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Introduction

Ce livre correspond & un cours que j’ai donné en 1986-1987 @&
Strasbourg dans le cadre du DEA de mathématiques. Comme son titre
lindique, ils’agit d’un ouvrage de mathématiques. Je m’adresse a des lecteurs
qui possédent un niveau équivalant @ celui de la licence de mathématiques,
celui du DEUG devrait méme suffire. A dire vrai, les notions utilisées impli-
citement sont assez limitées ; ce sont les conventions de la théorie des
ensembles, la donnée des entiers naturels, des rudiments de combinatoire
(peut-étre seulement la formule du binéme de Newton), de I’analyse au
niveau de la terminale des lycées ainsi qu’un peu d’algébre : notions de
groupe, d’anneau et de corps, quelques résultats élémentaires en algébre
linéaire. La quasi-totalité de ces résultats d’algébre et de combinatoire
figure dans mon livre Algébre appliquée a I'informatique, paru aux PUF
en 1987, et qui est destiné aux étudiants du DEUG.

La part consacrée aux algorithmes est relativement faible, mais les
algorithmes les plus importants du calcul formel sont présentés dans I’excel-
lent ouvrage de J. Davenport, Y. Siret et E. Tournier, Introduction
au calcul formel, paru chez Masson en 1987.

Par contre, les exercices qui figurent a la fin de chaque chapitre pren-
nent une place importante. Ce ne sont que rarement des applications
directes du cours. Trés souvent, ils constituent des compléments a ce cours
que je n’ai pas voulu traiter en détail dans le texte, afin de ne pas trop
P’alourdir et de conserver a cet ouvrage une taille raisonnable. En général,
les indications suggérées ou les références fournies permettront facilement
au lecteur de reconstituer les démonstrations.

La premiére partie du cours — les deux premiers chapitres — porte
sur des résultats élémentaires en arithmétique ; par exemple I’algorithme
d’Euclide, le théoréme chinois, le théoréme de Fermat... Presque tous ces
résultats étaient naguére enseignés dans la classe de terminale C. C’est,
d’une part, I’occasion d’étudier les opérations arithmétiques sur les grands
entiers et, d’autre part, une introduction concréte aux notions d’algébre
utilisées dans les chapitres suivants (par exemple anneaux euclidiens,
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principaux...). Un détail qui précise le niveau de cette introduction a
Parithmétique : la loi de réciprocité quadratique n’est pas démontrée, elle
n’est indiquée qu’en exercice.

La seconde et derniére partie, qui s’étend sur cing chapitres, est cons-
truite pour mener a un algorithme de factorisation des polynémes a coef-
ficients entiers. Ce long chemin commence par la présentation des résultats
algébriques généraux sur des polynomes généraux sur un anneau.

Ensuite, on étudie les polynomes a coefficients complexes ; en parti-
culier, on démontre un certain nombre d’inégalités sur les racines ou les
facteurs d’un polynéme a coefficients complexes, inégalités qui sont trés
utiles par la suite.

Le chapitre suivant est consacré aux polynomes a coefficients réels. Le
théme principal de cette étude est la séparation des racines réelles d’un
polynome. On y présente des résultats anciens, qui sont difficiles a trouver
dans les ouvrages récents : méthode de Sturm, régles de Descartes et de
Budan-Fourier, théoréme de Vincent. Ces travaux sont fondamentaux dans
le domaine de la géométrie réelle, domaine actuellement en pleine activité.

Le sixiéeme chapitre porte sur les polynémes a coefficients dans un corps
fini. Pour le but que nous poursuivons, il s’agit d’un chapitre essentiel du
fait qu’il contient I’algorithme de Berlekamp de factorisation des poly-
némes d coefficients dans un corps fini. Cet algorithme constitue la premiére
étape des algorithmes modernes de factorisation des polynémes a coeffi-
cients entiers. Les exercices de ce chapitre doivent beaucoup au livre trés
complet de R. Lidl et H. Niederreiter, Finite Fields, Addison Wesley,
paru en 1983.

Au dernier chapitre, on donne donc des méthodes de factorisation des
polynémes a coefficients entiers. L’effort essentiel porte sur I’algorithme
de Lenstra-Lenstra-Lovdcz. Cet algorithme utilise plusieurs des résultats
obtenus dans les chapitres antérieurs.

Dans tout ce cours, je me suis inspiré avant tout de I’ouvrage remar-
quable et extrémement documenté de Knuth, The Art of Programming,
vol. 2 (seconde édition), Addison Wesley.

La frappe a été réalisée entiérement par [’auteur sur ordinateur
Macintosh Plus, grdce aux logiciels World et MacXgn. La sortie a été
effectuée sur imprimante laser Apple.

Ce texte a été relu par Eric Domenjoud, Philippe Glesser, Catherine
Mignotte et Guy Viry ; je les remercie vivement pour leur patience et
pour m’avoir signalé de nombreuses erreurs de frappe. J'adresse aussi des
remerciements tout particuliers d mes collégues James Davenport et
Frangois Gramain qui ont apporté de nombreuses corrections et amélio-
rations au manuscrit.



CHAPITRE PREMIER

Arithmétique élémentaire

Ce chapitre traite du codage des nombres entiers et, a partir de 13, présente les
algorithmes de base en arithmétique ( addition, multiplication, division ... ) . L'étude de

ces exemples permet d'introduire la notion fondamentale de coiit d'un algorithme.

1. Représentation d'un entier en base b.

1. Ordre lexicographique .

Afin de présenter le résultat fondamental sur 1'écriture des entiers dans une base
donnée, rappelons la définition de 1'ordre lexicographique .
Soient E,, ..., E. des ensembles ordonnés, on consideére sur I'ensemble produit
E = E x .. xE
larelation R suivante entre €léments ( xy, ..., X;) et (yy,..,y,) appartenantd E :

" pour le plus petit indice i telque x;#y; ona x;<y; ".

On vérifie aussitdt que R est une relation d'ordre, on l'appelle l'ordre
lexicographique sur E ( c'est - comme son nom l'indique - I'ordre de classement des
mots d'un dictionnaire ).

L'ensemble E , muni de cette relation d'ordre, est appelé le produit
lexicographique des ensembles E;. Lorsque chacun des ensembles E; est totalement

ordonné, leur produit lexicographique E est aussi totalement ordonné.
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2. Développement en base b, existence .

Le réstltat fondamenta! de ce paragraphe est le théoréme suivant, qui est évidemment

bien connu mais qui est aussi trés utile pour le calcul sur les grands entiers.

THEOREME 1. - Soit b unentier > 1. Pour k entier strictement positif, soit Ejy
le prodluit lexicographique de k ensembles égaux a I'ensemble B={0,1,..., b-1}.

L'application

fk:(ro,rl,...,rk_l) —>. I.b

est un isomorphisme de l'ensemble ordonné E, sur l'intervalle {0, 1,...,bk-1}.

> On raisonne par récurrence sur l'entier k . Il est d'abord facile de vérifier que
lI'image de l'application fy est contenue dans l'intervalle { 0, 1,..b¥ -1} . Ensuite,
on vérifie que fy est strictement croissante. D'ou la conclusion ... Les détails sont

laissés au lecteur.<

Pour tout entier naturel strictement positif a, il existe un plus petit entier k > 0 tel
que a<bk et,dapres le théoréme, il existe une suite finie et une seule (rg, ..., Iy 1)
telle que les r; appartiennent tous a I'intervalle B={0,1,..,b-1} et que l'on ait

I'expression suivante de a
k-1

en outre, on a nécessairement 1o >0 ( sans quoi on aurait a<bk-1).
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On dit que I'expression précédente est le développement en base b de l'entier a
et on écrit parfois |
a =(ry,r e, 1),
ou encore
a=(rgr .. fyy dp s

les entiers r; sont appelés les chiffres de a enbase b (en anglais digits ).

Remarque : Les chiffres du développement de a en base b peuvent aussi
parfois étre considérés seulement comme des symboles d'un alphabet - I'alphabet B -
et la seconde écriture comme un mot sur cet alphabet, ou encore une liste de nombres.
Cette derniére interprétation est telle utilisée dans les systémes de calcul formel qui sont

écrits en langage LISP.
Exemples :

- Dans la vie courante, on utilise le syst€me décimal pour lequel b est égal a dix.

- Comme chacun le sait, les ordinateurs travaillent avec des nombres représentés en,
binaire, c'est a dire en base deux. La raison principale de ce choix est que le
développement en base deux ne nécessite que deux chiffres ( qui correspondent & deux
états possibles d'une unité de mémoire). Par ailleurs les opérations arithmétiques
élémentaires sont particulie¢rement simples en base deux.

- Pour le calcul sur des entiers de taille arbitraire, il est commode de travailler avec une
base b dont la valeur est proche du maximum permis par la taille du mot de la machine
(parexemple si le mot d'une machine comporte seize bits, on peut prendre une base b

avec b<215 ).
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L'estimation suivante d'un entier en fonction de son écriture en base b est trés utile.

PROPOSITION 1 .- Silentier positif n admet le développement en base b,
k

n=2aibi avec ak:tO

i=0
alors on a

bk < a bk <n < bk+l _1.

> La seule inégalité non triviale est la demiére. Elle se démontre ainsi

«Ji&q;gmfw; n<b-DxA+b+..+bk) =Dbk+t1 .1, <

3. Le passage développement — nombre .

Pas de probleéme, la transformation est
k-1 .
. -i-1
fk : (rO,r1 ,...,rk_l) - Zorib
=]

donnée dans le théoréme.

Ainsi, par exemple,
(1101110); = 26+25+2 3 4+22421
=(64)gix + 32 )gix +8+4+2
= (110 )45 =110 = cent dix .
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On peut aussi représenter cette transformation par un algorithme, c'est A dire un

processus de calcul ( écrit ici dans un langage sommaire ) .

algorithme développement - nombre ;
données : b, k, g, ... , 1,y entiers 20;
# n:i=r10;

pour i:=1 a k-1 faire n:=nb+r #

4. Le passage nombre — développement en base b.

La formule
k-1 il
— -1-
a= E r b
i=0

conduit a la relation
a=bq+r; ,
ou *
0<rn.,<b,
qui montre que r,_; est le reste de la division euclidienne de a par b, ce qu'on écrira

., =amod b (onlit "a modulo b").
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De plus l'entier q, le quotient ( que l'onnote aussi q = adivb ), est donné par la

formule
k-2 in
|-
q-= E r, b s
i=0

d'ou I'on déduit la valeur de ry 5,
Ivo,=qmod b,

et ainsi de suite ...

D'ol un procédé de fabrication du développement d'un entier a dans une base b qui
peut étre décrit symboliquement sous la forme »
dev(a;b) = (dev(adivb;b),amodb),

ce qui conduit & une définition récursive d'un algorithme pour ce développement.
L'algorithme itératif correspondant est le suivant.
algorithme nombre-développement 1 ;

données : a entier > (O, b entier 22
#1=0; n:=a;
tant que n> 0 faire
début
X[i] :=n mod b;
i=i+1;
n:=ndivb { div désigne la division entiére )

fin . #
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Faisons "tourner" cet algorithme sur un exemple : a=67, b=3.Le déroulement

peut étre représenté par le tableau suivant.

i n X
0 67 1
1 22 1
2 7 1
3 2 2
4 0

Ce qui montre que

67 = (2111),

(eneffet, 2x27+9+3+1=67).

On peut aussi déterminer le développement en base b en calculant d'abord les chiffres

~ de poids le plus €levé, A savoir ry, puis 1y, puis 1, ...

Ce second algorithme peut étre décrit de 1la maniére suivante,
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algorithme nombre - développement 2 ;
données : a entier >0,b entier 22
#k:=0; x:=b; n:i=a;
tant que a>x faire
début
k:=k+1;x:=xb
fin ;
x:=x div b ;
pour i:=0 a k faire
début
ril]:==n div x ; n:=n mod X ; x:=x div b

fin . #

Sur l'exemple de la recherche du développement ternaire du nombre 67 , on trouve

d'abord k=3, puis le déroulement suivant

quiredonne bien 67 = (2111)4.
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5. Cas des nombres de signe quelconque .

Pour coder un nombre entier n quelconque non nul, il suffit de noter son signe et sa
valeur absolue :
si Inl=(p ...35)p , on pose
codeg M) = (& ay,,...,3) ,

€=si n>0 alors '+ sinon

On définit la fonction signe d'un nombre entier n par les conditions

+ si n>0,
signe (n) = 0 si n=0,
-1 si n<O0.

6. Comparaison de deux nombres .

On ne considérera que la comparaison entre deux nombres positifs, le cas général s'en

déduit sans difficulté.
Soient donc deux nombres positifs a et b, o
az(a‘m"‘a())B et b=(bn "‘bO)B’

avec comme d'habitude a_, et b, non nuls.

Ce test de comparaison est une conséquence directe du théoréme 1.
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On suppose que l'ordinateur sait comparer deux entiers dont la valeur absolue ne
dépasse pas 2k, et qu'il posséde une fonction signe ainsi que l'opération de soustraction
définie pour ces entiers. En outre, on suppose que les entiers B , m et n sont tous

majorés par 2k, ces restrictions n'ayant aucun inconvénient dans la pratique.

L'algorithme de comparaison entre a et b peut alors s'écrire comme suit.

algorithme comparaison entre deux entiers positifs ;

données:a=(ay, ..a3 )g ,a,#0, b=(b, ..by )g ,b, #0 ;
{laréponseest r =signe{a-b)}
#si m#n alors r:=signe(m-n)
sinon début
ii=m;
tant que a; =b; faire i:=i-1 ;
si i=-1 alors r:={ sinon r:=signe (3; -b;)

fin .#
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2. Addition .

1. Cas de deux nombres positifs .

Soient deux nombres entiers positifs a et b écrits en base B, de longueurs

respectives m et n. On veut calculer leur somme c . Supposons que

m-1 . n-1 .
a=§:aiB1 et bzz b,B'
i=0 i=0

m-1 .

b=, b B,
i=0

avec b, = ..=b,,=0
Ainsi,

m-1 )

c = z (a, +b)B",
i=0

mais, en général, ceci ne foumit pas 'écriture

m
2"‘ i
c = ciB

i=0

de c enbase B, il faut faire attention aux retenues !
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Appelons r laretenue a un instant donné, on a I'algorithme suivant.

Algorithme somme en base B ;
données:a=(ap; .3 )g »a>0, b=(byy ...bg)g ,b>0;
# r:=0; ki=m-1 ;
pour i:=0 a m-1 faire
début
s:=a +b; +r;
si s<B alors début c; :=s ; r:=0 fin
sinon début c¢; :=s-B ; r:=1fin
fin ;

si r>0 alors début k:=m ;c, =1fin . #

Exercice : Démontrer que cet algorithme est correct.

Remarque : Comme l'algorithme le laisse supposer, la retenue ne peut valoir que 0 ou
bien 1;eneffet on a toujours

ai+bi <2B-2.

11 est naturel de choisir pour cofit de l'algorithme précédent le nombre d'opérations
élémentaires (c'est a dire portant sur des entiers plus petits que B ), ce cofit est trés

facile 2 estimer : ilesten O (max { m,n }).
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Remarque : On ne peut remplacer cette borne par O (min { m,n } ) en raison de la

propagation éventuelle de la retenue, comme dans la somme
m-1 .
(B-1)B' +1=B".

i=0

"

Exercice : Etant donnés deux nombres positifs a et b, codés en base B comme
plus haut, évaluer la probabilité pour que la retenue se propage jusqu'au rang k, ou k
vérifie n-1< k <m- 1. En déduire une étude statistique du cofit de I'algorithme de

somme de deux entiers.

2. Cas de deux nombres de signe quelconque .

Soient a et b deux entiers codés en base B dont on veut calculer la somme c.

Excluons le cas trivial ou 'un au moins de ces deux nombres est nul.

Si a et b ontle méme signe alors
c =signe(a).(lal+1bl)
etiln'y a pas de probleme.

Si a et b sont de signe contraire, on a les deux cas suivants
-si lal=2Ibl alors
c=signe(a).(lal-1bl),
-si lal<Ibl alors

c=signe(b).(Ibl-lal).
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Pour étre capable de calculer ¢ il suffit donc de savoir
1°) comparer lal et Ibl,

2°) calculer la différence de deux entiers positifs a' et b',on a'>b'.

Ayant déja vu comment on peut effectuer la premiere de ces opérations, il suffit
d'étudier comment réaliser la seconde. Cette fois encore la seule question est de tenir

compte des retenues. L'algorithme ci-dessous effectue cette opération.

algorithme différence de deux entiers positifs ;
données: a=(ay .3 )g , b=(by ..by g, a>b>0;
{ on suppose a,, >0 mais seulement b, >0, comme plus haut }
#k:=0;
pour j:=0 a m faire
début
s=a -b +k
=s ; k:=0 fin

si s 20 alors début ¢
sinon début cji=s +B; k:=-1 fin

fin . #

Exercice : Démontrer que cet algorithme est correct.

3. Soustraction .

On vient de voir comment ajouter deux entiers de signe quelconque, la soustraction est
donctout simplement réalisée grice 2 la formule

a-b=a+ (-b).
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4. Multiplication .
11 suffit de considérer le cas du produit de deux entiers positifs.

On veut cette fois calculer c=ab oules entiers a et b sont donnés par les formules

du paragraphe 2 ,avec m2n.

Plus précisément, il s'agit 2 nouveau d'obtenir le développement de ¢ en base B .

Ona

c=(2aisi).(ilbjni)
:*Z""Z( Z a.bj ) B".

1
i+j=h

D'ou l'algorithme ( en désignant toujours la retenue par r).

algorithme multiplication de deux entiers version 1 ;
données :a=(agyq ...3 )g »>3m1#0, b=(byq...bg ) ,bp1#0 ;
#1r:=0; ki=m+n-2;
pour h:=0 3 m+n-2 faire
début
ti=r1;
pour i:=max (0,h-n+1) a min(h,m-1) faire t:=t+a;by; ;
cp:=t mod B ; r:=t div B
fin

si r#0 alors début k:=k+1 ; ¢ ==r fin .#
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Pour vérifier que cet algorithme est correct, le seul point non évident est le fait que c,
est bien le chiffre de gauche du développement de ¢ en base B . Pour le démontrer, il
suffit de noter que

a<Bm™ et b<B" = c<Bm+n
autrementdit,ona k<m+n-1.

Il est facile de vérifier que le nombre d'opérations de cet algorithme esten O (mn).

Mais , cet algorithme, écrit brutalement, présente un défaut sérieux : il fait intervenir
des entiers intermédiaires dont la valeur peut dépasser le produit (B -1)2n,avecn
arbitrairement grand. Il ne s'agit pas d'opérations "élémentaires"”, car on ne peut
considérer comme telles que des opérations qui portent sur deux entiers plus petits que le
nombre B .

11 faut donc réécrire I'algorithme en tenant compte de cette remarque.

algorithme multiplication de deux entiers version 2 ;
données: a=(ay1 -.20 )B »8m1#20, b=(byy..bg )g by #0 ;
# pour i:=0 a m- faire ¢; :=0;
pour j:=0 a n-1 faire
début
r=0;
pour h:=0 a m-1 faire
début
t:=ahbj +Chyj +T
Chj =t mod B ; r:=t div B
fin ;
Ciym =T

fin . #
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Les nombres intermédiaires t, vérifient cette fois
t =ap by +cpyj ¢ S (B-1)2+(B-1)+r1,
avec 1, =ty divB (enposant t; =0); ce qui implique successivement
tp <B(B-1) , r <B,
ty SB(B-1)+(B-1)<B2 , ,<B,
On voit donc que les nombres t sont tous strictement plus petits que B 2 et que l'on

atoujours r<B.

Remarque : Cet algorithme différe de l'algorithme ordinaire. Dans le cas de
l'algorithme "papier-crayon"”, on stocke les produits intermédiaires, puis on effectue une
seule addition globale. Ici, on effectue les additions partielles. Inconvénients de
l'algorithme ordinaire : mémoire utilisée de taille m X n, calculs intermédiaires sur des

entiers de I'ordre de m B .

Voici un exemple qui illustre la différence entre les deux méthodes.

456 17 4567
X 6789 X 67809
41103 41103
36536 36536

319609 406 46 ..

27402 319609

31005236 3 3603 3.

27402

3100 5 ..
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5. Division euclidienne .

1. Existence .

THEOREME 2 . - Etant donnés deux entiers positifs a et b, il existe un couple
d'entiers (g, r) et unseul vérifiant
a=bq+r od 0<r<b;
on pose
gq=adivb e r=amodb,
I'entier q est appelé le quotient et r le reste.
Lorsque le reste de la division de a par b est nul on dit que b divise a, ce qu'on
note souvent bl a; on dit aussique b estun diviseur de a ouencore que a estun

multiple de b.

> L'existence se démontre par récurrence sur a :
-si a<b onpose q=0 et r=a,
-si a>b onpose q=1+(a-b divb) et r=(a-b)modb.

La démonstration de l'unicité est laissée au lecteur. <

COROLLAIRE .- Soit H un sous-groupe de Z , alors il existe un entier d >0,

etunseul,telque H=dZ (= (dn;ne Z }).

> Si H={0}, le résultat est vrai avec d =0.On suppose donc H non réduit a
zéro. Alors, I'ensemble des éléments strictement positifs de H est non vide et posseéde
donc un plus petit élément, que 1'on notera d.

Soit maintenant un élément a quelconque de H. Par division euclidienne, on a

a=qd+r, oo 0<r<d.



Arithmétique élémentaire 31

L'entier r appartienta H, puisque r=a-qd.D'aprés la définition de d, ona

nécessairement r=0.Donc a=qd.<

2. Caleul.

On se donne deux entiers positifs a et b, de longueurs respectives m et n . Il s'agit
de trouver deux entiers q et r tels que

a=bq+r avec 0<r<b.

La démonstration de I'existence de la division euclidienne conduit a réaliser cette
opération grace a une suite de soustractions. Cette méthode peut étre utile avec de grands

nombres, mais nous allons plutdt étudier la méthode scolaire usuelle.

Dans un premier temps, comme dans la division a la main, on se rameéne au cas ou

ona m=n+1.

Choisissons alors les notations suivantes
a:(aoalu_a_n)B et b=(b1 .‘.bn)B
avec

a/b<B.

Il s'agit de déterminer le quotient
q=1[a/b].
Le principe de la méthode qui suit consiste a prendre une valeur approchée de ce

quotient. La valeur exacte étant ensuite obtenue en un tout petit nombre d'essais.
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On prend comme valeur approximative du quotient I'entier

aOB+a1
g* = min —5— |.B-1
1

(Lanotation [ x] désigne la partie entiere du nombre réel x . ]

La suite montre que cette premigre valeur est trés satisfaisante.

On a en effet

.Clestvraisi q*=B-1,

. sinon, on a
I
q - bl B

etdonc
q*bl > N B+a] ‘b] +1,

ce qui implique
a-gq* < a-g*b;Bn!

< aBm+.+a, -ag B0 -a; B*! +b, Bn1 .Bnl

=a, B" +..+a, -B™! +b B™ < b Bl <p.

D'oi le résultat, puisque q est le plus petit entiertelque a-qb<b.
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(i) by 2[B/2] = g*<q+2.

Notons d'abord que

. . 4
gq* < dn_l < dn.I et q >F-]'
b, B b - B

Pour démontrer I'implication, on raisonne par I'absurde :

on suppose donc q* =2 q+3.

Alors
donc

puis

B-42>¢g*-32>q=[a/b] 22(b; -1),
et on a bien

b, <[B/2].

Remarque : On peut se ramener a la condition b; = [B/2] enremplagant a et b

par ka et kb ou lefacteur k vaut
B
k=1bv+1]-

Exercice : Démontrer que la remarque précédente est correcte.

M. MIGNOTTE — 2
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6. Le coiit de la multiplication et de la division .

1. Le coiit de la multiplication .

On désigne par M (n) le cofit du produit de deux entiers de n bits.

L'algorithme de multiplication de deux entiers de longueur n donné plus haut a un
coiit de l'ordre de n2 , donc
M(n)=0(n?),
mais on peut construire des algorithmes dont le colit asymptotique est nettement plus

petit.

La méthode trés simple suivante, due a Karatsuba, utilise I'idée trés souvent efficace
en algorithmique de partager un probleme donné en deux sous-problémes de tailles

égales.

Supposons n pair, n=2m,et u et v deuxentiers de n bits. On décompose ces
entiers en
u=a2m+b , v=c¢c2m+d,

et on calcule le produit w=uv de la maniére suivante.

Si
x=(a+b)(c+d),y=ac, z =bd
alors

w=y22m 4 (x-y-z)22m + z ,
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Compte tenu du fait que les formules précédentes ne comportent que trois
multiplications d'entiers de longueur m et des opérations ( additions et décalages ) dont
le colit est linéaire en n, il existe une constante k telle que M (n) vérifie la majoration

suivante

k si m=1
M(n) <
3M@Mm)+kn si m>1,

Soient n un entier positif quelconque et t le plus petit entier tel que 2! soit au
moins égala n. Alors

M(n) £ M(2Y).

En appliquant la majoration précédente pour les entiers 2t,2t-! | et 2, on obtient
M(2') = O(3Y);

ce qui implique

M(n) =0(n%) oi o= (Log3)/(Log2) =1.585< 2.

L'idée précédente peut étre généralisée : au lieu de dé;ouper les entiers en deux parts
de méme longueur, on les découpe en r morceaux. 1l s'agira donc de trouver une
méthode pour calculer le produit en effectuant aussi peu de multiplications que possible.
La technique utilisée sera d'obtenir ce produit 2 partir d'un polynéme, ce polyndme étant
déterminé par interpolation. Considérons cette fois deux entiers u et v de longueur

égalea nr,dont on veut calculer le produit w.



36 Mathématiques pour le calcul formel

Posons

u="U, 2™ +..+ Uy 2" + Uy

et
v=V 21"+ .+ V2" + Vg

On définit les polynébmes U, V et W par les formules
UX)=U, X™ +..+ U X + Uy ,
VX)) =V, Xt + .+ V, X"+ Vg, ,
WEX) = UX)VX).

Alors
w=W(2n),

Pour calculer le polyndme W , dont le degré ne dépasse pas 2 r, on détermine
d'abord ses valeursen 2r+ 1 points, par exemple i=0,1,..,2r ( ou encore aux
points -r,-r+ 1, ...,r ), gricea la formule

W) =U@)V(i),
puis on obtient les coefficients de W par interpolation ( le coit de cette opération est
linéaire en n ) . Ceci conduit a une majoration du type

M(rn) £ (2r+1)YM(n) + c¢cn,
pour une certaine constante positive c.

Une démonstration analogue a la précédente permet d'en déduire I'estimation
M(n) =0(n®) ou o = (Log(2r+1))/Log(2r) ,

ainsi, en choisissant I'entier r suffisamment grand, on voit que

M(n) = O (nl+€) pourtout € > 0 fixé.

Actuellement la meilleure estimation connue est
M(n)=0(n.Logn.Loglogn) ,
elle est due a Schonhage et Strassen et utilise la technique de la transformée de Fourier

rapide.
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2. Le colit de 1a division .

On commence par traiter le cas particulier du calcul du quotient entier de 22"-1 par
un entier v, ol v comporte n bits ,donc v > 2n-1  eton exclut le cas trivial ou
v=2".

Ce calcul peut étre effectué par la méthode suivante.

Supposons donné un entier v, 21-1 < v < 2" et que I'on veuille calculer le
quotient

q=1[22n1/v],
et appelons C (n) le colt d'un tel calcul.
Pour estimer C (n ), supposons n pair, n = 2m.Onécrit v=2m v'+ v',on

adonc v'>2m-1

Ona

22n-1 7y = (23m-1 /y') (1-x+4+x2-..)

x=v'"/(2myv) , donc 0 <x<2-m+l
On en déduit
0 < (22n-1/y) - (23m-1/v)(1-x) < 4.

Ilreste essentiellement a estimer le terme (23m-1 /v')(1-x).

Posons

22m-1 /vy = a+¢ , oo 0<e<1,
alors ‘ i

(23m-1 /y'y(1-x) =2ma+ 2meg - (22m-1 y")/y2
ol

2m g = (22m-1 _ gy') x (22m-1/y) x 2-m+1

=(22m-1_ a3y ) x ax2-m+ly g avec 0 <e'< 2.
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Ces calculs montrent que 1'on peut obtenir le quotient q a partir du quotient a, des
produits av',(22m-1 _av') x a et v'2,duquotient [(22m-1y")/v'2] et
d'un certain nombre d'opérations dont le colt est linéaire en n .

D'ot la majoration

C(n)< 2C(n/2) +3M(n/2) + cn (c=constante) ;
qui - sous I'nypothése M (2k) = 2M (k) pourtout k - conduit a 'estimation
C(n) =0(M(n)) + O(nLogn).
Sous I'hypothese supplémentaire ( non infirmée a ce jour )
M(n) 2 c'nlogn ,
pour une certaine constante c'> 0, on obtient

C(n) < O(M(n)).

Pour calculer le quotient entier d'un nombre u de 2 n bits par un nombre v de n
bits, on écrit tout simplement
[u/v]= [(u/22r-1) x (22n-1/v)]
ce qui permet d'obtenir le quotient cherché en effectuant le calcul précédent suivi de la

multiplication de deux entiers de n bits environ.

Ceci montre que la quantité
D (n) = cofit de la division d'un entier de 2 n bits par un entier de n bits
vérifie I'estimation
D(n) = O(M(n)).
Ainsi, en termes un peu rapides, on peut dire que le coilt de la division est, a une

constante multiplicative prés, majoré par celui de la multiplication.
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7. Le calcul de x .

Soit x un objet tel que 'expression x ™ ait un sens ( par exemple x peut étre un

entier, une matrice, un élément d'un corps fini ... ). On se propose de calculer x ",

1. Premier algorithme .

C'est le premier algorithme qui vient & l'esprit : on calcule successivement les éléments

x2,x3,..,x". Ce qui peut étre présenté plus formellement de la fagon suivante.

algorithme A1l
données x,n; {lerésultatestnoté z }
# z:=x;

pour i=1 a n-1 faire z=zx.#

On s'intéresse au nombre de multiplications nécessaires, c'est la quantité choisie ici
comme représentant le codt de l'algorithme de l'algorithme A 1 considéré.
Dans ce cas, le colt est tout simplement

Colt(A1l) =n-1.

Remarque : Le choix du nombre de multiplications comme mesure du cofit de
1'algorithme précédent n'est pas toujours réaliste . Par exemple, si x est un entier le
temps de calcul de x * dépend de la longueur des entiers qui interviennent dans les
multiplications et n'est pas linéaire en n . Par contre,si x est un élément d'un corps
fini, les valeurs successives de y sont de longueurs uniformément bornées et le temps

de calcul est proportionnel au nombre de multiplications effectuées.
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2. Second algorithme .

Cet algorithme est connu depuis environ vingt siécles par les mathématiciens chinois et
a été retrouvé de nombreuses fois. Le principe consiste a calculer successivement

certaines puissances de x , A savoir x 2, x4 ,x 8, . et a les combiner ensuite pour

obtenir x 0,

Plus précisément, si 'exposant n admet I'écriture binaire
k

n= Y e.2' , onee(0,1),

i=0

alors on a les formules

k .
2 eiA2l
i=0

Ce qui conduit a l'algorithme suivant.

algorithme A2
données x, n >0; { le résultat est encore noté z }
# y:=x; z:=1; (y contient successivement x, x2, x4 ...}
tant que n >1 faire
début m:=n div 2;
si n>2*m alors z:=z%*y;
y:=y*y;n:=m fin ;

z:=z*y . #
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Faisons tourner cet algorithme sur un exemple : calculons x 13 par cette méthode. Le

déroulement de l'algorithme est résumé par le tableau suivant.

m 6 3 1
y X x?2 x4 «x8
Z 1 X X x5 x13

Maintenant nous allons étudier le nombre N de multiplications effectuées par cet
algorithme. D'apreés la formule ci-dessus, on a
=k +e+e + .. +e-1.
D'ou I'on tire aussitot Ia majoration

N<2k.

1l reste, bien entendu, 3 majorer l'entier k . Dans la décomposition binaire de n on a
n=2%k+e¢. .21 4+ %,
donc
2k < n |
ou encore, en passant aux logarithmes,

k < logn.

Remarque : on notera toujours log le logarithme binaire, c'est & dire que
Log x

1
0B X Log2

Ainsi N vérifie

N < 2logk.
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Par exemple, si n vaut un million, I'algorithme A 1 nécessite exactement 999 999
multiplications tandis que I'algorithme A 2 n'en effectue pas plus de 38 ( en effet on

saitque 210 = 1024 ,donc 220 > 106). Exercice : Calculer N lorsque n =106,

Une premiére conséquence évidente de I'estimation précédente de N est que pour des
valeurs de n assez grandes ( ici par exemple pour n = 20 ) l'algorithme A 2

comporte nettement moins de multiplications que l'algorithme A'1.

Mais il est important pour comparer les performances réelles de ces deux algorithmes
de bien préciser quel est le domaine de calcul :

- si x estun entier de longueur h alors le second algorithme fait intervenir des
nombres trés grands et si on suppose que le colit du produit de deux entiers de longueurs
respectives m et m' est delaforme cmm' (ol c est une constante positive ) alors

le cotit de A 2 vérifie

k-1 K i1
Cz(n)zchzi 22 +ch22ci(2f:j2’) 2",
izo i=1  j=0

Il

ou les e; sont les chiftres binaires de n ( en particulier ex = 1) , tandis que le premier

algorithme a un co(t de 'ordre de

1K

C,=ch(h+2h+3h+ ..+ (n-2)h) (c/2)n2h2,
Pour n=2k% ,ona
C,(n) =(4/3)cn2h?2 = (8/3)C (n);
par contre, pour n=2k+2k-1 ona
C,(n) = (4/3)c 22kh2 4 ¢22k-1h2 = (11/6)c22kh2

alors que

Cy(n) =(9/4) ¢22kh2 = (27/12) Cy(n) .

|
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-si x appartient & un anneau fini dans lequel le coiit du produit de deux éléments
quelconques peut étre considéré comme constant alors le second algorithme est nettement
préférable au premier ( par exemple pour n = 20 ).

11 est utile de savoir que l'algorithme A 2 est effectivement utilisé : par exemple en
cryptographie, certaines méthodes de codage et de décodage nécessitent de calculer des
expressions y de la forme

y = x"™ mod a,
ol n estunentier > 10 50 ; dans un tel cas, non seulement le second algorithme
permet un calcul relativement rapide, mais le premier algorithme est absolument
inutilisable (exercice : estimer le temps nécessaire pour que I' algorithme A 1 calcule y
lorsque l'ordinateur utilisé effectue 10 19 multiplications a la seconde ... ce qui est une

situation optimiste ! ).

Revenons a une étude plus précise de N . Ona vu que
N=k+s(n)-1,
ol s (n) désigne la somme des chiffres de I'écriture binaire de l'entier n . Par
ailleurs, I'entier k vérifie les inégalités 2k < n < 2k+1 etdonc k = [logn].
L'inégalité évidente s(n) =1 implique la minoration
N > [logn],
'égalité étant atteinte pour toutes les valeurs de n qui sont des puissances de deux.
Enrésumé, la quantit¢ N vérifie

[logn] < N < 2[logn].

11 serait intéressant de faire une étude statistique plus fine de N en fonction de n,

mais cette question est difficile et nous entrainerait trop loin.
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3. Une application .

Nous allons appliquer l'algorithme précédent au calcul d'un terme d'une suite
récurrente linéaire. Rappelons qu'une telle suite (u, ) est définie par ses premieres
valeurs ug,uy, ..., U, etune condition de la forme

©) U, = aj Uy +@8s Upp +...+a, Uu,, pour n=h.

L'exemple le plus célébre est celui de la suite de Fibonacci ( qui date de 1202 ) ,
définie par

Fo=0, F =1, F, =F,, +F,, pour n22;
si bien que

F'l :1, F3 mz,F“ =3,F5 :ﬁml‘b: .....

Si on désigne par u, le vecteur colonne dont les composantes sont u, , U, g, ...,
Uspe alors larelation (*) peut s'écrire sous la forme matricielle
U, = A Uy g

ou lamatrice A vaut

a4
1
A = 0
0 01
Si bien que l'on a
i, = A n-h+l uh-l

et que I'on peut calculer u,, , et donc en particulier u, , en un nombre d'opérations qui

est majoré par O (Logn).

Cette méthode est particulierement utile si on travaille modulo un entier, elle permet par

exemple de trouver rapidement la période de la suite (u,) .
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4. Complexité du probléme .

Aprés avoir donné un algorithme banal qui calcule x™ - en un nombre d'opérations
linéaire en n , nous avons trouvé un autre algorithme qui réalise le méme travail en un
nombre d'opérations logarithmique en n . Se pose alors la question : peut-on encore
faire mieux ? Avant de pouvoir répondre 2 une telle question, il faut lui donner un sens

trés précis.

La premiére chose est de définir clairement la classe d'algorithmes que l'on considere.
Dans le cas présent, nous n'envisagerons que des algorithmes qui n'effectuent que des
multiplications. Plus précisément encore, nous nous limiterons aux algorithmes de la

forme suivante qui calculent x ™ ,pour n fixé :

l:yj:=u vy ou wu,vye{L,x},
it yit=wvio oo o, vie {LX Yy Yinds

tr oy =0y ot w,vie {1,%y,.,¥1}) € y,=x7.

Le coit d'un tel algorithme étant évidemment égala t (le nombre de multiplications ) .

Remarquons d'abord Jue I' algorithme A 2 appartient bien a la classe précédente. On
peut aussi noter que 1'algorithme A 2 n'est pas toujours optimal dans cette classe.

En effet, si on considére le cas ol n = 15 l'algorithme A 2 nécessite 6

multiplications tandis qu'il est possible de calculer x 15 en 5 opérations de la manigre

suivante : on calcule x 3 ( en deux multiplications ) puis x 6 , x 12 et enfin on

obtient x15 = x3 x12 |
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Passons maintenant 3 I'étude véritable de la complexité du calcul de xn.

Autrement dit, il s'agit de minorer le nombre t .

Pour un algorithme quelconque du type précédent, chaque valeur y; peut s'écrire :
yi o= xe®,
ol I'exposant e (i) vérifie
e(l1)ye (0,1,2}),
e(i) = e(j)+e(h) avec j,h<i,pouri=2,

e(t) =n .

On en déduit aussitdt les inégalités
e(i) <2V pour i=1,..,t;
donc en particulier

e(t) =n <21,

Autrement dit,

t > logn.

Nous avons ainsi montré que la complexité de notre probléme est au moins logn et

par conséquent que I' algorithme A 2 est, & peu de chose prés, le meilleur possible.

Remarque : L'argument qui nous a permis de trouver la complexité de ce probieme est
trés simple. 11 ne faudrait pas croire que c'est toujours le cas. Bien au contraire, ia plupart
des questions de complexité sont trés difficiles. Beaucoup de problemes dans ce domaine
restent ouverts, par exemple on ignore quelle est 1a complexité du produit de deux

matrices carrées nXn pour n3.
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Le résultat suivant démontre l'existence du p.g.c.d. .

THEOREME 3 .- Soient a2 et b deux entiers, il existe un entier positif d qui
divise 2 1a fois a et b ettel que tout diviseur commun a a et b divise d; cet entier est
appelé le p.g.c.d. de a et b etnoté p.g.c.d.(a,b), ouencoresimplement (a,b)
quand il n'y a pas de confusion possible.

De plus, il existe deux entiers u et v tels que

d=ua+vb.

> Considérons l'ensemble des entiers de la forme ma+nb, ol m et n
parcourent tous deux Z .

On vérifie aussitdt que cet ensemble est un sous-groupe de Z . Comme nous l'avons
déja vu, cet ensemble est donc de la forme d Z , pour un certain entier d positif. De

plus, par construction, il existe deux entiers u et v tels d =ua + vb.

Pour conclure, il suffit maintenant de montrer que d divise a ¢t b et que tout

diviseur commun a a et b divise aussi d.

Comme
a=1.a+0.b,
l'entier a appartient 3 d Z , en d'autres termes d divise bien a ; de méme I'entier d

divise aussi b .
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Soit enfin un entier ¢ qui divise a la fois a et b . Il existe alors deux entiers a' et b’
telsque a=ca' et b=cb'.D'oularelation
d=ua+vb=(ua+vb).c

qui montre que l'entier ¢ divise bien I'entier d. <

Lorsque le p.g.c.d. de a et b estégala 1, onditque a et b sont premiers

entre eux . Le théoréme 1 posséde le corollaire suivant.

THEOREME 4 .- Soient a et b deux entiers. Alors a et b sont premiers entre
eux si, et seulement si, il existe deux entiers u et v tels que I'on ait la relation ( dite de
Bézout )

ua + bv =1,

> La condition est nécessaire d'apres le théoreme 1. Elle est aussi suffisante : si
ua +bv=1,
alors tout entier qui divise simultanément a et b divise 1,donc a et b sont premiers

entre eux. <

Ce théoreme a le corollaire suivant, quelquefois appelé théoréme d'Euclide-Gauss.

THEOREME 5 .- Soient a et b deux entiers premiers entre eux. Alors, si un

entier ¢ estdivisible a la fois par a et b, il est aussi divisible parleur produit a b .

> Soient u et v deuxentierstelsque ua + vb = 1. Alors
uac + vbec =c¢,

etcomme le produit ab divise ac et bc,ildivise aussil'entier c. <
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2. Calcul du_p.g.c.d.

La démonstration du théoreme 1 ne fait que prouver l'existence de I'entier d mais ne
fournit pas de moyen direct de le calculer. En pratique, il est fort utile de savoir calculer
le p.g.c.d. de deux entiers ; ce qu'on sait faire depuis environ vingt deux siécles grice

au (justement ) célebre algorithme d'Euclide .

L'algorithme d'Euclide ordinaire ne fournit que la valeur du p.g.c.d. mais, comme la
connaissance des valeurs des entiers u et v du théoreme 3 est souvent trés utile et
qu'on les obtient sans beaucoup compliquer l'algorithme d'Euclide, nous donnons

directement la variante qui fournit aussi u et v .

Supposons a > b > 0, lI'algorithme d'Euclide consiste a calculer la suite de triplets

W; = (t,u;, v;) définis par les conditions

WOZ(av]’O) )
W, =(b,0,1),

Wi = Wiq - qa Wi ol Q= [tq/t] pour i22;

en s'arrétant au premier entier j pour lequel t; s'annule.

On a alors

et

d = uj_la + Vj_]b.
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Pour démontrer ces demieres formules, remarquons d'abord que par construction on a
t,=uya+ vb pour i =0,1,2,..
et donc en particulier
.1 = Yqa+ vigb ,ainsi ;€ aZ + bZ .
. Il reste & montrer que t;.; est bien égala d,le p.g.c.d. de a et b.Dapres la
démonstration du théoréme, aZ + bZ = dZ ,donc d divise ty.
I1 suffit maintenant de montrer que t;; divise ala fois a et b. Or, par définition, t;
divise a la fois t;; et tj, etlaformule
L2 =4+ Qitig,
appliquée successivement pour i = j-1, j-2, ..., 3,2 montre que le terme ti

divise ti3,t4,.., ) ,to .Comme t;=b et tg=a ,on obtientlerésultat. <

Exemple : Le tableau suivant présente le calcul du p.g.c.d. de 1812 et 1572.

t 1812 | 1572 { 240 | 132 | 108 | 24 12 0

u 1 0 1 | -6 ] 7 [-13] 59
v 0 1 -1 | 7 | -8 15 | -68
q 1 6 1 1 4

D'ou l'on déduit p.g.c.d. (1812, 1572) = 12, et aussi la relation
59 x 1812 — 68 x 1572 = 12.
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3. Le coiit de l'algorithme d'Euclide .

Il est tres intéressant d'analyser le colit de cet algorithme. Le résultat le plus

spectaculaire est le suivant.

THEOREME 6 ( G Lamé, 1845) .- Soit n un entier > 1 . Soient alors deux
entiers u et v, u>v>0,avec la propriété que u est le plus petit entier positif pour
lequel l'algorithme d'Euclide sur (u,v'), oi u > v'> 0, nécessite n étapes.
Alorsona

u="F,, e v=F,,

ou F, désigne le k-iéme nombre de Fibonacci.

> Eneffet, on a effectué les divisions successives
U =u=0q; v +r1,

Uy =q rnp +12,

Upy = Gy Tpay+ Tn = Gy Tpg >
et la conclusion résulte de la suite d'inégalités

Unq >1 » Up2 Zun_l +1 22 > Ups 2 Up2 +Up g 5 we . <

COROLLAIRE 1 .- Si 0 £ v <u alors le nombre n de pas de 1'algorithme
d'Euclide vérifie

Log ( vs u)

1+V5
e (=)

-2

> Exercice . <
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Pour une analyse statistique détaillée du nombre de pas nécessaires dans l'algorithme

d'’Euclide, voir Knuth .

COROLLAIRE 2 .- Si 0 <v < u,od u estunnombrede n bits. Alors le

cofit de l'algorithme d'Euclide esten O (n?2 ).

> C'est une conséquence quasi immédiate du corollaire 1 . <

4. Le p.pcm

Si a et b sontdeux entiers non nuls, par définition leur p.p.c.m. est l'entier
ppcm. (a,by) =ab/(a,b),

on le note aussi [a,b] quandiln'y a pas de confusion possible.

On vérifie facilement que c'est un multiple commun a a et a b et que tout entier qui

est 2 1a fois un multiple de a etde b estun multiplede [a,b].

Exercice : Démontrer les propriétés ci-dessus.

Exemple : Nous avons vu que le p. g. c.d. de 1812 et 1572 estégala 12 ,ilen

résulte que
p.pc.m. (1812,1572) = 1812 x 572/12 = 237372.
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9. Le groupe G (n).
1. Définition .

Soit n un entier au moins égal a deux. On note G (n) I'ensemble des éléments de
I'anneau Z /nZ qui sont inversibles. D'apreés le théoréme 3, l'ensemble G (n) est
constitué par les classes des entiers premiers avec n. Onnote ¢ (n) le cardinal de
I'ensemble G (n), c'est le nombre d'entiers de l'intervalle (1,2, ...,n-1} quisont
premiers avec n (par convention @ (1)=1); cette fonction est appelée la fonction

phi d'Euler .

Comme le produit de deux éléments inversibles est aussi inversible, on voit que

I'ensemble G (n) estun groupe (multiplicatif).

Un nombre entier au moins égal a deux est dit premier s'il n'admet pas d'autre
diviseur positif que lui-méme et 'unité. Les nombres premiers sont 2, 3, 5,7, 11, 13 ..
On sait depuis Euclide qu'il existe une infinité de nombres premiers ( voir 1'exercice 19
ci-dessous ) . Dans toute la suite, 1a lettre p désignera toujours un nombre premier.

Un nombre entier au moins €gal a deux qui n'est pas premier sera dit composé .

Si p est un nombre premier alors tout les entiers de l'intervalle (1,2, ...,p -1}

sont premiers avec lui, donc

¢(p) =p-1.

Pour n entier, n 2 2, on a méme l'équivalence

n premier < ¢@(n) > n-2.
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2. Le théoréme d'Euler .

Le lemme suivant est un cas particulier trés simple du théoréme de Lagrange sur
les groupes finis.

LEMME 1 .- Soit G un groupe abélien fini de cardinal k, dont la loi est notée
multiplicativement. Alors tout élément x de G vérifie

xk =1,

[ Le théoréme de Lagrange est le méme résultat, mais pour un groupe fini quelconque. ]

> Soit x un élément quelconque de G . La fonction y — xy de G dans lui-
méme est bijective. Par suite,

Hy=ny=§kHy :

yeG ye G ye G

la derniére égalité provenant de la commutativité. D'ou le résultat en simplifiant. <

L'application de ce lemme au cas du groupe G (n) donne le résultat suivant.

THEOREME 7 (Euler). - Soit a un entier premier avec un entier
alors

n2>2,ona

a®®M =1 (modn).

Exemple : Considérons le cas o n=56 et (x~=19.

On vérifie que @ (56) = 24 et le calcul peut étre réalisé comme suit.
x? =289 =9

, ®4=92 =81 =25
443

’

25 x9=25=1

donc x 2% = 1,comme l'indique le théorgme.
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3. Calcul de l'inverse d'un élément .

Soit x un élément du groupe G (n) , on veut calculer son inverse u=x -1 .
Autrement dit, il s'agit de trouver un entier u qui vérifie
ux =1 mod n,
ou encore de trouver deux entiers u et v tels que

ux +vn=1.

Deux méthodes sont donc possibles :
- I'algorithme d'Euclide du p.g.c.d. de x et n qui fournit en particulier u,
- le théoréme d'Euler qui donne la solution

u=x®M™-1 mod n.

Dans les deux cas, le nombre d'opérations est en O ( Log n ) , mais la seconde
méthode est peut-étre plus rapide ( Mais seulement lorsque la fonction d'Euler ¢ (n) est
connue. Par contre on ne connait pas de moyen rapide de calculer cette quantité ; ceci est
tellement vrai que la sécurité de certaines méthodes de cryptographie repose sur la

difficulté ducalculde ¢ (n) lorsque n est untrés grand entier. ) .

Remarque : Dans le cas présent, le colit du calcul de l'inverse d'un élément est
nettement supérieur au coit du calcul du produit de deux é1éments. De fagon générale, les
colits des opérations dans G (n) et dans N sont tres différents ( nous 'avons déja vu

pour le calcul de xn) .
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4. Calcul des coefficients de 1a relation de Bézout .

Le théoréme d'Euler permet de calculer les coefficients de la relation de Bézout sans

utiliser I'algorithme d'Euclide.

Considérons en effet deux entiers positifs a et b premiers entre eux. Il s'agit de
déterminer deux entiers u et v tels que I'on ait
ua +vb =1.
Remarquons que cette relation implique les congruences
ua=1modb e vb=1moda.
Supposons les quantités ¢ (a) et ¢ (b) connues. On obtient une solution (u, v) en
prenant
u=a%®-1 modb
et

v=(b9?@-1 moda) - a .

En effet, d'apres le théoreme d'Euler, le nombre
ua+vb -1
est divisible par a et par b, donc par le produit ab ( puisque a et b sont premiers
entre eux ) ; d'autre part, on vérifie facilement que

lua+vb -1I<ab.

Larelation ua + bv =1 adonc bien lieu.
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Exemple : Reprenons les valeurs choisies précédemment pour I'exemple de l'algorithme
d'Euclide. On note d'abord que
1812 = 12 x 151 et 1572 = 12 x 131
puis que
¢ (151)=150 et ¢(131)=130 .
Et enfin, on vérifie que
151129 mod 131 = 59
et
(13114 mod 151) - 151 = -68 ,

on retrouve donc les coefficients précédents.

Remarque : Pour deux entiers a et b, on a I'équivalence suivante

(a,b) =1 ¢ a®® =1 modb.
L'implication = a dé;a été démontrée .

Réciproquement, si un entier d divise simultanément a et b, il divise aussi le
nombre a*X modb pour tout entier k > 0 ; donc

akmodb =1 = d=1.

Lorsque le nombre ¢ (b) est connu, ceci fournit un moyen rapide de testersi a et b

sont premiers entre eux.

Exercice : Soit n un entier qui est le produit de deux grands nombres premiers
distincts p et q . Démontrer que la connaissance de ¢ (n) permet facilement de

déterminer les facteurs p et q, et réciproquement.
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10. Le théoréme chinois .

1. Le théoréme .

Il s'agit du résultat suivant, dont un cas particulier était connu par les astronomes

chinois de 1'antiquité.

THEOREME 8 .~ Soient m et n deux entiers premiers entre eux, alors pour tout
couple d'entiers a et b le systtme de congruences

X

a (modm)

X

b (modn)

admet des solutions entiéres ; de plus, deux quelconques de ces solutions différent d'un

multiple de mn.

> Considérons I'application naturelle
Z 5>7Z/mZ xZ/nZ
qui & I'entier x associe le couple (x mod m,x modn }.

Il est clair qu'il s'agit d'un homomorphisme d'anneaux. Son noyau est l'ensemble des
entiers divisibles a la fois par m et par n donc, d'apres le théor¢gme 3 , c'est
I'ensemble des multiples du produit m n . D'olt un homomorphisme injectif

Z/mnZ - Z/mZ xZ/nZ
Comme les ensembles de départ et d'arrivée de cette application injective ont le méme
nombre d'éléments, cette application est en fait bijective. Le théoréme n'est que la

traduction de cette bijection. <
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COROLLAIRE 1 .- Soient my, ..., mg des entiers deux a deux premiers entre
eux. Alors, pour tout k-uple d'entiers ( ay, ..., a; ), le systtme de congruences
x =23 (modm;) , 1<i<k, .

admet des solutions entieres ; de plus, deux quelconques de ces solutions différent d'un

multiple du produit my ... my .

> On raisonne par récurrence sur k en appliquant le théoréme précédent. <

COROLLAIRE 2.- Soient a et b deux entiers positifs premiers entre eux, on a
®(@b) = 9@.p (D) .
En particulier si p;y, ... p, sont des nombres premiers distincts et ky, ..., k; des
entiers strictement positifs, on a la relation

K, k. k-1 k -1
¢(p, -~ p, )=(p-Dp .. (p-1)p

> La seconde assertion est une conséquence immédiate de la premiere, démontrons
donc celle-ci.
D'aprés la démonstration du théoréme, lorsque a et b sont deux entiers positifs, on a
.un isomorphisme d'anneaux
Z/abZ = Z/al xZ/bZ .
Dans cet isomorphisme, les éléments inversibles s'envoient sur les éléments inversibles,
d'ott un isomorphisme de groupes (multiplicatifs)
G(ab) = G(a) X G(b) ;

en prenant le cardinal de chaque membre on trouve la relation cherchée. <
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2. Démonstration constructive .
La démonstration précédente du théoréme chinois a le défaut majeur de ne pas fournir

d'algorithme pour le calcul de x ( autre que la recherche systématique de cette solution

parmi les entiers 0,1,..., mn-1 ... !).

Voici une autre démonstration qui, cette fois, fournit un algorithme pour calculer

efficacement une solution entiere x du systéme de congruences

x=a (modm)

x=b (modn)

du théoréeme chinois.

Soient donc m et n deux entiers premiers entre eux. Par l'algorithme d'Euclide, on
sait calculer deux entiers u et v tels que

um + vn = 1.

Alors l'entier

X =bum+ avn
vérifie

X =avn =a (modm)
et

x=bvm=b (modn),

1l

c'est donc une solution du systeme considéré .
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Exemple : Résoudre le systéme
x=13 (mod151) et x=31 (mod131).
Onavuque 59.151-68.131=1, on peutdonc prendre
x=(31x 59%x151-13x68x131) mod (151x131) = 2127.

3. Caleuls effectifs .

Soient my, ..., mg des entiers positifs deux a deux premiers entre eux, et M le

‘produit de ces entiers. On cherche un algorithme de calcul de I'isomorphisme
k

v:z/Mz > [ (zimz)

i=1

etde l'isomorphisme réciproque W -!

Le calcul de y est immédiat :

y(x) = (xmodmy,..,xmodm).

Pour calculer l'application réciproque, on peut procéder ainsi. Posons
M; =M/my (donc (M;,m)=1).

On calcule ensuite des entiers e; , ..., €, tels que
e, My = 1 mod m; .

On vérifie alors instantanément que

yl(a;,..,a) = (aje; My +..+ e My )mod M.

Comme on vient de le voir, les nombres e; peuvent étre calculés par I'algorithme

d'Euclide ou par le théoréeme d'Euler.
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11. Les nombres premiers .

Rappelons qu'un nombre entier au moins égal a deux est dit premier si ses seuls
diviseurs positifs sont 1 et lui-méme.

Dans la suite de ce chapitre, la lettre p désignera toujours un nombre premier.

De la définition d'un nombre premier, il résulte aisément que
o) =p-1

et, d'apres le paragraphe précédent, Z/pZ estuncorps.

Le théoreme 4 ala conséquence fondamentale suivante.
THEOREME 9 ( Fermat) .- Soient p un nombre premier et a un entier non
divisible par p, alors

aP-l=1 (modp).

COROLLAIRE. - Soient p un nombre premieret a un entier quelconque, on a

aP=a (modp) .

> En effet : lorsque p ne divise pas a c'est une conséquence évidente du théoréme,

sinon les deux membres de la relation du corollaire sont égaux a zéro. <
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Remarque : Le théor¢me de Fermat fournit une condition nécessaire de primalité ;
cependant cette condition n'est pas suffisante. Il existe des nombres - appelés nombres
de Carmichael - qui vérifient la conclusion du théoréme de Fermat, mais qui ne sont
pas premiers, le plus petit d'entre eux est 561 . On ignore s'il y a ou non une infinité de

nombres de Carmichael.
Le résultat suivant est bien connu.

THEOREME 10 .- Tout nombre entier au moins égal a deux est égal 3 un produit
de facteurs premiers, de plus - a l'ordre des coefficients pres - cette décomposition est

unique.
On en déduit la proposition suivante. [

COROLLAIRE . — Si m et n sontdeux entiers positifs respectivement de Iz forme

4 br b1 T

m=p’° .. p et n=p  ..p

oules p; sont des nombres premiers et les a; et b; des nombres positifs ou nuls. Alors

le p.g.c.d. de m et n est donné par la formule

C1 T
pgecd. (m,n) = P, P

r
oh ¢; = minfa;,b}, 1<i<r;

tandis que le p.p.c.m. de m et n vaut

¢ 4
pp.cm. (m,n) = P, - P

ot d; = max{a,b )}, 1<i<r.
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EXERCICES

1. Soient b; ,b, ... desentiers 22.Pour n=>1,onpose B,=b; b, ...b,.

Démontrer que tout entier naturel a s'écrit d'une maniéere et d'une seule sous la forme
a=a{)+a|B1+asz+.‘. 5
avec pour tout i les inégalités

0< a; <bi+1

Déterminer un algorithme de calcul des entiers a; .

2. Soient a;,a;, ..., 3, ... des entiers strictement positifs. Démontrer que si les
entiers a; vérifient la condition
a; >a; + a;+...+ a;; pourtout i
alors un entier positif quelconque n s'écrit d'une maniere au plus sous la forme

n=azx +ax+.. ,xe{01}.

Lorsque la suite ( a;) vérifie cette condition, donner un algorithme qui, étant donné
l'entier n ,
. soit calcule les x; si n est de la forme ci-dessus,

. soit indique que n n'est pas de cette forme .
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3. Soit ( F,) la suite des nombres de Fibonacci définie par Fj=1, F, =2 etla
condition F, = F,, + F,, pour n 2> 3.
Démontrer que tout entier positif a peut s'écrire
a=xF +xF +x3F; .. ,xe{0,1}.

Cette écriture est-elle unique ?

4. Dans 1'étude de 1'algorithme de Karatsuba, on a négligé le fait que certains entiers
intermédiaires pouvaient avoir une longueur supérieure 3 m =n/ 2 . En effet les
nombres a+b et c+d sontde longueur m et pour calculer leur produit par une
procédure de multiplication d'entiers de taille m il faut décomposer les opérations. On
pose

a+b=0a2m+B, c+d=7y2m+3d ,ou e {0,1}.
De sorte que
(a+b)(c+d) =ay2mn+ (ad+Py)2m+ B3S.
On constate que ce produit est décomposé en les opérations suivantes
- produit des deux bits o et v,
- somme o+ By (rappelonsque ae {0,1}),
- produits par certaines puissances de deux (= décalages),

- produit des deux entiers B et &, de taille m.

Démontrer que 1'estimation donnée du cofit de 1'algorithme est correcte.

M. MIGNOTTE - 3
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5. Soient a et b deux constantes >0’ et k unentier > 1. On suppose que T est

une fonction croissante, T : N — R, qui vérifie

b si n=1,
Tm <
aT(n/k) + bn si n=kn' (n' entier).

Démontrer les majorations
O() si a<k,
Th) = O(nlogn) si a=k,

Loga/Logb

O(n ) si a>k.

6. Soit T : N — R ,une fonction croissante qui vérifie T(1)=1.
Etudier le comportement asymptotique de T dans les cas suivants :

@) T(n) =aT(n-1) + bn¢,
T(n/2) + bn¢,

@ii) T(n)
@) T(n)=T®m/2)+ bn(Llogn)c,

ol a,b et c sontdes constantes strictement positives.

7. Soit (F,) >0 lasuite de Fibonacci définie par les conditions

FO—__Fl:l

Fo=F,.+F,, pour n>2.

Démontrer la minoration

F, > an"! pour n>0 ,o0 o= (1+V5)/2.
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8. On pose

1(n) = le nombre minimal r tel qu'il existe une suite aq, a,, ..., 3, avec les
conditions ag=1,a,=r et,pourtout i=1,...,r,il existe j, k tels que
lonait a; = aj+a,,o0 k<j<i.

1°) Quelestlelienentre 1(n) et lecalculde x ?

2°) Démontrer que
@) I(n) <logn +s(n) -1,
@3i) I(mn) <1(m) + 1(n) .

3°) Soient a et b deuxentiers, a > b 2 0.Démontrer que

I(223)=a e 1(22+2b)=a+ 1.

9. Soient B et B' deux entiers fixés =2 . Démontrer que le colit C (n ) de la

conversion

(a],...,a.n)B - (ally---va'm)B'

vérifie

C(n) = 0O(M(n) Logn ).

10. On considére 'algorithme suivant.
algorithme ? ;
données : a,b entiers, a > b > 0 ;
# tant que b>0 faire

début

-
1l

min(amod b,b-(amodb));

a:=b;b:=r1;
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1°) Démontrer que l'algorithme se termine avec d = p.g.cd.(a,b).
2°) Majorer le nombre de passages dans la boucle.
3°) Comment modifier l'algorithme pour qu'il fournisse deux entiers u et v tels que

ua+vb =1

11. Supposons que l'entier a soit premier avec les entiers ny, ng, ..., Ny .

Démontrer que l'entier a est premier avec le produit ny .. ny.

12. Soient a,b,c trois entiers positifs. Démontrer la formule

((a,b),c) = (a,(b,c)).

13. Soient a,b,c trois entiers positifs. Démontrer I'implication

clab = cl(a,c).(b,c).

14. Soient x,y,z trois nombres réels 2> 0.Démontrer la relation
max{x,y,z} = X+y +z-min{x,y} - min{y,z} - min{z,x} + min{x,y,z} .

En déduire la formule

abc

b, = —_—
[a,b.c] (bc, ac, ab)

15. Etudier I'équation
ax=b (modm)

dans le cas d'un entier m quelconque 22.
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16. Etudier l'équation en nombres entiers

ax + by =c.

17. Soient a, b, c, d,e, f et m des entiers donnés, m > 0 . Etudier le systeme

ax + by

i

e (modm),

cx +dy

f (modm).

Appliquer votre méthode pour résoudre le systeme

2x + 3y

il

1 (mod21),

4x +2y =5 (mod2l).

18. On reprend les notations du paragraphe sur le théoréme chinois.
1°) Démontrer que les entiers e; vérifient

e2 =1 (modM) pour 1<i<k,

e =0 (modM) pour 1<i<j<k.

Les e; constituent donc des idempotents "orthogonaux” de I'anneau Z/M Z .

2°) Soit A un entier qui vérifie
A=23a (modm;) pour 1<i<k.

Démontrer qu'il existe un entier E tel que
A a
e T E 4 Z .u.—l
M 4 m,

Clest Ia "décomposition en éléments simples” de la fraction A/M .
Démontrer en outre que cette écriture est unique si on suppose que les entiers a;

vérifient lacondition 0<a;<m; pour 1<i<k.
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19. a ) Démontrer qu'il existe une infinité de nombres premiers . ( La preuve
+4
d'Euclide consiste 2 considérer le produit 2.3 . ....p et 2 démontrer que ce produit
n'est divisible par aucun nombre premier < p.)

b ) Démontrer qu'il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4 n + 3.

20. On considere l'algorithme suivant qui calcule I'inverse d'une fraction binaire.

algorithme calcul d'un inverse par la méthode de Newton ;
données :n, v=(0.vyvy, ..vp) , vy =1, vye {0,1};
#z:=[32/(4vy +2v, +v3)1/4 ; k:=0; h:=1;
tant que h<n faire
début
h:=2h (ici h=2k+1 }; V1= (0.v] V3 .. Vi3 )23
z:=22 - Vyz? {calculexact!};
z:=[2h+1z +05] 201 . k:i=k+1;
fin . #

Démontrer que
@ 0<z<2,
@) lz-1/vl<2-h avec h =2k auboutde k étapes.
En déduire que le cotit C (n) de cet algorithme est
2M(4n) + 2M(2n) + ... + O(n)
et donc que I'hypothese habituelle,
M(2m) 2 2M(m) pourtout m,
implique
C(n) <4 M(4n) + O(n).
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21. Soient a et n deux entiers 22 . Démontrer que n divise ¢ (a”-1).

[ Appliquer le théoréeme de Lagrange. |

22. Soit p un nombre premier.

Démontrer les congruences

p-1 j .
( ; ) =(-1) (modp), 0<j<p-1.

En déduire que si a et b sont deux éléments d'un anneau tels que
pa=pb=0 et ab=ba
alors on a la formule

-1
(a-b)Pl= rz al pP 1

j=o

23. Soient p un nombre premier, k et m deux entiers vérifiant 1 <k <pm . Soit p*
la plus grande puissance de p qui divise k . Démontrer que p™-T est la plus grande

puissance de p qui divise le coefficient du bindme

(2").

24. Faire une comparaison détaillée des coiits C;(n) et Co(n) définisau §7. 2.



CHAPITRE 1I

Arithmétique, compléments

L. Retoura G(n).

1. Quelques lemmes sur les groupes finis,

Si x estun élément d'un groupe G , on rappelle que I'ordre de x , noté ordreg (x),
ou encore ordre (x) quand il n'y a pas d'ambiguité, est le plus petit des entiers k > 0

tels que xk =1 (l'élément neutre de G ), s'il existe, sinon on pose ordreg (x) = oo .

L'ordre vérifie les propriétés suivantes.

PROPOSITION 1 .- Soient x et y deux éléments d'un groupe G qui

commutent et d'ordres finis respectivement égaux & a et b. Alors

@) ordreg(xy) divisel'entier p.p.cm.(a,b),

(i) (a,b)=1 = ordreg(xy) = ab.

> (i) Soit m le p.p.cm.de a et b, alors

(xy)m= xm ym =1
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(ii)  Supposons les entiers a et b premiers entre eux et soient u et v deux
entiers tels que
ua+vb = 1.
Alors, la relation
(Xy)ua = xua yl-vb =y
montre que b divise ordreg(xy) .De méme a divise ordreg(xy) . Comme les
entiers a et b sont premiers entre eux, le produit a b divise ordreg(xy ). Par (i),

ordre(xy) divise ab.D'ollaconclusion. <

PROPOSITION 2 .- Soit G un groupe fini commutatif. Alors G contient un

élément dont 'ordre est un multiple de ordre (y) , pour tout y de G.

> Soit x unélément de G dont l'ordre est maximal et y un élément quelconque de
ce groupe.

On raisonne par l'absurde. Supposons donc que l'ordre de y ne divise pas I'ordre de
X . Cela implique I'existence d'un nombre premier p etd'unentier h > 0 telque le

nombre p" divise ordre (y) sansdiviser ordre (x).

Posons
ordre (x) = ph.a avec 0 < h'<h,(a,p)=1,
ordre (y) = ph.b
i b
x'=xP et y =y
Alors

ordre (x') = a , ordre (y') = ph ,o0 (a,ph) =1,
et, d'apres la proposition 1, on arrive & la contradiction

ordre (x'y') = pha > ordre(x) . <
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PROPOSITION 3 .- Soit G un groupe fini possédant n éléments. Alors il y a
équivalence entre les propriétés suivantes :
@) G est cyclique,
(i)  pourtout diviseur d de I'entier n, G posséde au plus d éléments dont
I'ordre divise d,

(ii))  pour tout diviseur d de n, G posseéde au plus @ (d) éléments d'ordre d.

> (i) = (ii) : Supposons G cyclique, engendré par I'élément x . Soit d un diviseur
de n. Alors les éléments de G dont I'ordre divise d sont
Lxm,x2zm, . ,x(d-Dm oy m=n/d.

D'ou I'implication.

(i) = (iii) : Soit d undiviseurde n.Si G ne possede pas d'élément d'ordre d
alors l'assertion (iii) est vraie ; sinon, soit x un élément de G d'ordre d . Alors les
éléments 1,x,x2,...,x9-1 sont deux a deux distincts et I'ordre de chacun d'eux est
un diviseur de d . Sila propriété (ii) a lieu alors ce sont les seuls éléments de G dont
l'ordre divise d . Ainsi, les seuls éléments de G dont 'ordre est d sont les x k avec

1<k<d et (k,d)=1;iyenaexactement ¢ (d) .

(iii) = (i) : leére démonstration.

On suppose G commutatif. Alors, la proposition 2 montre que G contient un
élément x dont l'ordre est le p.p.c.m. des ordres des éléments de G. Supposons G
non cyclique, autrement dit supposons ‘ordre (x) < n. Soit H le sous-groupe de G
engendré par x etsoit y unélémentde G qui n'appartient pasa H. Si d est l'ordre
de y alors d divise ordre (x) = Card (H) et H contient ¢ (d) éléments d'ordre d.

Ainsi G contient aumoins @ (d)+1 é€léments d'ordre d . Contradiction.



Arithmétique, compiéments 75

Cette premiére démonstration suppose le groupe commutatif, en voici une seconde

qui n'a pas ce défaut.
2 -iéme démonstration (Gauss).

Soit d un diviseur de n, on désigne par y (d) le nombre d'éléments de G dont

I'ordre vaut d.

On sait depuis Lagrange que l'ordre de tout élément de G divise n, donc

(1) Card (G) = n = Z y () .

din

Dans le cas particulierot G = Z/n Z,ona Wy (d) = @(d) pourtout diviseur

de n etlarelation (1) s'écrit alors

@ =Y e

dlin

Par conséquent, si la propriété (iii) alieu,c'esta diresi vy (d) < ¢ (d) pour tout
diviseur d de l'entier n, alors les relations (1) et (2) impliquent

vy (d) = ¢(d) pourtoutdiviseur d de n.

En particulierona wy(n) = ¢ (n) : G possede ¢ (n) éléments d'ordre n, il est

donc cyclique ! <
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2. Application 3 G (p) .
L'étude précédente conduit aussitdt au résultat suivant.

THHEOREME 1 .- Si p estun nombre premier alors le groupe G (p) est

cyclique.

> Soit p un nombre premier, alors G (p) posstde p -1 éléments. Soit d un
diviseur quelconque de p -1, alors l'équation Xd =1 possede au plus d
solutions dans le corps commutatif  Z /p Z . Donc la condition (ii) de la proposition

3 est vérifice, G (p) est bien cyclique. <

Un entier g de l'intervalle { 1, ...,p-1} estappelé un élément primitif modulo
p sisaclasse engendre G (p}.

Voici la liste des plus petits éléments primitifs modulo p pour p<19.

Faisons la vérification pour p =17 : T'ordre de tout élément est 16 ouun diviseur
strictde 16 et ona
34=81 =13 , 3% =132 =169 = -1

donc l'ordre de 3 estbien 16.

En conséquence, si p est un nombre premier et si d divise p -1 alors G (p)

possede exactement (p-1)/d éléments qui sont de la forme x4, xe G (p).
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En particulier, si p est impair alors la moitié des éléments de G (p) sont des carrés ;
un entier a , non divisible par p, dont la classe modulo p est un carré est appelé un
résidu quadratique modulo p, sinon on dit que c'est un non-résidu quadratique

modulo I'entier p ;on définitle symbole de Legendre ,

a +1 si a estrésidu quadratique modulo p,
(E) - { -1 sinon.

Le symbole de Legendre vérifie les propriétés suivantes.

THEOREME 2 .- Soit p un nombre premier impair et a et b deux entiers non

divisibles par p, alors

o ($)=-() ().

(ii) (%) = (P 1)/2 (modp), (Euler).

> Soit g un élément primitif modulo p.Posons a = gh et b = gk,

Alors
a h b k ab h+k
)=, (2)=C¢-DH" @ (Z=)=¢-1"",
() (3) ()
d'ou la premiére assertion.
Pour démontrer (ii) on procéde ainsi : Chacun des membres de la relation (i)

~ définit un endomorphisme de G (p) : c'est clair pour le membre de droite, et pour celui

de gauche cela résulte de (i) (on considéreque -1€ G(p)).
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Comme G (p) est cyclique il suffit de vérifier la relation lorsque a =g .On a d'une
part

(5) =1,

d'autre part, posons 'y = g(P-1)/Z mod p ,alors
y2 = gp-l =1 et y#1, donc y = -1.

D'oli 1a conclusion. <

Si n estun entier impair et si a est un entier premier avc n, on définit le symbole
de Jacobi par la formule

(%‘“) = H (”g:)“i si n=p1m1 p,a’ (p, distincts ) .

i=1

3. Structure de G (pk),k>2,p premier impair.

On sait que le groupe G (p¥) possede @ (pk)=(p-1)pk-1 éléments et que le
groupe G (p) est cyclique. Soit a un entier dont la classe modulo p engendre G (p),
alors l'ordre de a modulo pk est un multiplede p- 1.

Par ailleurs, considérons 1'élément b=1+p.Ona
h
h+1 h+2
*) b =1+p " (mod p 7).
En effet, cette congruence est vraie pour h=0 et sielle est vérifiée au rang h alors

h
P _ h+1 h+2 .
b" =1+p +up , u entier,

et
h+l +2 h+3

b? =(1+ph+l(l+up))p=1+ph +vp , Vv entier,

ce qui montre que la formule (¥) est encore vraieaurang h+1.
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Cette formule, appliquée pour h=k-2 et h=k-1 montre que I'élément b est
d'ordre pk-1 modulo pk.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que G (p ) est cyclique. En fait,
deux cas sont possibles : ou bien a engendre G ( p X) ,ou bien I'élément a
n'engendre pas G (pk).

Si le premier cas a lieu il n'y a rien & démontrer. Supposons donc que a n'engendre
pas G (p k). Considérons alors 'élément x=a(1+p) mod pk, et soit t son
ordre. Ona x =a mod p,donc t estun multiple de p - 1. De plus, du faitque a
n'engendre pas G (pX),ona

R N

et donc

k-2
x* D %1 mod pk.

Il enrésulte que t estégald ¢ (pX), autrement dit, que x engendre G (pk).

En résumé, nous avons démontré le théoréme suivant .

THEOREME 3 .- Soient p un nombre premier impair et k un entier 22 . Alors le
-groupe G (p k) est cyclique. De plus, si a est un entier dont la classe modulo p
engendre G (p) alors

. oubien a engendre G (pk),

.oubien a(1l+p) engendre G(pKk).

Exemples .
.p=3,k=4: Prenons a=2,alors a6=64=-17 (81), al2=-35 etenfin
a 18=28, ce qui montre que 2 engendre G (81).
.p=5,k=3 : Prenons a=3, on vérifieque a20=26 (125), ce qui permet de

montrer que 3 engendre G (125).
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4. Structure de G {2%) .

Nous venons de démontrer que pour p premier impair et k positif quelconque, le
groupe G (pX) estcyclique. Le cas de I'entier p =2 est exceptionnel et la structure du

groupe G (2k) dépend de k. C'est ce que nous allons voir maintenant.

Si k=1, G(2)= (1} esttrivial.
Si k=2, G@={(1,-1} estcyclique, engendré par -1 .

Pour k23, remarquons que l'on a pour tout entier x impair
k-2

x2 =1 (2%

En effet, cette congruence est vraie pour k=3 ( pour x impairona x=4utl et
donc x2=1 modulo 8) etsiellealieuaurang k pour x entier impair quelconque

ona

k-2 k-1
x2 = 1+v2" e xP = (1+v2Hr =1 28y,

Ceci montre que pour k>3, le groupe G (2X) n'est pas cyclique.
Le lemme ci-dessous est I'analogue de la congruence (*) du paragraphe précédent.

LEMME 1. - Pourtoutentier h>0 ona
h
221427 (mod2""?

5 ).

> C'est vrai pour h=0. Supposons ceci démontré au rang h alors

h +1
2

52 (142072

2
(1+2w))2=1+2"%3 (mod2"**y .

D'oui la conclusion. <
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En appliquant le lemme pour h=k -3 on voit que la classe de 5 est d'ordre 2k-2
dans G (2k), autrement dit qu'elle engendre un sous-groupe H d'indice 2 dans le
groupe G (2k).

Montrons enfin que - 1 n'appartient pas 3 H . Si tel était le cas, on aurait

Sh=_1 (2k) avec 0<h<2k-2
et donc
§52h. (2 k) ,

ce qui implique h=2%-3 etle lemme fournit une contradiction.
Nous avons donc démontré le résultat suivant.

THEOREME 4 .- Pour k<3 le groupe G (2X) est cyclique. Par contre pour tout
entier k=3 legroupe G (2k) n'est p}is cyclique, il est constitué par les classes des
éléments de laforme +5h,0<h<2k-2  etil est donc isomorphe au produit direct

(Z/2K-2Zyx Z/2Z.
5. Structure de G (n) .

Supposons que n = plal ptat soit 1a décompostion de n en facteurss premiers, alors
t
3
™ G6m=[Jewm".
i=1
Si on désigne par A (n) le p.p.c.m. des ordres des éléments de G (n) ,
~l'isomorphisme précédent implique

A(n) = p.p.c.m. ()\.(plal),u- ,l(plat))'
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Par ailleurs, les théoré¢mes ci-dessus montrent que
A(2k) =2k-2 § k23, A(QQ)=1, A(#=2,
et
A(pk) = (p-1)pk-1 si p est un nombre premier impair.

D'oll la détermination de A (n) .

En particulier, on obtient

. a -1 3-1
n impair = A (n)=p, e Py .p.p-cm.(p,-1,...,p-1),

donc A(n) divise 21-t¢(n} pour n impair.
Notons que G (n) est cyclique si, et seulement si, on a A (n) = ¢ (n) . Pour n'
impairet n=n' ou n=2n',cette condition équivautd ®(n)=1.Pour n=4rn

avec n' quelconque,ona A (n)< ¢ (n).
D'ou le résultat suivant.

PROPOSITION 5 .- Soient n un entier sans facteurs carrés, a un entier
quelconque et e un entier qui vérifie

e=1 modulo A(n),
alors on a

a¢=a (modn).

> Grice au théoréme chinois, on se raméne au cas ol n est premier. La proposition

résulte alors de lacongruence aP=a (mod p): théoréme de Fermat. <
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2. Tests de primalité .

1. Un théoréme général .
Le lemme technique suivant nous sera tres utile.

LEMME 1 .- Soit n un entier impair,

o o

— 1 r
n=p- ..p

onposeV =v,(n-1),0l vy(m) estle plus grand entier k tel que 2k divise m.
Si v'=inf {v,(p;-1)},onatoujours v==V',etl'égalité a lieu si, et seulement
si, le nombre de facteuf$ premiers p; d'exposant impair, vérifiant v, (p;-1) =V, est

impair.

> Supposons les p; ordonnés par v, (p;-1) croissants. Ona
by
o4 %y O
nol= O (p 1) (pert py )
i=1

D'ol aussitot 'inégalité v 2 v' .

Supposons de plus que les indices i pour lesquels v, (p;-1)=V' et o; est
impair sont 1,2, ...,k alors 2V'+1 divise les termes de la somme ci-dessus d'indice
i> k, et seulement ceux-13, on a donc

n-1=k2Y (mod 2V+1),

d'ou la seconde assertion. <
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Considérons les propriétés suivantes d'un entier n tel que n-1=2Vn',n' impair.
P(n): n est premier,
Q(n): n est quadratfrei, ( c'est a dire non divisible par le carré d'un
nombre premier )
F(n): Va,(a,n)=1 = anr-! =1 (modn),
E(n): Va,(a,n)=1 = a(n-1)/2 = +1 (modn),

S (n,a) : (a,n)=1 et a(no/z (%) (modn),
h

M(n,a) : (a,n) =1 et an'modn;tl = 3h,0£h<v,a2 =-1 (modn).

THEOREME 5 . - Soit n un entier impair, n-1=2Vn', n' impair.
Alors on a les implications suivantes, ( p désigne toujours un nombre premier )
P(n) = E(n) = F(n),
Va, (an)=1= (P(n) =M(na)),
M(n,a) = S(n,a) ,
F(n) < Q(n) et (pln=(p-1)I(n-1)),
F(n) = o(n)#2,(ou w(n) désigne le nombre de p premiers, pln)
E(n)oP(n) ou {Q(n)et (pln = (p-1)I((n-1)/2))}.
Enfin, soit S (n) la propriété '
S(n): Va, (a,n)=1 = S(n,a)
alors

S(n) = P(n).
> Démonstration .

P(n) = E(n) = F(n) : c'est clair.
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Va, (aan)=1 = (P(n) >M(na)):
En effet, soit a un entier premier avec n,n premier, et tel que, modulo n, on aitla

relation a™ 1, alors il existe un entier h,0<h<v tel que

h
. R
yi=a " #1 e a’ "=1,

alors y vérifie
yZ =1 e y=1,

et comme n est premier ceci implique y = - 1.

M(na) = S(n,a) :
Soit a un entier premier avec n. Posons

x (a) = a(""l)/z(—i-) mod n.

1l s'agit de montrer que M (n,a) implique % (@)=1.
1°) Supposons am™ = 1 alors

a(n-1)/2 = 1
et pour tout diviseur premier p de n,ona
($)=(G)-=1.
etdonc x(a)=1.
2°) Supposons maintenant que a™# 1 modulon etque M (n,a) soit vrai.
Alors, on a
a =-1 e a =1 avec O<h<v.

Comme plus haut, soit

o o

n=p'.p

T

la décomposition de n en facteurs premiers.
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D'apres la formule d'Euler, on a

h=v,(p-1)-1 = (pi)=-i,
i

h<v,(p-1)-1 = (pi)zl.
i

Supposons d'abord h=v -1 . On est alors dans le cas v=Vv' du lemme précédent,
ce qui montre que l'on a ( avec les notations de la démonstration de ce lemme) ,

2 = i= cee, I
(Ei—)—l & i=k+1, r

De plus o + ... + oy est impair, donc

(=) () G2 ()=

Prai

Par définitionde h,ona a(n-1)/2 = -1, donc 7y (a)=1.
Restele casou h<v-1.0naalors

A2 (i):l pour i=1,2,..,r.
P;

Donc encore x (a)=1.

‘F(n) & Q(n) et (pln = (p-H|®-1):
Si n n'est pas quadratfrei, soit p un nombre premiertel que n=p®*m,avec ot >2
et (mp)=1,alors G(n} = G@{P®*) Xx G(m) et G (n) contient un élément a
d'ordre p,comme p nedivise pas n-1 onnepeutavoir a1 =1 (modn).
D'oui 'implication F(n) = Q(n).
Si p divise n,alors G (n) contient un élément d'ordre p -1 et par conséquent, si
la propriété F(n) alieualors p-1 divise n-1.

La réciproque est évidente.
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F(n) =2 o(n)#2 :
Supposons maintenant n de la forme n=pq avec p et q premiers impairs, et
par exemple p>q. Alors p-11n-1.
On a aussi
p-11(p-1)(q-1),
donc, par différence,
p+q-2=s(p-1),

avec s>2.D'ou q=p,contradiction.

E(n)o P(n)ou {QMm et (pln = (p-1)[((n-1)/2))}:
Supposons E (n) vraiet n non premier, on sait déja que n doit étre quadratfrei.
Soit p un diviseur premier de n , du fait que G (p) est cycliqueetque p et n/p
sont premiers entre eux, il existe un élément a de G (n) tel que
ordre(amodp) =p-1 et a=1(modn/p).
Alors
(a(n-1)/2 =41 modn et a=1(modn/p)) = aln-1)/2 =1,
d'ot le fait que p-1 divise (n-1)/2.

La réciproque est encore évidente.

S(n) = P(n) :
Supposons n non premier (n=p; ..p;,r=2) et x (a)=1 pourtout a de G (n).

On sait déja que les p; sont deux a deux distincts. Soit a un élément de G (n) tel que
a
p—l =-1 et a=1 (modp,..p) .

Alors I'hypothese % (@) =1 implique
a(n-1)/2 =—1 (modn),

ce qui contredit la condition a = 1 (mod p, ) . Ceci acheve la démonstration. <

-
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2. Un critére de primalité .
Le théoréme précédent permet de donner un critére de primalité trés simple :

THEOREME 6 .- Soit n un entier, n > 1. Alors le nombre n est premier si, et
seulement si, la condition C (n) suivante a lieu

(Va(an)=1= a(n-1)/2=%1modn) ¢ (3a,a(r-1)/2=-1modn ).

> Il est clair que la condition est nécessaire. Montrons qu'elle est suffisante. Pour cela
on raisonne par l'absurde en supposant qu'un certain entier n 22 vérifie C (n) sans
¢étre premier. Le théoréme 5 montre que n est quadratfrei, puisque

C(n) = E(n) = F(n) = Q(n).

Supposons que x soit un entier tel que x(n-1)/2=-1 mod n etque p soit un
diviseur premier de n, n=pn' avec n'>1 (et (p,n’)=1). D'apreés le théoréme
chinois, il existe unentier a qui vérifie a=x (modp) et a=1 (modn').

On a alors
a(n-1)/2 = x(n-1)/2 = -1 (p) et a(n-1)/2=1 ()

ce qui contredit la condition a(n-1)/2 = +1 (modn).<

Le critére ci-dessus n'est pas trés utile dans la pratique : si on trouve une valeur de a
telle que 'onait a(n-1)/2 z+1 modulo n on sauraque n n'est pas premier, mais
tant que l'on trouve a(n-1)/2 =1 onne peut rien conclure.

On peut aussi noter qu'il existe des nombres n non premiers impairs tels que tout
entier a premier avec n vérifie a(n-1)/2 =1 (mod n), les deux plus petits de ces
nombres sont 1729=7x13x 19 et 2465=15x 17 x 29 ; on ignore actuellement s'il

existe une irifinité de tels nombres.
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3. Tests élémentaires .

Soit n un entier impair >3 dont on veut savoir s'il est premier ou non. On va

déduire plusieurs tests de primalité du théoréme S .

1. Le test de Solovay-Strassen .

On vérifie que % (a)=1 pour un certain nombre de valeurs de a, par exemple pour
les choix a=2,3,5,7,11 .. Sion trouve une valeur telle que % (a) # 1 on a prouvé
que n n'est pas premier. Dans le cas contraire, se pose la question d'un test d'arrét, elle
sera abordée plus loin. On peut noter que si n n'est pas premier alors le caractére X
n'est pas trivial et son noyau est donc d'indice au moins deux dans G (n) , ce qui montre

que la moitié au plus des éléments a de G (n) vérifient x (@)=1.

2. Le test de Miller - Rabin .

Soit n-1=2Vn',avec n' impair. Pour un certain nombre d'entiers a, on évalue
I'expression b=a?" modn,etsi b#1 oncalcule b2,b4,b8 ., bh ol h
vérifie h <2V-1 jusqu'a ce qu'on ait trouvé la valeur -1 .

La situation est la méme que précédemment : si on n'a pas rencontré la valeur - 1 on
sait que n n'est pas premier, sinon on essaie éventuellement une autre valeurde a.

On a vu au théoréme 5 que la propriété M (n,a) implique S (n, a), donc ce test

est au moins aussi puissant que le test de Solovay - Strassen.
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3. Etude ducoit.

Soit N le nombre d'essais effectués par l'un ou l'autre des deux tests précédents,
alors le nombre d'opérations élémentaires effectuées esten O ( NLogn) etle coiit (en

utilisant des algorithmes de multiplication ordinaires ) esten O (N ( Logn) 3).

Supposons n non premier et que 1'on effectue l'un de ces tests pour les nombres
premiers successifs a=2,3,5,7,11,... etsoit A le plus petit entier positif qui
vérifiea lafois (A,n)=1 et x (A)#1,alorsona

N<A (etméme N=O(A/LogA).
Reste a majorer A, mais c'est une question difficile. Les résultats dans ce domaine sont
les suivants :

- on sait, grace aux travaux de A. Weil, Vinogradov et Burgess que A vérifie

A=0(n 1/4\/e);

- Ankeny et Montgomery ont montré que, si I'hypothése de Riemann généralisée est

vraie alors
A <c(Logn)?2,

et d'apres Oesterlé et Weinberger on peut prendre respectivement ¢ =70 et c=4.

A la suite de travaux de Adleman , Pomerance et Rumely , ainsi que H. Lenstra et
H. Cohen , on sait tester la primalité d'un entier n en un temps
O( (Logn)cLlogloglogny | ¢=constante.

Mais la méthode est trop complexe pour étre détaillée ici.
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4. Statistiques sur G (n).

Le résultat suivant précise le théoréme 5.

PROPOSITION 6 .- Soit n un nombre premier impair qui n'est pas un carré ni une

puissance d'un nombre premier, disons

€ e

n=p, ..p,

T

On pose
F={xeG®; xn-1=1 (n)},
E={xeGm; x(n-1)/2= %1 (n))}),
H={xe G(n); x(x)=1}, (notations précédente ) .
Alors F, E et H sont des sous-groupes de G (n) qui vérifient
FoE>oH,
E=F = [E:H]=2,

Card (F)=d; ...d; ou d;=p.gcd.(n-1,pi-1)-

> Posons G =G (n) pour simplifier un peu les notations.

Lacongruence x"-1=1 (n) équivaut a I'ensemble des conditions

n-1 Ci

X =1 (pi )y ,i=1,...,r.
Comme chacun des groupes G (p;X) est cyclique, il contient

er

1
di=p.g.c.d.(n-1,pi (pi-l))zp.g.c.d.(n-l,pi-l)

solutions de la congruence

n

-1 &
X =1(p, ).

d'oui la formule donnant le cardinal de F.
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Soit t le nombre d'indices i tels qu'il existe x € G vérifiant x(n-1)/2=.1
modulo p;. On a les possibilités suivantes
(i t=0 etalors E=F= {xe G; x(n-1)/2=1 (n)},
(i) O<t<r,alors E={xe G; x(»-1)/2 = %1 (n)}
et [F:E]=2¢t,
(iii) t=r etalorslarelation évidente
E={xeG; x(n-1)/2=1 (n)}u{xe G; x(n-1)/2 = .1 (n)}
montre que [F:E]=2r-1.
En ce qui concemne le groupe H les possibilités sont les suivantes :

-si E={xeG; x(n-1)/2 =1 (n)) (cas (i) et (ii)) alors
x(n)=(§-)

et, comme n n'est pas un carré, le symbole de Jacobi n'est pas trivial et on a
[E:H]=2, donc [F:H]2>22,

- sinon (cas (iii))ona [F:H]=22r-1>2,

Conséquences : soit 1 un entier qui n'est pas premier.

- si n n'est pas quadratfrei,ona [ 0 :F]123 donc [G:H]2>6, (exercice)

- si n estquadratfrei [G:H ]2>4 saufsi G=E,clestadiresi n vérifie la
condition (a,n)=1 = a(n-1)/2 =1 modulo n.

Dans ce demnier cas,ona n=1 mod 4 . Posons alors

W
H={xeG; x" "% =41 (modn)}, od p=v-v'-1,

alors tout entier x qui satisfait au test de Miller-Rabin appartient 3 H'. Le méme
argument que plus haut montre que

[G:H'] = 2r-1 > 4,
En conséquence, on a toujours

Card { x€ G; x vérifie M(x,n)} < Card(G(m)) /4.
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3. Factorisation des entiers .

Dans tout ce paragraphe, on cherche a factoriser un entier n positif ( c'est a dire a
décomposer n en produit de facteurs premiers, cf. chap. I, th. 10 ) . Sans que cela

restreigne la généralité, on supposera n impair =3 .
1. Méthode par divisions successives .

La méthode scolaire est un cas particulier de la méthode suivante : On effectue
successivement la division euclidienne de n par les entiers d;, .. ,d, d'une suite
croissante qui contient la suite des nombres premiers.

On peut par exemple faire les choix suivants de la suite (dy ) : /

- la suite des nombres impairs 3, 5, 7,9, 11, 13, 15 ... ce q(n conduit a un
algorithme treés simple, mais qui comporte évidemment un certain nombre de divisions
inutiles;

- ]a suite des nombres premiers impairs 3, 5, 7, 11, 13, 17 ... ce qui est optimal en
ce qui concerne le nombre de divisions effectuées, mais qui nécessite de connaitre et
d'avoir stocké les nombres premiers au plus égaux a Vn;

- par exemple la suite 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,49, ... des
nombres 3 et S suivis des nombres impairs ni divisibles par 3, ni divisibles par 5.

Cette troisieme possibilité présente les avantages suivants :

- On évite une forte proportion des opérations inutiles effectués lors de la premiere
méthode ; par exemple en éliminant les multiples ( stricts ) de 3 dans la liste on
économise 33 % des divisions réalisées au cours de la premigre version de l'algorithme,
en éliminant les nombres impairs non premiers avec 15 (autres que 3 et 5 ) on

économise plus de 46 % des opérations.
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Plus généralement, en éliminant les nombres non prermiers avecun entier k donné, on
économise une proportion d'opérations égale a
(n-@())/n.
Pour k=105 cette proportion dépasse 54 % .
- Il n'est pas nécessaire de stocker la suite ( d, ), elle est égale & une union de

progressions arithmétiques, et on peut la construire facilement par "criblage” .

A titre d'illustration, donnons ['algorithme de recherche du plus petit facteur premier

de n.

Algorithme factorisation par divisions ;
données : n entier 22 ;
#m=n;i1=0;
tant que m mod 2=0 faire
début i:=i+1; T[i]=2; m:=mdiv2 fin;
a:=3;
tant que a2<=m fairé
début tant que mmoda =20 faire début i:=i+1 ; Tlil]:=a; m:=mdiva
fin ;
a:=a+2
fin ;
si m>1 alors début i =i+1; T[i]:=m fin;

fin . #

Si P (n) désigne le plus grand facteur premier de n alors le nombre d'opérations de cet
algorithme esten O (P (n) ), dans le pire des cas (i e. quand n est le produit de deux

nombres premiers distincts voisins de v n ) ce nombre est de l'ordre de v n .
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2 . Méthode de Fermat .

L'idée consiste a remplacer une factorisation n=ab,avec a=2b, par la
décomposition
n=x2-y2=(x+y)(x-y) (soitx=(a+b)/2et y=(a-b)/2).
Pour x = vn 1, [ V'n +’i ],.. oncalcule x2-n jusqu ce qu'on trouve un
carré. Supposons n de laforme n=pq avec p<q et p<n®(donc a<1/2),
alors on doit pousser le calcul jusqua x>n!'-%/2 doncpour o fixé <1/2 le
coit de cette méthode n'est pasen O ( V1) . La méthode de Fermat n'est donc utile que

si n possede un facteur proche de V.

3. Méthode de Sherman - Lehman .

L'idée de cette méthode remonte A Legendre : si on trouve deux entiers a et b tels
que a2 =b2 (modn) et a#*b modulo n alorsle p.gcd.de a+b et n est
un facteur non trivial de n.

La procédure est la suivante :

() on cherche les diviseurs premiers de n jusqua n!/3. Si aucun facteur n'a
été trouvé l'entier n estde laforme n=pq avec n!/3<p<q<n2/3 (on suppose
toujours n non premier ) .

(@) pour h=1,2,..,[n'/3) et d=0,1,..,1+[n'/6/(4Vk)] on
teste silenombre ([ (4kn)!/2]1+d)2-4kn estuncarré. Sitel est le cas, on a
trouvé des entiers a et b comme plus haut; comme a+b et la-bl sonttous deux

dans l'intervalle 11,n[ (pour n>6), ceci fournit une factorisation de n.
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Il reste a montrer quesi n=pq avec n!/3<p<q<n2/3 alorsle pas (ii)
fournit toujours les facteurs p et q.
On a la propriété suivante, qui sera démontrée plus loin

*) 3drs=1,rs<nl!/3 et Ips-qri<nl!/3 .

Posantalors k=rs ,ona

4kn = (ps+qr)? - (ps-qr)?
de sorte que (ps+qr)2- 4kn estuncarré <n23 . Soit d=ps+qr-[{2Vkn],
alors

n2/3 > (ps+qr)2-4kn > 4(d-1)Vkn,

donc d < n2/3 (4Vkn)-1+1 eton trouve la factorisation au pas (ii) .

Démontrons maintenant la propriété (*).Soit (rj/sj),i21, la suite des réduites
du développement en fraction continuede q/p;desorteque i=[q/pl,s1=1,
donc O<rysy<nt!/3 Soit m le plus grand entier tel que 1m Sm <n /3 Posons

alors r=ry et s=$y.Onabien r>21,s>1 et rs<n!/3 ainsique
1 p

§ Sm+1 sm+l

r q
Irp - | = —-—=| <
rp-gs Psls pI ps

Si P / Smet1 S Q/ I'm+1 ceci lmphque
Irp-qsl £ (pq/Tme1 Smer ) 1/2 < nl/3,
Si p/Sm+1>q/rms1 alors s/r et Smey /Tmer  sontdes réduites de p/q etle

résultat se démontre de fagon analogue.

Il est clair que le nombre d’opérations utilisées par cette méthode esten O (n1/3).
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4. Méthode rho de Pollard .

Cette méthode consiste a calculer une suite ( x, ) définie par les formules
x1=c et xp=(%xp.12+1) mod n pour h>2.
Soit p le plus petit diviseur premier de n , alors la suite des nombres x, mod p est
ultimement périodique et il existe donc un entier k tel que l'on ait
X2 =xx modulo p,
etalors p divise le p.g.c.d. de x2x-xx etde n.Sice p.g.cd. estdifférentde n,
on a trouvé un diviseur non trivial de n . Si, de plus, la suite x, mod p se comporte

comme une suite au hasard on aura x; x =xg modulo p pour k=0( v p).

Exercice : Démontrer ce résultat { On pourra calculer la probabilité pour que les

éléments x;, X2, .., X; soient tous distincts ] .

Expérimentalement, cette méthode fournit presque toujours une factorisation non
triviale de n en un nombre d'opérations en O (p!/2), 0l p estle plus petit diviseur
premier de n. Donc en général, cette méthode fournit, pour n non premier, un facteur

non trivial de n enuntemps O (nl/4),

Remarque : Le point essentiel pour cette méthode est le choix d'une suite ( x, ) qui
- soit aléatoire modulo p ( c'est a dire qui se comporte, en un certain sens, comme une
suite au hasard ) . Si on prend une suite vérifiant une récurrence linéaire, cette méthode
échoue ( et on peut le démontrer ) . Par contre, pour le choix d'une suite qui vérifie la
condition xp=(xp.12+1) modp (ou,plus généralement, x, =(x,12+a) modp)
la pratique montre que la méthode réussit, mais on ne sait pas le démontrer

rigoureusement.

M. MIGNOTTE — 4
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Exercices

1. Soit a unentier 22 . Démontrer qu'il existe une infinit€ d'entiers n positifs tels
que l'onait af-l=1 (modn). [ Soit p un nombre premier qui ne divise pas le
produit a(a2-1),prendre n=(a?P-1)/(a2-1).Démontrer que le produit 2 p

divise n-1 etque a vérifie a2P=1 modn ... ]

2. Soient p un nombre premier impair et h un entier qui vérifie 2<h <p.On
suppose que n estégalsoita hp+1 soitd hpZ+1 etquelona

2h1 modulon et 2n-1=1 (modn).
Démontrer-que n est premier. [ Démontrer d'abord que si n n'est pas premier alors il

admet un facteur premier q avec g=1 modp.]

3. Soit n unentiertelque n-1=pa3r avec a=1 et r non divisible par p,p
premier.
1°) On suppose qu'il existe un entier x tel que
(x(n-1)/p-1,n)=1 et x7-1=1 (n).
Démontrer que si q est un diviseur premier de n alors p 2 divise q-1.
2°) On suppose que n s'écrit

a

a4 ar 2, r
n=1+p ..p Q avec p ..p >Q

et que pour chacun des indices i=1,...,r il existe un entier x; qui vérifie

(n-1)/p;

: “1m=1 e x" =1 (n).

Montrer que n est premier.
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4. Soit n un entier positif impair. Démontrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

) n est premier,

(i) G (n) contientun élémentdordre >(n-1)/2,

(i) x2=1mod n == x=%+1 modn,

(iv)y si n-1=2rn',n" impair, alors

(aeG(n) eta"#1) = Is,0<s<r,atn"=-1 ol t=25s.

5. Pour n entier 20 on définit le nombre de Fermat F, par la formule

F =22 +1.

n

1°) Démontrer que si un nombre an"+ 1 est premier,a>2 ,alors a estimpairet n
est égal a une puissance de 2.

2°) Démontrer les propriétés suivantes :

) pourtout r>0, F, divise Fp -2,

(i) pour 0<m<n, lesentiers F, et F, sontpremiers entre eux,

(iii) F, estpremier pour n<4,

(iv) 641 divise Fs.

De plus, démontrer que si, pour a =2, le nombre a™ est premier alors a est pair et

I'exposant n est une puissance de 2.

6. On a vuque pour k>3 toutélément a de G (2k) vérifie une et une seule
congruence de la forme

a=(-1)5f (mod 2k) ,ee {0,1} e fe {0,1,..,2k-2-1},
En déduire qu'un entier impair a est un carré modulo 2 k., pour k 23, si et seulement

sicetentier vérifie a =1 modulo 8.
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7. Critere de Gauss .

Soit p un nombre premier impair et a un entier non divisible par p. On pose
v=~Card{k;1<k<(p-1)/2et 3s,1<s<(p-1)/2,ka=-s modp}.

Démontrer la relation

(2)

(-1)

En déduire que

~
()

N’
1

+1 & p==%1 (mod8).

8. Symbole de Jacobi .

Soient b et b' deux entiers impairs.

1°) Démontrer que le symbole de Jacobi posséde les propriétés suivantes.
. aa' a a'
0 () =(3) (%)
. a a a
(iD) (W)=(3)(p)’
2

b-1 b -1

-1 2z 2
@ ()= (=D ",

[ Pour la deuxiéme formule, utiliser l'exercice précédent. ]

a-1b-1

@  (g)=cn 7 (g),

pour a impair, b 23,
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[ On admettra la loi de réciprocité quadratique
p-la-t

(F)=cn’ 7 ().

lorsque p et q sontdeux nombres premiers impairs distincts. Voir chap. VI, ex. 21 .]

2°) En déduire un algorithme de calcul du symbole de Jacobi a partir de 'algorithme

d'Euclide.

Calculer le coutde cet algorithme et I'appliquer pour calculer le symbole

753
(gir) -

9. Soit F, le n-itme nombre de Fermat ( voir I'exercice 5 ci-dessus) .
Démontrer que F, divise l'entier

F

2 " -2,

Vérifier que le nombre 341 n'est pas premier mais cependant divise 2341-2,

10. Soit p un nombre premier impair. Grice au critere de Gauss ( voir exercice 7 ),

démontrer les propriétés suivantes

() (%) =+1 si,etseulementsi, p=%1 modulo 6 (pour p#3),

(i) (%) =+1 si,etseulementsi, p=%1 modulo S (pour p#5).

11. Soient x et y deux entiers. Démontrer les implications suivantes :
x2-y2=1 (mod3) = 31y,

x2-y2=1 (mod5) = Sixy.
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12. Si p estunnombre premier impair, le nombre M = Mp=2P-1 est appelé un
nombre de Mersenne . L'objet de cet exercice est de démontrer un critére de primalité
de ces nombres, le critére de Lucas .
1°) Démontrer que si le nombre a™ -1 estpremieralors a=2 et n est premier.
2°) Déterminer les entiers p < 17 tels que M, soit premier. [ Réponse : p# 11 .]
3°) Soit ® le nombre d'or, = (1+ V5)/2,etsoit p un nombre premier
impair. Grice a l'exercice 10 (ii) , démontrer que

@ p

1 (mod5) = wP-1'=1 (modp),
et
@ p=2x2(mod5) = w2(+1) =1 (modp).
[ Dans chacun des deux cas, on pourra considérer le nombre ®P mod p . ]
4% Soit w'=(1-VY5)/2 le conjugué du nombre d'or. Pour n entier =0, on

pose

a) Démontrer que r, est un entier.
b) Démontrer que, pour m et n distincts, les entiers ry, et r, sont premiers entre
eux.
5°) Démontrer l'implication suivante :
M, premier = 1,1 =0 (mod M;).
6°) On veut maintenant démontrer la réciproque de l'implication précédente, soit la
propriété
Ip1 =0 (mod M) = M, premier.
a) Si p' estun diviseur premier de M;, avec p'=%1 modulo 5, démontrer que
2p+1| p'-1.
[ On pourra utiliser la question 3°) (i) . ]

En déduire que M, n'admet pas de diviseur de ce type.
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b) Si q' est un diviseur premier de My, avec q'=%2 modulo 5, démontrer que
2Pl g +1.

En déduire que M, admet au plus un diviseur de ce type.

c¢) Conclure.

7°) On a donc démontré le critére de Lucas :
M, premier <> r,.1 =0 (modMp).

Quel est le colit de ce test ?

13. Soient a et b deux entiers premiers entre eux. On considere la suite (u,) définie
par
up=1,u1=1,upy2=aup41 -bu, pour n20.
Soit m un entier premier impair qui est premier avec a2-4b.
Démontrer que si m divise um4; mais ne divise aucun des nombres u (m+1)p » pour

p diviseur premier quelconque de m+ 1, alors le nombre m est premier.

14. L'objet de cet exercice est de démontrer la propriété suivante :

pour toutentier ke Z ,k # 1, il existe une infinité d'entiers n tels que le nombre
n

2 .
S =2% +k soit composé.

Nous suivrons une démonstration donnée par A. Schinzel.
Considérons un nombre S, fixé, ou n est arbitrairement grand et on suppose que ce
nombre S, estpremier ( sinon,ona gagné ), disons S,=p.
Onpose p-1=2s5h,avec h impair,et ¢ (h)=k.
1°) Démontrer les congruences
2k=1 (modh) et 2t+k=2t (modp-1),pourtout t>s.
2°) Grace au théoreme de Fermat, démontrer que Sp.x est divisible par p.

En conclure que le nombre Sy, est composé.



CHAPITRE 1II

Polynomes, étude algébrique

1. Définitions et propriétés élémentaires .
1. Premidres définitions.

Soit {X;,..,X, ) unensemble fini et soit A un anneau commutatif unitaire, on

appelle polyndomes en les indéterminées ( on dit aussi fréquemment en les

variables ) X;,..., X, et acoefficients dans A les sommes formelles
i i
a, XX,
iy, e,y 1 n
iy, iy 20
ou a i € A, qui ne possedent qu'un nombre fini de coeffidents a ;, non nuls.
Lo L

i i

Un polyn6me de la forme a, D SR Xnn , qui comporte au plus un coefficient non
-

<oy

nul, est appelé un mondme .
L'ensemble de ces polyndmes est noté A [X,,..X,] .
L'application a — a X;0 ..X,0  permet d'identifier A 2 un sous-ensemble

de AI[X;,..X,],ce mondme sera donc noté a.
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2. Qpérations arithmétiques élémentaires .

Soient P et Q deux polyndmes de A [Xl , ... X,] quis'écrivent respectivement
y i _ ! i
P=Da, X X @ Q=2 b XX,

etsoit A unélémentde A .

On définit les opérations suivantes

iy i
P+Q = Z ST bil,...,i“) Xy o X0

W
AP =D, (Aa )X X

n

et

P.Q= ), ( 2‘_ a,bj)x“,
k i,j,i+j=k

ou, pour simplifier les notations, on a posé

i=(ila---yin) ’ j=(j])--~9jn) ’ i+j=(il+j1’"-’in+jn)v

et

abréviations que nous utiliserons aussi par la suite.

Muni de ces opérations, A [X;, ..., X,] estune A-alg¢bre commutative admettant
le polyndme P =1 comme unité.

Si'm est un entier, avec 1< m<n, on a un isomorphisme naturel

ATXy s o Xl K1 s o0 Xl = ALXy o X,
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3. Notions de degré .

Si P estun polyndome nonnulen X;,...X, (i e.un polyndme dont au moins un

des coefficients estnon nul) ,
P= 2 a, X',

on défirﬁt le degré total de P par la formule
deg(P) = max {i; +..+1i, ; a; #0},

tandis que le degré partiel de P par rapporta X; estdéfini par
deng(P) = max {ij ; ail ,....i,,¢0} ,

on le note parfois aussi dcgj (P).

Si P et Q sont deux polyndmes non nuls, on a les propriétés suivantes
-si deg(P) # deg(Q) alors
P+Q#0 et deg(P+Q)=max {deg(P),deg(Q)},
-si deg(P) =deg(Q) et P+Q=#0 alors
deg(P+Q) < max {deg(P),deg(Q)},
-si PQ=#0 alors
deg (PQ) < deg (P) + deg(Q) .

Remarque : 1l est parfois commode de définir le degré du polyndéme nul par
deg (0) =- o,
avec les conventions suivantes
n+(-o0) =(-0) +(-00) = -oo pourtoutentier n
et

deg(0) < n pourtoutentier n.
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4. Cas d'un anneay intégre .

Lorsque I'anneau A est intégre (1i. e. tel que,si a et b sont deux éléments non

nuls de A, le produit a b estaussinonnul), on a les résultats suivants.

PROPOSITION 1.-Si A estunanneau intégre, il en est de méme de 1'anneau
de polyndmes A [X;,..X,] .
De plus, si P et Q sont deux polyndmes non nuls de A [X, .. X,], alors on a
deg (PQ) = deg(P)+ deg(Q),
ainsi que

deg;(PQ)=deg; (P)+deg;(Q), pour 1<j<n.

> Remarquons d'abord que la relation p définie sur N ™ par

L+ i <+ +]

1 n

lpj<:> ou

i+ =g b+ et i,

.ol < désigne I'ordre lexicographique sur N, est une relation d'ordre total sur N2,

Soient d et d' les degrés respectifs des polyndmes P et Q. On peut écrire

P=a; Xi+P , Q=0b;XI+Q;, a; #0 et by #0,
ol P, (respectivement Q, ) ne comporte que des coefficients dont les indices sont.
inférieurs 2 i pour l'ordre p ( respectivement dont les indices sont inférieurs a j ).
Alors PQ= a; b; Xi*i + R , avec ajb; #0 ,oule polyndbme R ne
comporte que des coefficients dont les indices sont inférieurs 2 i+j pour l'ordre p .
Ilenrésulte que le produit P Q est non nul et vérifie bien
deg (PQ) =deg (Xi+l) = d+d'.

La demiére relation se démontre de maniére analogue, mais plus simple. <
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2. La division euclidienne .

1. Polyndmes unitaires .

Si P=ay +..+a, X™ estun polyndme en une indéterminée avec a, #0 ,
alors a;, est appelé le coefficient dominant de P;lorsque a, =1, le polyndme

P est dit unitaire ( en anglais, monic) .

Remarque : Si P est unitaire et Q non nul, on a toujours

deg (PQ) =deg(P)+deg(Q) .
2. La division euclidienne .

THEOREME 1 .- Soient F et G deux polyndmes de A [X], G unitaire. Il
existe alors des polyndmes Q et R uniques tels que

F=QG+R avec R=0 ou deg(R)<deg(G) .

> Posons d=deg(F) et d=deg(G).Si d< d" une relation du type cherché
alieuavec Q=0 et R=F.
Considérons le cas ou d > d' . Soit a le coefficient dominant du polyndme F . Le
polyndme
F, =F -aXd-d G
aun degré inférieur 3 d . Par récurrence sur d, on peut écrire
F; = Q G+R; avec Ry =0 ou deg(R;)<d.
La relation cherchée a alors lieu en posant

Q=aXdd+Q e R=R
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Montrons maintenant I'unicité. Une relation
QiG+R; = QG +Ry,
avec R; =0 ou deg(R;)<d et avec R,=0 ou deg(Ry)<d',implique
(Q-Q)G =R, -R, .
Puisque G est unitaire, en calculant les degrés de chaque membre, la remarque 2.1

montre que 1'on a nécessairement Q= Q, . Larelation R;= R, enrésulte. <

Le polyndme R est appelé le reste de la division de F par G, tandis que Q est

appelé le quotient de cette division.
Le théoréeme 1 admet la généralisation suivante, dont la preuve est immédiate.
COROLLAIRE . - Soient F et G deux polyndmes de A [X], le coefficient

dominant de G étant inversible. Il existe alors des polyndmes Q et R uniques tels que

F=QG+R avec R=0 ou deg(R)<deg(G) .

3. Cas d'un corps .

Dans toute la suite, la lettre K désignera un corps commutatif.

Lorsque 'anneau A est un corps K , I'énoncé du théoréme 1 et sa preuve se

simplifient.

Dans ce cas il suffit en effet, d'apres le corollaire, de supposer le polyndbme G non

nul.
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D'autre part, larelation F=Q G+ R équivaut A un systéme linéaire de d + 1
équations & d + 1 inconnues, qui sont les coefficients des polyndmes Q et R . Le
systeme homogene associé s'écrit Q G + R =0, et par l'argument ci-dessus, relatif a
I'unicité, la seule solution est Q = R =0. Le systé¢me considéré est donc de Cramer, il
admet une solution et une seule.

Cependant la démonstration du théoréme 1 présente I'avantage de conduire directement

a un algorithme simple pour la division.

L'existence de la division euclidienne conduit aussitot au résultat suivant ( comme

dans le cas de 'anneau Z) .

THEOREME 2 .- Soit I unidéal de K [X], alors il existe un polyndme P tel
que l'onait I=P.K[X] .

> Si I estréduita {0} il suffit de poser P =0. Supposons I non nul. Soit P un
élémentde I de degré minimal et soit F un élément quelconque de I. Soit R le reste
de la division euclidienne de F par P, il appartient 3 I . Par définition de P,

nécessairement R=0.Donc F est un multiple de P.<

Unidéal I d'un anneau A qui est de la forme x A pour un certain élément x est
appelé idéal principal, un tel élément x est alors appelé un générateur de l'idéal I ;
tout autre générateur de I est de la forme u x, ol u est un élément inversible de A.
Ici,si I=P.K[X] ,tout générateur de I estdela forme AP, ALe K, A#0 .On
écrira souvent I=(P) aulieude I=P.K [X]; plus généralement I'idéal engendré

par une famille finie de polynémes F,,..,F, seranot¢ (F;,..,F).
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Le fait que tout idéal de K [X] soit principal conduit 2 'existence d'un p.g.cd.,
avec la relation de Bézout , et l'existence d'une division euclidienne conduit a un
algorithme d'Euclide pour le calcul du p.g.c.d. . Nous énoncerons seulement les

résultats ( les démonstrations sont les mémes que celles du chapitre I') .

THEOREME 3 .- Soient F;,..,F des polyndmes appartenant 3 K [X].
Tout générateur D de l'idéal (Fy,..,F;) estappeléun p.g.c.d. des F; .1l
existe des polynomes Uy, ..., U; telsquel'on ait

U;F, +..+ UF =D.

Le polyndme D divise chacun des F; et tout polyndme P qui divise chacun des F;
divise aussi D . En outre, tout autre p.g.c.d. des F; estdelaforme AD ol A estun
élément non nul du corps K.

Enfin, grice a l'algorithme d'Euclide, on peut calculer un p.g.c.d. des F; ainsique

les polynémes U; correspondants.

On dit que des polyndmes F;, .., F; a coefficients dans un corps K sont

premiers entre eux lorsqu'ils admettent 1 comme p.g.c.d. . D'aprés le théoréme,

on a le résultat suivant.

COROLLAIRE . - Sides polyndmes Fy, ..., F; acoefficients dans un corps K
sont premiers entre eux alors il existe des polynémes Ui, ..., U, de K[X] tels que

I'on ait la relation de Bézout

UlFl + ..+ UrFr =1.



112 Mathématiques pour le calcul formel

4. Pseudo-division .

On étend la division euclidienne de la maniére suivante.

THEOREME 1 bis . - Soient F et G deux polyndmes a coefficients dans un
anneau intégre A, de degrés respectifs d et d',etsoit b le coefficient dominant du
polyndme G . Posons & =max { d-d'+1,0 ) .Ilexiste alors des polyndmes Q et R
uniques tels que 'on ait

b8F =QG+R , avec R=0 ou deg(R) < deg (G) .

> La démonstration est une généralisation immédiate du théoréme 1 . Le

remplacement du polyndme F par b8F permet exactement d'effectuer la division. <

On dit parfois que les polyndmes Q et R du théoréme sont respectivement le

pseudo-quotient et le pseudo-reste de la (pseudo-) divisionde F par G .

Laremarque suivante sera utile.

COROLLAIRE . - Soient F et G deux polyndmes 2 coefficients dans un anneau
A intégre. Si P est un polyndme de A [X] qui divise & 1a fois F et G, alors P divise

aussi le pseudo-reste de la division de F par G.

> Ceci résulte aussitot de larelation b8 F = Q G+R . <
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3. Le théoréme chinois .

Nous donnons une version générale de ce théoréme. Avant d'énoncer ce théoreme, le

lemme suivant sera utile.

LEMME . — Soit A un anneau ( commutatif ou non ) et soient I, I;,.., I, des
idéaux bilatéres de A qui vérifient I+I = A pour 1<k<n .Alors,ona

I+ mn.nI, = A .

> ]l suffit de montrer que 1'élément 1 appartienta I + I) .. NI, . Par

hypothese, il existe des éléments a, € I,b.€ i telsque ag+b =1,1<k<n, et

n Tt
1= H(ak+bk) = z a. H(ahﬂvh‘) + bi...bn eI+Il m...mln <

k=1 k=1 h#k

THEOREME 4 .- Soient A unanncauet I,1;,..,I, desidéaux bilateres de

A guivérifient Ip+I, = A si 1<h<k<n.Alors

k=1

Al n.ny = [

> On considere I'hnomomorphisme canonique

(p:A—)H(A/Ik),

k=1

Son noyauestégala I; ... M.

Il ne reste donc plus qu'a montrer que l'application @ est surjective.
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On se donne des éléments a,,...,a, de A et il s'agit de montrer qu'il existe un
élément x de A vérifiant x =a, (modI, ) pour 1<k<n.

Nous allons donner deux démonstrations de ce fait.
1°) Méthode de Lagrange .

Soit k unindice, 1 £k <n.D'apres le lemme, on a

1k+ﬂ Ih=A ,

h#k

il existe donc un élément

g € th

h#k

tel que 1-g, € Ik .S1 S (=1si h=k et O sinon) estle symbole de

Kronecker,

€ ahk ( mod Ih ).

L'élément
n
X = 1‘241 3 &

est une solution du probléme.
2°) Méthode de Newton.

On raisonne par récurrence sur n.Le cas n=1 est trivial . Supposons n>2 etque
l'on ait trouvé un élément x' de A qui vérifie x' = a, (mod I, ) pour 1 <k<n.
Soit €, défini comme ci-dessus, on vérifie instantanément que
x=x+¢g,(3 -x)

est solution du probléme considéré. <
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COROLLAIRE . — Soient A un anneau commutatif et I, ..., I, des idéaux de
cet anneau. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
n
o A= [Jan .,
k=1
(i) ilexiste e;,..,e, € A telsque e2=¢, et e e, =0,1<h<k<n,
e1+..+e; =1 et I, =(l-e. )A pour 1<k<n,
ou la notation A A désigne l'ensemble des éléments de la forme Ax,x€ A.
(i)  les idéaux considérés vérifient

Ihb+I, = A si 1<h<k<n e Iin..nI, ={0}.

> (i) = (i) :
Si @ est ''somorphisme de (i) , il suffit de poser e =@ 1 (&, ..., dpx ) -
(ii) = (iii) : Notons au passage qu'un élément e¢ de A telque e2=e estappelé
un idempotent de A.
Puisque 1-e, €I, et ep=e,(1-ey)el ,ona I, +I,=A si h#k .De
plus,
n
[Tt =1-(e;+ve)=0 = 1AL = (0} .
k=1

(iiiy = (i) : Appliquer le théoréme . <
Dans le cas des polyndmes, le théoréme chinois a la conséquence suivante.

COROLLAIRE .- Soit Kuncorps et A=K [X]. Sides polynémes F;, ..., F;

de A sont premiers entre eux alors on a un isomorphisme naturel

T

A/(F..F) = H(A/(Fi)) .

i=1
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4. Factorisation .

Dans tout ce paragraphe A est un anneau intégre.

Un élément x non nul d'un anneau integre B est dit irréductible si, et seulement
si, 'anneau quotient B /xB est intégre. En particulier, un polyndme P de A [X] est
irréductible si, et seulement si, 'anneau A [X]/(P) estintegre.

Deux éléments x et y de B sont dits associés si, et seulement si, il existe un
élément inversible u de B tel que x =uy. En particulier, deux polyndmes F et G
appartenant 2 A [X] sont associés si, et seulement si, il existe un élément inversible u

de I'anneau A telque F=uG.

1. Cas d'un corps .

Un polyndme P de K [X] estirréductible si, et seulement si, le degré de P est >0
et si P n'admet aucun diviseur Q vérifiant 0 < deg (Q) < deg ( P). Il en résuite
que tout polyndme F de K [X] de degré > 0 admet un diviseur irréductible, il suffit
de prendre un diviseur quelconque de F de degré >0 et minimal.

Comme dans le cas des entiers, grice a la relation de Bézout, on a aussi e résultat

suivant.

PROPOSITION 2 .- Un polyndbme P de K [X], de degré > 0, est

irréductible si, et seulement si, I'anneau guotient K [X]/(P) estun corps.

Toujours comme dans le cas des entiers, et toujours grice 2 la relation de Bézout, on a
aussi une décomposition en produit d'éléments irréductibles dans K [X] . L'énoncé

précis est le suivant,
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THEOREME 5 . - Tout polyndme F non nulde K [X] admet une décomposition
de la forme
k
o
F=c H Pi ,ce K,
i=1
oil les polyndmes P; sont irréductibles, deux 2 deux non associés, et les ¢; sont > 0.
De plus, si
h
. By
F=c H Qj , e K,
j=1
ou les polyndmes Qj sont irréductibles, deux a deux non associés, et les Bj sont >0,
alorsona h=k etil existe une permutation ¢ de (1,...,k]} telle que l'on ait
ﬁ o () = ai et QG(i) aSSOCié 9. Pi

pour i=1,..,k.

2. Cas d'un anneau factoriel .

Un anneau est dit factoriel s'il est intégre et si chacun de ses éléments non nuls
admet une décomposition unique en produit d'éléments irréductibles, a 'ordre prés et a

des facteurs inversibles prés ( comme dans I'énoncé du théorgme 5) .

Soit A un anneau factoriel, de corps des fractions K , et soit p un élément
irréductible de A . Tout élément a nonnulde K s'écrit, d'une maniére et d'une seule,
sous la forme

a=p'b , 1€ Z,
ou b estle quotient de deux éléments de A dont aucun n'est divisible par p . L'entier r

est appelé I' ordre de a en p,etnoté ord.p (a) . Par convention, ordP 0)=+00.
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Si a et a' sont deux éléments quelconques de K, ona

ordp(aa‘) = ordp(a) + ordp(a') .

Si F=ay +..+a, X" estunpolyndme non nul a coefficients dans K, on pose

ordp(F) = min{ordp(ai) ;4 20}) .

Si g désigne un systeme de représentants des éléments irréductibles de
A ( ce qui signifie que, d'une part, pour tout élément irréductible q de A il existe un
élément p de g associé a3 q, et que, d'autre part, les €léments de ¢ sont deux 2
deux non associés ), on définit le contenu de F (relativement2 ) par la formule

contp(F) = H pom"(F) ,
PE P

quand il n'y a pas de confusion possible on pose cont (F) = cont o (F).

Apres tous ces préliminaires, nous pouvons démontrer le résultat suivant.

PROPOSITION 2 ( lemme de Gauss ) . — Soit A un anneau factoriel et soit
K son corps de fractions. Si F et G sont deux polyndmes non nuls a coefficients dans
le corps K,ona

cont (FG) = cont (F). cont(G) .

> D'apres la définition du contenu d'un polyndme, il suffit de prouver que pour tout
élément irréductible p de A on alarelation

ord, (F G) = ord, (F) + ord, (G) .
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Posons r=ord, (F) et s= ord, (G) . Alors il existe deux polyndomes F; et G, a
coefficients dans A tels que l'on ait
F=up F , G=vp G et ord,(F)=ord,(G)=0,
ou u et v sontdeux éléments non nuls de K vérifiant

ordp(u) = ordp(v) =0.

Par l'application canonique A [X] — (A/p A) [X] , les polyndmes F; et G,
ont des images respectives f; et g, non nulles. Comme l'anneau A/pA estintégre

le produit f) g; estnonnul,onadonc ord, (F;G;)=0.

D'ou l'égalité
ordp(FG) =r+s.<

Grice au lemme de Gauss, on peut démontrer le résultat suivant.

THEOREME 6 . - Soit A un anneau factoriel et soit K son corps de fractions.
Alors I'anneau de polyndmes A [X] est aussi factoriel.

De plus, si g est un systéme de représentants des éléments irréductibles de A et
£' un systeme de représentants des polyndmes irréductibles de K [Xj , chaque élément
de g' ayant un contenu relatif 3 % égala 1,alors £ U ' estun systeme de

représentants des éléments irréductibles de 1'anneau de polyndmes A [X].

Exemple : L'anneau Z [X] est factoriel. Si g désigne I'ensemble des entiers et '
I'ensemble des pdlynomes irréductibles de Q [X] 2 coefficients entiers premiers entre
eux et de coefficient dominant positif alors % U ' est un syst¢éme de représentants

des éléments irréductibles de Z [X].
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> Soit F un polyndme non nul a coefficients dans A . Dans I'anneau K [X] , ce

polyndme se décompose de maniére unique sous la forme

n
F=a [[P" ,aek,a=0, n20.
Pe g’

D'aprés le lemme de Gauss, a est égal au contenude F (relativementa g ), donc
I'élément a appartient a I'anneau A et il s'écrit, de maniere unique, sous la forme
a = u I_Ipmp ,mPZO,
PeE P
ou u est un €lément inversible de A.

D'ou le théoreme . <

En raisonnant par récurrence sur le nombre de variables, on en déduit le résultat

suivant.

COROLLAIRE . - Soit A un anneau factoriel, alors 1'anneau de polynémes en n
variables A{X;,..,X,] estencore un anneau factoriel. En particulier, si K estun

corps quelconque, I'anneau K[ X, .., X, ] estun anneau factoriel.

Exemple : Pourtout n>1 l'anneau Z [ X;, ..., X, ] est un anneau factoriel ; c'est

certainement l'exemple le plus important en calcul formel.
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5. Fonctions polynomes .
1. Définition .

Soit F un polyndmeen X, ..,X, acoefficientsdans A,
iy i
F = 2 NIRRT Xn o

et soit B un anneau dont A est un sous-anneau. On définit la fonction-polynome
F*: B» —» B
par

W
F*(b,..,b) = D, a, b b

On dit que l'on a substitué b; a X, et, pour simplifier les notations, on écrira

souvent F (b;,..,b,) aulieude F* (b;,..,b,).

Les propriétés suivantes sont évidentes
(F+G)* = F*+ G* |
(FG)* = F*G* ,
(aF)*=aF* si aeA.

Attention : L'application ¢: F — F* n'est pas toujours injective : par exemple, si
on prend pour anneau A = Z /2Z et pourpolyndbme F = X2-X alors F*
s'annule pour tout élément de A . Par contre l'application @ est injective lorsque
I'anneau A est intégre et infini, voir le corollaire du théoréme 7 ci-dessous. Ainsi,
lorsque A estintegre et infini on pourra sans inconvénient confondre un polynéme et la

fonction polyndme associée.
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2. Racines d'un polynOme .

Si Fe A[X],unélément a de A est appelé une racine de F si F(a)=0;o0n

dit aussi que a est un zéro du polyndme F.

PROPOSITION 3 .- Soit F un polyndme a coefficients dans A et soit a un
élément de A . Alors le reste de la division euclidienne de F par le polyndme X -a
est égala F(a).

En particulier, a est une racine de F si, et seulement si, X -a divise F.

> Si le résultat de la division euclidienne de F par X-a est F=(X-a)Q+b,
ou be A, alors ensubstituant a 3 X onconstate que b=F(a).
Enfin, par définition, a est une racine de F si, et seulement si, F(a) est nul. D'ou

la seconde assertion. <

3. Multiplicité d'une racine .

Si Fe A[X],unélément a de A est appelé une racine d'ordre k de F sile
polyndme F est divisible par (X -a)* mais paspar (X-a) k+! ;si k>1,o0n
dit que k est la multiplicité de la racine a . ( D'apres la proposition 3, cette
terminologie est cohérente avec celle du paragraphe précédent.)

On peut caractériser l'ordre dune racine grice au résultat suivant.

PROPOSITION 4 .- Soit F un polyndme a coefficients dans A et soit a un
élément de A . Alors a estracine d'ordre k de F si, et seulement si, il existe un
polyndme G a coefficients dans A qui vérifie

F=(X-a)xG et G(a)=0.
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> Si a estracine d'ordre k de F,alors (X -a)k divise F;soit G le quotient.
Si 1'élément a étaitracine de G alors (X -a)k+1 diviserait F, donc G (a) est non
nuk.

La réciproque est facile. <

COROLLAIRE . - Soit A un anneau inteégre et soit F e A [X] un polyndme non

nul. Alors toute racine de F dans A aun ordre auplus égal audegré de F.
Plus généralement, la proposition a la conséquence suivante.

THEOREME 7 .- Soit A un anneau intégre et soit F € A [X] un polyndme non

nul. Alors la somme des multiplicités des racines de F appartenanta A ne dépasse pas

ledegréde F.

> Considérons un polynéme F non nul a coefficients dans A . Soient ay, ..., a
des racines de F de multiplicités respectives au moins égales a3 ry,..., 1, . En
appliquant k fois la proposition 4, on voit que le polynome F peut s'écrire sous la
forme

n Ty
F = (X —al) (X-ak) GX) ,
ou G estun polyndme a coefficients dans A . D'ou la majoration

n+..+n < deg(F). <

COROLLAIRE .- Si A estunanneau intégre et infiniet si F e A [X] s'annule

pour tout a appartenanta A, alors le polyndme F est nul.
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4. Dérivées et racines .

Si F=ag+a; X+..+a, X™ ,ondéfinit la dérivée (formelle) du polyndme F

par la formule

F' =a;,+22,X + .. + ma, Xm-!

La dérivation vérifie les propriétés usuelles
(F+G)' = F'+ G' ,
(FG)'=F'G+ FG',
(aF)'=aF' si ae A .

Plus généralement, on pose F® =F et

F) = (F&kDY) pour k=1.

Le résultat suivant relie I'ordre de' F et de sa dérivée en un méme point.

PROPOSITION 6 .- Siunélément a de I'anneau A est racine d'ordre k>1

d'un polyndme F de A [X],alors F®(a) =0 pour i=0,1,..,k-1 .

> 1 suffit de démontrer que (X - a) k-1 divise F' et de raisonner ensuite par
récurrence sur l'entier i.
Par hypothese, le polyndme F est de laforme F=(X-a)*Q ,donc sa dérivée est

F'=(X-ak-1(kQ+(X-2)Q) . <
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5. Formule de Tavlor.

Rappelons qu'un anneau A est dit de caractéristique 0 lorsque l'application

naturelle Z — A , quienvoiel'entier 1 surl'unité de A, est injective.

Dans le cas d'une seule variable, la formule de Taylor peut s'énoncer ainsi.

PROPOSITION 7 .- Soit K un corps de caractéristique 0 etsoit Fe K [X] un
polyndme qui s'écrit F=a5 + A; X +..+ a, X .Si Y estune nouvelle lettre,
alors F(X+Y) vérifie la relation, dite formule de Taylor ,

2 n
F(X+Y) = FX) + YFIX) + ;{_! Fo) +.. + ‘:,'{r Fx) .

> En raison de la linéarité des applications F - F®& il suffit de prouver le

résultat lorsque F=Xm , m<n.

Ona alors
m m «
N m , mi- K
F(X+¥Y)y=(X+Y) = E (k)‘r X ,
k=0
tandis que
k
Y _w _ ok m(m-1) L (m-k+l) omk /M k . mk
Tk =Y i X = (1) vt

d'ol la conclusion. <
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Dans le cas d'un corps de caractéristique zéro, la formule de Taylor montre que I'on

peut caractériser I'ordre d'une racine grice a la dérivation.

Il s'agit du résultat suivant.

COROLLAIRE .- Soit Fun polyndme appartenant 2 K [X], K étant un corps
de caractéristique zéro , et soit a une racine d'ordre k de F, k21, alors F® (a)

est non nul.

> La proposition 6, jointe a la formule de Taylor, montre que

F(X) = Z (X_m"i F™@) .
m2k )

Si F(a)=0 alors (X-a)k+1 divise F, contradiction. D'oi1 le résultat. <

6 . Le résultant .

Soient f et g deux polyndmes en une variable et & coefficients dans un corps K .
Lorsque f et g posseédent un facteur commun non trivial d, disons que 'ona f=f; h
et g=g h ,etl'équation

uf+vg=0, avec deg(u)<deg(g) et deg(v)<deg(f)
possede les solutions u=g; et v=-f;.Réciproquement, il est clair que l'existence de
solutions non nulles 2 cette équation implique le fait que les polyndomes f et g admettent

un diviseur commun non trivial.
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Posons

m n
f(X)=2 a X' et g(X)=zijJ ,
i=0

i=0

Alors 1'équation précédente équivaut 2 un systéme linéaire homogéne de n+m
relations 3 n+m inconnues ( les coefficients des polyndmes u et v ) et on sait que ce

systeéme admet une solution non triviale si, et seulement si, son déterminant est nul. Le

déterminant en question est

De maniére plus précise, les coefficients de la matrice associée a ce déterminant sont
donnés par les formules
Cij= am-j#i pour 1<i<n,
Cnti,j = bn—j+i pour 1<i<m,
oll on a posé

aj=0 pourig {0,1,..,m} et bj=0 pour je {0,1,..,n}.

Ce déterminant est appelé le résultant des polyndmes f et g, il est le plus souvent
noté Res (f,g), ouencore Resx (f,g) lorsqu'lest utile de préciser la variable. Plus
généralement, le résultant de f et g est défini par le déterminant précédent si les
coefficients de ces polyndmes appartiennent a un anneau A ; ainsi Res (f, g) estun
élément de A . La matrice correspondant au déterminant ci-dessus est appelée la

matrice de Sylvester des polyndmes f et g.
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Nous allons démontrer que dans le cas général aussi le résultant de f et g est nul si,
et seulement si, les polyndmes f et g ont un facteur commun non trivial ( voir la
propriété (iv) ci-dessous) .

En fait, le résultant posséde les propriétés suivantes :

@) Res (f,0)=0 ;

> C'est clair d'apres la définition . <

(@) Res(g,f)=(-1)m" Res(f,g);
> Cecirésulte du fait qu'un déterminant change de signe chaque fois qu'on

échange deux rangées adjacentes. <

(i) Si deg(f)=m < n=deg(g) etsi h est le reste de la division euclidienne du
polyndme g par le polynéme f,alorsona
Res (f,g)=an" ™ Res (f,h);
> Ecrivons g =fq+h, et dans la matrice associée au résultant retranchons a
chacune des m derniéres lignes le vecteur correspondant au polyndme produit fq (ce
vecteur étant décalé d'une position vers la droite quand on passe d'une ligne a la ligne
suivante ) . Ceci revient  retrancher a chacune des m dernigres lignes de cette matrice
une combinaison linéaire convenable de ses n premicres lignes de telle sorte que le
résultat soit une matrice de la forme suivante -
0= (% )
ol M est une matrice triangulaire de taille (n-m) X (n-m) , N la matrice de Sylvester
associée aux polynémes f et h.Le résultat découle aussitét de la formule

det(Q)=det(M).det(N) .<
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(iv) Res(f,g)=0 si,etseulementsi, f et g ont un facteur commun non trivial ;

> Clest une conséquence immédiate des propriétés (ii) et (iii) . <

(v) Supposons l'anneau A inteégre et soient «; ,i=1,.., m, les racines du
polyndme f et Bj ,j=1, .., n, les racines de g ( dans une extension convenable de
I'anneau A ), alors on a les relations suivantes

Res(f,g)=ar;1 ﬁg(ai) =(-H™" b,:n f[f(ﬁj)za;:bnm ﬁﬁ(ai_ﬁj)'

i=1 j=1 i=1j=1

> Il est clair que la deuxie¢me expression et la troisieme sont toutes deux €gales a la
quatrieme, désignons par S cette quantité. I ne reste plus qu'a montrerque S coincide
avec le résultant des polyndmes f et g . Pour ce faire remarquons tout d'abord que les
propriétés (i) a (iii ) définissent les résultant de maniere unique : en effet, il est clair
que ces trois propriétés permettent de calculer le résultant par récurrence sur le minimum
des degrés des polyndmes f et g.Ilsuffit donc de montrer que S vérifie les propriétés
(i) a (iii) . Pour la propriété (i) c'est trivial, pour la seconde ceci résulte de 1'égalité
entre les trois expressions de S, enfin la derniére est une conséquence immédiate de la
relation h(oy) = g(oy), valable lorsque h est le reste de la division euclidienne du

polynéme g par f (utiliserla formule g=qf+h aupoint o;).<

On définit aussi le discriminant d'un polynéme f par la formule

Discr (f) = 2™ ﬂ ﬁ (- 0)

i=1 j=1
j#i

D'aprés la propriété (v) ci-dessus, on ala formule Res:(f,f') = a, Discr (f),eton

peut démontrer que le discriminant de f appartient & l'anneau A .

M. MIGNOTTE - §
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Exercices

1. Un polynéme de A [X;,...,X,] estdit homogéne s'il est de la forme

E‘ i i . .
a, XX avec i,+...+1 =constante .
PR | 1 n 1 n

On suppose que l'anneau de base A est intégre et que u, v, w sont des polyndmes

de A[X;,..,X,] vérifiant u=vw .Démontrer que si u est homogene alors v

et w sont aussi homogenes.

2. Les dérivées partielles d'un polyndme étant définies de maniére usuelle, démontrer

I'équivalence suivante ( due a Euler )
> 9
u
o X). Xi = r.u(X) & u homogene de degré r ,
i

i=1

lorsque u € A[X;, ..., X,],A étant un anneau de caractéristique 0.

3. Soit Fe A[X,,..,X,] un polyndme non nul, A étant un anneau intégre. On
suppose que, pour i=1,..,n, H; est une partie d¢ A qui vérifie
Card (H;) > deg; (F) .

Démontrer qu'il existe ae€ H; x ... X H, tel que F(a) soitnonnul

4. Démontrer que le polyndme X 2 +1 posséde une infinité de z€éros dans le corps

des quaternions sur C .
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5. Soit K un corps, et soient X ,..., X, des éléments distincts de K . On pose

w(X) =(X-x1) ... X -x,) . Démontrer que le polyndme
9 y
= UL S
FOO = w(X). Zl TR

est 'unique polyndme de K[X] de degré <n qui vérifie F(x;)=y; pour i=1,.,n;
ce polyndme est appelé le polynome de Lagrange ( associé aux x; et y;).
En déduire que si G € K[X] est un polyndme de degré <n-1 alors
e AL

[ On pourra considérer le polyndme X G(X). ]

6. Soient x;,..,x  des éléments distincts dun corps K ,et n;,..,n. des
entiers > 0 dont la somme est égale 2 n . Soient enfin ¥ij des éléments quelconques
de K,1<j<n; ,1<i<r.Montrer qu'l existe un polynéme et un seul F e K [X]
qui vérifie

deg (F)<n et FGD(x)=y;; pour 1 <j<nm; ,1<i<r;

ce résultat est dii 2 Hermite et ce polyndme est appelé le polynome d'Hermite.

7. Soit A un anneau intégre et soit n un entier >1 . Démontrer qu'un polyndme non
nul P(Xi, ..., X,) acoefficients dans A est inversible dans A [X;, ..., X ] si, et

seulement si, son degré est nul et s'il est inversible dans I'anneau A .

8. Soit A un anneau intégre qui n'est pas un corps. Montrer que l'anneau A [X]
n'est pas principal.

[ Rappelons qu'un anneau est dit principal lorsque c'est un anneau commutatif dont
tout idéal I est principal, c'est a dire tel qu'il existe un élément a de A pour lequel

Iidéal I estégala (a).]
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9. Soit A un anneau principal et soit I; © ... cI, < ... une chaine croissante
d'idéaux de A.
Démontwrer que cette chaine est stationnaire (i e. qu'il existe un certain indice k tel

que I, =1, pour m 2k ).

10. Quel est le nombre de racines du polyndme X 3-X dans 'anneau Z/6Z 7

11. Soit A un anneau factoriel dont le corps des fractions est K et soit F e A [X]

un polyndme de degré > 0, irréductible dans A [X] .

Démontrer que F est aussi irréductible dans K [X] .
En déduire que si F est un polyndme unitaire de A [X] etsi a estune racine de F

appartenanta K alors a appartient en fait a 'anneau A.

12. Soit A un anneau. Pour a€ A et Fe A [X], on désigne par ord (F, a)

l'ordre de a entant que racine de F (évidemment ord (F,a)20).

Si G e A [X], démontrer les relations suivantes

ord(F+G,a) 2 inf{ord(F,a),ord(G,a)},

ord (F,a)#o0rd(G,a) =2 ord(F+G,a)=inf {ord (F,a),ord(G,a) },
ord(FG,a) 2 ord(F,a) + ord(G,a),

avec l'égalité dans la derniére relation lorsque A est intégre.
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13. Soit n unentier 21 . Soient X;,.., X, ,Y;,..,Y, des letres distinctes.
Onpose X=X, ...,X), Y=Y, , YY), X+Y = (X +Y, .., X+ Y.

Soit u € A [X]. On définit les polyndmes A, u de A [X] par la formule

w(X+Y) = L (Avu)(X).Yv-

1°) Démontrer les formules

W(X) = D, (Au)(0) X",

Ac(uv) = Z (Avu).(Apv) , si ve A[X] .

V+p=0

[ Les lettres v, p, ¢ désignent des multi-indices appartenant 2 N " .]

2°) Démontrer la relation

(X+Y)" = z Prol yo yo

1 g!
pio=v P-O:

[Ouonaposé p!'=p;! ..p,t lorsque p=(py,..,p,) etlesanalogues ..]
Soient Z,,..,Z, de nouvelles lettres, en considérant les développements
possibles de I'expression u (X + Y+ Z) en déduire la relation

(p+0)! A

A Au =
p o p'a!

p+o

3% Si v={(v,,..,Vv,) ,etsionpose

v V.
DV = il_ a "
o v,
X, oX
n

démontrer la formule

DVu = v! A,u .
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4°) Sitoutentier n estinversible dans A , démontrer les formules de Taylor en

plusieurs variables

1
BE+Y) = D, — OWMY
Y.

et

uX) = Z —1—' D%u(a) . (X -a)¥
Y.

lorsque ae An .

14. Démontrer la formule de Leibnitz

k
(f)® = Z C‘) £ g ®D our fge AIX] .

i=0

15. Soit A un anneau intégre infini. Soient F, G, ...,G,€ A [X;, ..., X,] des
polyndmes, les G; étant non nuls. On suppose que

Vae A", (G,(a)#0 et .. et G,(a)#0) = F(a)=0.

Démontrer que le polyndme F est nul.

16. On désigne par sy, Sy ,...,S, les fonctions symétriques €lémentaires en les

lettres X ,..., X . Clest a dire que

so=‘l ’51=2Xi )y Sy = Z Xin s s rsn=l_IXi
i i

i<
Démontrer les formules

f[(u'rxi):iskf‘ : lﬂl(x-xi) = i(-n“"‘snxx".
k=0 k=0

i=1 i=1
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17. Soit fe K(X;, ..., X,) une fraction rationnelle symétrique. Démontrer qu'il

existe deux polynémes symétriques u et v de K[X;,..,X,] telsque f=u/v.

18. On pose
n
pk=ZXik pour k2>1 .
=

Démontrer les formules de Newton
k-1
i-1 k-1
pk = 2 ('1)1 Si Pk_i + ('1) kPk ’

i=1

ou les s; sont définis comme dans l'exercice 16.

19. Soit A un anneau int¢gre. On suppose que aj , ..., a,, by , ..., b, sont des
éléments de A qui vérifient
{3, .8y =t (by,.., b} pour 1<k<n,
ou t, désigne le polyndme symétrique s, ( respectivement p, ), comme dans I'exercice
précédent.
Démontrer qu'il existe une permutation ¢ de {1, ..,n} telle bgiy =2; pour les

indices i=1,..,n.

20. Soit K un corps infini et soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K.
'Soit Vi, ... s YV, une famille finie de sous-espaces propresde E (i.e. V;#E pour i
variantde 1 a n ). Démontrer que I'union des V; n'est paségalea E.

[ Soit d la dimension de E sur K. On fixe une base quelconque de E et soient
alors P; [Xy, .., X;], 1 <i<n, des polyndmes non nuls tels que chaque P; s'annule

sur le sous-espace E;. Considérer le produit Py ... P, . ]



136 Mathématiques pour le calcul formel

21. Soit A l'anneau Z [ V-5 ] . On considere le polyndme f(X)=3X2+4X+3.
1°) Démontrer que le polyndme f est irréductible dans A [X].
2°) Démontrer que, par contre, f n'est pas irréductible dans le corps des fractions de

I'anneau A .

[ Noter larelation f(X) = (3X+2+V-5) (3X+2-V-5)/3.]

22. Soit A un anneau commutatif et soit f un polyndme non nul de A [X] qui est

un diviseur de zéro dans A [X].

Démontrer le théoréme de McCoy :

il existe un €lément ¢ de A telque l'onait c.f=0.

[ Considérer un polynéme g non nul et de degré minimal tel quel'onait g.f=0.]

23. Démontrer quesi f est un polyndme a coefficients dans un anneau intégre alors on

a I'équivalence

f quadratfrei < Discr (f)=0.



Polyndmes, étude algébrique 137

24. Soient
f(X)=X2+a1X+a et g(X)=X2+b1X+bo

deux polyndmes du second degré .

1°) Démontrer la formule

Res(f,g) = (bp-ag)2 - (bi-a;)(arbp-apby).

2°) Lorsque f et g sont i coefficients réels et que de plus les racines o et ¢ du
polyndme f sontréelles (avec o< o) alorsona Res (f, g) <0 si, et seulement

si, le polyndme g a ses racines [3; et By réelles et vérifiant o <Py <oy <Pa.

25. Soit P( X ) un polyndme non constant a coefficients dans un corps dont les

racines sont o, .., Oy

1°) Démontrer que le polyndme
R(Y) = Resx(P(X+Y),P(X))
admet pour racines les éléments o;+ ¢ , 1 <i,j<n.
2°) On suppose en outre qu'aucune des racines de P n'est nulle. Démontrer que le
polyndme
S(Y) =Resx(P(XY),P(X))
admet pour racines les éléments o; /o, 1<i,j<n.

3°) Par analogie, déterminer une formule qui fournit un polyndme dont les racines

sont les éléments o . 0 ,1<i,j<n.
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26. Soit F(X)=P(X)/Q (X) une fraction rationnelle a coefficients dans un corps K,
qui est écrite sous forme irréductible. Soit R (X) un polyndme a coefficients dans K et
dont les racines sont @y, ..., &, . On suppose que I'on a

Q(o)#0 pour i=1,2,...,n.
Démontrer qu'il existe un polyndme V (X) de degré plus petit que celui de R tel que
'on ait

F(oy)=P(oy) V(i) pour i=1,2,...,n.

27. Soit K un corps et soient f (X) et h (X) deux polyndmes a coefficients dans K.

On désigne par ¢, ..., O, lesracinesde f.

1°) Démontrer que le polyndme
g (Y) = Resx (f(X), Y-h(X))

admet pour racines les éléments h (;) pour i=1,2,..,n.

2°) Lorsque h(X) =Xk, k22, démontrer la formule
n-1
. .
e =" ] 2,
i=0
olt { estuneracine k - i¢me primitive de I'unité (i.e. {k=1 mais {j #1 pourles
entiers j=1,..,k-1) et ot Z vérifie Zk=Y.

En déduire 1a méthode de Graeffe (cas k=2).



Polyndmes, étude algébrique 139

28. Soient R un anneau, A un sous-anneau de R et x unélémentde R.

Démontrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

@) il existe des éléments a; , ..., a, de A tels que
xt+apxt-l4 a1 x+a, =0,

(on dit alors que x est entier sur A)

(i) lanneau A [x] estun A-module de type fini,

(iif) il existe un sous anneau B de R qui contient A etquiestun A-module de

type fini.

[ Pour montrer que (iii) implique (i) on peut prendre un syst¢éme de générateurs yj ...

yk du A-module B et écrire
k

Xy,= a;;y; pour 1<i<k.
j=1

En déduire que les y; sont solutions d'un systéme homogene de k équations. Soit A
le déterminant de ce systéme démontrer que A est nul et qu'il existe une suite d'éléments
b1, ..,by de A telsque

A=x"+b;x? 1+ ... +by. ]

2°) En déduire que l'ensemble A' des éléments de R qui sont entiers sur A est un

sous-anneau de R .

Donner une autre démonstration de ce résultat grice a l'exercice 25 ci-dessus.

3°) Si R est un anneau intégre, démontrer que A' est un corps si, et seulement si, A

€st aussi un corps.
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* 29. Soit
f(X) = a, X"+ ...+49
un polynéme & coefficients dans un corps et soient (i, ... , 0ty Ses racines.

1°) Démontrer que le discriminant A de ce polyndme vérifie

A= (_])n(n-l)IZ(H(ai_aj)Z) anznw n

1€i<j<n

2° Pour k entier >0 on définit la k - ieme somme de Newton

n
Sk— o
i=1

Soit D le déterminant de la matrice A = (& J1gj j<n O aj=04i-1.

Démontrer la formule de Vandermonde

En déduire une relation entre A et D2
Démontrer enfin les relations

D2 = det(A)det('A) = det(S)

S=(sj)i<ijsn avec S;= Sija.

30. Soient A et B deux polyndmes a coefficients dans un anneau R et soit a un
élément de cet anneau.
Par des manipulations élémentaires sur la matrice de Sylvester, démontrer la formule
Res ((X-a)A(X),B(X)) =B(a).Res(A(X),B(X)).
En déduire les formules (v) du paragraphe S, ainsi que la relation
Res (A(X),B(X)C(X)) = Res (A(X),B(X)).Res (A(X),C (X))

lorsque C est un polyndme a coefficients dans R .
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31. Lorsque f et g sont des polyndmes a coefficient dans un corps, on a vu que ces
polyndémes ont un facteur commun non trivial si, et seulement si, il existe deux
polyndmes u et v tels que

uf+vg=0,avec deg(u)<deg(g) et deg(v)<deg(f).

Généraliser ce résultat au cas de polyndmes 2 coefficients dans un anneau factoriel.

32. Soit A unanneauet soient f et g deux polyndmes homogenes appartenant a
AlXy,..,Xs, Y] dedegrés respectifs m et n et dont les degrés en Y sont aussi

respectivement m et n.

Démontrer que le résultant en 'Y de ces polyndmes est ou bien nul, ou bien un

polyndome homogene de degré mn dans A[ Xy, .., Xs].

[ Multiplier par t chacune des indéterminées X, .. , Xs et considérer la matrice de
Sylvester des polyndmes f et g ainsi transformés. En multipliant la i2me ligne de cette
matrice par tn-i+1 pour 1<i<n,etla (n+j)i®me ligne par tm-i+1 pour les
indices j=1, ..., m,démontrer que le résultant R =Resy (f,g) vérifiela formule

tP R(tXy,...,tXs) =tP R(Xy,..,%5)

p=n(m+l)/2+m(m+1)/2 et ¢=(m+n) (m+n+l)/2.

Conclure. }

En déduire une démonstration de la propriété (v) durésultant ( voir §5).
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33. Le but de cet exercice est de démontrer que la formule donnant le résultant est
indécomposable. De maniére précise, si ug, ... , Um, Vo, ... , Vo sont des indéterminées
etsi f(X)=uXmM+..+up1X+Um € g(X)=vegX"+ ..+ vy X+ Vq
sont deux polyndmes a coefficients dans un corps K dont le résultant est

R(u,v) = Resx(f,g)
alors le polyndme R (u,v) estirréductible dans I'anneau K[u,v].

On procédera par récurrence sur l'entier s=m+n .
1°) Traiter lacas s=2.

2°) Supposons le résultat vrai 3 'ordre s - 1 . Considérons le polyndme
Q = R(0,uypy ... ,Um, Vo,...,Vn) -
a)  Démontrer que
Q=(-1)" vo Ro(u1y ey Uy VO, oo » Vi ) »
ou Rp est le résultant ( par rapport & X ) de deux polyndmes en s+1 indéterminées.
b) En déduire que si R est réductible alors il ne peut admettre de décomposition
que sous la forme R=ST ol
S =au+bvp, a,be K.
En outre, démontrer que a et b sont non nuls.
[ Noter que R contient le mondme up™ vp,™ ... ]
c) Démontrer qu'une décomposition de ce type st impossible et conclure.
[ Une telle décomposition entrainerait qu/e/’éeux polyndmes quelconques f et g
comme plus haut dont les coefficien/ts' uo et vo vérifient aug+bve=0 ont
toujours une racine commune ... Autre méthode possible : utiliser le fait que
les polyndmes S et T doivent &tre homogénes par rapport a chacune des

familles de variables ug,...,um €t Vo, ..., v, ¢e qui implique ab=0...]
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34. Soient f et g deux polyndmes A coefficients dans un anneau A .
Démontrer qu'il existe deux polyndmes u et v acoefficients dans A tels que

Res(f,g) = u(X)f(X)+v(X)g(X).

[ Soient Cj, ..., Cm+n les vecteurs colonnes de la matrice de Sylvester des
polyndmes f et g.Remplacer la dernigre colonne Cp,pn par la combinaison linéaire

Crmin+ X Crmsn1 +X2Crppe1 + e # Xm+0-1Cy 1]

En déduire la propriété (iv) du résultant ( voir §5).

35. Soient F et G deux polyndmes a coefficients dans un corps K , de degrés
respectifs m et n.

On suppose qu'il existe un polyndme D de degré d tel que

FX)=DX)FrX) , GX)=DX) G*(X) ,F*x G*e K[X].

Soit A la matrice des coefficients des polyndmes Xn-1F (X),X"-2F(X), ...,
XFX),FX),Xm-I1G(X),Xm-2FX),..,XGX),G X)), sur la base
usuelle (X m+n-1_ % 1),

Pour 0<k <min { m,n} ondésigne par Ax la matrice obtenue 2 partir de A en
supprimant les rangées ( lignes et colonnes ) d'indice <k et celles d'indice > m+n-k.
(Donc Ag est égalea A, A; est lamatrice A privée de tous ses éléments qui sont au

"bord" , ...)

1°) Démontrer que les polyndmes F* et G* ont un facteur commun non trivial si, et
seulement si, il existe des polyndmes U et V a coefficients dans K tels que

UF+VG=0 avec deg{U) <n-d-1etdeg(V)<m-d-1.
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2°) On considére D fixé mais F* et G* variables.
Démontrer que
R* = Resx ( F¥, G*)

est un polyndme homogene de degré m +n -2 d par rapport & l'ensemble des
indéterminées ag, ..., am-d, b0, ..., bn-d.

Démontrer que le déterminant S de la matrice A4 est aussi un polyndme homoggne
de degré m+n-2d parrapportd ag,...,dm-d>b0, ..., bn-d.

En déduire que R* et S sont égaux a un facteur multiplicatif constant ( non nul )

pres.

[ Utiliser l'irréductibilité du résultant : exercice 33. Référence : J. Lelong - Ferrand et

J. M. Amaudies , Cours de Mathématiques, tome 1, Algébre , Dunod , Paris, 1971 . ]

36. Soit P un polyndme a coefficients entiers de la forme
PX)=a(X-q)(X-02)...(X-05).
Soit r un entier, 1 £r < n, montrer que le nombre a oy 2 ... &, est un entier

algébrique ( voir I'exercice 28) .

[ En considérant le calcul de la division euclidienne, démontrer que si Q (X) est un
polynome a coefficients qui sont des entiers algébriques dont « est une racine alors le
polyndme Q (X)/(X-o) est encore a coefficients entiers algébriques. Le résultat en
découle puisque le terme constant du polynéme P (X) / (( X - 0ry1) oo (X -03) )

n'est autre que le nombre a oty 0z ... 0. ]
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37. Soient K un corps , P € K [X] un polyndme de degré n>0 etm un entier

vérifiant 0 <m<n. Soient enfin aj, ..., am m éléments distincts de K.

Démontrer que les polyndmes
P(X),P(X+a1),..,P(X+an),1,X,..,Xn-m-1

sont linéairement indépendants sur K.

[ En supposant que 1'on a une relation linéaire a coefficients dans K de la forme

WP (X)+yPX+a1)+. .+ unP(X+am)+vo+viX+..tuyXm=0,
ol m'=n-m + 1, démontrer que la somme des uj est nulle . On peut donc réécrire la
relation précédente de la maniére suivante
wPX+a)-PX)+.4un(PX+am)-PX)+vo+ i X+ ..t uy X™ =0,

En déduire que I'on peut raisonner par récurrence sur le degré du polynéme P ... ]

38. Soient K un corps et Pe K [X] un polyndme irréductible de degré n.

1°) Démontrer qu'il existe un corps L admetant K comme sous-corps et dans lequel
le polyndme P posseéde une racine [ Considérer K [X] /(P).]. De plus, démontrer
que le degré de L sur K (c'estadire la dimension de L en tant que qu'espace

vectoriel sur K ) estégala n etque L estunique a isomorphisme pres.

2°) En déduire qu'il existe un corps L' admetant K comme sous-corps et dans
lequel le polyndme P se factorise en facteurs du premier degré. De plus, démontrer que
le degré de L' sur K estun diviseurde n! etque L'estunique a isomorphisme prés.
Le corps L' est appelé corps de décomposition, ou encore corps des racines, du

polyndme P .
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39. Démontrer le résultat suivant di @ D. Masser : soient K un corps infini, Q un
polyndme de K [X, Y] et o, B, A trois éléments de K, avec o f3 # 0, tels que 1'on ait
*) Q(X+B, aY)=rQ(X,Y),

alors Q appartienta K[Y] .

[ Considérer d'abord le cas ot Q appartient 3 K [X] et vérifie Q (X +B)=2 Q (X)
avec B =0 , et démontrer qu'alors le polyndme (} est constant ( sinon il aurait une

infinité de zéros ) . Puis, dans le cas général, écrire
d

QX Y) = X, 80X,

i=0
et montrer que la condition (*) implique les relations a;( X +PB) ot = A (X},

pour 0<i<d. Conclure. ]
Déterminer les polynémes Q € C [Y] qui vérifient la relation Q (oY )=AQ(Y).

[ Considérer d'abord le cas ou @ est irréductible et vérifie cette relation avec ot #1,
démoxx;rer que Q estalorsdelaforme Q(Y)=aY pouruncertain élément a de K.
(d'apres le théoreme de d'Alembert - démontré au chapitre suivant - le polyndme Q est
alorsde la forme Q(Y)=aY+b ,avec a#0) ,de aaccY+b =A(aY+b),on

déduit A=o (car a#0),puis b=0 (puisque A= 1). Conclure. ]

40. Soit K un corps et soient Fy, ... ,F; des polyndmesde K[ X, Y] , de degré
au plus L parrapportd X etauplus M parrapporta Y. Soient (§;,m;) ,pour des
indices 1 <i<N, des zéros communs dans K 2 2 tous les polyndmes Fyq, ... , F, ,
tels que les points &1, ..., 5 sont deux 2 deux distincts.

Démontrer que 'ona N<2LM .
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Indication : On utilise la technique du U-résultant de Kronecker. On introduit les 2 r

nouvelles variables Uy, ..., U, Vi, ..., V; et on pose
I I
G = . F.(X, , = . F.(X,
Z U FOGY) H 2 v, B
j=1 j=1
Soit Re K[ Uy,..., U, Vy, ..., V, X1 lerésultant par rapport 3 Y des polyndmes
F et G.Démontrer les faits suivants : (i) R#0; (i) degyR < 2L M ;et

(i) R(U,,..,U,, Vs, ,V, &) =0 pour i=1,..,N.

Puis conclure.

41. Des deux exercices précédents déduire le résultat suivant, dii a D. Masser :
Soient K un corps infini, Q un polyndme de K[ X,Y ] et o, B, ytrois éléments
non nuls de K. Soient Uy, U,, V1, V, des entiers positifs, on pose U=U; +U, ,
et V=V,+V;, ,etonsuppose que
(@) pour i=1 and i=2, les points
u+vpB, (-U; €u<Up,-VySv V)
sont deux a deux distincts et on a
(ZUy;+1)(2Vy+1) > L;

() Card {auyv ; -U;Su<U, -V,

A
IA

vV} >M;

IN

(©) Card{u+vf3 ;s -Ugfus iy, -Vysy V2}>2LM.
Alors au moins un des nombres P(u+vp, a%yv), (-U<su<U, -V<Sv<V)

est non nul.
Démontrer en outre que ce résultat n'est plus vrai si 'une quelconque des conditions
suivantes n'a pas lieu :
@ Card{(u+vpoavyy);-U<Su<U,-VSv<V} 2 (L+1)(M+1),
(i) Card {u+vp; -UsusU, -V<vsV} 2L+1,

(i Card{ovyV;-U<u<gU,-VSvEV}2M+1.
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42. Soit fe R[Xy,.., Xk ] un polyndme a coefficients réels. Pour x entier
positif, on pose
Nr(x) = N(x) = Card { a=(ay,..,ax) € Z¥k;f(a)=0 et max {la;1<x}}.
1°) Démontrer qu'il existe une constante C ( qui dépend de f) telle quel'on ait
N(x) € C xk-1,
[ On écrit
f=g X" +g X" '+..+g,g€RIX,,..,X, ] pour 0<i<m.

Alors g=gg2+..+gmy? est non nul et on a
Ne(x) <m(2x+1)k-T + (2x+1)Ng(x).]
2°) Montrer que cette estimation est essentiellement la meilleure possible.
[ Exemples: f=X;..Xgx , f= X1 +...+ X¢.]
3°) Comment ce résultat se généralise-t-il si on suppose cette fois f a coefficients

complexeset a€ (Z[V-1])n ?

43. Soit K un corps et soient dj, ..., d; des entiers > 1. Soit E lensemble des
polyndmes P e K[ Xj, ... X;] dont le degré partiel par rapport 2 X; est < d; pour
chacun des indices i=1,2,...,n.

Montrer que l'application f: E — K[ X ] définie par

d, _d,d, dyd,y..d,
f(P(X,...X ) =P(XX ,Xx "7 X

est un homomorphisme injectif.
( Ce résultat, di a Kronecker, permet de ramener plusieurs questions sur les
polyndmes en plusieurs indéterminées au cas d'une variable. Malheureusement, en

pratique, il a I'inconvénient de conduire a une explosion des degrés. )



CHAPITRE 1V

Polynomes a coefficients complexes

Jusqu'au § 4.2, tous les polyndmes considérés sont en une seule indéterminée.

1. Le théoréme de d'Alembert .

Rappelons qu'un polyndme est dit non constant lorsque son degré est strictement

positif. Grice a cette définition, le théoreme de d’Alembert-Gauss s'énonce ainsi.

THEOREME 1. — Tout polyndme non constant a coefficients compiexes admet au

moins une racine dans C .

1l en résulte évidemment, par récurrence sur le degré, que tout polyndme sur C de
degré n strictement positif admet exactement n racines complexes ( chacune étant
comptée autant de fois que son ordre de multiplicité ) . On dit que C est un corps

algébriquement clos .

2. Propriétés analytiques utilisées .

Les seules propriétés "analytiques” que nous admettrons sont les suivantes :
@) Tout polyndme de degré impair sur R admet au moins une racine réelle.

(iiy  Pour tout nombre réel y positif il existe x € R telque x2=y.
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Notons d'abord le lemme suivant.

LEMME 1 .- Soient a, b, ¢ trois éléments d'un corps K, a # 0 . On suppose

qu'ilexiste te K telque l'onait b2-4ac=t2. Alors I'équation ax2+bx+c=0

admet au moins une racine dans K ; plus précisément cette équation équivaut a
-b*t
2a

> La démonstration est bien connue. L'équation
ax2+bx+c=0 , abceK,az0,

se réécrit sous la forme équivalente

(x+—) -4ac.
P

D'ou les solutions ( distinctes ou confondues )
-bxt
2a

X =

Montrons maintenant que la propriété (ii) implique la propriété

(i) Pour tout nombre complexe z ilexiste we C telque w2=z.

Soit en effet un nombre complexe z=a+ib,a et b réels. Cherchons w sous la
forme w=u+iv,u et v réels. L'équation w2=z équivaut aux deux conditions
u2-v2=a et 2uv=>b (donc -u2v2=-bH2/4).
Ainsi les nombres u2 et v 2 sont solutions de 1'équation
x2-ax-b2/4=0

dont le discriminant est a2 + b2 donc positif.
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Le lemme 1, joint a la propriété (ii), montre que cette derni€re équation admet les

solutions

Enfin, deux nouvelles applications de (ii) fournissent des nombres réels u et v qui
vérifient (u+iv)2=z.Dou (ii).

En appliquant encore une fois le lemme, ainsi que (ii'), on obtient le résultat suivant.

PROPOSITION 1 .- Toute équation du second degré dans le corps C possede

deux racines complexes ( distinctes ou confondues ).

3. Démonstration du théoréme .

La méthode que nous utilisons est essentiellement due & Lagrange. Nous suivons
I'exposé donné par Samuel ( Théorie Algébrique des Nombres , appendice du
chapitre IT ) .

Soit P un polyndme non constant a coefficients complexes. Quitte a le multiplier par

son conjugué, on peut supposer que P est a coefficients réels.

(Si (PP)(a)=0 alorsI'un au moins des deux nombres a ou a est une racine de P.)

Considérons donc un polyndme P non constant, a coefficients réels. Soit d =2nq,

avec q impair, son degré. On raisonne par récurrence sur l'entier n.
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Si n estnul, la propriété (i) implique que P posséde une racine réelle.
Supposons n > 1. Soient alors Xq, ..., Xy les racines de P dans une extension

convenable de C . Pour tout réel c, on pose

Yhe(€©) = Ypk = X+ X+ CXp X , pour 1<h<k<d.

Le polyndme Q (X) = H (XY ) a pour coefficients des polyndmes symétriques
h<k

en les x; dont les coefficients sont réels, les coefficients de Q sont donc aussi réels.
Ona
deg (Q) = d(d#1)/2 = 27-1q(d#1) , avec q(d#1) impair.

On peut donc appliquer l'hypothése de récurrence au polyndme Q : il existe une racine
de Q danslecorps C,doncuncouple (h, k) tel que y,(c) soitdans C.

En prenant d(d;ﬁl)/z + 1 valeurs différentes du paramétre c, on constate qu'il
existe un certain couple d'indices (r,s ) et deux réels distincts ¢ et c' tels que les
nombres y_(c) et y.(c') soientdans C .1l en résulte aussitdt que la sommé X, + X
et le produit x_ x, appartiennent aussi 2 C . Par conséquent, x, et x, sont solutions
d'une équation du second degré A coefficients complexes, et d'apres la proposition 1 ils
appartiennent a C . D'ot la conclusion.

Remarque : Nous avons en fait démontré que si R est un corps ordonné qui vérifie @

et (ii) alorsle corps R [V-1] est algébriquement clos.

4. Polyndmes réels irréductibles .

Le théoréme 1 a la conséquence suivante, dont la preuve est laissée en exercice.

PROPOSITION - 2 . — Les seuls polyndmes irréductibles de R [X] sont les

polyndmes du premier degré et ceux du second degré dont le discriminant est négatif.
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2. Estimations des racines .

Les résultats de ce paragraphe sont en grande partie dus a Cauchy. La présentation
donnée ici s'inspire du livre Calcul ixfinitésimal de Dieudonné ( probleme 1 du

chapitre II).

1. Principe de démonstration .

PROPOSITION 3 .- Soit P(X)= Xd+a,;Xd-1+ . +ay unpolyndme 2
coefficients complexes qui a pour racines zy, ..., z4 . Posons

r, = max {lz |}
0 1<k<a K

Alors, siunréel r> 0 vérifie la condition
rd 2 lag,Ird-1 + .+ lal ,

ona 1ry<r.

> Supposons 1y >0, sinon il n'y arien a démontrer.
D'apres le lemme 2 ci-dessous, le polyndme
Xd - lagl Xd-1 - - lal
admet une seule racine réelle positive, nous la noterons 1y . Il est clairque ry est majoré
par 1.
Par ailleurs, pour j=1,..,d,ona

|Z}'dl = Ead_]Z'd"l +...+30[ < |ad_1HZjd‘1| + ...+ Iaol N

i
et donc en particulier

I‘od < |ad_1[ rod_l + ...+ la.ol .

On en déduit les inégalités 1, < r; <r. <
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2. Un lemme analytique .

Le résultat utilisé plus haut est le suivant.

LEMME 2. - Tout polyndme 2 coefficients réels de la forme
CdXd+Cd_1 Xd-14 ,,.+Cij 'Cj_l Xi-1t ... - Co > d>1 N
avec ¢;20 pour i=0,..,d et cg+..+¢;>0, ¢y +...+¢o >0, admet une

racine réelle >0 et une seule .

> La fonction f(x)=cqgxd i+ .. +¢j-cpyx 1-..-cox-i estcontinue sur
l'intervalle réel ] 0, o [ , strictement croissante ( comme somme de fonctions
strictement croissantes ) ettend vers -oo ( respectivement +oo) si x tend vers z€ro

(respectivement + oo ) ; elle admet donc un zéro positif et un seul. <
Remarque : Ce lemme est un cas particulier de la régle de Descartes ( voir chapitre 5).
La proposition 2 a le corollaire suivant.

THEOREME 2 .- Soit P(X)= Xd+ay, X4-1+ . +a; un polyndme 2

coefficients complexes qui a pour racines 2z, ... , z; . Posons

r, = max {lz |}
O 1<5ksda K
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Alors 1 vérifie les majorations suivantes :

d
@) rOSmax(l,zlakl},

(ii) < 1+ max {Ial},

1<ks<d
@i)  si }‘1’"' ,Xd sont des réels >0 vérifiant ll + ...+7»d1 =1 alorsona
1/k
r. € max (A la,, 1} ,
0 1<ksd ki dk
@iv) r, < max {da, }
1sk<d

(v)  sitous les coefficients a; sont non nuls, on a
a

{21a,,1,2122 SNSRI

34 1

(Vi) 19 < 11 - a4l +lagy -agql + o+ 1ag - apl + lagl,

(vii) sitousles a, sontréelset >0, alors

a a, a

d-2 1 %0

I, S max {ad_l,a— R } s
41 2 &

(viii) enfin

1/k -1
d
I, < ( ) 2! -1)
0
lsde
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> Démonstrations .

(i) : Si lagql+..+lagl <1,on peutchoisir r=1 dans la proposition 1,

sinon on peut prendre r= lag |+ ..+lagl .

(i1) : Soit A le maximumdes |ay|.On peut prendre r=A + 1,en effet on a alors

rd = A (rd-1+ .. +1)+1 > lag lrd-T+ . +lagl .

(iii) : Désignons par p le membre de droite de l'inégalité (iii) . On a alors
lagy! < A 1pk pour 1<k<d.

D'ou l'inégalité

d d

d-k do -1 d
Zlad-klp Sprk:p-

k=1 k=1

On peut donc prendre r=p.

(iv) : Prendre tous les A égaux a d dans lI'inégalité (iii) .

( Remarque : on peut méme prendre A =nombre de a; non nuls. )

(v) : Appelons a nouveau p le membre de droite. On démontre successivement les

majorations
Iad_IISp/Z 5 ]ad_zls(p/2)2 ) een
lagl < (p/2)d-1 , lagl <2(p/2)¢.
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D'ou l'inégalité

etdonc p2r .
(vi) : Appliquer (i) aupolyndome (X -1)P(X) .

(vii) : Soit p le membre de droite de l'inégalité (vii) . Par le changement de variable
X — X/p,le polyndme P est transformé en le polyndome
pd Xd 4+ ay, pd-1Xd-1 + |+ a, .
En appliquant la relation (vi) a ce polyndme, on obtient l'inégalité
Dol ke degy gty
p p p2 P 0 d
Pour conclure, il suffit de noter que le membre de droite de cette derni¢re inégalité est

toutégala -1+2app-9,et donc majoré par 1 (ona ag<pd).

(viii) : Appliquer (iii) en choisissant

A = (ﬂ)(z”"- H* . <

Remarque : En considérant le polyndme X 4 P (X -1), appelé polyndome
réciproque de P ,eten supposant le terme constant a, non nul, on obtient des

minorations des | z;l. Par exemple,

. 3
mn lz | 2
1<jsd ) 1 + max Iad_kl
1<ksd
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3. La mesure d'un polyndome .

1. Définition .

Soit P un polyndme 2 coefficients complexes qui s'écrit
P=a;Xd+ a;;X9"1 +..+ay=233(X-7)..(X-24), avec a4#0.
La mesure de P est définie par la formule
d
MP) = 13,1 | ] max (1,171 } .
j=1
Cette notion a été introduite par K. Mahler .
Si P et Q sont des polyndmes non nuls, on peut remarquer que
M(P.Q) = M(P).M(Q),
M(X%.P(X)) = M(P(X)),
et aussi que pour tout entier positif k ona
M(P(Xk)) = M(P(X)).
On pose
HPI =1Ply= (lagl2 +..+ lagl2)1/2,
Le théoréme 2 fournit immédiatement des majorations de la mesure, mais on peut

obtenir une estimation souvent bien meilleure en utilisant le théoréme 3 ci-dessous.

It est temps d'introduire quelques définitions. Soit A un sous-anneau d'un anneau B
integre . Un élément x de B est dit algébrique sur A lorsqu'il est racine d'un
polyndme non nul a coefficients dans A ; il existe alors un polyndme non nul de A [X],
de degré minimal et dont les coefficients sont premiers entre eux qui s'annule en x , un
tel polyndme est appelé polynome minimal (sur A) de I'¥lément x . Un nombre

complexe algébrique sur (3 est appelé un nombre algébrique.
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Quand « est un nombre algébrique non nul, nous définissons samesure M ( ) par
la formule M(a)=M(P),ou P estle polyndme minimal de o sur Z .La
mesure des nombres algébriques vérifie quelques propriétés importantes, nous les
rappelons bri¢vement.

Soient o et « deux nombres algébriques non nuls, de degrés respectifs d et d'.

La valeur absolue de a vérifie

M1 1/ M(a) <lal £ M(o) .
La mesure du produit a.o' vérifie

M2) M(a.a') € M(a)dM(a')d ,
et 1a mesure de la somme o+ o' vérifie

M3) M(a+o) € 248 M(a)d M(a')d.

Soit k un entier positif, alors

(M4) M(al/k)y < M(a).

Preuves:
(M1) : La preuve est presque évidente.
(M2) : Soient a et a'les coefficients dominants respectifs des polyndmes minimaux de
o etde o .Soient { @;;1<i<d} et {a;1<j<d} les ensembles respectifs
des conjugués de o etde o', alors oo est a racine du polyndme

adad H (z-o405) ,
de plus ce polyndme a des coefficients entiers. Ce gui impligue I'estimation

M(o.a') < ad'.ad.H max{ 1, o.0jl}
Sad'.ad.Hmax{ 1,|0L,-I}d'.Hmax{ Lilajl)d

=M(a)d.M(a)d
(M3) : La preuve est semblable a la précédente.
(M4) : Soit P le polyndme minimal de o sur Z . Alors a!/k est racine du

polyndme Q(X) =P (X k), desorteque M(al/k) < M(@Q =M(E®P) = M(®).



160 Mathématiques pour le calcul formel

Le résultat élémentaire suivant va nous permettre de majorer facilement M (P) .

LEMME 2 . - Pour un polyndéme Q a coefficients complexes quelconque et pour

tout nombre complexe z , on a la relation
(X+z2)QX) I =1(zX+1)QX) .

m

> Supposons que le polyndme Q s'écrive Q= Z ¢ X ¥ . Le carré du membre de
k=0

gauche admet alors pour développement

m+ 1 m
- - 2 2 - -

(Cpy+ 260 (5, + 28,) = (1+121%) 1QI%+ Y, (20,5, + 7¢,c

k=0 k=1

odonaposé c;=0 et ¢,,;=0.

On vérifie aussitdt que le carré du second membre admet exactement le méme

développement. <

3. Une majoration de M (¥}.

THEOREME 3 ( Vicente Gongalves ). — Soit P=ayXd + ag;Xd-1 + .. +a,
un polyndme non constant a coefficients complexes . La mesure de P vérifie 1inégalité

M(P)Z +lagagl2M(P)-2 < lIPHlZ .
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> Soient zj,...,7 lesracines de P qui sont extérieures au disque unité. Alors la
mesure de P vaut M(P)=lagllz;..zl.
Considérons le polyndme

k d
R(X) = a H(zjx -1). H (X -z) = by X+ +b, .

j=1 j=k+l .
En appliquant k fois la relation du lemme précédent, on constate que IPII=1IR 1.
Mais, d'autre part, on a
IRIZ 21bgl2 +1bgl2 = M(P)2 + lagagl2M(P)-2.

D'ou la conclusion. <

COROLLAIRE ( inégalité de Landau ) . — Si le polyndme P n'est pas réduit
a un mondme, on a

M®P) < liPli

Remarque : Dans l'inégalité du théoréme 3 , il y a en fait égalité lorsque le polyndme

estde laforme Xn-1,

Note : L'inégalité du corollaire figure déja dans un article de Landau ( Sur quelques
théorémes de M. Petrovic relatifs aux zéros des fonctions analytiques ; Bull. Soc. Math.
France , t. 33, 1905, p. 251-261 ). Celle du théoréme a été démontrée par Vicente
Gongalves [15], puis indépendamment par l'auteur ( an inequality about factors of
polynomials ; Math. of Computation, t. 28, 1974, pp. 1153-1157).

La démonstration donnée ici est une simplification de celle de ce demier article .

M. MIGNOTTE — 6
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4. Autres majorations .

Soit z un nombre complexe quelconque, d'aprés le calcul du lemme ci-dessus, on a
H(X+2)PX)I1Z = (1+1zI12)IPIIZ + 2Re(za),

ol Re (x) désigne la partie réelle du nombre complexe x ,et a vaut
d

a= 2 A3,

k=1

En choisissant z=-2a IIP Il 2, on obtient la relation
H(x-a Py peon?=uprn -ralipn?,

Par ailleurs, pourtout z,ona M((X+z).P) 2 M(P).

En appliquant le corollaire précédent, on obtient I'estimation suivante.

PROPOSITION 4 .- Soit P = agX9d + ag, X491 +..+ a5 un polyndme

non constant a coefficients complexes . La mesure de P vérifie 1'inégalité
- 2 -2
+..+a aol eI .

M®)?®<1PI® 12,3 1

a1 12134,

Note : Cette majoration a été démontrée dans l'article Entiers algébriques dont les
conjugués sont proches du cercle unité ( Séminaire Delange-Pisot-Poitou , 1977-78 ,

exposé 39, 6 pages ) , mais par une méthode beaucoup plus compliquée.

La méme démonstration, appliquée A un polyndme de la forme (X i+z)P(X),

fournit la majoration

2 -2
I TE LA IO 1 J

M®@P?® < 1PI%- max {13

a + a
1<j<d J

0 1

valable lorsque le polyndme P n'est pas réduit @ un mondme.
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5. Résultats analytiques .

On démontre, grice a la formule de Jensen, que la mesure d'un polyndme est aussi

donnée par I'expression
2n

M(P) = exp {2]7.[ Log(P(e“’)de} .
0

Un théoréme général de Szegd ( voir — parexemple — l'ouvrage de H. Dym et H.
P. McKean .- Fourier Series and Integrals , Acad. Press , London, 1972 ) , fournit le

résultat suivant.

PROPOSITION 5 . - Soit P un polyndme non constant a coefficients
complexes. Alors, on a
M@®P) = inf (IIPQ! ; Qe C[X], unitaire } .
De plus, pour chaque entier n, il est possible de calculer la quantité

I,(P) := inf (IPQI ; Qe C[X],unitaire, deg (Q)=n} .

En d'autres termes, on a
M(P) < I,(P) pour tout n>0,
ce qui résulte directement du théoréme 3, et
I,(P) > M(P) quand n — oo,

qui est la partie difficile du théoréme de Szegd .

L'inégalit¢ M (P) < I (P) n'est autre que le corollaire du théoreme 3 , tandis que

I'inégalitt M (P) < I, (P) correspond 2 la proposition 4.
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Citons aussi le théoréeme de Rouché qui est souvent utile pour situer les racines d'un
polyndme ( voir par exemple M. Marden .— The geometry of the zeros of a polynomial

in a complex variable , Amer. Math. Soc. , New York, 1949 ).

PROPOSITION 6 .- Lorsqu'un polyndme cgzd+ cyqz9-1 + .. + ¢

non constant et a coefficients complexes vérifie la condition

ICJ| > IC()‘ + ...+ le_l‘ + le+1| + ...+ ICdI

pour un certain indice j , 0<j<d, alors ce polyndme poss¢de exactement j racines
de module <1 etaucune de module 1.
6. Une méthode de calcul de M (P) .

Cette méthode est adaptée de la méthode classique de Graeffe pour le calcul du plus

grand des modules des racines d'un polyndme a coefficients complexes.
A un polyndme P de la forme
d
PX) = a, H(x -z)

i=1

on associe la suite de polyndomes P, définis par

d
2" 2"
Pm(X)=ad .]‘_[(X—zj ) , m=0,
i=1

et qui peuvent étre calculés tres facilement de la maniere suivante.
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On pose Pg = P,etsile polyndme P, s'écrit sous la forme
P ,(X) = F (X2) + XG,(X?)
alors

Pm+1(x) = sz(X) - XGmZ(X) .

1l est clair que ces polyndmes vérifient
2m
M(P ) = M(P)
On a d'une part

M(P,) < I Pyl

111}
et d'autre part
NP, <24 M(P,).

D'ou le résultat suivant.

PROPOSITION 7 .- Soit P un polyndme de degré d =1, a coefficients
complexes et soit P, m >0, la suite des polyndmes qui lui sont associés dans la
méthode de Graeffe.

Lamesure de P vérifie I'encadrement

2742 ap? < M@ < up it
m m

-m

(Donc IP_1I>  — M(P) quand m-3e.)

Note : Cette méthode a été découverte indépendamment et presque simultanément par
plusieurs personnes ( D. Boyd, M. Langevin, C. Stewart, M. Mignotte ...) .

La présentation donnée ici, ainsi que I'exemple qui suit sont largement inspirés par
l'article de L. Cerlienco, M. Mignotte , F. Piras .- Computing the measure of a

polynomial , J. of Symb. Comp., vol. 4,n° 1, 1987 , pp. 21-34 .
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7. Un exemple d'évaluation de M (P).

Considérons, par exemple, le polyndme
PX) = X6+ X5+ 6X4-5X3+3X2+ 2.
Nous allons lui appliquer quelques unes des estimations données plus haut.
Par le corollaire du théoréme 3,
ME@P) < Pl = (76)12 < 8718 ,
et par la proposition 3

M®P) £ (76-(-15-30+6+1)2/76)12 < 7.55.
En appliguant la méthode de Graeffe nous obter:ons successivement
Pi(X) = X6+ 11X5+ 52X4+15X3+ 33X2+ 12X+ 4,
Py(X) = X6- 17X5+ 2440X 4+ 2951 X3+ 1145X2+ 120X + 16,

P3(X) = X6+ 4591 X5+ 6056224 X 4- 3116689 X 3 +
680865 X 2+ 22240 X + 256 .

Sinous appliquons la proposition 7 pour m =3, nous obtenons
2-68 || P8 < M(P) € NPyl 18

de sorte que

4252 < M(P) < 7.152 .

L'application de la proposition 3 au polynéme P; donne

M (P) < 7.053
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Nous sommes beaucoup plus intéressés par une borne supérieure de M (P) que par
une borne inférieure, aussi arrétons nous le calcul au troisi¢me pas . Néanmoins, nous
pouvons facilement raffiner la borne inférieure de M (P) ; en regardant le troisieme

cocefficient du polyndme P73, nous obtenons

6056224 < ( g) M(P,),

de sorte que

M (P) = (6056224/15) 1% > 502 .

I1 est facile de prouver que le polyndme P n'a aucune racine de valeur absolue 2 1.
De plus, le théoreme de Rouché montre que P; — donc aussi le polynébme P - a
exactement deux racines de module > 1 . Ainsi,le polyndbme P a deux racines
complexes conjuguées de module >1 (comme P est unitaire cela montre qu'il est
irréductible sur Z ).

Ces informations conduisent a une estimation plus précise de M (P) . Pour cela nous
considérons a nouveau le troisi¢me coefficient b := 6056224 du polyndme P; . Ce
coefficient est la somme de tous les produits de paires distinctes de racines de P, , il
vérifie donc l'inégalité

M8 .8 M4-6 < b < ME+8M*+ 6,
ou M désigne la mesure du polyndome P .
Ce qui implique
(b+22)12 - 4 < M* < (b+10)12 + 4,
et finalement

7.0404 < M(P) < 7.0462 .
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4. Majoration de la taille des facteurs d'un polyndome .

1. Définitions .

Si R=cyXd+..+cy estun polyndme 2 coefficients complexes, on définit sa

longueur par la formule

d
L(R) = 2 e, I

k=0

On définit aussi la hauteur de R par

H@R) = max Ickl .
0<k<d

Si z;,..,zq désignent les racines du polyndme R , comptées avec leurs

multiplicités, la formule R=cy(X-z;)..(X-2zy) montre que l'on a les relations

_ d-j .
cd_j/cd = (-1) 4 E Z ...zij pour j=1,2,..,d.

<. < 1j

Dol les majorations

lcjl < (ji) M) ,

H® < () M@®) |

et

LR) < 2dM(R) .
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2. Majoration des facteurs, le cas d'une seule variable .

Le résultat fondamental est le suivant.

THEOREME 4 .- Soit P e Z [X] un polyndme non constant qui admet une

factorisation de la forme

P=0Q..0,Q , Ql,---’Qm’QEZ[X]‘

Alors, on a la majoration

HL(Qj) <2°M @), ob D= dex(Q) .
i

j=1

et donc

A

HL(Q].) <2%upu.
i=1

> D'apres le paragraphe précédent, on a

[Tres<2’mM@) ..M.

i=1
La conclusion résulte alors des inégalités

M@Qp..M@Q,) <sM® ZIPIl. <

3. Définition de la mesure dans le cas de plusieurs variables .

Soit maintenant P (X, , ..., X)) un polynéme en n variables, n =2 . On définit

récursivement la mesure de P par la formule
1

LogM (P) = I Log { M(P(e®™,X,,..,X ) } dt.
0
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D'aprés la formule du paragraphe 3.5, cette expression est aussi valable pour n=1.
On en déduit, par récurrence sur n , que la mesure possede la propriété de
multiplicativité

MPQ = MMPYM),
déjia remarquée dans le cas d'une variable.

Si le polynéme P (X;,..., X,) est de la forme

on pose encore

PN = ( 2 I jsz)
.

Supposons que l'on ait démontré I'inégalité M (R) < I RIl dans le cas des
polynébmesen n -1 variables, on a alors

1
2imt

1ogM(p)<lflog(lnp( Xy X)) dr
4]

L'inégalité de Jensen ( voir par exemple G. H. Hardy, J. E. Littlewood, G. Pélya .

Inequalities, Cambridge, 1934 )

JLoglf(t)ldt < Log (J‘lf(t)ldt ).
0 0

fournit ensuite la majoration

M @)’ < j P Ce”™ Xy, X ) 17 dt

Grice a la formule de Parseval,

1
. 2i
Jiece™ x, x k= Y IIZ A N
0

Jor- in O

on en déduit encore l'inégalitt M(®P) < IIPI .
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4. Majoration des facteurs d'un polynéme, cas de plusieurs variables .

Commengons par majorer les coefficients d'un polyndme en fonction de sa mesure.

PROPOSITION 7 .- Soit P (X;, .., X,) un polyndme 2 coefficients

complexes qui est de la forme

alors on a les inégalités

| lsdl d“MP
s (1) (e

ou d; désigne le degré partiel de P parrapporta X;, pour j=1,2,..,n.
> D'aprés le § 1, cette inégalité est vraie pour n=1.

Supposons n 2 2. Alors pour z,, ..., z, quelconques on a
| i i | < ( d
_Z_ Gyt T 1S (G) MRz, s 7))
12 ln
Désignons par P, le polynéme en Xy X, correspondant au membre de gauche.
1

En intégrant le logarithme de chaque membre de 1'inégalité ci-dessus sur le domaine

complexe {lz,l=..=1z,1=11},onobtient la majoration

d
M@)s@ﬁM@.
1 1
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En raisonnant par récurrence sur n, on peut écrire

d d
fa .| < (2) (”) M(P.) .
ll...ln ]2 1“ ll

D'oti le résultat. <

En regroupant les résultats des deux paragraphes précédents, on obtient le théoréme

suivant.

THEOREME 4 bis .- Soit P (X;,..,X,) un polyndme a coefficients

complexes dont le degré par rapport A chacune des variables X jestégala dj.

Alors la longueur de P vérifie

d e +
M@ <27 TR e

dy+..+d;

LP) £ 2

De plus,si P=Q;...Qy,ona

tHetdy

L(Q)..L(Q ) <2 P

Remarque : Les premiéres inégalités de ce type semblent étre dues 3 A. O. Gel'fond ,

Transcendental and Algebraic Numbers , Dover, New York, 1960, chap. III, § 4 .
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5. Un exemple dans le cas d'une variable .

La construction qui suit est destinée a montrer que l'inégalité
L(Q) £ 2dee@ P,
lorsque P et Q sont des polyndmes a coefficients entiers, Q diviseur de P, est a peu

de chose pres la meilleure possible.

11 s'agit donc de montrer qu'il existe des polyndomes P et Q non nuls, a coefficients
entiers et tels que P ait de "petits” coefficients et Q une "grande" longueur. Pour ce
faire, nous choisissons le polynéme Q ; nous prenons Q= (X-1)n, de sorte que la

longueurde Q vaut L(Q)=2n.

Maintenant il nous faut trouver un polynéme P (nonnul!) 2 coefficients entiers,
qui est un multiple de Q et a de petits coefficients. Nous cherchons P de degré majoré
par d ( a déterminer ) et de hauteur égale a 1, c'est a dire a coefficients 0,%*1.La
construction d'un tel polyndme, de degré "pas trop grand” — ou plutdt la démonstration

du fait qu'un tel polyndme existe — utilisera le principe des tiroirs.

Soient donc n un entier positif fixé et d un entier qui sera précisé plus tz;rd. Le fait
que le polyndme P est un multiple de Q équivaut a I'ensemble des conditions
P1)=P(1)=..=Po(1)=0.
Si P=ag+ ... + ag X4, oules coefficients a; sont inconnus, ceci équivaut

encore au systéme linéaire

d .
Y (1) a =0, t=0,1,.,0nl.
i=0
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Soit E I'ensemble des polyndmes de degré au plus d et a coefficients O ou 1.

L'application f de E dans N définie par
d

(co+._.+chd) - ( Z (lt)ci )()SlSn

i=0
envoie l'ensemble E , qui possede 2d+1 éléments, sur 'ensemble F=f (E) dontle
nombre d'éléments est au plus
(d+1) 1#2+ 40 = (del)n (e /2 ;
en effet ,pour t=0,1,...,n-1,0na
Nz SA d+1
elon = Z (e X ()= ()=t
i=0 i=0
Par conséquent, il existe une constante positive c; telle que la condition
d=1[c;n2Logn |
implique 24+1 > (d+1)n(+D/2 ‘et donc aussi Card (E) > Card (F) .
Donc ( principe des tiroirs ! ), il existe alors deux polyndmes distincts de E qui ont
laméme image par f. Leur différence P est le polyndme cherché.

Nous avons démontré le résultat suivant.

PROPOSITION 9 . - Soit n un entier positif quelconque. Il existe alors des
polyndmes P et Q 2 coefficients entiers, non nuls, tels que deg (Q)=n , Q divise P
et la longueurde Q vérifie

L(Q) 2c¢c, 2" (n%2 Logn)-12 1Pl ,

ol ¢, ( =1/c¢;) estune constante positive absolue.

Remarque : D'apres le théoreme 5 ci-dessous, le degré d d'un polynéme P a

coefficients entiers, de hauteur 1, et multiple de (X - 1) vérifie d = n2/(8 n Logn).
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5. Sur la répartition des racines d'un polyndéme .

Ce paragraphe est consacré a I'étude de la répartition des arguments des racines d'un
polyndme a coefficients complexes, ceci en fonction du degré de ce polyndme et de sa
longueur. Les résultats reproduits ici expriment de maniére précise le fait — intuitivement
évident — qu'un polyndme qui a beaucoup de racines dans une direction donnée doit
avoir de grands coefficients (exempletypique: (X-1)").

Le premier résultat ne concermne que les racines réelles, le second considére toutes les

racines.

1. Majoration du nombre de racines réelles .

Le théoréme qui suit , a la valeur de la constante pres, est di a E. Schmidt ( Preuss.
Akad. Wiss. Sitzungsber. , 1932, p. 321 ), il améliore un résultat de A. Bloch et G.
Polya ( On the roots of certain algebraic equations, Proc. London Math. Soc., t. 33,
1931, p. 102-114 ). Avec la constante égale a3 4, qui est la meilleure possible, ce

théoréme estdd a 1. Schur ( Preuss. Akad. Wiss. Sitzungsber. , 1933, 403-428 ) .

THEOREME 5 .- Soit
PX) = a, X" +a,; X1+ . +a,, ou apa,=0,
un polyndme a coefficients complexes. On désigne par L (P) lalongueur de P, alors le

nombre r deracinesréellesde P vérifie la majoration
L (P)

,Iaoanl

r? < 4nLog
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> Nous démontrerons seulement c¢e résultat avec une constante non explicite.
Remarquons d'abord qu'il suffit de prouver que le nombre ' de racines réelles du

polynome P et de valeur absolue > 1 vérifie

r' < c\/n Log(L(P)/IanI) ;

en effet I'estimation cherchée est une conséquence immédiate de ce résultat appliqué au

polyndme P et a son polyndme réciproque.

Pour tout entier k 20, le nombre r' est au plus égal 3 k augmenté du nombre de

racines réelles et de valeur absolue > 1 du polyndme

, ky . d Nk
F(X) = n (x&.) P(X),

(raisonner par récurrence sur k , en utilisant le théoréme de Rolle ) et ce demier nombre
est aussi le nombre de racines réelles de valeur absolue <1 du polyndme réciproque
F*(X) = Xn F(X-1).

On vérifie facilement que
ok Lk
Fr = D a, (1 L)X
j=0

Soit R un nombre réel > 1, l'inégalité de Jensen implique le nombre total de racines

(complexes) du polyndme F* dans le disque 1z1<1 est majoré par la quantité

Log{lMaxR IF*(z) | /IF*0)1 }

zl=

Log R
En choisissant R=exp (k/n), on obtient

- N 3 ,
J kj/n
Max |F*@) 1| < fa .1 (1 - = <
Max 1 F* () ,Zo’ a1 (1-2) e L@,

le nombre de z€ros de F* dans le disque 1z1<1 estdoncau plus

n L P)
3 orog— .
K% Ta |
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Ainsion a

n L ®P)
"<k + —Log—-2 .
r kBT

D'ou le résultat souhaité en prenant

L (P) \ 112
k = [(nLogla(l)) ]+1.

Cette démonstration montre que I'on peut prendre ¢ =3 et donc c=6 dans

I'énoncé du théoréme. <

2. Sur la répartition des arguments des racines d'un polyndéme .

Le résultat suivant, di & Erdos et Turan ( On the distribution of the roots of
polynomials , Ann. Math. , t. 51, 1950, p. 105-119 ), généralise considérablement le

théoréme précédent.

THEOREME 6 .- Soit
PX)=a,X"+a, ;X1 + . +a,, o a3a,#0,
un polyndme a coefficients complexes. On désigne par L (P} la longueurde P . Soient
zy= 1y exp (iQy), ..., z, = ryexp (ip,) les racines du polynome P ,avec r.e R,
avec >0 et 0<¢@,<2m pour k=1,..,n.
Alors le nombre N (o, B) des arguments ¢, compris dans l'intervalle [ a, B ]

vérifie 'inégalité

_B-qa
N@p) - Bz

L(P)

< 10 nLog———L .
/laoal
n
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6. Séparation des racines d'un polynéme .

1. Notations .

Dans tout ce paragraphe, nous considérons un polynéme P, de degré d 22,2

coefficients complexes et de racines o, ..., Oy,

PX) = a, X’ +...+a, = ag(X-0) o (X-0)), a,2,#0,

0

dont les racines sont numérotées de sorte que l'on ait

|(X1‘ 2.2 '(Xdl .

La distance minimale entre deux racines distinctes de P est la quantité

sep (P) : = min !(xi—-ajl ,
o #

avec par convention sep (P) =< si P ne posséde pas deux racines distinctes.

Le discriminant A du polyndme P est donné par la formule

2d-2 2
A:ad H(ai—aj) ,

i<j

si les coefficients a; sont tous des entiers alors A est aussi un entier.

2. Une premiére minoration de sep (P) .

La quantité utile a considérer pour minorer sep (P) est le discriminant du polynome.
On sait que le discriminant est aussi donné par 'expression

A =% a2-2 (det (04h) geed, 0ghed ) 2 -
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Par une manipulation élémentaire du déterminant D qui figure au membre de droite et

{'inégalit¢ de Hadamard, on obtient facilement la majoration
d-1

RIENE WAL § (ST Nt
h=1 k#i
< loy - oyl d@D2 max (1,1041 )1 (M(P)/lagl)d-1,
pour tout choix d'indices i et j distincts.

En prenant deux indices i et j tels que | o - ol =sep (P), onobtient le résultat

suivant,

PROPOSITION 10 .- Soit P un polyndme 2 coefficients complexes dont le
discriminant est A . Alors la distance minimale entre deux de ses racines distinctes,

notée sep (P), vérifie la minoration

sep (P) > d-@2)/2 | A112 M(P)1-d 2 d-@+/2 | A2 |PII1-d,

Le cas le plus fréquent en pratique est celui des polyndmes a coefficients entiers, alors

la proposition se simplifie considérablement.

THEOREME 6 .- Soit P un polyndme a coefficients entiers, alors sep (P)

vérifie la minoration

sep(P) > d-@/2 M(P)I-d > d-@2/2 pl-d

> Lorsque le polyndbme P est sans racine multiple, il suffit de noter que le
discriminant de P est alors un entier non nul, et donc quel'ona 1A121.

Par contre, si P admet des racines multiples, il existe un polyndme Q, a coefficients
entiers, qui divise P et pour lequel sep (Q) = sep (P) . On conclut en appliquant
I'estimation du corollaire au polyndme Q et en utilisant les inégalités triviales

M@Q) <M®P) et deg(Q) < deg(P) .<
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Autres mingration 1a distance entre deux racin

Reprenons I'étude du discriminant A . Soit © un ensemble d'indices (1i,j) tel que
Qc {(ij); 1<i<j<d)
et soit
Q= {j; (L,j)eQ}.
En utilisant I'inégalité triviale
lz-2z1 < 2.max{1,lzl}.max{1,1z'1},
on obtient I'estimation

2d-2
IAI:II im—avlz.ll Jo. —c. |2 .la,l
i i i j] d

1Lj) e Q (ij)e Q

' 2 2 dd-DR -k . d2 9
£I| o —a 12 a2, 2902k g (26D g 129D g 2
i j d 1 2 d-1

(j) e Q
ou on a posé

k=Card@ e m=]] a1

D'ou le résultat suivant.

PROPOSITION 11 .- Soit  un ensemble de k couples d'indices (i, j) qui
vérifient les inégalités 1<i<j<d.On désigne par Q' l'ensemble des indices j tels
que (1i,j) appartienne a €. On suppose que P est un polyndme a coefficients réels.
Avec les notations précédentes relatives au polyndme P et a ses racines, on a la
minoration

I I _ S 12 Ak-d@d1)/2 1-d 1-d 2-d 1 l I
Ioci ocjl > A4, 2 .ladl Iall |oc2| ...|0cd—1| . 'locjl.
ipeQ je &
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Cette proposition a les applications suivantes.

COROLLAIRE . - Les notations étant celles de la proposition, soient o; et o
deux racines distinctes du polyndme P . On a alors les estimations suivantes :
6) si oy estréel tandis que ¢ ne l'est pas alors,
loy-o4l 2 lAIVﬁl(le (22-ddDR a1 Joy |1 Tog I 1)13,
ce qui implique
lag— oyl 2 (1Al 12 22-dd-12 M(p) 1d)1/3 |
(i)  si o4 et oy sont tous deux imaginaires et non conjuguées alors,
Loy -0yl > A4 21-dd-DA oyl (lagtd oy | loag, 1) 12,
ce quiimplique

log—o4l 2 1AIVE 21-d@D/4M (P)-@D/2,

> Dans le cas (i) prendre Q= {(i,j),({,j) ,G,j) }),ou j estlindice du

conjugué de ;. Puis utiliser la proposition et l'inégalit¢ 1oy -0yl < 2104- 04l

Dans le cas (ii), on choisit Q= {(i,j),(i,j)} ou i et j sontles indices

respectifs des conjugués de oy et 0. <

4. Utilisation de propriétés galoisiennes .

Supposons le polyndme P a coefficients entiers et irréductible sur le corps Q des
rationnels. Soit d le degré de P etsoit & le degré du corps Q ( o, @;) au dessus du

corps Q (o).
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Considérons le nombre
28
q =3y Hc(ai_aj) ,
[¢]

ol ¢ parcourt I'ensemble E des plongements du corps Q (o, aj) dans C . Ce

nombre q estun entier rationnel non nul, donc

‘ 23
ISIqISIai-ajIIadI II Io((xi)+c((xj)l,
co=ld

et donc

3
1< lo-o0 a1 [T (2max (1oca)i o).
o#ld

Rappelons que nous avons supposé | o 1210, 12 ... 210y, 1. En utilisant en outre
le fait que pour chaque o lafamille ( 6(0y) )y g comporte chaque élément oy,
répété exactement & fois, on obtient

1< loy-oyl 1ag12828d-110,280,28 | 0528 5,801,

ol on a posé

§=[6/2] et €=8-29".

D'on la minorationde 1oy - o1 :
log -0l 2 lagl-282-8d+Tio ;... g | -28 gy -89,
qui implique le résultat suivant, moins précis mais plus simple,

loy-oyl 2 2-8d+1 M (P)-28,

En général, le degré & est égala d-1 et l'argument donné ici n'apporte rien de
nouveau ; par contre, si & est assez petit (en faitpour §<(d-1)/2) I'estimation

que nous venons d'obtenir peut étre meilleure que les précédentes.
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5. Un exemple .

Le but de ce paragraphe est de construire un polyndme unitaire, a coefficients entiers,

irréductible sur les rationnels, et qui posseéde deux racines trés rapprochées.

Soit d >3 un entier fixé et soit a un certain entier > 10 . On considere le polyndme
unitaire suivant P = X4 - 2(aX - 1)2.

Le critere d'irréductibilité d'Eisenstein ( voir exercice du chapitre précédent ) ,
appliqué pour le nombre premier 2, montre que P est irréductible sur les entiers.

Nous allons monter que P posséde deux racines proches de 1/a.

D'abord, P(a1) = a-4 >0,et,si h=a-(d+2)/2 ona

P(a-'th) <2a-9-2a2h2=0.

Ainsi, le polyndme P posséde deux racines dans l'intervalle Ja-'-h,a-1+h[,ce

quidonne sep(P) < 2h = 2a-(d+2)/2 |

Cette construction implique le résultat suivant.

PROPOSITION 12 . — Pour tout entier d > 3, il existe une infinité de polyndmes
P unitaires, a coefficients entiers, irréductibles sur les rationnels et qui vérifient

sep(P) < 2d H(P)-(d+2)/4 |

Note : Cette construction a été publiée dans l'article Some Inequalities about univariate
Polynomials , Proceed. 1981 A.C.M. Symp. on Symbolic and Algebraic Computation,
Snowbird.

De maniére analogue, si a est un entier impair > 11 alors Q=aX9-2(aX-1)2
est un polyndme irréductible sur le corps des rationnels et a deux racines proches de 1/a.

Onadune part Q(a-1) =a-d+1 »0, et, dautre part,

Q(a-l £h) < 2a-4+1-.2a2h2 = (,en posant cette fois h= a-(d+2)/2,
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Exercices

1. Le but de cet exercice est de démontrer le théoréme de Gauss-Lucas : Lorsque f est
un polyndme a coefficients complexes, I'ensemble des zéros complexes de sa dérivée f'

est contenu dans I'enveloppe convexe de I'ensemble des zéros complexes de f .

1°) Soit P un polyndme a coefficients complexes dont toutes les racines sont dans le

demi-plan Im (z) 20 , démontrer que les racines de sa dérivée appartiennerit a ce méme

demi-plan.
[ Indication : Soient zy, ..., z4 ces racines, avec Im(z) 2 0 pour 1 <j<d alors
d d - =
P'(z) 1 z-z, 1
— = = >0,
5 2 p z ) 3 et Im(z)<0 = Im 2
j=1 § j=1lz- z; |

donc P'(z) #0 si z vérifie Im(z)<0.]

2°) En déduire le théoréme de Gauss-Lucas.

2. Soit P(X)=X" +a,X™ +..+ a, ,m<n, un polyndme a coefficients
complexes et soit A le maximum des modules des a, m < j £n.
Démontrer que toute racine complexe z de ce polyndme vérifie

lzl < 1+Al/m
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3. Soient P et Q deux polyndmes a coefficients complexes, de degrés
respectivement égaux a2 p et q. Démontrer que leur résultant vérifie les majorations
(i) IRes (P,Q)I < IPlHa 1 QIlP
et

(i) I1Res(P,Q)I £ M(P)aL(Q)r.

[ Pour (i) : utiliser le déterminant de Sylvester et l'inégalité de Hadamard. Pour (ii) :
si Xy, ..., X, sont les racines de P et ¢ son coefficient dominant, on pourra utiliser la
relation

Res (P,Q) = *¢a Q(xl)...Q(xp) |

4. Soit f un polyndme unitaire a coefficients complexes, de mesure M et dont les

racines sont 71 , ..., Z, . Démontrer les inégalités

L(f) < H(1+Izkl) <2" M.
k=1

5. Soient o et B deux nombres algébriques de degrés respectifs m et n.
Démontrer que les nombres o et &+ 3 sont des nombres algébriques de degré au
plus mn [ utiliser 'exercice 25 du chapitre IIT | et que leurs mesures vérifient les
majorations respectives
M(aB) < M(a)? M(B)™
et
M(a+B) < 2';”‘M(0L)"l M(B)m.
[ Pour démontrer la seconde inégalit€, on pourra utiliser la propriété suivante

pour X, ye Ry, max{1,x+y ) < 2max{1,x)max {1,y }.]
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6. Soit P un polyndme quadratfrei a coefficients entiers, de degré n =2 . Soit «
une racine complexe quelconque de la dérivée de P . Démontrer la minoration
IP' (@)l = n-n L(P)-2n+1
[ On considerera le discriminant A de P. Soient oty =0, ..., 00,7 les racines de P'

et soit a le coefficient dominant de P. Montrerque |Al12>1 et que

H IP(a)l < L®" 'ME)" <a"L@)®" ")
i=2

7. Soit P un polyndme de degré n = 2 et soit a un nombre complexe. On pose
Tx)=P@+P @ (x-a).
Démontrer que, pour Ix-al £1/2,x complexe, on a
n
P -Tol < X, () LP) max(1,1a1)" 2 1x-a1?27 2,
i=2
[ Utiliser la formule de Taylor. ]

En déduire la majoration

IP(x)-T(x)| <4 (3/2)" L(P) max{1,1al}" % 1x-al®.

8. Soit P un polyndme a coefficients complexes et soit o une de ses racines.
Onpose Q(X)=P(X)/(X-a).Démontrer que I'on a
H(Q) < deg(P).H(®P).

[ Utiliser les formules de la division euclidienne. ]

9. Soit A l'ensemble des nombres complexes qui sont algébriques.
1°) Montrerque A est dénombrable.

2°) Démontrerque A est un sous corps de C etqu'il est algébriquement clos.
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10. Soient o un nombre algébrique de degré n et Q un polyndme 2 coefficients
entiers qui ne s'annule pas en o .
1°) Démontrer l'inégalité
IQ()! 2 L(Q) ! M(a)-9.
2°) En déduire le résultat suivant : si P est un polyndme quadratfrei a coefficients
entiers, de degré n, etsi o estune racine de P alorson a
IPP(@)]! 2 (nL(P)M(P))-n+l,
3°) On revient a la premiére question dans le cas particulier ol le polyndme Q est de
degré un, disons Q (X) =p X - q . Démontrer qu'il existe une constante C=C (o) >0

telle que

|a - %I >2Cq" sip/qza.

Cette inégalité est appelée inégalité de Liouville .
Un nombre irrationnel o tel que

Logloa-p/ql _

lim inf
min ool

p.qe Z

est appelé un nombre de Liouville ; d'aprés ce qui précede, un tel nombre est donc

transcendant (c'esta dire non algébrique ) . Démontrer que le nombre

2 2-n!

n=0
est un nombre de Liouville.
Plus généralement, soit (€,) une suite d'entiers égaux 2 0 ou 1 et qui comporte une

infinité de 1, démontrer que le nombre
- n!
2 ¢, 2
n=0

est aussi un nombre de Liouville. En déduire que l'ensemble des nombres de Liouville

posséde la puissance du continu ( comparer avec l'exercice précédent) .



188 Mathématiques pour le calcul formel

11. Soit P un polyndme a coefficients complexes de racines a , ..., 0y . Soit &

un nombre complexe et soit ¢ une racine de P 2 distance minimale du point § .

Démontrer l'inégalité

IP@E12""
1€-al S—_—_|P'((X)|

Plus généralement, démontrer que 1'on a

IPE) 12" "
~alt < - - —_—
1E-al” <1 all...la o ! PT

pour r entier, 1<r<n, et a0 & (a1, Ot )

12. Soit P un polyndme quadratfrei a coefficients entiers, de racines a , ..., 0 et
de coefficient dominant égal 3 a. On désigne par p la valeur maximale des | ;| pour

les indices i =1,..,n,etonpose s=sep(P) (= min {0y - o5, o # o}).

Si o est une racine quelconque de P, démontrer I'encadrement

(LEYM (@)1 < TP ()l <as (2p)n-2.

13. Soient P et Q deux polyndmes du premier degré a coefficients complexes.

Démontrer l'inégalité
V5 -1

—5— H(P) H(Q) < H(PQ),

et déterminer les cas ou !'égalité a lieu.
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14. Grace aux résultats de ce chapitre, démontrer qu'il existe un algorithme qui

résoud le probléme suivant :

" Etant donnés un polyndme P a coefficients entiers et de racines complexes
distinctes o4 ,..,0n et €>0 unnombre réel fixé ; déterminer m ainsi que des
nombres complexes zj, ..., zm appartenanta Q (i) tels que

laj-zjl <€ pour j=1,2,..,m.

[ 11 suffit essentiellement d'utiliser des bornes sur les racines et une minoration de la

distance sep(P).]

De plus, démontrer qu'il existe un algorithme qui détermine le nombre de racines

réelles de P et une approximation rationnelle de chacune d'elles a € pres.

[Minorer | Im ( ocj ) | lorsque (xj est imaginaire, grice a la formule Im ( ocj )=( Cl.j - Ocj /2]

Généraliser les deux résultats précédents au cas des polyndmes de C [X] qui sont a

coefficients algébriques.

15. Démontrer qu'il existe un algorithme qui résoud le probléme suivant :

" Etant donné un polyndme P a coefficients entiers, déterminer des polyndmes a
coefficients entiers, irréductibles sur Z , Py ,...,Py,, telsque P=P;.. Py .

[ 11 suffit d'utiliser des bomes sur les racines. Voir le chapitre VII.]

Généraliser ce résultat, de maniére convenable, au cas des polyndmes qui sont a

coefficients algébriques.
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16. Démontrer qu'il existe au plus n (2 H+ 1 )" nombres algébriques de degré au
plus n et de hauteur majorée par H ( la hauteur d'un nombre algébrique est, par
définition, la hauteur de son polyndme minimal sur Z ) .

En déduire le théoréme de Kronecker : un nombre complexe o qui est un entier
algébrique sur Z dont tous les conjugués ( y compris lui-méme ) sont de module au plus
un est nécessairement une racine de l'unité. [ Démontrer que 'ensemble des puissances
de o est fini. ]

Montrer que ce théoré¢me de Kronecker implique l'assertion suivante : pour tout entier
d> 1, il existe une constante C=C (d) > 1 telle tout entier algébrique dont tous les
conjugués ( y compris lui-méme ) sont de module au plus C est nécessairement une

racine de l'unité.

17. 1°) Soit P un polyndme 2 coefficients complexes et deracines g, ... , O, non
nulles. On pose ¢ =1 ol Cj pour j=1,..,n.Démontrer I'implication suivante :
n
xeCetlxl=1 =2 max{IP@Il;lzl=1}. HIX-C}.I < 2"IP(x)|.
=
[ Démontrerque I'ona (1+1ogl)(x-I §j|)£2lx-ajl si Ixl=1.]
2°) Soit Pe C[X;,..., Xy] unpolyndome tel que P =P; ... Py,. En utilisant la
question précédente, démontrer la majoration
m
anj <2 2up,.
j=1
[ Utiliser aussi plusieurs fois la formule de Parseval, en intégrant par rapport a chacune
des variables. La démonstration, qui est attribuée a Gel'fond, figure dans I'ouvrage de
K. B. Stolarsky , Algebraic Numbers and Diophantine Approximation , M. Dekker,
New York, 1974, chap. 4,§2.]
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3°) De manigre analogue, pour tout entier positif k , démontrer l'inégalité suivante :

n

k k
TPl < WP, H (1+2kd, ),
h=1

ou dy désigne le degré partiel du polyndme P parrapport a la variable Xp, .

[ Voir a nouveau Stolarsky, chap. 4,§2.]

18. Soit m un entier 22 et soit n=m 3. Considérons le polyndome P (X) = X" -1,

et pour 1 <k<m posons

h-1 . )
P, = H(X - exp {M}) avec h=m2

=1 "

Démontrer que P = P; ... P, et qu'il existe des constantes strictement positives ¢ et
¢’ telles l'on ait
m
173
l | Pl 2c2""" togn
ji=1

[ Ce résultat est aussi di A Gel'fond, voir Stolarsky, p. 55 ; on peut le comparer a

celui donné ici au paragraphe 4.5 .]

19. Soit n un entier fixé, n> 1. Démontrer qu'il existe des constantes strictement
positives c=c (n) et C=C (n) telles que 1'on ait I'encadrement
cH < Max {IP(k)I; k=0,1,...,n}< CH.
[ L'inégalité de droite est triviale. Quant a celle de gauche, on peut la démontrer en
utilisant les formules qui fournissent le polyndme de Lagrange, voir I'exercice n® 5 du

chapitre 11 . ]
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Démontrer un résultat analogue pour le maximum des valeurs des | P ({) | lorsque
parcourt I'ensemble E des racines n - i¢émes de l'unité.

[ Pour démontrer I'inégalité de gauche, on peut cette fois utiliser la formule

P(0)= ), P(L),

LeE

et ses analogues qui donnent les différents coefficients du polynéme P. ]

20. 1°) Soient 1z |, ...,1z,1 des nombres complexes de module 1. Démonwer la

majoration

2
l I lz,-z,1 < a2,

t<i<j<n
[ Utiliser la formule de Vandermonde ainsi que I'inégalité de Hadamard. ]
2°) Endéduirequesi zp, .., z, sont des nombres complexes de moduie p(=1)

alors on a I'inégalité

- n(n-1) nj/2
- <

Izizj 11 <p n .
1<i<j<n

[ Considérer le produit

zZ. - <
|Z.Zj mimjl pour lzlI,.M,Iznl,imll,...,lmnl_p.

Grice au principe du maximum ( voir I'exercice qui suit ) , démontrer que le maximum
de ce produit est atteint pour des valeurs des z;, .., z, et ®1, .., ®, quisont

toutes de module égal 3 p . En déduire que ce produit est majoré par I'expression

H IO)i(DjI . max {H Iuiﬁj—ll slul=.=lu I=1 } .

1€i<j<n 1<i<j<n

Puis conclure en utilisant la question précédente. ]
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21. Principe du maximum ( pour les polyndmes

Soit P un polyndme non constant a coefficients complexes et soit p unréel >0.On

désigne par M la borne supérieure de | P ()| lorsque z parcourt D={z;lzI<p}.

1°) Démontrer qu'il existe un point x de ce disque pour lequel P (x) =M, et
que, de plus, un tel point x est nécessairement sur le cercle | z1=p.

[ Pour la seconde assertion, raisonner par I'absurde : si x vérifie | x | <p, en
développant P (x +y) pour y petit, démontrer qu'il existe un point x +y de D tel

quelonait IP(x+y)l >IP(x)I.]

2°) On suppose en outre que P ne s'annule pas sur le disque D . On désigne par m
la borne inférieure de 1P (z )| lorsque z parcourt D .

Démontrer qu'il existe un point x de ce disque pour lequel 1P (x)|=m, et que, de
plus, un tel point x est nécessairement sur le cercle |zI=p.

[ Méme technique que pour 1°) . ]

En déduire une autre démonstration du théoréme de d'Alembert.

22. On reprend I'exercice 34 du chapitre III, dans lequel on a montré que si P et Q
sont deux polyndmes a coefficients dans un anneau A alors il existe deux poiyndomes U
et Ve A[X] tels que lerésultant R des polyndmes P et Q soit de la forme

(*) R=U(X)PX)+V(X)Q(X),
avec deg(U)<deg(Q) et deg(V)<deg(P).

M. MIGNOTTE — 7
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1°) On suppose que P et Q sont 2 coefficients dans un sous-anneau de C ,
démontrer que l'on peut trouver des polyndmes U et V comme ci-dessus et qui
vérifient en outre

HU) < P14 iQn? et H(V) < hendnQuP ',
ot p=deg(P) et q=deg(Q).
2°) En déduire que si P et Q sont a coefficients entiers et n'ont pas de facteur

commun alors, pour z € C,ona
-1 ; }
IP(z)l +1Q(z)1 2 (max {p,q}) I1PI"%NQNP.

[ Utiliser larelation (*) pour X =1z etle faitquel'ona IRI21.])

23. Soit Pe Z [X] un polyndme de degré n, avec n> 1, de mesure M, et soit z
un nombre complexe pour lequelona IP(z)I<1.

On veut démontrer qu'il existe un polyndome Q a coefficients entiers, facteur
primaire ( dans un anneau factoriel, un élément est dit primaire si c'est une puissance

d'un élément irréductible ) de P tel que

-2 -2{(n-1)
n
1Q(z)1 < (2(n-1)) {(5) M} :
ouonaposé n'=[n/2].
Pour cela, on proceéde ainsi. Soient P; , ..., Py les facteurs primaires de P, et

posons y;j=IPj(z)l pour j=1,2, .. k.
Noter qu'il existe unindice h, 1<h<k, tel que

Y1 «Yh-1 S Yho Yk > Y1 o Y0 S Yhel oo Yk -

En utilisant I'exercice ci-dessus, démontrer ' inégalité
-n+1

. ' 1 n -n+1
mln{yl...yh_l,yhﬂ...yk}Zm(n.) M .
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24. Soient o, .., 04, des nombres algébriques de mesures respectives égales

a My, ..., M, et de degrés respectifs d,, ..., d, . Soient by , ..., b, des nombres
entiers tels que le nombre

A=bylogay +...+ b, log o,
(ou log o estune détermination quelconque du logarithme de a;, 1 <i<n ) soit non
nul, alors démontrer que ce nombre vérifie la minoration

fAl >2-Dexp(-D(Ibjihy+...+lbglhy))
ou D est le degré du corps Q (@, ... , 0py) surle corps Q des nombres rationnels et

ou on aposé¢ h;=M;/d; pouri =1,2,..,n.

[ On peut supposer | A1<1/2.Alors A ¢ 27i Z et le nombre § =01 ... o,bn - 1
est non nul. Sans perte de généralité, on peut supposer b; 20 pour les indices 1<j<r

et bj<0 pour r<j<n.Soient a;,..,a, les coefficients dominants du

polyndme minimal de o, ..., &, respectivement. Alors , montrer que I'on a
Ib, ID/d, Ib, 1D/d, -b,, -b,
a, .oa Ilc((;am . 0 )|21
o
ot o parcourt I'ensemble des plongements du corps Q (o , ..., 0y ) dans C; ce qui

donne 1L 2 2-D+1 exp(-D(hylby I+ ..+h,Ib,1)). Lerésultat s'ensuit grice &

l'inégalité lez-11 < 21zl quiestvraiepour 0<1z1<1/2.]



CHAPITRE V

Polynémes a coefficients réels

Dans ce chapitre on désigne par R un corps ordonné tel que le corps C =R [V-1]
soit algébriquement clos. Par abus de langage, on confondra le corps R avec le corps

des nombres réels, et C avec le corps des nombres complexes.

1. PolynOmes irréductibles sur R .

Nous démontrons ici la proposition 1 du chapitre 4.

PROPOSITION 1. - Les polyndmes a coefficients dans R et irréductibles sur R
sont les polyndomes du premier degré ou les polynomes du second degré de discriminant

strictement négatif.

> Soit P un polyndme unitaire, a coefficients réels et irréductible sur R ( donc non
constant ) . Si P admetuneracine réelle o, alors X - ¢ est un polynéme a coefficients
réels qui divise P,donc P=X - .Si P n'apas de racines réelles alors il admet au
moins deux racines imaginaires conjuguées a+ib et a-ib,a et b réelsavec b#0.
Alors le polyndme (X -a-ib)(X-a+ib)=X2-2aX+a2+bZesta
coefficients réels et divise P, il est donc égala P.Etona discr(P)=-b2<0.

Inversement, il est clair que tout polyndme a coefficients réels de degré un ou de degré
deux et de discriminant négatif est bien irréductible sur R . ( En effet, puisque R estun
corps ordonné ses éléments négatifs ne sont pas des carrés : exercice.) <

Complément : Si P estun polyndme quadratique 2 coefficients réels irréductible sur
le corps R, alors P (x) a un signe constant pour x parcourant I'ensemble des

nombres réels.
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2. Le théoreme de Rolle .

1. Le théoréme des valeurs intermédiaires .

Ce théoréme est une conséquence du résultat suivant.

THEOREME 1. - Soit f un polyndme a coefficients réels, et soient a et b deux
nombres réels, a < b, tels que les valeurs f (a) et f(b) soient non nulles. Alors le
nombre de racines de f dans l'intervalle ]a, b[ , comptées avec leurs multiplicités, est

pair ou impair selon que le produit f (a) f(b) est positif ou négatif.

> Ecrivons
£(X) = cH(X—OLi) H(X2+Bjx+yj) ,
iz j=1

ol chacun des polyndmes de droite est irréductible sur ¥ .

Comme nous venons de le voir, chacun des polyndmes quadratiques qui figure dans
cette décomposition prend des valeurs positives en tout point réel.
Supposons que a,, ..., , soient exactement les racines du polyndme f comprises

entre a et b.

On a alors
f(a) a-o a-o, Yy a-o z a2+[3ja+'yj
fb) b»0c1 b-oy i=k+1 Do j= b2+[3jb+'yj

ce qui conduit aussitdt a la relation

signe (f(a)f(b)) = (-1)k . <
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Le théoréme des valeurs intermédiaires est le corollaire suivant.

COROLLAIRE . - Soit f un polyndme a coefficients réels, et soient a et b deux

nombres réels, a<b, tels que l'on ait f (a) f (b) < 0. Alors le polynome f posséde au

moins une racine dans l'intervalle ]a,b[ .

2. Le théoreme de Rolle .
Il s'agit du résultat suivant.

THEOREME 2 (Rolle ). - Soit f un polyndme a coefficients réels et soient a et

b deux racines réelles successives de f,avec a <b. Alors le polyndme dérivé f'

posseéde un nombre impair de racines dans l'intervalle Ja,b{ .

> Soit m l'ordre de a, alors le polyndme f s'écrit
fX) =(X-a)m g(X) ,avec g(a)#0,
etdonc ‘

f'(X)

m(X-a)m™l gX) + (X-a)™ g'X).

Pour h réel non nul assez petit, on a donc

f(a+h)/f'(a+h) = h/m.

Ceci implique 1a relation

signe (f (x) f'(x))>0 pour x-a>0,assezpetit.

De la méme maniere

signe (f (x) f'(x)) <0 pour x-b<0,assez petit .
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Comme f ne s'annule pas sur l'intervalle ]a,b[ (puisque a et b sont deux
racines successives de f) , d'aprés le corollaire du théoreme 1 le polyndme f ne
change pas de signe sur l'intervalle ] a, b [. Il en résulte que pourtoutréel h >0 assez
petitona

f'(a+h)f'(b-h)§0.

On conclut grace au théoreme 1. <

COROLLAIRE 1. - Soit f un polyndme 2 coefficients réels qui posséde m
racines ( comptées avec leurs ordres de multiplicité ) dans un intervalle fermé de R .

Alors sa dérivée posséde au moins m - 1 racines dans cet intervalle.

> Exercice. <

COROLLAIRE 2 .- (théoréme des accroissements finis ) Soit f un polyndme a
coefficients réels, et soient a et b deux nombres réels, a < b . Alors il existe un
nombre réel ¢, a<c<b,pourlejuel ona

f®) - f@ =(b-a)f') .

> Appliquer le théortme 3 u(X)=(b-a) (f(X)-f@))-X-a)(f(b)-f()).<

COROLLAIRE 3 .- Soit f un polyndme a coefficients réels, et soient a et b
deux nombres réels, avec a < b . On suppose que sa dérivée vérifie f'(x) >0 (et
respectivement f '(x) < Q) pour tout point x appartenant a l'intervalle ]a,b[. Alors la
fonction f(x) est strictement croissante ( respectivement strictement décroissante ) sur

l'intervalle ] a, b [.

> C'est une conséquence immédiate du corollaire 2. <
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3. Estimations des racines réelles .
Les résultats de ce paragraphe sont pour la plupart des variantes des estimations pour
les racines complexes qui ont été démontrées au paragraphe 2 du chapitre précédent ;

lorsque tel est le cas les nouvelles démonstrations seront assez bréves.

1. La r¢zle de Newton .

PROPOSITION 1 .- Soit fun polyndme 2 coefficients réels de degré n. Soit L
un réel tel que I'onait f®(L)=0 pour i=0,1,..,n. Alors toute racine réelle x

du polyndéme f vérifie x<L.

> Soit x=L+y,y>0, unnombre réel. D'aprés la formule de Taylor, on a

=2, %

i=0

donc f(x) eststrictement positif pour x>L . <

2. Lardgle de Lagrange et MacLaurin .

PROPOSITION 2 .- Soit f un polyndme a coefficients réels de la forme
f(X)=Xr+2a, X1+, +a, avec 3,20 pour i=1,..,m -1,
etsoit A = max {-ap, ...,-2,,0} .
Alors toute racine réelle x du polyndme f vérifie

Xx <1+ Al/m

> Pour x21+Al/m ona f(x)2x"-A(l+x+..+x""m)>0. <
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3. Un cas particulier de la régle de Descartes .

PROPOSITION 3 . - Soit f un polyndme a coefficients réels de la forme
f(X) = Xn+a  Xn-14 . +a, Xn-m g, Xn-m-1 _ g3 |
avec ;20 pour i=1,..,n.
Si ¢ estun nombre réel positif ou nul pour lequel ona f(c) =0, alors pour tout
nombre réel x >c on alinégalité f(x)> 0, par conséquent toute racine réelle x du

polyndme f vérifie x<c.

> C'est une reformulation du lemme 1 du chapitre précédent. <

4, Larégle de Cauchy .

PROPOSITION 4 .- Soient ap,ay,.. avec m>m' > ... les coefficients
strictement négatifs d'un polyndme f a coefficients réels,
f(X)=Xnr+g, X014+, +a, ,
et soit k le nombre de ses coefficients négatifs.

Alors toute racine réelle x du polynéme f vérifie

x < max {(k layl)¥/m  (klayl)V/m |},

> Soit M le maximum figurant dans 1'inégalité de I'énoncé. Pour x> M, on a
f(x)2xm-(apx" ™ +a,x2-™ + _)>0.

( Revoir la démonstration des inégalités (iii) et (iv) du théoréme 2 du chapitre 4.) <
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5. Un exemple d'estimation des racines réelles .

Soit le polyndme
f(x)=x6-12x4%-2x3 +37x2 + 10x - 10.
Ses dérivées successives valent
f'(x) =2(3x5-24x3-3x2+37x+35),
f"(x) =2(15x4% - 72x2-6x + 37),
f@(x) =12(10x3 -24x - 1),
f®(x) =72(5x2 - 4),
fO(x) =720x, et fO(x)=720.

Appliquons les différentes régles que nous avons vues.

Regle de Newton :
Il faut trouver un réel ¢ tel que f® (c) soit positif pour i=1, 2, ..., 6. On vérifie
facilementque l'ona f@W(c)>0 pour i=2,..,6 et ¢V 7;l'inégalité f (N8) >0

montre que l'on peut prendre comme bome supérieure des racines la valeur L=V 8§ .

Régle de Lagrange et MacLaurin :

On trouve instantanément la bome 1+V 12 .

Régle de Cauchy :
Avec les notations de la proposition 4, onaici k=3 et on trouve la borne

max { (3x12)12,(3x2)13 (3x10)V6} = 6.

Regle de Laguerre ( voir exercice 12):

Elle fournit la bome V 13 .
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4. Sur le nombre de zéros d'un polyndme dans un intervalle .

1. La r¢gle de Sturm .

Avant d'énoncer le théoreéme de Sturm, nous avons besoin d'introduire deux

définitions.

Soit f un polyndme et soient a et b deux réels, a < b . On dit qu'une suite de
polyndmes fo=f,f;,...,f; est une suite de Sturm pour f sur [a, b] lorsque

les conditions suivantes sont vérifiées :

®» f@fM®=0,

@ii) la fonction polyndme f; ne s'annule pas sur [a,b],

(iii) si ¢ estunréeltelque a<c<b et fj(c) =0 pour un indice j
vérifiant 0 <j<s, alors on a fj_l (©) fj+1 ©<0,

(iv) si c estunréeltelque a<c<b et f(c)=0,alors le polyndme

produit f (x) f; (x) est dusigne de x - c au voisinage du point c.

A une telle suite et a un point x de l'intervalle Ja, b [, on associe le " nombre de
variations de signe de la suite au point x ", nombre noté V (fg, ..., fg; X ), ou plus
simplement V (x) , et défini par la formule

V&) = Card { (i,j) ; 0<i<j<s; fix)fi(x) <0 et f(x)=0 si i<k<j}.

Nous pouvons maintenant énoncer le théor¢me de Sturm.
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THEOREME 3. - (Sturm) Soit f un polyndme a coefficients réels et soient a et
b deux nombres réels, a <b . Si fy, f;, ..., f; estune suite de Sturm pour f sur
I'intervalle [ a, b ] . Alors le nombre de z€ros distincts de f sur l'intervalle | a, b ] est

égal d laquantité 'V (@) - V(b).

> Désignons par I l'intervalle [ a, b ].On remarque d'abord que V(x) est constant
sur tout intervalle contenu dans I et sur lequel aucune des fonctions f; ne s'annule.
Comme les fonctions f; n'ont qu'un nombre fini de z€ros, il suffit de montrer que la
quantité V (x) possede les propriétés suivantes :

(&)  V (x) diminue de 1 lorsque x traverse une racine ¢ de f,ce |,
(B) V (x) nechange pas lorsque x traverse un point ¢ de i tel que f(c)
soitnonnulet f;(c)=0 pourau moins unindice i>1.

Supposons d'abord que ¢ soit une racine de f . D'aprés (iii), on a f;(c) = 0.
Tandis que, d'apres (iv), pour h # 0 assez petit, on a

signe (f(c+h)fy;(c+h)) = signe (h) .
Ce qui montre qu'il y a un changement de signe en moins au début de la suite des f; (x)
(en fait entre les indices 0 et 1) lorsque x passe de la valeur c-€ & c+ €, pour tout
nombre €>(0 assez petit .

Supposons maintenant que ¢ soit une racine de f; avec i>1,ce 1. Dapres (i),
ona i<s.Daprés (ili),ona f._;(c) fi,1(c) < 0. Donc, il n'y a pas de variation du
nombre de changements de signe des fj(x),oun i-1< j < i+1,lorsque le point x
traverse ¢ (enfaitona f,_;(x)f;,;(x) <0 dansun voisinagede c).

Les informations ci-dessus impliquent les propriétés (o) et (B), d'oi le théoréme. <

Le résultat qui suit fournit un moyen de construire une suite de Sturm associée a un

polyndme et donc d'appliquer le théoréme précédent.
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PROPOSITION 6 .- (Sturm) Soit f un polyndme A coefficients réels et soient
a et b deux réels quelconques, a < b . Considérons la suite fy, f; , ..., g, de
polyndmes définie par
fo=f, fi=f', fH=-fmodf', ., fi,;=-f,,modf;, .. £, =0,
c'est -a -dire, aux signes pres, la suite obtenue en calculant le p.g.c.d. de f et f' par
I'algorithme d'Euclide. Alors la suite de polyndmes g;=f;/f; , 0 <i<s,estune suite

de Sturm pour g surl'intervalle [a, b],pourvuquel'onait gg(a) go(b) #0.

> Il s'agit de vérifier les propriéiés (i) A (iv) ci-dessus.
@) : Vraie lorsque gg(a) go(b) # 0.
(i) : Résulie du fait que go=1.
(iii) : Par construction, on a des relations de 1a forme
gi1(X) =q;(X) g (X) - g (X) pour 0<j<s.
Donc  g;.1(c) g;;1() <0 quand gj(c)=0 (c nepeutétreniracinede g,
ni racine de gj,1, sinon ¢ seraitracine de gy=1).

(iv) : Ona g; (c) # 0, et on conclut grice au corollaire 2 du théoréme de Rolle. <

COROLLAIRE .- Soit f un polyndme 2 coefficients réels et soient a et b deux
réels quelconques, a < b . Considérons iz suite fg, fy ,...,fs,; de polyndmes définie
par

fo=f, fi=f", f=-fmodf', .., fi,y=-f,;modf, .. f;;=0.
Alors, si f (a) et f(b) sont non nuls, le nombre de zéros distincts de f sur

I'intervalle [ a, b] estégala la différence

V(f()?f])'-'yfs;a) - V(fO’fl,u-,fs;b)-

> Exercice facile. <
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2. Le théoréme de Budan - Fourier .

Ce résultat est moins précis, mais plus facile a utiliser que le théoreme de Sturm. Nous
verrons sur un exemple qu'il suffit quelquefois pour séparer les racines réelles d'un

polyndme.

THEOREME 3 .- (Budan - Fourier ) Soit f un polyndme a coefficients réels et
soient a et b,a<b,deux nombres réels tels que f (a) f (b) # 0. On désigne par v (x)
le nombre de changements de signe dans la suite f (x), f '(x), f "(x), ..., f ™(x) .

Alors le nombre de zéros de f dans I'intervalle | a, b ], comptés avec leur ordres de
multiplicité, estde la forme

v(@ -v®) - 2m, avec me N.

> Désignons par 1 l'intervalle [ a, b ]. On remarque d'abord que la fonction v(x)
est constante sur tout intervalle contenu dans I et sur lequel aucune des fonctions f®
ne s'annule. Comme les fonctions f{ n'ont qu'un nombre fini de zéros, il suffit de

montrer que la quantité v (x) posseéde les propriétés suivantes :

(i) v (x) diminue de k +2 m', m'e N, lorsque x traverse une racine ¢

d'ordre k de f,ce I,

(i) v (x) diminuede 2m",m"e N, lorsque x traverse un point ¢ de I

tel que f(c) soit nonnulet f® (c) =0 pour au moins un indice i21.
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Supposons d'abord que ¢ soit une racine d'ordre k de f. Alors f®)c) estnon nul

et, d'apres la formule de Taylor, on a

@) _ k1) . (k-itD)
®) & —5

f (x-c)k'if(k)(c) , pour 0<i<k,

pour x assez prochede c,x# c.Cequi montre qu'ily a k changements de signe en
moins au début de la suite des f® (x) (en fait entre les indices entre 0 et k ) lorsque

le point x passede la valeur c-€ 2 c+¢&, pour £>0 assez petit .

Supposons maintenant que ¢ soit une racine d'ordre k de f® avec i21,ce 1,
et £-1(c)# 0. On applique 2 nouveau la formule de Taylor au point ¢ , mais cette fois

a la fonction f® . Distinguons selon que k est pair ou impair.

Lorsque k est pair, f O(x) ne change pas de signe au voisinage de ¢ (x#c) .On
constate que la suite f @(x) , ..., f+K)(x) comporte k changements de signe en

moins lorsque le point x passe de la valeur c-€ a c+¢€, pour €>0 assez petit .

Lorsque k est impair, f O(x) change de signe au voisinage dec ( x #c¢) . On voit
que la suite  fGD(x), fO)(x), .., f@+)(x) comporte k-1, ou k + 1, changements
de signe en moins lorsque le point x passe de la valeur c-€ 2 c+¢€,pour £€>0
assez petit , selon le signe de fG-1(c) ( qui ne change pas dans un petit voisinage du

point c).

Les informations que nous venons d'obtenir impliquent les propriétés (i) et (i),

d'ou le théoréme . <
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3. La régle de Descartes .

THEOREME 4 .- ( Descartes ) Soit f= a, X"+a,{ X" '+ .. +2y un
polyndme i coefficients réels, avec a, ap# 0. Soit v le nombre de changements de
signes dans la suite (ag,...,a,) deses coefficients et soit r le nombre de ses racings
réelles positives, comptées avec leurs ordres de multiplicité, alors il existe un certain
entier me N tel que

r=v-2m.

> Soit M une bome des zéros positifs de f et soit L un nombre réel 2 M .
En zéro, on a f®(0) = i! a;. Tandis que, pour L assez grand , tous les (L) sont
du signe de a, . La conclusion résulte donc du théoréme de Budan - Fourier appliqué

dans l'intervalle [ O ,L | . <

Complément . — Avec les notations du théoréme, lorsque v estégald 0 oud 1,le

nombre de racines > 0 du polyndme est égala v .

> Ceci résulte des deux propriétés suivantes: r = v - 2m et r=0. Remarquons
que le cas v=1 adéjaété démontré deux fois : proposition 3 ci-dessus et lemme 1 du

chapitre précédent. <

Exemple : Considérons le polyndme f(x) = x6-x4+2x2-3x-1.Pource
polyndme, ona v =3.Le nombre de racines >0 de f estdoncégala 1 ou 3.1Ilest
visible que 'ona f(x)<0 si 0<x<1.Posons x=1+y, alors, en appliquant par
exemple la formule de Taylor, on obtient la formule

f(l+y)=-2+3y+11y2+16y3+14y4+6yS+y6,

ce qui montre que f posséde un seule racine réelle positive .
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COROLLAIRE . - Un polyndme a coefficients réels qui comporte m coefficients
non nuls posséde au plus m - 1 racines réelles > 0 et aussi au plus m - 1 racines

strictement négatives ( méme en comptant les ordres de multiplicité ) .

> En effet, une suite qui comporte exactement m termes non nuls ne posséde pas

plusde m -1 changements de signes. <

4. Cas des polynomes dont toutes les racines sont réelles .

On conserve les notations du théoréme 4 . Soit v' le nombre de variations de signes
de la liste des coefficients du polyndme f (- x) , c'est a dire le nombre de variations de

signes de la liste ag,-a;,...,(-1)"a,.

Notons d'abord que si aucun des a; n'estnulalorsona v +v'=n.En effet, pour
chacune des deux listes il y a n comparaisons 2 effectuer et, lorsqu'il y a un changement
de signe 2 une certaine position dans la premicre liste, il n'y en a pas a cette position dans
la seconde liste, et vice versa.

Nous allons montrer que 1'on a toujours v + v ' < n . Pour éviter des notations un
peu lourdes, nous allons raisonner par récurrence sur le nombre k de coefficients nuls
de la suite ay, ay, ..., a, .

Le cas ou ce nombre est nul vient d'étre traité. Supposons 1 <k <n et le résultat
vrai pour k-1.Soit i le plus petit indice tel que a; soit nul. Considérons alors la liste
a0, @1 , ..ry @1 5 41 » Q41 » --» &y ¢ 1] est clair, d'une part, qu'elle comporte aussi v
changements de signes et, d'autre part, que le nombre v " de changements de signes de
la suite ag, -2y, .., (- +la,y, (-)ia;,,(-1)*ag,,, .., (-1)"a, estau moins

égala v '. Par hypothése de récurrence,ona v+ v " <n. D'ou l'inégalité cherchée.
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De ce qui précede, joint 2 la régle de Descartes, on déduit le résultat suivant.

PROPOSITION 7. - Soit f (x) unpolyndme 2 coefficients réels, on désigne par
v le nombre de changements de signes de la liste de ses coefficients et par v' celui de
la liste des coefficients du polyndome f (- x) . Alors, si f atoutes ses racines réelles et

non nulles, le nombre r de racines positives de f et le nombre r' de ses racines

négatives vérifient
r=v e r'=sy
> En appliquant la régle de Descartes aux polynémes f (x) et f (- x), on obtient les
inégalités
Par ailleurs, au cours de la démonstration ci-dessus, on a vu que

v+v'<deg ().

Comme f atoutes ses racinesréelles non nulles, on a aussi

r+r'=deg(f.

Il en résulte que les inégalités précédentes sont en fait des égalités.

D'ou le résultat. <
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5. Un exemple détaillé .

Considérons le polyndme
f(x) = «35-5x%+15x3-x2+3x-7.
On cherche 2 déterminer le nombre de racines réelles de f et a les séparer. Dans ce
but, calculons d'abord une suite de Sturm de ce polyndme. On a successivement
fo=f(x) = x5-5x4+15x3-x2+3x-7,
fix) =f'x)= 5x4-20x3+45x2-2x+3,
5fh=(x-1)f; +(10x3+42x2+10x-32),
on peut donc prendre
f,= -5x3-21x2-5x+16,
puis

5f,=(-5x+41)f, + (1061 x2+275x-641),

fy= - 1061 x2- 275 x + 641

On remarque déja que le polyndme f; a toutes ses racines comprises entre -1 et +1 .

Considérons d'abord l'intervalle [1,+ o {.Pour x21,0na
f(x) = x5-5x4+15x3 -x2 +3x-7 > x5-5x4,
donc f n'apas de racine réelle 25 . De plus,on &
V(fg,f1,f,f3;1) =V (6,29,-15,-695)=1,
tandis que, pour b assez grand, la suite des signes des f;(b) est (+, +,-,-) etdonc
V(fy,fy,fh,f3;b) =1.

Ce qui montre que le polyndme f n'a pas de racine dans l'intervalle [ 1,40 [,



212 Mathématiques pour le calcul formel

Remarquons d'ailleurs que I'on a
f(x) = x5-5x4+15x3-x24+3x-7,
f'(x)= 5x4-20x3+45x2-2x+3,
f"(x) = 2(10x3- 30x2+45x-1),
fOx) =30 2x2-4x+3),
f@(x) =120(x-1), fOx)=120,
et donc
f0(1)20 pour i=0,1,..,5,
ce qui implique — grice 2 la régle de Newton — que le polyndme n'a pas de racine dans

lintervalle [1,+eo[.

Considérons maintenant l'intervalle [0, + 1 ]. Pour x dans cet intervalle , on a
f'(x) = (45x2-20x3 +5x4) +(3-2x) >0,
donc f est strictement croissante sur cet intervalle, et comme f(0)=-7 et £(1)=6,1le
polyndme f posséde exactement une racine dans l'intervalle 10, + 1 [ . On peut
remarquer que la régle de Budan - Fourier montre que f posseéde une ou trois racines

dans l'intervalle ]10,+1[ .

Considérons enfin l'intervalle ] - eo, 0] . Tous les coefficients du polyndéme f (- x)
sont négatifs, donc f n'a pas de zéro dans cet intervalle ( cas trivial de la régle de

Descartes ) .
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On peut facilement préciser la position de la racine réelle & de f. On note par

exemple que

w

5

f(L)z;_L 15 1.3 ._.# 3 _,
Jz a2 4 2f2 2 2 afz 4 ’

ce qui montre que & est compris entre 1 /N2 et 1.

Comme f'(1)=31,la méthode de Newton, appliquée avec xo= 1 comme
point de départ, fournit 'approximation

X; = X0 - f(x0)/f'(x) =1-6/31=0,806...

En réappliquant deux fois la méthode de Newton avec 0,8 comme nouveau point de
départ, on trouve

£ = 0,766 .

La mesure de f vérifie
M(f) < (1+52+152+ 1+ 32+ 72)12=131012<17,61,
donc les racines complexes de f ont un module maximal < 4,2 ;en effet,si z est une
racine imaginaire de f, alors son conjugué complexe est aussi une racine de f et ona
M(f)>1zl2,
donc ici-

Izl < V17,61 < 42 .
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6. Le théoréme de Vincent .

THEOREME 5 .- (Vincent ) Soit f un polyndme 2 coefficients réels sans racines

multiples et soit une suite arbitraire  aj, ..., ay, ... d'entiers naturels > 0 . En

transformant le polynéme f(x) par les changements de variables successifs

1 .
X. = a + , 1i=0,1, ..., (avec x0=x),
1 1 x_l

1+

on aboutit, au bout d'un nombre fini d'étapes, a un polynéme dont la liste des
coefficients ne présente qu'un changement de signe au plus.
> On considere la fraction continue définie par la suite ay, ..., a, ... Soit o la
limite de cette fraction continue ; deux cas se présentent :
@) o n'est pas une racine de f,

(ii) ona f(@)=0.

Désignons par  p,/q, la k-ieme réduite du développement en fraction continue
défini par la suite ay, ..., a, ... Au boutde m changements de variables comme dans

I'énoncé, si la nouvelle variable est notée y ,on a

PnY u Pmi pm-] " Ay X
X = ——————— , ouencore y=- —
qmy+qm-] Pp-QmX

On sait que, pour tout k positif, on a

d'ol I'estimation
q,,(a-x) + O(/q )
q,(a-x) + O(l/q)

[ Comme référence sur les fractions continues, voir Hardy and Wright, chap.6 . ]
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Effectuons encore le changement de variable
qm—l u
I

etsoient F (y) le polyndme transformé de f par le changement de variable x — y et
respectivement G (u) le transformé de F par le changement de variable y — u.
Alors, les polynomes F et G ont le méme nombre de changements de signes dans la
liste de leurs coefficients.

11 résulte aussitdt de I'estimation précédente de y que les racines de G transformées
des racines de f autres que o sont arbitrairement proches de - 1 lorsque m est assez

grand.

Par conséquent, dans le cas (i), le polyndme G a des coefficients tous de méme
signe et le théoré¢me de Vincent est démontré.

Considérons maintenant le second cas. Soit ® laracinede G associéea o ,ona
p m-1

, donc w >1.

A1
P
am_ -
A une constante multiplicative pres, le polyndme G est de la forme
G =(u-0)(u+l+g)..(u+l+g,),
ou les g; sont arbitrairement petits pour m assez grand, n désignant le degré de f.
D'apres le iemme 1 ci-dessous, la suite quotients des coefficients consécutifs du
polyndme (u+ 1)n-1 est décroissante ; un calcul direct montre en fait qu'elle est
strictement décroissante. Il en est donc de méme, dés que m est assez grand, pour le
polyndme
(u+1l+g))...(u+l+g,q) .
Enfin, une nouvelle application du lemme 1 montre que la liste des coefficients du

polyndme G posseéde exactement un changement de signe et le théoréme est démontré.<
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LEMME 1. - Soit
f(x) = agx™ + a;x™l + . + a,

un polyndme a coefficients réels strictement positifs.

Les deux propriétés suivantes ont lieu

1°) Si toutes les racines de f sont réelles, alors la suite des quotients a;,;/a; est
décroissante.

2°) Si la suite des quotients a;,;/a; est décroissante, alors pour tout ;éel E>0 la
liste des coefficients du polyndme (x-&)f(x) possede exactement un changement de

signe.

> Supposons d'abord que f ait toutes ses racines réelles ; puisque f est 2
coefficients positifs, ces racines sont négatives. Soit & un nombre réel positif
quelconque. Comme le polyndme (x - ) f(x) a toutes ses racines réelles dont une
seule positive, la proposition 7 montre que la liste de ses coefficients posseéde
exactement un changement de signe. Autrement dit, pour tout £ > 0, il existe un indice j
tel que

i<j = a,1-&a;20 et i>j = a,;-&a;,<0 (ot a;=0),
ce qui montre bien que la suite des quotients a;,1/ a; est décroissante. D'ou la premiére

assertion,

Supposons maintenant que la suite des quotients a;,;/ a; soit décroissante. Alors,
pour tout nombre réel & >0, il existe un indice j tel que
i<j= a,;-Ea;20 et i>j = a,;-£3,<0 (o a,=0),
ce qui montre bien que la suite des coefficients du polynéme ( x - & ) f (x) posséde

exactement un changement de signe. Ce qui démontre la seconde propriété. <
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Vincent propose la méthode suivante pour la séparation des racines réelles d'un
polyndme f a coefficients réels et sans racines multiples.

1°) On détermine deux entiers positifs L et L' tels que toutes les racines réelles de f
soient comprises entre -L' et L.

Pour simplifier les notations, on se limitera a la séparation des racines positives. En
considérant le polynéme f (- x) , on peut d'ailleurs toujours se limiter a la recherche des
racines réelles positives.

2°) Soient alors deux entiers a et a' avec O<a<a <L.On sait, dapres le
théoreme de Budan - Fourier, que le polyndbme f ne peut avoir une racine dans
lintervalle [a,a'] quesilona v(a)>v(a") ou —rappelons-le — la notation v (x)
désigne le nombre de changements de signes dans la suite f(x), f '(x), f'(x), ..., f (M(x),
etou n estle degré du polyndme f.

Pour simplifier , on dira que v (x) est la variation de f au point x et, lorsqu'il sera
utile de préciser quel est le polyndme considéré, cette variation sera notée v (f; x).

Si on suppose que a'=a+1,etquelona v (a)>v(a"),onpose
1
%

X =a +

]

d'ot un polyndme f; en x; tel que les racines de f appartenant a l'intervalle [ a, a+1]
correspondent aux racines > 1 de f;. Si r est le nombre de ces racines, on a donc
r<v(f;; D .

On cherche ensuite a séparer les racines > 1 du polyndme f; , ceci en appliquant le
méme procédé ... et ainsi de suite.

De cette maniére, on trouve le début du développement en fraction continue de chacune
des racines réelles de f. Et, grice au théoreme de Vincent, on peut supposer que tous
ces calculs ont été poussés jusqu'a ce que, pour chacune des racines réelles du polyndme
f, on soit parvenu a un polyndme wransformé qui posséde exactement une seule variation

de signe.
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3°) Pour une certaine racine réelle de f, désignons par g le demier polyndme
transformé de f calculé et par y la variablede g.

On suppose que la variation de g est égale 8 1 et que 'on a trouvé une valeur
approchée v telle que l'unique racine >0 de g soitégalea y+h,avec 0<h<e<1.
D'apres le théoréme de Budan-Fourier,ona v(g;y)=1.

On supposera aussi, ce qui est toujours possible, que le coefficient dominant de g est
positif.

On impose enfin la condition supplémentaire

gm>0,
qui est vérifiée pour h assez petit puisque 1'on a

E=y-g@/gh) avec <& etdonc g(y)<0.

Les conditions v(g;y)=1 et g'(y)>0 impliquent
gi) 20 pour i=1,2,..,n,
et le développement de Taylor de g (y+h) montre que I'on a

E<y-gm/gw .

Enfin, un calcul d'erreur classique conduit ici a la minoration
g 1 g'(v+e) 62
gm 2 ogm

E>7-

Ce qui permet de trouver rapidement une bonne valeur approchée pour & et par
conséquent, grice au calcul de x en fonction de y effectué au cours de la preuve du

théoreme de Vincent, une bonne valeur approchée pour la racine o de f considérée.



Polyndmes a coefficients réels 219

Prenons un exemple tiré de l'article original de Vincent, et étudié auparavant par
Lagrange, a savoir

fx)=x3-7x+17.

1-¢r pas : On détermine une borne L pour les racines positives. On peut noter que
x22 = f'x)=3x2-7 >0,
ce qui prouve que
x22 = fx)2f(2)=1,

et donc que L =2 convient.

2-i%me pas : On calcule les f@(x) . On a le tableau suivant

X f(x) f'(x) f'x)/2  £O(x)/6

0 7 -7 0 1
1 1 -4 3 1
2 1 5 6 1

Ce qui montre que les racines réelles positives sont dans l'intervalle ]1,2[ (et
fournit une autre démonstration du fait que la valeur L =2 est correcte ) , et que cet
intervalle contient zéro ou deux racines.

On transforme donc 'équation par x = 1 + x;°1, d'ou le polynéme

f] = x3-4x2+3x%x;+1,

lu directement sur le tableau précédent.
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On calcule un tableau analogue au précédent :

X1 fi(x)) f'(x))  £,"x/2 £,6Xx;)/6

1 1 -2 -1 1
2 -1 -1 2 1
3 1 6 5 1

Ce tableau montre que f; a une racine entre 1 et 2 et une autre entre 2 et 3.

Ce qui conduit 2 faire le premier changement de variable x;=1+x,1 ,d'olle

polyndme
f2 = X23—2X22-XZ+1,

et le nouveau tableau

x;  flx) f(x)  £H"(x/2 £,0(xy)/6

1 1 20 1 V1
2 1 3 4 1
3 7 14 7 1

qui montre que le polyndme f, a exactement une racine comprise entre 2 et 3. Le
changement de variable x,=2+y-! donne le polyndme

gy =y?-3y2-4y-1,
dont les coefficients ne comportent qu'une seule variation de signe, située entre le
premier et le second terme, comme souhaité. Donc le polyndme g posséde une, et une
seule racine positive 3, qui est comprise entre 4 et 5 (puisque l'ona g(4)=-1<0

mais g(5)>0).
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11 faut aussi effectuer le changement de variable x; =2+ z-! qui conduit au
polyndome
h@ =x3+x2-2z-1,
lu sur le second tableau, polyndme dont les coefficients ne comportent qu'une seule
variation de signe. Donc le polyndme h posséde une, et une seule racine positive f3',

qui est comprise entre 1 et 2 (puisquel'ona h(l)=-1et h(2)=7).

Maintenant nous allons estimer 3 et ' avec un peu plus de précision. Une premiére
application de la formule de Newton foumit les valeurs
B=4+1/20 = 4,05
et
B'=1+1/3 = 1,33,
la précision pour la premieére valeur étant vraisemblablement meilleure que celle de la

seconde.

Soient a et o' lesracines de f associées respectivementa 3 eta f3'. Pour avoir
une meilleure précision relative 3 o , il est préférable de transformer une nouvelle fois le
polyndme f. Sachant la racine positive de h est comprise entre 1 et 2, on prend pour
nouvelle variable t définie par z=1+t-1 doi le polyndme

k@®=t3-3t2-4¢-1,

qui n'est autre que le polyndme g (t) déja rencontré plus haut.
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Revenons au polyndme f. On a les formules

1
a=1+ 1 :
1+
2+[3'1
et
1 1
o =1+ =1+
2+p"! 241
1+B"

D'ou les encadrements

£<a<2l- et -2—3—<a‘<l2
16 13 17 14

et les valeurs approchées

=1,6920 et o'= 1,3569 .

D'autres stratégies sont possibles 2 la place de celle de Vincent : )

- Uspensky ( Theory of equations , McGraw-Hill, New York, 1948 )
propose d'utiliser les seules transformations x=1+y et x=(1+2z)-1,cequi
permet de séparer les zéros positifs de f comprisentre 0 et 1 de ceux >1,le méme
procédé est ensuite appliqué aux polyndmes transformés ; ce qui semble a priori moins
efficace que la procédure de Vincent ,

- Collins et Akritas ( cf. Collins et Loos , in Computer Algebra , Ed.
Buchberger, Collins et Loos, Springer-Verlag, Wien, 1982 ) proposent eux une
technique de dichotomie pour séparer les racines, essentiellement entre celles de
l'intervalle [0,L /2] etcelles de l'intervalle [L/2,L] etainsi de suite ... ; ce qui

permet d'économiser des opérations. Voir l'article cité pour une analyse précise.
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S. Equations dont les racines ont une partie réelle négative .

Cette question est liée a la stabilité des systémes mécaniques, elle a été posée par

Maxwell, traitée d'abord par Routh et résolue par Hurwitz, son résultat est le suivant.

THEOREME 6 . — Considérons un polyndme a coefficients réels
f(x) = pp+p; X+..+pyx", avec pp>0,p,#0.
Alors toutes les racines de f ontune partie réelle négative si, et seulement si, on a les

inégalités suivantes

D.=| ~..0...... >0 pour i=1,2,..,n,

ol I'on a posé pj=0 si j<O ou j>n.

> Nous suivrons la démonstration donnée par 1. Schur. On raisonne par récurrence
sur le degré n du polyndéme f.
Si n estégala 1 alors f(x) =py+p; x et D;=p; donc le théoreme est vrai.

Pour traiter le cas général, le lemme suivant sera utile.

LEMME 2 .- Si f est un polyndme a coefficients réels qui n'a que des racines
dont la partie réelle est < 0, alors pour tout nombre complexe z on a

signe (1) 1-1f(-2)1) = signe (Re (2)).

> On peut se limiter au cas ou la partie réelle de z est positive , on écrit donc z sous
laforme z=a+ib,avec a et b réelset a=0.

Soit o un nombre complexe quelconque, aa=PB+iy , P et v réelset B<O0.



224 Mathématiques pour le calcul formel

On a alors la relation

H(z-a)(z-a)1® = (a-B) +2(a-BY(b2+yH)+ (b2 -y

Par le changement de z en -z la quantité qui figure au membre de droite reste
invariante si a est nul et diminue pour a>0.
Le lemme en résulte en appliquant cette remarque pour chacune des racines du

polyndme f. <

Revenons 2 la démonstration du théoréme. Nous allons construire un polyndme y de
degré < n dont les racines ont toutes une partie réelle négative si, et seulement si, il en
est de méme pour f. On pourra ensuite raisonner par récurrence sur le degré. On définit
le polynéme W parla formule

W =Pop1+®(PPy-PoP3) X+PoP3X2+®(PrPy-PoPs)x3+..
d'ou la relation
2xy=A(x)f(x) -B(x)f(-x)
avec
AX=(py(1-0/x)+p o) et BE=(p(l-0/x)-po).
On vérifie que y est un polyndme de degré n-1. Etona l'implication
(po>0,p;>0,0>0,ze C*, Re(w/z)<1) =A@ I>IB@)I.

Si me ]0,1[ estassez petit, pour toute racine & de W,ona Re (w/&)<1;en

raison du lemme 2 et de l'implication ci-dessus. D'ou les conséquences suivantes
V(E)=0= AQ)fE=BEf(-§ avec IAEI>IBEI,

etdonc Re (§) <0, du fait que toutes les racines de f ont une partie réelle négative.
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Inversement, on vérifie que
2pgp1 O F(x) = x ACx)Y(x) - xBX)y(-x) .
Soit o une racine de f de partie réelle >0, alors on a
AGCo)y () = By (-0),
et,si a-!=B+iy,avec P20,
ACa)=py(1+Bw +iyo)+p o,
B(@) =py(1-Po-iyo)-po,
de sorte que
[AGCa)i2-1B(@I2=4wp?B+4pyp >0,
etdonc
IAGa)!I>IB ()]
et finalement l'inégalité
ly(@! >Ty@Ea)l;
ce qui, d'apres le lemme, est impossible lorsque toutes les racines & de y ont toutes

une partie réelle <0 .

On peut donc appliquer I'hypothése de récurrence au polyndme y .

Pour conclure, on vérifie que les déterminants associés a y sont

A= @(pp2-pop3) = ®Dy,

A2 = @py ((p1P2-PoP3)P3 - (P1Pa-PoPs)P1) = ®poD3,
et, plus généralement, que le déterminant Ay est de la forme

A = A Dy,

ot le facteur Ay est >0. <

M. MIGNOTTE — 8
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Exercices

1. Démontrer la regle de Descartes en raisonnant par récurrence sur le degré n du
polyndome f et en considérant la dérivée de f.

[Si n<1,lerésultat est évident. Si n> 1 etsi f = a, X"+a, X"+ .. +ay,
avec aga, # 0, on peut écrire f'=na, X ™1+ (n-1) 3, X2+ .. +qaq X1,
avec ag# 0. Par hypothése de récurrence, le nombre r' de z€ros positifs de f' est de
la forme v'-2m', me N.

Si f' n'a pas de zéro positif alors, d'une part v' est pair et d'autre part r=0 ou 1
selon que le produit a,a; est positif ou négatif ...

Si f' a au moins un zéro positif, utiliser en particulier le théoréme de Rolle sur

l'intervalle [0,c],ou c estle plus petit zéro >0 de f'...]

2. Le but de cet exercice consiste d'abord a démontrer le lemme suivant, di a Segner :

si on désigne par V (P) le nombre de changements de signe de la suite des
coefficients d'un polyndme unitaire réel P, alors, pour tout réel ¢ > 0, le nombre de
changements de signe de la suite des coefficients du polyndme Q (X)=(X-c) P (X)
estdelaforme V(P)+1+2m , me N .

[Onpose P = Xn+a; X™1+ .+a, .Soit V=V(P) etsoient iy, .., 1y les
indices ou les coefficients de P changent de signe, si bien que

signe (a,) = (-1)J pour h = ij et signe (a,) = (-1)i ou 0 pour h= ij+1, ...,ij+1 .

Onéerit QX)=Xml4+b Xn+. +b Xntl-k+ +b, X-cay. Alors, on ales

relations by =ay-cay; ,etdonc signe (b,) =(-1)J pour h= i ..

En déduire une autre démonstration de la regle de Descartes.
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3. Soit f = X"M+a,; X" 1+ .. +ay un polyndme unitaire a coefficients réels
positifs ou nuls et majorés par M . Démontrer l'implication suivante

ze C et f2)=0 = Re(z)<0 ou 1 <(1T+N(144M) ) /2 .

[ Pour Re(z) > 0, démontrer la propriété suivante
n-2

|1+a?7:‘121 et Izl>%(l+/1+4M Yo Xla <

k=0

Conclure en considérant la quantité 1z-nf(z) 1. ]

4. Soit f un polyndme a coefficients réels, on considére le polyndme
F(x)=xf'x)+af(x),
ot a est un réel quelconque. Soit r+ le nombre de racines >0 de f —comptées avec
leurs multiplicités — on veut montrer que le nombre de racines réelles >0 de F est au
moins égala r+-1 (théoréeme di a de Gua).
1°) Soient b, , ..., b les racines >0 de f, avec b; <..<bg . Lamultiplicit¢ de
chaque b; étant égale & r;, le nombre de racines >0 de f est r*+ = rj+ ... +715.
Démontrer que, pour 1; > 1, b; est une racine de multiplicité r;-1 de F.
2°) Démontrer que F a une racine dans chaque intervalle ]b;, b, [.
[ On pourra démontrer d'abord les faits suivants :
xf(x)/f'(xX) > +o0 si x 5 b+,
xf(x)/f'(x) > —e si x > by- ,

f ne change pas de signe sur l'intervalle ]b;, b, [. ]
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3°) En déduire que le nombre de racines réelles > 0 du polyndme F est au moins

égala r+-1.

4°) Démontrer que l'on peut déduire la régle de Descartes du théoreme de de Gua.

[ On pourra procéder ainsi . Soit f un polyndme a coefficients réels et soit V le
nombre de variations de signes de ses coefficients et soit r+ le nombre de ses racines
strictement positives. On veut démontrer que 'ona V=r* +2m,ol me N.

On raisonne par récurrence sur V. Si V =0, la régle de Descartes est évidente : r+
est nul. Si V>0, etsi le premier changement de signe a lieuentre les coefficients des
termes x"-i et x"-J , considérer le polyndme

F(x) = xf(x) - af(x) ou a=n-(i+j)/2.

Démontrer que le nombre de changements de signe de F est V-1.

En déduire la majoration r+ <V .

Démontrer enfin que r* et V ont méme parité. ]

5°) Soit r- le nombre de racines <0 de f.Démontrer que le nombre de racines

négatives de F est au moins égald r--1.

6°) Soit ry l'ordre de f en zéro. Démontrer que F est d'ordre au moins ry en zéro.

7°) Soit r le nombre de racines réelles de f. Démontrer que le nombre de racines
réelles de F est aumoins égala r-2 .
Démontrer que ce nombre est exactement r -2 dans le cas du polyndme f=x3-x

pour a=-2.



Polynémes a coefficients réels 229

8°) Dans cette question, on suppose que toutes les racines de f sont réelles et on

désigne par n ledegréde f,n2>1.
(i) Démontrer que les racines de F sont toutes réelles pour a> 0.
[ Supposons que f posseéde au moins une racine >0 et soit by la plus petite.
Pour €> 0 assez petit, démontrer que les nombres f(€) et F (€) sont de
méme signe tandis que les nombres f(b; -€) et F(b; - €) sont de signe
contraire. En déduire que F possede une racine dans l'intervalle ] 0,b; [ .
Conclure ... ]

(ii) Démontrer que les racines de F sont toutes réelles pour a<-n.

5. Démontrer qu'un polyndme a coefficients réels possede au moins deux racines

imaginaires dans 1'un ou l'autre des trois cas suivants :
() il existe deux indices i et j tels que i<j- 1, pour lesquels les
coefficients a; et a; soient non nuls et de méme signe tandis que les ay,
sontnuls pour i<k<j;
(i) il existe deux indices i et j tels que i<j -2, pour lesquels les
coefficients a; et a; soient non nuls et de signes contraires
tandis que les a, sont nuls pour i<k<j ;
(iii)  le polyndme posséde trois coefficients successifs qui sont en

progression géométrique.

6. ( Euler) Si les racines du polyndme f (x) = a, x™ + ... + a3 sont toutes réelles,
alorson a

a2 > a7, pour i=1,2,..,n.
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7. Le but de cet exercice est de démontrer le théoréme suivant di a M. Riesz : Soit
un polyndme a coefficients réels, dont toutes les racines sont réelles et simples et soit d
le minimum des distances entre deux racines de f. Alors f'a toutes ses racines réelles

et simples, de plus deux quelconques d'entre elles sont & une distance > d.

La démonstration suggérée ici est celle de A. Stoyanoff, Sur un théoréme de M.
Marcel Riesz, Nouvelles Annales de Mathématique, (6) , t. 1, 1926, p. 97-99 .

Considérons donc un polyndme f comme dans I'énoncé.

1°) Démontrer que les racines du polyndme dérivé f' sont toutes réelles et simples et
que si Xy, ..., X, sont les racines de f et yq,.., Yy, cellesde f', rangées dans
l'ordre croissant, alors ona Xy <y; < X3 <Yy <...<Xp1<Yn1<X,.

[ Penser au théoréme de Rolle ! ] .

2°) Soit k un indice tel que la différence y,,; - yx soit minimale. On veut montrer
que 'on a l'inégalité

(M Yie1 - Yk > d.

Montrer que l'on peut supposer que l'on a y, +d > x,,; , autrement dit que les

points y, +d et y,,;, appartiennent tous deux a l'intervalle ] X,,q, Xy42 [ -

Montrer que la fonction F (x) = f'(x)/f (x) est strictement décroissante dans cet
intervalle et vérifie F (y,,)=0.

[ Noter la relation

n

F(x) = Z x}x. ]

j=1 J
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En déduire que I'inégalité (i) estvraiesiona F(y,+d)>0.

Démontrer cette demiére inégalité. [ On pourra noter que

- 1 1
F(y +d) = F(y, +d)-F(y,) = 2 ( y +d-x  y -x
j=1 ] )
n-1

k

_ 1 , +2 T ’
Y +d-x X =Y, = (yk-xj)(yk+d—xj+l)

et vérifier que cette derniere somme est formée de termes > 0, non tous nuls. |

8. Soient ay, ..., a, des nombres réels donnés. On considére le polyndme
f(X)=(X+a;)..(X+a,),
et on pose
n o i
F(X) = 2:) n (7) X'
de sorte que
Z a,a,..a
(i)

ou la somme est étendue a tous les produits de i termes extraits de ay, ..., a, .

p0=1 , et p.= pour 1<i<n,

1°) Soit s un entier =1 . Démontrer la formule
) n-s .
f(X) =n (n-1) ..(n-s+1) ( X"+ ( K )pk X" P, )

2°) Supposons désormais que les points a; sont deux a deux distincts. Démontrer que
le polyndme f() a toutes ses racines réelles et deux 2 deux distinctes.
Soit k un entier compris entre 0 et n, en déduire qu'il en est d¢ méme pour le

polyndme

k+1 k+1 k k+1 k-1
pk+lY +( l)ka +(2)pk—lY + ... +1.
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3°) Montrer que le polyndme
Peet Y2+ 2P Y + Py
possede deux racines rﬁelles distinctes . [ Dériver k - 1 fois le polyndme précédent ... ]
4°) En déduire l'inégalité
Pi? > P Pks1 -
5°) On suppose en outre que les a; sont tous positifs. Démontrer la suite d'inégalités
pal/n < < p3l/3 < pl/2 <p; ;
d'ou, en particulier, l'inégalité entre moyenne arithmétique et moyenne géométrique :

(a;...a,)!/n < (a;+..+2a,)/n .

9. On s'intéresse au nombre r de racines réelles distinctes d'un trindme a coefficients
réels

f(x)=x"+px™+ q.

1°) On suppose n impair. Démontrer que, par un changement de variable simple, on
peut supposer m impair. Lorsque tel est le cas, démontrer que r est égal & un ou trois

et que f possede trois racines distinctes si, et seulement si, on a

n n-m
(T + ) <0

Qu'obtient-on quand n vaut trois ?

2°) On suppose maintenant n pair.
Démontrer que, par un changement de variable simple, on peut se ramener 2 1'un ou
l'autre des deux cas suivants :

(i) m estimpairetona p>0, i) m est pair .
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On désigne par s le signe de l'expression

mq ("™ mp "
(n-m ) (T )

desorteque s€ {0,x1 }.Démontrer que, le nombre r est donné par les formules
suivantes

r=1-s danslecas () ,
et

2(1-s) danslecas (ii).

-
Il

10. Démontrer qu'un polyndme de degré n a coefficients réels a toutes ses racines
réelles si, et seulement si, la suite de Sturm associée a ce polyndme est constituée de n
polynémes dont les coefficients dominants ont tous le méme signe.

Qu'en résulte-t-il pour le polyndme x3+px+q ?

11. On considére une suite fy, f;,...,fs de polyndmes 2 coefficients réels qui
vérifient les conditions suivantes
@) on ne peut avoir simultanément f;(c)=f;,;(c)=0 avec 0<i<s et c
réel,
@) si c estunréeltel que f;(c)=0,avec 0<i<s,alorsona
fi1(0) fi11(©) <0,

(i) f, ne s'annule pas .

On suppose que f=f est un polynome de degré n.Démontrer que si la relation
V(f07f1 1-~-,f5;_°°) - V(f07f1 7---’f|;+°°) =n

alieu alors f a toutes ses racines réelles et distinctes.
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[2. Le but de cet exercice est de démontrer la regle de Laguerre, qui permet de
majorer les racines réelles d'un polyndme a cocefficients réels.Soit
f(x)=apgx™+a; x"+ . +a,
un polyndéme a coefficients réels de degré égal 3 n . On pose

f()zll() 5 f1=xf(,+u1 v---’fiz’(fi»l-*'ui ,...,fn=an_1+il" =f .

1°) Démontrer que, pour tout nombre réel ¢, on a la relation

fi(X)z(X‘C) (f()(C)Xi'l'f'...‘f'fi,l(C)) + fi(c) .

2°) En supposant que I'ona f,(¢) >0 pour i=0,1,..,n,démontrer que le

polyndme f vérifie f(x)>0 pour x>c.

3°) Démontrer I'implication

(fi(©)20 pour 0<i<k) = (f,(¢)20 pour 0<i<k si ¢'2c¢).

4°) En déduire que la procédure suivante permet de trouver un nombre réel c tel que
lonait f;(c)=0 pour i=0,1,..,n.
) prendre ¢ telque f;(c)>0,
(i)  soit k le plus petit entier qui vérifie k = n+1 ou bien les deux
conditions k<n et f (c)<0,
(iii)  si k<n alors remplacer ¢ par un nombre ¢'> ¢ tel que f,(c') =0
et retourner en (ii) ,

(iv) ici, ¢ convient .
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13. Le butde cet exercice est de démontrer le théoréme suivant, di a Jensen :

- soit f un polyndme a coefficients réels et soit U l'union des disques fermés ayant
pour diameétres les segments joignant deux racines imaginaires conjuguées de f, alors

toute racine imaginaire du polyndme f' appartient a 'ensemble U.

[ Développer en éléments simples la fraction rationnelle f'(z)/f(z) et utiliser les

faits suivants : lorsque u est une racine de f et z un point complexe extérieur a U,

)}

z-u

signe { Im (ﬁ +

14. Démontrer le corollaire de la proposition 7 en utilisant seulement le théoré¢me de

Rolle.

15. Soit f un polyndme de degré n a coefficients réels. Pour x réel, onnote v (x)
le nombre de changements de signes de le suite des valeurs f® (x) pour i variant de

0 a n. On suppose que f a toutes ses racines réelles.

Démontrer que pour a et b réels, avec a < b, non racines de f,le nombre de

racines réelles de f comprises entre a et b estexactement v(a)-v(b).
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16. Démontrer le théoréme suivant di a Laguerre :

- Soit f (lx) =3y x"+..+a,,un polyndme a coefficients réels. Pour x réel on
pose

fo(x) = ag, f1(x) = x fo(x) + ay, ..., f;(x) = x fi.1(X) + a; , ..., f,(x) = x f.1(x) + a,,
et on désigne par v (x) le nombre de changements de signes de le suite des valeurs des
nombres f;(x) pour i variantde 0 a n.

Soient a et bdeux réels, 0 <a <b, qui ne sont pas des racines de f . Alors le
nombre r de racines de f comprises entre a et b estde la forme

r=v@ -v®d -2m, ol me N .
Généraliser ce résultat aux fonctions de la forme

R G
.F(x):a]x + ... +ax o,

ou les exposants sont des nombres réels quelconques.

17. Détermner, suivant les valeurs du parametre réel a, le nombre de racines réelles

du polyndme X4 -3X2 +2X + a.

18. Démontrer la " régle de Sturm " : soit a unréel >0 tel que la suite des
coefficients du polynéme (x-a)f(x) admette 2 k+ 1 changements de signe de plus
que celle des coefficients du polyndme réel f (x) , alors f posséde au moins 2 k
racines imaginaires .

[ Soient p le nombre de racines positives de f,et q celui des racines négatives et
enfin soit v le nombre de changements de signes de la suite des coefficients du

polyndme f ; démontrer les inégalités p<v et q+v+2k+1<n+1.]
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19. Soit f(X) =g X" + ... + ¢, , un polyndme a coefficients complexes. On pose
oy = 3 +i bj ,ou aj et bj_sontréels ,j=0,1,..,n,
et
P(X)=aX"+...+3a,, Q(X)=byXn+..+b, .

On suppose que tous les zéros de f ont une partie imaginaire > 0 . Démontrer alors
que les zéros des polyndmes P et Q sont réels. [ Soient z,,...,z, les racines de f
etsoit z unzérode P oude Q, démontrer la reIatio-n

lz-z)1 .. lz-2 1 =lz-z/1 .. lz-z]|.

20. Soient m un entier strictement positif, n unentier =2, n nombres réels non
nuls ap, ..., a, et une suite strictement croissanée de n nombres réels X, , ..., X, -
Démontrer que le nombre r de racines réelles du polyndme

f(x) =a;(x-x)m + ...+, (x-x)™
estde forme v-2k,ou ke N et v désigne le nombre de changements de signe de la

suite a;,a,,..,a,,(-1)ma, . [ Considérer la dérivée de f (x) (x - x,)-m.]

21. Soient P et Q deux polyndmes a coefficients réels, sans racines communes et
vérifiant deg(P)-1<deg(Q) <deg(P) .
1°) Démontrer I'équivalence entre les deux propriétés suivantes :
@ les polyndmes P et Q ont toutes leurs racines réelles et ces racines sont

intercalées ( c'est a dire quesi x, ..., X, sontles racines de P et si

P
Y1 s Yq SONt cellesde Q alorsona. x;<y; <Xx,<..)
(ii)  Pour tout couple de nombresréels a et b non tous deux nuls, le
polyndme F (x)=a P (x) + b Q (x) n'aque des racines réelles.
[ (i) = (i) : Noterquelon a F(x,)=bQ(x,) etqueles Q(x,) changent de

signe quand k augmente d'une unité. En déduire que F posséde au moins p - 1

racines réelles. Conclure.
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(i) = (i) : Démontrer d'abord que, pour z imaginaire, le quotient h(z) = P(2)/Q(z)
est aussi imaginaire ( sinon F aurait une racine imaginaire ). En déduire, d'une part que
la partie imaginaire de h (z) conserve un signe constant dans tout domaine ot celle de z
conserve aussi un signe constant et, d'autre part que P et Q ont toutes leurs racines
réelles. Démontrer que tous les résidus de h (z) doivent étre de méme signe. Démontrer
enfin que si y et y' sont deux racines consécutives de Q alors h(y+) et h (y'-)

sont de signes contraires, donc que P ( x) change de signe entre y et y". |

2°) En déduire que si f et g sont deux polyndmes ayant toutes leurs racines réelles et
intercalées alors il en est de méme pour leurs dérivées .

| Considérer F(x)=af(x)+bf(x) etsadérivée ... |

Donner une autre démonstration du théoréme de Riesz ( voir exercice 7 ) en
procédant comme suit : si d désigne la distance minimale entre deux racines distinctes
de fetsi h<d alors f(x) et f(x+h) ontleursracines réelles et intercalées, puis

considérer f'( x) et f'(x+h) etutiliser ce qui vient d'étre démontré.

22. Soit a un nombre réel et soit P un polyndme non constant a coefficients réels.
Démontrer que le polyndbme aP (x)+P'(x) n'apas plus de racines imaginaires que

le polyndme P lui-méme .

23. Soient &, ..., &, des nombres réels appartenant a un intervalle fermé [ o, f3 1.

Soit r le nombre de zéros réels > 3 du polyndme
f(x) =ag+a;(x-§)+a(x-&)(x-E)+..+a,(x-§)..(x-&)),

ol les a; sont des nombres réels.
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Démontrer qu'il existe un entier naturel m tel que I'on ait
r=v+-2m,
ou v* désigne le nombre de changements de signes de la suite ag, a;, ..., a, .
Démontrer aussi qu'il existe un entier naturel m' tel que l'on ait
r-=v--2m',
ou v- désigne le nombre de changements de signes de la suite agp, -a;,..., (-1)"a,

et r- le nombre de racines de f qui sont <o..

24. Démontrer la généralisation suivante, due & Hurwitz, du théoréme de Budan-
Fourier.

Soient a et b deux nombres réels, a<b.Soit f un polyndme qui ne s'annule ni
en a nien b,etsoit r un entier tel que f® , la dérivée r-itme de f, ne s'annule pas
non plusnien a nien b. Soit N, respectivement N, , le nombre de zéros ( comptés
avec leurs multiplicités ) de f, respectivement de f(9,surl'intervalle [a,b]. Alorsil
existe un entier m> 0 tel que

N-N,=v(a)-v(b)-2m,
ou v (x) désigne le nombre de changements de signes de la suite

(f(x)f(x),..fO(x)).

25. Soit f un polyndme 2 coefficients réels, de degré n, et soient a et b deux
nombres réels, a <b . On reprend les notations du théoréme de Budan - Fourier et on
suppose que l'on a

N=v(a)-v(b)-2m.
Démontrer que le polyndme f poss¢de au moins 2 m racines imaginaires.
[ Soit N; le nombre de racines <a et N, le nombre de racines > b . Avec des

notations évidentes,ona N+ N; +N,+2(m+m; +my)=n ... ]
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26. Démontrer la proposition suivante : Pour qu'un polyndome & coefficients réels de
degré n possede n racines réelles distinctes, il faut et il suffit que la suite de Sturm qui
lui est associée se compose de n+ 1 polyndmes ayant chacun un coefficient dominant
du méme signe que le coefficient dominant de ce polyndme.

Appliquer ce résultat au polyndme x3+px+q.

27. Soit f un polyndme a coefficients réels dont la dérivée ne s'annule pas sur un
certain intervalle I=[a,b|.
1°) Démontrer que la fonction
¢ =x-fx)/fK
est croissante ( respectivement décroissante ) dans tout sous-intervalle de I ou les
quantités f et f" ontle méme signe ( respectivement sont de signes contraires ) .
2°) On consideére la situation suivante, rencontrée lors du théoréme de Vincent, ou on
alesinégalités
f(a)<0, f®@) >0 pour i21 et f(b)>0.

Démontrer les inégalités
f (b) f (a)
Ty <5<t T

3°) On conserve les hypothéses de la question précédente et on pose
£(x)

L N G < <
TGy o & SxsP }

M:mux{

On considére la fonction
Y =0x - M(x-&)2.
Démontrer que la fonction y est décroissante sur I. En déduire les inégalités
f(b) 2
>b-—1 - M(x-
&> b - fs - M(x-8)

et

f(b) f"(b) 2
vy T Y
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28. A unpolyndme f a coefficients réels on associe le polyndme unitaire F dont les

racines sont les carrés des différences desracinesde f.

1°) Démontrer que F a toutes ses racines réelles et > 0 si, et seulement si, le

polyndme f a toutes ses racines réelles et distinctes.

2°) En déduire que f atoutes ses racines réelles et distinctes si, et seulement si, F a

tous ses coefficients non nuls et de signes contraires pour deux indices consécutifs

quelconques.

Appliquer ceci au polyndme x2+ax+b.

29. Démontrer que les seuls polyndomes A ,B,C e R [X] tels que
AZ(X) = X(B2(X) +C2(X))
sont les polyndmes nuls.

Qu'en est-il sur C [X]?



CHAPITRE VI

Polynomes sur un corps fini

1. Corps finis .

1. Résultats généraux .

Dans tout ce chapitre la lettre K désignera un corps fini ( commutatif, d'ailleurs tout
corps fini est commutatif : théoréme de Wedderbum ) .

L'unique morphisme de Z dans le corps K qui envoie I'entier lsﬁr I'é1ément unité
du corps K (aussi noté 1) n'est pas injectif, son noyau est de laforme mZ, m >1
( c'est un sous-groupe de Z , et on applique le corollaire du théoréme 2 du chapitre 1) .
D'ou une injection ¢@:Z/mZ — K ,ce qui montre que l'anneau Z/m Z est
intégre, donc que l'entier m est un nombre premier p . Le nombre p est appelé la
caractéristique du corps K.

Ainsi un corps fini de caractéristique p contient un sous-corps qui est isomorphe au
corps Z/pZ (limage ¢ (Z/pZ)).Llecorps Z/pZ seranoté F,.1I est
facile de vérifier que K aune structure d'espace vectoriel sur F, par conséquent - si
n est la dimension de cet espace vectoriel — le corps K possede p" éléments. .

Si K est un corps commutatif de caractéristique p etsi x et y sont deux éléments
quelconques de K, la formule du bindme de Newton, jointe au fait que les coefficients
du bindme C(p, k) sont divisibles par p pour k=1, 2, ..., p - 1, montre que I'on a

(x+y)P=xP+yP,

Si q est une puissance de p,q=p", il en résulte aussitot, par récurrence sur n,

que l'on a aussi

(x+y)d=x9+y4.
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Silecorps K posséde q éléments, 'ensemble K* des élémentsnon nuls de K est
un groupe de cardinal q - 1. D'aprés le théoreme de Lagrange ( chapitre 1), tout
élément de K* vérifie donc x4-1=1,etcomme 09=0,0na x9=x pour tout
élément x de K . Parconséquent, K est isomorphe au corps de décomposition du
polyndéme X4 - X audessus du corps F,. Si K et K' sontdeux corps finis de méme
cardina'.l q , alors ils sont isomorphes ; d'ou le fait qu'un corps 2 q éléments peut étre

noté Fq .

Inversement, si q désigne une puissance d'un nombre premier p ,etsi €, désigne
une cloture algébrique fixée du corps F, I'ensemble E des €léments de Qp qui
vérifient x 9=x constitue un sous-corps de €, : en effet,

x,y€e E = (xy)d=xy donc xye E,

xe Eet x20 = x~ e E,

Xx,y€EE = (x+y)3d=x9+y?=x+y donc x+ye E,

xe E = -xe E.
Enfin, I'ensemble E comporte q éléments puisque les racines du polyndme X4 -X
sont simples ( la dérivée de ce polyndme est égale 2 -1 ). Par conséquent E est un

corps possédant q €éléments. Autrement dit, Fg existe !

Enfin, en appliquant la proposition 3 du chapitre 2, on obtient le résultat suivant.

PROPOSITION 1. - Tout sous-groupe multiplicatif fini d'un corps commutatif

est cyclique. En particulier, le groupe multiplicatif Fg* est cyclique.

Résumons ce qui vient d'€tre démontré.
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THEOREME 1. - Tout corps K fini a un cardinal de la forme p™, n>1,o0u p
est un nombre premier égal a la caractéristique de K.

Inversement, si p est un nombre premier et n un entier = 1, il existe un corps fini,
et un seul a isomorphisme pres, de cardinal q=p™" ; on le note Fg.

Tout élément x de F, vérifie xd=x;deplus, si K est un corps dont F; estun
sous-corps, cette relation caractérise les éléments de F; parmi ceux de K. On a donc

x“-x:H(x-x).

xqu

2. Les opérations dans un corps fini .

Nous allons étudier les opérations arithmétiques dans le corps fini Fq . Si, du point de
vue mathématique, il n'existe essentiellement qu'un corps fini 3 q éléments, du point de
vue du calcul la situation est toute autre : il faut choisir une représentation des é1éments
du corps F, et la réalisation de ces opérations dépend beaucoup de la nature de cette
représentation. Une étude trés détaillée de cette importante question figure dans I'ouvrage
de E. R. Berlekamp, Algebraic Coding Theory , McGraw-Hill, New York, 1968.

Si q=p, lareprésentation de F, ne pose pas de probleme. Supposons q=p™",
avec n 2 2 . Pour simplifier, nous ne considérerons que les deux représentations
suivantes :

@) Fq est un Fp—espacc vectoriel de dimension n , on choisit une certaine

base {by, ..., by} de cet espace et on repére chaque €lément de Fg par

ses composantes sur cette base.

(i)  On prend un élément x de Fg* quiengendre ce groupe et tout €lément
non nul de Fy s'écrit dune maniere, et d'une seule, sous la forme x™,

avec 0<m<q-1.
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Dans la représentation (i) , 'addition s'effectue trés simplement composante par
composante, elle équivaut 3 n additions modulo p . Par contre, la représentation (ii) est
tres mal adaptée a 'addition. Il n'y a pas de loi simple permettant, pour h et k donnés
avec xh+xks0 ,dedéterminer un entier m telque x™ = xh+ xk Ilsemble a
priori_qu'on doive construire une table de q(q-1)/2 €léments ; toutefois, si par exemple
on a l'inégalit¢é k >h, on peut écrire xh+ xk= xh ( 1+ xk-h) et se limiter &

calculer une fois pour toutes la table des q éléments 1+ xJ pour j=0,1,..,q-2.

Le calcul de I'opposé se fait trés simplement dans les deux représentations. C'est clair
pour la premiere. Pour la seconde, on note que le probléeme ne se pose pas en
caractéristique deux, puisque dans ce cas -y =y, tandis que pour q impairon a

v x@D/2 = -1, (eneffet (x@D/2)2=1 ¢t x@D/2 21)

et donc,

si y=xk alors -y=xJ o j=k+(q1)/2 mod q-1.

Pour calculer le produit, la représentation (ii) est trés commode puisque
xh xk =xi o j=h+k mod g-1.

Par contre, le calcul du produit dans la représentation (i) exige la connaissance des
valeurs des produits by.b; . Ceci incite a choisir une base de l1a forme (1,z, ...,z n-1}
— autrement dit A& considérer l'isomorphisme Fq = FP[X] /(PX)) ou P estle
polyndme minimal de z sur le corps Fp (P estdedegré n si (1,2z,..,z"-1} est
une base ) — dans ce cas il suffit de calculer une fois pour toutes les représentations sur
cette base des puissances z",..,z2m"-2 ( on prouvera plus loin qu'un tel z existe ).
On est alors amené 2 effectuer au plus n 2 produits dans Fj, suivis d'au plus n2
additions. k

Le calcul de l'inverse est trivial dans la représentation (ii) : si y = x ¥ alors son

inverse y-1 estégala x4-1-k,
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Pour effectuer le calcul de y-1 dans le cas de la représentation (i) on peut utiliser la
relation y-1=yd-2 ce quine nécessite que O (Log q) produits. Comme nous
I'avons déja vu, cette méthode est aussi utilisable pour le corps F, .

Dans le cas de la représentation Fq = FP[X] / ( P(X) ) , on peut calculer l'inverse
grace a l'algorithme d’Euclide : en effet, si un élément x nonnulde Fy est représenté
par le polyndme A (z) et sion a calculé une relation de Bézout

AU+PV=1,

alors l'inverse de x est U (z) .

3. Détermination d'un élément primitif

Un €lément primitif x de Fg* est caractérisé par le fait qu'il ne vérifie aucune des
relations xT=1,ou r estun diviseur strict de q -1, ce qui équivaut a la condition
sl(g-1) et s premier = x(a-1)/sz 1,
Les ¢léments primitifs de Fg* sont exactement les racines du polynéme
Dg (X) = (X9°1-1)/S(X) ,

N

ou

SX) = p.g.c.d.(Xq'l-l, H (X"-1)).

rig-l1;1<r<gq-l

Le polyndme @, (X) estappelé le polynome cyclotomique d'ordre q-1.

Comme le groupe F* est cyclique et de cardinal g-1, il posséde exactement ¢(q-1)
générateurs, ainsi la proportion d'éléments primitifs dans F* est ¢(q-1)/(g-1) . On
démontre la minoration @ (n)/n 2c¢ (LogLogn)-1, ( voir exercice 1), d'ot le fait
qu'en prenant successivement k éléments au hasard dans I'ensemble Fq* jusqu'a ce

qu'on trouve un élément primitif on a presque toujours k = O ( LogLog n ) .
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4. Détermination de 7 tel que Fq = Fp[z] .

Nous savons déja qu'un élément z tel que Fq = Fp [z] vérifie zq-1=1, mais il
ne doit pas vérifier z4-1=1 ou q'=p4d ,d étant un diviseur strict de n : sinon il
appartient au sous-corps Fg. de F,.

Il en résulte que les éléments z cherchés sont exactement les racines du polyndome

P(X) =(Xa9-'-1)/R(X) ,

ol

d
R(X)Zp.g.c.d.(xq'l_l, H (Xp-l_l)).

din;l<d<n

De plus, chaque 7 est racine d'un polyndme de F,[X] irréductible et de degré n.
Ainsi, P (X) est égal au produit des polynémes de F, [X] irréductibles et de degré n.
Si Q désigne l'un quelconque de ces polyndmes, le corps Fg est isomorphe a I'anneau
quotient

F,[X]/(Q(X)).

Pour déterminer un de ces polyndmes, il suffit évidemment de factoriser le polyndme
P surle corps F, ; mais il est plus facile — lorsque q est assez petit — de procéder
comme suit : on effectue tous les produits possibles d'un polyndme de degré n' sur F,
par un polynéme de degré n - n' sur Fy, ,d'ou la liste des polyndmes réductibles de
degré n et le fait qu'un polyndbme Q est un polyndme quelconque de degré n qui
n'apparait pas dans cette liste.

Il est aussi possible de choisir un polyndme arbitraire de degré n et de tester s'il
divise P, si tel est le cas alors il est irréductible, sinon on essaie un autre polyndéme de
degré n . Comme nous le verrons bientdt, le nombre I, de polynémes de Fp [X]
irréductibles et de degré n est équivalenta pn/n , chacun des essais précédents a
donc une "chance" d'aboutir voisine de 1/n ; pour k essais consécutifs, la "chance"

d'échouer est voisine de (1-1/n)k  ona donc "en général" k=0(n).
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5. Un exemple : Fg .

Nous allons déterminer Fg , "le" corps a huit éléments. Si z est un élément
quelconque de Fg autre que 0 ou 1 (lesélémentsde F,),alors Fg=F,[z].Le
premier pas consiste a déterminer les polyndmes minimaux possibles pour z , c'est a
dire les polyndmes irréductibles de degré trois sur F,.

Le plus simple est de noter que les polyndmes de degré 1 ou 2 qui ne s'annulent pas
en z€ro sont

X+1,X2+1, X2+X +1
et donc que les polyndmes réductibles de degré trois qui ne s'annulent pas en zéro sont
X3+X2+X+1, X3+1;
ce qui montre que les polyndmes irréductibles de degré trois sont
PX)=X3+X+1 e QX)=X3+X2+1,
On vérifie d'ailleurs que
X3-X =X(X-DPX)QX).

Prenons par exemple pour z une racine du polyndme P (X) . L'application x — x2
laisse le polyndme P invariant mais permute ces racines. Les deux autres racines de P
sontdonc z2 et z4=z2+z (puisque z3+z+1=0).

La " table de multiplication " est donnée par

z24=22+z ,25=234+22=224+2z2+1 ,26 =23+ 22+z=22 +1.

Ona z7=1 et z engendre Fg* (comme tout élément de Fg* autre que 1,
puisque ce groupe est de cardinal premier ) . Le polyndme cyclotomique @ est égal &
D;(X) = X6+X5+X4+X3+X2+X+1,
etona

;X)) = PX)QX).
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2. Statistiques sur Fg[X] .

1. La fonction de Mgbius .

La fonction de Mobius est définie par la formule

nk

si n=p,..p, , k 20, p, entiers premiers distincts
pn) =
0 sinon.

Elle vérifie la propriété suivante

Eu(d)= {1 si n=1,

e 0 sinon .

Désignons en effet par S(n) le membre de gauche, si n=n'n" ol n' et n" sont

premiers entre eux on a alors

S(n'n") = 2 pud) = Z udda =

d!nn" d'ln* ; d"In"

2 H(d) p(d") = S’ S(n"),

d'ln' ; d"In"

ce qui prouve qu'il suffit de vérifier la formule lorsque n est une puissance d'un nombre

premier, auquel cas on a bien

S()=1 et S(pk)=1-1=0 pour k>1.

On en déduit la formule d'inversion de Mobius :

PROPOSITION 1 .- Si f et g sont deux fonctions définies sur N* , a valeurs

dans un groupe G commutatif ( dont la loi est notée additivement ) , et liées par la

relation ‘
fm =D, 8@,

alors =
g = D, L@ F/d) .

din
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> On aen effet

S @ o = D, @ D, gd) = Y, ) ed) = Y @) Y nd = g <

din dlin d'In/d d,d;dd'In d dlnMd’

COROLLAIRE . - Soit @, (X) € Z [X] le polyndme cyclotomique d'ordre n,

c'est a dire le polyndme minimal d'une racine primitive n - i¢me de l'unité, alors on a

@
® (X) = H (x™ . 1)

dln

> On prend pour G le groupe multiplicatif Z (X)*, et on utilise la relation

x"o1= [ (x™-1). <

dln
2. Calcul de I, .

Rappelons que I, désigne le nombre de polynémes irréductibles unitaires, de degré
égala n eta coefficients dans le corps F .

En regroupant les éléments de Fg» q'=q", selon leur degré sur Fp , on obtient :

q":Zdld.

dlin

Une application de la formule d'inversion de Mobius foumnit le résultat suivant.

PROPOSITION 2 .- Le nombre I, de polyndmes unitaires irréductibles de

degré n a coefficients dans le corps fini Fy est donné parla formule

_1 n/d
== n@aq™,

dlin

d'ou résulte 'encadrement q» -2q™2 < nl, < q" (inégalité stricte si n22).
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3. Nombre de polyndmes quadratfrei .

Le résultat est le suivant.

PROPOSITION 3 . - Le nombre de polyndmes unitaires quadratfrei sur Fg , de
degré d>2 estégala qd-qd-1.

> Nous ne donnons que le principe de la démonstration.

La fonction caractéristique des polyndmes unitaires sur Fy est égale a
1
1-qT °’

celle de leurs carrés est donc
1

1-q'I‘2

Du fait qu'un polyndme unitaire quelconque s'écrit de maniére unique comme produit
d'un polyndme unitaire quadratfrei et du carré d'un polyndme unitaire, la fonction

caractéristique des polyndmes unitaires et quadratfrei est égale a
-1

1 _ 1\ _1-qt’
T-qT ~\ 1-qT° T T1-qT

D'ou le résultat. <
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4. Etude du nombre de facteurs irréductibles d'un polyndme .

Les résultats de ce paragraphe sont extraits de l'article de M. Mignotte et J. L.

Nicolas , Statistiques sur F,(X] , Ann. de I'Inst. Henri Poincaré, v. XIX, n° 2, 1983,

pp. 113 -121. Mais ici les constantes sont calculées explicitement.

On désigne par E, l'ensemble des polyndmes unitaires de degré n appartenant a
I'anneau Fg[X].On adonc Card (E;)=q™. Siunpolynbme Fe E, admet la

décomposition en produit de facteurs irréductibles
a ay
F=P ..P ",
on pose ®(F) = k , autrement dit

®(F) = Z 1
PIF ;P irréductible

LEMME 1.- Soit T unnombreentier, 1 <T<n.Pour Fe E, on pose

o (F) = Z 1,
PIF;Pirr.;deg PST

ainsi wr (F) désigne le nombre de facteurs irréductibles distincts de F dont le degré

ne dépasse pas T (en particulier,si Fe E_ alors o, (F)=w(F) ).Ona

z or(F) = q"(LogT -c),avec -l<c<?25.

FeE,
> Ona
T T ‘
DIRACED VD LD D EED T
FeE, FeE PIF;degPST  i=1 PidegP=i FiPIF i=1

ou P désigne un polyndme unitaire irréductible et ou F parcourt E,, .
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D'apres la proposition 2, on a

1

I<=-(1—_--R.qi/2 avec OSR.SE.
1 1 1 1 1
Donc
T T
1 -i/2
2 o (F)=q" (ZT D RG") = a"(LogT - o),
FeE, i=1 i=1
T i _
ot ¢=LogT - 2—_- + Z R.q"/z.
1 1
i=1 i=1
1l est facile d'estimer ¢, on a d'une part
T
T

1
LogT < Z = < 1+LogT ( considérer l'intégrale J.Log tdt ),
i=1 1

et d'autre part
T

T i oo i
0<Z Rq "< 22 (1/;/(‘) < 22 (1/‘:2) =2 Log(1-(1N2)) < 2,456 .
i=1 1= 1 i=1

D'ou la conclusion. <

PROPOSITION 4 .- Avec les notations du lemme précédent, on a, pour tout
nombre entier T, 2 <T < n,

2
z (o (F) - LogT) < 2q"(1+LogT).
Fe E,

> Suivons la démonstration de Hardy and Wright_( An Introduction to the Theory of
Numbers , Oxford, at the Clarendon Press, 1960 ) pour la fonction ® relative aux

nombres entiers.
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La quantit¢ o1 (F) (g (F)-1) estle nombre de paires (P, Q) de polyndmes

irréductibles distincts telles P et Q divisent F (en comptant (P, Q)# (Q,P)).Ona

donc
0, (B (0 F) - 1) = z .
P#Q;degPQsST;PQIF
Ce qui implique
ZMHm,m-ns p3 > o
FeE, degP<T;degP.Qsn F;PQIF

SEI Ii iqun-i-j s qn ( ZIT) <qn(1+LogT)2_

La démonstration du lemme s'achéve en utilisant la formule
(or(F) - LogT)2= 0)[~(F)(0)1-(F):1)+(1 -2LogT)op(F)+(LogT)?2

ainsi que le lemme 1. <

COROLLAIRE . - ( Inégalité¢ de Tchebytcheff pour la fonction ® ) Pour tout

nombre entier n>3 et tout nombre réel A strictement positif on a 1'inégalité

Card { FEE ; 0(F) - Lognl 2A y Logn } <3 q" A%

> On applique la propositionavec T = n. <
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4. Factorisation d'un polyndme en produit de polyndmes quadratfrei .
Dans tout ce paragraphe, K est un corps quelconque, non nécessairement fini.
1. Définitions et généralités .

Soit K un corps commutatif quelconque et soit F un polyndme non nul a
coefficients dans K. On dit que F est quadratfrei si F ne posséde que des racines

simples dans tout corps contenant K.

Soit F' la dérivée du polyndme F et soit Q le p.g.c.d. unitairede F etde F'.

Si ce p.g.cd. est égal & 1, larelation de Bézout entre F et F'
UF+VF'=1

montre que F et F' n'ont pas de racines communes et donc que F n'a que des racines
simples, autrement dit que F est quadratfrei.

Inversement, si F n'est pas quadratfrei et admet, dans un certain corps contenant L,
la décomposition
1 €

P

F=?\.P] P,

ol les P; sont des polyndmes sur L, unitaires, de degré un et deux a deux distincts,

avec e; >2 , alorsladérivée F' estdelaforme
, e, ck~1
F'= KPI Pk R,
et

€x ..
.. P divise Q,

donc P, divise Q,ainsi F et F' ne sont pas premiers entre eux.
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Le polyndme R est en fait donné par la formule
k
R = 2 eP,..P_ P _.P_,

i=1

et F/Q divise P;... P, c'est donc un polyndme quadratfrei.

Nous avons donc démontré le résultat suivant.

PROPOSITION 5 .- Soit F un polyndme non constant, a coefficients dans un
corps K. Alors F est quadratfrei si, et seulement si, il est premier avec sa dérivée.

De plus, le polynéme F /p.g.cd.(F,F") est toujours quadratfrei, et si, d'une
part, la dérivée F' est non nulle et d'autre parton a p.g.cd. (F,F')# 1 alors ce

polyndme est un diviseur non trivial de F.

2. Cas de la caractéristique zéro .

Lorsque K est de caractéristique zéro, l'expression précédente de R montre

qu'aucun des polyndmes P; ne divise le polyndme R.

Dans ce cas, on a les relations

e, -1 e -1

et
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3. Cas de la caractéristique non nulle .

Supposons maintenant K de caractéristique p . L'expression du facteur R montre

qu'un des polyndmes P; divise R si, et seulement si, I'entier p divise l'exposant e; .

Si p nedivise pas tous les exposants ¢;, il divise par exemple les premiers exposants
ey, ..., e, mais ne divise pas ep,q, ..., ¢, ,avec 0<h<k,alors F' n'est pas nul et
le polyndme Q vaut
e Cher - ! e-1

P

€
1
Q=P . P P P

ce qui montre que l'on a

F/Q=Ph+| Pk'

Le cas ou p divise tous les exposants e; se produit si, et seulement si, la dérivée F'
du polynéme F est nulle. Si F s'écrit F = z a; X1 et a une dérivée nulle alors p
divise chaque indice i pour lequel a; est non nul; soit p® la plus grande puissance de
le nombre p telle que p¢© divise le p.g.c.d. des entiers i pour lesquels a; est non

nul, alorsona e21 eton peut écrire le polyndme F sous la forme
€
F=H(X?),avec He K[X].

Inversement, si le polyndme F est de cette forme alors sa dérivée est nulle.
Considérons le cas particulier ol le corps K est égal 2 Fy eton F est sous la forme
précédente. Soient u et v deux entiers tels que l'on ait la relation de Bézout
up®+v(qg-1)=1, avec 1<u<q.
Alors, pour tout élément x de Fq ,ona

c
(Xu)p = xl-V(Q-l) =X :

’

ce qui signifie que xY est une racine p¢©-iemede x.

M. MIGNOTTE - 9
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Ceci permet de calculer facilement un polyndme H, tel que
H(X?) = H®" ;

en fait il suffitde O (d p®Logq) multiplications dans F_, ou d est le degré de H.
Grice a la proposition 5 et a I'étude ci-dessus, on obtient le résultat suivant.

PROPOSITION 6 .- Soit K un corps fini ou de caractéristique zéro, alors tout

polyndme irréductible de K [X] est quadratfrei (et a donc une dérivée non nulle ) .

Remarque : Si K=FP[Y] et F(X)=YXP-1,alors F'=0 et cependant F

est irréductible sur K ( exercice : le démontrer ) .

4. Algorithmes de décomposition en produit de polyndmes quadratfrei .

Dans ce paragraphe, K est un corps de caractéristique zéro ou un corps fini, dont la
caractéristique est notée p. Soit F un polyndme non constant de K [X] pour obtenir

une décomposition de F en produit de polyndmes quadratfrei on peut procéder ainsi :

@) on calcule la dérivée F' de F;

@) Si F'#0,oncalculele p.gcd. Q de F etde F'. Alors,si Q=1 le
polynéme F est quadratfrei, sinon F=QR,ou R est quadratfrei, avec les
inégalités 0 <deg R < degF, et on applique la procédure au polyndme Q ;

(iii) Si F'=0 on peut calculer un polyndme H € Fq [X] tel que l'on ait

€

F=H? ,e>1,et H#0;

et on applique ensuite la procédure au polynéme H .
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Si d désigne le degré du polyndme F, on peut noter que l'étape (i) comporte au
plus d multiplications, tandis que le calcul de Q s'effectue en O (d2) opérations sur
le corps K . Enfin le troisi¢tme pas ne peut s'appliquer que si la caractéristique est non

nulle et comporte au plus O (d/p.Logq) multiplications, ou q = Card (K).

L'article On square-free Decomposition Algorithms , in Proc. of the 1976 AMS
Symp. on Symb. and Alg. Comp., Yorktown, ed. R. D. Jenks de D. Y. Y. Yun
contient les trois méthodes suivantes de décomposition en produit de polyndmes

quadratfrei.

On se donne un polyndme F € K [X] , et l'algorithme calcule des polyndmes
quadratfrei, deux 2 deux premiers entre eux Py, .., P, telsque F= P, P2 Pk |

avec k21 et Pp#1.

méthode 1 ( Tobey et Horowitz ) :

C :=pgcd(FF') ; D:=P/C;;i:=1;

tant que C;#1 faire

début Cyy:=p.gcd(C;,C');Dyy:=Ci/Ciy1;Pi:=D;/Djyy;ic=i+1

fin.
En caractéristique z€ro, le déroulement est le suivant :

Cl = Pz P32 . Pkk'l N Dl = Pl P2 . Pk 5 asss

ki |
X g i Tiel e

2
C,=P,P, .. P
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méthode 2 ( D. Musser ) :

Cy:=pgcd(F,F'); Dj:=P/C;;i:=1;

tant que D;#1 faire

début D;,; :=p.gcd.(C;,D;) ;Cy1:=C;/Djy1;P;:=D;/Djyp; i:=i+1

fin.

En caractéristique z€ro, le déroulement est a nouveau le suivant :
C] = Pz P32 o0 Pkk'l H D] = Pl Pz Pk A 00000 5

2 k-i
C,=P,P,..P ; D=PP,..P

méthode 3 (D. Yun) :
Q:=pgcd(FF'); C:=P/G; D;:=F'-C}'; i:=1;
tant que C;#1 faire
début P,:=p.gcd. (C,D,);C,,, =C/P;D,,, =D,/P -C_ ;i=i+lfin.

i+1°

En caractéristique z€ro, le déroulement est cette fois le suivant :

Q = P2 P32 e Pkk'l ’ C] = P] Pz Pk 5
k

k
D1=Z(i-1)P;l_[Pj = Pl.(Z(i-l)Pi' H Pj);
i=1 j#i i=2 l1<j#i
C2=P2 P3 500 Pk s Gews 5
Ch= Ph Ph+1 ces Pk 5

k
D=, G- [] P, = Ph.(i G-mp ] )i -

i=1 h<j#i i=h+1 h<j#i
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Mais , aucun de ses trois algorithmes n'est valable en caractéristique non nulle.

Prenons en effet l'exemple du polyndme F(X)=X3+X2 surlecorps F,.

Le premier procédé calcule
F'=X2,C=X2; D;=X+1; etindéfiniment C; = X2 ...
Le second algorithme calcule
C;=X?2; D;=X+1;Dy;=1; C;= X2 etdonne F=(X+1)(X?),
ce qui n'est pas la décomposition cherchée.
Le troisieme algorithme calcule
Q=X?2; G=X+1;D;=0; C;=1 et donne comme le précédent
F=(X+1)(X2?).

L'algorithme qui figure plus haut se déroule ainsi pour cet exemple :
Q=X2;R=X+1;Q=0;Q=(X)2 e F=(X+1)(X)2,

ce qui fournit enfin la décomposition cherchée.

L'étude des cofits faite par Yun (loc. cit. ) pour les méthodes 1a 3, démontre que
- pour un corps de caractéristique z€ro - la seconde méthode est plus économique que la

premiere mais moins que la troisiéme.
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4. Factorisation des polyndmes sur un corps fini .

Soit F unpolyndme unitaire, de degré d, a coefficients dans le corps K =F, que
I'on cherche a factoriser. Grice a la procédure du paragraphe précédent, on peut se
limiter au cas ou F est quadratfrei, disons F =P; ... P, oules P; sont des
polyndmes unitaires irréductibles deux a deux distincts, avec deg (P) =d;=2 1. La

méthode qui suit est essentiellement due 3 Berlekamp.

1. Détermination du nombre de facteurs irréductibles .

On considere 1'algebre quotient

A =K[X]/(FX)).

D'apres le théoréme chinois, cette algébre est isomorphe au produit

k
| JECIREHE

i=1
mais comme chaque P; est un polyndme irréductible de degré d;,on a
KIXI/(P(X)) = K; ,

ou K; est un corps de degré d; au dessus de K et donc
d.

K.1=Fq. , ol q,=9q

1

En résumé,
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Soit L: A — A lapplication qui a un élément o de algébre A associe I'élément
a4 - o ; puisque K, et donc aussi A, est de caractéristique p l'application L est
linéaire ( la démonstration figure au paragraphe 1.1).

Par l'isomorphisme

A =Ky x .. X Ky,
I'application L induit sur chaque corps K; l'application L;: x — x4 - x.

D'apres le théortme 1, le noyau de L; estégala Fg . Ainsi, le noyau de L est
isomorphe a

KerL = Kk,
et en particulier, on a
dimg (KerL) =k.

Pour déterminer le nombre de facteurs irréductibles de F sur le corps Fg il suffit
donc de calculer la dimension du noyau de l'application L .

En conséquence, on a I'équivalence

F irréductible < dimg (KerL)=1,

ce qui fournit un moyen rapide de tester l'irréductibilité d'un polyndme de F [X].

Plus généralement, considérons , pour h>1, I'application de A dans elle-méme

h
L:a— al - o,
c'est encore une application linéaire, et elle induit sur chaque corps K; I'application
h

Lh‘:x—>xq-x.
1

Le noyau de L, ; est isomorphe a l'intersection  K; n KM, ot KM désigne le
corps & qh éléments ; il est donc égal au corps a

(d,h)
q éléments .
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En conclusion, on a la formule
k

dim, (KerL,) = 2 (d;,h) .

i=1
Par exemple,
dimg (Ker L,) = # (facteurs irréd. de F) + # (fact. irréd. de F de degré pair) ,

ou le symbole # est une abréviation pour "nombre” .

Le calcul de la dimension du noyau de L, permet donc d'obtenir des informations

précieuses sur le type de factorisation de F.

Du point de vue pratique, on représente I'application L, par la matrice Q,-1,o0u Q,

est la matrice d xd sur K dontla i-iéme ligne représente
h(, )
x9 (-1 modulo F x),

surlabase (1,X,..,Xd1) de A.Lecalcul de la matrice Q, s'effectue en un

nombre d'opérations dans K qui est de la forme O(hdZLogq).

Etant donnée une matrice M de taille n X n surun corps, 'algorithme usuel de
triangularisation de M permet de déterminer le rang de cette matrice et une base du
noyau qui lui est associé en O (n3) opérations ( voir par exemple Knuth, loc. cit.,
p. 388).

On peut donc calculer la dimension du noyaude L, et une base de cet espace en au
plus O (d3) opérations. En particulier, on peut tester si F est irréductible sur K en

un nombre totalde O (d3+d?2Logq) opérations dans le corps K .
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2. F risation compleé

La clef de l'algorithme de Berlekamp est le résultat suivant, dont la démonstration
repose sur la décomposition de l'algebre A, A = K; x ... x K déja utilisée plus

haut ( voir aussi la remarque a la findu § 4 ci-dessous ).

THEOREME 2 .~ On considére un polyndome F quadratfrei a coefficients dans le
corps K a q éléments dont la décomposition en produit de facteurs irréductibles est
F= P) Pk .

Soit L Tl'application définie plus haut. Les propriétés suivantes ont lieu :

@) Si G est un polyndome dont I'image modulo F appartient au noyaude L, on

a la relation

F(X) = H pgcd (F(X),G(X)-y).

ye K

@) Si Gy, ..,Gy,Gy estune base dunoyaude L,avec G, =1, alors pour
tout couple d'indices i, j vérifiant 1<i<j<k ilexiste unindice h, avec h<k,et
deux €éléments distincts y; et y; du corps K tels que le polyndme P; divise Gy -y;

tandis que le polynéme P; divise Gy -yj -

(i) Si Gy, estun polyndme comme en (ii) , avec h <k, il existe un élément y du
h poly y

corps K tel que le p.g.c.d. de F(X) etde G (X)-y soitun facteur non trivial du

polyndme F .
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> Soit G un polyndéme dont I'image appartient au noyau de L . Par hypothése le

polyndme F divise G4 - G . Mais, d'apres le théoreme 1, on a la relation

G'-6m =[] (6 -y).

ye K

Donc le polyndme F (X) divise le membre de droite de la formule du théoréme.

Inversement, chaque facteur du membre de droite divise F (X) , et — comme ces
facteurs sont deux a deux premiers entre eux — le membre de droite divise le membre de

gauche. D'ou la premiere assertion.

Soit maintenant Gy, ..., G, _;, G, une base du noyau de L ,avec G, =1.Dans
Iisomorphisme A = K, x .. K, déja utilisé, I'image des éléments G, , ..., G,
engendre le produit K x ... x K ; donc un certain élément G, s'envoie nécessairement
surun élémentde A dontles i-eme et j-iéme composantes y; et y; sont distinctes. Et
on a bien siir h <k puisque G, =1.

Ce qui démontre la seconde propriété.

Soit Gy, un polyndme comme en (iii) et soit (yq, .., Yy, ) son image par
I'isomorphisme Ker L = Kx..xK .Comme G, et G, sont linéairement
indépendants, les y; ne sont pas tous égaux. Sices y; prennent exactement m valeurs
notées 7y, ..,%; (ouona m=22),alorsle polyndme F s'écrit

m
*)  F(X) = | | pgcd (F(X),G, (X - '/.j),
i=1
ot chacun des facteurs de droite est non trivial .

D'ou la demiére assertion. <
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3. Cout de l'algorithme .

Résumons les différentes étapes qui conduisent a la factorisation d'un polynéme F 2

coefficients dans le corps K =Fg . Le degré de F estnoté d.

(6] On factorise F en un produit de polyndmes quadratfrei. Ce qui permet de
supposer F quadratfrei au cours des étapes ultérieures.

(ii)  On détermine une base du noyau de l'application L définie plus haut. On note
Gy, ..., Gg unetelle base, ot Gy =1. Alors k est le nombre de facteurs irréductibles
de F.

(ili) On applique la formule (i) du théoréme 2 en prenant tout d'abord le
polyndme G , d'aprés ce théore¢me ceci foumnit une factorisation non triviale de F. Tant
qu'on n'a pas obtenu k facteurs distincts de F, on recommence le méme travail avec les
polyndmes successifs Gy, Gj , ... et si nécessaire jusqu'a Gy ; ; l'assertion (iii) du
théoréme 2 nous assure qu'en procédant de la sorte on obtiendra tous les facteurs

irréductibles du polynéme F .

On vérifie facilement que la partie (i) nécessite au plus O (d 3+ dLogq)
opérations dans le corps K.

Le calcul de la matrice qui représente L peut s'effectueren O (d 2 Logq)
opérations. Puis le calcul d'une base du noyau de L est possible en O (d 3)
opérations. Le nombre d'opérations nécessaires pour le deuxiéme pas est donc majoré
par O(d3+d2Logq).

11 est clair que le calcul du p.g.c.d. de deux polyndmes P et Q a coefficients dans
le corps K est possibleen O (degP.deg Q) opérations dans K. Par conséquent le

troisiéme pas de l'algorithme nécessite au plus O ( q k d 2 ) opérations dans K .
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En définitive, I'algorithme complet comporte O (q d 3) opérations et Cest la
derniere étape qui, en général, est la plus cotteuse. En particulier, lorsque q est grand,
disons pour q =25, cette derniere étape peut devenir trop dispendieuse. C'est pourquoi
il est utile de trouver un moyen rapide de calcul des points z du corps K tels qui
fournissent des termes non triviaux dans la formule notée (*) obtenue au cours de la

démonstration du théoréme 2, a savoir la formule

*) F(X) = pged (F(X),G,(X) -7) ,
S

7 €
ottonaposé S={7,..,%, }.Le paragraphe qui suit est consacré a I'étude de la

détermination rapide de cet ensemble S lorsque q est grand.

4. Casou g estgrand .

On suppose évidemment F non irréductible, donc k > 2 . Pour déterminer
I'ensemble S défini ci-dessus, H. Zassenhaus ( On Hensel factorisation I ,J. Number
Theory, tome 1, 1969, p. 291-311) propose la méthode suivante .

Posons

H(X) = H(x -~ 7).

ze S

La relation de la fin du paragraphe précédent montre que le polyndbme F divise le
polyndme composé H (G (X)) .

Ceci permet de déterminer H en cherchant le polyndme minimal de I'image de G
dans l'algebre A . Ensuite, on obtient I'ensemble S en calculant les racines du
polyndme H.

Nous étudierons le probleme du calcul des racines d'un polyndme sur un corps fini

dans le paragraphe suivant.
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Une autre méthode, que 1'on retrouvera aussi dans le paragraphe suivant, a été
proposée indépendamment d'une part par Cantor et Zassenhaus et d'autre part par
Camion et consiste a se ramener au cas ou les z valent 0 ou 1, autrement dit a
déterminer des éléments idempotents de 1'algébre A , qui nécessairement appartiennent
au noyau de L.

Supposons la caractéristique de K impaire. Partant d'un polyndbme G # 1 dont
I'image modulo F appartient au noyau de L, on obtient la racine carrée d'un idempotent
de A en prenant lI'image modulo F de G @1/2 ;en effet, si I'image de G dans le
produit Kx..xK est '¥lément (xi, ..., x,) celle de sa puissance G@1/2 est
I'élément ( x,@D/2, . x,@D/2) etonabiensir x;@1D/2=0 ou £1.Sion
note I l'ensemble des indices i tels que x;@1D/2=1 et J l'ensemble des indices i
tels que x;@D/2=-1 alors on a les relations

pged (F,G@% 1) = H B
iel
et
p.g.cd. (F,G @b,y = H P .
iel
Et donc

pgcd. (F, G) = H P, .

ielul

L'une au moins des trois décompositions précédentes est non triviale lorsque le
polyndme G vérifie la condition supplémentaire
G@D/2 # +£1 modulo F,
et le coiit du calcul de ces trois p.g.c.d. (y compris le calcul de G @1/2, pour lequel
le polyndme G est supposé connu) estde O (dZ2Logq) opérations sur le corps K.
La condition ci-dessus a lieu avec une probabilité > 1/2 puisque, surles qk éléments

G dunoyaude L ilyenaseulement 2((q-1)/2)k pourlesquels G @D/2=%1,
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Remarque :

Tout le principe de l'algorithme de Berlekamp et de ses améliorations consiste a
déterminer la structure de l'algebre quotient

A =K[X]/(FX)).
En supposant comme plus haut que F est un polyndme quadratfrei dont la
décomposition en facteurs irréductibles est F = P, ... P, I'isomorphisme du théoré¢me
chinois est l'application
k .
o:a - [] xxircpx) .
i=1

définiepar @(G) = (GmodPy,...,Gmod P, ).

On ne calcule jamais ¢ (son calcul équivaut a la connaissance des P;) mais son
existence seule a été largement utilisée.

Au départ, l'algébre A est donnéé par sa base "naturelle” 1, X, .., Xd! etles
calculs effectués consistent essentiellement a trouver des éléments G de A, dont
I'image par ¢ posséde certdines propriétés remarquables.

Dans la premiere partie de l'algorithme de Berlekamp, les G doivent s'envoyer sur
une base du sous-espace K X ... x K du produit K; x...x K, (ou K; désigne le
corps KI[X]/(P;(X)) ) .

Dans I'étape- finale, on cherche a déterminer les éléments y, de K tels quun
polyndme G donné du noyau de L s'envoie par ¢ surle k-uple (y;,..,y,) de
I'ensemble produit K X .. X K.

La méthode de Camion - Cantor - Zassenhaus revient a déterminer des polyndmes tels
que les y; précédents soient égaux 2 0 ou + 1. Enfin la recherche des idempotents
primitifs de l'algebre A équivaut a la détermination de polyndmes dont l'image par ¢
est la base canonique de l‘fspace vectoriel K x..x K (un idempotent primitif
d'un anneau est un idempotent e # 0 tel que pour tout autre idempotent €' on ait la

relation e.e'=0).
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5. Décomposition en produit de facteurs irréductibles de degré donné .

Soit h unentier 21, le polyndme

R,(X) = p.ged (F(X), X¥-X)

foumnit le produit des facteurs irréductibles de F dont le degré divise h.

Pour effectuer le calcul de ce polyndme, on calcule d'abord

h
X% modulo F(X),

ce qui est possible en O ( h d Log q ) opérations, puis le p.g.c.d. en O (d?)
opérations.

De plus, si le premier calcul a été effectué pour I'entier h, le méme calcul pour l'entier
suivant h + 1 est possibleen O (d Log q) opérations. Pour h variant de 1 a H

on obtient donc un totalde O (dH Logq + d2H) opérations.
On peut aussi noter que le calcul des polyndmes R, pour 1<h<H permet

d'obtenir facilement le produit S, des facteurs irréductibles de F dont le degré est égal

a h,ceci pour 1<h<H;laformule est

ou encore
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6. La méth MacEleice .

La référence de l'algorithme de R. J. MacEleice que nous présentons ici est
Factorization of polynomials over finite fields , Math. of Computation, t. 23, n° 108,
1969, pp. 861-868. Démontrons d'abord un lemme, puis une proposition sur laquelle

repose cet algorithme.

LEMME 2. - Soient F et G deux polyndmes quadratfrei a coefficients dans Fg
tels que F divise G . On pose AF:F:q[X]/(F) et Aoqu[X]/(G) et on
note respectivement Lg et Lg les applications L correspondantes ( définies au § 4.1
). Etsoit T: Ag — Ag la surjection canonique. Alors on a

KerLg = n(KerLg) .

> Soient Py, ..., P, les diviseurs irréductibles de G , numérotés de telle sorte que
l'on ait F =Py ... P, . Alors les idempotents primitifs .e; , ..., e, de Ag sont les
images modulo G de polyndmes E; qui vérifient
E; = & (mod Pj) pour j=1,..,r.
Il est clair que les éléments 7w (E;), ..., ® (Ey) sont les idempotents primitifs de Ag.

D'ou la conclusion. <

PROPOSITION 6 .- Soit F un polyndome sur le corps Fq qui vérifie F (0) # 0.
Soit t la période de F (c'esta dire le plus petit entier j tel que F divise Xi-1).

Alors les polyndmes T; =Ty définis, pour i=1, ..,1-1, par les formules

. . o2 v
T(X) = X'+ X' %4 X'V +..+X " modulo F(X),
ou I'entier g, est la plus petite puissance de q telle que le polyndme F divise X X lqi,

engendrent le noyau de l'application L calculée au cours de 'algorithme de Berlekamp.
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> Par définition méme il est clair que chacun des T; appartient au noyau de L.

Supposons d'abord F égala Xt-1,etposons H=X"!-1.

m.- 1 m.- 1
Posons q,= q ", alors m, est le plus petit entier tel que t divise le produit iq '

Les exposants de  Tjj; sont donc les différents résidus modulo t des m; nombres
i, iq, iq?2,...Considérons maintenant un polyndme G appartenant au noyau de Ly
Onaalors G4=G (mod X'-1) ,etsi G(X) =ay+a; X+..+a,.; X!
on en déduit la relation a, =a, s'ilexiste ue Z tel que I'on ait
n =nq"* modulot ;

ce qui montre bien que G est une combinaison linéaire des polynomes Ty .

Soit maintenant F un diviseur strict d¢ H . D'aprés le lemme 2 et la démonstration
ci-dessus, la famille des polyndmes T;y modulo F ,i=1,..,t-1 engendre le
noyau de Ly . Mais il est facile de voir que chaque T;y estdela forme T,y=aTg,

ou a est un entier dépendant de i. D'ou la conclusion. <

Ce résultat est surtout utile lorsque t est petit. Ceci est le cas quand F a tous ses
facteurs irréductibles de méme degré, et on peut réaliser cette condition grace a

l'algorithme du paragraphe précédent.

Remarque : Supposons que le polyndme F soit le produit de k facteurs irréductibles
distincts, de méme degré d', et soit t la période de F. Alors t divise q¢ -1 . Soit t
un diviseur de t tel que le quotient r=t/t soit premier. Il existe alors au moins un
facteur irréductible de F dont la période ne divise pas t'. Donc —a moins que tous les
facteurs irréductibles de F aient une période égale 2 t — le polyndome

pgecd (F(X), Xt'-1)

constitue un facteur non trivial de F pour au moins une des valeurs possibles de t'.
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5. Recherche des racines d'un polynéme dans un corps fini .

1. Une premigre réduction .

Comme nous I'avons déja vu, le calcul du p.g.c.d. des polyndmes F (X) et X4-X
permet de se ramener au cas de la recherche des racines d'un polyndme qui se factorise
complétement dans le corps F4 . Nous supposerons en outre que le polynéme F ne

s'annule pas en zéro.

On peut aussi noter que les procédures décrites dans l'article de Berlekamp, Factoring
polynomials over large finite fields , Math. of Computation, T. 24, n® 111, 1970, pp.
713-735, § 5et 6, perme‘ttent de se ramener au cas de la recherche des racines d'un
polynéme F 2 coefficients dans le corps premier F, et qui se factorise complétement

dans ce corps.

2. Cas des polyndmes qui se décomposent dans Fq .

Considérons donc un polynéme F de la forme
d
F(X) = H(X -8),
i=1
ou les s; sont des éléments non nuls (inconnus ) du corps F . La méthode de
factorisation en produit de polyndomes quadratfrei permet de se ramener au cas ou les s;

sont distincts, ce que nous supposerons aussi.
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D'apres une remarque déja rencontrée, on peut écrire

FX) = pged (F&),X92.1). pged (Fx),x9"241),

formule qui sépare les racines s; suivant qu'elles sont ou non des carrés dans Fy . Si
cette décomposition est triviale, on remplace le polyndme F( X)) par un polyndme de la
forme F (X -a).On peut considérer que la probabilité pour qu'une valeur de a
conduise A une décomposition triviale est voisine de 2-9+1, En général, on aboutit 2
une décomposition non triviale de F au bout d'un trés petit nombre de choix de la valeur

a de la translation.

Exemple : Considérons le polyndme
F(X)=X4-3X3-3X2-3X+1
sur le corps F.
Ona
(F(X),X3+1) = (-3X3-3X2+3X+1,X3+1)
=(-3X2+3X-3,X3+1) = X2-X+1,
‘et
F(X) = (X2-X+1)(X2-2X+1).
D'une partt on a
(X2-2X+1) =(X-1)2,
et d'autre part, le polyndme du second degré X2-X +1 est congru modulo 7 au
polyndme X2+ 6X +1 dontle discriminant est égala 4 modulo 7 ,donc
X2+6X+1=(X-3)(X-5).
D'ou la décomposition

F(X)=(X-1)2(X-3)(X+2).
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lution de I' ion binomiale Xd =a .

Soit K un corps fini possédant q éléments. On considére une équation, que I'on
notera E,delaforme xd=a o0 a estun élément non nul du corps K, et on

cherche a déterminer toutes les solutions de E qui appartiennent a ce corps.

Soit h Tordre de I'élément a dans le groupe K* des éléments non nuls de K.
Posons k = (q-1)/h .Le groupe K* est cyclique et admet un générateur tel que
Ion ait a=zk. Cherchons x sous laforme x=zY,ol u estinconnu. L'équation
E est équivalente a la congruence

ud=k modulo q-1.

Soit e le p.g.c.d. des entiers d et q-1.Posons d=ed et q-1=eq'.Pour
que l'équation E posseéde une solution dans K il est nécessaire que e divise k.
Inversement si k=ek', k' entier, alors la congruence précédente équivautad ud' =k
modulo q° etl'équation E posséde donc e solutions dans K . Notons enfin que la
condition e divise k équivaut A larelation ad =1, condition que I'on peut tester en au
plus O ( Log q) multiplications dans le corps K. Dans la suite, on supposera toujours

cette condition réalisée.

Pour résoudre 1'équation E , on peut d'abord résoudre 1'équation y©€=a puis

I'équation x4 =y . Ceciramene le probléme étudié au deux cas suivants :

@ (d,q-1)=1,

(i) d divise q-1.
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Le premier cas est trés facile a traiter : soient u et v deux entiers tels que l'on ait
ud +v(q-1) =1, avec 1<u<q;
alors
X = at
est une solution de E (eneffet (au)d =a1-v(a-1) = a ),deplus E ne
posseéde pas d'autre solution dans le corps K. Le calcul de I'entier u puis celui de at
peuvent tous deux s'effectueren O (Log q) opérations.
Exemple : Si q est congrua -1 modulo 6,1équation X3 =a est résoluble dans
‘lecorps Fy en O (Logq) opérations. Plus généralement on peut trouver une solution
dans Fg de toute équation cubique en O (Log q) opérations, au moins quand on
connait un élément de K* qui n'est pas un carré ( utiliser les formules de Cardan et la

résolution de I'équation X2=1b donnée ci-dessous ) .

Etudions maintenant le cas (ii) . Il est utile de considérer d'abord le cas le plus simple
de I'équation x2 = a,avec q impairet a(9-1)/2=1.

La présentation donnée ici s'inspire de l'article de Lehmer , Computer Technology
Applied to the. Theory of Numbers , Studies in Number Theory, pp. 117-151, ed. W. J.
Leveque, Englewood Cliff, Prentice Hall, 1969 , qu'elle étend au cas ou q n'est pas

premier et auquel elle apporte quelques simplifications.

Si q estde laforme 4k+3,les solutions sont x=+ak+1 eneffeton a alors la
relation x2=a2k+2=31+(@1D/2=3_ Dol un calcul des solutionsen O ( Log q)

opérations.

Dans le cas général o q est de la forme 4 k+ 1, la proposition suivante fournit un

moyen de calcul des solutions.
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PROPOSITION 7 .- Soit q une puissance d'un nombre premier , avec q dela
forme 4k +1. Soient a et b deux entiers tels que I'élément a soit un carré dans Fg*
mais que b2-4a n'en soit pas un. Soit enfin v, la suite récurrente définie par

vo=2,wvw=b, vy=bv,;-av,, pour n22,

Alors les solutions de 1'équation x2=a dans Fq sont x=%(1/2) Vigr1)2 -

> Soit K' le corps de cardinal q2 et soient o et B les racines dans K' de
I'équation
X2-bX+a=0.

On vérifie aisément que 'ona v, = a™+ B ,pourtout n20. D'on la relation

2 _ (g+1)/2 (@/2,2 _ _q+1 q+1 (q+1)/2
V(q+1)/2‘(°‘ +B ) = +B +2(af) .

La transformation y — y49 laisse invariante I'équation ci-dessus, a4 est donc une
de ses racines ; or a.9¢ F, (puisque b 2-.4a n'estpas un carré dans le corps F).
donc od=f.De méme B9=a.Dautre part, a étant un carré non nul de Fg, ona

la relation a(4-1)/2=1, En définitive,

2 (a+1)/2_ ,

Vigryz = 2aB+2a

a. <

On peut calculer v(g,1y, en O (Logq) opérations grice a I'une quelconque des

formules ( faciles a vérifier )
m
: m Ve b -a Y1
Vom= Vi - 2a ou v = 1 0 v ]
m : 0

On a donc montré que si une équation du second degré sur le corps Fq est résoluble
dans ce corps, alors on peut trouver ses solutions en O ( Log q ) opérations — 2

condition de connaitre un élément non résidu quadratique de ce corps.
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Passons maintenant au cas général de la condition (ii) . Nous allons donner une
procédure qui s'inspire de celle de Gauss, Disquisitiones arithmeticae , Fleischer,
Leipzig, 1801, § 67-68 . On suppose donc que l'exposant d divise q-1 etque a
vérifie a(@1/d =1 On supposera aussi que d est premier, ce qui n'dte rien a la
généralité puisque toute extraction de racine se rameéne a une suite d'extractions de
racines d'ordre premier. Posons maintenant q-1=dr’q" et k=dsk',ou d ne
divise ni q' ni k'. Supposons que I'on connaisse un élément y de K* d'ordre dr.
Soient w et t deux entiers tels que I'on ait wd=1+tq'.Si x est une solution de E
alors on a la relation (xa-%¥)d = a-tq dans laquelle le membre de droite a un ordre
qui divise l'entier dT. Les solutions x de 1'équation E sont donc de la forme

x=yiaY, ol w vérific wd =1 moduloq'.

Posons wd=1+tq .Ona y=z9m, o0 d ne divise pas l'entier m , z
désignant le générateur de K* choisi plus haut. Il s'agit donc de trouver un entier j tel
quel'onait mj+tds-1'k' =0 modulo dr-!.Ilyadoncauplus d7-1 essais
de Fentier j a effectuer. Enfin, si x estune solution dans K toutes les autres solutions

de I'équation E qui appartiennent a ce corps sont de la forme
r-1

x'=y x pour i=0,1,..,d-1.

®n trouve donc toutes les solutions de 1'équation E en O (dTLogq) opérations
dans le corps K, a condition de connaitre un élémentde K* qui est d'ordre dT.

Résumons cette étude.

PROPOSITION 8 .- Soit d un nombre premier qui divise q - 1. On suppose que
l'on connait un €lément du corps Ky d'ordre d7, la plus grande puissance de d qui
divise q - 1. Soit a un élément non nul de Fy qui vérifie a(q-1)/d=1_ Alors, on
peut calculer toutes les solutions de I'équation xd=a , xe Fqy,en O(drLogq)

opérations dans le corps fini Fg.
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Exercices
1. Estimationde ¢ (n) .

1°) Démontrer que la série

1 1
z (Log 17n ;)

n22

est convergente.
2°) Soit (¢,),>1 une suite de nombres réels. On pose

C@) = Z c, -

nst

Soit f: [1,o[ — R une fonction. Démontrer la relation

Z c, f(n) = z Cn) (f(n) - f(n+1)) + C(x) f([x]) .

n<x n < x-1
En déduire que, dans le cas ou f est continiment dérivable, on a
Z c, f(n) = Cx) f(x) - J- C(t) f'(t) dt
n<x 1

3°) Démontrer que si p est un nombre premier, et si ph divise n! alors on a
Iinégalité h > (n/p) - 1.En déduire la majoration
Log P

< Logx + O(1) .
p<x

4°) Démontrer la majoration

X
L +
Z - <1+ M dt , ou c estune constante .

pln 1 t(LOgt)2

5°) En déduire la minoration

¢ (n) S c'

> , ol C' estune constante .
n Log Logn




i
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2. Résolution de I'équation xP=a dans un groupe fini .

Soit G un groupe fini de cardinal n et soit p un nombre premier qui divise n, de

sorte que n=pr’n',ou p nedivise pas n'.

1°) Onpose G(p)={xe G; Ik, ordre (x) | pk } . Démontrer que

G@p) = {xeG;xP=1},

ou 1 désigne I'élément neutre de G .

2°) Soient a et x deux éléments de G telsque xP=a.

(1) Démontrer que an/pP=1.

(i) Soit u unentier telque up=1 (modn') . Démontrer que xa-!

appartienta G (p) .

(iii) En déduire que la connaissance de G (p) permet d'obtenir une procédure
de résolution de I'équation xP=a dans G, a étant donné, en un nombre

d'opérations dans G majoré par O (p*Logn).

(iv) Dans le cas particulier o a vérifie la relation a" =1, démonter que

I'élément x =a" est une solution de I'équation xP=a.
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3. Dénombrements dans Fq [X].

A un sous-ensemble E de Fg [X], on associe une série formelle, appelée fonction

génératrice de E,

00

S(t)=SE(t)=Z amtm ,oh a = Card (FeE; degF=m}.

m=0

1°) Démontrer les propriétés suivantes :

@) si. E={ Fe Fy[X] ; F unitaires } alors

’

S(0) = Sp(0) = 70

(i)  si E estI'union disjointe de deux ensembles E' et E" alors
Sg(t) = Sg+(t) + Sg-(t) .
2°) Soient E; ,E,, ..., E; desensembles de polyndmes unitaires tels que
(FeE ,Ge Ej, i#j) = pgcd (FG)=1.
On désigne par E I'ensemble des polynémes de la forme F, ... F, ou F; € E;

pour tout i . Démontrer que

n

s = [ sy,

i=1
ou S; est la fonction génératrice de E; pour i=1,2,...,n.
Généraliser ce résultat au cas d'une suite infinie ( E;) ;> de parties de Fg [X]

possédant certaines propriétés convenables.
3°) Soient, pour m=1, 2, ..., des ensembles R, constitués par i, polyndmes
irréductibles de degré m , unitaires . Soit E I'ensemble des polynémes unitaires dont

tous les facteurs irréductibles sont dans I'union R des R, .
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Démontrer la relation

sg(0) = [Jcr-e™ =,
m=1

En déduire la formule

Im
i 1
1
l-qt—l_I ( l-tm) ’
m=1

ou I, estle nombre de polyndmes de Fq [X], irréductibles , unitaires et de degré m.

Soit E' l'ensemble des polyndmes unitaires qui sont produits de facteurs

irréductibles, tous distincts, et appartenant 2 R .
Démontrer que

g = [Jcr-t™™.
m=1

4°) Démontrer que la fonction génératrice de 1'ensemble des carrés des polyndmes

unitaires est

1-qt

5°) (référence : E. R. Berlekamp , Algebraic Coding Theory ,§ 3.3 )

Soit Q l'ensemble des polyndmes unitaires et quadratfrei de Fy [X], et soient

Q={Fe Q; ®(Q pair} et Q"={Fe Q; ©(Q) impair}.
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Démontrer les relations suivantes
oo 2
In 1-qt
S () = 1+t™) " = ,
c0=]1¢ e T
m=1

= m lm
SQ,(t)—SQ,.(t)=1—_[1(1-t )™ =1-qt.

En déduire que, pour m > 2, le nombre de polyndmes quadratfrei de degré m ayant
un nombre pair de facteurs irréductibles et le nombre de ceux ayant un nombre impair de

facteurs irréductibles sont égaux.

Démontrer les formules

1-qt+ (1-qt°)/(1-qt)

So® = 5 5
2
_-1+qt+ (1-qt7)/(1-qt)
Sq-® = 5

6°) Démontrer que la fonction génératrice de 1'ensemble des polyndmes unitaires qui

n'ont pas de racine dans le corps Fg est

q
(l—t) H(l'[ Im‘

Généraliser ce résultat a I'ensemble des polynOmes unitaires qui n'ont pas de facteur

irréductible de degré <k, ou k est un entier positif fixé.
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4. Polynomes cyclotomiques .

On désigne par @, le polyndme cyclotomique d'ordre n, et — pour des raisons de

commodité — onpose F(n;X)=®,(X).

1°) Démontrer les formules suivantes

k-1
si p est premier et ne divise pas m , F(mpk;X):F(mp;X]J ),pour k>1,

F . XP
F(“‘P;X”—F(‘(Il—xf ’

n impair, n23 = F(2n;X) = F(n;-X) .

2°) En déduire les relations

0 sin=1,
D (1) = P sin:pk,kZI,

1 si on)=>2,

0 si n=2,
-2 sin=1,
@ (-1) = 2 si n=2%, k22,

p si n=2n', od n'

est une puissance de p, n'> 1,
1  sinon .

3°) Soit n unentier >2 etsoit d un diviseurde n, 1<d <n.Démontrer que le
polyndme @, (X) divise (X"-1)/(Xd-1) .

4°) On suppose les entiers n et q premiers entre eux. Démontrer que le polyndéme

cyclotomique @, se décompose alors dans le corps F, en ¢ (n) / d facteurs

irréductibles, de degré d , ou d est le plus petitentier >0 telque qd4=1 (modn).
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5. Congruences de Lucas .

Soit p un nombre premier. Les congruences qui suivent sont toutes modulo p , elles

ont ét€ démontrées pour la premiere fois par Lucas.

1°) Soit a unentier, 0 <a < p . Démontrer les congruences

(1+X)np+a= (1+XP)n (1+X)a,

2°) Soit b un entier, 0 < b < p. En égalant les coefficients d¢ XkP+b dans la

formule précédente, démontrer la relation

(11;1) _ (I;) (1) (donc =0 si a<b).

3°) Conclure que si Iécriture de n enbase p est n=(n;..n;) etcellede k est

de la forme k=(k]-... ky) ( oules k; sont 20) alorsona

O-C)-C)

il

6. Soit L le corps finia qm éléments. Démontrer que le nombre de n - uples
d'éléments de L quisontdes bases de L surle corps Fy est égal a
(qm -1)(q" -q) .. (q™ -q"-1) .
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7. Extensionsde Fg .

Le corps Fy seranoté K. On considere un entier n fixé 22, et on désigne par L
le corps fini 2 q™ éléments. On fixe aussi un polyndme fe K [X], irréductible sur K

et de degré n .
1°) Démontrer que le polyndme f est quadratfrei.

2°) Démontrer qu'il existe ate L telque f(o)=0.

Démontrer aussi que, pouruntel a,ona L=K[0a].

3°) Démontrer que f se décompose en facteurs linéaires dans le corps L et que ses
racines sont les n éléments distincts de L :
2
o, at,at, . ,al
4°) Si o et B sont deux racines de f dans L, démontrer I'égalité

ordre (o ; L*) = ordre (;L*) .

5°) Démontrer que l'ensemble G des automorphismes ¢:L — L qui vérifient la

condition © (x) =x pour tout élément x ducorps K estun groupe.

Soit j un entier, 0 £j <n.Démontrer qu'il existe une seule application K - linéaire

¢ de L dans lui-méme qui vérifie
o(a) = ocqj et (p(oni)=(p(oc)i pour tout i>0;
on la notera oj .
Démontrer que o; appartienta G puis que G = { Gy, Gy, ..., O }.

En déduire que G est un groupe cyclique isomorphe au groupe additif Z/nZ.
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6°) Soit Tr: L — L l'application K - linéaire définie par les relations

n-1

Tr(a')=a'+a'+ .. +a'? , pour i=0,1,..,n-1.

Démontrer que Tr(L)=K etque, pourtout élément B de L ona
Tr(BP) = Tr(B)? et Tr(B9) = Tr(P).
Si B e L démontrer que I'application T de L dans lui-méme définie par
Tg(x) = Tr(Bx) pourtout x de L
est une application K - linéaire dont I'image est contenue dans le corps K.
Si B et v sont deux éléments distincts de L, démontrer que les applications Tpg et

TY sont différentes.

En déduire quesi T:L — K est une application K - linéaire alors il existe B dans

le corps L telque T=Tg.

Soit a,,..., 0, une base de L en tant que K - espace vectoriel. Démontrer qu'il
existe une base B, ..., B, de L telle que I'on ait

Tr(oy Bj ) = 8ij ( comme d'habitude, Sij est le symbole de Kronecker ) .

7°) Pour B € L on définit le vecteur V (B)=(B;,...,B,) od

i-1
B, = B? pour i=1,2,..,n.

Démontrer que o, ... , 0, estune base de L (en tant que K - espace vectoriel ) si,

et seulement si, les vecteurs V(o) , ..., V (o) sont K - linéairement indépendants.

En déduire I'équivalence suivante

j-1
a],...,ocn basede L & det(A)#0 ou A=(0Lij) avec (xij=<1iqJ .
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8°) Si a4 ,..., o, sontdes éléments de L, on pose
le:Tr((X,aJ) et B:(bll) ,ISi,JSn;
démontrer la relation

B ='A A (ou 'A estla matrice transposée de A).

En déduire le critére suivant

otl,...,an basede L < det(B)=0

8. Matrice compagnon .

Soit K un corps et soit f un polyndOme unitaire a coefficients dans ce corps, donné
par la formule '
f(X) = Xn - an_l‘Xn-l .a“_ZX"'2 - e - A
On considere la matrice A= A définie par

00

.. 0
10...0a(1)
A = 01...0a2
00 ..1a
n-1

1°) On désigne par €;, 1 <i<n, le vecteur-colonne de composantes ( §;;) <j<n-
Démontrer les formules
A(e;)= e, pour 1<i<n et A(e,) = ape;+ a;e; + ... + a,1€,.
Démontrer que les matrices I, A, ... et An-1 sont linéairement indépendantes sur
le corps K etquelona F(e;)=0 ou
F=1f(A)= Am-a  An 1.3 ,An-2. - al.
En déduire que F est nulle et que f est le polyndme minimal de la matrice A .

M. MIGNOTTE - 10
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2°) Soit K [A] l'ensemble des matrices qui sont des combinaisons linéaires a

coefficients dans K des puissances de la matrice A et de la matrice identité I .

Démontrer que I'application
¢ KIX]I/(fX)) - KIA]
qui, pour i=1,2,..,n-1,associe Ai 3 Xi etqui envoie 1 surla matrice I estun

isomorphisme d'anneaux et de K-espaces vectoriels.

En déduire en particulier que si K est un corps fini et L est une extension finie de K
alors on peut représenter L comme un certain anneau de matrices sur K . Donner un tel

exemple pour K=F; et L=Fy.

3°) Démontrer que pour tout entier k > 1 on a l'équivalence

f(X) divise Xk-1 & Ak=1.

9. Corps de décomposition .

Soit K le corps Fg etsoit f un polyndme a coefficients dans K de degré n22.
On désigne par L la plus petite extension du corps K dans laquelle le polyndme f se
décompose en produits de polyndmes du premier degré ( une telle extension existe, voir
I'exercice n® 38 du troisi¢me chapitre ) . On désigne par r=r (f) le degré de L en tant

qu'espace vectoriel sur le corps K.

1°) Soient f;, ..., fy les polyndmes unitaires, irréductibles sur K, qui divisent f.

Démontrer la relation

r(f) = ppem (dy,..,d) ou dj=deg(f;), i=1,..,k.
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2°) Démontrer que I'on a
max {r(f) ; fe K[X], deg(f)=n} = g(n)
ou

g(n) = max { ppem. (my,...,mg);s,my,...,mg,m+..+mg<n}.

Démontrer I'estimation

Log g(n) ~ ‘/ nlLogn .

[ Voir l'article de J. L. Nicolas .— Ordre maximal d’'un élément du groupe S, des

permutations et " highly composite numbers " , Bull. Soc. Math. France, t. 97, n° 108,

1969, p. 861-868 |

3°) Soit, comme dans la premiére question, k le nombre de facteurs irréductibles du

polynéme f.

Démontrer la ma joration

k
r(f) < (Ek)

En déduire que, pour tout € <0 fixé et pour tout entier n assez grand, on a " en
général "

r(f) <exp{(1+¢€)(Logn)2} .

[ Remarque : On peut montrer que la minoration r (f)>exp { (1-£)(Logn)2}
est aussi vraie " en général " ; mais la preuve est beaucoup plus difficile. Voir l'article de
M. Mignotte et J. L. Nicolas .— Statistiques sur F, [X], Ann. Inst. Henri Poincaré,

v. XIX, n° 2, 1983, pp. 113 - 121 ). ]
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10. Période d'un polyndme .

Onnote K le corps fini Fg. Et on considere un polyndme f non constant de degré

égal a n, a coefficients dans K et qui vérifie f(0) 0.

1°) Démontrer qu'il existe un entier k>0 tel que f(X) divise Xk-1.
Le plus petit de ces entiers est appelé la période de f,et noté per (f).
Démontrer la majoration
per(f) < qn-1.
2°) Si f=gh oules polyndbme f et g sont premiers entre eux, démontrer la
relation
per(f) = p.p.cm.(per(g),per(h)).
3°) Démontrer que si f est irréductible alors on a
per (f) divise q™ - 1.
4°) On suppose en outre que f est unitaire et se décompose sous la forme

ny My
f=f" ..f

L ou les fi sont distincts, irréductibles et unitaires.

Démontrer que l'on a
per(f) = eps ou e=p.p.cm (per(f;),..,per(fy))
et 'entier s est défini par la condition
ps =2 max {nj,..,n} > ps-1 .
5°) Comparer per (f(X)) et per (f(- X)). [ Voir R. Lidl et H. Niederreiter .—
Finite Fields , Add. Wesley, 1983, Reading Mass. ]
6°) Si f est unitaire, soit r le plus petit entier tel que XT soit congru a un élément
du corps K modulo le polyndme f et soit a tel que XT=a.Démontrer que l'on a
per(f) =rh,

ou h estl'ordre de a dans le groupe K*.
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11. Démontrer que le produit des polyndmes unitaires irréductibles de degré n surle
corps Fy estdonné par la formule

(n/d)
H(x“d-x)"" .

dlin

12. Soient K et L les corps finis possédant respectivement q et q =qm™
éléments. Soit
q'-1
f= z a X',

i
i=0

un polyndme a coefficients dans L.

Démontrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
@® fM ck,

() Xa9-X divise f(X)a - f(X) ,

— .4
=ag,

q

(iii) ona a_, ;

g-1 pour 0<i,j<q-1.

et j=qi = 3=2a

13. Soit f: Fq - Fq une fonction quelconque.

Démontrer qu'il existe un polynéme etunseul Fe F, tel quel'onait f(x)=F (x)
pour tout élément x de Fq .

Démontrer la formule

FOO = D, £ (1-(X-0)%").

ae Fq
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14. Soit o un élément non nul du corps Fy etsoit k unentier, 1<k<q.On

considere le bindme f (X)=Xk- o.
Démontrer que les propriétés suivantes sont équivalentes
@i f divise X9 - X,
()  kig-1 et a@D/k=1,

15. Le théor¢me de Konig - Rados .

Soit f € Fy [X] un polyndme. On s'intéresse au nombre
N=#{xeFg*; fx=0}.

1°) Démontrer qu'on peut se limiter au cas ou le degré de f estau plus égala q-2.

Par conséquent on supposera que f est de la forme
f=a +aX+ .. +2a.,X92.
2°) Soit A la matrice définie par
A = (aij) ou aj; =ay avec k=(j-i)mod(q-2) .

Soient { b;,..., bq_l } les éléments de Fq numérotés de telle sorte que 1'on ait

f(bj) =0 pour j=q-N,..,q-1.
On considére la matrice B = (bji'l).DémontIer la relation
AB = (bjl'i f(b;) ) .

Démontrer que la matrice B est inversible tandis que le rang de la matrice A B est

égala q-1-N.
3°) En déduire le théoreme de Konig-Rados :

N =q-1-rang(A) .

4°) Application numérique : déterminer le nombre de racines dans le corps F; du

polyndme 2X3-3X2+X+3 .
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16. Le théoréme de Chevalley - Waming .

1°) Soit k unentier 20 . Démontrer que I'on a
Ok {0 si k=0 ou k non divisible par q-1,

-1 sinon.

[ Par convention : 00=1 .]

2°) Soit fe Fé [X;,..,X,] unpolyndomede degré total deg(f)<n(q-1).

Démontrer la relation

z f(cl,...,cn) =0.

CpremsCp € Fq

[ Démontrer d'abord le résultat pour un mondme. ]

3°) Soit F le polyndbme 1-fa-1.

Démontrer que l'on a

4% Soit fe Fq[XI,...,Xn] un polyndme de degré total deg (f)< q-1.
On pose
N:#{(xl,...,xn)e(Fq)";f(xl,...,xn)=0}.

Démontrer le théoréme de Waming :

N =0 (modulop), od p estla caractéristique du corps F .
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En déduire le théoreme de Chevalley :

Si fe Fg[X;,..,X,] estunpolyndme de degré total deg (f)< q-1
telque f(0,..,0)=0 alors l'équation f(x;,..,x;)=0 admetune

solution non triviale (X;,..,X,) € (Fq) n,

5°) Démontrer que si f, ..., f € Fq [ Xy, ..., X, ] vérifient
deg (f;)+..+deg(f,) <n
alors le nombre
N=#{(x,...%x,)€ F 5 fi(x1,..,%)=0 pour i=0,1,.., m}
est divisible par p.

[ Considérer F = (1-fja-1) ... (1-fa-1).]
En déduire une généralisation du théoréeme de Chevalley.

6°) Soit L le corps @ q™ éléments et soit e , ..., e, une base de L en tant

qu'espace vectoriel sur le corps F, . On pose

n-1

k k
N(Xpon X)) = [ ] Cef X, +.ve? X ) .
k=0

@) Démontrer que le polyndme N est a coefficients dans F .
[ On pourra vérifier la relation N4(X;,..,X,)=N(X;9,...,X2).]
(ii) Démontrer l'implication
X1, X € Fg et N(x1,..,%,)=0 = x;=..=x,=0.
(iii) Calculer explicitement des exemples de tels polyndmes N pour n=2 et 3 et

le corps F; .
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17. Soit fe Fq[Xl,...,Xn] un polyndme non nul de degré d et soit
N=#{(x,.,%)eF"; f(x,..,%)=0]}.

1°) Démontrer la majoration

N < dgn-1.

[ On pourra raisonner par récurrence sur n et sur d, en distinguant le cas ou il existe

un €lément ¢ de Fy tel que X1\~c divise le polynéme f. ]

2°) Dans le cas particulier o f est homogene, soit N' le nombre de zéros non
triviaux de f, c'est a dire que

N' = #{(xl,...,xn)e(Fq)“ ; f(X1,..,%)=0 et x ..x,#0}.

Démontrer 1'inégalité

N' < d(qn-1-1).

18. Soit E4 l'ensemble des fe Fq [X;,..,X,] dedegré <d et soit C le

cardinal de cet ensemble.

1°) Démontrer que l'on a

n+d
ol

2°) Soit (cy,...,c,) € (Fq)“ un point fixé. Démontrer la formule
#{feEy; f(cy,.,c,)=0)}=C/qn-1 .

[ Considérer le terme constant de f. ]
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3°) Pour fe Fq[Xl,...,Xn],onpose
N(F) = #( (X, %) € (F)M 5 £(x1,0,%)=0 }.

Démontrer la relation

Y N =cq'! .

fe Ly

Ainsi, " en moyenne ", un polyndme de Fq [ X;,..., X, ] possede qn-1 zéros

dans (Fq)".

4°) Démontrer la relation

2
Y (N - ") =c(a" - g™ ).

fe Eg

[ On pourra d'abord démontrer les formules

2 N = X

fe E, b.ceF: feEy; f(b)=1f(c)=0

Y, NH2=D, clqa + D, CId ]

feE, ceF, bceFib#c

Ainsi, " en général ", IN(f) - qn-11 estde l'ordre de q®1/2

19. Soit K un corps fini et soit a un élément de K . Démontrer qu'il existe x et y
dans K tels que a=x2+y2.
[ Si K est de caractéristique paire, on peut trouver x tel que a=x2.Si K= Fq»

avec q impair, noter que l'ona # {x2;xe K}=(q+1)/2...]
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20. Rappelons que le résultant de deux polyndmes
m n
f=a [J(X-0) et g=b H(x-ﬁj)
i=1 j=1

peut étre défini par la formule

Res (f,g) = a" b H
i=1

n

(ai-ﬁj) D
1

j=

(Donc Res(g f)=(-1)mrRes(f,g).)

1°) Démontrer la formule de Swan
Res (Xi-oi,Xk-Bk) = (-1)i(Bm- om)d
oo d=pgcd (}k) et m=ppecm (jk).
[ Soit R la valeur du résultant cherché et soit { une racine primitive j-i¢me de

I'unité. Démontrer d'abord les formules
j

R=¢1) a™ [] (Bro*- ),

i=1

j/d
H(x-t;“):x”"-l.]

i=1

2°) Si f est un polyndme unitaire de degré n > 1, on définit son discriminant par la

formule
Discr (f) = (-1)n(-1D22 Res (f,f") .
Démontrer le théoréme de Swan :
Discr(Xnr+aXk+b)=(-1)n0-D2pk-1 (nNpN-K _(.])N(n-k)NKkKaNy)d,
otona n>k>0, d=p.g.c.d.(n,k)- , N=n/d, K=k/d.
[ cf. Berlekamp .— Algebraic Coding Theory , th. 6.67 ]
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3°) Soient g et h deux polyndmes unitaires démontrer la formule
Discr (g, h) = Discr(g) Discr(h) (Res(g,h))2.
En déduire la formule générale
k K 2
Discr ( Hfi.) = HDiscr(fi) . ( H Res(fi,fj) ) ,
i=1 i=1 1<i<j<k

lorsque fj, ..., f, sont des polyndmes unitaires.

4°) Dans cette question, on suppose q impair. Soit fe Fg [X] un polyndme unitaire
iréductible de degré m admettant une racine o dans le corps @ q™ éléments.

Démontrer la formule

i j
Discr(f)=A% od A = H (a? - a%).

0<i<j<m-1
Démontrer que le discriminant de f est un carré dans le corps Fy si, et seulement si,
le degré du polyndme f est pair. [ Calculer A4d.]
Grice 2 la question précédente, en déduire le théoréme de Stickelberger :
pour q impair, soit un polyndme unitaire fe Fq [X], quadratfrei, de degré
égal 2 m, possédant k facteurs irréductibles sur le corps F,, alors on a

k =m (mod2) < Discr(f) estun carré dans Fq .

21. Laloi de réciprocité quadratique .
Soient maintenant p et q deux nombres premiers impairs distincts.

1°) Soit D=Discr (X4-1) , démontrer la formule

D = (-1)a(a-1)/2 qa.
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2°) Démontrer que le polynbme X9-1 posséde dans le corps F, un nombre de
facteurs irréductibles r donné par la formule
r=1+(q-1)/m,
ot m est l'ordre de I'entier p modulo l'entier q.

En déduire la relation

(%) _ (_1)r+1‘

3°) En appliquan/t le théoréme de Stickelberger ( exercice précédent ) , démontrer la

formule

D q-r

—-)=(-1 .

(;)=¢D
Démontrer 1a relation

Dy (2

(2)=(2).

4°) Démontrer finalement la " loi de réciprocité quadratique " :

q p (p-1)(q-1)/4
== =).(-1 .

[ Cette preuve est due a Swan. ]

22. Soit fe Fg [X] un polyndme quadratfrei et soit g un polyndme de Fg [X] tel
que f divise gd - g.
On désigne par S le sous-ensemble des points de Fy pour lesquels le p.g.c.d. entre

les polyndmes f (X ) et g(X)-s est non trivial. Et on pose

H(X) = H(X-s).

se S

Démontrer que H est le polyndme non nul de degré minimal tel que f( X ) divise le

polyndme composé H (g (X)). [ Résultat dii 2 H. Zassenhaus. ]
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23. Soit A un anneau factoriel intégre de caractéristique p (p20). Siun
polyndme irréductible g e A [X] divise un polyndome fe A [X],etsiona
gkl f , p nedivisepas k , g 20,

alors g1 1 f; ou la notation uhll v est équivalente 3 uhlv et uh*! ne divize pas v.

24. Soit Fy un corps finide caractéristique impaire. Démontrer que I'équation
wl+x24+y24272

aexactement (q+1)(q2-1)+1 solutionsdans Fg4.

25. Soit fe Fg[X] un polyndme irréductible de degré n etsoit g€ Fy[X] un
d
polynome tel que f ne divise aucun des polynémes gq -g,pour din,1<d<n.

Démontrer que la congruence
h(g(X))= X modulo F
possede alors une solution h e Fq [X] .
[ Considérer une racine & de f dansle corps L A q" éléments et démontrer
d'abord que g(&) n'appartient A aucun sous corps propre de L . En déduire qu'il existe

un polyndme h € F  [X] tel quel'onait E=h(g(&)). Conclure.]

26. Soit f € F_ [X] un polynéme irréductible de degré n de la forme
fX) = Xn+a,; X1 + ..
Démontrer la propriété suivante :

n-1

f divise le polyndme a, + X+ X%+ .+ X1

[ Soit & comme dans l'exercice précédent, démontrer la relation

n-1

E+ &9+ .+ &1

et conclure. ]
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27. Soient f et f) € Fy [X] deux polyndmes irréductibles de degré n . Démontrer
qu'il existe un polynéme g€ F¢ [X] tel que
(i) f divisele polyndme f; (g (X)),
(ii) f nedivise pas f1'(g (X)),

k
(iii) f ne divise aucun des polyndmes gq pour k=1,2,..,n-1.

[ Comme pour l'exercice 25, considérer dans le corps L deux éléments & et &, qui
sont respectivement racines des polynomes f et f; et noter quil existe un polyndme g

de Fq[X] telque &= g® .1

28. Soit p un nombre premier. Démontrer que tout élément a non nul de F, le

polyndme XP - X + a estimréductible sur le corps F,, .
[ On pourra d'abord démontrer les congruences X P =na (modf) pour n>0.
30. Soit n unentier 22 et soit p un nombre premier qui ne divise pas n .

Démontrer que le polyndme cyclotomique @, est irréductible sur le corps fini Fy si,

et seulement si, I'ordre de I'entier p dans le groupe G (n) est égala ¢ (n) .
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31. Le théoréme de la base normale .

Soient K et L deux corps finis, L contenant K, avec Card (L)=q. On note f
l'automorphisme de Frobenius de L ,donc f:L — L est l'application qui a tout x
associe x19.

Soit P (X) le polyndme minimal de f (en tant qu'application K - linéaire ) .

1°) Démontrer que P divise Xn-1.

2°) Démontrer que les applications Id , f, f2,..,f"-1 sont linéairement
indépendantes sur K ( cas particulier d'un théoréme de Dirichlet ) .

3°) En déduire que P=Xn-1.

4°) A tout élément x de L on associe le diviseur Q, de P de degré minimal tel que
l'onait Q(f) (x)=0 .

Démontrer que si x et y sont deux éléments de L tels que les polyndmes Qy et Q,
soient premiers entre eux alors on a

Quiy = Q- Q.
Démontrer qu'il existe un élément z de L telque Q,=P.

5°) Démontrer que pour I'élément z de la question précédente, la famille
2 n-1
z,z0, z% 0, 2"

est une base de L sur K. On dit que c'est une base normale .
6°) Si L est représenté comme K - espace vectoriel rapporté a une certaine base
normale, démontrer que I'élévation a la p - iéme puissance d'unélément de L équivaut

A une permutation circulaire sur les composantes de cet élément.



CHAPITRE VII

Polynémes a coefficients entiers

Dans tout ce chapitre on ne considérera que des polyndmes en une seule variable.

1. Principes des algorithmes de factorisation des polyndomes a

coefficients entiers.

1. Existence d'un algorithme de factorisation .

Soit F un polyndme a coefficients entiers de degré d et de hauteur H=H (F) , on
supposera toujours que f est primitif, c'est a dire que ses coefficients sont premiers
entre eux dans leur ensemble.

Si le polyndme F est réductible ( sur Z ), il admet alors un diviseur G € Z [X]
non constant de degré d' < d/2 . On sait majorer les coefficients d'un tel diviseur G,
plus précisément on a les inégalités

H(G) < 2¢H < 2d/2H,

D'ailleurs, toute majoration des racines de f conduit aussit6t a une majoration des
coefficients du polyndme g . C'est ainsi, par exemple, que linégalité de Cauchy fournit
la majoration ( nettement moins bonne )

H(G) £ 2d4/2 (H+1)4d/2,

En conclusion, pour trouver un éventuel facteur g comme ci-dessus, il suffit de tester
les polyndmes dont le degré est au plus d/2 et la hauteur majorée par e4/2H . Comme
le nombre de ces polyndmes est de l'ordre de

2
(2H)d/zed zy

cet algorithme est inutilisable en pratique.
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2. L'algorithme de Kronecker .

Cet algorithme est décrit en détail dans l'exercice 3, nous nous contenterons ici de le
pfésenter grace A un exemple. Son principe consiste a utiliser le fait, qu'en tout point
entier a, la valeur G (a) d'un facteur quelconque de F doit diviser F (a). Il suffitde
choisir un nombre de points a au plus égala (d + 2)/2 puisque la connaissance de
ses valeurs en ce nombre de points détermine complétement un polyndéme G de degré

majoré par d/2.

Considérons le polyndme

F(X) = X5-5X4+10X3-10X2+1.

Il ne possede pas de racines dans Z puisque 1'on a

F(1)=-3 et F(-1)=-25.

Si F est réductible, il admet donc un diviseur G de degré deux. On peut se limiter &
un polynéme de coefficient dominant positif et donc chercher G sous la forme
GX) = X2+aX+b.
Comme F (0) =1, on doit avoir b=2%1. De plus,
F(1)=-3 = G(1)e {+1,+x3},
soit
a=-1-b+G(A) avec G(1)e (*x1,+3},
ce qui foumit huit candidats G possibles et montre que a est impair.
De la méme maniére,
F-1)=-25 = G(-)e {(+x1,+5,+25},
soit

a=1+b-G(-1) avec G(-1)e {*1,+5,+25}.



Polyndmes a coefficients entiers 307

Par soustraction, on trouve
2b=G(-D+G(1)-2 (avec b=%1),
ce qui exclut les possibilités G (1) =+25 , et ne laisse que les cas
@ b=-let G(1)=-G(-1)==%1, (soit a==*1),
@ b=1etGE-D=1,G(1)=3, (soit a=1),
Gi) b=1etG(-1D)=5,G(1)=-1, (soit a=-3).
Comme F (2) =-7 ,on a aussi
G2 e {x1,£7},
donc
4+2a+b==%1o0uz7,
ce qui montre que dans le cas (i) la seule possibilité est a=-1.
Par division euclidienne, on constate que les cas (i) et (ii) n'ont pas lieu ; par contre
la troisieéme possibilité fournit la factorisation

F(X) = (X2-3X+1) (X3-2X2+3X+1).

Remarque : Nous n'avons pas exactement suivi la méthode de Kronecker puisque,
plutdt que de calculer directement par interpolation tous les diviseurs possibles, nous

avons préféré en exclure certains en considérant plusieurs valeurs du polyndme F.

Dans cet exemple, le nombre de cas 2 tester était particuliérement petit du fait du petit
degré de G et surtout du fait que les valeurs de F utilisées avaient la particularité d'avoir
trés peu de diviseurs. Il est clair que cette méthode devient vite extrémement coliteuse
quand le degré de F croit. Elle nécessite a priori un nombre de tests qui est au moins
égala 2d9/2 (seulement A cause du choix des signes des valeurs de G aux points

utilisés ) et méme tres supérieur a ce nombre dans la plupart des cas.
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3. Le principe des algorithmes modemes .

Depuis la découverte de l'algorithme de Berlekamp pour la factorisation des
polyndmes sur un corps fini tous les algorithmes de factorisation des polyndmes a

coefficients entiers comportent les étapes suivantes :

(0) on peut supposer le polyndme quadratfrei ;

(i) soit Fe Z [X] le polyndme étudié, on choisit un nombre premier p
convenable et on factorise le polyndme f dans F, [X],ou f est Iimage de F modulo

l'entier p;

(ii) on raffine la factorisation précédente modulo p™ pour un exposant n

assez grand (disons p™ =B ), ceci grice au lemme de Hensel ;

(iii) on cherche dans cette factorisation raffinée un diviseur éventuel de F dans

I'anneau Z [X] .

Notre tiche est maintenant claire, il faut étudier les problémes suivants :
- choix de l'entier p utilis€ comme module ,
- choix de la borne B et construction de Hensel,

- recherche des facteurs dans Z [X].

Les deux premiéres étapes ne présentent pas de difficulté et leur étude a ét€ longuement
préparée au cours des précédents chapitres. Il n'en est pas de méme pour la demitre
parsie ol nous allons présenter l'algorithme récentdit " L3 ", par abréviation du nom de

ses auteurs A. Lenstra, H. Lenstra et L. Lovdsz .
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2. Le choix du module p.

Comme nous l'avons déja dit, nous allons d'abord factoriser f dans Fp [X],ou f

est égal 3 F modulo p . Pour appliquer l'algorithme de Berlekamp, nous devons nous

ramener au cas ou f est quadratfrei.

Dans un premier temps, on teste si F est quadratfrei en calculant son p.g.c.d. avec
sa dérivée F '. Grace a l'algorithme vu au chapitre précédent, on peut facilement se
ramener au cas ou F est quadratfrei (dans Z [X]) . Dans la suite, nous supposerons

donc que F n'a pas de facteur carré.

On a les équivalences suivantes (dans F, [X])

f quadratfrei <& p.gcd. (f,f')=1 ¢ résultant (f,f')=0.

Relativement 2 F, la traduction est

f quadratfrei <> p nedivise pas discr (F).

Comme F est supposé quadratfrei, son discriminant A n'est pas nul . Il est facile de
majorer | Al; en appliquant 1'inégalité de Hadamard, on obtient par exemple
Al S WFlId-1 IFlld < ddIIFII2d-1 < (d+1)2d H2d-1|
ou on a posé
d = deg(F) et H = hauteur(F),
notations qui seront conservées par la suite.
D'autre part un entier n > 2 posséde au plus 1+ Logn facteurs premiers distincts

( en effet un diviseur premier autre que deux est au moins égal 2 trois, on a donc la

majoration w(n) <1+(Logn)/(Log3) ).
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Le nombre de diviseurs premiers du discriminant A vérifie donc
w(A) =0(dLogd + d LogH).
D'oti le fait qu'on peut trouver un nombre premier p ne divisant pas A et vérifiant
p=0((dLogd + d LogH) Log(dLogd + d LogH)).
Un argument un peu moins grossier, foumit
o(n) = 0O(@Mogn)/(LogLogn)) pour n = 3,
et donc en fait

p=0(dLogd +d LogH).

Voir I'exercice S pour une étude plus précise.

3. Raffinement de la factorisation .
1. L me B.

Soit G un diviseur quelconque du polyndme F dans Z [X] . On a vu au chapitre
quatre que si le polyndme G est de la forme
GX) = by Xm + by Xm-1 + . + by,
alors ses coefficients vérifient les inégalités

lbjls(r;-l)M(F) pour j=0,1,..,m.

On en déduit la majoration

H@G) < 2m M(F) , ot m=deg (G).
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A partir de 13 on peut

- soit calculer une valeur approchée de la mesure du polynéme F , par

exemple en utilisant la méthode décrite au chapitre 4 ;
- soit se contenter de la majoration M (F) < I FlI.

En tout cas, on a toujours

H(G) <2m (d+1)12H , oo m=deg(G).

Si on calcule une factorisation de F modulo pn, les coefficients des facteurs étant
choisis dans l'intervalle [ -(p"-1D/2, +(" -1 /2] , on choisira n assez grand
pour que l'on ait

p" 2 2 H(G) pour tout diviseur G de F dedegré < d/2 ;
on pourra donc prendre n tel que

pr 2 21+d/2 (d+1)12 H

Pour simplifier nous ne retiendrons que cette derniére valeur, qui conduit a
l'estimation
n=0((d+LogH)/(Logp) ),
et on posera
B = 21+d/2 (d+1)”2 H

sauf précision contraire.
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2. Le lemme de Hensel .

Le lemme de Hensel a de nombreuses variantes, nous démontrerons le résultat

suivant.

THEOREME 1 .- ( Hensel ) Soit p un nombre premier. Soient f, gy et hy
des polyndmes de Z [X] qui vérifient les propriétés suivantes
@) go estunitaire et deg (gy) +deg(hy) = deg (f),
@ fX)-goX)hg(X) =0 (modpl!+2k) | ot pklires(gy,hy).
[ La notation pk Il x signifie que p¥ divise x mais que pk+! ne divise pas x .]
Alors pour tout entier n 2 0, il existe des polyndmes g, et h, a coefficients entiers
tels que l'on ait
(1) g, estunitaire et deg(g,) +degh, = deg(f),
(2 g =g (modpk+!), hy=hy (modpk+l),
) f =gyh, (mod pr+2k+1) .

Remarque : Le lemme de Hensel montre donc que, si on part d'une solution
suffisamment approchée d'une certaine relation, on peut trouver une solution meilleure.
Cette situation est fréquente en analyse numérique et la méthode de preuve du lemme de

Hensel n'est autre que l'analogue modulo p de la méthode de Newton.

> Nous allons donner deux démonstrations différentes de ce résultat.

premiére démonstration : convergence linéaire.
Partant de g, et hy, il s'agit de construire la suite des g, et h, . On procede bien
entendu par récurrence sur n .

Le cas n=0 cormrespond exactement aux hypothéses du théoréme.
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Supposons n 21 et les suites ( g;) et (h;) construites jusqu'au rang n- 1.

Cherchons les polyndmes g, et h, sous la forme

8n= 8na1t PMTE g* et hy= hy;+ prtk h
avec

deg (g,*) < deg(go) -1 et deg(hy*) < deg(hy) .

Les propriétés (1) et (2) sont alors automatiquement vérifiées. Reste a réaliser la
condition (3) . Compte tenu des formules choisies pour g, et h,, cette condition se
traduit par la relation

f - guihpy - PP (guiby* +hypge*) =0 (mod prt2k+1),

En posant

f(X) - gog X hpy X) =pr+2kr,; X)),
on aboutit a I'équation

* 8aX) h* X) + hp (X)) go* (X) = pkr(X) (modpk+1) .

Il s'agit d'un systéme linéaire ol les inconnues sont les coefficients des deux
polyndmes h * et g.* . Soit d le degré du polyndme f. Le nombre d'inconnues de ce
syste¢me est le nombre total de coefficients des polyndmes h * et g.*, c'est donc

deg (h,*)+1 +deg(g,*)+1 = deg(hg)+1 +deg(gy) =d+1;
tandis que son nombre d'équations est deg (f)+1 = d+ 1. Il y a donc autant
d'équations que d'inconnues.

Le déterminant associé a ce systéme est le résultant des polyndmes g, ; et h,;,il est
donc divisible par p* mais pas par pk+! (d'apres la propriété (ii) ) . Les formules
de Cramer montrent que le systeme

gn1 (X) ha* (X) + haa (X) go* (X) = pXra1 (X)
admet une solution dans Q , dont le dénominateur commun ( disons a ) n'est pas
divisible par p.Si u estunentiertelque ua=1(mod pk+*!) alors lasolution
précédente multipliée par u a fournit deux polyndmes a coefficients entiers dont la

réduction modulo pk vérifie '€quation (*).D'ot le résultat.
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deuxiéme démonstration : convergence quadratique.

Oublions les notations de la premiére démonstration. Nous allons construire une suite
de polynoémes g; et h; qui vérifient

f-gh =0 modulop®**? .

On raisonne par récurrence sur i. Pour i=0, les polyndmes g, et hy, donnés dans

'énoncé conviennent. Supposons ces polyndmes construits a 1'ordre i et cherchons les
polyndmes g;,; et h;,; delaforme

k+2' K+2'

B T & *P  g* et h,=h+p " bt

1 1 1

anouveau avec deg (g*) < deg(gy-1 et deg(h;*) < deg(hp).Ona alors

i i+l
K+2 2Kk+2
f-g, h,=f-gh-p * (gh*+h g*) modulop * ,

ou I'hypothese de récurrence permet d'écrire

f - gihi = p”+2 I, avec € Z[X] .

11 s'agit cette fois de résoudre I'équation

K K+2'
gh*+h g* =p r, modulo p

Comme plus haut, pk est la plus grande puissance de p qui divise le déterminant du
systeme correspondant et une modification facile de I'argument qui acheéve la premiére
démonstration monwre que cette équation a bien des solutions g;* , h;*. [ Les polyndmes
a coefficients rationnels considérés au début ont encore pour dénominateur commun un

i

. e . . 2
entier a non divisible par p ; et on prend ensuite un entier u telque ua=1 modp” ...

Ce qui acheve cette démonstration.
La suite construite dans cette seconde démonstration fournit des solutions approchées
de l'équation f- gh=0, avec une " précision " qui double presque a chaque pas (et qui

double exactement lorsque k estnul ).
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COROLLAIRE 1.-Soient f,g, et hy des polyndomes de Z [X] tels que
@) go et hy sont unitaires,
(i) f = gohy modulo p,
(iii) les polyndomes (gomodp) et (hgmod p) sont premiers entre eux .
Alors, pour tout entier n 20, il existe des polyndomes g et h de Z [X] qui vérifient
f = gh modulo p*,
avec g unitaire et

g=g (modp),h =hy (modp) .

COROLLAIRE 2 .- Soit f € Z [X] un polyndme, et soit f' sa dérivée.
Soient ket m e N deux entiers telsque 2 k <m. Onsuppose qu'il existe x € Z tel
que

f(x) =0 (modpm) et pkif'(x).

Alors, pour tout entier n2m, il existe y € Z tel que

f(y) =0 (modpn) , pklifi(y) et y =x (modpm-k).

> Par division euclidienne, on peut écrire
fX)=f@+(X-x)fi(X),fie Z[X].
Il n'y a plus qua vérifier que les hypotheses du théoré¢me ont bien lieu. C'est clair
pour I'hypotheése (i) . En ce qui conceme la seconde condition, on note d'abord que
res(go,hp)=2f; (x) =xf'(x) (mod pk+1),
(exercice ) ,donc pXlires (go-ho)-
En tenant compte de I'hypothese
f(x) =0 (modp™m™) avec m>2k ,
on obtient bien la congruence
f(X) - (X-x) fiX) = 0 (modp2k+1),

qui n'est autre que la condition (ii) . D'ot le résultat. <
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4. Factorisation dans Z [X] , la méthode de Berlekamp .

On considere un polyndme quadratfrei F e Z [X] , de degré d et de hauteur H,
que l'on cherche a factoriser. Pour simplifier on supposera F unitaire ( voir exercice 4 ).

La méthode de Berlekamp comporte les étapes suivantes :
1°) On choisit un nombre premier p qui ne divise pas le discriminant de F.

2°) On factorise dans F P [X] le polyndme f,image de F modulo p; soient

Py, ..., Py les facteurs irréductibles de f dans F‘p [X].

3°) Si k estégal 2 1 alors F est irréductible, et on arréte évidemment la

procédure.

4°) Parcontre,siona k> 1, on choisit une partition quelconque de

I'ensemble { 1,2, ...,k } endeux parties S et T non vides et on pose

gO=HPi et ho=HPi ’

ies ieT
de sorte que l'on a
F= gyhy (mod p ), avec res(gy,hyg)#0 modp,

(en considérant que g, et h, sont A coefficients entiers ) .

5°) Le lemme de Hensel s'applique, ce qui permet de raffiner la congruence

précédente en
F=gh (mod pr) avec pr2B,

la borne B étant choisie comme plus haut, et les polyndmes g et h ayant

leurs coefficients entiers et compris entre -p"/2 et pn/2.
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6°) On teste ensuite si g divise F (dans Z [X] ),

- si g divise F alors on a trouvé un facteur non trivial de F et on
peut appliquer cette procédure aux polynomes g et F/g,

- s'il n'existe plus aucune partition non traitée la procédure s'arréte en
concluant que F est irréductible sinon on choisit une nouvelle partition de

I'ensemble { 1,2, ..,k } etonretourne a I'étape 4.

Etudions rapidement le cout de cet algorithme. Le cotit des étapes 1 a 3 a déja été
calculé, et on sait quil esten O (d3p(Logp)?2). Par ailleurs, on a vu que I'on peut
supposer p = O (dLog (dH)), letemps de calcul des trois premieres étapes est donc
ma joré par

O(d* (LogdH)2).
Pour un choix quelconque de la partie S, les étapes suivantes ont un cofit
C =0(d2(d+LogH)?2) (exercice: le démontrer) .

Mais , on peut avoir 2 tester tous les 2k-1 ensembles S possibles, et le coit des

parties 4 2 6 de l'algorithme est alors 2%-1 C . Comme nous l'avons vu au chapitre

précédent, on a " en général"

k <2 Logd ( etdonc 2k< d3/2)

et l'algorithme de Berlekamp a donc " en général " un colt total majoré par
O((Logd)2d4(LogdH)?2).

Cependant, il existe des polyndmes irréductibles sur Z et pour lesquels, quel que soit
le choix du nombre premier p,on atoujours k>d/2 (etdonc 2k-1 >24d/2-1);
ce qui montre que l'algorithme de Berlekamp n'est pas polynomial en fonction du degré
du polyndme F ( voir I'exercice 5 ) .

L'objet des prochains paragraphes sera de donner un algorithme de factorisation dont

le cofit est polyndmial, l'algorithme " L3 " .



318 Mathématiques pour le calcul formel

5 . L'algorithme L 3.

1. Réseaux .

Soit n un entier positif, un sous - ensemble L de I'espace R " est appelé un
réseau (en anglais lattice ) s'l existe une base b, , ..., b, del'espace R telle
n n
L= b6Z=(D, rbirez,15isn }.
i=1 i=1
Par définition, le déterminant de L est
det (L) = ldet(by,..,by)I,

il ne dépend pas du choix de la base by, ..., b, .L'entier n est appelé le rang de L.

2. Orthogonalisation de Gram-Schmidt .

Soit by, ..., b, une base de R . Les vecteurs b* ,1<i<n, et les scalaires ij »

pour 1 £j<i<n, sont définis récursivement par

i-1
(b,,b*)
- —_ L |
b.* = bi = 21 ul]b]* , Ou ulj = W N
§= J J

ou (,) désigne le produit scalaire dans R ™. Alors b;* ..., b,* est une base
orthogonale de Rn.
D'apres la construction des b;*, on a
det (L) = Idet(by*,..,b*)I,
et du fait que by* ..., b,* est une base orthogonale on a aussi
Idet (by*,...,by*)l = 1Ib*l..lb*I,
et donc

det (L) = Iby*|...1b*1 .
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Notons que
i-1 R ) i-1 )
2 2: E: 2 2 .
I'b;1 —lbi*+.—luijbj*l =1b*1"+ My lbj*l 2 |b*I , 1<i<n.

i= j=1

D'ou le résultat suivant.

THEOREME 2 .- (Inégalité de Hadamard ) Soient b, b,,...,b, n vecteurs
non nuls de 'espace Rn, alors on a
ldet(by,..,by)l < Ibyl..Ibyl,

'égalité n'ayant lieu que si ces vecteurs sont deux a deux orthogonaux.

3. Bases réduites .

A partir de 13, nous suivons de trés pres l'article de A. K. Lenstra , H. W. Lenstra Jr.
et L. Lovész .— Factoring Polynomials With Rational Coefficients , Math. Ann. , t. 261,

1982, pp. 515-534.

Dans la suite, cet article sera désigné par [ L3].

Ces auteurs ont introduit la définition suivante :
une base by, by, ..., b, dun réseau est dite réduite si elle vérifie les conditions
suivantes
Iwil <1/2 pour 1<j<i<n
et

Ib* + 5 by * 12 2(3/4) b *12 pour 1<i<n.
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PROPOSITION 1 .- Soit by, b, , ..., b, une base réduite d'un réseau L de
l'espace R ™, et soient by*, by*, ..., b,* définis par le procédé de Gram - Schmidt.

Alorsona

Ibj12 < 2i-11b*I2  pour 1<j<i<n.

> Par définition d'une base réduite, on a

2 3 2 2 1 2
b 1" 2 (-5, 10y 152 217

pour 1<i<n, dou l'on déduit
Ib*12< 285 Ib*I2 pour 1<j<i<n.

Ce qui implique

i-1

2 2 1 i-j 2 i-1 2

Ib, 1" < Ib*I +Z.§12 Ib, 1" <2 Ib*1".
j=

Et, en définitive,
|bj|2 < 2j-1 ij*|2 < 2i-1|p*(2,

pour 1<j<i<n. <

COROLLAIRE 1. - Sous les hypotheses de la proposition, on a les estimations
det(L) < Ibjl..Ib,l < 2n(n-13/4det (L) ,
et

Ibyl € 2(n-1)/4det(L)1/n

> La premiere inégalité est celle de Hadamard. La seconde résulte de la proposition et
de la formule
det(L) = Iby*l...1b*1I.

La troisieme découle de la proposition et de la seconde. <
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COROLLAIRE 2 .- Soit L un réseau dont by, by, .., b, est une base
réduite. Soient xq, X5, ..., X, des vecteurs linéairement indépendants de L . Alors, on
a

ijI2 <2n-1 max (Ixy12, Ixy12,..., %12}

pour j=1,2,..,¢t.

> Tout vecteur x nonnul de L peut s'écrire sous la forme

m m

ok 5
X = Eribi = Z I bi avec rieZ et r € R ,rm;&O,

i=1 L=

pour un certain entier m=m (x) .
On aalors r,'=r, etdonc

IX12 > r'2 Ib *12 > Ib *I2.

Posons m (xj) =m(j) pour j=1,2,..,t,onaalors
%12 2 Ib,*12 pour j=1,2,..,t.
Quitte a modifier I'ordre des X; , On peut supposer que I'on a

m(l) <m@) < .. <m().

Comme les x; sont linéairement indépendants, il est clairque 'ona j<m(j) pour

tous les indices j=1,2,..,t.

D'ou les inégalités
Ibj12 < 2m@-1 by *12< 2n-1 Ibmo-)'*lzs 2n-1 %512,
pour j=1,2,..,t.

Ce qui démontre le résultat. <

M. MIGNOTTE — 11
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4. Algorithme de réduction .

Cet algorithme est détaillé dans [ L3 ], nous donnerons seulement son énoncé.

algorithme L3 ;
données : une base by, b,,..,b, quelconque d'un réseau L ;
sortie : u;xe base réduite de L ;
{ premier pas : orthogonalisation de Gram - Schmidt }
début
pour i:=1 jusqu'a n faire
début b*:=b;;
pour j:=1 jusqu'a i-1 faire
début p;:=(b;, b* ) /By b*:=b* -y b* fin;
B;:=(b*, b*)
fin ;
k:=2;
(i) Trans (k-1); { laprocédure trans assure la condition | byl < 1/2)
{ on teste maintenant la seconde condition au rang k }
si By < (3/4 - Wyy.?) By alors
début
modif ; { cette procédure permute les vecteurs by et by }
si k>2 alors k:=k-1; {retouren arriére }
fin ;
pour h:=k-2,k-3,..,1 faire Trans (h);
si k=n alors arrét; { si k atteint n, on a une base réduite, on s'arréte }

k:=k+1; aller en (i) ; { sinon on reparten avant }
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procédure trans (h);
si Iy, 1>1/2 alors
début r:=[p,+1/2]; b:=b-rby;
pour j:=1 jusqu'da h-1 faire py:=p -1y ;
Hih = Hgp - T

fin ;

procédure modif ;
début
Hi=Mgpg 3 Bi=By+u2Byg 5 Wi =WB /B
By:=By;By/B; B ;:=B;
permuter ( by, by ) ;
pour j:=1 jusqu'a k-2 permuter (K, H k1) 5
pour i:= k+1 jusqu'a n faire
début p': =i - B ik Kikn: = Rkt e B B =1 fing
fin ;

fin .

5. Coit de l'algorithme .

I1 faut déja montrer que l'algorithme s'arréte. Dans ce but les auteurs de [ L3 ]
introduisent les quantités
di=|det((ijbk))1$j,ksi| =Ib*I12 .. Ib*I12 |, 0<i<n,
et
D =4d;..dy; -
Desorteque dy=1 et d,=det(L)2.
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Au cours du déroulement de 1'algorithme, le nombre D ne change que si I'un des b;*
est modifié, ce qui ne se produit que si la condition
(*  Ib* + Wb 12 2 (3/4) | b * 12

a lieu pour un entier k > 2. Et, dans ce cas la quantité d,_; est multipliée par un facteur
strictement plus petit que 3/4 tandis que les autres termes d; restent inchangés; donc D
est réduit par un facteur < 3/4 . Pour démontrer que l'algorithme s'arréte, il suffit donc
de minorer D par une quantit¢é > 0 qui ne dépend que du réseau L et que chaque
passage dans la zone (i) de l'algorithme conduit A la modification d'au moins un des
vecteurs b;. Posons

m(L)=min {Ix12; xe L,x=#0}.
Pour i> 0, le nombre d; est égal au carré du déterminant du réseau L; engendré par
les vecteurs by ,...,b; dans I'espace R b; + ..+ R b; . On sait qu'un réseau L;
quelconque de dimension i contient un vecteur x; qui vérifie

Ix;12< (4/3)CG-1)/2(det (L)) 2/i
voir par exemple J. W. S. Cassels .— An introduction to the geometry of numbers ,
Springer, Heidelberg , 1971 (lemme 4 du chapitre 1 et théoréme 1 du chapitre 2).
On en déduit la minoration

d; 2 (3/4)iGi-1)/2 m(L)i,
Comme au départ on a

d<Ibl2., ibjl2< Bi, o B =max{ Ibl2; 1<k<n},

la condition (*) ne peut se produire que O (n2 Log B) fois pour chaque valeur de
l'entier k . On en déduit ensuite facilement que I'algorithme L3 ne nécessite pas plus
de O (n*Log B) opérations arithmétiques, et on peut vérifier que ces opérations

portent sur des entiers d'au plus O (n Log B) chiffres binaires.

Voir [ L3] pour les démonstrations .
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De:s raffinements ont été apportés en particulier par les auteurs suivants :

- E. Kaltofen .— On the Complexity of Finding Short Vectors in Integer Lattices ,
EUROCAL' 83, London, ed. van Hulzen , Lecture Notes in Computer Science , n°® 162

, Springer, Heidelberg, 1983 ;

- A. Schonhage .— Factorization of univariate integer polynomials by diophantine
approximation and an improved basis reduction algorithm , Proc. of 11-th ICALP ,
Antwerpen , 1984, Lecture Notes in Computer Science , n® 172, Springer, Heidelberg,

1984 ;

- C. P. Schnorr — A more efficient Algorithm for Lattice Basis Reduction ,

manuscrit, Journal of algorithms, t. 9, 1988, pp. 47 - 62..

Les progrés obtenus sont assez techniques. Aussi, pour plus de détails, nous

renvoyons le lecteur a ces trois articles.

6. Facteurs des polyndmes et réseaux .

Dans ce paragraphe p est un nombre premier donné et k un entier strictement positif

fixé.

On représente les éléments de l'ensemble Z /p XZ par des entiers qui appartiennent
alintervalle ] -pX/2, pk/2] et, avec cette convention, on note a mod p&

l'image naturelle d'un entier a dans l'ensemble Z/p<Z.
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Pour un polynéme

g=2ain e Z[X],

i
on pose

(g mod pk) = 2 (a, mod pk) x' e (Z/p*Z)H[X].

1

On consideére un polyndme f € Z [X] de degré n > 0 ainsi qu'un deuxiéme

polyndome h e Z[X],dedegré d,0<d<n, possédant les propriétés suivantes :

(1°) h est unitaire ,

(2°) (h mod pk) divise (f mod pk ) dans (Z/pkZ)[X],
(3°) (h mod p) estirréductible dans F [X],

@°) (h mod p)2 nedivise pas (f mod p) dans FP[X].

PROPOSITION 2 .- Avec les notations ci-dessus, le polyndme f admet un
facteur irréductible hy, dans Z[X] pour lequel (hymod p) est un multiple de (h
mod p ) dans Fp [X].

Au signe pres, le polyndme hg, est unique.

De plus, si g estun diviseur de f dans Z [X] alors les propriétés suivantes sont
équivalentes

@) (h mod p) divise (g mod p) dans Fp X1,
(i) (h mod pk) divise (g mod pk ) dans (Z/ptZ)[X],
(iii) hy divise g dans Z[X].

En particulier, (h mod pk) divise (hy mod p¥) dans (Z/pkZ)[X].
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> L'existence de hg , ainsi que son unicité - au signe pres -- ne posent pas de

difficulté.
(iii) = (ii) : c'est clair.
(i) = (i) : évident.

(i) = (ii) : Supposons que f=gq dans Z[X] et que le polyndbme (h mod p)
divise (g mod p) dans F,[X].Du fait que le carré de (h mod p) ne divise pas
(f mod p) dans F,[X],lespolyndbmes (h mod p) et (q mod p) sont premiers
entre eux dans Fp [X] ; il existe donc des polynémes u,v et w de Z [X] tels que

uh+vq=1-pw dans Z[X].
En multipliant cette égalité par le produit g.(1+pw+...+(pw)k-1), on obtient
une relation de la forme

uyh + vif=(1-pkwk)g dans Z[X], u et v € Z[X].

D'ou la propriété (ii) .
La demiere assertion est un cas particulier de I'implication (i) = (ii) .<

Dans la suite de ce paragraphe on fixe un entier m > d, et on désigne par L
'ensemble des polyndmes de Z [X] de degré au plus m dont I'image modulo pk est
divisible par (h mod pk) dans (Z/pkZ)[X].

En identifiant un polyndme avec la suite de ses coefficients, on voit que L est un
réseau de l'espace Rm+ 1 de base

{pkXi;0<i<d} U {hXi;0<j<m-d}.

Le déterminant de L estdonc det(L)=pkd,
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La clef de l'algorithme de factorisation est le résultat suivant.

PROPOSITION 3 .- Soient f et hy des polyndmes comme dans 1'énoncé de la
proposition 2. Alors si b est un élément non nul du réseau L défini ci-dessus qui
vérifie

Ibln |fIm < pkd

le polyndme hg divise b dans Z [X].

> Posons g=p.g.c.d.(f,b). Dapres la proposition 2, il suffit de montrer que le
polyndme (h mod p) divise (g mod p) dans Fp [X] . On raisonne par l'absurde,
en supposant que (h mod p) ne divise pas (g mod p).Comme (h mod p) est
irréductible dans F}, [X] , il existe des polyndmes uj, v, et wy € Z [X] tels que
® uh +vyg=1-pw, .
Posons e=deg(g), m=deg(b);ainsi 0<e<m <m.
On définit
L'={uf+vb+w; uv,we Z[X],deg(u) <m'- e, deg(v) <n-e,deg(w)<e ).
Montrons que L' est un réseau qui admet pour base
{1,X,.,Xe1} u {Xif; 0<i<m'-e} U { Xib; 0<j<n-e}.
11 suffit pour cela de prouver qu'une relation de la forme
uf + vb=w avec deg(u)<m'-e,deg(v)<n-e,deg(w)<e
implique u=v=w=0; ce qui résulte aussitot de ce que
Z[X].f+Z[X].b=2ZI[X].g , puisque g=p.gcd (f,b),
et du fait que g est de degré e.
L'inégalité de Hadamard implique
det (L") < IfIm-¢e |bIn-e< |flm |b|n < pkd

Nous allons maintenant minorer le déterminant de L'.
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Montrons I'implication suivante

(**) ze L et deg(z)<e+d = deg(z mod p)<e.

Soit z un polyndme appartenanta L' et de degré <e +d . Par division euclidienne,

z=qg+ r, avec deg(r)<e.
En multipliant la relation (¥) parle produit q.(1+pwy+..+(pwy)k-1) on
aboutit & une formule du type

ush + v3qg=q modp*Z[X] , u3,v3e Z[X].

Comme b appartient 2 L', le polyndme (h mod pk) divise (g mod pk) donc
aussi (q mod pk). Mais, d'une part h est unitaire de degré d, et, d'autre part, le
degréde q est <d , donc q est nul.D'ou l'implication J(**) cherchée.

On peut choisir une base by, by, ... , by,mre.; de L' ol chaque polyndme b; est
de degré i ( voir par exemple Cassels , théoréme I.A , chapitre I ) . D'aprés (**), le
coefficient dominant de b; est divisible par pk pour les indices i=e,e+l, ..., e+d-1,
ce qui implique

det(L') > pkd |

Contradiction. <

COROLLAIRE 1. - On conserve les notations précédentes, et on suppose que la
suite by , by, ..., by, est une base réduite de L . On désigne par M la mesure du
polyndéme f . Alors,

@) Ib;l < (pkd Ifl-m)1/n = deg(hy) < m),

(ii)  sion alinégalité
2m l'l/2
p¥d > p2mn/2 ( m 1™ M",

etsi le degré du polyndme hy est majoré par m alors b; vérifie

Ibjl < (pkd If[-m)1/n
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> La propriété (i) est une conséquence immédiate de la proposition puisque le
polyndme b; estde degré au plus m.
Supposons que hy soit de degré au plus m, alors hy appartienta L eton a
2 o om2 2m
Ingt® < D, ()7 mes(hy) < (7)) M
i=0

Et le corollaire 2 de la proposition 1, avec t=1 et x) =h, donne

1/2
m/2 m/2 ¢ 2m
b, i<2™ i< 2™ (“ ) M,

d'ott la propriété (ii). <

COROLLAIRE 2 .- On reprend les notations du corollaire précédent et on
suppose que p Vérifie I'inégalité
2m \" /2
@) phd > 2mn/? ( m IF1Im Mt
et qu'il existe unindice j , 1 <j<m+1, pour lequel on a
(ii) lbjl<(pkdlfl*m)‘/".
Soit alors t le plus grand de ces indices j ; alors on a
deg (hyg) = m+1-t,
ho = ngd ( b] N b2 y eee bl) N

et I'inégalité (ii) a lieu pour tous les indices je { 1,2,...,t}.

> Soit J I'ensemble des entiers j, 1< j < m+ 1, tels que l'inégalité (ii) ait lieu.
Le corollaire 1 nous apprend que le polyndme h, divise bj pour tout indice j
appartenant a J . Donc h, divise le p.g.c.d. des polyndmes b; ,J parcourant J.
Notons h; ce p.g.c.d..Les polynébmes b;,je€ J, sont linéairement indépendants,
divisibles par h; et de degré au plus m, d'ol l'inégalité .

Card (J) < m+1-deg(h;).
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Du fait que les polyndmes Xih, appartiennent auréseau L pour les entiers i=1,
2,....,m-deg(hg) ,lecorollaire 2 de la proposition 1 et la majorationde lhyl déja

utilisée montrent que 1'on a
1/2

m/2 2m
b1 <2 (") M,
pour 1<j<m+1-deg(hg), etdonc que tous ces indices appartiennent a3 J, ce qui
implique

Card (J) 2 m+1-deg(hg) .

En comparant la minoration et la majoration de Card (J ) obtenues ci-dessus, on
constate que I'on a nécessairement

deg(hy) = deg(hy)=m+1-t et J={(1,2,.,t}.

11 ne reste plus qu'a montrer que h; est égala hy au signe prés, et pour cela il suffit
de montrer que le polyndme h; est primitif. Soit d; le contenu du polyndme by , alors
le polyndme b, /d; est divisible par hy, donc b;/d; appartient au réseau L ; mais
le polyndme b; étant un élément d'une basede L,ona d;=1.

En conclusion, b; est primitif, donc h; T'est aussi.
Ce qui achéve la démonstration. <

Remarque : Les preuves des propositions 1 et 2 montrent que le corollaire ci-dessus

reste vrai si l'inégalité (i) est remplacée par la condition plus faible

pkd > Bn’Yn | f|m S
o B = max (Ib1/Ib*|; 1Sj<i<m+1)

et y=max{ Igl; ge Z[X], g divisant f } .
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7. L'algorithme de factorisation .

On considere un polyndme F de Z [X], quadratfrei, primitif et de degré n>0 (on
suppose aussi F unitaire pour simplifier ) . On suppose que I'on a choisi un nombre
premier p , unentier k>0 et calculé un polyndme he Z [X] vérifiant les propriétés
1°) a 4°) considérées au paragraphe précédent —si h est de degré n alors (Fmod p)
est irréductible et donc F est aussi irréductible dans Z [X] et l'algorithme s'arréte.

On supposera donc que h est de degré strictement inférieur 3 n . ( On aura, par
exemple, calculé (h mod p) grice a l'algorithme de Berlekamp et raffiné le calcul
modulo p¥ en appliquant la méthode de Hensel ) . On suppose que les coefficients du
polyndme h sont réduits modulo pk (donc comprisentre -pk/2 et pk/2),de
sorte que

Ih12<1+d.pk/2 , od d=deg(h).

On considére un entier m donné >d, et on suppose que p et k vérifient l'inégalité
2m \"/?
@) pkd > pmn/2 ( m IFI™ M™ .
Soit L le réseau considéré au paragraphe précédent, de base
{pkXi; 0<i<d}) u (hXi;0<j<m-d}.

On calcule une base réduite by, by, ..., by,,; de L grace a l'algorithme L3 .

D'apres le corollaire 2 de la proposition 2, on a alors
- soit : Ibyl = (pkd IFI-m)1/n etalors deg(hy)>m,
- soit : Ibjl < (pkd IF|I-m)1/n etalors deg(hy)<m et
hyg = pged (by,by,..,b),
l'entier t étant défini comme dans le corollaire 2 de la proposition 2.

Ce qui acheve la description de I'algorithme.
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Cet algorithme foumit un facteur irréductible h du polyndme F dans Z [X] . Pour
une factorisation compléte de F dans Z [X], on peut par exemple procéder ainsi

- factoriser compleétement le polyndme (F mod p),p étant un nombre premier qui
ne divise pas le discriminantde F,

- choisir un polyndéme h; de Z [X] tel que (h mod p) soit un facteur irréductible
de (F mod p),

- déterminer comme il vient d'étre dit un polyndme h;ode Z [X] qui est un facteur
irréductible de F dans Z [X],

- sile degré du polyndme h,  est strictement plus petit que celui de F, choisir un
polyndme de Z [X] dont l'image modulo p est un facteur irréductible du polyndome

(F/h;p mod p) dans l'anneau Fp X1,

puis reprendre le méme algorithme avec F/h; o comme nouveau polyndme ... et ainsi

de suite, jusqu'a ce que le polyndme considéré soit irréductible dans Z [X] .

En tenant compte du cofit de l'algorithme L3, et en examinant les calculs auxiliaires A

effectuer on démontre le résultat suivant (cf. [L3] ).

THEOREME 2 . - L'algorithme décrit ci-dessus factorise tout polyndme primitif a
coefficients entiers en produit de polyndmes irréductibles dans Z [X] .
11 nécessite un nombre d'opérations en O (n6+nS5 Log | Fl) , ces opérations

portant sur des entiers de longueur binaire O (n3+n2Log|Fl).
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Exercices

1. Soit Fe Z [X] un polyndme tel que F (0) et F (1) soient impairs. Démontrer

que ce polyndme n'a pas de racine dans Z . Qu'en est-il relativement 3 Q ?

2. Soit p un nombre premier et soit f un polyndme 2 coefficients entiers.
Démontrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

@) VYaeZ , f(@ =0 modulo p,

G) 3Jg,heZ[X],fX) =(XP-X)gX) + ph(X).

3. On considere la procédure suivante, due a Kronecker, pour la factorisation des

polyndmes a coefficients entiers.

donnée: fe Z [X],de degré d>1.

pour s=1,2,..,[d/2] faire

(i) choisir s+ 1 entiers xg, Xq, ..., Xg distincts ;

(ii) si ilexiste x; tel que f(x;) =0 alors renvoyer g=X-x; et arrét
sinon déterminer I'ensemble E des (s+1)-uples d'entiers

(dg» dq, --., d)) € Zs*1 tels chacun des d; parcourt

I'ensemble des diviseurs de f(x;);

(iii) pour tout d =(dy, dy, ..., ds) € E calculer le polyndme gge Z [X]

qui vérifie gq(x;)=d; pour i=0,1,..,5s;

si ggq divise f (dans Q [X]) alors renvoyer g4 et arrét.
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Démontrer que si cette procédure s'arréte sans avoir renvoyé un polyndme g alors f
est irréductible sur Q[X].
Grice 2 cette méthode, démontrer que le polyndme
f(X) =2X5+8X4-7X3-35X2+12X-1
admet la décomposition

f(X) = (2X2+46X-1)(X3+X2-6X+1).

4. Démontrer que, pour tout n, le polyndme cyclotomique @, est irréductible dans
l'anneau Q [X].

[ On montrera d'abord qu'il suffit de prouver l'irréductibilité de ¢, sur Z . On
considere ensuite le polyndme minimal f sur Z du nombre complexe { =e2i®/n,
Alors f divise @, . Soit p un nombre premier qui ne divise pas n et soit g le
polyndme minimal sur Z de {P alors f divise g( XP) etsi g est différent de f
alors le polyndme &, admet une racine double modulo p . Montrer que tel n'est pas le

cas et conclure. ]

5. Choix du module p.

Comme au paragraphe 2, on cherche une majoration du plus petit nombre premier qui
ne divise pas un entier N donné ( on s'intéresse en fait au cas ou N est la valeur
absolue du discriminant d'un certain polyndme 2 coefficients entiers ) .

1°) Soit n un entier 22 . On considére le coefficient du binénie
2n
c=("").

n n

Démontrer les implications suivantes :
@) n<p<2n = plC,,
() 3n/2<p<n = pnedivisepas Cg,
(i) phIC, = ph<2n.
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En déduire la formule

(*» 0<LogC_ - Z Logp < Z Logp + p; OSpSZ Logn.

n<p<2n V2n < p < 3n/2 pPS¥2n

2°) Démontrer l'estimation

LogC, =2nLog2 + O(Logn).

3°) Pour x >0 réel, on pose

0(x) = 2 Logp.

pPSx

Grace 2 la premiere inégalité de (*) , démontrer la majoration

0(x) <2xLog2 + O(Logx) .

6 . On suppose que F est un polyndme 2 coefficients entiers et de coefficient
dominant égal 3 a > 1 . Démontrer que pour factoriser le polyndme F on peut
considérer le polyndbme G = a F et se limiter a chercher les diviseurs de G dont le

coefficient dominant est égala a.

7 . Etudier la factorisation du polyndme X4+ 1 dans tous les corps F et démontrer
que ses facteurs irréductibles sur un tel corps sont de degré au plus égal a deux. Vérifier

que ce polyndme est irréductible dans Z [X] .
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8. Soit n un entiex 2t D1, .., Pn desnombres premiers distincts.

19) Démontrer qu'il n'existe pas Go ..

Sk owee aed SUIC
e TCG = prl ’
G parcourant l'en o {1,2,..,n-"  stolonaposé
= 11 Py
keo

[ On pourra raisonner par récurrence sur n. ]

2°) Démontrer que le polynéme f (X) défini par

f0 =] (ieiﬁ)

g;e{0,1} i=1

est A coefficients entiers.

Grice 2 la question précédente, démontrer que f est irréductible sur Z .

337

3°) Démontrer que pour tout p premier le polyndme f mod p se factorise dans

l'anneau Fj, [X] en produit de facteurs irréductibles de degré au plus deux.

[ Cet exemple est dii a H. P. F. Swinnerton - Dyer. On pourra consulter l'article de E.

Kaltofen, Factorization of Polynomials paru dans l'ouvrage Computer Algebra , ed. B.

Buchberger, G. E. Collins, R. Loos, Springer, 1982, pp. 95 -113 . ]
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9. Critere d'irréductibilité d'Eisenstein .

Soit
f(X) = X"+ap 1 X1+ .. +a1 X+a
un polyndme a coefficients entiers tel qu'il existe un nombre premier p divisant chacun
des entiers a; mais tel que p 2 ne divise pas ag.
Démontrer que f est iméductible sur l'anneau Q [X].
Application : En déduire que le polyndome cyclotomique
Dy (X) = XP-14 . +X+1

est irréductible sur Q [X] . [ Considérer le polynome Dp(X+1).]

10. 1°) Montrer qu'il existe un polyndme linéaire a coefficients entiers qui n'admet
pas de zéro dans Z , mais qui a une racine dans tout corps fini .
[ On pourra prendre par exemple le polyndme 2 X +4.]
2°) Soient a et b deux entiers. Démontrer que si la congruence
ax+b =0 (modm)
est résoluble pour tout module m alors 1'équation a x + b=0 admet une solution
entiere. [ Considérer le module m=a.]
3°) Démontrer que la congruence
6x2+5x+1 =0 (modm)
est résoluble pour tout module m, mais qu'elle n'admet pas de solution dans Z .
[ Pour la premiére assertion, on pourra factoriser le polyndme 6x2+5x+1 sur Z

puis appliquer le théoréme chinois. ]

11. Au chapitre VI, on a vu qu'un polyndme au hasard de degré n sur un corps fini
a une probabilité voisine de 1 - 1/n d'étre réductible. En utilisant le théoréme chinois, en

déduire qu'un polyndme au hasard de Z [X] est " presque toujours " irréductible.
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12. Soit E le Z - module des polyndmes P e Q [ X ] tels que P(n) soit entier
pour tout entier n.
Démontrer que la famille des polyndmes ( P, ) n>0 définis par
Po(X), Pp(X) =X(X+1)..(X+n-1)/n! pour n21

constitue une base de E sur Z .
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Régle de Newton, V.3.1, 200.

Régle de Sturm, V.4.1, 203.
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Régle de Sturm, V ex. 18, 236.

Relation de Bézout, 1.8.1, 48.

Relation d’Euclide, IIl ex. 2, 130.

Représentation (d’un entier en base b),
1.1, 13

Réseau, VII.S5.1, 318.

Résidu quadratique (modulo p), I1.1.2,
77.

Reste (de la division euclidienne), 1.5,
30.

Résultant (de deux polynomes), III.6,
127.

Séparation des racines d’un polyndme,
IV.6.1, 178.

Substituée (valeur — & une variable),
II.5.1, 121.

Substitution d’une valeur a une variable,
Ir.s.1, 121.

Suite de Fibonacci, I.7.3, 44.

Suite de Sturm, VI.3.1, 249.

Symbole de Jacobi, 1I.1.2, 78.

Symbole de Kronecker, III.3, 1/4.

Symbole de Legendre, 1I.1.2, 77.

Systéme de représentants des éléments
irréductibles, II1.4.2, 118.

Test de primalit¢ de Miller-Rabin,
1I.2.3, 89.

Test de primalité de Solovay-Strassen,
II.2.3, 89.

Théoréme chinois (pour les entiers), .10,
58.

Théoréme chinois (cas général), III.3,
113.

Théoréme d’Erdds-Turan, IV.5.2, 177.

Théoréme d’Euclide-Gauss, 1.8.1, 48.

Théoréme d’Euler, 1.9.2, 54.

Théoréme de Schmidt-Schur,
175.

Théoréme de Budan-Fourier, V.4.2, 206.

IV.5.1,

Mathématiques pour le calcul formel

Théoréme de Chevalley-Warning, VI
ex. 16, 295.
Théoréme de d’Alembert, IV.1.1, 149.
Théoréme de de Gua, V ex. 4, 227.
Théoréme de Fermat, I.11, 62.
Théoréme de Gauss-Lucas, [V ex. 1, 184.
Théoréme de Hurwitz-Routh, V.5, 223.
Théoréme de Hurwitz-Budan-Fourier,
V ex. 24, 239.
Théoréme de Jensen, V ex. 13, 235.
Théoréme de Konig-Rados, VI ex. 15,
294.
Théoréme de Kronecker, VI ex. 16, 282.
Théoréme de la base normale, VI ex. 30,
303.
Théoréme de Lagrange, V.9.2, 237.
Théoréme de Laguerre, V ex. 16, 236.
Théoréme de Lamé, 1.8.3, 5/.
Théoréme de Lehmer, VI.5.3, 278.
Théoréme de McCoy, III ex. 22, 136.
Théoréme de Riez, V ex. 7, 230.
Théoréme de Rolle, V.2.2, 198.
Théoréme de Rouché, IV.3.5, /64.
Théoréme de Sturm, V.4.1, 203.
Théoréme de Swan, VI ex. 20, 299.
Théoréme de Szego, IV.3.5, 163.
Théoréme de Vicente Gongalves, [V.3.2,
160.
Théoréme de Vincent, V.4.6, 214.
Théoréme de Wedderburn, VI.1.1, 242,

Théoréme des accroissements finis,
V.2.2, 245.

Théoréme des valeurs intermédiaires,
V.2.1, 243.

Unitaire (polynoéme), III.2.1, /08.

Variable (d’un polynéme), II1.1.1, 104.

Zéro (d’un polynome), III.5.2, 122.
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a mod b

adiv b

signe (n)

bla

dZ

[x]

log x

(a, b)

la, b]

Z/nZ

a = b (mod m)
G(n)

o(n)

ordre G(x)
(7

(2

An)

w(n)

P(n)

AX, Y...]
deg (P)
degy(P)
(F,G, ..)
ordp(x)
contg(x)
£

F(®)
Resy(f, &)
Discr (f)
ord (F, a)

M(P)
[I P[] (ou [[P[lg)

()

NOTATIONS

Ecriture d’un ¢ cr en base b, I.1.1, 15.
a modulo b, 1.1.4, 17.

Quotient entier de a par b, 1.1.4, 18.
Signe d’un nombre, 1.1.5, 21.

b divise a, 1.5.1, 30.

Ensemble des multiples de o, 1.5.1, 30.
Partie entiére du nombre réel x, 1.5.2, 32.
Logarithme binaire, 1.7.2, 41.

p.g.c.d. des entiers a et b, 1.8.1, 47.
p.p.c.m. des entiers a et b, 1.8.4, 52.

{ Classes d’entiers modulo » }, 1.8.4, 53.
a congru a b modulo ¢, 1.8.4, 53.

{ Eléments inversibles de Z/nZ }, 1.9.1, 53.
Fonction phi d’Euler, 1.9.1, 53.

Ordre d’un élément d’un groupe G, II.1.1, 72.
Symbole de Legendre, I1.1.2, 77.

Symbole de Jacobi, I1.1.2, 78.

p.p.c.m. des ordres des x € G(n), II.1.5, 81.
Nombre de diviseurs premiers de n, I1.2.1, 84.
Plus grand facteur premier de n, I1.3.1, 94.

Anneau des polyndomes en X, Y..., III.1.1, 104.
Degré (total) d’'un polynoéme, III.1.3, 106.
Degré partiel en X d’un polyndéme, 1II.1.3, 106.
Idéal engendré par F, G..., III.2.3, 110.

Ordre de x relativement a p, 1I1.4.2, 118.
Contenu de x relativement a 2, 111.4.2, 118.
Dérivée d’un polynome F, III.5.4, 124.
Dérivée i-éme d’un polyndme F, II1.5.4, 124.
Résultant de f et g par rapport a X, 111.6, 127.
Discriminant du polyndéme f, III.6, 129.

III ex. 12, 132.

Mesure de Mahler du polynéme P, IV.3.1, 158.
Norme quadratique du polynéme P, IV.3.1, 158.
Mesure d’un nombre algébrique, IV.3.1, 160.
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L(P)
H(P)
sep (P)

V(x)

v(x)

F,

Q

Ff

o,

u(n)

w(F)
L:A—>A
#(E)

ut || v

det (L)

Longueur d’un polynéme P, 1V.4.1, 168.
Hauteur d’un polynéme P, 1V.4.1, 168.
Distance minimale entre racines, 1V.6.1, 178.

Nombre de chg. de signe (Sturm), V.3.1, 203.
Idem (au sens de Budan-Fourier), V.3.1, 206.

Corps a g éléments, VL. 1.1, 243.

Cloture algébrique de Fy, VI.1.1, 243.

{ Eléments non nuls de F,}, VI.1.1, 243.
Polynome cyclotomique d’ordre n, VI.1.5, 248.
Fonction de Mobius, VI.2.1, 249.

Nombre de fact. irré. distincts de F, VI.2.4, 252.
Appl. de Berlekamp, o —> a?— a, VI.4.1, 263.
Cardinal de P'ensemble E, VI ex. 15, 294.

W | v mais uh+1 ne divise pas v, VI ex. 23, 302.

Déterminant du réseau L, VII.5.1, 3I8.
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Les ordinateurs réalisent maintenant la plupart des calculs
algébriques ou analytigues exigés par les exercices de mathé-
matiques des lycées, Cet ouvrage présente les outils mathé-
matiques utilisés dans las programmes qui effectuent ces
calculs.

Le but principal poursuivi ast |a factorisation des poly-
nomes. La premiére partie de cet ouvrage traite de |'arithmeé-
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