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INTRODUCTION

Ce livre fournit une méthodologie en Mathématique. I est donc
recommandeé aux étudiants des cursus scientifiques universitaires. il peut étre
utilisé au fur et @ mesure des besoins durant [es deux premiéres années, mais
aussi en entrée ou prérentrée de premiére année, en introduction aux cours
d’'algébre, d'analyse, et de langage de programmation. Nous le destinons
également aux étudiants-professeurs des Instituts Universitaires de Formation
des Maitres; nous espérons aussi que nos collégues, enseignants de premier
cycle, y trouveront une motivation pédagogique supplémentaire.

Il a servi de base a un enseignement de prérentrée, de 30 heures, pour 300
étudiants d’'une section de premiere année de DEUG A (Sciences) de l'institut
des Sciences et Technigues de I'Université de Valenciennes et du Hainaut
Cambrésis.

Depuis plusieurs années, nous cherchons les raisons des blocages et échecs
en Mathématique; nous sommes maintenant persuadés que la raison principale
est le manque de connaissances de base : écriture et lecture insuffisantes du
langage mathematique (par exemple, utilisation incorrecte des guantificateurs et
du symbole “=" d'implication), mais aussi méconnaissance des méthodes
élémentaires de démonstration qui paralyse P'étudiant lorsqu’il commence un
exercice.

Nous avons également constaté que les éiudiants en difficulté ne sont pas
ceux qui travaillent fe moins : ce sont peut-étre ceux qui ont besoin de supports
écrits en logique. Il faut bien reconnaitre que ces supporis manquent; si les
ouvrages, pour la plupart, comportent maintenant une initiation convenable a la
théorie des ensembies, ils sont, par contre, fort concis et imprécis en ce qui
concerne linitiation & la logique du raisonnement; cette initiation se fait donc,
malheureusement, uniqguement oralement, par bribes et redites durant de
nombreuses années. C'est precisément cette tradition orale que nous aimerions
faire passer ici sur papier : travail ingrat (comment expliquer des “évidences”,
expliquer “'inexplicable” 7) mais aussi travail enthousiasmant quand le but visé
est d'aider certains étudiants a jouer avec les Mathématiques et & ne pas les
subir.

Nous ne prétendons pas amener tout de suite chaque étudiant au “"sommet”
car la résolution de certains problémes nécessite beaucoup d'expérience et
d'intuition (voir I'exemple du 2.3.b ); mais I'expérience semble prouver qu'un
étudiant possédant les bases logiques parvient largement a la moyenne dans la



plupart des examens et concours. En outre, une manipulation rigoureuse des
objets mathématiques facilite la compréhension des domaines connexes comme
la physique et I'informatique.

Cet ouvrage ne comporte que des notions bien connues de tout enseignant de
Mathématique. Désirant nous limiter a la seule logique utile aux Mathématiques
des deux premiéres années de I'enseignement supérieur, nous avons évité les
rapprochements avec les langages, les systémes formels, linformatique ou
l'automatique. Ainsi, pour ne pas donner au lecteur des habitudes trop éloignées
du langage mathématique usuel, nous avons, comme partout, accepté un
langage assez simple : par exemple, nous dirons indifféremment montrons P
ou montrons qu'on a P ou encore montrons que P est vraie ; le lecteur
veillera cependant & ne pas confondre considérons P avec considérons
gquona P, ou soitl'assertion (P = Q) avec supposons (P= Q).

Nous avons toutefois signalé la différence entre les prédicats {ou fonctions
assertionnelles) et les assertions qui sont les prédicats constants; mais irés vite,
pour rejoindre les Mathématiques usuelles, nous avons appelé le prédicat,
"assertion” (avec guillemets); le lecteur n'aura qu'a retirer les guillemets pour
rejoindre 'appeliation usuelie. Nous avons aussi été amenés a distinguer une
assertion (qui peut étre vraie ou fausse) d'une proposition (qui est toujours
vraie) : cela n'est pas en accord avec la tradition qui, le plus souvent, utilise, a
tort sans doute, la seule appellation proposition.

I nous a semblé utile de présenter, au chapitre 3, les notions fondamentales
de la théorie des ensembles nécessaires a tout enseignement de
mathématiques de I'enseignement supérieur. Dans un premier temps, le lecteur
ne s'y reportera qu'en cas de besoin lorsqu’une notation, rencontrée par ailleurs,
lui semblera devoir étre précisée.

Le lecteur trouvera en fin d'ouvrage cing fiches d'exercices qui lui permettront
d'assimiler les connaissances développeées dans le cours.

Nous remercions vivement tous les collégues qui ont favorisé ce projet; en
particutier, B. Dussart et A. Kabila pour leur participation active et enthousiaste 2
I'expérience et leur contibution aux fiches d'exercices, B. Sodaigui pour son
apport d'une partie des énoncés des exercices de la fiche n° 4, ainsi que
A. Fréville et J. M. Raviart, directeur et directeur-adjoint de Pinstitut des
Sciences, grace a qui ce cours est enseigné a I'Université de Valenciennes. Nos
remerciements vont également a tous les étudiants et collégues qui par leurs
remarques nous ont permis d'améliorer le manuscrit.

Puisse cet ouvrage permettre de jouer aux Mathématiques !

Les auteurs — Juin 1993




ELEMENTS DE LOGIQUE 1

1.1. Le calcul propositionnel ou calcul assertionnel
a. But du calcul assertionnel

Dans le cadre d'une théorie! mathématique T donnée, une assertion est
une phrase? mathématique & laquelle on peut attribuer une et une seule valeur
de vérité, & savoir vrai (V en abrégé) ou faux (F en abrégé).

Toutes les phrases d'une théorie ne sont pas des assertions; il en existe
auxquelles il est impossible d'attacher une valeur de vérité; elles sont dites
indécidables. Sans aborder cette question ici, signalons qu'il ne faut pas
confondre “indécidable” et “sans signification”; nous ne rencontrerons que peu
de phrases indécidables; nous ne rencontrerons dans les exercices et exemples
que des assertions vraies ou fausses, et des expressions sans signification
mathématique.

Une assertion P vraie est appelée proposition; on dit alors gu'on a P, ou
que P est vraie. Selon I'importance qu'on donne a la proposition au sein de la
théorie, celle-ci pourra aussi porter le nom de: théoréme, corollaire,
lemme?®, ...

Dans la plupart des exemples que nous donnerons, ici et dans ia suite, % sera
la théorie des nombres réels (sauf mention expresse).

T Par exemple la théorie des groupes, la théorie des espaces vectoriels, ... ; de fagon générale,
nous désignerons, dans cet ouvrage, par théorie un ensemble de connaissances relatives 3 un
domaine donné des mathématiques (la définition d’une théorie dépasse le cadre de cet ouvrage).

2 Nous n'aborderons pas la syntaxe du langage, c'est-a-dire la maniére dont ces phrases sont
construites.

3 Un théoréme est une proposition jugée importante dans le développement de la théorie; un
corollaire st une proposition qui est conséquence immédiate d'une proposition déja démontrée; un
termme est une proposition intermédiaire utilisée au cours de la démonstration de certaines
propositions.



Exemples

— (4 est un nombre 2 0} est une proposition.

— (4 est un nombre < 0} est une assertion fausse.

— («fé ) n'est pas une assertion car { V2 } nest méme pas une phrase.
— (\@ < 0) estune assertion fausse.

— x étant un réel donné, ( Vx > 0) est une assertion seulement si x > 0;
carsi x<(, Vx mexiste pas et (\& > 0) n'a donc pas de signification (de
sens).

— x étant un réel donné, (x + 2 > 0) est une proposition si x > -2, une
assertion fausse si x <-2.

— (le ciel est bleu) n'est pas une assertion dans le cadre de la théorie des
nombres réels.

Soit ¢ une théorie mathématique quelconque; T débute a partir du choix

des axiomes! (ou postulats) de la théorie (notons que la plupart des théories
mathématiques admettent, entre autres, les propositions de la théorie des
ensembles (voir le chapitre 3)); ces propositions de base et leurs négations
permettent de construire les autres assertions de . Sion appelle #£2 la
classe des assertions de cette théorie, la théorie évolue au fur et 2 mesure de la
découverte et de I'étude d'éléments de &£, et de I'obtention de leurs valeurs de
vérité,
De fagon genérale, en connectant, comme nous le ferons dans la suite, des
éléments de & on obtient encore des éléments de &, dont on étudie les
valeurs de vérité grace aux tables de vérité des connecteurs et a quelques
régles logigues. Nous venons en fait de décrire la démarche du calcul
propositionnel, que nous préférons appeler calcul assertionnel. Ce calcul est
intéressant car les valeurs de vérité sont obtenues automatiquement et parce
qu'il est valable pour toute théorie %; son succés est également important en
automatique, informatique et dans I'élude des langages, par le biais notamment
de la notion d’algebre de Boole (G. Boole, 1815-1864) et de nombreux
algorithmes que nous n'étudierons pas ici. ”\\

1 Les axiomes sont des phrases de la théorie que 'on admet au départ comme vraies.

2 te lecteur pourra assimiler “classe™ et “ensemble”, cette distinction dépassant le cadre de cet
ouvrage,




Nous verrons comment les régles logiques peuvent étre obtenues facilement a
partir des tables de vérité, et, dans toute la suite, commaent ces régles logiques
peuvent étre utilisées. Le caicul assertionnel est aussi un relais précieux pour
Pétude des assertions quand 1a manipulation directe de celles-ci devient pénible.

b. Assertions équivalentes

Soient P et Q deux assertions de & . On dit que P est équivalente 3 Q, ou
qgue P et Q sontéquivalentes, si P et Q ont la méme valeur de vérité.

Exemples

- (4 > 0) estéquivalente a2 (4 est un nombre > 0); par simple réécriture.

— x étant un réel positif ou nul, (x = Vx + 6) estéquivalented (x-6 = \f;);

' par simple transformation.

— (4> 0) est équivalente & (-2 < 0); plus généralement, deux propositions
P et Q sont toujours équivalentes, et deux assertions fausses le sont
également.

— (4 > 0) n'est pas équivalente & (2 < 0),
¢. Négation d'une assertion

Si P el &, lanégationde P est'assertion notée 1P ou non P; elle est
vraie si et seulement si P est fausse, comme le montre la table de vérité du
connecteur 1:

P

-|<|

|
v

Exemples

- Lanégation de (1 estun entier > 0) est {1 n'est pas un entier > 0).

1 "c" estle signe d'appartenance; Pe & se lit "P est un élément de s~ ou encore "P
appartient 3 A",



— La négation de (tout réel x vérifie I'inégalité x + 2> 0) n'est pas (tout
réel x ne vérifie pas l'inégalité x + 2 > 0) ... (les deux assertions sont
fausses 1), mais l'assertion (il existe un réel x ne vérifiant pas l'inégalité
X+ 2>0).

Ce dernier exemple prouve que la négation d'une assertion ne se construit pas
toujours aussi facilement que dans le premier exemple, par simple utilisation de
ne ... pas . La négation du second exemple s'obtiendra facilement lors de I'étude

des prédicats.

d. Connecteurs binaires usuels

Le connecteur 1, introduit dans le paragraphe précédent, est dit unaire car il
opére sur une assertion.

Les connecteurs binaires opérent eux sur deux assertions : ils permettent
d’associer & deux assertions P et Q de &, de nouvelles assertions de .

Les principaux connecteurs binaires sont :

— le connecteur A de conjonction qui fournit 'assertion P A Q, appelée
P et Q (ouconjonctionde P et Q).

— le connecteur v de disjonction (inclusive) qui fournit 'assertion Pv Q,
appelée P ou Q (oudisjonctionde P et Q).

— le connecteur = d’implication qui fournit 'assertion P = Q, appelée
P Implication Q, ou encore assertion “P implique Q.

— le connecteur ¢ d'équivalence (logique) qui fournit 'assertion P < Q,
appelée P équivalence Q, ou encore assertion “P équivalentea Q.

Chacun des connecteurs précédents est défini au moyen de sa table de vérité
qui se trouve dans le tableau suivant :
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P Q PAQ |PVvQ |P= «Q
\' v v Vv v Vv
v F F Vv F F
F \' F v \Y F
F F F F v Y

Par exemple, les colonnes 1, 2 et 5 constituent la table de vérité de
fimplication.

Ce tableau nécessite quelques commentaires :

— P AQ estvraie si et seulement si P et Q sont toutes deux vraies; le “et”
est donc pris au sens ordinaire.

— P v Q estvraie si et seulement si l'une (au moins) des deux assertions est
vraie (si 'une des deux assertions est fausse alors l'autre est vraie), ie “ou”
n'est donc pas utilisé au sens exclusif : il n'a pas la signification de “ou bien”. On
notera encore que P v Q est fausse si el seulementsi P et Q sonttoutes
deux fausses.

— (P = Q) est fausse si et seulement si P est vraie et Q fausse;
remarquons également que si P est fausse alors (P = Q) est vraie.

— (P & Q) estvraie si et seulement si P et Q sont équivalentes.

llustrons maintenant notre propos par des exemples.

~ {4>0et2>0) estvraie; (4> 0et2<0) estfausse;et 4<0et2<Q)
a deux raisons d'étre fausse.

— Fassertion {4>0 ou 4 = 0), qui peut s’écrire plus rapidement (4 2 0), est
vraie car {4 > 0) est vraie. Par contre 'assertion (4 <0 ou 4 =0) est
fausse puisque (4 < 0}, et (4 = 0) sont deux assertions fausses.

— les trois assertions (V2>0=1>0), (V2<0=1>0), (V2 <0=1<0)
sont vraies. Par contre lassertion (V2 >0 = 1 < 0) est fausse car
(V2> 0) estvraicet (1 <0) estfausse.
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Remarque 1

Ces trois derniers exemples illustrent que la vérité de (P =» Q) traduit autre
chose que le fait de voir apparaitre la vérité de Q comme conséquence (au
sens ordinaire, c'est-a-dire causal) de la vérité de P; toutefois, paradoxalement,
pour montrer que (P = Q) est vraie, il suffit de montrer que si P est vraie alors
Q estvraie {puisque si P est fausse, limplication sera vraie quelle que soit la
valeur de vérité de Q), c'est-a-dire qu'il suffit de montrer que sion a P alors
ona Q.

Donc, en pratique, pour montrer que (P =» Q} est vraie dans une théorie, on
se place dans le cas o0 P est vraie, c'est-a-dire on suppose qu'ona P (on dit
qu'on prend P comme hypothése), et on en déduit que Q (la conclusion) est
vraie; c'est-a-dire on montre Q (en utilisant si cela est nécessaire certaines
propositions Py, Py, ..., P, de la théorie mathématique concernée ; on montre
en fait que ( (P1 A ... A Py} AP) = Q) est vraie) . Ce raisonnement est
fondamental dans la résolution des problemes.

Montrons, par exemple, que (V2 <0 = 2> 0) est vraie (en imaginant qu'on
n’ait pas remarqué que le résultat est acquis car {( Ve <o ) est fausse 1).
Supposons donc que V2 soit strictement neégatif; on a alors ( Va2 . V2 }y >0,
{comme produit de 2 nombres < 0), d'oll 2 > 0 (et noire raisonnement est
correct); mais attention, le fait d'avoir montré que (\ré <0 =2>0) estvraie ne
permet pas d'affirmer que 2 est strictement positif dans la théorie des nombres
réels.

Considérons un autre exemple; résoudre dans R ['équation :
V-x2+2a-1 =Vx2-1 ,ou a estun réel donné.
Si x est racine de Péquation, C'est-a-diresi V-x2+2a-1= Vx2-1 ,alors par
¢élévation au carré on obtient que x2 = a ; on a donc en fait :
(V-x2+2a-1=Vx2-1) = (x2=a).
Réciproquement, on voit que si x est un réel qui vérifie x2 = a alors I'équation
est satisfaite si et seulement si {a - 1} 2 0. En conclusion, si a < 1, 'équation
n'a pas de racine; si a = 1, 'ensemble des racines est { ~a , \15}.

Remarque 2

Pour exprimer que (P=>Q) est vraie, on peut, selon 'usage, utiliser I'une des
expressions suivantes :
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- P=Q

- P implique Q

— P entraine Q

— Siona P, alorsona Q

— Q est conséquence ' de P

- (3 est une condition nécessaire pour qu'on ait P

— Pour qu'on ait P, il faut (il est nécessaire) qu'on ait Q
— P est une condition suffisante 2 pour qu'on ait Q

— Pour qu'on ait Q, il suffit (il est suffisant) qu'on ait P.

Pratiqguement, quand on utilise le symbole “=" dans I'écriture (P = Q), P et
Q doivent apparaitre clairement; de méme on prendra garde de ne pas
confondre “=" avec “alors” ou avec “donc”; par exemple ia proposition simple
suivante, en style un peu “télégraphique” est cependant lisible :
comme x>0 et comme (x>0 = x2=0),alors 2x2=0 .

Par contre, elle n'est plus lisible lorsqu'elle est écrite sous la forme :
comme x>0 et (x>0 = x220) = 2x2#0;

ou: comme x>0 et x>0 = x2#0 = 2x220;

ou encore sous la forme :

comme x>0 et x>0 = x2=0 alors 2x2=0 .

De méme, pour exprimer que (P <> Q) est vraie, on peut utiliser 'une des
expressions suivantes :

— P Q
-~ P équivauta Q
—Ona P sietseulementsiona Q

— P est une condition nécessaire et suffisante pour qu'on ait Q.

La encore, l'utilisation du symbole “<=" doit étre trés rigoursuse.

1 Conséquence au sens mathématique, pas au sens ordinaire (revoir la remarque 1).

2 Un critére est une condition suffisante {mais non nécessaire) pour qu'une propriété
mathématique soit vraie; il fournit, dans certains cas, une régle pratique de vérification de cette
propriété (par exemple, un critére de convergence d'une suite numérique).
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e. Quelques régles logiques

Voici quelques résultats trés utiles; ils sont valables pour toutes assertions p,
Q, R delaclasse &£ des assertions d'une théorie mathématique quelconque.

M

{PA7P) est une assertion fausse (loi de non contradiction).

Les 17 assertions suivantes sont toutes vraies, c'est-a-dire sont des
propositions pour toute valeur de vérité de P, Q, R (on les appelle des
tautologies ' ou régles logiques).

(2
3
4
&)
(6)
@
(®

9

(10)

PviP {loi du tiers exclu)

TPy & P {double négation}

WP AQ) & TP VIQ {négation d’une conjonction)
HPvQ) & TPAIQ {négation d'une disjonction)
(PAP) &= P; (PvP) > P (idempotence de A etde v)
(PAQ) ¢ (QAP);(PvQ) & (QvP) (commutativité de A et de v)
{PA{QAR)) @ ((PAQ)AR) (associativité 2 de A)
(Pv{QvR)) & (PVvQ) VvR) (associativité de v)

(PA(QVR)) & ((PAQ)v(PAR))
(Pv(QAR)) & (PvQ)A(PvR)) (distributivité)
(P=Q) & (IQ=1P) (loi de contraposition)

r'assertion (1Q=> 1P} est appelée contraposée de I'assertion (P = ()

(1)
(12)
(13)
(19)
(15)

(P=Q) & (IPvQ)

WP =Q @ PAIQ) (négation de (P=Q))
(P=>=Q)A{Q=R)) = (P=>R) (transitivité de l'implication)
(PQ) @ (P=2Q)A(Q=P)

(PeQAa(QoR) @ (P=3Q)A(Q=R)A{(R=P))

1 Tautologie est un terme grec qui signifie “dire la méme chose™.
2 Lrassociativité du “a” permet d'écrire PA(QAR) sous la forme PAQAR (méme chose pour *v").
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"8 (PAP=Q)=Q |

(régle du détachement ou régle d’inférence ou régle du modus ponens)’
(17) (P=Q=R)) « (PAQ)=R)

{(18) (PvQ)=R) & (P=>2R)AQ=R)

Ces résultats peuvent s'obtenir & partir des tables de vérité des assertions
étudiées. Par exemple, pour montrer (1), i suffit de tracer ia table de vérité de
(P A TP) et de vérifier qu'il 'y aque des “F" dans la colonne finale (colonne de
rétape 2) :

P

>

F

P
v
F

9

N MM

étape ; 1

Montrons maintenant (13); il y aura 23 = 8 lignes puisque les valeurs de
vérité possibles de chacune des 3 assertions sont au nombre de 2.

PIQJR[(((P » Q A~ (Q = R) = (P = R)
Vviviiviviviviviviv]v]|¥Xy]Vvi]Vv]yV
VIV|IFIV]VIVIFI]IVIF]|FI]IM]|VI]IF]F
VIFIVIVIFIFIFIFIVIVIVIVIVIYV
VIF|IF|VIF]IFIFIFIVIFIMY]VI]IFI]F
FIVIVIFIVIVIVIVI]IVI|IVIVIFIV YV
FIVIFIFIVIVIF|VIFIFIVYI]IFIVIF
FIFIVIF]JVI]IFIV]|FIVIVIXY]F|V}{V
FIF|F|FIVIF|VIF|V|F|MI|F]|VI|F
etape : t 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1

Les “V" obtenus en colonne, a 'étape 4, montrent que 'assertion (13) est
une proposition quelles que soient les assertions P, Q et R. On remarquera,

Y Inférer signifie “lirer une conséquence”; modus ponens est une expression d'origine latine
signifiant "méthode par position™ . D'aprés cetle régle, on voit que si P est vraie et si (P=>0Q) est vraie
alors ona Q({Q estvraie) : on peut “détacher” Q ( par syllogisme).
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d'aprés la colonne obtenue & I'étape 3, que ((P = Q) A (Q = R)) n'est pas une
tautologie.

Exemple

A raide de (9), transformons la proposition P1 suivante, dans laquelle x, y,
z et t sont des réels donnés.
P1: (f'un ou l'autre des nombres x et y est> 0 et de méme l'un ou l'autre
des nombres z et t est> 0).
Désignons respectivement par P, Q, R et S les assertions suivantes (x> 0),
{y>0), (z>0) et (t>0);
P1 g'écritalors : (PvQ)aA{RVS).
P1 estdonc équivalentea: (PAR}wv(PAS)IV{QAR)v(QAS),
Clest-a-dire & :
{x et z sont>0,0u x et t lescnt,ouencore y et z sont>0,0u y et t le
sont).

Remarques

1. La formule (10) est & l'origine de la démonstration par contraposition
(voir 2.3.a, page 47). Laformule (12) est souvent utilisée; elle traduit le fait que
(P = Q) est fausse si et seulement si (P estvraie et Q fausse). Enfin la
formule (15) prouve qu'il est plus *économique”, pour montrer la validité de
{((P <= Q) ~ {Q & R)), de montrer que (P = Q) A(Q = R) A (R = P)) est vraie
{démonstration dite circulaire).

2. L'usage autorise des écritures dutype P==Q =R ou P¢ Q& R;ces
écritures sont abusives et désignent respectivement ((P = Q) A (Q = R)) et
((P < Q) A {Q > R)). Notons qu'il ne faut pas confondre (P => (Q = R)) avec
{P = Q= R).



1.2. Notion de prédicat ou d’“assertion”

Quelques concepts élémentaires de la théorie des ensembles sont utilisés
dans ce paragraphe; le lecteur pourra donc, s'il le juge utile, se reporter au
chapitre 3.

a. Définitions et exemples

Dans tout probléme mathématique on étudie des propriétés ou prédicats
d'objets x, vy, ... plus précisément on a la définition suivante :

Définition 1

Soit E un ensemble; un prédicat A d'une variable x ¢ E est une application
définie sur une partie de E notée D(A)!2, appelée ensemble de définition
de A, et & valeurs dans 3. A porte encore le nom de fonction assertionnelle
de la variable x ou, plus rapidement, d'assertion A(x) (de la variable x).

Ainsi si a est un élément de 2D(A)}, en remplagant x par a, on obtient une
assertion, I'assertion A(a).

En ce qui nous concerne, pour simplifier le langage tout en évitant les
confusions, le prédicat A sera appelé “assertion” A(x} ou encore “assertion”
A; on notera la présence des guillemets.

Remarquons que 2(A) est fourni avec A; toutefois, en pratique A est
souvent donnée par la seule expression A(x); dans ce cas, si aucune autre
précision n'est apportée, on prend comme ensemble de définition de A,
Fensemble des x pour lesquels A{x) a un sens {¢'est-a-dire est une assertion).

1 Notons que la notation D{A} n'est pas universelle. Pour certains auteurs D(A) = E; cette
restriction est inutile ici.

2 2(A) peut éventusliement étre Pensemble vide en Mathématique.

3 On rappeile que A estla classe des assertions de la théorie considérée (voir 1.1.a}.
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Définition 2

On appelie domaine de validité de A, I'ensembie, noté¢ 9°(A), des x de
2(A) pour lesquels A(x) est une proposition. Si F est une partie du domaine
de validité de A, on dit que A(x) est vraie sur F ou encore qu'on a A(x) sur F.

On prendra garde de ne pas confondre D(A) et V°(A).

Exemple 1

On se place dans le cas ol E = R, I' “assertion” (\f; > 2) de la variable x est
définie sur [0, + [ (sauf précision supplémentaire car 'ensemble de définition
peut toujours étre restreint); (\/; > 2 ) n'est pas une assertion si x est un
réel < 0. Le domaine de validité de I' “assertion” est |4, +e .

Exemple 2

L’ “assertion” (\/; > 2) supposée définie sur [5, +oo [ n'est vraie que sur
[5,+][.

Exemple 3

Ici E = R2.L “assertion” A(x): (\]x+2y > 2), des variables x et y, a pour
ensemble de définition le demi-plan fermé 2(A)={(x,y)/x + 2y 20} et pour
domaine de validité le demi-plan ouvert { (x,y)/x+2y > 4}.

Remarques

1. Toute assertion peut étre considérée comme une “assertion™ constante
d'une variable x quelconque.

2. P(x) étant une “assertion” d'une variable x, I’ “assertion” 1P(x) (C'est
I “assertion” : x — TP(x)) est définie elle aussi sur D(P); Q(x) étant aussi une
“assertion” de la variable x, I’ “assertion” P(x)v Q(x) est définie sur
2D(P) n 2(Q); il en est de méme des “assertions” P(x) A Q(x), P{x) => Q(x) et
P(x) <= Q(x).

3. P et Q étant des “assertions”, les notations P AQ,Pv Q, P=Q et
P & Q sont strictement réservées au cas particulier E = 2(P) = £(Q); nous
n‘utilisons pas ces notations ici. Toutefois signalons qu'il serait aisé de montrer
que toutes les regles des pages 14 et 15 sur les assertions s’appliquent aux
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prédicats, a condition que ces prédicats soient définis sur un méme ensemble E
(pour cela, il faut, bien sGr, savoir que, par définition, un prédicat P défini sur E
est vrai si P(x) est vrai pour tout x de E); on pourrait alors aborder le calcul
des prédicats, ce que nous ne ferons pas.

Exemple 4

a étant un réel fixé et x une variable réefle, (Vx-a=V-x & x= %) est
une “assertion” P définiesur { x/(x-a)20et-x20} nR. Donc D(P)=1a, 0]
si a<0,2((P)={0} sia=0, et D(P) =9 si a>0. P estdonc une
“assertion” vraie sur D(P) pour toutes les valeurs de a (revoir la table de vérité
de I'équivalence et se reporter a I'axiome (5) du paragraphe b suivant).

Prenons maintenant pour Q I' “assertion” x-a =\/?), ona 2(P)=2(Q).
Q n'est pas vraie sur 2(Q) si a < 0 (par exemple si x = 0,
Vx - a=V-x), et est vraie sur 2(Q) si a=20.

Exemple 5

L’ “assertion” A(x,y) des deux variables x et y:

y=Vx & (=x et y=0),
est définie sur D(A) = [0, + [ x R ; elle est vraie sur D(A) car pour tout (x,y)
de 2(A) on a bien I'équivalence :

y=Vx & (y2=x et y>0);
onadonc ((y =\/;) < (y2=x et y20)) sur D(A) (voir la définition 2). Par
contre | “assertion” B(x, y) :

y=Vx & y2=x,
définie sur le méme ensemble que A n'est pas une “assertion” vraie sur 2{B);
il suffit pour le voir d’exhiber un couple (x,y) de 2(B), tel que B(x, y) soit faux;
le couple (x =1,y =-1) enestun, caron abien y2=1=x,mais y=-1#x.

b. Quantificateurs

Le domaine de validité d'une “assertion”, ou tout au moins certaines parties de
ce domaine, jouant un rble fondamental, une notion de quantification s'introduit
naturellement et, avec elle, les “quantificateurs” qui permettent, lorsqu’ils sont
bien utilisés, certains automatismes de raisonnement.
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Notations

Soit une *assertion” A{x) et soit D une partie de D(A)! ; l'assertion
P: pourtout xe D,ona A(x)
est notée :
0] VxeD,Ax)?
ou
YxeD,A
ou encore
vxeD (A).

Le symbole “v" (transformation de la lettre A, initiale du mot anglais
“All” (fout)) est appelé quantificateur universel.

Si D = D(A), P s'écrit plus simplement :
(")  Vvx, AX)
ou
vx, A.

Remarque 1

P est une véritable assertion (sans guillemets) donc P e &; x n'estpas une
variable au sens de la définition 1 du paragraphe a: on dit que x est une
variable liée. (i) n'est pas fonction de x mais plutét de tout Fensemble D décrit
par x; on pourrait aussi bien noter (i) sous laforme: Vye D, Aly).

Remarque 2

“¥* n'est pas une abréviation de “pour tout” ou de *quel que soit”; il faut
Femployer, comme dans (i), sous la forme :
V.., ..
quiselit:pourtout..ona..
sans omettre la virgule qui se lit “on a”.

1 Dans le cas ol D estvide, se reporter i Faxiome (5) suivant.
2 pans le cas o0 D = (x4, .... Xn} , () Sésigne {P(x1)a ... APEp)) .
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Notons que dans (i) le quantificateur précéde ' “assertion” A(x}, qui est
appelée portée du quantificateur.

1l faut également veiller & contrbler dans {i) la partie A(x) sur laquelle porte ia
quantification; par exemple 'assertion
vx, m = \I-—x_=> x=0
est I'assertion
vx, (Vx+2=V-x=x=0),
qui ne doit pas étre confondue avec I'assertion
(vx, Vx+2=Vx)=x=0;
la premiére est fausse, alors que Ia seconde est vraie puisque Fassertion

{vx, Vx+2= \frx—) est fausse.

I est également important de détacher du contexte (soit par mise entre
parentheses, $oit en passant a la ligne) toute phrase contenant ce symbole *v”,
$0us peine de rendre une copie illisible.

Reprenons 'assertion
P: pour tout x e D,ona A(x);
sa négation étant :
il existe (au moins un) x de D telquona 1A(x),
on introduit le quantificateur existentiel *3" (Le symbole 3" est une
transformation de la letire E, initiale du mot anglais “Exist” (existe)) qui permet
d'écrire cette négation sous la forme :
Ixe D, TA{X);
précisons cela dans les notations qui suivent.

Notations

Soit une “assertion” A(x) etsoit D une partie de 2D(A); 'assertion
Q: ilexiste x dans D telquona A(x)
est notée :
i) 3IxeD,Ax!
ou plus simplement
dxe D,A

" Dans le cas oll D ={x1, ..., xp} , {ii) désigne {P(x1} v ... vP(xp)) .
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ou encore
Ixe D (A).
Si D= 2(A), Q s'écrit plus simplement
() 3Ix,AX)
ou
Ix,A.

Remarque 3

Les remarques 1 et 2 se transposent immédiatement; cette fois encore la
virgule située dans (i) ou {ii') a un rle important.
peut se lire :
Pour au moinsun...ona...
ou encore
ilexiste ... tel qu'ona...

Proposition

Pour toute “assertion” A{x), si D estinclus dans D(A),ona:
(1) AVxeD,A) & (Ixe D, 1A).
(20 A3xeD,A) e (VxeD,1A).

Démonstration. (1) a été remarqué précédemment; (2) s'obtient & partir de
(1) enremplacant A par sa négation . ¢!

Exemple 1

La négation de
Ixe [0,1], Vx>x,
est
v xe [0,1],\&5):;
la premiere assertion est vraie, la seconde est donc fausse.

' Ce symbole signale, dans ce document, la fin d'une démonstration.
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Exemple 2

L'assertion :
It existe un unique x de D telqu'ona A(x},
(ouencore: pourunetunseul x ona A(x))
est notée :
P: dixe D, Al .
Ce qui peut encore s’écrire :
{(3xeD,AX)) et (V(x,y)e D2, {Ax) et Aly)) = x=y)).
La négation de P estdonc
WP: ((VxeD,TA(x))! ou @(x,y)e D2, (A(x) etA(y) etx=y)),
qui signifie que A(x} est fausse pour tout x de D ou que A(x) estvraie pour
au moins deux éléments de D.
Le lecteur pourra appliquer la méme démarche & l'assertion :
il existe au plus un x de D telquona A(x).

Remarque 4

il faut prendre garde dans I'application des propositions précédentes (1) et (2),
ainsi que dans {i) et (ii), de respecter 'hypothése “‘D < D(A)". Par exemple, si
on est tenté, & tort, de considérer la phrase

Ixe R, Vx < 0
comme une assertion, on aurait tendance & considérer qu'elle est fausse; donc
sa négation

VxeR,Vx20
serait une proposition; en fait, cette phrase n'a pas de sens.
De méme i'équivalence (\f; >3 < x>9) valable sur [0, +« [, ne nous
autorise pas a écrire que :

Vxe IR,(\];>3 = x> 9).

It ne faudrait pas pour autant croire que, lorsqu'on manipule une assertion du
type {i) ou (i}, il soit toujours nécessaire de calculer 2(A); on évite ce calcul
autant que possible. Par exemple, y étant un réel fixé et x une variable réelle,

Ix, \/x3-y2>4

1 L'assertion (¥x & D, 1 A(x) ) peut encore s'écrire B x e D, A{x)) qui se lit if n'sxiste pas
d'dlément de D vérifiant A ou aucun x de D) ne vérifie A.
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est une assertion vraie : en effet, prenons pour x un nombre tel que
x3-y2 516 (untel x existe car x3-y2 — 40, quand x — +o ); On a bien
xe D(A) car x3-y2>0;etde plusVx3-y2 > V16 = 4 (voir ie paragraphe
2.2.c page 41).

Remarque 5

Si D c &(A), on a les propositions (3) et {4) suivantes :
(3) 3xeD,A) & 3x (xe D et A)
{4) (vxe D A) @ (Vx,(xe D = A)).

En effet (3) est évidente; quant & (4) si on I'écrit sous forme (P1 < P2), il
suffit de montrer que : (non P1) <« (non P2).
Or: (nonP1) & {(3xe D, 7A)
s (3x, {x e DetA)) (daprés (3))
¢ (3, J(xe D= A}) (d'aprés (12) du 1.1.€)
< (non P2) .0

Donnons maintenant un axiome de la théorie de ensembles.

Axiome

Pour toute “assertion” A{x) on a la proposition :
(5) V x e @, Ax).

Remarque 6

Le (5) précédent est souvent utilisé en mathématique; il permet d'éviter de
traiter le cas ol D(A) est vide lorsqu'on montre que (Vx , A{x)).

Par exemple, a étant un réel fixé, 'assertion

VX, \l-x2+2a~1 = \[x2-1 = x2=a
est vraie; elle se présente sous la forme

Vv x, A(x) ;
et, pour montrer qu'elle est vraie, il 'y a pas a envisager le cas particulier ot
2D(A) estl'ensemble vide (situation qui se produit par exemple lorsque a = 0); il
n'est méme pas nécessaire de calculer D(A). On procéde de la fagon suivante;
supposons x € D(A), c'est-a-dire supposons -x2+2a-120 et 2-120, et
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vérifions qu'on a A(x}); ceci est immédiat par élévation au carré de expression
V-x2+2a-1=Vx2-1 (voir le paragraphe 2.2.b page 39).

¢. Quelques remarques sur P'utilisation des quantificateurs

Avant de lire ce paragraphe ¢ et le paragraphe d suivani, le lecteur pourrait
se familiariser avec la section 2.2 page 38.

Remarque 1

Ul faut éviter de surcharger I'écriture d'une assertion quantifiée, sinon sa
négation peut devenir incompréhensible.

Ecrivons par exemple qu'une suite numérique {un)n est majorée; ceci
s'exprime par I'assertion
P IMeR,VnelN,upsM;
sa negation exprime donc que la suite (up)n n'est pas majorée; ona
P: VMeR,Inel,up>M {(voir la 2e partiedu d page 28).

Surchargeons Pécriture de P en remplacant *IMe R", par “SMe R telqu'on
a" ; la négation “automatique” qui s'écrit :

VMeR telquona,3nelN,upn>M
ne se comprend pas.

On peut surcharger 1P de fagon plus subtile en remplagant n par n(M) (pour
mettre en valeur le fait que n dépend de M) :
VMeR,3InMeN,up>M.
La négation s'écrit alors :
IMe R,VnMle N, un<M;
et est, 1a encore, incompréhensible.

Remarque 2

Si on peut intervertir 'ordre d'apparition de deux quantificateurs de méme
espéce, on ne doit pas intervertir 'ordre d'apparition de “v” et “3” (sous peine
de changer le sens de la phrase).

Remplagons l'assertion P de la remarque 1 par:
VnelN,3Me R,unsM;
on obtient ainsi une assertion vraie pour toute suite (up)n (en effetsi n estun

25



entier naturel guelconque fixé, le nombre M = up vérifie linégalité up < M);
or l'assertion P d'origine n'est pas vraie pour toute suite {un)n.
Toutefois le lecteur pourra vérifier (en révision de la fiche d’exercices n° 3) que
'assertion suivante est vraie pour toute “assertion” A(x,y):

(3xe Dy, Vye D2 Alx,y)) = (Vye D2 3xe D1, Alx,¥)).

Remarque 3

Lorsgu'on éprouve des difficultés de compréhension d’une phrase quantifiée, il
est bon de faire la distinction entre les variables et les variables liées (voir la
remarque 1 du b page 20) et de voir si un changement d’appellation de
certaines variables liées ne rend pas la compréhension plus facile.

Par exemple I' “assertion”
Px,y}): (VxeR JyeR,x+y=0)et{x+y=0),
estdelaforme: A(x,y) et B(x,y).
A{x, y) est en fait une “assertion” constante dans laquelle les variables liées x et
y peuvent trés bien étre désignées par u et v

YueR dve R,u+v=0;
cette assertion étant vraie, P(x,y) esten fait équivalente & B(x,y) sur R2,

Considérons un autre exemple; soit ' “assertion”

Px,y): (x=y-1ety>0} = (Vy,x>-y2).
Sion remplace x par y -1 dans le membre de droite, on obtient I' “assertion”
Qx,y): (x=y-1ety>0) = (Vy,y-1>-y?)
qui n'est pas équivalente & P(x, y) sur R2 (par exemple P(1,2) estvraie alors
que Q(1, 2) estfausse);
par contre P(x,y) estéquivalente sur R? &

(x=y-1elty>0) = (Vu,x>-u2),
elle.méme équivalente sur R2 &

{x=y-1ety>0)= (Vu y-1 >-02).
On voit qu'il faut éviter de donner a une variable liée (ici “u”) le nom d'une
variable (ici “y") figurant dans la portée (ici“y - 1 > -u?") du quantificateur
associé a la variable liee.

Remarque 4

Il est clair que sion a (V x e D, P(x)), et si on suppose xgo dans D,ona
P{xp); par exemple considérons la proposition suivante :
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VxelN,dyeN,y=x+1,
qui exprime que tout entier naturel x a un successeur x+ 1;onaici:

VxelN P(x);, avec
P(x): 3yeN,y=x+1.
Si, a tort, on choisit xg =y, P(xg) estvraie etdonne:

dyeN,y=y+1,
qui est une assertion fausse ! L'erreur est du méme type que celle rencontrée
dans la remarque précédente : dans I' “assertion” P{x), on a remplacé ia
variable x par la variable liée y (alors que x estdans la portée “y=x + 1" du
quantificateur existentie! liant y).
On peut aussi remarquer que, pour x fixé, le y fourni par P(x) est fonction
de x:c'estun y(x) (& savoir x + 1) quine prend la valeur x pour aucun x.

Remarque 5

Supposons quon a (Vx e D, P(x)).
f dé3|gnant une application quelcongue, posons x = f {u); si on note
f (Dy={u / f{u) e D}, il est alors aisé de montrer quon a :
Vue f(D) Pf (u)) .

Par exemple, on a

¥x20,x2sinx.
Poson_§ :x=(u-1)3 (f estlapplication ur>(u-1)3 de R dans R).
Ona f(Dy={u/(u-1P320}={u/u=1};donc

Vue{u/uzi},{u-123zsin(u-1)3.
i ne serait pas correct d’écrire

V(u-1)321,(u-1)32 sin(u-1)3 (revoir le (i) du paragraphe b).
Par contre, I'écriture “incorrecte”

Vux1,{u-1)3zsin(u-1)°
est admise.

d. Sur les avantages a utlliser les quantificateurs

L'écriture d’une assertion sous forme quantifiée {c'est-a-dire en utilisant “au
maximum” les symboles “v” et “T") présente les avantages suivanis :
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— glle fournit une modélisation’; en outre elle nécessite une étude sérieuse g
de la signification de I'assertion; “écrire exactement ce que I'on pense” est une :
qualité essentielle en Mathématique, comme dans toute science, et permet, a
'usage, d'améliorer la "puissance” du raisonnement.

— elle fournit une assertion sous une forme facilement utilisable; on a, par
exemple, automatiquement accés 2 la négation de 'assertion envisagée.

Exemple

Soit (up)n une suite numérique; écrivons que cette suite est convergente en
partant du concept “intuitif” de convergence. ‘
Une suite numérique (Up)nery €5t convergente s'ikexiste un nombre le R tel
que up, soit aussi proche que 'on veut de | pourvu que n soit assez grand.

Précisons ce concept :

ilexiste 1e R telqu'on ait

P1: u, estaussiproche que 'on veutde | pourvu que n soit assez grand.
Précisons maintenant

P1: pourtout e>0,0na / up-1 I<e pourvu que n soit assez grand.

P1 s'écrit donc

P1: pourtout £>0,0na P2; avec
P2: [u,-1/<epourvu que n soit assez grand.
Précisons

P2: (n assezgrand) = (lu,-ll<e).

P2 n'est pas encore suffisamment précise car n est non quantifié; continuons
donc a préciser cette assertion

P2: ilexiste Ne N telque:((n2N) = (lu,-1l<e) );

n n'est pas encore quantifié; continuons

P2: ilexiste Ne IN telqu'on ait P3; avec

P3: pourtout ne N, ona P4; avec

Pa: (n> N) = (lus-1l<e).

Le concept de départ est maintenant fixé en une “définition” (i) :

! En Mathématique, au sens le plus large, modéliser une situation physique, c'est en trouver une
écriture mathématique, un modéle mathématique.
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3le R ,P1; avec
P1: Ve>0,P2; avec
() | P2: 3NeN,P3; avec
P3: vnelN,P4; avec
P4: (n2N) = (lus-tl<e).

(i) s’écrit donc sous la forme (i} suivante :
M Jler, (v»o, (SNeH‘f,(Vnsm,({nzN)w{/u,,dke))))).

En pratique, on peut se passer de ia plupart des parenthéses, car chaque
parenthése ouverte aprés un quantificateur se ferme a la fin de la proposition
compléte; la virgule qui suit le quantificateur remplace donc les deux
parenthéses. (i) s’écrit alors sous la forme (iii) suivante

iy JFleR ,ve>0,INeN,vnelN,n2N)=(luy-1/<c).

Déterminons maintenant la négation de (i}, et illustrons ainsi le second point;
pour cela il suffit d'appliquer (1) ou (2) du paragraphe b autant de fois qu'il le
faut :
non() :VvleR,nonP1
nonP1 : 3e>0,nonP2

...............................

La négation s’obtient donc directement a partir de (iii) par remplacement de
“¥* par “I" et réciproquement; ainsi on obtient
non (iiy: VieR ,3e>0,YNelN,InelN,non ((nzN)::(lunax/.:s)) ;
il ne reste plus qu'a remplacer non ( (12N) = (lup-1l<£)) par:
n2N et lu,-1l 2¢ (voir larégle (12) page 14).

On obtient ainsi, de fagon définitive
non (ii): VieR ,3e>0,¥YNeN ,3nel, n2N et [up-1]2¢ .
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A partir de non (iii) on peut maintenant comprendre la notion de suite non
convergente (notion difficile & saisir d’'emblée) et de ce fait améliorer la
compréhension de la notion de suite convergente; paradoxalement, une

assertion n'est pas comprise si on n'a pas compris sa négation.
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DU RAISONNEMENT MATHEMATIQUE
METHODES USUELLES DE DEMONSTRATION

Le paragraphe 2.1 aborde la notion de démonstration : analyse, synthese et
preuve de démonstration. Nous fournissons une présentation structurée de la
démonstration; que le lecteur ne se décourage pas ! les nombreux exemples
des fiches 3 et 4 lui permetiront de structurer facilement une démonstration et
d'aboutir ainsi & la notion de preuve.

Les paragraphes 2.2, 2.3 et 2.4 passent en revue les méthodes usuelles de
démonstration, celles que tout étudiant ne peut méconnaiire; les exemples
donnés sont, pour la plupart, simples et devraient permetire au lecteur de faire
porter toute son attention sur ies méthodes employées.

2.1. La démonstration en mathématique

Précisons d'abord qu'il n'y a de vérité mathématique que dans le cadre d'une
théorie donnée. Par exemple, I'assertion “tout nombre admet un nombre
stricternent inférieur (pour I'ordre usuel)” est une assertion vraie dans la théorie
des nombres réels, fausse dans la théorie des entiers naturels et n’est méme
pas une assertion dans la théorie des nombres complexes (car il n'y a pas
d’ordre usuel sur les nombres complexes).

Plagons-nous donc a lintérieur d'une théorie mathématique donnée; dans
cetle théorie résoudre un probléme, c'est montrer une proposition du type
(H=C)':cestdéduire C de H , cest-a-dire démontrer 'assertion C
sous I'hypothése H (on dit aussi démontrer ou prouver la proposition C,
ou montrer Ia proposition C, cu encore montrer I'assertion C sous
I’hypothése H); on dispose pour ceia non seulement de la donnée H (ou

! §i dans certains problémes, 'hypothése est absente, il sagit alors de déduire C directerent des
propositions de la théorie.
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hypothese principale) du probleme mais aussi des propositions de ia théorie
concernée. Pour démontrer (H = C) on met en évidence une suite Qo, Qq, ...,
Q. Qn.1 dassertions! telles que Qg soit H affectée de la valeur de vérité V,
Qns1 soit C, et telles que la vérité de chaque O (pour 1 <1< n+1) puisse
étre déduite des valeurs de vérité V des assertions précédentes Qo, Qy, ...,
Q.1 , par lintermédiaire des propositions de la théorie et des régles logiques.

Les assertions Qs, ..., Q, sontdonc telles quon a:

H = Q4

(HAQy) = Qo

(H A(Q1 A Aon.‘])) = Qn
(H A (Q‘I ALl AQQ.‘] /\Qn}) = C

~

On voit alors que Qy, ..., Q, et C sont vraies sous 'hypothése H. En effet, en
supposant qu'on a H, ona Qg (par la régle du modus ponens, puisqu'on a
Ha(H= Q) ) puisde (HaQq) etde larégle du modus ponens, on déduit
que Qg estvraie; ... et ainsi de suite.

Sifune des assertions Q; précédentes est encore trop complexe & démontrer
{sous 'hypothése H), on peut envisager pour (; une démonstration auxiliaire
Q4. ... ; mais il ne faut pas oublier, si Q; se présente sous la forme (H'j = C%),
de faire intervenir, & coété de I'hypothése auxiliaire H’j, ['hypothése
principale H: on montre en fait { (H A Hj) = C'); 'hypothése auxiliaire est
abandonnée une fois ¢ monirée.

Comme cas particuliers du schéma de démonstration (S) précédent, on utilise
souvent f'un des schémas (S1), (82) et (S3) suivants :

(S4) : H= Q = ... = Qy, = C.
{52 : H= Qi = C.
(S3) : H= (Qia...aQp = C.

1 non nécessairement vraies dans la théorie.
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En pratique, il vaut mieux travailler “au plus prés” de la conclusion : imaginer
I" “étape” Qp, puis Qp.1, ...; mais, en cours de démonstration, il est nécessaire
de procéder dans ordre naturel : il faut montrer Q; en considérant, le temps de
la démonstration, H, Q1, ..., Q.41 comme des propositions de la théorie (ce qui
souvent n'est pas le cas).

Toute résolution d’'un probléme débute par une analyse (ne serait-ce qu'une

analyse mentale trés simple) qui a pour but d'imaginer la suite Qq, ..., Q, des
résultats partiels conduisant & la solution, ou au moins une partie des éléments
de cette suite; la mise en ceuvre de la démonstration de chacun des Q;
nécessite, elle aussi, une analyse qui, en général, est facile car, le plus souvent,
il s'agit d'appliquer un procédé élémentaire de démonstration (voir les
paragraphesv 2.2, 2.3 et 2.4), En fait, l'analyse est donc constituée d'analyses
partielles qu'on développe en cours de démonstration (voir 'exempie 1).
'y a, pour un probléme donné, bien des analyses possibles; c’est au niveau de
lanalyse qu'interviennent surtout les qualités du mathématicien, Fexpérience et
Pintuition. Une bonne analyse peut conduire & une solution rapide; par contre
une analyse lourde conduit parfois a une solution fort longue; c’est pourquoi il
faut “prendre son temps” au moment de I'analyse. De toute fagon, une analyse
s'avére valable seulement si elle conduit & une solution du probleéme posé.

Parmi les procédés courants de I'analyse, on peut citer :

— une écriture mathématique quantifié¢e de C

- éventuellement une ou des réécritures de I'écriture initiale; par exemple,
légalité A =B de deux parties A et B d'un méme ensemble E peut s’écrire
(vxe E,xe A & xe B) (voir page 56), et I'égalité f=g de deux
applications de R dans R peut s'écrire (Vxe R, f{x)=g(x)} (voir page 67);
ou encore par 'utilisation des reégles logiques du paragraphe 1.1.e

— l'utilisation d’analogies (pour cela, la connaissance de la théorie et
Pexpérience jouent un rble fondamental).

— la recherche de propriétés nécessairement vérifiées par I'objet ou les objets &
déterminer

— et surtout : imaginer Q4, “plus simple” que C, telle qu'on ait (H = Qy = C};
ou imaginer Q1 et Qp telles que (H = (Q1 A Qo) = C). Il est conseillé de
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commencer par étudier C, c’est-a-dire de chercher Qq, Q2 telles que
{Q1 = C), ou ({Qy A Qo) = C). Une réécriture des hypothéses est souvent une
perte de temps; il vaut mieux les utiliser au fur et & mesure des besoins (“sous
forme dynamique”).

L'analyse est parfois simple et, dans ce cas, elle ne se rédige pas.
Si analyse est plus compliquée, il est bon de la donner au correcteur, hors
démonstration, en précisant bien qu'il s'agit d’'une analyse : commencer 'analyse
par le mot “analyse”; la suite de la démonstration doit alors étre introduite par le
mot “synthése”.

La démonstration n'est acceptable que si elle est en méme temps une preuve
de démonstration d’elle-méme, c'est-a-dire si chaque «proposition» Qq, Qu, ...
peut étre vérifiée sans difficulté. Redisons encore que 'analyse sert de support &
la démonstration : 'analyse est toujours hors solution, méme si elle est parfois
intégrée & la rédaction.

Exemple 1

Résoudre dans [R, 'équation x = Vx + 6.

17® sojution

Analyse (hors rédaction). Onprend H: S = {x /x =Vx +6 }etC:S=....
Une analyse consisterait & élever au carré les deux membres de I'équaticn
x=Vx + 6; cette analyse conduit a un blocage ('équation obtenue contient
encore \/;) ou & une solution assez lourde {en éliminant Vx entre les deux
équations). On peut affiner cette analyse en la remplagant par 'analyse suivanie
{qu'il serait inutile, car elle est trop simple, de faire figurer sur une rédaction
définitive) : en élevant au carré les deux membres de I'égalité équivalente
X -6 = \f;, on obtient un polyndme du second degré; il suffit alors de
sélectionner parmi ses racines celles qui conviennent.

Ici l'analyse est compléte car elle imagine un schéma conduisant & la
conclusion. Elle n'intéresse pas le correcteur.
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Solution. Si x € R est solution de I'équation, x vérifie 'égalité x- 6 =Vx ;en
élevant au carré cette égalité on obtient 'équation x2- 13 x + 36 = 0, C'est-a-
dire (x-9) (x - 4) = 0. Ainsi nécessairement, x=9 ou x =4. Enportant x=9
dans 'équation, on obtient 9 - 6 =V9; x =9 est donc solution. En portant
x = 4 dans I'équation, on obtient 4 - 6 =V4 ;ce qui montre que 4 n’est pas
solution. En conclusion I'équation x =Vx + 6 possede une unique solution qui
est x=9.0

2¢ solution
Analyse (partielle; hors rédaction). Envisageons, comme précédemment,
d'élever au carré les deux membres de 'égalité x - 6 =Vx, puis de rechercher
les solutions de I'équation du second degré obtenue de fagon & obtenir des
renseignements significatifs sur les racines de I'équation x - 6 = Vx.
Solution. Si x € R est solution de I'équation, x vérifie 'égalité x - 6 = Vx ;
en élevant au carré cette égalité, on obtient [I'équation
x2- 13 x + 36 = 0, C'est-a-dire (x - 9) (x - 4) = 0 . Ainsi nécessairement, x =9
ou X =4,
Commentaires. A ce stade, on obtient une conclusion partielle, & savoir que
l'ensemble S des solutions vérifie S « {4, 9} . On débute donc une nouvelle
analyse partielle qui fournit 'idée de tester si 4 (ou 9) estdans §.
En portant x = 4 dans Féquation, on obtient 4 -6 V4 ; ce qui montre que 4
n'est pas solution; par contre 9 est solution évidente. En conclusion I'équation
x=Vx+6 posséde une unique solution quiest x=9 .0

3¢ solution (démonstration structurée).

Montrons C ! :
C: L’ensemble des racines de I'équation x = Vx + 6 est {9}

- Montrons, pour cela, Q4
Qi: H = C,
avec H:S={x/x=Vx+6} et C': S={9}.

» Supposons donc H. {hypothése) 2

T H estici absent.
21 est hypothése auxiliaire; on I'abandonne une fois Q4 montrée.
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= Montrons alors que C’ est vraie, en montrant Q'g
ol Q4: Q1AQ2AQ73
avec Q1: Sci{4,9,Q2:4¢8,Q3:9%8S.

- Montrons tout d'abord que Q¢ est vraie, en vérifiant gque
(V x,xe S = xe {4,9}) estvraie.
« Supposons H'
Hq: xeS. (hypothése) !
- Vérifions que x e {4, 9}.
Au moyen de calculs simples, on montre successivement que
chacune des 4 assertions suivantes est vraie.

Ty x=VYx+86 {daprés H'y et H)

© Qi x-6= Vx {par calcul élémentaire)
T Q3 x2-13x+36=0 {par élévation au carré)
T Qi x=40uU x=9, {racines d'un trindme)

- On peut conclure que 'assertion x e {4, 9} est vraie.

- On peut conclure que x e {4, 9} sous 'hypothése H'¢; donc que Q'4
est vraie.

= Montrons ensuite que Q'a est vraie.
OnaVa+6=8=4.

=~ On peutconclure que s estvraie.

= Montrons enfin que Q'3 est vraie,
OnavVvo+6=9.

= On peut conclure que Q'3 est vraie.

= On peut conclure que Q'4 est vraie.
« On peut conclure que C' est vraie.
— On peut conclure que C’' est vraie sous 'hypothése H', doncquona Q4.

On peut conclure que C est vraie.

T H'y est hypothése auxiliaire: on Fabandonne une fois Q'y montrée. Mais pour montrer Q' 4, il
faut ajouter & H'y T'hypothése H’, c'est-a-dire prendre (H A H'y) pour hypothése.
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Il est clair que, s'il convient de travailler de temps en temps une démonstration
structurée comme ci-dessus, il n'est pas possible de rédiger une telle
démonstration sur une copie. Avec 'habitude, on peut écrire 1a solution suivante.

4* solution

Soit Sa{x!x=\f;+6}.
Montrons: V x,xe 8 = xe {4,9}.
Supposons que x estun élémentde S.

On a successivement :

x-6=Yx {calcu! élémentaire)
x2-13x+36=0 {élévation au carré)
xe {4,9 (racine de I'équation précédente)
d'ol le résultat. Par suite Sci4,9).
De plus : 42V4+6 , donc 4¢S:
et 9=V9+6, donc 9¢ S.

Finalement S=1{9.0

Exemple 2

Déterminer, pour toutn e N, la valeur de Qn)=1+3+5+...+(2n-1).

1 solution

Analyse (qu'on présente dans la rédaction car elle éclaire le correcteur).
A partir des valeurs Q(1) = 1, Q(2) = 4 et Q(3) = 9 on peut avoir l'idée
{démarche inductive!) que Q(n) = n2,

Synthése. elle consiste & montrer cette égalité par récurrence (voir 'exemple
1 du paragraphe 2.4, page 51). ¢

2° soiution

Remarquons que :

Q(n) = 1+ 3+ 5 +..+{2n-1)
et Q(n) = 2n-1)+@n-3)+2n-5)+... + 1
Dot 2Q(n) = n.2n

1 Une démarche inductive consiste A inférer & partir d'informations limitées.
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etainsi Qm = n?.¢

Dans cette deuxieme solution, I'analyse, par chance, fournit directement Iz

solution.

L'analyse, ici, n’a pas & étre rédigée. Maintenant, si on remplace le problérnie
initial par :

Montrer que pourtoutne N, 1+3+5+...+(2n-1)=n2;

Passertion C est alors donnée; ce probleme est donc plus facile et ia solution par
récurrence tout & fait naturelle.

Exemple 3

Soit x € Z. Montrons que si x est pair alors x2 est pair.
Pour ce probléme, I'analyse est uniquement mentale. On doit donc vérifier
quona (xpair = x2pair).

En se référant & la remarque 1 page 12, on obtient la solution suivante.

Démonstration . Supposons x pair et montrons que x2 est pair.
Puisque x estpair, ilexiste ke Z telque x=2Kk.Ainsiona x2= (2 K2, ou
encore x2=2(2Kk3) (avec 2k? dans 2); x2 est donc pair. 0

2.2. Les démonstrations élémentaires directes

Nous allons voir comment débuter Panalyse, donc, en fait, comment débuter la
démonstration d'une assertion C lorsque C se présente sous certaines formes
trés usitées.

Rappelons d'abord la démarche fondamentale a suivre pour démontrer une
assertion du type (P = Q) (remarque 1 du paragraphe 1.1.d page 12).

Pour démontrer directement une assertion du type (P = Q) :
On suppose qu'on a P et on montre que Q est vraie en utilisant des
propositions de la théorie concernée.
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Lors de la rédaction on écrit :
Supposons qu'on a P et montrons qu'ona Q.

a. Méthodes de démonstration des propositions PAQ, PvQ

Les tables de vérité de la conjonction et de la disjonction (voir ie paragraphe
1.1.d) indiquent clairement la méthode a suivre pour montrer C:

— si C estdelaforme P AQ, on montrera P et on montrera Q.

— si C estdelaforme P v Q, on peut montrer que l'une des deux assertions
P, Q est vraie, ou encore montrer que si 'une des deux assertions est fausse
(par exemple P}, alors "autre (& savoir Q) est vraie : ce qui revient & vérifier la
validité de I'assertion (1P = Q)', ou (et non pas "et") la validité de I'assertion
{(IQ=P).

Exemple

Soit x € Z. Montrons que I'assertion (x impair ou x2pair) est vraie.

Démonsiration. Supposons I'assertion “x impair™ fausse (x estdonc pair) et
montrons que x2 estpair. ... (revenir & 'exemple 3 page 38). ¢

Remarque

Si C se présente sous la forme (P < Q) on peut toujours se ramener a la
forme équivalente ( (P = Q) A (Q = P) ); il est, en général, trés “coliteux” de ne
travailler que par équivalences.

b. Une méthode de démonstration de la proposition {V x e D, P(x))

Le plus souvent, pour montrer 'assertion (V x € D, P(x)}, on écrit jors de la
rédaction finale :
Supposons que x est un élément (quelcongue fixé} 2 de D; monirons
quon a P(x).

' On a, comme conséquence des régles (3) et {11} du paragraphe 1.1.e , la régle logique
suivante: (PvQ) o (IP=Q).

2 Ce “guelconque fixé" est redondant, mais il semble utile pendant la période d’apprentissage.
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ou encore, si on est sar de la non-vacuité de D :

Soit x un élément (quelconque fixé) de D (ou : prenons x dans D);
monirons quon a P(x} ... .

On remarquera que, lorsqu’on écrit : supposons que x est {ou soit x) un
élément de D, on *fixe” x, mais on ne lui impose aucune particularité, hormis le
fait d'appartenir &8 D; cet élément représente donc un élément quelconque de D.
La propriété obtenue est, par conséquent, valable pour tout élément de D.
Enfin, une fois x “fixé”, I' “assertion” P(x) peut se manipuier comme une
assertion; on peut lui appliquer les régles du calcu! assertionnel. Par exemple,
pour montrer une assertion du type (V x € D, P{x) = Q(x} ), on suppose x
“fixé" dans D, et on montre {P(x) = Q(x}) en considérant P(x) et Q{x) comme
des assertions de la théorie (C’est ce que nous avons déja fait a plusieurs
reprises ).

Remarque 1

L'assertion (V x e D, P(x)) s'écrit encore, d'aprés ia remarque 5 de la page
24, (V x, x € D = P(x)), avec les notations du paragraphe 2.1, on peut
considérer en pratigue que H est lasserttion (x e D) et C lassertion P(x)
obtenue en fixant x comme I'impose 'hypothése.

Exemple

Dans rensemble des entiers naturels [N, on définit une opération T par:
aTb =2 ab. On désire vérifier I'associativité de cette opération. On doit donc
montrerquona: v(ab,c)eN3,aT(bTc)=(aTb)Tec.

Démonstration . Soit (a, b, ¢) un élément de N3, c'est-a-dire soient a, b et
¢ trois entiers naturels (quelconques fixés).
Montronsque aT(bTe¢)=(aTb)Tec.
Par définitionde laloi T,ona, aT{dPTc)=2a(2bc), cest-a-dire, daprés les
propriétés de la multiplicationdans N, aT{bTc)=4abc.

Deméme,ona (aTb)Tc=4abe.
Ainsi aT(bTc)={aThb)Tc,etlopération T est associative. ¢
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Remarque 2

Dans le cas particulier ou D = IN, i existe une autre méthode de démonstration
qui peut étre plus avantageuse; c'est la démonstration par récurrence (voir le
paragraphe 2.4, page 50).

¢. Une méthode de démonstration de la proposition @ x ¢ D, P(x))
la notion de contre-exemple

Soit a montrer 'assertion (Ix e D, P{x}).

Pour certains problemes, il n'est pas utile d’exhiber un élément x de D
vérifiant P afin de prouver I'assertion (3x e D, P{x)) (voir 'exemple de la
remargue 4 page 23); certains théorémes d'existence permettent de conclure
d'entrée. Nous n'insistons pas sur ce fait.

Mais le plus souvent, on est amené a exhiber un élément x de D vérifiant P;
on analyse le probléme afin de trouver un élément x qui semble convenir; la
démonstration consiste alors & vérifier, tout simplement, que I'élément choisi
verifie la propriété P.

L'analyse est parfois difficile; mais la recherche de conditions nécessaires a
I'existence de I'éléement x (“supposons x élément de D vérifiant P et
essayons de metire en évidence des propriétés nécessairement vérifiées par x")
conduit souvent sur la voie d'une solution. On met ainsi en valeur un certain
nombre de “candidats-solutions” qu’il faut examiner et trier. La synthése consiste
alors & prouver que le candidat retenu (choisi le plus simple possible) vérifie bien
la propriété P.

Les “candidats-solutions” ne sont pas, en général, tous solution du probléme,
comme le montre 'exemple 1 page 34 :
si on veut montrer (J x e R, x =Vx + 6), 'analyse fournit deux “candidats-
solutions™ 4 et 9, etseul 9 est utile pour montrer que 'assertion est vraie.

On peut aussi remarquer que, si {(V xe D, Q(x) = P(x)}, alorsona:
(3xe D,Q(x)) = OxeD,P(X);
celte situation est intéressante si I’ “assertion™ Q(x) est plus simple & manier
que I “assertion” P(x) (& condition que 'assertion (I x e D, Q(x)) soit vraie );
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voir 2 ce propos Iexercice 8 de la fiche n° 3, ou l'autre analyse de I'exemple 1
qui suit.

Lors de la rédaction de a démonstration de (3 x € D, P(x)), on écrit

Posons x = ... (ou prenons x tel que ...); alors x e D car ... ; montrons
P(x). ..

On remarquera que, lorsqu'on écrit posons x = ..., ou prenons x lelque ...,
on désigne, en général, un objet précis de D (conirairement a ce qu'on fait
enb).

Remarque 1

Le probiéme peut étre envisagé sous la forme (H = Q) avec
H:S={xeD/Px)} et Q:5+0.

Exemple 1

On considére 'ensemble des applications de R dans R, not¢ RP. Cet
ensemble est muni d'une addition {f, g) > f+ g définie par :
{f+g) (x} = f (x) + g (x) pour tout x réel,
et d’'une mutltiplication (f, g) ~> f.g définie par:
{f.g) (x) = f (x).g (x) pour tout x réel.
Considérons 'application f de R dans R, définie par:
f(1)=1 et f(x)=0 pourx=1.
Montrons alors ia proposition :
dge RR,(g=#0 et .g=0);
ol O désigne lapplication nulle de R dans R, c'est-a-dire prenant la valeur 0
en tout x réel.

Analyse (mentale ou au brouilion). Il faut donc exhiber une application g non
nullede R dans R vérifiant: Vxe R,f(x).g{x)=0. ’
Il est donc nécessaire de prendre une application g non nulle telle que
g (1) = 0. D’ou l'idée de considérer simplement I'application g définie par :
g{1)=0 et g{x)=1pourtout x= 1.
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Autre analyse. Ona: Vv ge RR,g(1)=0 = f.g=0; on peut donc prendre
pour ¢ toute application non nulle telle que g (1) = 0.

1™ solution
Prenons I'application g telleque: g {1) =0 et g (x) =1 pour tout réel x = 1.
Alors g est une application de R dans R non nulle.
Montrons qu'ona: Vxe R,f{x}.g(x}=0 (voirle paragraphe b ) -
Soit x ¢ R {(guelconque fixé);

~—si x=1 alors f(x).g(x}=0 car g{1)=0;

— si maintenant x= 1 alors f{x).g(x)=0 car {{x)=0.
Ainsi f.g =0, dg'olile résultat. ¢

2¢ solution
Comme f(x) =0 pourtout x= 1, exhiber une application g de R dans R non
nulle telle que f.g = O, revient & exhiber une application g non nulle telle que
f (1).g (1) = 0, c'est-a-dire telle que ¢ (1) = 0; prenons, par exemple,
fapplication g définiepar: g{1) =0 et g (x) =1 pourtout x= 1, on a bien
fg=0.9¢

Remarque 2

La deuxiéme colytion est sans doute plus pénible a rédiger que la premiére car
elle comporte des informations supplémentaires non exigées; ces informations
suppiémentaires, lorsqu'elles sont trop colteuses, sont a éviter comme le
montre 'exemple suivant.

Montrons qu'il existe un réel x telque Vx2-x+4>Vx2+x+2.

Démonstration. Prenons x=0; alors xe R et
ViZ-x+4=25>Vx2+x+2= V2.0

Dans cet exemple, il serait long d'étudier l'inéquation donnée.

Exemple 2

f étant un élément de RR, montrer qu'il s'écrit de maniére unique, comme
somme d'une application paire et d'une application impaire.
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Démonstration. Notons &P (respectivement J) 'ensemble des applications
paires (respectivement impaires) de R dans R et montrons 'assertion :
g, e PxI, f=g+h.
Si f s’écrit f=g+ h avec (g,h)e P x J, alors pour tout réel x ona:
f(x)=g(x)+h(x)
et f(x)=g(x)-h(x);

d’'ot: nécessairement :
9 (%) =2 (1 (x) + £ (x)
et h(x)=2(t()-1(x).
Aingi, s'il existe (g, h)e P x J telque f=g+h,alors et g sont uniques.

Vérifions que les applications g et h trouvées au-dessus sont solutions de
notre probieme; ge P et he 3 carpourtout x,

1
g (x) =5 {(x)+Fx)=g(x)et
1
h(x)=5(f(x)-Tx)=-h{x);
enfin pour tout x, on a bien f(x) =g {x} + h(x), donc f=g + h; dol le
résultat. ¢
Remarque 3

Ici i est nécessaire de rédiger I'analyse faite car elle résoud le probleme de
Funicité {qui est posé).

Application & la notion de contre-exemple

Pour prouver que l'assertion (V x e D, P(x}) est fausse, il suffit de vérifier que
Passertion (Ix e D, TP(x}) estvraie; c'est-a-dire d'exhiber un élément xo de D
qui ne vérifie pas la propriété P : xp est appelé contre-exemple de I'assertion
(V¥ x e D, P(x)).

Lors de la rédaction, on écrit :

Montrons que Fassertion (V x € D, P(x)} est fausse, donnons un contre-
exemple; posons x=... .
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Exemple 3
Montrons que (¥ xe R, x2< x) est une assertion fausse.

Démonstration. Donnons un contre-exemple; posons X = 2; alors xe R et
x2»x.0

d. Utilisation itérée des méthodes précédentes

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer bon nombre d'assertions
en combinant les méthodes précédentes.

Exemple

On pose pour tout ne N, uy =‘—%%—%§ . Montrons que la suite (Uplpeyy 2 pour
limite -2.

Dans cet exemple, H est l'assertion (¥ n e IV, up=-2 1}’33) et C
Passertion ((un)n 2 pour limite -2); on commence par tradu;re C en langage
mathématique (en revenant a la définition de la convergence d'une suite que
nous avons vue au paragraphe 1.2.d), puis on se laisse “guider” par ia forme de
'expression obtenue.

1 solution
Drapres la définition de la convergence d'une suite, il faut montrer qu'ona:
Ve>0,3NeN , Vke N, k2N = [2+uf<e.
(écriture quantifiée de C)
Soit > 0 (quelconque fixé);
(méthode du paragraphe b appliquée & : Ve>0, (INelN, Vkeli, k2N = [2 + ugls e))
montrons : INe N,Vke N, k2N = |2+uy se.

Analyse . Pour cet £> 0, si N existe, alors on aura |2 + uy] < g, c'est-a-dire

7 N - . . 7
<
5k <€, pour tout k = N. Ainsi, en particulier, on doit avoir A NE donc

nécessairement N2{( %-2 }; par exemple, on peut essaver

NzE (ZE— “2)Y+1=FE{ % 1) (E (x) désignant la partie entiére de x). Nous

allons voir gqu’en fait un tel N convient.
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Synthése. Prenons pour N un entier naturel supérieur a (% -2),
(méthode de paragraphe c appliquée a : INelN, (VkelN, k2N = [2+ui] <¢))
par exemple N=Max {0, [E (Z -1)),

et montrons qu'on a: ¢

VkelN, k2N = |2+ u<e.

Soit k e [N (quelconque fixé); montrons :

(méthode de paragraphe b appliquée a : VkelN, (k2N = [2+uk|<&))
k2N= |2+ u<e.

Supposons k>N et vérifions que: |2 + ug <€.

(méthode de démonstration directe de (k>N = [2+ug/<e)})

D'aprés la définition de la suite (up)n
7 e
= i
ona |2+ uy PR (utilisation de H )
Ainsi —L—< —/ < _ T  _¢ (pardéfinition de N), donc |2 + uy< €.
2+k 2+N 7 240
€

Ainsi, la suite (up), converge et a pour limite -2 . ¢

2° solution

Soit £ > 0. Montrons que :
INeN,Vke N, k2N = |2+ug <e.

$e¢:>k2%-2).

Analyse : Vke NN ,(|2+ukl=23k

Synthése : Prenons pour N un entier naturel supérieur ou égal a ( 7.5 )
etmontronsque: VkelN,k2N = [2+u<¢. ¢
Supposons ke N, k>N et vérifions que |2+ u<e;ona k= N>

donc k2 % -2;dolu k+2 2%, cC'est-a-dire |2 + ug/<e. 0

o~

-2,

Remarque

Dans la premiére solution, I'analyse conduit & prendre un entier naturel
N > (Z- 2 ) ; il est bon de remarquer que ce N aurait trés bien pu ne pas
converﬁir. Par chance, ce N convient (grace a la monotonie de la suite) et, dés
lors, on peut considérer que ['analyse est acceptable puisgu’elle conduit a une
solution (méme si certains correcteurs n’aiment pas “aller & la péche” parmi les
“candidats-solutions”, et préféreront I'analyse figurant dans la deuxiéme

solution).




De toute fagon, il vaut mieux dans cet exemple intégrer a la rédaction une
analyse, car prendre directement N 2 (%- 2) est alalimite du “parachutage”.

2.3. Les démonstrations indirectes

a. La démonstration de (P = Q) par contraposition

La démonstration par contraposition de (P = Q) consiste a montrer
directement qu'on a (1Q = 1P); c'est-a-dire que la contraposée de (P = Q) est
vraie. Elle s'appuie sur la loi de contraposition (regle (10) page 14) :

(P=>Q) & (1Q=1P).

On écrit donc, lors de la rédaction :

Raisonnons par contraposition. Supposons qu’on a 1Q et montrons
quonalP....

Exemple

Soit x € Z; montrons que si x2 est impair alors x est impair.

Démonstration. Montrons Passertion (x2 impair = x impair) .
Raisonnons par contraposition; supposons x pair et vérifions que x2 est
également pair. Puisque x est pair, ... (on laisse le lecteur revenir a I'exemple
3, page 38) . ¢

Sur cet exemple, la démonstration par contraposition s'introduit naturellement
car la démonstration directe est plus pénible (il est souvent plus facile de déduire

une propriété de x2 a partir d'une propriété de x, que l'inverse).

b. La démonstration par 'absurde

La démonstration par I'absurde s’appuie sur la régle logique suivante, que le
lecteur pourra vérifier sans peine :
((IP=>2QA(P=>7Q)) & P.
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Cette forme démonstrative consiste, pour montrer qu’'une assertion P est
vraie, a montrer que ( (1P = Q) A (1P = 1Q)) est vraie pour une certaine
assertion Q. Pour cela, on suppose P fausse, et on recherche une assertion Q
{non connue & I'avance) telle qu’on ait & la fois Q et 1Q ; on aboutit donc a la
contradiction (Q »~ 1Q) {ce qui n'est pas autorisé en vertu de la régle (1) page
14); on dit parfois que 'hypothése °P fausse” est absurde); par suite P est
vraie.

On écrit lors de la rédaction :

Raisonnons par 'absurde; supposons qu'on a 1P et montrons qu'on
obtient une contradiction . ...

Exemple

Montrons que 'ensemble des nombres premiers est infini.

Démonsiration. Raisonnons par l'absurde; supposons l'ensemble P des
nombres premiers fini et montrons qu'on arrive & une contradiction.
Comme % est fini et non vide, P a un plus grand élément; notons n ce plus
grand élément. Posons p= 1+ nt, Comme p>n, p nest pas premier; p
admet donc un diviseur premier. Un tel diviseur est forcément différent de 2,
3, ... et n, car chacun de ces entiers naturels divise (nl) et ne divise pas 1;
ainsi ce diviseur premier est nécessairement supérieur & n; ce qui est en
contradiction avec la définition de n. P est donc infini. ¢

Remarques

1. Sur cet exemple, 'assertion annexe Q est (P a un plus grand élément).
2. Cet exemple montre que I'analyse d'un probléme n'est pas toujours évidente.

3. Une démonstration par contraposition de (A = B) peut étre remplacée par
une démonstration par I'absurde (mais attention, cela déplait parfois & certains
correcteurs du fait de sa lourdeur). Par exemple, soit x ¢ Z, et montrons {a
nouveau) que : {x? impair) = (x impair) .
Démonstration. Raisonnons par 'absurde en supposant Fassertion fausse. On a
donc: x2 impair et x pair (régle (12) page 14);mais comme x est pair,
x2 I'est aussi; ce qui est en contradiction avec I'hypothése (x2 impair). ¢

Dans cet exemple I'assertion auxiliaire Q est l'assertion (x2 impair).

a8



¢. La démonstration par disjonction des cas

En contraposant chacune des assertions (1P = Q) et (1P = 1Q), dans la
régle logique figurant en début du paragraphe précédent, on obtient :
((Q=2PIA{(IQ=P)) « P.

Ainsi, pour montrer qu’une assertion P donnée est vraie, il suffit de trouver
une assertion Q telle que (Q = P) et (1Q = P) soient vraies. Précisons,
qu'en général, 'assertion Q intervient de fagon naturelle au cours de 'analyse.

Lors de la rédaction, on écrit :
»1®cas:  Supposons quon a Q et vérifions quona P.

« 2° cas : Supposons maintenant qu'on a 1 Q et vérifions qu'on a
encore P.

Exemple

Soit A< 0;Montrons quona: ¥ (x,yle R?, Max {dx, Ay} = A Min{x,y}.

Démonstration. Soient x et y deux réeis {quelconques fixés).

+ 1% ¢cas: Supposons x<y;
alors Ax 2y et Max {(Ax, hy} =ix =L Min {x, y}.

+2%cas: Supposons maintenant x>y ;
alors Ax < iy et Max {Ax, &y} = Ay = AMin {x, y} .

Dol le résultat. ¢

Remarque

Dans cet exemple, l'assertion auxilizire Q est (x £ y); elle intervient
naturellement! dans I'évaluation de Min {x, y}. La premiére solution de
l'exemple 1 page 43 fournit un autre exemple de démonstration par disjonction

des cas (Q est dans ce cas 'assertion (x = 1)}.
L.a méthode présentée se généralise facilement a I'étude de plus de deux cas
comme le montre 'exercice 6 de la fiche d'exercices n® 4 (page 124).

1 Attention : it faut éviter d'aller & la "péche des cas particuliers”,
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2.4. La démonstration par récurrence

Ce type de démonstration s’applique aux propositions dont 'énoncé dépend
d'un entier naturel n; pour monirer une proposition de laforme (Vne M, P(n)),
il est souvent plus efficace d'utiliser une démonstration par récurrence plutét
qu'une démonstration classique.

La propriété de récurrence est ici présentée comme une conséquence de la
construction de I (mais il faut savoir qu'elle peut & son tour servir de base &
cette méme construction; on change, dans ce cas, de jeu d'axiomes).

Elie s’appuie sur le théoréme d'arithmétique suivant
Toute partie X de [N qui vérifie
(1) Oe X,
(2) vxeX,x+1e X,
est identique & N .

Et s'exprime sous la forme suivante :

Propriété de récurrence

P étant une “assertion” de la variable entiére n, on a la proposition :
(PO)A(VKkeN,PK)y=Pk+1))} = (Vne N, P(n)}.

Démonstration. On pose X={ne N/ P(n}} . Supposons gu'on a:
(PO)A(vkelN,Plk)=sPk+1))}.
Alors D e X, et (VkeN,ke X=2k+ 1€ X}, dol d'aprés le théoréme
d'arithmétique précédent X = [N; ce qui signifie encore (Vne N, P{(n)) . ¢

C'est de la proposition précédente que découle le processus de la
démonstration par récurrence; il se déroule en trois étapes :

» 17® étape (initialisation) : on montre que P(0) est vraie.

+ 28 étape (hypothése de récurrence): k étant un entier naturel, on
suppose P(k).

« 3% étape (transmissibilité) : on montre guon a P(k + 1) ... et on conclut.
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Remarque 1

Signalons deux variantes couramment rencontrées, conséquences de la
propriété de récurrence :

Propriété de la récurrence incompléte :
(P(ng) A (Vk2ng, PRy =Pk +1))) = (vnzng, P(n)).

Propriété de ia récurrence finie :si | = {ng, np+ 1, ..., m} ona,
(P(ng) A(Yke {ng,ng+ 1,...,m-1} ,Pk) =Pk + 1)) = (¥nel,Pn).

Exemple 1

Montrons que pourtout ne IV, 1+3+5+ .+ (2n-1)=m.

Démonstration. Posons Q(n}y = 1 + 3 + 5+ ...+ {2 n - 1), appelons P(n)
I "assertion” (Q(n) = n2) et montrons par récurrence que (Vne N, P(n)).
+ 178 étape : P(1) estvraie puisque Q1) =1=12,
+ 28 étape : soit k un entier naturel non nul quelconque; supposons P(k), c'est-
a-dire supposons que Q(k) = k2.
+ 3% étape : vérifions P(k + 1), C'est-a-dire que Q(k + 1) = (k + 1)2;
Qk+1}=1+3+5+ ... +2k-1)+ {2k + 1) ce quisécrit encore
Q(k+1) = Q(k) + (2 k + 1) ; 'hypothése de récurrence donne alors :
Qk+1) = K2+ 2k + 1) = (k+ 1)2.

Ainsi pour tout entier naturel nonnul,ona 1+3+5+ .. +(@n-1)=n.0

Donnons une derniére variante de la démonstration par récurrence; N étant
un entier naturel donné; en appliquant le principe initial & I' “assertion” R(n)
définie par (P(0) A ... AP(N)} A (P(N + 1) A ... A P(N + n)) etenremarquant que
pour tout n, (R(n) = P(N + n + 1)) implique (R(n) = R(n + 1)}, on obtient
alors la propriété de récurrence forte :

((P(O) A ... AP(N)Y A (VK2N, (PO) A ... AP(K)) = Pk + 1))) = (Vn e N, P(n)).

(Cette récurrence forte peut étre, elle aussi, incompléte ou finie).
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Le processus de démonstration est le suivant :
« 17@ tape (initialisation) : on monire que P(0) A ... A P(N) est vraie;
« 2@ étape (hypothése de récurrence) : k étant un entier = N, on suppose
qu'ona P{0) A ... A P(k);
« 3@ gtape (iransmissibilité) : on montre qu'on a P{k + 1) ... et on conclut.

Exemple 2

Soient a un réel donné et (uy)n 1a suite définie par up =2, uy = 2 cos (a) et
par up,1=Uq.Up-Upq pourpz1.
Montrons qu'ona (Vne N, uy=2c0s (na)) .

Démonstration. Notons P{(n) I’ “assertion” u, =2 cos (na) et montrons par
récurrence que (Wne N, P(n)).
« 1@ étape : P(0) et P(1) sontvraies car 2 cos (0.a) = 2 = Ug et par définition
2c¢0s(1.a)=uy.
» 2@ étape : soit k= 1; supposons que pour tout n £ k ona P(n), c'est-a-dire,
Up=2cos{naj.
+ 3% étape : vérifions qu'on a P(k + 1), ou encore que :
Uket =2 C0S {(k + 1)) . Comme uk,1 = Uy . ux- U1, On a d'aprés hypothése
de récurrence Uk,1 = 2 cos {a).2 cos (ka) - 2 cos ((k - 1)a) ,d’ol, d’aprés une
formule classique de trigonométrie, ug,1 =2 cos ((k + 1)a). ¢
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NOTIONS FONDAMENTALES n
DE LA THEORIE DES ENSEMBLES

Signalons qu'un certain nombre de résultats énoncés dans ce chapitre et non
démontrés sont prouvés dans les fiches d'exercices en fin d'ouvrage.

3.1. Généralités sur les ensembles

a. Eléments et parties d’'un ensemble

La notion d'ensemble est une notion primitive des mathématiques {(dont
'utilisation est régie par des axiomes gue nous ne donnerons pas ici, axiomes
qui donnent naissance a la théorie des ensembles); ce concept évoque,
intuitivement, l'idée d'un groupement ou d'une collection d'objets. Les objets de
fensemble portent le nom d'éléments de Fensemble. En général, un ensemble
est formé d'éiéments susceptibles de posséder certaines propriétés. Par
exemple, on peut considérer 'ensemble des entiers pairs, 'ensemble des
solutions d’'une équation, et, en géométrie classique, 'ensemble des triangles
équilatéraux du plan, ou encore Fensemble des cordes d'un cercle orthogonales
a un diamétre donne, ... .

A priori, rien ne s'opposerait a considérer “'ensemble de tous les ensembles”,
mais ceci serait en contradiction avec Faxiome de la théorie des ensembles, qui
dit qu'un objel mathématique ne peut jamais étre a la fois un ensemble et
élément de cet ensemble (axiome de régularité ).

Nous noterons les ensembles par des lettres majuscules (ou combinaisons de
lettres) de divers alphabets (E, F, G, ..., N, 0, R, C, ..., Q, T, ...}, et leurs
éléments par des lettres minuscules (x, v, z, ..., o, B, &, ...}, une lettre pouvant
désigner, soit un élément déterminé, soit un élément arbitraire {qu'on appelle
variable ou argument) d'un ensemble. Rappelons qu'on désigne par N
Fensemble des entiers naturels (ou des naturels, ou encore des entiers positifs
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ou nuls), Z I'ensemble des entiers! (ou des entiers relatifs, ou encore des
entiers rationnels), Q 'ensembie des rationnels, R I'ensemble des réels et €
lensemble des complexes; enfin, N*, 2%, ..., désigneront, respectivement,
Fensemble N, Z, ..., privé de son élément nul.

Considérons une propriété P quelconque relative & un élément d'un
ensemble E (cela signifie que la propriété en question a un sens pour tout
élément de E et qu'elle est éventuellement vraie pour certains éléments et
fausses pour les autres); autrement dit, considérons une “assertion” définie sur
E. Les éléments de E qui possédent cette propriété forment un nouvel
ensemble, noté {x ¢ E / P{x)}, qu'on appelle partie ou sous-ensemble de E.
Ainsisi A={xe E/P()},onapourtout xeE: xe A & P(x).

Rappelons que si A estune partiede E et x un élément de E, la propriété
“x appartient a A", qui signifie que x est un élément de A, se note “x e A"
(e est le symbole d’'appartenance). La négation de cette propriété se note
“x ¢ A" et selit *“x nappartient pas a A" (g est le symbole de non-
appartenance}. Par exemple, si A est I'ensemble des solutions réelles de
'équation “x¥=1",0na -1e A et 2¢ A,

D'aprés 'axiome de régularité, ona: (1) VX, xe x.

Pour décrire une partie d'un ensembile, il suffit de donner une propriété
caractéristique de cette partie, ¢'est-a-dire une propriété telle qu'un élément lui
appartienne si et seulement s'il vérifie celle-ci; dans ce cas, on dit qu'elie est
définie en compréhension. Par exemple, 'ensemble A des solutions réelles de
Péquation “x4 = 1" g'écrit: A={xe R /X =1} A est défini par la propriété
caractéristique (I' “assertion”) (x4 = 1).

L'intervalle réel [a,b [, ol a et b sont deux réels donnes, est ia partie de R,
{x e R/ as x < b} définie par la propriété caractéristique (I' “assertion”)
{asx et x<b).

Lorsque cela est possible, on peut aussi, pour décrire la partie, dresser la liste
de ses éléments (qu'on place entre deux accolades); on dit alors qu'elie est
décrite ou définie en extension. Par exemple, 'ensemble précedent s'écrit en

1 Un entier naturel est parfois appelé entier; le contexte permet toujours de lever 'ambiguité.
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extension A={-1,1} etsi E estl'ensemble des entiers naturels qui divisent 8,
on écrit: E = {1, 2, 4, 8}; 'ensemble E des entiers pairs compris entre 2
et 16 s’écrit : E = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16}, ou encore pour abréger
E={2 4,86, ...,16}. Lorsqu’il n'y a pas d'ambiguité, on peut décrire en extension
des ensembles infinis; 'ensemble E des entiers naturels pairs s'écrit ainsi :
E={0,2,4,86,... }

Lorsqu'une partie A ne contient qu'un seul élément a, on dit qu'elle est
réduite au seul élément a ou que A estle singleton {a}; lorsqu’eile contient
deux élements distincts a et a’, on parle de la palre {a, a’).

Remarquons que, d'aprés (1), onapourtout x: (2) x={x}.

Si A est une partie d'un ensemble E, 'ensemble des éléments de E qui
n'appartiennent pas a A, se note E \ A, CEA. ou encore A s'il n'y a pas
d'ambiguité sur 'ensemble {de référence) E; cette partie porte ie nom de
complémentaire de A (dans I'ensemble E).

Ainsi A={xe E/xg A} (= {x e E/ 1(x € A)}); on remarquera, d'aprés la régle
(3) page 14, que A=A
Enfin,pourtout xe E,ona: xeA & xgA (& lxe A).

Certaines propriétés, par exemple x =x 1, sont vraies pour tous les éléments
ge E; Ia partie gu'elles définissent n'est autre que 'ensemble E lui méme.
Inversement, certaines propriétés, par exemple x = x, ne sont vraies pour
aucun élément de E; ia partie qu'eiles définissent est appeiée la partie vide de
E etonlanote O; une partie est donc dite vide si elle n’a aucun élément. Par
exemple, en géométrie plane classique, 'ensemble des triangles ayant deux
angles obtus est la partie vide (de I'ensemble des triangles du plan). Cette partie
vide se caractérise par le fait que si x est un éiément quelconque de E,
{x e @) estune assertion toujours fausse (donc (x ¢ @) est une assertion
toujours vraie).

On remarguera enfin que E et © sontcomplémentaires l'un de l'autre.
On admet, en théorie des ensembles, que la partie vide de chaque
ensemble est la méme pour tout ensemble.

1 Rappelons, 4 cette occasion, que si X ety sont deux éléments d'un ensemble E, Pégalité x = y
signifie que x et y sont deux symboles {(deux noms différents) qui désignent le méme objet de
I'ensemble E. La négation de x = y se nole x #y (qui se lit "x est différent de y").
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b. Inclusion

Soient A et B deux parties de E; sitout élémentde A appartient aussia B,
on ditque A estcontenu ! (ou inclus) dans B, ou que B contient A, ou
encore que A estune partie de B; celte inclusionsenote A <B ou Bo A,
et sa négation se note A ¢ B.

Ainsi : AcB & (vVxeA xeB),
donc : AcB & (VxeE, xeA = xeB)
De plus, pour toute partie A de E etpourtout xe E,ona:

OcA , AcE et (xeA o {x}cA).
Enfin, comme I'égalité A = B signifie que A et B sont composés exactement
des mémes objets (un ensemble est entierement déterminé par ses éléments),
ona: A=B & (AcB et BCA);
dou: A=B & (VxeE,xeA & xeB).
Remarquons également que deux parties qui ont des propriétés caractéristiques
P4 et P» équivalentes (Cest-a-dire:V xe E, Py{x) & Po(x)) sontégales.

On appelle ensemble des parties d’'un ensemble E P'ensemble, noté P(E),
dont les éléments sont les parties de £.Ona O ¢ P(E), Ee P(E), etsi x est
un élémentde E, {x} ¢ P(E). Par exemple, si E = {1, 2, 3}, alors :

PE) = {@, {1}, (2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, E}. Si E=0, alors P (D) = {T};
d'apres (2), @ est différent de {0} (ce dernier ensemble posséde un élément,
alors que le premier n'en a pas).

c. Opérations sur les ensembles

Soient A et B deux parties de E (deux éléments de P(E)), l'ensemble des
éléments de E qui appartiennenta A ou & B porte le nom de réunion de A
et B, etsenote Au B (onlit “A union B” ou encore “A réunion B" };
Fensemble des éléments de E qui appartiennentaiafoisa A eta B portele
nom dintersection de A et B, et se note A n B (onlit “A inter B"). Ainsi
AuB={xeE/{xeAou{xeB)} etAnB={xeE/(xe A)et{xe B)};onne
manquera pas de rapprocher le graphisme des symboles d'union “u” et de

¥ Cela nexclut pas que I'on ait A = B. Si A est une partie distincte de B, on dit que A est une partie
propre de B; on peut alors noter cela sous la forme A G 8.
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disjonction “v” (le *ou”), ainsi que celui des symboles d'intersection “n" et de
conjonction “A” (le “et”).

Ainsi, pour tout xe E,ona:

xe AUB <« ((xe A) ou (xe B))

et xe AnB & ((xe A) et (xe B))

On a en utilisant les propriétés des connecteurs de disjonction et de
conjonction: Au@=A et AUE=E, AnO=0 e AnE=A
Si An B =0 ondiaque les parties A et B sont disjointes; c'est-a-dire si
AnB=0, onditque A et B serencontrent.

Donnons maintenant les principales propriétés de linclusion, de la réunion et
de lintersection; dans les énoncés suivants, A, B, C désignent des parties
quelconques d'un méme ensemble E.

(1) AnA=0

(2 AUA=E

(3 AnB=AuB
4 AUB=ANB

5) AnA=A;AUuA=A (idempotence de n etde u)

6) AnB=BnA;AuB=BUA {commutativité de n etde v)

(7) ARnBNAC)=(AnBInC (associativité 1 de )
AuBulC)=(AuB)uC (associativité de L)

(8 AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AuBnCi=(AuB)n(AUC) (distributivité)

(9) AcB o= BcA

(10) AuUB=A & BcA, AnB=A & AcB

{(11) (AcB et BcC) = AcC

Vérifions par exemple {'égalité (4); pour cela il suffit de remarquer que pour
tout xdeE,ona:

1 Lassociativité de lintersection permet d'écrire A ~ (B » C) sousiaforme A~ B~ C (méme
chose pour 'union). Par exemple, si x, y, z sont trois éléments distincts de E, {x} w lyl v {z} = {x, v, 2}
et{x}nlyln{zgl=e;six=zetsix#y ona {x}uylu{z] ={x y}={y 2}, et toujours
Mz =
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xe AuB = Txe (AuB)) {définition du compiémentaire)
< T(xe A ou xe B) (définition de la réunion)
< T{xe A) et 1(xe B} {négation d'une disjonction})
o xeAetxeB {définition du complémentaire)
= xe AnB (définition de lintersection).

Les propriétés (3) et (4) portent le nom de tormules de De Morgan
(A. De Morgan, 1806-1871). On peut passer de 'une & l'autre en remplagant
toute partie par son compiémentaire et le symbole d'union par celui
d'intersection (et réciproquement); ces deux formules sont dites duales.

Soient E et F deux ensembles {distincts ou non). Les couples? (x,y) dont
le premier élément x est un élément quelconque de E, et le second y un
élément quelconque de F, sont les éléments d'un nouvel ensemble, qu'on
appelle ensemble produit ou produit cartésien de E par F et quon note
E x F. Deux couples (x,y) et (x,y) sontégaux si et seulement sion a
x=x ety=y)2

Si A et B sontdes parties respectivement de E etde F,ona:
AxB={{a,b)e ExF /ae A et be B}; puisque (x e @) estune “assertion”
fausseona: AxB=0 «{A=00uB=0).

Plus généralement, on définit le produit cartésien de n (n 22 ) ensembles Eq,
Ez. ..., E, comme I'ensemble des n-uplets (x4, xz, ..., X,) 0U chague % estun
élément queiconque de Ejonlencte EyxEzx...xE, etona:

EyxEax . xEp={(x, %2, ..., Xp) / Vie {1,2, .., n}, ;¢ Ej}.

L’égalité de deux n-uplets se définit par 'égalité entre les éléments de méme
rang. Danslecasol Ey=Ez=..=Ey=E, EixExx..xE, senote EN.
Enfin, élant donné trois ensembles E4, Ep, Es, les deux produits cartésiens
(Ey x Ep) x Eg et Eq x (Ex x B3} sont identifiables 3 au produit cartésien
EyxEy;xEzde Ey, EgetEs.

1 On ne doit pas confondre le couple (x, y) avec l'ensembie {x, y} (la paire {x, y}).

211 faut distinguer le couple (x, y) du couple {y, x) méme si x et y sont éiéments d'un méme
ensemble (E = F). Si E et F sont distincts etnon vides Ex F 2 F x E.

3 Cest-a-dire, en bijection avec I'ensemble Eyx Ep x E3 (voir 3.3.b page 71}.
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i ~#raligation de Uintersection et de fa réunion -

Le lecteur pourra, dans un premier temps, ne pas lire ce paragraphe.

Les concepts d'intersection et d'union se généralisent au cas d'un ensembie
quelconque de parties de E.
Si F estune partie de P(E), onnote :

(lF-_-{er/vr-‘eF,xeF} et |JF={xeE/3FeF,xeF).
Fe FefF

Si F estlapartie videde P(E),onaalors: [F=E et | JF = @.
Feld Fed

Si maintenant F est une famille 1 (F)i; de parties de E indéxées par un

ensemble 1I,onnote:
(= ixeE/Vie,xeF} et | JF={xeE/Tie,xeF}

el iel

si, de plus, 1 estlensemble fini {1,2, ..., n}, on note :
n
(F = xeE/Vie(1,2, .0 xeF}
j=1
n

et | JR = {xeE/Jie{1,2, .nLxeF].
je=1

Par exemple, pour n = 3, on retrouve :

3 3
[F = FinFanFs et JF = FiuFRUFa.
i=1 i=1
Notons que les formules de De Morgan se généralisent & une familie
quelconque de parties de E (voir l'exercice 5 de a fiche n°2).

Terminons par deux définitions.

1. Unensemble F de parties de E constitue un recouvrement d'une partie

Ade E,si Ac UF )
Fef

En particulier si F estun recouvrementde E,on a UF = E.
FeF

! Une familie (Fj)jc ; de parties de E estune application (voir 3.3.2 page 67) de 1 dans P(E).
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2. On appelle partition de E un recouvrement F de E, ol les éléments F
de F sont tous non vides et mutuellement disjoints, ¢'est-a-dire deux a deux
disjoints.

3.2. Relations entre ensembles

a. Généralités

Soient E et F deux ensembles.

Définition

On appelle relation (ou correspondance) de 'ensemble E vers 'ensemble
F touttriplet R =(E, F, T} ol I" est une partie du produit cartésien E x F,
appelée graphe de la relation. E porte le nom de source cu ensemble de
départ, ou encore ensemble de définition, et F porte le nom de but ou
ensemble d’'arrivée de la relation R.. On ditque a e E est en relation avec
be F sietseulementsi (a, b) e T, ce que I'on note encore a R b; a est dit
un antécédent de b, et b est une image de a par la relation R. Enfin, si
E = F, larelation R porte le nom de relation sur ('ensemble) E,

L'ensemble des relations de E vers F g'identifie donc & I'ensemble P(E x F).

En pratique, une relation de E vers F est définie par une propriété qui
permet de définir T

Donnons quelques exemples de relations :

— (i} légalité entre éléments d’'un méme ensemble E (R = (E, E, TN avec
I'={(x,x)/xe E} (dite diagonale de E x E));

— (ii) linégalité entre éléments d’'un méme ensemble E (R =(E,E, ol T
est le complémentaire de ia diagonale de E x E);
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— (i)} appartenance des éléments d'un ensemble E & une des partiesde E
(R ={E, PE),T) ob T estdéfini par la propriété :

(X, A)e T si xe A);

— (iv) Tinclusion entre parties d'un méme ensemble E (R = (P(E), P(E), )
ou I' estdéfiniparlapropriété: (A, B)e I si AcB);

— (v} en géométrie élémentaire, le paraliélisme entre droites du plan
(R =(D,2,T) ol D estlensemble des droites du plan et T est
définipar: (A, A)e I 5i ANl AY;

— (vi}) la divisibilité dans 2 (R =(Z, Z,T) ot I" estdéfini par:

(x,x) e I si xdivisex' (cest-a-diresi: 3ke Z,x =kx)).
(x divise x’) se traduit encore par (X' est un muitiple de x).

— (vii) la congruence modulo P'entier n dans 2 (R ={Z,Z,T) ol I' est
définipar: (x,y)e I si x-y estmultiplede n (3ke Z,x-y=kn);
que on note x =y (mod n));

— (vii) la relation sur R, R = (R, R, ) ol I" estdéfinipar:(x,y)e I si
x2 +y2 =1 (I' correspond au cercle de R? centré & 'origine et de
rayon 1).

Voici maintenant les principales propriétés d'une relation sur un ensemble E
que I'on peut rencontrer.

Définitions

Une relation A surun ensemble E est dite

{1) réflexive si: VxeE xR x

(2) symétrique si: Vx,y)e B, xRy = yRx;

(3) antisymétriquesi: VX, y)eEL, xRy etyR x) = x=y;

(4) transitive si: Vx,y,2)e B3, (xRyetyRz) = xR 2

Dans les exemples précédents, sont réflexives les relations *(i), (iv), {v}, (vi),
{(viiy", symétriques “(i), (i), {v), (vii), (viii)", antisymétriques “(}), {iv)", et transitives
“(i), (v}, {v), {(vi), (vii)".
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b. Relations d'équivalence sur un ensemble

Définition

On appelle relation d'équivalence ou équivalence sur un ensemble E toute
relation sur E qui est a 13 fois réflexive, symétrique et transitive.

Par exemple, les relations “(i), (v), (vii)" sont des relations d'équivalence.

Définition

Soit R une relation d'équivalence sur un ensemble E. Siona x Ry, on dit
que x estéquivalent 3 y (modulo larelation R.). L'ensemble des éléments de
E équivalents (modulo ) & un élément a de E porte le nom de classe
d'équivalence (modulo R.) de a;onlenote a (a={xe E/xRa}). Un
élément d'une classe d'équivalence est appelé représentant de la classe
d'équivalence. Enfin, 'ensemble des classes d'équivalence (modulo R) sur E
porte le nom d'ensemble quotientde E par R;onlenote E/R 1.

Pour I'équivalence (i), les classes sont réduites a un élément (E/R. s'identifie
alors & E); pour I'équivalence (v), chaque classe peut étre représentée par une
droite passant par un point fixé du plan.

Considérons la relation d'équivalence {vii} dans le cas particulier ol n = 3, et
cherchons les classes d'équivalence. Si x ¢ Z est strictement négatif, alors
x = 2 |x| (moduic 3) (puisque x - 2 |x] = 3 x); ainst, il suffit de déterminer les
ensembles X ol x estun entier positif ou nul. D'aprés 'exercice 10 de la fiche
4 page 124, pourtout x e N il existe dans [N, getruniguestelsque x=3q+r
avec0<sr<3;onadonc X=r1 ol r e {0, 1,2} Par conséquent, 'ensemble
des classes d'équivalence est formé de trois éléments :

0=1{0.3,-3,6-69-9, ..} = {3k/ ke 2},
T=1{1,4,-27,-510,-8,..}= {1+3k/ ke 2} et

1 En théorie des nombres, on construit successivement 2 et © & parlir de 'ensemble ; Z est
rensemble quotient N¥®Ry et & lensemble quotient ZxZ*/Rp ol Ry est la relation
d'équivalence définie par © (X, y) R4 (¢, ¥} & x-¥y =x -y, et R, larelation d'équivalence
définie par © (6, y) Ro (X ¥} @ xy =x'y.
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3= {2,5-1,8,-4,11,-7, ..} = {2+3k/ ke 2Z}.

Ainsi E/R , qui se note E/3Z, estiensemble E/3Z = {0, 7,2} (ou encore,
par exemple, E/32 ={-9,7,7}).

Théoréme

Etant donné une relation d'équivalence R sur un ensemble E, I'ensemble
des classes d'équivalence modulo R est une partition de E 1.

Démonstration. tout élément de E appartient au moins 4 une classe X (celle
dont il est un représentant), les classes forment ainsi un recouvrement de E; par
définition, chaque classe contient au moins un représentant, donc les classes
déquivalence sont non vides. |l faut encore vérifier que deux classes distinctes
sont disjointes ou encare par contraposition, que deux classes qui se rencontrent
sont égales. Considérons deux classes ayant comme représentants respectifs x
et y,etsoit z unélémentcommuna x et y.Ona z R x et z R y,dol
par symétrie et transitivité de la relation R, x R y; tout élément de la classe X
est ainsi, par transitivité de R, élément de la classe y (et réciproquement), ce
qui signifie X =y.90

¢. Relations d’ordre sur un ensemble

Définition

Une relation d’ordre sur un ensemble E est une relation sur E & la fois
réflexive, antisymétrique et transitive. On la note, en générale < 2 etondit que
{E, ) estun ensemble ordonné. Deux éléments x, y de E sont dits
comparables si x <y ou y<x {(x<y selit “xestinférieur ou égal ay", ou
encore “y est supérieur ou égal a x”). Si tous les éléments de E sont deux a
deux comparables, on dit que E est totalement ordonné par < ou que < est
un ordre total sur E; sinon, c'est-a-dire s'il existe deux éléments de E non

¥ Réciproquement, toute partition F de E définit une relation d'équivalence; en eflet, st F est
une partition de E | la relation R définie par
xRy e (GFedF, xeF etyeF), estune relation d'équivalence sur E.

2 Attention dans ce paragraphe, ce symbole ne désigne pas uniquement I'ordre usuel sur les réels.
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comparables, on dit que la relation d'ordre < est partielle (ou que < estun
ordre partiel sur E}.

On appelie (abusivement), relation d'ordre strict associée 3 la relation d'ordre
<, la relation notée < etdéfiniepar: x<y sietseulementsi (x<y et x=vy);
x <y selit “x est strictement inférieur & y". Il est & noter que cette relation n'est
pas une relation d'ordre puisqu’elle n'est pas réflexive.

La relation (iv) (de méme que la relation (i), ce qui ne présente que peu
d'intérét) est une relation d'ordre partielle sur P(E) lorsque E a plus d'un
élément; l'ordre usuel {noté <)dans N, 2, © et R estun ordre total. Ala
différence de la divisibilité dans Z (relation (vi)}, qui n'est pas un ordre, la
relation de divisibilité dans N, notée | etdéfiniepar: x|y < (Jke N,y =kx),
est un ordre partiel (x |y selit “x divise y”, ou “x est un diviseur de y”, ou
encore ‘“y est multiple de x7, ou “y estun multiple de x7).

On pourra vérifier également que les relations R.q et Ry sur le produit
cartésien R2? définies par:

(X y) Ry (x,Y) &= (x<x et ysy),
et (X, y) Ra(x,y) & {(X<x' ou(x=Xety<y)),
sont des relations d’ordre, partielle pour R.¢ et totale pour R, (ce dernier
ordre porte le nom d’'ordre lexicographique car il est de méme nature que
lordre des mots dans un dictionnaire).

Nous allons maintenant donner la définition de quelques éléments
remarquables d'un ensembie (ou d'une partie d'un ensemble) ordonné.

Définitions

Soient (E, €) unensemble ordonné, A unepartiede E et M, m, a, b, §,
$ des éléments de E; onditque:

(1) Mestun majorantde A si: Vxe A xsM;
si A admet un majorant, on ditque A est majorée;

(2} mestunminorantde A si: Vxe A, msx;
si A admet un minorant, on ditque A est minorée;

(3) si A estmajorée et minorée, on ditque A estune partie bornée:
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(4) a estle plus grand élémentde A si a est un majorant de A qui
appartienta A, on le note Max (A);

(5) b estle plus petit élément de A si b est un minorant de A qui
appartienta A, on le note Min (A);

{6) S estla borne supérieure de A, si S estle plus petit élément de
'ensemble des majorants de A;onle note Sup (A);

(7) s estla borne inférieure de A, si s est le plus grand élément de
I'ensemble des minorants de A; on le note Inf (A).

Remarques

+ Lorsqu’il existe, le plus grand élément est unique (ce qui justifie dans la
définition, “le " dans le plus grand élément ). En effet, si a et a' sont des plus
grands éléments de A, ona 2’ < a (puisque a estun plus grand élément de A)
et a<a (puisque a estun plus grand élément de A); ainsi par antisyméirie
de < ona a=4a. ¢ (de méme le plus petit élément est unique).

s D'aprés la remarque précédente, lorsqu'elle existe, la borne supérieure
{respectivement inférieure) est unique.

+ Le plus petit élément (respectivement plus grand élément) de A, lorsqu'il
existe, est aussi borne inférieure (respectivement borne supérieure} de A. En
effet, si a est, par exemple, le plus petit élément de la partie A, a est un
minorant de A;si & estun autre minorantde A,comme aec A, ona a<a;
ainsi a est le plus grand élément de 'ensemble des minorants et donc
a=inf (A). ¢

Donnons maintenant quelques exemples pour illustrer notre propos.

« Pour 'ordre usuel, R n'a ni majorant, ni minorant. N n’est pas majoré (donc
N n'a pas de pius grand élément), mais admet un plus petit élément qui est 0;
d'ailleurs toute partie non vide de IN admet un plus petit éément 1.

Lintervalle réel ]2, +- [ posséde, dans [R, une borne inférieure qui est 2, et ne
posséde pas de plus petit élément.

T Onditque (4. <) est bien ordonné ou que < estun bon ordre sur IN. On démentre, que tout
ensemble E {en particulier [R) peut étre bien ordonné (théoréme de Zermelo (E. Zermelo, 1871-
1953)); c'estun théoréme d’existence. On ne sait pas donner explicitement un bon ordre sur R.
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» Si on considére la relation d'ordre {iv), P(E) a un plus petit élément @ et un
plus grand élément E.

« Dans (0, <), lapartie A={xe D/x>0etx2 <2} admet une borne
inférieure qui est 0, mais pas de plus petit élément, et n"admet pas de borne
supérieure, bien que A soit majorée; a fortiori elle n'admet pas de plus grand
élément.

» Si on considére 'ensemble ordonné (N, 1) et A = {1, 2, 4, 6}, alors
Inf (A) = Min (A) = 1, Sup (A) = 12, et Max {A) n'exisie pas (sinon on aurait
Sup (A) = Max (A) € A).

Terminons ce paragraphe par la définition d’éléments particuliers qui ne
présentent vraiment d'intérét que dans le cas d'un ensemble partiellement
ordonné.

Définitions

Soit (E, ) un ensemble ordonné.
(1) unélément a de E estditmaximaisi: VxeE,a<x = a=x;

(2) unélément a de E estdit minimalsi: VxeE, x<a = a=x
Par exemple, si on considére P(E) \ @, ordonné par rinclusion, les éléments

minimaux sont les singletons (il n'y a pas de plus petit élément) et les éléments
maximaux se réduisent a E qui est le plus grand élément.

Pour A= {1, 2, 4, 6}, ordenné par la relation de divisibilité “|” dans N, ifya
un seul élément minimal 1 qui est aussi le plus petit élément de A, et deux
éléments maximaux 4 et 6.

3.3. Applications d’un ensemble dans un autre

a. Généralités sur les applications

Soient E et F deux ensembles.
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Définition

Une relation f de E vers F est appelée application, relation fonctionnelle
ou fonction de E vers (ou a valeurs dans) F, sitout élément x de E esten
relation avec un et un seul éiément y de F;cet élément est noté f (x) et porte
le nom d'image ou valeur de la fonction en x {(on parle aussi de transtormé de
x par f).

Onianote! f: E — F ouencore plus brigvement E -t-> Fou f: E—F
x +> fx)

L'ensemble des applications de E vers F,se note F(E,F) ou FE.

Par exemple, la fonction “partie entiere”, qui a tout réel x, associe sa partie
entiére [ (x) (encore notée {x]), est un élément de ZR; rappelons que E(x)
est 'unique entier qui vérifie E(x) $x <1 + [E(x) (ainsi, E(- 4,56) = -5 et
E{(7.23)=7).

D'une maniere générale, on appelle fonction numérique, ou réelle, toute
application d’'un ensemble E dans R, et fonction numérique (ou réelle} d'une
variable réelle toute application d'une partiede R dans R.

Définitions

1. La famille (x)ie1 d'éléments de E (ou & valeurs dans E) est I'application
f:1— E,im x;'ensemble de définition I de f est appelé ensemble des
indices de ia famille. On dit encore que la famille (xj)je] est indexée par L

2. Deplus,si I=N (ouplus généralement I={p,p+ 1, ...} <), la famille
{xdic1 d'éléments de E est appelée suite d'éléments de E {ou 3 valeurs
dans E).

Par exemple, la famille (sinx) x ¢ g d'éléments de [-1, +1] est'application :
R—=[-1,+1],xm>sinx.

Deux applications f: E—F et g: E'— F' sont égales si I'assertion
(E=E e F=F et (VxekE f(x)=g(x)) estvraie.

1 On évitera pour présenter une application {'abus de langage suivant . “soit 'application f (x)".

67



On doit distinguer ainsi, les trois applications suivantes :
f:R—DR g:R—o[1,1] et h:[0,2r] > R
X+ Sin {x} X > §in (x) X +> 8in {(x}

Voici trois applications importantes.

» L'application définie sur E et qui prend une méme valeur a pour tout
élément de E est dite application constante de valeur a.

» L'applicationde E dans E qui fait correspondre & tout élément x de E cet
élément lui méme, est appelée appiication identique de E (ou identité de E)
et se note Idg.

+ Si A estune partie non vide de E, l'applicationde A dans E qui a fout
élément x de A fait correspondre x considéré comme élément de E, porte le
nom d'injection canonique ' de A dans E.

Etudions maintenant le moyen de construire de nouvelles applications a partir
d’applications existantes.

Définition

Soient f une application de E dans F, et A une partie de E; 'application g
de A dans F, dont la valeur en tout élément x de A est {{(x), s’appelle /a
restrictionde f 2 A etse note f|a; on dit alors que f est un prolongement
de application g 4 E 2. Si deux applications de E dans F ont méme
restriction & A, on dit quelles coincldentdans A.

Remarquons que f e=f

Définition

Soient E, F et G trois ensembles; soient { une application de E dans F et
g une application de F dans G. L'applicationde E dans G, dont la valeur, en
un élément quelconque x de E, est g (f(x)) , s'appelle 'application

1 Pour les mathématiciens, "canonique” signifie "naturel” ou “intrinséque”.

2 Si la restriction de { & A est unique {d'ol le */a" de fa restriction} une application peut avoir, par
contre, plusieurs prolongements.
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composéede g et fetsenote gof 1.L'6galité h=gof sappelle une
factorisation de h.

On peut décrire cela par le diagramme suivant :
F
}/'\\f
E____ 5, G
gof

On remarquera que si G est distinct de E, V'application composée de f et g
{fog) na aucun sens.

Exemples

1. Soient g:R - [-1,1] et f:{-1,11—-R
X > Sin(x) X P V1-x2

L'application composéede g et { est:

gof: [-1,1] = [-1,1]

X b sin(V1-x2)

L'application composée de f et g est:
fog:R—> R
x > V1 -sin? (x) = Ycos? (x) = | cos (x) |

2. Soient A une partie non vide de E et f une application de E dans F. Si
on note i, linjection canonique de A dans F, alors la factorisation de f5 est
f IA o f oi.

Remarques

1. L'exemple 1 précédent montre que, méme lorsqu'elies existent toutes les
deux, les applications gof et fog ne sontpas, en général, comparables.

1 La notation g o signifie, comme lindique la définition, que I'on effectue d'abord le calcul de
f(x), puis le calcul de g (f (x)).
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2. Si f et g sont deux applications de E dans E, en général,
gof=fog (ce quisignifie que la composition des applications n'est pas
commutative); pour s'en convaincre, on pourra considérer, par exemple, laz
applications suivantes :

g:R—> R et f:R— R

X = x2 X > 14X

3. Soient E, F, G et H quatre ensembiles; le lecteur pourra vérifier que si f
est une application de E dans F, g une application de F dans G et h une
applicationde G dans H,alorsona: (hog)oef =ho{gcf),; cette application
de E dans H se note plus simplement hogof (cest“associativité de la
composition des applications”).

4. Sif:E—>Fetg:F—G,alorsona: folde=f et ldgog=g.

Terminons par des définitions dans le cas ol les ensembles E et F sont
ordonnés.

Définitions

Soient E, F deux ensembles ordonnés (on note dans les deux cas la relation
d'ordre par le méme symbole £, et ™ordre strict” associé par <) et f une
application de E dans F. Onditque :

1. fest croissante si: Vix,y)e B2 {(x<y = f{(x)sf{y));
2. fest strictement crolssante si : Yx,y)e B2 (x<y = f(x)<f(y));
3. fest décroissante si: Vi{x,y)e B2, (x<y = f(x)=f(y));
4. fest strictementdécroissantesi:  V {x,y)e E2, (x<y = f(x)>f(y);
5. fest monotone si { est croissante ou décroissante;

6. fest strictement monotone si { est strictement croissante ou strictement
décroissante.

Exempies
» La fonction partie entiére est croissante (non strictement), et donc monotone.

* La fonction sinus de r dans [ -1, +1 ] n'est ni croissante, ni décroissante
(donc non monotone).
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« Une fonction constante est croissante (non strictement) et décroissante {(non
strictement).

b. Applications surjectives, injectives et bijectives

Voici quelques propriétés fondamentales des applications.

Définitions

Soit f une applicationde E dans F.

1. | estdite surjective (ou f estune surjection de E dans F) si un élément
quelconque de F a au moins un antecédent par la relation fonctionnelle f, c'est-
a-dire si: VyeF,3xeE,y=1(x).

Dans ce cas, on dit également que f est une surjectionde E sur F.

2. t est dite infective (ou f estune injection de E dans F) si un élément
quelconque de F a au plus un antécédent par 1a relation fonctionnelle f, c'est-a-
dire si : Vi, x)e B2 f(x)=f(x) = x=x".

3. { estdite bijective (ou f est une bijection de E dans F) si un élément
quelconque de F a un et un seul antécédent par la relation fonctionnelle f,
c'est-a-dire si { est A la fois injective et surjective. La bijectivité de f est donc
équivalente 4 : VyeF,dlxe E,y=f(x}.

Dans ce cas, on dit également que f est une bijectionde E sur F.

Exemples

1. L'injection canonique d'une partie non vide A de E dans F est
effectivement une injection qui n'est pas surjective lorsque A=E. Si A=E
cette application n'est autre que Idg qui est injective et surjective, donc bijective

2. L'application f:R — R, x> sin(x) n'estniinjective, ni surjective; par
contre 'application g: R - [-1, 1], x> sin (x) est surjective et non injective.

3. L'application f:{0,1] — [0,1], x> V1 -x2 est bijective.

Le théoréme qui suit est trés important, puisqu'il précise les conditions
permettant d'“inverser” une relation fonctionnelle f.
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Définition et théoréme

Soit f une applicationde E dans F.

f est bijective si et seulement s'il existe une application g de F dans E telle
que gof=Idg et fog =Ide g estalors unique et bijective; elle porte le nom
d'application inverse ou réciproque de f etse note f-1, Enfin f-1 est définie
par: V(x,yeExF, (y=f(x) & x={1(y)).

Démonstration. Le lecteur pourra vérifier facilement que si fe FE et g e EF,
alors I' assertion {gof=Idg et fog=Idg) estéquivalente a
(" (Y{xy)e ExF, (y=f(x) & x=g())).

Montrons maintenant que l'existence d'une application g vérifiant (g of = Idg
et fog = ldg) entraine la bijectivité de f (donc par symeétrie la bijectivité de g).
Supposons donc {gof=Idg et fog =Idg). Comme g estune application de F
dans E, pour tout y de F, il existe un etun seul x de E vérifiant x = g {y);
donc d'aprés ("), il existe unetunseul x de E tel que y = f {x). Ainsi f est
bijective.

Réciproquement, si f est bijective on a ( VyeF, 3l xeE, y=1{x}) (™)
Soit alors g l'application de F dans E ol I'image d’'un élément quelconque y
de F estl'unique x de E défini par (**) vérifiant y = f (x); cette définition de
g entraine (*), d'ol le résultat. De plus, par construction, g ne peut éire
qu'unigue. ¢

Par exemple, on a (ldg)! = Idg, et si f est I'application de I'exemple 3
précédent, f1=f.
L'application f:R — R  estbijective e f1:R-— R
X 1+x% X+ X~ 1

Propriété

Si f:E-—F et g:F— G sontdes applications bijectives, alors g o f est

bijective et (gof) T=fTog-t.
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¢. Image directe et image réciproque de sous-ensembles

Définitions

Soient f une applicationde £ dans F, A une partiede E et B une partie
de F.

1. On appelle image directe (ou tout simplementimage) de A par f, le scus-
ensemble de F noté f(A) etdéfinipar f{(A)={ye F/3xe A, y=1{(x)}, ce
qu'on écrit plus rapidement f(A) = {f (x) / x € A}. Ainsi, pourtout y de F,ona:

yef(A) & @GxeAy=f(x).

Si A=E, f(E) porte le nom d'image de f.

2. On appelle image réciproque de B par f, le sous-ensembie de E noté
-1 -1
f(B) etdéfinipar f(B)={xe E/f(x)e B} !.Ainsi, pourtout x de E,ona:

xe 1(B) o f(x)eB.

Remarques
-1 -1
1. f{A) et 1(B) sontdes ensembles. f(B) existe toujours et ne préjuge pas

de existence de 'application réciproque -1 de f.
2. Si t estbijective, Papplication réciproque f-! existe etona f-1(B) = f1 (B)
{égalité entre 'image réciproque de B par f et l'image directe de B par f-1).
3.0na: 1(@)=0 et (@) =0.
4. Si x estun élémentde A alors f({x}) = {f (x)}.

5. f est surjective si et seulement si f(E) = F.

Exemple
Sif:R> R, x— sin{x}, alorsona:
-1
f({Oa“})={0}. FR)=1(0.2x) =[-1,1], t({2h=0,
et f%):{%+2knl ke Z}u{%’-‘wzkm ke Z}.

-1
1 Trés souvent, (B} senote { ¥(B), mais attention, { n'est pas pour autant bijective.
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Propriétés

Soient f une application de E dans F, A et A’ deux parties de E, et B,

deux partiesde F.Ona:

1.
2
3
4
5.
6
7
8

9.

10.
11.
12,

AcA = HAYCf(A),
FAUA) =1 (A)UT(AY;
F(ANA) cf{A) N (A);
Act(B) e f(A) cB:

BeB = f'(B)c;'f(B)
f(BuB)= f(B)uf(B)
f(BnB)= f(B)nf(B)
1(C=Ce( 1))

A Tt

(f(B) cB;

 injectve &> (VAe PE), A= ! (f (AN):
t surjective & (VB e P(F).B=1(f(B)).

Veérifions par exemple (6); Il suffit de remarquer que, pourtout x de E,ona:

-1
xef(BUB)w fX)eBuB

& f(x)e B ou f{x)e B’ (définition de la réunion)

(définition de I'image réciproque)

-1 -1
< xe f(B) ou xe f(B') (définition de I'image réciproque)

-1 -1
= xe fB)u {(B) {définition de la réunion). ¢

Signalons que les formules (2), (3), (6) et (7) se généralisent au cas d'un
ensemble F queiconque de parties de E (ou de F); par exempie, la formule

(2) donne : UF)- SUGE

FeF FeF

Terminons ce paragraphe par une application des différentes notions que nous

venons de voir {le lecteur sautera ce passage lors d’'une premiére lecture).
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Soit f une application quelconque de E dans F.

Larelation R sur E, définlepar (x R x' & f(x)=f{x)), estune relation
d'équivalence ; deux éléments qui ont méme image par f se retrouvent dans
une méme classe d'équivalence de 'espace quotient.

L'application s :E — E/R ; x i X est surjective.

Notons enfin i Iinjection canonique de l'image f(E} dans F.

Comme deux représentants quelconques d'une méme classe d'équivalence X
ont méme image par f {(d'aprés la définition de R), on peut considérer
fapplication g de E/R dans f(E), définie par g (X) =f(x) ol x estun
représentant queiconque de la classe X (cette définition ne dépendant pas du
choix du représentant x, g est donc bien une application). Cette application g
est bijective. En effet elle est surjective car si y € f (E), d'aprés la définition de
rimage directe f (E), il existe x dans E tel que y = f {x) et par conséquent
¢ (X) =y, elle est également injective puisque, si X et X' sont deux classes
d'équivalence représentées respectivement par x et x', g (X) = g (X') étant
équivalent & f(x) = f (x’), on &, d'aprés la définitionde R, X=X;dol X=X,

Enfin il est facile de vérifierque f=iogos; iogos estlafactorisation
canonique ou décomposition canonique de f; elle permet d'exprimer { en
fonction d’une bijection ('application g). Cette écriture de f peut se représenter
sous 1a forme du diagramme suivant :

E_' o F

I b

E/R g f(E)
3.4. Comparaison des ensembles - notions sur les cardinaux

Nous ne donnons ici que quelques remarques initiatiques (a titre culturel) et
sans justification (excepté le théoréme de Cantor).
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On dit qu'un ensemble E est équipotent & un ensemble F,ouque E et F
ont méme cardinal 1 (ou encore que E et F ont méme puissance) s'il existe
une bijection de E sur F. On admet qu'il existe des ensembles appelés
cardinaux (ou nombres cardinaux), tels que tout ensemble E donné soit
équipotent & un et un seul d'enire eux; ce cardinal est appelé cardinal ou
puissance de E, et on le note Card (E). Ainsi, si E est équipotenta F,ona
Card (E) = Card (F).

Si E est équipotent & une partie de F, ce qui équivaut & I'existence d'une
injection de E dans F,onnote Card (E) < Card (F); et si de plus, il n'existe pas
de surjectionde E sur F, on écrit Card (E) < Card (F).

On admettra que l'équipotence a les mémes propriétés qu'une relation
d'équivalence (sur la classe des ensembles), etque < a les mémes propriétés
qu’'une relation d'ordre (sur la classe des cardinaux).

On dit qu'un ensemble E est finl s'il est vide ou équipotent a {1, ..., n}
{pour un certain ne N*); onnote alors Card(E) =0 si E=0,et Card (E}) =n
si E estéquipotenta {1, ..., n}. Un ensemble non fini est dit infini.

Un ensemble E équipotent & N est dit infini dénombrable et on note
Card (E) = Rg (aleph?2 zéro). Un ensemble est dit dénombrable s'il est
équipotent & une partie finie ou non de N.

Pour toute partie A d'un ensemble E, ona Card (A) < Card (E). Si un
ensemble fini ne peut pas étre équipotent & une de ses parties propres {si A
est une partie finie de E, différente de E, alors Card (A} < Card (E}), il nen est
pas de méme pour les ensembles infinis.

Par exemple, I et 'ensemble des entiers naturels pairs ont méme cardinal
puisque n i 2 n est une bijection; et de fagon générale, toute partie infinie de
N est équipotente & N. On a aussi, par exemple, Card (]0, 1{) = Card (R)

1,1

{considérer I'application x +» taa)

! Intuitiverent, dire que daux ensembles sont équipotents, cest dire qu'ils ont méme “nombre
d'éléments”.

2 % estla premidre lettre de Palphabet hébraique.
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En fait, la possibilité pour un ensemble de pouvoir étre équipotent a 'une {au
moins) de ses parties propres est caractéristique des ensemble infinis (ce
résultat est di au mathématicien R. J. Dedekind (1831-1918)).

Indiquons les principales opérations que V'on peut faire sur les cardinaux (elles
étendent les opérations classiques sur les ensembles finis).

- S A et B sont deux ensembles disjoints, si A’ et B’ sont également
disjoints et respectivement équipotents & A et B, on vérifie que A UB est
équipotenta A’ U B’; on pose alors : Card (A B) = Card (A) + Card (B).

--Si A et B sont respectivement équipotents a A’ et B, alors AxB est
équipotent & A’ x B'; on pose alors : Card (A x B) = Card (A) x Card (B) (et si
A = B, onpose Card (A)= (Card (A))2).

— S8i A et B sont respectivement équipotents & A’ et B, alors BA
(ensemble des applications de A dans B) est équipotent a B'A; on pose alors :
Card (BA) = Card (B) Card (A),

Signalons, & titre d'exemple, que : Ko+ Rg=Rg2 = Rg .
Démontrons maintenant le théoréme de Cantor (G. F. Cantor, 1845-1918).

Théoréme
Pour tout ensemble E, ona Card (E} < Card (P(E)).

Démonstration. 'application de E dans P(E), définie par x+» {x}, est
injective et on a Card (E) < Card (P(E)). Il suffit donc de prouver qu'il n'existe
pas de surjection de E sur P(E). Considérons une application f de E dans
P(E) etposons Y ={xe E/xe f(x);alors Y estune partie de E, donc un
élément de P(E) qui n'est pas atteint par f, car :

—si xe Y,alors xe f(x) et {(x)=Y;
—si xe Y, alors xe f(x) et f{x)=Y.

Ainsi f n'est pas surjective et Card {E) < card (P(E)). 0

De plus, on montre que Card (P(E)) = 2Card (E) (voir I'exercice 8 de la fiche
n° 5 dans le cas ol E est fini) et ainsi Card (E) < 2Card (E),
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Le théoréme de Cantor permet de construire des ensembles infinis de “plus en
plus grands”; il permet aussi d'affirmer qu'it existe des ensembles infinis non
dénombrables; en effet, on a xq = Card (IN) < Card {(P(N)) = 280,

Les ensembles E qui, comme R, vérifient Card (E) = 280 sont dits avoir la
pulssance du continu.

Le probléme de P'existence d'un ensemble ayant un cardinal strictement

compris entre rg et 2¥p estindécidable.
Supposer la non-existence d'un tel ensemble, ¢'est poser 'hypothése du
continu (on note, dans ce cas, 280 = &y (aleph un)); sous cette hypothése,
R ne possede que deux types de sous-ensembles : les ensembles
dénombrables et les ensembles ayant fa puissance du continu.

Donnons pour terminer le cardinal de certains ensembles.
On a, si n désigne un entier naturel non nul quelcongue :
« Card (™) = Card (2") = Card (@™ = xp;

» Card (R™ = Card (C) = Card (P(N)) = 280 (= 81 > Ro) ;
+ Card (P(R)) = Card (RR) = 2 R0) (=281 5 xy).
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EN GUISE DE CONCLUSION ... n

La Mathématique est comme tout le reste, manipulation d’objets ;
ne les cassons pas.
Telles sont les régles du jeu, amusons nous bien !

Les auteurs

Les ouvrages suivants, dont le niveau dépasse trés largement le niveau que
nous avons visé ici, nous ont bien aidés.

— R. APERY, R. FRAISSE et coauteurs, Penser les mathématiques,
Editions du Seuil, 1982.

— S. C. KLEENE, Logique mathématique, Editions J. Gabay, 1987.

-~ A. TARSKI, Introduction & la logique, Editions Gauthier-Villars, 1971.

— A. THAYSE et coauteurs, Approche logique de l'intelligence artificielle
(tome 1), Editions Dunod Informatique, 1990.

Par contre, I'ouvrage de vulgarisation suivant est d'une lecture abordable et
enrichissanie.
— D. HOFSTADTER, Gddel, Escher, Bach : les brins d'une guirlande
élerneile, InterEditions, 1985.

Le lecteur qui s'intéresse A la théorie des ensembies pourra consulter le livre
suivant, d'un niveau, 1a encore, abordable ;
— A. BOUVIER, La théorie des ensembles , Presses Universitaires de
France, collection “Que sais-je 7 n° 1363, 1982,

78



FICHES D'EXERCICES E

FICHE N° 1

Connecteurs, régles logiques, démonstration de (P = Q),

définitions et exemples de prédicats

EXERCICES

Cetie fiche est relative au 1.1, auv a. du 1.2 et utilise quelques notions trés
simples du 3. Pour les tables de vérité, on se reportera aux exercices 2, 4, 6, 7,
8, 9, 10. Pour les régles logiques, on verra les exercices 3, 5, 8, 8, 11, 12,13,
14, 16 et pour le travail du langage (y compris les ensembles), les exercices 6,
10, 11, 13, 14, 15, 16, 21. Pour l'utilisation de (P = Q), voir les exercices 15, 17,
18, 19, 20; enfin pour Ia définition des prédicals, on s'intéressera aux exercices
14, 15, 16, 19, 20 et 21.

Dans un premier temps, le lecteur se contentera de deux ou Irois exercices par
rubrique.

1]

Préciser, selon la valeur du réel x, si les phrases suivantes définissent
des assertions, des assertions vraies (C'est-a-dire des propositions) ou
des assertions fausses.

() cos?{tanx)=20.

(i) <1.

{ii) La+ r}éstriction de la fonction sinus & lintervalle [0, x] est injective.

En utilisant une méthode analogue a celle employée dans la preuve de
la régle logique (13), vérifier les régles logiques (4), (8), (10}, (12) et (16)
des pages 14 et 15.
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Prouver, sans construire les tables de vérité, les régles logiques
suivantes (donc valables pour toutes assertions P et Q de &£).

(i) (PvQ) & (IP=Q).

(i) P o ((Q=2P)A(lQ=P)).

(ii)y P o ((IP=2Q)A(P=1Q)).

La regle (i) fournit une méthode de démonstration d'une assertion
disjonctive; les regles (ii) et (iii) donnent respectivement naissance aux
démonsirations par disjonction des cas et par I'absurde, ainsi qu’on le
voit pages 49 et 47.

Vérifier, a partir d'une table de vérité, la non-associativité du connecteur
d’implication, et I'associativité du connecteur d'équivalence (de fagon
générale, un connecteur binaire A est dit associatif si, pour toutes
assertions P, Q, R de la théorie donnée, on a la proposition
((PAQ)AR) < (PA(QAR))).

Chercher I'expression de (P = (Q = 1R)) en fonction des seuls
connecteurs 1 et v.

Donner la table de vérité des connecteurs binaires suivants :

+ Tlalternative (ou disjonction exclusive) w, qui se lit “ou bien ..., ou
bien ...” ou encore “soit..., soit...” (c'estle “ou exclusif’);

+ [lincompatibilité (ou connecteur de Sheffer) |, qui se lit “... exclut ...”;

+ le rejet (ou connecteur de Peirce) ||, quiselit “ni ..., ni...".

En automatique, le connecteur de Sheffer (H. M. Sheffer, 1883- ) porte
également le nom “d’opérateur NAND (‘non et”)”; on pourra vérifier que
(PIQ & (P=1Q)), ce qui justifie la traduction de *“|” par “exclut”. Le
connecteur de Peirce (C. S. Peirce, 1839-1914) porte le nom
“d’'opérateur NOR (“non ou”)".

Montrer qu'il y a 4 connecteurs unaires et 16 connecteurs binaires
différents. Déterminer pour chacun d’eux sa table de vérité. Exprimer, a
I'aide des connecteurs usuels 1, v, A, =, ¢, le résultat de I'application
de chacun des 16 connecteurs binaires a des assertions P et Q;
retrouver parmi eux les connecteurs w, |, || de I'exercice précédent.



Le calcul assertionnel peut se construire en utilisant un unique
connecteur, comme le connecteur de Peirce ou encore le connecteur de
Sheffer (voir I'exercice 6 pour la définition de ces connecteurs).
Montrer, par exemple, que I'on a pour toutes assertions P et Q de &£ :
(i) P < (PP

@ PvQ & ((PIQIPHQ).

Déterminer alors 'expression de (1P A 1Q) etde (P = Q) en fonction
du connecteur |[|.

A l'aide du tableau de I'exercice 7 et des régles logiques de la page 14,
vérifier 'exactitude des affirmations suivantes :

« non (P et Q) signifie (non P ou non Q), ou encore signifie
(P exclut Q);

» non (P ou Q) signifie {non P et non Q), ou encore signifie (ni P,
ni Q);

+ non (P entraine Q) signifie (P et non Q);

» non (P si et seulement si Q) signifie (ou bien P, ou bien Q);

« non (ni P, niQ) signifie (P ouQ);

* non (ou bien P, ou bien Q) signifie (P si et seulement si Q);

» non (P exclut Q) signifie (P etQ).

Soient P et Q deux assertions d'une théorie mathématique donnée.

1°  L'assertion “(P et Q) est fausse” est-elle équivalente a (i), ou a (i) ?
(i) P et Q sont fausses.

(ii) P estfausse et Q estfausse.

2° Lassertion “(P et Q) est vraie” est-elle équivalente & {iii), ou a (iv) ?
(lii) P et Q sont vraies.

(iv) Pestvraie et Q estvraie.

Une application bijective est une application injective et surjective. Dans
quels cas une application n'est-elle pas bijective ? Préciser toutes les
possibilités.
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Donner la négation des cing assertions suivantes :
PAIQ; Pv(QaAR); P=Q; P=1Q; P=(Q=R).

A l'aide de la regle logique (17) de la page 15, transformer la proposition
suivante de la géométrie élémentaire portant sur un triangle T : “si T
est rectangle, alors si T estisocéle, T posséde deux angles de 45°".
Puis transformer la proposition obtenue en appliquant successivement la
régle (7) etlaregle (17).

Utiliser les regles logiques de la page 14 pour montrer les résultats
suivants de la théorie des ensembies (on utilisera une méthode analogue
a celle employée page 58); A, B et C désignent des parties d'un
méme ensemble E.

i A=A
(i) AnB=AuUB.

(i) AUA-=E.

(ivv AnBuCC)=(AnB)u((AnC).

A, B et C sont trois parties d'un méme ensemble E. Prouver que :
A=Bo A=B.

Soit P une fonction assertionnelle d’une variable réelle x, que I'on
suppose définie sur R. (P(x) est donc une assertion pour tout réel x).
1° Déterminer 'ensemble &£ des x tels que I'on ait P(x) v 1P(x).

2° Déterminer I'enserﬁble B des x tels que l'on ait P(x) A 1P(x).

3° Montrer que 'ensemble B peut encore s'écrire comme I'ensemble
des réels x vérifiant x = x.

1° Lacondition {m etn sont deux entiers pairs) est-elle une condition
nécessaire, une condition suffisante, une condition nécessaire et
suffisante, pour que 'on ait (m + n est un entier pair) ? (m et n sont
des entiers fixés en fonction desquels il conviendra de discuter).

2°  Méme question avec les assertions des questions a), b), ¢) :

a) (x+V2x=4); (x=2).



&

b) (f dérivableen O = f continueen O);
(f non dérivableen O ou f continueen O).
c) (y>x) ; (max{x ";321}>x).
Dans a), x est un réel positif ou nul fixé; dans b}, fest une application
fixée de R dans R;dans c), x et y sontdes réels fixés.

Soient x et o deux réels; on suppose as%. Montrer que :
[x-1<o = [x2-1]<1.

Résoudre dans R, I'équation Vx'®+x=4x"0-x +2b ol b estun
réel positif ou nul donné.

Donner le domaine de validité de I' “assertion” suivante :

“si c'est aujourd’hui lundi, alors demain c'est samedi”; on remarquera
que la variable aujourd’hui est a valeurs dans I'ensemble a 7 éléments
{dimanche, ..., samedi}.

On appelle intéressant tout nombre réel qui satisfait a la fois les
“assertions” de la variable réelle x, P1(x), ..., Pn{x).

Parmi les assertions suivantes, quelles sont celles qui sont vraies et
celles qui sont fausses (justifier vos réponses) ?

()] Tout nombre intéressant vérifie Pq.

(ii)  Pour tout nombre non intéressant, I'une au moins des propriétés
données n'est pas satisfaite.
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INDICATIONS ET REPONSES
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FICHE N° 1

Indications . Pour (i), on recherchera 'ensemble de définition des

fonctions cos, cos?, tan et cos? o tan. Pour (i), aprés avoir déterminé

ensemble de définition de 1a fonction x = 1—17 , on étudiera sur

chacun des intervalles de cet ensemble l'inégalité 3 1 -

<1 (on pourra

multiplier les deux membres de Iinégalité par (1 + x); mais attention au
signe de (1 + x)). Quant 2 (iii), on se rappeliera (voir le cours de
terminale) gu'une fonction numérique f continue sur un intervalle |

définit une bijection (donc une injection) entre 1 et f {1}, si et seulement
si elle est strictement monotone.

Réponses .

(i) Si x=C+kn ol ke Z, laphrase (i) n'a pas de sens et n'est
donc pas une assertion; sinon la phrase (i) est une proposition.

(i)  Si x=-1, (ii) ne définit pas une assertion; si x € J-eo, -1{ W [0, +oe],
(i) est une proposition; si x ¢ }-1, 0 {, (i) est une assertion fausse.

(i) Si xe ]0,—2TE 1, (i) est une proposition; si x > ;—‘ , (iii) est une
assertion fausse et si x £0, (iii) n’est pas une assertion,

Réponses

Regle n°4 :
1 P A Q o (P v 1Q
FIJV]JVI]IVIVIFIFIF
VIV]IFIF iV N
V{F{FIVIivIiVvIVIE
VIiFlIFIFIviviv]y
gtape: 4 1 3 1 5 2 3 2



Regle n°8 :

R)

Q)

R) « (P
VIVIVIVIVIVIVIVIVIV]V

A

{Q

P

F

F

F

F

F

F

FlViIViV]IV

Viviyv

F
E

v

F

FIFIVIVIF

FI{VIVIVIVIF

F

F

étape :

Ragle n°10 :

P = Q <« (1Q = P

F
F

FiViV

viviv]rlvly

VIVIVIVIFIlYV

v
F

2

1

étape :

Reégle n®12:

P ~ 1Q
Viviviviy

P = Q @
v

1
=

F

F

F
F

FIVIVIiVIV

FlyY

F
VIiViyV

\i

F
F

1

étape: 3
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Regle n°16 :

P ~ (P = Q) = Q
viviviv]ivi]v]yv
vIFIvIFIlFIVIF
FlEIF{Vv]Vv]v]v
FIF|F|lV]F F
étape: 1 3 1 2 1 4 1

indications . On transforme, en utilisant les régles logiques, un des
deux membres de I'équivalence en une assertion équivalente.

() Transformer 'assertion {1P = Q) en utilisant la régle {11), puis la
régle (3).

(if)  Transformer le deuxiéme membre en utilisant successivement les
régles (11}, (3), (7) et (9) pour obtenir {P v {1Q A Q)). Remarquer avec
la régle (1) et la table de vérité de ia disjonction, que I'assertion obtenue
a mémes valeurs de vérité que 'assertion P; elle est donc équivalente
ap.

(iif) Contraposer (regle (10)) les implications de {ii).

Indications . Pour limplication, il suffit de rechercher les valeurs de
vérité des assertions  ((P = Q) = R) et (P = (Q= R)) et de
remarquer qu'elles ne sont pas toujours les mémes. Pour 'équivalence,
it faut vérifier que lassertion (P> Q) R) o (P« (Q« R))) est
une assertion vraie indépendamment des valeurs de vérité des
assertions P, Q, R.



Réponses

{(P = Q) = R « (P = {(Q = R)
VivivivivivivVviviviv iy
VIVIVIF|IFIVIV]|F|V]F|F
VIiFIFIVIVIVIVIVIFIVIiIYV
VIiF]FIV]IFIVIVIVI]IFIVF
FIVIVIVIVIVIFIVIVIV]Y
Flv]v FlELF VIF[F
FIVJIFIVIVIVIFIV]FivVv |V
FIvIF FlE]|F Flv|F
étape: 1 2 1+ 3 1t 4 1 3 1 2 1
(P © Q < R & (P «& (Q « R)
VIivVivVv]IVvivVvijijviviv i iviviy
VIVIVIF|IFIVIVIFIVIFILF
VIiFIFIFIVIVIVIF]F}iFI]V
vV]iF|lFIv]FrlvIviv]IF]v]F
FIFIVIFIVIVIFIFIVI]V}IYV
Flrlviv]elyv|Fr]lv]|Vv]F]|F
Flv]rlvlviv]r]|lvIiF|[e]|V
FIvIFlF|F|VvI]|FIFIF]|VIEF
étape: 1 2 1 3 1 4 1 3 1 2 1

Indications . Noter S Passertion (Q = 1R) et utiliser la régle logique
{11} sur (P =» 8), puis sur 8 elle.méme.

Réponses . 1P v (1Q v 1R) ou de fagon équivalente, d'aprés 1a régle
logique (8), 1P v Qv R,
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indications . P | Q estdéfinipar P A Q) (non (P et Q). et P|{Q
par {P v Q) (non (P ou Q)).

Réponses .
PlalPpwalPiQiPja
viv F F F
VIF \ v F
FlvV \ v F
F|F F v v

Réponses . Le nombre de possibilités de placer 2 éléments V et F
dans 2 (respectivement 4} cases correspond au nombre d'arrangements
avec répétitions, donc est égal & 22 = 4 (respectivement 2* = 16); il
s'agit encore du nombre d'applications d'un ensemble a 2 éléments dans
un ensemble & 2 (respectivement 4) éiéments. En conclusion, ily a 4
connecteurs unaires et 16 binaires.

Les 4 connecteurs unaires sont {(avec leurs tables de vérité) :

D 3] 4]

P PvP|IPAP
\'2 F v v F
F \ F v F

Les 16 connecteurs binaires sont {avec leurs tables de vérité) :

[l [} [3] l [s] @ [zl [g]
PlQ|PviPIPVvQ Q=P P=Q PoQlPAQ
\'4 Vv \'4 Vv \Y% \'4 \4 \'4 Vv v
v F vV \ vV ) F F F F
Flv v \'% F F v \ F F
F F \ F \4 F \ F \'4 F
ou QviQ KQvP P vQ
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o] [1o] . [12] [13] {14 [15] [1e]
“p | a lraay] wPeqy 1P=q)| P | wa=P) | (Pv)| PATP
“viv] F F el F lFl F E | F
vIiel v v vl v |l F FlF
elv] v v F F lv] v F | F
Flel v F v F lv] ¢ v | F
ou PlQ | PwQ PAIQ a~1P | Pia [aa1a
P=10

indications . Pour vérifier (i} et (i}, on pourra utiliser soit les tables de
vérité, soit 'équivalence ((P || Q) <« P v Q)). Pour le reste de
Pexercice, on exprimera (1P A 1Q) {respectivement (P = QJ) en
fonction des seuls connecteurs 1 et v, puis on utilisera la définition de
i| (respectivement les assertions (i} et (ii}).
Réponses. (IPA1Q) « (P}IQ).

(P=Q) & (PPUPIIQ | (PHPIIQ)).

Indications . Utiliser le vocabuiaire introduit dans 'exercice 6, les
regles logiques et se reporter aux tableaux de 'exercice 7.

Indications . Utiliser la table de vérité de la conjonction.

Réponses . (i) et (i) sont équivalentes, mais ne sont pas équivalentes
a (P et Q) estfausse” comme le montre la table :

P Q | () {“PetQ)estfausse”
Vv v F F

vI|F
FlvlIF

F{F |V v

Les trois assertions (iii), (iv) et *(P et Q) est vraie” sont équivalentes.
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Indications . Utiliser (a régle logique {4) et la table de vérité de la
disjonction.

Réponses . Une application nest pas bijective lorsquelle est non
injective ou non surjective; il y a dong trois possibilités :

» Tapplication est injective et non surjective;

« Tapplication est surjective et non injective;

+ TPapplication est non injective et non surjective.

Indications . Utiliser les régles logiques (3), (4), (5), (8), (12) et (14) de
la page 14.

Réponses .

AP ATQ) < (PvQ).

WP Vv(QAR) & (IPA(1QvIR).

MWPeQ o (PaIQ)vQaIP).

WP =1Q) & (PAQ).

AP =(Q=R)) & (PAQaTR).

Indications . Poser: P ‘T estrectangle™; Q:“T estisocéle” et
R : “T posséde deux angles a 45°".

La phrase s'écrit alors (P =s {Q = R)).

Réponses . La régle logique (17) donne alors :

*si T est rectangle et isocele, alors T posséde deux angles & 45°".

En appliquant la régle logique (7), puis la régie (17), a la phrase
précédente, on obtient: “si T estisocele, alors si T est rectangie, T
posséde deux angles & 45°7,

Indications . Considérer les fonctions assertionnelles, de la variable x

de E,suivantes: P{x):{xe A); Qx):(xe B) et R{x):{xe C).

Pour tout x fixé dans E, remarquer que les régles logiques fournissent

les éguivalences suivantes :

« JOPX) & PXx);

o WP AQE) & (P v IQX));

» (P(x)vIPX)) & ((xe E) {puisque les deux assertions ont la
méme valeur de vérité “V™;



* (PX) A (Qx) v R(X))) & ((PX) A Q(x)) v (P{x) A R(x))).
Déduire alors, des définitions de i’égaiité de deux parties de E et des
opérations sur les parties de E, les résultats souhaités.

Indications . |l suffit de prouver I'implication (A = B = A = B);
en effet, l’lmphcatuon réczproque est alors obtenue en remplagant A par
A,etB par B (puisque A-AetB=8B (voir page 55)).

i!

Pour montrer I'assertion (A =B = A 5), onsuppose A = B, et
on montre I'égalité A = B en remarquant que pour tout x de E,ona:

xe A @ xgA par définition du compiémentaire de A
< xgB puisque A=B
& xeB par définition du complémentaire de B.

indications . Pour les questions 1 et 2, on utilisera les régles logiques
(1) et (2); pour 1a question 3, on remarqueraque {x& R/x=x} = Q.

Réponses .1° A=R. 2° B=0.

Indications et réponses .

1° » {metn sontdeux entiers pairs} est une condition suffisante pour
gu'on ait {m + n est un entier pair}, puisqu’on a, indépendamment de la
parité de m et n, la proposition :

{m et n sont deux entiers pairs) = {m+ n est un entier pair).

Pour le prouver : supposer m=2m' et n=2n" et en déduire Ia parité
de m+n.

+ La condition est nécessaire si et seulement si les deux entiers sont
de parités différentes ou s'ils sont tous les deux pairs (revoir ia table de
vérité de (P = Q)).

- La condition est donc nécessaire et suffisante si et seulement si m
et n sont tous les deux pairs ou sont de parités différentes.
2¢ a) La condition (x + V2 x = 4) est une condition nécessaire est
suffisante pour qu'on ait (x = 2) , puisque 'équivalence (x =2
X + V2 x = 4) est vraie.

Pour le prouver : montrer d’abord l'implication (x=2 = x+V2x=4);
pour cela, supposer x = 2 et vérifier que x + V2x =4
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Montrer ensuite I'impiication (x +V2x=4 = x-= 2), pour cela
supposer que x verifie x + V2 x = 4, C'est-a-dire vérifie V2x=4-x,et
en déduire par élévation au carré que x € {2, 8} {ce qui montre qu'on a
Pimplication (x + V2x =4 = xe {2, 8})). Remarguer enfin que
régalité x + V2 x = 4 n'est pas vérifiee par x = 8.

b} La condition est nécessaire et suffisante, puisque a régle logique
{11) montre que les deux assertions sont équivalentes.
¢) Lacondition (y > x) est une condition nécessaire et suffisante pour
quon ait (max {x, X2 } 5 x) puisqu'on a I'équivalence
(y>x & maxix, 2‘—*”~‘2)5}3> x).

3
Pour le prouver : supposer tout d'abord que y > x et vérifier qu'on a
max (X, -ig-y—’) X+2¥ y

Supposer ensuite que max {x, -—in} >x et remarquer qu'alors
’_L_ggi, X; en déduire que y > x.

Indications . Supposer |x-1/<a.

Remarquer @ (x*-1)={x- 1) (x + 1)} =(x-1) (x-1 +2).

Endéduire: [x2-1] =ix-1}{{x-1}+2] < |x-1}{{x-1[+2).

Utiliser hypothése |x - 1{ < a, pour affirmerque |x¥-1 < a{o+2).
Enfin, utiliser 'hypothése g%. pour vérifier que [x2-1] < -g <1,

Réponse .Soit I “assertion” P(x) : Vx"V+x=4x0-x +2b.
L'ensemble des solutions cherchées est le domaine de validité 1°(P) de
P, c'est-a-dire I'ensemble {x ¢ D(P}/P{x)} oli D(P) estle domaine de
définition de P. Soit x un réel.

+ Supposons x € W(P); alors Vx'®+x=+x""-x +2b ; donc par
éiévation au carré et simplifications élémentaires on obtient x = b. Ainsi :
{i) xe Y(P) = x=b.

+ Réciproquement, six=b alorsb e D(P) (x'%+x = x"0~x +2b 20),
et b vérifie léquation Vx'®+x =4/x'0-x +2b . Ainsi:

(i} x=b = xe V(P).

« Daprés (i) et (i), V(P) = {b} et P'équation admet une et une seule
solution, & savoir le nombre b.




Réponse . Appeions x la variable aujourdhui .
Notons ©  P(x) : “aujourd’hui ¢'est lundi”;

Q(x) : “demain c’est samedi.
L' “assertion” s'écrit alors (P(x} = Q(x)}. Sa valeur de vérité dépend du
jour ol on pose la question. Si x = lundi, P(x} est vraie et Q(x} est
fausse, donc (P(x) = Q(x)) est fausse; sinon P(x) est fausse et
(P{x) = Q(x)) estvraie.
La réponse est donc [dimanche, mardi, mercredi, jeudi, vendredi,
samedi}.

Réponses . Notons J ['ensemble des nombres réeis intéressants;
ona: xed & (Pi{x}a.. APnpx).

(i) estune assertion vraie, carsi xe J ona Py(x) puisquon & la fois
Pi{x}, ..., Pa{x).

{it) estégalement une assertion vraie.

En effet 'assertion (xe d « (Pi(x} A ... A Pa(x))) estéquivalente &
Passertion (x « J & {IP{x) v ... v IP,{x))). Ainsi, d'aprés
P'associativité de la disjonction et sa table de vérité, si x & J alors l'une
(au mains) des assertions 1Py(x), ..., 1P{x) est vérifiée; C'est-a-dire
'une (au moins) des assertions Py(x), ..., Pr{x} n'est pas vérifiée.
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FICHE N° 2

Prédicats ou “assertions”

EXERCICES

Il s'agit d'assimiler dans cette fiche le paragraphe 1.2 par un aller-retour

entre le langage mathématique ordinaire, quasi-physique, et le véritable langage
mathémalique : le langage quantifié. If ne s'agit pas de démontrer (sauf dans
f'exercice 5), mais d'écrire, modéliser, comprendre ef manipuler. Dans un
premier temps, le lecteur peut se contenier de répondre a quelques questions
des exercices 1,2, 3 et 4.

Sauf mention contraire, les variables utilisées sont réelles.
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L' “assertion” (Vbh,a<b = 3 x,a<x<b) estune“assertion” de la
variable a qui g une structure du type :  V b, P(a, b) = Qfa, b);
elle contient deux variables liées b et x; ce qui permet, par exemple, le
changement de variables suivant :

vVtia<t = Ju,a<uct
L’ “assertion” d'origine peut également s'écrire, en remplagant les deux
virgules par des parenthéses, sous la forme :

Vbla<b = Ix{a<x<bh)).
Rappelons que ' “assertion™ initiale ne peut éire confondue avec
I “assertion” ((v b, a < b) = (I x, @ < x < b)), C'est-a-dire
{(Vb(a<b) = (Fx(a<x<b))), puisque la portée d'un quantificateur
est tout ce qui “suit” ce quantificateur.

Procéder de méme pour chaque “assertion” suivante : étudier sa
structure, envisager les changements de variables possibles et
remplacer les virgules par des parentheses.

(i) Yx,{x=0o0uy=»0) = Fz,x=yz.
(i) (x=0o0uy=0)= (3z,x=y2).



(i} (vx,non{x<y) < [(x=y ou y<x)) et {(Vz,z2x).
(iv) vV{y.x+y=4 = Jz,{x<z et z<y).

(v (BxeEnon(xR x)) ou (3{x,y)e E2, xR y et non(y R x))
ou {3(x,y,2)e B3 xRy et y R z et non{x R 2))
{R. désigne ici une refation sur un ensembie E).

Donner le domaine de définition 2, puis le domaine de validité vV de
chacune des “assertions” suivantes.

) x+2=4+x () x2=16,

(it} z<Q ou 2> 0. (iv) z<O et z20.
v) PX)v IP(X). (vi) P(x} A TP(x).
vii) 3y, -Vx=y2. vill) 3y, xy=1.

(ix) xy>4=(x>2ety>2). (x} Vxy>4 = (Yx>2 et Vy>2).
Pour (ix) et ({x), il est conseillé de réviser {a table de vérité de
timplication.

Ecrire en langage “ordinaire” chacune des assertions gquantifiées
suivanies, puis écrire sa négation en langage quantifié.

) vaeN,3I(b,cjeNxN,a=bc

(i) v belN?IceNa=bc.

(i) Jael,vbelN,3celNa=bc.

(v) V(xvy.a) eR}(x<aety<a) = 3ze R P(xy,2);
avec P(x,y,2z): (z<a et x=Z et y=»2).

vV V(b eRa<b=>3xe®,a<x<b.

(viy vx, 3y, vz {(xsy = z<x+1).

On se permettra dans ce (vi} de conserver le nom des variables sous
peine d'obtenir, en langage “ordinaire”, une phrase difficitement lisible,

(vil} La suite numérique (Up)he gy Vérifie
VMe R,INeN, VvneN,n2N = up2M.
#l est conseilié de se reporter aux pages 28 et 29.
{vili) La suite numérique {Uplpey VErifie: IMe R, Y ne N, upsM.
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Précisons qu'une application f d'un ensemble E vers R est dit
majorée si son image est majorée dans [R (c'est-a-dire si on a :
IMe R, Vxe E fix) s M) onrappelle que si f estla suite {up)ney
alors E=N et f{nj=u,.

(ix) L'application f de R dans R etleréel xg vérifient:
Ve>0,3a>0,Vxe R Ix-x]sa = |/x)-f(x) | se.

Ecrire en langage quantifié chacune des assertions suivantes.

{i) il existe 3 réels tous distincts et tous strictement inférieurs a un

réel donné arbitrairement.

(i)  On peut trouver au moins un rationnel compris entre V2 et V3.

{ii)  On peut trouver des rationnels compris entre V2 et V3.

(iv) On peut trouver certains rationnels compris entre V2 et V3.

{v) Il existe des rationnels compris enire V2 et V3.

{vi) Il existe un rationnel compris entre \E’ et \5‘

{vii) |l existe plusieurs rationnels compris entre V2 et V3.

(viii) f estcroissante {f: R — R estune application donnée).

(ix) f est strictement croissante (f: R - R est une application

donnée).

{(x) f n'estpas strictementcroissante {f: R — R est une application

donnée).

(xi) § n'estniinjective, ni surjective {f : E — F est une application

donnée).

{xii) f n'estpas bijective (f:E — F est une application donnée).

{xiii) {(Un)nept ©Stbornée ({Unlneyy €St Une suite numérique donnée).
Précisons qu'une suite numérique (up)ney €St dite bornée si l'image

de l'application u : N - R , ne— u, (cesta-dire l'ensemble

{up/ne N }) estbornée dans R.

{xiv) Etant donné 2 entiers relatifs, on peut trouver un entier relatif qui
ajouté au deuxiéme donne le premier.

(xv) [ n'existe pas d'entier naturei supérieur ou égal a tous les autres.



{xvi) R n'estpas une relation d'équivalence (R est une relation sur E
donnée).

{xvii) On peut trouver dans 'ensemble ordonné E des éléments non
comparables.

{xvili} Si la somme de 2 entiers naturels est nulle alors ces 2 entiers sont
nuls.

(xix} On peut trouver, a une distance aussi petite qu'on le veut de L,
un terme de 1a suite (Up)nep de rang aussi grand quon le veut; ((Undnen
est une suite numérigue donnée et L un réel donné).

Précisons que le rang du terme u, est l'entier n.
{(xx) Lesnombres u, et uy sontaussi proches qu'on le veut, pourvu
que n et m soient assez grands; ({Unjnepyy ©5t une suite numérique
donnée).
{xxi) Etant donné un réel quelconque, il existe plusieurs réels qui lui
sont supérieurs strictement.
(xxii) Il existe des x efdes y qui vérifient & la fois la propriété (x <vy)
et la propriété (il n'est pas vrai que pourtout z,x + z <y + z).
(xxiit) L'image f(E) de la fonction numérique { définie sur E est
incluse dans un certain intervaile ouvert centré & l'origine.
{xxiv)} On peut associer, & un réel donné, un second nombre égal au
carré du premier.
{xxv) On peut associer, a un réel donné, un second réel dont le carré
est le premier.

{xxvi) On peut trouver un nombre égal au carré de tout nombre,

Soit (A 1 une famille de parties d'un ensemble E (c’est-a-dire une
application i~ A; de [ dans I'ensemble des parties de E); on
considére les deux parties suivantes de E:

|JAi = xe E/3ie Lxe A} et ﬂAi= (xeE/VieLxe A}

iel iel o R 70



100

1°  Compléter:

¥xeE, (xe ﬂAi & . ).

el

2° Montrer que pourtout x de E ona:

e UA o xe()A.

iel iel

3° Quedirede | JA; et de ﬂK‘ ?

iel iet

A toute assertion quantifiée du type Q:(E x e D, P(x)) (£ désignant soit
*3", soit “V"}, on associe 'assertion 6 (E xe D, IP(x)) ((S porte le
nom d'assertion contraire). On se propose d'étudier le "carré” suivant, dit
carré d'Aristote (Aristote, 384-322 av. J.-C.) :

Q a

I

A
Q 1Q

1°  Déterminer les sommets du carré qui correspondent & Fassertion Q
suivante, Q: Ixe {R,-—-g—g <1

1+x
2°  Méme question avec Q :Tous les hommes sont mortels.

3° Montrer que, de fagon générale, 1Q est I'assertion contraire
A
de 1Q.

Pour chaque ensemble A suivant, compléter :

A={oif . }.
Pourtout ...e ...,ona:
...... €A (i),
ehA & i, )

1° Iy et b étant deux intervalles réels donnés, A est'ensembie des
réels sommes d'un élément de Iy etd'un élément de Io.



2° A estensembie des applications de R dans R, paires.

3° xg et yp étant deux réels fixés, A estl'ensemble des nombres
réels x dont la différence avec xg est un multiple réel de yo.

4° A est'ensembie des nombres entiers naturels qui sont pairs ou qui
ne sont pas multiples de 3.
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INDICATIONS ET REPONSES
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FICHE N° 2

Réponses
(i} estune “assertion” de la variable y dutype: Vx, P(x,y} = Q(x,y}.
On peutencore I'écrire: Vu,(U=0ou y#0) = Jv,u=yV;
ou: Vx{{x=0o0u y#0) = Jz{x=y2)}
(i) est une “assertion” des deux variables x et y (c'est-a-dire de la
variable (x, y)}, dutype: P(x,y) = Q(x,y).
On peut encore l'écrire: (x=0 ou y#0) = (Ju,x=yu);
ou: {x=0 ouy=0) = Ju{x=yu).
{ifl) est une “assertion” des variabies x et y (ou de la variable (x,y))
dutype: (Vx,Plx,y} & Qx,y)) et (vz Qz, x)).
On peut encore ['écrire :
(Vunon{u<y) « (u=y ou y<uj)) et (Vv,vzx);
ou: {(Vx{non(x<y) & (x=y ou y<x))) et {Vz{zzx)).
(iv) est une “assertion” constante, c’'est-a-dire une véritable assertion, du
ype:  Vixy),Px,y) = Qx.y)
On peut I'écrire, par exemple :
Viuvu+v=4d = Bw, (U<w et wav));
ou: VX, y){x+y=4 = Jz{x<z et z<y)).
{v) est dutype (Py ou P, ou P3) ol Py, P, et Py sonttrois
assertions, On peut I'écrire
(3 x1 € E, non {x; A x;1) ) ou (3 (x2, X3} € EZ, xa R x3 et non {x3 R x))
ou {3{xq, %, Xg) € E3, xs R x5 et xs R xg et non (xg R xg) };

T e



ou encore :
(3xe E(on{x R x}you (T {x,y)e E2(x Ry etnon(y R x))
ou (3(xy.2eE3(xRyetyRzetnon(xRz)).

Réponses

() D2=Ret ¥V=0. () D=R et V={4,4.

(i) D=R et V" =R\ {0} (ivy 2D=R et V={0}.

(V) D=2F) et V=D(P). (Vi) D=2(P) et I=0.

(Vi) =00, +[ 6t V={0}. (vii) D=R et ¥ =R\{0}.

ix) D =R2 et V={(x,y)/xy<4}u(]2 +e[)?;puisque le couple
(x,y) appartient & 9" sil'assertion (xy > 4) est fausse ou siles

assertions (xy >4) et (x>2 et y>2) sontvraies toutes les deux.

Remarquer que :

90 = {(x,y) /x>0 et ys%}u{(O,y)/ye R} U {(x,y)/x <0 et yzi‘-}
V(]2 + )2,

) D=(0+=[% et V=D n(xy)/xy<16 U (4, +e [

remarquer que :

90 = {(x, y)/ x> 0 et osysl;‘i} U0, y)/y 201U (14, + w2 .

Réponses

{) Tout entier nature! non nul s’écrit sous forme d’'un produit de 2 entiers
naturels dont f'un est non nul, Une autre solution est :

Tout entier naturel non nul est divisible par au moins un entier naturel
non nul.

Sanégationest: JaelN,V(b,c)e N xN,a=bc

(i) Etant donné 2 entiers naturels non nuls; le premier peut s’écrire
comme produit du second par un entier naturel convenable.

Une autre solution est :

Tout entier naturel non nul est divisible par tout entier naturel non nul.
Sanégationest: I(a,bje N2 VcelN, a=bc

{iif) 1l existe un entier naturel non nul qui s’écrit sous forme d'un produit
de 2 entiers naturels, dont 'un est non nul et choisi arbitrairement; ou
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encore, Il existe un entier naturel non nul gui est divisible par tout entig
non nul.
Sanégationest: VaeN,IbelN',VcelN, a=be.

{(iv) Etant donné 3 réels, dont les 2 premiers sont strictement inférieun
au troisiéme, on peut trouver un réel distinct des 2 premiers g
strictement inférieur au troisieéme.

Sa négation est ;
J(x,y,a)e R3, (x<a et y<a) et (Yze R,z>a Ou X=Z Ouy=2).

(v) Etant donné 2 réels distincts, on peut trouver un rationnel
strictement compris entre eux.

Sanégationest: 3(a,b)e R2,a<b et Vxe D, azx ou x2b.
Rappelons que (a < x <b) signifie (a<x et x<b).

{vi) A toutréel x, on peut associer un y tel que, pour tout z, on ait
zgx+1 désque xsvy.

Sanégationest: 3Ix,Vy, 32z (x<y et z>x+1).

(vii) La suite numérique (up)ney €St telle que u, est aussi grand
qu'on le veut pour n assez grand.

Sa négation est: la suite (uUp)ney Vérifie
IMe R, vNeN,IneM,n2N et upy<M.

(vill) # existe un réel supérieur ou égal a chaque terme de la suite
{Updnedy; Cest-a-dire la suite {Up)neny €St majorée.

Sa négation est: la suite (Upneyy Vvérifie
YMe R, 3Ine N, u,>M.

(ix) L'application f: R >R etle réel Xg sont tels que f(x) est aussi
proche qu'on e veut de f(xg) pourvu que x s0it assez proche de xg.

Sanégationest: L'application f: R - R etleréel xo vérifient
>0, Va>0,3xe R, [x-x)Sa et {f{ix)-f(xg) |>e

Réponses

h VvaeR I(xy 2)e R3 (x=2yetx=z et y=2z et x<a et
y<a et z<a)j.

(i) 3Ixe® V2<xsV3 (cesta-dire @~ [V2, V3]=0).




(i1}, (iv), (v) et {vi) : méme réponse qu’'en (ii); mais 'énoncé de (ii) est
plus précis que les énonceés (iii), {iv), (v) et (vi).

(i) 3(x,y)e @2, x=y et V2sx<V3 et V2<y<V3;

ouencore: 3(x,y)e 02, V2<x<y<V3.

Rappelons qu'en mathématique, “plusieurs” signifie au *moins deux”.
(vill) V{x,y)e RZ,x<y = f(x)<f(y).

(ix) V(x,y)e RE, x<y = f(x) <f(y).

() 3{x,y)e R% x<y et f{x)=1f{y).

(x) (Fxy)e EZf(x)=f(y) et x=y) et BzeF,VxeE f{x)=22).
(xil) 3(x,y)e EZ,{{x)=fly) et x=y) ou Hze F,VxeE, {x)=2).
(xiiiy I(MMe R VnelN, m<u,gM;

ou mieux: 3e>0,Vne N, -esu,<e.

(xiv) V(x,y)e 2%, 3ze Z,x=y+2

(xv) vnelN,INe N, n<N.

{xvi) le (v) de l'exercice 1 précédent.

(xvil) 3(x,y)e E2, non{x<y) et non(y <x).

Attention, dans un ensemble ordonné non totalement, il est faux de
rempiacer non (x<y) par (x>y).

(xviil) V{in,meM, n+m=0 == n=m=0.

(xix) V{e,Nje]0,+o[xN,IneN,n2N et {u,-L]|=e
(xx) vyxeR 3(y,2)e B2 (y=»z e x<y e x<z).

{xx1)

Ve>0,3(NNYe N, V(n,melZ (n2Netm2N) = |up-un|<s;
OU mieux :

Ve>0,INe N, V(n,me D, (n2N et m2N)=>|up-Up|Se.
(xxil) 3(x,y)e R, x<y et @ze R, x+22y+2).

{xxlif) 3e>0,Vxe E,f{x) e }£, €[

(xxiv) Vxe R,3ye R, y=x2

{(xxv) vxe R,3ye R, x=y2

(xxvi)yIye R, Vxe R, y=x2
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‘ [5] Réponses
? 1° VxeE (xe [ JA = JieLxe A);
|

iel

VxeE (xe[)A; @ VieLxe A).

iel
‘ 2° Soit x dans E;ona:

xe | JA, & non(xe UAi) définition du complémentaire

el iel
o non(diel,xe Ai) d'aprés 1°
& (Vielxe A_') négation

o (Vielxe KE) définition du complémentaire
~ Xe (ﬁ}lxi.

el

3° D'aprés 2° et la définition de I'égalité de deux parties de E, les
parties | JA, et []A, sontégales.

iel iel

(6] Réponses
° . 2 A 2 .
1 Q:3xe R, 5 <1; O.er[R,n—-—-:d,

1+x2 X2

. 2 1A 2
1Q: Vxe fR,“—““—if >1; 1 Q:vxe R, 5 <t

1+Xx 1+Xx

2° Q estlassértion {(Vxe D, P(x})) ot D estl'ensemble des
hommes vivants et P(x) I “assertion” (x est mortel); On a alors :
: Q : tous les hommes sont mortels;
" G - tous les hommes sont immortels;
1Q : il existe des hommes immortels;
“1(3 : il existe des hommes mortels.
3° Enprenant, par exemple, “V" en piace de “€”, on obtient :
Q :VxeDPx; Q :VxeD, PX);
1Q :3xeD,Px); 1Q : Ixe D, Px).

106



Ainsi, 1Q est bien 'assertion contraire de 16@ ; on obtiendrait le méme
résultat en remplagant “€” par “3".

Réponses .
1° A= {xeR/I{x1,x0)elixI2 X=Xy+ X2},
ou encore -

A = {x1+x2/{x1,%x2) e I1xIg} ,
{car A=f(I1xIp) ol f:lixI2 = R, (x4, %2} —» X1+ x2
{voir page 73)).

Pourtout xe R, ona:
xeA & (3(x1,x2lelixls, x=%X{+Xx2),
xe A & (Vix1,x2)el{xlz x#x1+x2).
20 A={feRR/VYxeR, f(x)=Ff(X)}.
Pour tout fe R¥, ona:
feA ¢ (YxelR, f{x)=Ff(x)},
feA <« (GxeR, f)=F(x).
3° A={xeR/JAeR x-Xp= Ayo},
ou encore :
A={xo+Ayo/re R}
(fcar A=f(R)ol f:R -~ R,A> xg+Ayp).
Pourtout xe R, ona:
xeA ¢ (JAhe R, x-xg= Ayg),
xeA & (VAeR, x-xg#Avyo).
4 A={nelN/(HTkelN, n=2kou(vgeN, n+3qg}}.
Pourtout ne N,ona:
neA & {(BkelN, n=2k)ou (VgelN, n=3q),
neA <« {((vkeM, n=2k) et (qe M, n=3q)

Ou encore :
neA & (ke n=2k+1)et 3qel, n=3q).
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EXERCICES

FICHEN° 3

Raisonnements élémentaires

Cette fiche illustre les paragraphes 2.1 et 2.2.

Dans les exercices 147, E et F désignent deux ensembles quelconques
et f désigne une application de E vers F.

108

Soient A une partie de E et B une partie de F. Montrer que
-1 -1
Ac t{f(A)) et {{f(B) cB.

Soient A et B deux parties de E; démontrer que :
AcB = {(A)cf(B).

Soient A’ et B’ deux parties de F; démontrer que :

-1 -1
AcB = f(A)ci(B)

Soient A et Bielsque AcE et B ck; prouver que:

f(AuB) = F(A)UT(B).

Sous les hypothéses de [exercice précédent, montrer que
f (A~ B)c f(A) F(B); puis déterminer une application f de R dans
R et deux intervalles A et B de R telsqu'onait:

f{(AnB) = HA)n{(B).

Soient A et B deux parties de E. Dans 'exercice précédent, on a vu
que f{AnB) c f(A){(B), montrer,si f estde plus injective, que
f(AnB) = f{AY{(B).



-1
Soit A’ une partie de F. D'aprés l'exercice 1, f ({{A’)) ¢ A’; montrer, si

-1
f est surjective, quialors f{(f{A")) = A"

E et F sontdeux parties non vides de R. Soient A et B deux parties
de E,f et g deux applications de E vers F. Peut-on toujours trouver
une application h de E vers F telleque h |5 =15 et hIB'-'QIB ?
(h |a désigne, de fagon générale, la restriction de I'application h ala
partie A).

On analysera le probléme en éludiantle cas AnB= 0.

Soit E un ensemble muni d’une loi interne (d'une “opération”), c'est-a-
dire d’'une application L:ExE-»E,(a,b)j»alb.

Précisons que

« 1 estdite commutativesi: v (a,ble E%,alb=bla.

» 1 estdite associative si : Y{a,bc)eEdal(pblc)=(alb)lc.
» ecE estditélémentneutrepour L si: Vaek, ale=ela=a.

« si e estélément neutre pour 1, ae E estdil symétrisable pour L
si: JaeE,ala'=ala=e.

1° E estici'ensemble © des rationnels et 1 est la loi interne définie
par: alb=a+b+ab.

Cette loi est-elle commutative, associative 7 posséde-t-elle un élément
neutre ? Tout rationnel est-il symétrisable pour L ?

2° E est maintenant I'intervalle 10, + [ de R, et L estlaioiinterne

- . _.ab
définie par : aJ_b.-a+b.

Montrer que L est associative.

3° E esttoujours I'ensemble 10, + = [ et 1 estla loi interne définie

1 1
ar : alb=—+ —.
P a+b

Montrer, en donnant un contre-exemple, que L n'est pas associative.

Montrer que I'assertion suivante est fausse :

Pour tout x e Z, x estun multiple de 3 ou x3 est un multiple de 3.
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Soit x e Z. Démontrer ia proposition :
x estimpair = x(x+2) estimpair.

Montrer que Passertion (Vxe R, x<2 = x2<4) estfausse.
Soit { F'applicationde R dans R définiepar f{x)= {: ssiin:ne 2
Montrer qu'it existe une et une seule application g de R dans R
vérifiant : Vxe R f{x}-gx)=1.

Le lecteur ulilisera une méthode analogue a celle employée dans
lexemple 2 de la page 43.

Onpose Uy =1+ ﬁ—gﬂ pour tout entier naturel n21.

Montrer que Sup {u, /n21} =g— .

On utilisera le fait que, pour toute suite numérique (Upne 1 €t tout réel
«, on aléquivalence suivante :
a=8Supfu, /nel}e ((Ynel,uphsa)et(Ve>0, Inel, a~e<uy)),;
Le lecteur vérifiera que I'assertion (Ve> 0,3 nel, @ ~& < uy) signifie
que la suite numérique (un) n'a pas de majorant stricternent plus petit
gue o (ce quin'entraine pas que o Soit un majorant de cette suite ! ) .

Déterminer 1a valeur de vérité de 'assertion :
Vv {m,n)e NS, (m et n sontpairs < m+n estpair).

On considére les assertions :

iy VxeE (Px) = Q)

(i) (YxeE PX) = (YxeE, Q)

dans lesquelles P et Q sontdeux “assertions” données.

Etudier la valeur de vérité des assertions ((i} = (i)} et ({ii} = (i)).

{unin e i €tant une suite numérique, on considére les assertions :

() Vve>0,3NelN,VnelN,ns>N = jup-1]<e;

(i} ve>0,3INelN,Vne,n2N = |Jup-1]<e

Montrer que (i} implique (i) (le lecteur pourra, §'il le désire, vérifier que
(i} et (ii) sont méme équivalentes).



INDICATIONS ET REPONSES

FICHE N° 3

En dépit d'une certaine lourdeur, dans cette fiche et les suivanles, il nous a

semblé important d’'insister sur la structure de la solution, en particulier sur la
conclusion et les conclusions partielles.

]

Indications

Montrer que Ac f1 (f (A}), en vérifiant Passertion (Vxe A, xe ff (fF(A)) :

— Supposer x e A.

— Montrer que xe}1 {f{A)) enremarquant que f(x)e f(A) (puisque
x € A). y

Conclure que A c f{f (A)).

-1 -1
Montrer que f ({(B)) « B, en vérifiant I'assertion (Vy e f{f(B)),y e B}:
-1
— Supposer y e f6(B)) (v s’écrit sous la forme y = f (x), avec
x e £(B)).
- Montrer que y ¢ B en remarquantque f {x} ¢ B.
-1

Conclure que {{f(B)) < B.

Indications
Montrer (AcB = f(AYcf(B)):
— Supposer A cB.
— Montrer que f (A) c f(B), en verifiant 'assertion
(Vye f(A),ye £(B):
« Supposer y dans f (A} (ainsi y =f(a) pour un certain a e A).
« Montrer que y e f(B) en remarquant que f{a) e f(B) puisque
ae AcB.
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— Conclure que f{A) cf(B).
Conclureque (AcB = f(A)cf(B)).

indications
Montrer (A B = f(A)c 1(BY):
— Supposer A'cB'.
e Montre_: que f1 (s@")c:‘f1 {B) en vérifiant 'assertion
{(Vxe f(A'), xe f(B))
+ Supposer x dans f(A) (ainsi f(x) e A).
* Montrer que x f(B) {c'est-a-dire que f (x) € f(B)) en
remarquantque f(x) e A’ cB".
— Conclure que f1 (A') c*; (B).
Conclure que (A' CB' = 1(A) < I (B).

Indications
Montrer (f (A w B) = f (A) v f (B)) en vérifiant les assertions
(f(AUB) < f(A)UI(B)) et f(AUB) > fA)LI(B)):
— Montrer que f (A U B) < f(A)u f(B) en prouvant I'assertion
(Vye f(AUB),ye f(A)U(B):
= Supposer y dans f(AUB) {ainsi y=f(x)avecx e Aouxe B).
« Montrer que y ¢ f(A)uw {(B) (Cest-a-direque ye f(A) ou que
y ¢ f (B)), en remarquant, par exemple, que si x ¢ A alors
y=f(x)e f(A).
— Conclure que f(AuB) « f(A)uf(B).
— Montrer que f (A u B) o f(A)w f(B)en prouvant 'assertion
(Vvyef(Ayuf(B),ye f(AuB):
* Supposer y dans f(A)uf(B) (ainsi ye f{A) ou y e f(B)).
« Montrer que y e f (A u B} en remarquant, par exemple, que si
y € (A}, alors y =f(a} pouruncertain ae AcAuB.

— Conclure que f(AuB) o f{A) LT (B).
Conclure que f(AuB) = f(A)w(B).



Indications
Montrer (f (A n B)Y < { (A} nf (B) en vérifiant I'assertion
(Vyef(AnB),ye f(A)ni(B):

-— Supposer y dans f(AnB) (ainsi y=f(x) avec xe A et xe B).
— Montrer que y e f(A) n f(B) (c’est-a-dire que y e f (A) etque
y € f(B)), enremarquant,que y =f(x)e f(A),et y=f(x} e f(B).

Conclureque f(AnB) c {{A)n{(B).

Pour la suite de I'exercice, le probiéme posé est ia recherche d'un
contre-exemple de 'assertion :
V{EABeRRxIxI f(AnB) = f(A)nf(B),
ol J désigne 'ensemble des intervalles réels; pour cela il faut exhiber
une application f: R — R et deux intervalles A et B de R vérifiant
f(AYnf(B) = f(An B);cest-a-diretelsque f{A)nf(B) ¢ f(AnB)
puisqu’on a toujours f(ANB) cf(A) nf(B).
Analyse. Essayer d'obtenir une situation simple dans laquelle
f(A)nt(B)y ¢ f{An B) {par exemple, f (A n B) = @ et
f (A) n {{B) = D), en utilisant des objets f, A, B simples. Remarquer :
-f(AY T (B) = @ peut s’obtenir en prenant des intervalles disjoints.
- si f estla fonction (constante) nuille etsi A et B sont des intervalles
{non vides),ona f(A) ~n{(B) = {0} = D.

D'ou l'idée de considérer, par exemple,

R—-R
f {xr—)o , A=]1,0l et B=]0,1].
Synthése
R—->R
——Poserf.{XHO , A=]1,0} et B=]0, 1]

(vérifier que (f,A,B)e RRx Jx J).
— Monirer (c'est obligatoire) que f, A et B répondent a la question.

Précisons encore que dans une solution rédigée, 'analyse précédenie
ri'est pas obligatoire.

113



[6] Indications
Montrer, cela suffit d’aprés Fexercice précédent, I'assertion
(finjective = f(AYNT(B) < f(ANB)): ‘
— Supposer f injective.
— Montrer (f (A) n §(B) < f (A n B)) en vérifiant 'assertioy
(Vye f(A)nT(B), ye {{(AnB)):
+ Supposer y dans f (A}~ f(B) (ainsi y =f(a)=1(b) ave
ae A et be B).
» Montrer que y e f{A n B) en remarquant que l'injectivité de 1
entraine l'égalité a=Db,doncque y=1f{a) avec ae AnB.
— Conclure que f{A)nf(B) ¢ f(AnB).

§

Conclure que {tinjective = f{A)nf(B) c f{An B)).

Le lecteur 8vitera, lors de la rédaction, d'écrire la définition de
injectivité de f : lorsqu'un concept est compris, il doit éfre manipulé
directement (de fagon dynamique et non scolaire) .

Indications
-1
Montrer (f surjective = {{f{A"))=A"):

— Supposer f surjective.
-1
— Montrer, cela suffit d’apres l'exercice 1, que A' < f(f(A)) donc que
-1
(Vye ALye f(F(A)):

» Supposer y dans A’
-1
« Montrer que y e f {f(A")), en remarquant que la surjectivité de f

etye AcF entraunentiexnstence d'un certam x de E telque
y=f(x);dol xe f(A) etdonc f(x) e f(f(A'))

— Conclure que A’cf(f(A }), donc que A’_f{f(A N
-1
Conclure que (f surjective = f({f{A")}=A').

Le lecteur évitera, lors de la rédaction, d'écrire la définition de la

surjectivité de f : lorsqu'un concept est compris, il doit étre manipulé
directement (de fagon dynamique et non scolaire) .
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Réponse
Notons & = (P(R)xP(R)xFEXFEXP(E)XP(E)), et P I' “assertion” de la
variable 0 = (E, F, 1, g, A, B}, définie sur & par
P@©): Ihe FE hjpa=fpaethg=gg.
La question posée est la suivante . F'assertion
(1) vee & PO
est-elle vraie ?
Premiére analyse. Si 6 est un élément fixé de & vérifiant P(®), il
existe h de E dans F vérifiant ha =f5 eth g =g |g; ainsi, pour
tout x de A B, onanécessairement f{x)= g (x). Or ce dernier
résultat peut étre mis en défaut si f (x) # g (x) pour au moins un x de
A n B; ce qui nécessite AnB =@ etque F contienne au moins 2
éléments.

A la fin de cette analyse, on a peut étre une kide de contre-exemple (et
donc lintuition que 'assertion (1) est fausse); sinon, on peut affiner
analyse précédente.

Deuxiéme analyse. On remarque que si 8 estun élémentde & qui
vérifie P(0), alors 6 vérifie également, Q(6): Vxe AnB,f(x) =g (x)
(le lecteur pourra vérifier que (V8e & P{8) = Q(0)).0r,si 8¢ &
verifie non Q(0), alors 6 est un contre-exemple de (1) (puisque
{non Q(6) = non P(8)) ). ll suffit donc de construire un élément 6 de &
tel qu'on ait non Q(0), c'est-a-dire vérifiant: Ixe AnB, f(x}=g(x).
Synthése. Laréponse a la question posée est “non”; pour le montrer :
- Poser: 6= (E,F, 1, g, A B) avec

E—-F E->F

1 g 1{

X+ 1 xp2 o A=B=E;

E={0}; F={1,2}; f:{

remarquerque fe & .
— Vérifier que 8 est bien un contre-exemple de (1).

Conclure qu'on ne peut pas toujours trouver une application h de E
vers F telle que h{AzflA ethg=0dg-

Remarquons qu'on a exhibé dans & un objet “simple” vérifiant une
“situation” plus simple que (non P(8)); & savoir, la “situation” {non Q(8))
telle que (v@e &, nonQ(6) = non P(6)).
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indications et réponses ‘r
1% a) Montrer que L est commutative; pour cela, vérifier 'assertig, |
(V(a,bje @2, alb=bLla):

— Prendre a et b dans Q.

— Montrer que a 1 b =b 1 a, en remarquant, par commutativité de
Paddition et de la multiplication des rationnels, que
a+b+ab=b+a+ba

Conclure a la commutativité de L.

b) Montrer que L est associative; pour cela vérifier qu'on a l'assertion
(V(a,b,c)e@,al(blc)=(alb)Lc): ‘
— Prendre a,b et ¢ dans Q.

— Montrerque a L{bLc)=(aLb)lc, enremarquant que:

al{bLc a+(b+c+becy+ab+c+bo)

]

a+b+Cc+bc+ab+ac+abe,

(a+b+ab)+ c+(a+b+ab)c

"

et {alb)lc)
a+b+ab+c+ac+bec+abe

i

Conclure & 'associativité de L.

¢) L posséde un élément neutre si on a I'assertion :
BeeQ,Vacelh,ale=ela=a)

Analyse. Remarquer que si L posséde un élément neutre e, alors pour
tout rationnel a,ona el a= a, Cest-a-dire avec la définition de L,
e (1 + a) = 0; le cas particulier a = 0, donne e = 0. Ainsi, si e existe,
e estnécessairement nul.

Synthése. Montrer que le rationnel 0 est élément neutre pour L ;
pour cela vérifier 'assertion (Vae ©,al0=a e 0la=a):

-— Prendre a dans Q.

— Montrer que a L 0 =a , enremarquant que

al0=a+0+a0=a {parcommutativitéde . onaura 0.La=a).

Conclure que 0 est élément neutre pour L.

Précisons que, dans une solution rédigée, I'analyse précédente n'est
pas obligatoire.



d) Tout rationnel est-il symétrisable pour L, c'est-a-dire a-t-on 'assertion

(vae@,3a'eala=ala=0)"?

Analyse. Remarquer que si le rationnel a est symétrisable pour la loi

1, alors il existe un rationnel a' telque a L a' =0, c'est-a-dire tel que

a+a +aa =0;cequientraine a’ (1+a)=-a Commepour a=-1 on

obtient & x0=-1, 0onanécessairement a=-1.

Synthése. Montrer que la reéponse est “non”; c’est-a-dire montrer

(Bae@Q,VaeB,ala=00uala=0).

— Poser a=-1 {remarquer ae Q).

— Prendre un rationnel a'.

— Montrer (par exemple) que {-1 .1 a’)# 0, enremarquant que :

((f1ia)=-1+a-a=-120.

Conclure que -1 n'est pas symétrisable pour L.

Conclure que les rationnels ne sont pas tous symétrisables pour L.
Précisons que, dans une solution rédigée, I'analyse précédente n'est

pas obligatoire.

De plus, le lecteur pourra vérifier que tout rationne! a différent de -1

est symétrisable, de symétrique a’ = - 1?3 )

2° Montrer que L estassociative; pour cela vérifier 'assertion
(V{a,b,cje ]0,+=[3 al{pic)=(alb)lc):
~— Prendre a, b et ¢ trois réels strictement positifs.

— Montrer que a L (b Lc)={a.Llb).Llc}, enremarquantque:

be
a - { )
al(ple = bre . v
a+ be ) ab+ac+be
b+c
(20).
_ la+b abc
et alb)lc) = (ab Y+e " abs+ac+be
a+b

Conclure A I'associativité de 1.

3 ¢ Montrer que L n'est pas associative en donnant un contre-
exemple de fassertion (V (a,b,¢)e j0,+=[3% at (b Lc)={alb)Lc)
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pour cela, déterminer un triplet (a, b, ¢) de réels strictement positifs telg T
que al(blc)#(alb)Llc): V
Analyse. Remarquer qu'on a les égalités

1 1 _ c+b+abe
‘a_L(b‘Lc) = 5t (l.,. l) = a(c+h)
b ¢
" 1 1 _ abc+b+a
et (alb)lc)= ——————~1_ 1 +c = M(b+a)c

Ainsi, si a, b et ¢ strictement positifs vérifient a L{b L¢)={aLlb) L,
on a necessairement a = c.

Synthése.

- Poser, par exemple {rester simple), a=b =1 et ¢ = 2
(remarquer que a, b et ¢ sontbien strictement positifs).

— Vérifierque a L (b Lc)= g- # (albjlec=1.
Conclure a la non-associativité de L.

Précisons que dans une solution rédigée, I'analyse précédente n'est
pas obligatoire.

[10] Indications

Montrer que l'assertion (V x e 2, x multiple de 3 ou x3 multiple de 3)
est fausse en montrant qu'on a la proposition :
(3xe Z, xnonmultiplede 3 et x3 non multipie de 3).

I suffit, pour cela, de considérer (simplement) Fentier relatif -1.

Indications
Montrer (x impair = X (x + 2} impair} :
— Supposer x impair (x=2p+1 avecpe 2).
-— Montrer que x {x + 2) est impair, en remarquantqu'ona:
x(x+2)=4p2+8p+3,donc x(x+2)=2k+1,
avec k=2p2+4p+1e 2.

Conclure gque (x impair = x (x + 2) impair).
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indications

Pour montrer que 'assertion (V xe R, x<2 = x2<4) estfausse,
vérifier que I'assertion (3xe R, x<2 et x2 > 4) est vraie en exhibant
unréel x satisfaisanta x<2 eta x> 4.

Pour cela, prendre, par exemple, le réel x=-3.
-3 est un contre-exemple de 'assertion (Vxe R, x<2 = x2<4).

Indications
Montrer 'assertion (3'ge R®, Vxe R, f(x)+g (x)=1) ('analyse du
probléme va résoudre le probléme de l'unicité) :

— Montrer Funicité de g (analyse qu'on incorpore a la rédaction) :

» Montrer que si g existe, alorsona:

o | 9 sixe 2
1=1(x) g(x)"{x.g(x) si xe R\Z

« Conclure que si g existe, alors nécessairement g est définie par
1 sixe?Z
g(x = L sixeR2
{remarquer que g est bien définie sur R).

— Conclure que si g existe alors g est unique.

~— Montrer l'existence de g :

1 sixe Z

* Poser g:R— R, x t——«)g(x):{l sinon
X

« Vérifierque (Vxe R, f(x) g (x) =1) (ce qui estimmédiat).

- Conclure a I'existence de g.
Conciure & I'existence de I'application g et & son unicité.

Indications
Verifier que Sup {un / n 2 1} = g- , en montrant qu'on a les
propositions (Vnz 1, uns%) et (ve>0,3np2 1,% - € < Upg) !
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— Montrer (vn21,uys=):

W

* Prendre n>1.

- Vérifier que up sg enremarquantquesi n=1, Uup=0% g ot -

que,si nz2,0ona:

un=1+il—%ﬂs 1+1L"1‘£l$1+ <g.

1s
2
— Conclure que (vVn21, u, s%).
— Montrer (Ve>0,3n21,%-s<un):

+ Prendre € > 0.

+ Montrer (dn=21, g ~g<Up)

= Analyse. Remarquerqu'on a

(Vnz1, g——£<un = —21—--(:—%m<s).

D'ol I'idée de regarder s'il Nexiste pasn>1 tel que:

- n .
% - L—:‘L— < 0; on peut voirque n =2 convient.

Synthese
Poser n =2,
- Vérifier que % ~€<Up .
» Conclureque (In=1, g — £ < Up)-
— Conclureque (Ve>0,3n=1t, —g— ~€& < Up).
Conclure que Sup{u, /n21}= ;23"

[15] Réponse et indications
Notons P : V(m,nje N2, (m et n pairs < m+n pair),
alors on a {voir, par exemple, I'exercice 12 de la fiche n®1) :
nonP : 3 (m,n)e N2 (({(m et n pairs) et (m+n impair)) ou
{{mou n impair) et (M +n pain}).
La réponse & la question est “P est fausse”.

Prouver que P estfausse en montrant que non P estvraie:
vérifier, par exemple, que pour m=n=1 ona {{(mou n impair) et
(m + n pair)).
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Le lecteur fera bien Ia différence entre cet exercice et l'exercice 17 de
la fiche n°1 .

Réponses et Indications
L'assertion ((iy = (i})) est vraie, indépendamment des “assertions” P
et Q.
Montrer que {{i) = (ii)) est vraie :
~— Supposer (i}, c'est-a-dire que (V x € E, {P(x) = Q(x})).
- Montrer qu'on a (i), en vérifiant 'assertion
((Vxe E Px) == (VxeE Q).
« Supposer 'assertion :
(") (¥xeE,PX).
« Montrer (v x e E, Q(x)).
- Supposer x dans E.
- Montrer qu'on a Q(x), en remarquant que pour 'élément x
fixé, P(x) est vraie d'aprés (*), et donc, d'apres (i}, que Q(x)
est vraie.
« Conclure que (V x & E, Q(x)).
— Conclure que (i) est vraie
Conclure que ((i) => (ii)) est vraie.

L'assertion {(ii) => (i)) est fausse pour certaines “assertions” P et Q.

Prendre, par exemple, E=R, P: x250, Q:x>0, etvérifier que (i)
est vraie {puisque (¥ x e E, P(x)) est fausse {considérer x =0}), et que
{i) estfausse (puisque x =-2 estun contre-exemple de (i)}

Indications
Montrer ((i) = (i1)).
— Supposer (i}: Ve>0,3Ne N, VneN,n>N = jup-1]5¢.

~ Montrer (ii): Ve>0,INeM,YnelN,n2N = |up-1]<g,
ou de fagon équivalente, montrer
(i) : ve>0,3NeN, VneMn2N = jup-1]<¢.

» Prendre ' > 0.

121



122

+ Analyse. Remarquer que §~ > 0 et donc d'apres (i), :l existe '
Ne N telquepourtoutne N,onait:n>N=s|up-1 |<-—
remarquer de plus que :
nzN+1 = n>N = |ug-1 ;sg- = |up-1]<g.

Dol l'idée “d'essayer” N'= N + 1 ou N est un entier nature|

fourni par (i), associé au réel strictement positif Z

Synthése. Poser N'=N+1 oU N est un entier naturel qui
vérifie :

" YneMN,n>N = jup-1]%
un tel entier existe d'aprés (i), puisque
(remarquer que N'e [N)

£ .
§>0.

» Prendre ne N,
« Montrerque (n2N' = |u,-1]<eg’).
- Supposer n2 N,
=~ Montrer que | uy - 1 | < &, en remarquant que 'entier
naturel n vérifie (r} 2N =N+ 1> N), et donc d'aprés (%),
verifie 1 jup-1 |s§- <g.
» Conclureque (n2N' = |up-1]<&).
— Conclure que (ii)’ est vraie, donc que (i) 'est.

Conclure que ((i) = (ii)).

L’analyse n’a pas a figurer dans la solution; remarquons également que
le changement de variables dans (ii} clarifie la démonstration.



EXERCICES

FICHE N° 4

Raisonnements par contraposition, par i’absurde, par
disjonction des cas et par récurrence

Cette fiche est relative aux paragraphes 2.3 et 2.4 du cours. Seul l'exercice 10
présente une certaine difficulté; Fénoncé de cet exercice sera utile a tous, mais
sa solution, dans un premier temps, est réservée au lecteur se sentant déja bien

4 laise.

[1]

Soit (up)pen UNe suite numérique. On considére la suite numérique
{Sn)neny définie pourtout n par Sp=Ug+ Ug + ... + Up.

Montrer, en raisonnant par contraposition, que si 1a suite {(Up)nen ne
converge pas vers 0, alors la suite (Splnen diverge (dans R).

Soit a e R. En raisonnant par contraposition, montrer que :

(Ve>0,]lal<g) = a=0.

En raisonnant par I'absurde, montrer que les deux droites D et D’
d'équations respectives y=x+1 et y =x -1 sont paralléles.

On utilisera simplement le fait que dans R 2, deux droites non
paralléles sont sécantes.

Soit (Unlnen une suite numérique convergente. Montrer, en raisonnant
par 'absurde, que la suite numérique {Vp)ney , définie pour tout n par
Vn = (-1)" 4+ u,, est divergente.

Montrer, en raisonnant par disjonction des cas, 'assertion suivante :

VnelN,3keN,nZ=4kou nP=4k+1,
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Soit E un ensemble; si A est une partie de E, on appelle fonction T
caractéristique de A la fonction numérique, notée f 5 , définie par :

fArE-R, xm fA(x)-:.{; :: :ii
Montrer, en raisonnant par disjonction des cas, qu'ona:
V(A B)e PEZ fa~p=fa-fg.

Précisons que I'application f 4+ f g est définie sur E par:
(fafg)(x)=Ffa(x)fg(x).

Montrer, par récurrence, que pour fout entier naturel n non nul, on a:

124224 .. +n%= % nn+ N (2n+1).

Montrer par récurrence I'assertion suivante:
Vne N, 7divise 32n-2n,

Soit (Un)nep 12 suite numérique définie par ug =~21 et Up .1 = (U
si n 2 0. Monirer par récurrence que la suite (Un)nepy €5t décroissante,

Le lecteur pourra ramener le probléme a Ia vérification, par récurrence,
del'assertion (Vnely, 0Sup,1 SUpsI).

e but de cet exercice est de fournir une démonstration par récurrence
du théoreme de la division euclidienne dans [N. Ce thécréme s'énonce
ainsi:  “Pour tout couple (n, m) e N x IV, il existe un et un seul couple
(Q.re N2 telquonait, alafois, n=mg+r et 0<r<m”,
1° OnposeP(n): vme N, 3(q e Nx{0,...,m-1},n=mqg+r.
Montrer, en utilisant une récurrence forte, que (Vv ne N, P(n)).
Précisons que lors de I'étape de transmissibilité on pourra effectuer
une disjonction des cas (le cas ou le diviseur est strictement pius grand
que le dividende se traite de fagon simple).
2°  Vérifier, pour chaque couple (n, m) e IN x IN', I'unicité du couple
(q, 1) precédent.



INDICATIONS ET REPONSES

[

FICHE N° 4

Indications

Montrer {{Unlnepy NE converge pas vers 0 = (Sp)nep diverge), en

raisonnant par contraposition; pour cela wvérifier I'assertion

{{Snineny CONvVErge == (Up)peny CONVerge vers Q) :

— Supposer que (Splnen CoNverge (vers uncerain Le R).

— Montrer que (Up)peyy cOnverge vers 0, en remarquant, d'apres des
théorémes (de terminale) sur les limites de suites, que
Un=Sp- S o2 {L-L)=0.

Conclure que ((Snlreny cOnverge = {Updnen cOnNverge vers 0) ,

donc que ({Unjney Ne converge pas vers 0 = (Sp)nepy diverge) .

Indications
Montrer ((Ve>0,|al<g) = a=0) en raisonnant par contraposition;
pour cela, vérifier 'assertion (@20 = (3e>0,laj2¢g)):

~~ Supposer a= 0.

~— Prouver (3e>0,|alz¢g):
« Poser (analyse simple) € = L—gi (vérifier que € > 0).
+ Véritier (évident) que |af=z2¢.

-~ Conclureque (3e>0,]al2¢).

Conclureque (a=0 = (3e>0,]alxe)), doncque:
((Ve>0,|a}<e) = a=0).

Indications
Montrer, en raisonnant par 'absurde, que D et D’ sont paraliéles :

— Supposer D et D’ non paraliéles.
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— Aboutir & une contradiction, en remarquant que D et D’ sony ﬂ
secantes, donc ont un point commun dont les coordonnées (xg, Yo)
vérifient les égalités yp = xo + 1 = X - 1; ce qui entraine I'égaiitg
‘1 = -1”7 en contradiction, dans la theorie des nombres réels don
dépend la géométrie plane analytique, avec l'assertion vraje
“1# 17 (Fassertion auxiliaire du cours est 'assertion “-1 = 17).

Conclure a la non-validité de I'hypothése (D et D’ non paraliéles), dong

conclure que D et D’ sont paraliéles.

(4] Indications
Montrer, en raisonnant par I'absurde, que la suite {vy)nen €5t divergents
— Supposer (Vp)nep COnvergente.

— Aboutir & une contradiction, en remarguant que, d'aprés un
théoréme (de terminale) sur les limites, la suite (Un - Vnlnen
converge; ce qui entraine la convergence, contradictoire dans la
théorie des suites numériques, de la suite ( (-1)" e : 'assertion
auxiliaire du cours est *{ (-1)" )neny diverge”, qui est une assertion
vraie de la théorie.

Conclure que 1a suite {vp)nen Ne peut pas converger, donc diverge.

[5] Indications
Montrer {(Vvne N, ke N, n?=4k ou M=4k+1):
— Prendre ne N.
— Montrer, par disjonction des cas, (Fke N, 2 =dkoum =4k + 1):

« Supposer *n pair” {(assertion auxiliaire naturelle)
{(ainsi n=2p).
» Poser (analyse simple} k = p? (remarquer que
ke N).
« Véritier que (n? =4k ou n? =4k + 1), en
remarquant quona n? =4 k.
« Supposer nimpair (non “n pair") (ainsi n=2p+ 1).
« Poser {analyse simple) k = p2 + p (remarquer que
ke V).
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+ Vérifier que (N2 =4k ou n =4 k + 1), en
remarquantquona n?=4k+ 1.
— Conclureque (3ke N, =4k ou P=4k+1).
Conclureque (Vne N, 3ke N, nP=4k ou M=4k+1).

Iindications

Montrer (V (A, B) e PE, fa~g=fa-fg):

— Supposer que A et B sont deux parties de E.

— Montrer que fa~p="fa-fg comme les deux applications ont
méme ensemble de définition et méme ensemble d'arrivée, il reste
a vérifier lassertion (Vxe E, {5~ (X)=fa {x)fp (x)); pourcela:
» Supposer x dans E.
» Montrer, par disjonction des cas, que fa~g{X)=fa{x)fg{x):

- Supposer xe AnB.

- Vérifier que fa ~B(X)=1fa (x}fp (x}, en
remarquant que x ¢ A et x e B, donc que
famXl=1et fa{x)= fg(x)=1.

~ Supposer x¢ A et xe¢ B (donc xe AnB).

- Vérifier 'assertion fa g X) =fa(x)fg (x), en

remarquantque fa~p{(X}=fa(x)= fg(x)=0.
- Supposer x¢ A et xe B (donc x¢ AnB).

- Vérifier 'assertion faA g (i) =fa(x)fg(x), en
remarquant que fanB(X)=fa(x)=0 et
fg(x)=1.

- Supposer xe A et x¢ B (donc x& AnB).

- Vérifier Fassertion fa~p{X)=fa(x)fg (x}, en
remarquant que fang{xX)=fp{x}=0 et
fa{x)=1.

*» Conclure que fA~B {0 =fa{x)fg(x).
- Conclure que fa~g=fa-fg.
Conciure que (V (A, B)e PE)2, fa~B=Fa-fR)

Précisons que la méthode par disjonction des cas, employée dans cet
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exercice, est une géneralisation naturelle de celle donnée dans le cours.
les quatre cas, qui interviennent naturellement ici, s excluem
mutuellement et recouvrent toutes les possibilités. Le lecteur remarquerg
également que le quatrieme cas n'est pas réellement a traiter, puisquy
est identique au troisiere (le probleme étant “symétrique™en A et B).

Indications

Noter P(n) I “assertion” {12+224+ .. +n= -é— nfn+1(2n+1).

Montrer, par récurrence, l'assertion (v ne N, P(n)

- Montrer que P(1) est vraie (initialisation), en remarquant que
12=1 et que % X1x(1+1)(2x1+1)=1.

— Prendre un entier naturel non nul k et supposer vraie I'assertion
P(k) (ainsi 12+ 22+ ... + k2= Jg k(k+1)(@k+ 1)
(hypothese de récurrence).

— Montrer que P(k + 1) est vraie (transmissibilité}, puisque :
12424 4K+ (k+1)2 = 1 K(k+1) (2k+ 1)+ (k+ 1)2

(k+1) (k2k+1)+86(k+1))

l-‘ 071—*

(k+1)((k+1}+1)(2(k+1)+1)

Conclure que, pour tout ne N, ona:
12,224 . +n2= %. nn+1)2n+1).

Indications

Noter P(n) I' “assertion™ (7 divise 320-2n),

Montrer par récurrence l'assertion (Vne N, P{n)).

-— Montrer que P(1) estvraie (initialisation) , en remarquant que 7
divise bien 32-2.

— Prendre k € N et supposer que P(k) est vraie (ainsi
32 .2k =7 x N pourun certain N) (hypothése de récurrence) .

— Montrer que P(k + 1) est vraie (fransmissibilité) , en remarquant

32 (3%k . 2Ky 4+ 7x 2K
7x {32 xN+2K),

Conclure, que pour tout ne IN', 7 divise 320- 2"

]



Indications

Analyse. On doit prouver par récurrence que (V n e [N, Up 2 Un,1).

Ona ug =1§,u1 =-},u2 "'11(5" v s Unet = {U )2 ; on voit que les

termes de la suite sont positifs. La preuve de l'inégalité (up - up,3) 20

se raméne ala preuve de [inégalité un (1- W) 20, donc, d'aprés ce qui

précéde, & la preuve de (1 - up) 2 0. D'ou Yidée d'ajouter, a la propriéteé

4 démontrer, la propriété (0 Sup £ 1), et de transformer le probiéme en

“Montrons 'assertion (vne N, 0Sup 1 Sups 1y,

Synthése. Noter P{n) I “assertion” (0 Sup,1 Sup<1)

Montrer par récurrence assertion (V ne IN, P(n)).

— Montrer que P(0) est vraie ’(initialisation) , en remarquant que
1>_»u0.~.-12- > uy "% >0.

— Prendre ke N et supposer qu'on a P(k) {ainsi O Sug, Sugk 1)
{hypothése de récurrence) .

— Montrer que Pk + 1) (0 € uks2 S Uky1 < 1) est vraie
(transmissibilité) , en remarquant que, d'aprés Phypothése de
récurrence, ona

Uke2 = (Uke1)2 20,
et Uke2 - Ukst = Ukst (Uet - 1) 0 (d'apres P(K))
stenfin Uk, 1 (toujours daprés P(k)).

Conclure que (v ne [N, 0 < unq Sup < 1), et par conséquent que la

suite (Up)nepy ©St décroissante.

Le lecteur remarquera la difficulté de montrer directement, par
récurrence, lassertion (Y ne N, u, 2 up,1) @ d'ol lintérét de l'analyse
qui suggére de faire intervenir l'assertion annexe (Vne N, 05, 1)

Indications
1°  Montrer par récurrence (forte) 'assertion (v n e N, P(n))
avec P(n): Vme EN', g, e Nx{0,...,m-1},n=mqg+r.

129



130

- Montrer que P{0) est vraie (initialisation) , en posant (analysg
simple), pour tout m e {H', q=r1r=20 {remarquer que
(@nemdx{0, .. ,m-1)).

— Prendre ke N et supposer quon a, a la fois, P(0), ... , P(k)
(hypothese forte de récurrence) .

— Montrer qu'on a P(k + 1) (transmissibilité} , ¢'est-a-dire vérifigr
rassertion (Vme N, 3(q, e Nx{0,...,m-1},k+1=mqg+r):

« Prendre me N .
+ Montrer, par disjonction des cas, qu'on a l'assertion
@, Nelx{0,... . m-1},k+T=mqg+r):
- Supposer m>k+ 1.
= Poser (analyse simple) q=0 et r=K+1
(remarquerque {q,Ne Nx{0,...,m-1}.
- Vérifierque k+1=mgq+r (évident).
= Supposer m<k+1 (non*m>k+17).
~Poser q=1+q et r=r,0u (q,r) estle
couple fourni par P(k’) avec 0sK =k+1-m<Kk
{remarquerque {q, e Nx{0,...,m-1}).
- Vérifier que kK + 1 =m g + r, en utilisant la
proposition P(k') (P(k’) est vraie daprés
Ihypothése de récurrence).
{indications: k+1-m = K=q'm+r,0sr<sm-1;, dou :
k+tlasm+{@m+r)=(1+q)m+r ;prendre g=1+q et r=r).
+ Conclureque (A(q.NeNx{0,....m-1}L,k+1=mqg+r).
—Conclurea(vme N, 3(q. e Nx{0,...,m-1, k+1=mq+r).
Conclure que (Vne N, P(n).

2°  Montrer, pour (n, m}) fixé, 'unicité du coupie (q, r), en prouvant
assertion (voir page 23) :

V@9, e N2x{0,..mi1E n=mg+r=mg+r=q=qetr=r.
— Prendre (g, q,r,r)e N2x{0, ..., m-1}2

— Supposer n=mg+r=mq +r.



-— Vérifierque g=q et r=r, enremarquantque mag+r=maqg +7r
entralne miq-g|=|r-rlor jr-rj<m donc [g-q|<1 et
ainsi gq=q;dol r=r.

Congclure & 'unicité du couple {(q, r).
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EXERCICES

FICHE N° 5

Encore quelques exercices ...

Le fecteur peur réviser la quanlification avec les exercices 6 ef 10, Jg
raisonnement par récurrence avec le 8, travailler la relation d'ordre avec les
exercices 5 et 7 et la relation d'équivalence avec le 9; la notion d'application
intervient dans la majorité des exercices. Cette fiche est I'occasion de manipuler
ensembles el relations au niveau exigé dans le cours d'algebre et d'analyse de
premiere année d'enseignement supérieur. Les difficultés sont principalement
situées dans les exercices 5, 7 et 8.
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Soient E, F et G trois ensembles, f une applicationde E dans F et
g une application de F dans G.

1°  Montrer que si go f estinjective alors f estinjective.
2° Montrerque si gof estsurjective alors g est surjective.

Soient E, F et G trois ensembles, f une applicationde E dans F, g

une applicationde F dans G et H une partiede G.
U 41
Montrerque (gofy(Hy=1 (g (H)).

-1
(g of) (H) désigne l'image réciproque de H par 'application g o f.

Soient E, F et G trois ensembles, f une application de E dans F et
g une application de F dans G. Montrer que si f et g sont bijectives
alors g of estbijective et (gofy1=f1og-?-

(g o ) -1 désigne I'application réciproque de g f.

Soient E, F deux ensembles, f une applicationde E dans F et A

4— 7
une partie de F. Montrer que f(A) = f(A).



Soit E un ensembie. On note ¥ I'ensemble P(E) des parties de E;
& est muni de la relation d'ordre d'inclusion.

1°  Montrer que toute partie de F admet une borne inférieure et une
borne supérieure.

2¢  Dans le cas ol E = R, donner un exemple de partie A de & sans
plus petit élément et sans plus grand éiément,

Scient £ et F deux ensembles, A et B deux parties de E, X une
partiede F et f une application de E dans F.

Ecrire de différentes fagons, a l'aide des quantificateurs, des
connecteurs logiques et de définitions de la théorie des ensembies, les
assertions suivantes :

(0] f nest pas injective.

(ii) Larestricionde f a A n'estpas surjective .

(iif)  f(A) contient X.

{iv) f(AnB) nmestpasinclus dans X.

-1
v) f (X) contient A,

On considére 'ensemble A = { %1%12—3- /nelN}.

Etudier I'existence de Min (A), Inf {A), Max (A) et Sup {(A).

On remarquera que —25’?29 =2 - ﬁ-—2 ; pour la borne supérieure, le
lecteur utilisera I'équivalence donnée dans I'énoncé de l'exercice 14 de

lafiche 3.

Démontrer, en utilisant un raisonnement par récurrence sur n e N, que
tout ensemble fini E & n éléments vérifie Card P (E) = 20

Pour la transmissibilité, le lecteur vérifiera que I'ensemble des parties
de E qui contiennent un élément a de E donné, et Fensemble des
parties de E qui ne le contiennent pas, sont en bijection avec
P (E\ {a}) ; ces deux ensembles ont donc méme nombre d'éléments.
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1°  Montrer que la relation R sur R, définie par:

xRy & x-ye 2

est une relation d'équivalence.

2° Montrerque f:R/Z — [0, 1], X — x-[F (x) définit bien ung
application, et que f est une bijection (R/Z désigne 'ensembie
quotient R/, et [E (x) désigne la partie entiére de x).

Compiéter :
cos([-g,q-g»}):{ ......... [ oeeeeeeeeeeaeeeis T UPT IR
-1
{cos) ({0,1]) = {ceerem. [ oo e b= Ul

—



INDICATIONS ET REPONSES

FICHE N° 5

L'analyse des problémes est laissée au lecteur.

[

Indications

1°  Montrer (g o finjective = finjective):

— Supposer gof injective.

- Montrer I'injectivité de f, en vérifiant 'assertion :
(V(x.X)e B2, f{(x)=f(X) = x=x}:

- Supposer x et x’ dans E.

+ Supposer f(x) =f (xX).

« Vérifier que x = x' en remarquant, comme f (x) = f(x), qu'on a
Pégalité go f(x) = go f{x) (Finjectivité de go f foumit alors
'égalité x =x).

— Conclure & I'injectivité de f.
Conclure que {gof injective = finjective).

2° Monirerque (gof suriective =» g surjective) :
- Supposer g of surjective.
— Montrer 1a surjectivité de g, en vérifiant l'assertion :
(vze G,3dyeF,z=g(y):
» Supposer z dans G.
* Poser y=1f(x} ol xe E vérifie z =g (f (x)) (l'existence d'un tel
x est assurée par la surjectivité de g o f) {remarquer que y € F).
» Vérifierque z =g {y) enremarquantque g(y)=g{f(x))=2.
— Conclure a la surjectivité de g.
Conclure que (g of surjective = ¢ surjective).
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B

Indications
- a1
Montrer que (gof) (H) = f (g (H)); pour cela montrer 'assertion

-1 1
o, -

-1
{(vxeE xe (gof)(H) & xe f{g(H):
-~ Supposer x dans E.
1 -1 -1
- Vérifier que (xe (gof) (H & xe f{g (H)) en remarquant
qu'on a successivement, d'aprés les définitions de [l'image

réciproque et de la compaosition des applications :
-1
xe (gofy(H) < gof(xje H

& g(f(x) eH
& f{)e ; (H)

14
e xe f (g (H).

-1 4 -1
Conclure que {go f) (H) = ; {g (H))

Indications

Montrer que g o fe GE est bijective en vérifiant (voir page 72)

lassertion (3he ES ho{gofy=Idg et {(gofloh=Idg):

— Poser h=1f"10g-! (remarquer que h existe car f-! et g-!
existent puisque f et g sont bijectives et vérifier que h e EG).

— Vérifier {immédiat d'apres *I'associativite de la composition des
applications”yque ho{gofl=idg et (gof)eh = Idg.

Conclure que gof estbijectiveetque (gofyt=h=f1og-.

Indications

e J
Montrer que f(A) = f(A}, en vérifiant I'assertion :

r—

(Vxe E xe ?(K) @ Xe ?(A)):

-— Supposer x dans E.



— Montrer que (x e -fi(—) & Xe ';(A)),'en remarquant qu'on a
successivement, d'aprés les définitions de Iimage réciproque et du
cemplémentaire d'une partie :

X e ‘fi(K) @ f)eA
e e A
< non{f(x)e A)
& non(xe A

1
& xe f(A).

B
Conclure que f(A) = f{A).

indications .
1°  Montrer 'assertion (VA e P (F),IMe F, Sup (A ) =M).
— Supposer A une partie de F.

— Poser M = UX {remarquer que Me %).
XeA

— Vérifier que M est la borne supérieure de la partie A de & ;

» Prouver que M est un majorant de A, en remarquant que pour

tout A élémentde A,ona A c Ux =M.
XeA

» Montrer que M est le plus petit des majorants de A:
- Prendre un majorant M’ de A (ainsi pour tout X e A,
Xc M)

- Montrer que M M’ en remarquant que | JX =M.
XeA

» Conclure que M est le plus petit des majorants de A.
-— Conclure que M =Sup (4).

Conclure que toute partie de & admet une bome supérieure pour
I'inclusion.
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On laisse au lecteur le soin de vérifier, de fagon analogue, 'existence

de

la borne inférieure (il montrera que Inf (A ) = ﬂx en vérifiant que
XeA

ms= ﬂx e F estun minorant de A, et que C'est le plus grand).

20

XecA

Montrer, par exemple, que A ={[0,x]/xe )0, +[} répondala

question.

Montrer que A n’'a pas de plus petit élément en raisonnant par

absurde.

« Supposer que Min (A ) existe.

» Aboutir & une contradiction en remarquant que, sous 'hypothése
précédente, on a Inf (A ) = Min (A ) € A, ce qui est absurde
puisque, d'aprés la question précédente

Inf(A) = ﬂ[o,x1= {Oje A.
X €0, +e]

- Conclure que A n'a pas de pilus petit élément.

Montrer, de méme, que A n'a pas de plus grand élément en
remarquant que Sup (A ) =0, + [ A.

Conclure que A répond & la question.

Réponses

) I x)e E2 f{x)=f(x) et x=#X.
(i) dyeF, VxeA y=f(x};

ou IJyeF,VxeE xeA = y=zf{x).
(i) VyeX3IxeAy=f(x;

ou VyeFyeX = (@xeAy=fx).
(v} 3xeE,xecAetxeBetifxieX.
(vi VvxeAf{XeX,

ou Vxe E,xe A = f{xje X.



Indications
Montrer que Min (A} ==
— Montrer que 3 est un minorant de |a partie A, en vérifiant

, : 3 .2n+3
I'assertion (Vneﬂ\iz P ol I
— Prendre ne IN.
— Vérifier que 3 3 2nn++23 en remarquant que :
3 _.2n+ 3
< >
27 n+2 & n20
-~ Conclure que g est un minorant de A
3 . 2x0+3
~ Montrer = ns A Sy
Montre quezestdas ( 0+2 }

Conclure que Min (A) =

Remarquer alors que  Inf (A} = Min (A} =-23- d'aprés les remarques sur
Min {A) et Inf (A} page 65.

Montrer par 'absurde que Max (A} n'existe pas:

— Supposer que 3Max (A) existe (il exislte donc k e N tel que
Max (A} = ~—R——é—).

— Aboutir & une contradiction, en remarquant, comme Max (A) estun
majorant de A, qu'on a, pour tout ne N, 2n++23 < 2kk++23 , ce

qui entraine n < Kk pour tout n e N, et ainsi Pexistence

{contradictoire dans la théorie des entiers naturels dont dépend la

théorie des rationnels) d'un plus grand élément de [N (voir

page 65).

Conclure que Max (A) n'existe pas.

Montrer que Sup (A) =2
— Montrer que 2 est un majorant de A, en vérifiant 'assertion
(Yne, 2?‘9;12..3_ <2):
« Prendre ne N
« Vérifier que gf-fé—:i <2, enremarquantque 2n+3<2n + 4
ce qui entraine I'inégalité souhaitée.

- Conclure que 2 est majorantde A.
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— Montrer qu'il n'existe pas de majorant strictement plus petit que 2 ‘

en vérifiant l'assertion (Ve>0,3ne N, 2-¢< %T“-;“E@-)

« Prendre £> 0.
1-2¢ N 1-2¢ . .
+ Poser n=Max{{0, 1+ [ (-—8——)}) ol £ ( } désigne

£
1-2¢
£

fa partie entiére de {remarquer que ne N).

{éléments d"analyse : remarquer qu'on a I'équivalence suivante

2-¢ <-;=)r-’—"——"'—§ & n> L’——sz—@- ; construire alors, un entier,

+2
positif ou nul, qui convient).
2n+3
n+2
— Conclure qu'il n'y a pas de majorant de A strictement plus petit

que 2.

* Vérifier (facile) que 2-e<

Conclure que 2 est le plus petit majorant de A, donc que Sup {(A) =2.

Indications
Montrer par récurrence que si E est un ensemble & n éléments alors
Card P (E) =27
— Vérifier que Card P (@) = 20 = 1, en remarquant que P (@) = {D)}
{initialisation) .
-- Prendre ke N et supposer vrai que pour tout ensemble F a k
éléments ona Card P (F) =2k (hypothése de récurrence) .

— Montrer, si E = Xy, ... , Xk, Xk+1} €8t un ensemble &4 k + 1
éléments, que Card P (E) = 2% (transmissibilits) .
Poser F = E\ {xx,1}. Remarquer que, si & estl'ensemble des
parties de E contenant xg.1, alors & et P (F) ont méme
nombre d'éléments (puisque f: F - P (F), Ar> (A \{xk.1}) est
une bijection) {voir page 76), et que si F’ est 'ensembie des
parties de E ne contenant pas Xx.q, alors F' et P (F) ont
également méme nombre d'éléments {puisque f : F' - P (F),
A > A estune bijection); ainsi :

Card ¥ = Card ' = Card P {F)
= 2% (hypothése de récurrence appliquée & F).

Enfin, comme F et &' forment une partition de P(E),ona:
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Card P (E) = Card F + Card &' = 2k + 2k = 2k+1 (yoir page 77).
Conclure que toutensembie E & n élémenis (n e IV}, vérifie :
Card P {E) = 20,

indications
1°  Montrer que R est une relation d'équivalence sur R :
— Montrer que R estréflexive, en vérifiant (vxe R, x R x):
» Prendre x dans R.
« Vérifier que x R x , enremarquantque x-x=0¢e Z.
— Conclure  la réflexivité de R..
- Montrer que R est symétrique, en vérifiant P'assertion
(Vye RExRy=yRX:
» Prendre x et y dans R.
« Supposer x R y {ainsi x-ye 2).
* Vérifier que y R x, enremarquantque y-x=-(x-y)e Z.
— Conclure & ja symétriede R.
-— Montrer que R est transitive, en vérifiant I'assertion
(V{xv.2)e R{, (xRyetyR2)=»xR2):
* Prendre x, y et z dans R.
» Supposer x Ry et yR z (ainsi x-ye Z ety-ze 2Z).
« Vérifier que x R z, en remarquant que :
X-z2={X-Y)+{y-2)e 2.
-— Conclure & la transitivité de R.

Conclure que R est une relation d'équivalence,

2°  Montrer que f est une application bijective :

— Montrer que f est une application {tout élément de R/Z doit avoir
au plus une image par f), en remarquant que la définition de
I'image par f d'une classe est indépendante du représentant choisi
dans celle-ci; pour cela vérifier (V (x,y) e R3, x=y = f{X) =f{y)):

* Prendre x et y dans R.
» Supposer x=y f(ainsi x Ry, donc x-ye 2 ou x=y+k,
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avecke Z).
» Prouver que f{x) = f {y), en remarquantquon a:
fER=(y+K-Ely+R=(y+k-(E+K=y-Ey=f{.
— Conclure que la définition de f a un sens, donc que f est bien une
application (a valeurs dans [0, 1] (évident)).

Le lecteur remarquera qu'une assertion du type (V ce R/Z, P(c))
(respectivement (3 ¢ e R/Z, P(c))} peut sécrire, de fagon équivalents
(Vxe R, P(x)) (respectivement 3 x e R, P(X) ).

— Montrer que f injective, en vérifiant 'assertion
(V(x.y)e R, f(x)=1(y) = xX=Y):
» Prendre x et y dans R.
* Supposer f (X} =f{y) (ainsi x-E (x) =y - {y)).
« Vérifierque x=y,enremarquant que x-ye Z et donc que
xR y.
— Conclure que { est injective.
— Montrer que | est surjective, en verifiant 'assertion
(Vye[0,1[3xe R y=f{X):
» Prendre y e [0, 1].
+ Poser x =y {remarquer que x e R).
« Vérifier y = f (X), en remarguant qu'on a :
f)=x-E(x)=y-Efy)=y car E(y)=0 (ye [0, 1]).
- Conclure que f est surjective.

Conclure que f est une application bijective.

Réponses

{ye R/Bxe{-g,+E],Y=c05x}

{cosx/xe [-§,+§]}= [0,1].

#

cos({-g,a-g])

N

i

~1
—h—

(cos) ([0.11])

13

{xe R/fcosxe [0,1]}
B 3
Ut Z+2km, Z+2kn].

kez

[
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