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AVANT-PROPOS

Cet ouvrage est le premier d’une série destinée aux étudiants du DUES,
M.P. et P.C., et a ceux des classes préparatoires aux grandes Ecoles scienti-
fiques. Ce volume est consacré & une partie du programme d’Analyse de M.P.2
et de P.C.2. Chaque chapitre comprend un cours résumé et les exercices
d’applications.

En fait, il ne manque pas de recueils d’exercices sur le cours d’Analyse,
mais il nous a paru, avec ’expérience de ces derniéres années, que ces recueils
restaient par trop traditionnels et qu’ils ne faisaient pas une part assez impor-
tante aux aspects actuels — et nécessaires — de 1’Analyse.

Puisque, entre autres..., le premier cycle des Facultés des sciences doit
conduire au second, certaines notions fondamentales, telles que les notions
de topologie, doivent y étre abordées. C’est dans cet esprit que ce premier
volume d’Analyse a été congu. Non seulement il doit permettre aux étudiants
de réviser et d’approfondir leur cours de M.P.2 ou de P.C.2, mais encore
— en ce qui concerne les premiers chapitres — nous pensons qu’il aura une
utilité certaine pour la mise en route d’une maitrise (de Mathématiques ou
de Physique) en facilitant ’accés 2 la topologie générale et a ses applications.

Le début de cet ouvrage a également pour ambition d’étre utile & nos collégues
de ’Enseignement secondaire qui sont nombreux a participer & des cours de
recyclage et qui désireraient travailler de plus prés ces notions d’Analyse.

Une attention particuliére a été apportée aux propriétés dont la terminologie
pourrait préter & confusion :

— « boules fermées » et fermeture de la « boule ouverte » de méme rayon,

— « distances équivalentes » (ne conservant pas la complétion en général),
« distances uniformément équivalentes »...,

— applications biunivoques continues, mais non bicontinues, ... etc.

Signalons que nombre des exercices développés dans cet ouvrage ont déja
été expérimentés, puisque utilisés comme illustration du cours, ou proposés

Py

a nos étudiants en Travaux Pratiques.

Nous remercions vivement la Librairie Vuibert, spécialisée dans 1’édition
d’excellents ouvrages de Mathématiques de ce genre, qui a bien voulu se
charger de la publication de ce manuel avec tous les soins nécessaires.

LES AUTEURS.



Utilisation et numérotation des exercices

En téte de chaque chapitre, I'indication M.P.2, M.P.2 —P.C.2, P.C.2 précise
que le programme traité correspond 2 M.P.2 seulement, & une partie commune
de M.P.2 et de P.C.2, & P.C.2 seulement. Il a été fait en sorte que I’ouvrage
puisse correspondre & une progression normale des connaissances, tant pour
M.P.2 que pour P.C.2.

Les exercices sont numérotés a 1’aide de trois chiffres. Par exemple, I’exer-
cice p.q.r. se rapporte au chapitre p, paragraphe g et est le ré correspondant
a ce paragraphe. La résolution de cet exercice fait nécessairement appel a
P'une des propriétés développées au paragraphe g du chapitre p, mais peut
utiliser des connaissances « antérieures ».

Les symboles &, ¢ & et & & ¢ sont relatifs a la difficulté des exercices
proposés.

& Exercices faciles. (Application immédiate du cours ou exercice
technique.)

¢ ¢ Exercices de difficulté moyenne.

¢ & ¢ Exercices plus difficiles. (Ces derniers sont conseillés a titre de
révision en début de Maitrise.)




Principales notations

IN : anneau des entiers arithmétiques.
IN* = IN—{0}.

Z : anneau des entiers relatifs.

@ : corps des rationnels.

IR : corps des réels (et espace métrique muni de la distance euclidienne
s’il n’y a pas d’autre indication).

R, = {x; xeR, x>0}.

R* = R, —{0}.

€ : corps des complexes.

IR™ : espace vectoriel sur R des r-uples ordonnés (xy, ..., Xj, ..., X,,), X;€RR.
C" : espace vectoriel sur € des n-uples ordonnés (X, ..., Xj, ..., X,), X,€ C.
[x] : partie entiere du réel x.
f x> f(x) = y désigne l'application f qui & x fait correspondre y.
f~S(f) < a f correspond la série de Fourier S(f).

- : symbole utilisé pour la convergence.

Uy ——— U<> Uy tend vers u lorsque # tend vers I’infini.
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MP2

1 . ESPACES METRIQUES

Owuverts - Fermés - Bornés

I. — GENERALITES.
1° Notion de distance. — Soit un ensemble E. On appelle métrique (ou dis-
tance) définie sur E, toute application d : EX E IR, qui vérifie
D dx,y)=0=x=y (axiome de séparation),
2 d(x,y) = d(y, x) (axiome de symétrie),
B3) d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) (inégalité triangulaire).
Exemples :

a) Sur E, ensemble quelconque : d(x,x) =0 et d(x,y) =1 si x % y.
b) Sur R ou C : d(zy,z,) = |z;—z,|, lire valeur absolue, ou module.

2° Espace métrique (E, d). — Un ensemble E muni d’une distance d est
appelé espace métrique. On le notera (E, d). Ses éléments seront appelés points.

Sous-espace métrique. — Soit 4 un sous-ensemble de E. Le sous-ensemble 4
muni de la distance d est appelé sous-espace métrique de E.

Produit d’espaces métriques. — Soit (E,, d,), ..., (E,, d,), n espaces métriques,
et E Despace produit

E=1E,
i=1

XGE©X=(X1,-..,XH), Oil xiEEia YeE<Y =(y1:“"yn)’ Oh yiEEi'
On définit alors

4. 7) = |/ 3 diua o,

qui est une distance dans I’espace produit E.

« On peut aussi définir

dy(X,Y) = supdy(x;, ) ou  dyX,Y)= ) dix;y) »
i i=1



14 ESPACES METRIQUES

Application :
a) On munit généralement R" de

a1 = |/ 3 -

(distance euclidienne ou naturelle).

b) On munit généralement C* de

2
s

iz,2)= |/ 3|2~z
i=1

ou
Z=(z4,..,2,) et Z' =(zy,...,z)) avec z;eC et zieC.

II. — OUVERTS D’UN ESPACE METRIQUE (E, d).

1° Boule ouverte (resp. fermée). — On appelle boule ouverte [resp. fermée],
de centre a et de rayon p, ’ensemble des xeF tels que d(a, x) <p (p constante

positive) [resp. d(a, x)<p]. Une telle boule sera notée B,(a)g[resp. B (a)].

20 Définition d’un ouvert de (E, d). — Soit O c E. L’ensemble O non vide est
dit ouvert si chacun de ses points est centre d’une boule ouverte contenue
dans O. L’ensemble vide est supposé appartenir & la famille des ouverts de E.

Donc
o=g

O ouvert < { ou bien
Vxe0, 3p,>0  tel que B, (x)<=O.

Une boule ouverte est évidemment un ouvert.

Exemples dans R* (x,y):

a) {(x,»); |x| <1 et |y| <1} et {(x,»); x+y—1>0} sont des ouverts;
b) {(x,»); |x|<1et |y| <1} et {(x, y); x+y—1>0} ne sont pas des ouverts.

3° Théoréme 1.II.1. — Dans un espace métrique (E, d) on a les propriétés
suivantes :

i) E et J sont ouverts;
ii) toute réunion d’ouverts est un ouvert : VO; = 0;

iel
iii) toute intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert :
n
Oi = 0.
i=1

i=
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4° Notion de structure topologique. — Soit E un ensemble et G un ensemble
de parties de E. On dit que G est une topologie sur E, ou aussi que G définit
une structure topologique sur E, pour exprimer que G satisfait aux axiomes
suivants :
i) Eet JeT;
ii) 0,eG = U 0;€TG, VI ensemble d’indices;
icl
iil) 0;€TB = N 0;eT, VI ensemble fini d’indices.
iel
E muni de la topologie G est appelé espace topologique et est noté (E, G).
Les parties de E appartenant 2 G sont dits les ouverts de I’espace (E, B).
Autrement dit, G est I’ensemble des ouverts.
Sur un ensemble E (non réduit 2 un élément) on peut toujours définir plu-
sieurs topologies.

Exemples :

Topologie discréte G = T(E), ensemble de toutes les parties de E.

Topologie grossiere G = {, E}.

Ces deux topologies sont les topologies extrémes correspondant respecti-
vement au maximum et au minimum d’ouverts.

5° Topologie associée a ume distance. — Vu la définition précédente et le
théoréme 1.I1.1. I’ensemble des ouverts d’un espace métrique (E, d) constitue
effectivement une topologie sur E. On I’appelle topologie associée a la distance.
Ceci justifie aussi le terme ouvert employé auparavant.

6° Distances équivalentes. — Deux distances sont dites équivalentes lorsque
les topologies associées sont identiques.

Pour que deux distances d et d’ sur E soient équivalentes il faut, et suffit,
que toute boule B“f(a) contienne une boule B:f(a) et réciproquement.

(BJ(a) = {x;d(a,x)<p})
Distances uniformément équivalentes. — Elles sont définies par
Ve>0, >0  tel que dx',x"y<n=>d',x")<e
et Iy’ >0  tel que d'(x,x")<n = dx',x") <e.

Exemple :

Deux distances telles que Ad<\d'<ud (A et u constantes strictement posi-
tives) sont uniformément équivalentes.

7° Ouverts d’un espace relatif 4 inclus dans E. — Soit O un ouvert de
(E,d) et O, = OnA. L’ensemble O, est dit ouvert de I’espace relatif 4.
Réciproquement, on définit les ouverts de 4 par

Q ouvert de 4 <> 30 ouvert de E tel que Q = 0N A.
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III. — FERMES D’UN ESPACE METRIQUE (E, d).

1° Points adhérents de A (sous-ensemble de E). Fermeture 4. — Tout
point x de E tel que
B(x)nA # J, Vp>0

est dit adhérent 2 A.

L’ensemble des points adhérents de 4 est appelé fermeture de 4 et on le
note 4.

On a (Ex. 1IIL.1.)

Ac A, ATB=AuB, ZAAB<AnB, A=A

Exemples :

a) Dans IR?, soit
A ={(x,y); x>1 et x+y—1<0},
A ={(x,); x>1 et x+y—1<0}.

b) Dans R, soit

alors 4 = Au{0}.

¢) Une boule fermée est un fermé (attention : B,(a) = B)(a), mais on n’a
pas l'identité en général!).

2° Définition et propriétés d’un fermé. — Un ensemble A4 est dit fermé
lorsque A = A. Autrement dit,

A fermé <> tout point adhérent & A4 appartient a A4.

Théoréme 1.JIL.1. — Le complémentaire d*un ouvert est un fermé et réci-
proquement.

Théoréme 1.JII1.2.

i) E et & sont fermés.
ii) Toute intersection de fermés est un fermé : NF;=F.
iel
' n
iii) Toute réunion d’un nombre fini de fermés est fermée : U F; = F.
i=1

3° Fermés d’un espace relatif A inclus dans E. — Les fermés F, de 4
sont de la forme F, = FnA, ou F est un fermé de E.
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IV. — BORNES D’UN ESPACE METRIQUE (E, d).

Soit AcE et 6(A) = sup d(x,y) appelé diametre de A.

x,yed

Si §(A)< o0, on dit que A4 est borné.

Théoréme 1.IV.1.

A borné < JaeE et r, tel que B (a)> A.

V. — DEFINITIONS DIVERSES ET COMPLEMENTS RELATIFS A UN
(E, d).

1° Voisinage de a=E. — On appelle voisinage d’un point a de E tout
ensemble ¥, qui contient une boule ouverte B,(a). Un ouvert non vide est un
voisinage de chacun de ses points.

2° Intérieur de A. — Soit AcE. On dit que x est intérieur & 4 si 4 est un
voisinage de x, c’est-a-dire s’il existe By(x) (p>0) inclus dans 4. L’ensemble
des points intérieurs 3 A est noté 4

A ouvert < A = 4.

3° Frontiére de 4. — On appelle frontiére de A4 la différence 64 = 4— 4.
Si xe A — A, toute boule B,(x) contient au moins un élément de 4 et un élément

de [:A.

4° Espace séparable. — Un sous-ensemble A4 est dit dense dans E si A = E.
Si (E, d) contient un sous-ensemble dénombrable dense, il est dit séparable.

Par exemple R (puisque @ = R), C, R", C".

5° Distance de deux ensembles. — Soit A et B deux parties de E.
d(4,B)= inf d(x,y)

x€A,yeB

est appelée distance de 4 a B.

6° Espaces et sous-ensembles connexes. — Un espace métrique (E,d)
connexe est caractérisé par 1'une des deux propriétés suivantes, qui sont
équivalentes :

— FE n’est pas la réunion de deux ouverts (ou de deux fermés) disjoints
non vides;

— les seules parties de E a la fois ouvertes et fermées sont E et (.
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Une partie 4 d’un espace (E, d) est dite connexe lorsque le sous-espace (4, d)
est connexe.

A connexe <> de tout recouvrement de A par deux ouverts disjoints non
vides, on peut extraire un ouvert contenant A.

Exemple :
E= C et A,={z;|z+1|<a et [z—1|<1}, « constante positive,
A, connexe si a>1, non connexe si a<l.



1.1.1.

1.1.2.

1.L3.
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I.14.
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EXERCICES DU CHAPITRE 1

(Distance SNCF.)
C étant le corps des complexes, on considére I’application de C xC
dans R, définie par

(z,2’) > d(z,2) = |z—Z2’|, siarg z = arg z’ ou si un des deux éléments
zou z’ est nul,
= |z|+|2’| dans tous les autres cas.

Etablir qu’il s’agit d’une distance sur C.

Sur CxC on définit d(z,z’) par
d(z,z’) = |z—2'|, si |z] = |2’|, d(z,72') = [z|+]2'], si |z| Z |Z'].

Vérifier qu’il s’agit d’une distance sur C.

Vérifier directement que les applications suivantes de IR"XIR" dans
IR, sont bien des distances. Indiquer quelles sont les boules ouvertes de
centre O et de rayon 1 correspondantes dans IR®. On note

X = (X15 ey Xg) €Y = (V15005 Va)-
a) (x,y)—d(x,y) =‘_Z‘,l [x—yil.

b (5,3) > dy(x3) = |/ 5 bl
Q) (%,y) > dy(x,y) = sup |x—yl.

ie[l,...,n

Pour le b) utiliser la relation
n

z a,-bi <

i=1

Eazl/zb

o a; et by € R (inégalité de Cauchy-Schwarz).

10 Soit y €10, +1[, démontrer que Vx > 0, x*—1 < p(x—1).
En déduire que

Vo et VB > 0, tels que o+ =1 et Ya et Vb > 0
on a
1  a*bP < oa+pb.

20 Etablir linégalité de Holder :

) iazbi<(zaz) (wa) . +l, =1,
i=1 r r
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1.L.6.

1.1.7.
*e
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¥ et v’ étant des constantes positives, et les a;, b; des réels positifs ou
nuls. On posera

a—ﬂb—E avec A—Zna" et B—ib"
T4 BY a0 ar
3° On définit Papplication d,(x,y) de IR"XIR" dans IR, par

n 1
(x,y) > dy(x,y) = (21 Ixi—yilp)i , pour p>1.
i=

Vérifier qu’il s’agit d’une distance sur IR".
On démontrera d’abord I’inégalité de Minkowski:

n 1 n 1 n 1
[2‘1 (a,-+bi)"]; < (Z a?); + (_2' b'.f');,

i=1

en utilisant une majoration convenable de
n

Y a;(a;+b;)P-1 et de > bi(a;+b;)7 1.
i i=1

i=

4° x et y étant fixés, quelle est la limite pour p — + o de d,(x,y)?

10 Soit ¢ une fonction a valeurs réelles strictement croissante, définie
sur [0, + oof telle que ¢(0) = O et vérifiant (u+v)<P(u)+¢d(v) (sous-
additivité). Montrer que si d est une distance définie sur un ensemble E,
¢(d) est également une distance sur E.

d
20 Application : d; = iTa d, = Log (1+d), d3=d* (0<a<1) sont
des distances sur E.

Une semi-distance, ou écart, sur un ensemble E est une application e de
EXE dans IR, qui satisfait aux deuxiéme et troisiéme axiomes des
distances, le premier axiome étant remplacé par

x=y=elx,y)=0.
1° Donner un exemple d’écart.
20 Montrer que la relation R définie par
xR y=elx,y)=0

est une relation d’équivalence sur E. En déduire qu’on peut définir une

E
distance sur I’espace quotient R

Espaces ultramétriques.

Une ultra-distance sur un ensemble E est une application d de EX E
dans IR, satisfaisant aux premier et deuxiéme axiomes des distances,
le troisiéme étant remplacé par

Vx,y,z€ E, d(x,y) < supld(x, z), d(z, y)l.
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1IL1.

1.IL.2.

L 2 4

1.IL3.
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1° Montrer qued est une distance sur E. L’espace (E, d) est dit ultramétrique.

Exemple : On considére I’ensemble § des polyndémes a une indéterminée
sur un corps [K. Montrer que I’on définit une ultra-distance sur ¥ en posant

d(P,0) = 0<P =0,
d(P,Q) = e =9, si P# Q,

val (A) désigne la valuation du polynéme A.

2° Montrer que dans un espace ultramétrique (E, d)
si d(x, z) # d(z,y) alors d(x, y) = sup [d(x, 2), d(z, y)).

Valeur absolue p-adique.
Soit ¢ un réel tel que c€10, 1[ et p un nombre premier donnés. Tout élé-
ment x de I’ensemble Q) des rationnels peut s’écrire

a

X = p“zs

o€ Z, a et b étant des entiers, premiers avec p.

On définit Iapplication de @ dans IR, : x + |x|, par
0l,=0 et [x|, = c=

10 Vérifier que |x+|,< sup (1x|p, [¥p)-

Montrer que application x\— |x|, est une valeur absolue sur le corps ©.
On I’appelle valeur absolue p-adique.

20 On pose dP)(x,y) = |x—y|, pour x, y€ Q. Montrer que d® est une
ultra-distance sur @ (cf. exercice 1.1.7.).

Soit d une distance sur un ensemble E, on considére
o(x, y) = inf[l,d(x, y)l, Vx,ye E.

1° Montrer que O est également une distance sur E.

20 On prend E = IR® et d = d, distance euclidienne sur IR?; étudier
les boules ouvertes et fermées de Pespace métrigue (IR?, ).

Déterminer les boules ouvertes et fermées des espaces métriques définis
sur C a laide des distances étudiées aux exercices 1.1.1. et 1.1.2.

On considére un ensemble E de quatre éléments: E = {a, b, c, d}.
1° Les familles suivantes :

U, ={,{a}, E},
U, ={,{a},{b, d}, E},
U3 = {@:{a}s {b, C}, {ﬂ, ba C}, E},
sont-elles des topologies sur E?
20 Donner un exemple d’une topologie sur E comportant quatre ouverts.
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Etablir que les distances définies dans I’exercice 1.1.3. sont équivalentes.
Méme question pour les distances d, de I’exercice 1.1.4.

Si d est une distance, les distances définies par
d
iTa Log (1+d), d*0<a<]l),

(voir Pexercice 1.1.5.) sont-elles uniformément équivalentes & d?

Soit O un ouvert quelconque de IR muni de la distance naturelle.

1° Etudier I'ensemble A = {x; xeB O, x>a} et montrer que, si A nest
pas vide, il admet une borne inférieure u avec u ¢ O. En conclure que
[a, +0[= O ou [a, yl<O.

20 Etudier Pensemble B = {x; x € [: O, x<a} et montrer que, si B n’est
pas vide, il admet une borne supérieure A avec A ¢ O. En déduire que
Vae 0, 314, ul< O disjoint de toute autre partie de O, avec a€ A, pl (éven-
tuellement A = —00, u = +00).

3o Utiliser la propriété précédente pour établir que I’ouvert le plus général
de la droite numérique est constitué par une réunion dénombrable d’inter-
valles ouverts.

Fermeture sur un ensemble.
On définit sur §(E), ensemble des parties d’un ensemble E, I’application F
suivante :

F: Aw> F(A), VA e S(E), F(4) e I(E),

que I’on appelle fermeture sur E lorsqu’elle satisfait aux quatre axiomes
suivants :
1 F(Z) = & (invariance du vide),
?2) AcF(A) (croissance),
3 Ac B = F(A)c F(B) (isotonie),
@ F[F(A)] = F(A) (idempotence).
Démontrer que, dans un espace métrique (et plus généralement dans un
espace topologique quelconque), I’application suivante :
A A, A adhérence de A,

est bien une fermeture au sens précédent et que cette fermeture satisfait a
la propriété supplémentaire suivante :

F(AUB) = F(A)UF(B) (additivité).

Dans IR muni de la distance naturelle, I’ensemble
1
—1) = *
{(=1)"+ P € IN*}

est-il fermé?
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Dans IR2, (x,, x,) muni de la distance naturelle, les ensembles suivants :
a<x;<b, x}—x3<1, {¥3—x3<1 e x2+x3<2}

sont-ils fermés?

1° Dans IR2, (x, y) muni de la distance naturelle, on considére les boules
1\2 k2
(x, »); (x— ,—1) + ( - -) <z

@
ne IN* et k constante positive ou nulle. L’ensemble U ®,, est-il un fermé?
n=1

1\2 1\2
x, »); (x—;l) + (J’— ;) <

w, =

b

Discuter.

2° Méme question pour @, =

3 (» Ol {kn}

est une suite positive bornée.

Boule fermée et fermeture de la boule ouverte.

1° Soit B/(x) et B(x) les boules respectivement ouvertes et fermées d’un
espace métrique (E, d). Montrer que B,(x)c Bi(x).

2° Dans Z. I’ensemble des entiers algébriques muni de la distance naturelle

d(n, m) = |n—m)|, définir les boules B,(n), By(n), By(n). Quelle conclusion
peut-on en tirer?

By(a) désigne la boule fermée de centre a et de rayon p dans un espace
métrique (E, d)

a) Déterminer n B, 1(a) Qu’en déduit-on?
n=1

b) Méme question pour U B (a)

F-nOetO—uF.

Soit F un Sfermé quelconque d’un espace métrique (E, d). A chaque entier

positif, n, on fait correspondre ouvert O, tel que O, = U Bi(x), ou
xeF n

1
By(x) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon 7
n
-]
1° Montrer que Fc N O,

n=1
Démontrer Pinclusion réciproque. On établira que si 'y € n O,, pour chaque

entier n, il existe x, € F tel que x, € Bi(y).

n
2° En déduire que tout fermé d’un espace métrique est I’intersection
dénombrable d’une famille d’ouverts et que tout ouvert est I’'union dénom-
brable d’une famille de fermés.
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Propriétés des boules dans un espace ultramétrique.

[Voir la définition et les premiéres propriétés d’un ultramétrique (E, d)
dans Dexercice 1.1.7.]

On rappelle que, dans un tel espace

d(x, 2) # d(z,y) = d(x, y) = sup [d(x, z), d(z, y)].

1° Montrer que toute boule ouverte B.(x) est un ensemble ouvert et
fermé. Etablir que Yy € B(x), on a B (y) = B,(x).

2° Montrer que toute boule fermée Bl(x) est un ensemble ouvert et fermé
et que Yy € Bi(x), on a B(y) = Bi(x).

30 Montrer que si deux boules ont une intersection non vide, I’une est
contenue dans I’autre.

On munit C de la distance d: (z,, z;) > d(zq, 2,) = |z;,—2,| et soit
Ay ={zeC; |z—11<a}, o constante réelle positive ou nulle,
A, ={ze C; |z+1|<a},
A = AUA,.
1° @) Montrer que A est fermé dans C.
b) Montrer que pour a <1, A; et A, sont a la fois ouverts et fermés
dans le sous-espace métrique A. Que peut-on dire lorsque o.>1?
20 Méme question que précédemment, mais relativement a
B, ={ze C;|z—1| <a},
B,={ze C; |z+1|<a},
B = B,UB,.

Fermeture d’un sous-groupe.

Soit A un sous-groupe additif (sous-anneau, sous-corps) d’un groupe
(d’un anneau, d’un corps) muni d’une distance. Montrer que A est aussi
un sous-groupe additif (sous-anneau, sous-corps).

A et B sont deux ensembles bornés d’un espace métrique. Montrer que la
réunion AUB est également bornée.

d
On sait que sur IR les deux distances d et d' = msont équivalentes.

Montrer que I’espace métrique (IR, d") est borné lorsque d est la distance
naturelle. Que peut-on en conclure?

Filtres de voisinages.

Soit E un ensemble quelconque, on appelle filtre sur E un ensemble F de
parties de E satisfaisant aux axiomes suivants :

N g¢F,

() Si AeF et BoA alors Be &,

3 Aet BeF = AnBe &.
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Exemples :

1° Montrer que I’ensemble des complémentaires des parties finies de IN
constitue un filtre sur IN.

20 (E, d) étant un espace métrique, montrer que I’ensemble U, des voisi-
nages V, d’un point a constitue un filtre (appelé filtre des voisinages).

1° Soit A un sous-ensemble ouvert dans un espace métrique (E, d).
Montrer que pour tout sous-ensemble B on a ANB < ANB.

2° Dans IR? (distance naturelle), on considére deux disques D, et D,
=] =3

fermés disjoints. Soit A = D;VoD,, B= D,.

Montrer que ANB nr’est pas contenu dans ANB.

Donner sur IR un exemple d’une telle circonstance.

3° Donner, dans IR et IR?, des exemples d’ouverts A et B tels que les
quatre ensembles suivants soient tous différents : AnB, BnA, AnB, ANB.

Propriétés de Pintérieur d’un ensemble.

19 Démontrer que pour tout ensemble A intérieur A est le plus grand
ouvert contenu dans A. [On pourra montrer que, A = LO;, O; ouvert — A.]

20 Etablir les propriétés suivantes:

AcB= AcB, VA et B: AUB = AUB.

3% On pose a(d) = A et f(A) = A. Montrer que
A ouvert = Aca(A); A fermé = P(A)c A.

En déduire que pour tout ensemble A
(D] = a(d) et PIBA] = B(A).

4° Donner un exemple dans IR oi les cing ensembles A, A, A, oa(A)
et B(A) sont tous distincts.

A est une partie d’un espace métrique et d(x, A) désigne la distance du
point x a la partie A.

1° Montrer que d(x, A) = O si, et seulement si, x est adhérent a A.
20 Etablir que d(x, A) = d(x, A).

A et B sont deux parties non vides d’un espace métrique; démontrer que
d(4, B) = infd(x,B) et d(A4, B)= d(4, B).
xeA
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Soit F Pensemble des parties fermées non vides d’un espace métrique (E, d).
Pour A et B € & on pose

MA, B) = sup[d(a, B)], (4, B)= sup [, 4]
aecA €.
et d(A, B) = sup [A(4, B), u(4, B)].
1° Calculer d({a},{b}), oit a et b € E.

Montrer que d(A, B) = d(B, A).

20 FEtablir que d(A, B)= 0= A = B.
Soit ac E, B et Ce &, montrer que l’on a

Vae E : d(a, C) < d(a, B)+d(B, C).

3o Démontrer que d est une distance sur F.
Montrer que IR muni de la distance naturelle est connexe.
Montrer que si A est un ensemble connexe, A Pest également.

10 Soit A et B deux sous-ensembles connexes d’un espace métrique (E, d)
satisfaisant @ ANB # 5. Montrer que AUB est connexe. (On établira
d’abord que si AU B n’est pas connexe, A et B sont nécessairement inclus
dans deux ouverts disjoints.)

2° En déduire que si Ay, A,, ..., A, sont des sous-ensembles connexes

n
tels que A;NnAi # O, pour i=1,2,...,n—1 alors I’ensemble U A;
i=1
est connexe.
30 Si une famille d’ensembles connexes A; (i =1, ..., n) contient un
ensemble rencontrant tous les autres, la réunion est connexe.
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1.L1.

10 Soit d(z,z") = 0.
Alors, ou bien |z—z’| =0 et argz =argz’, clest-a-dire z =72/,
ou bien |z|+]z’| =0 soit |z] =|z'| =0, donc z=2z =0.

L’axiome de séparation est donc bien vérifié.
2° d(z,z) = d(z’, z) d’aprés la symétrie méme de la définition.

30 Soit & démontrer I’inégalité triangulaire suivante :
d(z,z") < d(z,z")+d(z", 2).

Envisageons tous les cas possibles.

o) argz = argz’ = arg z” alors, lz—2'| < |z—2"|+|z2"—Z’|.
p) argz = arg z’ # argz” alors, lz—z'| < |z|+|2”|+ 12"+ 12°],
puisque

lz—z'| < |z|+]2'].

y) argz £ argz’ et arg z” égal a I’'un des deux, soit arg z” = arg z, par exemple.
Alors,
d(z, 2) = |z|+1|2’|, d(z,2") = |z—2"|, d(z%,2) = |Z'|+12"|;

lz] = |lz—z"+2"|<|z—2"|+|2"| = |z| 4|2’ | <|z—z"| +|2"| +|2’].

On obtient le méme résultat si ’on suppose arg z” = arg z’.
8) Les trois arguments sont différents deux a deux, alors

lz|+12'] < lzl+12"|+ 12"+ 12|

Dans tous les cas I’inégalité triangulaire est vérifiée.
L’espace métrique ainsi obtenu peut étre appelé « espace de la SNCF ». (Il suffit
de faire le schéma pour en comprendre la raison!)

J ¥y
arg = 3.1"9' zr 31'9' Z # G.Pg z”
d(zz) ~-MM’ M= gizz)-oMOM i
Mz
0 0 Mez)

PARIS ¥ PARIS X
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1.1.2.

11 s’agit de vérifier les trois axiomes suivants :

1° d(z,z) = 0, ou bien |[z—z'| =0z =2,
ou bien |z]|+|z']| =0<|z]| = |2’| =0 donc z = z".
20 |z—z2'| = |z’—z]| et |z|+|2'| = |2'|+|z] donc d(z, z°) = d(Z/, 2).
3° On envisage les différentes possibilités pour démontrer ’inégalité triangulaire.
o) |z| = |2'| = |27], alors |z—2'| < |z—z2"|+|2"—2| = d(z,2") <d(z,2")+d(z", 2).
B |zl = |2’| 3 |27, alors d(z, 2') = |z—2'| < |z|+]|2'| < d(z, 2")+d(z", 2).
y) lzl #Z |2’| et |z| = |2”|, par exemple;
I’inégalité
|2’|<|z"—2z"|+|z"| entraine |z|+|z'|<|z'—z"|+|2"|+]z],

donc
d(z, z") < d(z, z")+d(z", 2°).

J) Les trois modules sont distincts deux & deux. L’inégalité triangulaire est alors
immédiate, puisque
IZI+Iz | < lzl+ 127+ 12"1+12°).

1.13.

Dans les trois cas les axiomes 1 et 2 sont immédiatement vérifiables. Il reste donc
a vérifier I’axiome 3.

a) d(x,y) = le —zitz—y|< § xi—Z:I+§ |zi—yi] = d(x, »<d(x, 2)+d(z, y).
b) 2 Ix;—z;+2z,—y, |2 = 2 Ix;—z %+ 2 |z —in2+22 |x;—zil1z;— ;.

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire

n n n
21 lxi—zillzi— 3l < 21 Ixi—z;] .21 lzi—yil?,
= i= i=

donc
d%(x, y)<ld(x, 2)+d(z, )2,

ce qui est équivalent a I’axiome 3.
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¢) Puisque
sup |X;—y;|<< sup |x;—z;|+sup |z;—y
1 1

I’axiome 3 est vérifi€.
Les boules ouvertes sont représentées ci-dessous, la frontiére est exclue.

\\‘k\\\ Q

A\

-Ax

La notation dy, d, d,, est justifiée a ’exercice suivant

1.1.4.

1° La fonction x > x? est concave puisque y € 10, + 1[, la dérivée seconde s’écri-

vant p(y—1)x?—2.
Le graphe de cette fonction est donc situé au-dessous de la tangente au point

(+1, +1). Alors,
x? < px+1—7.

Vx>0 : x* < y(x—1+1, ou

En posant « = y et f = 1—7, la relation (1) & démontrer s’écrit
abr-r < ya+(1—7)b.

Appliquons la relation précédente avec x = %[b # 0, sinon (1) est triviale], il vient

abr < H 1y,

soit
ab—r  ya+(1—yb,

c’est-a-dire (1).
2° Les g; étant supposés non tous nuls, ainsi que les b;, considérons la somme

n q. b;
s=3 %2
i=1 4r Br

n n
avec A= > diet B= Y b,
i=1 i=1
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- 5 (5 <5 0525

alors

1 1
d’aprés I’inégalité (1) applicable ici avec a = - et B= 7
Donc
Za’+ ib’—1+l—l
,_l ’B - r r '

ce qui établit I’inégalité de Holder (2).
Pour r = r’ = 2 on retrouve I’inégalité de Cauchy-Schwarz utilisée dans I’exercice
précédent.
30 Tes axiomes 1 et 2 sont immédiats. La vérification de I’axiome 3 résulte de
I’inégalité suivante (de Minkowski) :
— pour g; et ;>0 et p>1, on a
1

3) (é}l (a;+bz)p)v < (é}l a?) (Z bn)

1
P

— pour p = 1, (3) est une égalité triviale.
Soit donc p>1 et s; = a;+b;,

n n
> sP = X (ai+by)sP.
i=1 i=1

De I’inégalité (2) avec r=p et r' = p%l (applicable puisque p>1), on déduit

p—1

n n l n T
> asPl (2 af)p (2 Szp) ’ .
i=1 i=1 i=1

De méme avec 2, b;sP~1; alors
i=1

donc
1

(g < (34 + (£

11 suffit alors d’appliquer cette inégalité avec
a; = |x;—z| et b; = |z;—yl

pour constater que ’axiome 3 est satisfait.
d, est donc bien une distance, les cas particuliers p = 1, 2 ont été vus a I’exer-
cice 1.13.

La boule ouverte de centre O et de rayon 1 correspondante est constituée par

n
I’ensemble des points >, xP<1. Dans IR? la représentation est aisée.
i=1
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40 Soit A = sup |x;—y;|; on a évidemment
i
n
P < Zl Ix;—y P < nAP,
i=

ou encore

1
n 1
A< (Z Ixi—yilp)p< ne L.
i=1

1
Lorsque p - + o0, np — 1 et, par suite,
1

(Elx, ,) —»l—suplx — ¥l

p—>0

1.I.5.

1° u>0 = ¢(u)>0 puisque ¢ croissante et ¢(0) = 0.
Vérifions alors les trois axiomes :
1) ¢ld(x, ] =0 <= x=y;
) Pld(x, y)] = ¢ld(y, 0);
(3) ¢ld(x, »)] < Pld(x, 2))+¢ld(z, y)).
Ces trois points s’établissent ainsi :
Mdx, M =0<dx,»)=0< x=y,
Pld(x, y)] = ¢ld(», )], puisque d(x,y) = d(», x),
Pld(x, »1 < ¢ld(x, z)+d(z, y)], puisque ¢ est croissante, donc
old(x, M) < Pld(x, Y]+ @ld(, 2)], puisque ¢ est sous-additive.

20 11 suffit de montrer que les trois fonctions

X — x+— Log(14+4x) et x> xa

X
14+ x°
sont sous-additives pour x>0, puisque les autres hypothéses faites sur ¢ sont évi-
demment vérifiées ici.

a)

u+v u ,
l+u+v<l+u+ 1+ résulte de I’identité
u v utv uv(u+v)

T+t T Truty - A+ oA+ nA+aty)

puisque u et v sont positifs ou nuls.

b) Log (1+u+v)<Log (1+u)+Log (1+v) résulte de 1+ u+ v<(1+u)(1+v), puis-
que uv>0.

¢) (u+v)r<Ku*+v* résulte de I'inégalité (x+1)*—x2—1<0 (0<a<1) pour x>0-
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1.1.6.

1° Dans IR" soit e(x, y) = ]xio—yiol, io ﬁXé, io € [1, eeey n],
x=y=>Vix;=y donc e(x,y) = 0.

La réciproque est inexacte e(x, y) = O entraine que les points de coordonnées x et y
ont une méme projection sur ’axe Ox;, et ne sont pas confondus en général.

20 La réflexivité et la symétrie de R sont immédiates.
Etablissons la transitivité :

xRy < e(x,») =0, yRz< e(r,2)=0,
mais
e(x,2) < e(x, y)+e(r,z), donc e(x,2)<O0
alors
e(x,z)=0¢et xR z

E —~
Soit R I’ensemble quotient et x, la classe d’équivalence de 1’élément x, de E :
Yo = {x; e(x, xo) = 0}.

Démontrons que I’écart de deux éléments de deux classes distinctes ne dépend pas
du choix de ces éléments, cet écart sera donc caractéristique des deux classes. En
effet, soit

x; et x, e;o et y, et y, e;o,
e(xy, ¥1) < e(xy, xp)+e(xz, 1) < e(xy, xp)+e(xz, y2)+e(ys, y1),
donc
e(xy, y1) < elxz,¥,),  puisque  e(xy, x;) = e(yz, y1) = 0;

mais aussi
e(xz, ¥2) < e(xy, y1)
en échangeant les couples (x;, ¥;) et (xa, ¥2),
donc
e(xy, yy) = e(x3, y2).
Posons alors
d(xo, y0) = e(xo; Yo)-
Les axiomes 2 et 3 sont bien vérifiés par définition.
11 reste a v01r si I’axiome 1 est lui aussi venﬁe

Or, d(xo, yo) =0 < e(xg,y0) = 0 < xoeyo < x0 = yo, d est donc une dis-
E
tance sur R
L’exemple du 1° dans IR? avec e(x, y) = x;—y; illustre ce résultat : les classes
d’équivalence sont les droites paralléles & Ox, et la distance de deux classes est en fait
la distance des deux droites parallélement 3 Ox;.
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1.1.7.

10 Puisque
sup [d(x, 2), d(z, y)I<d(x, 2)+d(z, ),
I’axiome 3 est a fortiori satisfait.
La valuation est le degré du mondme de plus bas degré. Il est immédiat que

m val (P—Q) = val (Q—P);
() val (A+ B) > inf (val 4, val B).

Les axiomes 1 et 2 étant satisfaits : I’axiome 1 par hypothése et I’axiome 2 comme
conséquence de (1), il reste & vérifier le troisiéme axiome.
D’apreés (2),

val (P— Q) = val (P— R+ R—Q) > inf [val (P— R), val (R—Q)],
donc
e—val(P—Q) < esup[—val(P—R), —val(R—Q)],
Comme esup@b) = sup (e?, eb), on obtient
e—Vval(P—Q) < sup [e—-val(P—R)’ e—val(R—Q)]
ce qui établit
d(P, Q) < sup [d(P, R), d(R, Q)].
2° Supposons, par exemple d(x, z)<d(z, y),
d(x, y) < sup [d(x, 2), d(z, )] = d(x,y) < d(z, y)-

Supposons que I’on ait d(x, y)<d(z, y). Cette inégalité, jointe a d(x, z) <d(z, y),
montre alors que

d(z, y)>sup [d(x, y), d(x, 2)],

ce qui est contradictoire, donc
d(x, y) = d(z, y) = sup [d(x, ), d(z, y)].

Variante :
d(x, z)<d(z, y) = d(x,y)<d(z, ),
donc
sup [d(x, z), d(x, ¥)] < d(z, y) < sup [d(x, z), d(x, )].
Alors

d(z,y) = sup [d(x, z), d(x, y)] = d(x,y), puisque  d(z, y)>d(x, 2).

Dans un espace ultramétrique fout triangle est donc isocéle, les deux cotés égaux
étant supérieurs ou égaux au troisiéme coté.
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1.1.8.

10 Il s’agit de vérifier les axiomes suivants :
|x], = 0 <> x = 0 (évident ici);
[xyl, = lxlplylps
lx+ylp, < Ixlp+ 1¥lp
(En fait, pour ce dernier axiome on obtiendra mieux.)
Montrons d’abord que ]xylp [x1pl¥1p.

xy = p* bp“ b’ = pat+e’ bb” aa’ et bb' sont premiers avec p,

donc |xy|, = 2+ = c*c® = |x|,|yl,.

Pour établir I’inégalité triangulaire on va montrer que |x+y|,<sup (Ixl,, [¥1p),
ce qui peut se faire par une vérification directe ou en remarquant que cette inégalité
est équivalente a la propriété x|, <1 = Ix+1|,< 1, cette derniére propriété s’éta-
blissant rapidement.

a) Veérification.

:. a la’ ’
Soit x = p“l;, y = p* 7 Supposons a<a’, alors
x+ X [a+ al @' —a — é
y p blp p B’
avec
A= ab' +a'bp*—= et B = bb'.

bb’ est premier avec p, ab’+a'bp*—= I’est également puisque ab’ I’est;
alors

|x+ylp, = ¢* = sup (Ixlp, 1¥],)-
Si a>0o', on a le méme résultat avec ¢*. Donc
lx+yl, = sup (Ixl,, ¥lp), si [xl, # Y,
(Comparer avec la propriété (2) de lexercice 117)
11 reste & voir le cas |x|, = |y|,, soit o' = a. Dans ce cas
ty= _+c_z_’ ___ab'+ba’
X y - P b bl e P bbl

bb' est premier avec p, mais ab’+ba’ ne ’est pas nécessairement, donc

"

a .
x+y = p*' B avee o” > o, a” premier avec p,

alors
lx4+ylp = ¢ < ¢ = sup (ix[p, ¥,

Finalement, |x+y|, < sup (|x|,, |¥|,) dans tous les cas.

b) Autre démonstration.
Etablissons que

@) Ix+yl, <sup(xlp, V) = Q) Ix, <1 = [x+1,< 1
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L’implication (1) = (2) est immédiate puisque [1], = 1.

Démontrons I’implication réciproque.

Supposons x et y non nuls (sinon cas banal) et, par exemple, |x|, < |yl, (sinon on
échange x et y),
alors

=

= 1,
» W

donc (2) entraine

142

< 1, soit  [|x+yl, < Iyl = sup (Ixlp, [¥Ip).
p

Or, la propriété (2) est immédiate a démontrer puisque x|, < 1 signifie « >0 et
donc |1+x|, < 1.

2° Puisque |— yl,, = |=1l,lyl, = [y[p, les axiomes définissant la valeur absolue 715
entrainent automathuement les axiomes de la distance pour d(")(x, ») = x=ylp

De plus, en vertu de [x+y|, < sup [|x|,, [¥l,], il s’agit bien d’une ultra-distance.

1.IL.1.

1° (x, y).—> 6(x, y) est une application de Ex E dans IR,, puisque
d(x,y) > 0 = inf[1,d(x,»)] > 0, donc  &(x,y) > O.
Vérifions maintenant les trois axiomes de la distance.
a) Séparation :
0(x,y) =0 <« x=y.
En effet,
0(x, ) = 0 < inf[l, d(x, )] = 0 < d(x,y) = 0,

or, d(x,y) = 0 < x = y, puisque d est une distance.
b) Symétrie :
d(x, ¥) = 6(y, x), puisque d(x, y) = d(y, x) entraine inf [1, d(x, y)] = inf [1, d(», x)}.
¢) Inégalité triangulaire :
o(x, y) < 0(x, 2)+0(z,y), Vx,y,z€E.

On peut établir cette inégalité en envisageant les différentes possibilités, ou bien
en utilisant des formules concernant inf (a, b) et inf (x, a+b).

Premiére méthode :

&) L’un des deux nombres d(x, z) et d(z, y) est supérieur ou égal a 1.
Alors I’'un des deux nombres (x, z) et 6(z, y) est égal 2 1, or on a toujours o(x, y) < 1
d’aprés la définition, donc

ox, )< d(x,z) ou  d(x,¥) <z, y).
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Donc, a fortiori,
0(x, y) < 0(x, 2)+6(z, ¥).

B) Les deux nombres d(x, z) et d(z, y) sont inférieurs a 1.
Alors
0(x, 2)+0(z, y) = d(x, 2)+d(z, y).

Mais on a toujours
o(x,y) < d(x, ).
Or, d est une distance, donc
d(x,y) < d(x, 2)+d(z, y) = (x, )+(z, y).
On en déduit
o(x, y) < 0(x, 2)+0(z, y).
Tous les cas étant envisagés, I’inégalité triangulaire est démontrée.

Deuxiéme méthode :
Elle est basée sur I’application des formules

) Yece R, a < b = inf (g, ¢) < inf (b, ¢),
2 Vee R,, aetb>0 = inf(c, a+b) < inf (¢, a)+inf (c, b).
L’égalité )
0(x, y) = inf [1, d(x, y)]
et I’inégalité
dx,y) < d(x,2)+d(z, )
entrainent, en appliquant (1),
o(x, y) < inf [1, d(x, 2)+d(z, y)].

On peut alors appliquer (2) avec
c=1, a= d(xa z), b= d(Z, y)s

puisque a et b sont tous deux positifs ou nuls.
Donc
0(x, y) < inf[l, d(x, 2)]+inf[1, d(z, y)]

ce qui n’est autre que I’inégalité triangulaire.
2° Boules de (IR2,5) : By(xo) et By(xg).

a) Boules ouvertes :
p< L.
5(-an x) < P < d(x09 x) < P,

donc B,(x,) est la boule euclidienne ouverte de centre x,, de rayon p.
p > 1.
d(xo, X) < p, mais O(xg,x) < 1 < p, Vx€ IR

IR? est donc la boule ouverte de centre x, et de rayon p (p > 1).
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b) Boules fermées :

p <1l
0(xo, x) < p <> d(xo, X) < P,

donc B’,(x,) est la boule euclidienne fermée de centre x,, de rayon p.
p=>1
d(x0, x) < 1, Vx < IR?,

les boules fermées sont toujours IRZ2.
On remarque que pour p = 1, la boule ouverte est la boule euclidienne ouverte de
centre x, de rayon 1, alors que la boule fermée est le plan tout entier.

1.1L.2.

1° Distance d(z, z') = |z—Z'|, si argz = arg z, d(z, z')=|z|+ |Z'| dans tous les
autres cas.

a) Boules centrées a Dorigine :
2o = 0, d(zo, 2) = |z0|+ |z| = |z!
(puisque arg O n’est pas défini).

En conséquence, les boules ouvertes et fermées de centre O sont les boules eucli-
diennes correspondantes de rayon p.

b) Boules centrées en 7o # 0 :

p < lzol.

Boules ouvertes : si zo = |zple’®, intervalles ouverts (1zo|—p)e’®, (Izo]+p)e’®.

Boules fermées : segments (|zo|—p)e*®, (Izo|+p)e®.

P = lzl.

Intervalle ouvert de centre z,, sur la droite passant par O et My(z,) définie par O
et par 2z,, ces points étant exclus et pour la boule fermée I’intervalle précédent
fermé.

p > IZOI.

Deux possibilités :

— sur la droite OM, I’ensemble des points z tels que

|z—zo| < p (resp. inférieur ou égal a p);

— I’ensemble des points z tels que
Izl < p—lzo| (resp. |z] < p—lzo).
Autrement dit,

arg z = arg zo, 0 < |z| < p+ 2o,

Boules ouvertes { boule euclidienne ouverte de centre O et de rayon p—|z,l.

arg z = arg zg, 0 < |z} < p+ 1201,

Boules fermées boule euclidienne fermée de centre O et de rayon p—|zg|.
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Schéma des boules ouvertes :

s

I| @izt
odlzel | o o=z, Qz L

(1]

W
lr-p- [z,

20 Les résultats sont analogues a ceux de la question 1°, le segment de droite étant
toutefois @ remplacer par un arc de cercle centré a I’origine, dont le milieu est z,.

a) Boules centrées a Dorigine :
Boules euclidiennes ouvertes (resp. fermées), de rayon p.
b) Boules centrées en zy, |zol # 0 :

P < lzol
Arc de cercle, extrémités exclues (resp. incluses) sur le cercle (O, |z,[) obtenu par

Pintersection avec le cercle (z,, p).
Dans le cas de la boule fermée pour p = |z,], il faut adjoindre le point O.

e > lzol.
Union d’un arc de cercle du type précédent et de la boule euclidienne ouverte
(resp. fermée) de centre O et de rayon p—|z|.

Schéma des boules ouvertes :

1.IL.3.

1° Pour U;, U,, U;, I'axiome i) & et E € U; (j = 1, 2, 3) est satisfait.
Les axiomes de I’'union et de I’intersection sont également satisfaits pour U, et Us,
I’axiome de la réunion ne I’est pas pour U,. Donc, U, et U; sont des topologies,

U, n’en est pas une.
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2° En s’inspirant des exemples précédents, on peut considérer I’ensemble

Us = {,{a}.{a, b}, E},

pusae (@} {a b} = {a} € UL

o {a} U {a, b} = {a, B} € Us;

U, est bien une topologie sur E comportant quatre ouverts.

1.11.4.

1° Une condition suffisante pour que d et d’ soient équivalentes est qu’il existe
deux constantes positives, 4 et yu, telles que

M<d' <pud.

(En fait, cette condition est plus forte que celle de I’équivalence;; elle entraine aussi
que d et d’ sont alors uniformément équivalentes.)
Il est immédiat que I’on a

d, < dy <nd, et dy,<d,<]|nd,

ce qui entraine I’équivalence de d; et d, de d, et d_,, donc celle de d; et d,.
On obtient d’ailleurs facilement la double inégalité

d, < dy < |nd,.

2° Pour les distances d, I’'uniforme équivalence, et par suite ’équivalence, résul-
tent des inégalités

1
d, < dy < rivd,,

(puisqu’alors d, est uniformément équivalent a d, Vp > 1).

1.I1.5.

Lorsque d’' = f(d) la condition d’équivalence uniforme indiquée revient a la conti-
nuité a D’origine des applications x +— f(x) = x’ et x'+> x (lorsque 1’zapplication
réciproque, f~1! : x' > x, existe). C’est précisément le cas ici, puisque

d,

1
d= — d= e —1, d= d3‘& (0<a<1),
l—dl

et les applications sont bicontinues & I’origine.
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La propriété est genérale et peut étre énoncée pour d' = ¢(d), ¢ fonction possédant
les propriétés définies a I’exercice 1.1.5. et supposée de plus continue. Alors ¢~1
existe et est continue d’aprés le théoréme sur les fonctions réciproques.

On remarquera, sur les exemples, que 1’uniforme d’équivalence de d et ¢(d) n’en-
traine pas nécessairement I’existence de constantes, A et p, telles que

6)) Aetpu>0  Ad(x,y) < Pld(x, »)] < pd(x,y), Vx,y.

On a ici seulement
di<d et d, <d

1.IL.6.

10 Si A est vide, alors [a, +o0[<O.

Si A est non vide, alors 4 posséde une borne inférieure, p, puisque A4 est un ensemble
de réels non vide minoré par a.

Montrons que u ¢ O, en supposant le contraire.

ne O = 3IB(u)c O, puisque O ouvert, B.(u) étant la boule ouverte de centre y,

de rayon ¢ (ici 'intervalle ]— e+ u, u+ ¢)); mais, par définition de p, il existe xe[;O,
tel que

€
LU+ 5 <ute.

Il existerait donc xe O et xe [:0, ce qui est contradictoire, donc u e cO et cest le

plus petit élément de A. 11 est nécessairement différent de a.
On en conclut que, ou bien [a, +co[ = O, ou bien [q, u[ = O.

2° Leraisonnement est analogue au précédent, ou bien Best vide, alors 1— o0, a]l= O,
ou bien B est non vide, B posséde alors une borne supérieure A, puisque c’est un
ensemble de réels majoré par a.

Montrons que A ¢ O en supposant le contraire.

A€ O = 3B(A) < O;

mais il existe x € CO tel que A— 3 < x < 4, ce qui est contradictoire, donc A € [;0

et c’est le plus grand élément de B. En conclusion, ou bien ]—o00, a] = O, ou bien
1A, a] € O.
On en déduit immédiatement que, Va € O, on a I’une des situations suivantes :
]—00, + 0[O,
a€l—oo, ul = O, disjoint de toute autre partie de O,
a € A, +oo[ = O, disjoint de toute autre partic de O,
aeld, yl = O, disjoint de toute autre partie de O.

30 Il découle des seules possibilités mises en évidence a la question 2° que I’ouvert O
est la réunion d’intervalles deux & deux disjoints. Dans chacun des intervalles il
existe un rationnel; or, I’ensemble des rationnels est dénombrable, donc O est une
réunion dénombrable d’intervalles ouverts.
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1.1L.1.

10 et 2° sont des évidences :
b= et AcA.
30 4cB = AcB.

En effet, i
xeA < BxX)NnA# J, Vp>0,

a fortiori, _
B(x)NnB# J, Vp> 0  et, par suite, x € B.
4o d=A4A.
En effet, 3
xed=Bx)nAd# J, Vp>0 etsoit yeBx)N4;

y appartenant 2 A, on a nécessairement
B dxyWNnA# O

et par suite,
B,(x) n A #* & [puisque B,(x) D Bp—a(x,nP)];

ou encore x € A. 4 est donc fermé : A A.
Etablissons maintenant la propriété supplémentaire suivante :

AUB = AUB,

en effet,
AcAUB = Ac AUB.

De méme

BcACB et, par suite, AUBcAUB.

Par ailleurs, _ _ o
Ac A et BcB = AUBc AUB;

mais AUB est fermé, donc

UBc AuB = AUB
alors on a _
AUBc AUB,
ce qui établit 1’égalité cherchée.
Remarques.
1° On a B
ANB< AnB.
En effet,

AcA et BcB = AnB<AnB = AnBcAnB = AnB

(puisque ANB est fermé, comme intersection de fermés).
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2° Dans le cas ou E est un espace topologique quelconque, on a une démonstration
analogue en substituant & B,(x), Vp>0, les ouverts O(x) contenant x, et en remar-
quant que I’on a

Vye O(x), 30(»)- tel que o)< O(x).

30 Les axiomes (1) & (4) n’entrainent pas 1’additivité. On obtient seulement
F(A)VF(B)c F(AuB)c F[F(A)UF(B)).

1.I11.2.

1
L’ensemble {(—1)"+ Pt €IN*} n’est pas fermé puisque —1 et + 1 sont des points

adhérents sans appartenir a I’ensemble.

La bande a<<x;<b est évidemment fermée ainsi que ’intérieur de I’hyperbole
équilatére x2—x% = 1 complété par les deux branches de I’hyperbole. Par contre,
le dernier ensemble n’est pas fermé puisqu’il y a deux arcs de cercle dont les points
sont adhérents & I’ensemble sans lui appartenir.

1.1L3.

oo ®
1° Soit g un élément appartenant & U ®,. On aura donc B,(@)N(Vw,)# &,Vp>0.
n=1 1
Pour a¢{(x, y); x # »}, il existe une constante &, > 0, telle que a n’appartient pas
a I'ensemble {(x, y); |x—y|<2¢0} = Bse,
Les boules fermées w,, 4 ’exception d’un nombre fini, sont dans la bande B,

k
donc B (@nw,= &, pour p<go et - <€o-
© N
La condition Bp(a)m(uw,,) # & devient donc Bp(a)n(uco,,) # (7, pour p <gg et
1 1

k k k R
N= [g-]+1. ([s_] désignant la partie entiére de }:—') Par suite, a appartient a
o 0 0

N N N
v, =uUd, = Yo,,
1 1 1

@
d’ott en conclusion ae vo,.
1

Pour ae{(x, y); x = y}, avec a = (a, &) # O, on constate ici encore que les boules wp,
a I’exception d’un nombre fini, sont toutes dans la bande définie par

Bje, = {(x,9); Ix+y|<2g}, ol 4 gg =0

©
et, par suite, acU ®,,.
1
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1l est clair que a = O appartient a ua),,, puisque les centres des boules s’accumulent
a D’origine.
Pour k > |2.

o
- O € w,, Vn donc Oevw,;
1

0
de ce qui précéde, on peut déduire alors que Uw, est fermé.
1

Pour k < 2.

(o]
O ¢ w,, Vn, donc Uw, n’est pas fermé. .
1

2° Jci, on aura une constante k telle que k,<k, Vn et soit k = sup (k,).
Pour k < 2.

@
U, nest pas fermé.
1

Pour k > |/2.

@
U, est évidlemment fermé,
1

puisqu’une boule au moins w, contiendra O.
Pour k = |/2.
On a deux possibilités :
@
dn, tel que k, = k, auquel cas Uw, est fermé;
1

@
k,<k, Vn, auquel cas Uw, w’est pas fermé.
1

1.111.4.

10 Nous utiliserons la propriété suivante : pour que a € A, A sous-ensemble d’un
espace métrique (E, d), il faut et il suffit que @ soit limite d’une suite de points
a, € A, c’est-a-dire que

Ve>0,IN  tel que n> N= d@aa,) < ¢
(Autrement dit : que toute boule de centre a contienne tous les éléments de la suite
a partir d’un certain N. On retrouvera cette notion de limite au chapitre 2.)
B,(x) = {y; d(x, y)<r},
z€ B,(x) < z,}2 1, 2, € B/(x) et d(z,,2) < & pour n > N.

Donc
d(x, z) < d(x, z)+d(z,, 2)
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entraine que
d(x,z) < r+¢, Ve>0,

c’est-a-dire
dx,2) <r,

ce qui établit
B, (x)< B/(x).

20 By(x) = {n}, B;(n) = {n}, Bi(n) = {n—1, n,n+1}.

L’inclusion B;(r)c Bj(n) est donc propre. En général, dans un espace métrique
on n’a donc pas B,(x) = Bi(x).

Nous verrons que dans un espace vectoriel normé la situation est plus naturelle et
que lon a Dégalité.

1.IIL.5.

a) On a évidemment B1 . 1(@)>Bj(a), donc aussi I’inclusion

" [oo]
1) N B, 1(a) > Bi(a).

n=1 n
Démontrons I’inclusion inverse
@
() Bj@> n B .1(a).
n=1 n

Soit xo ¢ Bi(a), donc d(a, xq)> 1.
On peut trouver un entier naturel n, tel que xo ¢ B, _ 1 (@)
no

1
(par exemple no = 14 [m])'

On en déduit donc

@
%o ¢nr;l Bl +%
et 'on en déduit ’inclusion (2)
-]
[[:Bg(a) <[ 0 Blﬂli(a)].

En résumé :

0
0 B;,1@ = Bi(a).

On a une intersection non finie d’ouverts qui est un fermé.
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b) On a évidemment B’Wnl(a) < B(a), donc on a aussi I’inclusion

(€] O B _n (@)< By(a).

n=1
Démontrons I’inclusion inverse

@ B,(a)c Lo_jl B_n_(a).

Soit xy € By(a), donc d(a, xo)<1

On peut trouver ng tel que ——>d(a, x,) (par exemple ny = [1 d] +1) donc

1+

Xo €EB' _m_(a et par suite xeuB
0 1+°n°( ) p 0 et —1—+—"9

d’ou I’on déduit l’inclusion (4).
En résumé :

*© 4
U B'_n_= B,(0).

n=1 "
On a une réunion non finie de fermés, qui est un ouvert.
Remarque. — Du paragraphe a, on déduit que
© ’
0 [n B1+1(a)] = [}Bi(,
n=1 n

ou encore

n\Z[}BH%(a) = [Bi@.

En remarquant que [;B1+ 1(a) est un fermé et [:B;(a) un ouvert; on a une nouvelle
n
réunion non finie de fermés, qui est un ouvert.

1.11L.6.

10 11 est évident que O, contient F et cela quel que soit »; donc

e
FcnO,,.

Soit y € nO,,, alors y € O, Vn, donc y € U Bi(x).
xeF R
11 existe, par suite, au moins un x € Ftel que y € B1(x); soit x, I’'un de ces éléments.
n
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On en déduit
¥y € Bi(x) = d(x,, y)<% = x, € B10),

ces implications sont valables quel que soit n, on en déduit que y € F= F.
En résumé:

-]
F= n 0,

n=1

@

2° La propriété pour un fermé, résulte de la formule précédente F= N O, et
n=1
pour I’ouvert on a évidemment la propriété en passant aux complémentaires.

1.I0IL.7.

1° g) B/(x) est évidlemment un ensemble ouvert. Montrons que [:B,(x) I’est
également.

Soit zeCB,(x), alors d(x, z)>r. Soit ¢ tel que ’on ait 0<g<ret considérons la
boule ouverte B:(z).

On a

¥y € B(z) = d(z, y)<e; mais alors d(x, z) # d(z, y),
donc d(x, y) = sup [d(x, 2), d(z, )], ce qui permet d’affirmer que
d(x, y)>r et B:(2)c BB (0.

Ansi Vze(B,(0), 3B2), tel que  Bu(x)=}B,0).

On en déduit que GB,(x) est un ouvert, donc B,(x) un fermé.

b) 11 suffit de montrer que y € B,(x) = B,(y)c B,(x), car par raison de symétrie
puisque y € B(x) = x € B,(»), on aura B,(x)cB.»).

Démontrons donc que B,(y)< B.(x).

Posons B,(y) = {z; d(», z)<r}, alors

Vz e B/(y), on a d(x,z) < sup [d(x, y), d0, 2)]<r
en tenant compte de d(x, y)<r, qui est donné par hypothése, donc B.(y)< B.(x).

2° a) La boule fermée Bj(x) est un fermé. Nous allons montrer qu’elle est
aussi un ouvert.
Soit z € BJ(x), alors d(x,z) < r et Yy € B{(z), on a d(x,y) < r, puisque

d(x,y) < supld(x, 2),dz I < r
On peut donc affirmer que B;(z)< B,(x) et, par suite,
B.(z)c B(2) = B,(2)<B(x),

donc, quel que soit ze B,(x), il existe une boule ouverte de centre z incluse dans B;(x).
Ceci établit que Bj(x) est aussi un ouvert.
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b) Au paragraphe a nous avons constaté que Yz € Bj(x), on a
Bi(z)<= Bj(x),

par raison de symétrie, on peut donc affirmer que
- By(z) = By(x).

Ainsi dans un espace ultramétrique on a la propriété suivante : toute boule
ouverte ou fermée est a la fois un ensemble ouvert et fermé.

[Attention : cet énoncé ne signifie pas, par exemple, que toute boule ouverte B,(x) est
la boule fermée B;(x). On a simplement B, (x) = B (x)< B;(x) et B(x)= Bj(x) = B}(x).]

30 La notation B° désignant indifféremment une boule ouverte B ou une boule
fermée B’, considérons deux boules BS(x;) et BP(x,). Supposons leur intersection
non vide et soit ¥y un point de cette intersection. On a

y € Bi(x1) = B{(xy) = BRO),

d’aprés les questions 1° et 2°;
y € BY(x;) = Bp(xz) = BO),

d’aprés les questions 1° et 2°.

Autrement dit, B%(x,) et BY(x,) apparaissent comme deux boules de méme centre;
I’'une est donc incluse dans I’autre.

Mlustration simple.

Les propriétés ainsi établies sont étonnantes, & premiére vue.

Un exemple concret peut éclairer la question.

Munissons un ensemble quelconque E de la distance triviale, c’est-a-dire

dx,y)=1six#y, dxy)=0six=y.

On constate aisément que cette distance est en fait aussi une ultra-distance, que les
boules ouvertes et les boules fermées sont des ensembles formés par les points eux-
mémes et E.

Les résultats précédents se vérifient alors facilement :

— toute boule ouverte est un ensemble fermé;

— toute boule fermée est un ensemble ouvert;

— tout point d’une boule est centre de cette boule;

— si deux boules ont une intersection non vide, I'une est incluse dans 1’autre.

Plus précisément,

B(x)={x}, sir<l, B(x) =E, sir>],
B/(x) ={x}, sir<l, B/(x)=E, sir>l
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1.IIL8.

1° @) A; et A, étant fermés dans C, on en déduit que 4 = A;UA, est fermé
dans C (cf. théoréme 1.II1.2.).

b) Pour a<1.
On a

A= A,Ud,, avec A, = ¢, donc (44, = A, et [, 4, = 4,

[c 4 désignant le complémentaire dans A].
De plus, A, et A, sont fermés dans A, puisque (cf. § 3.111.)
A(i=1,2) fermé dans € = A;nA = A; fermé dans A4,
donc
A; fermé dans 4 = [: 4A; = A, ouvert dans A
et
A, fermé dans 4 = BAAZ = A; ouvert dans A.

Pour o = 1.

A, et A, sont évidemment fermés dans A, mais ni I’un ni ’autre ne peuvent étre
ouverts. En effet, soit B,(0) les boules ouvertes de centre O et de rayon p (positif)
du sous-espace A4, on peut écrire

B,0) ={z € 4;d(0, 2)<p} = {z € 4; |z|<p}.

. —1) . . . .
11 est clair que ,Bp(O) S5z; = ( 5 ) ((=1,2), élément de A4, mais qui n’appartient

pas & 4;. Donc f,(0) ne peut étre inclus dans 4; et comme O€4; on en déduit que 4,
ne peut étre un ouvert.

Pour «>1.
Le raisonnement est analogue au précédent. Pour montrer, par exemple, que A4,
n’est pas ouvert dans A, on pourra considérer les boules ﬁp(a-— 1).

20 Supposons a.<1.
1l est clair que I’on a
B; ouvert dans € = B;nB = B, ouvert dans B

et
B, fermé dans € = B,NB = B, fermé dans B.

Montrons maintenant que B, est ouvert dans B.
En effet, soit
1+a

C,=4zeC; ]z+1|<T >

donc
Canl = @; CZmB = Bz
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et, par suite, C, ouvert dans C=-B, ouvert dans B. Corrélativement, puisque B,
est ouvert dans B, on en déduit que [: pB, = B, est fermé dans B.

Supposons o > 1.
1l est clair (cf 19) que B, ne peut étre ouvert dans B et B, ne peut étre fermé dans B
(1=a € B;, mais 1—a ¢ B,).

1.II1.9.

Nous utilisons encore la propriété suivante : pour que a € A4 il faut, et il suffit,
que a soit limite d’une suite de points a, € 4.
Pour montrer que A est sous-groupe additif il suffit d’établir que a et be A=>a—bed
quels que soient a et b.
On a _
ae A=3{a,}p, a, € 4, la suite {a,}, a pour limite a,
et
be A=13{b,}7, b, € 4, la suite {b,}, a pour limite b,

alors {a,,—b,,}g° est une suite d’éléments de A, qui a pour limite a—b, donca—b € A.

Notons qu’il n’en serait pas de méme pour un sous-groupe multiplicatif dans un
corps, 0 pouvant appartenir & 4 (exemple: @+ = @+ dans @, @+ n’est pas un
sous-groupe multiplicatif de @).

La démonstration pour A, sous-anneau, est tout a fait analogue.

En ce qui concerne le sous-corps, on sait que son adhérence A4 est un sous-anneau
d’aprés ce qui précéde. Il reste & prouver que pour tout a différent de 0, avec ae 4

1 -
2 existe et appartient a A.

. 1|
Ce fait résulte de I’existence d’une suite {a,}?, a,€4, a, # 0, alors ‘—z-€ est une
. 1 . n\1
suite dont la limite est égale a 2 et 2 €eA.

1.IV.1.

Soit x et y deux points quelconques de 4AUB.
Si x et ye€ A (resp. appartient a B), il en résulte d(x, y) < 6(A4) [resp. d(x, y) < 6(B)].
SixeAet ye B, alors on a
d(x,y) < d(x, a)+d(a, b)+d(b, y), ou acA et beB,
donc
6(AUB) < d(a, b)+6(A)+d(B),

ce qui établit que AU B est borné lorsque A et B le sont, puisque d(a, b) est fini.
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Comme I’inégalité précédente est vraie, Yac A et Vbe B, on en déduit de plus
que I’'on a )
6(AUB) < 6(A)+6(B)+d(4, B),

ou d(A4, B) est la distance des deux ensembles 4 et B.
[d(A4, B) = inf d(a, b), voir chapitre 1, paragraphe V.]
acA
beB

1.IV.2.

La distance naturelle est d(x, y) = |x—y|, on peut donc écrire

, _x=y 1
d(x,y)—l'l'lx_yl_ 1+ 1 ) X#J’s
[x—yl
’ , 1
O'(R) = sup d'(x,y) = —————;
x,yeR inf (1+ [x_yl)

mais

inf (#) =0, donc 6'(R) = 1.
R \Ix—¥|

Avec la distance naturelle on a évidemment 6(JR) = +00, d et d’ étant équiva-
lentes, les topologies sont identiques et pourtant IR est borné avec d’, non borné
avec d.

Autrement dit, la propriété d’étre borné pour un ensemble n’est pas une propriété
liée a la topologie ; elle provient de la structure métrique en ce qu’elle a de plus parti-
culier que la topologie qu’on peut lui associer.

1.V.1.

1° L’axiome (1) est satisfait.

Soit E = [}4, 4 partie finie de IN.

Si FoE, F::[:A, donc EFCA, alors GFest une partie finie, donc Fe &.
Soit E = [:A et F= GB; on a alors ENnF = [:AnEB = G(AUB).
Or, AUB est une partie finie, donc ENFe ¥.
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20 Si Ao V,, A est également un voisinage de a puisqu’il contient une boule ouverte
de centre a, donc 4 € V,.
Soit ¥V, et ¥V, € U,, on a alors
3B,(a) et 3B, (),
tels_ que
V.2 By(a) et V..o By(a),

alors
VNV, Bp(@)NBp(a) = Bou(a) ou p" = inf(p, p").

On en conclut V,NV,€V,.

1.V.2.

1° Soit xe AnB, xe A= 3B,(x) boule ouverte, telle que B.(x)< A, puisque A ouvert.
Sachant que _
B (x)NB, différent de ’ensemble vide (car x € B)
il s’ensuit que
B (x)N(ANB) = [B(x)NnA]NB = B.(x)NB,

est aussi différent de I’ensemble vide.
On a alors B,(x)N(ANB) # (J, en effet
si e2r ¢
B,(0)2B,(x) = B,(x)N(ANB) # J;

si pLr
B,(x)=B,(),

donc B,(x)NA = B,(x) et B,(x)NB # (J, puisque xeB.
On a donc bien AnB< ANB.
On sait d’autre part que AnB< AnB, donc AnBc AnB< AnB.

Ceci montre que si B est quelconque et A fermé, I’inclusion précédente ne peut
avoir lieu, on a, au contraire,

ANBc AnB,  puisque ici 4 = 4.
Illustrons les résultats dans les exemples suivants.
2° A= D,udD,, B= D,, AnB= 0D,, AnB= , AnB = 0D,, AnB = (/i et
AnB= /.

Ici AnNB< AN B, on n’a donc pas I'inclusion contraire, ce qui est prévisible, puisque A
n’est pas ouvert.

Par contre, B est ouvert, on est donc sir de I’inclusion AnB<ANB, on le vérifie
trivialement.
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Dans IR, muni de la distance naturelle, on peut prendre
A =]la,b], B=1b,c], avec a<b<ec,

on en déduit alors 4 =[a,b], B=1[b,cl, AnB= @, AnB= J et AnB = {b}.
On n’a donc pas AnB<=ANB.

3o Toujours sur la droite réelle on considére les points tels que a<a’ <b'<b<c<d
et les ensembles ouverts suivants :

A = la, b'[Ulb, [ et B = 1d, b[U]c, dI.

On peut alors écrire
A =[a,b'1Ulb, c], B=[d,blUlc,d],
AUB=1d",b] et AnB=1d, b,
donc
AnB=1[d,b] et AnB=I[d,b1{c}.

Les quatre exemples indiqués sont bien différents et I’on a les inclusions prévues,
puisque A4 et Bsont ouverts. Dans IR2, les schémas suivants rendent compte également
d’une telle situation.

B
SR
9000205095
sossssseteses| :
ANB ANB ANB ANB
1 L] V‘3 L]

10 1l résulte de la définition méme que A est un ouvert inclus dans 4, alors
Acuo0;, 0, ouvert inclus dans A.

Montrons que L O;c A.
Soit xeL0;, 30, tel que x€ 0y, qui est un ouvert, doncIp> 0, tel que B,(x)= 0;c 4
et, par suite, xeA.
Finalement,
A = UO,-.
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A est donc le plus grand ensemble ouvert inclus dans 4, d’o la condition nécessaire
et suffisante pour que A soit ouvert : 4 = 4

2° AcB = AcAcB,
= A est inclus dans la réunion des ouverts inclus dans B,
donc

=3

AcB.
D’aprés ce qui précéde, on déduit

/_?\ o
ANBcA et ANBcB = AnBcAd et B,
donc

)

S °
AnBc ANB.
Par ailleurs,
AcA et BcB = ANB<ANB,

mais Pintersection des deux ouverts A et B est un ouvert, donc

-] o

o /N /N °
ANBcANB, alors ANB= AnB.

Autre démonstration.

On établit aisément que
(4=C(

il suffit alors de passer aux complémentaires dans les formules concernant les fermés.
Par exemple,

[:_Au[:_B= (4ulB = [;/fUCBQ= [:(AnB) = E;n\B = E(A'né) = [:Afn\B,

donc

°

° VS
AnB = ANB.

30 @) Supposons a(A4) = /i',orAcA' = Adcd (d’apres la question 2°), donc A= a(A4)
et si A est ouvert A = A, on obtient la propriété demandée.

On a Ac A, donc_Ac A. }
Alors on a f(A)c= A et si A est fermé A = A, d’ou I’on déduit la propriété cherchée.
b) a(A) est ouvert, donc, d’aprés la question a), oz(A)ca[a(Aﬂ; mais
Acd > ow(A)c A4,
soit
w(d)cd = 4,
ou encore

aA)cA, cestadire  a(o(d)=a(A).
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Donc
VA, afa(A)] = a(A).

B(A) est fermé, donc, d’aprés la question a), S[B(A)]=ph(A4); mais

Acd = Acp4) et A=?C:E(_A\),

donc .
A<y,
Alors
Ac ﬁ/(A\), cest-a-dire  B(A)<=PIBA)].
Donc

VA, BIAA] = BA).

Exemple (dans IR) : Les cinq ensembles A, 4, A, a(A) et f(4) sont tous distincts.
a) A=1,2[uU)2, 3[U{4}.
b A=1,2[U,3
o0 A=, 3ju{4}.
d) p4) = [1, 31.
e) a(4) =1, 3.

On voit aussi que ’on a

—~ —
B =11, 3[, BIB(AD] = [1, 3], a(A) = [, 3] et afo(4)] = 11, 3[.

1.V4.

10 xeA<Ve>0, la boule B,(x) est telle que B (x)NA # &; donc
Ve>0, 3ze 4 tel que d(x, 2)<e,

on en conclut que
infd(x,y) = 0, soit d(x, A) = 0.
yed

Réciproquement, soit d(x, A) = 0.
Ve>0, dye 4 tel que  d(x, y)<s¢;
donc la boule B,(x) est telle que B(x)nA4 # (J, on en conclut que xe A.
20 Puisque A< A4, on a d(x, A) < d(x, A) (propriété de la borne inférieure).

Soit _
ze A, V>0, dye A tel que d@y, 2)<e,
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donc
d(x,y) < d(x, 2)+e,
a fortiori,
d(x, A) < d(x, 2)+¢, puis d(x, A) < d(x, A)+e, Ve>0.

01:1 déduit alors ;
d(x, A) = d(x, A).

1.V.S.

10 Par définition
d(A, B) = inf d(x, y).
xed
yeB

VxeAd et VYyeB : d(4, B) < d(x,y),

donc
d(4, B) < inf (x, y) = d(x, B)
yeB

et, par suite,
d(A, B)<inf d(x, B).

xeA

Par ailleurs

infd(x,y)=d(x, B)<d(x,y) et infd(x, B)<d(x,B)<d(x,)y),
yeAd xeB

donc
inf d(x, B)y<d(A, B).
xeAd

Ceci établit que
d(A, B) = inf d(x, B).

xeA
20 On rappelle que d(x, A) = d(x, A) (exercice 1.V.4.), alors
d(A, B) = inf d(x, B) = inf d(x, B) = d(A, B) [= d(4, B)], VA et B.

xeA xeA
En particulier,
d(C, B) = d(C,B) = d(d, B) = d(4, B), en posant C = 4,

et, par suite, o
d(A, B) = d(A, B).

55
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1.V.6.

1o Si A ={a} et B={b}, on a immédiatement

M{a}, {8}) = u({a}, {b}) = d(a, b),
D({a},{b}) = d(a, b);

considérée sur les points de E, D se réduit a la distance 4.
On remarque que I’on a u(4, B) = A(B, 4), donc

D(A, B) = sup [A(4, B), A(B, 4)] = D(B, A).

donc

20 Soit D(A4, B) = 0, alors A(4, B) = O et u(4, B)=0et1’on a
MA,B) =0 < Va,d(a, B)= 0 < Yac A, ona acB
(cf. exercice 1.V.4.); donc AcB = B.

De méme _
HWA, B)=0 < Bc A=A

Finalement,
D(A4,B)=0< A= B.

Soit ze C, alors
d(a, C) < d(a, 2),

donc
d(a, C) < d(a, b)+d(b, z), ceci Vbe B;

a fortiori,
d(a, C) < d(a, b)+D(B, C),

donc

d(a, C) <binf d(a, b)+ D(B, C),
B

soit
d(a, C) < d(a, B)+ D(B, C).

30 Soit D(A4, B) > 0, alors
D(A, B) = 0 <= A = B, d’aprés la question 2°,
et
D(A, B) = D(B, A), d’aprés la question 1°,
11 reste donc a vérifier I’inégalité triangulaire
D(4, C) < D(A, B)+ D(B, C).
L’inégalité obtenue a la question 2°, d(a, C) < d(a, B)+ D(B, C), entraine I'inégalité

suivante :
MA, C) < A4, B)+D(B, C) < D(4, B)+D(B, C);
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mais par raison de symétrie, on a aussi
AC, 4) = w(4, C) < D(4, B)+D(B, C),
donc
D(4, C) = sup [A(4, C), w4, C)] < D(4, B)+ D(B, C).

Drest donc bien une distance sur F. On I’appelle distance de Hausdorff.

1.V.7.

Supposons que IR ne soit pas connexe et que I’on ait R = 0,U0,, O, et O, étant
des ouverts disjoints.

Alors 0, = [‘,01, mais [:O1 ne peut &tre ouvert, si O, n’est pas vide.

En effet, "ouvert général de la droite réelle est une réunion au plus dénombrable
d’intervalles ouverts (avec éventuellement une ou deux demi-droites). Soit ], b[ un tel
intervalle de la famille définissant O, (éventuellement Ja, +oo[ ou ]—o00, a].

Commea¢01,onaae[:01; mais alors il ne peut exister un intervalle de centre a

inclus dans [:O1 puisque x >a=> xe 0,;. L’ensemble [:01 n’est donc pas ouvert,
d’ou I'impossibilité de la décomposition envisagée.
Autrement dit : les seuls ensembles a la fois ouverts et fermés dans IR sont (J et IR.

1.V.8.

Supposons 4 non connexe. Alors, il existe deux ouverts O, et O, tels que
) Ac0,00,, An0, # &, An0, # &, An0,n0, = &,

ce qui entraine
) Ac0,V0;, ANO; # &, ANO0, # &, AnN0O1NO0, = .

La premiére et la derniére affirmation sont évidentes.
1l reste a établir par exemple que AN0; # .

Supposons que Uon ait ANO; = J, alors ACEO1 et A'CEO1 = GOI, puisque
E01 fermé, mais Ac E01=>A'nol = (¥, ce qui est contradictoire.

Les propriétés de (2) montrent alors que 4 n’est pas connexe, ce qui est en contra-
diction avec I’hypothése. Donc A est connexe.

Remarque. — La démonstration précédente donne le résultat plus fort suivant :
Si A est connexe, tout ensemble B tel que A< B< A est également connexe.
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1.V.9.

1° Supposons que I'on ait C = AUB non connexe alors il existe deux ouverts O,
et O, tels que

Cc0,V0,, CNO, # F, CNO, # F et CNONO0, = .

a) On a, d’une part,
CC01U02 = AC01U02 et BC01U02
et
CNO1N0, = F = AN0;N0, = F et BNO,NO0, = .

b) D’autre part, on a
CNnO, # F = An0; # J ou BnO, # &
et
CNO, # J = ANO, # & ou BNO, # .

Supposons donc que lon ait AnO,# (¥, quitte & changer les notations, on ne peut
avoir ANO, # (J, sinon A ne serait pas connexe d’aprés la question a), donc

ANO; # J = ANnO,= J, puis AcO,

Finalement, on en déduit que
Ac O, et BcO,.
Mais alors
ANBc ANO:N0, = &,
ce qui est contradictoire.

20 Puisque A4, et A, sont connexes et A;NA4, # &, on a A;UA, connexe, d’aprés
le résultat précédent.

Raisonnons par récurrence. On suppose 4;U...UA4; connexe, on a alors
ANAsy #F F = (A0 VAINA # O,

donc A;U...UAUA,,, est connexe, ce qui démontre la propriété.
30 Supposons A\NA, # F, k=2,...,n
A; et A, étant connexes, alors B, = A;UA,est connexe et B,NB,, , # J, puisque

I'on a B,>A,, Yk; donc B,uU...UB, est connexe, on peut donc écrire que
AVA,U...UA, est connexe.

e
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Compacts - Suites de Cauchy - Complets

I. — COMPACTS D’UN (E, d).

1° Points d’accumulation de A (4 < E). Ensemble dérivé 4’. — Tout point x
de E tel que « B,(x) contient un élément de 4 autre que x, Vp >0» est dit
point d’accumulation de A.

L’ensemble des points d’accumulation de 4 est appelé dérivé de 4. On le
note A’

On a 4 = Aud'.

Exemples du paragraphe III, chapitre 1 :
a) A = A.
b) A’ ={0}.

2° Définition et propriétés élémentaires d’un compact. — Soit 4 un sous-
ensemble de E. Le sous-ensemble A est dit compact si toute partie infinie
de A admet au moins un point d’accumulation dans A. Tout sous-ensemble
fini est compact, par définition.

Thoréme 2.I.1.
i) Tout compact est fermé et borné.
ii)) Tout fermé F inclus dans un compact 4 est lui-méme compact.

3° Théoréme de Borel-Lebesgue. — Pour que A4 soit compact il faut, et il
suffit, que de toute famille d’ouverts, constituant un recouvrement de 4, on
puisse extraire une famille finie ayant la méme propriété.

On peut donc écrire : A compact et A< U0, (0;ouverts)=A< UO0;, ou P

iel ieP
est une partie finie de I, convenablement choisie.

4° Théoréme de Bolzano-Weierstrass. — Toute partie infinie bornée de RP
ou €T admet au moins un point d’accumulation.
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Corollaire. — Dans RR? ou CF on a I’équivalence suivante :
A compact <> A borné fermé.

II. — SUITES DE CAUCHY DANS UN (E, d).

1° Convergence d’une suite {x,}, » € IN. — On dit qu’une suite{x,} converge
vers x pour exprimer que l’on a

Ve>0, IN(e) tel que, n > N(g) = d(x,,x) <.

Conséquence : €
Vn et m>N 5) on a d(x,,x,)<e.

2° Suites de Cauchy. — Toute suite {x,} qui vérifie, pour chaque & positif,
la relation suivante :
d(x,, x,) <&, Yn et Ym>N(e),

est dite suite de Cauchy.

Exemple :
Une suite convergente est une suite de Cauchy.

III. — SOUS-ENSEMBLE COMPLET D’UN (E, d).

1° On dit qu’une partie 4 d’un espace métrique est compléte si toute suite
de Cauchy définie sur A est convergente dans A.

Exemples :
a) R et C sont complets.
b) AcE, A compact = A complet. En particulier (cf. Ex. 2.IILS5.).
(E, d) compact = (E,d) complet
¢) @ sous-ensemble de IR n’est pas complet, puisque x, = Y, — est une
suite de Cauchy sur @ qui ne converge pas dans Q. p=op!

2° Théoréme 2.JIL.1. — Soit 4 un sous-ensemble d’un espace métrique
complet, alors on a
A fermé <> A complet.

3° Théoréme 2.IIL2. — Soit 4, =(E;, d,) et A,<=(E,,d,), avec 4, et A,
complets, alors 4, X A, muni de la distance d d’espace produit est complet.
Rappelons que I’on a

d(X, Y) = Vd3(x,, y1) +d2(x,, y2)-

Corollaire. — IR et C complets = RR" et C" complets.
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EXERCICES DU CHAPITRE 2

Soit E = QN[0, 1] muni de la distance naturelle.
1° E est-il fermé dans IR?

20 On considére un recouvrement de E par la famille 3 des intervalles
ouverts ainsi définis:

I, ={ye R, ly—x|<l}.

A tout x € E, on associe ’intervalle ouvert I)(x) (0<l<1).

Peut-on recouvrir E par un nombre fini d’intervalles de 3? Cet exemple
est-il contraire au théoréme de Borel-Lebesgue?

(On pourra utiliser un recouvrement de E par les intervalles

Ir={ye R, |ly—x|<l'}, o O<l'<letl'e.)

Démontrer que toute réunion finie d’ensembles compacts est compacte,
que toute intersection de compacts est compacte.

Propriété de Pintersection finie.
On dit qu’une famille d’ensembles posséde la propriété de Dintersection
finie si toute intersection finie d’éléments de la famille est non vide.

1° Montrer que si un espace métrique E est compact, toute famille de
fermés de E possédant la propriété de Dintersection finie admet une inter-
section non vide.

20 Etudier la réciproque et énoncer une condition nécessaire et suffisante
pour qu’un espace soit compact.

Dans un espace métrique (E, d), soit A un sous-ensemble compact et B un
sous-ensemble fermé tels que ANB = (.
Montrer que d(A, B) est positive.

Dans un espace métrique (E, d), montrer que si une suite de Cauchy a
une valeur d’adhérence a, elle converge vers a.

(On dit que a est valeur d’adhérence d’une suite {x,} lorsque toute boule
B.(a) contient une infinité d’éléments de la suite, non nécessairement
distincts.)

Dans un espace ultramétrique (E, d), montrer qu’une suite {x,} est de
Cauchy si, et seulement si, on a limd(x,, x,,,) = 0, lorsque n tend
vers Dinfini (revoir la définition d’une ultra-distance, exercice 1.1.7.).
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On considére la suite {a,} déﬁnie dans @ par

1 1
2 2’p' =ltgqtt gy

1
2n( FDr pour m>n>0,
et en déduire que {a,} est une suite de Cauchy.

2° Montrer que {a,} ne peut converger vers un element de Q.

1° Etablir que on a la relation la,,l a,|<

[En supposant que la sutte {a,,} converge vers un element de @, on établira
successivement les propriétés suivantes:

1
m, ou Kn = 2"n!, a, Ew,‘
b) Pégalité K, = 2"n!‘§, pour n>q;

a) la majoration |2"n!§—K,,|<
¢) la propriété contradictoire a, = Z—’, Vrn>q.]

Soit (E, d) un espace métrique complet et {F,} une suite décroissante de
fermés (FyoF,>...oF,...) dont le diamétre tend vers O lorsque n tend
vers Dinfini. Démontrer que [D’intersection de ces fermés est un point.

Distances uniformément équivalentes et complétion.

1° Montrer que si (E, d) est un espace métrique complet, (E,d")ou d’ est
une distance uniformément équivalente a d, est également un espace
complet. (Voir chapitre 1. II, la définition des distances uniformément
équivalentes.)

20 Soit f lapplication définie sur IR par

x = f(x) = +|x(

Montrer que d'(x,y) = |f(x)—f(»)! est une distance sur IR.
Etablir que d’ est équivalente a la distance euclidienne.

3° Dans I’espace métrique (IR,d"), trouver un exemple simple de suite
de Cauchy non convergente.

La distance d’ est-elle uniformément équivalente a la distance euclidienne ?
Que peut-on en conclure?

Soit (E, d) un espace métrique et soit A une partie de E supposée dense
dans E. Montrer que, pour que E soit complet, il faut et il suffit que toute
suite de Cauchy dans A converge dans E.

Soit (E, d) un espace métrique et soit A un sous-espace. Etablir les pro-
priétés suivantes:

1° A compact = A complet ;
2° A complet = A fermé dans E.
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Complétion d’un espace métrique.
Soit (E, d) un espace métrique et soit C I’ensemble des suites de Cauchy
de E. On note X = {x,}%_, un élément de C.
1° Soit R la relation définie sur C par

XRY< Ilim d(x,y,) =0.

n—-+ow

Montrer que R est une relation d’équivalence. X étant la classe d’équi-
valence de X, I’ensemble quotient C |R sera noté E.

2° Montrer que limd(x,,y,) existe, {x,, L et {y,,}g° étant des éléments

n-oo
de C (*). Soit 8(X, Y) cette limite. Etablir que 8(X, Y) ne dépend que

de X et de Y.
30 Démontrer que & définie sur Ex E par 8(X, Y) = 8(X, Y) est une
distance sur E.

(*) On pourra utiliser la majoration

ld(xm yn)—'d(xm, ym)l<d(xm xlu)'l'd(ym ym)-

Complétion d’un espace métrique (suite de ’exercice précédent).
On considére I'espace métrique (E, ) construit précédemment (exer-
cice 2.1116.).

1° Montrer qu’il existe dans E un ensemble E’ isométrique a E, C’est-
a-dire tel qu’il existe une application bijective de E' sur E conservant la
distance.

20 Montrer que E' est dense dans E.

3° Etablir que E est complet (on pourra utiliser le résultat de I’exercice
2.1114.). Si l’on identifie E et E', E est donc plongé dans I’espace métrique
(E, 8), o 8(x,y) = d(x, y), Vx et yeE.

4° Montrer que s’il existe un espace métrique complet (F, d) tel que
E = F, alors (F, d) est isométrique a (E, 5).
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2.L1.

_ l° On sait que @ est dense dans IR, donc QN][0, 1] est dense dans [0, 1]. Par suite,
= [0, 1] et E n’est pas fermé.

2° E peut étre recouvert par la famille finie suivante {Il (x,,)}"° (qui n’est pas
extraite de J mais qui va servir a cette opération), ou !’ est choisi da.ns Q tel que

O<l'<l et x,=nl

et ol n prend les valeurs n = 0,1, 2, ..., no, ny étant défini par
nol’< 1< (n0+l)l'.

Puisque /'€Q, les points x, appartlennent a E. 1l est alors clair que la famille I,(x,)
extraite de J est une famille finie recouvrant E.

Cet exemple ne contredit en rien le théoréme de Borel-Lebesgue ; quand un ensemble
n’est pas compact sur IR, il n’est pas exclu que, d’un recouvrement d’ouverts, on puisse
extraire un recouvrement fini. Quand 1’ensemble est compact, le théoréme affirme
une propriété plus forte : de tout recouvrement d’ouverts on peut extraire un recou-
vrement fini.

2.1.2.

11 s’agit toujours d’ensembles dans un espace métrique, mais, en fait, la propriété
subsiste pour un espace topologique quelconque. Dans IR" et €" munis de la distance
naturelle, elle est immédiate puisque A compact <> A fermé et borné.

Dans le cas général, la propriété se démontre par application du théoréme de
Borel-Lebesgue.

n
a) Soit A = U A;; considérons un recouvrement ouvert quelconque de 4. Ce
i=1
recouvrement est a fortiori un recouvrement des 4; (i = 1,2, ..., n). En tant que
recouvrement de A; on peut extraire un recouvrement fini, puisque A4; est compact
et ceci pour i=1,2,...,n
La réunion finie de ces recouvrements finis est un recouvrement fini de A4, donc A4
est compact.

b) Soit A = nAl, A; compacts = A4; fermés; donc nA est fermé. Mais A est alors

un fermé mclus dans le compact 4, il est donc compact (théoréme 2.1.1.).
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2.1.3.

1° Soit E compact et F = {F;, iel } une famille convenable de fermés de E. Mon-
trons que 'on an F; # ¢, en supposant le contraire. Si n F; = ¢, la famille O; = EF
iel

est une famille d’ouverts recouvrant E, puisque
U0, = U [}F, = E(mF,-)=E¢=E.
4 iel

E étant compact, on peut extraire de ce recouvrement un recouvrement fini

ie

n
E= v 0,’,‘.
k=1

n
Alors ¢ = N Fj,, ce qui est en contradiction avec I’hypothése de I’intersection
k=1
finie, donc NF; # ¢.
iel

2° Réciproquement, montrons que si toute famille F; de fermés de E, possédant

la propriété de I’intersection finie, est telle que NF; # ¢, alors E est compact.
iel

Supposons E non compact. Il existe alors un recouvrement d’ouverts UO; duquel

on ne peut pas extraire un recouvrement fini. Soit F; = [:Oj; F; est un fermé et
Pon a

nF; = (o) = ¢.
La famille {F;} posséde la propriété d’intersection finie. En effet, s’il existait une
intersection finie vide n FJ,‘, les ouverts O, fourniraient un recouvrement fini de E,

ce qui est contraire a l’hypothese sur le recouvrement {O;}.

En résumé, si E était non compact, il existerait donc une famille {F;} de fermés
possédant la propriété de I’intersection finie et telle que NF; = ¢, ce qui est en contra-
diction avec I’hypothése faite, donc E est compact. D’ou l’enonce suivant du résultat :
E compact <> toute famille {F;}ic; de fermés de E possédant la propriété de I’inter-
section finie est telle que nIE #¢

1€

2.14.

On rappelle que d(A4, B) = inf d(x, y). Supposons d(A4, B) = 0. Alors on a
et
1
VnelN,3x,et y,, x,€ Aet y, € B, tels que d(x,, y,) < <5y
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Deux cas sont a étudier
1° {x,} est une suite admettant un nombre fini de valeurs distinctes;
20 {x,} est une suite admettant une infinité de valeurs distinctes.

Premier cas. — Soit alors x, un élément stationnaire de la suite {x,}. Dans ce
premier cas, {y,,} ne peut étre également une suite finie [sinon on aurait d(4, B)>0,
ce qui est contraire & I’hypothése]. Il existe donc une suite extraite {y,,} telle que

1
Vp eﬂV, aylp, d(XOa ynp) < ;

Mais ceci entraine que xoeB = B, ce qui est impossible, puisque ANB = J.

Deuxiéme cas. — Puisque A4 est compact et que {x,} admet une infinité¢ de valeurs
distinctes dans A, il existe au moins un point d’accumulation, soit x, de I’ensemble
des {x,} et xed.

Il existe alors une suite extraite {x,,} telle que

1_2

1 1
VPGW, d(x’ ynp)<— > donc d(xa xnp)< —t—=—.
n, n, n, n,
Toute boule de centre x rencontre donc B.
Alors xeB = B, ce qui est impossible, puisque ANB = (.
Il est donc bien établi que d(A4, B)>0.

On voit dans le second cas I’importance de I’hypothése: A est compact. Elle est
encore mieux mise en évidence dans le contre-exemple suivant ol I’on a la situation

A et B fermés, ANB = J, avec d(A, B) = 0;

A est le sous-ensemble de JR? (muni de la distance naturelle) défini par {(x, »,y =0};

1
12 (voir figure ci-dessous);
A et B sont bien fermés, sans étre compacts.

On voit facilement que

B est défini par {(x, »;y=

v d(A, B) = 0, puisque I’on a
B d(Mm Mn) = ’1_|__,,2’
A ou
: 1
n X ’
0o A M,(n, 0) et M,,(n, [ +n2).

2.11.1.

Soit {x,}? la suite donnée et A, = {x,, p>n}. Dire que a est valeur d’adhérence
de la suite {x,} est équivalent &

(¢)) Ve>0, VnelN; A,nBJ(a) # ¢,

ol B,(a) est une boule de centre a et de rayon e&.
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Supposons maintenant que {x,,} soit une suite de Cauchy. Alors

(0)) Ve>0, In,elV tel que n,m>ny = d(x,, x,)<s,
donc
3) Ve>0, In,elN tel que n>ny, = d(a, x,)<2e.

[En effet, n, existe d’aprés (2), et d’aprés (1) il existe p >n, tel que d(a, x,)<e.
Or, on a
d(a, x,)<d(a, x,)+d(x,, X,),
donc
d(a, x,)<2¢, pour tout n>n,.]

De (3), on déduit que la suite converge vers a.
Autrement dit, le comportement d’une suite de Cauchy est trés simple : ou bien
elle n’a pas de valeur d’adhérence, ou bien elle converge.

2.11.2.

La condition est nécessaire, puisque par définition méme d’une suite de Cauchy :
Ve>0, 3n, tel que d(x,, x,4+1)<¢, pour tout n>n,.

En général, elle n’est pas suffisante. Ceci va cependant étre vrai dans le cas d’une
ultra-distance.
Supposons lim d(x,, x,;,) = 0;
n—>o

Ve>0, 3N, tel que n2N, = d(x,, x,.1)<E.

Or, on a
d(xm xn+p)<sup [d(xm Xn+ 1)’ ceey d(xn+p—1: xn+p)]’
donc
d(xm xn+p)<8-
Ainsi

Ve>0, 3N, tel que  n,m>=N, = d(x,, x)<s&,

ce qui établit la réciproque.

2.111.1.

10 — ——_l +...+ 1 < 1 1 1 ..1_ L
= = S iGag 1)1 T T IR R S G | T2 2 Tt
en posant m = n+k, donc

1
(¢))] lam—anl<m!-
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On en déduit que
Ve>0,3N, tel que Vn et m>N, = |a,—a,|<e.
—Log e]

Log2
Autrement dit, la suite {a,} est une suite de Cauchy.

Il suffit de prendre, par exemple, N, = 1+[

2° Supposons que {a,,} ait une limite appartenant a @, soit ?I' Alors, la suite

{am—a,}2_ (n étant ici fixé) a pour limite}—’—-a,,. L’inégalité (1) fournit alors, par
passage a la limite sur m 9

[03) ) P

S 2Mp+ DY

:
. kn . . - .
Mais a, est de la forme a, = 70 OU k, est un entier positif, (2) entraine donc

1

)4
nL_ i~ .
3) |2 n.q k"'<n i

1
Si I’on prend n>q on voit que 2"nq;p—-k,, est un entier. On déduit alors de (3) que

. . . . 1
cet entier est nécessairement nul, puisque | <1. Donc, on a

Par suite, a, = I—;, Vn>q. La suite serait donc stationnaire a partir d’'un certain entier,

mais ceci est en contradiction avec le fait que {a,} est strictement croissante. On a
donc ici un exemple de suite de Cauchy dans @, non convergente dans @, ce qui
montre que @ n’est pas complet.

En anticipant sur ’étude des séries on peut remarquer que lima, = ]/e, nombre
qui est irrationnel. n—>co

2.111.2.

Soit x, € F,. La suite {x,}2-, est une suite de Cauchy, puisque lim §(F,) = 0 :
netm>N = x, et x,€ Fy = d(x,, x,) < 6(Fy) < &.

Puisque E est complet, cette suite converge vers un point x € E.
Montrons que
0
xeNF,.
1

Pour tout n, F, est un fermé inclus dans E; or, x,€F,, Vp > n, [puisque la suite
des F, est décroissante] donc x € F, et ceci quel que soit n.
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Alors

o]
xeNF,.
1

Montrons que l’intersection des F, se réduit au seul point x.

0
Supposons qu’il existe x’ € N F,,, x' # x, alors
1
d(x', x)>0 = 6(F,) > d(x, x')>0,

ce qui est contraire a I’hypothése : 6(F,) tend vers 0 lorsque n — + 0.
En étudiant ’exemple suivant on verra pourquoi I’hypothése 6(F,)—0 est essen-
tielle.
Dans IR?(x, y) naturel, on prend F, = {(x, ), x > n}, Vne IN.
Alors, on a
F,oF,>...oF,>...

et cependant l’intersection est vide.

2.111.3.

10 11 suffit d’établir que toute suite de Cauchy {x,} dans (E, d’) est une suite de
Cauchy dans (E, d). Or, ceci va résulter de la définition méme de I’uniforme équi-
valence (cf. chapitre I, § 0) :

Ve>0, In(e) tel que d' (X %) K11 => d(xp, X)) < €

Puisque {x,,} est une suite de Cauchy dans (E, d’), on a aussi
Ve'>0,3N,, telque n,m> Ny = d'(x,, x,) <

En choisissant ¢ = #(g), on a donc
m>2 Ny = dxp, x) < &

2° g) Remarquons que la fonction X1 T% +l lest monotone et croissante de — oo
a 400 et définit une bijection de ]—oo, +oof sur 1—1, +1[.
Alors,

dix,y) =0< x=y.
Evidemment
d(x,y) = | f)—fO)| = d(, x)
et ’inégalité triangulaire résulte de
=D K I fG—f@)+1f@—fD)I.

b) La distance d’ est équivalente a la distance euclidienne, soit d sur IR. Il s’agit
de démontrer que toute boule ouverte By (xo) de (IR, d) contient une boule ouverte
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By (xo) de (IR, d') et réciproquement, les boules Bg,:(xo) et B, (xo) étant respec-
tivement définies par

Bue(xo) = {x; |x—xol<€} et  Bue(xo) = {x; |f(x)—f(x0)| <&}.

Puisque f est croissante, on a

By,(x0)<= Ba(xo),
ou
&' <inf{ f(xo)— f(xo— &), f(xo+ &) —f(x0)},
et
By,(xo)<Ba,(xo),
ou

e<inf {xo—f " (xo)— &L f 1L (Xo)+ &1 xo }-

La propriété est donc bien établie.
Les schémas ci-dessous illustrent concrétement ces deux inclusions :

¥
/,.'79))"5 ﬁxo* &k
ac,) y /e X/

foc,€ oy )

Ce sont d’ailleurs les schémas qu’on utilise lors de I’étude des propriétés de la
fonction réciproque d’une fonction donnée.

30 Prenons x, = n€lN, il vient

n m m—n
d(xp, Xp) = T ivml = AFrmatn) pour m > n,
donc
m 1
d(xm xm) < (1 +m)(l +n)< m’

et cec; montre que {n}°° est une suite de Cauchy dans (IR, d") non convergente dans
(R, d").

Autrement dit, (IR, d’) n’est pas complet.

On en déduit que d’ n’est pas uniformément équivalente a d, sinon, d’aprés le 1°,
puisque (IR, d) étant complet (IR, d’) le serait.

Remarquons maintenant que d et d' étant équivalentes, les topologies associées sont
identiques. On peut donc conclure que le fait d’étre complet pour un espace métrique
est lié & la distance et non a la topologie qu’elle définit.

Une remarque analogue a déja été faite au sujet des ensembles bornés (cf. exer-
cice 1.IV.2)).

On voit aussi ici ’intérét de 1’équivalence uniforme qui entraine la conservation
des ensembles complets.
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2.111.4.

Lorsque E est complet, toutes les suites de Cauchy dans E convergent et, donc,
en particulier, les suites de Cauchy définies sur A.
Le probléme est d’étudier la réciproque.

Supposons que toute suite de Cauchy dans 4 converge dans E et montrons alors
que toute suite de Cauchy dans E converge. _
Soit {x,,} une suite de Cauchy dans E. Puisque ’on a 4 = E, on peut affirmer que

1
Vn,dy,e A tel que d(x,,y)< »

La suite {y,} ainsi mise en évidence est une suite de Cauchy dans 4. [En effet,
AWy Ym) < A(Xny Y)+A(Xns X)+d(Xns V)5

Or Ve>0,3N, ,, tel que Vn,meIN; n,m>N, , = d(x,, x,,,)<§,
€
Ve>0,3N, ., telque Vn, meIN; net m>N, , = d(x,, y,,)<§ et d(xp, y,,,)<Z.

Donc
Ve>0,3IN, tel que Vn,melN; net m> N, = d(¥,, ym)<&.]

Par hypothése, la suite {y,} est donc convergente vers un élément a € E, alors {x,}
converge également vers g, puisque

1
d(a; xn) < d(a’ yn)+ d(xm yn) < d(a’ yu)+ )'-I.

On en déduit la condition nécessaire et suffisante.

2.11L.5.

10 Il s’agit d’établir la propriété
A compact = A4 complet.

Considérons donc une suite de Cauchy {x,} dans 4 et montrons qu’elle converge
dans 4.

Premier cas. — La suite {x,} a un nombre fini d’éléments distincts

@
kl)xu = {yla Y25 oo yk}'

La suite de Cauchy {x,} est alors nécessairement stationnaire.
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En effet, il existe au moins un y;, qui coincide avec une infinité de termes x,, :
Vp,3n,>p  tel que Xnpy = YVigr

Il ne peut y avoir deux y;, et y;, distincts, sinon
Vp, dn,>p tel que Xnao = Vig-
Donc
Vp, 3n,, et n,>p tels que d(xpn,,» Xng) = d(iy, ¥5) # O.

Or, {x,} est une suite de Cauchy, c’est-a-dire que
Ve>0,IN, tel que met n> N, = d(x,, xm) < &

En prenant
2e=d, yi), P = N, n=n, et m=ny,

on obtient le résultat contradictoire suivant :

1
Ay, J’jo) <e= id(YIO, Yio)-

En résumé, la suite {x,,} est stationnaire : x, = y;, Yn > no, donc converge vers
I’élément y; € A.

Deuxiéme cas. — La suite {x,} a une infinité d’éléments distincts.

Puisque A4 est compact, I’ensemble des x, admet donc, au moins, un point d’accu-
mulation ae A4.

Le nombre a est la valeur d’adhérence de la suite {x,,}. En effet, Vpe IN*, Bi(a)

contient un élément x,, de la suite, donc B,(a) contient une infinité d’éléments de la
. . L. 1
suite (l’ensemble des x,, pour tous les entiers p vérifiant p > 1+ || ).

En résumé, la suite de Cauchy {x,} admet une valeur d’adhérence acA. Elle converge
donc vers a. (Voir la solution de ’exercice 2.1I1.1.)

20 11 s’agit maintenant d’établir la propriété : 4 complet = A4 fermé dans (E, d).

Soit x un élément de A. Il existe donc une suite {x,,} d’éléments de 4 qui converge
vers x. La suite {x,} est donc une suite de Cauchy. De plus, elle est définie dans A4
complet, il existe donc un élément y€ A vers lequel {x,,} converge. On a x = y, puisque

d(x, ) < d(xp, x)+d(x,, ¥) < 2¢, pour n > N,

donc x€ A.

2.111.6.

10 On vérifie les trois axiomes de 1’équivalence.

X R X est évidente;
XR Y = YR X, puisque d(x,,y,) = dW,, x»);
XRYet YRZ = XR Z, puisque d(x,, z,) < d(xp, Y+ AW, zp)-
La relation R est donc une relation d’équivalence sur C, d’ol1 I’on déduit I’existence
de I’ensemble-quotient E.
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20 Remarque: Dans un espace métrique, on a toujours I’inégalité
) |d(a, b)—d(d’, b)| < d(a, a")+d(b, b).

En effet, on a
d(a, b) < d(a, a)+d(d', b")+d(b', b),
donc aussi
d(a, b)—d(a’, b') < d(a, a’)+d(b, b').

En échangeant les roles des couples (a, b) et (a’, b"), on peut donc conclure que (1)
a lieu.

Appliquons maintenant (1) aux couples (x,, ¥, et (X, yn), il vient
(2) Id(xm yn)—d(xm: ym)l < d(xm xm)+d(yn’ ym)'

Or, {x,} et {y,} € C entrainent que I'on a

Ve>0,3IN, tel que Vm et neIN; met n>N, = |d(xn, Y)—d(Xm, Ym)| <26.
Autrement dit, {d(x,, y,)}2; est une suite de Cauchy dans IR.
L’ensemble IR étant complet, lim d(x,, y,) existe. On note cette limite 6(X, Y).

n—>o
Soit X et X’ (resp. Y et Y’) deux représentants distincts de X (resp. f’), montrons
que 6(X, Y) = 6(X', Y.
L’inégalité (1) appliquée aux couples (x,, ¥, et (x,, y,) entraine

3) [d(xp, yo)—d(xp, ¥7)| < d(xp, x3)+d 3, ¥7)5

mais X et X'eX et Y, Y'eY; on déduit donc de (3) la relation
lim |d(x,, y)—d(x,, ;)| = 0,

n—><4 o

X, Y)=6(X", Y.

donc

30 Il résulte de ce qui précéde que ’on peut poser
8(X, ¥) = 6(X, ),

ou X et Y sont des éléments quelconques respectivement de X et de Y. Montrons
que & est une distance sur E.

86X, ¥)=0< X= %, puisque (X, Y) =0 < XR Y:

8(X, ¥) = 8(Y, X), égalité évidente;

(X, V)< (X, 2)+6(Z, 1), puisque d(x,, y,) < d(x,, z,)+d(z,, y,) entraine, par
passage a la limite sur n,

o(X, )< 6(X, 2)+6(Z, Y).

2.J01.7.

1° Soit E’ I’ensemble des classes correspondant aux suites de Cauchy de E qui
sont convergentes dans E.

On établit alors la bijection E'€>E, 4<>a, de la maniére suivante.
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A tout a € E on fait correspondre la classe A des suites de Cauchy qui convergent
vers a. Cette classe peut étre définie par la suite stationnaire 4 = {a}.

Réciproquement, a tout élément 4 de E’ on fait correspondre I’élément a de E

qui est la limite d’une suite de Cauchy de la classe A, ce qui est possible, d’aprés la
définition méme de E’.

Cette bijection est une isométrie, puisque ’on a

8(A, B) = 8(4, B) = lim d(a, b) = d(a, b),

en prenant les suites stationnaires {a} et {b} pour définir A et B.

20 Soit XeE, il s’agit d’établir qu’il existe une suite d’éléments de E’, soit {X,}2,
telle que .
lim 8(X, X,) = 0,

p—>©
ou X est défini par la suite de Cauchy X = {x,,}‘f. Choisissons pour fp la classe
définie par la suite stationnaire suivante :

X, ={x,n}%1, OU Xx,,=x, VnelN.

Nous I'écrirons pour simplifier ici {x,}.
Démontrons alors que hm 5(X XI,) =0.

Comme {x,} est une sulte e Cauchy on a
Ve>0,3IN, tel que, Vn et pelN, n et p>N,= d(x,, x,) < &,
donc
Ye>0, 3N, tel que VpelN, p>N, = 6(X, X,) = nli)rrolod(x,,, Xpp) < €

on en déduit la propriété cherchée en passant aux classes d’équivalence.

30 Puisque E’ est dense dans E il suffit d’établir que Igs suites de Cauchy dans E’
convergent dans E (voir exercice 2.II1.4.). Soit donc {Xp},, ; une suite de Cauchy

dans E’. Par définition méme de E’, on peut prendre, pour caractériser Xp, la suite
stationnaire X, = {x, ,}2 1, Xpn = Xp.
Alors

8(X,y X) = 8(X,, X)) = lim d(x,,n, X,,)
n—-o

entraine
8(X, = d(x,, x,).
Autrement dit,

{X,}e, suite de Cauchy <> {x,}2 suite de Cauchy.

Soit X I’élément de C défini par {x,}& ,, il lui correspond Xe E. Par un raisonnement
identique a celui qui a été exposé a la question 2°, on établit que la suite {Xp}p 1

converge vers X et ceci termine la démonstration.
On observera qu’a la question 2° on a défini X, a partir de X alors qu’ici on a fait
Pinverse. L’élément X est défini a partir de X),, mais les situations sont identiques.
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40 Unicité a une isométrie prés de la complétion.

Soit x un élément de F, puisque E est dense dans F il existe une suite de Cauchy
X = {x,}®@; convergeant vers x.

Soit X la classe de X, X € E.

A tout x correspond évidemment une classe et une seule X de E, puisque toutes
les suites de Cauchy convergeant vers x sont équivalentes.

Réciproquement, & tout Y élément de E correspond une suite de Cauchy
Y—{yn}n=19 yueE‘

La suite {y,}; est donc une suite de Cauchy dans F puisque EC F. De plus,
cette suite converge vers un élément y de F, puisque F est complet. A tout Y on fait
donc correspondre un, et un seul, élément y de F, puisque les suites de Cauchy équi.
valentes ont méme limite. Montrons que la bijection ainsi établie est une isométrie,

Soit x et ye F, X et Ye E, avec X= {x,}221, Y= {y,}32 1, suites de Cauchy conver-
geant vers x et vers y.

Alors,

d(x, ») < d(x, x)+d(xp, y)+dB, yn),

puisque la distance sur F induit la distance d sur E.
Donc, en passant a la limite en n, on a

d(x, y) < lim d(x,,, y,) = 8(X, Y) = §(X, V),

puisque
lim d(x, x,) = limd(, y,) = 0.
n—>oo n—>o
De méme,
d(xy, o) < d(xp, x)+d(x, Y)+d B, y,)
entraine la relation
(X, Y)<d(x, y).

Donc, 8(X, ¥) = d(x, y) et ceci termine la démonstration.

Commentaire :

Cette étude de complétion d’un espace métrique s’applique évidemment au cas
particulier de @, corps totalement ordonné archimédien, muni de la distance natu-
relle, le complété étant alors IR. La théorie de cette complétion exposée en M.P.1, ou
en classe de Mathématiques supérieures, suit exactement la théorie générale ci-dessus
et I’étudiant pourra s’y reporter avec intérét.

Si I’on considére @, muni de la distance p-adique (voir exercice 1.1.8.), le complété
obtenu est appelé le corps des nombres p-adiques et est noté @,,.
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3. APPLICATIONS CONTINUES

I. — GENERALITES.

Dans ce paragraphe, on considére deux espaces métriques (E, d), (F, 6) et
une application f : E — F.

1° Continuité en un point. — On dit que f est continue en x,(eE) lorsque
Ve>0,30,,,>0 tel que f[B,(xo)]<=B.[f(x0)]-

De fagon équivalente :
Ve>0,3a,,,>0 tel que d(xq,x)<a = S[f(x),f(x0)]<e.

Représentation concréte.

20,) B [#1eca]

7 [By (/]
Fla,)

—4%//

Remarque. — Dans le cas des espaces topologiques qui sont des métriques
(c’est le cas qui nous intéresse ici), on a

f continue en a < f(x,) = f(a),

pour toute suite {x,}, x, = a, (x, € E).

2° Continuité sur un sous-ensemble 4 de E. — L’application f est dite
continue sur A si elle est continue en tout point de 4, ceci entraine la continuité
de Iapplication f, : A~ F (f, étant la restriction de f'a 4 considéré comme
espace relatif de E).

Remarquons qu’étant donné une application continue g : 4 +— F, il n’existe
pas nécessairement de fonction continue G : E+s F telle que G, = g. (Sauf
si A est fermé.)
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3° Théoréme 3.L.1. — Pour que f soit continue sur F il faut, et il suffit, que
I'image réciproque f~1(0) de tout ouvert O de F, soit un ouvert de E. (On
rappelle que f~*(0) est 'ensemble {x € E, f(x) € 0}.)

Enoncé analogue pour les fermés.

4° Continuité dans des espaces produits. — Considérons les espaces métri-
ques (E;, dy),i=1,2, et (F;,9;), j=1,2,3, et 'application

f i E;yxE, — FyxF,xFj,

caractérisée par f(x,, x,) = (&1, &2, &), ou x; € E; et ;€ F;.
Soit I’application f; : E; x E, — F;, définie par fj(x,, x,) = &;; on a alors

S(x1,%5) = [f1(x1,X2), fo(X1,%2), f3(%1,%5)]

et la propriété suivante :

f continue en (x;, x,) < f, f> €t f3 continues en (x;, X,).

II. — CONTINUITE UNIFORME.

1° Soit f : Ar>(F, ), o A est un sous-espace relatif de (E, d). L’appli-
cation fest dite uniformément continue sur B (incluse dans A) si « pour chaque
e>0, il existe o, >0, tel que d(x,xo) <ot = (f(%),f(x0))<e» (x et x, étant
des éléments de B).

Remarquons que ’on a les propriétés suivantes :

a) dans le cas de la continuité uniforme, o est indépendant de x,;

b) la continuité uniforme sur B entraine la continuité sur B. La réciproque
est fausse, en général. Toutefois on a le théoréme de Heine.

2° Théoréme de Heine. — Soit 4 un compact de (E, d). Toute application
f: A — (F, §), continue sur 4, est uniformément continue sur A.

3° Théoréme 3.II.L1. — Soit un compact 4 de (E,d) et une application
continue f : 4 — (F, d), alors f(4) est un compact de (F, §).
On dit encore que Iimage continue d’un compact est un compact.

Application :

A compact de (E,d) et F= R (ou C).
Soit f : A—IR (ou C) supposée continue, alors f(4) compact = f(4) borné
dans R (ou €) =3M constante telle que |f(x)] < M, Vx € A.

4° Distances équivalentes et continuité. — Soit (E, d) et (F, 6) deux espaces
métriques. Si a d (resp. §) on substitue une distance équivalente d’ (resp. 6")
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la continuité des applications f de E dans F est une propriété invariante. Par
contre, la continuité uniforme n’est invariante que si d et d’ (resp. d et &)
sont uniformément équivalentes. '

III. — DEFINITIONS ET PROPRIETES DIVERSES.

1° Homéomorphie. — Une application f : (E, d) — (F, 6) biunivoque et
bicontinue est appelée homéomorphie.

Lorsqu’une telle application existe, on dit que E et F sont homéomorphes.
Si de plus on a J[f(x), f(»)] = d(x, y), on dit que E et F sont isométriques.

2° Théoréme 3.III.1. — L’image continue d’un connexe est connexe.

3° Notion de chemin et application. — Soit 4 un sous-ensemble de (E, d)
et deux éléments x et y appartenant & 4. Nous dirons que x et y sont reliés
par un chemin appartenant a A, si il existe une application continue f: [a, ] — E,
avec [a, bl< R, telle que f[a, blc 4, f(a) = x, f(b) = y.

Théoréme 3.III.2. — Si deux points quelconques de A sont reliés par un
chemin appartenant & A4, alors 4 est connexe.
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On considére deux espaces métriques (E,d), (F,0) et une application
continue f: E +> F.

a) Montrer que Iapplication surjective f . E — f(E) est continue.

b) Soit A un sous-ensemble de E et f, la restriction de f a A. Montrer
que f4 est continue sur A.

(E,d) et (F,0) désignent deux espaces métriques. Soit une application
f:(E,d) — (F,0) qui est supposée continue.
On munit E d’une nouvelle distance d' vérifiant la relation suivante:

d'>kd, k étant une constante positive

(c’est-a-dire d'(x,y) > kd(x,y), Vx et y € E).
Montrer que f est encore continue sur E, muni de la distance d’'.

1° Soit (E, d) un espace métrique, muni de la distance triviale d
dx,»)=1,si x# y,dx,y) =0, si x=,

et soit (E',d") un second espace métrique.

Montrer que toute application f de E dans E' est continue.

2° Soit Z I’ensemble des entiers algébriques muni de la distance natu-
relle 6(n,m) = \n—m|, Vnet me Z.

a) Montrer que toute application f de Z dans IR est continue.

b) Montrer que d (pour E= Z) et 0 sont des distances équivalentes
et retrouver ainsi le résultat de la question a).

Soit IR la droite réelle et IR, ’espace métrique obtenu quand on munit
le corps des réels de la distance triviale dy. Démontrer qu’il ne peut exister
d’application bijective continue de IR sur IR,.

En particulier, I’application canonique de IR dans IR, n’est pas continue.

Soit (V,d) et (H,d') deux espaces métriques tels que V<H et
d'(x, y)<ad(x,y), V(x,y) € VXV (a est une constante positive).

f étant une application de H dans IR et f sa restriction @ V, montrer que
si f est continue sur (H, d') alors f est continue sur (V, d).

On considére une application f d’un espace métrique (E, d) dans un autre
(E',d"). Montrer que f est continue si, et seulement si, pour tout sous-
ensemble A de E on a f(A)=f(A).



3.17.
L 2 4

3.1.8.
L 2 2

3.1.9.
L4 4

3.10.1.
*e

3.11.2.
* e

EXERCICES DU CHAPITRE 3 81

Soit (E, d) un espace métrique, A et B deux sous-ensembles fermés de E
tels que E = AUB.

On considére deux applications f et g continues respectivement de (A, d),
dans (E',d") et de (B, d) dans (E’,d"), ot (E’, d") est un espace métrique,
telles que f(x) = g(x) pour tout x€ANB.
On définit alors sur E D’application h suivante :
x € 4, h(x) = f(x),
x € B, h(x) = g(x).
1° X étant un ensemble quelconque de E, on pose
X; = XnA4, X, = XNnB.

h:Ew— E’

Montrer que I’on a

X,cd, X,cB e KX =fX)ug(X).

20 Déduire du résultat précédent que h est une fonction continue de E
dans E'. (On pourra utiliser la propriété énoncée dans I'exercice 3.1.6.)

Prolongement des égalités.

f et g sont deux applications continues d’un espace métrique (E, d) dans
un autre (E', d’).

1° Démontrer que I’ensemble A des points x tels que f(x) = g(x) est
fermé dans E.

20 Etablir que si f(x) = g(x) pour tout x d’un sous-ensemble B dense
dans E, alors f = g.

Prolongement des inégalités.
f et g sont deux applications continues d’un espace métrique (E, d) dans
la droite réelle achevée IR.

1° Démontrer que I’ensemble A des points x tels que f(x)< g(x) est fermé
dans E.

20 En déduire que si f(x)< g(x) pour tout x d’un sous-ensemble B dense
dans E, alors f(x)<g(x) pour tout x € E.

A étant une partie d’un espace métrique (E, d), démontrer que, pour tout
couple (x, y) de points de E on a

ld(x, A)—d(, A)I<d(x, y).

En déduire que [Dapplication x+—>d(x, A) est uniformément continue
sur (E, d).

Soit F, et F, deux fermés disjoints d’un espace métriqgue (E,d). On
considére (cf. exercice 3.I1.1.) les ouverts suivants:

01 = {x € E; d(x’ Fl) < d(x’ Fz)}
et 0, ={x € E;d(x, Fy) > d(x, F,)}.
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Démontrer que O, et O, sont des ouverts disjoints et que
01 DFI et 02 DFz.

10 Soit (E,d') et (F,0) deux espaces métriques, oi d’ est la distance
triviale définie par

d'(x,x)=0et d'(x,y) =1 pour y # x.

a) Montrer que toute application f : E +— F est uniformément continue.
b) E est-il compact?
¢) E est-il complet?

2° Dans cette question, on désigne par E le sous-ensemble de IR? défini
par

1 1 .
E= (x,y);x=;ety=’—n,ounetmeﬂ\’*.

E est muni de la distance naturelle de IR? qui sera notée d.

Dans E on désigne par B,(a) [resp. B{(a)] la boule ouverte de centre a
et de rayon ¢ positif pour la distance d [resp. pour la distance d').

a) Montrer que

Ve>0 : Ja(e, a)>0; B,(a)>B.(a)
et Ve>0 :3B(e, a)>0; B;(a)>By(a)

En déduire que d et d' engendrent la méme famille d’ouverts. (On rapj?elle
que d et d’ sont alors dites équivalentes.)
b) (E, d) est-il complet ? Comparer ce résultat avec celui de la question 1°, c.

3° a) Dans cette question, E désigne le sous-ensemble de IR? défini par
1 1
E= ), x=ey=_ u{(0, 0)}.

Les distances d et d’ sont-elles équivalentes?

b) Toute application f : (E,d)—IR (muni de la distance naturelle)
est-elle continue sur E?

¢) En utilisant la question 1°, a) retrouver le a) de la question 3°.

Prolongement uniformément continu d’une application.

Soit (E, d) et (E’, d") deux espaces métriques. L’espace (E',d") est supposé
complet.

Soit F un sous-ensemble dense de E et f une application de F dans E'
supposée uniformément continue sur (F, d).

1° Montrer que pour toute suite de Cauchy {a,} de F, {f(a,)} est une
suite de Cauchy de E'.

2° Montrer que f se prolonge de fagcon unique en une application f de E
dans E’, uniformément continue sur E.
[Pour x € E, Ix,—>x, avec x,€F, et l’on justifiera la définition

Fix f) = lim f(x,)]

n—>+4wo
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Applications contractantes.
Une application f d’un espace métrique (E,d) dans Ilui-méme est dite
contractante de rapport k s’il existe une constante k vérifiant 0k <1

telle que
Vx, yeE : dlf(x), fO)] < kd(x, y).

Dans tout ce qui suit on suppose (E, d) complet.

1° f est une application contractante; démontrer que si f posséde un
point fixe a [c’est-a-dire tel que f(a) = dl, alors ce point est unique.
2° Soit x, quelconque, xo € E et la suite {x,} définie par x,., = f(x,),
n=0,1,2, ..., ou f est supposée contractante.
Montrer que {x,} est convergente vers un point a et que

n

k
d(a, xn)< 1—_—k d(xh xO)'

En déduire que toute application contractante dans un espace métrique
complet admet un point fixe et un seul.

30 Soit {f,} une suite d’applications contractantes de méme rapport k
de E dans lui-méme et {a,,} la suite des points fixes correspondants. Montrer
que si la suite {f,} converge simplement dans E vers une application f
contractante de rapport k alors la suite {a,,} converge vers le point fixe a
de f.

4° Soit f une application continue de E dans lui-méme telle que [ soit
une application contractante dans E, r étant un entier fixé. Etablir que f
posséde un point fixe et un seul.

(fT signifie: f puissance r au sens de la composition des applications.)

Soit E un ensemble dénombrable dont les points sont notés a,, n = 1,2, ...
On munit E d’une distance en posant

1 1
d@a,,a,) =0 et d(a,, a,) = l+l—7+f_1’ sipF#q.

10 Vérifier que d est bien une distance et que E muni de cette distance
est complet.

2° Soit f I’application de E dans E telle que f(a,) = ay -

Montrer que f diminue strictement les distances et que cependant f n’a
aucun point fixe.

Exemple de fonction continue strictement croissante et dont la fonction
réciproque n’est pas continue.
Soit

E=[-2,—1[u{0}Ul+1,+2] e F=[-1,1]

considérés comme sous-espaces relatifs de IR (muni de la distance natu-
relle) et f I’application de E sur F définie par
f(x) = x+1, pour x € [—2, —1],

f:x1—>f(x) fx)=0, pour x = 0,
[ f() = x—1, pour x €11, 2].
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a) Montrer que f est continue.
b) Montrer que f est bijective.
¢) Montrer que f~1 n’est pas continue.

3.111.2. Exemple simple d’application bijective continue qui n’est pas un homéo-
* morphisme.
On munit IR" de la distance naturelle d,

n
d(x, y) = Z ]xi_yi]29 Si X = (x1’ ceey xn) et y= (yl’ ceey yn)’
i=
et de la distance triviale 9,
0(x,y)=0,six=y, Ox,y)=1,six#)y
Montrer que I’application canonique @ : x> @(x) = x de (IR", §) sur

(IR*, d) est uniformément continue sur IR".
Montrer que @~ n’est continue en aucun point de IR
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3.11.

a) Soit a un élément quelconque de E. Puisque f, considérée comme application
de E dans F, est supposée continue, il existe une boule B,(, ) (@) telle que

@ fIB (@)= B [f(a)]
Désignons par B! [f(a)] la boule du sous-espace relatif f (E) (de F) qui a pour centre
f(a) et pour rayon ¢ :

Bif(@) ={xe f(E); d(x,f(@)<e} = Bf(@)NSf(E).

On a évidemment f(B,(a))=f(E), donc, compte tenu de (1), on obtient
)] f(BLa) = B(f(@)Nf(E) = BL(f(a)).
La relation (2) exprime la continuité en a de la fonction f, considérée comme

application de E sur le sous-espace relatif f(E).

Plus généralement, on peut montrer que f, considérée comme application de E
dans B (f(E)c B< F), est continue.

Autre méthode. — Désignons par Op un ouvert quelconque de F. On sait que
Jcontinue sur E <> f~1(0p) ouvert de E.

Soit A un sous-espace quelconque de F contenant f(E) et O, un ouvert de A.

1l existe O tel que O, = OpnAettel que f~1(0,) = f~1(Op) (puisque 4> f(E)),

donc f~1(0,) est un ouvert de E et, par suite, f, considérée comme application de E
dans A, est continue.

Ceci est vrai, en particulier, pour ’application surjective

f:1E — f(E).

b) Premiére méthode. — Soit ae A et Bj(a) la boule du sous-espace relatif 4
qui est de centre a et de rayon a, on a
Bj(a) = {x€ A4; d(a,x)<a} = B a)nA<B,(a).

Puisque f (considérée comme application de E dans F) est continue en a, on a la
relation (1) et, par suite, la relation suivante :

F(Bi(@) <= f(Ba))=B(f(a)),

ou encore, puisque f,(x) = f(x), Vx € 4,

3 F4(B(@) = f(B (@)= B (fy(a)).

La relation (3) exprime la continuité de f, en a € 4.
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Deuxiéme méthode. — Soit i (injection canonique) : A+ E qui 3 x € A4 fait corres-
pondre i(x) € E. 1l est clair que i est continue, puisque

i(B}(@) = B.(a)nA<B,(a).
Or f, = fo i, donc f,, qui est la composée de deux fonctions continues, est continue.

Troisiéme méthode. — Désignons par O (resp. O ou O,) un ouvert de E (resp. F
ou A). Comme précédemment, on peut remarquer que

f continue sur E <> f~1(0p) ouvert de E.
Or f7Y(O0p) = f~H(OpNA, donc f71(Op) est la restriction & 4 d’un ouvert de E,

c’est-a-dire un ouvert de A.
Il en résulte que f; est bien continue sur A.

3.1.2.

Exprimons que f est continue sur E, muni de la métrique d.
Soit a un élément quelconque de E. L’application f est continue en a, donc

. Ve>0, Ja(e, a) tel que  f[B,(a)l= B,(f(a),
o B(a)={x€E; d(a,x)<a}.
Soit By(a) = {x€ E; d'(a, x)<p}. On a évidemment
B (@) = {x € E; d'(a, x) <ka}c={x€ E; d(a, x)<a} = Bya).
fBe(@]=fIBLf@ll< B lf(a),

d’ot I’on déduit la continuité de fen a lorsque E est muni de la métrique d'.

Donc

3.1.3.

10 11 suffit de revenir a la définition de la continuité.
En choisissant ¢ <1, on voit que

Bi(xo) = {xo} et, par suite, SfIBi(x)] = {f (xo)}CBng(xo)],
en notant B9 et B4’ les boules ouvertes respectivement dans (E, d) et (E’, d’); donc

Ve>0, Ja : fIBUxo)l= B[ f(xo)] (par exemple, o = %)

Toutes les applications f de E dans E’ sont donc continues.
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2° g) La démonstration est analogue a la précédente.

Remarque. — Toute application, f: Z+ IR, peut étre considérée comme la res-
triction & Z d’une application continue g : IR— IR. De I’exercice 3.1.1., b, on déduit
alors que f est continue.

¥
fi2) Gra;z@_e_ de g )

N -
8

farp----->

b) 11 faut établir que les topologies associées sont identiques, c’est-a-dire : toute
boule ouverte B¢ de (Z, d) contient une boule ouverte B? de (Z, J), et réciproquement.
Or,

Bi(n)>By(n) = {n} et Bi(m)>Bi(n) = {n},
les topologies définies sur Z par d et 6 sont identiques. Donc,
f:(Z,dy— (E',d’) continue <> f:(Z, ) (E',d") continue.

Toute application de Z dans IR est continue pour Z muni de la distance d; elle
est donc aussi continue pour Z muni de la distance 0.

3.14.

Supposons qu’il existe une bijection f continue de IR sur IR,.

Alors, d’une part,
f=f0)=>x=y
et d’autre part, pour x fixé,
Vex>0,3p>0 : [x—yl<p = dy(f(x), fO)<e.

En particulier, il existe donc «>0 tel que

)
Ix—yl<a = do(f(x), fO)<1 = do(f(x), /) = 0= f(x) = f()) & y = x.

Si I’on choisit y = x + 3» on voit immédiatement la contradiction {(puisque (1)

est satisfait et qu’alors y = x, ce qui n’est pas).
11 y a donc impossibilité pour une bijection de IR sur IR, d’étre continue. C’est le
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cas pour I’application canonique f(x) = x. Cet exercice montre un aspect réciproque
du résultat de la question 1° de I’exercice précédent 3.1.3.

Pour toutes les applications de IR, sur R il y a continuité et, en particulier, pour
toutes les bijections alors que réciproquement aucune bijection de IR sur IR, n’est
continue. On voit ainsi apparaitre concrétement comment la notion de continuité
est liée aux topologies placées sur les espaces considérés et la nécessité de pouvoir
comparer les topologies. La topologie définie par la distance d, est une topologie
en quelque sorte extrémale.

Ces notions seront approfondies et développées dans les cours de topologie générale.

3.15.

f continue sur (H,d") < Ve>0,3p" : f(B, (xo))= By, (f(xo)).
Or I'inégalité d’'(x, y) < ad(x, y) entraine que la boule ouverte Bga_' (xo) de (V,d)est

incluse dans B,,(x,), lorsque x, € ¥; donc
F(Be o) = f(By o) =f By (x0) = By, f(x0)) = By, (fxo))-
Alors, .
Ve>0,3p>0 : f(B,(xo))= By, (f(x0)),

autrement dit, la restriction de fa V est continue sur (V, d).

3.1.6.

1° Supposons f continue de E dans E’. Montrons que I’on a f(4)=f(4), quel que
soit AcE. _
Soit x4 € A, alors,
Vp>0, ANB,(xo) # .

f étant continue au point x, on a, en posant y, = f(x,),
Vp'>0, p>0 tel que  f(B,(x0))=B,(o);

donc

F(ADNB,(y0) 2 F(ANf(By(x0)) > f(ANB,(xo)).

Par suite,
Vp'>0, FANB(y) # I,

ce qui revient a dire y, € F(4). Donc f(x,) € f(A). Vx, € 4, soit f(A)=f(A).
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20 Réciproquement, supposons que f(A)cf(d), VAcE et montrons que f est
continue. Nous allons établir que I’image réciproque de tout fermé X de E est fermée.
Soit
Y=f"1X),Y<E donc f(Y)<AY) = fIf X=X
Alors f(Y)c X, puisque X = X; ceci entraine que 'ona Y < f~1(X) = ¥, donc
Y est fermé.

3.1.7.

1° Soit X; = XnA et X, = XNnB, alors X = X,UX,, puisque AUB= E, et
[6)) X =X,uX,.

Puisque 4 est fermé, X;cAd=X,c A4 = A, ainsi X;c 4 et de méme X, B.
Donc

HX)=f(X) et KX, =gX)),
@) WX) = h(X)Uh(X,) = f(X)ug(X,).

20 Puisque f et g sont continues respectivement sur 4 et Bet que X;c 4 et X, B,
on a (voir exercice 3.1.6.)

f(Xl)Cf(X—l) et g(Xz)Cé’(Xz),
donc

FXDug(X)=flX) L g(Xa) = h(X,;) U A(Xy),
alors

f(Xl)Ug(Xz)Ch(XQUh(Xz) = (X, VX;) = h(X).
On déduit alors de (2) que #(X)<h(X), d’ou la continuité de % sur E.

Remarque. — La condition f(x) = g(x), Vx € AN B, intervient uniquement pour que
la définition de 4 ait un sens, mais elle n’est plus utilisée par la suite. Lorsque AnB= J,
la propriété de h est immédiate.

3.18.

10 11 suffit de montrer que ’ensemble [:A des points tels que f(x) # g(x) est ouvert
dans E.
Soit
Xo € [}A, ce qui nécessitef(x,) # g(xo)-
Posons
a = d'[f(x0), §(x0)]-
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Remarquons que I’on a toujours
@ a<d'[f(x), f(xo)]+d'Lf (%), g(X)]+d g (x), & (x0)]-
Puisque f est continue en x,, il existe une boule Bpl(xo) telle que
X € B, (x0) = f(x) € B'g_(f(xo))-

De méme, puisque g est continue en x,, il existe une boule B,,(x,) telle que
x € B, (x0) = £(x) € B'a(g(xo))-

Soit
p = inf (py, p2),
alors
TG, fGxol <,
X € By(xo) = a
d'lg(x), g(xo)l<3,

donc, d’aprés (1),
a ’
X € By(xo) = a<5+d'[f(x), 2],
soit

£, (@] > 5, Vx € Byxo).

11 existe donc bien une boule ouverte de centre x, telle que I’on ait pour tous ses

points f(x) # g(x). Donc, [:A est un ouvert de E. Autrement dit, 4 = {x; f(x) = g(x)}

est fermé dans E.
En particulier, ’ensemble des zéros d’une fonction continue & valeurs dans R"
ou C" est un ensemble fermé.

2° L’ensemble A des points x tels que f(x) = g(x) est fermé dans E. Donc, Bc 4 et
E=Bc A= A et, par suite, A = E, donc f(x) = g(x), VxeE.

3.1.9.

1° Comme dans I’exercice précédent, on va montrer que I’ensemble [;A des x tels
que f(x)>g(x) est ouvert dans E.

Soit x4 € [;A, alors f(xq) > g(xo), il existe donc a € IR, tel que f(xg) > a> g (xo).
Puisque g est continue, I’image réciproque par g de ’ouvert ]— oo, af est un
ouvert O; qui contient x,, de méme I’image réciproque par f de I’ouvert Ja, + oof
est un ouvert O, qui contient x,; donc O;N0, est un ouvert qui contient x,, et
pour tout x appartenant 2 O; N0, on a, simultanément,

gx)<a et  f(x)>a
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Nous avons trouvé un ouvert O contenant x, tel que
Vx € 0,g(x)<f(x),

donc GA est ouvert et A4 est fermé.

2° Sil’on a f(x) < g(x), Vx € B, etsi Best dense dans E, on a Bc 4, ou A4 est
I’ensemble des points tels que f(x) < g(x). _
Mais A4 est fermé d’apreés la question 1°, donc E = Bc A = A et, par suite, 4 = E.

3.111.

Soit z € A, alors
d(x, 2)<d(x, )+d(, 2)

entraine a fortiori
d(x, A<Ld(x, y)+d(, z), Vzed,
d’ou
d(x, A<d(x, »)+d(y, A).
En échangeant le réle de x et de y, on obtient
d@y, H<d(x, y)+d(x, A),
donc
@ ld(x, A)—d(y, I<d(x, y).

1l résulte de cette inégalité que
Ve>0,In>0 : Vx' et x"€ E, d(x', xX")<n = |d(x', A)—d(x", A)|<e,

ce qui traduit P'uniforme continuité de x — d(x, A) sur (E, d).

3.11.2.

L’application x> d(x, A), ou A est un sous-ensemble quelconque de E est unifor-
mément continue sur E (exercice 3.I1.1.).

L’application x +— d(x, F,;)—d(x, F,) est donc a fortiori continue sur E.

Les images réciproques des ouverts ]— oo, O[ et 10, + oo[ sont alors des ouverts
de E. Ceci établit que O, et O, sont des ouverts. Les ouverts O, et O, sont disjoints
puisque ’on ne peut avoir a la fois

d(x, F))<d(x, F,) et d(x, F;)>d(x, F).
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Montrons que O; o F;. Soit x, € F;, alors d(x,, F;) = 0, mais

Flsz = Q = d(Xo, F2)>0
[car
dx, F;))=0< xeF,=F,,

ce qui n’est pas].
Donc
d(xo, F))<d(xo, F;), soit  xo€O0;.

Ainsi, on a F;c O, et de méme F,cO,.

3.11.3.

1° @) Dans E, on a, évidemment, B;(a) = {a}, donc

f1B3(a)] = {f(@}=B(f(a)

et, par suite, f est bien uniformément continue sur (E, d*) :
1
(Z(ﬁ, a) = i

b) {a} = By(a) est un ouvert donc U{a} est un recouvrement ouvert de E.
acE

Si E est compact, on peut alors extraire un recouvrement fini, donc, nécessairement,
E doit étre constitué d’un nombre fini d’éléments.

En résumé,

— E n’est pas compact lorsqu’il posséde une infinité d’éléments distincts,

— E est compact, par définition, lorsqu’il est constitué par un nombre fini d’élé-
ments.

¢) E complet < toute suite de Cauchy est convergente.
Soit {x,}2 o une suite de Cauchy.

Ve>0,3N(e) tel que n et m>N(g) = d'(xp, xp) <&.

Pour_e¢<1, on a, nécessairement,
X = Xp, Vn et m>N(g),

donc, en particulier,
Xp = Xy, Vn>N(g).

La suite de Cauchy est donc stationnaire et, par suite, convergente.
2° @) Démontrons les deux inclusions indiquées dans le texte.

Nous avons ,
, Bi(a) = {a}
et, par suite,

1
B,(@)>B}(@ (a(s, 2=3).
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puis, en considérant
1 1 1 1 1 1 1
o= (iom) & F=3 i i)
on a
Bya) = {x € E; d(x, a)<p} = {a}
et, par suite,
B;(a) > By(a).

Désignons par O (resp. O') I’ensemble des ouverts de E pour la métrique d (resp. d°).
Soit 0 €0 et a un point quelconque de O. L’ensemble O étant un ouvert de (E, d),
il doit contenir non seulement a mais une certaine boule ouverte de centre a :

0oB,(a),

ce qui entraine
(0)=) B;( 0, 2)(@)-

Pour chaque a€ O, O contient non seulement @, mais une boule ouverte de centre a
pour la métrique d’, ceci implique que O est un ouvert pour la métrique d’ et, par
suite, O € O',

En résumé, 0cO’.
Par un raisonnement analogue, on démontre I’inclusion @' <O et, par suite, ’égalité

0=0".
Les métriques d et d’ sont bien équivalentes.
11
b) u, = (;z , ;z) est une suite de Cauchy dans (E, d), non convergente dans F
(u,— (0,0) ¢ E). Donc (E, d) n’est pas complet.
Remarque. — Les distances d et d’ sont donc équivalentes mais, pas uniformément
équivalentes : (E, d’) complet, (E, d) n’est pas complet.

3° g) L’ensemble {(0, 0)} est un ouvert de (E, d’), puisque B4[(0, 0)] = {(0, 0)}.
Est-ce un ouvert de (E, d)? Si oui,

Jgo>0  tel que  {(0, 0)}>B,[(0, 0)],
c’est-a-dire
B_[(0, 0)] = {(0, 0)}.

Propriété évidemment fausse, puisque

1 1

('l_o’ n—o) €B,[(0, 0)],

(si I’on choisit n, = [El—] +1).
0.

En résumé, {(0, 0)} appartient 2 O et n’appartient pas 2 0. Donc O’ # O et, par
suite, d et d’ ne sont pas équivalentes.
En fait, on peut vérifier aisément I’inclusion stricte suivante :

0cO’ (9" =0U{(©, 0).

La topologie définie par d’ est dite plus fine que celle définie par d.
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b) Soit f, : (E,d) — IR, définie par
1

1
fo:a fola) = ‘ n+m pour a = (;’ _)’

m
0 pour a = (0, 0).
Supposons f continue & I’origine:
Ve>0,3 afe, (0,0)]  tel que  fo(B,I(0, D= B,(0, 0)] = 1—¢, &,
avec
noons (L) m= [
a[(’ ]a nl’nl > ou n; = a-'- N
donc

1 1
fo(_, _) €l—¢,¢f, ouencore 2nm el—g, €l
ny” ny

Résultat évidemment faux, donc f,, ne peut étre continue au point (0, 0).

¢) Soit E un ensemble muni de deux distances d et d’ telles que d soit équi-
valente a d'.

Soit une application f : E+> (F, ). On a alors.
f continue en a pour la métrique d <> f continue en a pour la métrique d’.
De la question 1°, @, on déduit que f; est continue sur (E, d').

En particulier, f, est continue au point (0, 0) pour la métrique d’. N’étant pas
continue en ce point pour la métrique d (cf. 3°, @), on ne peut avoir d et d’ équivalentes.

3.114.

1° La continuité uniforme de f sur F permet d’écrire
Ve>0,3n,>0 tel que d(a,, a,)<n, = d'(f(ay), f(a)<E.

La suite {a,} étant une suite de Cauchy
ANy, tel que m et n>N,, = d(a,, a,)<1,
et, par suite,

d'[f(ay), fan)I<e.

20 a) Définition de f.

Soit x€E, puisque I'on a F = E, il existe une suite {x,}, x, € F, convergeant vers x.
La suite {x,} étant convergente, est nécessairement de Cauchy et, par suite, { /(x,)} est
une suite de Cauchy dans E’ (d’aprés la question 1°). Mais E’ est complet, donc
{f(x)} converge dans E’ vers une limite I

En résumé, {x,} convergeant vers x implique que {f(x,)} converge vers /(x).

Montrons que I(x) est indépendant du choix de la suite {x,,} convergeant vers X.
_ Soit {x}} une autre suite convergeant vers x, x, € F, alors {f(x})} converge vers/".
Etablissons que /'’ = L La fonction f étant uniformément continue sur F

Ve>0,3,>0 tel que  d(x,, x))<n, = d'(f(xy), f[(x)<e.
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Or, {x,} et {x;} convergent vers x, donc
AN,(n,) tel que  n>=N; = d(x,, x)<1,
[€crire d(x,, xp)<d(x,, x)+d(x,, x)]

et, par suite,

@ n>Ny(n,) = d'[f(x,), fxpl<e.

Exprimons maintenant que f(x,) a pour limite / et f(x,) a pour limite /'.
()] Ve>0, IN,(¢) tel que n>N, = d'[f(xp, 1<s,
€)) Ve>0, IN;(e) tel que n>N; = d'If(x), I'I<e.

Pour n>sup (N, N, N3), on déduit de (1), (2) et (3)
d'(,1N<d' (L f(x)+d (f(xp), fx)+d (F(x7), 1)<3e
et, puisque ¢ est arbitraire, nécessairement d'IN=0etl=10.
On considére maintenant la fonction f définie sur E de la maniére suivante :
Ffix>fG)= lim f(x,) (ou x,€ F).

Xn—>X

b) f est un prolongement de f.
En effet, pour xeF on peut considérer la suite stationnaire

~

{x.}, avec x,=x etlona f(x)= limf(x,) = f(x).

©) f est uniformément continue sur E.
Soit x et y deux éléments de E tels que

x = lim x, et y=limy,,

ou x, et y, € F. Alors
limf(x) =f(x) et lLmf,) = f0O),
c’est-a-dire
@ Ve>0,3N, tel que  n>N; = d'[f(xy), f®I<s,
©) Ve>0,3N, tel que  n>N, = d'Lf(r), FOILe.

De plus, f étant uniformément continue sur F, on sait que
(6) Ve>0,3y, tel que  d(x,, y)<n, = d'If(x), fOII<e.

Pour n assez grand, n>N,, on a

© A, 7)Y <A, X)+dCe, )+, yI< T+ )+

Pour n>sup (N;, N,, N3) on a, alors d’aprés (7), puis (6),

® 5, )< = A )<, = AU G, fONLE,

95



96 APPLICATIONS CONTINUES

Or
d'Lf(x), fFONKA L), FOeI+d L (o), fO+ALf (), )]
donc [voir (4), (5) et (8)]

dex, <L = a1, foN<se,

propriété qui exprime la continuité uniforme de fsur E.

d) Unicité.
Soit f; et £, deux fonctions continues qui coincident avec f sur F. Pour x € E, 3{x,},

x,€F, avec lim x, = x. En raison de la continuité des applications f; et f, au
point x, on a

limfi(x,) = limf(x) = 1(x) et  limf5(x,) = lim f(x,) = £,(x),

d’ou nécessairement fl(x) = f5(x) et par suite ’unicité.

3.ILS.

1° Supposons qu’il existe deux points fixes a et b, alors
dlf(@, f(b)] = d(a, b)<kd(a, ),

par hypothése; mais 0<k<1, donc
da,b)=0< a=b,
d’out I'unicité.
2° Pour tout n>0, on a
d(Xpt1, Xp) = d(f(x0), f(xa 1 )<kd (xg, X 1),

donc
A(Xpy1, X) KK d(x1, X0)

Vp et g € IN*, on a, par suite,
d(xq’ xp)<(kq—1+kq—2+"'+kp)d(x1:xO)’ P<q,
soit

kP
M d(xgs %)< 77,4515 Xo)-

Puisque 0<Ck <1, cette inégalité montre que la suite {x,,} est une suite de Cauchy
dans E complet. Donc {x,,} converge vers un point a de E. Par passage 4 la limite
(g—0) on déduit de (1) la relation

P

k
@ d(@, %) < T—7,4C<1, Xo)-

La relation x,,, = f(x,) permet aussi d’écrire par passage a la limite a = f(a),
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puisque f est nécessairement continue sur E, d’ou I’existence d’un point fixe, unique
d’aprés la question 1°.
On remarquera l’importance de la condition suivante :

il existe ke[0, 1]
(cf. exercice 3.I1.6.).
3o L’inégalité (2) écrite pour p = 0 et pour chacune des applications f,, donne
1
d(am x0)< ltkd(f;z(xo)’ XO)-

Posons xo = a alors f(a@) = a, donc

1
d(a,, a) < 1—_7€d[f,,(a), f@];

. 1 .
mais d[ f,(a), f(a)] tend vers 0 avec o €0 vertu de la convergence simple, donc d(a,, a)
1
tend vers 0 avec et ceci établit la convergence de {a,} vers a.

4° D’aprés la question 2°, /7 posséde un point fixe a, et un seul, et ’on a
a = lim [(/)"(f(xo0))], Xo quelconque et x,€eE,
n—>o

d’ou
a= E)m L UD(x0),
ou
a = fllim (f7)"(xy)], puisque f est continue,
et enfin

a = f(a).

Alors, a est point fixe de I’application f. Un tel point fixe est unique car s’il en
existait un second, il serait aussi point fixe de f”, ce qui est impossible d’aprés le
résultat de la question 2°.

3.11.6.

1°d(x,») =0< x=y;
d(x,y) = d(y, x), cette égalité est évidente;

. 1 1 11 2
d(a,, a)<d(a,, a,)+d(a,, a,), puisque 1+I7 =+ a<2+}-’ + ‘—1+ ;7

Soit {a,} une suite de Cauchy de (E, d), alors
Ve>0, 3N, tel que m,m'>N, = d(a, a,)<e.

Les seules suites de Cauchy sont donc les suites stationnaires puisque
m# m' = d@ay,ay)>1
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est en contradiction avec la définition pour ¢<1. Or, les suites stationnaires sont
évidemment convergentes; donc (E, d) est complet.

1 1 1
20 d(f(ap),f(aq)) = d(ap+1’ aq+1) = l+m + q+—1 <1 +I_)+

donc d(f(ap), f(ap)<d(ay, ay);

f est bien une application qui diminue strictement les distances et qui ne posséde
aucun point fixe par construction méme.

1
q’

3.11.1.

a) Premiére méthode.
Soit g : R+ IR, définie par
x+1 pour x<—2,
x> g(x) = 0 pour —2<x<2,
x—1 pour x>2.

11 est clair que g est continue sur IR, donc sa restriction gy au sous-espace E
(gg : E=IR) est continue (voir la question b de I’exercice 3.1.1.).

L’application g : E+> gg(E) = F est aussi continue (voir la question a de 1’exer-
cice 3.1.1.); donc f = g est continue sur E.

Deuxiéme méthode. — Montrons, par exemple, que f est continue au point O.
Pour cela, désignons par B¥(a) [resp. B¥*(a)] la boule dans E (resp. F) de centre a
et de rayon .
y On a

B¥*(f(0)) = {xeF; |x— f(0)| <&} = 1—¢, ¢[, si e<1

=== 7 et
2 1 :
.f/ 01 2 X B3(0) =
Y ] —1

Donc

xeE; |x—0] <%% = {0}

Graphe de /° FBLO)BE(O) (oc(s, 0=3)

et, par suite, f est bien continue en O.

De méme, on établit la continuité en 1 et —1,
puis de maniére classique la continuité en tout 2
point des ouverts 1—2, —1[ et 11, 2[.
b) L’application f de E sur f(E) = F est stric- 1
tement croissante, donc bijective. 1
¢) f~1:F > E est définie par o 1 x
x+1 pour x €]0, 1], 1
x> fmi(x) = 0 pour x =0,
x—1 pour x € [—1, 0. 2

1l est clair que £~ n’est pas continue en x = 0. Gng.[;lze de f 1
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3.101.2.

1
a) Pour p<1, Bia) = {x; (x,a)<p} = {a}, donc Ve>0, avec o = 5» On aura
go(Bg(a))cBg(go(a)), al=3 étant indépendant de a € IR", la fonction ¢ est donc

uniformément continue sur R".

b) Supposons @~ continue en un point a.
Ve>0, da(e, a) tel que @~ 1(Bd(a))= Bé(a),

ou encore, @~ 1 étant ’application canonique
Bi(a) = {x; d(a, x)<a}<= B¥(a) = {a}, pour e<1.

Mais cette inclusion est impossible, puisque si I’on a

o
a=(ay;, a3y ..., @), X = Ay, «e, An_1, A+ 5 # a alors x e Bi(a).

La fonction ¢~ ne peut donc étre continue en aucun point de R".

Remarque. — Nous avons ici un exemple d’application bijective continue, qui
n’est pas un homéomorphisme.
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4. ESPACES VECTORIELS NORMES
ESPACES DE BANACH — £, (EF)
ESPACES DE HILBERT

Dans ce chapitre, E désigne un espace vectoriel défini sur K = IR ou C.

I. — ESPACES VECTORIELS NORMES (E.V.N.).

1° Norme. — Une norme est une application de E dans IR, qui associe a
tout vecteur X de E un nombre réel positif ou nul noté || X||, les trois axiomes
suivants étant satisfaits :

1. |X]| =0 < X = 0;
2. lAx| = 1Al 11X, 2 e R (ou C©);
3. |IxX+ YlilIX|+ Y]l

Lorsque 1 est remplacé par 1': X = 0 = ||X|| = 0, on dit qu’il s’agit d’une
semi-norme.

Exemples :

a) IR" (resp. C") est un espace vectoriel sur R (resp. €) lorsqu’il est muni
des lois suivantes :

X =(xg500%) |
" = X+Y=(0+Y X+ V), X; €t yeR(esp. €);
Y=(y1,‘“,yn) ) ( 1+W1 y) yj ( P C)

X =(Xg50rXp)

AeR(resp. ©) | AX =(Axy, ..., Ax,).

On peut alors poser

1% =/ 5

et 'on définit ainsi une norme sur IR” (resp. C").
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On peut aussi définir les normes suivantes :

Xlo= s e [xli= 3

geoey

b) Soit B(E, R) Pespace vectoriel sur IR des fonctions définies sur E, a
valeurs dans IR, et qui sont bornées sur E. L’application

7 17 = supl79)

est une norme sur $B(E, R) qui est ainsi un E.V.N.

2° Normes équivalentes. — Deux normes ||.||; et ||.||, définies sur E sont
dites équivalentes lorsqu’il existe deux constantes A et u strictement positives
telles que I'on a
Xl <)x[.<2|X] ;s VX € E.

Les trois normes ci-dessus définies sur R" ou C" sont équivalentes.
Plus généralement, sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les
normes sont équivalentes.

3° Définition d’un E.V.N. — Un espace vectoricl muni d’'une norme ||.||
est appelé espace vectoriel normé (en abrégé E.V.N.). On munit un E.V.N.
d’une distance en posant
dX,Y)=||X-Y|.

Ainsi, on définit sur un E.V.N. une structure topologique d’espace métrique.
A deux normes équivalentes sont associées deux distances uniformément
équivalentes.

4° Produit ’E.V.N. — Soit » E'V.N,, E, ..., E,, définis sur R (resp. C).
L’E.V.N. E; est muni de la norme ||.}|;; alors E = ﬁE,- est un E.V.N. défini
sur R (resp. €) lorsqu’on le munit des lois de compi;slitions usuelles suivantes :

; =X X
Y=(Y,...,Y,)

X=X X,)
A€ R(resp. €)

- X4+Y=X;+Y,...X,+Y), X; et Y,€E;

3 — iX =(X,,...,AX)),

ix1=]/ S

On peut aussi considérer les normes équivalentes suivantes :

Rlo= s [xl o [%l= 5[],

et de la norme
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II. — ESPACES DE BANACH.

1° Espace de Banach. — Un espace de Banach ou, plus simplement, un
Banach, est un E.V.N. complet pour la distance associée a la norme.

Propriété importante. — Si E est un espace de Banach pour deux normes
Il 1l et Il [l et si
VX, Xl < M| X, (M étant une constante positive),

alors les deux normes sont équivalentes.

2° Produit de Banachs. — Soit n Banachs, E, ..., E,, définis sur R (resp. C),
alors E = I1 E; est un Banach défini sur R (resp. C).
i=1
En bref, on dit qu’un produit de Banachs est un Banach.

Application :
IR et C sont des Banachs, donc IR” et C" sont des Banachs.

III. — ESPACE £ (E, F).

1° Définition. — Les espaces E et F étant deux E.V.N. définis sur le méme
corps, on note £(E, F) I’ensemble des applications linéaires continues de E
dans F.

2° Propriétés. — On munit £(E, F) de la norme |||.||| suivante :

Lj| = lex]e LX
”l I” x:’;l_%o} "X”E {X;”S;Jilpzﬂ}” "F

[L est un élément de £ (E, F)], d’ou ’on déduit
ILX e < [ILE]] - [1X [|e-

Lorsque F = E nous avons, de plus, ||[Ly o Ly|||<[|[Ly||-|||L|l-

Théoréme 4.111.1.
i) £(E, F) = £(E, F), lorsque E est de dimension finie.
i) £(E, F) muni de la norme ||| .|| est un Banach lorsque E est un E.V.N,

et F un Banach.

3° Dual topologique E’. — Lorsque F = K (corps des scalaires de E),
Pespace £.(E, K) est appelé dual topologique de E, et se note E’.
D’aprés le théoréme 4.I11.1. ii) E’ est un Banach.
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IV. — ESPACES DE HILBERT.

1° Produit scalaire. — Un produit scalaire sur 1’espace vectoriel E est une
application
X, V)= <X,Y>, EXEr K,
qui satisfait aux trois axiomes suivants :
1. <X, X>20; <X, X>=0< X=0;
2. <X,Y> = <Y, X> (symétrie hermitique);
3. pour Y fixé, I’application X — <X, Y> est linéaire.

Remarquons que, pour X fixé, ’application Y <X, Y> est anti-linéaire.
Lorsque <X, Y> = 0, on dit que les vecteurs X et Y sont orthogonaux.
Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé préhilbertien.

Exemples d’espaces préhilbertiens :
a) On munit R" ou €" du produit scalaire

n
<X, Y> = x5, ot X =(xq,...,%,) et Y=(D1,..., ¥)-
i=1

b) Soit I ’ensemble des suites (xy, ..., X,, ...) vérifiant Y [x,|> < oo(x; € K).
i=1

On le munit du produit scalaire

2]
<X,Y> =Y x5;, ol X =(Xp,...,%p...) €t Y=(V1, 0 Vo --0)-
i=1

¢) Soit C([a, 8], €) ’ensemble des applications définies, continues sur [a, b]
et 4 valeurs dans €. On peut le munir du produit scalaire

b _—
<f9>= f S(x)g(x)dx.

2° Norme associée au produit scalaire. — La norme associée au produit

scalaire est la norme définie par ||X]|| = /<X, x>.
Un préhilbertien est donc un E.V.N.
Dans les trois exemples ci-dessus, les normes associées sont respectivement

i= | S it =S 1r1=]/ [ o

Inégalité de Cauchy-Schwarz :
| <X, Y>|<[x]]Y]-
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3° Espace de Hilbert. — Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire,
complet pour la norme associée, est appelé espace de Hilbert (ou hilbertien).

Un hilbertien est donc un Banach.

RR", C" I? sont des espaces de Hilbert. L’espace C([a, b], €) n’est pas
hilbertien.

Théoréme fondamental 4.IV.1.
Soit L une forme linéaire continue sur H, espace de Hilbert (L € H'). 11
existe un vecteur unique Y;eH tel que

j) LX = <X, Y,>, VXeH;
i) LY = |7l (l.1] désignant la norme de H associée & <, >).
On peut donc identifier algébriquement et topologiquement H et H'.
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EXERCICES DU CHAPITRE 4

10 Démontrer que les applications suivantes sont des normes sur C":

X"')”X”1 = ) lxk]’ (xl’- ooy x,.),
_n .
X=Xl = ( lxklz)z
k=1
n 1
XX, = ( 2 lxkl')" p>1,
XX, = sup lxkl

[Pour les exemples 2 et 3 on pourra utiliser I’inégalité de Minkowski :

1 n 1
(2 @rorp< (g a)p+ (5 0)
k=1
ay et b, sont des constantes positives ou nulles et p est une constante

supérieure ou égale a 1.]

20 Etablir que ces normes sont équivalentes.

Soit {p}p~ une famille finie de semi-normes sur un espace vectoriel E.
Démontrer que

n
x = p(x) = klek(x) et x> ulx)= sup Pi(x)
sont également des semi-normes sur E.

Déterminer dans C" une famille de semi-normes telle que p et T soient
des normes.

10 Soit E Pespace vectoriel des fonctions définies et continues sur [0, 1]
et a valeurs dans C. Démontrer que les applications suivantes de E dans
IR, sont des normes sur E:

1
Fro 1Al = folf(x)ldx,

1 1
Fio 1Al = (folf(x)pdx)z,
= |Iflle = sup | f()l.
[0,1]

Etablir que I'on a la relation suivante :
AN S Alfll. S ullflls 4 et p sont des constantes positives.
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20 On considére la suite de fonctions { f,,} définies sur [0, 1] par

1
0, pour x e [;z’ 1],
1) = .
1—nx, pour xe [0, ;] .

a) Calculer ||fylly, |1f3ll2 et |1 follo-
b) En déduire que deux quelconques des trois normes ||fyll1, ||full2 et
[ fullo, e sont pas équivalentes.

Soit M un sous-espace vectoriel de E, E.V.N. sur IR ou C. A laide de
la relation d’équivalence
xXRy<= x—yeM,

P . , E
on définit espace quotient noté Ve

Soit X un élément de e classe d’équivalence de x appartenant a E.
On considére les relations suivantes :

XN = infllyll = inf |Ix+ull.
yeX ueM

Montrer que si M est un sous-espace fermé de E, I’application X+—||X||

E
est une norme sur .
M

Montrer que, dans un E.V.N., les boules ouvertes et fermées B,(a) et
By(a) sont des sous-ensembles convexes.

Fermeture de la boule ouverte.

Montrer que, dans un E.V.N., la fermeture d’une boule ouverte Bp(a)
est la boule fermée B)(a) et que lintérieur de la boule fermée B,(a) est
la boule ouverte B,(a).

Soit C un sous-ensemble convexe d’un E.V.N.; montrer que C est éga-
lement un convexe.

1° Soit M un sous-espace vectoriel d’un E.V.N.; montrer que M est
également un sous-espace vectoriel.

20 Etablir que le plus petit sous-espace vectoriel fermé contenant un
sous-ensemble A de E est la fermeture du sous-espace engendré par A.

Soit E un E.V.N., xq étant un vecteur fixé de E et a un scalaire fixé diffé-
rent de zéro; montrer que les applications suivantes :

X Xot+Xx et X ax

sont des homéomorphismes de E sur lui-méme.
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Soit A et B deux sous-ensembles d’un espace vectoriel normé E.
On pose
A+B={x+y; x€ A,y € B}.

Démontrer que I’on a les implications suivantes :

a) A ou B ouvert=> (A+ B) ouvert.
[On pourra remarquer que A ouvert=> A+ 3y, ouvert, Ny, € E.]

b) A et B compacts = (A+ B) compact.
[Utiliser, C compact <> toute suite {z,,} ©_, a valeurs dans C admet, au
moins, une sous-suite {z,,}_, qui converge dans C.]

¢) A compact et B fermé = (A+ B) fermé.
Donner un exemple oit A et B sont fermés et oi (A+ B) n’est pas fermé.

Soit E un E.V.N. défini sur K = IR ou C. On munit EXE et Ex K
d’une norme d’espace produit (par exemple, la somme des normes).
Montrer que

a) ¢ :(x,y)— x+y, (EX E+—> E) est uniformément continue sur EXE;
DY :(x,)—> Ax, (Ex K> E) est continue sur EX [, mais ne peut
étre uniformément continue sur Ex [K ;

¢) py:(x,y) — x est uniformément continue.

C([a, b], C) est I’espace vectoriel des applications [a, bl — C qui sont
continues sur le compact [a, b] de IR.

Montrer que C([a, b), C) muni de la norme, ||. ||, suivante:
flle = sup |f(x)I,
xe[a,b]

est un Banach.

Soit C([—1, 1], IR) lespace vectoriel des fonctions continues sur [—1, 1]
a valeurs dans IR. On le munit de la norme || . ||, suivante:

1 1
171 = ([ ireora)?.

On considére la suite de fonctions f, définies par

0, si xe[—1,0],
nx, si xe]O, l],
n

1
1, si xe]—, 1].
n

Démontrer que f, est une suite de Cauchy dans C([—1, 1}, IR).
L’espace C([—1, 1], IR) est-il complet pour la norme ||. ||,?

Sulx) =
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Soit fm }I ’ensemble des suites bornées de nombres réels (ou complexes)
X = {xp}%-

10 Montrer que I* est un espace vectoriel, que || X||, = sup |x,| est

n
une norme sur I° et que I° est un espace de Banach pour cette norme.

2° Soit 1§ I’ensemble de toutes les suites infinies de nombres réels (ou
complexes) convergeant vers 0. Montrer que I est un sous-espace vec-
toriel fermé de 1.

Soit A un ensemble quelconque, F un E.V.N. sur IR ou C. On considére
B(A, F) I’ensemble des applications bornées de A dans F, qui est un espace
vectoriel normé pour la norme || f|| = sup ||f(t)|g.

te
1° Montrer que si F est un Banach, il en est de méme de 55 (A, F).

20 Soit E un espace métrique. On appelle Co(E, F) le sous-ensemble de
B (E, F) formé des fonctions continues sur E. Etablir que Co(E, F) est un
sous-espace fermé de 3 (E, F). En déduire que Cy(E, F) est un Banach
si F DPest aussi.

Soit E un E.V.N. défini sur I = IR ou C. Démontrer que E est homéo-
morphe a la boule ouverte B,(0), pour p donné positif. (On considérera

Plapplication x +— L.
PP F 7

Soit E et F deux espaces vectoriels normés définis sur un méme corps,
K = IR ou C. Une application linéaire f de E dans F est dite bornée,
lorsqu’il existe une constante K>0 telle que

Nf)IF < Kllxll;, VxeE

Etablir I’équivalence des propriétés suivantes :

i) f est bornée;

ii) f est uniformément continue sur E;
iii) f est continue sur E;
iv) f est continue en un point x, de E.

Application bilinéaire continue.
a) Soit f une application bilinéaire de E\ X E, dans F, on E,, E, et F
sont trois E.V.N. définis sur I = IR ou C. Montrer que

fcontinue<>3K  tel que || f(xy, x)|I<KlIx|].11x,11.
b) On pose
A= sup 1fCxq, x,)11.
12,11 <1
12| <1

Vérifier que I'on a
g, 2D < AN g ] e
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1° On munit C" de la norme euclidienne || . || et d’une autre norme p.
Montrer qu’il existe deux constantes m et M strictement positives telles
que
XeS50)={X;IX]|=1} = m<pX) <M.
En déduire que I’on a les inégalités suivantes :
m||X|| < p(X) < MIIX|l, VXeC",

puis la propriété suivante:
« toutes les normes définies sur C" sont équivalentes ».

2° Soit Fun E.V.N. défini sur C et muni de la norme || . ||g. Montrer que
£(C" F)=L(C" F).

Normes caractérisant un produit scalaire.

Soit E un espace vectoriel défini sur IR, muni du produit scalaire <, > et
de la norme associée || . ||. L’espace E est donc un préhilbertien.
Exprimer <X, Y> en fonction de

X1, 11X} ez [IX+ Y]],

puis en fonction de
X1, Y1l et | X—YII.

En déduire la relation suivante :
1
X124 11112 = 5(]]X+ Y12+ |1 X—Y112).

[Cette relation caractérise les normes associées a un produit scalaire.
On pose, dans ce cas

1
<X, Y> = 7(IIX+ YI?P= [IX=YIP).]

Normes caractérisant un produit scalaire.

Soit E un espace vectoriel défini sur C, muni du produit scalaire <, >
et de la norme associée ||. ||.

Exprimer Re<X, Y> (Re partie réelle) en fonction de

X1, 1Y) et 1 X+ Y]],

puis en fonction de
XL, NY1 et [IX—Y1I.

En déduire la relation suivante:

1
HXIP+11Y112 = 51X+ Y12+ [ X=Y1]?).

[ Cette relation caractérise les normes associées & un produit scalaire.
On pose, dans ce cas,

4<X, Y> = ||X+Y|I>— [IX=Y|+il | X+iY|12— ]| X—iY]|2.]
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Soit E un préhilbertien défini sur IR ou C. L’espace E est donc muni du
produit scalaire <, > et de la norme associée ||. ||.

a) Montrer que les applications suivantes :
Ox 1 Y <X, Y> et Yy : X <X, Y>,

sont uniformément continues sur E.

b) On munit EX E de la norme d’espace produit. Montrer que I’appli-
cation h: (X, Y)— <X, Y> est continue sur EX E. Vérifier qu’elle ne
peut étre uniformément continue sur EX E.

Produit d’Hilberts.
Soit H, et H, deux Hilberts définis sur I = IR ou C. On munit
H = H;xX H, du produit scalaire tel que

<X, Y>p= <x,7)1>m+ <X, Vs> p2, 00X = (x1,X)et Y = (1, ¥5).

Montrer que H est un Hilbert.
Plus généralement, montrer qu’un produit fini d’Hilberts est un Hilbert.

Opérateur adjoint A*.
Soit H un Hilbert, défini sur K = IR ou C, et A un endomorphisme
de H qui est continu (4 € L (H) <> |]||A4]l] <0).

1° a) Montrer que la forme linéaire @y : X1— <AX, Y> est continue
(Y étant fixé).
En déduire (cf. théoréme 4.1V.1.) qu’il existe un vecteur noté A*Y tel que

<AX,Y> = <X, A*Y>, VX e H.

b) Montrer que A* € L (H).
c) Veérifier que I’on a

d*=4 et HHA*[1 = 11141l
2° On pose H= C". On sait qu’il est muni du produit scalaire suivant :

n
<X,Y> = _Elx,-?i, on X= (X350 X,) € Y=g, .0 V)
1=

Soit AeL(C") = L£(C"™). Lendomorphisme A est alors caractérisé par
une matrice carrée A = (a;;) dans la base canonique. Déterminer la
matrice A* qui caractérise A* dans cette base.

Propriétés des matrices hermitiennes et symétrigues réelles.

Soit A un endomorphisme de C" caractérisé par la matrice carrée A= (@)
dans la base canonique. On appelle opelateur adjoint A* Iopérateur

caractérisé dans cette base par la matrice A* = a;j, ol aj; i = d;;. Lorsque
a;; = a;j,on a A= A* et A= A*. On dit alors que A est une matrice
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hermitienne et A un opérateur hermitien. L’ensemble C" est muni du
produit scalaire suivant :

n
<X, Y> = .lei}')i, oi X=(xy,....x,) et Y=y, ..., V)
i=

10 Vérifier que I’on a
<AX,Y> = <X, A*Y>, VX et Y€ E.

Déterminer le polynéme caractéristique de A*, connaissant celui de A.

2° Dans cette question on suppose que A est hermitien : 4;; = a;;.
Montrer que

a) les valeurs propres scnt réelles [considérer <AV;, V>, oi V; est un
vecteur propre],

b) les vecteurs propres V; et V; correspondants a deux valeurs propres
distinctes (A; # A;) sont orthogonaux [considérer <AV, V;>1.

30 Que peut-on dire dans le cas oii (a;;) est une matrice carrée symétrique
réelle?

Matrices du groupe unitaire.

On appelle opérateur du groupe unitaire tout endomorphisme, P, de C"
vérifiant la relation suivante :

<X, Y> = <PX, PY>, VX et Ye C"
a) Montrer qu’il transforme une base orthonormée en une base ortho-
normée.

b) Montrer que I'on a PP* = P*P = | et en déduire que |dét P| = 1.
[Pour la définition de I’opérateur ( )*, voir I’exercice 4.1V.6.]

Etude de V,AV,A...AV,_, dans C".
Dans IR", on se donne n—1 vecteurs V,, V,, ..., V,1 et I’on considére
la forme linéaire suivante :

X > dét (Vy, Vs ooy Vg, X).

a) Montrer qu’il existe V, unique tel que
dét(Vi, Vay ooy Va1, X) = <X, V,>, VX € R",

V, est appelé produit vectoriel de Vi, V,, ..., V,—1 et on le note
V=VAVoA. . .AV,_y.

b) Si Vi= (a1, -r @i ), pour i=1,2,...,n—1, caractériser
VINVLA LAY,

n—1-

Soit H un Hilbert et A un sous-ensemble dense dans H : A=H.
Etablir les propriétés suivantes :

1) X, orthogonal & tout vecteur de H = X, = 0 (X, € H);

ii) X, orthogonal a tout vecteur appartenant a A = X, = 0.
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4.IV.10. Convergence faible, convergence forte.
L X 2 Soit H un Hilbert et {X,,}*’f une suite a valeurs dans H. On dit que X,
converge faiblement vers 'Y, appartenant a H lorsque I’on a

<Xp, X> - <Yy, X>, VX e H.

n—>o

On écrit alors X, = Y,.
n—o

On dit que X, converge fortement vers Y, lorsque
d(X,, Y,) = || X,— Yoll = 0.
n—-o
Etablir que I’équivalence suivante est vérifiée:
Xn - YO
DAIESIAL <> X, » Y (convergence forte).
n—>o

n—o



SOLUTIONS

4.1.1.

1° Pour les quatre exemples proposés il est immédiat que les axiomes 1 et 2 des
normes sont satisfaits. Il reste a vérifier I’axiome 3.

Soit X' = (x4, ..., x)) et Y= (¥y, ..., Yo, donc X+ Y = (x;+ ¥, -..r Xat+Yn)-
Pour la norme ||.||;, on aura

n n n
X+ Y1l = X bctnl < B B+ 3 el = 1X1c+ 171l

Pour la norme ||. ||, (en utilisant successivement la majoration |x;+ y, | < x|+ [y l,
puis I’inégalité de Minkowski avec a; = |x;| et b, = |y,[), on aura

n 1 n 1
e p = (£ btnr ) < (2 0l )

n 1 n 1
< () + (£ 1eP)?= 114171

Pour la norme ||.||,, faisons p = 2 dans la majoration ci-dessus. Remarquons
que cette majoration pourrait aussi étre utilisée avec p = 1.
Pour la norme ||.||,, on aura

X+ Y|, = St;‘p ety < s:p kal+sgp Vel = 1 Xlo+ 1Y 1]o-
2° 1l existe au moins un indice i, tel que sup |x,| = |x;,|. Donc
k

n
(SUP lxkl)p = |x,IP< X |xlP.
k i=1

De plus, |x;|<sup |x;|, Vi, donc
k

i=1

n
2 lxlP < n(sup lxkl)".
i k
En résumé, on obtient
n
(sup lxkl)” <X P n(sup kal)",
k i=1 k

Oou encore

sup x| < (2 lx,l") e sup 1%l
c’est-a-dire

Xl < Xl < nl"lelw, Vp >

Les normes [|. ]|, sont donc équivalentes a [|.]],, Vp>1, et, par suite, sont équi-
valentes entre elles.
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4.1.2.

Vérifions les trois axiomes des semi-normes.

a) Pour p(x) =él P (¥).

On a
=0= px) =0,
donc
p® = 3 2,0 = 0;
puis, piAx) = [Alpy(x),
donc
p(Ax) =élpk(lx) = lllélpk(x) = [Alp(x);
enfin Pi(x+y) < pi(0)+p0),
donc

pix+3) = 3 px+3) < T A@H+RO) = p-+p0).

b) Pour 7(x) = sip b(x).

On a

x=0= p(x) =0,
donc

n(0) = sgp px(0) = 0;
puis Pi(Ax) = |1AlIpi(x),
donc

n(Ax) = sup Py(Ax) = |A] sup (¥ = |Aln(x);

enfin pi(x+) < pp()+p (),
donc

n(x+y) = sup Di(x+y) < sup (2 +p () < sup pi(x)+ sup () = n(x) + n(»).

Soit X = (xy, ..., X,) un vecteur de C" et p, la semi-norme
X = p(X) = |xgl.
Nous obtenons ainsi une famille de semi-normes pour k = 1,2, ..., n.

I est clair que p et 7 sont ici des normes. (Voir P’exercice précédent : p = ||.];
et = ””ac)
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4.1.3.

1° La structure d’espace vectoriel de E est celle définie par les deux lois de
composition suivante :

[+g 1 x = (f4g)x) = f()+g(x),
Af :x = (AN)(x) = Af(x), Ae C.

Nous allons vérifier que chacune des trois applications considérées est une norme
sur E.

a) Les axiomes 1 et 2 sont immédiats a vérifier. On notera qu’il s’agit d’une norme
et non d’une semi-norme parce que f étant continue sur [0, 1], !f| I’est également.

Alors

fllf(x)]dx =0=f= 0, sur [0, 1].
0

La vérification de I’axiome 3 en ce qui concerne ||. ||, et ||. ||, provient évidemment
de I'inégalité
[f@)+eg@ < I fF)]+ gl

Par contre, la démonstration de I’axiome 3 pour ||. ||, utilise ’inégalité de Schwarz,
c’est-a-dire ici

1 1 1
[Lirenis@ie < ( [ |f(x)|2dx)*( [ 1g(x)|2dx)*.
0 0 0
A partir de
1 1
f Ifrgldx < f (SP+211L g+ g1,

on obtient

1 1 1 3 1 31 1
[Cirrgrar < f0|f|2dx+z( | Olflzdx) ( | olglzdx) + lgPa,
0

el < 1f1l2+ 11l

b) Puisque I’'on a |f(x)| < |1 flle (JIf]l4 est une constante), on en déduit immé-
diatement

d’ou

1 1
W1z = f fePdx < 11 f = If11,

ou encore

A2 < 111 o.
En utilisant & nouveau I’inégalité de Schwarz, on peut écrire
1 2 1 1
([ rer1a)” < [ iereas. | 12as,
() () 0

d’otr
A < HA2.
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En résumé,
20 g) Calculons les trois expressions demandées. On a
1
] 1
Il = [a=max = 141 =55
0
1 1 1
n
Lfallz = (f (l—nx)zdx) = |lfllz =7=:
0 V3n
[ fallo = sup | fo(x)] = ||fillo = 1.
[0,1]
b) Supposons qu’il existe une constante positive, 4, telle que
fll, < Allfll, Vfe E.
Pr = 1 [ fulla = 1 Al =1 i i V’;<é Y
enons f = f,,alors |l f,ll, = 1/5-1/71 et ||full; = n entraineraient V§ <3,
ce qui est impossible.

De méme, supposons qu’il existe une constante positive, B, telle que
[1flle < BlIflly, Vf€ E.

B . . .
Prenons alors f = f,, il vient 1 <§7: , Vi, ce qui est impossible.

Enfin, il n’existe pas de constante positive C, telle que

e < ClIfll2,

C .
il suffit de prendre f = f, pour constater que 1 ——, Vn, est impossible a réaliser.
n

Autrement dit, deux quelconques des trois normes ||.]|ly, ||.|l, et ||.]|,, ne sont
pas équivalentes entre elles.

40104.
Notons X = x la classe d’équivalence de x et vérifions que la norme ||. ||, définie
par || X|| = inf ||x+ u||, satisfait bien aux trois axiomes des normes.
ueM

a) [1X]] = 0 < inf||x+u|| =0,
ueM

Ju, e M tel que

llx+u,ll — inf [lx+ul|| =0,
n—>o ueM
c’est-a-dire
Up,+x - 0, ou encore Uy = —X.
n—-o n—>o

Or, u,e M qui est fermé, donc —xe M, et, par suite, xe M (M est un sous-espace
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vectoriel). Le sous-espace M contient aussi le vecteur nul 0, donc x = 0, c’est-a-dire
X=x=0.
. E
X est bien le vecteur nul de e

Réciproquement,
X=0= ||X|| = inf|[0+ul] < [|0+0]| =0
ueM

(puisque M contient le vecteur z = 0).
/.\ .
b) X+Y=x+y,si X=xet Y=y.

Donc on a
|| X+ Y| = inf ||x4+y+u]l.
ueM

Or
u u
eyl e g [+ 5]|
donc
. u u
inf [x+y+ull < ||x+§“+”y+§“
ueM
et, par suite,
. ) u ] u
inf ||x+y+u|| < inf ‘x+§| + inf ’y+ i[l
ueM ueM ueM
11 est clair que
inf ‘x+gH= inf ||x+u]| (puisqueg e M<ue M).
ueM ueM

La majoration précédente entraine alors
inf [|x+y+u|l < inf |[|x+u||+ inf |[y+u]],
ueM ueM ueM

ou encore
X+ Y] < HXII+ Y11

) AX = Ix. Alors,

[|1AX|| = inf ||Ax+u|] = |Alinf x+g“ = |A| inf ||x+u||
ueM ueM ueM

(puisque ue M < geMpour A#0)

et, par suite, ||AX]|]| = |Al.]|X]].
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4.1.5.

Soit X et Y € B,(a), c’est-a-dire
[ X—all<p et [1Y—all<p.

Pour montrer que B,(a) est convexe, il suffit de s’assurer que

X+A(Y—X)= (1—-)X+AY e B,a), YAelO0,1].

Or,
(A1=DX+AY—a= (1-DHX—a)+ (Y—a),

donc
H(A—AX+AY]—all < Q=D X—all+Al|Y—all<(A—=Dp+ip =p

et, par suite,
(1—=2)X+AY € B,(a).

De méme, on peut vérifier que les boules fermées By(a) = {X 3 |1 X—al] < p}
sont convexes.

4.1.6.

a) De Pinclusion B,(0) = B;(0), on déduit
B,(0) = B,(0) (= B,(0)).

Montrons que tout point x de B;(0) tel que ||x|| = p est un point adhérent & B,(0).
Soit x, la suite définie par x, = 1-—2 x,n=1,2,3,...,,0n a

Xy = X [en effet, ||x,—x|| = 1Hxl] = Q]
n—> o n n

et
1 1
x, € B,(0) [en effet, ||x,|] = (1— ;) [lxl] = p(l— ;l) <,0],
donc x € B,(0).
b) Un ouvert coincide avec son intérieur, donc. EP(O) = §p(0).
De P'inclusion B,(0)=B;(0), on déduit Bp(O)cB,;(O) et, par suite,
o) B,(0) = B(0).

Montrons que tout point x de §;(0) est tel que ||x|| < p [c’est-a-dire ﬁ",(O) < B,(0)].
Sinon, il existe x, vérifiant ||x,|] > p et B.(x,) = B,(0).
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Soit
1
X, = x0(1+ ;1)’ n=1273, ..,
on a alors
x,€B,(x0)= By(0),pourn>N = [llxroH] +1 (en effet, ||x,— xo|| = ||x0||< ”N”
donc
lxall < p, Vi > N.
De plus,

1 1
i = 1ol (143) (14 3) >

Ces deux maJoratlons, lIx,1]1 < p et ||x,]| > p, étant simultanément impossibles,

on ne pourra donc avoir ||x,|| > p.
Autrement dit,

10)) xe B)(0) = |lxll<p [Cest-2-dire B}(0) = B,(0)].

Des relations (1) et (2) on déduit B 2(0) = By(0).

4.1.7.

Soit x et y € C, Ix, et y, € C, tels que I’on ait
Xp > X et Yn—— ).
n—-oo n—oo

Puisque C est convexe
(1=Ax,+ Ay, € C, VA e [0, 1].

Or,
A= ADx,+ Ay, » 1—Ax+ Ay,
n—>o
[en effet,
X, = x <> Ye>0,3IN,(¢) tel que n> N, = |lx,—x||<e,
n—-oo
Yooy < Ve>0,IN,(e) tel que n > N, = |ly,—yli<s,
n—>o
donc
(A — Dx,+ Ay, —[A— Dx+ Wl < A=D]Ix,— x|+ Ally.— il <e];
donc

(-Dx+iye C, VYielo, 1]
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4.18.

1° Pour montrer que M est un sous-espace vectoriel de E (E.V.N. défini sur le
corps I = IR ou (), il suffit de s’assurer que
i) xet ye M = x+ye M,;
i) xe M = Axe M, Vie K.

Démonstration de i).
On peut écrire :

x et ye M = 3x, et y, € M, tels que x, - x et y, — ».

n—o0 n—o

Or, x,+y, € M (sous-espace vectoriel) et x,+y, — x+y; [en effet, on a
n—o

Neenty)— G+ < [lx,— x|+ |ly,— Il < 2¢, pour n assez grand],
donc x+y e M.

Démonstration de ii).
On peut écrire

xeM= 3Ix,e M tel que x, > x.
->00

Or,
Ax,eMet Ax, — Ax, [en effet, ||Ax,—Ax|| = ||||x,—x|| <|Ale pour r assez grand],

n—o

donc Ax e M.

20 Soit (M;);cr la famille des sous-espaces vectoriels contenant 4 et I, le sous-
espace vectoriel engendré par 4. On sait que ’égalité suivante est vérifiée :

Ho =N Mi‘
iel
Soit (M;);es la famille des sous-espaces vectoriels fermés contenant 4 (J<I) et
II, le plus petit sous-espace vectoriel fermé contenant A. Il est clair que ’on a
II, = n M;, ou M;= M,
jeJ
Par définition, on a II; o4, donc i, tel que I, = M;, et, par suite,
Q) II,<I1,.

De l'inclusion ITy >4, on déduit 1T, >4, 3j, tel que donc TI, = M;, et, par suite,
) I, <1,

En comparant (1) et (2), on obtient
I, <II, <11,
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puis, en passant a la fermeture,
ﬁoCﬁl = H1Cﬁo,

c’est-a-dire II; = IT,.

4.1.9.

Soit @y, 1 x> xo+x et, : x> ax,ac K = Rou Ceta##0.
a) 11 est clair que ¢,, est injective et surjective (Vye E : @, (y—xo) = »).
De plus, @y,-@—x, = P—x,-Px, = i, Opérateur identique, donc
(@x)™! = @xy
De méme, |/, est bijective et (Y)~1 = .
b) ¢, homéomorphisme < ¢, et (¢5)~! continues.

@y, est continue. — Quelque soit le choix de xo, ¢, est continue; en effet, on a
lx'— x|l <& = [|0xX)—0:D = [I(x"+x0)— (x+x0)|| = |Ix'—x|| <&

(en fait on constate que ¢,, est uniformément continue sur E).

Puisque @,, est continue, Vxo, (@ )~ ! = ¢_,, est aussi continue.

Autrement dit, ¢, est un homéomorphisme.

De maniére analogue, on s’assure d’abord que ¥/, est continue, Va # 0, puis on
en déduit la continuité¢ de (W)™t =y ;.

4.1.10.

a) A ouvert, B quelconque.
Montrons que A+y, est ouvert, Yy, € E. Pour cela, on considére un €lément
quelconque zo € A+yg : zp = Xo+ Yo, OU Xo € A.
Puisque A4 est ouvert, il existe une boule B,(xo)<= 4 et, par suite, on a
B,(x0)+yo<=A+Yo.
Or,

B (x0)+yo = {z; 2 = x+y0, 00 || x—x0l|<p} = {z; |I(z—y0)— XolI <p} = B,(20),

donc
B,(zp)= A+ yo.



SOLUTIONS 123

Tout point z, de A+ y, est centre d’une boule incluse dans 4+ y,; autrement dit,
A+y, est un ouvert de E.
L’ensemble A+ B,

A+ B = U (A+yy),
Yo€B

est donc un ouvert de E.

Remarque. — Pour montrer que A4y, est un ouvert, on peut aussi considérer
I’homéomorphisme @y, : x > x4y,

A ouvert = @(4) = A+y, ouvert.

b) A et B compacts.

A+ B compact <> toute suite {z,}¢ a valeurs dans 4+ B admet une sous-suite
{znp}21 convergente dans A+ B.

Soit {z,,} une suite a valeurs dans 4+ B : z, = x,+y,, ou x,€ A et y,€B.

{x,} admet une sous-suite {x,,} qui converge vers x€ A (compact).

{¥np} admet une sous-suite {y,,,q} qui converge vers y € B (qui est compact).

Donc

Znpg = Xnp, +y,l,qq-+wx+y € A+ B.

De la suite {z,} & valeurs dans 4+ B, on a pu extraire une sous-suite {z,, } qui

converge vers z = x+y€ A+ B. Donc A+ B est compact.

Remarque. — Dans EX E muni de la norme d’espace produit, 1’application
¥ :(x,y) — x+y est continue.
Alors,

AX B compact => (Ax B) = A+ B compact.

¢) A compact, B fermé.
Soit ze A+ B, il existe z,€ A+ B tels que

Zy, = 2.

n—>o
Puisque z, € A+ B, on peut écrire z, = x,+y,, ou x,€ 4 et y,€ B.
La suite {x,} est 4 valeurs dans 4 compact, donc admet une sous-suite {x,,} qui
converge dans A4
Xpp = XE A.

] A
Y I
A
0 ax O/A+B x>

Alors

Ynp = Znp—Xpp = Z— X (nOtE y).
n—>o
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Or, ¥y, € B fermé, donc y € B et, par suite, z = x+ye A+ B.

Donnons un exemple ot A et B fermé #= A + B fermé.
Dans IR?, on a

A={xy; xy=1} et B={xy;x=0,y<0},

alors
A+B={x,y; x>0,xy < 1}.

4.1.11.

La norme de E sera notée ||.]|.
Munissons Ex E de la norme définie par

Hee M Ex e = 1xl+ 11yl

et Ex [ de la norme définie par
@, Dllexk = x|+ 14].

1° Soit z = (x,y) et z’ = (x', y') deux vecteurs de Ex E. On aura alors

z—z' = (x—x",y—y) et |lz—2'|lgxg = lIx—=x'I|+1ly=)Il.
Par suite,
lz—2'lgxg < € = [lo@)—e)]] = [1(x+»)—&'+3)|

= [[x=x)+ 0= < [Ix=x"lI+ly=yll <
Autrement dit, ¢ est uniformément continue sur Ex E.

20 De méme, soit Z = (x, A) et Z’' = (x/, A") deux vecteurs de Ex K vérifiant
Z—Z'|gx k<&, Cest-a-dire

) jlx=x"1+1A-X < e [puisque ||Z—Z'||Exk = |lx—x'||+ |A—2]1.

La majoration (1) entraine de fagon évidente les inégalités (2), (3) et (4) suivantes:

)] A-A1<e,
3 llx—x"]| <&,
©) I < Hxll+e<< lIxl|+1  si 0<e< 1

On a, alors,

(@) —Y(Z)]] = [1Ax—A'x'|| = ||A0e—x")+(A—1)x"]]|
< Alx=x"1+ 1A= 2111x1] < [Ale+e(llx]]+1) = e[lAl+ [Ix]|+1]

et, par suite, ¢ est continue en Z, VZcEx K.
Supposons que ¢ soit uniformément continue sur E X [, alors,

Ve>0, dn(e)>0
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tel que
NZ=Z'Nlgxg = lIx=X"|1+ 1A= < n = l9p(2)—p(Z)]| = ||Ax—AX|I < e

En particulier, pour x = x/,
A=21<n = |lAx=Ax|| = |A-A]lIx]| < &,

. L. €
ce qui est évidemment faux pour ||x||>-.

Y ne peut donc étre uniformément continue sur Ex K.

3° Les notations sont celles de la question 1°, p,(z) = x (z = (x, ¥)) et p,(z) = X,
llz—2'llgxg = lIx=X'11+1ly=yI< & = |Ip1@—p:@) = lIx=X'|| < e

Autrement dit, p; est uniformément continue sur EX E.

4.IL1.

a) On sait que C([a, b], C) posséde une structure d’espace vectoriel sur €, lorsqu’on
le munit des lois suivantes :
ftg x> (f+g)x) = f(x)+g(),
M x> (ANHX) = Af(x).

b) Vérifions que ||.[|,, est bien définie sur C([a, b], C) [c’est-a-dire que I’on a
[1f 1l < ©00).
Soit feC, la fonction f est continue, donc
[a, b] compact = f([a, b]) compact dans C
= f(la, b)) borné dans C : |f(x)| < M, Vx€la, b]
et, par suite,

Iflloe = sup |f()] < M
xela,b]

est bien un nombre fini.
Il est aisé de vérifier que cette application ||. ||, satisfait aux axiomes des normes.

¢) C([a, b], C)est complet, donc est un Banach.
Soit {f,}¢ une suite de Cauchy dans C :

Ve>0,IN(c) tel que m>n> N() = ||f,—full = S?I; | X)) —fu(X)| < &,
xela,b]

ou encore
(1) Ve>0,IN(e) tel que m>n> N = |f,(X)—f.(*)| < &, Vx€e[a, bl.

Pour chaque x fixé, la suite numérique complexe {f;(x)}g est donc de Cauchy,
par suite elle converge, et ’on a

Ju(x) = I(x).
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En faisant tendre m vers l’infini : £,(x) —» /(x), et I'on obtient

n—co

[£)—1uD)] < & = [H0)—IX)] < €

donc [cf. (1)] :
)] n > N() = |f,(x)—I(x)| < ¢, Vxela, b.

On s’assurera que 1€ C en vérifiant qu’elle est continue sur [a, b).
On a
I(xX)=1(x) = (D) —fEN+ U =)+ () —1x),

donc [cf. (2) avec n = N], on obtient
D)1 <& + | fy(x)—fy(x) | +e.

La fonction fy étant continue sur le compact [a, b], on peut écrire
Ix'—x] < ale) = /) —fx)] < e

et, par suite,
Ix'—x] < afe) = Ix)—Ix)] <3¢

Autrement dit, / est uniformément continue sur [a, b].
De la relation (2) on déduit

n>N() = |l fi—llle = SUD /)= <

an

c’est-a-dire
S = 1eC.

n—>©

La suite de Cauchy {f,} définie dans C converge vers /€C. L’espace vectoriel C est
bien complet.

4.11.2.

1° Faire le graphe de f, et f,, (m>n).
11 est clair que I’on a
fm(x)_f;x(x) = 0’ pour X€ [_1: 0]’
< ) —fulx) < 1—f(x), pour  x€[0,1],

donc

+1 1
1 tall3 = [ Ua=Ai0) 120 = [ Dr—fi02as

1

f A—f(x)2dx = f A—nx)2dx < f :ldx=

|-

et, par suite,

1
fm—tall2 < V—, pour m>n.
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Alors on a

Ve>0, m>n> N(s)(= [;:13] +1) = || fa—full <e,

donc {f,} est bien une suite de Cauchy dans C.

2° Supposons que C est complet.
On a nécessairement f, — f€C, autrement dit,
n—>o

3f continue telle que # > N(8) = ||fi—fll» < &

a) Soit a € ]—1, 0.
La fonction (f,—f)? étant positive on aura

a 1

|° to=rerax < [ (h—feoreas = 14113 < 22, pour 5> NG

ou encore
f [F2(x)dx < €2 (puisque f,(x) = 0 sur [—1, «]), Ve>0,
-1

et, par suite,

W [* =0,

-1
L’application x> f2(x) est positive et continue sur [—1, o] (puisque feC), donc
1) = f2(x) =0 sur [—1,0].
Conséquence. — On a
f(x) =0 sur [—1,0], avec —1<a<O.
b) Soit fe]o0, 1].
Définissons Ny par Ny = 1 +1.

Pour n > v = sup (N(¢), N;) nous aurons
i) fu(x) =1, pour x € [B, 1];
i) [Ifi—fll2 < e

Alors

1 1 +1
| a-rera= | w-rora< [ dwo-repa <, vo

et, par suite,
1
@ f (1—f()dx = 0.
B
La fonction x+> (1—£(x))2 est positive et continue sur [, 1] (puisque fest continue
sur [—1, 1]), donc
2 = [I=f@)? =0, Vxe[B,1].

Conséquence. — On a
f(x) =1 sur [B,1], avec 0<f<1.
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¢) En résumé :
On a
fx)=0, sur [—1, 0],
f(x) =1, sur 10, 1],
f continue sur [—1, 1] (par hypothése).

Ceci est contradictoire (la fonction f ne pouvant étre continue 2 1’origine), donc
C ne peut étre complet.

4.11.3.

1° @) Soit E un ensemble quelconque et Fun espace vectoriel sur un corps valué K.
On sait que I’ensemble FE des applications, f : E— F, muni des lois de composition
suivantes :

fte x> (f+8)x) = f(x)+gx)

et

Af 1 x> (AN)x) = Af (),

est un espace vectoriel sur K.
En particulier, I’ensemble IRN* des suites est un espace vectoriel sur IR et ]° < IRN*,
Pour montrer que /® est un sous-espace vectoriel, il suffit de s’assurer que I’on a

X={x}P et Y={p,}P €l® = X+ Y ={x,+y,}P €,
X={x}pel®et e R = AX = {Ix,}p € I~.

Il est clair que I’on a

sup |x,| et sup |y,| bornés = sup |x,+y,| bornés
n n n

et, par suite, X+ Y € [»,
De méme,
sup |x,| borné = sup |Ax,| borné
n n

et, par suite, AX e >,

b) Il.]l, est une norme.
Vérifions les axiomes 1, 2 et 3 des normes.

M 0={x,)p, o0 x,=0,Vn, donc [0, = sup |x,[}= 0.
n

Réciproquement,
”X”cn = sup lxn] =0 = Xn = 0’ Vn.
n

2 Sup |xp+yal < sup |x,/4+sup |y,l,
n n n
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donc
X+ Yl < 11X+ 1Yo
3 sup |Ax,| = || sup |x,l,
n n
donc

HAX e, = 12111 X1

¢) I® est un Banach.
Soit X une suite de Cauchy dans /, on peut écrire
Ve >0,3N(e) tel que m>n> N, = [|[X®-XM]||_

avec
xXm = {xg‘)}g° et XM = {x‘(,”‘)}i”; donc XM—Xx ™ = {x‘(,")—x‘(,'")}?

et, par suite, on en déduit
Q) m>n> N() = sup [xM—xM| < & (< xPW—xiM| < &, VD).

1l en résulte que {x‘")} _ 4 (p fixé) est une suite de Cauchy dans IR complet, donc
convergente: x{?) — x,.
n—

Alors, en faisant tendre m vers linfini (x{™ — x,), on a [cf. ()]
m—
X —xM < e = IxN—x,1 < ¢
et ceci quelque soit le choix de p.

En résumé, on a
) n> N() = |x—x,] < e, Vp.

Soit Xp = {x,}2; [Ix,] bomné car |x,| < |x¥|+e < [|X ™| +¢, donc X, €l=].
Alors,
XM —X, = {x{,")—xp}?:l
et, par suite,
[ XM — X5l = sup |xfV—x,| < &, pour n > Ny [cf. @]
14

Autrement dit,
XM 5 X, € l=.

n—>

Toute suite de Cauchy dans /* converge dans /®. L’ensemble /© est complet.

20 |® est un sous-espace vectoriel de /®.
En effet, on a
X={xjret Y={ylrelp < x,»0et y, >0

n—o n—>o

= Xyt ¥, =0 < X+ Y ={x, 4y}l

n—o
et
X= {x}‘felgéx,,aoslx —-0,Vie R < AX={ix,}p elp.

n—>o
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Montrons que [ est fermé.

Soit Z = {z,}& ; un élément quelconque de Ig. 1l existe alors
ZM = {zM}®,_selp telque ZM - Z,
n—
c’est-a-dire
Ve>0,3IN(e) tel que n>N= ||ZW—-Z||, = sup |z"—z,| < &
»

En particulier, pour » = N, on a
sup ]z‘(,N)—sz < &,
p

ou encore
) lzZM—z,| <& Vp.
Puisque ZM = {zM}x ; € Ip, on a z{™ — 0, autrement dit,
p—>®
Q) JP(N,e) telque p>P= zZM|<e

De (1) et (2), on déduit alors
Izl < 2¢, Vp > P.
Autrement dit, z, — O et, par suite, Z € [§.
p—>®

En résumé, on a Zelp = Z e IP. L'ensemble I est bien fermé.

4.114.

1° On sait que $ posséde une structure d’espace vectoriel sur K = IR ou C,
si on le munit des lois suivantes :

frg:ix = (f+g)x) = f(xX)+g(x)
AMix > (ANE) = AfKx), le K.

Supposons que F soit un Banach, et soit {f,}? une suite de Cauchy dans 3.
On a
Ve>0,3N(e) tel que m>n > N@E) = ||fi—full < &,
donc

m m>n > N(&) = |f()—fu®)llF < & Vte A

Pour chaque ¢ fixé, { f,,(t)}‘{° est une suite de Cauchy dans F complet, donc
fAt) = Ilt)eF.

n—>o

Alors, (1) entraine (m tendant vers +o0)
@ n > N(E) = |-l <& Vied
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Remarquons que [/ appartient @ $ [en effet, on a
NN < NAON+IE)— Ol < [fyll+el

De (2) nous déduisons
3) n > N() = |Ifi~llI< &

c’est-a-dire f, » / € B. L’ensemble B est complet; c’est un Banach.
n—»

20 C, est évidemment un sous-espace vectoriel de 3.

a) Montrons qu’il est fermé dans 3.
Soit eCy, 3f,eCy tel que £, o f;

Ve>0,3N(e) tel que 27> N() = |Ifi—flI< s,
ou encore
) n> N(e) = |If,(0)—f@)lIF < & VteE.

Nous en déduisons que f est continue. En effet, on a
fEN—= 1) = (FE)=fHEN+ UKD — @)+ K@) —f @),
donc

®) @) —fOlr < e+ 1E )=+ e,
[utiliser (4) avec n = N]

fy €tant continue, il existe a(z, €)>0 tel que
(6) d@’, 1) < a = |1V —f®lr < ¢ (d distance dans E).
De (5) et (6) on déduit alors
@', 1) < a = |If¢)—fOIl < 3¢,

c’est-a-dire f continue en #, Vi€ E.
Autrement dit, f e C,.

En résumé, on a feC, = feC,. L’ensemble C, est bien fermé.

b) Conséquence.
F Banach = B®(E, F) Banach, donc complet

(d’aprés la question 1°, avec 4 = E).
Co(E, F) fermé dans B(E, F) complet = Cy(E, F) complet.

L’ensemble Cy(E, F) est bien un Banach.

131
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4.111.1.
On considére I’application ¢ : x 1 +p IJICxII définie sur E et a valeurs dans
B,0) = {x € E; ||xl|<p}.

1° Montrons que ¢ est bijective.

a) Injection.
o(x) = o(x") = |l = [l
C’est-a-dire

px_ _ _px o plxll plIxl]
1+1x]l  14+1x1 7 1+ 1] 1+ 11X
et, par suite, ||x|| = |1x'||.
Alors
px___px v
T+l ~ 1+ =%
b) Surjection.
Formellement,
. px _ plixll _ Al
Y= = = 1 = = oo
et, par suite,
= LR Y
p p—IlyIlI’

Alors, soit y un vecteur quelconque de B,(0) (<> [|y||<p). 1l est aisé de vérifier

que go( = y. L’application ¢ est bien surjective.

_r
p—1yll

2° Montrons que ¢ est continue.

Premiére méthode. — On a
o px o || plIXI
@ lle—eGIN = H1+nx||‘1+||x'|| ’ = A ema+ e S

ou
X = (e—=x)+(l1x"|lx— |1x]|x).
1l est clair que I’on a aussi

X = (—x")+(Ix"||— x| Dx+ [1x!|(x—x")
donc

) I —xIl < & = 11X1] < e+sllx||+|Ixlle
[puisque ||1x'I|—11xIl| < Ilx'—xIl < &].
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Par suite, [cf (1) et (2)]
lx'=—x|l < &€ = |lpx)—e@@)|| < p(1+2|lx]))e.

Autrement dit, ¢ est continue en x (Vx € E).

Deuxiéme méthode. — Soit A une application continue définie par

E— R,
x = A(X).

11 est clair que la fonction j i:f(x)x est continue.

[Ecrire ||xA (x)—=xA ()] = [I(A ()= A G))x"+A )x'—%)||
< IAX)=AEIA+1IxID)+ IAE)]1X —x]|, pour ||x'—x||<1.]

Ici,1a fonction A : x +— l—ﬁest continue puisqu’elle est le produit de compo-
sition des applications continues suivantes :

14 .
x = ||x|| (E+ RY) et ub u(R*' — IR);
donc

—_px _
X xA(x) = T o(x)
est continue.

30 Montrons que ¢~ : x > ——x—l (cf. la question 19) est continue sur son
domaine de définition B,,(O) p—lIxI|

Pour cela, on pourra utiliser I’une ou I’autre des méthodes précédentes. Par exemple,
on pourra remarquer que l’application

1
A .me (XEB‘,(O)¢ [1x]]1< p)

est continue, puisqu’elle est le produit de composition des applications continues
1
x = ||lx|| (E—[0,pD et MHF‘([O,P['—’ R).

Conclusion.
¢ et ¢~! continues <> ¢ homéomorphisme de E sur B,(0).

4.111.2.

a) i) = ii). — Par hypothése,
HE)IF < KlIx||g, Vx€E.
On a évidemment

HFE)—=fONNg = 11f(x—x)IfF < Kllx—x"||E,
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donc
Ie=x'llg < 5 = -l < &.
Autrement dit, f est uniformément continue sur E.
b) ii) = iii). — Evident (I'uniforme continuité entrainant la continuité).
o) iii) = iv). — Evident.

d) iv) = i). — Par hypothése, f est continue en x,,
Ve>0, Ja(e, x0)>0 tel que |lx—xollg < = || f(xX)—f(x)llF = || f(x—Xo)llF < &

ou encore (en posant y = x—X;)

¢)) ylle <o = lIfOlF < &
Soit X un vecteur quelconque de E et ¥ = ”—;,CWX
E
1l est clair que ||Y]|g = a, donc, d’aprés (1), on a ||f(YV)|lIF< &,
o o o
—X = ||+ = —— ||/l <
o ()], = ool = oot <
ou encore

€
Nf)NF < &HXHE, VXeE.

On peut alors poser K =

Rlim

4.111.3.

10 f est une application bilinéaire, donc
f(x4,0) = f(0, x,) = £(0,0) = 0.

a) Supposons f continue sur E; X E,, donc en (0, 0).
On peut alors écrire

Ve>0,30,>0 tel que |[(x1, x)I| = |Ix(l|+11x2ll <o = [[f(xq, X2)—f(0, 0)]| < &.
En particulier, on aura

o o
el <5 et Il <35 = [1fG, 2l < s

Soit (¥, ¥,) un élément quelconque de E; X E,, vérifiant y, et y, différents de zéro.

Y1 « Y, a ., . o o
et 2z, = .- vérifient ||z{]| < 5 et ||z,]] < 5,

Z, = .
Y7 lll 4
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donc

1f(zy, 22)I1 < &

ou encore

16 ¢

De cette derniére inégalité on déduit, en posant K = 2z

/01, y2II < Kyl 11yl

(majoration qui reste évidlemment valable lorsque y; ou y, vaut 0).
b) Supposons que || f(x;, x;) || < Kl x |I. |l x2 II.
Soit a = (ay, ay) et h = (hy, hy), avec ||k, ]| et ||A,y]] < 1. Alors
flay+hy, ax+hy) = f(ay, ax)+f(ay, k) +f(hy, a2)+f(h1’ hy).

Donc
[ f(@1+hy, ax+ho)—f(as, ax)ll < |1f(ay, A+ f(y, a1+ fI(R, B,

a fortiori (par hypothése), nous avons
1 fla+m)—f@Il < Kllag|l. 11k 1+ K|l @z ||+ KA1 ]] [1A,]]
< H(ky 1+ [Ih21)) = H|lA|,

en posant H = K(|la, |+ llaz||41).
Autrement dit, f est continu en a, Vae E, X E,.

2° Nous avons

FGes, X1 < NIfI, Vxy et x, vérifiant |1x,]] = [Ix,]] = 1.

Soit (¥, ¥,) un €élément quelconque de E; X E, vérifiant y, et y, différent de zéro.
Alors,

Y1 Y2
= et z; = —— sont tels que z ]l = llz,|| = 1
L7 Iyl 27 12!l q = [1z211

et, par suite,

1
£z, 221 = T NG v < AL

PINERL

ou encore

NfOw, v < ALl p2 ]

(Pour y; ou y, nul, cette majoration reste évidemment valable.)
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4.111.4.

10 a) L’application p : x = p(x) est continue sur C" muni de la norme ||-||.

En effet, soit X et Y tels que
n
Y=01 V0 = Zlyiei,

i=

n
X=(xy, .., xp) = leiei et
i=

ou ey, e,, ..., e, désigne la base canonique de C".
n
On a |[[X—Y]|| = -21 lx;—y;1>, [ce qui entraine |x;—y;| < || X—Y]|, Vi]
1=

p(X)—p(Y)| < p(X—T).

et
(Plus usuellement pour une norme notée ||. ||, on écrit[ llallo— 15| lol < |la+bllo.)

Alors
IP=p(N] < =) = p( £, Gemyer) < pie—ye

= 3 In—nilp(e) < 3 11X=Ylip(e) = IX—¥1I 3 ple).

L’application est donc bien uniformément continue sur C", puisque
= |p(X)—p(1)| < &

NX—YII < ~
_;lp(ei)

b) S = {Xe C"; ||X|| = 1} est un compact. De plus, il est connexe [deux points
quelcongues de S peuvent étre reliés par un chemin appartenant a SJ.

L’image continue d’un compact est un compact, donc p(S) est un compact.

L’image continue d’'un connexe est un connexe, donc p(S) est un connexe.

En bref, p(S) = [m, M](avec m>0, puisque p est & valeurs dans IR, ). Il existe donc
p(Xo) = m et p(X;) = M.

Xo et X, €S tels que
Si m = 0, on aurait p(X,) = 0, avec X, % 0 (puisque [|X,|| = 1), donc m>0.
Par suite, on a
o<m< p(Y) < M, VYeS.
X
Soit XeC"—{0}, alors me S,

donc
< p{ ) = ko0 <
S PTix) T P S A
ou encore
m||X|| < p(X) < MIIX|l, VXe €7,

M

m et M étant des constantes strictement positives (pour X = 0, cette inégalité restant

évidemment valable).
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¢) La relation (1) exprime que p et ||.|| sont des normes équivalentes.
Autrement dit, toute norme définie sur €C" est équivalente a ||.]|.

20 Soit Le £( €™, F), il faut montrer que L est continue. Ce qui revient 3 démontrer
que 'on a
IILX||F

LI = stl:p_{o}i x|

n n
Soit X = (x4, ..., X)) = X, x;¢;. On aura ||X]|2 =3 Ix;|2, [ce qui nécessite
iz1 i=1
x| < 11X11, Vi]
n
et LX = 3 x;Le;.
i=1
Par suite, on en déduit

n n n
ILXIES 3 IxLelle = Xl liLell< 3 11XIL11Led s = KIIXI)
1= 1= 1=

n
(en posant K = '21 [|Le; 119,

ou encore
NLI < K.

On a bien |||L||| <00, c’est-a-dire que L est continue.

En résumé, on a
£&(cr, F)=£(C" F).

4.1IV.1.

L’espace E étant défini sur IR, le produit scalaire est a valeurs dans IR; par suite,
<X, Y> = <Y, X> = <Y, X>.

On a alors

I X+Y]2= <X+ Y, X+Y> = <X, X>+ <X, Y>+ <Y, X>+<Y,Y>,
ou encore

@) 1 X+ Y112 = |IX]>+2<X, Y>+|Y][2

En changeant Y en — Y dans (1), on obtient la relation
) I X=7YI12 = || X]I2—2<X, Y>+||Y]2

Les relations (1) et (2) entrainent alors la relation suivante :
X+ Y12+ || X— Y112 = 2[|X][2+2]| Y]|2

(Relation qui caractérise les normes associées 4 un produit scalaire.)



138 ESPACES VECTORIELS NORMES

4.1v.2.

Formons || X+ Y]|2, on obtient
HX+Y|2= <X+ Y, X+Y> = <X, X>+ <X, Y>+ <Y, X>+ <Y, Y>,

ou
X+ Y[2 = [IX]12+ <X, Y>+ <X, Y>+][|Y]I?
ou encore
0)) X+ Y12 = |1X]12+2Re<X, Y>+1[Y]|2

11 est clair que ’on a
<X, —Y>=(—D<X,Y> = — <X, Y>,
donc
Re<X, —Y> = —Re<X, Y>.
Si I’on change Y en — Y dans (1), on obtient alors
) IX—YI|2 = ||X]|2—2Re<X, Y>+||Y]I2

Les relations (1) et (2) entrainent alors la relation suivante :
1 X+ Y112+ || X— Y12 = 2||1X]1242]| Y13,

relation qui caractérise les normes associées aux produits scalaires.

4.1V.3.

1° Rappelons I’inégalité de Cauchy-Schwarz
<X, Y>| < [IXILIY].
On a
Px(YN)—x(¥) = <X, Y'>— <X Y> = <X, Y -Y>

et, par suite,
lox(YN—ox(V)| = |<X, Y'=Y>| < [IX]||.|Y' = Y|

Alors,
NY' =Yl < & = |px(Y)—ox(V)| < elIX]l.

La fonction ¢y est bien uniformément continue sur E. On fera le méme raisonne-
ment pour Yy.
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20 Soit Z= (X, Y) et Z' = (X', Y') deux vecteurs de EX E, formons la différence
de Zetde Z' :

Z'-Z=X'-X,Y'-Y) et |IZ'=Zllgxg= |IX'=X|I+]IY' =]l

On a
WZ)—WZ)=<X"Y'>— <X, Y>=<X,Y'>— <X, Y>+ <X, Y>— <X,Y>,
ou encore

MZN)—WZ)= <X, Y'=-Y>+<X'—X, Y>.
Par suite, en utilisant 1’inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit
WZY)—h2)| < IIX'|I.11Y' =Y+ 11X = X111 Y]]
Alors, pour
NZ'=Z|lgxg = IX'=X||+ Y=Y < ¢

on a
IZ)—h(2)| < (1X1|+ee+ell Y]] < e(lIX1I+11Y][+1), si O<e<].

Autrement dit, # est continue en Z, VZe€ EXE.

Supposons h uniformément continue sur EXE.
Ve>0,3u(e) tel que ||Z'—Zl|gxp = [IX'=X[|+1Y' - Y| <
= |W(Z)—h2)| = |<X, Y'>—<X,Y>|< &
En particulier, pour Y'= Y, on a
(0} 1 X'—-X||<a= |<X'-X,Y>|< ¢ VYeE.

Soit Y,, choisi arbitrairement dans E, la relation (1) entraine donc
X=X € o= |<X'=X,AY,>| = Al <X'—X, Yo>| < ¢, VA réel >0.
Ceci n’est possible que si I’'on a <X'— X, Yo> = 0, et cela quel que soit le choix

de Y, dans E. Le vecteur X'— X, étant orthogonal a tout vecteur de E, est nécessai-
rement nul.

En résumé, || X'— X|| < & = X' = X, propriété évidlemment fausse dans un E.V.N.

(X' - X+a2—|rlm vérifie [|1X'—X|| < a, VueE).
1

La fonction % ne peut donc étre uniformément continue sur EX E.

4.1v4.

Il faut s’assurer que < , >y satisfait bien aux axiomes des produits scalaires.
Ceci est aisé a vérifier.
La norme associ€e est alors donnée par la relation suivante :
X1 = <X, X> = |Ixq |17+ 121 1Z X = (xq, X,).
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Nous constatons que la norme associée |[|.||g est la norme usuelle de I’espace
produit Hy X H,, ou H; (i = 1, 2) est un Hilbert, (donc un Banach) pour la norme
Il.1lg: associée a <, >y

Un produit fini de Banach est un Banach, donc H = H; X H; est un Banach pour
cette norme ||.||g.

En résumé, ’espace H muni du produit scalaire < , >y est complet pour la norme
associée ||.l|y; c’est donc un Hilbert.

Ceci se généralise évidemment & un produit fini d’Hilbert H = H; X H, X ... X H,,
ou

n
<X, Y>y= -21 <Xp Vi> g
i=

4.1IV.5.

1° @) Si 'on a @y(X) = <A4X, Y>, on a donc
Py X)—0y(X) = <AX'—X), Y>
et, par suite,
ley(X)—@y(X)| < [JAX'=X)|1.1IY1 < [4].11X" = X]1.]| Y]]

Alors, si ||[X'—X]|| < &, on en déduit
Ney(X)—@y(X)]] < [II4]].11Y]]e.

Autrement dit, la forme linéaire @y est continue : ¢ € H'.
Du théoré¢me fondamental, on déduit I’existence d’un vecteur Z tel que ’on a

oyX)= <X, Z>,

Z dépendant du choix de Y, on le notera A*Y et, par suite,
<AX,Y> = <X, A*Y>, VXeH.

b) Soit Y, et Y, deux vecteurs donnés.
On aura
<AX, Y1+ Y2> = <.X, A*(Y1+ Y2)>, VXG }I.
Or
<A.X, Y1+ Y2> = <AX, Y1>+ <AX, Y2> = <X, A*Y1>+ <.X, A*Y2>,

donc
<X, A*(Y;+ Y,)> = <X, A*Y;>+ <X, A*Y,>, VXe H.

Soit Z = A*(Y;+ Y,)—A*Y,— A*Y,, de la relation précédente on déduit
<X,Z> =0,VYXeH.
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En particulier, pour X = Z, on a
<Z,Z>=|ZIP=0<=Z=0,
ou encore
A*(Y1+ Yz) = A*Y1+A*Y2.

Soit Y un vecteur donné et A un scalaire donné.
Par définition, on a
<AX,AY> = <X, A*(AY)>, VXeH.
Or
<AX,AY> = A<AX, Y> = A<X, A*Y> = <X, AA*Y>,
donc
<X, A*(AY)> = <X, AA4*Y>, VX€e H.
Soit Z = A*(AY)— A4*Y, on déduit, alors, de la relation précédente,
<X,Z> =0, VXeH,

et, par suite (en faisant X = Z),
Z = A*(AY)—A4*Y = 0.
Nous venons de vérifier que A* € £(H), ensemble des endomorphismes de H.

Montrons que A* est continue. (<> |||4*||] <00).
Sachant que I’on a

<AX,Y> = <X, A*Y>, VX et YEH,
pour X = A*Y on aura
<AA*Y,Y> = <A*Y, A*Y> = ||4A*Y]||?, VY€ H,
et, par suite (inégalit¢ de Cauchy-Schwarz),

A*Y]]? = |<dA4*Y, Y>| < || AA@* D)LY < [114]11.]14* Y]] Y.

Ceci entraine que ’on a
14*Y| < [114111.11Y]], VYeH,

et, par suite, la relation

@ [[l4*]]| = sup
yeH—{O}

[l4*Y]|
1]

< |li4lll,

|]114*||] étant borné, A* est donc continue.

¢) 1l résulte de la définition de I’opérateur adjoint que ’on a
<A*X,Y> = <X, (4¥)*Y>, VX et Ye H.
En utilisant la propriété de la symétrie hermitique des produits scalaires, on

obtient _
<A*X,Y> = <(A®H*Y,X>, YX et YEH.

Or

<A*X,Y> = <Y, A*X> = <AY, X>, VX et YeH;
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[1a premiére égalité résulte de la propriété de symétrie hermitique des produits scalaires,
la seconde résulte du fait que
<AY,X> = <Y, A*X>,VX et YeH).
On déduit
<(A*)*Y, X> = <AY, X>, VX et YEH,
ou encore
<(A¥)*Y—AY,X> =0, VX et YeH.
Pour X = (4*)*Y— AY, on obtient ||(4*)*Y— AY]|| = 0 et, par suite,
(A*)*Y = AY, VY € H,
c’est-a-dire (4*¥)* = 4

D’aprés la relation (1), on a [[|4*|]] < |||4]|l. En appliquant cette majoration
a I’opérateur 4* on obtient

HA®*] < [114*]11,
ou encore la relation

)] 411} < [114*]]] (puisque (4¥)* = A).
En associant (1) et (2), on obtient bien |[|4*||| = |||4]]I.

20 Puisque 1’opérateur A4 est caractérisé par la matrice carrée (a;;) dans la base
canonique, on aura

n
AX = (x},...,xp), ou xj= _Zla,-jxj,
Jj=
et, par suite, on en déduit

n
<AX,Y> = Z EATEIDY (Z auxj) Z E a;j%;¥;.

i=1 i=1j=1
Soit B = (a¥ 5), ol af§=a;;.
Cette matrice B caracterlse un opérateur B dans la base canonique et I’on a

n n n n __
<A,, BY> = _lei(zla?}yj) = Z Z ’5 iyJ Z Z aj;iX, lyjs
i= j= i=1j=1

i=1 J—
ou encore (i et j étant des indices muets de sommation, i sera noté j et j sera noté i)

<X, BY> = Z Z a;;%;y;.
i=1 ]—
On constate que
<AX,Y> = <X,BY>, VX et Ye C"= H, donc B = A*

En résumé, l’operateur A¥* est caractérisé par la matrice a{, (ou a¥ = aj;) dans
la base canonique.
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4.1V.6.

10 Soit X = (x4, ..., xp) et Y = (¥4, ..., ¥,) deux vecteurs de C", alors

n
AX = (x, ..., Xn), ou xi= .Zlauxj,
J=

et, par suite,
n n n n n
- _ _
<dX,Y> = S xFi= 3 (z a,-,-x,-)yi =% 3 amge
-1 i=1 \j=t i=1j=1

De méme, on a
n
A*Y =0y ..5¥n), Oy = _Zla?}y,-,
J=
donc on peut écrire

n n -’l—— n n
<X, A*Y> = ¥ x,j{ = 3 xi(_Z ai‘;yj) = 2 2 a4i%y;
i=1 i=1 \j=1 i=1j=1

(puisque a_;'} = a;).

i et j étant des indices muets de sommation, i sera noté j et j sera noté i dans cette

derniére relation. Donc on obtient
n n
<.X, A*Y> = 2 aijxjfi
i=1j=1
et, par suite, on en déduit
<X, A*Y> = <AX,Y>, VX et Ye C"
On a
A—2D* = A*—(QD* = A*—AI* = A*— 11,
donc
T () = dét [4*— AI] = dét [(A— AI)*] = dét [A—AI] = T (&,.

2° On suppose maintenant que a@;; = dy;, donc a;; = affj et, par suite, A = A*.
a) Puisque A4 = A*, on aura
<AX,Y> = <X, A*Y> = <X, AY>,
ou
a <AX,Y> = <X, AY>, VX et Ye C".

Donc, on en déduit la relation
@ <AV, Vi> = <V;, AV;> (V; est vecteur propre),

V, étant vecteur propre, on aura AV; = A;V;, avec V; # 0.
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La relation (2) entraine alors

<)'iVi’ Vl> = <I/l’ liVi>:
ou encore

W<V, Vi> = i<V, Vi> (< YA =7~i||VtHz)-

De cette relation, on déduit que ’on a A; = 2;, c’est-a-dire que 2; est réel.
b) Compte tenu de la relation (1) (puisque A4 est hermitien), on a
<4V, V;> = <V, AV;>.

Or AV, = A,V; et AV; = A;V;, donc
<MV, Vi> = <Vi, 4;V;>.

Puisque A; et A; sont réels (cf. la question 2°, a), on déduit de la relation précédente
Ga= )<V, Vi> = Q4= 2)<Vy, V> =0

et, par suite,
M# A= <V, V;>=0,

C’est-a-dire que V; et V; sont orthogonaux.
¢) Supposons que (a;;) soit réelle et symétrique (a;; = a;).
Si ag;; est réelle et symétrique, on a alors
a;‘; = 5ji = aji = au,
donc A* = A. L’opérateur 4 est hermitien. Ses valeurs propres sont donc réelles
et ses vecteurs propres orthogonaux.

4.IV.7.

a) Soit ¢; et ¢; deux vecteurs orthogonaux de C" : <e;, ;> = 0.
Donc <Pe;, Pe;> = <e;, ¢;> = 0. Les vecteurs &; = P(e;) et &, = P(e,) sont
bien orthogonaux.
b) On a
<X, Y> = <PX, PY> = <X, P¥(PY)>, VX et Ye C",

donc, en posant Z = P*PY—Y, on obtient
<X,Z> =0, VXe C".

Pour X = Z, on obtient ||Z|| =0 < Z = 0, et, par suite,
PP*Y =Y, VY e C~
Autrement dit, PP* = I.

P est donc inversible et P~1 = P*,
De la relation I = PP*, on déduit

dét (I) = dét (P) dét (P*) = dét (P) dét (P) = |dét P|?

et, par suite, |dét (P)| = 1.
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41IV.8.

a) L’application ¢ : X— dét (Vy, Vs, ..., Vp—1, X) est une forme linéaire et conti-
nue sur IR” [la continuité peut se déduire de la majoration suivante :
leX)| = |dét (V1, ..., Va1, DIV | Va1 XTI,
ou

”(al’ eeey au)” = .ila%].

Du théoréme fondamental 4.IV.1., on dédvit ’existence d’un vecteur unique V,
tel que
Q’(X) = dét (Vl, eeey Vn—ls X) = <A,3 Vn>: VXE Rn.
b) Soit les vecteurs ¥, suivants :

Vl = (al,l’ eeey al,n), V2 = (az,x, seey a2,u)s L) Vn-l = (an—l,I, seey an—l,n)'

On aura
ai,1, Qi,n
. . n
dzt(Vl9 eees Vn—ls X) = a"_l’l, een a,,_l’,, = i.z—_: xiAi,n
b F I X,

(en développant le déterminant suivant sa derniére ligne).
On obtient donc
dét (Vs eoes Vi1, X) = <X, V>, si V= (Ay,p --05 Any)-

Conséquence. — Les composantesde V,, = ViA VoA ...A V,_4, dansla base cano-
nique, sont les mineurs du déterminant relatifs a la derniére ligne.

4.IV.9.

a) Supposons que X, soit orthogonal a tout vecteur Y de H, on a donc
<Xo, Y> =0, VYeH.

En particulier, pour Y = X,, on obtient
<Xo, Xo> = || X2 =0 < X, =0.

b) Supposons que
<X,, Y> =0, VYe A
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Soit un vecteur Z tel que Z € H. Puisque
A=H,3Y,ed4 telque Y,— Z,
n—>o
on en déduit que I’on a
Ve>0, AN(e) tel que n> N@) = ||Y,—Z|| < e

Alors (puisque <Xj, Y,> = 0),
<Xo,Z> = <Xo, Y, >+ <Xo, Z-Y,> = <Xy, Z—-Y,>

et, par suite,
I<Xo, 2> = |<Xo, Z—-Y,>| < IXll.11Z—-T,|| < &l|Xo]l

[prendre n > N(¢)l.
¢ étant arbitraire, on a nécessairement <X,, Z> = 0.

En résumé,
<Xy, Z> =0, VZe H.

De la question a, on déduit que I'on a X, = 0.

4.1V.10.

a) Supposons que I’on ait
<Xp X> > <Yy, X>, VXe H et Xl = 1Yol
n—o n—>w
On a
”Xn— Yollz = <Xn_ Y09 Xn_ YO> = ”Xn“2+ ”YO“2_ <Xm YO> —<< Y09 Xn>‘

Etudions successivement la limite de chacun des termes figurant au second membre
de cette relation; on obtient
[1 X112 = |Y5]12 (puisque ||X,|| — 1| Yoll),

n—> n—>o
<Xm YO> g <YO’ Y0> = HYOHZ,
n—o
<YO’ Xn> = <Xm YO> - <YO, YO> = ”YOH2

n—-oo
On en déduit donc que ’on a
[1Xz— Yo!l2 = O.

n—-o

b) Supposons que I’on a it X, - Y,, c’est-a-dire ||X,— Y,|| — O.

n—-o n—-o

D’une part, on a
| 12X, 11— 11 Yoll| < 11X,— Yol| (puisque |llall—116]| < lla+]),

donc
| Xl 1= 11 Yol1] — O,



ou encore

d’autre part,

I<XmX>_<YOsX>[ = I<Xn_YOsX>I < ”Xn_YOI]”X“

et, par suite,

ou encore

SOLUTIONS

[1Xall = [1Xl15
n—>

| <X X>— <Y, X>| > 0,

<Xn,X> b d <Y0,X>,

n—>o

n—-oo

VX e H.

147
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5. SERIES NUMERIQUES

I. — GENERALITES SUR LES SERIES.

1° Définition d’une série. — Soit {u,}5 une suite & valeurs dans R ou C.
Le tableau formel qui s’en déduit,

ugtu; fu,+ ... Fu,+ ...,

est appelé série de terme général u, et sera noté (u,)o-

(On fera la distinction entre le symbole + employé ici et le symbole + de
Paddition usuelle!)

A partir de ce tableau on définit la suite des sommes partielles

n
So = uO, Sl = u0+u1, cesy Sn = Z up.
p=0

Deux cas sont a envisager :
i) La suite {S,}g converge
S, = S.

n—o

On dit alors que la série (u,), est convergente et a pour somme S.
On note

o)
S= Y u, ouencore S=ugtu;tuy+...+u,+...
p=0

i) La suite {S,}¢ diverge.
On dit alors que la série (u,), est divergente.

Plus généralement, on peut définir la série

uv+uv+1+"' +u"+"'

que l'on notera (u,), ainsi que la suite {S,},° associée : S,=p) u,

[=e]
et s’il y a lieu la somme S notée S = Z“n-

v
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2° Premiers exemples.

a) Série géométrique a+aq+aq®+... +aq"” + ... (a # 0). — La suite associée
1

n+
des sommes partielles s’écrit S, = allL. Suivant la valeur de g on obtient
—q
les deux cas suivants :
i) lgl<1. — La série est convergente car on a
lim s, = -2
n—*co 1—- q
Autrement dit,
@
S=Yaq"=a+aq+...+aq"+... = 4
n=0 1—¢q

ii) lgl > 1. — La série est divergente.
b) Série de terme général u, = @,.1—@, (n > 0). — Alors S, = @,+1—Po-
La suite {¢,}q et la série (u,), sont donc de méme nature.
De plus
lim ¢, =1 < (u,), est convergente et S = I — @,.

n— o

On écrit alors

l—po=ug+u+...4+u,+...=>u

ne

oM

3° Cas d’une somme finie. — Une somme finie uy+u, +u,+... +u,, peut
toujours &tre considérée comme la somme de la série convergente suivante :

Uotu;+...tu,, +0+...+04+...

4° Premiers critéres de convergence.
i) Condition nécessaire

(u,), convergente = lim u, = 0.

n—o
il) Condition nécessaire et suffisante

Ve>0, IN(e) tels que m>n>N(e)

u,), convergente <
( n)v g = lun+u"+1+...+um‘<8-

5° Remarque. — Pour étudier la nature d’une série on peut négliger un
nombre fini de termes. Autrement dit, les deux séries (u,)y et (u,). sont
simultanément convergentes ou divergentes.
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Ceci justifie la notation (u,) au lieu de (u,)o ou (u,), lorsqu’il s’agit d’étudier
la nature d’une série.

En posant

o] m
S=Yu, Su=Xup Rp= ) u,
p=0 p=0 p=m+1

on aura pour une série convergente
S=8,+R,.

I. — SERIES A TERMES POSITIFS.

1° Définition. — Une série de terme général u, est dite & termes positifs
lorsque u, > 0, Vn > v. Alors la suite associée {S,} est nécessairement une
suite croissante et I’on en déduit

S, borné < (u,) convergente.

2° Théoréme S5.I1.1. (Théoréme de comparaison). — Soit (u,), et (v,)y
deux séries 4 termes positifs.

i) Si Va >n, u, < Kv, (K est une constante positive), alors
(v,) convergente = (u,) convergente

et (u,) divergente = (v,) convergente.

&

ii) Si Va > n,, Jaet b, constantes positives, telles que a < = < b, alors
U}l

(u,) et (v,) sont de méme nature.

iii) Si u, ~v,, alors

(u,) et (v,) sont de méme nature.

Conséquence de i):

Si Vn>ng 1 2ntl g Unt1 jes résultats de i) sappliquent.

u [

3° Régle de d’Alembert. — Soit (u,) une série a termes positifs; on considere

le rapport 2**1. Lorsque celui-ci satisfait 2 I'une des conditions indiquées

n
ci-dessous, on peut connaitre la nature de la série (u,).
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a) Utilisation de “+1
u

. u
i) Vo > no, =L
n

Dans ce cas, on a

<K, avec K<1, = (u,) convergente.

. u
i) Yn > ny, =1

Uy

> 1 = (u,) divergente.

b) Utilisation de limZ*! (lorsquelle existe).

u’l
i) lim Zn*1 ! =1, avec I<1, = (u,) convergente.
n—2o U,
jj) lim == Unt1 _ I, avec I>1, = (u,) divergente.
n—+o U,

Dans le cas ou / = 1 on ne peut conclure.

Exemple : Considérons la série (-1—') .
n!/o
On a

Un+1

——  lim¥*_0, donc I=0;
u, n+1 n~o U,

La série est convergente. Sa somme vaut e.

La régle de d’Alembert est surtout utile lorsque u, se présente sous forme
d’un produit, sinon son intérét est limité.

4° Régle de Cauchy. — Soit (u,) une série 2 termes positifs, on considére

I’expression J/u,. Lorsque celle-ci satisfait & I'une des conditions indiquées
ci-dessous, on peut connaitre la nature de la série (u,).

a) Utilisation de Vupe
D Vn > no, Vu, <

Dans ce cas on a

K, K<1, = (u,) convergente.

Kn+1
0<R < .
= 1-K

n X
i) Vn > no, Ju, > 1 = (u,) divergente.
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b) Utilisation de lim VZ (quand elle existe).

j) lim Vz_z—,, =1, avec I<1 = (u,) convergente.

jj) lim Vu_,, =1, avec I>1 = (u,) divergente.
Dans le cas ou / =1 on ne peut conclure.
u'l

Remarque. — Lorsque —“*1 admet une limite /, pour n— + oo, alors J/u,
u

admet la méme limite. (Comparer II, 3°, b et II, 4°, b.)

Exemple :

—n2
Série de terme général u, = (1 +£) ,n>1.
n
r— -n 1+a
Dans ce cas, Ju, = (1+E = e~ntoe(57),
n
donc

lim Vu,, =e "
n—o
— Pour a>0, on a /<1, donc (u,) convergente.

— Pour a<0, on a I>1, donc (u,) divergente.
— Pour a = 0, u, = 1, ne tend donc pas vers 0 : (u,) divergente.

5° Nature comparée d’une série a termes positifs et d’une intégrale.

a) Soit une application g : (a, ) — IR, supposée intégrable dans tout
X
intervalle (@, X) ou X >a. L’expression | g(x)dx est positive et croit avec X.

a
Elle admet donc une limite A (éventuellement égale & + co) que nous noterons

*j+wg(x)dx [ou f +wg(x)dx].

* [+
Lorsque A< oo on dit que I'intégrale J‘ g(x)dx est convergente;si A = o

a
+ o0

*
Pintégrale f g(x)dx est dite divergente.

a

b) Considérons maintenant une série a termes positifs (u,). — Supposons
qu’il existe une application f: (@, ) > IR, décroissante et telle que, Vn > n,,
* [+

f(n) = u,. Alors la série (u,) et I'intégrale f(x)dx sont de méme nature.
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" ¢) Application. — La série

1 1 1
1+ —F—+...+—+...
2% 3¢ n®

converge pour o> 1, diverge pour o < 1. En effet, si« < 0, u, ne tend pas vers 0,

.\ . . 1
d’oli la divergence; si >0, on peut comparer la nature de (—a) et celle de
* (o gy n
f ==, d’ou le résultat.

1 x*

En particulier, la série harmonique (« = 1) est divergente.

III. — SERIES A TERMES REELS, DE SIGNE QUELCONQUE, OU
A TERMES COMPLEXES.

1° Convergence absolue.

a) Définition. — A la série
Uod U+ .., +...

on associe la série
|uto| + || + .. #]ue] + ...

Lorsque la série (lu,|) converge, on dit que la série (u,) est absolument
convergente. (En abrégé A.C.)

by Théoréme 5.I11.1. (lu,]) convergente = (u,) convergente. — L’absolue
convergence entraine la convergence. L’intérét fondamental de ce théoréme
réside dans le fait que ’on peut appliquer les propriétés du paragraphe 2.
a la série (Ju,|) qui est & termes positifs.

¢) Propriété. — Une série absolument convergente est commutativement
convergente, c’est-a-dire que toute série obtenue a partir de la série donnée
par une permutation quelconque des termes est A.C. et a la méme somme.

(Cette propriété est vraie, en particulier, pour une série & termes positifs
convergente.)

Exemple :
Soit la série
sin 2 sinn
sinl +7 +o.+—+
n
On a
|sin n‘ 1
[u,,[ = > <—2 = Up.
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(v,) converge (utiliser II, 5°, avec o = 2), donc (lu,]) converge (théo-
réme 5.11.1.), alors (u,) est absolument convergente, donc convergente.

2° Critéres de convergence.

a) Critéres de convergence absolue. — Les critéres de convergence absolue
sont ceux des séries a termes positifs, appliqués a (Ju,|).

Dans le cas ol la série (|u,|) diverge la recherche de la nature de (u,) peut se
faire en utilisant P'une des méthodes suivantes.

b) Régle d’Abel.
Théoréme 5.JI1.2. — La série
oo+ S+ ... +a,f,+ ...

converge sous la conditicn suffisante suivante :

i) {a,} est une suite réelle positive décroissante,

m
ii) |Y B,| <K, ou K est une constante, et ceci Vn et Vm > n,.
p=n
Application :

1 .\ .
o, = " (A est une constante positive) et f, = cosnx (resp. sinnx).

1

On vérifie que <

Zﬁp , pour x # 2kn, ke Z.

p=n

.X
sin =
2

. . [cosnx
La série (

) est donc convergente pour x # 2km.
n

De méme, la série

:zx) est convergente pour tout x. (Pour x = 2k=n le

n
résultat est évident.)

¢) Série alternée. — On dit qu’une série est alternée si pour toutn, n > ng,
u, et u,,, sont des réels de signes contraires.

Par exemple,
_1yntt
1+(—1)+...+-(L+...
2 n

que ’on pourra noter
1 1 1

i —_ -

2=2" " 2p+1 2p+2
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Théoréme 5.IT1.3. — Pour qu’une série alternée (u,) converge, il suffit que
la suite {|u,|} tende vers O en décroissant lorsque # — + co. On a alors
0 < |R,| < |#p44], avec R, du signe de u,., ;.

Ce théoréme se déduit du précédent en posant a, = |u,| et B, = (=1)"
lorsque u, = (—1)"|u,l.

((—1)"sin1) et ((_3)"), a>0.
n n

d) Méthode par groupement des termes. — On considére la série

Exemples :

Ug+U +...+u,+...
et une série
Vot 0y +...4+0,+...,

qui se déduit de la précédente en regroupant au plus k, termes consécutifs.
Par exemple (avec ko = 2)
o+ (uyt+u)+(Ustug)+us+...
qui correspond a

Vo =1Ugy, U3 =uU3+Uy, Vy=1uUsz+uy, vU3=1us, etc.

Théoréme 5.II1.4. — Sous la condition suffisante lim u, = 0, les deux séries
n—o
(u,) et (v,) sont de méme nature. De plus, dans le cas de convergence, elles
ont méme somme.

Exemple :
= —ﬁ)—ﬂ est de méme nature que la série (v,) de terme général
n+(—-1)"
Vp=1Upp_1tUs,= ;, puisque lim u, = 0. Comme (v,) est conver-

2p(2p—-1)

gente, v‘,~i , la série (u,) l’est également.
4p2

€) Méthode par décomposition du terme général. — En relation avec la
notion de somme de plusieurs séries. (Voir ci-dessous : Opérations sur les
séries. Applications IV, 3°, a.)
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IV. — OPERATIONS SUR LES SERIES.

1° Définitions. — L’ensemble 8§ des séries (u,) est muni des trois lois sui-
vantes :

o) Loi additive. — On a
(un) +(va) = (Un+0,)-

B) Loi externe. — Multiplication par un scalaire, 1€ C,
Mu,) = (Au,).

y) Loi multiplicative. — On pose

(un) ° (U,,) = (uno vn)’

ou
U,oU, = UgUp+uU 0,1+ ... +U,0,.

(Cette définition généralise le résultat du produit de deux sommes finies.)

On remarque que o) et §) définissent sur 8 une structure d’espace vectoriel
sur C.

2° Théoréme 5.IV.1.

i) Si(u,) et (v,) sont convergentes, alors (Au,+puv,) est convergente et
P’on a

Y Qup+pv,) =AY uy+p) 0,
n=0 n=0 0

i) Si (u,) et (v,) sont absolument convergentes, alors (u,ov,) est abso-
lument convergente et I’on a

Suen=(Zm)( 22)

iii) Si (u,) est convergente et (v,) divergente, alors (Au,+uv,), (u 7 0)
est divergente.

Remarques :

— L’ensemble des séries convergentes forme un sous-espace vectoriel
de S.

— ii) énonce une condition suffisante de convergence de (u,0v,); il en
existe d’autres moins exigeantes, mais a priori on ne peut rien dire de la série
(u.0v,) lorsque I’on sait seulement que (u,) et (v,) sont convergentes sans
I’étre absolument.

Conclusion pratique pour les séries A.C. — Les séries absolument conver-
gentes se comportent, du point de vue algébrique, comme des sommes finies.
Autrement dit, les propriétés des opérations habituelles sur de telles sommes



158 SERIES NUMERIQUES

s’appliquent encore aux séries absolument convergentes. Par contre, ces
propriétés ne subsistent pas pour des séries convergentes sans 1’€tre absolument,
en particulier, de telles séries ne sont pas commutativement convergentes.
(Voir exercice 5.IV.3.)

3° Applications.
a) Nature d’une série par décomposition de terme général. — Si u, se met

sous la forme u, = v,+w, et si ’on connait la nature de (v,) et (w,), on peut
en déduire la nature de (u,) dans les cas i) et iii) du théoréme 5.1IV.1.

Exemple : B
N o3 T Y Gl
n n Vn
1 (-1 .
donc v, =— et w, = ] —~—. Comme (v,) est divergente et (w,) conver-
n n

gente, on en déduit que (u,) est divergente.

b) Série définissant e*, z e €. — On considére la série
a aZ n
I+—4+—+.. . +—+..,
11 2! n!
ouae C.
On constate, en utilisant, par exemple, la régle de d’Alembert, que cette
série est absolument convergente, quel que soit a. Soit f(@) sa somme.
La série
b b
1+—+...+—+...,
1! n!

ou b € C, est absolument convergente et a pour somme f(b).

La série produit
AW CA W AW (R,
n! n) \n! n) nl )

est donc absolument convergente, et ’on a

P -G E)

on!/\'o n!

soit
Sf(a+b) = f(a)f(b).

Cette propriété, caractéristique de la fonction exponentielle pour une
variable réelle, nous améne a poser f(z) = €%, donc
2

&= 1+z+z—+...+z—+..., VzeC.
2! n!
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S5.I.1. Montrer que les séries suivantes sont convergentes et calculer leur somme :
g
Arctg 1 +Arctg:—l,’ +... +Ar(:tg'%n+1 +
1 1 1
I =)
1 1 2
3 + 12 +...+ (n——l)n(nTl) +

1 1 1
( Remarquer que Arctg o rapr § = Arctg n — Arctg g etc.)

5.1.2. Etablir la divergence des séries dont les termes généraux sont définis
g ci-dessous :

1
n!; nLog(l+r—l) n=>1); D', shn; sinn.

SJI.1. Donner la nature des séries de termes généraux suivants:
¢ ntonl . , 2n
o s e (a est une constante positive donnée) ; P N
n+a\n* . —5n+1\"
(n_-l-b) (a et b sont des constantes positives) ; (nz_—m)

5.01.2. Donner la nature des séries de termes généraux suivants:
L 4
1
—_— 5 5 0) »
w(Log m)P’ o et B sont des constantes réelles données (cf. § II, 5°) ;
14+ Logn n?2+an+1
—W ; Log Py a et b sont des constantes réelles;
1 Are si 2n 4 n34+
oo resing s Arccos.z 5
. 1
s n(n+1)  Arg shn
1 1 ° n[Logn)*’
cos -.cos .=

n+1
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S.I1.3.

5.11.4.

S.ILS.
L 2 2

5.11.6.

5.J1.7.
L 2 4

S.I1.8.

5.11.9.
L2 X 4

SERIES NUMERIQUES

Donner la nature des séries suivantes:

1
S,-nzn . ch;] X a" ( ’ iti . 1 .
oy =5 3y (@ constante posi ive) ; n’
3 thn ; 1
. mn sinn . S
Yng2c0m Tn T Y20 (oo
n2(n+1)2
On considére la série (u,)o définie par u, = (n-:- E

Montrer qu’elle est convergente et trouver sa somme (cf. § II, 3°, exemple).

Soit {u,,}ff une suite de termes positifs. Comparer la nature des séries
u’l
u et .
@, (),

Soit (u,), et (v,), deux séries positives convergentes. Montrer que la
série (]/u,,v,,)v est convergente.

o 1o o1 1
Généraliser pour (u,50,3),, otk l_7+21 =1.

a;+a,+...+a,

Soit {a,}% une suite de termes réels et b, = "

Etablir la propriété suivante :

(a2), convergente = b, — O.
n—= o

Soit (a,), une série a termes positifs, convergente et telle que la suite {a,,}‘io
soit décroissante. Montrer que na, — O.

n—-ao
[Pour cela on pourra étudier la série (nla,—a,+11);.1

Soit une série a termes positifs (u,), qui est supposée convergente.

- u
a) Etablir simplement que la série n—: est convergente pour o.>1.
1

n —_
b) Montrer que S, = X [u, <K ]/n, K étant une constante convenable.
r=1

A partir de la relation

2 Vu, 1 1 1 S,
p§1 o = (1—- 2—0‘) S +...+ ((n—_l)“_;ﬁ) Sp—1+ Py

(Ve 1
montrer que la série (%’) est convergente pour 0.> 3
1
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5.J11.2.
L 2 4

5.01.3.
L X 4

S5.IV.1.
L 2 4

5.IV.2.
L2 2 4

5.IV.3.
L 2 2
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1 .
¢) Cas de a = 30~ Donner un exemple de série, (u,),, convergente et

Vi

telle que (—é) soit divergente.
n*/y

Donner la nature des séries de termes généraux suivants:

cosln  (+i)" =n"

; a est une constante positive) ; ST -
n/n (n2+1)a" ( p ) n2+sin n2

Donner la nature des séries suivantes (cf. § III, 2°, application) :

cos na Log n cos 2n cosn
—_—g (a est une constante réelle) ; N (—DH)r——.
]/ n nLogn In

Donner la nature des séries alternées suivantes :
(=1)"(Log n)%

T

="

. =TT
sznn]/n +1; T

Quelle est la nature des séries ci-dessous :

(=1t (=1)"Vn+1  sin®n(Logn)®  cos*n

?
n+(—1)"’ n n ’ n

Soit une suite {z,}% telle que Rez, > 0 (ouJz, > 0). On suppose que les
séries (z,)o et (z2)o sont convergentes. Montrer que la série (|z,1%) est
convergente.

1° On considére la série harmonique alternée :

1 1 (—1)"+1
1_§+§+"'+T +...

Vérifier que cette série est convergente sans I’étre absolument. A I'aide
de la formule de Mac-Laurin appliquée a Log (1+Xx), pour x = 0 et
pour x = 1, trouver la valeur de la somme de cette série.

2° On considére maintenant la série dont les termes sont ceux de la série
précédente écrits dans I’ordre suivant :
1 1 1 1 1 1 1 1

I=—it3—¢ st *ma @D et

Etablir que cette série est convergente et que sa somme est la moitié
de la somme de la série alternée précédente.



SOLUTIONS

S.I.1.

1 1
a) Etablissons la relation Arctg FLrry Arctg P Arctg F11 .

Pour cela, il suffit de poser

1 1
a=Arctg; et b = Arctg — P i
Alors on a
1 1
tga—tgh n n+l 1
tg(a—b) = 1+tgatgh 14 1 T n?+n+1°
n(n+1)
de plus, on a ’implication suivante :
T T ) 1 1 T T
0<a<§ et 0<b<§ (punsque’; et ﬁ>0) §<a—b<§ .
Donc
1
a—b= Arctg Pt
[Autre procédé. — Soit
1
y = Arctg >——— P g | —Arctg — +Arctg P 5

la dérivée y’ étant nulle, y est constant, y = K; (i = 1, 2, 3) dans chacun des inter-
valles de continuité ]—oo, —1[,]—1, O[, 10, +ool.

Pour x € ]0, + o[, on obtient y = K5 = O (faire tendre x vers +00, ou bien x
vers 07), d’ou I’on déduit la relation demandée.]

Calcul de la somme partielle S,.
1
S, = Arctg l+(Arc tg1—Arctg i)

1 1 1 1
+(Arctg§—-Arctg§)+...+ (Arctg— —Arctg — P )
donc

S, = 2 Arctg1—Arctg — 2Arctgl =3

1
n+1, o 2°
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. 1 s 1o
déflﬁitsene (Arc tg m)o est donc convergente et a pour somme 5, d’ou I'on

1
= Arctg 1+ Arctg -

3+...+Arctg

1
n2+n+l+

. . ... , . 1 1
déflzli‘st) ll:samr de la décomposition de I’expression o L g s ey o

se=(1-2)+[—3)+ (- 2o)= 1= o 1
=) et )T n+l,

nous

\
La série ( | ) est donc convergente et a pour somme 1; d’ou
® 1 1 1 1
1= 2 rn-z2tet ™t
¢) Décomposons en éléments simples la fraction rationnelle e ; nous
obtenons —Dx
2 1 1 2
(x—Dx(x+1) x—l+x+1 x
Donc
no(1 12y st om1g 1
S, = +—— —) = —+ Yy —=2
" p§ (P—l p+1l p pi=1P1 pzspz ,Ezp

(poser p, = p—1 et p, = p+1).
L’intervalle « commun » des indices des trois sommes étant [3, n—1], nous pou-
vons écrire S, ainsi :

S, = (1+ +"§1) (1 n+1+"§1) (+"§1+1)

p=3P p=3P n
ou encore
1 1 1 1
=t TRy
La série (#) est donc convergente et a pour sommel
(n2—1n), 2°

5.1.2.
La notation —/-0 employée ici signifie : ne tend pas vers 0.
a) n!-[-»0 lorsque n — oo, donc (n!); diverge.

1 1 1 1
b) nLog (1+;) =n [;+o(’—1)] ~1, donc nLog (1+;) —/- 0 lorsque n — 0

1
et, par suite, { n Log (1+’—1) diverge.
1
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¢) (=1)" =/~ 0, donc ((—1)"), diverge.

1
d)shn ~ 3 e", donc shn —/- O et, par suite, (sh n), diverge.

e) Montrons que sin n—[- 0 lorsque n — c0 en montrant que I’hypothése sin n — 0
entraine une contradiction. Si sinn — 0, on a

sin (n+2)—sinn = 2sin1cos (n+1) — O,

n—o

ce qui entraine cos n — 0. Alors,sin2 n+4-cos?2rn — 0, propriété évidlemment contra-
n—»o n— o

dictoire, puisque sin2 n+cos? n = 1, ¥n. Donc, sin n—/- 0 et la série (sin n), diverge.

S.II.1.

Toutes les séries proposées sont a termes positifs.

— n! un+1 _ n "
a) u, = pring v = n_—):o 1= (mferleur al.
n!

La série (n—,,) est donc convergente (régle de d’Alembert).
1

n! u n+1
b) u, = ping ';{—“:T} 1 pour n>a—1.
n

La série (a ) est donc divergente (régle de d’Alembert).

2 2n
¢) Soit u, = —=_ Alors u,~ == = v,, d’odt I'on déduit
n+2" 2
Upy1 H+1 NP N
v, = o "_—:w =z (mferleur ai.

. 2n
La série (v,); est convergente, donc la série (u,); = (;Iz—,,) est convergente
: 1

(les termes u,, et v, étant positifs, on peut utiliser le théoréme de comparaison 5.11.1.).

n+a

n2
d) Soit u, = (m) , on a alors

( i)
1+_) a
e
"fun = (Z‘_::Z) o o = et =,

= b " n—o eb
(l-l- ’-1)
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on en déduit alors les résultats suivants :
b>a = I<1, donc (u,), converge;
b<a = [I>1, donc (u,),; diverge;

b=a= u,(=1) —/» 0 lorsque # — oo, donc (4,); diverge.

. n2—5n+1\"
e) Soit u, = m , on a alors
5 1\"
" (1—7#,?) e
Un= "2 o\w = = e~ (inférieur a 1), donc (#,); converge.
(1____,_ _) n—>-o e
n' n?

5.11.2.

. - _ . i itive.
a) Soit la série u, 7*(Log 1P expression qui est positive

1
Premier cas : o > 0. — La fonction f(x) = We“ décroissante dans [a, oo[.

(a assez grand dépendant du choix de o et de p) et f(n) = u,.
Donc, (u,) est de méme nature que I’intégrale
J‘°° dx
o x%(Log x)?
(dans tous les cas, prendre a>1).

— Sia>1et p>0. — On aura

© d < agl—«
L xog P S ), x a1 <%
donc (u,) converge.

oc—l
— Sia>1 et p<0. — Posons gg = ——, donc ff = a—gy>1.
Pour x assez grand : x > b, on aura (Log x)|”| x%, donc
1 X% 1 .
m<}—a=g, Vx e [C, 00[, ou ¢ = sup (a, b)

Par suite,

© dx °°dx cl-p
L x%(Log x)"\ 1<%

d’ou I’on déduit la convergence de la série (u,).
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— Sia<l et p < 0. — On aura

J‘ © dx @ dx -4
o X(Log xp > o>
donc (u,) diverge.

1—a
— Si o<l et p>0. — Posons g, = ——, donc B = a+gr<l1.
Nous aurons alors
J‘ © dx S (o dx
. x%(Log x)? = Jc xote, =~ T %
d’ou I’on déduit la divergence de (u,).

— Sia=1. — On peut écrire
400 si p < 1, donc (u,) diverge,

© dx
J‘ x——(Log x)p = (Log a)'P+ 1
a it A—

=1 si p>1, donc (u,) converge.

Deuxiéme cas : a < 0. — La suite #, —/-> O lorsque n — o0, donc (u,) diverge.

En résumé, on a

a > 1, p quelconque = (u,) est convergente;
o < 1, p quelconque = (u,) est divergente;

a=1,p>1 = (u,) est convergente;
a=1,p<K1 = (u,) est divergente.
. 1+L Logn
b) Soitu, = V qu1 est positif. On a u,~ an/;z = v,; la série (v,), converge,
nln
. 3 .
puisque o = 3 et p = —1 (cf. question a), donc (u,); converge.

¢) Soit
n?+an+1 a 1 b 2
U, = L°gn2_+bﬁz = Log (1+ ;+’?)—Log(l+’-1+n—2).

On écrit alors

poe, 1 @ b 2 b 1\ _a=b, b—a=2 (1
" n2T 22T t_1+n_2—27 +olﬁ ——n_+ 2n2 o\)

a—b
— Sib # a. — Leterme u,est de signe constant pour n assez grand, d’ou u,~ >

qui est le terme général d’une série divergente, donc (u,) diverge.
— Sib=a. — Le terme u, est de signe constant (négatif) pour n assez grand;
1 K
ona u,~— 7 qui est le terme général d’une série convergente ( s avec o = 2> 1)
donc (#,) converge.

d) Remarquons que 1’on a nécessairement cos n > 0, sinon 7 serait un nombre
rationnel.
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1 ” r . .
Nous avons u, = oS n > 5 = V> QUL est le terme général d’une série divergente,
donc (u,) diverge (cf. théoreme de comparaison).

2n 2n i
251" 2 +1" 2n
gente, donc (u,) diverge.

e) u, = Arcsin = v,, terme général d’une série diver-

) Soit u, = Ar ns—-l-—l——Ar 1 1 =A 1
f) Soit u, = ccosn3+2— ccos(—n_,,_l_2 = Arc cos (1—x,).

11 est clair que u, — 0, donc de la relation cos u, = 1—x,, on déduit
n—- o

u2
1—2—'; +0(u2) = 1—x, (développement limité de cos y autour de y = 0),

ou encore

2 .
U, ~ |2x, ~ 75 = Vn terme général d’une série convergente.

Donc (u,) est convergent.

1
n——
. n(n+1) ... . 1 1 1
g) 1l est clair que u, = B e est positif, puisque prg e et P
COS = .COs —
. T n n+1
appartiennent a ]0, 5['
1 1 . néral & .
U~ D~ vp, terme généra une série convergente s avec

= 2>1), donc (u,) converge.

1 1
On peut remarquer aussi que x, = tg g—l . On en déduit la convergence
de (u,); et la somme égale a tg 1. n+

k) On sait que Argsh x = Log (x+ /x2+1), on en déduit

Argshn  Log (n+)n2+1)  Log2n 1 )
=g (Logn)? — n (Log n)2 n(Logn)2 nlogn ™

,avecoa=1let p=1.

1
v, est du typem;z)—p

Du paragraphe a), I’on déduit (v,) divergente, donc (u,) divergente.
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5.11.3.

sin2 n . 1 . "
a) Le terme u, = - est positif, donc u, <’? = v,, qui est le terme général

d’une série convergente, donc (cf. théoréme 5.1I.1.) (u,) converge.

1
Ch; 1
b) Le terme u, = o est positif et Up~ = v, qui est le terme général d’une

série divergente, donc (u,) diverge.
n

¢€) Supposons a<1. — Nous avons u, = L a'= v,

2—sinn
(a™) converge (série géométrique), donc (u,) converge.
n

Supposons a > 1. — Nous avons u, > 3> donc u, —/- 0lorsque » — c0. Par suite
(u,) diverge.

]

d) Le terme u, =

.. 2 v+ 1
est positif, et u, ~ 7= n (v,) converge (former "v ),

1
chn
donc (u,) converge.

3 1 3
_— 1t1 (—1)n - ~ — —
e u, V';'F Py est positif. Le terme 2 vaut 2 ou 3 donc u, V71 Uy,

la série (v,) divergente entraine que la série (&,) est aussi divergente.

thn 1
f) u, = — est positif. On sait que lim th x = 1, donc u,~ —et par suite, (u,) est
X—>00
dlvergente.

g) u, = esinn > ¢~1 donc u, —- 0, lorsque n — co0. Par suite, (u,) diverge.

h) u, = est positif. On a donc

1
Vn+2¢-0"n
1 1 1

1 ~ ~ — =
120+ 1 + 53 Vart1 - 12p

Uzpr1 =

La série (42,4 1)1, « extraite » de la série positive (u,),, est divergente. Ceci entraine
que (u,,)1 diverge. [En effet, (u5,,,);, série positive divergente, est équivalente a

Z u2p+1 —> oo en croissant (o, suite des sommes partielles).]

Son S la sulte des sommes partielles de la série (u,),
2n4-1
Sont1 = 21 ug> Z "zp+1 =0Op,

donc Sz,43 — 0O et, par suite, (u,); diverge.]
n—-w
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5.11.4.

Rappelons que 0! = 1.
n2(nt1)2 Uni s _
Le terme u, = ————est positif. De plus, — [ = 0(< 1), donc (u,),
converge. n! Un nsew

Calculons sa somme. — Nous indiquons ici une méthode générale applicable a

P()

U, = , ou P(n) est un polyndéme de la variable » de degré fixe.

11 ex1ste cing constantes A4, B, ..., E, déterminées de facon unique et telles que
I’on a it

n2(n+1)2 = An(n—1)(n—2)(n— 3)+ Bn(n— 1)(n—2)+ Cn(n— 1)+ Dn+E.
[En effet, les polyndmes x(x— 1)(x— 2)(x—3), x(x—1)(x—2), x(x—1), x et 1 consti-

tuant une base de I’espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 4
le produit x2(x+1)? se décompose de fagon unique suivant cette base.]

Par identification, on obtient
A=1,B=8,C=14,D=4,E=0
et, par suite,

1 8 14 4
Un == T =31 T =21 T a=1y1 @OUr >4

Alors

] 3 1 1 1
Zm=2ut 5 oo 4)'+8 P TRRCD s it E e
Oou encore

0

zou,,=4+18+24+e+8[e—1]+14[ 1__]+4[e - 11' %]=27e,

n=

1 . -
Autre procédé. — En convenant d’écrire =0, VneIN* on obtient la dé-
composition suivante : (=n)!

0

’ 1
23“" Z 4)'+82 (n— 3)'“42(:1 2)'+42 @-Dni- 77¢

n=0 n=0

[par exemple :

® 1 @ 1 § 1 t 4
—_— = — = ¢, en posant m = n—4,
2D 2B g m] P
ou encore
® 1 1 1 1 1 1 1

Zom=a = (ot et et o Pttt et e




170 SERIES NUMERIQUES

S.IL5.

a) Supposons que la série (#,). soit convergente.

La majoration
uﬂ
T+u, < Uy,
U, \
1+u,,} v‘

entraine la convergence de la série(

b) Supposons maintenant que (u,), diverge.

. un - u'l .
Si u, n:w 0, alors TFu, u, et, par suite, (1 +u,,)v diverge.
Si u,—/> 0, alors v “n /->0[si.non u On 0] et, par suite ( Zn )
- , = - =7 = y )
diverge. "1t "ol 1+u,

5.1L.6.

Soit S, [resp. o, resp. G,] la suite des sommes partielles de la série (1) [resp. (v,
resp. (]/u,,v,,)v]. Nous avons ]/u,,v,, < u,+v, et, par suite,

Bu= X Vv, < T (Wp+1,) = Sp+0,

p=V p=Vv

@
La suite S, tend en croissant vers S = 3, u,, puisque (1,)v est une série positive
convergente. p=v

De méme,

¢}
K O0= 2 0,
p=V

11 en résulte que la suite croissante {“G,,} est bornée supérieurement par S+o¢. De
la convergence dela suite {G,}, on déduit alors la convergence de la série (]/u,,v,,)v.

Généralisation. — De I’inégalité de Young,
b<ap+ba Waeth > O0etpetg>1 ec1+1 1
—+4—,oltae etpe ,avec —+-=1,
b X P q , Ou Zz P q P q

on déduit
1oy B

B! L -+=, et B >0.
F< tpacth>
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A

La suite croissante G, =

3 . L. S o
. U} est donc bornée supérieurement par;+ a ,

T
Sy

v

11
et 'on en déduit la convergence de la série (u{,’ vﬂ)v.

5.L.7.

n
(@2); est une série positive convergente, donc la suite S, | = 21 ag) des sommes
p=
. . . . x
partielles tend en croissant vers une limite S (notée > af,) :
p=1
S, < S; Vh.
On a alors

_(a1+...+a,,)2<n(a§+...+aﬁ)
- x

b2
n n2 n2

S
<7l’

S
d’ott I’on déduit [b,] < V—_ et, par suite, b, — O.
]/n n—>

5.11.8.

(a,); positive et convergente, donc S, = a;+...+a, tend en croissant vers
0

S(=2a,,):

n=1

S, < S, Vn.

Etudions la nature de la série positive (n[a,—a,]);. Pour cela on considére la
suite o, de ses sommes partielles :

) 0n = (a1—ay)+2(a,—a3)+...+n@,—ay,y) = Sp—na,,, < S.
La suite o, est croissante [puisque la série (n[a,—a,.,]); est positive] et bornée
supérieurement par S, donc convergente :
6, = O.

n—>o

De (1) on déduit na,,, - S—o = A, ou encore
n—o
(n—1Da, - A

n—-w
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A A
— Si 2>0. — Ona a,~ pry Eadet donc (a,), diverge, propriété contradictoire.

On a nécessairement . = 0 et par suite
(n—11a, —» O,

n—-oo
ce qui entraine [puisque a, — 0]
n—>o
na, — 0.
n—-o

S.J1.9.

a) (u,), convergente = u, — 0= {u,,} est bornée, c’est-a-dire que I'on a
n—

0 < u, < K, Vn, ou K est une constante.

On en déduit — V_ V—

— qui est le terme général d’une série convergente si a>1.

l/“ - .
Donc ( n“n) est une série convergente si o> 1.

b) En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

[121 a,-b,-]z< (zél a‘2) (iél biz)’

avec a; = |/u; et b; = 1, nous obtenons
A fortiori, on a

ou encore

"o
S, < K|n, avec K=|/3u.

i=1

|/u
Soit ¢, la suite des sommes partielles de la série a termes positifs ( pr ) On sait
que I’on a I’équivalence suivante :

Vo

(n_“) convergente <> 0, bornée supérieurement.

1

Or (poser [u, = S,—S,_1)
c 1 1 1\, - n n
%g (1 2¢)+ +((n_1),——,)vn+—¢ —B,+ K——

n
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L. 1 1 1 . o
La série (v,), = m—? l/ﬁ 2est convergente pour > > puisque v,,~ pren

Donc {G,}, suite des sommes partielles de (v,),, est bornée :

o
G.< XY v, = K;, ou K, est une constante,

n=2
et, par suite, on a
n
0, < K K1+F < K(K;+1), Vn, (K(K;+1) est une constante).

Ve,

. . 1
La série (7) est donc bien convergente pour o > 3
1

¢) La série (u,); définie par u; = O et u, = pour n>1 est convergente

n[Log n)?
. .. (Vu . .
(voir exercice 5.I1.2.). La serle(%) qui correspond au cas ¢ = 3 est divergente,
1

. 1 .
puisque (m)z est divergente.

S.JIL.1.

cos /n
n)/n

a) Soit u, = . Nous avons alors

[Ll,,] < == Uy,
n2
qui est le terme général d’une série convergente.

La série positive (|u,|) est donc convergente, ou encore de fagon équivalente on
peut dire que (u,) est absolument convergente.

(149"
y#» ous avons

2+ Da"
@ 2

2+ a"" n2a"

b) En posant u, =

lunl = = U

Un+1 _V2
—_— = I=

n n—>o a

De plus,

— pour a>]/§, nous aurons /< 1, donc

(v,) convergente => (|u,|) convergente <> (u,,) absolument convergente;
— pour a<]/§,

|u,] =/» O pour n — oo, donc (u,) est divergente;

— pour a= ]/E,

T isin®) T isinn®
cos4+zsm4 —cosn4 i 1nn4

n2+1 - n2+1 :

Uy, =



174 SERIES NUMERIQUES

En utilisant le théoréme 5.I11.2. (régle d’Abel) avec

1 ¢ B 7T.+, R
Oy = 55— e = cosn- +isinns
" on2+1 n 4 4’
nous en déduisons la convergence de (u,).
) En posant ol Vi ous avons la majoration suivant
¢) En nt ¥, = ————, NOUS avons ration suivante :
P " n2+sin n?’ J

1
lun[<n2_1= Up,y

(v, étant une série convergente, il en résulte que (|u,|) est convergente, ou encore
la série (u,) est absolument convergente.

5.111.2.
.. ([cosnalogn
a) Pour montrer que la série (———— est convergente lorsque a 5~ 2kn, ke Z,
. . . n Logn Log x
il suffit d’appliquer le théoréme 5.II1.2., avec a, = —= [la fonction —=— est

Vn Vx

décroissante pour x assez grand : x > X,] et f, = cos na.

Lgn

1
—=, qui est
Tr >V

. (Logn
Pour a = 2km, la série ( % ) est divergente. En effet, ona ——
n

le terme général d’une série divergente.

. cos 2 . .
b) Pour montrer que la série (n Lognn) est convergente, il suffit d’appliquer le

théoréme 5.II1.2., avec o, = et B, = cos nx, ot x = 2(z£ 2knm).

Log n
¢) Considérons 1’égalité suivante :
(=1)"cosn _cos n(1+m)

Voo Y

1
En utilisant le théoréme 5.I11.2., avec a, = _et Bn = cosnx (cf. § III, 2°, b),
(—1)" cos n

Va

ou x = 147 (% 2kn) nous en déduisons la convergence de la série

5.11.3.

[Log x]?
x

constante positive convenablement choisie). La série alternée (u,), (ou v = [4]+1)
satisfait donc aux conditions du théoréme 5.II1.3. et, par suite, elle est convergente.

a) La fonction x+—

est décroissante sur I’intervalle 14, 4+ oo[ (A4 est une
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b) nl/n2+ 1~ nm, expression que nous allons faire apparaitre en écrivant les égalités
suivantes :

U, = sin [(7)/n?+1—nn)+nn] = (—1)" sin (z]/n2+1—nn) = (—1)"sin «,.

. . T L. T
11 est clair que la suite o, = -———— est décroissante, avec «,, e] 0, —[ pourn>1.
Vr2+1+n 2
Donc sin a, tend, en décroissant, vers zéro et, par suite, la série (4,) est convergente
(cf. théoréme 5.111.3.).

T Pe tend pas vers zéro lorsque n— 00, donc la série (u,)

n
¢) Le terme u, =

est divergente.

S.IV.1.

a) NOUS avons
(1) 3 2 5 1 cee 2 1 2 oo
u,z..__—-l. —_——— e e— ————

La série (v,);, qui se déduit de la précédente par regroupement de termes consé-
cutifs deux & deux

N 1.1 _1 _1)
@ = |—3+5)+|—5+3)+-+ ~apfiT )t
_1r .1

2p(2p+1) 4p?°

Donc la série (u,), est convergente.

=D+l (=D

—+ == V,+w,
n T nt W

n !

la série (v,), est convergente (cf. théoréme 5.II1.3.) et la série (w,), est divergente.
On en conclut donc que la série (#,); est divergente.

¢) A partir de la formule trigonométrique sin 3x = 3 sin x—4 sin3x, nous déduisons

est convergente, puisque v, =

b) u,

_4 sin3 n(Log n)3 __ 3sinn(Logn)®  sin 3n(Log n)3

4”;1 = > e P = 317,,— Wy
. s (Log n)® .
En utilisant le théoréme 5.II1.2. avec a, = - et 8, = sin n [remarquer que
. Log x)3 . .. ..
la fonction x> (xL,}) est décroissante sur ]4, oo, pour A positif choisi suffisamment

grand], on constate que (v,), est convergente. De méme (w,), est convergente. Donc
(4u,), et, par suite, (u,), sont convergentes.

2cos2n cos2n 1
d) 2”}1 = n = n + I—l = Upt+Wp

La série (v,), est convergente et la série (w,); est divergente. Donc (2u,), et,
par suite, (#,); sont divergentes.
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S.aQv.2.

1° Soit z, = x,+iy,. Par hypothése x, est positif ou nul.
On a
(z,)o convergente <> (x,)q et (¥,)o convergentes

ce qui entraine que l’on a x, et y, — 0, lorsque n — 0.
Puisque la suite {x,}, tend vers zéro, on aura

0< x, < 1, Yn > ny, no étant entier convenablement choisi,

et, par suite,
0 x<K<x, <1, Vn > n,.

La série a termes posi’tit"s (x2),, est convergente, puisque la série majorante (x,),, est
convergente. Donc la série (x2), est convergente.

2°On a
(z3), convergente <> (xZ—y2), et (2x,y,), convergentes.

'I_’uisque les séries (x2), et (x3—y2), sont convergentes, nous en déduisons que la
série (y?), est convergente.

39 On a aussi
(x2), et (¥2), convergentes <> (|z,]2)o = (xZ+y2), convergente.

5.IV.3.

1° La série des valeurs absolues est divergente (série harmonique), mais la série
proposée converge d’aprés le critére des séries alternées.

En posant y = Log (1+x), on a
(=D"+1i(—1)!

") =

(l+x)" H)
d’olt I’on déduit la formule de Mac-Laurin pour Log (1+x) :
x2 (=D (=1)r2xntl
Log(l+x)—x——2+...+ P +(n+1)(1+0x)"+1’ 0<0<1,

et en faisant x = 1 on obtient

IR PN e
Log2 = 1—§+...+ . +(n+1)(1+0 n+le
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Soit S, la somme partielle d’ordre ~ de la série étudiée, on a alors

"R ST DA+ o
mais
G2V U SR S
DA+ 0y 1 | Spr1> PUsae g <t
On en conclut que I’on a
lim S, = Log2
n—-oo
et aussi
1 1 -1+t
1—§+§+...+( 3 +...= Log2.

2° En appliquant la méthode de groupement des termes consécutifs, légitime
ici (théoréme 5.II1.4.), on vérifie la convergence de la série, puisque 1’on a

1 1 1 1 1
2n+1" 2@n+1) 2@n+2)  4@n+1D)(n+1)" 8n2"

. 1 1 L. © e
En tenant compte'de InFl 2@t D) - 2@ntD) la série peut aussi s’écrire
o1t 1
/A R S I P R P, Ry

1

> Log 2. Ce résultat illustre bien

et, d’aprés la question 1°, la somme de cette série est
la conclusion du paragraphe IV, 2°.
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(. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

A. — Suites de fonctions

Soit une suite de fonctions
fui(@b)— R

(éventuellement a = —o0 ou b = +0); (o, B) désignera un intervalle inclus
dans (a, b) avec o < B.

I. — CONVERGENCE SIMPLE ET CONVERGENCE UNIFORME
D’UNE SUITE DE FONCTIONS.

1° Convergence simple. — Supposons que pour chaque x € («, f), la suite
numérique {f,(x)} admette une limite. Cette limite est donc une fonction f
définie sur (o, B). On dit alors que la suite de fonctions {f,} converge simple-
ment (en abrégé C.S.) vers f sur (a, f). Ceci se traduit par

Ve>0, 3N(e,x) telque n>N=|[f(x)—f(®|<e [xe(xh)]

Exemples :
a) Soit f, : R—IR définie par
nx?
x> fi(x)= 5> nelN.
1+nx
— Pour x #0,
lim f(x) = 1.
n—>w
— Pour x =0,

£(0)=0, donc lim £,(0) =0.

{fn} converge donc simplement vers la fonction f définie par
si x#0,
x b f(x) = g

1
0 si x=0.
b) Soit f, : R+ IR définie par

x > fi(x) = nxe ™ +x.
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Pour chaque x on a lim f,(x) = x, donc {f,} converge simplement vers la
n—>o

fonction f telle que f(x) = x, Vx e R.

2° Convergence uniforme.

Définition. — On dit que la suite de fonctions {f,} converge uniformément
(en abrégé C.U.) sur (a, B) vers la fonction fpour exprimer que Ve>0, {IN(e),
indépendant de xe(a, f), tel que

n> N = |f(x)—fx)| <e  Vxe(ah).

Interprétation géométrique. — Voir graphe ci-dessous :

s :/,’—-5 y=flo+e
e y=f
pourn>N| ;
J_———y=fre
0 &« p a

Remarquons que

C.U. sur («, f) = C.S. sur (x, B).
Exemple :
Reprenons I’exemple @) du paragraphe 1°.

a) On a la convergence uniforme de f, vers f sur [w, o[, ol w est une cons-
tante donnée positive. En effet, sur cet intervalle

nx?
| /() —f(x) by

P

1

1— .
1+nx?

Pour

n>N= [l;]+1, ona |f(N-f)|<e
w’e

B) Peut-on avoir la convergence uniforme sur [0,w[? (Auquel cas il y
aura convergence uniforme sur [0, oo[.)
Supposons qu’il en soit ainsi, alors

Ve>0, IN(¢) tel que 'on a |f,,(x)—f(x)]<s, Vn > N et Vxe [0, f.
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.. 1 1 .
Choisissons n>—, alors ]7= € [0, w[, et, par suite,
@ n

i) ()

. 1 . .. ..
, on aurait donc 3 < g, d’ou la contradiction. Ainsi,

=1—c=_
2

1
_59 N (8)
w
{f.} ne converge pas uniformément vers f sur [0, w[.

Pour n> sup

Remarque. — Dans la définition de la convergence uniforme, il est précisé
que N est indépendant de x e («, ), mais N dépend évidemment de I’intervalle
(2, B) lui-méme.

3° Critére de convergence uniforme. — Dire que la suite {f,} converge
uniformément vers f sur (a, f) équivaut a dire que

Ve>0, IN(e) indépendant de xe(a, f) tel que met n > N = | fo(x)— f,,,(x)| <e.

4° Interprétation de la convergence uniforme a I’aide d’une norme (MP,). —
Soit B[(a, b), R] I’espace vectoriel sur IR des fonctions définies sur (a, b) 2
valeurs dans IR et bornées sur (a, b). On vérifie que I’expression sup | fi (x)| pour

(a,b)

f€ % définit une norme sur $ que 1’on notera || f]|w.

Dire qu’une suite {f,} converge uniformément vers f sur («, ), c’est dire que
{fu—1?} tend vers zéro dans 5 muni de la norme ||.||.

Le critére de convergence uniforme ci-dessus montre que $ muni de la
norme ||.||o est un Banach.

II. — THEOREMES FONDAMENTAUX SUR LES SUITES DE
FONCTIONS.

Ces théorémes donnent une réponse au probléme suivant :

Probléme. — Etant donné une suite de fonctions {f,} dont on connait les
propriétés : f, continue ou f, dérivable, Vn, peut-on affirmer que la fonction
limite f est elle-méme continue ou dérivable?

L’exemple I, a) montre qu’il n’en est rien, en général, pour la seule conver-
gence simple, puisque la fonction limite n’est pas continue. On voit dans les
théorémes suivants I'intérét de la convergence uniforme.

1° Théoréme 6.IL.1. (Concernant la continuité en un point). — Soit {f,}
une suite de fonctions convergeant uniformément vers f sur Jo, [ et telle que
Vn, f,, est continue en x, € J«, B[, alors f est continue au point x,.
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Remarque. — Si f, converge uniformément vers f sur [«, B[ et si Vn, f, est
semi-continue A droite en «, alors f est semi-continue a droite en .

Corollaire. (Concernant la continuité sur un intervalle). — Si f, converge
uniformément vers f sur (x, f) et si Vn,f, est continue sur (e, f), alors la

restriction de f a («, f) est continue. [Si («, §) = [«, B), la fonction f est donc
semi-continue a droite en a.]

On traduit ces résultats en disant que « la limite uniforme d’une suite de
fonctions continues est continue ».

2° Théoréme 6.IL.2. (Intégration). — Soit { f,} une suite de fonctions conver-
geant uniformément vers f sur [a, §] telle que

Vn, f, est intégrable sur [a, f],
alors

1) f est intégrable sur [«, f];

i) Gim | f£Odt=| f@)dt, Vx, et Vx, € [ B];

i) g,00)=1 f.()dt converge uniformément sur [, ] vers| f(1)dt.
xo

X0

En fait, la propriété ii) « passage a la limite sous le signe f » peut étre obtenu

sous des conditions bien moins restrictives. (Voir Tome II. Intégration.)

3° Théoréme 6.IL.3. (Dérivation.) — Soit {f,} une suite de fonctions telle
que

a) Vn, f, est définie et continue sur [o, f];
b) 1a suite {f,} converge uniformément sur [o, f] vers une fonction g;
¢) dx, ela, Bl tel que lim f,(x,) = 1.
n— o
Alors,
i) f, converge uniformément sur [«, ] vers la fonction f définie par

fo) =1+ f " g(tdt;

X0

ii) f est dérivable sur [o, f] et 'on a f' = g.

Remarque. — 11 s’agit de la semi-dérivabilité aux extrémités « et f (si a>a
et p<b).
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B. — Séries de fonctions

Soit une suite de fonctions u, : (a, b) — IR (éventuellement a = — o0 ou
b= +).
On considére alors la série

Uo(X)Fu (X)) + ... Fu,(X) + ...

et la suite des sommes partielles associées
So(X) = ug(x), ooy Sp(x) = up(x)+u,(x)+ ... +u,(x).

Soit A I’ensemble des x appartenant a (a, b) et tels que la série numérique
(un(x)) soit convergente. L’ensemble A est appelé domaine de définition de la

fonction F : x+> F(x) = Y, u,(x). En tout point x de A on aura donc

n=0
Su(x) - F(x).

n—>wo

(e, B) désignera un intervalle inclus dans A, avec « < B, lorsqu’il en existe.

II. — CONVERGENCE SIMPLE ET CONVERGENCE UNIFORME
D’UNE SERIE DE FONCTIONS.

1° Définitions.
a) On dit que la série de fonctions (u,(x)) converge simplement vers sa somme
sur un intervalle (¢, B), pour exprimer que la série numérique (u,(x)) est

convergente, Vx € («, )
@

S\(x) > F(x)= ) u,(x),Yx € («, p).

n— o n=0

[Autrement dit, {S,} C. S. vers F sur («, §).]

On a évidemment (a, f)<A.

b) On dit que la série de fonctions (u,(x)) converge uniformément sur («, )
vers sa somme lorsque la suite {S,} des sommes partielles converge unifor-
mément sur («, §) vers la fonction F :

(=]

x> F(x) =Y u(x).

n=0

2° Critére de convergence uniforme. — Dire que la série (¥,) converge
uniformément vers sa somme F sur (a, f) équivaut a dire que Ve>0, IN(¢e)
indépendant de x e («, ) tel que

m et n > NE) = () +tpa s+t <& Vxe@B).
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3° Condition suffisante de convergence uniforme : convergence normale. —
On dit que la série de terme général u,(x) converge normalement sur (x, P)
lorsqu’il existe une série numeérique convergente (v,) telle que

()] < s, Vx € (a, B).

Théoréme 6.II1.1. (Convergence normale.) — Si la série de terme général u,(x)
converge normalement sur («, f§), alors elle converge uniformément sur (o, f3).

Cette condition suffisante de convergence uniforme est souvent utilisée.

IV. — THEOREMES FONDAMENTAUX SUR LES SERIES DE FONC-
TIONS.

1ls sont relatifs aux propriétés de continuité, d’intégrabilité et de dérivabilité
de la fonction limite

F :x— F(x) =‘§: u,(x)
n=0

1° Théoréme 6.IV.1. (Continuité en un point.) — Soit (u,(x)) une série
convergeant uniformément vers sa somme sur («, f) et telle que Vn, u, est
continue en x, € lo, fl.

Alors, sa somme F :
@

F:x F(x) =) u,(x)
n=0

est continue en Xx,.

Remarque. — Si (u,(x)) converge uniformément sur [«, B[ et si Vn la suite u,
est semi-continue a droite en «, alors F est semi-continue & droite en .

Corollaire. (Continuité sur un intervalle). — Si (u,(x)) converge unifor-
mément sur (a, f) et si Vr la fonction u, est continue sur (a, ), alors la res-

triction de F a (o, B) est continue [si («, f) = [a, f), F est semi-continue a
droite en a].

2° Théoréme 6.IV.2. (Imtégration). — Soit (u,(x)) une série convergeant
uniformément vers sa somme sur [«, §] telle que

Vn, u, est intégrable sur [a, ],
alors

@

i) F définie par F(x) = ) u,(x) est intégrable sur [«, f];

n=0
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x1

i) la série de terme général v, défini par v, = f u,(t)dt est convergente et

xo

dt, Vx, et x, €[, f];

5 f ")t = f S )
n=0J xo

xo\n=0

iii) la série de terme général U,(x) défini par U,(x) = f u,(t)dt

Xo

@ x
converge uniformément sur [, f] vers sa somme . f u,(f)dt et 'on a
n=0J xo

dt.

i fx u,(H)dt = J’x I i u,(t)
n=0J xo

xo{n=0

On traduit ii) et iii) en disant que « I'intégrale de la somme est la somme
des intégrales ».

3° Théoréme 6.IV.3. (Dérivation). — Soit (u,(x)) une série de fonctions
telles que

a) Vn, u;, est définie et continue sur [«, f];
b) la série (u(x)) converge uniformément sur [«, f];
¢) Ix, € [a, B] tel que la série (u,(x,)) converge;

alors

i) (u(x)) converge uniformément sur [«, S];

i) x = Y u,(x) est dérivable sur [«, f] et 'on a

n=0
(Z u,.(X)) = Y u ().

n=0 n=0

On traduit ii) en disant que « la dérivée de la somme est la somme des
dérivées ».
En « et f il s’agit évidemment de la semi-dérivabilité.
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EXERCICES DU CHAPITRE 6

On considere la suite de fonctions f, : [—1, 11— IR, définie par

X > fi(x) = sinnxe="?+)1—x2, nelN.

1° Montrer que la suite de fonctions f, converge simplement sur [—1, 1]
vers une fonction F, que l’on déterminera.

2° Montrer que f, converge uniformément vers F sur [w, 1], » étant une
constante positive.

3° Montrer que f, ne converge pas uniformément vers F sur [0, 1].

On considére la suite de fonctions f, : IR — IR définie par
X = f(x) = nxe~"+sin x, ne N.

1° Quel est le domaine de convergence, A, de la suite de fonctions f,?

2° Quelle est la nature de la convergence sur les intervalles, I, inclus
dans A?

1° Montrer que la suite de fonctions f,, : R +— IR, définie par

1
£ x> fi(X) = x? sm +1 pour x # 0,
n - n -

1, pour x =0,

converge uniformément vers f: x> f(x) =1 sur tout compact de IR.
2° A-t-on convergence uniforme sur IR?

On considére

a) une suite {u ~ o0 qui converge vers une limite 1; la limite | et la suite
u,(¥Yn € IN) sonit supposées appartenir a un intervalle (a, b);

b) une suite de fonctions continues S,: x> S,(x) convergeant unifor-

mément sur (a, b) vers une fonction S : x +> S(x), lorsque n — +oco.

1° Montrer que la suite {S,,(u,,)} converge vers S(I) pour n — +c0.

nx 1

20 Etudier la suite S,(u,), oit Sy(x) = T 4=,

Comparer avec S(I). Commenter le résultat.

Théoréme de Dini.

Soit une suite de fonctions continues f,: [a, bl — IR.

Pour chaque x € [a, b, la suite numérique { f,,(x)} ©_1 est supposée decroxs-
sante et bornée inférieurement.
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1° @) Montrer que la suite de fonctions f, : x> f,(x) converge simplement
sur [a, b] vers une fonction f.
b) Démontrer que l’on a

f continue sur [a, b] = f, converge uniformément sur [a, b] vers f.

¢) Que peut-on dire lorsque la suite { f,,(x)} est croissante et majorée?

2° Application : On considére la suite de polynémes définie par la relation
récurrente suivante :
P, 0= o’
2 Ppyy(x) = x+2 P(x)— P3(x).

a) Vérifier que, pour tout x € [0,1], on a 0 < P,< VJ_C-
[Pour cela on pourra considérer la relation

2(Jfx= Ppi1(0) = (Jx— P, ()2~ Vx—Pu(x).]

b) Montrer que la suite numérique {P,,(x)}(“)c est croissante, lorsque
x€[0, 11, et en déduire que la suite de fonctions P, converge uniformément

sur [0, 1] vers la fonction f: x> ]/E.

On considére une fonction continue f : IR+ IR vérifiant |f(x)| < |x!,
Vx # 0, et soit A une constante positive donnée.

1° Démontrer que Ye>0, da(e)>0 tel que
Ixl<a = |f(x)I<e.

X

2° Soit k = sup %& . Veérifier que l'on a k<]1.
[o, Alu[—A,—q] (I *

3° Déduire de ce qui précéde la convergence uniforme sur [— A, A]

(et par suite sur tout compact de IR) de la suite f"(= fofo...of) vers zéro.

On considére la suite de fonctions f,: [0,2] — IR définie par
X > fy(x) = n2x(1—x)"+ Arc sin (x—1), n entier positif.

1° Quel est le domaine de convergence, A, de la suite de fonctions { f,,}?

29 Montrer que la suite { f,,} converge uniformément sur [0, 2—a] (o
constante positive) vers sa fonction limite f.

1
3° Evaluer f [f(x)—f(x)ldx et en déduire que I’on ne peut avoir conver-
o

gence uniforme sur [0, 1].

1° Montrer que la suite { f,,} de fonctions réelles, définies sur [0, 1] par

—xy .2

ne~*+x

X f(xX) = ———— n>1

foxe =" s

converge uniformément sur [0, 11 vers une fonction limite f, que I’on
déterminera.
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6.11.3.
L X4

6.IL4.
L 2 24

6.I1L.1.

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

2° En déduire la nature de la suite numérigue {u,,} telle que

1 pe~*4x2
W= | e
o

lorsque n — +00.

1° Montrer que la suite { f,,} de fonctions réelles, définies sur [0, 1] par

fn :xl—)f,,(x)=M

Prawuat n >0,

converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f, que I’on déterminera.

2° Montrer que I’on a convergence uniforme sur tout intervalle [gq, 1]
(&o est une constante positive). A-t-on convergence uniforme sur [0, 1]?

3° Montrer que |f,(x)—f(x)| est bornée sur [0, 1].
4° Déduire des questions 2° et 3° la nature de la suite: u, f f@)at,
lorsque n — +00. [Pour cela écrire u, = f f()dt+ f Su(?)dt]

On consideére la suite { f,,} de fonctions réelles, f, : IR— IR (n>0) définies
comme suit

( 1 . 1
———, si x<0 ou x>-,
1 n

fulx) = {nLos (‘ - n—x)
0 , S0 x K

S -

10 Veérifier que f, est continue sur IR.

2° Montrer que la suite { f,,} converge simplement sur IR vers une fonction f,
que ’on déterminera.

3° En majorant convenablement |f,(x)—f(x)|, montrer que la conver-
gence établie a la question 2° est uniforme sur IR. (>0 étant donné,
on pourra distinguer les trois cas suivants: x<0, 0 < x < ¢, x>¢.)

40 Construire le graphe de la fonction f,. Points remarquables. Branches
1 1
infinies. Montrer que le maximum de |f,—f| a lieu pour x = p et vaut W

Retrouver ainsi le résultat précédent.

On considére la série de fonctions de terme général u,,
—nx2

. P IR IR, u,(x) = (—1)"m,

ug(x) = 1.

1° Déterminer le domaine de convergence A.
2° Montrer que la série converge uniformément sur A.



6.I11.2.

6.IV.1.

6.IV.2.
L 24

6.IV.3.
L 2 4

6.IV.4.
e

EXERCICES DU CHAPITRE 6 189

1° On considére la série de fonctions suivantes :
sin x sin 2x sin nx
2r1 + 2122 +"'+x—2+112 +...
Déterminer le domaine de convergence A et étudier la convergence uni-
forme sur A.
20 Mémes questions pour la série de fonctions,
x2sinx  x? sin2x x2 sin nx
x2+1 + x2+22 *oot x2+n? +

@

Montrer que la fonction x +—> est définie sur IR.
n

<, n?+sin nx

Etudier la périodicité et la continuité de cette fonction.

1° Quel est le domaine de définition, A, de la fonction

f:rxm— éo -=n"

e n*
?

n+1°

Montrer que f est continue sur A.
20 Quel est le domaine de définition, A, de la fonction

g: x> éo (-n"

-nx

¢ >
n2+1

Montrer que g est de classe C* sur A,.

—1)"

nx

s . , (
On considére la série de terme général u,(x) =

(x € R).

1° Pour quelles valeurs de x cette série est-elle convergente; absolument
convergente?
(=17 ® (=

n 1 4
20 Soit S (x) = X s et S(x)= 3 p") lorsque la série est

p= 1 p= 1
convergente. Montrer que I’on a

ISp(x)—S(x) | <

_1_
(n+1)7

Lo . ) ] ,
et en déduire que la série ( = | converge uniformément sur [xq, + o0[

(xq étant une constante positive).
En déduire que S est continue sur 10, oOl.

On considére I’équation (de Fredholm)
b
(F): o) = lf K(x, s)p(s)ds+f(x),
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6.IV.5.

L 224

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

ot K (resp.f) est une fonction réelle donnée définie et continue sur
[a, b1 [a, B] (resp. sur [a, b)), A est un nombre réel et ¢ une fonction
inconnue, supposée intégrable sur (a, b).

b
1° a) On pose @o(x) = fo(x) et @ (x) = J K(x, s)Qp_1(5)ds, pour n>1.
Montrer que @, est définie, continue sur [:1, b] (Vn e IN).

- a0
b) Etablir que la fonction y : x — Y(x) = X AP@,(x) est définie et
p=0

continue sur [a, b], VA vériﬁant la relation suivante:

Al < 7

,on M= sup |K(x,y)l.
M(b a) la, b11a, b]
¢) Vérifier que { est solution de (F).
2° a) Montrer que (F) ne peut admettre que des solutions @ continues.

b) En déduire que \J est la seule solution de (F) pour lll<m~

On considére la suite récurrente de fonctions g, définies sur [0, 1] comme
suit

2000 = 1, g.(0) = 1+ f Eaa(t— 1)

1° Montrer que g, est une fonction polynomiale qui vérifie
g2 (x)+g,(1—x) =k, k est une constante.

20 q) Veérifier que l’on a
xn

al’ Vx € [0, 1].

0 < £,(¥)—8n-1(x) <
b) En considérant la série

go(x) +[g1(xX)—go(X)] + ... +(g,(X)—gn_1 (X)) + ...,

montrer que la suite {g,,} converge uniformément sur [0,1] vers une
fonction g, qui est dérivable, et qu’elle vérifie la relation

g'(x) = g(x—x2), Vx €0, 1].
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6.1.1.

1° Pour chaque x fixé, on a e~ " sin nx — 0 (puisque [sin nx|e™"" < e~ ™"
n—o

pour x %0 et £,(0) = 0), donc F(x) = J/1—x2.

2° On a, évidemment,
() —F(x)| = e~™|sin nx] < e™™* K e~ ™, pour x € [0, 1].

Puisque
e~"™? 5 0,3IN(), tel que n>N() = e "<e.

n—>o0

Donc, on a
n > N = |f(x)—F(x)|< ¢, Vxe€lo,1].

3° Supposons que 1’on ait la convergence uniforme sur [0, 1]. Alors, on a aussi

Ve>0,INE  telque % Zp | = Uh—Foi<e

et, en particulier,

1, (’11) - F(i) I = sin (e~ %<&, Vn > N(o).

Ceci étant impossible, on ne pourra donc avoir la convergence uniforme sur [0, 1].

6.1.2.

1° Pour x >0 (resp. x<0), on a nxe~ "™ — 0 (resp. —o0); donc f, converge sim-

n—>o
plement vers F:x +— F(x) = sin x sur [0, o[ et A = [0, oo[.

2° g) Convergence uniforme sur [w, A]. (w et 4 sont des constantes positives, avec
w<A).
En effet,
()= F(x)| = |nxe~™| < nde~"®, Vxe€[w, A].
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Or, nde™ " — 0, donc il existe N(¢), tel que n > N(g) = nAe™"® <¢et, par suite,
n—>»oo
> N(e) = |fu(x)—F(x)<e, Vx € [w, 4]

b) Convergence uniforme sur (w, ).
En effet,

nxe~™ = ye™¥ — 0,
y—>+x
C’est-a-dire que

Ve, 3K (¢) tel que y > K(e) = |ye”¥|<s.
K(e)

Pour x€[w, o[ et n > Ny(e) = —] +1 ([.] désignant la partie entiére), on
aura

nx > K(g) et, par suite, |nxe~ ™| <¢,
ou encore
x € [w,0[ et n > Ny(e) = |f,(x)—F(x)|<e.
¢) On n’a pas convergence uniforme sur [0, w].
En effet, supposons que I’on ait convergence uniforme, c’est-a-dire que
Ve>0,3N(e) tel que n > N(e) = |f,(x)—F(x)| = |nxe~™|<¢, Vx€ [0, ].

1 1 1
Pour x = n? avec ">’J’ on obtient (puisque ;16[0, a)])

#(s)=#(3)

=e"1<eg,

ce qui est contradictoire.

Interprétation graphique.
Soit
2.(x) = fy(x)—sin x = nxe™"*,
Le faisceau des graphes G, des fonctions g, est représenté ci-dessous sur [0, oo[.

On constate que les g, ont un maximum pour x = p et que ce maximum vaut pe

In
G
) \
X
o L 1 1

1
Alors, sup |g,(x)| = - et la suite {g,,} ne peut converger uniformément vers 0 sur
0,00
[0, oo[. [Voir lmterpretatlon géométrique au paragraphe 1.2.]
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6.1.3.

1° Soit f: x> f(x) = 1 et K un compact de IR. Il existe une constante A positive
telle que K < [— A4, A].
Compte tenu de la majoration [sin X| < |X|, VX € IR, on obtient sur [— A4, 4],

— pour x £0 :
1@ = 2 |sina| < Bl L
— pour x=0 :
AO-7O) = 0<5.
Donc

n>NO = [5] +1 = h@-r@i<e Vxel-4 4

Nous avons bien convergence uniforme sur [— A, 4] (et, par suite, sur K) de f,
vers f, lorsque n — 0.

2° Supposons que f, converge uniformément vers f sur IR.
Alors

Ve > 0, AN(e) tel que n> N() = |f,(x)—fx)|<e Vxe R

En particulier, on aurait

1
)= 1)1 = x2|singz| <o, Vx 20,
ou encore, en posant y = va,
sin y

< N23jy|, Vy #£0,

. N . sin y
ce qui entrainerait que le rapport 7— — 0, lorsque y —» 0.
Nous ne pouvons donc avoir convergence uniforme sur IR, de f, vers f.

6.1.4.

1° a) S, converge uniformément vers S sur (a, b), donc

Ve> 0, AN(e) tel que n> N() = |S,(x)— S| < Vx € (a, b).

g
2’
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En particulier,

g
Q) n> NG =[Sy — S| < 3.
b) Exprimons le fait que S est continue au point / :
(0)) Ja(e)>0 tel que Ix=1l|<a = |S&)—-SO <
¢) u, — I, donc il existe un entier v(xx) tel que
n—>o0

)] n>ve) = lu,—I <a
On déduit alors de (2) la relation

€
@ n>v = |Su)—SOI< 3.

d) En résumé : Des relations (1) et (4) on déduit
n > sup{N(e), v} = |S,u)— SO < e

Autrement dit, S,(#,) — S(), lorsque » — 0.

2° La fonction limite, S, est définie par

1 0,
S:ixis SG) = 10 B ifo,
donc
SU) = S©) = 0.

1
Nous constatons que S,(4,) = 3 —/-» S(l)= 0, lorsque » — o0, et nous en déduisons

que I’on ne peut avoir convergence uniforme de S, vers S dans tout intervalle (a, b)

contenant /= 0 et les u, (& partir d’un certain rang).

6.1.5.

1° a) Pour chaque x €|[q, b, la suite numérique { f,,(x)} est décroissante et bornée
inférieurement, donc elle converge vers une limite finie, que ’on notera f(x). De
fagon équivalente, on peut dire que la suite de fonctions f, converge simplement vers f.

b) Soit ¢ un nombre réel positif.
Pour chaque x,€la, b], il existe un entier N(e, x,) tel que

7> NE, x0) = |fiFo) —f0x0)| < 5.
En particulier,
M o) = fxo)| < 5.

£
5-
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De plus, la fonction (fy — f) est continue sur le compact [a, ], donc uniformément
continue :

(2 Jo(e, N)>0 tel que |x—xo] <& = [(fy(x) —f(x)) — (fy(x0) — flxo)) < 58

De (1) et de (2) nous déduisons
[x — Xo| S e, N(&, x0)) = |fy(x)—f(D)I< &,
ou encore
3) x€0,,={x€la, b]; Ix—x,l<ale, N, xo))} = |/ () —fD)I<L e

Du recouvrement du compact [a, b] par les ouverts O, [[a, b= v 0,,0],
xq€[a,b]
on peut extraire un recouvrement fini numéroté O3, ..., O,2.
Soit alors No(¢) = sup {N(e,x5)} pour £ = 1,2, ..., p et x un point quelconque
de [a, b].
Le point x appartient & un ouvert O,», donc la relation (3) entraine que I’on a

[fe ) —fx)| < ¢,
Vn > Ny(¢), on aura alors
0 < fu()—f(®) < Sy ) —F(x) < fy(e,xty )—f) < ¢
[puisque la suite { f,,(x)}i” tend en décroissant vers f(x)].

En résumé, on a
n 2> No(e) = 0K fu(x)—f(x) < &, Vxela, bl.

Autrement dit, { f,,} converge uniformément vers f sur [a, b).

¢) Considérer la suite {—f,} pour se ramener au cas étudié.

20 g) 0 P (x)</x.

Cette double inégalité est vérifiée pour le polynéme P,.

Supposons-la satisfaite pour P,, nous allons montrer qu’elle est vraie pour P, 1.

Puisque I’on a 2 P, (x) = (x—P2(x))+2 P,(x), le polynéme 2 P, 4(x), qui est
la somme de deux termes positifs ou nuls, est nécessairement positif ou nul.

En considérant la relation suivante :

2(J/x— Pps 1) = (Jx—P,0)(2—x—P,(x),

on constate que ]/;— P, 1(x) sera positif si Z—V;—P,,(x) est positif; or on sait que
2—]x—P,(x) >2—2]/x >0,
donc
Vx=Ppss() > 0.

b) {P,} croissante.

En effet, 2(P,,1(x) — P,(x)) = x—P2(x) >0, d’aprés la question 2°, q).

La suite {P,(x)}, étant croissante et bornée supérieurement par |/x, admet donc
une limite f(x) qui doit vérifier la relation

2f(x) = x + 2f(x) — f2(x),
Cest-a-dire f(x) = |/x.



196 SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

La fonction limite f est continue sur [0, 1].
Nous sommes bien placés dans les conditions permettant ’application du 1° et,
par suite, P, converge uniformément sur [0, 1] vers f: x V;

6.1.6.

1° En exprimant le fait que f est continue a ’origine, avec f(0) = 0, on obtient
bien la propriété indiquée au 1°.

20 Soit K, le compact [— A, —a] U [o, 4],
16 %) ‘@
X

continue sur K, =

continue sur Kj

atteint son maximum sur ce compact

\f(x)! {(50_)

4@
X

= HXO € Ko tel que = k, Vxe Ko.

Si k> 1, on aurait [f(xo)| > |xol, ce qui est en contradiction avec I’hypothése
[fCeo)| < Ixol.

On a donc nécessairement £ < 1.

3¢ Convergence uniforme de f" vers zéro sur [—A, A].
11 est clair que la suite {|/™(x)|}& ; est décroissante [en effet,

")) = ") < 1))
De plus, on sait que I’on a
x€]l—o, o = [f(x)| <e& (cf. question 19),
x€K, = |f(x)| < klx] (cf. question 2°).
Soit N l’entier vérifiant ’inégalité suivante :
KNA <o < kN"1.A4.

Supposons que [f¥(x)| >« pour un choix convenable de x.
I 2 12@] > ... 2 1A\ >a

Puisque f(x), f (x), ..., f¥(x) appartiennent & K,, on aura
If(x)| < kx|,
f2(X)] = [fFOD] < klf(X)] < k2 (x|

N << KNix| < kN4 <o

Ceci est en contradiction avec I’hypothése : |fN(x)| > a.
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En résumé :
@) <a, Vxe[—4, Al

On a donc
n>N = |f"(X)| < [N = [f(¥(X)] < & (cf. 1a question 1°).

6.I1.1.

1° Etudions la convergence de la suite {f,,(x)}.
— Pour x€]0,2[, on a |x—1| <1, donc
n2x(1—x)" — 0 lorsque n — o
et, par suite,
fu(x) — Arcsin (x—1).
n—> 0

— Pour x =0, on a n2x(1—x)" = 0 —» 0, donc

n—>o

fu(0) — Arcsin (—1).

n—>o
— Pour x = 2, on a n2x(1 —x)" = 2n2(—1)" qui est le terme général d’une suite
divergente, donc la suite {£,(2)} diverge.

En résumé, le domaine A de convergence sera [0, 2[ et la fonction limite sera
Arcsin (x—1).

20 Sur [a,2—0a] (¢ constante vérifiant 0< a< 1) on aura |1 —x|< 1—a, donc
| fux) — f(x)| < 2n2|1 — a|"< & dés que n est « assez grand »

[c’est-a-dire Vr > N(g), puisque #2(1 —a)" — 0 lorsque n — o0).
11 en résulte que I’on a bien convergence uniforme de f, vers fsur [a, 2 —a].

1 1
30 Calculons f [fa(x) —f(x)] dx = f n2x(1— x)"dx.
0 0
On a, en posant X = 1—x,
1 1

n+1" n+2] .5, 1.

1
n2 J x(1—x)"dx = n? f X"(1—X)dX = n2[
V]
En conséquence, I’intégrale f fn(X)dx ne tend pas vers f(x)dx (lorsque 7 —o0)

et, par suite, on ne peut avoir convergence uniforme de f, vers fsur [0, 1] (cf. théo-
réme 6.I1.2.).
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6.11.2.

1l est clair que, pour chaque x € [0,1], on a
lim f,(x) = e™* = f(x).
n—>o
De plus,
x2 — xe=* 2
£ — foon = X 2

n+x\’

donc
n > NE) = [é] +1 = L@ -f@I< e Vxelo,1],

propriété qui caractérise la convergence uniforme de f, vers f sur [0, 1].
Le théoréme 6.I1.2 nous permet alors d’affirmer que

w= :f"(")d",,:; [ reas,

c’est-a-dire que ’on a u, —» 1—e~1 lorsque n — ©0.

6.11.3.

10 Pour x fixé et appartenant a I’intervalle ]0, 1], il est clair que ’on a

3 -X
Sox) = % - (x2+1)e™*

n—>»oo
Pour x =0,
f0)=0 = 0.

n—»w

En résumé, on constate que la suite de fonctions {f,} converge simplement sur [0, 1]
vers la fonction f définie par

24+ 1)e™> 0, 1],
fix f(x) = E,x +1e ggﬁzi]o, ]

20 La fonction f, est continue sur son domaine de définition [0, 1], Va.

Si Pon avait convergence uniforme de f, vers f sur [0, 1], la fonction limite, f, serait
nécessairement continue sur [0, 1] et, en particulier, & ’origine. Ceci est visiblement
faux [f(x) —>0 1 £ f(0)]. Nous n’avons donc pas convergence uniforme sur [0, 1].

x>
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En fait, f, converge uniformément vers f sur tout intervalle [, 1] (x étant une
constante appartenant a I’intervalle J0, 1). En effet, on a

2 -X
i) — fo) = EF D™ 2

2
1 <E<a,pom x € [a, 1],

donc Ve > 0, on a aussi
2
n> N = [&] +1= [f,(x)—f)] <¢ Vxelall,

propriété qui exprime la convergence uniforme de f, vers fsur [o, 1].

30 Pour xc]0,1] on a
[fa) —fX)] < 2+ De™™ < 2.

— Pour x =0, on a
0 —f0)=0< 2

On en déduit que ’on a
() —f()] < 2, Vx €0, 1].

4° De la convergence uniforme sur [a, 1] de f, vers f, on déduit

[ nwax [ sea

Donc, Ve > 0, AN(e) tel que
1 1
n> N() = f £, ()dx — f f(x)dx‘ <e.

En particulier, pour & = o, IN(®) tel que

(1) n 2 N(@) = f:f,,(x)dx-—f:f(x)dxl <o

De la question 3°, on déduit que I’on a

@ f " fidx — f “f(x)dx| - f “LAG) — f(ldx £ — F )| dx < 2.
0 0 0

a
<]
0

En résumé, en utilisant les relations (1) et (2), on déduit que I’on a

n> N = U:f,,dx-—f:f(x)dx

< 3a.

Autrement dit,

1 1
U, = f fi(x)dx — f(x)dx =3—6e"1,
0 0

n—-o
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6.11.4.

. . . 1
1° La fonction f, est évidlemment continue pour x € R — {0} — 3;1 .

— Pour x> 0_,o0na

£ = 1

1 — 0 = £,(0).
nLog(l— )

nx

— Pour x > 0,,0n a
fox) = 0 - 0 = £,0).

La fonction f, est bien continue au point x = 0.

De la méme fagon, on peut établir sa continuité au point x =

N |-

2° Montrons que la suite de fonctions f, converge simplement, sur IR, vers la
fonction f:x— f(x) = —x.

— Pour x < 0, 0n a
1
f;,(x)= ~ (11)=—x[n_>+w]’

1
nLog (1— r?c)

donc lim fi(x) = —x.
n—-oo

— Pour x =0, on a

nx

£0) =0 :wo = f(0).

oo . 1
— Pour x > 0, il existe un entier N, = [}] +1 tel que

1
1 - —x = f(x).
n Log (1 - E) >

On constate ainsi que 1’on a bien la convergence simple sur IR de f, vers f.

1
n>Nx=x>;l-:f;,(x)=

32 Soit ¢ positif, choisi arbitrairement.

1
— Pour x <0, 0n a (en posant y = Ec)

1
__.—1 + x
nLog (l - H)

La fonction ¢ : y— ¢@(y) = 11+—1—
@YD= |y Tog(1—9)

[— 00, 1] (cf. note ((1)) A la fin de cet exercice) :
o(») < M, Vye]— o0, 1], M étant une constante.

_1
T n

1 1

| fax) = f)] = J-' + m .

est définie continue et bornée sur
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Donc
N(g) = [%] +1 = |- )] < '%l < Me, Vx < 0.

(D(y)

®

>e> = 10— = 22 < e, v

__r
nLog (1 — ’%c)

x|
1A= 1@ < o)

n

fox) =0, ou

donc

A fortiori,
£ —f()] < ——+ Ix| <

Pour n > N(g), on aura donc
1100 — )] < (M + 1)e, Vxel0, e].

(p(y) M +e.
n

En résumé, on a
> N@E) = 10— )] < (M+1)e, Vxe R,

propriété qui traduit la convergence uniforme sur IR de f;, vers f.

4° Legraphe de f, se construit a partir de ’étude de la fonction x+— ——IT
(n étant fixé). nLog (1 _ _)
nx
1 1 1

Posons x = ot X, alors — 1\ =7 devient — gy = Y,

nLog (1 - —) X——

nx 2n

nLog 1
X+ n

d’ou ’on déduit le centre de symétrie : le point de coordonnées (Z'I_n’ 0). 11 suffit

d’étudier les variations de la fonction précédente pour X >

2_n .
Ces variations sont immédiates, le calcul de la dérivée donne
1
Y =-—
1 ,2nX— 1
2Y2 =
(” X 4) Log? ox+1

Etude des branches infinies. — Pour X — + c0, y admet un développement limité
. . . . . 1
a partie polaire qui s’obtient & partir du développement de Log (1 - H) :

1 1 1 1 1 /(1
Log (17;) = —E‘W—WJF;E"(;)-
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On trouve alors

_ 1,1 1,1
Y= —x+2n+12n2x+x x’

. 1 ...
d’ou ’asymptote d’équation y = — x + —Z—net la position par rapport & I’asymptote.

Ces résultats justifient le graphique suivant :

Pour étudier f, — f il suffit d’étudier

1 1
&n 1 X > gp(x) =f,.(x)+x—2-n, pour x > o

a cause de la symétrie, I’étude de f,(x)+ x s’en déduisant immédiatement.

1 1 . . .1
Entre n et " le maximum de g, est atteint au point p et vaut

1
11 reste a étudier g,, pour x > ot c’est-a-dire

E‘n.

1 1
ZX)= X+ ; (en posant x—5- = X) pour X > 5,
nX—;
2
nLog 1
Z admet pour dérivée
1
Z'=1-— 1 X = u).
1 “=3
2____ 2
(u 4) Log i
u+3
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1 .
Pour u > 3> on vérifie que 1’on a

" 1
T2 1
— Log i < — >

u—+ i Vu2 — Z
1
1 “=3

on étudiera les variations de ¥ > ———— + Log 1 | alors Z' < 0, pour

Vuz — 1 u-+ 3

1 1 1
u> iet g, décroit a partir de x = ot donc g,(x) < gn (—) = 2—1'-1, pour x > P On

. . 1
en déduit alors que |g,(x)| admet son maximum pour x = % et x =0 et que ce

maximum vaut —.
2n

1 1
En revenant a f, — f (deux cas suivant quel’on a x < 25 00 ¥ > 2—,;) on voit que
—¢ (1 n_1t
sup 1,00~/ =1 (3) =7 (5) = %

ceci établit directement la convergence uniforme de f, vers f sur IR.

) * () —» 0pour y - —oo. Donc Vk > 0, il existe une constante A(k) positive
telle que

yel-o0, —Al = ¢() < k.

*¥) Sur le compact [— 4, 1], 1a fonction continue ¢ est nécessairement bornée
o) < K, Vyel— 4,11

*4¥) En résumé, 9(0) < k+ k' = M, Yy €]— oo, 11.

6.111.1.

Nous avons évidemment
(_ l)n e~ nx2
n2+1

\n2+1, VXER,

ce qui entraine la convergence normale de la série, puisque la série numérique de

s 1
terme général v, = o | est convergente.
On en déduit (théoréme 6.111.1.) que la série (
mément convergente sur IR.

— 1)tg—nx?
(——11_)|_enz ) est absolument et unifor-
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6.111.2.

sin nx
x2 + n2
(théoréme 6.II1.1.) sur A = IR et, par suite, la convergence uniforme sur IR.

b) Cette série se déduit de la précédente en multipliant chaque terme par x2. Elle
a donc méme domaine de convergence : A = IR.

La fonction multiplicative, x> x2, n’étant pas bornée sur A, la propriété de conver-
gence uniforme sur A = IR n’est pas nécessairement conservée.

1 . -
< =, Yx € R, d’ot la convergence normale de la série
n2

a) Nous avons I

x2 sin nx
x2 + n2
Alors (voir paragraphe III, 2° le critére) :

Ve > 0, AN(e) tel que

Supposons que la série converge uniformément sur R.

x2sinnx  x2sin (n+1)x x2 sin mx

m>n>Ne = x2+n2+x2+(n+1)2 U x2 4+ m?

<& Vxe R

En particulier, pour m = n = N(¢), on a
x2|sin Nx|

W<8, Vxe R.

Donc, pour x = 2kmw+ ZﬂTV(k € IN), on aura

T\ . W
(2kn+m) smi

uk= = 2
(2k17:+—) +N2

<s VkelN,
2N

propriété évidemment fausse, puisque u, — 1 lorsque k — oo.
On ne peut donc avoir convergence uniforme de la série sur IR = A. Par contre,
on vérifiera facilement que la série converge uniformément sur tout compact de IR.

6‘VI‘1.
a) Nous avons la majoration
1 1
n2+sinnx; < nz—1° Vxe R,

71 étant le terme général d’une série numérique convergente, nous en déduisons

(théoréme 6.II1.1.) que la série de fonctions de terme général
uniformément sur R.

—————— converge
n2 + sin nx 8
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b) Pour tout n (n > 2), la fonction
série (

7% T sin i S5t continue sur IR et, deplus, la

——+=——| converge uniformément sur IR.
n%4smnx/,
1 .
Donc (théoréme 6.1IV.1.), la somme de la série Z ————— est continue sur IR.
5 N2 4 sIn nx

1
¢) Chaque fonction ————— admet pour période 27, donc la somme dela série
© n? + sin nx .

=

=, n2 ¥ sin nx admet pour période 2.

6.IV.2.

—le

n+1
vers zéro lorsque n — oo[|u,(x)| — 00]. Donc la série (u,(x)), est divergente et la
n— o

a) — Pour x < 0, le terme général dela série u,(x) = (— 1)" ne tend pas

—nx

fonction Z (- 1)" ne peut étre définie pour x négatif.

n+1

— Pour x >0, u,(x) est le terme général d’une série alternée et |u,(x)| tend en
décroissant vers zéro, lorsque n — 0.
La série (u,(x)), est donc convergente pour x>0 [théoréme des séries numériques

alternées] et, par suite, la fonction
- nx

© "
an@O(_l) n+1

2st définie sur [0, 00[ = A
b) Posons

fx) = Z( 1>

px n —PpX

e
= ) = —1)P
P¥1 S,+ R,, ou S, pZ=]0( 1) et

Du théoréme des séries numériques alternées, on déduit que ’on a
e~ (n+1)x 1
[Ry(0)] < gy 1(x)| = n¥2 < B Vx e A.

et, Ve>0, on aura donc

> N© = [5] = 170 - @I = RGI< e, Vre A,

propriété qui exprime la convergence uniforme de S, vers f sur A, cC’est-a-dire la

convergence uniforme de la série sur A.
—-nx

Pour tout n, la fonction x — (—1)" est continue sur A et, de plus, la série

—nx n+1
— 1\
(( 1) P 1) converge uniformément sur A.
—le
Donc, la somme de la série Z ( H w1 est continue sur son domaine de défi-
n=0

nition A (cf. théoréme 6.IV.1.).
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2° Il est clair que A; = [0, oo[. En effet, on a
e_nx )
2+ 1 ’:)moo, lorsque x est négatif

et

—nx

e
S Y —
'( 1) P lorsque x € [0, ool.

x n2 + 1’
Comme a la question 1°, on montre que la série dérivée terme a terme
ne~ "™
(=Dt
n2+1 1

est uniformément convergente sur A;; on en déduit donc la propriété suivante :
g est de classe C! sur A, [dérivée premiére g’ définie et continue sur A,].

6.IV.3.

1° Etude de la convergence.

L . . 1 ..
— Pour x> 0, la série alternée est convergente car |u,(x)| = = tend en décroissant
vers zéro lorsque n — oo.

— Pour x < 0, u,(x) ne tend pas vers zéro lorsque n — oo, donc la série est
divergente.
& =y

Le domaine de définition de S(x) = P

n=1

est donc 10, ool.

Etude de la convergence absolue.
11 s’agit ici d’étudier la convergence de la série (Ju,(x)[); = ?) , qui est bien

connue. Elle converge pour x>1 et diverge pour x<{1. On aura donc convergence
absolue de la série si, et seulement si, x> 1.

20 La série (u,(x)); satisfaisant au théoréme des séries numériques alternées, on
sait que le reste R,(x) défini par

S(x) = Sy(x)+ Ru(x)
est majoré en valeur absolue par le premier terme négligé, c’est-a-dire que I’on a
1
[R()| < GriF = [Uns1(O1,

donc
1 1
n+1)* < (n+ 1%

pour tout x vérifiant ’inégalité x > x,.

IS(x) — Su()] <
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On aura donc
1
n> Ne) = [—L] = 18,00 — S| < &, Vx € [xo, 0L,

&%o
propriété qui exprime la convergence uniforme de la série sur [x,, oo[.

__1\n
( ) étant continues, on peut déduire du théoréme

6.IV.1. que la somme S(x) = Z ( n") est continue sur [xy, oo[ (semi-continuité
n=1 '

De plus, les fonctions x >

a droite en x,).
Soit x un nombre réel positif, choisi arbitrairement. 1l s’agit de montrer que la
fonction S est continue en x. Pour cela, on choisit x, > 0 tel que x € ]x,, o[ (par
X . , . , .
exemple, xo, = 5)' La fonction S étant continue sur ]x,, o[, elle est évidemment
continue en x.

6.IV.4.

1° @) La fonction @, = f, est définie et continue sur [a, b].

Supposons que @,_; soit définie et continue sur [a, b].

Alors ¢, est définie et continue sur [a, b]. En effet, I’application s+ K(x, $)@,_1(s)
est définie et continue sur [a, b] (pour chaque x € [a, b]), donc intégrable sur [a, b] et,
par suite, @, est bien définie sur [a, bl. Montrons maintenant qu’elle est continue.

Pour cela formons ’expression

b
) Pulx) — 1) = f IR, 9) = K 90n 161

La fonction K est définie et continue sur le compact [a, b] X [a, b]. D’aprés le théo-
réme de Heine, elle est donc uniformément continue, c’est-a-dire que Ve>0, Ja(e)>0
tel que

' — x| <

S = K& — K<

En particulier, pour y' = y, on a
= x| < ae) = KX, »)—Kx, I < e

De I’expression (1) on déduit alors, pour x et x’ vérifiant |x' — x| < a(e),

10a) — a0)] < f K(, 5)— KCx, 8)]1@ns(S)lds < f |Pn_s($)1ds,

d’ou la continuité de la fonction @,.
b) Soit A = subp [f(x)]; on a |@o(x)] < h, puis
[a, 5]
b
01 < [ 1KG: 9lgo(91ds < Mib— alh

et, plus généralément,
|@a(x)| < M"|b— al"h, sur [a, b].
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La série (A"p,(x)) est donc majorée en valeur absolue sur [a, b] par la sériec numé-
rique convergente (|1|"M™|b—a|"™h). Compte tenu de la continuité des fonctions :
x > A", (x), on déduit alors du théoréme 6.IV.1. la continuité de la fonction Y sur
[a, b].

c) Montrons que Y est solution de (F).

Les fonctions s— A"K(x, s)@,(s) sont continues sur [a, b], donc intégrables sur [a, b]
(pour chaque x fixé €[a, b]). En raison de la convergence uniforme sur [q, b] de la
série (A"K(x, $)@(s)) « x fixé € [a, b] », on déduit du théoréme 6.IV.2. que I'on a

b b )
A faK(x, HY(s)ds = falK(x, s) [ §=]0 A" ,,(s)] ds

- f ’ [ f;o IR (x, s)(p,,(s)] ds

@© b
> am+s f K(x, 90u(s)ds
n=0 a

= 5 11001400 = Y — 9ol = YOI — £,

2° a) Montrons que toute solution de (F) est nécessairement continue.
Soit ¢ une solution de (F), qui est donc supposée intégrable sur [a, b].
Pour montrer que ¢ est continue, il suffira d’établir que la fonction

b
g:xgx)= faK(x, )@(s)ds
est continue, puisqu’alors
O(x) = Ag(x)+f(x).

On sait que ’on a (cf. la question 1°, a)
Ve> 0,3o(e) > 0 tel que |x'—x| < a(e) = KX, y)— K(x,»)| < &, Vyela, bl.

Donc

b b

W= xl < 1) = lg()—g()] = | [ e, 9 - xGs s)ko(s)dv\ <& [ lowias

ce qui établit la continuité de la fonction g et, par suite, celle de ¢.

b) Montrons que (F) admet une solution unique, qui sera donc ¢@.
Soit Y, et Y, deux solutions de (F) qui seront nécessairement continues et soit
m = sup W3 () —Y2(x)]. On aura
a,

b
V1) —¥,(0) = A f " K G W) — Vo1

= |[Y;() — ¥, < IAllb— a|lMm, Vx € [a, b]
= m < |Al|b— a|Mm,

donc m = 0 et, par suite,

1
Y1 =¥, pour 1A < —_v-
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6.IV.5.

1° @) Supposons que g,_; soit un polyndéme

g1 | 8eiG=19) ) [ gus—rar

&a(%)
polynéme polynéme

polynéme;

polynéme

go étant un polyndme, on en déduit bien que g, est un polyndme.
b) De la relation de récurrence, on déduit, en dérivant
&n(x) = gp_1(x— x2),
et, par suite,
g(1—x) = gp ;[ —x)— (1 —x)2],
ou encore
— .1 = X)) = gps(x — x2) = g(x).
Ceci entraine que I’on a
&x(1—x) + gu(x)=Cte.

20 g) On a évidemment

0< g1 — g =x< 7}, Vxelo, 11
Supposons que I’on ait

0< £,09— 8100 < 1y, V[0, 11,

Pour chaque ¢ € [0, 1], on aura (+—¢2) € [0, 1] et, par suite,
@—z2)"
n!

0< gt —12)— g, 11—t < vVt €10, 1].
En intégrant entre 0 et x (x € [0, 1]), on obtient
x x(t_t2)ll
0< f [nlt — %) — gyt — 2)]dt < j
° 0

n!
ou encore

{*x #n

dt<J

o mdt,

n41
0< £1410) — 209 < Gy Ve 0,10

La propriété est donc établie, par récurrence.
b) Considérons la série

£0() + (g,(x) — go(X)) + ... + (g, () —gp_1(x) + ...

Elle est uniformément convergente sur [0, 1] puisque I’on a

1
l&n(x) — g1 < 735 Vx [0, 1]

1, , . L.
[;, étant le terme général d’une série numérique convergente].
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Donc, la suite des sommes partielles,
Sa(x) = go(x) + Zl (&5(%) — gp—1(x)) = gu(x),
=

converge uniformément sur [0, 1] vers la somme g(x) de la série.
Ceci peut se traduire par

Ve > 0,IN(e) tel que n > N(g) = |g(x)—g(®)| < ¢, Vx €0, 1].

Soit t€[0, 1]; on a alors (—t2)€[0, 1] et, par suite,
n > N(e) = |gt—12)—g(t—1t2)| < ¢ Vtel0,1]
De la convergence uniforme de g,(¢— ¢2) vers g(¢— ¢2) sur [0, 1], on déduit (théoréme
x X
6.1V.2.) que I’intégrale f Z2.(t—1t2)dt tend uniformément sur [0, 1] vers J. gt—1t2)dt,
0 0

lorsque 7 tend vers I’infini.
Considérons la relation de récurrence suivante :

gn(x) =1+ f :g,,(t — t2)dt.

Par passage a la limite, pour » — 00, on obtient, alors,

(¢)) gx) =1+ f:g(t—tz)dt, Vx € [0, 1].

¢) La fonction x> f g(t— t2)dt est dérivable [propriété de I’intégrale]. De la

relation (1), on déduit alors que g est dérivable et que
g'(x) = g(x—x?), Vx [0, 1].
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7. SERIES ENTIERES D'UNE VARIABLE
REELLE OU COMPLEXE

I. — PROPRIETES GENERALES.

10 Yes séries entiéres de la variable z(e C) sont les séries du type suivant :
Ao +a1Z4 ... +a,2" + ...,

ol les constantes a, appartiennent 2 C.
Les polyndmes sont des séries entiéres d’un type particulier: @, = 0, Va>p,
p degré du polyndme.

2° Théoréme 7.1.1. — A toute série entiére (a,z") on peut associer un nombre
réel positif R (éventuellement nul ou infini) tel que

i) la série (a,z") converge absolument pour tout z tel que |z|<R;
ii) la série (a,z") diverge pour tout z tel que |z|> R.

3° Rayon de convergence. — Le nombre R est appelé rayon de convergence
de la série.

Exemples :

xn

(x")~ R=1; (—'-) ~R=0; (n!x")~ R=0.
n!
Techniques de calcul de R.

o) (la,x"|) converge pour |x|<A ~R=1
(la,x"|) diverge pour |x|>21 -

) fim %1 =] =~ R=1
n>w | 4y, 1
p— 1
7) lim Vla,,] =l = R= T
n->o

8) Utilisation de la notion de limite supérieure d’une suite.
Soit une suite numérique (v,); on dit qu’elle admet une valeur d’accu-
mulation finie, /, si Ve>0 il existe une infinité de v, dans J/—¢, [+ ¢[.
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De méme, on dit qu’elle admet + oo (resp. — o0) pour valeur d’accumu-
lation si VA4 >0 il existe une infinité de v, dans 14, + oo[ (resp. ]— o0, — 4)).

La plus grande des valeurs d’accumulation de la suite {v,} (notée L)
est appelée limite supérieure de la suite. On écrit

L=lim Up,.
n—+o

En considérant la suite Wla_,,l} on a alors la propriété générale suivante :
1

R=——.
fim [,

4° Théoréme 7.1.2. (Série dérivée et série primitive.)

i) La série (a,z") converge absolument et uniformément vers sa
somme sur tout disque fermé D, = {z, |z| <p}, ol p < R.

n+1
.. NPT _ e e z
ii) La «série dérivée» (na,z"~1) et la « série primitive formelle » (a,, 1)
n+
ont méme rayon de convergence, R, que la série (a,z").

II. — OPERATIONS ALGEBRIQUES SUR LES SERIES ENTIERES.

Théoréme 7.I.1. — Soit deux séries (a,z") et (b,z") ayant respectivement
R, et R, pour rayons de convergence. Alors

i) la série somme ((a,+ b,)z") a un rayon de convergence R qui
satisfait aux relations suivantes :

R = inf(Rl,Rz) Si Rl ¢R2’
R>R1=R2 Si R1=R2

et 'on a
Y(antb)z" =Ya,z"+Yb,2", Vz tel que |z[<inf(R,, R,);
0 0 o

i) Ja série produit ((@ob,+a1b,-1+ ... +a4bo)z") a un rayon de conver-
gence R’ qui satisfait 3 la relation suivante :

R’>inf(Ry, R,)

et 'on a

Y (aoh,+...+a,bo)z" = (2 a,,z")(z b,,z"), Vz tel que |z| <R.
0 0 0
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II. — SERIES ENTIERES REELLES. FONCTIONS DEVELOPPABLES
EN SERIES ENTIERES.

1° Séries entiéres réelles. — Les séries entiéres réelles sont du type
¢)) ag+ax+...+a,x"+...,
ou a,eR et xe R.
On peut évidemment associer & une telle série la série entiére complexe
2 ap+a;z+...+a,z"+..., avec z=x+iy,
qui est une extension de (1) & C.
Des théoremes précédents appliqués 2 (2) on déduit les propriétés des séries

entiéres réelles par restriction a IR.

Par exemple, la convergence de (2) étant assurée pour |z| < R, celle de (1)
Pest pour —R< x < R, etc.

On peut appliquer a ces séries entiéres réelles les résultats généraux (chapitre 6,
paragraphe IV) sur les séries de fonctions. Ainsi, on établit le théoréme suivant.

@
Théoréme 7.II1. — La fonction x — S(x) = ) a,x" est de classe C* dans
[0]

]-R,R[ et 'on a

© x n +1
Sx)= Y nax""' et [ S(H)dt = Z a
n=1 J O
Exemples :
1 e 1
= x""", dans 1,1
1 had (1 x) ngl ] [

¢)— =Yx" dans ]—-1,1[ =
1—x ) X X"

Log(1—x)=—) =, dans ]—1,1[.
n

n=1

1 (=]
b) —— =Y (-1)"x?", dans ]—1,1
) =5 1-1,11
2n+1

= Arctgx = Z( 1) > dans ]-1,1[.

2° Fonctions développables en série entiére, autour de x = x,.

a) La somme d’une série entiére est une fonction de classe C* sur ]—R, R[.
Réciproquement, peut-on considérer quune fonction de classe C* est la
somme d’une série entiére?
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Cette question justifle ’étude suivante.
Soit £ : Jo, B[ — IR. Lorsqu’a f on peut associer une série entiere de
la variable x— xo (@ (x—x0)") (%o et a, € IR, x variable réelle) telle que I’on ait

-]

@)=Y a(x—xo), Vxe]—a+xy, xo+a[ =]e, B

on dit que f est développable en série entiére dans ]—a+x,, a+x,[, autour
de x,. La somme

agta;(x—xp)+...+a,(x—x0)" +...

est alors appelée développement de f en série entiére.
Ce développement, quand il existe, est unique puisque
W AR(ED) o)

nl
b) Conditions d’existence.

Condition nécessaire.

] . . fde classe C* dans ]—a+x,, a+x,[
f développable en série entitre f(")(x )

dans ]—a+x,, a+x,[ = et a, '
n!

Condition suffisante.
f de classe C* dans ]—a+x,, a+x,],

il existe une constante M telle que Fx) = {Z (=) F™(x,),
Mn = =0 n!
FARCIIIS a". Vxe]—a+x,, a+xo[
\. .

¢) Exemples. — Développement en série entiére autour de ’origine (x, = 0).

. ] n 2p+1
€ =HZ°; Vx; sinx = ;0( 1)"(2 o7 ,Vx;
cosx = Z( 1yr> ” Vx; Loy " Vxe]-1,1[;
p=0 p)" 1-x n=0

(1+x)*= i “(a_l)"'(a-n-'-l)x",‘v’xe]—l,1[, o réel ¢ IN.

n=0 n!

d) Méthodes d’obtention du développement.

— Méthode directe : formule de Taylor ou de Mac-Laurin. (Voir
exemples ci-dessus.)
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— Par dérivation et intégration : si 'on sait développer la fonction
dérivée.

— Utilisation d’une équation différentielle : voir les exercices 7.1I1.9.
et 7.111.10.

— Cas des fractions rationnelles : décomposition en éléments simples,
puis sommation des séries entieres obtenues. (Une fraction rationnelle
n’admettant pas 0 pour pdle est développable en série entiére autour de 0,
le rayon de convergence est le plus petit des modules de ses poles.)

IV. — FONCTIONS z > ¢%, ch z, sh z, sin z, cos z.

n
. .. [z o
1° Fonction 7 — e?. — La série (—') a un rayon de convergence infini, elle
n!

est donc convergente pour tout z appartenant 3 €. On pose, par définition,

© n
z
e2=

n=on!

(cf. chapitre 5, paragraphe IV, 39°).
L’application de IR dans IR définie par x— e* est donc la restriction & R
de z— €.
De plus, e*+%' = e%*, Vz et Vz'e € (chapitre 5, paragraphe IV, 3°).
On définit alors
ez+e—z ez_e—z

chz = et shz =

2p+1
zZ
2° Fonctions z — sin 7 et 7 — cos z. — La série (( 1)

(2—1)') converge

pour tout z et ’on pose, par définition,

2p+1 iz__ ,—iz

sinz = Zo(_ ),,(2 FEITRY

Il en résulte que Papplication de IR dans IR définie par x > sin x est la
restriction 3 R de z - sinz.
De méme, on définit

2p eiz+e—iz
cosz = Z (-1yp2_=27"°%
p=0 (2 )' 2
et on pose
sin z
cosz
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3° Formules trigonométriques usuelles. — Elles restent valables pour
sin z, cos z, etc.
Ainsi,
sin(z+2z") = sinzcos z' +sin z’ cos z.

Par ailleurs, les formules telles que

siniz =ishz, cosiz =chz, etc.

permettent le passage de la trigonométrie circulaire 2 la trigonométrie hyper-
bolique.

V. — APPLICATIONS.

1° Calcul approché de la valeur d’une intégrale définie. — Voir les exer-
cices 7.V.1. et 7.V.2.

2° Recherche de solutions d’une équation différentielle sous forme de série
entiére. (Exercices 7.V.3. et 7.V.4.). — On cherche une solution sous forme
d’une série entiére a coefficients indéterminés. Par identification, on obtient
ces coefficients. Il suffit d’étudier la convergence de cette série pour obtenir
une solution de I’équation dans l’intervalle de convergence (—R, R).

La connaissance d’une telle solution (si elle existe!) permet alors de déter-
miner I'intégrale générale dans certains cas.

3° Introduction et étude de nouvelles fonctions. — De nouvelles fonctions
peuvent étre introduites en tant que solutions d’équations différentielles d’un
type donné. On peut expliciter ces solutions a I’aide de séries entiéres pour
en étudier les propriétés. (Exercice 7.V.5.)

Exemple : p

Les fonctions de Bessel, couramment utilisées en Physique, sont solutions
de I’équation différentielle, dite de Bessel,

’ 2
By +y—+(1—v—2)y =0,
X X

ou v est une constante et ve R.
Dans le cas de v = n entier, on obtient la fonction J, définie par

_ f n o (_l)p z 2p
¥ l_>J"(x)_(2) pgop!(n+p)!(2) '
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EXERCICES DU CHAPITRE 7

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres dont les termes
généraux sont les suivants:

z" nt (—1)z
a) u, = T ;s b) Uy = ‘n—, z"; C) U, = n s
n J n
Z3n+1
d)  u,=(=2) P e) u,= a"z2"*1 (g est une constante

appartenant a C).

Utiliser la méthode du paragraphe I, 3°, 0, pour déterminer le rayon de
convergence des séries

atz" (_Z)Dzzp 22P+1
(Log (n+2)) et ( p2+1 +p4+ 1)

(a est une constante appartenant a C).
Méme question pour les séries d) et e) de exercice précédent.

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
Q) z+22 423 427 4211 4213 ... 2P + ..., p nombre premier ;
z2 z4 22"
b) + +...+ + ..., a est une constante appar-
2—sina " 2—sin2a "’ 2—sin na ?

tenant a IR;
) (1—e"ir 972 £ (2—e5i7 2923 .. 4 (n— 5P 10" +1 4 .,

On considére la suite {A,} définie par
_1
i
2 sin=3p+1,

(—a)?, si n=3p+2, a= Cte et ac R’

, si n=3p,

An=

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére de terme général A,z".

Montrer que les séries (a,z") et (a,z"), ont o, = |a,| ont méme rayon
de convergence.
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Montrer que si (a"z"), (b"z"), ((a,+ b,)z") ont respectivement pour rayon
de convergence Ry, R, et R, alors on a nécessairement

R]_ <R, = R= Rl'

Quel est le rayon de convergence, R, de la série

n
((1+a")z;), oiae C et a= Cte?

Soit (a,z") et (b,z") deux séries entiéres ayant respectivement R, et R,
pour rayons de convergence.
R désigne le rayon de convergence de ((a,+b,)z") et R’ celui de

((azbo+ ...+ aph)z").

1° Donner des exemples de séries telles que R soit supérieur a inf (R, R,).
2° Donner des exemples de séries telles que R’ soit supérieur a inf (R, R,).

Déterminer le rayon de convergence et la somme des séries entiéres
réelles suivantes:

10 xsin 0+x2 sin20+ .. +x"sinn9+

20 x sin 0 + 7 sin20 + .. + — sm nl+..., oi 0 est une constante

réelle différente de k.

Déterminer le rayon de convergence et la somme des séries entiéres
réelles suivantes :

23 n3
a x +2—,x2 ot —x +..
x5 x4"+1
b) x+5,+ Hapr t
(1+a") ; ,
©) (4+a)x+... + ——x"+..., ot a est une constante réelle, |a| # 1,

+1

1 2
d) 3 F3x+.. ++2x+

Montrer que la fonction
Log (1—x
., Log(1—x)
x—1
peut étre développée en série entiére autour de I’origine. Déterminer le
terme général de cette série ainsi que son rayon de convergence.
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Montrer que les fonctions suivantes :

1+x *ef—1 *sin t 1 .
a) Logm )] fo 7 dt: o) fo —t-dt, d) ITX-I-_XZ_ s
x2

e) Arcsinx; f) sin2x; g) h) Arcigx,

G—12—22"

sont développables en série entiére autour de I’origine.
Déterminer leur développement, ainsi que le rayon de convergence corres-
pondant.

Fonction C* non développable en série entiére.
On considére la fonction f: IR +— IR définie par

e"+e‘x'1—2, si x# 0,

x B f(x) =

1, si x=0.
1° Montrer que f est de classe C* sur IR.
20 Calculer ™ (0), puis déterminer la série entiére (a,x") engendrée par f.
30 fest-elle développable en série entiére autour de I’origine ?

1° Calculer le rayon de convergence R, de la série entiére de la variable x
qui a pour terme général
x" cos ny

In
(en utilisant la relation cos 2a = 2 cos? a—1, on pourra remarquer que
cos na ne tend pas vers 0 lorsque n — o0 et considérer la série dérivée).
20 Déterminer le domaine de définition, A, de la fonction
® x" cos ny
Fx,y)= ¥ ——

n=1 W ’

x" cosn
c’est-a-dire I’ensemble des (x, y) de IR? pour lesquels la série (—_y)
est convergente. V”

30 Soit A Pintérieur de A.
L g . OF OF . o
Montrer que les dérivées partielles 5% et 5 sont définies dans A. Que

peut-on dire pour les dérivées secondes?

Dans IR%(x, y) déterminer le domaine de définition, A, de la fonction
n

x P
f:(x) H,El 7y -

o 0 o
Montrer que 5—£ et (%: sont définies dans Pintérieur A de A.
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Quel est le domaine de convergence de la série de terme général

u,(z) =;11 (L)n zeC?

z—1

1° Chercher les solutions de I’équation différentielle
) (1+x)y' —oy = 0, ot a est une constante réelle,

qui sont développables en.série entiére autour de I’origine.
20 Intégrer (1).

30 En déduire que la fonction x+— (14 x)* est développable en série entiére.
Déterminer son développement ainsi que le rayon de convergence corres-
pondant.

Former des équations différentielles simples du second ordre auxquelles
les fonctions suivantes satisfont:

x > [Log 1+ x)]? et x > [Are sin x).
En déduire que ces fonctions sont développables en série entiére autour

de Dorigine. Trouver leurs développements ainsi que le rayon de conver-
gence de ces développements.

Développer en série entiére autour de Iorigine la fonction
x>y = Log (1 —2x cos o.+x2), ot o. est une constante réelle.

Montrer que la fonction f: IR+ IR définie par
x> cosxchx

est développable en série entiére autour de Iorigine. Déterminer son
développement ainsi que le rayon de convergence correspondant.

Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiére réelle
suivante :

x3 x6 X3P
1+ gt e
En déduire la somme de la série:
1 ! +..
+ 57 31 + .t o G

1 3
[On formera e’+e-"+e’2’, onj= — §+iV—2_ etze Cl]
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Développer en série entiére, autour de x = 1, la fonction réelle de la
variable réelle x: x > Arctg x.
Qu’en déduit-on pour x = 0?

Démontrer les inégalités suivantes :
a) lef—1] < e¥l—1 K |z]el®, Vze C;
b) |cos z| < ch |z|.

Résoudre sur C les équations suivantes :
ef =3, ef= -2 et e =1

Résoudre sur C les équations suivantes:

z
sinz=0, shz=0, cosz =2, el**=1—i,cosz=chz=

Développer en série entiére la fonction de Gauss
2 X
x> 0K =— f e~ vdt.
1= Jo
Calculer @ (1), a 10~3 prés.

dx
1° On consideére Pintégrale I =
de la série de terme général o J14x3

1.3.5...2p—1) 1
= (—1)? =
U= (=1 e opEpr el P = 1 avec uo =3,

20 Veérifier que le terme général de cette série tend vers O en décroissant
en valeur absolue.
30 En écrivant I = S,+R,, avec

Sp = uotus+...+u, et Ry, = up4s1+...,

. Montrer que I est la somme

montrer que |R,| < 3.1077 et calculer S4 a 2.10~7 pres.
En déduire une valeur approchée de I, a 10~6 prés.

On considére I’équation différentielle
(E) xy"+3y'—4x3y = 0.

Montrer qu’il existe une solution et une seule de (E), soit F, développable
en série entiére autour de Dorigine telle que F(0) = 1. On recherchera
cette solution sous la forme

F(x) = io ax"

et I’on justifiera les opérations effectuées.
Reconnaitre F comme expression de fonctions élémentaires.
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1° Rechercher une solution, sous forme de série entiére, de I’équation
différentielle

(E) xy"+2y'+w2xy =0, ot w est une constante réelle.

20 Utiliser le résultat du 1° pour obtenir I’expression de la solution géné-
rale de (E).

Fonctions de Bessel d’ordre entier.
On considére I’équation différentielle de Bessel

(E)  x2"+xy'+(x2—n?)y =0, ot n est un entier positif ou nul.
1° En effectuant le changement de fonction

y = x"u,
montrer que u satisfait a I’équation différentielle

(Ey) xu"+@2n+1)u’+xu = 0.

20 Rechercher les solutions de (E,) développables en série entiére autour
de Porigine. Rayon de convergence du développement trouvé? On notera u,
la solution telle que u,(0) = 1.

30 On appelle fonction de Bessel d’ordre n la fonction 3, définie par
1
X Jn(x) = E| xnun(x),
J, est donc solution de (E,).

A I'aide des développements en série des fonctions 3,, établir les relations
suivantes:

2
I+ =250 e 3 0-T) =250

et en déduire les formules suivantes:

d (3, 1d
W= () @ h@=5 s
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7.L1.

Pour déterminer le rayon de convergence R nous utiliserons I’'une des méthodes
o), ) ou y) énoncées au paragraphe I, 3°.

) 1 lan+1[
e

—_— =

Vn |an|
'I n l n

b) Pour (mz"), onaa,,=%=> [al:;Il[: (n-: ) —>e=1=R=-e¢e"1 (cf. f).
! ! 3

1
a)Pour( on a a, = —>I=I=R=—l=l(cf.ﬁ).

z" -1 — 1
¢) Pour (=1)";), ona g, = —z— = "/la, =_-0=1= R=0w (df7)
d) Ici
0 pour n= 3p ou n= 3p+2,
(— )1 pour n = 3p+1,

puisque la série s’écrit

4
O+ z+ 0.22+0.z3+0.z4+0.z5+0.zG+§.z7+

1
n’est pas défini et "}/ |a,| n’admet

On ne peut donc utiliser ) ou 7), puisque | a |
pas de limite.
Utilisons la méthode du paragraphe I, 3°, ).

Soit
V= | (22
" n+1
On a donc
Vn+1 n+1
= 2|z|3 2|23,
v, O Nl
d’ou I’on déduit que
z3"+1 1
(l(—Z)"n_I_1 ) converge pour |z| < 5173 & 21z3 < 1)
1
et = R = 3173+
3n+1 1
( (—2)"24_1 ) diverge pour |z| > PIVE (=2z3>1)

e) Ici aussi on ne peut utiliser /) ou y), puisque
_ {0 sin=2p
n = qv sin=2p+1.

Utilisons «).
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. v, . .
Soit alors V, = |a"z2"+1|; on a "7“ = |al|z|2, d’ou I’on déduit que
n

1
(la"z2"+1|) converge pour |z|] < ——

Vial 1
et = R= —.

. 1 lal
(la"z2"+1]) diverge pour |z| > —

Vlal
Autre fagon de procéder.
La série (|a"z2"+1|) a méme rayon de convergence que (a"z2"), puisqu’il suffit
de mettre z en facteur dans la premiére

z+az3+a%z5+ ...

En posant Z = az2, on obtient (Z"), qui admet R, = 1 pour rayon de convergence
et I’on a

1
R,=|a;|R2 < R= —.
1= layl Ve

7.1.2.

a) Pour la premiére série il est clair que ’on a

0, pour n=3p+1 ou 3p+2,
a,=4§__a =3
log(p+2)y PO =P

Donc, la suite

|a[1/3

0, pour n=3p+1 ou 3p+2,
V1wl = ——————— pour =3
(log (p-2)H737> POU 7= 2,

admet deux valeurs d’accumulation qui sont 0 et |a]l/3 (puisque log!/3? (p +2) — 1)
et on en déduit que P>

lim ")la,] = la|*/3, dou R = |a|"1/3.

b) Pour la seconde, on aura

=27

et pour n = 2p,
a, = 1
pT-I-_l’ pour n=2p+1,
donc la suite
( Lﬂ pour n = 2p,
(P2 + 12p
"Viaal = 1

——5—, pour n=2p+1,
(p* 4+ D2p+1
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admet deux valeurs d’accumulation qui sont ]/i et 1 (puisque (p2 + 1)’21:7 —1et
1 D=>®
(r*+ l)2p+1 - 1) On en déduit alors lim "l/[a,,] = ]/2 et R=

Etude a.nalogue pour les séries d) et e) de I’exercice précédent. Comparer avec les
résultats déja obtenus : 27% et |a]|~%.

7.1.3.

a) Premiére méthode utilisant le paragraphe I, 3°, J).
Ici
0 si #» non premier,
1 si n premier,
donc
n = j 0 si » non premier,
la,| = 1 si » premier.

11 est clair que la suite "]/ |a,| admet deux valeurs d’accumulation qui sont 0 2t 1.
Donc lim n]/ la,| = 1 et, par suite, R = 1.

Deuxiéme méthode utilisant le paragraphe I, 39, o).
Puisque a, = 0 ou 1, dans tous les cas |a,z"| < |z|* = V.

Pour z < 1.
(V,) converge = (la,z"]) converge.
Pour z > 1.
{ 0 si » non premier .
az"== . - = |a,z"| =[» 0 = (|a,z"|) diverge.
12" = | in & n promier 2"l > 0 = (la;2")) diverg

On en déduit R = 1.
2n

b) Soit u,(z) = m ; on aura alors |u,(2)| < |z|2" = V,.

. Vn+l
La série (V) converge pour |z]| < 1 (

v = Izlz),donc la série (Ju,(z)[) converge
n n—>oo

absolument pour |z| < 1 et, par suite, R > 1.

2n

Pour z vérifiant la propriété |z| > 1, on a |u,(2)] - © (puisque lu(2)| > [ZI3 ),
n—-oo

donc la série (u,(z)) diverge et, par suite, R = 1.

¢) Comme ci-dessus, on peut montrer que R = 1, en considérant la double inégalité
suivante :

2" (n—€) < (D) = |2+ (n— 2 ™) < |z[™ i (n—e7Y),

d’ou ’on déduit que la série (»,(z)) converge absolument pour |z| <1 et diverge
pour |z|>1.
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7.14.

Il est clair que I’on a

1 .
57— si n=3p,
Vp+1p
1

sin=3p+1,

"Viaal ="/ 1201 =

pEﬁ:’+_1

Gz sin=3p+2

Chacune des expressions tend respectivement vers 1, 0 et a* lorsque p —» +00;
donc la suite t"|/ |a,,|‘ admet 1, 0 et @ pour valeur d’accumulation’et I’on aura
1

R= sup (1, a=)

7.1.5.

Ceci résulte immédiatement du paragraphe I, 3°, §), puisque "]/m = "|/ lot, -

7.IL1.

11 s’agit ici de démontrer une propriété déja énoncée (cf. théoréme 7.IL.1.). Puisque
(a,z™ et (b,z") convergent simultanément pour |z| < R,, on en déduit que ((a, + 5,)z")
converge pour |z| < R,; donc R > R;.

Supposons que I’on ait R > R;.
11 est alors possible de choisir z, tel que

R, < |zp] < Inf (R, R,)
et ’on aura
1) (a,zo™ divergent, 2 (b,zo™ convergent

et
(3  ((a,+by))zo" convergent.

Ceci est contradictoire, donc on ne peut avoir R > R;.
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7.11.2.

Il revient au méme de chercher le rayon de convergence de la série « dérivée » :
((1+a™z"-1), ou encore de ((14+a™z") (puisqu’elle se déduit de la précédente en
multipliant par z).

a) On a alors la somme de deux séries (z") et (a"z") ayant respectivement R, = 1

1
et R, = al pour rayon de convergence.
s 1 1

Si R; # R,, C’est-a-dire |a] # 1, on aura donc R = Inf (R, R,) = Inf (l,m).

b) Pour |a| = 1, on aura R; = R, = 1, donc R > 1. Enposant a = 0 (0 réel),
on obtient )

A+ a"z" = (1 + &™)z".

Supposons R > 1.
Il existera alors z, vérifiant 1 < [z4] < R pour lequel la série

(0 + aMzal) = (|2ei"7" cos ngzgl) = (2

4 lzo[")

Cos 15
2

converge. Ceci entraine que ’on a

0
2|cos n3 |zo|® < &, pour n > N(g),
et, par suite,
6 .
cosnz| — 0, puisque [zo] > 1.
2 n—-o

Or ceci est faux pour 0 # 2km (C’est-a-dire a # 1).
Donc R=1 pour |a| =1, avec a # 1.

¢) Pour a = 1, on s’assure immédiatement que R = 1.

1
d) En conclusion, on voit que dans tous les cas R = Inf (l,m).

7.11.3.

1° Nécessairement R; = R, (cf. théoréme 7.11.1.).
1
Si (a@,z" = ((?, —1) z") et (b,z2™) = (z™), on aura R; = R, = 1 (utiliser la méthode
B du paragraphe 1, 3°).
zn

On aura alors ((a,+b,)z") = (?) et, par suite, R =2 > Inf(R,, R;) = 1.
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2° Considérons la série réduite 3 un polyndme
1l—z422—23 (@, =0 pour n > 4), R, = o,

ainsi que la série
1+z4+z224 ... +2"+ ... (b,=1), R, =1.

Alors la série produit se réduit a 1+ z, donc R' = 00 > Inf (Ry, R,).

Autre exemple :
Soit
72 3 720 52P+1
l—Z+"2—!—i—! + +(2—p)|——(m + ..~ R; =00,
et
1+z4+z224+...+2"+ ... ~ Ry =1.

La série produit est alors
22 zZD

145 +

S+ * gt~ K =00 > Inf Ry, Ry).

7.111.1.

'xn . a r_. 7 . r
a) Remarquons que i; sin nel a méme rayon de convergence que sa série dérivée

{x"=1 sin nf}, qui elle-méme a méme rayon de convergence que {x" sin nf} (puisque
ces deux derniéres ne différent que par le facteur multiplicatif x). Il nous suffira donc
de déterminer le rayon R de convergence de (1), qui sera aussi celui de (2).

On a

lapx"| = |sin nfx"| < |x|",

donc on en déduit que la série (|a,x"|) converge pour |x|<1.
De plus, (|a,x"|) diverge pour |x| = 1, puisque sin n8 —/» 0(cf. remarque 2 ci-dessous).

n—>o
Nous déduisons alors du paragraphe I, 3°, «) que R = 1.

Remarques : .
1. Du paragraphe I, 3°, ) on déduit que lim "]/[sin nf| = 1.
2. Si la suite u, = sin n6 tend vers zéro lorsque 7 tend vers I’infini, on déduit

de sin (n41)8 = sin n6 cos §+sin O cos nf que cos nf tend vers zéro lorsque
n tend vers ’infini; ceci est absurde puisque sin2 n8+cos2? nf = 1.

b) Soit

=]
S(x) = X x"sinnf, pour x €]— 1, 1[.
n=0

Il est clair que (x" cos nf) converge pour |x| < 1 et ’on peut poser
0
o(x) = Y, x"cos nb, pour x €]—1, 1[.
0

n=
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Alors,
o . 0 .
o(x) +iS(x) = X x"e'™ = Y z" en posant z = xe'.
n=0 n=0
Donc

—xe—0 _ i
o(x) + iS(x) = § 1 1 1—xe _ 1—x(cos §—isin )

z 1—=xe® 1—2xcos@+x2  1—2xcosf+x2 ’

d’ou I’on déduit, en séparant parties réelles et imaginaires (x et 6 réels),
xsin 6
S6) = 1—2xcos 8+ x2°
¢) Soit
Q x" . .
T(x) = —, sin nf, pour x €] —1, 1| (ce qui implique que 7(0) = 0),

n=1

donc

=]
T'(x) = >, x""1sinnf, pour xe€]—1, 1] (cf. théoréme 7.1IL.1.)

n=1

et, par suite,

xT'(%) = §1 x"sin n = S(x).

Compte tenu de 7(0) = 0, on a, alors,

T(x) = Arctg (lj%s_@)

7.111.2.

a) En utilisant la méthode f) du paragraphe I, 3°, on obtient R, = c0.

Remarquons que n3 = A,n(n— 1)(n—2)+A2n(n— 1)+ A3n+ A4 (A; est une cons-
tante), puisque X(X—1)(X—2), X(X—1), X, X© est une base pour les polynémes
de degré inférieur ou égal a 3. Par identification, on obtient

A1=1, A2=3, A3=l et A4=0.

1
On aura donc, en posant par convention e 0, pour ne N—{0},
n3 1 3 1
A==ty T aopr =0
et, par suite,
® p3 0 x" 0 x? x"
Sar-Lamt eyt Sator YR

(chacune des séries considérées convergeant Vx).
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Il est clair que

© x" © x"—3
T — 43 L y3,%
n2=]0 =) x Z = x3e%, ...
Donc, finalement,
© n3
Z n—'x = (x34+3x2 + x)e* = S;.
=0

b) Calcul de R, (rayon de convergence).
On a

SOsi n=4p, 4p+ 2 ou 4p+3,

II
n 1
lax|< , Vn, puisque a, = z,?Si”=4p+1'

Donc, on peut écrire,
x|™ "
T converge, Vx, = (|a,x"|) converge, Vx, <> R, = 0.

Autre méthode.
La série peut s’écrire
x4P+1
Vot Vit ...+ Vp+ ..., 00 V= Gp+ DV
On a
IVp+1‘ |X|4

W,l ~ @Gp+2)@p+ 3@+ 4@ +5)

-0=1(Vxe R),

donc, la série converge absolument Vx, ce qui équivaut 2 R, = 0.

© x4P+1
Calcul de S, = p§om°
On a
0 x249+1
shx = qgo(qul)!, Vx, et sinx = q§0( 1)7 (2q+ 1)', Vx e R,
donc
shx+sinx _ § 1+ (=19 x2a+1 § x4P+1 _s
2 - 7=0 2 (2q+ 1)! - p=0 (4p+ 1)! - Y2

¢) Calcul de R;.

x" . [a"x"
La série (7) admet R; = 1 pour rayon de convergence et la série ( - ) admet
1 . x"
R, = Tar Puisque R, # R,, la série somme ((1+a")7) aura pour rayon de conver-

gence

1
R3 = Inf (Rl’ .Rz) = Inf (1, I71).

® x"
Calcul de S; = > (1+a") o dans |~ Rs, R;|.
n=1
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o x"
—Log(1—x)= > pour x vérifiant |x| < 1,
n=1
donc
0 n..n
—Log(l—ax)= 3 X

n=1

L . 1
, pour x vérifiant |x| <m,

et, par suite,
) n 1
—Log(l—x)Q—ax)= > 1+ a")x; = S, pour |x| < Inf (1, m)
n=1

(C’est-a-dire x € ]— R3, R3D).

d) Calcul de R,.
Utilisons la méthode ) du paragraphe I, 3°

lap il (r+2)? _ _1_
la,,l —(n+1)(n+3)—>l—l,dOI'lC.R4—7—1
® n+1
Calcul de S4 = n§0 "—'i‘z .
On a
©@ntl @ = X
,,éon+2x _,on _,,F:on+2’ Vxel-1.1L

puisque chacune des séries considérées converge pour |x| < 1.
Dans l’intervalle ]—1, 1[ on aura donc

1 ) n
S4(x) = 1—:;— T(x), avec T(x) = n§0 ;H-_z’
2 o xP+2 s © . x
T = X 53 = 62T = X 3™ =1,

Compte tenu de x27T(x)|,-o = 0, on obtient alors
x2T(x)= —x—1log(1—x)
et, par suite,

1
=si x=0,
S4(x)= 2
1 Log(l—x) 1 .
1—x+ 7 +;C,sxx;é0et x] < 1.

7.111.3.

est développable en série entiére autour de

On sait que la fonction x +—
I’origine et que ’on a

1 @ ©
2 (—x") = Z=Ioa..x", dans ]— 1, 1[ (R, = 1).

x_l_n—O

1—x
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De méme
x n

Log(1—%)= 3 (— —) = 3 b" dans 1— 1, 1[ (R, = 1).
n=1 n n=0

Log (1 —
Donc (cf. théoréme 5.IV.1.), x+— %‘2 est développable en série entiére

autour de 1’origine dans ]—1, 1[ et I’on a
L 1— o @ 1 1 1
Log(—x) = > (@bo+ ... +agb)x"= > {1+ 5+5+ ...+ =) x",dans]—1, 1[.
x—1 o = 23 n
— L . . 1 1
Soit R’ le rayon de convergence de la série produit | {1+ §+ .t % x").
On a évidemment R supérieur ou égal a Inf (R, R;) =1.

Montrons que I’on a aussi R < 1.
Premiére méthode.
. Log (1 — x) e o .
La fonction x — Q1 qui devient infinie pour x — 1 — 0, ne peut étre
prolongée par continuité a x = 1.

Log (1—
ﬁ(_—)i) serait de classe C* dans

— Si R était supérieur a 1, la fonction x +— i
un voisinage de x = 1 et, en particulier, continue en ce point, ce qui n’est pas.

Deuxiéme méthode.
1 ( 1
Pour x = 1, la série ((1 + %+ et ;) x") diverge (car (1 + §+ .t }z) ~/-0 pour

n—»oo)donc R

7.111.4.

a) On sait que Log (1+ x) et Log (1 —x) sont développables en séries entiéres autour
de P’origine. Plus précisément, on a

© n
Log(1+x)= 3 (— 1)"+1%, pour xe]—1, 1,
n=1

et
(=] xn
—Log(l—x)= > pour xel-1,1[
n=1
Donc
1+x @ x2p+1
Logl_x— 2p§=]0 PFI pour xe]—1,1[,

2p+1
et le rayon de convergence, R, de (2 ;p—+T) vérifie R > 1.
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1
La fonction x+— Log—— 1= tx 2 e pouvant étre prolongée par continuité 2 x = 1

. 1 + x . . i
(puisque x > 1— 0= Log == 00), on a nécessairement (Voir exercice précédent)
R 1. -

Finalement, on voit que R = 1.
b) On sait que

o xh
e* = ’Eo D Vx,
donc
e*— 1 i x"
Z DY Vx.

Du théoréme 7.I11.1., on déduit alors que I’on a

= n.n!
@ x217+
¢) De sin x = p2=]0 (-1 GpFDl Vx, on déduit que I’on a
o 2p+1
[5F 4= £ wroer ™
d)On a
1 1—x

0 00
= = — 3P — 3P __ 43P+1 —_
T—xFt 2 1-x3 a x)pz=]ox p2=]0x x , Vxel-1,1[.

Donc
1 0 15in=3p,
——— = Y ax", Vxel-1,1[,avec a, = —1sin=3p+1,
l—x+x2 2o " " ) O0sin=3p+2.

€) On sait que la fonction (1+ X)> (x réel € IN) est développable en série entiére
autour de l’origine, dans ]—1, 1[. Plus précisément,
o gql—1)...(a—p+1)

(1+X)°(= 2 N Xll’ VXG]—I,I[
p=0 D:
(cf. le paragraphe III, 2°).
1
Donc (poser X = — x2 et = _2)
1 1 1
1 § —i(_i_l)-u(—i—l""l) iy Vel
JT—x2 5o p! » » 1l
ou encore
1 _@p!

Vl_xz = E (= 2217(1,!)2 x2??, dans ]—R, R[, avec R= 1.
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En intégrant, on obtient, alors (cf. théoréme 7.I11.1.),
@p)! x2pt1

; = S (_ p_Fl" ~
Arcsin x péo( 1) 225(pN2° 2p+1°

avec un rayon de convergence qui vaut 1.

f) On a
2sin2 x = 1—cos 2x,

P@g’), z (- 1)v+1(‘(\fT Vx  (R= o).

donc

2sin2x=1— 3 (—1)
p=0

g) En décomposant en éléments simples, on obtient
x2 _ 4 1
x—1DR—x2" 2—x2 1—x"

Chacune des fonctions considérées au second membre étant développables en

série entiére autour de ’origine, on en déduit que la fonction considérée est elle-méme
. - . . . 1
développable en série entiére. On peut écrire i ( x)2

Or, on a

0 P
= E ?a VXE]—Z,Z[ (R1=2)7
n=0

donc, en dérivant, on obtient

1 © px"1
Az =22 =2 2 (n+1)2,,+1, Vxel-2,2.
(1‘2)
De plus,

x", pour xe]—1, 1f (R, =1).

Finalement, on obtient, en regroupant,

x2 © (n+1 " _ _
m=”§0 —2"——1 X", dans ]—R,R[, avec R—Inf(Rl,Rz)—l.
h) On a
1 ©
Tx= p?:o (— 1)?XP dans ]— R,, R,[, avec R; = 1.
Donc
1 ]
= 3, (—1)°x2?, dans ]—R, R[, avec R2= R
1+x2 2 !

(puisque I’on a posé x?> = X), cC’est-a-dire R = 1.
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En intégrant, on obtient
© x2pr+1
= —1)p —
Arctg x p§=]0( 1) TEST dans 1—1, 1],

2p+1

T PN
le rayon de convergence de la série (( 1) ¥l

) étant 1 (cf. théoréme 7.111.1.).

7.11LS.

1° Soit g I’application définie par
X e~ si x # 0,
0 six=0,

et & ’application définie par
X e~

11 est clair que f= g+h.
De plus, % est de classe C® dans IR. Il suffit donc de s’assurer que g est de classe C*®.

Elle est évidemment continue en tout point x # 0. Elle I’est aussi en x = 0. En
effet,
1
pour x —» 0, on a g(x) = e x —» 0= g(0),

g est dérivable en tout point x # 0 :

, 2 1
g'x = B
A Torigine, on a
1

— 0 3
g =8O _e7® | oite 0, donc g'(0) existe et est égale & 0,
x=0 X x>0

En résumé, on a

2
&) = ‘;e‘ili pour x # 0,
2 0 pour x = 0.

11 est clair que g’ est continue pour tout x (méme raisonnement que pour 1’étude
de la continuité de g). On s’assure aussi qu’elle est dérivable en procédant comme
ci-dessus. On peut alors faire un raisonnement par récurrence en supposant que g (™ est
définie par une expression de la forme suivante :

Py(x) _1 .
x> g(x) = | om € = S X #0,
0 six=0,

ou P,(x) est un polyndme.
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2° On a évidemment %4(™(0) = 1, donc
f(")(o) = g™M0)+ 2M0) = 1.
On peut écrire
x x"
Fof@+ [ Ok b ZfOO + ...,

donc

X x
[~ 1+1—! +...+H+..., avec R = o0.

30 Si f était développable en série entiére, on aurait, dans un voisinage de I’origine,

W= 3 Zro= 3 T=e=hw,

nm0 n=o 11!

ce qui est évidemment faux, puisque f(x) = g(x) + A(x).

7.111.6.
1°R, > 1.
|x™ cos ny| [x]™ , .
Nous avons T < T = V,. La série (V,) converge pour |x|<1
n n
(V""'1 Ix| - le) donc la série (xn o8 ny bsol t
— == e , ———— ) converge absolument pour
Va nFl Vn & P

Ix|<1 et, par suite, R, est supérieur ou égal & 1.

R, < 1.
Remarquons que cos ny —/- 0 lorsque n — + 00. (Sinon, de la relation

cos 2ny = 2 cos? ny—1,

on déduirait, par passage a la limite, que 'on a 0 = —1.)
Considérons la série entiére dérivée (J/nx"~1 cos ny). Pour x = 1, cette série ne

peut converger (sinon W cos ny — 0, donc cos ny — 0; propriété fausse), donc
n—>o n—>-©
Ry, qui est le rayon de convergence de la série dérivée, est inférieur ou égal & 1.

En résumé, on en conclut que 1’on a bien R, = 1.

20 Domaine de définition de F(x, y).
n

. . . X
Compte tenu de la question 19, il est clair que (W cos ny) converge pour |x|<1

et diverge pour |x|>1. Etudions la nature de la série pour x = 1 et pour x = —1.
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.. [cosn iny
— Pour x = 1, nous obtenons la série (

., e
4 qui est la partie réelle de —,
Vn Vn
cos n
série convergente pour y # 2km. Donc ( = 4
n

V ) converge pour y # 2km.
Pour y = 2km, elle est évidemment divergente.

o L. —1)"cos n cos n(y+m) .
— Pour x = =1, on doit étudier la série (( ) y) = ( -+ ) qui
Vn Vn
converge pour y # 2kn—m, diverge pour y = 2kn—m.
En résumé, si k€ Z, on a

A={(x);Ix| <loux=1etys#2knoux=—1etys#2kn—n}
et

A= {x,y; x| <1}

. (x"cosn
30 q) Pour y fixé, la série (__y

— est une série entiére en x dont le rayon
n
de convergence est égal 2 1. La somme F(x, y) est donc dérivable dans ]—1, 1[ et
l’on a
oF
5‘;("‘3 y) =

@0
> Vnx*"tcosny (voir théoréme 7.IILL.).
n=1

. . . ° , . [x"cosny
b) Pour x fixé vérifiant |x| < 1, puisque (x, y)€ A, la série V_ converge
n
évidemment en la variable y sur ]— o0, + oo[. La série dérivée (— ]/Ex" sin ny) converge

uniformément en la variable y sur ]—o0, 4+ oo[ (puisque l—l/ﬁx" sin ny| < ]/ﬁlxl").
OF . ,
Donc, 3 est définie et I’on a

OF @
> (x,») = — X [/nx"sinny (voir théoréme 6.IV.3.).
n=1

(-]
De méme, on pourrait démontrer I’existence dans A des dérivées partielles du second
ordre (et, plus généralement, d’ordre 7) de la fonction F.
. . 02F .
Pour justifier ’existence de 57’ par exemple, il suffit de s’assurer de la conver-
gence uniforme en y sur ]—oo0, o[ de la série (— n]/Zx" cos ny).

7.111.7.

a) 1l est clair que si fest définie en (x, o), elle sera définie en (x4, —¥,). Pour la
recherche de A, on pourra donc limiter I’étude 2 y > 0.

Pour chaque y fixé positif ou nul, nous avons une série entiére (a,(y)x") en la
variable x de rayon de convergence R,.
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Calcul de R,
11 est clair que ’on a
{1
lap  O) 1+ y2" Ssiy> 1,
l
@Ol 1+, 20 Tdo<y<t
Donc
1 ysiy>1, 2

Nous avons donc convergence de la série (a,(y)x™ pour
2 <x<ytsiy> 1, et —l<x<lLsiogyK L

La série (a,(y)x") est divergente pour x = + R,.
La série est divergente car son terme général ne tend pas vers zéro. Par exemple,
pour x=y2 avec y > 1, on a
27!

a,()y2" =1 +y2",:>w1

En résumé, on a
A= A={x7); x| < R} ={(x,; Ix| <Sup (2 D}
b) Puisque f est la somme d’une série entiére en la variable x, elle est donc déri-
vable par rapport a x dans ]— R,, R,[ et’on a

of © px"1
a—x(x: y) = "§1 Tyz"

) o

Montrons maintenant que —f est définie en tout point (xg, yo) € A.
)

. ' 2ny2"~1x7,

Pour cela considérons la série dérivée | — (ERELE

évidemment continu pour tout y. Si I’on établit la convergence uniforme de cette

, dont le terme général est

. . . 0 o
série dans un intervalle Jy,—a;, yo+a,[ nous en déduirons que (%: (xo, ¥o) est définie
(et continue en la variable y) dans cet intervalle, donc en particulier au point y,.

1l reste donc a établir la convergence uniforme dans de tels intervalles.

— Pour yo < 1, on a [x4] < 1, donc

2ny2"~1xg
a+y™2

< n(l + )2 |xo|" =

1+oc nk®, Vyel—1—a, 1+0of.

2
1+a

On peut choisir « assez petit pour que k = (1 4+ ®)2|x,| < 1.
11 en résulte alors la convergence uniforme dans]— 1 — «, 1 + of, intervalle ouvert
contenant y,.

— Pour yo > 1, on a |x4| < y3, donc

2n|xo|" 2 Xo

2ny2"~1x3 n ’
< ly|zn+1 < yo—oc’n [(yo_a')z] > Vy€lyo —o, + ool.

1+ y27?
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.. . x
On peut choisir o’ assez petit pour que k' = (F—%CTZ < L

Il en résulte alors la convergence uniforme dans ]y, — o', +oo[ intervalle ouvert
contenant y,.

— Pour yy < —1, le raisonnement est analogue au précédent.

7.111.8.

En posant Z = 7— 71> ous sommes ramenés a I’étude de la série entiére de terme
n

Z
général V,(2) = w qui admet R = 1 pour rayon de convergence.

Vi@l n
(‘1 Vil -~ a+1? 2, !Z")

Etude de la convergence ou de la divergence de u,(z).
Nous avons convergence pour

__ I 2 2 1
1Z| = =1 < le |22 < lz—-1P2 < x <5,
1
(en posant z = x + iy) et nous aurons divergence pour x > 3
- 1 s
Etude de la nature de la série (u,(z)) pour x = 2 c’est-a-dire |Z|= 1.
Sur la circonférence |Z| = 1, on peut poser Z = e, ou § = Arg Z.
. . (Z" et s g
On sait que la série (7 =\ converge pour 0 # 2k (c’est-a-dire |Z| = 1
avec Z # 1) et diverge pour 0 = 2km (c’est-a-dire Z = 1).
Pour tout z vérifiant ’szl =1 (@x = 3, Dous avons |Z|=1, avec Z # |
donc convergence de la série u,(z).
. 1 ) 1
En résumé, la série (u,(z)) converge pour x < 3 et diverge pour x > 5
7.111.9.

10 Il s’agit de chercher les solutions de (1) qui sont de la forme
0
y= > ax", pour x€l—R, R[
n=0

[R désignant le rayon de convergence de (a,x")].
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Nécessairement, on doit avoir (cf. théoréme 7.II1.1.)

o0 0
Y= nax""1= 3% (n+1)a,.,x", Vx€1— R, R[.
n=1 n=0

Donc

0 0 0
O=(14+xy —ay= X (n+Da, 1x"+ X nax"—a 3 a,x"
n=0 n=1 n=0

ou encore Vx € ]— R, RI,

0= f’:o [+ Day,  + (1— @ax" < 1+ Da, ; = (@—na,, Yn eIV

On en déduit, évidemment, que I’on a

_cx(oc—l)(oc—Z)...(cx—n+l)a
- n!

n 0

et, par suite,
@ afe—1)...0(c—n+1)
y(x) = aO Z n!

n=0

x", Vxel- R, Rl

Calcul de R.

SiaelN, on a a, = 0, pour n > a+ 1, donc la série entiére se réduit & un polynéme
et R est infini, R = o0.

Sia ¢ IN, on peut utiliser ici la méthode f du paragraphel, 3°, et ’on obtient R = 1.

Condition suffisante.

o af—1)...(c—n+1)

Les fonctions a, Y 1 x", qui sont définies dans ]— R, R[, sont

n=0
évidemment solutions de (1).

2° La solution générale de cette équation différentielle linéaire homogéne du
premier ordre est donnée par y(x) = K(1+x)*, K étant une constante quelconque.

30 11 existe donc une constante K, telle que ’on ait

a@—1..(a—n+1) ,
n! *

Go f;o = Ko(1 + x), dans 1— R, R[.
=

— Pour x = 0, on obtient a, = K, et, par suite,
2 ofe—1)...(0—n+1)
A+x== 3 -

n=0

x", dans ]— R, R[, avec R = O? 222%’
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7.111.10.
1° Soit
1
x>y = [Log (1+ x)1?, alors y = 2%1-)6),
soit
) Y1+ x)=2Log (1 + x).

Par dérivation de (1), on obtient une équation différentielle du second ordre a
laquelle satisfait y

(E) A+ x24"+A+x)u’'—2=0.
On trouve facilement la solution générale de cette équation (E) en posant u’ = U.
Cette solution s’écrit
u = [Log (]1 + x])]2+ A Log (|1 + x|)+ B,

ou A et B sont des constantes.

On en déduit que la fonction x+> [Log (14 x)}2 est la seule solution de (E) telle que
u(0) = 0 (ce qui implique que I’on ait B = 0) ez «'(0) = 0 (ce qui implique que ’on
ait A = 0).

Recherchons maintenant les solutions de (E) développables en série entiére au
voisinage de 0 sous la forme

valable dans [—R, R].
Par application du théoréme sur la dérivation terme a terme on écrit

el
' =3 (n+ Da,, x"
1

Le développement du premier membre de (E) a donc la forme suivante :

0
a;+ay—2+ 20: [(n+ Da, ., + @n+ 1a,+ na,_,1x".

On en déduit les relations vérifiées par les a, :
a;+ag =2, (n+ Da,, 1+ 2n+ Da,+ na,_; = 0.

Cette derniere relation de récurrence s’écrit aussi de la fagon suivante :
(n+ 1)(an+1 + an) = - n(an +a -1)a
d’ou ’on conclut _
(n + 1)(an+1 + an) = (_ l)n(al + aO) = 2(_ 1)",
[puisque
—na,+an_) = +(n—1)(a,_1+a,_3) = ... = (= D%a; + ao)]

d’ou ’on déduit la relation
2(—1)"

@ Girt @y =" -
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A partir de n = 0 on a donc les relations suivantes :

ai+ag =2,
1
a2+a1—2(2 ),
1
a3+a2—2.§,
(=17
@it ap 2p+l’
=n"
n+1+an—2 +1a

d’ou I’on tire, en multipliant les deux membres de la relation a,+;+a, par (—1)”
et en ajoutant toutes les égalités obtenues :

1 1
(_l)an+1+a0_2[1+ +3+ +n+1]

Puisque nous recherchons la solution telle que #(0) = #'(0) = 0, alors a, = O.
Le rayon de convergence de la série ainsi obtenue est égal a 1, car

1
|nssl 27 T4l 1
lan] B 1 1 1 = 1)[1 l+ +1]
t5+..+ (n+ +35+..+5
et
tim et g

n—o |anl

On en déduit I’expression de u telle que «(0) = u'(0) = 0,
1 ]x”"'2

u—ZZ(—l) [l+ + .. +n+l e B

En vertu de ’unicité de la solution de (E), on a donc
1 xn+ 2

a¥ilngr—l<x*<L

fLog (140 = 23 (= 14 34 4 g

Remargque.
o0
A partir de ’expression (1) et de y' = Z a,x", on obtenait immédiatement
L=t
ap+ Z(an'l'an—l)x = 22 '—x s

d’ou

(-1

a=0 et a,,+a,,_1=ZT,

ce qui n’est autre que I’expression (2).
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2° Soit x+— y = (Arcsin x)2; on obtient 1’équation différentielle
(E) W'l —x2)—xu' =2,

dont la solution générale sur l’intervalle (—1, 1) est
u = (Arcsin x)2 4+ C; Arcsin x+ C,,

C, et C, étant des constantes.

La solution x — (Arc sin x)? est donc la seule solution de (E) telle que u(0) = u’(0)
= 0.

0
A partir de #’ = D] a,x" on recherche les solutions de (E) développables en série
[
entiére. La relation de récurrence obtenue est la suivante :

3) na, = (n—a,_,, avec a; =2,2a,—ay=0, ...

Avec ay = 0 I’expression des coefficients est
22p+1(pl)2
%2041 = " DI

En vertu de ’unicité de la solution de (E) telle que #(0) = #’(0) = 0 on peut donc
conclure que

Qyp = 09

(Ate sin 2)? = i 221+ 1(p )2

—_____ > s2n+2
= Gnroyr ¥

D’aprés la relation (3) appliquée a n = 2p+1, on a limzz—"'—1 = 1 et le rayon de

convergence de la série est égal a 1. 2p+1

7.111.11.

On remarque que ’on a

,_ 2Ax—cosa) e e~
Y =32 2xcosa+1 T—xer T T-xe )

On peut écrire

1 ® .
T > x"etn et
- 0

ces développements étant valables pour |x|<1, puisqu’il s’agit de progressions
géométriques de raisons respectives xe'* et xe™'*.
On en déduit donc

)
y; _ — Z (eina+e—inz)xn—1’ R = 1,
n=1
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soit
o0
y' = =23 x""1cos na, R=1,
1
et, par application du théoréme 7.II1.1. (intégration terme a terme) puisque y(0) = 0,

on obtient enfin

Log (1— 2x cos a+x2) = — 22, 3 S08 x", R=1.

7.IV.1.

Considérons la fonction F : € +— € définie par
zt>coszchz

La fonction f est évidemment la restriction de F a R (R < ().
On a

F(z) = cos zcos iz = = [cos [z(1 + D]+ cos [z(1 — H)]].

Or,
— = (1 Z_zp VZ.
cos Z = ;Eo( 1) oIk s
donc 320
a+i o » (1—1i)2r
2F(Z) Z (_ l)p 2P (2 )| p§0 (_ I)PZZ (2}7)! > Vzr
et

o) 2P
2F(z) = EO (= 1) é—p)! (14027 +(1—i2?, Vz

En écrivant 14i et 1—7 sous la forme suivante :
1+i=)2% et 1—i=]2e"3,
on obtient
2F(z) = 2 (- ), S @p(ers+evE), vz

ou encore
Z2p

F(z2) = pg (—1r e )'cospz, Vz= x+iy.
Pour y = 0, c’est-a-dire z = x, on a alors
2p

® T
F(x)=f(x)=P§0(— 1)”(;7)‘!005175, Vx e R.

En résumé, 1a fonction fest bien développable en série entiére et le rayon de conver-
gence de cette série est oo.
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7.1V.2.

L 1 i3 )
Soit j = —§+—2—; on sait que
1 14+j+j2=0 et 2 j=1

On a évidemment pour tout z

On en déduit
. o n
©)] et =3 fﬁ(l+j"+1'2"), Vz.

n=0

Compte tenu des relations (1) et (2), on peut écrire
0 pour n=3p+1 ou 3p+2,

14+/"+j2"= 3 pour 7 = 3p.
L’expression (3) devient alors
. . o z3P
z Jjz Jj2z J— = |
e+ e+ e 3p§=0 G Vz= x+iy.

On en déduit, pour y = 0, c’est-a-dire pour z = x réel, que I’on a
e* + e]x+ ejlx o x3P
3 =0 (3}7)!’
En résumé, le rayon de convergence et la somme de la série donnée sont les suivants :
e+ eI* 4 eI
3

Remarquons que S(x) doit nécessairement étre réel, ce qui n’apparait pas dans cette
expression. Toutefois, on a

Vxe R.

R= 0 et Sx) =

. V3 V3 3
e 4 e = ¢~ (e"zé + e"T3") = 2¢™3 cos (VT— x),

donc

3S(x) = e+ 2e‘§ cos (@ x).

En faisant x = 1, on a enfin

3
e+2e~ % cos V7

3 »

1

o B3p)!

Ms
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7.IV.3.

Nous allons chercher le développement én série entiére de sa dérivée 1122 autour

de x = 1; pour cela posons X = x— 1, on obtient
1 1 _1 1 1
1+x2° X242X+2 2i|X—1—i X—1+iV

En posant 1+i= ]/ie"z et 1—i= ]/'Z_e'iﬁ, on peut encore écrire
1 1 1 1 + 1 1
2272 J2eh X e X

B AN

\

1 ©
Compte tenu de1 5= >, z" pour |z] < 1, on obtient
- n=0
1 o X" .
X = = —,.e‘"‘:, VX vérifiant —_— <1,
1— 2 iz 7=022 12
/2
et
1 o X" g
—5 o= 2 wes VX venﬁa.nt—_ < 1
1 _— —_eiz n=0 2j V
12
Donc
1 o X" ei(n+1)z_e—i(n+1)§ © X"
= - = sin (n+1) 7,
X2+2X+2 ,,=02;+§[ 2i P s ( )4
pour |X| < }2.

f o .6 o .
En résumé, si R est le rayon de convergence de ( 1 sin (n+1) ) on doit nécessai-

rement avoir R > ]/2. 25+3
X"
n 1 sin (n 4+ 1)
23+
pour n — o), donc R < /2. ~
On a donc nécessairement R= V2 et, puisque X = x—1,

sin(n+ 17w

La série diverge pour X = |2 (puisque —1/5-— 50

1 + x2 o 2; 1
En intégrant entre 1 et x appartenant a I’intervalle ]1— /2, 1+ J/2[ (cf. théoréme
7.111.1.), on aura
© (x— 1)t _
Arctgx— Arctgl = 3 —15m(n+l)—, vxe]1—-)2,1+72[.
n=0 (p+ 1)22"'_
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Puisque 0 € ] 1— ]/f, 14 ]/i [, on peut faire x = 0 dans la relation précédente et ’'on
obtient

. w sin (n + l)l—r
4—= Z (—l n n+1 .
n=0 (n+1)2272
71V.4.
o ZN
a)On aef—1= 3 —, donc
n=1n-
- & z" ® lzI"
e — = — = lzl —
le* — 1] ;El”l <"2=]l i e 1
d’od un premier résultat.
De plus, on a
z 2 lzI”
elfl—1 = |z| Z NCESIA IIZ ——Illz'
donc
elfl —1 < Izel?l.
b) On a l’implication suivante :
0 (,__ l)DZZD 0 lz|2P
cos z = p§0 o = |cos z| < 2p2_ (2p)' ch iz|.
7IV.5.

a) Nous avons e* = 3 = eLog3) équation du type €% = &% (< z; = z, + 2ikm,
ou ke Z), donc z = Log 3 + 2ikr.

b) Tout nombre complexe Z pouvant se mettre sous la forme

Z = pe', ot p=|Z| et O = Arg Z,
on écrit

—2 = 2¢'",
Nous avons donc 2 résoudre 1’équation
% = Zei" — eL°82 i ein — eLog2+i7"
d’ou 'on déduit
z = Log 2+ in+ 2ikn, ke Z.
¢) De méme, on a

ef=1i

I
Q

+ 2ikm.
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7.IV.6.

a) Posons z = x+ iy; nous avons alors
sin z = sin (x+ iy) = sin xcos iy +siniycos x = sinxchy+ishycos x =0,
c’est-a-dire
(1) (sinxchy=0,
(2) (shycosx=0.
11 est clair que ’on a
(1) < x = kn (puisque chy # 0)
puis
(2) < shycos(kn) =shy(—1)*=0< y=0;

donc
sinz=0< z=kn+i0 = kn.

En résumé, on a
sinz=0< z=kn, ou ke Z.
b) En utilisant la relation sin iz = i sh z, nous constatons que
shz=0<siniz=0<iz=kn < z=ik'n (K e2.

¢) Nous avons

iz —iz
e +2e_=2,

COs z =

donc . . . .
=44 =0 < e2‘2—4e‘z+1 = 0,

ou encore, en posant X = e,
X2—4X+1=0< X=21+ 3.
Nous avons a résoudre les équations suivantes :
et = 24 V§ = eLog(2+V3) ¢i7 = 2-3= eLog(2—-V3)
qui sont du type e = e%(<> z; = z, + 2ikn, k € Z).

Donc, ~
iz = Log (24 J/3) + 2ikn, iz = Log (2—/3) + 2ik=,

ou encore,
z=2kn—iLog(2+13) et z=2kn—iLog(2—]3).
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d) Tout nombre complexe Z peut s’écrire sous la forme
Z=pe, ot p= |Z| et O = Arg Z.

Donc 1—i= ]/Ee‘% et, par suite,

_z_ —Z_ s o~ . .
eztl = 1—j < ez+l = er-'z«. = eLog\/2,e"§ = eLog\/E“a

équation qui est du type €% = e%(<>z; = z, + 2ikn ou k € Z).

Nous avons alors le = Log ]/5— il—r + 2ikm, d’ou ’on déduit z.

e) Nous avons cos z = ch z = cos iz, donc z = + iz + 2kzm, d’ou I’on déduit z.

7.V.1.

On écrit
— 1)ﬂt7n 2 oo} (_ l)llx2'l+1
cw==[[E5r)a- 73 Trmr

puisque l’intégration terme a terme est légitime, le rayon de convergence de la série
utilisée étant infini.

2 @ (="

Alors O()=— ),

1/7_-5 201 Q2n+ Dn?’

ou
(— )1 ] L2

2 1
@(l):—ﬁ[l—g'i-...'i-m! WR"-I

1 .
(ZTI)' est vérifiée, puisque la

série est une série alternée. Pour n=6,0on a 0 < — V < 2.1074, d’ou
T

<0 (1) < SL+2.1074,

et Pon sait que I’inégalité suivante : [R,_;| <

ou S5 et S sont des valeurs approchées respectivement par défaut et par exces de

2 [y, 1t 1 L]
vz |1 73752 731 aa T sy

Le calcul numérique donne
® (1)=10,8816+ 6.1074,

résultat légérement meilleur que celui demandé par le texte.



250 SERIES ENTIERES D’UNE VARIABLE REELLE OU COMPLEXE

7.V.2.

1° On a le développement suivant :

1 —1D...(a— 1
(1+X)°‘=1+ocX+a(a2 dx24 . 422D p(,a 2D xoy .
(rayon de convergence égal 2 1’unité), d’ou I’on déduit
x3 13 1.35...2p—1)
3)V—% — 1 — p 3p
(14+x3) 1 2+2 4x + ...+ (1) 246..2p x3P4 ...

le rayon de convergence étant égal a 1’unité.

L’intervalle d’intégration est contenu dans I’intervalle de convergence de la série
donc I’intégration terme a terme est légitime.

Comme on a

% 1
3p —_
fox dx = (Gp + 1)237+1
il vient alors

L= ..@2p—1) 1

24...2p X GpFizerFi T

[ IR
N =
R

20 La série définissant J; étant convergente, on sait déja que u,, tend vers 0.
Vérifions-le directement

Upy1| _2p+1 3p+1>< 1 Upiq 1
u, _2p+2 3p+4 7 23 u, 8’
. 2p+1 3p+1 o 5
puisque Sp¥2 et T4 sont inférieurs a 1.
u 1
Puisque |2+ | < g» cela implique que la valeur absolue de |u,..1| décroit en tendant
4

vers 0 (car lup| < 8")

3o Cette série alternée, dont le terme général tend vers O en décroissant en valeur
absolue, admet un reste R, majoré en valeur absolue par la valeur absolue du premier
terme négligé, soit [R,| < lup 4]

On a donc

|R4] < luS ]a

mais on sait que
_ 13579 1 1
lus| = 526810 X 16 X 216
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ce qui implique que I’on a

63 26 1 1
Ral < 275 <325 = 3220 <7109

donc
|R4| <3.1077,

Pour calculer S, 2 2.10~7 prés, il suffit de calculer u,, u,, u; et uq 3 51078 preés.

D u, up €
0 % 0,5 0

1 ‘%'3’;.'214=‘1_;§ —0,0078125 0
R oonniss | s
3 _%.3.2.%.%=32;7168 —0,000030 5 5.10~8
4 %.%.%.%.%.%=ﬁ —0,000 002 6 5.107¢

On en déduit alors
S, = 0,500 421 1—0,007 8430 + 1,5.1077,
soit, enfin,
S, = 0,4925781 + 1,5.1077.
On en conclut la valeur de 7,

I, = 0,492 578 + 1076,

7.V.3.

0
Soit F(x) = Y, a,x"; on suppose ’existence d’une telle solution de E, le rayon de
]

convergence R de la série étant non nul. Sur [—R, R] les opérations de dérivation
terme 2 terme sont justifiées (théoréme 7.IIL.1.).
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Alors on a

0
F'(x) = 21 na,x"~1 et F'(x) = Z n(n— a,x""2
n=

n=2

et ’expression xF" + 3F' — 4x3F se développe sous la forme

00 0 0
Yin(n— Dax""14 > 3na,x""1 — 3 4a,_,x""1.
2 1 4

En identifiant a zé;o, on obtient les relations
a, = 0, 2a2+6az = 0, 6a3+9a3 = 0

ainsi que la relation générale suivante :
n(n— 1a,+ 3na,—4a,_, =0, n> 4.

Comme a, = F(0) = 1, on a donc
ay=1,a,=0,a,=0,a3=0

et
n(n+ 2)a, = 4a,_,.

On en déduit immédiatement que les seuls coefficients non nuls sont les coefficients
a,p, et la relation

4a4(5_1) Q4p_s
T ap@p+2) 2p2p+ 1)

donne
_ ao _ 1
4r = p+ D! @p+ DY

F(x) a nécessairement la forme suivante :
x4P

o0
FO =2 v
Comme le rayon de convergence de cette série est infini, on peut donc affirmer
I’existence d’une solution et d’une seule développable en série entiére autour de
Porigine telle que F(0) = 1.
En écrivant que l’on a
x4P

© _ 1 = (x2)2P+1
YT D 22 @D

on reconnait que F(x) a pour expression
sh x2

F(x) =
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7.V4.

0
1° En écrivant y = Y, a,x" le premier membre de (E) prend la forme suivante :
n=0

o0 0 0
22 n(n— Da,x""14+2 3, na,x"~1 +co2% ax"t1,
n= n=

les dérivations terme a terme étant justifiées dans [ — R, R], R étant supposé non nul.
En identifiant il vient

2a; =0, 2a,+a,w?=0, (+2)(n+1a,, 1+w0?a,_;=0,

d’ou I’on déduit

2
a; = 0, a, = — a—;_'
et, plus généralement,
I - S S92
an+1 - (n+ 1)(n+2)an—1’ n z
Donc
Apr1 = 0, Vp elN
et
“re2 = T p D @p 3
Alors,

pi1 0)29+2
py2=(—1) Cr+ %

Puisque le rayon de convergence de (a, x") est infini

( _ (2p+2)@2p+3) ‘
= =

G2p tend vers + oo lorsque p tend vers + oo),
on obtient donc une famille de solutions de (E) :

aZp+2

f (_ l)PCOZP 2p 1
= q, ————— x2P, g, étant une constante quelconque.
y 0p=0 (2p + 1)| s %o q q
. L, . sinwx
On reconnait la fonction élémentaire gl donc
_ sinwx
y=ae x

2° On cherche la solution générale de (E) en effectuant le changement de fonction
inconnue suivant :
sin Wx

y=uy;, ol y; = PPt
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(E) devient alors
(Ey) xyu” +2u'(xy1 + 1) = 0.

On intégre (E;) en P’écrivant sous la forme
”n ’ 1
1‘_, = - 2 I:}2 + -] >
u Y X

Log |u’| = —2Log |y;|—2Log |x| + C,

d’ou

ou C est une constante, soit alors

!

u = = Kl

L8 .
=3 = 23—, ou Kj est une constante.
x2y{  sin? wx

dt
u= K 5 .
1 J‘smz wt

A sin wx + Bcos wx
y= X .

Donc

et finalement

7.V.5.

Fonctions de Bessel d’ordre entier.
1°© On a

nx""ly+ x"u'
y=xX"u = i// ’

n(n— Dx""2u+ 2nx""1u’ + x"u”.

Le premier membre de (E,) devient alors
x" 2" + Q2ux"t1 + x" T D)y’ 4 [(x2 — n2)x" + nx"+ n(n — 1)x"u,
soit, aprés réduction,
x"t1[xu” + 2n+ Du’ + xu],
d’ou I’équation (E;)
(ED) xu"+ QRn+ Du'+ xu= 0.

0
2° Soit u(x) = % a,xP, avec pour rayon de convergence R non nul; en dérivant
terme 2 terme on obtient u’ et u”, c’est-a-dire

W) =S paprt et uw'() =3 p(p— a2
1 2
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En reportant ces développements dans (E;) et en identifiant il vient
a;, =0, ay+22n+2)a,=0. .., a,_,+p(p+2na,=0.

On en déduit
ap—2
p(2n+ p)

ay = —

(puisque 7 n’est pas un entier négatif) et, par suite, pour tout k on a

Aok—2

a2k+1=0 et a = _m-

Cette derniére relation permet d’obtenir a,; :
_ =Dk 1 (= Dkn!
2= 251 (it D+ B 0 T 226+ k) 7

Comme on a 1’égalité suivante :
_ 1
T dk(n+ k)’

Az

A2

le rayon de convergence de la série trouvée est infini.
Les solutions de (E’,) développables en série entiére autour de I’origine sont donc
données par

® (—D*n! [(x\%*
U(X) = aO 2 k|(n+k)| (_) .
Et, en particulier,

0 ( l)"n’ x 2k
)= 2 k‘(n+k)'( ) °
30 On a donc
x\® @& (- 1)" x\ 2k
Julx) = (5) Z K6t o ()"
le rayon de convergence de la série étant infini.

On en déduit
_(x\™ g (- D* x\ 2%
had = (3) Z BGEiER! G

_ x\"~ 1 o (__ I)k x 2k
(€)) Jn1(x) = (5) 2 m( ) .
La premiére série s’écrit, en posant k = k'—1,
_(X\"t & (— ¥ x\2¥
@ 31019 = (3) B "= DI ! ()
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Alors on en déduit

(— 1) 1 1 x\2¥
Tt 3 )= () (n— 1)'+21 k—D!n—1+5)! (E‘n+k) (i) ]

soit

2} —1)* 2k
N e =ty
n—1 ( l)k x 2k
= (E) ,Eok!(n+k)! (i) .
ou encore
G Ires @+ 3y 1) = 2 3,0,

En reprenant les expressions (1) et (2) on trouve pour la différence 3,1 (x)—J,, 1(x)

In1(D = Inys(9) = () [(n—l)'+2 (J?Z(T;ﬁk) (5) ]

k=1
o ( l)k X n+2k\’
2 1 1172
o kl(n+ k)!
la dérivation terme a terme étant légitime. On obtient donc
(4) Jn—l(x) - Jn+ 1(X) = 23;.()5)
En effectuant la somme, puis la différence des expressions (3) et (4), il vient

310 = 3400+ 23,00

et
Jpp1(x) = ;':Jn(x)— Ir(x).

On en déduit
s = 7 [x B et 309 = —x" [;x J"x(X)]
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8. SERIES DE FOURIER

Les séries du type

% . .
— 4, Cosx+f,;sinx+...+a,cosnx+p,sinnx+...,

[on €t B, étant des constantes réelles] sont dites séries trigonométriques. Les
séries de Fourier entrent dans la famille des séries trigonométriques.

I. — NOTIONS GENERALES RELATIVES AUX SERIES DE FOURIER.
Soit une fonction f : R - IR qui satisfait aux propriétés suivantes :

étre intégrable dans un intervalle (a, a + 2x) (donc dans tout intervalle

étre de période 2,
g
de longueur 2m).

1° Coefficients de Fourier de f. — Les termes

7+27n at+2m

a(f)= 1 S(x)cosnxdx et b,(f) =1 f(x)sin nxdx
T) « T

sont appelés coefficients de Fourier de f.
Remarquons que

a) a, et b, sont indépendants du choix de «;
b) a, =0 si f est impaire et b, = 0 si f est paire.

2° Série de Fourier associée a f. — C’est la série trigonométrique

%’(f)+a1(f)cosx+bl(f)sinx+...+a,,(f)cosnx+b,,(f)sinnx+...

A toute fonction f, satisfaisant aux conditions &, on peut faire correspondre
sa série de Fourier. Symboliquement, on écrira

fo %(f)+a1(f)cosx+ by(f)sinx+...
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3° Fonction développable en série de Fourier. — Nous dirons qu’une
fonction f satisfaisant & § est développable en série de Fourier lorsque f est
la somme de la série de Fourier qu’elle engendre, c’est-a-dire

f(x) =ﬂ’_§ﬁ+ i a,(f)cosnx+b,(f)sinnx, Vxe R.
n=1

II. — RECHERCHE DE FONCTIONS DEVELOPPABLES EN SERIE
DE FOURIER.

1° Théoréme 8.II.1. — Soit une série trigonométrique

% . .
?+a1 cosx +f;sinx +... +o,cosnx+ f,sinnx +...

qui converge uniformément vers sa somme S(x) dans IR. Alors, S(x) est
développable en série de Fourier et I'on a a,(S) = a, et b,(S) = f..

20 Rappelons que toute fonction g monotone sur un segment [a, ] n’admet
que des discontinuités de premiére espéce, c’est-a-dire :
g(x) — limite notée g(x,+0) si x - x,+0,
g(x) — limite notée g(x,—0) si x - x,—0.
De plus, I’ensemble des points de discontinuités est dénombrable.
g(xo+0)+g(x0—0)

2
on dit que la fonction g est réguliére. On a alors

_9x+0)+9(x—0)
g(x) - 2 ’

Lorsque I’on a g(x,) = en tout point x,, de discontinuité,

Vx € [a, b].

Théoréme de Jordan. — Si f est périodique, de période 27, et est la diffé-
rence de deux fonctions non décroissantes dans un intervalle [«, a+27], sa
série de Fourier converge pour tout x et a pour somme

f(x+0)+f(x—0)
5 .

En outre, la convergence vers f(x) est uniforme sur tout segment sur lequel
f est continue, extrémités comprises.

Remarques.

a) f n’admet évidemment que des discontinuités de premiére espéce,
puisque f = g, —g,, ol g; et g, sont monotones dans [a, x+2n].
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b) Toute fonction f, différence de deux fonctions non décroissantes
sur [a, b], est dite & variation bornée sur [a, b].

¢) Si f satisfait aux hypothéses du théoréme de Jordan et si elle est
réguliére, alors elle est développable en série de Fourier.

3° Théoréme de Dirichlet. — Soit une fonction f de période 2z et bornée
en valeur absolue.

Supposons que I’on puisse partager Iintervalle [o, «+27] en un nombre
fini d’intervalles [og, o [ (o <oy, @ = &, &, = a+2m) de fagon que f
soit monotone et continue dans chaque ouvert Jo;, a;,,[; alors la série de
Fourier associée a f converge pour tout x et a pour somme

f+0)+f(x=0)
2

De plus, la convergence vers f(x) est uniforme sur tout segment sur lequel
f(x) est continue, extrémités comprises.

Corollaire. — Si f(x) satisfait aux hypothéses du théoréme de Dirichlet et
si elle est réguliére, alors elle est développable en série de Fourier.

III. — EGALITE DE PARSEVAL.

Soit une fonction f : [a,a+2x] - IR et intégrable sur [a, a+27n]. Posons
a+2n at2n

a,=- f(x)cosnxdx et b,=- S(x)sin nxdx.
T) a ) a

Si f2 est intégrable sur [a, a+27], alors la série de terme général (a2+b%)
est convergente. Plus précisément, on a
1 a+2x aZ [}
- FAdx==2+Y (a2+Db2).
) a 2 n=1

Remarque.
f intégrable et bornée sur [a,a+2n] = f? intégrable sur [a,a+2x].

IV. — FONCTIONS DE PERIODE T # 2r.
Soit une fonction f définie et intégrable sur [a, a+ T et de période T.
1° On peut lui associer la série de Fourier suivante :
f»%+a1 cos (wx) + by sin (wx) + ... + a, cos (nwx) + b, sin (nwx) + ... (0)= 21—15),
a+T

a+T
ol a,= % f(x)cos (nwx)dx et b,= % f f(x) sin (nwx)dx.

a
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20 On peut aussi lui associer sa série de Fourier écrite sous forme complexe :

for o kCe™ ™ g +C_ e 4 Co# Ce " ... +Ce"  + ...,

1 [T = ( 21:)

ou C,== x)e” 'P%dx ==}

=7, f(x) T
Pour T = 2m,

[ o dCpe™™ 4 +C_ 164 Co+Cre” 4 ... +Ce™ ...

et lorsque f est développable en série de Fourier, on aura donc

+ N
f= z Cnemx.

n=-—o

V. — BASE ORTHOGONALE (M.P.2).

Soit & un sous-espace vectoriel de 1’ensemble des applications : [a, b]— R,
muni de la structure usuelle. Supposons qu’a deux éléments quelconques f
et g de F on puisse faire correspondre un nombre réel noté (f, g) (par exemple,

b

f(x)g(x)dx si f et g sont continues) tel que
L(,f) 20, (£f)=0<«f=0,

2. (f,g) =(g.f) (symétrie),
3. f= (f, g) est linéaire.

On dit que (,) est un produit scalaire sur F et |f|| = J/(#,f) définit une
norme sur F (appelée norme associée au produit scalaire)
Si (f,g) =0, on dit que f et g sont orthogonaux.

b
Exemple: (f, g) = f f(x)g(x)dx définit un produit scalaire sur le sous-espace

a
vectoriel C des applications : [a, b] — IR qui sont continues.

Base. — Soit ¢, ..., @,, ... une suite de fonctions de &, linéairement indépen-
N

dantes (c» Y A =0=1;=0,VYN ) et @ le sous-espace vectoriel engendré
i=1

par @y, ..., @py ... :

[+¢]
¢ = st//; Yy =) Ao, ou toutes les constantes réelles A; )
{ i=1 sont nulles, sauf un nombre ﬁni§

On dit que @, ..., @,, ... est une base de F si pour tout fe & il existe une
suite f, € @ telle que f, - f lorsque 7 — (= ||fa=fIl = 0).

Autrement dit, ¢4, ..., @, ... est une base de ¥ < ® est dense dans F.



BASE ORTHOGONALE (M.P.2) 261

Théoréme des bases orthogonales. — Soit une suite ¢4, ..., @,, ..., ortho-
gonale c’est-a-dire telle que (¢;, ;) = 0, pour i % j.
Alors @y, ..., @y, ... sont linéairement indépendants et de plus on a

©

P10 base de F <= |17 = 3 ANl ol e = (Lo VST

Exemple :
Lorsque b = a +2m, le sous-espace vectoriel C admet pour base les fonctions

X > sin px, X > CoS gx, petgeN.
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EXERCICES DU CHAPITRE 8

1° Représenter graphiquement f: x v+ f(x) = sup (sin x, 0).
Déterminer la série de Fourier associée a cette fonction.

2° Montrer que f est développable en série de Fourier, cette série conver-
geant uniformément sur IR vers f.

30 Calculer
( — 1)’J

._.

Orn considére la fonction f de période 2T et qui est définie dans [—m, Tt[ par

x o> () = 30 o<

10 Montrer que f est développable en série de Fourier et déterminer
cette série.

2° a) Montrer que cette série converge uniformément dans tout fermé
[, B] inclus dans 1—m, .

b) Montrer que I’on ne peut avoir la convergence uniforme sur [—T, [
(donc a fortiori sur [—m, 7).

Soitaunréel,oa ¢ Z, et fla fonction de période 21 définie dans [—m, nl[ par

x > f(x) = cosox.

1° Vérifier que f est continue pour tout x. Montrer qu’elle est développable
en série de Fourier et déterminer cette série.

20 Montrer que cette série converge uniformément sur IR, en utilisant
a) une étude directe;
b) le théoréme de Dirichlet.

30 Vérifier que I'on a

n 1 S (=),
sinam o +2,,z=:'1 aZ—n?

4° Déterminer la somme de la série
(=]

a, .
> = sinnx—b,
n

n=1

cos nx
n 2’

a, et b, étant les coefficients de Fourier de f, et en donner une représen-
tation graphique.
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On consideére la série de terme général
sin3 nx
n!

(x e R).

a) Vérifier que cette série est convergente Nx € IR. Soit S sa somme.
Montrer que S est de classe C®.

b) Montrer que S est développable en série de Fourier et trouver son
développement.

¢) Expliciter S.

1° Montrer que la fonction F: IR+ IR de période 21, définie dans [0, 27[
par

xX—T

— j xe€]0,2

x = F(x) = 2 st € 10, 2,

0 si x=0,
est développable en série de Fourier. Déterminer cette série ainsi que les
domaines de convergence uniforme.

20 Soit f: IR IR de période 2, intégrable sur [0, 27}, nulle au voisinage
de 0 et de 2m.

A f on associe sa série de Fourier

a
%f) +a,(f) cos x+by(f) sinx+...

Montrer que I’on a

[

1 v 1 (2= T—t
£ L= [0

n=1" T

On considére une fonction définie, continue et a variation bornée sur [0, 7).

1° Montrer que I’on peut trouver de plusieurs fagons deux suites numé-
riques réelles {a,} et {b,}(ncIN) telles que

fx) = % + > (a, cos nx+b, sin nx), Vx € [0, 7],
n=1

la série étant uniformément convergente sur [0, T].
2° Montrer qu’il existe une suite {a,,} et une seule telle que
Qg X
f(x)= ) + 21 a, cos nx, Vx e [0, ],
e
la série étant uniformément convergente sur [0, ).

30 Montrer qu’on ne peut, en général, trouver une suite {b,,} telle que

f) =3 b,sinnx, Yxe [0,
n=1

la série étant uniformément convergente sur [0, 7).
Condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi?
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Montrer que la fonction f de période 2m, définie sur [—m, n[ par
X = f(x) = x2?

est développable en série de Fourier. Calculer cette série et en déduire

o 1 © (=" = 1
la valeur de E_}l w2’ ,El n? ° ngl n*

Formule de Poisson.

Soit une fonction g: IR +— IR qui est supposée

— monotone, continue et bornée dans 1—a, al, a est une constante posi-
tive ¢ IN,

— nulle dans 1—o0, —a[ et la, ool.

]
1° @) Montrer que la fonction G(x) = Y, g(x+K) est définie pour
tout x. K=—w
b) Montrer que G est de période 1 et est développable en série de Fourier.

2° Déduire de la question 1° la formule suivante :
+a

¢)) _Eo g(K) = +Zw g(x)e=2""* dx (formule de Poisson).

K=—w v=—o0 J —a

30 Généralisation.

Soit une fonction g, : IR > IR, qui est supposée
— décroissante, continue et bornée dans 10, o[,
— nulle dans 1— o0, O,

— réguliére, c’est-a-dire ici

0
2(0) = g(2+).

De plus, on impose
g1(x) < kx™2 pour x > X, (k et X, sont des constantes).
Montrer que I’on a

© + o L .
@ 2 aE= X% g1(x)e™2'mv* dx.
K=0 v=—w0J 0

Théoréme des bases orthogonales.
On considére I’ensemble E des applications [a, bl — IR qui sont intégrables
et bornées sur [a, b].

10 Soit {(p,, &_, une suite de fonctions de E, vérifiant
f:(pi(x)(pj(x)dx =0,sii#]j et fj(p?(x)dx =1,sii=j.
On pose ,
an = [ fodo0adx (e
Démontrer que la série (02) est convergente et que I’on a

© b
Zﬁ<fﬂ@a
n=1 a
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2° On munit E d’une semi-distance en posant
b

ate) = [ (-gyax.
a

Soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par la suite {(p,,}‘f, C’est-
a-dire que l’on a

0
geF< 3N} telleque g= ’El 2@,

(un nombre fini de A, étant non nuls).
Montrer que

b ©
[ 1o = £z wseF,

F étant la fermeture de F dans E.

30 En déduire le théoréme des bases orthogonales.
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8.IL.1.

1° Représentation graphique de f.
La fonction f est évidemment de période 27 et continue Yx € IR.
Ici
__(sinx, si sinx > 0,
fe) = 3 0, si sinx < 0.

I

3

0 T 21 &

On obtient le graphique ci-dessus.

Série de Fourier associée a cette fonction.

On a
(1 1+(=1" .
1 [*= 1 (= L St?
=2 ]_ f(x) cos nxdx = Ef sinxcosnxdx={n 1-nz * > n#1,
. 0 0, si n=1;
et
1 t= 1 (= 0, si n#1,
b, = — Sf(x) sin nxdx = —f sinxsinnxde=4{1 .
nJ_= TJo 3> i n=1.
On obtient donc
2§ cos2x cos4x cos 2nx |

1
£ ~ = +3 sin x—2

3 ‘2—_—1+m+...+m+... 5

20 Développement en série de Fourier.
Pour montrer que f(x) est développable en série de Fourier il suffit de s’assurer

(cf. corollaire du paragraphe II, 3°)
o) qu’elle satisfait aux hypothéses du théoréme de Dirichlet;
B) quelle est réguliére, c’est-a-dire que 1’'on a

fG) = w. Vx.

Cette derniére condition est évidemment satisfaite, puisque f est continue pour
tout x.
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Justifions a). — On a évidemment |f(x)| < 1 (bornage) pour tout x.
Considérons maintenant ’intervalle [—7, [ que ’on peut partager en trois inter-

valles :
T T
[—' T, 0[3 [O’ E[ et [‘E, TE[-

T T . . .
Dans chacun des ouverts ]— 7, Of, ]0, 5[ et ]5, 71:[ la fonction f est bien conti-
nue et monotone.

a) et B) étant vérifiées par f, cette fonction sera développable en série de Fourier,
c’est-a-dire que ’on aura
2 ® cos2nx

@ f(x)=%+—12-sinx—— 3

T 2 2;12_—1’ VxelR.

De plus f(x) étant continue sur [0, 27], extrémités comprises (puisqu’elle est conti-
nue Vx), on est assuré que la série de Fourier converge uniformément vers sa somme f(x)
sur [0, 27r]. Ceci entraine la convergence uniforme, VxelR, en raison de la pério-
dicité 2m de cette série.

3 Caleul de § = 3
¢ € _n=14p2_1.

(=1F
4p2—1

n 1 1 22 (="
=1=_4L-_=
f( ) TE+2 T =1 4n2—1

0
Pour calculer S= 3 il suffit de faire x = gdans (1), ce qui entraine
n=1

et, par suite,

8.I1.2.

Remarquons d’abord que f est réguliére.

7

_TC 0

¥

En effet, elle n’admet que — 7 comme point de discontinuité dans I’intervalle
[—m,n[ et 'on a, en ce point,
f=n+0)+f(—n—0) —=n+

> . T _0=f(—n).
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1° @) Déterminons la série de Fourier associée a f.
On a

an= 05

puisque f est une fonction impaire, et
1 [+= . (—Drte,
b, = p f f(x) sin nxdx = J‘ f(x) sin nxdx = 2————
=Tt

puisque f(x) sin nx est paire.
Donc

n 2x sin nx
+

OO - 2 : sin x— & = (D 2

b) Développement en série de Fourier.
Pour montrer que f est développable en série de Fourier, il suffit de s’assurer que :

o) f satisfait aux hypothéses du théoréme de Dirichlet;

B) f est réguliére.
Nous avons vu que cette derniére condition est vérifiée.

Justifions o).
f@)I <7,  Vx (bornage)
en considérant [— &, n[, la fonction f est monotone et continue dans ]— 7, 7.

Donc f est développable en série de Fourier, c’est-a-dire que I’on a
sin nx

fx)=2 Z =t ——, VxeR

2° a) La série converge sur tout fermé [a, B] inclus dans ]—m, =[.

On déduit du théoréme de Dirichlet que la série de Fourier converge uniformément
sur tout intervalle, ol f est continue, extrémités comprises.

Donc elle converge uniformément sur tout fermé [a, ] inclus dans ]— 7, ©[.

b) Elle ne converge pas uniformément sur ]—m, 7].
Supposons que I’on ait convergence uniforme sur [— 7, 7[.

Alors
00 s}
2% tim et R o § e X
n=1 x—->—m+40 n x—>—mn+0 n=1 /
(= x—>lE:rl+0 {f(X)})
donc ¢ = f(—n+0) = — 7, ce qui est contradictoire.
8.H03.

1° @) Dans [— 7, n[ le seul point de discontinuité ne peut étre que — 7.
— Pour x » —7w+0,
f(x) = cosax — cos (—an) = cosan = f(— n).



SOLUTIONS 269

— Pour x > —xw—=0,0n a
xel[-3n,—7n[ © x+22mel[—mn,+x,

ce qui implique que ’on a
F(x) = f(x+ 2m) = cos a(x + 2m).

Donc
f(x) =» cosan = f(— 7).

11 en résulte que —7 est point de continuité de la fonction f, donc f est continue
en tout point de [— 7, n[, par suite f est continue pour tout x(en raison de la pério-
dicité 2m).

b) On s’assure aisément que f satisfait aux hypothéses du théoréme de Dirichlet.
De plus, elle est réguliére (puisque continue pour tout x). Donc f est développable
en série de Fourier, c’est-a-dire que I’on a

0
1) ) = ‘—129 + X (a@,cos nx+ b, sin nx), Vx,
n=1
avec

1 [+" 2 (=

a, = - f(x) cos nxdx = — J- f(x) cos nxdx
TJ_ TJo

2 [~ L Sinam 2o
=5 .[o cos ax cos nxdx = (— 1) et

puisque f(x) cos nx est paire, et b, = 0 puisque f est une fonction paire.
Finalement, on obtient
sin am sinan & o
Vx e R.

—1\n
= +2 - ’El( 1) 77 =3 S0 nx,

@ f=

2° g) La série de terme général a,cos nx est uniformément convergente pour
tout x car |a, cos nx| est majoré pour tout x par le terme général d’une sériec numé-
rique convergente. Plus précisément, on a
2]l 1 2] 1
la2—n?| T w ‘n2—a?

|a, cos nx| < (pour tout n vérifiant n > |a).

b) Nous venons de voir (cf. 1a question 1°) que fsatisfait aux hypotheses du théo-
réme de Dirichlet. De plus, elle est continue en tout point de [— 7, ] (extrémités
comprises), donc la série {a, cos nx} converge uniformément sur [— 7, 7).

En raison de la périodicité 2m de cette série, on en déduit qu’elle converge unifor-
mément pour tout X.

30 Pour obtenir la relation demandée a la question 39, il suffit de faire x = 0 dans
I’égalité (2). Remarquons que I’on obtient ainsi un développement de la fonction

- P qui met en évidence les pdles de cette fonction.
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4° En raison de la convergence uniforme sur IR de la série (a, cos nx), on déduit
de I’égalité (1) (puisque b, = 0)

QX & ap .
f(t)dt -+ > -, Sin nx, Vx,
n=1
ou encore
sinax a, ® a, .
—=x= — sin nx. Vxe[—r, 7).
% ) E: ) Sinnx, €[—m,m]

a
La somme de la série (7" sin nx) est donc la fonction F(x) de période 2x et qui,

dans [— 7, n[, est définie par

sinogx sinow
x> Fx)= ——
o an

X.

Représentation graphique.

. . (s ops 1
Le graphique ci-dessous a été fait pour o = 3

y- 2
(1’ﬁ)
TN~ | 0 T &x
8.114.
a) On a évidemment
sin3 nx 1
At | Sa Y

o3
.. (sin3 nx . .
donc la série (T) converge uniformément sur IR, vers sa somme S (x).
On peut écrire

® sin3 nx & sinnx & sin 3nx
43 =38 S - 5
n=1 : n=1 . n=1
puisque chacune des séries considérées est convergente.
® sin nx
Soit o(x)= X ; on a alors 4S(x) = 30(x) — o (3x).

n=1 n!

Pour montrer que S(x) est de classe C*, il suffit donc de montrer que g(x) est de
classe C*®.

d? sin nx . , D
( g R (pe N) est uniformément convergente sur IR, donc ¢(P)

est définie (Vp) et, par suite, S est de classe CP (Vp).

Or, la série
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b) En raison de la convergence uniforme sur IR de

. sin2x  sin 3x
smn x + T + 31
il est clair que cette série est le développement en série de Fourier de o(x) (cf. théo-
réme 8.I1.1.). Donc S(x) est développable en série de Fourier et compte tenu de la
relation suivante :
4S(x) = 30(x) —0(3x),

on obtient
S(x) = X b,sin nx, Vx,
n=1
avec
poo3 1 11,3 1,3 1
37 4°@3p)! 4 pl’ LT 4 @Bp+ 1) T2 T 4°(3p+ 2!
¢) Explicitons d’abord ¢ (x) = su:l 'nx
n=1
Pour cela on lui associe 7(x) = et I’on obtient
n=1
. o it © z"
o= 2‘ =z

en posant z = e'*.
Donc
T+ i0 = 7 = ecosx+isinx = egcosx[cos (sin x) + i sin (sin x)]

et, par suite,
0 (x) = sin (sin x) ecosx,

On obtient alors

3 1
S(x) = Z Sin (Sin x) ecosx — Z sin (sin 3x) ecos 3x'

8.ILS.

1° La fonction F est réguliére. En effet, elle n’admet que 0 comme point de dis-
continuité dans [0, 2] et 'on a

NI

T

— =+

F0,)+ F(0_) 2
+2 = —— =0=F(0).

De plus, elle satisfait aux hypothéses du théoréme de Dirichlet, car

IF@)| < 2

F(x) monotone et continue dans ]0, 27,
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donc elle est développable en série de Fourier. On a alors
a * .
F(x) = 7°+ > (a,cos nx+ b, sin nx), Vx,
bl n=1
avec a, = 0, car F est impaire (faire une représentation graphique de F), et

1 [+= 2 (= 2 [*n— 1
b, == f F(x) sin nxdx = — f F(x) sin nxdx = — f L xsin nxdx = — -.
T J)— T 0 ' 0 2 n

Donc F(x) = — > S0

n=1
fermé [og, Bx] inclus dans 2Kn, QK+ 2)n[ (K € Z).

. sin nx
, Vx, avec convergence uniforme de . sur tout

1 (2=
2° Soit b, = o f(x) sin nxdx. 1l est clair que I’on a
(o]

dx = —f f(x)
si f est nul sur [0, a] et [Bo, 27].

. . . . (sin

En raison de la convergence uniforme de la série ( ln
b, 1 1 (B

R INEID -z

[ étant nul sur [0, o] et [Bo, 27], on peut encore écrire

n
o b 1 (2= T—Xx
27"=Efof(x) 5 dx

n=1

N sin nx
Z

=1

N 2%
L
0

sin nx

dx,

N
Z

nx
) sur [0, Bol, on aura

sin nx

)

n=1

8.11.6.

Soit/f: (a est une constante, 0 < o < 7—;) la fonction de période 2n définie, sur
. 3_"[
Ak par
0si xe [—5, -—oz[
f(0) (1+&) si xe[—a,Of,
x = fu()={ f(9si xe[0,,
fm

f(x )———(x m) si xeln, n+af,

. 3n
0si xe [n+a, 7[.
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11 est clair que cette fonction f:(x) est continue Vx et satisfait aux hypothéses du
théoréme de Dirichlet. Elle est donc développable en série de Fourier et I’on a
—~ o 0
folx) = aoé )+ S a,(®) cos nx + b,() sin nx, Vxe R,

n=1

avec

1 (3% 4 133 o .
ay(o) = 7| = Jfa(x) cos nxdx et b,(o) = 7 | = JfoX) sin nxdx;
2 2

la série (a,() cos nx+ b,() sin nx) convergeant uniformément dans IR (puisque fz est
continue pour tout x).

En particulier, on a la convergence uniforme sur [0, 7] de (a,(«) cosnx +b, (o) sin nx)
ainsi que celle de

Tal) = fx) = aoéoc) + f}l a, (@) cos nx + b,(2) sin nx,  Vx € [0, nl.

A chaque valeur de o correspond donc sur [0, 7] un développement trigonométrique
de f, avec convergence uniforme.
Remarque. — Tout prolongement de f par une fonctionf
— de période 27,
— continue, Vx,
— satisfaisant aux hypothéses du théoréme de Dirichlet,
fournira évidemment un développement trigonométrique de f sur [0, 7], avec conver-
gence uniforme.

2° Si I’on a simultanément
(a, cos nx) converge uniformément sur [0, 7],

zf(x) = 0_20 + § a,cosnx, Vxel0,7l,
n=1

)

on en déduit que I’on a
2 [~ 2 (=
7 fof(x) cos nxdx = 7 fo

et il en résulte ’unicité.
Soit f la fonction de période 2m, qui est définie, dans ]—m, 7], par

- € [0: TC],
x o700 = |4 P el

o0
+ Y, a,cos px | cos nxdx = a,,

4o
2 5o

1l est clair qu’elle est continue pour tout x et, de plus, développable en série de
Fourier.
On a alors

T =

a, cos nx + b, sin nx, Vx,
1

+

YRR

Ms

avec

~ 1 [+7 < 2 (=
an = __:f(x) cos nxdx = = fof(x) cos nxdx = a,

et l;,, = 0, car ?est une fonction paire.
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— a ] .
Donc f(x) = -22 + > a,cos nx, Vx € IR, avec convergence uniforme dans IR de
n=1
(@, cos nx).
En particulier, on a

T = f(x) = %0 + f}l a, cos nx pour x € [0, 7],

avec convergence uniforme sur [0, 7].

30 g) Supposons que I’on ait simultanément
o0
f(x) = 3 b,sin nx,
n=1

avec convergence uniforme de (b, sin nx) sur [0, 7).
La fonction f:[0, 7] - IR est donc continue et I’on doit avoir

f©) = f(m) = 0.

b) Cette condition est suffisante. Pour s’en assurer il suffit de considérer la fonction g
impaire, de période 2w, et qui coincide avec f sur [0, ].

11 est clair que cette fonction est continue pour tout x et qu’elle est développable
en série de Fourier, avec a,(g) = 0

o0
Alors g(x) = Y, b,(g)sin nx, pour tout x, avec convergence uniforme sur IR de
(ba(g) sin nx). n=1

En particulier, on a g(x) = f(x) = Z b,(g) sin nx, pour tout x € [0, 7], avec
convergence uniforme sur [0, 7). n=1

8.II.1.

Cette fonction est réguliére (puisque continue Vx) et satisfait aux hypothéses du
théoréme de Dirichlet. Elle est donc développable en série de Fourier.
On a ici

1 +m 2 (=
a,(f)=- f f(x) cos nxdx = — f f(x) cos nxdx
T | —x TJo

4(—-1"
2 [ = )51n;é0
=—f x2 cos nxdx = 2
TJo 2n
T sin=0,

et b,(f) = 0, car f est une fonction paire; donc

(—1)"cos nx

f()——+42——, Vx.
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a) Pour x = 0, on obtient alors
& (=" n?

2 Y =-5

n=1 n? 12°

b) Pour x =, on obtient alors
1
2

1 Ms

¢) La fonction f est intégrable et bornée, on peut donc utiliser 1’égalité de Parseval
et I’on obtient enfin

1f+jf2(x)dx=,% Txtax ="+ ¥ 2

T

c’est-a-dire

© 1 74
1521 ZZ'== §6'
8.IV.1.

10 @) 11 est clair que la série (g(x+k)) n’est composée que d’un nombre fini de
termes non nuls, puisque g(x+4) = 0 pour |[x+ k| > a.
Ceci sera vérifié, en particulier, si |k| > a+ |x|, puisqu’alors on aura

lk+ x| > [kl = x| = k| = x| > a.

De plus, chaque fonction g(x+k) est continue pour x = 0, donc G est continue
a Porigine.
b) G est évidemment de période 1.

De plus, dans [0, 1[, G est la somme de, au plus, 2N+1 fonctions monotones
— toutes croissantes ou toutes décroissantes —. Plus précisément, on a

6= g@+ 3 getB+ B =k,  VrelIL

avec N = 2+[a] ([a] désignant la partie entiére de a).
Sa série de Fourier est donc convergente pour tout x (cf. théoréme de Jordan)
et 'on a

—_ +
o G(x+0)-|2-G(x O_ & pm

V=—c0

avec

1 . + o0 1
Cy= f G(x)e 2™ dx = 3, g(x+ k)e™ 234y
0 k=—o J O
+o k+1 a
= 3 g(x)e™2imv3gdx = f g(x)e~ 2tV gy,
k —-a

k=—x
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2° La fonction G est conttnue a I’origine.
En faisant x = 0, on déduit alors de la relation (3) que ’on a

0= sr= 5[ sooersian

X =——00 V=—00 -a

30 La méthode utilisée sera celle développée ci-dessus.

o) G est définie.

En effet, la série g(x—1)+g(x—2) +... n’admet qu’un nombre fini de terme
non nuls, la série g(x)+g(x+ 1)+ g(x+2)+ ... a son terme général qui est majorés par

K
le terme général d’une série convergente | |g(x+ k)| < m pour k assez grand) .

-— + 00 1
B) G(x+0)2+ G(x—-0) = Z C,e2i™* Yx, avec C, =f G(x)e—zinvxdx.
(o]

Vv =—00

En effet (théoréme de Jordan) :

— G, qui est décroissante dans 10, 1[ (G(x) = Y, g(x+k)), est donc la différence

de deux fonctions croissantes : G = 0—(—G);
— G est bornée dans 10, 1[. Plus précisément,

+ 00 +o K
6= X gx+k) < [XoleO®)+ X 5.
= k=[Xo]l+1
7 Cy = fwg(x)e‘zi""*dx.
0
En effet,
- G(x) = Z g(x+k), pour x €10, 1[, puisque g(x—1) = g(x—2) = ... = 0;

- [l owe g = [ | 5 g
car la série g(x) + g(x+ 1) + g(x+ 2)+.

K
(lex+R)| < %2 pour k > [Xol+ D).
Donc

-2mvxdx 2 fg(x_l_k)e-zwnxdx

. est umformement convergente sur [0, 1]

© 1 A © 3
= 3 f g(x+ k)e™2""*dx = f g(x)e 2™V dx.
k=0Jo 0

GO, )+GO @
)——(+)2 ©) gg(k)
En effet, on a
gk+0)=gk—0)=gk), pour KelN-—{0}
et g(0.)=0 et £0,) = 2g(0) (g est régulicre).
On a donc bien

GO,) =20+ X g®) et GO)= 3 g(.
k=0 k=0

€) On fait x = 0 en B).
En faisant x = 0 en f§) et en tenant compte de y), on déduit bien la relation (2).
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8.V.1.

1° En développant I’expression suivante :
b N
[ve- £ aopa
a n=
on obtient

b N b N
sz(x)dx— 2_‘.1 af = L[f(x)— Z_]la..(o,.(x)lzdx.

Donc, on a

N b
% ai< [ 1o
n=1 a
d’ou ’on déduit la convergence de la série (¢2) et I’on a, de plus,

Z ar < f fA(x)dx.

20 Soit fy = Z o,@n; il est clair que 1’on a

n=1

N
a>(f, fy) = f Jxdx— Z_)‘ o

b @
Puisque f f2()dx = 3 a2, Ye > 0, il existe N, tel que I’on ait
a

n=1
ffz(x)dx— 2 a2 < g pour N > N,

donc
Ve>0,IN, tlque N> N,= d(f.f) <]

c’est-a-dire enfin : fe F.
Réciproguement, soit fe F,

AY
Ve>0, dgv= 2 1,0, tel que
n=1

b 2
o= (f(x) —g~<x)) <,

b N N
ou f F200dx + Y (o, —A)2 < Zl}a%-l-s;
a 1
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b =)
done f F9dx < Sa2+e
a 1
et, par suite,
b )
[re<Sa
a 1
Compte tenu de la premiére question, on a bien
b 0
[re=%a
a

30 Toujours sous la condition ||¢,|| = 1, Vn, on a ¢, ..., ¢,, ... base de E <>
F = E (cf. page 260)

b o o 2
o [ra=$a-$ (f"fqondx) ,
a 1 1 a
V fe E (cf. question 29°).

Pn
li@all’

Pour une suite orthogonale quelconque, il suffit de remplacer ¢, par car

alors = 1.

_Pn_
l@all
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9. A. — SUITES ET SERIES
DANS UN EV.N. e, et

I. — SUITES DANS UN E.V.N.

1° Soit une suite {X,}* a valeurs dans un espace vectoriel E muni de la
norme ||.||. On dit que la suite {X,}* a pour limite X lorsque # — co0 pour
exprimer que

Ye>0, IN, tel que n>N,= "X,,—XH <e

[en abrégé, X, —» X].

n—o
(Cette définition résulte évidemment de la structure d’espace métrique
associée a la norme ||.||.)

2° Propriétés.
) X, > X =%~ [X].
n—oo

b) X,» X

n—> o

_ {X.}= suite de Cauchy, c’est-a-dire
Ve>0, 3N, tel que m>n>N = ||[X,— X, < ¢

3° Théoréme 9.1.1. — Lorsque E est un Banach

{X,}* suite convergente <> {X,}* suite de Cauchy.

II. — SERIES DANS UN E.V.N.
10 Soit une suite, {u,}q, d’éléments de E. Le tableau formel qui s’en déduit,
Ug+U +Us+ ..U, + ...

est appelé série de terme général u, et sera notée (u,)o-
A partir de ce tableau, on définit la suite des sommes partielles suivantes :

n
So=uo, SI =u0+u1, ceey Sn= Z up-
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Lorsque la suite {S,} converge vers une limite S, on dit que la série (4,),
est convergente et a pour somme S. On écrit alors

=)
S= Y u, ouencore S=uptuy+t...+tu,+...
p=0

2° Propriétés.
a) (u,) série convergente = |u,| — 0.
n—o
(u,) « série de Cauchy », c’est-a-dire

B) (u,) série convergente p = V>0, IN. tel que
m>n>N= |+, +..+u,l| <e

3° Théoréme 9.11.1. — Lorsque E est un Banach, on a les propriétés suivantes :
i) (u,) « série de Cauchy » < (u,) série convergente;
ii) (||u,|]) série convergente = (u,) série convergente.

[On dit alors que la série (u,) est normalement convergente.]

III. — eA ET L.

1° @) L’espace vectoriel G, , des matrices carrées d’ordre n, définies sur
K = IR ou C, est de dimension »n%. On le munit généralement de la norme
M1
[|4]l| = nsuplas, <°i‘ A= (ai,j)1<i<n>,
i,j 1<j<n
qui vérifie la relation
4B < fl4lll- Bl

Remarquons que M, , étant « identifiable » 3 K™, on peut aussi considérer
les normes équivalentes

n

S o llll = 3, % o

1j=1

4l =

b) Considérons la série
A A? A"

I+ —+—+...+—+...
11 2! n!

La série des normes associées

cllAl e, e,
1! 2! n!
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lll 4 '|{<||\A'|l
n! n!
numérique convergente (de somme e!ll4lll),
Donc [cf. théoréme 9.I1.1., ii)] la série
2 n
I+A+A—+...+i+...
11 21 n!

est convergente, puisque qui est le terme général d’une série

est convergente. Sa somme est notée e4, donc, par définition,

®©  gn
€A= _
n=0n!

2° g) Soit E un Banach et £ (E) I’ensemble des endomorphismes continus
définis sur E. [On sait que L(E) = £(E) lorsque la dimension de E est finie.]
£.(E) muni de la norme |||.||| définie par

Uie o (Xl
H[ H XESSP{O)z ”XHE

est un Banach.

Remarquons que

) X <[] 1X]]es
i) - Lafl| <Ll 2211
b) La série
L I? r
I+—=+—+...+—+..
12! n!

est normalement convergente.
Sa somme est notée eL. Donc, par définition,

=y L
n=0n
Propriétés.
i) Ly.Ly=L,.L; = eM.efr=¢l2 olt=l1tlz,
ii) e" est inversible VL et (eH7'=e7h
1ii) el=el T el =e. et

ol [ est I’application identique.
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B. — SUITES ET SERIES DE FONCTIONS :
| (a, b) —> E BANACH

APPLICATION A LA RESOLUTION

DE 24 —AX
dt

IV. — DEFINITIONS DIVERSES.

Soit f : (@, b) — E Banach muni de la norme ||.||.

1° Continuité en 7, € (e, b). — La fonction f est dite continue en #, lorsque
f(®) = f(t,), c’est-a-dire

t—=to

Ve>0, a(e, ty) tel que |t—toi <a= ||f(l)—f(to)H <ée

2° Dérivabilité en ¢,. — La fonction f est dite dérivable en #, lorsqu’il
existe un vecteur noté f'(¢,) appartenant a E tel que I’on a

flatW=1t) | o
h B0
c’est-a-dire

to+h t ,
Ve>0, da(e, 1)>0  tel que  O<[h| <« :l‘JM f(to)H <e.
by .
3° Intégration sur [a;, b;]. — Soit | f(u)du la limite (si elle existe!) de
n—1 ai
Y. (t;+1—1)f(6;) au sens suivant :
i=0

« Ve>0, 3a(€) >0 tel que, pour toute partition {t, = a; <t; <t;<...<t, = b}
de [a;, by] vérifiant #;,,—f; < «, on a

by n—1
f f@du— Y, (ti1—1;
a i=0

<e,  Oie[tptis I»-
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On a alors les propriétés suivantes :

by
f S(w)du

ii) F@t) = f ' f(u)du est dérivable et F'(t) = f(1).

i)

b1
< f 17 du;

V. — SUITES DE FONCTIONS (£, : (a, ) — E BANACH.

On dit que la suite defonctions {f,(t)} converge simplement vers f(t) sur (a, B)
lorsque £,(t) - f(t) pour chaque te(, f).

n=>o
On dit que {f,} converge uniformément vers f sur (a, f) lorsque

Ve>0, IN(e) tel que n > N(&) = | fi(t)—f(9)] <e quel que soit ¢ € (x, ).

Les propriétés de la fonction limite f sont déterminées par les théorémes
classiques du chapitre 6, paragraphe II.

VL. — SERIES DE FONCTIONS (z,), OU u, : (¢, b) — E BANACH.

On dit que la série de fonction uo(f) +u;(2) +... +u,(t) +... converge sim-
plement (resp. uniformément) sur («, B) vers sa somme lorsque la suite

So() =uo(®),  Si(t) =ue®)+uy(®), ..., S()= Y u,®),...

p=0

converge simplement (resp. uniformément) sur («, f) vers une fonction limite
S(?), que I’'on notera alors

@

Youn), ou  us®+u()+...+uH)+...

n=0
Les propriétés de la fonction limite,

tb—»i u,(t) = up(t) +u,(O+... +u(H+...
n=0

peuvent étre déterminées par les théorémes classiques du chapitre 6, para-
graphe IV.
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VII. — RESOLUTION DU SYSTEME DIFFERENTIEL X = AX.

a) Probléme. — 11 s’agit de chercher n fonctions x, ..., x, : (¢,0) —» K= R
ou K = € qui vérifient les relations suivantes :

dx,

—— =anX;t...+ax,

dt

d

%=421x1+...+a2"x,, Vte R,

dx,
_—= a"1x1+ ...+a,,,,x,,
dt

ou les a;; sont des constantes appartenant a K.
Introduisons la fonction a valeurs vectorielles X : R +— A, 4,

x,(2)
t—> ,
x (1)
ou A, ; est 'espace vectoriel des matrices & n lignes et 1 colonne, muni de la

\@x
Compte tenu de la propriété suivante :

norme = sup || qui en fait un Banach.

1<i<gn

X1,X2, ..., X, de classe C! sur (a,b) < X de classe C' sur (a, b)

et X'(t) = (x1(8), ---, X,(1)),
on a donc a résoudre

i? — AX(t), Vit € (a, b),

ou 4 = (a;;) € M, , peut étre considéré comme un endomorphisme de AG, ;.

b) Résolution. — Soit X, un élément de M, ;, la fonction R +— M, , défi-
nie par ¢ — e*4X, est de classe C® et vérifie

di(e“X o) = A(€*X,)  (cf. exercice 9.VLL.).
t

Donc ¢+ e'X, est bien une solution.

c) Systéme fondamental de solutions. — Si X, ..., X, représentent une base
de A, ;, on a donc n solutions

Xyt > X, ot  i=1,2,...,n
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Puisque e'4 est inversible, il en résulte que, pour chaque ¢, les vecteurs
Xx,(®),...,Xx,(t) forment une base de A, ;.

Définition. — Soit n solutions XM, ..., X telles que X(1)(¢), ..., X((¢),
soit une base de M, ;, V¢ e R, On dit que XM, ..., X (™ forme un systéme
fondamental de solutions. (Par exemple, Xy, ..., Xxn.)

On a alors le théoréme 9.VII.1.

Théoréme 9.VIL.1. — Soit X(), ..., X(™ n solutions. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :
i) XM, .., X™ systtme fondamental de solutions;
i) XN(2), ..., X)(¢) base de M, ;, VIeR;
i) 3z, tel que XM(2y), ..., X "(z,) base de Ay 13

: _ x3(1)
iv) détx;(t) #0, Vte R si X(x)(t) — E
xu(?)
v) détxi(to) # O;
vi) Toute solution ¢ — X(z) se décompose de fagon unique sous la forme

X)) =Y 4X91), Vte R (4 Ctes € K).

i=1
Remarquons enfin que le Wronskien W(f) = dét (xﬂ(t)) vérifie la relation

n
(t—10) T app

W) = Witg)e ° .
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9.1.2.
1 2 2 2

9.111.

9.IL.2.

L 24

EXERCICES DU CHAPITRE 9

Dans un E.V.N., E, on considére une suite {u }°° qui converge vers |
(U, — 1) Montrer que

n->oo
a) gl = (I L1, 1I. || désignant la norme de E,
n—>w
b) Un - u1+u2+...+u,, R [‘

n n—wo

Opérateur translation.

1° Soit C Pespace des applications x—f(x) de IR dans IR qui sont con-
tinues et bornées. On pose || f|| = sup |f(x)|.

Montrer que C est un Banach aprés avoir vérifié que || f || satisfait aux
axiomes des normes.

2° On considére I’opérateur translation T, qui est défini comme suit,
T, f(x) = f(x+h), h est une constante réelle donnée.

Montrer que Ty, appartient a £C, C), espace des applications linéaires et
continues de C dans C, et que 'on a |||T||| = 1.

30 Vérifier que la famille, G, des opérateurs translations est muni d’une
loi de groupe abélien pour le produit de composition.

Dans IR3, on considére une suite de vecteurs Vy, V1, ..., Vp, ... qui est bor-
née, c’est-a-dire telle que
[Val = VX%’,,+X%,,,+X§,,,< K, VnelN,

N

ou
Ve= (xl,m X2,n xs,n) et K = Cte.

Montrer que

a) la série
Vl V2 Vn
Vot ﬁ+? +...+'m+...

est convergente,

® V,
b In

) ’E Y

Rotation.

Soit @ et V deux vecteurs de IR3. On forme la suite
VO =7, Vl = @A I/o, Vz = OA Vl! ceesy V,,+1 = DA V,,,
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9.IV.1.

9.IV.2.
L & 2
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a) Montrer que la série

vV, 7, v,
Vo + 1 2'2 +.. + Ty +
est convergente.
—_—
b) Soit W la somme de cette série. Préciser la nature de la transformation

- —_
Vi> W.

sin 4, cos A.
Soit A une matrice carrée d’ordre n (A € Mo, ).
a) Définir « de fagon naturelle » sin A et cos A.

. cos O —sin 0
b) Calculer sin A, pour n=2 et A= (sin 0 cos 9)-

U+4) 1 = Z (=1r4n.

a) Soit A= (ai ;) une matrice carrée d’ordre n vérifiant
1
sup lai_,~|<;l (@K = R ou O).
iLj

Montrer que (I+ A) est inversible.
[Pour cela on pourra considérer la série [—A + A2 — A3+ ...]
b) Soit B = (b;;) une matrice carrée d’ordre n vérifiant les relations
1 1
sup |b1,[< et sup |b”_1|<;z’
1]

(t#.l)

Montrer que B est inversible.

Dérivation de A()X(¢).
E désigne un E.V.N. et la, bl un intervalle ouvert de IR.
Soit deux applications de classe C1 définies par

X:la,bl— E et A :la, b+ L (E) (muni de la norme ||| . ||1).
t— X() t— AQ)
Montrer que I’application
la, {— E
t— A@).X(@)

est de classe C1.
Calculer sa dérivée.

Dérivation de A(f)B(f).
E désigne un E.V.N. et la, bl un intervalle ouvert de IR.
Soit
A :la, {—L(E) et B :la, b[—L(E)
t— A() t— B(t)
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applications de classe C! [L(E) est muni de la norme ||| . |||].
19 Montrer que Iapplication définie par

la, Bl—L(E)

t— A()B(t)

est de classe C1.
Calculer sa dérivée.

20 Application. — Veérifier que
a) t > A"(t) est de classe C1, Yne N ;
b) [42()] = AN)A' )+ A'()AQ),
[43@)]) = A(t )A(f)A @)+ A@)A' () A@)+ A (OAWRAQ),
[4"@)) = E II Ap ), o A, ()= A'(t) et A, (t) = A(t) pour

p=1g=1
q # p.

9.1vV.3. E désigne un E.V.N. et la, b[ un intervalle ouvert de IR.
* Soit
A :la, b[—L(E) et B :la, b[—L(E)
t— At) t— B(t)

deux applications de classe C! vérifiant la condition
A(t)B(ty) = B(t)A(t1), Vi, et 15 € Ja, Bl.

Montrer que 'on a

A(t))B'(t;) = B'(t)A(ty), Vty et t; €la, b,
A'(t)B(t,) = B(t,)A'(t;), Yty et ty€la, bl,
A'(t)B'(t;) = B'(t)A'(ty), Vit et t,€]a, bl

9.1V.4. Soit

* A4 :a, b Aoy,
t A(t) = (a (1))-
1gign
1<jsn

Etablir les propriétés suivantes :
a) t — A(t) de classe C°<>t > a;;(t) de classe C°, Vi et j,
b) t +> A(t) de classe C1 <>t 1> a;(t) de classe C1, Vi et j.

9.V.1. Soit E un E.V.N. défini sur IR et X un vecteur non nul de E.
1° On considére les suites suwvantes :
fi: R— R et Y,:R—E (ne N)
t— f(1) t— f(2)X.

Etablir la propriété suvanre :

{fa}® converge uniformément sur IR <> {{s,}® converge uniformément
sur R



9.VL1.
L4 4

9.V1.2.
v

EXERCICES DU CHAPITRE 9 289

2° F désigne une application: IR— IR et {X,,}°° une suite de vecteurs de E,
convergente, mais non stationnaire. On considére alors la suite ¢, définie

par
¢, R—E
t F(O)X,.
Etablir la propriété suivante :

{¢n}® uniformément convergente sur IR <> F borné.

Dérivée de eL(®),
E désigne un Banach et L une application

la, b~ LL(E)
t— L(t),

qui est supposée de classe C1.
1° Montrer que
a) t +— L(t) est de classe C! (ne IN);
b) [L*(t)) = L'(¢)L(t)+ L(t)L'(2),
[L3(2)) = L(t)L(t)L'(t)+ L(¢)L'(#)L(t)+ L'(¢)L(z)L(2);
¢) t > eL(t) est de classe C1. [On limitera d’abord I’étude & un compact
[o, B] inclus dans la, bl.]
2° Donner une expression simple de [L"(t)), puis de [eL(Y)] lorsque
L(t;)L(t;) = L(t,)L(t;), Vi, et t; € la, .
3° Application. — Soit Ly un élément de L (E) et L tels que

R—{(E)
t— L(t) = tL,.
Calculer (etLoy.

Opérateur B,

Soit E un Banach et A un élément def (E)[qui est muni de lanorme ||| . |||1.
On considére une série entiére réelle (a,x™), ayant R(>0) pour rayon
de convergence. Soit f(x) sa somme pour x € 1— R, R[. Autrement dit

e
f&)= 3 ax*  pour |x|<R.
n=0

1° Montrer que la série (a,A™), est convergente si |||A|||<R. Définir
alors f(A).

2° g) Par analogie avec un résultat connu, énoncer le théoréme relatif
au produit de deux séries (u,)o et (v,)o a valeurs dans £ (E).

a0
b) Soit g(x) = Y, b,x" définie dans 1— Ry, Ri[ (R;>0).
n=0
Montrer que la série de terme général

(aob"+albn_ 1 +...+ a"bo)An

est convergente pour ||Al|l| < Inf(R, R,). Déterminer sa somme.
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30 Soit B un élément de L(E) et o une constante réelle.
On pose
B = § aee— 1)..’.1('oc—n+1)

n=0

(B_ I)ns

lorsque |||B—1|||<1. (I est Papplication identigue.)
Vérifier que B*.Bf = B*+B, et en déduire que B* est inversible. [Dans
cette question, on posera A = B—1I]
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9.II1'
u, » |l = Ve > 0,3N; tel que n>N= |lu,— || < e
n—>o
a) La minoration |[|al|— []blll < |la+ b|| implique que 'on a
|Hatall = 11201| < Vot — 111
Donc
> Ne= |llull = 111I| < &,
ou encore
Hull — 1]
n—>ow
b) Vn—l= (ul—l)+(:2—l)+ --~+(uN_l)+(uN+1—l)+’;--+(un—l)
pour n > N;.
Donc
ug— 1+ ...+ |uy— 1] Uy 1=+ ...+ lu,—1
|[V,,—l[|<” 1 | : | luy +|IN+1 Il . Il Il
< ||u1—l||+~-n~+ ”uN_l”'i'(n—;lN)a’

Pour n assez grand, n > Ny(¢) > N(g), on aura
ooy — U1+ ...+ |luy— 1l <e

n
et, par suite,
n— N)e
V=1l < e+ 822 < o,
ou encore,
V, = L
n—>w
9.1.2.
1° La norme ||.|| satisfait de facon évidente aux axiomes des normes (cf. cha-
pitre 4, I).

Soit {f,}* une suite de Cauchy dans C, on a
Ve > 0,3N(e) tel que m>n>N@E = llfui—rfill < e
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Nous allons montrer que I'on a f, — [ € C (<> C complet).
n—>oo
Soit x fixé, on en déduit

Q) 1ful) — i < sup [fn() =[] = llfm—full < &, Vm > n 2> N..
X€E
Donc u, = f,(x) est une suite de Cauchy dans IR, qui est complet, et ’on peut

écrire
fa®) - ().
m—>oo
Par passage a la limite (m — 00), on déduit de (1) I’expression
) Ix)—fui() <&  Vn > N

La relation (2) exprime le fait que la suite de fonctions f, converge uniformément
sur IR vers I. La fonction f, étant continue sur IR, pour tout #, on en déduit que
la fonction limite / est continue sur IR.

De plus,

)| = 10 — )+ A < e+ (D)< e+ |14l

donc / est bornée.

En résumé, on a leC.
La relation (2) entraine alors

=1l = sug i) — )] < &, Vn > N,

ou encore

fu —» leC.

n—>o

Toute suite de Cauchy { f,,}°° converge dans C. Donc C est un Banach. (Voir exer-
cice 4,11.4.)

20 Soit feC; lapplication Ti[f] : x + T,[fl(x) = f(x+ k) est bornée et
continue sur IR. Donc T,[f]eC.

a) T, est linéaire. — En effet, on a Vx e R,
Tlf+ 81 = (f+a)x+h) = fx+ )+ g(x+ h) = T,[f1(x) + Tylgl(x)
< T[f+¢]l = Tlf1+ T,lgl
De fagon analogue, on a Vx € IR,
TAf1(x) = (Af)(x+ h) = Af(x+ h) = AT,[f1(x)
<> T [Af1= AT,[f] (A étant un scalaire).

b) Puisque T, est linéaire, on a I’équivalence suivante :
T, continue <> I une constante K telle que ||T,[f]ll < K|Ifll.

Or
T = sup [T [f1(x)] = sup |f(x+ B)| = sup |fW)| = lIf],
xeR xeR yeR

donc T, est continue (K = 1). De plus, on a

HT;.U]H§ L

Tl = su
EC—‘O
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3° a) Montrons que on a T}y = T, 0 Ty.
Soit feC, on a
Tlf]: x> f(x+ 1) = T, Af1(x)

et
T, [Tylf]] : x> Tyflx+ B) = fx+ b+ 1) = Ty, F1).

Donc, Vxe R et VfeC,
T [T N)x) = T owlf1x) < T[TAASfT] = Thuwlfl < Do Ty = Ty

b) On a h+h = K" + h, on en déduit donc
Tho Th’ = Th+hl = Th,+h = Th’o Th‘

De plus, T,oT_, = Ty = I opérateur identique.
On vérifie alors que G est bien muni d’une loi de groupe abélien.

9.I1.1.

a) La série (%) est une série numérique a termes positifs. Elle est convergente
* /o

I l

5 qui est le terme général d’une série convergente (de somme Ke).

car on

. V
La série 71—;' est normalement convergente dans IR3 complet, donc -n—'; est

'o o
une série convergente dans IR3.

I
b) La somme Y, —’;'-; étant définie (cf. @), on aura
p=0 *

x
n!

ERl<iw<i

9.11.2.

a) Munissons IR3 de la norme |.| définie par
|I7| = longueur (I_/"), Ve IR3,

et posons _
[Vi=v et D] = w;
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dt
on aura alors  _ ~
1Pol = 171 =, ~
|1l = 1BA Vol = |@].1Vollsin 0] < 1@]. | Vol =
1721 < 18] V1] < w?o,
AR
, I I o
puisque I’on a < o7 qui
est le terme général d’une ser1e convergentc (de somme ve®).
La série (n—"' est normalement convergente dans /R3 qui est un Banach, donc
¥, A .
(n—;') est une série convergente dans IR3. Soit ¥ sa somme
. 0 -
- 2V
W=
n=0

b) Décomposons Vsous la forme V = a@ + ﬁf, ol i est un vecteur unitaire
— -, T 6 i > 3
orthogonal a @. Soit K = o= KAl
Vi=@AVy= dA@d+pi) = a)KAﬁl Bwj,

DA 171=coKAﬁa)]— —szt,
V3=C_O’/\ Vz—wK/\( szl)——ﬂwSQ

oy = (—I)PB(DZP{’ V2p+1 = (—1)"Bw??* 1j.

o~
||

17'
Compte tenu du fait que la série est normalement convergente, on peut décom-

V
poser W= Z 1 sous la forme sulvantc :

W= 3 P VZ”*’ +Bi 2( 0+ 2( 2
Z, @ Seo+p i @+ 1!
ou encore W=a@+ p (i cosw+ jsin w).

Donc, W se déduit de Vpar une rotation d’axe @ et d’angle w.

9.111.1.
@) Munissons A, , de la norme usuelle |||. |||, définie par
[114]]| = nsup la;;l, ot A= (a;).
ij 1<i<n
1<j<n
Considérons la série
A3 5 A2p+1

— e — — —_— p___
A= r 5=+ D Gyt
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La série des normes associée est convergente car on a

A2p+1 1

(114fipze+1

I

VT

T @2+

L4z <

b

@p+1)!

qui est le terme général d’une série convergente (de somme sh |||A4]]]).

2p+1

AT1 —_1)Y ——

La série (( 1) Cr¥ D!

elle est donc convergente dans A, ,.
Sa somme sera notée sin A :

sin 4 = Z (=P

p=0

) est normalement convergente dans le Banach (G, 3

A2p+1
Cp+

De méme, on pourrait définir cos 4, ch 4, sh 4, .

Remarquons que Pon a
A2r+1

. _ 1 < ® |]]142P+1|| < [[]4]]]2P+1
msman= || £ vl < 2 G < £ G
ou encore
[llsin 4]]] < sh [[14]]].
b) On vérifie que ’on a
. (cos 26 —sin 26)
~ \sin 20 cos 20
et, plus généralement,
4= (cos nb —sin ne)
= \sin n6 cosnf)"

Cette propriété résulte du fait que Ag caractérise la rotation plane, Ry de centre O

et d’angle 0 et que

Ro.Ro = Ryo <>

2p+1

n A .
Soit S, = pgo (=17 m la suite des
gente

Ag.Ag = Ase.

sommes partielles de la série conver-

A3 45
A— 37 + ST
dont la somme est notée sin A,

n cos 2p+ 1)6 n sin(2p+1)6
—ppp == T — —yp ==L 7

. 2 CV =g 2 g
n— Z” ( ,sin 2p+1)0 2" ( 1)pcos(2p+1)0

p=0 @p+1)! =0 @p+ 1!

On a nécessairement

sin4 = lim S, =
n—>o
ou
cos 2p+1)6

Cp+ 1! et

o= OZO‘, (=17
p=0

)

= io (=1 sin 2p+1)60

@p+1)!
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11 reste donc a calculer ¢ et <.

Posons z = €'6. On en déduit que I'on a
. © i(2p+1)e

otit= > (—1)F eTrTh

r=0

Z2P+1

AP ES)]

= sin z.

|| Ms

Alors
0+ it = sin z = sin (cos 6 + i sin 8) = sin (cos 0) cos (i sin 0)
+ sin (i sin 6) cos (cos 6)
ou encore

0+ it = sin (cos 6) ch (sin 6) + i sh (sin 0) cos (cos 6)
o = sin (cos 0) ch (sin 0),

<> | 7 = sh (sin ) cos (cos 6).

En résumé, on a
0 A sin(cos f)ch (sin &) —sh (sin 6) cos (cos 6)
S A= \sh (sin 0) cos (cos )  sin (cos 0) ch (sin 6)

9.111.2.

a) Considérons la série I—A + A2— A3 +
On a ||]4"]] < |ll4]l1" qui est le terme général d’une série convergente [puisque
[114]]l = nsup la;| < 1]
]
La série I—A + A2—A3 + ... est normalement convergente. Comme elle est définie
dans le Banach M, ,, on en déduit qu’elle est convergente. Soit .S sa somme :

S=I-A+ A% —

Nous avons, alors
I+ AAS=(I+AT—A+A42—A43+ ..) =1,

donc I+ A est inversible, et
I+ A 1=S=I—A+A2— 43+ ...

1
[Remarquer 1’analogie avec (1+ x)~1 = T

_1— 2_ 3
o 1—x+x2—x34..1]

l
b) Posons A = B— 1. Alors, sup a;; <z
11 résulte de @) que I+ A4 = B est mvers1ble, et
(I+A) =B 1=I-A+A2—A3+..=1-(B-)+B—-D>*—(B-D3+...

o]
En résumé, B est inversible et B~ = Y, (—1)"(B—I)".

n=0
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9.1V.1.

1° Formellement, on a
(A@).X@1) = A'(®).XE)+ A@). X'(t);

c'est cette formule que nous allons justifier.
Considérons pour cela I’expression (4 # 0) suivante :

L ACHD X+ B~ 40).X@)
= h

—A'@®).XE)—A@).X'@)

que ’on décompose classiquement sous la forme
e=e;t+e,+es,
ou
A@+h) . [ X+ —X(@)]
e = )
e, =[A@+H—A@®)].X'(2),
- X
o = BUED—AOLXO i

—A(@+h).X'(),

a) Puisque ¢ +> A(¢) est continue en ¢, on a
Ve> 0,3a,(c,2) >0  tel que hl <oy = [[|[ACG+R)— AW < &,

et a fortiori
MA@+ ml < 14O+ &.

Puisque ¢+ X (¢) est dérivable en ¢, on a
- H X@+h—X@)
) 2yrvH— AV

h —X'(t)“ < e

Ve > 0,3 ay(e, t) tel que h <a

La majoration suivante :

X@+h—X@ ,
e = [+ [FED=ZXO_ x|
X@t+h—X(t ,
< e+ mi | KER=ZEO x|,
entraine alors que ’on a
Q) Hlegll < (1AM + )¢, pour tout h vérifiant |h] < Inf (ay, &ty).
b) Puisque ¢+ A(2) est continue en #, on peut écrire
< ap = [[lAC+RD—A@)II < &
Compte tenu de la majoration suivante :
lleall = 4@+ A — A@]. X' < 1AE+ R — AN - IX'O],

on obtient alors
) llesll < €llX'(2)]l, pour tout 4 vérifiant || < «;.
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¢) Puisque ¢+ A(t) est dérivable en ¢, on a

A@+h)— AQ)

Ve> 0,3o3(s,2) > 0 tel que |h|<< oz = A —A'(@) m <e

Compte tenu de la majoration suivante :
A+ h)—A() A@+h)—AQ)

el = || [2E2=20 9] xr

— A W XL

on obtient alors
3) llesll < €. [1X()]|, pour tout h vérifiant |4]| < os.

En résumé, compte tenu de (1), (2) et (3), on conclut que
llell < llegll+ lleall + llesll < Ke,
pour tout Znon nul, vérifiant |4 < Inf (xy, oy, a3),
. K=1llAOIN+1+ X' O+ 11X, si e < 1.
Autrement dit, I’application ¢+ A(¢) X(z) est dérivable en ¢ et
A@®) . X@) = A4@). X(6)+ A@) . X'(1).

20 Si les applications ¢+ A'(1)X(t) et ¢+ A()X'(¢) sont continues, la
dérivée de I’application ¢ — A(¢) X(¢) sera continue. Autrement dit, z +— A () X(¢)
sera de classe C1.

Etablissons, par exemple, la continuité de I'application t— A’() X(t).
Pour cela considérons I’expression u = A'(¢).X(t) — A'(t,) . X(¢,) que I’on
décompose classiquement sous la forme # = u; + u,, ou

uy = (A'@). X(@O)—A4'(0). X(t0)) et u, = (A'(t). X(to) — A'(t5). X(to)).

a) Puisque ¢ — A'(¢) est continue en #,, on a
Ve > 0,31,(e) > 0 tel que t—tol <y = ||| A@) =A@ L &,

et a fortiori
MA®ON < 114" @)1 + &

Puisque ¢+ X(¢) est continue en #,, on a
Ve > 0,3n,(e) >0 tel que  [t—1o]l <7 = [IX()— X(t)l| < &

Compte tenu de la majoration suivante :
@ Hugll = A@OXE) — X < AN NXE) — X @,

on obtient alors
HNagll < (1114' ()11 + 8)e,  pour tout ¢ vérifiant |t — t,| < Inf (175, 772).

b) Puisque ¢+ A'(¢) est continue en 5, On a
5) lluyll = |I[A' @)= A' )] X ()| < 1A' @) =A@ 1 X )] < el X @),

pour tout ¢ appartenant a la, b[ et vérifiant [r— 75| < 7;.



SOLUTIONS 299

En résumé, compte tenu des relations (4) et (5), on peut écrire
Hall < lagll+ luzll < Koe,
pour tout ¢ appartenant a la, b[ et vérifiant |z — ¢o| < Inf (175, 712),
avec
Ko = |14 @)+ 1+ [I X, si e< 1.

Autrement dit, £ — A4'(¢).X(¢) est bien continue en tout point z, de la, b[.

9.1V.2.

10 Démonstration analogue a celle de I’exercice précédent.

11 suffit de substituer B & X et la norme |||.||| & la norme |]|.||, tout en conservant
la norme |||.]]] déja rencontrée.
Par exemple, on a
B(t+%)—B(t ,
tesit = [|ac+n [2EE=ZED _ o] |
BGt+H—B@E)
< itde+min |20 - po |,

d’ou I’on déduit
Ileglll < (1114(@)11| + €)¢, pour h assez petit.

2° @) En posant B(t) = A(¢), on déduit de la question précédente que
t> A@).A(t) = A2(1)

est de classe C1.
Puis, en posant B(t) = A2(¢), on déduit encore que

t A(t). A2(t) = A3(@)

est de classe C1.
Plus généralement, ¢ +— A"(¢t) est de classe C! (faire un raisonnement par
récurrence).

b) On obtient successivement
i) pour B(t) = A(?),

(A2(@)) = (A@R)B@)) = A'(1)B(t) +A()B'(t) = A'()AR) + AD)A'():

ii) pour B(t) = A2%(z),
(43@)) = (A@)B@)) = A'(t). A%(t) + A1) (42(0)),

ou encore, compte tenu de i), .
(A3@2)) = A'(1)A%(t) + A@)A'(2)A@) + A%(2)A' ().

Faire un raisonnement par récurrence pour établir la formule générale.
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9.IV.3.

On a évidemment
A(t)B(t, + h) = B(t, + h)A(t,), pour tout A tel que (¢, + k) € la, b,

donc on a aussi

A(ty)

B(t,+h)— B B(t, + h)— B
(t, }z (f2)= (t, /,) (t2) At)

et, par passage a la limite pour 4 — 0,
A(t)B'(t;) = B(t)A'(y).

Méme raisonnement pour montrer que 1’on a
A'(t)B(t;) = B(t)A'(t)),  Vig et t,.

Compte tenu de cette derniere relation, on conclut que I’on a
B(t,+ h) — B(t) _ B(t, +h)— B(2,)
h - h

Aty A'(ty)
et, par passage a la limite, on obtient enfin
A'(t))B'(t;) = B'(t)A'(ty).

9.1V4.

Munissons G, de Ia norme usuelle ||. || définie par ||4|| = 7 sup |a;;|, 00 4 = (a;;).
i,J i1gign
I<jgn

a) Supposons que t > A(t) soit continue en to.
Si ¢t — A(t) est continue en ¢y, on a

Ve>0,30>0 tel que t—1to]l <o = [lAX)— A(to)ll < &

On a évidemment
A(t)— A(to) = (ai;(t) — a;(to)),
donc
A@®) =A@l = n Sgp{laij(t)'"aij(to)l}

et, par suite, pour tout i et pour tout j,

€
lt—t] < a = ”S}lp{]aij(t)—aij(fo)[} < &< a()—alt))l < w
ij

Autrement dit, ¢ — a;;(t) est continue en #, (Vi et j).
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Supposons que toutes les applications # — a;(¢#) soient continues en #,.
Si toutes les applications ¢ > a;;(¢) sont continues en #,, on a

Ve> 0,3y;; > 0 tel que lt—to] < i = la;;() — a;j(t0)| < &

Donc, pour tout i et pour tout j,
lt—t| < n=Inf {ni;} = lai(®) —ai(to)| < & < [14@) — Alto)|] < ne.
y

Autrement dit, # — A(z) est continue en #,.

b) Supposons ¢ +— A(¢) dérivable en ¢,.
Si t - A(¢) est dérivable en ¢,, on a

Ve > 0, aA’(to) = (aij) et >0

1gign
1<jsn
A(to+ h)— At
e 0< i <as | HEEDZHD ) <o
Donc

a;(to + h) — a;(to)
2 —%j

0< b <a= <£, Vi et -

Autrement dit, a;; est dérivable en ¢, et a;;(to) = o;;.

De plus, )
A'(to) = (aj5(t0))-
Igign
1<jgn

Supposons que toutes les applications a;; soient dérivables en #,.
Si toutes les applications a;; sont dérivables en 7,, on a alors

aij(to + h) - aij(to) _
h

Ve > 0,3m;; >0 tel que 0 < || < 735 = ait)| < ¢,

Soit
B = (a;;(to));
1gign
1<jgn
on a alors

(t h)— a:
alo ¥ M=ald) _ | <o Viets

0 < Ikl < 1 = Inf{y,;} =
y

ou encore

a,(to + h) — a;5(to)
lJ(O }2 J\fO. _ BH<£

aj;(to) ,1—1 H Alto + 1) — Alto) h})l — At _

0 < |hl <7 = sup

i,J

Ceci exprime que A est dérivable en 7, et que I’on a
A'(ty) = B = (aj;(to))

De plus, on a [cf. a)]
A'(t) = (a;1(2)) continue sur la, b[ < aj; continue sur la, B[, Vi et j.

Donc,
A4 de classe C! < g;; de classe C1, Vi et j.
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9.V.1.

1° Supposons que {f,}® converge uniformément sur IR vers f.
On a alors

Ve > 0,IN; > 0 tel que n>N= [f,)—-f® <L e, Vt e R.

Soit ¥ : t— f(¥)X, on a alors, pour n > N,
@) =YDl = [1£@X - @)X = /)= FOIIX] < el X, ve.

Autrement dit, {{/,}® converge uniformément vers ¥ sur IR.

Supposons que (¥,)* converge unifcrmément sur IR.
La suite {x,b,,}'” satisfait donc a la condition de Cauchy,

Ve > 0,3N; tel que m>n> N = |[Y,() =¥, < &, Vie R.

Par suite,
m>n2 Ne = ||f)X-fO)X]| = @®)-LOIXII<e VieR,

ou encore

m>n> Ne = |fult)—fi)] < ”—fm VeeRR.

Ceci signifie que { f,}® converge uniformément sur IR. (Condition de Cauchy pour
les fonctions a valeurs réelles.)

20 Supposons que F soit borné : [F(t)] < K, K Cte, Vte R.
Exprimons le fait que {X,,}°° converge vers X par I’implication suivante :

Ve > 0,3 N, tel que n> N, = || X,— X|| < &

En posant ¢ : ¢+ F(¢)X, on aura alors
n> Ne = |1¢,()— @)l = ||[Ft)X,— F@)X|| = |F@)|||X,— X|| < Ke, Vte R.

Autrement dit, {¢,}® converge uniformément sur R vers ¢.

Supposons que (¢,)* converge uniformément sur IR.
Elle satisfait donc a la condition de Cauchy,

Ve> 0,3 N, tel que m>2n>z2 N= ||¢g0)— . < &, Vie R.

En particulier, pour » = N et m = M (premier entier supérieur a N tel que
Xy # Xy), on aura

NPu) — ox DIl = [IFO)Xy— FOXyll = [FOI. 11Xy — Xyl <Te,  Vee R,

ou €ncore
€

= X — Xyl

La fonction F est donc bornée sur IR.

FOIS K Vie R.
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9.VL1.

19 g) et b) Pour justifier @) et b), il suffit d’utiliser une méthode analogue a celle
développée dans la résolution de I’exercice 9.IV.2.

Remarquons que I’on a
HAE2@O) < L@ LI+ LG L' @O < 2L L' @)1

(puisque [[|4. BI|I < [1I4111. [1IBIIl = [IIBII]. [[4]]D,

de méme |[[(L3@)' 11| < IL2(OL' O+ [ LAOL'OLOI + L' OL2@)]II,
donc [[IL3(e)'1] < 3L HILOII,

(puisque [[|4.B.ClII< [H4Il- B HICHD

et plus généralement
(€Y A N < allIL' @O L@

¢) Soit [e, f] un intervalle compact inclus dans ]a, 5[
Pour s’assurer que 1’application

[, B1 = £.(E)
!l — eL(t) = 2

n=0

L"(t)
n!

est de classe C1, il suffit de vérifier les conditions suivantes :
i) L™(z) est de classe C1;
ii) la série « dérivée »,

L'e) &)y 050 +
!

—'1!+ 2 + ...+ 7

coey

converge uniformément sur [o, §].
La condition i) résulte de la question 2°, g, exercice 9.IV.2.
11 reste & vérifier que la condition ii) est vraie. Compte tenu de la majoration (1),

on a
III(L"(f))'Hl<nl||L'(t)|||(|||L(t)|||)"_1
n! o ! ’

n:

Sur le compact [e, f], ¢ > L(¢) est continue, donc bornée,
NL@II< K, Vtel[e,fl ou K est une constante.

De méme,
INL@®I <K', Vtele,f] ou K’ est une constante.

On aura alors

LAY 111 K"t

o ¢ —Dr Vte[o, Bl
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Ln
Pour ¢ € [o, fl, (—’f»— est majoré, en norme, par le terme général d’une série
(L2 ))

21 .. est bien uniformément

numérique convergente. Donc la série L' (¢) +
convergente sur [o, f].

En résumé, les conditions i) et ii) étant satisfaites, on peut affirmer que I’appli-
cation ¢ e est de classe C1 sur [«, 1. De plus, on a

L)L)+ L’(t)L(t)

Y = L'(t) + 21

L’intervalle [o, ] est un compact choisi arbitrairement dans ]a, b[, donc la propriét:
énoncée ci-dessus reste valable dans tout I’ouvert Ja, &[.

20 Puisque L(t,+ h)L(t;) = L(¢,)L(¢, + k), on peut écrire

L h—L L h)—L
(t, + ;), (t2) L(t) = L(z) @+ })z (22)

(h# 0)
et, par passage a la limite, pour 2 — O,
L'(t)L(ty) = L) L'(2,), Vi, et 1y €la, bl

En particulier, pour #t, = ¢, = ¢, on a
L'(#)L(¢) = L(t)L' (1), Vtela, bl.

Donc
(L2(t)) = 2L'(t)L(z) et  (L3(t)) = 3L'(t) L*(z)

et, plus généralement,
(L)) = nL'(t)L*"1(2).
Par suite,
(et®Y
, L(OL'(t)+ L’(t)L(t) L) L@)L'(t)+ L@)L'(t)L(z) + L’(t)L(t)L(t)
=L+ 5] 31

’ ' 2
_ L’(t)+2L (;)!L(t)+ 3L(t3)!L (t)+ = L),

30 L’application L : ¢+ tL, satisfait évidemment a la condition énoncée dans
la question 2°. De plus, L' () = L,. L’égalité suivante :

(eL(t))' = L'(¢ )eL(‘)

s’écrit alors
(e'Lo)’ — Loetl‘o.
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9.V1.2.

10 La série (a,x™)o est absolument convergente pour x vérifiant la relation |x| < R:

(lapll x|™ converge pour x€]—R, R[.

En particulier, (|a,|(|/|4]1])") converge si |||4|l| < R (faire x = [[|4][]).
Considérons la série

al+aA+a,A2+...+a,A" + ...

et la série des normes associée

laol + lag| . [I1A11] + laz| [[IA2]1] + ...

La série des normes est une série a termes positifs convergente car on a
la,] [114™1} < lagl 1Al

qui est le terme général d’une série convergente.
La série (a,4"™) est normalement convergente dans £ .(E) qui est un Banach. Donc,
(a,A™) est convergente.

20 g) « Si (up)o et (V,)o sont deux séries numériques absolument convergentes,
alors la série produit (W), [ou W, = ugV,+ u;V,_1+ ...+ u,Vo] est absolument
convergente et 1’on a

S () (27)

Pour des séries (1,), et (¥,), a valeurs dans un Banach (sur lequel est définie une
algébre), on substitue la notion de série normalement convergente, a celle de série
absolument convergente, d’ou 1’énoncé suivant :

« Si (#,)9 et (V,)o sont deux séries normalement convergentes dans un Banach,
alors la série produit (W), est normalement convergente et I’on a

£ - (Em) (£7)

b) Application :

0

Soit f(x) = Y, a,x"(rayon de convergence R) et g(x) = 2, b,x" (rayon de conver-
gence R;). n=0 n=0

Soit 4 tel que |||4||| < Inf (R, R,). La série (a,x") est absolument convergente
pour |x| < R, donc (la,| |||4]||™) est convergente (puisque |||4|l| < R) et, par
suite, (a,4"), est normalement convergente.

De méme, (b,4"™), est normalement convergente. Donc, la série produit (c,4")o,
ou ¢, = agb,+aib,_;+ ...+ a,by, est normalement convergente.

[Poser u, =a,A™ V,=b,4A", donc

Wn = (aob,, + alb,,_ 1+ ..+ a,,bo)A".]
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dt
30 Appliquons le résultat précédent aux séries entiéres suivantes :
ax o(e— 1)x2 al@—1)...(a—nrn+1)
(S 1+ﬁ+—2’!'—+...+ P X"+
X —1)x2 -D..—nrn+1Dx"
(S2) 1+11;—!+ﬁ——(ﬂ2!)—+...+ﬁ(ﬂ ) g ) +

Ici on a, d’'une part

0 = a@—1)...(c—n+1)

o 5= b6 D..(f—n+ 1)

n! n!
et, d’autre part,
1sia¢l, ¢ 1 si B¢ NN,
= et R1={
o si aelN, ( o0 si felN.

On a |||4]|| < Inf(R, R,) (puisque |||4]|| < 1), donc

0 el [
c, A" = ( a,,A") (Z b,,A")
n=0 n=0 n=0

_ (% oc(oc—l)...(oc—n+1)An) (% ﬂ(ﬂ—l)...(ﬂ—n+l)An

1 1
<o n! o n!

Notons 4* la somme

© al—1)...(a—n+1) _
) = an
n=0 .

on en déduit alors

g 2 BV BontD

!
n=0 n:

et, par suite,

0
20 an" = A*, AB, ou Cp = aob" + alb,,_l + ...+ anbo.
n=

Supposons établi le résultat suivant :

o = O+ pPa+p—1)...xc+f—n+1)

n n!

Alors, on en conclut que
[eo]
c A" = A+t8
n=0

et, par suite,
AxtB = A, 4B,

o+ B+ pf—1)...(a+ p—nrn+1
Reste a établir la propriété c, =( p+p n)' @+p ).

)
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Pour |x] < 1, on a
[} @
A+xp= X ax" e (A+x= 3 bx"
n=0 n=0

on en déduit donc
el

® A+x(1+x)P = 3 cpx"

n=0

De plus, on a la relation suivante :
@ A+x(1+x8 =0+ x*8 =1+ (@+p)x+

(valable dans tous les cas pour [x| < 1).
Par identification, on déduit alors de (1) et de (2) que I’on a

. = @+Ba+p—1...a+B—nr+1)

n n!

307
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]_O . SYSTEMES DIFFERENTIELS

A COEFFICIENTS CONSTANTS :

dl{_AX+Y.
dr

E_QUATIONS DIFFERENTIELLES
A COEFFICIENTS CONSTANTS.
METHODES TECHNIQUES

I. — INTRODUCTION.

Soit Ja, [ un ouvert de IR. On se propose de déterminer les systémes de
n fonctions

x;:]a, bl C, t— x(1)
qui vérifient
xll(t) = al,lxl(t)'l' +al,nxn(t)+y1(t)s

Xp() = @1 X, (O + - + BpnXa(1) + YD),

ou g, CtecC et ol y; :]a, B[ — C est continue.
On considére C", espace des vecteurs X = (x,, ..., X,), X; € C, muni de la
base canonique

e, =(1,0,...,0),...,e,= (0, ...,0,1).
Aucune confusion n’étant possible 4 désignera la matrice carrée (g,,) ou
Iendomorphisme qu’elle caractérise dans la base canonique. De méme,
n
X désigne la matrice-colonne (x;) ou le vecteur X = (x;,...,X,) = 3, X;€;
j=1

et Y la matrice-colonne (y;) ou le vecteur Y = (yy, ..., Yn)-
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Le systéme (S) s’écrit donc, matriciellement ou vectoriellement

@ dé=AX+Y.
dt

On associe a (1) I’équation homogéne suivante :
dx

(@) n = AX.

II. — PROPRIETES ELEMENTAIRES ET EXISTENCE DES SOLU-
TIONS.

1° Systéme fondamental de solutions de (2).

Définition. — Considérons n solutions,
X)) = (x1,/(D), -5 % 5(1)), ji=12,..,n

On dit que {X;(¢), ..., X,(t)} constitue un systétme fondamental de solutions
de (2) si, et seulement si,

dét({X,(®), ..., X,(O}) = dét(x, (1)) #0, V¢t € R.

Théoréme 10.Il.1. — On a les propriétés suivantes :

@) dét (s, (9) = dét (x, (1o))e ™ Eow;

b) 3ty tel que dét (x, ;(2,)) # 0 < dét (x, 4(2)) # 0, Vi;

©) {Xy(2), ..., X,(¢)} systéme fondamental de solutions <> 3z, tel que
{X1(to), ---, Xu(to)} constitue une base de C™.

Théoréme 10.I1.2. — Il existe toujours un systéme fondamental de solutions

{X,®,...X,0 et XO= i c;Xt), c;CteeC,

j=1

est solution de (2).

Réciproquement, toute solution X(¢) de (2) se décompose de fagon unique
sous la forme X(f) = Y, ¢;X(#), ;e C.

Jj=1

On dit que X = Y ¢;X; est la solution générale de (2).
j=1
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2° Systéme non homogéne : “%{ = AX+Y. — Si Y est continu sur la, 5[

<> y; continu sur la, b[,j = 1, ..., ], alors il existe X continfiment dérivable
sur la, [ tel que

La solution générale de (1) est donnée alors par

fn

to X(H)= Y, ¢, X (£)+X(t),

ou {Xy, ..., X,,} est un systtme fondamental de solutions de (2). (X nest pas
unique, évidemment.)

3° Systéme non homogéne avec donnée initiale. — Le probléme suivant :

X _ ax+y,
dt

X(to) = Zo, o ty € Ja,b] et Z, e C" donné,

admet une solution unique (non nulle si Y # 0) définie et continfiment déri-
vable sur ]a, 2[.

. — METHODES PRATIQUES : SYSTEME HOMOGENE.

Elles sont basées sur la recherche de solutions particuliéres du type €™V;.

1° La matrice 4 a ses valeurs propres ry,...,r, distinctes. — A r, corres-
pond un vecteur propre V,. Alors X,(f) = €™V, est solution de I’équation
homogéne et la solution générale s’écrit

n

X@t)=Y oV, gCteeC.

2° La matrice 4 a p valeurs propres distinctes (1 < p< n).
a) Utilisation du noyau de (A—r I)™. — r, est valeur propre d’ordre m,
(donc zp: m, = n).
Soitk;/':‘ le noyau de ’endomorphisme (4 —r,I)™,
Ny ={XeC"; (A—rJ])™X =0},

on sait que N, est de dimension m, et I’on en considére une base Z, ,, ..., Z; ..
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Au vecteur Z, ;, par exemple, correspond la solution

me—1

2
Xoi(t) = e""[I +%(A—rkl)+§—'(A—rkI)2+ ot (A—r,‘I)"‘"‘l]Zk,l.

(m,—1)!
Ainsi, a la valeur propre r, d’ordre m, on fait correspondre m, solutions
p k k

Xy 15 ---» Xi,m,- On obtient bien, en tout, Z m;, = n solutions qui forment un

=1
systéme fondamental puisque X, ;(0) = Z «.i €t{Z, ;} constitue une base de C™.

b) Triangularisation. — On cherche une base {¢,} telle que 'opérateur 4
soit représenté par une matrice triangulaire B = (; ;), b; ; = 0 si i<j.
Soit P la matrice de passage

(elﬁ 22’ s en) — (81a82’ -“asn)'
Si 'on a

gg= Y a,.e, alors P=(x,,) et B=P '4P.
p=1

Dans cette nouvelle base le vecteur Xi (¢) est représenté par la matrice-colonne
U(t) = (uj(z)) et 'on aura ‘;—U = BU.
t
Par exemple, pour n = 3, on a

uy = byu;+byu; +byzus,
u; = byou,+byjus,
u3 = b33u3.

On résout la derniére équation différentielle, qui est & coefficients constants,
puis on remonte de proche en proche.
Enfin, la relation X(¢) = PU(t) détermine X(2).

3° Remarques. — a) On peut aussi appliquer directement le résultat théo-
rique suivant :

ax
dt

=AX < X = ¢1C,

ou C est la matrice-colonne, C = (¢;), ¢; € C.

Ceci suppose que I’on sache calculer facilement e*4 a partir de 4, c’est le
cas, par exemple, lorsque A4 est diagonale, mais dans un tel cas le systéme est
immédiat a résoudre.

b) Lorsqu’il se présente des intégrales premiéres simples, combinaisons
linéaires des fonctions inconnues par exemple, on peut avoir intérét a les
utiliser pour abaisser ’ordre du systéme. (Cf. Exercice 10.II1.2.)
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IV. — RECHERCHE DE SOLUTIONS REELLES LORSQUE a,, cR.

Soit & résoudre X' = AX dans R" (g, ; € R).

Si X = (x4, ..., X,), x; € C, on note X le vecteur (X, ..., X,) appelé conju-
gué de X.

Si la valeur propre 7, € € sans étre réelle, 7, est aussi valeur propre de méme
ordre de multiplicité m,.

A r, correspondent m, solutions X, i, ..., X, . (paragraphe III, 2°) et a 7,
on peut faire correspondre les solutions X, ,, ..., Xj ..
Au systéme de ces 2m, solutions on substitue les 2m, solutions suivantes :

ReXy1, ReXy, ..., ReXpp, ImX,,, .., ImX,,.

En procédant ainsi pour k = 1, 2, ..., p on obtient un systéme fondamental
de solutions dans IR", d’ou la solution générale a coefficients constants réels.

V. — METHODES PRATIQUES : SYSTEME % = AX+Y

(ou Y :t — Y(¢) est de classe C° sur la, b[.)

1° Cas général. Méthode de Lagrange. — Soit {X, ..., X,,} un systéme fon-
damental de solutions de 1’équation homogéne associée :

X)) = (x1,1(t)’x2,1(t), vees Xn,1(2))
[qui vérifie M’ = AM].
On considére alors la matrice
X1,1(0) - x14(0)
M(t) = xz,:.(t) x2,.n(t)

X1 (£) - X 1)

et la matrice-colonne suivante :
A =(4)), 2 eC.

On montre alors que 'on a

X(1) = M)A+ M(f) f M- ) Y(u)du.

Cette solution s’obtient pratiquement par la méthode de Lagrange dite
« variation des constantes ».
A partir de la solution générale de I’équation homogéne

X)) =4X,®+...+,X,(t) = M(DA,
on considére
X)) =u,(O)X,@®)+... +u,(O)X,(t) = M()U(®)

et I’on substitue dans 1’équation compléte pour obtenir les u;(z).
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2° Cas d’un second membre du type particulier ¥ = ¢"e*Y, (x Ctee C,
ne N, Y, e C" constant). — Si o est racine d’ordre p du polyndme caractéris-
tique dét (4—AD), il existe une solution particuliére de la forme

X(t) = (" Zpyp+ ... H1Zy +Z).

11 faut cependant remarquer que, contrairement au cas des équations diffé-
rentielles, le vecteur constant Z,,,, peut étre nul.
Lorsque le second membre Y est une combinaison de termes t™% ¢*4*Yy il

suffit de chercher les solutions particuliéres Xn correspondantes. Alors,

X3 e

VI. — EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A COEFFICIENTS
CONSTANTS.

1° Généralités. — Soit I’équation
® =4, )"Vt taytf.
Les a;, avec k =0, 1, ..., n—1, sont des constantes et f est une fonction

continue de la variable réelle x € ]a, b[.

En posant
(n—1)

' ’
y=2z, Yy =2y =2,, ceey y =Zp

on vérifie que (E) se met sous la forme équivalente d’un systéme
Z' = AZ+F,

ou Z est la matrice-colonne (z;), et 4 et F sont définies respectivement par

0 1....... 0 0
0 01. 0 0
A= et F=
0......... 01 0
Ay Ay e..... a, f

Les théorémes d’existence et d’unicité des solutions d’un systéme différentiel
s’appliquent donc immédiatement ici.

2° Recherche pratique des solutions. — On peut utiliser toutes les techniques
relatives aux systémes différentiels en les adaptant a ce cas particulier.

On cherche des solutions particuliéres de I’équation homogeéne du type e,
r est alors solution de 1’équation caractéristique

ey " ... —ay=0.
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n
Si toutes les racines sont distinctes, y = Y, ¢,e™* est la solution générale.
k=1
Si r,, est racine d’ordre m,, on obtient une solution du type suivant :

3

Ym = Z (C, jxj )e™,

Jj=1

p
alors Y y,, est la solution générale.
k=1
Pour I’équation compléte, on utilisera la méthode de variation des constantes
ou un procédé d’identification a coefficients indéterminés dans le cas de seconds
membres du type x™e"*.
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EXERCICES DU CHAPITRE 10

Résolvant M(r).

Soit Xl(t) - (xl l(t)5 3 X,, 1(t))a n(t) - (xl n(t)a seey xn,n(t)) un sys-
téme fondamental de solutions de X = AX.

1° Montrer que la solution générale X peut s’écrire

X(t) = M()A,
ot M (t) est I'opérateur caractérisé par la matrice M(t) = (x; ;(t)) dans la
base canonique de C" et A = (Ay, ..., A,) est un vecteur constant de C".

2° En déduire que M satisfait a M' = AM. L’opérateur M est appelé
résolvant du systéme.

3° Montrer que la donnée d’un systéme fondamental de solutions carac-
térise A et cela de fagon unique.

Déterminer les fonctions x, y et z de IR dans C, qui vérifient

) X' =x+y, y = —x+2y+z et 2 = x+z

Déterminer dans IR® la solution générale du systéme différentiel

0)) x'=2x+y, Yy =ytzet 2 = y+z,

en utilisant la méthode du paragraphe III, 2°, a

Intégrer le systéme différentiel
x'=x—2y—2z, y =2y+z et 2/ = x+y.

En utilisant la méthode exposée au paragraphe III, 2°, a, intégrer le
systéme différentiel

x' = 3x+z, ¥y = 2x+y+zet 2 = —x+y+z

Déterminer les fonctions a valeurs réelles qui vérifient

x' =x+y, Yy = —x+2y+z et 2/ = x+z

(Voir I’exercice 10.111.1.)
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On considére le systéme différentiel suivant :

dx .
@ = 3x+z+sint,
d
S 2 = 2ty +—ads,
dz
= Xyt

ot a désigne une constante réelle positive ou nulle.

1° Trouver la solution générale (sous forme réelle) du systéme homogéne
associé a (S) pour a # 0.

20 Méme question pour a = 0.

3° Trouver la solution générale de (S) pour a = 1.
(Concours E.S.E.R.B., partiel.)

Probléme du double pendule.
Pour résoudre le probléme du double pendule, cas des petites oscillations,
on est amené a intégrer le systéme différentiel suivant:

) 20" +B"+2ua = 0,

all+B”+#B —_ 0’
ol o et 3 sont des fonctions inconnues de t et | est une constante réelle
positive ou nulle.

1° En posant o =y, B’ = 0, ramener (1) a un systéme différentiel du
premier ordre a coefficients constants.

20 Résoudre le systéme (1) ena” et B” pour le mettre sousla forme X" = AX
et intégrer cette équation vectorielle.

Intégrer le systéme différentiel
) x'= x+e', y = y+e? et 2/ = z+e3,

puis le systéme
(Sy) x' = x+e', y = y+x+e? et 2/ = z+x+e3.

Chercher une solution particuliére du systéme différentiel
x'=3x+z+1e%, y' = 2x+y+z et 2! = —x+y+z.

(Pour le systéeme homogéne, on se reportera a I’exercice 10.111.4.)

Intégrer le systéeme différentiel

d?x 15 dx

= =2 L2t

) O az *taE= e
@ Eir. o
dt+dt2+y_ ’
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10 en se ramenant dans IR* & un systéme différentiel du type
az

“_ 4 2ty .
ar Z+-e**Z,;

20 en cherchant des solutions de I’équation homogéne associée sous la
forme X (t) = €™V (V vecteur constant de IR?) ;

30 en éliminant x (et ses dérivées) entre (1) et (2) pour obtenir une
équation différentielle du 4° ordre en y.

10.VL1. Intégrer I’équation différentielle suivante:
y'"'=2y"+y' =2y = sinx.

10.VI.2. Intégrer I’équation différentielle suivante:

¢ IV +5y"+4dy = cos 3x.
10.V1.3. Intégrer équation différentielle suivante:
e , ’ ’ 1 4
y"'—4y'+5y'—2y = —(2x—5) Log x— 2%

On utilisera la méthode de variation des constantes.
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10.IL.1.

10 Puisque I'écriture X(t) = M(¢) A est équivalente a

Xy = Xyt e+ AXgn n
.................... <> X(t) = Z liXi(t)a
Xp = llx,,1+...+l,,x,,,, i=1

la propriété demandée est immédiate.

20 On a évidemment
dX ’ n
= AX(@), donc M'(H)A = AM@)A, VA e C"

Donc
M'(t) = AM().

30 A la donnée du systéme fondamental,
X1(0) = (ep1(), oy Xp1@))s oons X(®) = (X,1(2), ooy Xpn(6)

correspond M(¢) = (x;(¢)) et, par suite, on en déduit quel’ona 4 = M'(t)M~1(z),
puisque M ~1(¢) existe. 4 est donc défini de maniére unique.

10.11L.1.
Soit
X (@) = (x(2), ¥(t), 2(2)) et A= (—

1l s’agit de déterminer la solution générale de
dx

@ = = AX.

Les valeurs propres de A4 sont données par

T =ddt(4—A)=Q2—-ANHA—-1?>+11=0,

c’est-a-dire
r1=2, r2=1+i et r3=r—2=1'—i.



320 EQUATIONS DIFFERENTIELLES A COEFFICIENTS CONSTANTS

Les valeurs propres étant distinctes, nous utiliserons la méthode indiquéc au
paragraphe III, 1°. A r, correspond le vecteur propre Vi = (o, fi, Vi) défini par
(A—nDV, = 0, cest-a-dire

s (I =rdoy+ B =0,
-+ QR—r)f+ =0,
( oot (1 — rpe = O,

ce qui donne, par exemple,
V1=(1, 15 1)’ V2=(ia_ls l)a V3= l72= (_i’_l, l)'

On a alors les trois solutions particuliéres suivantes :
Xl(t)= eth]_, Xz(t)= e(‘l+i)tV2 et X3(t)= Xz(t)= e(‘l-i)tV3,

qui forment un systéme fondamental de solutions. (Indépendamment de la théorie,
on peut s’assurer que X;(¢), X,(¢) et X3(¢) forment bien une base de C3. En effet,
dét [X,(2), X2(0), X3(0)] = e* dét[Vy, V), V31 # 0, Vie R)

La solution générale X(¢) = (x(2), y(¢), z(¢)) de (2) dans €3 s’écrit donc

(3) X(t)= llethl+}.28(1+i)tV2+l3e(1_i)tV3,

ou les A; sont des constantes quelconques € C.
En considérant les composantes, la relation vectoriclle (3) nous donne finalement
les valeurs suivantes :
x(t) = A,e2" + dyie@+Di— 1 je(1=7
Y(t) = Aie2t — Le( )t — =01
z(t) = Age2t 4 deTt 4 ] (=7

10.1IL.2.

1l s’agit de déterminer dans IR3 la solution générale X(¢t) = (x(¢), y(¢), z(¢)) de
I’équation

210
X_4x, ou a=[011)
dt 011

a) Méthode générale.
Ici ’'on a
$(A) = det (4 — Al) = — MA—2)?;

r; = 0 est donc racine simple du polyndme caractéristique de A4, tandis que r; = 2
est racine double.

1
— A r; = 0 correspond en particulier le vecteur propre V; = (5, -1, 1) et,
par suite, la solution X;(z) = V,e% = V.
— A partir de r, = 2, il faut déterminer deux solutions particuliéres convenables.
Pour ce faire, nous utiliserons la premiére méthode développée au paragraphe 111, 2°.
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1l faut déterminer le noyau N de (4—2I)2. Celui-ci est engendré par ’ensemble des
Z = (a, B,y tels que (4—2I)2Z = 0. 1l vient alors

2p—2y=0
=0

< f=1.
— 2B+ 2y

Donc
Z=@p,yeN<=Z=(@pp=al,o0,0)+p0,1,1);
N est bien de dimension 2 et I’on prendra pour base Z; = (1,0,0) et Z, = (0, 1, 1).
Au vecteur Z, correspond la solution suivante :

(A—-2D
1!

X,,.(t) = e?* [l+t ] Z, = e2'Z,.

(puisque (4—21)Z; = 0).
Au vecteur Z, correspond la solution suivante :

A—2I
X3,5(t) = e*' [I+ t(]—,)] Z, = e?'Z, + te?'Z,,

car le calcul montre que I’on a
A-2DZ, = Z,.

Finalement, la solution générale est donnée par
X)) = 1, X, (0) + X5 1 (1) + p13 X5 5(2),
c’est-a-dire
X(t) =, Vi+p.e2"Z, + pse®'Z, + pste?' Z,.

En utilisant les composantes, on obtient

x= !% + pre2" + pigte®’,

y=—Iu + use?
et
z= + pae?t.
b) Méthode particuliére s’adaptant au systéme considéré. — (Utilisation d’inté-

grales premiéres.)
De (1), on déduit que I’'on a

Y+z2=20+4+z2) et Y=z

et, par suite,
!

(V+2Z=20+2) <= +z =2lp+2]l < y+z= Ae?,
|V =2 = y—z=12,,

ou A, et A, sont des constantes réelles.
Donc
Ay

2t —_ 2 P20 __
= e et zZ= e
2

22
2.
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Pour déterminer la fonction x il suffit alors de remarquer qu’elle est solution de
I’équation différentielle suivante :

’ }'2 j'l 2t
x—2x+-:-2-+-2-e R

et ’on obtient

Al llz
2t 2t <
x = Aze?' + > te ik

On retrouve bien la solution générale précédente en posant
Ay=2p3, Aa=-2u, et Az=p,.

10.I11.3.

1 -2 -2
A=10 2 1}|;
1 1 0
on en déduit que I’on a

FTA =t @—-A)= —(A—-1)3,

Soit 4 la matrice suivante :

donc r, = 1 est racine triple.

Utilisons la premiére méthode indiquée au paragraphe III, 2°.

Soit N le noyau de 'opérateur (4—I)3. Pour déterminer N, on pourrait chercher
les vecteurs Z = (o, f3, ) vérifiant (4—I)3Z = 0. En fait, ici cela est inutile. En
effet, on a

dimension de N = ordre de multiplicité de r, = 3;

N est un sous-espace vectoriel de dimension 3 de IR3 et, par suite, N = IR3.
Pour avoir une base de N, il suffit donc de prendre la base canonique de IR3 ainsi
définie :
Zl = (ls 0! O)a ZZ = (Os 1’ 0) et Z3 = (Os 09 1)-

A chaque vecteur Z; correspond une solution définie par

-1 (A— 1)2] Z.

A
X(0) = et [1+t e

3
La solution générale X(¢) = Y, A;X;(f) (4; est une constante) peut donc s’écrire
ainsi : i=1

A—T _(A—TI)?
T Y

X0 = [1+1 | @izt 12,4 1,20
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Or
MZi+AZ,+2A3Z3 =N, ou A= (4,4, 4y),

donc

— —_ 2
X(@t)=-¢" [I+I Al, I+ 12 “ 2,1) ] A,

ou encore, matriciellement,

x 1—¢2, —2t+12, —2f Ay
t2
b 5 o 1+t+e%, Ay ’
t2
z -5 r—t?2, 11—t Az

d’ott I’on déduit évidemment
x=A1e" (1 —12) 4 Aye"(— 21+ 12)+ Aze"(—21),
t2
y=Aet (7) + et + 1+ 12)+ A3e"(1 —1),
12
zZ = ﬂ,]et (f— '2_)+}.zer(r—‘f2) +/l{3e'(]—)‘),

avec
A€ € si x, yet z appliquent IR dans €

et
Ar€IR si x, yetzappliquent R dans RR.

10.111.4.

(31}

T =dtA—-AD=GB—-DHA -2

Soit 4 la matrice définie par

——
—

alors

et I’on a deux valeurs propres : r; = 3 et r, = 1, cette derniére étant racine double
du polyndme caractéristique.

— A ry = 3 correspond le vecteur propre ¥, = (1, 1, 0).
— A r, =1 correspond le vecteur propre ¥V, = (1,1, —2).

Complétons la base de €3 (ou IR3) avec W5 = (1, 0, 0), ce qui est licite puisque
dét (Vy, V,, W3) # 0. On a alors

3 V.
AV =3V, A=V, et AW)=(2-D= §V1+72+ W;.
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Dans la nouvelle base V,, V,, W3, 'opérateur A est donc représenté par la matrice
A(Vy) A(V,) A(W3)

3

v, [3 o 3

B= 1
Vz 0 1 '2"

s \o 0 1

Remarque. — On peut aussi déterminer B en écrivant B= P~14P, ou P est la
matrice de passage telle que (eq, €5, €3) — (¥, Vo, Wa), €4, €,, e3 désignant la base
canonique

e; =(1,0,0), e, =(0,1,0) et e; = (0,0,1).

Ici 'on a donc
iy Va Wi

e; (1 11
P=e, |1 1 0]
(3 0 -2 0

Le vecteur X(¢) = (x(¢), (), z(t)) étant représenté par la matrice colonne

()
X@) = (55(1‘)) dans la nouvelle base V;, V,, W, on a la relation matriciclle

Z(t)
X' = BX,
c’est-a-dire

v ax . 3
\X = 3x+ EZ’
<y I e
(J’ = y+ 55

=z

La derniére relation entraine que ’on a
Z= A
(A, étant une constante).

La seconde relation s’écrit alors
y = 5)+%e‘©i = lze’+%te’
(A, étant une constante).
Enfin, la premiére égalité donne
¥ = 34 adet < F = dae¥— 3
(15 étant une constante).

De la relation matricielle suivante :

- X 1 1
X=PX<|y}]=[1 1
z 0 -2
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on déduit alors x, y et z

A A
S X =+ e+ e+ At + Age®,
34 A
? y= —Tle'+ Elte'+ At + Azed,
| z = —Ajte’ — 22,€".
10.1V.1.

a) Plagons-nous d’abord dans C3.
Compte tenu de ’exercice 10.111.1., on sait que les vecteurs

X(t) = eV, X,@)= ety et X,(t) = X,(t) = eDY;
ou
=015, Vo=G-L1) et Vi=V,=(—i,—11).

constituent un systéme fondamental de solutions dans C3.

b) Pour obtenir un systéme fondamental de solutions dans IR3 il suffit de substituer
aux solutions X,(z) et X3(2)(= X,(2)) les solutions ReX,(¢) et IX,(2).

Calcul de ReX;(t) et IX,(0).
V, peut s’écrire

V2= W1+iW2, Oil Wl et WzERs.

Plus précisément, W, = (0, —1, 1) et W, = (1,0, 0).
Donc

Xo(t) = ¢ (cos t+ isin t) (W, + iW,)

et, par suite, on en déduit
ReX,(t) = e' cos tW; — ¢* sin tW,,
JX,(t) = e'sin tW; + €' cos tW,.
La solution générale de (2) dans IR3 s’écrit donc
B) X(@) = pe® Vi + po(et cos tWy — e' sin tW,) + ps(e! sin tW, + e cos tW,),
ou les u; sont des constantes quelconques € IR.
En considérant les composantes, la relation vectorielle (3) nous donne finalement

X(t) = p,e** — pye’ sin £+ pge’ cos ¢,
() = p,e?* — pyet cos t— pget sin ¢,
2(t) = pye®t + pye’ cos t+ pge’ sin 2.
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10.V.1.
Soit A la matrice suivante :
30 1
A= 21 1—a?},
—-11 1

S(A) = dét (4— Al) = G— D1 — D)2 +a?].

on a alors

10 Pour a # 0, les valeurs propres sont distinctes et ’on a

/’1=3, l‘2=1+ia et l’3=72=1—ia.

— A r; = 3 correspond le vecteur propre V, = (1, 1,0).

— A ry = 1+4ia correspond le vecteur propre V, = (1, 1 —a2—2ia, ia—?2).
Enfin, 4 r; (= F,) on peut faire correspondre V3 = V,.

On obtient ainsi dans €3 le systéme fondamental de solutions suivant :

X)) =e3V;, X)) = ey, et X3(t) = X,(t) = e,

A X,(2) et X5(2), substituons R, X,(t) et IX,(t). On obtient alors dans IR3 le sys-
téme fondamental de solutions suivant :

X1(8),  RX(0), JX5(8).
Calcul de ReX,(t) et IX,(t).
On a
Vo= W,+iaW, = (,1—a?, —2)+ ia(0, —2,1), ou W; et W, e IR3.

Donc
X,(¢) = e'(cos at+isin at)(W, +iaW,),
d’ou I'on déduit
{ RX5(t) = e'(cos at Wy — asin atW)),
| IX,(t) = é'(sin atW, + a cos atW>).

En écrivant la solution générale X(t) = (x(t), y(t), z(¢)), de I’équation homogéne
associée a () sous la forme
X() = p X1 () + poReXo(t) + 3 I X5(2),

ot les y; sont des constantes réelles, on obtient les composantes suivantes :

x = pye3" + e*(u, cos at + pu3 sin at),
¥y = e3t + (1— a?)e'(u, cos at + u; sin at)— 2ae'(— u, sin at + p cos at),
t z = —2e'(u, cos at + y3 sin at) + ae'(—p, sin at + pi5 cos at).
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20 Pour a = 0, on a toujours r; = 3, mais r, = 1 est racine double du polyndme
caractéristique.

— A r; = 3 correspond la solution X;(¢) = e3'V,, avec V; = (1,1, 0).

— A r, = 1, nous devons faire correspondre deux solutions convenables.

Pour cela, utilisons, par exemple, la premiére méthode exposée au paragraphe III, 2°.
Soit N le noyau de ’opérateur (4—I)2, on a

= (B P eN< 3u+pf+2y=0;

Z € N est donc de la forme
(a’ — 30— 2?9 )’) = a(ly - 3: 0)+ Y(O, - 2’ 1)-

et I’on peut prendre pour base de N
Z,=(1,-3,0 et Z,=(0,—2,1).

— A Z,(i =1,2) correspond alors la solution suivante :

X)) =é [1+ t—] Z..

La solution générale X(z), mise sous la forme X(¢) = Z v; X;(2), sécrit
i=1

X(t)= V1X1(t)+ e' [I+t ] (V221+V322),

c’est-a-dire matriciellement

x(2) 1 1420 ¢ v,
(y(t))= v1e3‘(1)+e’( 2t 1 t)(—3v2—2v3),
z(t) 0 —t t1 A

d’ol résultent les expressions de x, y et z.

Remarque. — Revenons a I’étude de la question 1° qui correspond a a 5% 0.
1 .
On sait que X;(¢), ReX5(2) et EJXz(t) forment un systéme fondamental de solutions
et ’on obtient par passage a la limite, pour a — 0,
X1(2), eW1(0) et W, + W)
qui constituent un systéme fondamental de solutions pour a = 0.

On voit la apparaitre une méthode de résolution dans le cas de racines multiples
par Dintroduction d’un petit paramétre.

Si ’on écrit la solution générale X(¢) sous la forme suivante :
X (@) = py X,(2) + pae" W(0) + pae’ ¢ W(0) + W),

on a évidemment
Bi=7V1, U=V 3= 2V;+V;.

v
(Voir aussi exercice III, 4., avec Ay = 4v,+ 2v3, A, = — 73 et A3 = vy.)
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30 Recherche de la solution de I’équation non homogeéne.
11 suffit de chercher une solution particuliére du systéme
x' = 3x+ z—ie",

V' =2x+y,

= —x+y+z

Sv)

l-;'n prenant la partie réelle des solutions trouvées on aura alors une solution parti-
culiére du systéme (S) pour a = 1.
La solution particuliére est de la forme

x= 2", y=ope* et z= ye'.

Dans ces conditions, le systéme (S;) entraine que I’on a
B-DA+v=1
24+ (1 —=Hu =0,
—A+u+(A—=Hv=0,

d’ol I'on obtient, par des calculs élémentaires,

Lo LT _6=8 _i=2
T KT & VETS
Alors,
x=R, (1 -2|-57ieit) _ cos t;s’l sin t,
w (680 ; 6cos t+8sin ¢
y=‘ﬂ.c( 25‘”)_ 25 ’
2= R, (i—_s—ze“‘) _=2 cosst—sin t’

est une solution particuliére de (S), d’ou I’on déduit la solution générale de (S) en
ajoutant cette solution a la solution générale du systéme homogene.

10.V.2.
10 En posant o’ = 9 et f’ = 9, on obtient

"= —2ua+up+0+0,
= 2ua—2uf+0+0.

Dans C4, on a donc X' = AX, avec
0 0 10
~ 0 0 01 =
24 =21 00
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20 En résolvant (1) on obtient
o = —2ue+pp, B =2px—2up
et par suite, dans C?2,
Q2 X'=—pdX, avec A= (_% _5) et  X=(p).

A admet deux valeurs propres r; = 2+ Vf et r, =2— ]/5
— A r, correspond le vecteur propre V; = (1, ——]/5)
— A r, correspond le vecteur propre V, = (1, ]/f)

On cherche alors des solutions de la forme e*'V; (a est une constante € C).
On obtient alors en reportant dans (2),

a?=—pu=—-wr, i=12

ce qui donne les quatre solutions suivantes :

X,(t) = ein2+\/§t Vi X,(t) = Xl(t) — e—in2+\/Ez v,
Xy(t) = V22, et Xu(t) = Xalr) = 022

La solution générale dans €2 est alors donnée par

4
X@) = Zl A:Xi(¢) (4; sont des constantes € C).
i=

Pour obtenir la solution générale dans IR2 on substitue a
X,(t) et X,(t) = X,(z) les deux solutions R X,(¢) et IX,(¢)
et a
X;5(2) et Xq(2) = X5(¢) les deux solutions ReXs(z) et IX,(2).

La solution générale est alors donnée par

X(t) = p, cos (a)V2+ V2¢) Vi + py sin (0)/2+ 121) v,
+ 3 cos (0)/2—122) ¥, + pasin (]2 V21) v,
ou les p; sont des constantes réelles, c’est-a-dire que ’on a
X = [; COS (cov2+ ]/Et) + u, sin (w 2+ 1/5:)
+ 3 cos (02— 121) + g sin (02— 21
et
y = —}2u, cos (wV2+ ]/it) — V2 sin ()2 +V20)
+ 125 cos (@)/2- Vit) +V2pa sin (w)2— ]/it).
Remarque. — Le probléme se pose de savoir si I’on avait bien, avec X,(¢), ..., X4(2),
un systéme fondamental de solutions. Pour cela on fait correspondre (cf. la ques-
tion 1°) 3 X;(z) = (1), Bi(t)) le vecteur Zi(t) = (u(2), Bi(t), v:(t), 6.(t)) = (o, i, 003, B

et il reste a s’assurer que les vecteurs Z;(¢), i = 1, 2, 3, 4, sont linéairement indépen-
dants. (Prendre ¢z = 0, par exemple.)
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10.V.3.

10 Le systéme (S) n’est en fait que trois équations différentielles linéaires indépen-
dantes.
Elles s’intégrent immédiatement. On obtient

x = Ae* +te',
y = Ae'+e?’,

1
z = Aze'+ §e3’.

On remarque que 1 est valeur propre triple de la matrice I; cependant on n’obtient
pas de solutions particuliéres en (ar3 + bt2 + ct)e?, et ceci illustre la remarque du
paragraphe V, 20,

Dans le cas d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants, lorsque le
second membre comporte un terme du type e**, ot « est racine d’ordre p de ’équation
caractéristique, il se produit, suivant la terminologie employée en Physique, un
phénoméne de résonance. Ce phénoméne est caractérisé par I’existence d’une solution
particuliére du type

(@pt? + ...)e%, a, # 0.

On constate qu’il n’en est pas nécessairement de méme pour un systéme différentiel,
qui traduit en général des propriétés de couplage et le phénoméne de résonance qui
a toujours lieu n’entraine cependant pas a, 7 0, précisément 4 cause de la maniére
dont ce couplage intervient.

Ainsi le systéme (S) composé de trois équations indépendantes n’est pas un systéme
d’équations couplées, d’ou I’explication du résultat.

20 La premiére équation de (S;) est identique a la premiére équation de (S), d’ou
la solution suivante :
x = Ae' + te'.

On obtient donc le systéeme de deux équations :

) Y =y+ e+ te' + A€,
(0) z' = z4 €3+ tef + A€
Alors

y=1e'+u et z= Jze'+ v,
ol u et v sont des solutions particuliéres respectives de (1) et de (2).
Cherchons u# et v sous la forme suivante :
u= e+ (a2 + bt)e’,

1
v= §e3’ + (d't2+ b't)e',

En reportant dans (1) et (2) et en identifiant on trouve

1 , 1

a=s, b= 1, et a=s5, b =1,
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résultat prévisible puisque les deux équations ne différent que par les termes e2? et €3,
d’ou la solution

[ x= A’ +te,
t2
Sy = Ayte' + A" + 5e’+e2’,

12 1
z = Ayte’ + Aze' + ie‘ + §e3‘.

\

La présence de x dans les deux derniéres équations du systéme traduit la propriété
de couplage et I’on voit le terme en #2e¢* du phénoméne de résonance correspondant.

10.V 4.

Le systéme s’écrit
)] X'= AX+ te3'Y,

301 1
A= 211 et Y=|0].
—-111 0

Nous emploierons successivement la méthode d’identification, puis celle de variation
des constantes.

avec

Méthode d’identification.
Puisque 3 est racine simple du polyndme caractéristique, on sait qu’il existe une
solution particuliere X de la forme

X(t) = e34(Zo+ 1Z, + 122,).

En reportant dans (1), on obtient

| Z, = (4—3D2Z,,
@) ! 27, = (A—3DZ, +Y,
| (4—3n2Z, =0

ceci en identifiant respectivement les coefficients constants, ceux de ¢ et de ¢2.
On déduit de (2) la relation suivante :
(A—-3D3Zy+(4—-3D)Y =0,
avec
(A-3DY=(0,2,—1).

Posons Z, = (a, 8, y); on vérifie que 'on a

4— 4 4
“A-3D3=| 12 -12 4).
—-12 12 —38
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On en déduit alors
a—f+y=0,
“6o—6B+2y=—1,
[ — 120+ 128 -8y =1.

(Systéme d’équations compatibles, d’aprés la théorie.)

1 1 1 1
On peut choisir « =0, f = y et y= D puisque f = oc+‘-1 et y= 2 d’ou 'on
déduit

ZO = %(09 1’ 1)5
1
Zl = Z(la —11 _])1
1
Z,=3G,3,0)

On a donc la solution particuliére suivante :

i - PR 3t

= 4+ 8 e3t,
. 1 ¢ 32

= {-— —_ 3t
y=\z—3t3g)e"
-~ 1 ¢

= f{-— - 31
z 4 4)€ .

Méthode de variation des constantes.
En se reportant a I’exercice 10.ITL.4. on voit que la solution générale de I’équation
homogeéne s’écrit

t 1
x=1 (—+ —) e’ + Aye' + Ase’,

2«4
t 3 t t 3t
y=li\53—z) €+ A"+ dae®,
z = — Ayte' — 2),€",
soit X = M(1)A, avec
i1
§+:Z 1 e2t A
M@) = ¢ 3 A=
( ) ¢ %—:‘ 1 eZ' et lz
-t =20 A3

On considére maintenant A comme une fonction U de la variable ¢, alors
X'=MQOU +M'@)U

d’ol, en reportant dans (1), on déduit (cf. § V, 1°)
M@)U’' = te’'y,
soit

+

1e2\ [u 1

N~ NI~
|
Bl =

1 e2 | = {0

-2 0 u 0

!
-~
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on obtient le systéme suivant :

t 1
< ( +—) uy + uh + e2'ufy = te?’,

274
t 3
(E_ 4—1) uj + uy + e?'uy = 0,

 —tuy—2u; = 0.
Les deux premiéres équations donnent

t 1 t 1
uy = te?!, soit u, = (__4—1) e2'+ Cte = u(t)+ A,, avec u(t)= (5_3) e?’,

2
. ’ t 7 t2 t a )
puis uy = —5u; = _fez entraine que I’on a
212—21+1

u, = v(t)+ A,, avec () = — —?—ez‘
Enfin,

3 3 312

uy = Ze‘”u{ =zt = u=wh+ 43, avec  w()= —-.

On obtient donc la solution particuliére suivante :

X'=M@U@E), ou U®)= (u(), v(t), w(t)),

c’est-a-dire

t 1 t 1
— — 2t ———
3tz le 2734
t 3 22—2t+1
— 3ty Z_2 2t — -~
X=e 373 1e 3
—t =20 St2e™ 27
Le calcul de ce produit donne alors
[~ (3 t 3
= [ Z¢2 = 3t
x (8’ 3 ]6) e
—~ (3 t 1
— (2224 ) o3t
?"’ (8’ 4+16) e
7= (-atg) e

On remarque que cette solution se déduit de la solution trouvée par la premiére

3 . .
méthode en ajoutant le vecteur 1—6e3' (1,1,0), qui est une solution de I’équation
homogeéne.
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10.V.5.

10 A X(¢) = (x(t), ¥(2)), faisons correspondre Z(t) = (x(¢), ¥(¢), z(¢), u(®)) € R4,
avec z(¢) = x'(¢) et u(t) = y'(t). On a alors

!

X = z .
y = u,
ORGP ~2y e
u=.-y—2z
dz
< 71t—= AZ+€2tZo, si Zo=(0s0’ 1,0).

dz ~
Pour intégrer cette équation il suffit de determmer la solution générale de —- 7 = AZ,
puis de chercher une solution particuliére Z, sous la forme

Z@) = 't Z, + Zo),

(ol Z, et Z, sont des constantes € IR*) en procédant par identification.

Remarquons qu’un systéme fondamental de solutions de I’équation homogene
az

@ = AZ sera composé de quatre solutions Z;(¢) ({ =1,2,3,4), donc

4 Y
3 Z@) = X hZM")+ Z@),
i=1

ou les A; sont des constantes réelles.
— A Z@t)= (x,y, x',¥") correspond X(z) = (x, y).
— A Zy(t) = (xi, 3, X1, y7) correspond X; (1) = (x;, yy)-
— A Z(t) = (x, y,x y) correspond X(t) = (x y)
Donc, on a I’équivalence suivante :
n —~
Q) = X(0)= X LX)+ X(@®)
i=1

qui détermine la solution générale de (S).
Les calculs ne seront pas développés ici.

20 Le systéme (S) peut s’écrire

(4) X//+BXI+ CX: e2t YO,
ou
15
= (x(t), ¥¢)), B= ( 0 ‘4‘) o8 C= (—1 o).
10 01

Il existe donc des solutions de I’équation homogéne associée a (4) sous la forme
X =€V, ou V= (a, b) est une constante appartenant a IR2, c’est-a-dire

x=e"a et y=-¢e"b.
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a) Déterminons la solution générale de I’équation homogéne associée 2 (S).
Par identification, on obtient

15
a(r2—1)+ bTr =0,
ar+b(r2+1)=0.
On aura donc des solutions non nulles pour
15
2 __ —
r 1 2 ro|_ 0,
r rz241
c’est-a-dire
i i.
ry =2, r, = —2, r3=l§ et ra=-—3

— A r, correspond la solution X,(¢t) = e2'Vy, ou V; = (5, —2).

— A r, correspond la solution X,(t) = e~ 2'V,, ou ¥V, = (5, 2).

— A r; correspond la solution X3(¢) = eité Vi, ou V3 = (3, —2i).

— Ar, = F5 correspond la solution X,(t) = X3(t) = e'i% V,,avecV, = V3 = (3,2i).

Dans C?2 la solution générale X(t) = (x(¢), ¥(t)) du systéme homogéne associé a (S)
est donc de la forme

X() = 3 AX(e),
i=T

ou les 4, sont des constantes appartenant 3 C.
. Pour obtenir la solution générale dans IR?, il suffit de substituer ReX5(2) et IX5(2)
a X5(¢) et X,(r) = X3(z); on obtient alors

X(t) = Hle(t) + ‘leXZ(t) + #3ﬂ{eX3(t) + I‘t4 3X3(t).

Calcul de Re X5 et 3X5(t).

On a X(t) = (cos %+isin %)(W, +iW,),
si I’on pose w,=(@,0) et W, = (0, —2).
Donc
ReX5(2) = cos % W, — sin % W,
JX5(¢) = sin %Wl + cos % W,.

b) Il reste a déterminer une solution particuliére/)? de (S) c’est-a-dire de (4).
Cette solution particuliére doit étre de la forme

Y(t) = e"(tj’l + .Xl;o)

()?l et )fo sont des constantes réelles) puisque 2 est racine simple du polynéme carac-
téristique F(A). Elle s’obtient par identification.
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30 g) @ = x"= —y® -y,
1) = () (—y® —y)+ 2y —x = o2t
En dérivant (5) et compte tenu de (2), on obtient

15
© YW=y -y = —2e

. L. s 15 .
b) L’équation caractéristique associée a (6), r4— Irz—l = 0, admet pour racines

2, -2, 5 —=

! . oz ’ z . Py .z Py
230 5 La solution générale de 1’équation homogene associée a (4) est donc

! .t
W) = 2,€2" + Aye™ " + A5 cos 5+ Aasin 5.

2 étant racine simple de 1’équation caractéristique, (4) admet une solution parti-

culiére de la forme kte?®. Par identification on obtient k = — 7

Finalement, (4) admet pour solution générale
t ot 2
W) = A€+ A,e” 2"+ 15 cos 5+ Aq sin 5= 1—7rez’.
¢) x(t) se déduit alors de (1).

10.VL.1.

L’équation caractéristique s’écrit
r3=2r24+r—-2=0,
d’ou
r—2)(r2+1) =0, soit r=2, Fy=1 et ry= —Ii.

La solution générale de I’équation homogéne, sous forme réelle, est donc
y = Ae?*+ Bsin x+ C cos x.

Cherchons une solution particuliére #, de I’équation
ix
(E) yll'l__ 2yll+yl — zy — 2_1'.
Puisque 7 est solution de 1’équation caractéristique, nous chercherons u sous la
forme u = Axe'*, alorson a

u = A1 +ix)e’*, u" =IQi—x)e* et u" = A(—3—ix)e*

En reportant ces valeurs dans (E) on obtient

241
A= 7)-'
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240 .. 2—i _, . . . .
Donc, (T-I(—)—— e+ We'”‘) x est solution particuliére de 1’équation proposée,

c’est-a-dire, sous forme réelle 3 cosx—m sin x) X.

D’ou la solution générale :
y = Ae?*+ Bsin x+ Ccos x+ lx_O(z cos x — sin x).

10.VI1.2.

L’équation caractéristique s’écrit
ré4+5r244=0, soit F24+1DE2+49H=0

d’ou les quatre racines suivantes :
r=41i et r= 4 2i.

La solution générale de I’équation homogeéne sous forme réelle est donc
y = Acos x+ Bsin x+ Ccos 2x + D sin 2x,

on obtiendra une solution particuliére de I’équation compléte sous la forme
u = / cos 3x puisque le premier membre ne fait intervenir que des dérivées d’ordre
pair. Donc

A[B*—5%x3244]=1, soit A==

d’ou I’on déduit la solution générale.

10.VL.3.

La solution générale de I’équation homogéne est
y = Ae**+ (Bx+ C)e*.

On suppose maintenant que A, B et C sont des fonctions de x; alors on a
Yy = A'e?*+ (B'x+ Ce*+ 24e?* + (Bx + C+ B)e*
et
y' =2A4'e?*+ (B'x+ B’ + C")e* + 44e2* + (Bx + 2B+ C)é*,
en tenant compte de la condition
)] A'e?*+ (B'x+ C"e* = 0.
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De méme, en posant
()] 24'¢?* 4 (B'x+ B'+ C')e* = 0,
il vient
V" =44'e?*+ (B'x+ 2B’ + C')e* + 84e?* + (Bx + 3B+ C)e*

et en reportant dans 1’équation compléte, on obtient 1’équation
3) 44'e** + (B'x+ 2B’ + C')e* = —(2x— 5) Log |x| — % — ;,
d’oul le systéme définissant A’, B’ et C’
A+ B'x+C' =0,
24'¢*+ B'x+B' +C' =0,
44'¢*+ B'x+2B'+ C'= —e *(2x— 5) Log |x|— ex;:— 4?.

Des deux premiéres équations, on tire

B'=—A¢ et C' = (x—1e*4’
et de la troisiéme
, e 4
A'e* = — e *(2x — 5) Log |x| — Z 3 e,
soit
e~ 2* 4
A = — e 2*(2x— 5) Log |x] — >z = ;e'z".
Calcul de A.

Calculons f e~2%(5—2x) Log |x|dx, en intégrant par parties et en remarquant que
I’'on a

f(S —2x)e” ¥ dx = (x— 2)e”2* + Cte.

Alors
2
J.e‘ 2%(5 — 2x) Log |x|dx = (x— 2)e”2* Log |x| — f(l — }) e 2%dx
1 e
= (x—2)e”**Log |x| + Ee‘z"+ 2 f - dx,
d’ou
A= (x—2e ?*Log|x|+ 1e‘z"— L+ 2 e~ 2*dx
2 x2 ' x >
soit, enfin,
1 1
A= (x—2)e"?>*Log|x|+ Ee"”‘+ }e’z"+ Cte,
ou

A= u(x)+ Ao.
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Calcul de B.
On a
, , 1 4\ _
B’ = (2x—5)e* Log |x| + (;+; e ¥,
on en déduit

f(Zx — 5)e *dx = (3—2x)e”*+ Cte.

Donc

f(Zx — 5)e*Log |x| = (3—2x)e™* Log |x| — f(;— 2) e *dx

-X

= (3—2x)e"*Log|x| —2¢"*—3 %dx.

On en conclut que

1 1
B= (3—2x)e *Log|x| —2¢7*+ f(— + ;) e *dx,

x2
ou
1
B = (3—2x)e"*Log |x| —2e™*— ;ce"‘ + Cte,
soit, enfin,
B = v(x) + B,.

Calcul de C.

On a C' = B'+ xe*4’,
donc C= B+ fxe"A’dx;

. . , e
mais on sait que xe*4' = x(5— 2x)e*Log |x| — Y —4e™ %,

donc

—-x
fxe"A' dx = fx(S — 2x)e~* Log |x|dx — f% dx+4e™~.

Comme on a

on obtient
fxe"A' = (2x2 — x — )e™*Log |x| + 4e™* + f(l — 2x)e”%dx,
soit

fxe"A' dx = 2x2— x—1)e”*Log|x| + 2x+ 5)e™ .
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Finalement, on obtient
1
C = (2x>—3x+2)e *Log|x|+ 2x+ 3)e™* — ;e"‘+ Cte,
soit, enfin,
C = w(x)+ Co.
D’ou la solution générale
y

Age®* + (Box + Cole*+ yy,
avec
y1 = e®u(x) + [xv(x) + w(x)le*.
On obtient, toutes réductions faites,

5
y1 = xLog|x|+5

et finalement
5
¥y = Ape®* + (Box + Cp)e* + x Log |x| + 3

(On vérifie immédiatement que y; est bien solution particuliéte de 1'équation.
Une méthode d’identification a partir de y = (ax+b) Log x+c¢ aurait évidemment
réussi beaucoup plus rapidement, mais encore faut-il connaitre d’avance la forme
d’une solution particuliére!)
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