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Présentation et niveau Ce cours est une introduction élémentaire à la logique. Il comporte six chapitres.
1. Une introduction à la théorie des ensembles (chapitre 1).
2. Une introduction à la logique propositionnelle classique (chapitre 2).
3. Une introduction à la logique du premier ordre classique (chapitre 3).
4. Une introduction à la théorie des modèles classiques (chapitre 4).
5. Une introduction aux aspects élémentaires duλ–calcul (chapitre 5).
6. Une introduction à la théorie de la preuve avec une discussion de systèmes non–classiques (chapitre 6).
Techniquement, ce cours reste élémentaire. Cela signifie que les objets manipulés ne sont pas physiquement très longs. Par exemple, il n’y a
pas deλ–termes de cinq lignes à réduire. En revanche, les notions introduites sont souvent un peu plus complexes que ce qui est introduit dans
les manuels de logique «philosophique» et certaines démonstrations de difficulté moyenne sont donnéesin extenso.

Mode d’emploi Le plus simple est de lire les chapitres dans l’ordre et de faire les exercices. Ils sont en général assez simples et un peu
répétitifs pour permettre de se familiariser de façon mécanique avec la logique. Quelques théorèmes sont délicats. Il faut les aborder avec
patience : il est absolument normal de passer du temps à comprendre une démonstration, et ce n’est pas du temps perdu. En général, comme en
musique, la répétition seule produit de la maîtrise.

La logique classique Exception faite du dernier chapitre, les propriétés logiques décrites ici sontclassiques. Ce mot ne signifie pas «tradi-
tionnel». La logique dite «classique» (LC) est une forme particulière de logique qui a deux principales caractéristiques :

Définition 1 Pour être diteclassique, une logique doit avoir au moins les deux propriétés suivantes :
1. toute expression est évaluée comme vraie ou comme fausse, mais ni comme indéterminée ni comme vraie et fausse à la fois.
2. Quand on a une expression complexe (par exempleA ⇒ B, A «implique»B) sa valeur de vérité ne dépend que des valeurs de vérité des
composantes (iciA etB), jamaisde leur sens intuitif ou technique.

La LC est souvent critiquée parce qu’elle donne une image trop simplifiée du raisonnement. Par ex., on lui objecte les difficultés suivantes :•
elle pose problème quand on veut représenter l’incertitude ou l’ignorance (par ex., quand on ignore siA ou si non-A),
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• Problèmes pour représenter les points de vue (d’un certain pt de vueA, d’un autre pt de vueA). • Problèmes pour construire une déf. intuitive
de l’implication (voirici).
Dans ce cours, je ne discute pratiquement pas de ces problèmes et la LC est prise «telle quelle».

Terminologie de base Les expressions suivantes sont couramment utilisées.1

Définition 2 Unerelationest vraie ou fausse d’un ou de plusieurs objets. Une propriété est une relation qui s’applique à un seul objet à la fois.

Ex. : relation «être plus grand que», notéePG : PG(a, b) est vraiesi et seulement sia est plus grand queb ; propriété : «être de nationalité
française» (F ) ; F (a) est vraie dea si et seulement sia est de nationalité française.

Définition 3 Une expressionest n’importe quelle suite de signes logiques qui respecte les contraintes de construction du langage logique
considéré. Une expression est donc une entité purement formelle.

Ex. : p & q («p et q»),p ⇒ (q ∨ s) («p implique q ou s»),∃xP (x) («il existe au moins un x tel que x vérifie P») sont des expressions.

Définition 4 Un termeest une expression qui dénote une entité. Unprédicatest une expression qui dénote une relation ou une propriété.2 Une
formuleest une expression qui dénote le vrai ou le faux.

En gros, un terme fonctionne comme un nom ou un groupe nominal (qui désigne quelque chose) ; un prédicat fonctionne comme un verbe ou
un adjectif (qui décrit ou qualifie des entités) ; une formule fonctionne comme une phrase assertive (qui est vraie ou fausse).

Définition 5 Un connecteurest un signe qui dénote une relation entre des formules.

Ex. : «et» et «ou» sont des connecteurs ; ainsiA & B est vraie ssi (abréviation de si et seulement si)A et B sont vraies toutes les deux.
L’implication est également exprimée par un connecteur.

Remarque : quand le connecteur porte sur une seule formule, on parle plutôt d’opérateur. La négation classique (¬) et les modalités de
possibilité (♦) et de nécessité (2) sont des opérateurs.

1Toutes ces définitions seront présentées à nouveau dans les chapitres suivants.
2Il est normal de ne pas trouver cette définition très claire. Elle ne l’est pas. La question des prédicats est reprise auchapitre 3.
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Définition 6 A si et seulement siB signifie queA etB sont équivalents : siA est vraie,B aussi, siA est fausse,B aussi, et inversement

Définition 7 Uneopérationou fonctionest n’importe quel mécanisme qui prend plusieurs arguments et renvoie une valeur.

«Opération»⇒ l’ensemble où sont choisis les arguments et celui de la valeur sont le même. Par exemple, l’addition sur les entiers est une
opération qui prends deux entiers (= deux éléments de l’ensemble des entiersN) et qui renvoie une entier (leur somme). Cependant, terminologie
flottante. En pratique, opération = fonction.
☞ Quand on veut insister sur la structure interne d’une expression ou d’un objet plutôt que sur le résultat d’une fonction/opération, on parle en
général deconstructeur. Par ex., les connecteurs sont des constructeurs.

3



Chapitre 1

Eléments de théorie des ensembles

1.1 Remarques intuitives

➤ Notion intuitive : ensemble = collection d’objects qui partagent une même propriété ou sont simplement regroupés pour une raison quel-
conque. Exemples
L’ensemble formé des nombres 1, 2, 3.
L’ensemble des élèves d’une classe.
L’ensemble des entiers naturels (0, 1, 2, etc.).
L’ensemble formé par les quatre premiers nombres pairs + un ticket de métro

➤ Quelques problèmes abordés dans ce cours
• Les intuitions sont relativement claires pour les petits ensembles finis, mais pour les «gros» ensembles finis ou les ensembles infinis ?
• Tout ce qui est défini par une propriété est–il un ensemble ? Autrement dit, la collection des choses qui vérifient la propriété est–elle un
ensemble ?
• Réponses
– Pour les ensembles finis (petits ou gros), les outils sont les mêmes ;
– ils sont en partie différents pour les ensembles infinis ;
– tout ce qui est défini par une propriété n’est pas un ensemble.
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1.2 Outils de base

➤ ∈ et{x : P (x)}
• a ∈ A note quea est un élément de l’ensembleA.
• {x : P (x)} note l’ensemble des objets qui satisfont la propriétéP (simple ou complexe).
Ex. :
1 ∈ {2, 1, 3}, Jean∈ {Jean, Raphaëlle, Michèle}, ∗ ∈ {◦,∧,∨,¬, ∗}, etc.
{x : x est un prénom français} = l’ensemble des prénoms français.
SoitN l’ensemble des entiers naturels (={0, 1, 2, 3, . . .}).
{x : x = 2 oux = 4} = {2, 4}.
• Le contraire de∈ est note6∈, par ex.a 6∈ {b, c, d}
• L’ordre n’est pas pertinent pour les ensembles : écrire{a, b, c}, {a, c, b}, {b, c, a}, {b, a, c}, {c, b, a} ou{c, a, b}, c’est écrire la même chose.
• Il n’y a pas de répétition dans un ensemble. Ecrire{a, b, b} est «interdit» (ce n’est pas une écriture qui correspond à un ensemble).
• Les éléments d’un ens. peuvent être eux-mêmes des ens., par ex. :{a, {a, b}}.
☞ La non–répétition est une notion difficile : elle correspond au fait que deux individus en tous points identiques n’en forment qu’un seul.
☞ {} est un constructeur : il prend des objets (les éléments d’un ens.) et construit un objet plus complexe, le regroupement de ces éléments en
un seul ens.
• On admettra qu’il existe un ensemble vide, noté∅. C’est un ens. qui n’a aucun élément. Pour n’importe quel objetx, on peut donc toujours
écrirex 6∈ ∅.
• L’identité de deux ens. est définie à partir de leurs éléments.

Définition 8 Deux ensemblesA etB sont identiques (A = B) ssi ils ont les mêmes éléments.

Exercice 1
a.Parmi les expressions suivantes, dire quels sont ceux qui définissent des ensembles : (1){a, b, c, d}, (2) {a, b, c, a}, (3) {a, {a}}, (4) {∅, a},
(5) {∅, ∅}, (6) {∅, {∅}}, (7) {x : x = 2}, (8) {x : x 6= x}, (9) {x : x ∈ {a, a}}, (10){{a, b}, {b, a}}.
b. Indiquer les éléments des ensembles suivants : (1){a, b, c}, (2) {a, {b}}, (3) {∅}, (4) {a, b, {b, a}}, (5) {∅, {∅}, {{∅}}, {a, ∅}}
c. Définissons{x : x ε0X} =df {x : x ∈ X} et {x : x ε1X} =df {x : il existe au moins uny ∈ X tel quex ∈ y}. Indiquez, pour chacun des
cinq ens. précédents, quels sont les objets qui entretiennent la relationε1 avec l’ens. Par ex.,a ∈ {a, b} et b ε{a, {b}}.

➤ Deux manières de définir un ensemble
• Définitionextensionnelle: on énumère les éléments
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• Défition intensionnelle: on indique une propriété caractéristique à travers l’expression{x : P (x)}. Très pratique pour les ensembles de
grande taille ou infinis
Ex. :
déf. extensionnelle :E = {0, 2, 4},
déf. intensionnelle :E = {x : x ∈ N & x < 5 & il existe uny tel quey ∈ N & x = 2y} = {0, 2, 4}. Voyez–vouspourquoi?

➤ Un peu plus de notation
«il existe un . . .tel que», pas très pratique⇒ deux notations commodes.
• ∃x(P (x)) = «il existe au moins un objet qui vérifieP»,
• ∀x(P (x) ⇒ Q(x)) = «tous les objets qui vérifientP vérifient aussiQ».
• Les symboles∃ et∀ sont appelés desquantificateurs. ∃ : quant.existentiel, ∀ : quant.universel.
• On peut les combiner :∃x∃y() = «il existe unx tel qu’il existe uny tel que . . .»,∃x∀y() = «il existe unx tel que, pour touty, . . .». Il n’y a
pas de limite à ces combinaisons (sauf qu’elles doivent être finies).

➤ Un peu plus de notation
«il existe un . . .tel que», pas très pratique⇒ deux notations commodes.
• ∃x(P (x)) = «il existe au moins un objet qui vérifieP»,
• ∀x(P (x) ⇒ Q(x)) = «tous les objets qui vérifientP vérifient aussiQ».
• Les symboles∃ et∀ sont appelés desquantificateurs. ∃ : quant.existentiel, ∀ : quant.universel.
• On peut les combiner :∃x∃y() = «il existe unx tel qu’il existe uny tel que . . .»,∃x∀y() = «il existe unx tel que, pour touty, . . .». Il n’y a
pas de limite à ces combinaisons (sauf qu’elles doivent être finies).

Exercice 2
Dans tout cet exercice,N désigne l’ens. des entiers naturels, c.à.d.{0, 1, 2, 3, . . .}.
a.{x : x ∈ N} = ?
b. Quelle relation y–a–t–il entre∅ etx : x ∈ N & x < 0 ?
c. Caractérisez l’ens. (i) des entiers inférieurs à 12, (ii) des entiers supérieurs ou égaux à 8, (iii) des entiers pairs, (iv) des entiers impairs, (v)
des entiers supérieurs à 100 et inférieurs à 2000, (vi) des 400 000 premiers entiers pairs.
d. Caractérisez l’ens. des multiples de 171.
e.Caractérisez l’ens. des multiples entiers d’un entier pair .
☞ Aide,
f. Caractérisez l’ens. des objets plus grands que n’importe quel entier.
g. Caractérisez l’ens. des objets qui sont multiples entiers d’un entier. Quel est cet ensemble ?
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h. Caractérisez l’ens. des nombres rationnels2.
i. Caractérisez l’ens. des solutions du système d’équations suivant :(

x + 2y = 3
y − z ≥ 2

)
➤ Sous–ensemble (⊆)
• Lorsque tous les éléments deA sont également des éléments deB, A est unsous–ensembledeB, ouA estinclusdansB.

Définition 9 A ⊆ B note la propriété suivante :∀x(x ∈ A ⇒ x ∈ B).

Ex. : {a, b} ⊂ {a, b, c}
• Inclusion stricte (⊂) 6= inclusion non–stricte (⊆) : A 6⊂ A, A ⊆ A.
• Si A ⊆ B etB ⊆ A, A = B (tous les éléments deA sont des éléments deB et réciproquement,A etB ont donc les mêmes éléments.
☞ Critère d’identité pour les ensembles : deux ensembles sont identiques ssi3 ils ont les mêmes éléments.

➤ L’ensemble vide (∅)
• Par convention il existe un ensemble «vide», c.à.d. qui n’a aucun élément. Il est noté∅.
• Du point de vue du critère intuitif ensemble = collection d’objets,∅ est un peu dégénéré, mais . . .
• du point de vue du critère intuitif ensemble = domaine de validité d’une propriété,∅ est un bon ensemble.
• {x : P (x) = ∅} si aucun élément ne vérifieP . Par ex.,{x : x ∈ N & x 6= x} = ∅

Exercice 3
a.Parmi les ens. suivants, dire quels sont ceux qui sont reliés par⊆,⊇ ou ni l’un ni l’autre.
1. X = {a, b}, Y = {a, b, c},
2. X = {a, b}, Y = {a, {b}, c}
3. X = {∅, {a}}, Y = {{a}}
4. X = {a, b}, Y = {b, a}
5. X = {a, {a}, {{a}}, {a, {a}}, {a, {a}, {{a, {a}}}}},

Y = {a, {a}, {{a}}, {a, {a}}, {a, {a}, {{a}}}}
2Un nombrea est un multiple deb s’il existe un nombrec tel quea = b× c. Par ex., 8 (= 4× 2) est un multiple de 4.
2Un nombre est ditrationnelquand il peut être exprimé comme une fraction de formex/y oùx ety sont des entiers.
3La notation «ssi» abrègesi et seulement si.
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b. L’axiome de fondation dit que tout ens. non–vide a un élément minimal.
(F) ∀x(x 6= ∅ ⇒ ∃y(y ∈ x & ¬∃z(z ∈ x & z ∈ y))).
Montrer que (F) implique quex 6∈ x pour toutx.

➤ La logique classique (LC),⇒ et∅
• Pb : déf. en LC de l’implication⇒.
• A ⇒ B repose sur 4 possibilitésA V(raie) ou F(ausse),B V ou F.
• En LC, une expression est V ou F (def.1).
• Soit un jugement universel de forme∀x(P (x) ⇒ P ′(x), par ex. «(à cet endroit) tous les oiseaux volent». En LC c’est V ou F. C’est F si on
peut trouver uncontre–exemple, c.à.d. un oiseau qui ne vole pas.
• dans une situation où il y a un oiseau qui ne vole pas, le jugement est faux.
• dans une situation où tous les oiseaux volent le jugement est vrai.
• Et s’il n’y a pas d’oiseau ? Le jugement ne peut pas être indéterminé (def.1), il est soit V soit F. Il ne peut pas être F, parce qu’il faudrait
fournir un contre–exemple = un oiseau qui ne vole pas. Donc le jugement est V.

Proposition 10 Soitφ une proposition universelle évaluée en LC, sis est une situation où il n’existe aucun contre-exemple àφ, φ est vrai dans
s.

☞ Approfondissement. Que se passerait–il si on adoptait la convention suivante ?

Définition 11 Un jugement universel de forme «tous les objets qui possèdent la propriétéP possèdent aussi la propriétéP ′» est vrai seulement
si on peut trouver des exemples d’objets qui vérifientP ′, et qui, tous, vérifientQ.

Conséquence : dans une situation où aucun objet ne vérifieP , le jugement est faux. Fig.1.1: possibilités d’évaluation en fonction des exemples
positifs et des contre–exemples.
Pour la région entourée d’un - - -,aucun«grand» système logique ne fait le choix décrit en1.1et barré par un×.

☞ Le pb devient :
1. Pqoi la LC fait-elle le choix qu’elle fait ?
2. Pqoi aucun grand système ne fait–il le choix barré par×?
☞ La réponse à 1 dépend de la réponse à 2.
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∀x (P(x) => P’(x))

Paucun objet de type des objets de type P

tous P’ pas tous P’

VF ? VF ?

VF ? V

V F

= LC

= sens commun

FIG. 1.1 – Exemples et contre–exemples
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Réponse à 2 : ce choix serait suicidaire. Par ex. (par définition des entiers) le jugement universel «tout nombre entier pair est inférieur à (au
moins) un entier» est vrai (φ = ∀x(x est un entier pair⇒ ∃y(y est un entier& y > x)).
Ensemble des (contre–)exemples : une feuille où on a écrit quelques entiers, par ex. 1, 3, 7, et 127. La feuille ne contient aucun entier pair.
Alors φ est fausse ? On n’a pas envie de dire ça, parce qu’un jugement général ne peut pas dépendre de situations particulières (d’ens. de
(contre–)exemples particuliers). Il faudrait donc interdire à∀ de porter sur des propriétés générales ou avoir plusieurs∀ (un pour les propriétés
générales, un pour les propriétés particulières, etc.).
☞ Plus généralement, ce n’est pas une bonne idée de dire : «si j’aip ⇒ p′, et sip est fausse, alorsp ⇒ p′ est fausse». Pourquoi ? Parce que
cette règle nous forcerait à admettre comme fausses des implications où il y a une vraie connexion conceptuelle entrep etp′.
Par ex.,Il existe un nombre impair divisible par 2 ⇒ Il existe un nombre divisible par 2 est intuitive-
ment «vrai», parce que s’il y a un nombre impair divisible par 2, disons le nombre17, alors il existe un nombre divisible par 2 (17 lui-même).
De mêmeJean a une voiture ⇒ Jean a un véhicule est intuitivement «vrai», même si Jean ne possède aucune voiture.
☞ C’est pourquoi aucune logique n’attribuesystématiquementla valeur F à une implication dont la partie gauche est fausse.Mais il peut arriver
(ça dépend des logiques) que l’implication soit fausse pour des propositions données. Elle n’est passystématiquementfausse, c.à.d. qu’elle
n’est pas fausse quelle que soit la proposition de gauche.
Par ex. la logique dite «pertinente» (relevance logics, Anderson & Belnap 1975) fait dépendre la valeur de vérité de la connexion conceptuelle
entre les propositions. En grosp → p′ est F quandp etp′ n’ont pas de rapport. Quand il y a une vraie connexion conceptuelle,p → p′ est vraie.∣∣∣∣∣∣

Un nombre impair est divisible par 2 → Il existe un nombre divisible par 2 V

Un nombre impair est divisible par 2 → La lune est une planète F

∣∣∣∣∣∣ la proposition de gauche est F

dans les deux cas

☞ Si on en revient à1.1, reste donc ? ou V à l’intérieur de - - -. ? serait possible quand il n’y aucun objet de typeP dansaucunesituation. Par
ex., «tout cercle carré est rouge» serait ? parce qu’on est incapable de construire un cercle carré. Mais, en LC, ? n’existe pas, F est suicidaire. Il
ne reste que V.
• Finalement, en LC, chaque fois qu’une propriété va décrire l’ensemble vide∅, elle va impliquern’importe quellepropriété !
Parce qu’on va retomber sur une forme∀xP (x) ⇒ P ′(x) avec{x : P (x)} = ∅.
• Montrer que∅ ⊆ A pour tout ensembleA (solution).

➤ Les propriétés de l’implication⇒ en LC
• Si p etp′ sont des propositionsp ⇒ p′ n’est fausse que dans un seul cas : sip est vraie etp′ fausse.
• Alors quandp est F,p ⇒ p′ est vraie ? Oui, fondamentalement pour les mêmes raisons que celles qu’on vient de voir à propos de∅.
• Table de vérité de l’implication
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p p′ p ⇒ p′

V V V
F V V
F F V
V F F

➤ La démonstration par l’absurde
• Pour démontrer quelque chose en utilisant les val. de vérité, on peut fabriquer des démonstrations par l’absurde. Pour démontrer quep ⇒ p′,
on suppose quep est vrai et quep′ est fausse. C’est le seul cas oùp ⇒ p′ peut être fausse. Si ce cas est impossible, alorsp ⇒ p′ est «toujours»
vrai. Ici, «toujours» = quelles que soient les val. de vérité dep et dep′.

• Comment est–ce qu’on sait qu’un cas est «impossible» ? Lorsqu’on en arrive à affirmer et à nier une même proposition. En LC, c’est
impossible puisqu’une même proposition ne peut pas être à la fois vraie et fausse.
• Exemples. On voudrait démontrer les trois propriétés fondamentales de⊆.

Proposition 12 ⊂ est réflexive :A ⊆ A pour tout ens.A
⊆ est transitive : siA ⊆ B etB ⊆ C, alorsA ⊆ C.
⊆ est antisymétrique : siA ⊆ B etB ⊆ B, alorsA = B.

Preuve(par l’absurde)
La réflexivité. D’après (9), la réflexivité signifie∀x(x ∈ A ⇒ x ∈ A). Donc il faut montrer que, pour n’importe quelx, on a l’implication
x ∈ A ⇒ x ∈ A. Il n’y a qu’un seul cas où ça peut être faux : quandx ∈ A et x 6∈ A. Mais, en LC, on ne peut pas avoir à la foisx ∈ A et
x 6∈ A.
La transitivité. Supposons qu’on aitA ⊆ B, B ⊆ C, mais pasA ⊆ C. Alors il y a unx tel quex ∈ A maisx 6∈ C. Puisquex ∈ A, x ∈ B (à
cause deA ⊆ B). Puisquex ∈ B x ∈ C (à cause deB ⊆ C). Alors x ∈ C etx 6∈ C.
L’antisymétrie. Pour que deux ensembles soient égaux (def.8), il faut et il suffit qu’ils aient les mêmes éléments. Supposons queA ⊆ B et que
B ⊆. A et B seraient6= ssi il y avait un élément qui appartienne àA mais pas àB, ou l’inverse. Mais c’est impossible (à cause deA ⊂ B et
B ⊂ A).

☞ Est-ce que toute démonstration d’une propriété de formep ⇒ p′ à base de valeurs de vérité n’est pas une démonstration par l’absurde ? En
fait, oui. On aboutit toujours soit à supposer quep est F (etp ⇒ p′ est alors vrai quelle que soit la valeur de vérité dep′), soit à supposer quep
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est vrai et à montrer quep′ ne peut pas être faux (parce que ça entraînerait une contradiction). Un exemple un peu déconcertant :
Prouver quep ⇒ p. Si p est F, c’est V. Sip est V c’est V parce queP ne peut pas être à la fois V et F. La plupart du temps, ces micro-dém. par
l’absurde sont faites machinalement, sans qu’on les remarque.

➤ Opérations sur les ensembles
• L’intersection de deux ensembles (∩) est l’ensemble des éléments qu’ils ont en commun.
• L’union de deux ensembles (∪) est l’ensemble des éléments qui figurent dans l’un ou dans l’autre ou dans les deux.

Définition 13 A ∩B =df {x : x ∈ A & x ∈ B}.
A ∪B =df {x : x ∈ A ∨ x ∈ B}.

☞ Ces opérations sont définies sur desensembles. On ne peut donc pas les utiliser sur des éléments (qui n’ont eux-mêmes aucun éléments).
Par exemple,{a, b} ∪ {c} = {a, b, c}, mais si{x : x ∈ c} = ∅, {a, b} ∪ c n’est pas défini.
☞ Le produit et l’intersection sont des opérationscommutatives. Autrement dit,A ∩B = B ∩ A etA ∪B = B ∪ A.

Définition 14 Une opérationo est commutative lorsque, pour tous les termesa et b auxquelles elle s’applique,a o b = b o a.

Exercice 4
a.{a, b, c} ∩ {a, d, e, c} = ?,{a, b, c} ∪ {a, d, e, c} = ?
b. Montrer queA ∩ A = A ∪ A = A
c. Montrer queA ∩B ⊆ A.
d. Montrer que siA ⊆ B, A ∩ C ⊆ B ∩ C.
e.Se servir de (c) et (d) pour montrer queA ∩B = B ssiB ⊆ A.
f. Montrer d’une manière analogue queA ∪B = B ssiA ⊆ B.
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E

A

FIG. 1.2 – Le complémentaire deA dansE

Exercice 5
a.Montrer queA ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) d’une manière «intelligente» (sans procéder par l’absurde).
Suggestion
b. Montrer queA ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) d’une manière intelligente.
c. Montrer les deux précédents résultats d’une manière mécanique (en procédant par l’absurde).

➤ Complémentaire d’un ens.
• Soit un ensembleE, le complémentairedeA dansE est l’ens. des élements qui appartiennent àE mais n’appartiennent pas àA. On note cet
ensembleCEA, dans la figure ci-dessus, c’est la zone grisée.

Définition 15 CE(A) =df {x : x ∈ E & x 6∈ A}

Lorsqu’on n’a pas besoin de préciserE, on peut se contenter de noter le complémentaire deA par−A.

Définition 16 −A =df {x : x 6∈ A}. A−B = {x : x ∈ A & x 6∈ B}

13
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Exercice 6
a.quel est le complémentaire deE dansE, autrement dit,CE(E) = ?, de mêmeCE(∅) = ?
b.−(A ∪B) = ?Suggestion
c.−(A ∩B) = ?

➤ Ensemble des parties d’un ensemble. Produit cartésien
• L’ens. des parties d’un ens.A, noté℘(A), ℘(A) est l’ensemble des sous–ensembles deA

Définition 17 ℘(A) =df {X : X ⊆ A}

. • Attention au fait que℘(A) est un ens. pas un élément. Etant donné que, pour toutA, ∅ ⊆ A etA ⊆ A, on a toujours∅ ∈ ℘(A) etA ∈ ℘(A).

Exercice 7
a.℘({a, b}) =?
b. ℘({a}) =?
c. ℘({{a}}) =?
d. ℘(∅) =?
e.℘({∅}) =?
f. ℘({∅, {a}}) =?
g. ℘({a, {∅}}) =?

Exercice 8
On définit :
. ℘0(A) = A
. ℘1(A) = ℘(A)
. ℘n(A) = ℘(℘n−1(A)).
a.Calculez℘2({a, b}).
b. Calculez℘3({a}).

14
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Exercice 9
a.Montrer que℘(A ∩B) = ℘(A) ∩ ℘(B). Suggestion
b. Est-ce que℘(A ∪B) = ℘(A) ∪ ℘(B). c. Est-ce que℘(−A) = −℘(A) ?

• Paire ordonnée. Bien que les ensembles ne soient pas ordonnées, il est possible de simuler des séquence ordonnées de la manière suivante.

Définition 18 La paire ordonnée〈a, b〉 est définie comme l’ensemble{{a}, {a, b}}.

A partir de la définition18, on peut définir les séquences ou listes finies : .〈〉 = ∅,
. 〈x1 . . . xn〉 = 〈x1, 〈x2 . . . xn〉〉.
Par exemple〈x1, x2, x3〉 = 〈x1, 〈x2, x3〉〉 = {{x1}, {x1, 〈x2, x3〉}} = {{x1}, {x1, {{x2}, {x2, x3}}}}.
• Produit cartésien. Leproduit cartésiende deux ensembles est l’ensemble des paires ordonnées composées chacune d’un élément du premier
ensemble suivi d’un élément du deuxième ensemble.

Définition 19 Le produit cartésien deA etB, notéA×B est défini par :
A×B =df {〈x, y〉 : x ∈ A & y ∈ B}

• Le p.c. n’est pas commutatif (voir def.14). Par ex.,{a, b} × {a} = {〈a, a〉, 〈b, a〉}, mais{a} × {a, b} = {〈a, a〉, 〈a, b〉}.

Exercice 10
a.Calculer le p.c.{a, b, c} × {b, a}.
b. Calculer le p.c.{a, b, c} × {a, {b}}.
c. Calculer le p.c.{a, b} × ∅.
d. Calculer le p.c.{a, b} × {∅}.
e.Calculer le p.c.({a, b} × {c})× {d, e}.

➤ Fonction
• En théorie des ens., une fonction n’est pas autre chose qu’un ensemble de paires ordonnées.

Définition 20 Une fonctionf de domaineE, oùE est un ensemble, est un ensemblef de paires ordonnées tel que chaque élément deE figure
une et une seule fois dans une paire〈x, y〉 ∈ f .
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La déf. correspond à l’idée intuitive de fonction : un même argument ne peut recevoir qu’une seule valeur. Dans les paires ordonnées, le
premier élément est l’argument de la fonction, l’élément de droite sa valeur pour l’argument considéré. On ne peut donc pas avoirf =
{. . . 〈x, y〉 . . . 〈x, z〉 . . .} avecy 6= z, car, dans ce cas, un même argument (x) aurait deux valeurs distinctes (y et z).
En revanche des arguments différents peuvent avoir la même valeur.

• Il est nécessaire4 dans un certain nombre de cas de repérer une fonction non seulement par son domaine mais aussi par soncodomaine. En
fait on caractérise ainsi une classe de fonctions.

Définition 21 On écritf : E → F pour indiquer que le domaine def estE et que pour chaquexinE, f(x) ∈ F . F est appelécodomainede
f . On dit quef est detypeE → F .

• Une fonction a en général plusieurs types, puisque si la fonction est de typeE → F , elle est également de typeE → F ′ pour toutF ′ ⊇ F .
• Exemples. Soit +2 l’opération qui consiste à ajouter 2 à un nombre. Supposons que la fonctionf+2 a{1, 4} → {3, 6, 111, 5} parmi ses types.
Elle a également n’importe quel type{1, 4} → E parmi ses types du moment que{3, 6, 111, 5} ⊆ E.
☞ On peut définir le type minimal d’une fonctionf de domaineE de la manière suivante : c’est le typeE → F tel queF = {y : ∃x(x ∈
E & f(x) = y)}. Par exemple, le type minimal def+2 est{1, 4} → {3, 6}.

1.3 Ordinaux et cardinaux

➤ Comment peut–on mesurer des ensembles ?
• Pour des ens. finis, on prendre le nombre d’éléments de l’ens. Le «nombre» d’éléments d’un ens. (qu’il soit fini ou pas) s’appelle lecardinal
de l’ensemble et se noteCARD ou || ||. Par ex.,||{a, b, c, {a, f}}|| = 4.

Définition 22 Le cardinald’un ens.A, notéCARD(A) ou ||A|| est le nombre d’éléments deA.

• Évidemment, (22) est plutôt circulaire car nous n’avons aucune idée, en théorie des ens., de ce que signifie le «nombre» des éléments d’un
ens., même fini. Le problème se pose à peu près ainsi : comment définit–on «compter» en théorie des ens. ?
• D’abord on peut remarquer que, pour deux ens. finis, ils ont le même nombre d’éléments si l’on peut définir une correspondance terme à
terme entre les deux.

4Ça n’est pas une notion techniquement très facile en fait, beaucoup moins qu’elle n’en a l’air.

16



Initiation à la logique

A B C

D E F

I

III IV

II

FIG. 1.3 – Un exemple de bijection

➤ Cela nous conduit à la première notion dont nous avons besoin, celle debijection.
• On a vu dans la définition (20) comment on définissait une fonction en théorie des ens. : comme un ens. de paires ordonnées.
• Si nous avons deux ens.{a1 . . . an} et {b1 . . . bn}, il nous faudrait une fonction qui poura1 sélectionne un élément uniquebi de{b1 . . . bn},
de même poura2, a3, . . .an.
• Par simplicité, raisonnons sur deux éléments, nous voulons une situation comme I ou II, pas III ou IV.
III n’est pas une bonne fonction parce qu’elle fait correspondre un ens. plus petit (E) à un ens. plus grand (D). IV n’est pas une bonne fonction
parce qu’elle fait correspondre un ens. plus grand (F ) à un ens. plus petit (E).
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• La cause de ces problèmes est que :
– III associe un même élément deE à deux éléments différents deD,
– IV «oublie» un élément deF .
• une bijection est une fonction qui sépare les éléments de l’ensemble–source et n’oublie aucun élément de l’ensemble–cible.

Définition 23 Soit deux ensemblesE etF
1. Une fonctionf de typeE → F estinjectivepar rapport à ce type ssi∀x, y((x ∈ E & y ∈ E & x 6= y) ⇒ f(x) 6= f(y). On dit aussi que
c’est une injection deE versF .
2. Elle estsurjectivepar rapport à ce type ssi∀y(y ∈ F ⇒ ∃x(y ∈ E & f(y) = x)). On dit que c’est une surjection deE versF .
3. Elle estbijectivepar rapport à ce type ssi elle est à la fois injective et surjective par rapport à ce type. On dit aussi que c’est une bijection
entreE etF .

• Pour les ens. finis, on peut démontrer que l’existence d’une bijection entre deux ens. implique que ces deux ens. ont le «même nombre d’élé-
ments», dans l’acception suivante. Supposons qu’on ait deux ens.E etE ′ non–vides, si, en retirant un élément de chaque ens. alternativement,
on arrive au même moment à l’ensemble vide, les deux ens. ont le même nombre d’éléments.
• Supposons qu’il existe deux ens.E et E ′ non–vides et une bijectionf entre les deux. ConsidéronsE et convenons de retirer à chaque fois
un élément dex ∈ E et son image par la bijection,f(x) ∈ E. Supposons (preuve par l’absurde) qu’on n’arrive pas à viderE et E ′ au même
moment. Il y a deux possibilités.
1. On videE avantE ′ ; il va donc rester uny ∈ E ′ alors queE est vide. Puisquef est une bijection, c’est en particulier une surjection (23).
Cela implique qu’il existe unx ∈ E tel quey = f(x). Comme on a vidéE, on a, en particulier, suppriméx ; doncy aurait dû être supprimé
aussi.
2. On videE ′ avantE ; il va donc rester unx ∈ E, alors queE ′ est vide. Considéronsy = f(x) ∈ E ′. Il a été supprimé, par hypothèse. Donc,
on a, à un certain moment, choisi unz ∈ E tel quef(z) = y. Si z 6= x, f n’est pas une bijection, puisqu’elle viole la condition d’injectivité.
Doncz = x ; mais alorsx aurait dû être supprimé.

➤ Les ens. infinis
• Peut–on utiliser les bijections pour dire que deux ens. infinis ont «le même nombre» d’éléments ?
• La réponse semblerait plutôt négative. Par exemple, considérons l’ens. des entiers,N, et l’ens. des entiers pairsNp. Il est clair queNp ⊂ N,
par exemple3 ∈ N mais3 6∈ Np. Cependant, nous pouvons définir une bijection entreN et Np, par exemple, la bijection correspondant à
f(x) = 2x pourx ∈ N (doncf(0) = 0, f(1) = 2, etc.).
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1.4 Solutions des exercices

Exercice1a
. (1) définit un ens.,
. (2) ne définit pas un ens. (répétition),
. (3) définit un ens.,
. (4) définit un ens.,
. (5) ne définit pas un ens. (répétition),
. (6) définit un ens.,
. (7) définit un ens., l’ens.{2},
. (8) définit un ens., l’ens. vide∅,
. (9) ne définit pas un ens. (répétition).
. (10) ne définit pas un ens. car{a, b} = {b, a} (donc répétition).

Exercice1b
(1) : a, b, c, (2) : a, {b}, (3) ∅, (4) a, b, {b, a}, (5) ∅, {∅}, {{∅}}, {a, ∅}
Exercice1c
(1) : rien n’entretient la relationε avec l’ens., (2) :b, (3) : rien du tout, (4)a et b, (5) : ∅, {∅} eta.

• Si on analyse la formule compliquée à droite du signe :, on voit qu’elle demande de considérer tous lesx qui :
1. sont des entiers (∈ N),
2. sont inférieurs à 5,
3. tels qu’il existe un autre entiery tel quex vaut deux foisy.
C’est le point (3) qui est un peu difficile : parcourons les entiers dans leur ordre «naturel» et essayons toutes les possibilités poury et de voir, à
chaque fois, si ça nous donne une possibilityé pourx, compte tenu des contraintes qui nous sont imposées.
– y = 0, alorsx = 2× 0 = 0, 0 est un entier et est inférieur à5, donc c’est un desx possibles.
– y = 1, alorsx = 2 et c’est encore un desx possibles,
– y = 2, x = 4, même remarque,
– y = 3, x = 6, ça ne va pas parce quex doit être < 5.
Clairement, toutes les valeurs dey supérieures à 2 vont produire desx supérieurs à 5, ce qu’on ne veut pas.
Les trois seuls candidats restant sont donc 0, 2, et 4, les trois premiers nombres pairs.

Exercice2a
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N lui-même

Exercice2b
∅ = {x : x ∈ N & x < 0}.
Exercice2c
(i) {x : x ∈ N & x < 12}
(ii) {x : x ∈ N & x ≥ 8}
(iii) {x : x ∈ N & ∃y(y ∈ N & x = 2y)}
(iv) {x : x ∈ N & ∃y(y ∈ N & x = 2y + 1)}
(v) {x : x ∈ N & 100 < x < 2000}
(vi) {x : x ∈ N & ∃y(y ∈ N & x = 2y & x < 400001}
Exercice2d
{x : ∃y(y ∈ N & x = 17y)}
☞ Il n’est pas nécessaire de spécifier quex ∈ N parce que tout multiple d’un entier est lui-même un entier. D’ailleurs, on ne le demande pas
dans la question.
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Aide de2e
Vous avez besoin de dire quelque chose comme : l’ensemble des objetsx tels qu’il existe un objety qui est pair (vous savez comment dire ça)
et un entieru tel quex est le produit deu et dey.
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Exercice2e
{x : ∃y(∃z(z ∈ N & y = 2z) & ∃u(u ∈ N & x = uy))}
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Exercice2f
{x : ∀y(y ∈ N ⇒ x > y}
Exercice2g
{x : ∃y∃z(y ∈ N & z ∈ N & x = yz} = N

Exercice2h
{x : ∃y∃z(y ∈ N & z ∈ N & x = y/z}
Exercice2i
{{x, y, z} : x + 2y = 3 & y − z ≥ 2}
Solution
Il faut se servir de la déf.9. x ∈ ∅ est faux pour toutx, doncx ∈ ∅ ⇒ x ∈ A est vrai pour toutx et pour toutAů Donc, d’après cette déf.
∅ ⊆ A.
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Exercice3a.
1. X ⊆ Y
2. ni l’un ni l’autre
3. Y ⊆ X
4. les deux (X = Y )
5. ni l’un ni l’autre

Exercice3b.
a. Six = ∅, x 6∈ x (sans quoi∅ aurait un élément). b. Supposons quex 6= ∅. Considérons{x}. Commex n’est pas vide, il obéit à l’axiome de
fondation (F). Six ∈ x, l’ensemble{x} viole (F). Doncx 6∈ x.
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Exercice4a
{a, b, c} ∩ {a, d, e, c} = {a, c}, {a, b, c} ∪ {a, d, e, c} = {a, b, c, d, e}
Exercice4b
Si x ∈ A ∩ A, x ∈ A. Inversement, six ∈ A, x ∈ A ∩ A ; doncA et A ∩ A ont les mêmes éléments, et, donc, sont identiques (8). Idem pour
A ∪ A

Exercice4c
Si x ∈ A ∩B, x ∈ A (par déf.). De même, six ∈ A, x ∈ A ∪B.

Exercice4d
Si x ∈ A ∩ C, x ∈ A etx ∈ C, puisquex ∈ A x ∈ B, doncx ∈ B ∩ C.

Exercice4e
Si A ∩B = B, alors commeA ∩B ⊆ A (par (c)), on aB ⊆ A. Inversement, siB ⊆ A, B ∩B ⊆ A ∩B par (d). MaisB ∩B = B.

Exercice4f
On utilise les deux propriétés (1)A ⊆ A∪B et (2) siA ⊆ B, A∪C ⊆ B∪C. SiA∪B = B, commeA ⊆ A∪B par (1),A ⊆ B. Inversement,
si A ⊆ B, par (2) on aA ∪B ⊆ B ∪B.
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Suggestion pour l’exercice5a
Vous aurez besoin de la propriété suivante :
Si X ⊆ Y , X ∩ Z ⊆ Y ∩ Z.
Démonstration.
Pour l’exercice5b, vous aurez besoin d’une propriété analogue :
Si X ⊆ Y , X ∪ Z ⊆ Y ∪ Z.
Démonstration
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Démonstration
Supposons queX ⊆ Y . Soitx ∈ X ∩Z, alorsx ∈ X etx ∈ Z. Mais, par hypothèse, six ∈ X, x ∈ Y . Doncx ∈ Y etx ∈ Z, doncx ∈ Y ∩Z.

Démonstration de la propriété pour∪.
Supposons queX ⊆ Y . Soitx ∈ X ∪ Z. Si x ∈ X, alors, par hypothèse,x ∈ Y , doncx ∈ Y ∪ Z. Si x ∈ Z, de nouveau,x ∈ Y ∪ Z. Donc
x ∈ Y ∪ Z dans les deux cas.

Remarque
On peut également prouver (cela sera utile plus tard) que siX ⊂ Y et X ′ ⊆ Z, X ∩ X ′ ⊆ Y ∩ Z. Si x ∈ X ∩ X ′, x ∈ X et x ∈ X ′, donc
x ∈ Y etx ∈ Z, doncx ∈ Y ∩ Z.
On prouverait d’une manière analogue queX ⊂ Y etX ′ ⊆ Z, X ∪X ′ ⊆ Y ∪ Z

27



Initiation à la logique

Exercice5a
Si x ∈ A ∩ (B ∪ C), a ∈ A. S’il n’appartient pas à(A ∩ B) ∪ (A ∩ C), il n’appartient à aucun des deux termes. Comme∈ A il faut qu’il
n’appartienne ni àB ni àC, mais c’est impossible par hyp.
Inversement OnB ⊆ B ∪ C etC ⊂ B ∪ C. DoncA ∩B ⊆ A ∩ (B ∪ C) (pourquoi ?, voir page suivante) et la même chose pourA ∩ C, donc
(A ∩B) ∪ (A ∩ C) ⊆ (A ∩ (B ∪ C) ∪ A ∩ (B ∪ C) = A ∩ (B ∪ C).
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Pourquoi ?
Parce que, en vertu de ce qu’on a démontréici, si B ⊆ B ∪ C A ∩B ⊆ A ∩ (B ∪ C) (c’est de la forme : siX ⊆ Y , X ∩ Z ⊆ Y ∩ Z.
Retour à l’exercice principal.
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Exercice5b
PuisqueB ∩ C ⊆ B, C on aA ∪ (B ∩ C) ⊆ A ∪B, A ∪ C, donc(A ∪ (B ∩ C)) ∩ (A ∪ (B ∩ C)) ⊆ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).
Inversement, soit(A ∪ B) ∩ (A ∪ C). Par le résultat précédent cette expression est égale à((A ∪ B) ∩ A) ∪ ((A ∪ B) ∩ C)), et le deuxième
terme de cette intersection est égale à(A ∩B) ∪ (B ∩ C). Or, on a :(A ∪B) ∩ A ⊆ A etA ∩ C ⊆ A, donc :
((A ∪B) ∩ A) ∪ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) ⊆ A ∪ (B ∩ C).

Exercice5c, première partie
Soitx ∈ A ∩ (B ∪ C), alors :
1. x ∈ A,
2. x ∈ B ∪ C.
Supposons que :
(α) x 6∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C), alors :
3. x 6∈ A ∩B, et
4. x 6∈ A ∩ C.
Puisque (3), alors :
3a.x 6∈ A ou,
3b.x 6∈ B, ou,
3c (3a) + (3b).
(3a) est impossible car on a (1) par hyp. De même (3c) est impossible.
Il reste (3b).
Puisque (4), alors :
4a.x 6∈ A ou,
4b.x 6∈ C, ou,
4c (4a) + (4b).
(4a) et (4c) sont impossibles car on a (1) par hyp. Il reste (4b). Mais (3a) + (3b) produisentx 6∈ B ∪ C, ce qui contredit (2). Donc (α) est faux.
On a prouvé que : six ∈ A ∩ (B ∪ C), alorsx ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C)
On cherche maintenant à prouver l’inverse.
Soitx ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C), alors :
1. x ∈ A ∩B, ou
2. x ∈ A ∩ C.
Supposons que :
(β) x 6∈ A ∩ (B ∪ C), alors :
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3a.x 6∈ A, ou
3b.x 6∈ B ∪ C, ou
3c. (3a) + (3b).
Par (1) on ax ∈ A, donc (3a) et (3c) sont impossibles.
Puisque (3b), alors : 4.x 6∈ B, et
5. x 6∈ C.
(4) et (5) entraînent quex 6∈ A ∩B et quex 6∈ A ∩ C, mais on doit avoir l’un des deux au moins car on a (1) ou (2). Donc (β) est faux.

Exercice5c, deuxième partie
Soitx ∈ A ∪ (B ∩ C), alors :
1a.x ∈ A, ou 1b.x ∈ B ∩ C, ou
1c. (1a) + (1b).
Supposons que :
(α) x 6∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C), alors :
2a.x 6∈ A ∪B, ou
2b.x 6∈ A ∪ C, ou
2c. (2a) + (2b). Si (2a) on ax 6∈ A et x 6∈ B. Puisquex 6∈ A, on n’a ni (1a) ni (1c). Il reste (1b), amis (1b) impliquex ∈ B et nous venons de
déduire de (2a) quex 6∈ B. Donc (2a) est impossible.
(2c) est impossible aussi puisqu’il implique (2a).
Reste (2b) qui impliquex 6∈ A etx 6∈ C. Cela exclut (1a) et (1c). Il reste (1b) mais (1b) impliquex ∈ C alors que (2b) implique le contraire.
Donc (α) est contraire à l’hyp.
Inversement, supposons quex ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C), alors :
1. x ∈ A ∪B et
2. x ∈ A ∪ C.
Supposons que :
(β) x 6∈ A ∪ (B ∩ C), alors :
3. x 6∈ A et
4. x 6∈ B ∩ C.
(3) et (1) impliquent quex ∈ B. (3) et (2) impliquent quex ∈ C. Doncx ∈ B ∩ C, ce qui contredit (4). Donc (β) est impossible.
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Exercice6a
CE(E) = ∅, CE(∅) = E.

Suggestion pour6b
Si vous ne voulez pas une preuve totalement mécanique, montrer que siA ⊆ B,−B ⊆ −A.
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Exercice6b
On commence par montrer que siA ⊆ B,−B ⊆ −A.
Si x ∈ −B, x 6∈ B par définition (16). Supposons quex ∈ A, alors on aurait un objet (x) qui appartient àA mais pas àB. Mais c’est impossible
parce qu’on a supposé queA ⊆ B.
On aA ⊆ A ∪ B et B ⊆ A ∪ B, donc−(A ∪ B) ⊆ A et−(A ∪ B) ⊆ B. Donc−(A ∪ B) ⊆ −A ∩ −B. Inversement, six ∈ −A ∩ −B,
alorsx ∈ −A et x ∈ −B, doncx 6∈ A et x 6∈ B. Supposons quex ∈ A ∪ B, alorsx ∈ A ou x ∈ B ou le sdeux, mais c’est impossible, donc
x 6∈ A ∪B etx ∈ −(A ∪B).

Exercice6c
−A ⊂ −(A ∩B) et−B ⊆ −(A ∩B), donc−A ∪ −B ⊆ −(A ∩B). Inversement six 6∈ A ∩B, x 6∈ A oux 6∈ B. Doncx ∈ −A ∪ −B
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Exercice7a
{∅, {a, b}, {a}, {b}}
Exercice7b
{∅, {a}}
Exercice7c
{∅, {{a}}}
Exercice7d
{∅}
Exercice7e
{∅, {∅}}
Exercice7f
{∅, {∅, {a}}, {∅}, {{a}}}
Exercice7g
{∅, {a, {∅}}, {∅}, {a}, {{∅}}}
Exercice8a
℘2({a, b}) = ℘(℘1({a, b})) = ℘(℘({a, b})) =
℘({∅, {a, b}, {a}, {b}}) =
{∅, {∅, {a, b}, {a}, {b}},
{∅}, {{a, b}}, {{a}}, {{b}},
{∅, {a, b}}, {∅, {a}}, {∅, {b}},
{{a, b}, {a}}, {{a, b}{b}}, {{a}, {b}}}
Exercice8b
℘3({a}) = ℘(℘2({a} = ℘(℘(℘({a}))) =
℘(℘({∅, {a}})) = ℘({∅, {∅, {a}}, {∅}, {{a}}}) =
{
∅, {∅, {∅, {a}}, {∅}, {{a}}},
{∅, {∅, {a}}},
{∅, {∅}},
{∅, {{a}}},
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{{∅, {a}}, {∅}},
{{∅, {a}}, {{a}}},
{{∅}, {{a}}}
}
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Suggestion pour l’exercice9a
Montrer que siA ⊆ B, ℘(A) ⊆ ℘(B)
SoitA ⊆ B etx ∈ ℘(A), alorsx ⊆ A par déf. Doncx ⊆ B etx ∈ ℘(B).
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Exercice9a
On aA∩B ⊆ A etA∩B ⊆ B. Donc℘(A∩B)∩℘(A∩B) ⊆ ℘(A)∩℘(B) (se souvenir decette remarque). Donc℘(A∩B) ⊆ ℘(A)∩℘(B).
Inversement, soitx ∈ ℘(A) ∩ ℘(B). Alors x ∈ ℘(A) etx ∈ ℘(B), doncx ⊆ A etx ⊆ B. Soity ∈ x, alorsy ∈ A et y ∈ B, doncy ∈ A ∩ B.
Doncx ⊆ A ∩B etx ∈ ℘(A ∩B). Si x = ∅, x ⊆ A ∩B.

Exercice9b
Vu queA ⊆ A ∪B etB ⊆ A ∪B, on a℘(A) ⊆ ℘(A ∪B) et℘(B) ⊆ ℘(A ∪B). Donc℘(A) ∪ ℘(B) ⊆ ℘(A ∪B) (voir ici).
Inversement, soitA = {a} etB = {b}. On aA ∪ B = {a, b} et℘(A ∪ B) = {∅, {a, b}, {a}, {b}}. Mais℘(A) ∪ ℘(B) = {∅, {a}, {b}}. Donc,
il n’est pas vrai en général que℘(A ∪B) ⊆ ℘(A) ∪ ℘(B).

Exercice9c
Si x ∈ ℘(−A), x ⊆ −A, donc siy ∈ x, y 6∈ A. Doncx 6⊆ A etx ∈ −℘(A).
L’inverse n’est pas toujours vrai. Si par ex.,x ∩ A 6= ∅ etx 6⊆ A, on ax ∈ −℘(A). Pour quex ∈ ℘(−A), il faudrait que, pour touty, si y ∈ x
y 6∈ A. Mais c’est impossible puisquex ∩ A 6= ∅.
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Exercice10a
{〈a, b〉, 〈b, b〉, 〈c, b〉, 〈a, a〉, 〈b, a〉, 〈c, a〉}
Exercice10b
{〈a, a〉, 〈b, a〉, 〈c, a〉, 〈a, {b}〉, 〈b, {b}〉, 〈c, {b}〉}
Exercice10c
∅
Exercice10d
{〈a, ∅〉, 〈b, ∅〉}
Exercice10e
{〈a, c〉, 〈b, c〉} × {d, e} = {〈〈a, c〉, d〉, 〈〈b, c〉, d〉, 〈〈a, c〉, e〉, 〈〈b, c〉, e〉}
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Chapitre 2

Logique propositionnelle

2.1 Introduction

• En général, une logique propositionnelle porte sur des éléments d’information (les «propositions») considérés comme élémentaires ou inana-
lysables et que l’on peut nier avec une négation logique (¬) ou combiner à l’aide de connecteurs comme la disjonction (∨), la conjonction (& )
ou l’implication (⇒).
• La logique propositionnelle classique a unesyntaxe, c.à.d. obéit à un ensemble de règles qui déterminent ce qui compte comme expression
possible.
• Elle a également une sémantique, donnée en termes de valeurs de vérité (V/F).
• Elle a plusieurs théories de la preuve (chapitre 6).
• La sémantique de la logique propositionnelle classique est simple et élégante. Ses théories de la preuve sont très permissives et très peu
«naturelles» quand on les compare au raisonnement quotidien.

2.2 Syntaxe et Sémantique

➤ Syntaxe
• On se donne des propositions atomiques, qui sont les briques élémentaires de la construction syntaxique, et on les combine de diverses
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manières.
• La définition d’une proposition est (24). On utilisera les lettresp, q, r, s, p′, etc. pour désigner des propositions (atomiques ou non).

Définition 24 SoitP un ensemble de propositions atomiques. Unepropositionest un des objets suivants :
1. un élément deP (donc une proposition atomique),
2. une expression de forme¬p, p étant une proposition,
3. une expression de formep & q, p et q étant des propositions,
4. une expression de formep ∨ q, p et q étant des propositions,
5. une expression de formep ⇒ q, p et q étant des propositions.
On désigne parL(P ) (le «langage» défini surP ) l’ensemble des propositions définies à partir deP .

Exemples :
p & (p ∨ r), ¬(p ⇒ s), r avecr ∈ P sont des propositions.p & , ⇒ q ∨ s ne sont pas des propositions.
• On peut représenter une proposition sous forme d’arbre.

➤ Sémantique
• Une interprétation consiste à assigner à chaque proposition atomique une valeur de vérité (V /F ) et à assigner à chaque proposition complexe
(= non–atomique) une valeurV /F en fonction de certaines règles.
• Les règles traitent la négation et les connecteurs. La définition formelle est la suivante.

Définition 25 Une interprétation sur un ens. de propositions atomiquesP est une fonctionI(L(P )) −→ {V, F} telle que :
1. Pour chaquep ∈ P , I(p) = V ouF .
2. Pour chaque propositionp de forme¬p′, I(p) = V si I(p′) = F etI(p) = F si I(p′) = V .
3. Pour chaque propositionp de formep1 & p2, I(p) = V si I(p1) = V etI(p2) = V . I(p) = F dans tout autre cas.
4. Pour chaque propositionp de formep1 ∨ p2, I(p) = F si I(p1) = F etI(p2) = F . I(p) = V dans tout autre cas.
5. Pour chaque propositionp de formep1 ⇒ p2, I(p) = F si I(p1) = V etI(p2) = F . I(p) = V dans tout autre cas.

• La définition (25) dit que la négation dep′ est vrai ssip′ est fausse, quep1 & p2 est vraie ssi les deux sont vraies, quep1 ∨ p2 est vraie ssi au
moins l’une des deux propositions est vraie, et quep1 ⇒ p2 est fausse ssip1 est vraie etp2 fausse.
• On présente souvent les différentes fonctions d’interprétation sous forme de tables de vérité. Par exemple, (I) pour la négation et (II) pour la
disjonction.
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(I)

p ¬p

V F
F V

(II)

p1 p2 p1 ∨ p2

V V V
F V V
F F F
V F V

• La représentation par des tables de vérité est sûre, mais elle se révèle vite encombrante. Par ex., pour examiner les différentes possibilités
d’assignation de vérité pour la propositionp ⇒ (q ∨ r), en supposant quep, q et r soient atomiques, on a la table suivante.

p q r q ∨ r p ⇒ (q ∨ r)

V V V V V
V V F V V
V F V V V
V F F F F
F V V V V
F V F V F
F F V V V
F F F F V

• Bien que cette table soit apparemment compliquée, elle illustre un des principes de base de l’évaluation des propositions. En prêtant attention
aux propriétés de structure des fonctions d’assignation, il est souvent possible de simplifier une table compliquée. Ici, on remarque que le
connecteur principal est une implication.p ⇒ (q ∨ r) est de la formeX ⇒ Y . Une implication ne peut être fausse que si l’antécédent est vrai
et le conséquent est faux. Le seul cas ou ceci peut se produire, pour la proposition donnée, est le cas où (a)p est vraie et (b)q ∨ r est fausse,
c.à.d. oùq etr sont toutes deux fausses. Dans tous les autres cas, la proposition est vraie. Il n’y a donc, en réalité, que deux cas importants pour
l’évaluation en termes de valeurs de vérité.

➤ Tautologies
• On peut exploiter ce phénomène pour étudier les tautologies et les contradictions.

Définition 26 Unetautologieest une proposition qui reçoit la valeurV pour n”importe quelle fonction d’assignation. Unecontradictionreçoit
la valeurF pour n’importe quelle fonction.
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Chapitre 3

Logique des prédicats
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Chapitre 4

Théorie des modèles
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Chapitre 5

Rudiments de lambda–calcul
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Chapitre 6

Rudiments de théorie de la preuve

6.1 Introduction

Comme son nom l’indique, la théorie de la preuve s’interroge sur le statut des preuves en logique.

➤ Qu’est-ce qu’une preuve ?
• Intuitivement, une preuve est un objet logique qui permet de mettre en rapport desprémissesouhypothèseset une ou plusieurs conclusions.
• La relation entre les hypothèses et les conclusions est variable selon les systèmes logiques utilisés. Autrement dit ce qui compte comme un
preuve correcte dans un système ne compte pas forcément comme une preuve correcte dans un autre système.

➤ Notion deressource
• Pour prouver une conclusion, il faut utiliser certaines ressources (les hypothèses). Ces ressources sont en général de deux types.
a. Des ressources globales, utilisables pour n’importe quelle preuve (elles sont toujours disponibles).
b. Des ressources particulières, pas nécessairement toujours utilisables.

• En général, lorsqu’on utilise des hypothèses particulièresH1 . . . Hn (non–globales) pour prouver une conclusionC, on le noteH1 . . . Hn ` C.
Cela peut se lire «C est une conséquence deH1 . . . Hn». Lorsqu’on n’utilise que des ressources globales,G1 . . . Gn, on peut également écrire
G1 . . . Gn ` C, mais on peut aussi écrire∅ ` C, pour souligner le fait que l’ensemble des ressources particulières utilisées est vide. On dit alors
queC est unthéorèmedu système utilisé (sa prouvabilité dans le système ne dépend pas de ressources particulières).
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• L’aspect le plus difficile concerne les règles d’utilisation des ressources ; elles déterminent, par exemple, quelle ressource on a le droit
d’utiliser dans quelle situation, si on a le droit d’utiliser une ressource plusieurs fois, une seule fois, etc.

➤ On distingue habituellement trois types généraux de théorie de la preuve. Les systèmes dits «Hilbertiens», les systèmes dedéduction naturelle,
et les systèmes dits «de Gentzen». Je ne considérerai ici que le premier et le troisième type, et uniquement pour la logique classique.

6.2 Systèmes de Hilbert pour la logique classique

➤ Allure générale
• Le nom de «système de Hilbert» ou «système Hilbertien» est attribué couramment au type de système logique que le mathématicien Hilbert
développait autour des années 30-40 du XXème siècle. La principale préoccupation de Hilbert était de clarifier le statut de l’infini en mathéma-
tiques. Cela l’amena à construire des systèmes axiomatiques qu’il estimait intrinsèquement finis (il y a un nombre fini de ressources).
• Typiquement, un système de Hilbert sous sa forme moderne comprend des schémas d’axiomes et des règle d’inférence.
• Un schéma d’axiome est une forme abstraite dont les termes peuvent être remplacées par n’importe quelles propositions (atomiques ou non).
Par exemple, le schéma en (27a) peut recevoir les instanciations en (27b,c,d). On notep 7→ X le fait quep remplaceX.

Illustration 27
a.X ⇒ (X ∨ Y )
b. p ⇒ (p ∨ r) (p 7→ X, r 7→ Y )
c. (p & q) ⇒ ((p & q) ∨ p) ((p & q) 7→ X, p 7→ Y )
d. ((p & q) ∨ r) ⇒ (((p & q) ∨ r) ∨ (q ⇒ p)) (((p & q) ∨ r) 7→ X, q ⇒ p 7→ Y )

• Les schémas de règles d’inférence permettent de poser une conclusion à partir d’une ou plusieurs propositions supposées déjà obtenues par
le raisonnement. Le plus connu est lemodus ponens, qui a la forme suivante.

Définition 28 Modus ponens(mp)
Le mp est le schéma de règle de la forme suivante :

X X ⇒ Y
Y

c d
a ok
a
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6.3 Systèmes de Gentzen

➤ Caractéristiques générales
• Inventé par Gentzen, ce type de système ne manipule pas des schémas d’axiomes et des règles d’inférence mais des preuves.
• Les règles utilisées sont de deux types.
1. Les unes posent des schémas de preuve (elles sont comparables aux schémas d’axiome). Par exemple,A ` A signifie que n’importe quelle
propositionA est suffisante pour prouverA («siA alorsA»).
2. Les autres posent des schémas d’inférence entre preuves. Généralement on n’a qu’un seul type de schéma, de la forme :

Définition 29 [Schéma d’inférence entre preuves]

Σ1 ` Γ1 . . . Σn ` Γn

Σn+1 ` Γn+1

29signifie que, si on an preuves, utilisant les hypothèsesΣi (pouri = 1 . . . n) pour aboutir aux conclusionsΓi (pouri = 1 . . . n), alors on peut
poser qu’on a une preuve utilisant les hypothèsesΣn+1 pour aboutir aux conclusionsΓn+1. Par exemple, la règle (32)

Définition 30
a.A ` A (A étant n’importe quelle proposition)
b.⊥ `

Définition 31

a. Γ ` ∆
A, Γ ` ∆

(AG)

b. Γ ` ∆
Γ ` ∆, A

(AD)

c.
A, A, Γ ` ∆

A, Γ ` ∆
(CG)

d.
Γ ` ∆, A,A

Γ ` ∆, A
(CD)
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Définition 32

a.
Ai, Γ ` ∆

A0 & A1, Γ ` ∆
(&G) pouri = 0 et i = 1

b.
Γ ` ∆, A Γ ` ∆, B

Γ ` ∆, A & B
(&D)

c.
A, Γ ` ∆ B, Γ ` ∆

A ∨ B, Γ ` ∆
(∨G)

d.
Γ ` ∆, Ai

Γ ` ∆, A0 ∨ A1
(∨D) pouri = 0 et i = 1

e.
Γ ` ∆, A B, Γ ` ∆

A ⇒ B, Γ ` ∆
(⇒ G)

f.
A, Γ ` ∆, B

Γ ` ∆, A ⇒ B
(⇒ D)
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