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INTRODUCTION 

Contrairement à une idée t r ès r é p a n d u e , les méthodes d ' a n a 
l y s e des d o n n é e s ont é t é é l a b o r é e s d e p u i s f o r t l o n g t e m p s : 
H . Hotetling, d a n s les a n n é e s 3 0 , p o s a i t les f o n d e m e n t s d e 
l ' a n a l y s e e n c o m p o s a n t e s principales ( 1 ) e t d e l ' a n a l y s e c a n o 
nique ( 2 ) e n d é v e l o p p a n t les t r a v a u x de C. Spearman { 3 ) e t 
de K . Pearson ( 4 ) qui dataient d u d é b u t d u s ièc l e . 

Jusqu 'aux années 6 0 , ces m é t h o d e s é t a i e n t p e r f e c t i o n n é e s 
et s ' e n r i c h i E s a i e t i t d e v a r i a n t e s m a i s t o u t e s r e s t a i e n t i n a b o r 
d a b l e s p o u r l e s p r a t i c i e n s c a r elles n é c e s s i t a i en t une m a s s e 
c o n s i d é r a b l e d e c a l c u l s . C'est l ' a p p a r i t i o n , p u i s l 'extraordinaire 
d é v e l o p p e m e n t d e s o r d i n a t e u r s q u i p e r m i r e n t l a v u l g a r i s a t i o n 
des t e c h n i q u e s s t a t i s t i q u e s d ' a n a l y s e des d o n n é e s . 

Mais q u ' e n t e n d - o n p a r « a n a l y s e des d o n n é e s « ? 

L a statistique c l a s s i q u e s 'est a x é e sur l ' é t u d e d ' u n nombre 
r e s t r e i n t d e c a r a c t è r e s mesurés sur u n p e t i t e n s e m b l e d ' i nd i 
v i d u s . E l l e a d é v e l o p p é l e a n o t i o n s d ' e s t i m a t i o n e t d e tests 
f o n d é e s sur des h y p o t h è s e s p r o b a b i l i s t e s t r ès r e s t r i c t i v e s . Ce
p e n d a n t , d a n s l a p r a t i q u e , les i n d i v i d u s o b s e r v é s s o n t f r é q u e m * 
m e n t d é c r i t s par u n g r a n d n o m b r e d e c a r a c t è r e s . Les m é t h o d e s 
d ' a n a l y s e des d o n n é e s p e r m e t t e n t u n e é t u d e g l o b a l e des indi-
vidu« e t d e s variables e n u t i l i s a n t géBéra lement des représen
t a t i o n s g r a p h i q u e s s u g g e s t i v e s . Les d o n n é e s p e u v e n t ê t r e 
a n a l y s é e s s e l o n p l u s i e u r s points d e vue. L a r e c h e r c h e des res
s e m b l a n c e s o u des d i f f é r e n c e s e n t r e i n d i v i d u s p e u t ê t r e u n 
des o b j e t s d e l ' a n a l y s e : o n c o n s i d è r e que d e u x i n d i v i d u s se 

(1) 11 . HuTUL i . iNc , A n u l y s j s o l a c o m p l e x o f s t a t i s t l c a l v a r i a b l e s 
i i i to p r i n c i p a l c o n i p i m c n l s , Journal of Eaucatioiial Payehology, 1933, 
v o l . 24 , 417-441 , 498-520 . 

(2) H . H i i T E L L i N G , H e l a t i o n s b e l w e r n t w o sets o f var iâ tes , Uio-
metrika, 1936, v o l . 28 , 129 -149 . 

<3) C . S P B A R M A N , G e n e r a l I n t e l l i g e n c e o b j e c l i v e i y d e l c r m l n e d a n d 
i n e a s u r e d , American Journal of Psuchologu, 1 9 0 4 , v o l . 1 5 , 2 0 1 - 2 9 2 . 

( 4 ) K . P E A R S O N , O n i i n e s a n d p l a n e s o î c l oses t fit t o S y s t e m of 
p o i n t s i n space , Phil. Mag., 1901, v o l . 2 , n» 11, 5 5 9 - 5 7 2 . 
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r e s s e m b l e n t l o r s q u e l e u r s p r o f i l s s e l o n les d i f f é r e n t s c a r a c 
tères s o n t v o i s i n s ; i l est p o s s i b l e à T a i d e d ' u n e m é t h o d e f a c -
t o r i e l l e d e r e p r é s e n t e r ces p r o x i m i t é s e n t r e i n d i v i d u s s u r u n 
g r a p h i q u e . L e s m é t h o d e s d e c l a s s i f i c a t i o n p e r m e t t e n t de l e s 
r e g r o u p e r e n c a t é g o r i e s h o m o g è n e s . L a d e s c r i p t i o n des r e l a 
t i o n s e n t r e c a r a c t è r e s p e u t ê t r e u n a u t r e o b j e t d e l ' a n a l y s e : 
d e u x c a r a c t è r e s s o n t c o n s i d é r é s c o m m e liés o u c o r r é l é s s ' i l s 
v a r i e n t d e l a m ê m e f a ç o n s u r les d i f f é r e n t s i n d i v i d u s . O n p e u t 
p a r e x e m p l e p r i v i l é g i e r u n o u p l u s i e u r s c a r a c t è r e s e t c h e r c h e r 
à e x p l i c i t e r ses v a r i a t i o n s e n f o n c t i o n d e ce l les des a u t r e s . 
L o r s q u e t o u s les c a r a c t è r e s j o u e n t u n r ô l e i d e n t i q u e o n c h e r c h e 
u n i q u e m e n t à m e t t r e e n é v i d e n c e les g r o u p e s d e c a r a c t è r e s s o i t 
c o r r é l é s , s o i t i n d é p e n d a n t s . P o u r c e l a , o n p l o n g e i n d i v i d u s e t 
v a r i a b l e s d a n s des espaces g é o m é t r i q u e s t o u t e n f a i s a n t l a p l u s 
g r a n d e é c o n o m i e d ' h y p o t h è s e s e t o n t r a n s f o r m e les d o n n é e s 
p o u r les v i s u a l i s e r d a n s u n p l a n o u les c lasser e n g r o u p e s h o m o 
g è n e s e t c e c i t o u t e n p e r d a n t l e m i n i m u m d ' i n f o r m a t i o n . 

S e l o n le t y p e d e p r o b l è m e e t l a n a t u r e des d o n n é e s o n c h o i s i t 
t a m é t h o d e a p p r o p r i é e . 

C e t t e a p p r o c h e m u l t i d i m e n s i o n n e l l e a c o n n u d e p u i s s o n 
a p p a r i t i o n o p é r a t i o n n e l l e u n e m u l t i t u d e d ' a p p l i c a t i o n s d a n s 
t o u s les d o m a i n e s o ù l ' o b s e r v a t i o n de p h é n o m è n e s c o m p l e x e s 
e s t nécessa i re : sc iences n a t u r e l l e s , sc iences h u m a i n e s , p h y 
s i q u e s , e t c . 

L a d ivers i t é des e x e m p l e s t ra i t és d a n s c e t o u v r a g e d o n n e r a 
a u l e c t e u r u n e idée d e l a v a r i é t é des a p p l i c a t i o n s p o s s i b l e s . 

L e c h a p i t r e p r e m i e r c o n t i e n t u n e p r é s e n t a t i o n des d o n n é e s 
ana lysées e t q u e l q u e s r a p p e l s . L e s c h a p i t r e s I I e t I V s o n t r e s 
p e c t i v e m e n t c o n s a c r é s à l ' a n a l y s e e n c o m p o s a n t e s p r i n c i p a l e s 
e t à l ' a n a l y s e c a n o n i q u e , d e u x m é t h o d e s f o n d a m e n t a l e s d e p u i s 
H o t e l l i n g . L e c h a p i t r e V p o r t e s u r l ' a n a l y s e des c o r r e s p o n 
d a n c e s , t rès u t i h s é e e n F r a n c e a c t u e l l e m e n t . L e s c h a p i t r e s I I I 
e t V I s o n t r e s p e c t i v e m e n t des i n t r o d u c t i o n s a u x m é t h o d e s 
d e c l a s s i f i c a t i o n e t de d i s c r i m i n a t i o n . L e c h a m p t ra i té e s t 
d o n c r e s t r e i n t , l ' a c c e n t é t a n t m i s s u r les m é t h o d e s les p l u s 
in téressantes s o i t p o u r l e u r f é c o n d i t é t h é o r i q u e , s o i t p o u r l a 
richesse d e l e u r s a p p l i c a t i o n s . 

Nous exprimons toute notre reconnaissance à J . Confais du BUHO 
(Bureau Universitaire de Recherche Opérationnelle, Paris V I ) qui 
a traité sur ordinateur de nombreux exemples présentés dans ce 
l ivre . 
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C H A P I T R E P R E M I E R 

L A NATURE DES DONNÉES » 
QUELQUES CONCEPTS FONDAMENTAUX 

Avant d'aborder la description des principales 
raétbodes d'analyse des données, i l est indispensable 
de préciser les points suivants : 

— Quels sont les grands types de données ? 
—• Comment la statistique traditionnelle les re-

présente-t-elle ? 
— Comment mesurer la dépendance entre deux 

caractères ? 
La plupart des méthodes présentées dans ce l ivre 

reposent sur l'analyse des liaisons entre caractères 
observés. Nous rappellerons brièvement les défi
nitions des coefiScients classiques — corrélation, 

— largement utilisés dans les chapitres suivants. 

L —' Les tableaux de données 

On distingue généralement deux ensembles : les 
individus et les caractères relatifs à ces individus. 

Le terme « individu » peut désigner, selon les 
cas, l'employé d'une entreprise, un client, un ani-

5 



mal, une ville, etc. I l s'agit toujours de l'entité de 
base sur laquelle l'observateur réalise un certain 
nombre de mesures. L'ensemble des individus ob
servés peut provenir d'un échantillonnage dans une 
population (dans le cas d'un sondage) ou i l peut 
s'agir de la population entière. I l faut souligner ic i 
un aspect spécifique de l'analyse des données. En 
statistique classique, on s'efforce de travailler sur 
un échantillon d'individus tirés aléatoirement dans 
line population. Les caractéristiques observées sur 
l'échantillon permettent d'induire les caractéris
tiques de la population entière : on prévoit les 
intentions de vote des Français à partir des inten
tions exprimées par un échantillon de 1 000 inter
viewés. L'échantillon doit être tiré selon des règles 
précises si l 'on désire que les inductions efifectuées 
aient quelques chances de se réaliser. En analyse 
des données on s'intéresse à la structure de l 'en
semble des individus observés sans chercher néces
sairement à en déduire des lois valables pour la popu
lation dont ils sont issus ; en ceci, l'analyse des 
données se rapproche davantage de la statistique 
descriptive que de la statistique inférentielle. 

Sur les individus on relève un certain nombre 
de caractères. Par exemple, si l 'on considère une 
enquête, les caractères sont les questions ; s'il s'agit 
des employés d'une entreprise, les caractères peu
vent être : le salaire, l'ancienneté, le diplôme, le 
sexe, etc. Les caractères observés peuvent être quan
titatifs ou qualitatifs. Un caractère est quantitat i f 
lorsqu'il prend ses valeurs sur une échelle numé
rique : salaire, âge, chiffre d'affaires, taille, poids, etc. 
Plus précisément, i m caractère est quantitat i f 
lorsque l'ensemble des valeurs qu ' i l prend sur les 
individus est inclus dans l'ensemble des nombres 
réels (noté R) et que l 'on peut effectuer sur le 
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caractère les opérations algébriques habituelles : 
addition, multiplication par une valeur constante, 
calcul de moyenne, etc. Un caractère est qualitatif 
lorsqu'il prend des modalités non numériques : 
sexe, profession, diplôme, région, niveau hiérar
chique, etc. 

Les modalités d'un caractère qualitat i f peuvent 
être ordonnées {niveau hiérarchique, niveau de sa
tisfaction), on dit alors que le caractère est qua
l i t a t i f ordinal. Sinon, on d i t qu ' i l est qualitatif 
nominal {sexe, couleur, région). Remarquons que 
sur un caractère qualitati f représenté par ses moda
lités les opérations algébriques n'ont plus de sens. 

Précisons à l'aide de quelques exemples les grands 
types de tableaux de données que l 'on analyse dans 
la pratique. 

1. Tableaux individus X caractères. — Les don
nées peuvent être représentées dans un tableau 
explicitant les caractères des individus. 

C A R A C T È R E S 

Age 
Revenu 
imposable 

x^ 

Salaire 
brut 

x' 

Ancien
neté 

xP 

1 „2 4 x^ 

en 
2 4 xl 

Q 

> 
Q 

i *? 4 xP > 
Q 

n X% 4 
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Dans Texemple précédent p caractères quantita
tifs ont été observés sur n individus. Les p caractères 
sont notés — âge, . . . , = salaire brut , . . 

= ancienneté. 
Sur le i-ème individu, les caractères « âge », 

ff salaire » et « ancienneté » prennent les valeurs 
numériques « i , xl et xf. 

Sur les mêmes individus, on aurait pu observer 
les caractères « sexe », « niveau hiérarchique », 
<c situation matrimoniale ». 

Pour leur traitement numérique, ces caractères 
quahtatifs sont représentés sous forme d'un tableau 
de variables indicatrices prenant les valeurs 0 ou 1. 
On d i t alors que les données sont représentées sous 
forme disjonctive complète. 

C A R A C T È R E S 

Sext 
Niveau 
hiérarchique 

Situation 
matrimoniale 

'i •> 
.s 

1 •il « 

•H 1 
« 1 1 ô 

en 
P 

a 
1 
2 

1 
0 

0 
1 

0 
1 

1 
0 

0 
0 

1 
1 

0 
0 

0 
0 

> 
a t 1 0 0 0 1 0 1 0 

h—1 n 0 1 1 0 0 1 0 0 

Dans le tableau précédent, trois caractères qua
litatifs sont observés sur n individus. Ces caractères 
ont, au tota l , huit modalités. Par exemple, l ' i n d i 
vidu i est un homme, cadre, célibataire. Cette re
présentation des caractères qualitatifs permet de 
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les assimiler à des caractères quantitatifs prenant 
les valeurs 0 et 1. Cette pratique sera justifiée par 
la suite ; on en verra également la fécondité puisque 
tout tableau de données contenant simultanément 
des caractères quantitatifs et qualitatifs peut être 
représenté ainsi. E n eifet un caractère quantitat i f 
peut être rendu qualitati f par découpage en classes 
de ses valeurs {classes de revenu, classes d'âge, etc.), 
puis représenté sous forme de variables indicatrices. 

Notons que, sur les caractères qualitatifs ainsi 
transformés en variables indicatrices les opérations 
algébriques deviennent licites. 

2. Tableaux de contingence. •— Un tableau de 
contingence contient les fréquences d'association 
entre les modalités de deux caractères qualitatifs. 
On peut par exemple considérer le tableau croisé 
des catégories socioprofessionnelles {neuf modalités) 
avec les arrondissements de Paris (vingt modalités). 
Une case de ce tableau contient le nombre 
d'individus habitant le quartier i et exerçant la 
profession j . Dans un tel tableau les individus ont 
été regroupés et ne peuvent plus être distingués. 
On peut concevoir une autre représentation des 
mêmes données concernant l'entité individuelle 
« habitant de Paris ». Â chacun des deux caractères 
nominaux on associe un tableau de variables ind i 
catrices (une variable par modalité), en ligne on 
représente les habitants de Paris. 

Une ligne ne contient alors que des 0 sauf dans 
les colonnes correspondant respectivement au quar
tier et à la catégorie de l ' indiv idu considéré où l 'on 
trouve des 1. Si nous désignons par X j et X j les 
deux tableaux d'indicatrices, notons que le tableau 
de contingence est le résultat du produit matriciel : 
'Xj^ X j oii ' X j est la matrice transposée de X^. 
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Exemple 

1 0 0 
0 1 0 
0 1 0 
1 0 0 
0 0 1 
0 0 1 
0 1 0 
0 0 1 

1 0 
1 0 
0 1 
1 0 
0 1 
0 1 
1 0 
1 0 

' X , X , = 
2 0 
2 1 
1 2 

3. Tableaux de proximité. — Etant donné un 
ensemble d'objets, on dispose d'une mesure de 
ressemblance ou de dissemblance entre tous les 
objets pris deux à deux. I l s'agit par exemple du 
tableau des distances entre les principales villes de 
France ou bien de ressemblances perçues par un 
sujet entre diflérents stimuli . Un tel tableau est 
généralement symétrique et contient des nombres 
positifs analogues à des distances (ou à des inverses 
de distances) bien que n'en possédant pas toujours 
les propriétés axiomatiqucs, en particulier l'inéga
lité triangulaire. En effet, au sens mathématique 
du terme, une distance d doit vérifier les trois 
propriétés : 

(i) d(a, b) = Ooa== b; 
(ii) d{a, b) = d{b, a) (symétrie) ; 

(iii) d(o, b) ^ d{a, c) + d{b, c) 
(inégalité triangulaire). 

Si (iii) n'est pas vérifiée, on dit plutôt que d est 
une dissimilarité. 
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I I . — Réduction des données 

La statistique nous a habitués à des représenta
tions synthétiques des données {!) , tout au moins 
lorsque l 'on s'intéresse à un caractère unique. Les 
termes d'histogrammes, de moyenne, de variance, 
d'écart type sont (presque) passés dans le langage 
commun. Rappelons rapidement leurs définitions 
qui nous seront utiles par la suite. 

Lorsque l 'on observe un caractère qualitati f sur 
un ensemble d'individus, la première tâche consiste 
à compter le nombre d'individus dans chaque mo
dalité. Par exemple, 6 800 individus sont classés 
par Anemon (Zur Anthropologie der Badener) sui
vant la couleur de leurs cheveux : 

Modalité Blonds Bruns Noirs Roux Total 

F r é q u e n c e 2 8 2 9 2 632 1 223 116 6 8 0 0 
P o u r c e n t a g e 4 1 39 18 2 100 

Si le caractère observé est quantitatif , i l est habi
tuel d'en tracer un histogramme afin de synthétiser 
les observations recueillies. 

O n p e u t é g a l e m e n t c a l c u l e r sa v a l e u r m o y e n n e : 
F o r m e l l e m e n t , s i le c a r a c t è r e x p r e n d les v a l e u r s X j , . . . , 

X , - , . . . , x „ o n c a l c u l e l a m o y e n n e x p a r : 

S i c h a q u e o b s e r v a t i o n est m u n i e d ' u n p o i d s pi > 0 , t e l q u e 
n 
S P i = 1 , o n a : 

j ~ 1 
n 

X = S Pi Xi. 
i - 1 

(1) O n l i r a avec p r o f i t l ' o u v r a g e de A . VESSKHEAU, La statistique, 
c o l l . « Que sais-Je 7 », n» 2 8 1 . 
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Caractér ieer u n e n s e m b l e de n o m b r e s p a r sa m o y e n n e est 
i n s u f f i s a n t . 

A i n s i les d i x v a l e u r s s u i v a n t e s 3 100 , 2 5 0 0 , 2 8 0 0 , 3 2 0 0 , 
4 0 0 0 , 2 5 0 0 , 3 0 0 0 , 2 7 0 0 , 3 0 0 0 , 2 9 0 0 r e p r é s e n t a n t les sa 
l a i r e s d e d i x i n d i v i d u s o n t p o u r m o y e n n e 2 9 7 0 . M a i s les 
d i x v a l e n i r s s u i v a n t e s l 8 0 0 , 2 0 0 0 , 1 9 0 0 , 4 5 0 0 , 6 0 0 0 , 5 0 0 0 , 
1 6 0 0 , 2 4 0 0 , 2 5 0 0 , 2 0 0 0 o n t a u s s i p o u r m o y e n n e 2 970 . I I 
est c l a i r c e p e n d a n t q u e l a d e u x i è m e série n ' e s t pas s e m b l a b l e 
à l a p r e m i è r e . L e s v a l e u r s s o n t p l u s d i spersées . P o u r q u a n 
t i f i e r l a d i s p e r s i o n des v a l e u r s , o n u t i l i s e l a v a r i a n c e : 

J « n 
— - 2 ( * i — x)- o u s= = L p ; ( . ï j — x)^. 

n i - 1 i - 1 

L ' é c a r t t y p e est é g a l à l a r a c i n e carrée d e l a v a r i a n c e . I I 
e s t e x p r i m é d a n s l a m ê m e u n i t é q u e le c a r a c t è r e . 

L a v a r i a n c e e t l ' é c a r t t y p e s o n t d ' a u t a n t p l u s f o r t s q u e 
les v a l e u r s d e * s o n t p l u s d i spersées . A i n s i , d a n s n o t r e p r e m i e r 
e x e m p l e o n a ; 

s* = 168 100 

s = 4 1 0 

t a n d i s q u e d a n s l e d e u x i è m e : 

«8 = 2 2 4 6 100 

s = 1 4 9 8 , 7 0 . 

m . — Liaison entre deux caractères 

L Liaison entre deux caractères quantitatifs. — 
La plupart des méthodes présentées par la suite 
reposent sur l'analyse des dépendances linéaires 
entre les caractères observés. 

Pour préciser cette notion de dépendance, nous 
allons introduire ïe coefficient de corrélation linéaire 
qui mesure l'intensité de la liaison entre deux carac
tères quantitatifs en raisonnant sur l'exemple 
suivant. 

O n a r e l e v é p o u r n = 10 a p p a r t e m e n t s d e u x c a r a c t è r e s 
q u i s o n t l e p r i x de v e n t e e n m i U i e r s de f r a n c s e t l a s u r f a c e 
e n m è t r e s carrés : 
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s u r f a c e : x 
28 ; 50 ; 55 ; 60 ; 4 8 ; 35 ; 86 ; 65 ; 32 ; 52 ; 
p r i x : y 
130 ; 2 8 0 ; 2 6 8 ; 3 2 0 ; 2 5 0 ; 2 5 0 ; 3 5 0 ; 3 0 0 ; 155 ; 2 4 5 . 

L e n u a g e des 10 p o i n t s s e m b l e e f f i lé l e l o n g d ' u n e d r o i t e 
e t i l p a r a î t r a i s o n n a b l e , s i l ' o n v e u t p r é v o i r le p r i x e n f o n c t i o n 
d e l a s u r f a c e , de p o s e r u n e f o r m u l e y = ax -\- b -\- u o ù u 
e s t u n e v a r i a b l e d ' e r r e u r . L e s c o e f f i c i e n t s a e t î s o n t o b t e n u s 
p a r l a m é t h o d e des m o i n d r e s car rés , c ' e s t - à - d i r e cho i s i s d e 

n 
f a ç o n à r e n d r e m i n i m a l e l a s o m m e £ ( u i ) ' * 

i - 1 

.g 
4 l I ; I I 1 I I ' , , 1 ,,, i . . . 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
Surtac» en métrés cor ras 

L a d r o i t e des m o i n d r e s carrés est dé f in ie p a r l ' é q u a t i o n : 

y = 3 , 5 2 4 * + 7 4 , 7 0 7 . 

£ U e passe p a r l e p o i n t « c e n t r e d e g r a v i t é » de c o o r d o n n é e s : 

* = 5 1 , 1 e t y = 2 5 4 , 8 . 

O n m o n t r e q u e l e r a p p o r t ; 
n n 
S u?/ ( v i — y ) * est t o u j o u r s in fér ieur à 1 . 

i - l i - 1 

O n pose ce r a p p o r t éga l à 1 — e t r est l e c o e f f i c i e n t d e 
c o r r é l a t i o n l inéaire a v e c p o u r s i g n e c e l u i d e l a p e n t e d e l a 
d r o i t e . Si r = 0 , l a d r o i t e e s t h o r i z o n t a l e , a u t r e m e n t d i t , 
l a v a l e u r de * n e j o u e a u c u n rô l e p o u r p r é v o i r y . S i r = i 1 , 
l a p r é v i s i o n e s t p a r f a i t e c a r les é c a r t » s o n t n u l s ; l e c o e f f i 
c i e n t d e c o r r é l a t i o n r est d ' a u t a n t p l u s g r a n d ( e n v a l e u r 
a b s o l u e ) q u e l a v a l e u r d ' u n c a r a c t è r e i m p l i q u e c e l l e d e l ' a u t r e , 
à c o n d i t i o n q u e l a r e l a t i o n e n t r e ces c a r a c t è r e s s o i t l inéa ire . 
D a n s l ' e x e m p l e p r é c é d e n t r v a l a i t 0 ,89 . 
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Dans cet exemple, les caractères y (prix) et x 
(surface) ne jouent pas des rôles symétriques ; on 
montre cependant facilement que la régression de x 
sur y conduit à la même valeur de r. 

Cette symétrie entre x et y dans le calcul de r 
apparaît de façon évidente si l 'on introduit une 
autre interprétation du coefficient de corrélation 
linéaire. 

Pour cela, on définit la covariance entre les 
caractères x fit y par : 

1 _ „ 
S x v = - S {Xi~x){y^—y) 

ou, lorsque les individus sont pondérés : 

s«v= 2 pAxi—x){y,—y) 

on montre alors que le coefficient de corrélation r 
s'obtient par : 

r{xiy) = 
s, s. 

oxi s-g et Sy sont respectivement les écarts types des 
caractères x et y. 

2. Liaison entre deux caractères qualitatifs. — 
Pour mesurer la dépendance entre deux caractères 
qualitatifs, la statistique classique nous propose de 
calculer le contingence. Cet indice est lar
gement utilisé en analyse des données, principale
ment en analyse des correspondances. Comme nous 
l*avons v u , l'observation de deux caractères quali
tatifs sur un ensemble d'individus permet de cons
truire un tableau de contingence. Ainsi, on a observé 



sur 390 salariés d'une entreprise le niveau hiérar
chique et l'origine sociale. On obtient le tableau 
suivant : 

Origine sociale 

<n 

3 <n 

w "3 .2 ^ 
4 
a 

•C i l 
t-. 

Niveau hiérarchique : 
Ouvrier, employé I I 14 107 75 207 
Maîtrise 1 10 60 31 210 
Cadre 23 2 16 40 SI 

Total 35 26 183 146 390 

Soit Wjj l'efiectif figurant à l'intersection de la 
lif^ne t et de la colonne j . 

Posons «i. — l ] n i j - , «.^ — S^ i j les eflfectifs mar-
j t 

giuaux et n l'efiectif tota l . 
On calcule la quantité : 

n 

Dans notre exemple, D* = 69,2. 
Supposons que les deux caractères observés soient 

indépendants, c'est-à-dire que la connaissance de 
l 'un d'entre eux n'apporte rien à la connaissance 
d*' l 'autre. 

Dans ce cas, la probabilité d'avoir simulta
nément les modalités i et j ne dépend que des 
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probabilités marginales PiPj d'avoir la modalité i 
et la modalité j . On aura en fait " P i X Pj* 
ou Pij—PiPi = 0. 

Sur nos données, est estimé par ny/n, pi 
par jiiJn et pj par ra.j/n. 

Si les deux caractères sont indépendants on voit 
que les numérateurs de : [n^j — f^i.^.il^)^ seront 
voisins de 0. 

E n fait, on montre que dans ce cas, si Téchantillon a été 
tiré au hasard I )^ suit une loi du k (p — l)(q — 1) degrés 
de liberté, où p et g sont les nombres de mod^ités des deux 
caractères. 

L a lecture d'ime table du à 6 degrés de liberté nous 
montre que, s'il y a indépendance, a 99 % de chances 
d'être compris entre 0 et 16,81. Or nous avons = 69,2 
et nous sommes donc amenés à rejeter l'hypothèse d'indé
pendance. 

3. Liaison entre un caractère quantitatif et u n 
caractère qualitatif. — Un caractère quantitat i f y 
est lié fonctionnellement à un caractère qualitat i f x 
si les n-i individus ayant la même modalité 1 de A: 
ont tous la même valeur j j ^ de y , les ng individus 
ayant la modalité 2 de a: ont tous la même valeur y2 
de y, etc. 

Inversement, l'absence de corrélation est définie 
par l'égalité des moyennes y^ty^i • • • » de chaque 
classe. 

L'intensité de la liaison est mesurée par le rap
port de corrélation 7] défini par : 

variance des j » 
^ variance de y 

7j varie de 0 (absence de corrélation) à 1 (dépen
dance fonctionnelle). 
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C H A P I T R E I I 

L ' A N A L Y S E 

E N C O M P O S A N T E S P R I N C I P A L E S 

Cette méthode a pour objet la description des 
données contenues dans un tableau individus-
caractères numériques : p caractères sont mesurés 
sur n individus. 

Nous la considérons comme la méthode de base 
de l'analyse des données ; la lecture de ce chapitre 
est donc indispensable pour la suite de l'ouvrage 
d'autant plus que c'est ici que sont introduits les 
concepts fondamentaux d'espace des individus et 
d'espace des caractères. 

I . — Présentation de la méthode 
Lorsqu'il n 'y a que deux caractères et x^^ i l 

est facile de représenter, sur un graphique plan» 
l'ensemble des données : chaque individu est 
alors un point de coordonnées x] et xf et le simple 
examen visuel de l'allure du nuage permet d'étudier 
l'intensité de la liaison entre x^ et x^ et de repérer 
les individus ou groupes d'individus présentant des 
caractéristiques voisines : 

n X 
X X 

X X X 

Trou g'oiipat homogins i 
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La structure fonctionnelle des dépenses de TEtat (1872-1971) (en %) 

t 2 3 §1 

i f 2 2 o a ~ a . 
. 8 ^ 
Ci S" 5" 
• ~ 3 

1872 18.0 0,5 0 .1 6,7 0,5 2 .1 2.0 
18K0 14,1 0.8 0 ,1 1 5 3 1.9 3,7 0,5 
1890 13.0 0,7 0.7 6,8 0,6 7.1 0.7 
1900 14.3 1.7 1,7 6.9 1.2 7.4 0.8 
1903 10.3 1,5 0,4 9,3 0,C 8.5 0,9 
1906 13,4 1.4 0,5 « , 1 0,7 8,6 1,8 
1909 13,5 1.1 0.5 9,0 0,6 9,0 3,4 
1912 12.9 1,4 0.3 9,4 0,6 9,3 4,3 
1920 12,3 0,3 0 ,1 11,9 2,4 3.7 1,7 1,9 
1923 7.6 1,2 3.2 5,1 0 6 5.6 1,8 10,0 
1926 10,5 0,3 0.4 4.5 1.8 6,6 2 ,1 10,1 
1929 10.0 0,6 0,6 9,0 1,0 S . l 3,2 11,8 
1932 10,6 0.8 0,3 8,9 3,0 10,0 6,4 13.4 
1935 8,8 2,6 1,4 7,8 1,4 12.4 6,2 11,3 
1938 10,1 1,1 1.2 5,9 1,4 9,5 6,0 5,9 
1947 15,6 1.6 10.0 11,4 7.6 8.8 4,8 3.4 
1950 11,2 1,3 16,5 12,4 13.8 8 ,1 4,9 3.4 
1953 12.9 1,5 7,0 7,9 12,1 8,1 5,3 3,9 
1956 10,9 5,3 9.7 7,6 9,6 9,4 « , 5 4,6 
1959 13,1 4,4 7,3 5,7 9,8 12,5 8,0 5,0 
1962 12,8 4.7 7,5 6.6 6,8 15,7 9,7 5.3 
1965 12,4 4,3 8.4 9,1 6.0 19,5 10.6 4,7 
1968 11,4 6.0 9.5 5.9 5,0 21 ,1 10.7 4,2 
1971 12,8 2,8 7 ,1 8,5 4,0 23 ,8 11,3 3,7 

26,4 41.5 2.1 100 
29.8 31.3 2,5 100 
33 ,8 34.4 1,7 100 
37,7 26.2 2.2 100 
38,4 27.2 3.0 100 
38,5 25.3 1.9 100 
36,8 23 .5 2,6 lOO 
41,1 19.4 1,3 100 
42,4 2 3 , 1 0.2 100 
29.0 35,0 0,9 100 
19.9 41,6 2,3 100 
28.0 25.8 2,0 100 
27,4 19,2 0 100 
29.3 18,5 0,4 100 
40.7 18,2 0 ÎOO 
32.2 4.6 0 100 
20,7 4,2 1,5 100 
36 .1 5.2 0 100 
28.2 6,2 0 100 
26.7 7.5 0 100 
24,5 6,4 0 .1 100 
19,8 3,5 1.8 100 
20 ,0 4.4 1,9 100 
18.8 7.2 0 100 

Source : C. A N D R É et R . D K L O R M E , L'évolution des dépenses publiques en France (1872-1971) 
r a p p o r t C O R D E S , C K P H E M A P , 1976. 



S'il y a 3 caractères, l'étude visuelle est encore 
possible en faisant de la géométrie dans l'espace. 
Mais dès que le nombre p de caractères devient 
supérieur ou égal à 4, cela devient impossible. 
Ainsi dans le tableau ci-contre chaque année repré
sente un individu décrit par 11 caractères. Les 
24 individus forment un nuage (peu visible !) dans un 
espace à 11 dimensions, puisqu'il y a 11 coordonnées. 

L e fait d'avoir choisi des données en pourcentage, plutôt 
que les valeurs en francs, évite les variations de l'unité moné
taire au fil des années, mais entrmne l'existence d'une relation 
entre les 11 caractères : leur somme vaut toujours 100. 

Les 24 points se situent donc en réalité dans un sous-espace 
de dimension 10, mais ceci ne simplifie guère le problème ! 

Supposons que l 'on veuille quand même repré
senter nos 24 individus sur un graphique plan. Ce 
que l 'on verra sur le dessin sera une représentation 
déformée de la configuration exacte : les distances 
entre les 24 points sur le plan ne peuvent pas être 
toutes égales aux distances entre les 24 individus 
dans l'espace complet à 11 dimensions (à moins 
qu' i l n'existe 9 relations linéaires exactes entre les 
caractères). I I y aura donc forcément des distorsions 
que l 'on cherchera à rendre minimum. 

Géométriquement notre dessin s'obtiendra en 
projetant les points individus e^, , . . ., e„ sur 
un plan comme le montre la figure ci-dessous. 
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I l faudra évidemment choisir le plan de projection 
sur lequel les distances seront en moyenne le mieux 
conservées : comme l'opération de projection rac
courcit toujours les distances d(ii ; fj) ^ ( / { C J ; C J ) , 

on se fixera pour critère de rendre maximale la 
moyenne des carrés des distances entre les projec
tions f, ; f2 ; . . . ; f „ . 

Pour déterminer ce plan que l 'on appelle le plan 
principal, i l sufht de trouver deux droites Â ^ et A2 • 
Si A l et A2 sont perpendiculaires on a : 

oi i les cCj et les sont les projections des (et 
des I") sur A i et Ag respectivement. 

La moyenne des carrés des distances entre les 
est donc égale à la moyenne des carrés des dis
tances entre les plus la moyenne des carrés de 
distances entre les 

La méthode consiste alors à chercher tout d'abord 
A l , rendant maximale la moyenne des d^{ai ; OLJ) 
puis A2 perpendiculaire à A i , rendant maximale la 
moyenne des d^{^i; ^j). 

On peut continuer en dehors du plan et on trou
vera alors A 3 , A 4 , . . . » Ap perpendiculaires entre 
elles : les Aj sont les axes principaux du nuage. 

En projetant qui avait pour coordonnées i n i 
tiales {x],xf^ ...,xf) sur les axes principaux on 
obtient de nouvelles coordoimées (c j , cf, . . , , cf). On 
construit ainsi de nouveaux caractères (ĉ , ĉ , . . . , c*") 
que l 'on appelle les composantes principales : chaque 
composante c*, qui n'est autre que la liste des 
coordonnées des n individus sur l'axe A j , est une 
combinaison Unéaîre des caractères init iaux : 

c*= uîx^+ w|x*+ . . . + u*x» 
Les coefficients ( u i , u^, . . . , u^) forment le 

fc-ième facteur principal u*. 
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La meilleure représentation des données au moyen 
de q caractères seulement {q < p) s'obtient alors 
en prenant les q premières composantes principales. 

Tel est le schéma de l'analyse en composantes 
principales (en abrégé ACP) qui est donc une mé
thode de réduction du nombre de caractères per
mettant des représentations géométriques des ind i 
vidus et des caractères. Cette réduction ne sera 
possible que si les p caractères init iaux ne sont pas 
indépendants et ont des coefficients de corrélation 
non nuls. 

L ' A C P est une méthode factorieUe car la réduction 
du nombre des caractères ne se fait pas par une 
simple sélection de certains d'entre eux, mais par 
la construction de nouveaux caractères synthétiques 
obtenus en combinant les caractères init iaux au 
moyen des « facteurs ». C'est une méthode linéaire 
car i l s'agît de combinaisons linéaires. 

L'analyse des correspondances, l'analyse cano
nique, l'analyse factorielle discriminante sont aussi 
des méthodes factorielles conduisant à des repré
sentations graphiques et auront de ce fait des traits 
communs avec I ' A C P . Ce qui fait la spécificité de 
l'analyse en composantes principales est qu'elle 
traite exclusivement de caractères numériques jouant 
tous le même rôle alors que l'analyse des corres
pondances traite des caractères qualitatifs et qu*en 
analyse canonique comme en analyse discrimi
nante les caractères sont répartis en groupes bien 
distincts. 

L'utiUsation des notions de combinaison linéaire, 
de distances, de projection conduit alors à raisonner 
selon le modèle suivant : on considère que les ind i 
vidus et les caractères sont des éléments de deux 
espaces vectoriels euclidiens k p et n dimensions 
respectivement. Les outils mathématiques utilisés 
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seront donc ceux de l'algèbre linéaire et du calcul 
matriciel (1). 

Comment calculer la distance entre deux indi
vidus, entre deux variables ? Comment résumer les 
caractéristiques du tableau de données ? Telles sont 
les préoccupations du paragraphe suivant. 

I I . — Géométrie des caractères 
et des individus 

1. Résumés numériques. — Ainsi que nous l'avons 
vu au chapitre premier on résume séparément 
chacun des p caractères numériques par sa 
moyenne x^ et son écart type s^. L'individu, en 
général fictif, dont les caractères auraient pour 
valeurs leurs moyennes respectives, s'appelle le 
centre de gravité du nuage g. 

g:= { x \ x \

Dans l'exemple des dépenses de l'Etat g serait 
une année moyenne oii les pourcentages des diffé
rents postes seraient : 

12,2 ; 2 ; 3,9 ; 8,3 ; 4 ; 9,9 ; 4,8 ; 4,3 ; 30,3 ; 19,1 ; 1,2 

Les poids des différentes années sont tous égaux 
à 1/24. 

Les écarts types des 11 caractères sont ici : 
2,2 ; 1,6 ; 4,5 ; 2,5 ; 4,2 ; 5,2 ; 3,4 ; 4,2 ; 7,3 ; 12,2 ; 1 

Les liaisons entre les p caractères pris deux à 
deux sont résumées par leurs covariances S j ^ , ou 
plutôt par leurs coefficients de corrélation r̂ ,̂ soit 

en tout ^^^2—^ coefficients à calculer. 

( 1 ) La lecture du « Que sals-Ja ? ». n" 927, de J . BOUTELOUP, 
Calcul mairleiel élémentaire, est vivement recommandée. 
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L'ensemble des variances et des covariances est 
regroupé dans un tableau V appelé matrice de 
variance dos p caractères où le terme situé à l'inter
section de la j-ième ligne et de la A;-ième colonne 
est la covariance Sjj^. Les termes diagonaux sont 
alors les variances s| des p caractères. 

/si Sy. . . . .S-j,,'^ 

V = 

• ^11 
De même l'ensemble des coefficients de corré

lation est regroupé dans la matrice de corréla
tion R dont les termes diagonaux valent 1 puisque 
r{x'\x') = 1. 

l i = 1 

\ l / 

R et V sont des matrices carrées d'ordre p, 
symétriques car S j j . = s^^ et r̂ .̂ — r .̂̂ . On jiourra 
donc se contenter d'écrire seulement la moitié des 
termes de ces matrices. 

Si on note D,/, la matrice diagonale suivante : 

\ * ' • VsJ 
on a la relation matricielle : 

R - D . , . V D i / , . 
Ainsi la matrice de corrélation des 11 caractères 

de notre exemple est : 
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On peut déjà en tirer certains renseignements : 
ainsi on voit que le coefficient de corrélation entre 
la part des dépenses consacrée au logement et celle 
consacrée au commerce et à l'industrie est 0,89. 
Cette forte valeur positive signifie que sur les vingt-
quatre années ces deux pourcentages ont varié dans 
le même sens (quand l'un baisse l'autre baisse, 
quand l'un croît l'autre croît) et que la relation 
entre les deux est presque linéaire. I l faudrait évi
demment tracer le nuage de points correspondant 
à ces deux caractères pour confirmer ces conclu
sions. Comme il y a ici 55 coefficients de corrélation 
différents à considérer, l'étude complète des liaisons 
deux à deux est un travail de longue haleine. Nous 
verrons par la suite comment I ' A C P nous aidera à 
simplifier considérablement cette tâche. 

On peut exprimer directement de manière simple 
la matrice de variance V à partir du tableau des 
données à condition que tous les caractères aient 
une moyenne nulle. S'il n'en est pas ainsi on trans
formera chaque caractère en un caractère centré 
en lui retirant sa moyenne x^ —• xK Ceci revient à 
placer l'origine des axes du nuage des individus au 
centre de gravité g. 

Les coordonnées centrées de l'année 1872 sont 
ainsi : 

(5,8 ; — 1,5 ; — 3,8 ; — 1,6 ; — 3,5 ; — 7,8 ; — 2,8 
— 4 , 3 ; — 3 , 9 ; 22,4; 0,9) 

Si X est le tableau à n lignes et p colonnes des 
données centrées on a les relations matricielles : 

V =̂  ' X D X 

où * X est la matrice transposée de X et D la matrice 
(d'ordre n) diagonale des poids : 
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D = />2 

\ O 

o 

I 

Nous supposerons pour toute la suite que les 
caractères sont centrés. 

2. L^espaee des individus. — Chaque individu 
étant un point défini par p coordonnées est consi
déré comme un vecteur d'un espace vectoriel R " 
à p dimensions appelé l'espace des individus : on 
identifie l ' individu et le vecteur Cj de compo
santes («1, * f , . . ., 

A) Importance de la métrique. — Comment me
surer la distance entre deux individus ? Cette ques
tion primordiale doit être résolue avant toute étude 
statistique car les résultats obtenus en dépendent 
dans une large mesure. 

En physique, la distance entre deux points de 
l'espace se calcule facilement par la formule de 
Pythagore : le carré de la distance est la somme 
des carrés des différences des coordonnées, car les 
dimensions sont de même nature : ce sont des 
longueurs que l 'on mesure avec la même unité. 

AxeJ 

I l n'en est pas de même en statistique où chaque 
dimension correspond à un caractère qui s'exprime 
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avec son unité particulière : comment calculer la 
distance entre deux individus décrits par les trois 
caractères : âge, salaire, nombre d'enfants ? 

La formule de Pythagore est alors aussi arbitraire 
qu'une autre. Si on veut donner des importances 
différentes à chaque caractère, pourquoi ne pas 
prendre une formule du type : 

= a,{x\ xir + a^{xl - xl)^ + ... + a,{xf - x^f 

ce qui revient à multiplier par "x/ô^ chaque carac
tère (on prendra bien sûr des positifs). 

De plus la formule de Pythagore n'est valable 
que si les axes sont perpendiculaires, ce que l 'on 
conçoit aisément dans l'espace physique. Mais en 
statistique ce n'est que par pure convention que 
l'on représente les caractères par des axes perpen
diculaires : on aurait pu tout aussi bien prendre 
des axes obliques d'angle 0 : 

<l Axe j 

( \ i ^ A'e k 

La formule donnant la distance fait alors inter
venir en plus des carrés des différences de coor
données les produits des différences : 
d^={x^^-x^f + {xi-xir~-2{x\^x^){xi-xi)coBb 

sous sa forme la plus générale la distance d entre 
deux individus peut s'écrire : 

p V 

t - l J - 1 

soit en notant M la matrice d'éléments mj.j : 
d2(ej ; e^) = *(ei — C j ) M(ei — 6 3 ) 
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M peut être n'importe quelle matrice symétrique 
définie positive. La formule de Pythagore revient 
à choisir pour M la matrice unité L 

Ceci revient à définir le produit scalaire de deux 
vecteurs et de l'espace des individus par : 

< e i ; e2>M = 'ci Me^ 
on dit que l 'on a muni l'espace des individus d'une 
structure euclidienne, la matrice M s'appelle alors 
la métrique de l'espace. Le produit scalaire de 
jar lui-même est noté H c j l i et ||ei||u, qui est 
'analogue de la longueur du vecteur e ,̂ s'appelle 

la M-norme de . 
Les métriques les plus utilisées en ACP sont les 

métriques diagonales qui reviennent à pondérer les 
caractères ; en particulier on utilise très fréquem
ment la métrique : 

'2 

ce qui revient à diviser chaque caractère par son 
écart type : entre autres avantages, la distance 
entre deux individus ne dépend plus des unités de 
mesure puist^ue les nombres x^jsj sont sans dimension. 

Ainsi, si représente l'âge d'un individu, on peut 
utiliser aussi bien comme unité le mois ou l'année 
car si x' est multiplié par 12 {passage de l'âge en 
années à l'âge en mois), Sj est aussi multiplié par 12 
et le rapport reste constant. Surtout cette métrique 
donne à chaque caractère la même importance 
quelle que soit sa dispersion : ainsi pour les dépenses 
de l 'E ta t où on constate de grandes différences 
entre les écarts types, de 1 % pour le caractère 
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« divers » à 12,2 % pour le caractère « dette », 
ruti l isat ion de M = I conduirait à privilégier les 
valeurs du caractère « dette », puisque c'est celui 
pour lequel les différences entre individus sont les 
plus fortes, et à négliger les différences entre les 
autres caractères. La métrique D /̂gt rétablit alors 
l'équilibre entre les caractères en donnant à tous 
la variance 1. 

Eu caractères centrés réduits l'année 1872 est 
représentée par le point de coordonnées : 

(2,64; — 0 , 9 4 ; — 0 , 8 4 ; — 0 , 6 4 ; — 0 , 8 3 ; 
— 1,5 ; — 0,82 ; — 1,02 ; — 0,53 ; 1,84 ; 0,9) 

Nous avons v u qu'utiliser une métrique diagonale 
/ « i O \ 

Dfl = I '̂ 2 revient à multiplier les ca-

\  ' - a j  
ractères par et utiliser ensuite la métrique 
usuelle M = I . Ce résultat se généralise à une 
métrique M quelconque de la manière suivante : 
on démontre que pour toute matrice symétrique 
définie positive M i l existe une matrice T (en fait 
i l en existe une infinité) telle que M = ' T T . Le 
produit scalaire <ei ; e2>M = '^i peut s'écrire 
alors 'e^'TTca = ' (Tei) (Te2) = < T e i ; Te2>i. Tout 
se passe donc comme si on avait transformé les 
données par la matrice T et utilisé ensuite le pro
duit scalaire ordinaire. 

Ceci revient à remplacer le tableau de données X 
par Y = X ' T et à prendre comme métrique la 
matrice unité I . 

B) Comment calculer les coordonnées des individus 
sur un nouvel axe. — Considérons le système d'axes 
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orthonormés représentant les caractères init iaux x^^ 
x^, x". En projetant les individus sur une 
droite quelconque A on crée un nouveau caractère c 
dont les valeurs C j , Cg, c„ sont les mesures 
algébriques des projections des points sur cette 
droite. 

Soit a le vecteur unitaire de A, de M-norme 1 ; 
la mesure algébrique de la projection de l ' ind i 
vidu ê  est alors égale au produit scalaire de ê  par a. 

Cj = 'e^ Ma = '(Ma) car M est symétrique ; 
en posant u = Ma on peut écrire que la compo-

V 
santé Cj de sur A vaut 'uej soit — 2 " j ^ i * 

Le caractère c dont les valeurs sont les n coor
données C j , Cg, . . c „ s^obtient alors directement par 
la formule : c = X u . 

c est donc une combinaison linéaire des p carac
tères init iaux au moyen du facteur u . 

Si M = I i l y a égaUté entre le facteur u et 
le vecteur unitaire a. 

Si l'axe A passe par l'origine, comme celle-ci est 
confondue avec le centre de gravité du nuage, le 
caractère c est un caractère centré. 

C) Inertie. — On appelle inertie totale du nuage 
de points la moyenne des carrés des distances des 
n points au centre de gravité, c'est-à-dire à l'origine : 

. ^ - 2 i > * | | e , | I | , - S A 'e,Me, 
i i 
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Cette quantité caractéristique du nuage mesure 
d'une certaine manière l'éloignement des points par 
rapport à leur centre de gravité, c'est-à-dire la 
dispersion globale du nuage. Une inertie nulle ou 
voisine de zéro signifie que tous les individus sont 
identiques ou presque et sont confondus avec leur 
centre de gravité g. 

On peut montrer que J est égale à la moyenne des carrés 

des ••— distances différentes entre les points du nuage. 
b 

On peut alors interpréter le p lan pr inc ipal du nuage de 
points comme étant le p lan qui rend m a x i m u m l ' inert ie de 
l'ensemble des n points projetés sur l u i . 

On définit aussi l ' inert ie par rapport à u n p o i n t h différent 
du centre de gravité : 

i 
est reliée à J par la formule de Huyghens : 

A = > + d^(g, h ) 

> ) , est donc toujours supérieure à J, la valeur m i n i m u m 
étant atte inte lorsque h = g. 

On en déduit alors que l a recherche d ' u n plan rendant 
m a x i m u m Tinertie des projections des n points est équivalente 
à la recherche du plan passant « au plus près » de Tensemble 
des pointe d u nuage au sens où la moyenne des carrés de 
distance des pointa du nuage au plan est minimale . 

Soit h l a project ion de g sur le p lan qui est alors le 
centre de gravité de project ion des points du nuage. Le 
triangle ; ; h est rectangle en , d'où : 

d ^ ( e i ; f i ) - d ^ ( e i ; h ) - d ^ { f i ; h ) 
et S p i d'(e.- ; f;) = - / h - S p . \) 

« fi / « 
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Comme = ^ + d^(g ; h ) on v o i t que rendre minimale la 
moyenne des carrés des distances entre les et les s'obtient 
lorsque g = h et quand l ' inert ie du nuage projetée S p j ' i ' C i ; h ) 
est maximale. 

Désormais on supposera toujours que le p lan pr inc ipa l , et 
p l u s généralement les axes pr inc ipaux , passent par g. 

Ou montre que J s 'exprime par la forniole : 

J = . Trace ( M V ) 

où la t r a c e désigne l a s o m m e des éléments diagonaux d'une 
matrice . Ou en déduit alors que : 

— si M = I l ' i n e r t i e est égale à l a Bomme des v a r i a n c e f 
des p caractères ; 

— s i M = Di/gi : 

Trace M V = Trace (Di/g. V ) = Trace ( D i / , V D i / , ) 
= Trace R = p 

l ' inert ie est donc égale au nombre de caractères ; 
— ei M est quelconque on peut toujours dire que l ' inert ie 

est égale à la somme des variances des caractères t r a n S ' 
formés par la matr ice T où M = ' T T , E n effet : 

Trace M V = Trace ' T T ' X D X = Trace T ' X D X ' T 
= Trace ' Y D Y 

3. L'espace des caractères. — Chaque caractère 
est en fait une liste de n valeurs numériques : on 
le considérera comme un vecteur d'un espace 
à n dimensions appelé espace des caractères et 
noté R " . 

A) ha métrique. — Pour étudier la proximité des 
caractères entre eux i l faut munir cet espace d'une 
métrique, c'est-à-dire trouver une matrice d'ordre n 
définie positive symétrique. I c i i l n 'y a pas d'hési
tation comme pour l'espace des individus et le 
choix se porte sur la matrice diagonale des poids D 
pour les raisons suivantes : 
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Le produit scalaire de deux caractères et x* 
n 

qui vaut 'x^ Dx* — 2 Pi ^ xl n'est autre que la 
covariance Sj^ car les caractères sont centrés. 

La norme d'un caractère J J X * | | D ^st alors : 

e n d'autres termes la « longueur » d'un caractère 
est égale à son écart type. 

Dans un espace euclidien on définit l'angle 0 
entre deux vecteurs par son cosinus qui est égal 
au quotient du produit scalaire par le produit des 
normes des deux vecteurs : 

11x̂ 11 ||x*|| = i 7 i ; 

Le cosinus de Vangîe entre deux caractères centrés 
n^est donc autre que leur coefficient de corrélation 
linéaire. 

Si dans l'espace des individus on s'intéresse aux 
distances entre points, dans l'espace des caractères 
on s'intéressera plutôt aux angles en raison de la 
propriété précédente. 

B) Caractères engendrés par le tableau de données. 
— Si x ,̂ x ,̂ x" sont les caractères mesurés 
sur les n individus, on peut en déduire de nouveaux 
caractères par combinaison linéaire du type : 

c = Ui X * + Ug X ^ + . . . + Uj,X^ 

Nous avons vu dans un paragraphe précédent que 
ceci revient à choisir un nouvel axe dans l'espace 
des individus. 

L'ensemble de tous les caractères que l 'on peut 
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fabriquer par un tel procédé forme alors un sous-
espace vectoriel W de l'espace des caractères. S'il 
n'existe aucune relation linéaire entre les carac
tères x\e sous-espace est de dimension p, sinon 
i l est de dimension inférieure : dans l'exemple des 

I I 
dépenses de l 'Etat comme ^ — 100 la dimen-

j - i 
sion de W est au plus égale à 10 (au plus car i l 
peut exister d'autres relations qui n'ont pas été 
remarquées). 

Nous avons vu que tout caractère c, combinaison 
linéaire des caractères de départ, peut s'obtenir par 
la formule c = X u , où u est le facteur associé 
à c. 

I l est alors facile d'en déduire sa variance : 
si = *c De = 'u ' X D X u 
si = 'uVu 

I I I . — Recherche des composantes 
axes et facteurs principaux 

Nous avons défini dans l ' introduction de ce cha
pitre le premier axe principal par la propriété 
de rendre maximale la moyenne des carrés des dis
tances entre les projections des points du nuage. 

Ca Cl ! — r — ^ — J -
C3 I 

Ceci équivaut à rendre maximale l'inertie des 
projections qui vaut S p i cf, où les sont les mesures 
algébriques des projections des sur A, car on 

34 



choisit de faire passer A par le centre de gravité 
du nuage. 

A l est l'axe d'allongement principal du nuage en 
ce sens que, sur cet axe, les sont le plus dispersés 
possible, en d'autres termes : 

c est combinaison linéaire des x* de variance 
maximale. 

Pour trouver explic itement facteuis et composantes p r i n -
ripales et pour alléger les démonstrations, on peut toujours 
se ramener au cas M I en raisonnant sur le tableau de 
données transformé Y = X ' T avec M = ' T T . E n effet, 
la première composante principale de Y sera la même que 
celle de X puisque les combinaisons linéaires des y ' sont 
lies combinaisons linéaires des x ' : la combinaison des y ' de 
\ariance maximale définira donc automatiquement lu combi 
naison des de variance maximale. Si c est cette composante 
exprimée sous la forme c = Y v puisque Y — X 'T on aura 
c = X u avec u = ' T v . 

Soit V „ la matrice de variance associée au tableau Y q u i 
est égale à T ' X D X ' T = T V ' T où V est la matrice de 
variance de X . L a composante principale c a pour va 
riance 'vVj , v et le vecteur Y est alors égal au vecteur uni ta ire 
de l 'axe pr inc ipal . I l f aut donc trouver Y de norme 1 t e l 
que 'vVy T soit m a x i m a l . Ceci est équivalent à rendre m a x i m a l 
le quot ient ' T V „ T / ' W . Le m a x i m i m i est a t t e in t lorsque les 
dérivées par rapport à chacune des p composantes sont nulles. 
L'ensemble des dérivées de 'vV^ v par rapport aux compo
santes f j , , . . . , «p forme un vecteur égal à 2Vy v. D'après 
les formules de dérivation usuelles on en déduit que la dérivée 
de quot ient est nulle si : 

2{'yv) V y v — 2 ( ' y V y V ) v - 0 

soit : 

V ^ v = ( V V y T ) v = Xv 

V doit donc être vecteur propre de et sa valeur propre X 
doit être la plus grande puisqu'elle représente la quantité 
à maximiser. 

L a variance de e vaut alors X car v est de norme 1. Comme 
une matr ice de variaace est symétrique et semi-définie posi
t ive , elle possède p vecteurs propres orthogonaux deux à 
deux et ses valeurs propres sont toutes positives ou nulles. 
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Les axes et les facteurs principaux V j , T J , . . . , Vp 
lorsque M = I sont les vecteurs propres de la matrice 
de variance associés aux valeurs propres X j , Xg, . . X j , 
écrites en ordre décroissant. 

Prendre comme nouveaux axes de l'espace des 
individus les vecteurs de la matrice de variance 
revient à diagonaliser l'opérateur linéaire associé 
à . La matrice variance des composantes pr in 
cipales, Vf., est égale à : 

Les composantes principales sont donc non cor-
rélées deux à deux. 

UACP remplace les p caractères initiaux par des 
caractères non corrélés de variance maximale et d'im
portance décroissante. 

Pour trouver directement axes, facteurs et compo
santes en fonction de X i l suffit d'écrire que 
V^v = Xv = TV 'Tv et de multiplier à gauche-
par ' T , d'où *TTV 'Tv = X *Tv soit M V u = Xu. 
L'axe a est tel que u = Ma, donc MVMa = XMa, 
soit VMa = Xa car M est régulière. 

Les axes principaux sont donc les vecteurs pro
pres de V M , les facteurs principaux ceux de MV. 
Quant aux composantes principales qui s'obtiennent 
par c = X u , en remarquant que M V = M *X D X ; 
M ' X D X u = Xu montre en multipliant à gauche 
par X que c est vecteur propre de X M *X D. 

La somme des valeurs propres Xj + X2 H- . . . -|- Xp 
est xme constante égale à la trace de V^ et de M V : 
c 'est rinertie totale J^. 
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Le quotient "Kj^ est appelé part d'inertie (ou de 
variance) expliquée par l'axe n " k. (X^ + X^j./^ ou 
pnrt d'inertie cumulée des deux premiers axes, mesure 
l'aplatissement du nuage sur le plan principal. Plus 
cette part est grande, et meilleure est la représen-
i.ation du nuage sur ce plan. 

Le nombre des valeurs propres non nidles donne 
la dimension de l'espace dans lequel sont réellement 
1rs observations. Une valeur propre nulle montre 
(j i i ' i l existe une relation linéaire entre les caractères 
initiaux. 

A.vec M = D i / ( i , les c o m p o s a n t e s p r i n c i p a l e s sont les c a r a c -

t ires l es pluB liés a u x x ' a n sens où ^ t\c ; x') est m a x i m a l . 

I V . — Les résultats 
et leur interprétation 

Avec l'exemple des dépenses de l 'E ta t présenté 
au début de ce chapitre nous tenterons ici de donner 
quelques principes généraux d'interprétation des 
résultats numériques et graphiques d'une A C P . 

Si les phases de calcul sont effectuées automati
quement par des programmes d'ordinateur, la lec
ture des documents obtenus nécessite xme certaine 
méthode afin d'éviter des interprétations erronées. 

Nous avons choisi pour analyser le tableau des 
«lépenses de l 'E ta t la métrique D^/gt ce qui revient 
à centrer et réduire les 11 caractères. Les facteurs 
principaux s'obtiennent donc en diagonalisant la 
matrice de corrélation R. 

1 . Valeurs propres, facteurs et composantes prin* 
eipalee. — On trouve au moyen d'un programme 
standard d 'ACP : 
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Valeur o/ /o o/ /o 
propre d'inertie cumulé 

1 4,98 45,3 45,3 
2 2,05 18,6 63,9 
3 1,29 11,7 75,6 
4 0,99 9,0 84,6 
5 0,71 6,5 91,1 
6 0,56 5,1 96,2 
7 0.20 1,8 98 
8 0,12 1,1 99,1 
9 0,06 0.5 99,6 

10 0,04 0,4 100 
11 0 0 100 

La somme des valeurs propres est égale au 
nombre de caractères puisque M ~ Dj/gi, soit 
ici 11. On vérifie que la dernière valeur propre est 
nulle, ce qui était attendu puisque les caractères sont 
liés par une relation linéaire (leur somme vaut 100). 

Les deux premières valeurs propres représentant 
environ 64 % de l ' inertie, nous résumerons les don
nées par les deux premières composantes principales. 

I l est difficile de donner une réponse générale à 
la question : à part ir de quel pourcentage peut-on 
négliger les composantes principales restantes ? Cela 
dépend tout d'abord du nombre de caractères : un 
premier axe expliquant 45 % de l 'inertie avec 
11 caractères est plus intéressant que si p avait 
été égal à 5. Si R ne contient que des termes peu 
différents de zéro, i l ne faut pas s'attendre à trouver 
des valeurs propres très élevées : on ne peut réduire 
efficacement le nombre de caractères que si ceux-ci 
étaient très corrélés. En fait , seul l'examen de la 
signification des composantes principales, et sur
tout l'expérience, permettent de savoir quelles sont 
les composantes à conserver. 
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Les deux premiers vecteurs propres Vj et Vg de R 
sont ici les suivants : 

•̂ 1 •a 
— 0,08 — 0,52 

0,37 — 0,00 
0,37 — 0,24 

— 0,06 — 0,44 
0,32 — 0,28 
0,35 0,10 
0,42 0,07 
0.13 0,56 

— 0,27 — 0,15 
— 0,40 0,21 
— 0,25 — 0,08 

L a somme des carrés de leurs composantes v a u t 1 et on 
peut vérifier que Rv; = X^v^. Pour obtenir les composantes 
principales Cj et on applique la formule c — Y v . A i n s i 
pour Tannée 1872, dont on avait calculé plus baut les valeurs 
des coordonnées centrées réduites, i l suff it de mul t ip l i e r 
i-haque coordonnée par la composante du premier vecteur 
propre et en faire la somme, pour obtenir la valeur de Cj, 
soit i c i — 2,9. 

On peut vérifier que Ci et sont de moyenne nulle et ont 
pour variances respectives 4,98 et 2,05 (aux arrondis près). 

2. Représentation des individus dans le plan 
principal. 

« ï 
1872 — 2,90 — 1,02 1932 0,27 1,96 
1880 — 2,77 — 2,01 1935 0,66 2,30 
1890 — 2,42 — 0,22 1938 — 0,40 1,34 
1900 — 2,06 — 0,75 1947 1,08 — 2,25 
1903 — 2,34 — 0,17 1950 2,37 — 2,17 
1906 — 1,98 — 0,63 1953 1,20 — 1,13 
1909 — 1,91 — 0,81 1956 2,93 — 0,23 
1912 — 1,43 — 0,77 1959 2,69 — 0,14 
1920 — 2,14 — 0,96 1962 3,06 0,11 
1923 — 1,14 2,88 1965 3,14 — 0,31 
1926 — 1,67 2,61 196S 3,70 0,47 
1929 — 1,12 1,83 1971 3.24 0,09 
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Les composantes Cj et donnent les coordonnées des 
individus sur le p lan pr inc ipa l et on obt ient la configuration 
suivante. 

On v o i t immédiatement apparaître quatre groupes d ' i n d i 
v idus bien séparés : 

— groupe I : avant la première guerre m o n d i a l e ; 
— groupe 2 : entre les deux guerres ; 
— groupe 3 : l'après-guerre 1947-1950-1953 ; 
— groupe 4 ; la période 1956 à 1971. 

1926 
1923 

1B29 

1935 

1932 

1938 

1672 

1830 
1903 

•1906 
1900, 1312 
19201309 

196S 
1962 
1971— 

1959 1956 
1965 

1953 

1947 1950 

L a figure obtenue étant voie pro ject ion i l ne faut pas 
confondre proximités sur le plan pr inc ipal et proximités dans 
l'espace, une erreur de perspective est toujours possible 
comme le montre la f igure ci-dessous. 



I l faut donc examiner la qualité de la représentation de 
chaque po in t : ceci se fa i t eu considérant l 'angle 6 entre le 
vecteur et sa project ion f,-. Le critère de qualité commu-
nément utilisé est le carré d u cosinus de l'angle avec le p lan : 
un cosinus égal à 1 indique que e,' et f j sont confondus ; un 
cosinus voisin de zéro doit mettre en garde l 'ut i l i sateur contre 
toute conclusion hâtive, sauf si est à une distance faible 
du centre de gravité. 

Dans notre exemple on trouve les valeurs suivantes : 

18S0 1890 1900 1903 1906 1969 1912 

cos' 0 0,52 0,69 0,79 0,69 0,58 0,78 0,76 0,48 

1920 1923 1926 1929 1932 1935 1938 1947 

roa^ 6 0,73 0,79 0,66 0,63 0,47 0,80 0,30 0,66 

1930 1953 1956 1959 1962 1965 1968 1971 

vi>s^ 0 0,46 0,35 0,74 0,76 0,89 0.73 0,69 0,65 

Dans l'ensemble presque tous les points sont bien repré
sentés sauf peut-être les années 1938 et 1953 (un cosinus 
liuré de 0,3 correspond à un angle de 57"), 

Lorsque de nombreux points sont mal représentés c'est en 
général parce que l ' inert ie du plan pr inc ipal est t rop faible : 
i l faut alors considérer les composantes principales suivantes 
<̂ t regarder les plans pr inc ipaux définis par les axea 1, 3 ; 
2, 3, etc. 

3. L'interprétation des composantes principales et 
des axes principaux. — Quelle signification concrète 
donner à des caractères qui sont des combinaisons 
des caractères de départ ? C'est sans doute un des 
points les plus délicats des analyses de données. Deux 
approches doivent généralement être utiUsées : on 
considère, d'une part, les corrélations avec les carac
tères initiaux et, d'autre part, des individus typiques. 
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A) Le cercle des corrélations. — Le calcul des cor
rélations entre les composantes principales et les 
caractères initiaux est très simple à effectuer, dans 
le cas de la métrique Dj/g» : on montre que le 
coefficient de corrélation linéaire entre x̂  et ĉ^ ̂ st 
égal à la y-ème composante du fc-ième vecteur 
propre v̂ ^ multipliée par \ / \  On en déduit que 
la somme des carrés dv.s corrélations de C;̂  avec 
les X ' ' vaut "k^. 

On trouve ici : 

r(c, ; X ' ) 

P V P — 0.17 — 0,74 
A G R 0,82 — 0,01 
C M I 0,83 — 0,34 
T R A — 0,14 — 0,63 
L O G 0,72 — 0,40 
E D U 0.79 0,14 
ACS 0.93 0,10 
ACO 0.29 0,81 
D E F — 0,61 — 0,22 
D E T — 0,89 0,30 
D I V — 0,55 — 0,11 

La première composante principale est très car
relée positivement avec les pourcentages du budget 
consacré à l'action sociale, au commerce et indus
tr ie , à l'agriculture et très négativement avec les 
pourcentages consacrés à la défense, au rembour
sement de la dette. 

L'opposition de ces deux groupes de caractères, 
que l 'on retrouve sur le tableau R, est donc le 
tra i t dominant. Ceci permet d'interpréter la posi
t ion des individus sur le plan principal : plus un 
point se situe à droite sur le graphique plus i l 
s'écarte de la moyenne par de fortes valeurs des 
caractères ACS, C M I , AGR, ce qui est concomitant 
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avec des valeurs inférieures à la moyenne des ca
ractères D E T et D E F . Aux points situés à gauche 
du graphique correspondent évidemment des phé
nomènes inverses. 

La deuxième composante principale dont Tim-
portance est près de 2,5 fois moindre traduit essen
tiellement l'opposition entre le budget des anciens 
combattants et celui des pouvoirs pubUcs. 

Si on représente chaque caractère par un point 
dont les coordonnées sont ses corrélations avec Cj 
et Cg, les caractères init iaux s'inscrivent alors à 
l'intérieur d'un cercle de rayon 1 appelé cercle des 
corrélations car Cj et Cg étant non corrélées on montre 
que : 

r 2 ( c j ; xO + r 2 ( c 2 ; x O ^ L 

L'examen de cette figure permet d'interpréter les 
composantes principales et de repérer rapidement 
les groupes de caractères liés entre eux ou opposés, 
à condition toutefois que les points soient proches 
de la circonférence. Cette représentation joue pour 
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les caractères le même rôle que le plan principal 
pour les individus : on montre en eflfet que l 'on 
obtient exactement cette figure en projetant dans 
l'espace des caractères, les caractères centrés ré
duits sur le plan engendré par et Co. 

B) La place et Vimportance des individus. — Si 
on remarque que le long de l'axe 1 les années 
s'échelonnent à peu près selon l'ordre chronolo
gique on met en évidence un phénomène d'évolution 
temporelle de la structure des dépenses de l 'E ta t 
(vers plus de social moins de dettes et une moindre 
part à la défense nationale), ce qui enrichit l'étude 
des corrélations. De même i l n'est peut-être pas 
inintéressant de noter que l'axe 2 qui oppose les 
dépenses en faveur des anciens combattants à celles 
des pouvoirs publics oppose en fait les deux après-
guerre. 

On peut d'ailleurs chercher quels sont les i n d i 
vidus qui caractérisent le plus fortement un axe 
en calculant la « contribution » d'un point à l'axe 
n " k que l 'on définit comme PiC^/Xfc, c'est la part 
de variance de Cj due à l ' individu i. On trouve ic i , 
mais nous ne reproduisons pas le détail des calculs, 
que pour l'axe 1 les contributions dominantes sont 
celles de 1968 et 1872 et pour raxe2 1923,1926,1947. 

Ces considérations ne sont valables que parce que 
les individus présentent dans cet exemple un intérêt 
en eux-mêmes. Dans d'autres cas, en particulier 
ceux oii les individus ont été obtenus par tirage 
au hasard pour un sondage, on a affaire à des êtres 
anonymes n'ayant d'intérêt que par leur ensemble 
et non par leur individualité ; I 'ACP se résumera 
alors souvent à l'étude des caractères, c'est-à-dire 
au cercle des corrélations. Le fait que quelques 
individus puissent avoir des contributions impor-
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tantes à la formation d'un des premiers axes pr in 
cipaux peut alors être un grave défaut car le fait 
de retirer ces individus risque de modifier profon
dément les résultats : i l y a alors tout intérêt à 
effectuer I 'ACP en éliminant cet individu quitte à 
le faire figurer ensuite sur les graphiques en point 
supplémentaire (car i l est facile de calculer ses 
coordonnées), à condition qu ' i l ne s'agisse pas d'une 
donnée aberrante qui a ainsi été mise en évidence. 

Notons enfin la possibiUté de représenter sur les 
plans principaux des groupes d'individus possédant 
un t r a i t particulier, par exemple l'ensemble des 
années représentant la IV^ République. Ceci s'ef
fectue très simplement en plaçant sur le graphique 
le centre de gravité des individus concernés dont 
les coordonnées se calculent aisément. Cette pro
cédure qui permet de faire figurer les modalités 
d'un caractère qualitat i f i l lustrati f (ici le numéro 
de la République) sera reprise lors de l'analyse des 
correspondances multiples (points supplémentaires). 

Dans l'état actuel de la technique informatique 
on peut traiter des tableaux oii le nombre de carac
tères est de quelques centaines pour un nombre 
d'individus en principe illimité, puisque la phase 
essentielle de calcul se réduit à la diagonalisation 
d'une matrice d'ordre p, 

V. — L'analyse des tableaux de proximités 

Dans certaines applications on ne connaît pas les 
valeurs prises par les caractères, car i l n 'y a pas 
de caractères mesurés ; on connaît seulement les 
distances entre individus. C'est souvent le cas en 
psychologie ou en étude de marché : par exemple 
on recueille auprès de consommateurs des données 
de proximités subjectives entre différentes marques 
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concurrentes. Le problème est alors de représenter 
graphiquement les proximités entre marques qui 
constituent autant d'individus. 

Les données sont donc le tableau des distances 
entre les n individus. Supposons que ces distances 
soient euclidiennes, cela veut dire que les n ind i 
vidus peuvent être considérés comme des points 
dans un espace de dimension p (inconnu) muni 
d'une métrique M. Si on connaissait leurs coor
données sur des axes orthogonaux arbitraires de 
cet espace on aurait alors un tableau individus-
caractères X et on pourrait effectuer une ACP. Nous 
avons vu que les composantes principales c qui 
constituent les listes de coordonnées sur les axes 
principaux sont les vecteurs propres de la ma
trice X M *X D . Or cette matrice peut se calculer en 
connaissant uniquement les distances entre individus. 

I l suffit alors de calculer ses vecteurs propres 
pour obtenir une représentation des individus sur 
un plan ou un espace de dimension q dont on mesu
rera la quaUté au moyen du pourcentage d'inertie 
expUquée. 

L a matrice X M ' X est la matr ice d o n t les éléments ivjj 
sont les produits scalaires ^e,-; « J ^ M , et wn = E n 
appliquant la relation du triangle : 

à t o u s les couples d ' indiv idus on arrive a l o r s à e x p r i m e r 1̂ ,;̂  
au moyen de la formule de Torgerson : 

où : 

i-i ^ ^ 

et d?. = 2 2 P i P j d V i ; «j) = 2J' 
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L'application de I ' A C P à ce type de données porte le nom 
(l'analyse factorielle d'un tableau de distances. 

Si la distance d est réellement euclidienne, toutes les valeurs 
]iropres de X M ' X sont positives ou nulles. Si on trouve des 
valeurs propres négatives on ne peut plus admettre que les 
individus sont dans un espace euclidien. Four obtenir quand 
même des représentations graphiques on fait appel à des 
techniques de positionnement multidimensionnel qui revien
nent à chercher une modification des dissimîlarités les trans-
fi)rmant en distances euclidiennes en respectant certaines 
cintraintea d'ordre : si d est la dissimilarité et f(d) sa modi-
l'kation on exigera que si dij < d̂ j on ait f{d^) ^ fiàkù-

Divers algorithmes sont alors possibles : les uns cherchant 
d'abord cette transformation / pour procéder ensuite à une 
aniilyse factorielle du tableau des distances euclidiennes ainsi 
rn'-ées, les autres (méthode de Kruskal) cherchant directement 
la meilleure configuration de n points dans un espace de 
dimension fixée. 

Sur le plan pratique le nombre d'individus à traiter est 
limité à quelques centaines par les possibilités actuelles de 
ralcul. 

L e lecteur désireux de compléments dans ce domaine se 
reportera avec profit aux ouvrages cités en bibliographie, en 
particulier à ceux de J . - M . Bouroche qui a introduit ces 
méthodes en France. 
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C H A P I T R E I I I 

L A C L A S S I F I C A T I O N 

Les méthodes de classification ou de typologie 
(dont la science s'appelle la taxinomie) ont pour 
but de regrouper les individus en un nombre res
treint de classes homogènes. I l s'agit donc de dé
crire les données en procédant à une réduction du 
nombre des individus. I l ne sera question ici que 
de (( classification automatique » : les classes seront 
obtenues au moyen d'algorithmes formalisés et non 
par des méthodes subjectives ou visuelles faisant 
appel à l ' init iat ive du praticien (1). 

On distingue deux grands types de méthodes de 
classification : 
— les méthodes non hiérarchiques qui produisent 

directement une partit ion en un nombre fixé de 
classes ; 

— les méthodes hiérarchiques qui produisent des 
suites de partitions en classes de plus en plus 
vastes à l'image des célèbres classifications des 
zoologistes en espèces, genres, familles, ordre, etc. 

(1) Au chapitre précédent on donnait un exemple de classification 
visuelle où quatre groupes avaient été reconnus en regardant le 
plan principal de I ' A C P du tableau des dépenses de l 'Etat . 
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Le tableau de données analysé est soit le tableau 
des distances ou des dis similarités entre n individus, 
soit le tableau des coordonnées des individus sur 
p axes (tableau individus-caractères numériques ou 
coordonnées sur les axes d'une analyse des corres
pondances lorsque les caractères sont qualitatifs). 
Dans ce dernier cas on peut évidemment obtenir 
un tableau de distance en choisissant une métrique. 

Depuis quelques années, avec le développement 
des gros calculateurs, d'innombrables algorithmes 
de classification ont vu le jour. I l n'est pas question 
de les passer tous en revue ici renvoyant le lecteur 
intéressé à l'ouvrage de Cailliez et Pages ; nous 
nous contenterons d'examiner les méthodes les plus 
(fricaces et les plus utilisées en insistant plus par
ticulièrement sur le cas où les distances sont eueU-
diennes car i l existe alors des critères non arbitraires. 

I . — Classification non hiérarchique 

I l s'agit de regrouper n individus en k classes 
de telle sorte que les individus d'une même classe 
soient le plus semblables possible et que les classes 
soient bien séparées. Ceci suppose la définition d'un 
critère global mesurant la proximité des individus 
d'une même classe et donc la qualité d'une part i 
t ion. Si on dispose d'un te l critère on pourrait 
imaginer d'examiner toutes les partitions possibles 
et de choisir la meilleure. Cette tâche est en réaUté 
impossible, même avec les plus gros ordinateurs, 
dès que le nombre des individus dépasse quelques 
dizaines : pour 14 individus seulement i l y a plus 
de 10 millions de partitions possibles en 4 classes ! 

I I est donc à peu près exclu de trouver la meilleure 
partition possible et i l faudra se contenter d'algo
rithmes aboutissant à des solutions approchées. 
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1. Inertie interclasse et inertie intraclasse. — Si 
on peut considérer les individus comme des points 
d'un espace euclidien le problème de la classification 
peut se décrire comme la recherche d'une partit ion 
d'un nuage de n points en k sous-nuages. Au cha
pitre précédent, nous avons caractérisé la dispersion 
d'un nuage de points par son inertie qui est la 
moyenne des carrés des distances au centre de gra
vité. Une classe sera donc d'autant plus homogène 
que son inertie sera faible. Appelons • • - Î-A 
les inerties de chaque classe, calculées par rapport 
à leurs centres de gravité respectifs g j , gg, •••,gk- La 
somme de ces inerties est appelée inertie intraclasse 
et est notée : 

k 

•Af^ = ^ 

I l est donc souhaitable que ^ soit la plus petite 
possible pour avoir un ensemble de classes très 
homogènes. 

Considérons maintenant Pensemble des k centres 
de gravité g j , . . . , g^, leur dispersion autour de g, 
centre de gravité du nuage total des n individus, 
est appelée inertie interclasse et est notée X^ : 

où Pj' est la somme des poids des individus de la 
classe n°j. 

Une grande valeur de indique une bonne sépa
ration des classes et i l conviendra donc que J ^ B soit 
la plus grande possible. 

Or . / B '^w ^^^^ reliées par une importante for
mule généralisant le théorème de Huyghens : 

où ^ est l 'inertie totale du nuage des n points. 
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Rendre maximale Ĵ g est donc équivalent à rendre 
minimale J * ^ puisque leur somme est constante. D u 
point de vue de l'inertie i l suffira donc de carac
tériser les meilleures partitions possibles en k classes 
{il en existe éventuellement plusieurs) comme celles 
([ui rendent minimale . 

I I faut prendre garde ici que ce critère ne permet 
pas de comparer deux partitions ayant des nombres 
de classes différents : en eifet, la meilleure partit ion 
en k classes aura toujours une inertie intraclasse 
supérieure à celle de la meilleure partition en 
^ + 1 classes et sera donc « moins bonne ». A la 
l imite, la meilleure partition possible est celle où 
chaque individu constitue une classe car alors 

= 0 puisque chaque point est confondu avec 
le centre de gravité de sa classe ! 

Nous chercherons désormais à obtenir une par
t it ion en k classes où A: a été fixé a priori. La plu
part des techniques procèdent par améliorations 
successives d'une partit ion de départ : nous dé
crirons d'abord celle des centres mobiles puis la 
méthode des « nuées dynamiques » qui en est une 
variante. 

2. Regroupement autour de centres mobiles. — 
Le déroulement de cet algorithme est le suivant : 
dans un premier temps on regroupe les individus 
autour de k centres arbitraires c^ , C j , . . . , Cj^ de la 
manière suivante : la classe associée à est consti
tuée de l'ensemble des individus plus proches de Cj 
que de tout autre centre. Géométriquement ceci 
revient à partager l'espace des individus en k zones 
définies par les plans médiateurs des segments ĉ . 
La figure ci-après donne un exemple d'une partit ion 
associée à trois centres dans un plan. 
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On calcule ensuite les centres de gravité , 
82' •••» S* classes que l'on vient de former. 
On effectue alors une deuxième partit ion en regrou
pant les individus autour des qui prennent alors 
la place des centres Cj de la première étape. On 
calcule les centres de gravité g^''', g^ '̂, . . . . gî?* de 
ces nouvelles classes, on regroupe les individus 
autour d'eux et ainsi de suite jusqu'à ce que la 
qualité de la partit ion mesurée par l'inertie intra 
classe ne s'améliore plus. Comme i l suffit à chaque 
étape de calculer les nk distances entre les individus 
et les centres, i l n'est pas nécessaire de conserver 

en mémoire les - — ^ distances différentes, ce 
qui est avantageux si n est grand. 

Montrons que d*ane p a r t i t i o n à l 'autre l ' inert ie intraclasse 
décroît, ce q u i entraîne l a convergence de Talgoritlune (l 'expé
rience montre que cette convergence est très rapide : une 
dizaine d'itérations sont en général suffisantes). 

Appelons l ' iner t ie intraclasse de la première p a r t i t i o n 
et > w ' celle de la deuxième : i l suffira de démontrer que 
^Iv* > puîsqu'à l'étape suivante la p a r t i t i o n n9 2 prend 
la place de la p a r t i t i o n n9 1 et ainsi de suite. 

est la moyenne des inerties j ' j " des k classes de la 
deuxième p a r t i t i o n . Considérons par exemple la première 
classe de cette p a r t i t i o n dont le centre de gravité est g^" ; 
son inert ie J ^ ' est inférieure à la moyenne des carrés des 
distances des points de cette c l a i i e à gj en raison de la formule 
de Huyghens (vo ir chap. I I ) . 
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D'une p a r t i t i o n à l 'autre la composition des classes change : 
dans la p a r t i t i o n n° 2 on ne trouve dans la première classe 
que les points d u nuage plus proches de g^ que des autres g; ; 
la moyenne des carrés des distances à g, est donc inférieure 
à la moyenne correspondante de la première classe de ta pre
mière p a r t i t i o n (à moins que ces deux classes ne soient iden
tiques) q u i v a u t ^ i ^ ' . L ' iner t i e de chaque classe de la deuxième 
p a r t i t i o n est donc inférieure à l ' inert ie de la classe corres
pondante de la première p a r t i t i o n , i l en sera de même pour 
leurs moyennes et . / w ^ •^w'-

L'inconvénient de cette méthode, à part le risque 
d'obtenir des classes vides, donc d'aboutir à moins 
de k classes, est de fournir une partit ion finale qui 
dépend de la partit ion de départ : on n'atteint pas 
l 'opt imum global mais seulement la meilleure par
t i t i on possible à partir de celle de départ. De plus, 
la partit ion initiale est souvent arbitraire car i l est 
courant de choisir les centres par tirage au sort 
de k individus parmi n. 

3. L a méthode des nuées dynamiques. — Sous ce 
nom évocateur E. Diday a développé une méthode 
efficace de partitionne ment que l 'on peut considérer 
comme une généralisation de la méthode des centres 
mobiles. La différence fondamentale est la suivante : 

A u lieu de définir une classe par un seul point, 
son centre, qui peut ne pas être un des individus 
de l'ensemble à classer, on la définit par q individus 
formant un « noyau » qui , s'ils sont bien choisis, 
seront plus représentatifs de la classe qu'un simple 
centre de gravité. Ces noyaux permettront par la 
suite d'interpréter les classes. 

A p a r t i r d*»m système i n i t i a l de k noyaux on obt ient une 
p a r t i t i o n en regroupant les indiv idus autour de ces noyaux. 
On calcule alors de nouveaux noyaux représentatifs des 
classes ainsi formées et on recommence jusqu'à ce que la 
qualité de la p a r t i t i o n ne s'améliore plus. Formellement i l 
f aut donc disposer de trois fonctions : 
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— la premièie qui calcule la distance d*uu i n d i v i d u à un 
noyau ; 

— la deuxième qui à une p a r t i t i o n en k classes associe les 
k noyaux de q po ints , représentatifs de ces classes ; 

— la troisième qui mesure l a qualité d'une p a r t i t i o n . 
Connaissant ces trois fonctions, le nombre de classes et 

l 'ef fectif des noyaux, l 'a lgorithme est entièrement déterminé. 
Comme pour la méthode des centres mobiles, la p a r t i t i o n 

f inale dépend du choix i n i t i a l des noyaux. A f i n de l imi te r cet 
inconvénient on procède à plusieurs tirages au sort des noyaux 
de départ et on compare les part i t ions finales obtenues : les 
ind iv idus qui ont toujours été classés ensemble définissent des 
« formes fortes » q u i sont en quelque sorte les parties vra iment 
homogènes de l'ensemble des ind iv idus car elles ont résisté aux 
aléas des tirages des noyaux. Le nombre de formes fortes est 
généralement différent de k. 

Les méthodes de part i t ionnement permettent de t ra i ter 
rapidement de grands ensembles d ' indiv idus mais elles sup
posent que le nombre k de classes est fixé. Si ce nombre ne 
correspond pas à la configuration véritable du nuage des 
indiv idus on risque d'obtenir des part i t ions de valeur douteuse. 
I l faut alors souvent essayer diverses valeurs de k, ce qui 
augmente te temps de calcul. Lorsque le nombre des indiv idus 
n'est pas t rop élevé on recourra plutôt à des méthodes 
hiérarchiques. 

I I . — ClaBBÎfication hiérarchique 

Nous traiterons ici uniquement des méthodes 
ascendantes. Leur principe consiste à construire 
une suite de partitions en n classes, n — 1 classes, 
n — 2 classes..., emboîtées les unes dans les autres, 
de la manière suivante : la partition en k classes 
est obtenue en regroupant deux des classes de la 
partit ion en A: H~ ï classes. I l y a donc au total 
n — 2 partitions à déterminer puisque la partit ion 
en n classes est celle où chaque individu est isolé 
et la partit ion en ime classe n'est autre que la 
réunion de tous les individus. 

O n parle de classification hiérarchique ou de hié
rarchie, car chaque classe d'une partit ion est incluse 
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dans une classe de la partit ion suivante. La suite 
des partitions obtenues est usuellement représentée 
sous la forme d'un arbre de classification analogue 
à l'organigramme d'une entreprise. 

La figure ci-dessous représente la suite de part i 
tions de l'ensemble a, b, c, d, e : 

- albjcldle 
P4 = abjcldje 
P j = abjcdje 
P2 = ahjcde 
P j = abcde. 

a b c d e 

La hiérarchie précédente est « indicée » car à 
chaque partit ion correspond une valeur numérique 
représentant le niveau auquel ont lieu les regrou
pements ; plus l'indice est élevé plus les parties re
groupées sont hétérogènes. Cet indice est aussi 
appelé niveau d'agrégation. 

Connaissant l'arbre de classification i l est facile 
d'en déduire des partitions en un nombre plus ou 
moins grand de classes, i l suffit pour cela de couper 
l'arbre à un certain niveau et de regarder les 
i( branches » qui tombent. 

Ainsi dans l'arbre ci-dessus on obtient une par
t i t i on en trois classes en découpant l'arbre selon 
le pointillé : (a, b) (c, d) (e). 

Le principal problème des méthodes de classifi
cation hiérarchique consiste à définir le critère de 
regroupement de deux classes, ce qui revient à 
définir une distance entre classes. Tous les algo
rithmes de classification hiérarchique se déroulent 
de la même manière : on recherche à chaque étape 
les deux classes les plus proches, on les fusionne. 

0,5 
0 
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et on continue jusqu'à ce qu ' i l n 'y ait plus qu'une 
seule classe. 

1. Le critère de l'inertie : la méthode de Ward. — 
Lorsque les individus sont des points d'un espace 
euclidien nous avons vu que l'on définissait la qua-
hté d'une partit ion par son inertie intraclasse ou 
son inertie interclasse. Une bonne partition est celle 
pour laquelle l ' inertie interclasse est forte (inertie 
intraclasse faible). Lorsque l'on passe d'une par
t i t i on en fc + 1 classes à une partition en k classes 
en regroupant deux classes en une seule, nous allons 
voir que l'inertie interclasse ne peut que diminuer. 
Le critère de regroupement sera donc le suivant : 
fusionner les deux classes pour lesquelles la perte 
d'inertie est la plus faible. Ceci revient à réunir 
les deux classes les plus proches en prenant comme 
distance entre deux classes la perte d'inertie que 
l 'on encourt en les regroupant. 

L ' iner t i e interclasse est, rappelons-le, la moyenne des carrés 
des distances des centres de gravité de chaque classe au 
centre de gravité t o t a l . Appelons A et B les deux classes que 
l 'on veut réunir, g^, gg leurs centres, et et Pg leurs poids. 

A v a n t réunion on trouve dans la formule de l ' inertie inter 
classe la somme des deux termes : P^ (̂ (̂8* î g) 4- P B d̂ Cge ! §)• 

Après réunion i l n ' y a plus qu'une classe de poids - f P ^ 
de centre de gravité, 6 ' q^' contribue à l ' inert ie interclasse 
par le terme unique { P ^ + P^) d^igj,^ ; g). 

L a perte d ' inert ie interclasse est la différence : 
P A d'(g. ; g) + P B dHe. ; g) - ( P * + Pn) à^a^ ; g) 

P . g . + P B ga 
comme g^a = — p „ ° on t rouve que cette perte est : 

SA g. 
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TJn calcul élémentaire montre en effet qne : 

dHe. ; g) + 'iHs. : g) - 7 T > A ^ r . ^Hg, ; s.) 
K + Pn ' P. + P B • (PA + PB) ' ' 

(c'est une généralisation du théorème de la mcdiane). 
On peut donc prendre comme « distance » entre classes A 

et B la (piantité : 

8 ( A , B ) = J ^ ^ r f ' ' ( g , ; g B ) 

Si C est une troisième classe on en déduit aisément la for
mule donnant la « distance » 8 entre C et la réunion des deux 
classes A et B ; 

S(C ; A l I B ) = 
( P A + Pc) S(A. C) + (Pe + Pc) S(B, C) - P , S(A, B ) 

P A + P B + Pc 
On peut donc formaliser l 'a lgorithme de W a r d comme 

suit : on remplace le tableau des distances D entre les n points 
par le tableau A des distances modifiées : 

on cherche les deux indiv idus pour lesquels S{j est m i n i m u m , 
on les réunit en une classe de poids pi + pj au niveau hiérar
chique Sij, on calcule ensuite les distances 8 entre les autres 
indiv idus et cette classe au moyen de la formule énoncée 
précédemment; t o u t se passe alors comme s'il n ' y avait plus 
que n — 1 individus ; on cherche quels sont les deux indiv idus 
les plus proches, on les réunit en une classe et ainsi de suite. 

Exemple ; Reprenons les données sur les dé
penses de TEtat déjà analysées dans le chapitre I I . 
En conservant la métrique Di / , i on peut calculer 
les distances mutuelles entre les 24 individus (les 
années) et effectuer ensuite une classification des 
années par la méthode de Ward. Nous ne repro
duirons pas ici le tableau des distances vu son 
encombrement. Les poids des individus sont ici 
tous égaux à 1/24. 

Les classes de la hiérarchie sont numérotées de 25 
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à 47 et sont constituées de la manière suivante : 
ce sont les années 1900 et 1906 qui sont les plus 
proches, puis 1959 et 1962, ensuite on rattache 1909 
à la classe 1900-1906 et ainsi de suite. 

Les résultats sont alors consignés dans le tableau 
suivant. 

On remarque que la somme des niveaux d'agré
gation est égale à 11 : en effet chaque niveau est 
égal à la perte d'inertie résultant de la fusion des 
deux éléments réunis ; la somme des pertes d'inertie 
est donc égale à l'inertie totale du nuage de points 
qui est ici égale au nombre de caractères puisque 
l 'on a pris Dj/̂ » comme métrique. 

JVo Niveau 
de la classe Eléments réunis d^agrêgation 

25 1900 1906 0 . 02 
2 6 1959 1962 0 , 0 3 
2 7 1909 25 0 , 0 4 
2 8 1890 27 0 , 0 6 
2 9 1932 1935 0,06 
3 0 1965 1 9 6 8 0,07 
3 1 1956 26 0,08 
3 2 1912 28 0,09 
3 3 1947 1953 0,11 
3 4 1903 3 2 0,13 
3 5 1923 1926 0 ,13 

0 , 1 4 3 6 1929 35 
0 ,13 
0 , 1 4 

3 7 1971 30 0 , 1 8 
3 8 1938 29 0,18 
3 9 1880 1920 0,24 
4 0 1950 33 0,39 
4 1 1872 34 0,40 
4 2 31 37 0 , 4 2 
4 3 3 9 4 1 0 , 4 3 

0 . 4 6 4 4 36 3 8 
0 , 4 3 
0 . 4 6 

4 5 40 4 2 1 . 0 9 
4 6 43 44 1 ,94 
4 7 45 4 6 4 , 3 1 
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De ce tableau on déduit l'arbre de classification. 
Son examen montre à l'évidence l'existence de quatre 
classes relativement homogènes obtenues en coupant 
l'arbre au niveau 0,5 environ. La classe n' ' 40 re
groupe les années 1947-1950-1953, la classe n°42 les 
années 1950 à 1971, la classe n° 43 les années 1880 
à 1912 et la classe n» 44 les années 1923 à 1935. 

On retrouve ic i , mais d'une manière automatique, 
la typologie qui avait été faite « à vue » au cha
pitre I I : cette concordance est évidemment satis
faisante. D'une manière générale, i l est recommandé 
de confirmer les résultats d'une classification par 
l'examen des plans factoriels d'une A C P OU d'une 
analyse des correspondances : les deux approches sont 
complémentaires, l'analyse factorielle permettant en 
outre d'interpréter rapidement en fonction des carac
tères les groupements obtenus par une classification. 

Si on coupe l'arbre à un niveau plus élevé, on 
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fera apparaître trois classes, puis deux classes : la 
partition en deux classes séparant ici l 'avant- et 
l'après-deuxième guerre. 

Rappelons enfin qu'à chaque étape on n'obtient pas 
forcément la meilleure partition en k classes, mais 
seulement la meilleure de celles obtenues par réunion 
de deux classes de la partition en + 1 classes. 

2. Distances non euclidiennes ; les différentes 8tra« 
tégies d'agrégation. — Lorsque les distances ne sont 
pas euclidiennes, ce qui se produit en particuUer 
si l'inégalité triangulaire d(a, b) ^ d{a, c) + d{b, c) 
n'est pas vérifiée pour certains points (on parle 
alors de dis similarité plutôt que de distance), la 
notion d'inertie n'a plus de sens et on ne dispose 
pas d'un critère objectif pour calculer la distance 
entre deux classes. On peut alors imaginer une foule 
de solutions plus ou moins arbitraires. 

Parmi les diverses formules de distance entre deux 
parties, les trois plus utilisées sont les suivantes : 
— distance du saut minimal ou de l ' i n f 

d(A, B) = in f d(ei ; e^) pour ê  G A e B 

— distance du diamètre ou du sup 
d(A, B) = sup d{e^ ; e^) 

— distance moyenne 

d ( A , B ) . = : p ^ 2 £ d ( e , ; e , ) . 

La première formule tend à favoriser le regrou
pement de deux classes, dès qu'elles possèdent des 
points proches ; le risque est alors de trouver dans 
une même classe des points très éloignés. Cette 
distance est cependant très utilisée en raison de ses 
propriétés mathématiques. 
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La distance du sup remédie, mais un peu bru
talement, au défaut de la méthode du saut minimal, 
car elle exige que les points les plus éloignés, donc 
tous les points, soient proches. 

La distance moyenne offre un compromis entre 
les deux précédentes. 

L'ennui est que selon la formule choisie on abou
t i ra à une hiérarchie ou à une autre. 

Ainsi considérons le tableau de distance suivant 
entre cinq individus ; on voit que cette distance 
n'est pas euclidienne puisque : 

d{c,e)>d{c, d) + d(d.e) 
6 > 2 + 1/2. 

3 
4 
2 
0 
1/2 

A 
1 
6 
1 /2 
0 

On aboutit alors aux trois arbres suivants 

4,75 

n 

3,3 

Si chaque arbre commence par la réunion de « d » 
et de (t e » en une seule classe « / », i l y a tout de 
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suite d ' i m p o r t a n t e s différences q u a n d on calcule les 
distances de / a u x autres i n d i v i d u s : 

d i n f ( 6 , / ) = i n f {d{h ; d) ; d{h ; e)) 1 
d sup ( 6 , / ) — sup {d{h ; d) ; d{h ; e)) — 4 
rfmoy ( 6 , / ) = 2,5. 

I l est recommande de procéder à plusieurs types 
de classif ication sur le même ensemble en u t i l i s a n t 
diverses formules : si les biérarcbies complètes sont 
en général différentes, i l ne d o i t pas y avo i r de 
t r o p grandes var ia t i ons lorsque l ' o n regarde u n i 
quement le h a u t de l ' a r b r e , c'est-à-dire les p a r t i 
t i ons à fa ible n o m b r e de classes. S i on constate de 
grosses différences c'est peut-être que l 'ensemble 
des i n d i v i d u s se prête m a l à t o u t e classif ication. 

Notons e n f i n que l ' une des pr incipales difficultés 
en c lass i f i cat ion consiste à définir des distances ou 
des dis similarités entre i n d i v i d u s , s u r t o u t q u a n d 
ceux-c i sont décrits par des caractères q u a l i t a t i f s . 
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C H A P I T R E I V 

L ' A N A L Y S E C A N O N I Q U E 

L*aualy8e canonique, proposée en 1936 par H . H o -
tellîng ( I ) , est d ' u n intérêt théorique essentiel. E l l e 
englobe en effet la p l u p a r t des méthodes d 'analyse 
des données comme cas p a r t i c u l i e r : q u ' i l s'agisse 
de l a régression m u l t i p l e , de l 'analyse de l a var iance , 
de l 'analyse des correspondances ou de l 'analyse 
d i s c r i m i n a n t e , ces méthodes peuvent être considé
rées comme des appl i cat ions spécifiques de l 'analyse 
canonique. 

Disponib le sous forme de programme i n f o r m a 
t i q u e depuis plus d 'une dizaine d'années, cette 
méthode n*a été utilisée que très rarement . Cette 
s i t u a t i o n , exceptionnel le en analyse des données, 
s'expUque par les difficultés d'interprétation et d ' u t i 
l i s a t i o n des résultats. Combien d 'analystes , séduits 
par l a problématique et les propriétés t h é o r i s e s 
de l 'analyse canonique, o n t - i l s , a u v u des résultats, 
rangé discrètement leurs calculs dans u n t i r o i r ? 
Nous ne pouvons répondre à cette quest ion mais 
pensons cependant qu 'une large place d o i t être 

(1) H . IIoTELLiNG, Relalions Uetweeii Iwo sols of variables, Uio-
melrika, 1936, vol. 28. 
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donnée à l 'analyse canonique, compte t e n u de sa 
fécondité théorique. Les apphcat ions les plus e n r i 
chissantes seront obtenues sur des données p a r t i 
culières, comme nous le verrons dans les deux cha
p i t res su ivants . 

L — Présentation de l a méthode 

L e b u t de l 'analyse canonique est d'étudier les 
re lat ions linéaires ex i s tant entre deux groupes de 
caractères q u a n t i t a t i f s observés sur u n même en
semble d ' i n d i v i d u s . De façon plus précise, on cherche 
une combinaison linéaire des caractères d u p r e m i e r 
ensemble et une combinaison linéaire des caractères 
d u deuxième q u i soient les plus corrélées possible. 

Mais précisons t o u t d 'abord ce problème à l ' a ide 
d ' u n exemple. Dans une étude p o r t a n t sur les per
formances de 40 sauteurs eu hauteur , R . Thomas (1) 
a relevé h u i t paramètres mesurant les caractéris
t iques physiques et dynamiques des athlètes : 

= T A I L : taille en centimètres ; 
= P O I D : poids en kilogrammes ; 
= D T H : détente horizontale en centimètres (longueur 

sautée à pieds joints sans élan) ; 
** = D T V : détente verticale en centimètres (différence 

entre la hauteur atteinte mains tendues, talons 
au sol, et celle atteinte en sautant sans élan) ; 

^ = F J A M : force des jambes en kilogrammes (poids re
monté sur les épaules, à partit de la position 
accroupie) ; 

= V I T : vitesse en dixième de seconde (temps de par
cours d'une distance de trente mètres, départ 

^ lancé); 
* = S A U L : saut en longueur en centimètres (meilleur 

J résultat) ; 
* = 3SAU ; triple saut en mètres (meilleur résultat). 

(1) n . THOMAS, La réiusiU MporHvt, P O F , 1975 . 
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Par ai l leurs , u n j u r y a noté les athlètes selon l a 
qualité de leurs performances. Quatre critères o n t 
été retenus : 
y i = N S A U : note de saut sur 20 (moyenne des notes don

nées par trois juges sur le style du saut dans 
son ensemble) ; 

y2 = N E L A : note d'élan sur 20 (moyenne des notes données 
par trois juges sur le style de l'élan) ; 

y* = N I M P : note d'impulsion sur 20 (moyenne des notes 
données par trois juges) ; 

y* = N S U R : note de suspension réception sur 20 (moyenne 
des notes données par trois juges). 

Dans quelle mesure les notes données par le j u r y 
peuvent-el les être reliées a u x caractéristiques ob
ject ives des athlètes ? 

Comme en analyse en composantes pr inc ipa les , 
les caractères peuvent être représentés dans R", où 
n est le nombre d 'observations (dans no t re exemple , 
n = 40) , 

Notons x \, x ' , . , x P et y*, . . . , y*, . . y « 
les caractères des deux groupes représentés par des 
vecteurs de R". 

P o u r rapprocher ces deux ensembles de carac
tères, on calcule une combinaison linéaire des carac
tères d u premier groupe : 

Ç = a i x i + . . . - f a j - x ' - - f . . . + a p x ï ' 

et une combinaison linéaire des caractères d u 
deuxième groupe : 

i Q = = 6 i y ^ + . . . + f c , y * - f . . . + 6 , y « 

O n cherchera les coefficients : 
' a = ( o i , . . . . O j , . . . , a p ) 

et ' b ^ ( 6 i , 

q u i m a x i m i s e n t le carré de corrélation entre Ç e t v}. 
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O n appelle caractères canoniques les vecteurs Ç 
et TT] e R", facteurs canoniques les vecteurs de coeffi
cients a G RP et b F R' et corrélation canonique 
le coefficient de corrélation entre Ç et •»]. 

L 'ensemble des caractères combinaisons l i 
néaires des x^, x\, f orme u n sous-
espace vector ie l de R" que l ' on appelle « p o t e n 
t i e l de prévision » d u premier groupe. De même, 
au second groupe, on associe W j , sous-espace vec
t o r i e l de R". 

I I s 'agit donc de t r o u v e r deux vecteurs Ç e W j 
et if) G Wg fa isant u n angle m i n i m u m , puisque l ' o n 
a v u en analyse en composantes pr inc ipales l ' i d e n 
tité entre cosinus et corrélation pour les caractères 
centrés. 

Dans le schéma précédent, i l existe une so lut ion 
très s imple y)̂  et tels que cos^ {TJ^ Ç^) = 1 . 

E n effet, dans R^, l ' in tersec t i on de deux plans 
est de d imens ion inférieure ou égale à 2. 

L o r s q u ' u n premier couple de variables canoniques 
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a été ob tenu , on recherche, dans u n deuxième t e m p s , 
u n autre couple de caractères et Y]'^ tels que 
r{%\ soit m a x i m u m et tels que et (res
pec t ivement Tf)̂  et T)^) aient une corrélation n u l l e 
et a ins i de sui te , et Y)* , etc. 

L e problème de l 'analyse canonique peut être 
rapproché de celui de l a régression m u l t i p l e . Sup
posons que nous cherchions à prévoir la var iab le a;', 
saut en longueur , à l 'a ide des notes données par 
le j u r y . Dans ce cas l'espace W j n 'a p lus qu 'une 
seule d imens ion , tand i s que est inchangé. O n 
o b t i e n t le graphique s u i v a n t : 

O n recherche le vecteur de Wg : 
>) = 6xy^-h . . . + & 4 y * 

fa isant u n angle m i n i m u m avec le caractère x ' . 
Comme nous le verrons dans le paragraphe su i 

v a n t , r\t u n vecteur colinéaire avec la p r o j e c t i o n 
orthogonale de x ' sur • 

I L — F o r m u l a t i o n géométrique 

1. Pro jec t i on orthogonale siu* u n sous-espace 
vector ie l , 

A ) Le problème de la régression multiple, — Avant de ré
soudre le problème de l'analyse canonique, il est nécessaire 
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d'effectuer quelques rappela sur la régression multiple, et en 
particidier sur la projection orthogonale d'un vecteur sur un 
sous-espace vectoriel. 

Considérons le cas d'un caractère « à expliquer n y et de 
p caractères « explicatifs » x^, . . x ' , . . x V . 

Nous supposons que ces p + 1 caractères sont observés 
sur le même ensemble de n individus, chaque individu étant 
muai du poids pi > 0 avec : S p f = 1. 

Il s'agit de trouver une combinaison linéaire des p caractères 
explicatifs 

ï = C i X l + . . . + f l j X ' + . . . + O p X P 

telle que C soit le plus proche possible de y au sens de la distance 
dans l'espace des caractères (critère des moindres carrés). 

Nous allons maintenant présenter géométriquement le pro
blème de la régression multiple. 

Chacun des p + 1 caractères peut être représenté par un 
vecteur de R " : 

yi 

/4\ 

e R " et xî = e R « j = h 

On suppose que ces p + 1 caractères sont centrés : 

J ^ P 4 y i = o ^ i p i * / = o j = l p 

Nous considérons le sous-espace vectoriel W de R " engendré 
par les combinaisons linéaires des caractères z' : 

i E e W o î = a i X ^ + ... -h ajxJ + ... -\- apxP 

Nous supposons par la smte que la dimension de W est 
égale à p, ce qui revient à dire que les p caractères x' forment 
line base de W , ou encore que le rang de la matrice : 

l...x{...xf 

... xi .. . x; 

... xi, ... xt 

est égal à p. 

6 8 



E n notation abrégée, on pose : 
W = { « e R ' ' / ç = X « , i i 6 R P } 

Comme en analyse en composantes principales, nous sup
posons que l'espace des caractères est muni du produit sca
laire associé à la matrice diagonale des poids : 

D = 
O \ 

Pi 

o 

Sur l'espace des caractères centrés, on a v u que le produit 
scalaire et la covariance sont identiques : 

de même la norme et la variance : 

i t « ' i i ' = * ; 
L a distance entre deux caractères est donnée par : 

d\xKx^)= ||x ' -~x*)| ' 
= ((xi — 1 * ) D(x' — x " ' ) 

Dans l'espace des caractères on peut scbématiqnement re
présenter W C R " et y e R " par la figure suivante : 

y e R " est donné, on cherche ç e W tel que la distance 
entre y et ( soit minimum, le critère des moindres carrés 
peut donc s'écrire : 

min ||y-ç|l« 
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Dans la suite, nous noterons f le point de W le plus pioche 
de y : y est la projection orthogonale de y sur W. 

B ) Recherche du projecteur orthogonal sur W . — Nous appe
lons projecteur orthogonal sur W l'application linéaire de R" 
dans faisant correspondre à tout vecteur de R** sa pro
jection orthogonale sur W . 

Notons A la matrice de cette application : 
y _> Ay = y 

avec ' ( y — y ) D y = 0 (orthogonalité). 
Nous allons maintenant voir comment A peut être construit 

à partir des vecteurs x^, . . . , x', . . . , xP, base de W . 
Tout vecteur Ç G W peut s'écrire sous la forme : Ç = X a , 

en particulier y G W , pour lequel nous posons : y = X a . 
y — y doit être orthogonal à tout vecteur de W , donc, 

en particulier, aux vecteurs de base. On a par conséquent 
p équations : 'x' D(y — y ) = 0, j = l, .. .,p ou encore, 
puisque y = X 3 , j = 1, . . . , p i 

W D y = ' x ' D X â , j = l , 2 , . . . , p 

Ces p équations s'écrivent sous la forme d'une seule équa
tion matricielle : 

' X D X S = ' X D y 

Puisque rang ( X ) = p, la matrice ' X D X est inversible 
et, par conséquent : 

3 = ( 'X D X ) - i ' X Dy 

L e vecteur a contient donc les p coefficients de la combi
naison linéaire y = ô, x^ + . . . + Sj x^ + . . . + O p xP G W 
la plus proche de y. 

De l'expression de a , on déduit l'expression de y = X â : 
? = X ( ' X D X ) - i ' X D y 

L a matrice X ( ' X D X ) ~ ^ ' X D fait donc correspondre à y sa 
projection orthogonale sur W . On eu déduit l'expression de A t 

A = X ( ' X D X ) - i ' X D 

C) Recherche de la droite de ^faisant un angle minimum. — 
Nous allons maintenant montrer que y est un vecteur de W 
faisant un ongle minimum avec y. 

E n effet, || y ||_̂  = [| y — y]|" + !| y ||» d'après^Pythagore. 
Minimiser || y — y ||' revient donc à maximiser || y ||' puisque 
l l y l l ' = constante. 
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y est donc le vecteur de W maximisant 

et, par conséquent, faisant l'angle minimum avec y. 
Remarquons enfin que, puisque nous avons considéré que 

les vecteurs y et x', jf = I , • • tP, étaient centrés, le cosinus 
entre y et y" peut s'interpréter comme le coefficient de cor
rélation entre les caractères y et y. 

2. Recherche des caractères canoniques. 

A ) Présentation géométrique. — Revenons m a i n 
t e n a n t au problème de l 'analyse canonique. Nous 
disposons m a i n t e n a n t de deux ensembles de carac
tères x^. et 

De même qu 'en régression m u l t i p l e , nous sup
posons que ces p + 9 caractères sont observés sur 
le même ensemble de n i n d i v i d u s m u n i s de poids 

n 
P( > 0 , i = 1 , . . n avec pi= ^^ 

1-1 
Nous supposons également que les p -\- q carac

tères sont centrés. 
Chacun des p -\- q caractères peut être représenté 

par u n vecteur de R" : 
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A u x vecteurs x^ et nous associons respecti 
vement les sous-espaces vectoriels de R" et W j : 

W i ^ C Ç e R - ' / Ç - X a ^ a e R " } 
W 2 = { ï ) G R V » l = Y b , b G R = } 

où X „ p et Y„g sont les matr ices contenant respecti 
vement en colonnes les vecteurs x^, y = 1 , . . 
et y*, k= 1 , ...,q. 

Les vecteurs x^ (et y*) étant centrés, les sous-
espaces vectoriels (et Wg) cont iennent des vec
teurs centrés, combinaisons linéaires de vecteurs 
centrés. 

Là encore, nous supposons que les (les y*) 
f o r m e n t une base de W j (de W j ) et donc que : 

d i m ( W i ) = p, d i m (W^) = q 

r a n g ( X ) = p, rang ( Y ) =q 

Géométriquement, le problème de l 'analyse cano
n ique peut être formulé de la façon su ivante : 

I l s 'agit de t r o u v e r Ç e et yj e Wg t e l que : 

cosMv), %)=r%%. ri) 

soit m a x i m u m . 

Remarque : O n n ' a pas supposé que les carac
tères X * et y* étaient réduits. E n effet, et Wa 
sont i n v a r i a n t s lorsque les vecteurs de base sont 
multipliés par u n scalaire et , par conséquent, 
cos^ (Y), Ç ) ne dépend pas de l a n o r m e des vecteurs 
de base. O n p o u r r a par conséquent considérer des 
vecteurs centrés ou centrés réduits, l 'angle entre 
Ç X a et 1] = Y b sera le même. E n p r a t i q u e , 
on effectue généralement les calculs sur des carac
tères centrés et réduits. 
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B ) Recherche des caractères canoniques. — Suppo
sons que les caractères et YJ^ soient so lu t i on d u 
problème. 

Puisque Tangle entre Ç et ï) ne dépend pas de 
l eur n o r m e , on suppose que = j T)|| = 1 . 

V)̂  d o i t être colinéaire avec l a p r o j e c t i o n o r t h o 
gonale de sur Wg q u i est le vecteur de 
fa i sant u n angle m i n i m u m avec Çĵ  d'après le p a r a 
graphe I l . 1 .C . 

Cette c o n d i t i o n s'écrit : 

où Tj = cos (Ç^, T)̂ ) et où Ag est l 'opérateur de 
p r o j e c t i o n orthogonale sur W g . 

O n a de même : 
A , V = r iÇ^ 

O n déduit de ces deux équations le système : 
A, A, Ç̂  = Xi 
Aa A j Yji = Xl Y)i 

où Xl = r? = cos" (Ç^ V ) . 
O n en déduit que et Y)^ sont respect ivement 

vecteurs propres des opérateurs A^ A 2 et Ag A^ as-
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sociée à la même plus grande va leur propre X^, 
égale à leur cosinus carré (à leur corrélation carrée). 

Les caractères et Y)^ se déduisent l ' u n de 
l ' a u t r e par une s imple app l i ca t i on linéaire : 

Les caractères canoniques suivants sont les vec
teurs propres de A j (resp. Ag A j ) associés aux 
valeurs propres rangées en ordre décroissant. O n 
peut en effet m o n t r e r que les vecteurs propres 
de A J Aa sont o r thogonaux pour D et que , par 
conséquent, cos^ (Ç', Ç̂ ) = cos^ (t)*, if)̂ ) = 0 lorsque 
i ^ j . A chaque étape, on choisit le couple de 
caractères canoniques %\ associé à l a plus grande 
v a l e u r propre n o n encore sélectionnée. 

O n remarque que le nombre m a x i m u m de carac
tères canoniques est égal à m i n {p, q). E n effet, en 
supposant que p < q* les Ç*, i = 1 , . . . , p , f o r 
m e n t une base de W j et i l n 'est pas possible d 'ob
t e n i r d 'autres vecteurs appar tenant à W j et o r t h o 
gonaux aux Ç*. 

C) Recherche des facteurs canoniques. — Nous avons 
v u que, puisque Ç e "W^, Ç peut s'écrire comme une 
combinaison linéaire des caractères x^, . . . , x " : 

Ç - a i x l 4- . . . + a, x^ + . . . + «p 

ou encore, en posant 'a = {a^, . . . , a^) : 

X a 

D e même ir) = Y b 
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Les facteurs canoniques a et b peuvent être calculés 
directement. 

E n posant : 

A i = X ( ' X D X ) ~ » ' X D 

Aa = Y ( ' Y D Y ) - i ' Y D 

et en remplaçant dans les équations donnant l{ et n îl vient : 

X ( ' X D X ) - » ' X D Y ( ' Y D Y ) - i ' Y D X a = XXa 

Y C Y D Y ) ~ i ' Y D X ( ' X D X ) - i ' X D Y b = XYb 

posons : 

V i l = ' X D X 

V „ = ' Y D Y 
V „ = ' X D Y = ' V „ 

Nous avons déjà vu que V u était identique à la matrice 
de veriance-covariance des caractères z', de même V22 est 
la matrice de variance-covariance des y*. Enf in V u contient 
les covariancea entre les x' et les y''. 

Les équations précédentes se simplifient : 

X V r i ^ V u V n ^ V „ a = XXa 

Y V r , ^ V , i V û i V i , b = XYb 

Puisque les applications X et Y sont respectivement de 
rang p et q, on peut simplifier les équations précédentes qui 
deviennent : 

V r i ^ V i a V r , ^ V , i a = X . 

., v r » ^ v , i V r i ^ V i , b = xb 

Nous avons ainsi une manière de calculer les facteurs cano
niques comme vecteurs propres de produits de matrices de 
covariance (1). 

Les conditions de normalisation || C i l ' — !|>)|1'= 1 de* 
viennent : 

' ï D Ç = ' X D X a -= '«Vu a = 1 

'n Dn = 'b 'Y D Y b = 'hV„ b = 1 

(1) E n pratique on utilisera les matrices de corrélation à la place 
des matrices de covariance, ce qui ne modifie pas les résultats. 
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E n f i n a et b se déduisent Tun de l'autre par transformation 

linéaire: n = ^ A a ï devient Y b = ~ Y { ' Y D Y ) - i ' Y D X a 

et en simplifiant : 

b = 4 r ' ^ ' V , i « 

de même : 

1 
« = - ^ v r i ^ v „ b 

On recherchera d'abord a si p < q pour travailler sur la 
matrice de plus faible taille, et on en déduira ensuite b. 

I I I . — L e s résultats et leur interprétation 

E n i n t r o d u c t i o n , nous avons souligné les d i f f i 
cultés rencontrées dans l ' u t i l i s a t i o n de l 'analyse 
canonique. Toute fo i s , sur l ' exemple des sauteurs de 
T h o m a s , nous allons t en te r d'interpréter les résul
tats obtenus. 

Les caractéristiques des caractères étudiés étaient 
les su ivantes : 

Premier 
groupe 

Deuxième 
groupe 

iVfoyenne Ecart typt 

T A I L 178 6 ,1 
P O I D 72,5 7 , 6 
D T H 261 1 5 , 7 
D T V 65,5 5,1 
F J A M 109 1 7 , 8 
V I T 33,5 1.3 
S A U L 583 3 9 , 1 
3 S A U 11,4 0 , 9 

N S A U 10,1 1.8 
N E L A 9,9 1.8 
N I M P 10,1 1.1 
N S U R 10 1.7 
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Matrice des corrélations du groupe 1 = V , i 
T A I L POID D T H DTV FJAM V I T SAUL 3SAU 

l A l L 1,00 
pOlD 0,77 1,00 
l>TiI 0,51 0.27 1,00 
I)TV 0,16 0,04 0,62 1.00 
I JAM 0,47 0,74 0.36 0.23 1,00 
VIT — 0,23 - 0 , 0 9 — 0,43 — 0,33 — 0,05 1,00 
SAUL 0.29 0.05 0,59 0,39 0,06 — 0,63 1.00 
:!SAU 0,31 - 0 , 0 2 0.64 0,47 — 0,05 — 0,54 0,67 

Matrice des corrélations du groupe 4 — Vj 

N S A U N E L A N I M P N S U R 

N S A U 1,00 
N E L A 0,83 1,00 
N I M P 0,80 0.79 1,00 
N S U R 0,82 0,69 0,77 1,00 

Matrice des corrélations du groupe 1 avec le groupe 2 = y» 
N S A U N E L A N I M P N S U R 

T A I L 
P O I D 
D T H 
D T V 
F J A M 
V I T 
S A U L 
3SAU 

0,03 
— 0,19 

0,31 
0,23 

— 0.09 
— 0,53 

0,75 
0,58 

0,08 
— 0,20 

0.38 
0,24 

— 0,07 
— 0,58 

0,71 
0.50 

0.05 
— 0.10 

0,42 
0.26 
0.03 

— 0,57 
0,68 
0,63 

— 0,05 
— 0,18 

0,18 
0,06 

— 0,11 
— 0,41 

0,61 
0,43 

O n remarque que les caractères S A U L et 3 S A U 
sont bien corréles entre eux et aux différentes notes 
du j u r y . A part cela, Texamen des corrélations 
nous apporte peu de renseignements. On calcule 
ensuite les facteurs canoniques. D a n s cet exemple, 
on a au plus quatre couples de facteurs associés à 
une valeur propre positive. 
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Les corrélations canoniques sont reportées dans 
le tab leau s u i v a n t . 

Valeur propre Corrélation canonique 

1 0,707 0.841 
2 0,309 0,556 
3 0.177 0.421 
4 0.060 0.246 

Nous n 'avons pas r e p r o d u i t les coefficients des 
facteurs canoniques, d o n t l 'interprétation est d i f f i 
cile compte t e n u des différences d'échelle de mesure 
entre caractères. 

P a r contre les corrélations entre caractères i n i 
t i a u x et caractères canoniques sont plus aisément 
interprétables. Celles-ci sont reprodui tes dans le 
tab leau s u i v a n t . 

Variables canoniques du groupe 1 

V- 5' i' 

T A I L 0,073 — 0,025 — 0,355 0,330 
P O I D — 0,208 0.290 — 0,181 0,081 
D T H 0,468 0,197 — 0,666 0,117 
D T V 0.324 0.183 — 0,464 0,648 
F J A M — 0,061 0,328 — 0,354 — 0,014 
V I T — 0,705 — 0,012 0,404 0,106 
S A U L o,m — 0,066 0,013 0,094 
3 S A U 0,741 0,436 — 0,169 0,293 

N S A U 0,809 — 0,027 0,102 0,029 
N E L A 0.768 — 0,177 — 0.091 — 0,033 
N I M P 0,762 0,174 — 0,052 — 0,063 
N S U R 0.667 — 0,013 0,184 — 0,104 
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Variablei canoniques î u groupe 2 

yf 

N S A U 0,962 — 0.049 0.243 0,117 
N E L A 0,913 — 0,318 — 0,217 — 0,135 
N I M P 0,906 0,313 — 0,124 — 0,256 
N S U R 0,793 — 0,023 0,437 — 0,423 

T A I L 0,061 — 0.014 — 0,149 0,081 
P O I D — 0,175 0.161 — 0.076 0.020 
D T H 0,394 0,109 — 0,280 0,029 
D T V 0,273 0,101 — 0,195 0,159 
F J A M — 0,051 0.182 — 0,149 — 0,003 
V I T — 0,593 — 0,006 0.170 0,026 
S A U L 0,772 — 0,036 0.005 0,023 
3SAU 0,623 0,242 — 0.071 0.072 

O n constate que est f o r t e m e n t corrélé a u x 
var iables de per formance , S A U L et 3 S A U , tand i s 
que Tf)i est corrélé aux quatre notes d u j u r y . Dans 
une m o i n d r e mesure, semble corrélé à F J A M 
et à 3 S A U , t a n d i s que if)'̂  est corrélé à N E L A et 
à N I M P . 

y/ 1 / r 
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Compte t e n u de la faiblesse des corrélations on 
ne re t i endra cette interprétation qu'avec prudence, 
de p lus l ' examen de V jg ne semble pas l a conf irmer 
de façon évidente. 

L 'ensemble des caractères i n i t i a u x peut être re 
présenté sur les plans des deux caractères et 
(ou H j l , 7)2). ^ , • t 

L a coordonnée d ' u n caractère n o r m e x^ (ou y') 
est donnée par le cosinus entre x^ et Ç"- ou Ç .̂ 

O n o b t i e n t le graphique s u i v a n t : 

A p a r t les l iaisons entre les performances ( S A U L , 
3 S A U ) et les notes q u i apparaissent n e t t e m e n t sur 
le premier caractère canonique, aucune autre l ia ison 
n'apparaît n e t t e m e n t . L a vitesse semble s'opposer 
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aux performances et aux notes, le t r i p l e saut 
semble p lus lié à la note d ' impuls i on qu 'à la note 
d'élan. Ces quelques résultats aura ient p u être 
obtenus en e x a m i n a n t de p lus près les corrélations 
entre caractères. 

I V . — Conclusion 

L'intérêt de l 'analyse canonique réside essen
t i e l l e m e n t dans ses aspects méthodologiques. Nous 
avons v u que la régression m u l t i p l e p o u v a i t être 
considérée comme u n cas p a r t i c u l i e r . P a r la sui te , 
nous verrons qu ' i l en est de même pour l 'analyse 
des correspondances et l 'analyse factor ie l le d i s c r i 
m i n a n t e . 

De p lus , J . D . CarroU ( I ) a proposé une géné
r a l i s a t i o n de l 'analyse canonique à l 'analyse de 
plus de deux groupes de var iables . 

L e pr inc ipe de cette généralisation est s imple . 
O n dispose de m ensembles de caractères numé
riques centrés représentés par les tab l eaux X ] , 
X g , X j , X,„, soit le p o t e n t i e l de 
prévision associé à X j . O n recherche u n nouveau 
caractère z G R" m a x i m i s a n t la somme des cor
rélations : 

m 
S c o r M x , %d 

( - 1 

où Ç , e W , . 
O n m o n t r e aisément que z est so lu t i on de 
m 

( 2 A J Z = tiz 
i - l 

(1) J . D. C A R R O L L , a genFraiisalion of canonical corrélation ana» 

Ksia to three or more sels of variables, 76th Convention American 
syctiologîcal Association, 1968. 
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Dans le cas où m = 2, on o b t i e n t le schéma 
s u i v a n t a u carré : 

z est colinéaire à la bissectrice de et 7)^. 
L'analyse canonique généralisée présente t r o i s 

cas par t i cu l i e rs intéressant : 

— l 'analyse canonique s imple dans le cas où m = 2 ; 
— l 'analyse en composantes principales dans le cas 

où i l n ' y a q u ' u n seul caractère par groupe ; 
— l 'analyse des correspondances m u l t i p l e s dans le 

cas où les t a b l e a u x sont des tab l eaux de 
variables indicatr i ces (1) . 

(1) Ces résultats ont été exposés dans la thèse de G . S A P O R T A 
(1975) portant sur l'étude des Liaisons entre plasirurtt ensemblfs 
de variables et codage dts données qucditatives. 
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C H A P I T R E V 

L ' A N A L Y S E F A C T O R I E L L E 
DES CORRESPONDANCES 

Proposée dans les années 60 par J . - P . Benzécri 
pour l 'étude des t a b l e a u x de contingence (croise
m e n t de deux caractères n o m i n a u x ) , l 'analyse des 
correspondances a été étendue par la suite au cas 
d ' u n n o m b r e quelconque de caractères. P a r ses 
propriétés mathématiques et l a richesse de ses 
interprétations, l 'analyse des correspondances est 
devenue l a méthode privilégiée de descr ipt ion des 
données q u a h t a t i v e s . E l l e const i tue en p a r t i c u l i e r 
u n des out i l s les p lus puissants p o u r le dépouille
m e n t des enquêtes. 

Nous étudierons d 'abord l 'analyse des t a b l e a u x 
de contingence a v a n t d 'aborder l 'analyse des cor
respondances m u l t i p l e s . 

I . — Présentation de ïa méthode 

Comme nous l 'avons v u au chap i t re premier , u n 
tab leau de contingence, ou tab leau croisé, est u n 
t a b l e a u N d'effectifs n^j correspondant à la v e n t i 
l a t i o n des i n d i v i d u s selon deux caractères q u a l i t a t i f s . 

A i n s i le tab leau s u i v a n t donne l a répartition 
des n — 202 100 baccalauréats délivrés en 1976 
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I L D F 
CHAH 
PICA 
HNOR 
C E N T 
BNOR 
BOUR 
NOPC 
L O R R 
A L S A 
F R A C 
P A Y L 
B R E T 
PCHA 
AQUI 
MU)I 
LIMO 
RHOA 
A U V E 
L A R O 
P R O V 
CORS 

s- r 

g o fi 
c A e 

(93 S S 

i - l 
i l 

Ile-de-France 
Champagne-Ardennes 
Picardie 
Hante-Noimandie 
Centre 
Baue-Nonaandie 
BooTgonie 
Nord - Pw^^e-Calais 
Lorraine 
Alsace 
Franche- Comté 
Paya de U Loire 
Bretagne 
Poiton-Charentes 
Aquitaine 
Midi-Pyrénées 
Limousin 
Rhône-AJpet 
Auvergne 
Languedoc-RoussilloD 
Provence-Alpea-Côte d'Azur 
Corse 

Eiuemblfl 
KSBmmmmmÊmim 

c l g 

NonAre de baccaîauréate (197$) 
9 724 5 650 8 679 9 432 839 3 353 5 355 83 43 l i s 

924 464 567 984 132 423 736 12 4 242 
1 081 490 830 1 222 118 410 743 13 4 907 
1 135 587 686 904 83 629 813 13 4 850 
1 482 667 1 020 I 535 173 629 989 26 6 521 
1 033 509 553 1 063 100 433 742 13 4446 
1 272 527 861 1 116 219 769 1 232 13 6 009 
2 549 1 141 2 164 2 752 587 I 660 1 951 41 12 845 
1 828 681 1 364 1 741 302 1 289 1 683 15 8 903 
1 076 443 880 1 121 145 917 1 091 15 5 688 

827 333 481 892 137 451 618 18 3 757 
2 213 809 1 439 2 623 269 990 1 783 14 10 140 
2 158 1 271 1 633 2 352 350 950 1 509 22 10 245 
1 358 503 639 1 377 164 495 959 10 5 505 
2 757 873 1466 2 296 215 789 1 459 17 9 872 
2 493 1 120 1 494 2 329 254 855 1 565 28 10 138 

551 297 386 663 67 334 378 12 2 688 
3 951 2 127 3 218 4 743 545 2 072 3 018 36 19 170 
1 066 579 724 1239 126 476 649 12 4 871 
1 844 816 1 154 I 839 156 469 993 16 7 287 
3 944 1645 2 415 3 616 343 1 236 2 404 22 15 625 

327 31 85 178 9 27 79 0 736 
45 593 2156S 32 738 46 017 S339 19 656 30 749 451 202 lOO 



selon l a région (p = 22 modalités) et la section 
(g — 8 modalités). 

Les deux caractères ne sont v i s i b l e m e n t pas indé
pendants car on s'aperçoit aisément que l a répar
t i t i o n des baccalauréats selon l a section diffère n o 
t a b l e m e n t d 'une région à l ' a u t r e . L e problème est 
alors d 'analyser l a s t r u c t u r e de cette dépendance 
et d 'en fa ire ressort ir les t r a i t s p r i n c i p a u x . 

Remarquons t o u t d 'abord q u ' u n t a b l e a u de 
contingence peut se l i r e de deux manières diffé
rentes : selon ses lignes ou selon ses colonnes. Cela 
répond à deux préoccupations différentes. 

a) Si on désire savoir p o u r cbaque région c o m 
m e n t se répartissent les bacheliers selon les diffé
rentes sections on calculera les pourcentages en 
l igne en d i v i s a n t les effectifs n^j de l a l igne n^ i 
par le t o t a l n^, de l a l i gne . 

O n o b t i e n t ce q u ' o n appelle les prof i ls des l ignes. 
L e p r o f i l de la région L o r r a i n e est ainsi le s u i v a n t ; 
L O R R (en % ) A B C D E F G H 

20,5 7,6 15,3 19,6 3,4 14,5 18,9 0,2 

Ce p r o f i l est à comparer avec la répartition des 
baccalauréats toutes régions confondues appelé p r o 
fil m a r g i n a l . 
Ensemble des ré- A B C D E F G H 

gîons (en % ) 22,6 10,7 16,2 22,8 2,6 9,7 15,2 0,2 

O n constate en L o r r a i n e une surreprésentation 
des bacs techniques E , F , G , et une sous-repré
sentat ion des bacs classiques par r a p p o r t à l a 
moyenne nat i ona le . 

L e p r o f i l m a r g i n a l est aussi le p r o f i l moyen car 
i l est l a moyenne des prof i ls des lignes pondérées 
p a r le poids n^. de chaque l igne . 

6^ Si réciproquement on v e u t savoir de quelle 
région p r o v i e n n e n t les bacheliers de chaque section 
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on calculera les profils des colonnes en d i v i s a n t les 
efiectifs f i j j de l a colonne j par n,j t o t a l de l a 
colonne. 

Auss i le p r o f i l d u bac Â est donné dans le t a b l e a u 
s u i v a n t (eu % ) : 

Bac Tous hacs 
A confondus 

I L D F 21,3 21,3 
C H A M 2 2,1 
P I C A 2,4 2,4 
H N O R 2,5 2,4 
C E N T 3,3 3,2 
B N O R 2,3 2,2 
B O U R 2,8 3 
N O P C 5,6 6,4 
L O R R 4 4,4 
A L S A 2,4 2,8 
F R A C 1,8 1.9 

Bac Tous bacs 
A confondus 

P A Y L 4,9 5 
B R E T 4,7 5,1 
P C H A 3 2,7 
A Q U I 6 4,9 
M I D I 5.5 5 
L I M O 1,2 1,3 
R H O A 8,7 9,8 
A U V E 2,3 2,4 
L A R O 4 3,6 
P R O V 8.7 7.7 
C O R S 0.7 0,4 

Ce p r o f i l d o i t être comparé au p r o f i l m a r g i n a l 
des 22 régions, tous baccalauréats confondus, q u i 
mesure l a p a r t prise par cbaque région dans la 
<( p r o d u c t i o n » nat ionale de bacheliers. 

O n constate a ins i q u ' i l p r o v i e n t n e t t e m e n t p lus 
de bacheliers Â de la Provence, d u Languedoc-
Roussi l lon et d u Midi-Pyrénées que ne l 'expUque 
l a seule i m p o r t a n c e numérique de ces régions. 

Si on appelle D^ et D , les matrices diagonales des effectifs 
marginanx : 

D , = 

O 

o 

«1. 

O 
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le tableau renfermant hs p profîlB des lignes est le produit 
matriciel : 

L e tableau des profils des colonnes est le produit matriciel ; 

Deux approches sont alors concevables selon qu'on s'inté
resse aux lignes ou aux colonnes de N : si on s'intéresse aux 
lignes de N on peut considérer le tableau D r ' N des profils 
de ligne comme un tableau individus-caractères particulier 
et effectuer une analyse en composantes principales. Les 
v individus » de cette analyse sont les profils des lignes munis 

des poids — , ~ , . . . . ~ . L ' A C P revient alors à étudier la 
n n n 

dispersion du nuage des p profils dans R? autour de leur 
centre de gravité qui n'est autre que le profil marginal 

— , — — I en d'autres termes on cherche a rendre 
n n n / 

compte de l'écartement entre les nijjni, et les n , j / n , ce qui 
est une façon d'analyser la dépendance entre les deux carac
tères qualitatifs. 

Inversement, si on s'intéresse aux colonnes de N , c'est le 
tableau N D ^ ^ ou plutôt son transposé D ^ ^ ' N qui jouera 
le rôle de tableau « individus »-caractères : on étudie alors 
la configuration des g profils des colonnes dans W. 

Cependant , pour effectuer l ' une ou l ' a u t r e de ces 
deux A C P , i l f a u t cboisir une métrique p o u r calcider 
les distances entre prof i ls et ce cho ix ( la métrique 
d u y^) peut ne pas apparaître n a t u r e l d 'emblée. 
De p lus , en ne considérant que les prof i ls on perd 
de vue les données de base q u i sont les n i n d i v i d u s 
décrits par deux caractères q u a l i t a t i f s . C'est pour 
ces raisons que nous préférons l 'approche su ivante 
u t i l i s a n t l a mise sous forme d i s j onc t ive des données 
q u i , de p lus , se généralise aisément p o u r p lus de 
deux caractères. 

87 



Rappelons qae cette opération consiste à éclater chaqm 
caractère qualitatif en autant de caractères numériques (pnii 
nant uniquement les valeurs 1 et 0) qu'il y a de modalités, 
Ainsi dans notre exemple le caractère « région « est représenta 
par un tableau à n lignes et 22 colonnes et le caractè: 
a section » par un tableau à n lignes et 8 colonnes 

Région Section 
1 2 . . . 22 1 2 . . . 8 

0 1 0 0 . . . 0 x , = 1 0 0 0 

v 

L'individu i est un bachelier A de la région Champagne-
Ardennes. Que le lecteur se rassure : i l n'est évidemment 
pas question de manipuler réellement les tableaux X ^ et X ^ 
qui ont ici 202 100 lignes ! L e seul tableau que l'on manipule 
est en fait le tableau de contingence N qui est lié aux ta 
bleaux X | et X , par la formule : 

N = * X i X , . 

L a mise sous forme disjonctive des données n*est qu*unt 
présentation mathématique commode dont l'intérêt est le 
suivant : on voit que l'étude de la liaison entre deux caractères 
qualitatifs n'est autre que l'étude des dépendances entre deux 
groupes de caractères numériques très particuliers : les ïndi 
catrices des modalités de chaque caractère qualitatif. Or l 'ana-
lyse canonique étudiée au chapitre précédent est précisément: 
la méthode d'analyse des liaisons entre deux groupes dej 
caractères numériques. 

L'analyse factor ie l le des correspondances consis
t e r a donc dans l ' a p p l i c a t i o n de l 'analyse canonique 
a u cas p a r t i c u l i e r de deux t a b l e a u x d is j onct i f s . 

I I . — Propriétés mathématiques 

1 . Analyse canonique des deux tableaux d'indica
trices X j et X g . — O n sait que l 'analyse canonique] 
r e v i e n t à chercher les couples de caractères ca-
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noniques (Ç, V)) les p lus corrélés possible. O n a 
Ç = X j a et V] = X 2 b où a et b sont les facteurs 
canoniques. 

E x a m i n o n s p o u r Ç à q u o i r e v i e n t cette opération 
lorsque X j est u n tab leau d ' indicatr ices et prenons 
p o u r ûxer les idées le tab leau s u i v a n t à 6 l ignes 
et 3 colonnes : 

100 

010 

010 

001 

Vooi; 

a = 

0» 

le caractère Ç est alors \m caractère numérique pos
sédant les propriétés suivantes : i l n*a que t r o i s 
va leurs d ist inctes O j , ou a, et deux i n d i v i d u s 
a y a n t l a même modalité p r e n n e n t sur Ç l a même 
va l eur numérique. L e caractère % réalise donc l a 
t r a n s f o r m a t i o n d u caractère q u a l i t a t i f en u n carac
tère numérique ; on a effectué ains i une quantifi
cation (certains auteurs p a r l e n t aussi de « codage ») 
d u caractère q u a l i t a t i f i n i t i a l . 

Ef fectuer l 'analyse factor ie l le des correspondances 
de N ou l 'analyse canonique de X ^ et X 2 r e v i e n t 
donc à chercher l a q u a n t i f i c a t i o n o p t i m a l e des deux 
caractères q u a l i t a t i f s en ce sens que Ç et V) sont 
les p lus corrélés possible ( la prévision de l ' u n p a r 
l ' a u t r e est alors l a mei l leure possible) . 

E n analyse canonique n o r m a l e on t r a v a i l l e sur 
des t a b l e a u x X j et X g de caractères centrés : i c i 
cependant les valeurs 0 et 1 sigiûfiant présence ou 
absence d 'une modalité, en fa i re l a moyenne n ' a 
guère de sens. O n t r a v a i l l e r a sur les t a b l e a u x d'în-
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dicatr ices et X 2 n o n centrées, ce q u i ne pré
sente aucun inconvénient mathématique b ien au 
contra i re : en effet ïa somme des indicatr ices d ' u n 
même caractère v a u t t o u j o u r s 1 (une modalité et 
une seule est prise par u n i n d i v i d u ) , l a somme des 
vecteurs colonnes de X̂ ^ est alors égale à l a somme 
des vecteurs colonnes de X g : c'est le vecteur 1 d o n t 
toutes les composantes sont égales à 1. 

Lea espaces et W3 ont donc en commun le vecteur 1 
qui apparaîtra automatiquement comme première solution, 
dite n triviale », de l'analyse canonique avec la valeur propre 

= 1 ço = T,» = 1. 
Si p < q il y a (p — 1) couples de caractères canoniques non 

triviaux (g — 1 si p > g) (ç», n ' ) ; ( 5 ^ n''); . . . ; (çP" ' ; r,v-^) 
qui sont orthogonaux à — rfl = 1 ; être orthogonal à 1 
signifie alors que les G* et les n* ont une moyenne nulle : 
ce sont donc des caractères centrés ; il n'était donc pas néces
saire de centrer les tableaux et X j . 

Les facteius canoniques a sont solution de l'équation : 

où Vij- = ' X ; DXj-

E n analyse des correspondances on supposera que les poids 

des n individus sont tous égaux à 1/n, donc D = - L 
n 

On voit alors que V j j = - ' X , X j ; V , j est donc égal au 
" - 1 

tableau de contingence normalisé - N . 
n 

Gomme on le constate aisément, Y^^ et V32 ne sont autres 
que les matrices diagonales des profils marginaux V i , = - D , . 

n 
L a matrice Vj^-^Vij n'est autre alors que le tableau des 

profils des lignes D i " ^ N , L a matrice Vfj^ V j , est la transposée 
du tableau des profils des colonnes ' (N ^) 

On trouve de même les facteurs canoniques b en cherchant 
les vecteurs propres de V ^ / V j i Vû^ V^a = D f ^ ' N D f ^ N 

Les facteurs de Vanalyse des correspondances sont 
donc les vecteurs propres du produit des deux tableaux 
de profils. 
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E n t r e les facteurs b et les facteurs a existe l a 
re la t i on : 

1 
h — — - V - l V 

soit I C I : 

b = 4 = I > r ^ ' N a et a = 4 = I > r ^ N b 
V A ^/•k 

Ces formules sont appelées « formules de t r a n 
s i t i o n ». Sous forme développée on t r o u v e : 

6j — S « i et a,= ~-Y,fbi 

Dans n o t r e exemple , comme q = 8 et p = 22 
on cberchera d ' abord les facteurs b et on en déduira 
ensuite les facteurs a par la f o r m u l e de t r a n s i t i o n . 

L a somme des valeurs propres possède alors une 
propriété intéressante : 

+ X l + X2 + . . . 

= Trace D r ' N D ^ ^ ' N = 2 2 ^ n . j 

Puisque XQ = 1 on t r o u v e fac i l ement que : 

Xl + Xa - f . . . - S 2 ^ ' -^ -^ = ^-

n 

ce q u i n 'est autre que l a mesure de dépendance 
d u X* entre deux caractères q u a l i t a t i f s divisée 
par n ( v o i r chap i t re p r e m i e r ) . 

Les valeurs propres Xj étant les carrés des coeffi
cients de corrélation canonique, les caractères ca-
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noniques sont alors les couples de caractères numé
riques e x p l i q u a n t par ordre décroissant l a dépen
dance entre les deux caractères q u a l i t a t i f s d u 
t a b l e a u de contingence. 

2. Analyses en composantes principales des t a 
bleaux de profîls. — Considérons le t a b l e a u des 
prof i ls des l ignes, soit sur no t re exemple celui des 
pourcentages des différentes sections d u baccalau
réat p o u r cbaque région : nous avons u n t a b l e a u 
de 22 objets (les régions) décrits par 8 caractères 
(les pourcentages de chaque section). P o u r effectuer 
une ACP sur ce tab leau i l f a u t définir une f o r m u l e 
de distance entre ob jets , en d 'autres termes i m e 
métrique. 

A ) La métrique du y^. — Cherchons par exemple 
l a distance entre l a région L o r r a i n e ( L O R R ) et l a 
région I le -de -France ( I L D F ) d o n t le p r o f i l est : 
I L D F (en % ) A B C D E F G H 

22,6 13,1 20,1 21,9 1,9 7,8 12,4 0,2 

E n a d o p t a n t l a métrique eucl idienne usuelle on 
risque de favoriser les différences entre les sections 
à f o r t ef fect i f où des v a r i a t i o n s fortes sont fré
quentes et de néghger les sections à fa ib le e f fect i f 
telles E et H où on n'observe que de faibles v a r i a 
t i ons d 'une région à l ' a u t r e . 

Si on v e u t éviter ce phénomène i l f a u t pondérer 
chaque caractère en t e n a n t compte de son i m p o r 
tance sur l 'ensemble des régions. 

O n appelle métrique d u p o u r les l ignes l a 
métrique diagonale 

M , 
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définie par l ' inverse d u p r o f i l m a r g i n a l des colonnes 
de N . 

On pondère chaque a caractère » par l 'inverse de son impor 
tance sur l'ensemble des ind iv idus : 

; . , . ) = S - ^ ( ^ - ^ ) ' 
'^^ " j _ i n . j \ n i . nkJ 

ainsi d J . ( L O R R ; I L D F ) = 13,0 (1). 
L a distance d u entre lignes possède entre autres pro 

priétés celle de ne pas être modifiée si on regroupe deux 
colonnes ayant même p r o f i l . 

On peut de la même manière définir la distance d u 
entre les profi ls des colonnes, par = n D j " ^ 

B ) ACP des nuages des profils. — A p p l i q u o n s a u 
tab leau des pro f i l s des lignes le résultat d u cha
p i t r e I I « les facteurs principaux sont les vecteurs 
propres de MV ». L a métrique M est i c i n D ^ * , 
l a matr i c e V est égale à ' X D X (2) oîi i c i X est 
le t a b l e a u des prof i ls D ^ ^ N et D l a matr i c e de 
poids D ^ . 

E n remplaçant on t r o u v e que : 
M V = D ^ ^ *N D 7 1 N 

Les facteurs p r i n c i p a u x sont donc ident iques a u x 
facteurs canoniques b. 

Les composantes principales c ou coordonnées des 
profi ls- l ignes s 'obt iennent en prémultipliant b par le 
t a b l e a u de données (c = X u ) , so it c = D ^ ^ N b ; 
d'après les formules de t r a n s i t i o n c n 'est donc 
autre que le fac teur canonique ou p r i n c i p a l a m u l 
tiplié par •y/'X. 

O n s'aperçoit alors que I ' A C P d u nuage des prof i ls 

(1) On pourrait en utilisant les distances du ^* efTectuer une 
classification automatique sur les lignes du tableau N , la métrique 
du x' étant euclidienne on utilisera alors la méthode des nuées 
dynamiques ou la méthode de Ward en classillcation ascendante. 

(2) Pour des misons déjà évoquées plus haut on fait une analyse 
en composantes principales sur les données non eetUries. 
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des lignes est équivalente à I ' A C P d u nuage des 
prof i ls des colonnes : les facteurs p r i n c i p a u x d 'une 

analyse sont à "v/x près les composantes pr inc ipales 
de l ' a u t r e et les valeurs propres sont les mêmes. 
I l y a dualité entre les deux analyses. 

Les valeurs propres que nous avions interprétées comme 
des carres de corrélation sont donc aussi des variances : leur 
somme (à la valeur triviale près) est égale à l'inertie totale 
de chacun des nuages de profils. 

On peut alors reconstituer le tableau de contingence 
l'aide de la formule : 

où les et b'j sont les composantes des fc-ièmes facteurs 
et b*. 

Les facteurs et les valeurs propres n expliquent n donc 
en quoi les iiij s'écartent des ni . n . j /n , c'est-à-dire pourquoi 
il n'y a pas indépendance entre les deux caractères qualitatifs 
de tableau N . 

0 

û 

"2 0 

Une valeur propre non triviale égale à 1 indique que le 
tableau de contingence peut se séparer en deux sous>tableaux 
en réordonnant convenablement lea lignes et les colonnes de N . 

Un tableau de contingence diagonal (dépendance totale) 
ne fournirait que des valeurs propres égales à I . Dans le 
cas de l'indépendance entre les deux caractères, toutes les 
valeurs propres >.j, X ^ . . . seraient rigoureusement nulles. 

2. Les représentations graphiques. — Elles cons
t i t u e n t les résultats les plus s ignif icati fs mais leur 
dépouillement ne p e u t se fa i re sans précaution et 
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i l c onv ient a v a n t t o u t de b ien comprendre l eur 
mode de c o n s t r u c t i o n , d ' a u t a n t que diverses conven
t i ons sont possibles. 

A ) Optique analyse canonique. — L a première idée qui vient 
à l'esprit consiste à projeter les indicatrices des modalités 
des deux caractères sur le plan (Ç', Ç̂ ) ou le plan (n^, rj*) 
afin d'obtenir une figure comparable à un cercle des corré
lations. Mais ici les indicatrices n'étant ni centrées, ni réduites, 
cette opération est dénuée de sens. L a solution retenue est 
en fait la suivante : la modalité i du premier caractère est 
possédée par n^, individus ayant des valeurs différentes de ç' 
et ; on convient alors de représenter la modalité i par le 
centre de gravité de ces individus. On montre alors facilement 
que les coordonnées du point représentatif de la modalité i 
sont a\, a^, . . ., . . . Par contre, pour le deuxième caractère 
qualitatif, les coordonnées du point représentatif de la moda
lité j sont : "X/^i ^ j ' A / ^ S ^ j ' • • "S/^k bj- • • 

Sur le plan associé à et %^ on obtiendra une figure du type : 

^2 b J 

y/X,b] a] 

D'après les foi-mules de transition on note que : 

L e point représentatif de la modalité j est donc barycentre 
des points représentatifs des modalités du premier caractère. 

Si on utilise les caractères (rj', r,^) à la place de (Ç*, ç̂ ) 
on aura une autre figure où la modalité i sera représentée 
par le point {'\/\, -^^2 *4) modalité j par (bj , bj). 
Ce sont alors les i qui sont les barycentres des y. 
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B ) Optique ACP. — Si on conaidère lea profila des lignes 
comme dea individus ( 1 " A C P ) i l est naturel de repréaenter 
les modalitéa du premier caractère par les coordonnées de 
ces profils sur les axes principaux. Or, les composantes prin
cipales s'obtiennent en multipliant les facteurs canoniques 
par : les modalitéa du premier caractère sont alora dïs-
poaéea aelon la même figiu'e qu'avec la représentation au 
moyen des caractères canoniques n''. (On peut alors repré
senter les modalités du deuxième caractère en éléments sup
plémentaires comme centres de gravité des individus les 
possédant.) 

Inversement la deuxième A C P sur les profils des colonnes 
conduit à représenter lea modalitéa du deuxième caractère 
qualitatif selon la figure obtenue avec les k''. On obtient alors 
deux représentations séparées dea modalités de chaque 
caractère. 

G) La représentation simultanée usuelle, — E l l e 
consiste à représenter les modalités i d u premier 
caractère par les po ints de coordonnées V^Xt et 
les modalités j d u deuxième caractère par les p o i n t s 
de coordonnées "y/^f^ ceci r e v i e n t à superposer 
les graphiques des deux A C P , opération d o n t la j u s 
t i f i c a t i o n mathématique est délicate dans le cadre 
de I ' A C P p u i s q u ' o n mélange sur u n même graphique 
des « i n d i v i d u s » et des « caractères », éléments 
d'ensembles différents. Dans l ' o p t i q u e canonique 
ceci r ev i ent à u t i l i s e r t m compromis entre les deux 
représentations possibles, af in de sauvegarder l a 
symétrie des rôles joués par les deux ensembles de 
modalités. A des coefficients près ceci r e v i e n t à 

E * 4- m* 
t r a v a i l l e r sur des caractères moyens z* = ——^— • 
O n p e r d cependant l 'usage des re lat ions b a r y c e n -
t r i q u e s . 

V o i c i l a représentation simultanée des régions et 
des sections des baccalauréats sur le p l a n p r i n 
c ipa l (1, 2) q u i représente p lus de 80 % de l ' i n e r t i e 
de chacun des deux nuages. 
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O n constate alors que Taxe 1 oppose T l l e - d e -
France à l 'Alsace et l a L o r r a i n e d 'une p a r t ; e t 
d 'autre p a r t les sections classiques ( A f i C D ) a u x 
sections techniques ( E F G H ) . O n m e t i c i en évi
dence u n p r e m i e r fac teur de différenciation entre 
régions : l a spéciahsation technique ou classique. 

A L S A ® NOPC 

' HNOR RHOA 
LIMO 

A M 2 
3 4 K 

e 
ILDF 

BRET 

© 
FRAC 

C 

CHAM 

PAVL 

K H A 

AUVE 
ptCA 

MIQI 
®PROV 

Aaul 

Aa'l t 
M X 

L e s imple examen d u graphique ne suf f i t pas à 
interpréter d i rec tement le deuxième axe p o u r l eque l 
l a variabilité est plus fa ib le ; i l f a u t recour i r à 
l 'étude des c o n t r i b u t i o n s ( v o i r p lus l o i n ) . O n cons
t a t e alors que le deuxième axe reflète l ' oppos i t i on 
entre les régions d u Sud à f o r t e p r o p o r t i o n de 
bacs A (littéraire) et l a région I le -de -France à f o r te 
p r o p o r t i o n de bacs G (mathématique) . E n se repor
t a n t a u x données, on vérifie que l a Corse q u i se 
t r o u v e en bas d u graphique est l a région délivrant 
à l a fois le moins de bacs G (11,5 % ) et le plus de 
bacs A (44 % ) . 

A c o n d i t i o n q u ' i l s soient b i en représentés sur le 
graph ique ( v o i r les cosinus carrés), on p e u t i n t e r 
préter l a proximité entre deux modalités d ' u n même 
caractère comme étant i m e s i m i l i t u d e de p r o f i l (dîs-
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tance du fa ib le ) . A i n s i TAlsace et l a L o r r a i n e 
q u i occupent des posit ions voisines sur le p l a n p r i n 
c ipa l ont à peu près la même répartition des bacca
lauréats. L'interprétation de l a proximité entre xme 
modalité i d ' u n caractère et une modalité j de 
l ' a u t r e est p lus périlleuse : on peut seulement d i re 
que les i n d i v i d u s possédant l a modalité i o n t le 
même centre de gravité que ceux q u i possèdent l a 
modalité / . Souvent , mais pas t o u j o u r s , cette p r o x i 
mité révèle u n t r a i t caractéristique : ainsi le p o i n t 
« Alsace » est très proche d u p o i n t « F » et c'est 
ef fect ivement en Alsace que l ' o n observe l a p lus 
grande p r o p o r t i o n de bacs F (16,1 % ) de même 
p o u r le bac B et l ' I l e -de -France (13,1 % ) ; mais 
b ien que le p o i n t « E » soit p r a t i q u e m e n t con fondu 
avec le p o i n t « L o r r a i n e », c'est dans l a région 
N o r d - Pas-de-Calais que la p r o p o r t i o n en est l a 
p lus grande (4,6 % contre 3,4 % ) . 

Comme en A C P , l ' o r ig ine des axes représente le 
centre de gravité de l 'ensemble des po ints : cette 
n o t i o n se confond i c i avec celle de proûl m a r g i n a l . 
L ' o r i g i n e est donc l a moyenne de l a France à la 
fois p o u r les régions e t p o u r les types de bac. 

3. L'étude des c ont r ibut i ons . — P o u r interpréter 
correctement les graphiques , i l f a u t comme en A C P 
t e n i r c ompte , d 'une p a r t , de l a proximité entre 
p o i n t s et p lans p r i n c i p a u x e t , d ' a u t r e p a r t , du rôle 
j oué par chaque p o i n t dans la détermination d ' u n 
axe. Les données étant quaUtat ives on n ' u t i l i s e pas 
i c i les corrélations entre caractères et axes p r i n c i 
p a u x mais les c o n t r i b u t i o n s . 

A ) Contribution des points à Vinertie des axes. — 
Les coordonnées des modalités sur les axes étant 

•v/^t a* et "v/Xj 6^, l ' i n e r t i e d u ft-ième axe p e u t 
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Contributions 

A l A2 A3 A4 

Points colonnes 

A 5,2 30,7 23,8 5,1 
B 15,5 12,0 1,3 35,5 
C 10,6 32,S 4,5 17,7 
D 1,1 8,0 46,6 0,0 
E 8,5 1,1 16,7 29,5 
F 39,5 11,9 3,9 0,9 
G 19,5 3,4 2,0 11,2 
H 0,2 0,1 1,1 0,1 

100 100 100 100 

Points lignes 

I L D F 36,0 22,4 5,3 0,3 
C H A M 0,6 0,5 1,4 3,3 
P I C A 0,2 0.2 1,6 0,4 
H N O R 1,0 0,3 14,3 19,5 
C E N T 0,0 0,2 0,5 0,0 
B N O R 0,1 2,0 0,4 11,5 
B O U R 9,2 0,1 5,6 0,3 
N O P C 9,2 7,5 3,2 37,4 
L O R R 16,2 1,2 8,5 1,2 
A L S A 13,1 2,7 7,9 1,8 
F R A C 2,6 0,5 2,0 0,1 
P A Y L 2,2 5,9 5,4 0.1 
B R E T 0,1 1,1 7,4 0,5 
P C H A 0,7 9,7 1,8 0,6 
A Q U I 0,7 14,6 6,6 6,4 
M I D I 0,3 3,2 0,0 1,1 
L I M O 0,4 0,2 1,8 2,0 
R H O A 0,5 2,1 9,7 1,3 
A U V E 0,2 0,0 5,5 1,5 
L A R O 4,0 4.2 1,3 0,1 
P R O V 1,6 7,2 2,0 0.1 
C O R S 1,1 11,4- 7,7 10,8 

100 100 100 100 
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se décomposer selon les modalités d u premier ca
ractère ou celles d n second : 

* - i i~\ 
L a p a r t de \e à l a modalité i est donc piX'^^Y : 

c'est l a c o n t r i b u t i o n de l a modalité i à l 'axe k (1) . 
V o i c i en pourcentage la l iste des c o n t r i b u t i o n s des 

po ints a u x quatre premiers axes ( v o i r t a b l e a u p. 99) . 
P o u r interpréter les axes, on recherche les c o n t r i 

bu t i ons les p lus i m p o r t a n t e s (en italique). L ' i n t e r 
prétation des deux premiers axes a y a n t été doimée 
plus h a u t , nous n ' y reviendrons pas. A f i n que le 
lecteur ne s ' imagine pas que seuls deux axes o n t 
u n intérêt, examinons les renseignements apportés 
par le 3^ et le 4^ axe. I l est c ourant en p r a t i q u e 
d'interpréter jusqu 'à 5 axes. 

L e 3^ axe représente essentiellement le bac D et 
m e t en évidence le rôle p a r t i c u l i e r de l a région 
H a u t e - N o r m a n d i e : on constate en r e t o u r n a n t a u x 
données que cette région présente en effet le p lus 
fa ib le pourcentage de bacs D (18,6 % ) . 

L ' a x e 4 q u i est lié aux bacs B et E isole l a région 
N o r d - Pas-de-Calais caractérisée à la fois par i m 
très f o r t pourcentage de bacs E e t u n fa ib le p o u r 
centage de bacs B . 

B ) Proximités entre points et axes principaux (2 ) . 
— Comme en A C P o n ut ihse le cosinus carré de 
l 'angle entre les « i n d i v i d u s » i c i prof i ls l igne et les 
prof i ls colonne et l ' axe p r i n c i p a l p o u r mesurer l a 
qualité de l a représentation dans les p lans p r i n c i 
p a u x . L a somme de ces cosinus carrés p o u r u n 
même i n d i v i d u et sur tous les axes est égale à 1. 

(1> Souvent appelée Improprement contribution absolue. 
(2) Improprement appelées contributions relatives. 
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Cosinus carrés avec les axes 

A 0,23 0.58 0.14 0.02 
B 0,61 0,20 

0,51 
O.OI 0.13 

C 0,38 
0,20 
0,51 0,02 0,06 

D 0,09 0,28 0,53 0,00 
E 0,52 0,03 0,14 0,17 
F 0,85 0,11 

0,06 
0,01 0,00 

6 0,80 
0,11 
0,06 0.01 0.04 

H 0.09 0,03 0,07 0.00 

I L D F 0.77 0.21 0,02 0 . 0 0 
C H A M 0,39 0,13 0.12 0,19 
P I C A 0,20 0,07 0,22 0 . 0 3 
H N O R 0,18 0,02 0,36 0,33 
C E N T 0,02 0.16 0,12 0.00 

0,48 B N O R 0,05 0.38 0,03 
0.00 
0,48 

B O U R 0,81 0.00 0.07 0.00 
N O P C 0,54 0,19 0.03 

0,07 
0.21 

L O R R 0,89 0,03 
0.03 
0,07 0.01 

A L S A 0,80 0,07 0,07 0,01 
F R A C 0,71 0,06 0.08 0 .00 
P A Y L 0.30 0.35 0.10 0 , 0 0 
B R E T 0,03 0.17 0.38 0 , 0 2 
P C H A 0,13 0,78 0.05 0.01 
A Q U I 0,08 0.73 0.11 0,07 
M I D I 0,15 0.63 0,00 0.05 
L I M O 0,20 0.04 0.14 O.IO 
R H O A 0,15 0,26 0.39 0.03 
A U V E 0,09 0,00 0,47 0.08 
L A R O 0,66 0.31 0.03 0 , 0 0 
P R O V 0,30 0.61 0,05 0,00 
C O R S 0,11 0,63 0,11 O.IO 

O n vérifie a ins i que l 'axe 3 est b ien caractéristique 
d u bac D , t a n d i s que le bac H est m a l représenté 
par les 4 premiers axes : sans doute f o r m e - t - i l à 
l u i seul i m axe ultérieur. 

I I I , — L'analyse des correspondances multiples 

1. L e s données* — O n relève sur n i n d i v i d u s n o n 
plus deux mais p caractères q u a l i t a t i f s . C'est en 
p a r t i c u l i e r le cas des enquêtes par quest ionnaire où 
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chaque question définit un caractère dont les moda
lités sont les différentes réponses possibles (une 
seule réponse pouvant être donnée à une question). 

Ainsi dans une enquête (1) portant sur les films 
regardés à la télévision en 1978 6 083 individus (des 
téléspectateurs) sont décrits pur p = 92 caractères, 
totalisant 298 modalités : 72 concernent des films 
et comportent 3 modalités (non v u , v u en totalité, 
vu partiellement), les 20 autres caractérisant l ' inter
viewé (âge, niveau d'instruction, région d'habi
tat ion, etc.). 

A chaque caractère j on associe alors l'ensemble 
des indicatrices de ses modalités : les données 
constituent alors le tableau disjonctif X à n lignes 
et mj -f- m 2 + . . . + "ip colonnes : 

1 / 

X , 
\ 

X . 

/ 
2. La méthode. — L'analyse des correspondances 

« simples » consistait à appliquer l'analyse cano
nique à deux tableaux d'indicatrices. Puisqu'il y a 
maintenant p tableaux d'indicatrices, on utilise la 
généralisation de l'analyse canonique proposée par 
J . D . Carroll (voir chap. I V , fin) qui consiste à 
représenter les individus au moyen de nouveaux 
caractères ẑ , z^..., solutions de l'équation : 

S A: Z == OZ 
i - 1 

(1) Les résultais utilisés Ici sont reproduits avec l'aimable autorisation du Centre d'Etudes d'Opinion (maison de Radio-France) chargé des enquêtes d'audience auprès des téléspectateurs. Cette étude a été réalisée par D. Ralmondi et C. Chappe. 
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Pour des tableaux d'indicatrices, cette générali
sation possède la propriété remarquable suivante : 

Rechercher les valeurs propres et les vecteurs propres 
de SA j revient à effectuer une analyse des correspon
dances sur le tableau disjonctif considéré comme un 
tableau de contingence. 

De manièie précise, si on effectue l 'analyse des correspon
dances sur X , les coordonnées des individus-l ignes sur les 
axes pr inc ipaux et les valeurs propres associées sont les vec-

1 v 
teurs propres et les valeurs propres de ~ 

L a démonstration se fa i t en recourant à l'écriture explic ite 
des projecteurs A j : 

A i = X i { % D X i ) - i ' X i D 

On vérifie alors sans difficulté que - est identique au 

produ i t de deux tableaux de profi ls associés à X (voir I I , 2 de 
ce chapitre) . L'analyse des correspondances mult ip les revient 
donc à effectuer une analyse des correspondances formelles 
sur le tableau d is jonct i f X , bien que ce ne soit pas un v r a i 
tableau de contingence, ce qui permet d 'obtenir des représenta-
tionss imultanéea de toutes les modalités de tous les caractères 
en pro jetant les points-colonnes de X sur les plans pr inc ipaux. 

Les caractères z ont pour propriété de rendre maximale 
la somme des carrés des rapports de corrélation avec les 
p caractères qual i tat i f s . ^ "^H** x^) est m a x i m a l . 

i 
Si on se souvient qu'en A C P normée ( M = Dj/g>) les compo

santes principales c rendent maximales S r^(c, x^), on v o i t 
alors que I ' A F C mu l t ip l e est l'équivalent d'une A C P où les 
p caractères seraient qual i tat i f s . 

On représente alors les modalités des p caractères par les 
centres de gravité des indiv idus qui les possèdent. Les résultats 
s'interprètent comme ceux d'une analyse des correspondances 
ordinaire, à ceci près que la not ion de p a r t d ' inert ie expliquée 
perd de son intérêt car dans ce type d'analyse les valeurs 
propres ne représentent toujours qu'une faible part ie de la trace. 

E n ôtant la valeur t r i v i a l e 1 , l ' iner t ie totale > v a u t 
y = Trace j - S A i ) — 1 soit - S Trace — 1 . L a trace 

\P } P 1 _ 
de A» va lant mt (son rang) on trouve J = - i m ^ — 1, c'est-à-

P 
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dire It nombre moyen de modalités moins 1 . Chaque valeur 
propre étant inférieure à I , le premier facteur représente une 
p a r t d ' inertie nécessairement inférieure à l ' inverse de 

— Si les p caractères ont 5 modalités en moyenne le pre
mier facteur ne pourra jamais dépasser 25 % de l ' inert ie . 

— Le tableau de contingence des baccalauréats donnait 
une première valeur propre représentant 56 % de l ' inert ie . 
Le passage à la forme disjonctive donnerait une trace de 

(22 •4- 8 \ — 1 j et le premier facteur ne peut extraire 

plus de 1/14 de l ' iner t i e , soit 7,1 % (en réalité on trouve 
3,96 % ) , alors q u ' i l a la même signif ication et donne la même 
conf igurat ion des ind iv idus (à l'échelle près) que celui d u 
tableau de contingence. 

I l est d'usage de séparer les caractères en deux 
groupes : les caractères actifs dont le tableau dis
jonct i f est seul soumis à une analyse des corres
pondances et les caractères passifs ou illustratifs 
dont les modalités sont représentées en éléments 
supplémentaires sur les graphiques (barycentres des 
individus les possédant) mais n'ont pas servi à la 
détermination des axes. 

Dans un questionnaire, les caractères actifs sont 
en général ceux qui décrivent plus ou moins objec
tivement un individu (profession, âge, sexe...), les 
caractères passifs correspondent aux questions cons
t i tuant le sujet même de l'enquête (« Avez-vous 
regardé te l film ? ») que l 'on veut relier aux ques
tions du premier groupe mais pas nécessairement 
entre elles. 

Les avantages de cette pratique sont midtiples : 
— On fait apparaître les liaisons intéressantes 

entre caractères étudiés et caractères descriptifs 
plus rapidement qu'en compulsant des tableaux 
croisés. 

— Dans le cas d'un grand questionnaire on éco
nomise un temps de calcul considérable car l'ana-
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lyse n*a pas besoin d'être effectuée sur la totalité des 
tableaux des réponses mais seulement sur une partie. 

3. Un exemple. — Nous donnerons ici les résul
tats simplifiés de l'enquête sur les films de la télé
vision. 12 caractères étaient actifs totalisant 53 mo
dalités dont notamment : 

L'âge (5 modalités) 
A G I AG2 AG3 A G 4 AG5 

5-24 ana 25-34 ans 3S-49 ans 50-64 ans 65 et plus 

La pTof essîon (10 modalités) 
C i l CI2 e n CI4 CI5 

pe t i t profession cadre employé ouvr ier 
p a t r o n libérale moyen qualifié 

cadre 
supérieur 

CI6 CI7 CI8 CI9 CIIO 
O.S. élève femme retraité agr i 

étudiant au foyer culteur 

Le nombre d*adultes au foyer (3 modalités) 

A l A2 A3 
1 adulte 2 adultes 3 et plus 

Le diplôme (4 modalités) 
DIO D U D I 2 D I S 
sans inférieur bac ou encore 

diplôme au bac supérieur à l'école 

Le sexe (2 modalités) 
H I F 

L*inertie totale v a l a i t donc — — 1 = 3,42. 
i z 

Les premières valeurs propres sont ; 
0,340 (9,96 % ) 
0,285 (8,35 % ) 
0,249 (7.30 % ) . 
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£n se l imitant au plan principal 1-2, on inter
prète les axes de la manière suivante (les contri
butions ne sont pas reproduites ici) . 

— L'axe 1 sépare, à gauche du graphique, les 
téléspectateurs de plus de 65 ans (ÂG5), retraités 
(CI9), seuls ( A l ) des téléspectateurs de 15 à 24 ans 
(AGI) , élèves ou étudiants (CI7) encore à l'école 
(DI3) qui sont à droite du graphique. 

— L'axe 2 isole en haut les téléspectateurs d'ins
truction supérieure (DI2) , cadres ou professions 
libérales (CI2, CI3), de 25 à 34 ans (AG2), de l 'en
semble des autres catégories, en particiJier des 
agriculteurs (CIO) et des sans diplômes (DIO). 

L* (lûti 
•nclunté* 

Aâ3 CM 
c i l 

Un* AngiliM 
ramwiuqui 

ig liniifi 
Monywowl" 

,Un iôur 
' l« f l l * 
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Au centre du graphique on trouve le téléspecta
teur « moyen » de l'échantillon qui correspond aux 
ouvriers {CI5, CÏ6). 

Le sexe du téléspectateur ne semble pas être un 
caractère très discriminant. Sur cette grille d'inter
prétation qui permet de structurer l'échantillon 
selon deux axes (âge, niveau culturel), i l suffit 
maintenant de projeter les réponses concernant la 
vision des différents films (centre de gravité des 
individus prenant la modalité « vu en totalité ») 
pour caractériser rapidement leur public. Bien en
tendu une étude détaillée doit prendre en compte 
les axes 3, 4, etc. (l'axe 4 était ici caractéristique 
des agricidteurs). Les films tous publics se situant 
au centre du graphique tandis que les films qui 
intéressent seulement certaines catégories de télé
spectateurs se détachent nettement : ainsi La Flûte 
enchantée^ opéra filmé, se situe dans le quart nord-
ouest du graphique (téléspectateurs cultivés et 
âgés). Sous les yeux d'Occident, d'Y. Allégret avec 
P. Fresnay (1936), et Nana avec Martine Carole 
(1955) sont situés dans le quart sud-ouest (télé
spectateurs moins cultivés et âgés), tandis que Un 
jour la fête, comédie musicale avec M. Fugain (1975), 
semble caractéristique des téléspectateurs jeunes 
d'un milieu peu cultivé et le Zinzin d'Hollywood 
de Jerry Lewis sur l'axe 1 à droite a dû être v u 
par des jeimes de tous les milieux. 

I V . — Conclusion ï 
vers Fanalyse non linéaire dea données 

La mise B O U S forme disjonctive est bien pins 
qu'une commodité mathématique et cela pour d i 
verses raisons. Puisqu'un caractère numérique peut 
être transformé en un caractère quafitatif par décou-
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page en classes de ses valeurs (ex. : le caractère 
âge découpé en classes d*âge), i l est possible d'étu
dier des tableaux comportant un mélange de carac
tères numériques et qualitatifs : i l suflBt de tout 
Tendre qualitati f et d'effectuer une analyse des cor
respondances multiples. A la l imite un tableau 
individus-caractères numériques que l 'on étudie 
usuellement par l'analyse en composantes princi
pales peut être rendu qualitatif , mis sous forme 
disjonctive et soumis à une analyse des correspon
dances. Une telle démarche peut surprendre puis-
qu'à première vue on perd de l ' information en ren
dant qual itat i f un caractère numérique. L'intérêt 
est qu'en procédant ainsi on peut prendre en 
compte des liaisons non linéaires éventuelles entre 
caractères. E n effet, I 'ACP repose essentiellement 
sur l'étude des corrélations ; or le coefficient de 
corrélation ne mesure que la forme plus ou moins 
linéaire de la dépendance entre deux caractères. 
Un coefficient de corrélation voisin de zéro ne si
gnifie pas forcément qu ' i l y a indépendance ; i l peut 
exister ime relation non linéaire, paraboUque par 
exemple. De plus, la recherche des composantes 
principales est Umitée par principe aux combinai
sons linéaires des caractères init iaux. 

Par contre, lorsque l 'on transforme un caractère 
numérique en caractère qualitat i f et que l 'on consi
dère toutes les combinaisons linéaires des indica
trices (c'est-à-dire toutes les quantifications pos
sibles), on envisage en fait toute une gamme de 
fonctions autres que linéaires transformant un ca
ractère numérique en un autre caractère numé
rique. On conçoit alors que l'étude des relations 
linéaires entre des fonctions non linéaires des carac
tères revient à celle des relations non linéaires 
entre caractères. 
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CHAPITRE V I 

L'ANALYSE DISCRIMINÂIVTË 

Sous ses différentes formes •—• analyse factorîelle 
discriminante ou analyse discriminante décision
nelle — cette méthode connaît de nombreuses ap
plications. Elle permet de mettre en évidence les 
liaisons existant entre un caractère à expliquer 
qual itat i f et un ensemble de caractères explicatifs 
quantitatifs. 

L'analyse factorieUe discriminante permet, à 
l'aide d'une visualisation sur un plan factoriel ap
proprié, de décrire les liaisons entre le caractère à 
expliquer et les caractères explicatifs. L'analyse 
discriminante décisionnelle permet de prévoir les 
modahtés du caractère à expliquer à partir des 
valeurs prises par les caractères explicatifs. 

I . — L'analyse factorielle diacrimînante 
1. Présentation de la méthode. — Considérons un 

ensemble d'individus sur lequel on observe t in carac
tère qualitat i f prenant q modalités. Chaque individu 
étant repéré par une seule modalité de ce caractère, 
on a ainsi défini une partit ion de l'ensemble des 
individus en q classes disjointes. Par ailleurs, on 
mesure sur les mêmes individus p caractères quan
t i tat i f s . On se pose le problème suivant : les q classes 
diffèrent-elles sur l'ensemble des caractères quan-
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t i tat i fs ? Le but de l'analyse factorielle discrimi
nante (AFD) est de répondre à cette question. Mais 
précisons ce problème à l'aide d'un exemple. 

Dans une expérience réalisée par J.-C. Amiard, 
23 poissons sont répartis dans trois aquariums sou
mis à différents niveaux de contamination. 

On désire déterminer dans quelle mesure la conta
mination des poissons est liée à l'intensité de la 
radiocontamination. Le caractère qualitat i f prend 
ic i trois modalités : l'appartenance à l 'un des trois 
aquariums. On mesure les quinze caractères quan
t i tat i fs suivants : 

*> Y E U Radioactivité des yeux 
B R Radioactivité dea branchies 
OP Radioactivité des opercules 

X* N A G Radioactivité des nageoires 
x^ F O I Radioactivité d u foie 

T U B Radioactivité d u tube digestif 
x' EC Radioactivité des écailles 
X* M U S Radioactivité des muscles 
X* P O I Poids 
x"> L O N Longueur 

L O N S Longueur staudard 
L A R T Largeur de la tête 
L A R Largeur 

x " L A R M Largeur du museau 
x " D Y E U Diamètre des yeux 

De même qu'en analyse en composantes princi
pales, on détermine un nouveau caractère, combi
naison linéaire des anciens caractères. Cependant, 
i l ne s'agit plus d'obtenir un caractère de variance 
maximale mais séparant au mieux les trois groupes 
entre eux. Plus précisément, on désire que ce nou
veau caractère preime des valeurs : 
— les plus voisines possible pour les individus ap

partenant à un même groupe ; 
— les plus différentes pour des individus appar

tenant à des groupes distincts. 
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Ainsi sur l'exemple suivant, trois groupes sont 
représentés sur le plan des deux caractères et x^. 

c 

Les groupes 1 et 3 se confondent sur le carac
tère x^ et 1 et 2 sur x^. On voit par contre que le 
caractère c=0,8x^-—0,6a;^ sépare en projection les 
trois groupes. Un seul caractère, combinaison linéaire 
des anciens, permet d'expliciter les différences entre 
groupes sur les deux caractères d'origine. 

2. Formulation géométrique. — Trois présenta
tions de I ' A F D sont couramment utilisées. On peut 
en effet montrer que cette méthode est un cas par
ticulier de l'analyse en composantes principales ou 
de l'analyse canonique. Nous préférons commencer 
par une présentation directe et, dans un deuxième 
temps, mettre en évidence les relations avec les 
méthodes présentées précédemment. 

A) Approche directe. 
a) Variances intraclasse et interclasse. — On 

observe les valeurs prises par p caractères centrés, 
notés X*, . . . , x ' , . . . , x*" sur n individus. Chaque 
individu est muni d'un poids Pi > 0 avec : 

n 
XPi=-i-

i~l 
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Dans l'espace dea individus R' , chaque observa
t ion est repérée par un vecteur {x}, .. .^xf, ..., xf). 
Les caractères étant centrés, le centre de gravité 
du nuage des individus est confondu avec l 'origine. 
Comme en analyse en composantes principales, on 
calcule la matrice de variance (totale) notée : 

V = ' X D X 
Coasidérons u n nouveau caractère c = X n dont l a v a 

riance est égale à : 
Il c 11' = 'c De = "u ' X D X u = ' u V u 

Nous allons vo i r que la variance de ce caractère peut être 
décomposée en deux : variance inierclassey provenant de la 
dispersion des centres de gravité des q classes autour de 
l 'origine et variance intraclasse provenant de la dispersion 
des indiv idus d'une classe autour de leur centre de gravité. 

A chaque classe, on associe son centre de gravité 
ftk et son poids P^ P , . 

Par défmition, le poids d'une classe est égal à l a somme 
des poids des observations leur appartenant . 

Soit la matrice de variance des p caractères 
calculée sur les individus de la /c-ième classe. 

Posons : 

k-l 

W est appelée matrice de variance intraclasse. 
Soit enfin B la matrice de variance des p carac

tères calculée sur le nuage des q centres de gravité 
munis de leurs poids respectifs. B est appelée matrice 
de variance interclasse. 

On montre alors facilement la relation : 
V = W + B. 

La variance du caractère c s'écrit donc : 
Il c||* = HiVa = W n + HiBn 

US 



Ainsi la variance d'un caractère se décompose en 
ime somme de deux termes : 
— 'uBu , variaase interclasse liée à la dispersion 

des centres de gravité des classes autour de 
l'origine ; 

— hiWu, variance intraclasse liée à la dispersion 
des observations appartenant à une classe autour 
de leurs centres de gravité respectifs. 

b) Recherche des facteurs discriminants, — Soit 
un caractère c = X u . Nous considérons que ce 
caractère est parfaitement discriminant s'il prend 
la même valeur sur tous les individus d'une même 
classe et des valeurs différentes sur des individus 
appartenant à des classes distinctes. 

Dans ce cas, 'uWu = 0 puisque à l'intérieur de 
chaque classe, le caractère est constant et, par 
conséquent, 'nVu = hiBu. 

Choisir le meilleur caractère discriminant revient 
donc à maximiser 'uBu, c'est-à-dire la variance 
interclasse de ce caractère. 

E n pratique, puisque la somme de la variance 
interclasse et de la variance intraclasse est cons
tante, on maximise le rapport entre la variance 
interclasse et la variance totale qui peut alors 
s'interpréter en terme de pourcentage. 

Par définition, le premier caractère discriminant 
est c = X u te l que la quantité ^ B u / ' a V u soit 
maximum. 

Remarquons que, dans l 'exemple précédent (discr imination 
parfaite) , ce rapport serait égal à 1 . 

Remarquons également que 
' n B u * n V o 
«nVu % V n " 

et que, puisque les deux quantités de gauche sont positives, 
i l est équivalent de maximiser le premier rappor t ou de 
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minimiaer le second. De pins ces quantités sont comprises 
entre 0 et 1. 

Expl ic i tons maintenant le calcul des facteurs discriminants, 
n do i t maximiser la quantité : 

x = ^ - < O . X . l ) . 

U t i l i s a n t la même technique qu'en analyse en composantes 
principales, nous écrivons que, au m a x i m u m recherché, la 
dérivée d u quot ient par rappor t aux différentes composantes 
de u doit être nidle : 

2 ( 'uVu) B u — 2( 'uBu) V a = 0 

V - ï B u = Xu 

n doit donc être vecteur propre de B et sa valeur propre X 
do i t être la plus grande puisqu'elle représente la quantité 
à maximiser. 

Soit u* la solution. 
est appelé premier facteur discriminarU, X̂  est son pouvoir 

discriminant. 
Le premier caractère d iscr iminant = X u ^ étant obtenu, 

on recherche c* = X n - non corrélé à c* te l que le rapport 
' u B u . . . . J -r-==- Boit m a x u n u m et ainsi de smte. 
T l V u 

On montre aisément que B a les mêmes vec
teurs propres que B mais pour valeurs propres 
>./(l — X) (solution utilisée par les auteurs anglo-
saxons). 

On montre que les vecteurs propres de V " ^ B 
notés u\, , u*"" ̂  rangés dans l'ordre décroissant 
des valeurs propres positives X^, . . \ - i sont les 
solutions successives de ce problème. 

Remarquons qu ' i l y a au plus q — 1 valeurs 
propres différentes de zéro, puisque B est une 
matrice de variance calculée à partir de q vecteurs 
de (les q centres de gravité) et que la somme 
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pondérée de ces g centres de gravité est le vec
teur nul . Lorsqu'il n 'y a que deux groupes, l'unique 
facteur discriminant est donné par u = — gj) 
ou W ' "^(g2 — gi) qui l u i est proportionnel. 

Remarquons enfin que le pouvoir discriminant 
ne dépend pas de la normalisation des caractères, 
cependant, on considérera généralement des carac
tères de variance unité (réduite). 

B) Uanalyse factorielle discriminante est un cas 
particulier de Vanalyse en composantes principales. 
— On voit très facilement que I ' A F D est une analyse 
en composante principale du nuage des q centres 
de gravité munis de leur poids dans l'espace R" 
avec pour métrique V""^. 

I l suffit pour cela d'appliquer les résultats du 
chapitre I I . 

On considère g points dans RP : g j , g^, . . . , gq 
Chaque centre de gravité est m u n i du poids de sa classe. 
Soient G la matrice contenant en ligne les q centres de 

gravité et la matrice diagonale du poids des classes. L a 
matrice de variance associée à ce nuage est : 

B = ' G D p G 

Supposons maintenant que est m u n i de la métrique 
M = V~^, inverse de la matrice de variance totale. On a 
v u que les facteurs pr inc ipaux étaient les vecteurs propres 
de Y ~ ^ B associés aux plus grandes valeurs propres : 

V - i B u = Xu 

On retrouve bien les équations de T A F O . 
U t i l i s a n t cette présentation, i l est dif f ic i le de just i f i er le 

choix de la métrique V~~', ou même de montrer que les valeurs 
propres sont comprises entre zéro et u n . C'est pourquoi nous 
l u i avons préféré l 'approche directe. 

G) Uanalyse factorielle discriminante est un cas 
particulier de Vanalyse canonique. — Nous allons 
maintenant montrer que I ' A F D est une analyse cano
nique entre les deux ensembles de caractères x^, .. 
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x*, . . c e n t r é s et y*, . . . . y*, . . y * non centrés. 
Les caractères du deuxième ensemble représen

tent les variables indicatrices associées aux q moda
lités du caractère qualitatif . Four cela nous allons 
simplement montrer que les facteurs canoniques 
associés aux variables sont identiques aux fac
teurs discriminants. 

Les facteurs canoniques doivent vérifier (cf. chap. I V ) 
réquation : 

v r i ' v „ V B * V m i = x u 

Dans cette équation on a : 
V » = ' X D X = V 
V „ = ' Y D Y 
V „ = ' X D Y 
V M = ' Y D X 

O n v o i t facilement que V j , est la matr ice diagonale de 
poids des classes : 

On peut également vérifier que : 
V i , = ' X D Y = 'G Dp 

P a t conséquent, Péquation des facteurs canoniques devient : 
V - » ' G D p D ^ i D p G u = Xo 

et comme B = ' G Dp G, . . i l v i en t î 
V - i B n = Xu 

On retrouve bien les équations de T A F D . Le pou
voir discriminant X peut donc être interprété en 
terme de corrélation canonique. Remarquons que, 
contrairement à ce que nous avons fait en analyse 
canonique, nous n'avons pas supposé que les carac
tères y * étaient centrés : on montre en effet faci
lement que la solution obtenue ne dépend pas du 
centrage de y. 
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L'analyse discriminante peut donc être présentée 
comme une analyse canonicpie entre l'ensemble des 
variables indicatrices associées au caractère à expli
quer et l'ensemble des caractères explicatifs. 

Une fois de plus, l'analyse canonique apparaît 
comme une méthode générale permettant de dé
crire les liaisons entre deux ensembles de caractères. 

3. Les résultats et leur interprétation. — Repre
nons l'exemple des poissons d'Amiard. 

Le tableau ci-dessous contient les valeurs 
moyennes des quinze variables sur la population 
totale et sur chacime des trois classes. 

Popjdation Classe 1 Classe 2 Classe 3 

Y E U 15.4 8,2 15,5 23.6 
B R 105 57 108,3 156.3 
OP 109,1 52,3 79,5 

133,1 
207.9 
285.4 N A G 164,9 91.1 

79,5 
133,1 

207.9 
285.4 

F O I 27,2 15,2 33,5 
341,9 

33.7 
T U B 281,6 162.6 

33,5 
341,9 348,7 

EC 297,7 144 260.8 515.7 
M U S 3,3 1,7 4.7 3.4 
P O I 82,1 92.2 75.4 78,1 
L O N 190,5 197.1 187,5 186,3 
L O N S 170,7 177,8 165,6 168.4 

41,8 L A R T 42,8 44,7 41,6 
168.4 

41,8 
L A R M 13,6 13.4 14 13,3 
D Y E U 9,7 9.7 9.9 9.6 
Effect i f 23 8 a 7 

En moyenne, la radioactivité des poissons du 
premier groupe (poissons les plus gros) est nette
ment plus forte. 

La matrice de corrélation totale est reproduite 
page 119. 
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On constate que les variables mesurant la radio
activité sont toutes assez fortement corrélées posi
tivement entre elles et négativement aux variables 
de taille. 

Puisque q = i l y a au plus deux facteurs 
discriminants. Les pouvoirs discriminants des deux 
facteurs sont = 0,979 et Xg = 0,849. 

A l'aide des deux caractères discriminants, on 
construit comme en analyse en composantes pr in
cipales une représentation des individus (les pois
sons). Les poissons du groupe 1 sont représentés 
par le chiffre 1 et leur centre de gravité par le 
point G l (respectivement 2, G2 et 3, G3). 

. 2 
2 

2 
2 

@ 2 
2 

On constate que le premier facteur sépare très 
bien les trois groupes entre eux, le deuxième oppo
sant le groupe 2 aux groupes 1 et 3. 

L'interprétation des facteurs peut se faire comme 
en analyse en composantes principales en calcidant 
les corrélations entre facteurs et caractères observés 
(tableau ci-dessous) et en représentant le cercle des 
corrélations. 
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Facteurs 

1 2 1 2 

Y E U — 0,84 — 0,16 P O I 0,25 — 0,16 
B R — 0,80 — 0,11 I . O N 0,27 — 0.08 
O P — 0,81 — 0,49 L O N S 0,29 — 0,21 
N A G — 0,84 — 0,47 L A R T 0,28 — 0,14 
F O I — 0,51 0,21 L A R 0,13 — 0,10 
T U B — 0,33 0,13 L A R M — 0,01 0,14 
EC — 0,70 — 0,29 D Y E U 0,06 0,13 
M U S — 0,32 0,36 

Le premier facteur oppose les caractères de taille 
aux caractères de radioactivité des tissus durs. Les 
caractères de radioactivité des tissus mous sont au 
milieu sur le premier facteur mais se différencient 
sur le deuxième. On constate que les poissons du 
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groupe 1, les plus gros, se différencient sur le pre
mier facteur et sont les moins contaminés. 

Les poissons du groupe 2 se différencient par une 
plus forte contamination des muscles et sont en 
position intermédiaire sur la plupart des autres 
caractères. 

I I . — Analyse discriminante décisionneUe 

1. Présentation du problème. — On se pose main
tenant le problème suivant : est-ce que la seule 
connaissance des caractères explicatifs permet de 
réaffecter un individu dans son groupe d'apparte
nance défini par le caractère à expliquer ? Plus 
généralement, supposons que, sur un indiv idu, on 
ne connaisse que les caractères explicatifs. On sait 
que cet individu appartient à l 'un des groupes dé
finis par le caractère à expliquer mais on ignore 
lequel. Est - i l possible de l'affecter à l 'un des groupes 
et ceci avec xm risque d'erreur minimum ? 

Ce type de problème se rencontre très fréquem
ment dans la pratique et nous allons l ' i l lustrer à 
l'aide de deux exemples. 

A) La prévision des avalanches, — Dix-sept para
mètres météorologiques, les uns directement obser
vables, les autres calculés, ont été relevés pendant 
257 jours sur un site donné (de novembre à avr i l 
environ pendant quinze ans) ainsi que la présence 
ou l'absence d'avalanches. Le caractère à expliquer 
prend donc deux modalités (A : avalanche ou A : 
non-avalanche) et l 'on dispose de 17 caractères 
exphcatifs tous quantitatifs. 

On cherche alors une fonction de ces 17 carac
tères permettant (comme la régression mais ic i !e 
caractère à expliquer est qualitatif) d'expliquer le 
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caractère avalanche - non-avaïanche : ceci revient 
à partager l'espace R^' en deux régions et R^. 

Si on observe x G R^ on affectera x à la classe A 
avalanche prévue, si x e R^ on affectera A : à la 
classe A . 

On peut alors construire un tableau permettant 
d'évaluer l'efficacité de la règle : 

Prévision 

N o n -
A v a  ava
lanche lanche 

E t a t Avalanche 38 19 
de la nature Non-avalanche 247 2 267 

Précisons ic i qu ' i l s'agissait d'une étude prélimi
naire réahsée sur des données incomplètes pidsque de 
nombreux caractères explicatifs potentiels n'avaient 
pas été recueillis. Cependant, les résultats sont assez 
encourageants. Les auteurs (1) envisagent, sur i m 
fichier enrichi, de mettre au point une règle de 
décision pouvant être utilisée ensuite comme ins
trument de prévision en temps réel : on effectue 
des mesures sur le terrain, ces mesures sont prises 
en compte immédiatement et on en déduit une 
prévision du risque d'avalanche. 

B) Le i< credit-scoring ». — Prenons maintenant 
le cas d'un organisme financier cherchant à affecter 
au mieux la masse de crédit dont i l dispose. I I 
cherche logiquement à accorder ses prêts aux de-

( ! ) G . D E R M E O B E D I T C H I A N , A p p r o c h e s t a t i s t i q u e d u problème 
d'évaluation des risques d 'ava lanche , La Météorologie, dé cem
bre 1975, V I » série, n " 3. 
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mandeurs cfui ont la plus forte probabilité d'être 
des bons clients et à rejeter les demandeurs qui 
ont une bonne chance de terminer au contentieux. 
Chaqpie candidat au prêt doit remplir un dossier 
dont on extrait les caractères explicatifs. Sur un 
échantillon de dossiers acceptés, on observe le 
comportement des clients qui sont ensuite répartis 
en deux catégories, les bons et les mauvais, ou en 
trois catégories : les bons, les douteux, les mauvais. 

L'analyse discriminante permet alors d'élaborer 
une règle de décision utilisée dans un deuxième 
temps pour sélectionner les bons demandeurs. No
tons que dans ce cas, la plupart des caractères 
explicatifs sont qualitatifs. 

2„ Techniques de résolution. — Selon la nature 
des données et les hypothèses retenues, de nom
breuses méthodes de discrimination ont été déve
loppées. Nous en citerons deux : la méthode géo
métrique, qui consiste à affecter un individu au 
groupe dont le centre de gravité est le plus proche 
et la méthode bayésienne (1) qui consiste à affecter 
im individu au groupe le plus probable. 

I I I . — Conclusions 

L'analyse discriminante, factorielle ou décision
neUe est l'une des méthodes les plus opérationnelles 
de l'analyse des doimées. Outre la météorologie 
(prévision de phénomènes graves) et le credit-scoring, 
de nombreuses disciplines utilisent cette approche : 
en médecine pour l'aide au diagnostic, eu vente par 

(1) Du n o m de Thomas Bayes à q u i l ' o n d o i t d ' I m p o r t a n t s t r a v a u x 
sur les probabilités condi t ionne l les (1763). O n consultera sur ce 
sujet T . W . A N D B R S O N , Introduction to multii/ariate ttalittical ana-
Igsls. W U e y . I 9 5 S . 
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correspondance pour sélectionner les clients poten
tiels les plus intéressants, en recherche minière pour 
détecter la présence des gisements, etc. 

Les travaux récents portent sur Tutih'sation des 
variables qualitatives et sur la sélection automatique 
d'un sous-ensemble des caractères explicatifs (1). 

(1) G . S A P O R T A , Discriminant analysis when ail ihe variables are 
nominal, S p r i n g m e e t i n g of t b e F i y c h o m e t r l c Soc iety , M u r r a y H l l l , 
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