NOTES DE COURS
LA METHODE DES ARBRES POUR LE CALCUL DES PROPOSITIONS

JOSEPH VIDAL-ROSSET
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1. L'ESSENTIEL SUR LA METHODE DES ARBRES

1.1. Méthode sémantique ou syntaxique ? La méthode des arbres est une méthode de
décision syntaxique, qui est issue de I'invention par Evert Willem Beth (7 juillet 1908 - 12
avril 1964) philosophe et logicien néerlandais de 1a méthode des tableaux sémantiques
. En réalité c’est une question délicate de savoir si cette méthode est syntaxique, séman-
tique, ou « entre les deux », ou les deux a la fois. On peut lire sur cette question a I’article
de Philippe de Rouilhan [4].

On dira simplement ici, qu’a la différence de la méthode des tables de vérité ou de
I'algorithme de Quine, la méthode des arbres est une procédure qui ne fait pas un usage
direct des valeurs de vérité pour décider de la validité d’'une formule. C’est pourquoi
Lepage [3, p. 83] la considére avec raison comme une méthode syntaxique (Ruyer [5, p.
93] la qualifie d’« analytique », parce que cette méthode procede par la décomposition
de la formule testée en ses sous-formules, et qu’a la différence de la déduction naturelle,
toutes les regles sont des régles d’élimination.)

1.2. Le comment et le pourquoi de cette méthode. Pour comprendre 1'essentiel de
cette méthode, il faut avoir a I'esprit les points suivants :

i) Latransformation d'une formule ¢ en arbre n’est que I'écriture de ¢ sous une forme
différente, ou1 I'on a fait disparaitre tous les — et tous les —.

ii) La méthode des arbres est une méthode indirecte : pour prouver la validité de ¢ on
nie ¢ et sila négation de ¢ est une contradiction, alors ¢ est valide.
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iii) Le fait que I'arbre d’'une formule —¢ soit une contradiction se voit par le fait que
tous les chemins de I’arbres contiennent une contradiction, c’est-a-dire I’affirma-
tion d'une formule et de sa négation (comme p et = p par exemple). Un chemin qui
contient une contradiction est dit « fermé », on symbolise cette fermeture par une
x ala fin du chemin.

iv) Sil’arbre de —¢ contient au moins un chemin « ouvert », c’est-a-dire un chemin qui
ne contient pas de contradiction, alors la négation de ¢ est satisfaite (ou vraie) pour
toutes les valeurs de ce chemin ouvert et donc ¢ n’est pas valide. L'ultime intérét de
la méthode des arbres est de montrer, lorsqu'une formule ¢ n’est pas valide, toutes
les valeurs qui satisfont —¢p.

1.3. Les regles de la méthode des arbres pour le calcul des propositions. Voici les
régles de transformation de I'écriture des connecteurs pour la méthode des arbres.

(1) Regledite d’absurdité classique, qui est]’essence méme de lalogique classique :
la double négation d’'une formule A se simplifie par I'affirmation de A :

1A
A

(2) Regle pour la conjonction :

ANB

(3) Regle pour la négation de la conjonction :

(AN B)

PN
-A -B

(4) Regle pour la disjonction :

(Av B)

(5) Regle pour la négation de la disjonction :

-(AV B)
-A
-B
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(6) Reégle pour le conditionnel :

(A—B)

A B

(7) Regle pour la négation du conditionnel :

“(A—B)
A
-B

(8) Regle pour le biconditionnel :

(A< B)

A —A
B B

(9) Regle pour la négation du biconditionnel :

(A< B)
S
A A
B B
1.4. Trois exemples.
Exemple 1. Test de la validité de
-B—-7A+.,A— B 1)

Démonstration. a) Premiere étape : On affirme I'’hypothese et1'on nie la conclusion, ce
qui donne les formules initiales suivantes :

-B— A
(A— B)

b) Seconde étape : on transforme ensuite les formules initiales en arbre en appliquant
les régles et en fermant les chemins ot se trouvent les contradictions. On coche les
formules pour indiquer qu’elles sont traitées et que I'on n'y revient plus. L'arbre se
construitici en deux étapes. On commence par la seconde formule, puisque sa trans-
formation donne une conjonction et que, pour éviter des ramifications redondantes,
on s’efforce de traiter les conjonctions avant les disjonctions ; on obtient donc :
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B— 1A
1(A—-B)V
A
-B

puis I'on traite la premiere formule et I'on ferme les chemins ol se trouvent une
variable propositionnelle et sa négation :

“B— AV
“(A—-B) Vv
A
-B

/\
=BV -—A

B X

X

Conclusion : tous les chemins de ’arbre sont fermés, donc (1) est bien un théoreme
de logique classique. (I

(Remarque : pour que le chemin a gauche de Uarbre ferme, il est nécessaire que l'on
applique la regle d'absurdité classique, afin de simplifier 1~ B par B. Cela suffit a montrer
qu'en revanche :

-B—1A¥F;A—B

en clair (A — B) n'est pas déductible de (mB — —1A) en logique intuitionniste.)
Exemple 2. Preuve de la validité de
(AvB)—-C) =~ (A= Q) Vv (B—C) 2)
Démonstration.
(((AVB) = C) = (A—-OVB—-0O) VvV

(AvB)—C) v
(A= CQVvB-0) Vv

“(A-QO) VvV
“(B—-0C) VvV
B
-C
A
-C
/\
“(AvB)v C
1A X
B

X
Tous les chemins se ferment ce qui prouve que la formule (2) est valide en logique clas-
sique, ce qui s’écrit :
Fc(AVB) = C)— (A= C)v(B—C(C)



LOGIQUE DE BASE 5

Exemple 3. Réfutation de la validité de

(A=) v(B—-C)—(AVvB)—(O) 3)

Démonstration. Larbre de =(((A— C) v (B — C)) — ((AV B) — C)) permet de donner
un contre-modeéle de (3) en montrant les valeurs pour lesquelles la négation de (3) est
satisfaite :

A((A-OVvB-0)—(AvB) - O) vV
A-QOVvB-0OV
2((AVB)—- Q) v
-C

T

A B
(A-COvB—-0OV (A-CvB—-0V

A-OVv B-0OV A-OV B-OV

S P S P
A C B C A C B C
X X X X X X

Pour savoir les valeurs pour lequelles la formule
(A= COvB—-0)—(AvB) —C()

est satisfaite, il suffit de suivre tous les chemins qui ne ferment pas et d’interpréter toute
formule positive P par P = T (autrement dit « P est vrai») et toute formule négative =P
par P = L (autrement dit « P est faux»). La lecture de 'arbre permet de dire que pour les
valeurs suivantes

C=1,A=T,B=1
ou
C=1,A=1,B=T

la négation de (3) est satisfaite, ce qui réfute la validité de (3). (]

2. LECTURES CONSEILLEES

On peut compléter utilement ce résumé par la lecture de Lepage [3], Ruyer [5], Ver-
nant [6] , Gochet et al. [2], Bell et al. [1].

3. OUTILS

Pour vérifier les exercices, il existe un logiciel en ligne, le Tree Proof Generator. S’en
servir intelligemment, en s’efforcant de comprendre comment procede le test, est une
bonne maniére de progresser dans 'apprentissage de cette méthode.


http://www.umsu.de/logik/trees/
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