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Introduction 

11 est tres probable, voire evident, que pour comprendre la theorie des 
probabilites et connaitre son evolution depuis ses premices, Ie mieux est de 
lire les textes fondateurs de cette discipline dans leurs premieres emissions, 
afin d'y decouvrir l'origine reelle des concepts exposes et I'historique de leur 
mise en reuvre. Le sujet est serieux, si l'on en croit Laplace, qui ecrivait, au 
sujet des probabilites1 : « Ce calcul delicat s'etend aux questions les plus 
importantes de la vie, qui ne sont en effet, pour la plupart, que des problemes 
de probabilite. » 

Le present ouvrage est une initiation ou une introduction a l'histoire des 
probabilites et non une encyclopedie de cette histoire. Son but essentiel est 
de recenser les etapes majeures de la conception du calcul des probabilites 
en presentant et en commentant des extraits des premieres editions de textes 
fondateurs re1atifs a la periode pre-axiomatique, comprise depuis l'origine 
jusqu'a la fin du XIX" siecle, ou plus exactement jusqu'a !'introduction d'une 
theorie de la me sure, qui nest pas ici incluse. On n'a donc pas traite ce 
que l'on a coutume d'appe1er Ie deve10ppement de la theorie moderne des 
probabilites. Qye1ques mots re1atifs a l'axiomatique moderne du calcul des 
probabilites sont cependant ajoutes, en forme d'epilogue, a la fin de l'ouvrage. 
P. Levy disait, en effet, que « Kolmogorov a donne a l' axiomatique du calcul 
des probabilites une forme qui semble definitive2 ». 

Les textes rediges en latin ou dans une langue etrangere ont ete traduits 
lorsqu'aucune traduction francraise netait disponible. Mais notre travail 
a ete simplifie par Ie fait que nombre d'auteurs majeurs de la theorie des 
probabilites dont Pascal, Fermat, Montmort, Condorcet, d'Alembert, Buffon, 
Laplace, Lagrange, Legendre, Poisson, Qyete1et, Lacroix, Cournot,Joseph 
Bertrand, H. Poincare et bien d'autres, etaient francophones. 

Par ailleurs, les liens entre la science des probabilites et celle des statistiques 
sont multiples mais ne sont pas simples3• Le probleme initial des definitions 

1. Ihiorie analytique des probabilitis, Courcier, 1812, page 2 de la dedicace a Napoleon-Ie
Grand. 

2. P. Levy, Lesfondements du calcul des probabilitis, Dialectica, tome 3, 1949, p. 55. 
3. C£ O. B. Sheynin, Ihe theory ofprobability: Its definition and its relation to statistics, AHES, 

vol. 52, n° 2, 1998, p. 99-108. 



Introduction 

est, par lui-meme complexe. Pascal fut Ie premier a proposer un nom au 
calcul des probabilites qu'il baptisa Geometrie du hasard. Mais il n'entrevoyait 
pas d'autre application de cette geometrie en dehors du probleme des points 
dans les jeux de hasard. 

Jakob Bernoulli a donne une definition de 1'art de conjecturer1 : « Nous 
disons savoir ou com prendre ce qui est certain et indubitable; conjecturer 
seulement ou opiner, tout Ie reste. Conjecturer quelque chose, est mesurer sa 
probabilite ; et pour cette raison I 'Art de Conjecturer ou Stochastique, est defini 
par nous comme 1'art de mesurer exactement les probabilites des choses, 
afin que nous puissions toujours choisir dans nos actions, ce qui est prefe
rable ou plus habile ; la sagesse du Philosophe et la prudence du Politique 
sont d'ailleurs dirigees en ce sens. Les probabilites sont exprimees d'apn!s 
Ie nombre, et d'apres Ie poids des arguments, qui prouvent ou indiquent en 
quelque sorte que quelque chose arrive, arrivera ou est arrive. D'autre part, 
par Poids, j'entends la force de prouver. » 

Karl Pearson2 a affirme pour sa part que « Ia statistique est une science qui 
est l' application de Ia theorie mathematique a 1'interpretation d'observations 
faites en masse». 11 ajoute qu'il est deplorable que Ie mot statistiques soit aussi 
utilise pour ce qui est a proprement parler des donnees statistiques. 

Le present ouvrage etant consacre specifiquement aux probabilites on ne 
trouvera qu'un seul chapitre, assez court, relatif aux statisticiens depuis Ulpien 
jusqu'a Qyetelet. 

La theorie des erreurs que 1'on peut, eventuellement, considerer comme inde
pendante de Ia theorie des probabilites et de celle des statistiques, est, elle, 
traitee depuis Ies premiers travaux de Cotes, Simpson et Lambert jusqu'au 
memoire de Chebyshev. 

Les physiciens se posent generalement la question de savoir si Ies probabi
lites sont plus proches des mathematiques que de la physique. En physique, 
on recherche les lois de Ia nature, leurs eventuelles demonstrations et leurs 
domaines de validite. La demarche est quelquefois Ia meme dans Ie calcul 
des probabilites, Ia Ioi des grands nombres ayant, par exemple, ete l'objet de 
tres nombreuses demonstrations bien qu'elle soit consideree par certains 
comme une loi de la nature. Mais Benoit Mandelbrot a affirme, en 1973, 
dans sa theorie des fractales, qu'il n'y a pas une seule forme de hasard. Pour 
lui, beaucoup de phenomenes naturels obeissent a un autre type de hasard, 
qu'il appelle hasard sauvage, auquel on ne peut appliquer la loi des grands 
nombres. Le bruit electronique en 1/f, par exempIe, ou 1'amplitude d'une 

1. An conjectandi, Bale, 1713, page 213. 
2. the History ifstatistics in the 17th and 18th centuries, London, Griffin, 1978, p. 3. 

4 



Introduction 

frequence lui est inversement proportionnelle, n'obeit ni a la loi des grands 
nombres ni au theoreme centrallimite1. 

poisson, dans ses Recherches sur la probabiliti des jugements (1837), page 7, 
ecrivait: 

« Les choses de toutes natures sont soumises a une loi universelle qu'on peut 
appeler la loi des grands nombres. Elle consiste en ce que, si 1'on observe des 
nombres tres considerables d'evenements d'une meme nature, dependants 
de causes constantes et de causes qui varient irregulierement, tantot dans un 
sens, tantot dans 1'autre, c'est-a-dire sans que leur variation soit progressive 
dans aucun sens determine, on trouvera, entre ces nombres, des rapports a 
tres peu pres constants. Pour chaque nature de choses, ces rapports auront 
une valeur speciale dont ils s'ecarteront de moins en moins, a mesure que la 
serie des evenements observes augmentera davantage, et qu'ils atteindraient 
rigoureusement s'il etait possible de prolonger cette serie a 1'infini. » 

VEssai sur les probabilitis de 1814 de Laplace contenait, par ailleurs, des les 
premieres pages, 1'affirmation d'un determinisme universel dans toute sa 
rigueur. Laplace l'enonc;ait comme suit, son determinisme etant synonyme 
de predictibilite : 

« Nous devons envisager 1'etat present de l'univers comme 1'effet de son 
etat anterieur, et comme la cause de celui qui va suivre. Dne intelligence 
qui, pour un instant donne, connaitrait toutes les forces dont la nature est 
animee et la situation respective des etres qui la composent, si d'ailleurs elle 
etait assez vaste pour soumettre ces donnees a 1'analyse, embrasserait dans 
la meme formule les mouvements des plus grands corps de 1'univers et ceux 
du plus leger atome : rien ne serait incertain pour elle, et l'avenir, comme 
Ie passe, serait present a ses yeux. Vesprit humain offre, dans la perfection 
qu'il a su donner a l'astronomie, une faible esquisse de cette intelligence. Ses 
decouvertes en mecanique et en geometrie, jointes a celles de la pesanteur 
universelle, l'ont mis a portee de comprendre dans les memes expressions 
analytiques les etats passes et futurs du systeme du monde. En appliquant la 
meme methode a quelques autres objets de ses connaissances, il est parvenu 
a ramener a des lois generales les phenomenes observes, et a prevoir ceux 
que les circonstances donnees doivent faire ec1ore. » 

La mecanique quantique et la theorie du chaos ont mis a mal Ie determinisme 
de Laplace. Mais 1'objet de cet ouvrage n'est pas de philosopher ou d'emettre 
des jugements de valeur. Ce livre tente d'etre une introduction a quelques 
textes fondateurs de la theorie des probabilites. 

1. B. Mandelbrot, Du hasard bin in au hasard sauvage, Pour la Science, dossier « Le hasard », 

Paris, 1996. 
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Introduction 

Les lecteurs cherchant une encyclopedie de l'histoire des probabilites et 
des statistiques pourront s'orienter, par exemple, vers deux ouvrages recents 
d'Anders Hald\ publies en langue anglaise. Ce sont actuellement, il nous 
semble, des ouvrages incomparables. 

Le lecteur interesse par l'histoire de l'enseignement des probabilites et des 
statistiques pourra lire l'excellent article de Robert Meusnier portant ce titre 
et publie en 20042• 

Uappartenance de la theorie des probabilites ala Mathematique n'a, en effet, 
ete reconnue, du moins en France, qu'a partir de 1969 lorsque Ie groupe 
Bourbaki, c'est-a-dire Andre Weil cessa de la marginaliser. 

Meusnier ecrit : « Ce n'est qu'en 1969 que parait Ie chapitre 9 Integration ... 
qui reintroduit les espaces non localement compacts ... et la theorie des proba
bilites, et tente de maniere ampoulee de presenter la mesure de Wiener. Ainsi 
s'est-il ecoule 34 ans depuis la decision du Comite de rediger un volume sur 
l'integration et 32 ans depuis la redaction du "Diplodocus" qui suivait la voie 
de De Possel, basee sur Ie primat de l'integration sur des espaces abstraits 
et sa remise en cause par l'intervention du plan Weil base sur Ie primat de 
l'integration dans des espaces topologiques localement compacts. » 

Ayant ete jadis un eleve de Rene de Possel et d'Andre Blanc-Lapierre,je ne 
peux qu'apprecier Ie texte de Robert Meusnier. 

Enfin,je voudrais ajouter que je deplore infiniment la disparition, survenue 
Ie 15 octobre 2008 des suites d'une longue maladie, de mon collegue et ami 
Jean-Claude Boudenot, co-auteur du present livre, qui etait passionne par 
l'histoire des sciences. 

J.-J. Samueli, 
Novembre 2008. 

1. A. Hald, History ofprobability and statistics and their applications before 1750, Wiley, 1990 ; 
A. Hald,A history ofmathematical statisticsfrom 1750 to 1930, Wiley, 1998. 

2. « Sur l'histoire de l'enseignement des probabilites et des statistiques », in Histoires de 
probabilitis et statistiques, Paris, Ellipses, 2004, p. 237-273. 
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Debuts du calcul 
des probabilites 

1.1. Les probabilites avant 1550 
Si la plus ancienne tentative de redaction d'une histoire des Probabilites 
est due a Martin Stromer, Ie traducteur d'Euclide en suedois, qui, sous la 
direction de Samuel Klingenstierna redigea, en 1731, un memoire de these 
de 16 pages intitule Specimen Historiae literariae De Arte Conjeetandi, Ie plus 
ancien travail consacre au calcul des probabilites et aux statistiques proprement 
dites est, sans doute, celui d'un autel,lr romain, Domitius Ulpianus, qui, vers 
220 apres J. -C. etablit une table de valeurs d' annuites pour les assurances-vie 
qui fut utilisee jusqu'au debut du XIXe siec1e. 

Selon Guillaume LibrP, la Divine Comedie de Dante comporterait la plus 
ancienne indication des differentes probabilites des divers lances possibles 
avec trois des. Le texte est contenu dans un commentaire publie a Venise 
en 1477. Libri indique, de plus, qu'il considere que Ie mot hasard trouve son 
origine dans Ie terme, utilise par Dante, azari (points difficiles) qui,lui-meme 
vient de asar qui en arabe signifie difficile. 

En fait, Ie calcul relatif aux trois des est plus ancien. 

Un ouvrage de Baudri de Therouanne2 paru en 1615 indique comment l'eveque 
Wibold de Cambrai inventa, vers 960, un jeu, se voulant edifiant qui consistait 
a jeter trois des, chaque combinaison de nombres realises etant associee a 
une vertu. Wibold avait donc enumere correctement les 56 differentes sorties 
(sans permutations). Le joueur s'appropriait, croyait-on, la vertu designee 
par Ie hasard. Voici, par exemple, quelques-unes des vertus enumerees par 
Wibold : 1,1,1Ia charite ; 1,1,2Ia foi ; 1,1,31'espoir ; 1,1,4Ia justice; 1,1,5 
la prudence; ... ; 4,5,51'intelligence ; ... ; 6,6,61'humilite. 

De nos jours, la loi des grands nombres nous permet de conclure que Wibold 
considerait qu'une personne seulement sur cinquante-six est intelligente ! 

1. G. Libri, Histoire des sciences mathimatiques en Italie, tome II, pages 188-189, Renouard, 
1838. 

2. Baudri de Therouanne, Chronicon Cameracense et Atrebatense sive Historia utriusque ecc/e
siae ... , Douai : J. Bogard, 1615. 
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Les dibuts du calcul des probabilitis 

Par ailleurs, un poeme du XIVe siecle en trois chants, intitule de Vetula, tradi
tionnellement attribue a Ovide mais, selon H. Cocheris1, vraisemblablement 
reuvre de Richard de Fournival, Chancelier de la cathedrale d'Amiens, ecrite 
au siecle precedent, raconte un episode de la vie amoureuse de l' auteur de L'Art 
d'aimer. Mais ce meme poeme comporte de tres interessantes digressions sur 
les jeux de des et sur les probabilites. Le nombre de fas:ons de lancer trois des 
y est calcule et on peut traduire comme suit Ie passage correspondant : 

« Si les trois nombres affiehes sont les memes, il y a six possibilites, si deux sont 
identiques et Ie troisieme different iI y a 30 possibilites, paree que la paire peut 
etre ehoisie de six facons et I'autre de einq, enfin, si les trois sont differents il ya 
20 facons, paree que 30 fois quatre fait 120, mais ehaque possibilite intervient trois 
fois. II ya au total 56 possibilites. Mais si les trois nombres sont identiques, il n'y a 
qu'une possibilite pour ehaque nombre, il yen a trois pour deux nombres identiques 
et six si les trois nombres sont differents. » 

Comme l'indique M. KendalF, Fournival, bien qu'il ne 1'indique pas expli
citement dans son texte, a bien calcule que Ie nombre total de fas:ons de 
lancer trois des est: 

(6 x 1) + (30 x 3) + (20 x 6) = 216 

1.2. Cardan, Liber de ludo aleae 
Jerome Cardan fut a la fois un mathematicien celebre et un joueur invetere. 
11 ecrivit, vers la fin de sa vie, une autobiographie qui fut publiee3 par Gabriel 
Naude en 1643. On peut y lire que Cardan joua aux des durant vingt-cinq 
ans et qu'il avoue : « je ne veux pas dire seulement de temps en temps au 
cours de ces annees, mais,j'ai honte de Ie dire, chaque jour.» 11 ecrit aussi, 
un peu plus loin : « Pourquoi un joueur de des qui est ecrivain, n'ecrirait-il 
pas sur les jeux ? » 

Cardan, a lui-meme indique la date de redaction de son Liber de ludo aleae. 
[Le livre sur les jeux de hasard]. Plus exactement, on peut deduire qu'il a 
redige Ie chapitre 20 de son livre en 1564, car, racontant dans ce chapitre un 
fait survenu en 1526, Cardan indique que depuis ladite epoque, trente-huit 
annees se sont ecoulees. 11 est donc possible que la redaction du livre ait ete 
achevee peu apres, les derniers chapjtres etant relativement courts. 

Le texte a ete imp rime pour la premiere fois en 1663, pres d'un siecle apres 
sa redaction, dans ses reuvres completes4 en dix volumes (dans Ie volume 1, 

1. H. Cocheris, La Vieille ou les dernieres amours d'Ovide, poeme fran~ais du XIV' siecie 
traduit du latin de Richard de Fournival par Jean Lefevre, Paris, 1861. 

2. M. G. Kendall, Biometrika, vol. 43, n° 112 (Jun., 1956), p.1-14. 
3. De propria vita Hieronymi Cardani Mediolanensis, De propria vita libel', ex bibliotheca 

Gab. Naudaei, Parisis, Iacobum Villery ... , 1643. 
4. Cardano, Girolamo, Opera omnia: tam hactenvs excvsa, cura Caroli Sponii, Lugduni, Sump

tibus Ioannis Antonii Hvgvetan, & Marci Antonii Ravard, 1663. 
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Les debuts du calml des probabilites 

chapitre 10). Un ouvrage consacre a Cardan a ete publie en 1953 par O. Ore l 

et comporte une traduction en anglais du Liber de ludo aleae due a S.H. Gould. 
Plus recemment Ie livre de Cardan a ete traduit en itallen2• 

A 1'epoque de la Renaissance, lors de sa redaction, Ie Liber de Ludo Aleae de 
Cardano etait a la fois un manuel decrivant les jeux de hasard et un traite 
avance de calcul des probabilites. De plus, ce livre comporte de nombreuses 
considerations relatives a 1'equite des jeux, avec Ie double soud pour Ie joueur 
d'etre honnete et de ne pas etre la victime de tricheurs. Cardan a certes ecrit 
son ouvrage dans un style colore, mais on peut deceler qu'll a ete fortement 
influence par l' Ethique d' Aristote, en particulier par Ie concept de justice de 
ce philosophe. 

Le Liber de ludo aleae est divise en trente-deux chapitres. Les huit premiers 
traitent des genres de jeux (d'adresse, d'habllete ou de hasard), prodiguent 
des conseils aux joueurs, et soulignent les dangers et les avantages lies au 
fait de jouer. Les six chapitres suivants abordent 1'aspect mathematique 
des gains aux jeux et la formulation des probabilites simples et composees, 
particulierement dans Ie cas des jeux de des. Les derniers chapitres sont 
consacres aux jeux de cartes, au primero (genre de poker), au backgammon 
et a 1'utilisation des astragales. 

Les considerations exposees par Cardan dans ses premiers chapitres sont 
fort utlles pour decouvrir Ie comportement sodal dans l'Italle morcelee et 
ravagee par les guerres du XVIe siec1e. On peut y lire, par exemple : 

Au chapitre 2, Sur les conditions dujeu: 

« L'attention doit etre attiree sur [ ... lles conditions dans lesquelles Ie jeu est organise, 
telles que Ie montant des mises engagees et I'occasion qui determine a jouer ; au 
sujet de ce dernier point il est tres important de demander une permission si I'on 
desire jouer a I'occasion d'un banquet de funerailles. [ ... 1 
Mais dans des moments de grande anxiete et de chagrin, Ie jeu est considere non 
seulement comme permis rna is meme comme benMique. Aussi est-il permis aux 
prisonniers, aux condamnes a mort et aux malades, et en consequence, la loi permet 
Ie jeu lors d'un chagrin [ ... 1 Dans mon cas, lorsqu'il me semblait, apres une longue 
maladie, que la mort etait proche, je trouvais une grande consolation en jouant aux 
des en permanence. )) 

Au chapitre 3, Qui peutjouer et quand?: 

« Si une personne est renommee pour sa sagesse et honoree par un poste de magistrat 
ou par un autre honneur civil ou s'il fait partie de I'Eglise, rien n'est pire pour elle 
que de jouer ; Reciproquement, Ie jeu est proportionnellement moins reprochable 

1. Ore Oystein, Cardano the gambling scholar, Princeton University Press, 1953. Notre lecture 
du texte de Cardan a ete faite a partir de la traduction anglaise incIuse dans cet ouvrage, 
c'est pourquoi nous citons les titres des chapitres traduits en anglais. 

2. Gerolamo Cardano, Liber de ludo aleae (traduz. italiana a cura di Giorgio ORFINO), 
Ed. Stamperia Ammiano Qyinto de' Stampi, Milano 2003. 
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aux garcons, aux jeunes hommes et aux soldats. Et plus importante est la somme 
d'argent mise en jeu, plus grande est la disgrllce, ainsi un haut dignitaire de I'Eglise, 
(en fait un cardinal), fut sevarement blllme parce qu'il avait joue apras diner avec Ie 
duc de Milan, I'enjeu etant de cinq mille couronnes ». 

Plus loin on trouve ce fort amusant jugement : 

« Les hommes de loi et les docteurs retirent peu d'avantages a jouer: d'une part, ils 
semblent avoir trop de temps libre et d'autre part, s'ils gagnent, ils sont pris pour 
des joueurs et s'ils perdent ils peuvent paraTtre aussi peu serieux dans leur art que 
dans leur amusement. Les hommes de ces professions prennent Ie risque d'un milme 
jugement s'ils pratiquent la musique ». 

Au chapitre 4, De l'utilite dujeu et des pertes, Cardan affirme : 

« Le jeu est un tras bon test du caractare patient ou impatient d'un homme. Le 
plus grand avantage que I'on peut retirer du jeu provient du fait de ne pas jouer 
du tout. » 

Le chapitre 6 est intitule Le principe fondamental du jeu. Cardan l'enonce 
ainsi: 

« Le principe Ie plus fondamental de tous, dans Ie jeu, est simplement des conditions 
egales en ce qui concerne les joueurs, les assistants, I'argent, Ie tablier du jeu et 
Ie de lui-milme. Dans la mesure ou vous vous ecartez de cette egalite, si c'est en 
faveur du joueur qui vous est oppose, vous iltes fou, et si c'est en votre faveur, vous 
iltes injuste. » 

Le chapitre 14, Sur les points combines, est consacre aux evenements composes 
que Cardan appelle « points combines» dans Ie cas des jeux. de des. Cardan 
enumere tout d'abord les divers cas possibles puis par addition il derive les 
evenements composes. Void sa presentation: 

« Nous devons prendre en consideration (les points combines) dans Ie cas de deux 
des parce que Ie un arrive dans 11 lancers, ainsi que Ie deux, ainsi que Ie trois et ainsi 
de suite pour tous les autres, mais Ie un ou deux n'arrive pas dans 22 lancers mais 
seulement en 20. Car Ie un intervient 11 fois et Ie deux en 9 fois de plus. Ainsi si Ie 
trois est ajoute, on n'aura pas 29 ni 31 mais 27 et plus generalement les nombres 
de lancers sont donnes dans la table qui suit: » 

Deux des Total 

Cas pou r 1 poi nt 11 11 

Supplement pour 2 9 20 

Supplement pour 3 7 27 

Supplement pour 4 5 32 

Supplement pour 5 3 35 

Supplement pour 6 1 36 

Total 36 
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Cardan etablit ensuite la meme table pour trois des: 

Trois des 

Cas pour 1 point 91 

Supplement pour 2 61 

Supplement pour 3 37 

Supplement pour 4 19 

Supplement pour 5 7 

Supplement pour 6 1 

Total 216 

A la fin de son chapitre 14, Cardan donne ce qu'il appelle une regIe generale 
pour l'equite d'un jeu. 11 ecrit : 

« Ainsi, il y a une regie generale, a savoir qu'il faut considerer Ie circuit total1 et Ie 
nombre total des lancers [de des] qui representent en combien de cas Ie resultat 
favorable est possible et comparer ce nombre a celui des cas correspondants au 
reste du circuit, et il faut que les mises mutuelles soient versees conformement a 
cette proportion, de telle sorte que chacun puisse jouer en termes egaux. » 

Le livre presente pour la premiere fois Ie concept de probabilite enoncee 
comme Ie rapport des cas favorables aux cas possibles lorsque tous les cas 
sont equiprobables. 

Dans les chapitres 14 et 15, Cardan presente la loi des puissances: si pest 

la probabilite p = / d'un evenement, c'est-a-dire Ie rapport du nombre de 

cas favorables / au ~ombre de cas total t et ~ Ie rapport du nombre de 
t- / 

cas favorables au nombre de cas defavorables pour un tirage (ce rapport est 
pour un joueur un parametre plus important que la probabilite), alors pour 

/n 11 

n repetitions, ce dernier rapport devient = -p- . Cardan obtient 
t" - /" 1- p" 

ce resultat en analysant les jeux de des et en iterant son raisonnement. 11 
donne les exemples suivants a la fin du chapitre 15. Pour un jeu avec deux 
des, il ecrit : 

« Disons que les cas favorables sont Ie 1, Ie 2, ou Ie 3 obtenus en trois lancers 
successifs. Le nombre total du circuit est 36 et Ie nombre de cas favorables 27. 
Nous multiplions 36 par lui-meme 3 fois ; Ie resultat est 46 656. Nous multiplions 
aussi 27 par lui-meme 3 fois et Ie resultat est 19 683. Soustrayons Ie plus petit du 
plus grand; Ie reste est 26 973 qui donne Ie rapport du nombre de cas favorables au 
nombre de cas detavorables lorsqu'il est compare a 19683. Ce rapport correspondant 
au rapport du reste de la soustraction au plus petit nombre est plus grand que 4/3 
et plus petit que 3/2. » 

1. Cardan entend par 1a Ie nombre total des cas equiprobables possibles. 
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Cardan analyse alors Ie cas d'un jeu avec trois des: 

« De milme, il a ete etabli qu'avec trois des, une face quelconque, quelle qu'elle 
soit, a 91 cas favorables d'iltre tiree une fois sur un circuit total de 216. Donc, si 
cette face est demandee successivement dans trois tirages, nous devons multiplier 
Ie circuit total, et Ie resultat est 9 324125. Ouand ce dernier nombre est divise par 
I'autre nombre, c'est-a-dire 753 571, no us obtenons Ie rapport des mises devant iltre 
jouees ici. un peu plus de 12 a 1. » 

913 

[Ie calcul de Cardan est 3 3 
216 -91 

753.571 . f" >. 1/12) --- , rapport un peu In eneur a . 
9.324.125 

11 est a noter que dans un ouvrage1 publie en 1539, Cardan a aussi aborde 
Ie « probleme des partis » que nous etudierons avec la correspondance de 
Pascal et Fermat. Cardan est Ie premier a realiser que la division des enjeux 
mises dans un jeu interrompu ne depend que du nombre de parties perdues 
par chaque joueur. 

Le Liber de ludo aleae de Cardan n'a ete rendu public, comme nous l'avons 
indique plus haut, qu'en 1663.11 n'eut donc qu'une faible influence sur la 
theorie des probabilites car quelques annees plus tot, en 1657,le memoire de 
Huygens De ratiociniis in LudoAleae avait ete indus dans Ie livre que Frans 
van Schooten (1615-1660) publia sous Ie titre Exercitationum mathematicorum 
lib1'i quinque (Leiden, Elsevir). 

Ce mathematicien hollandais avait rencontre Descartes a son arrivee a Leyde 
et ce dernier lui avait montre les epreuves de sa Geometrie (Van Schooten les 
traduira en latin et publiera cette traduction en 1649, puis, a nouveau, avec ses 
commentaires en 1660). Afin d'approfondir ses connaissances en mathema
tiques, van Schooten voyagea a Paris ou, muni de lettres de recommandation 
de Descartes, il rencontra Mersenne et lut les manuscrits de Fermat et de 
Viete.11 se rendit ensuite en Angleterre avant de rentrer a Leyde en 1643. 
Ala demande de l'editeur Elzevir, il rapporta une copie des reuvres de Viete. 
11 rapporta egalement une capie de celles de Fermat mais ne put persuader 
Elzevir de les publier, a cause, sans doute, du fait que Descartes avait em is 
une opinion defavorable sur l'reuvre de Fermat. Christian Huygens, pour 
sa part, arriva a Leyde en 1645 et devint l'eleve de van Schooten. En 1657, 
van Schooten publia en appendice a son ouvrage intitule Exercitationum 
mathematicorum libri quinque la premiere edition du papier de Huygens De 
ratiociniis in ludo aleae. Ce memoire, Ie premier ouvrage imprime traitant 
des probabilites, deviendra celebre etJakob Bernoulli Ie reproduira avec un 
commentaire dans la premiere partie de son Ars Conjectandi. 

1. Pmctica arithmetice, & Mensumndi singularis. In quoque preter alias continentur, versa po gina 
demonstmbit, Milan,J,A. Castellioneus pour B. Calusci, 1539. 
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1.3. Galilee, Sopra Ie scoperte de; dad; 
Galilee a redige vers 1620 sous Ie titre Sopra Ie scoperte dei dadi, un memoire 
ou il calcule la probabilite que la somme des faces de trois des soit egale a 
une certaine valeur, cette question lui ayant ete po see par Ie grand-due de 
Toscane. La premiere publication du texte date de 1718 dans une edition 
collective des CEuvres de Galilee!. 

Nous en donnons ci dessous une traduction: 

« Recherche concernant Ie jeu de des 
Le fait que dans un jeu de des certains nombres sont plus avantageux que d'autres 
a une raison evidente, a savoir Ie fait que les realisations de ces nombres sont plus 
aisees et plus frequentes que d'autres car ils sont plus a me me d'etre obtenus par 
une plus grande variete de nombres. Ainsi un 3 et un 18, qui resultent de jets qui ne 
peuvent etre realises que d'une seule maniere avec trois des (dans Ie dernier cas par 
trois 6 et dans Ie premier par trois 1, et de nulle autre maniere) sont plus difficiles a 
obtenir que, par exemple 6 ou 7, qui peuvent etre obtenus de diverses fa~ons, Ie 6 
avec 1,2,3 ou 2,2,2 ou 1,1.4, et Ie 7 avec 1,1,5 ou 1,2.4 ou 1,3,3 ou 2,2,3. 
Neanmoins, bien que 9 et 12, peuvent etre obtenus par Ie meme nombre de manieres 
que 10 et 11, et qu'ils devraient donc eIre consideres comme de meme utilite dans 
ce jeu, on sait deja par une longue observation que les joueurs considerent 10 et 11 
comme plus avantageux que 9 et 12. Et il est clair que 9 et 10 peuvent etre composes 
par une egale diversite de nombres (et ceci est egalement vrai pour 12 et 11) : car 
9 est compose de 1,2,6 ou 1,3,5, ou 1.4.4 ou 2,2,5 ou 2,3.4 ou 3,3,3, qui sont six 
triplets, et 10 de 1,3,6 ou 1.4,5 ou 2,2,6 ou 2,3,5 ou 2.4.4 ou 3,3.4 et pas d'autres 
manieres, et ces dernieres sont aussi six triplets. 
Maintenant, afin d'obliger la personne qui m'a ordonne d'etudier Ie probleme, je vais 
exposer mes idees, dans I'espoir non seulement de resoudre ledit probleme, mais 
aussi d'ouvrir la voie a une comprehension precise des raisons pour lesquelles tous 
les details du jeu ont ete arranges et ajustes avec grand soin. 
Et pour atteindre ce but avec toute la clarte dont je suis capable, je vais commencer 
par considerer que, puisqu'un de a six faces, et que lorsqu'il est jete il peut egale
ment tomber sur chacune d'elles, seulement six jets differents les uns des autres 
peuvent eIre realises avec lui. Mais si en meme temps que ce premier de nous en 
jetons un second, qui lui aussi a six faces, nous pouvons realiser 36 jets, chacun 
etant different de tous les autres, puisque chaque face du premier de peut etre 
combinee avec chaque face du second, et en consequence peut amener six jets 
differents, et donc il est clair que Ie nombre de ces combinaisons est 6 fois 6, soit 
36. Et si nous ajoutons un troisieme de, puisque chacune de ses six faces peut etre 
combinee avec chacune des 36 combinaisons des deux autres des, nous trouverons 
que les combinaisons de trois des sont au nombre de 6 fois 36, soit 216, chacune 
d'elles etant differente des autres. Mais parce que les nombres {sommesJ de ces 
combinaisons resultant du jet de trois des sont seulement au nombre de 16, a savoir 

1. Opere di Galileo Galilei, Coll'aggiunta di varii trattati dell'istesso autore non pili dati alle 
stampe, Tartini e Franchi, Firenze, 1718. Reproduit in Opere, Barbera, Firenze, tome 8, 
p. 591-594, 1898. 
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3.4,5 etc. jusqu'a 18, parmi lesquels nous devons partager les 216 jets, il est donc 
necessaire que de nombreux jets correspondent a chacune de ces sommes ; et si 
nous pouvons trouver combien appartiennent a chacune, no us aurons prepare la voie 
pourtrouver ce que nous cherchons. II sera suffisant d' effectuer une telle recherche 
pour des sommes de 3 a 1 D, car ce qui correspond a rune de ces sommes correspond 
aussi aux sommes plus grandes1• 

Trois points doivent etre notes specifiquement pour une bonne comprehension de ce 
qui suit. Le premier est que la somme des points de trois des qui est composee de 
trois nombres egaux, ne peut etre realisee que par un jet unique des des: et ainsi un 
3 ne peut etre realise que par trois faces 1, et un 6, s'il do it etre realise avec trois 2 
ne peut etre realise que par un jet unique. Deuxiemement : la somme qui resulte de 
trois nombres dont deux sont identiques et Ie troisieme different, peut etre realisee 
par trois jets: par exemple un 4 qui est compose de 2 et de deux 1, peut etre obtenu 
par trois jets differents ; c'est-a-dire quand Ie premier de montre 2 et Ie second ainsi 
que Ie troisieme montrent 1, ou Ie second de un 2 et Ie premier et Ie troisieme un 
1 ; ou Ie troisieme un 2 et Ie premier et Ie second un 1. Et egalement, par exemple 
un 8, quand il est realise avec 3,3,2 peut aussi etre realise de trois fa~ons; c'est-a
dire quand Ie premier de montre 2 et Ie second ainsi que Ie troisieme montrent 3, 
ou Ie second de un 2 et Ie premier et Ie troisieme un 3 ; ou Ie troisieme un 2 et Ie 
premier et Ie second un 3. Troisiemement la somme des points qui resulte de trois 
nombres differents peut etre obtenue de six fa~ons. Par exemple un 8 realise par 
1,3.4 peut etre obtenu par six ditterents jets: d'abord quand Ie premier de montre 1, 
Ie second 3, et Ie troisieme 4 ; deuxiemement, quand Ie premier de montre tOlljours 
1, mais Ie second 4 et Ie troisieme 3 ; troisiemement, quand Ie second de montre 1, 
Ie premier 3 et Ie troisieme 4 ; quatriemement, quand Ie second de montre toujours 
1, Ie premier 4 et Ie second 3. Donc, nous avons a present declare ces trois points 
fondamentaux : premierement que les triplets, c'est-a-dire la somme des jets des 
trois des, qui resultent de trois nombres egaux, ne peuvent etre produits que d'une 
maniere, deuxiemement que les triplets qui sont composes de deux nombres egaux 
et d'un troisieme different sont produits de trois fa~ons ; troisiemement que les 
triplets resultant de trois nombres differents sont produits de six fa~ons. A partir de 
ces points fondamentaux nous pouvons facilement deduire de combien de fa~ons, 
ou plutfit en com bien de jets differents, toutes les sommes de trois des peuvent etre 
formees, ce qui sera facilement compris a partir de la table qui suit. 

1. NDT: Les resultats sont symetriques pour les sommes 3 a 10 et 11 a 18. 
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En haut de la table sont notes les points des jets de 10 a 3, et en dessous apparais
sent les differents triplets desquels chacun peut resulter; pres desquels sont places 
Ie nombre de fagons par lesquelles chaque triplet peut etre obtenu, et en dessous 
est finalement montree la somme de toutes les fagons d'obtenir ces jets. Ainsi. par 
exemple, dans la premiere colonne nous avons la somme de 10 points et en dessous 
ses six triplets de nombres avec lesquels iI peut etre realise qui sont 6,3,1 ; 6,2,2 ; 
5,4,1 ; 5,3,2 ; 4.4.2 ; 4,3,3. Et comme Ie premier triplet 6,3,1 est constitue de trois 
nombres differents, il peut (comme indique ci-dessus) etre realise par six differents 
jets de des, et donc pres de ce triplet un 6 est note: et puisque Ie second triplet 6,2,2 
est constitue de deux nombres egaux et d'un troisieme different, il peut uniquement 
etre produit par trois jets diff8rents, et donc un 3 est note pres de lui. Le troisieme 
triplet 5,4,1, etant constitue de trois nombres difterents, peut etre realise par six 
jets et donc un 61ui est accole ; et ainsi de suite avec les autres triplets. Finalement 
en bas de la petite colonne de nombres de jets, ceux-ci sont additionnes : on peut 
ainsi voir que la somme de 10 points peut etre realisee par 27 differents jets alors 
que la somme de 9 points ne peut retre que par 25 jets, Ie B par 21, Ie 7 par 15, 
Ie 6 par 10, Ie 5 par 6, Ie 4 par 3, et finalement Ie 3 par 1 jet. Le tout additionne 
ensemble donne 1 DB. Et iI yale me me nombre de jets pour les sommes de points 
slJperieures, a savoir pour les points 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 1B, si bien que ron 
arrive au nombre total de tous les jets possibles realisables avec les six faces de 
trois des, qui est de 216. Et a partir de la table, toute personne qui comprend Ie jeu 
peut precisement mesurer tous les avantages, aussi faibles qu'ils puissent etre des 
zare, des incontri, et autres regles speciales observees dans ce jeu. » 

1.4. Biographie de Cardan (1501-1576) 

}t~rome Cardan1 est Ie fils illegitime de Fazio Cardano et de Chiara Micheria. 
Son pere est avo cat a Milan mais son expertise en mathematiques est telle 
qu'il enseigne aussi la geometrie a l'universite de Pavie. Ce n'est que vers 
la cinquantaine qu'il rencontre Chiara Micheria, qu'il epousera plus tard 
mais ils donnent naissance a Jerome des 1501. Cardan doit a son pere ses 
premieres les:ons et devient son assistant. 

C'est a l'universite de Padoue qu'il obtient son doctorat en medecine en 1526. 
A cette epoque, son pere meurt et notre futur mathematicien herite d'un 
petit legs. II postule alors pour enseigner a l'universite de Milan, ville OU vit sa 
mere. II n'est toutefois pas accepte, a cause de sa reputation d'homme difficile, 
intransigeant et sans tact. II dit lui-meme dans son autobiographie : « Ce 
que j'identifie d'unique et d'exceptionnel parmi mes defauts, c'est l'habitude, 
dans laquelle je persiste, de dire surtout les choses dont je sais qu'elles vont 
contrarier mes auditeurs.Je m'en rends bien compte mais pourtant je garde 
cette habitude obstinement, en sachant combien cela me fait d'ennemis. » 

L'universite de Milan pretexte sa naissance illegitime pour l'ecarter. Sur les 
conseils d'un ami, il s'installe comme medecin a Saccolongo, petite ville situee 

1. Jerome Cardan est egalement connu sous Ie nom de Girolamo (ou Hieronimo) Cardano, 
ou encore Hieronymus Cardanus en latin. 
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a 15 km de Padoue. Vers la fin de 1531 il epouse Lucia,la fille d'un de ses 
voisins, Aldobello Bandarini, capitaine de la milice locale. Son exercice de la 
medecine a Saccolongo ne suffisant plus a faire vivre son couple, il demenage 
en avril 1532 pour Gallarate, pres de Milan. La meme annee, il postule de 
nouveau a l'universite de Milan, mais toujours sans succes. 

pour ameliorer ses finances, Cardan se livre aux j~ux : des et echecs principa
lement, mais il gaspille vite Ie legs qu'il tient de son pere. II decide alors de 
jouer en s'aidant du calcul des probabilites et, beneficiant de cet avantage, il 
commence a gagner plus qu'il ne perd. Les jeux, a l'epoque, ne se pratiquaient 
pas en tres bonne compagnie et un jour, pensant etre la victime d'une triche, 
Cardan taillade Ie visage de son adversaire avec son couteau. Cardan est 
reste toute sa vie mordu de jeu, ce qui l'a conduit a une perte importante de 
temps, d'argent et de reputation. Des 1533, n'ayant plus guere de gout pour 
la pratique de la medecine, il fait du jeu son gagne-pain. Mais les choses se 
passent mal, il est force de mettre en gage les bijoux de sa femme et meme 
certains de ses meubles. Les Cardan decident alors de vivre a Milan, mais 
la les choses empirent et ils sont obliges de vivre a l'hospice ! 

En 1534, l'espoir revient. Cardan obtient l'ancien poste de son pere, confe
rencier en mathematiques ala fondation Piatti de Milan, poste qui lui laisse 
beaucoup de temps libre, ce qui lui permet de consulter quelques patients. 
Ses traitements medicaux ont beaucoup de succes (certains sont meme juges 
« miraculeux ») ce qui lui vaut une grande reputation. Mais il n'est toujours 
pas admis a l'universite comme professeur (malgre des candidatures repe
tees en 1536 et 1537), ce qui lui fait dire: « Les choses qui donnent, de nos 
jours, Ie plus de reputation a un medecin sont ses fa<;ons, ses domestiques, 
sa caleche, ses vetements, son elegance, Ie tout expose de fa<;on artificielle 
et insipide. » 

Ce n'est qu'en 1539, grace a la pression de ses admirateurs, que l'universite lui 
ouvre ses portes. La meme annee il publie ses deux premiers livres mathe
matiques dont Ie second est un ouvrage d'arithmetique : Practica arithmetice 
et mensurandi singularis (Pratique arithmetique et mesures simples) parti
culierement prometteur. Ces parutions marquent Ie debut d'une periode 
prolifique ou Cardan ecrit sur differents domaines : medecine, philosophie, 
astronomie, theologie et, bien sur, mathematiques. 

En 1539, Cardan entre en contact avec Tartaglia, dont la renommee est 
grandissante car il a reussi a resoudre certaines equations du troisieme degre. 
Cardan demande a Tartaglia de lui indiquer sa methode, ce dernier accepte a 
la condition que notre mathematicien jure de ne pas la reveler. Cardan accepte 
et ecrit : «Je vous jure, par les Saintes Evangiles de Dieu, et en tant que vrai 
homme d'honneur, non seulement de ne jamais editer vos decouvertes, .~~ ~ 
vous me les enseignez, mais je vous promets egalement, et je mets en gage' 
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rna foi de vrai chretien, de les noter de fac;on codee, de fac;on qu'apres que 
rna mort personne ne puisse les comprendre.» Toutefois, apprenant que del 
Ferro avait deja resolu l'equation, il publie la methode, ce qui rend Tartaglia 
furieux. Une periode d'intenses travaux mathematiques, qui durera six ans, 
commence alors pour Cardan : il se penche sur la resolution des equations 
de degre 3 et de degre 4. 

En 1540, Cardan demissionne de son poste de conferencier en mathematiques 
ala fondation Piatti et Ie transmet a son assistant Ferrari. De 1540 a 1542 
il abandonne ses recherches et se cons acre entierement au jeu d'echec. Dans 
les annees 1543-1552, il enseigne la medecine aux universites de Milan et de 
Pavie. C'est pendant cette periode, en 1545, qu'il publie son grand ouvrage 
Ars magna sive de regufis algebraicis fiber unus. Sa femme Lucia meurt en 1546, 
mais, entierement focalise par sa renommee grandissante, il ne semble pas 
en etre tres affecte. II devient recteur de la faculte de medecine et acquiert 
la reputation d'etre Ie plus grand medecin de son temps. II rec;oit beaucoup 
d'offres de la part de diverses personnalites d'Europe qui souhaiteraient 
s'assurer ses services, mais il ne repondra favorablement, en 1552, qu'a l'ar
cheveque de Saint Andrews, John Hamilton, qui souffre d'asthme depuis 
dix ans. Les soins de Cardan, qui reste aupres de l'homme d'eglise du 29 juin 
au 13 septembre, sont efficaces et l'archeveque sera completement retabli, 
dit-on, deux ans plus tard. 

A son retour d'Ecosse, Cardan est nomme professeur de medecine a l'universite 
de Pavie, il a beaucoup de patients fortunes, et lui-meme devient riche. Mais, 
alors qu'il est au faite de sa renommee un malheur familial survient. Son fils 
aine, Giambatista, medecin egalement depuis 1557, avait epouse secretement 
Brandonia di Seroni, une fille que Cardan decrit comme etant « une femme 
sans valeur et sans scrupule. » Brandonia raille publiquement son mari pour 
ne pas etre Ie pere de leurs trois enfants. Ces railleries conduisent Giamba
tista a empoisonner sa femme et apres son arrestation il avoue son crime. 
Finalement il est execute Ie 13 avril 1560. Cardan ne se remettra jamais de 
cette terrible epreuve. II decide de quitter la region et devient professeur de 
medecine a Bologne. 

Cardan rencontre egalement des problemes avec son plus jeune fils AIdo. Ce 
dernier est joueur et frequente des individus douteux. Dans son autobiogra
phie, Cardan enumere les quatre grandes tristesses de sa vie: « La premiere 
a ete mon mariage ; la seconde la mort cruelle de mon fils; la troisieme 
l'emprisonnement ; la quatrieme Ie caractere indigne de mon plus jeune 
fils.» En 1570, notre mathematicien fait l'horoscope de Jesus-Christ et ecrit 
un livre a la gloire de Neron. Cela lui vaut d'etre emprisonne pour heresie. 
II est toutefois traite avec une certaine clemence et ne reste que quelques 
mois en prison. Par contre, on lui interdit d'occuper un poste universitaire 
et de publier ses travaux. A sa liberation, Cardan se rend a Rome OU il est 

18 



Les debuts du calcul des probabilitis 

res;u chaudement. 11 est nomme membre du college des medecins de cette 
ville et Ie pape lui accorde meme une pension. 

En plus de ses contributions majeures a l'algebre, Cardan apporte egale
ment des contributions importantes aux probabilites, a l'hydrodynamique, 
ala mecanique et a la geologie. Son livre Liber de Ludo Aleae, probablement 
ecrit en 1563, mais publie cent ans plus tard, est une etude systematique du 
calcul des probabilites, qui devance Pascal ou Fermat de pres d'un siecle. 11 
est egalement credite de l'invention du cardan objet auquel il a laisse son 
nom. 11 est egalement l'auteur de deux encyc1opedies« Contenant un peu de 
tout, de la cosmologie a la construction des machines, de l'utilite des sciences 
naturelles a la mauvaise influence des demons, des lois de la mecanique a la 
cryptographie. C'est une mine des faits, vrais ou imaginaires, de notes sur 
l'etat des sciences, de superstitions, de technologie, d'alchimie et de diverses 
branches de l'occulte. » 

On raconte que Cardan a predit de fas;on exacte la date de sa mort - mais 
certains disent que c'est parce qu'il s'est suicide! -, toujours est-il qu'il est 
mort a Rome Ie 21 septembre 1576. 

1.5. Principaux ouvrages de Cardan et references 
Cardano, Girolamo, Opera omnia: tam hactenvs excvsa, cura Caroli Sponii, 
Lugduni, Sumptibus Ioannis Antonii Hvgvetan, &Marci Antonii Ravard, 
1663. 

Practica arithmetice et mensurandi singularis, Milan, 1539. 

Artis magnae, sive de regulis algebraicis liber unus, Nuremberg, 1545. 

De subtilitate liber XXI, Nuremberg, 1550. 

- De rerum varietatelibri XVII, Basel, 1557. 
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1.6. Biographie de Galilee (1564-1642) 
Galileo Galilei nait a Pise Ie 15 fevrier 1564, trois jours apres la mort de 
Michel-Ange, dans une famille de petite noblesse. Son pere, Vincenzo Galilei, 
est musicien. Sa mere, Giulia degli Ammannati s'occupe de ses six enfants 
dont Galileo est 1'aine. La famille Galilei est noble sans etre riche. Au debut 
des annees 1570 elle s'etablit a Florence. Vincenzo oriente son fils vers des 
etudes de medecine j c'est ainsi que Galileo se retrouve a 1'Universite de Pise. 
Pour ce qui concerne la philosophie naturelle (i.e.les sciences) 1'enseignement 
d'alors do it beaucoup ala philosophie aristotelicienne. C'est a Pise, alors qu'il 
n'a que 19 ans, que Galilee decouvre l'isochronisme des pendules. Son eleve 
et biographe Viviani (1622-1663) indique qu'« illui vint a 1'esprit d'observer 
les mouvements d'une lampe [Ie lustre de la cathedrale de Pise] ecartee de la 
verticale, pour voir si, par hasard, les temps d' aller-retour de celle-ci n'etaient 
pas les memes pour les grands arcs, les arcs moyens et les petits ». 

En 1585, apres quatre ans d'etudes, Galilee revient a Florence sans dip lome ! 
11 complete alors sa formation en etudiant Les Eliments d'Euclide avec 1'aide 
du mathematicien Ostilio Ricci. La physique Ie passionne egalement, mais 
il prefere Archimede a Aristote. A 22 ans, en 1586, il invente la balance 
hydrostatique. Entre 1585 et 1589, il donne a Florence et a Sienne des le-;:ons 
particulieres de mathematiques. Lors d'un voyage a Rome, il rencontre Ie 
mathematicien Christopher Clavius, dont on sait que les livres, tres peda
gogiques, avaient inspire Descartes. Apres diverses tentatives, Galilee est 
nomme, en 1589, professeur de mathematiques a Pise. En 1592 il devient 
professeur de mathematiques a 1'Universite de Padoue (situe en Republique 
de Venise) OU il restera jusqu'en 1610. II enseigne la geometrie et 1'astronomie, 
mais donne egalement des le-;:ons particulieres touchant a l' arithmetique, les 
fortifications ou 1'optique. En parallele de ses activites, il redige un premier 
traite de mecanique, Del Motu, qui ne sera pub lie que trois cents ans plus 
tard. De cette epoque datent egalement ses recherches sur la chute des 
corps. II utilise pour cela des plans inclines « soigneusement polis» et des 
billes « parfaitement rondes et lisses » et grace a des experiences repetees et 
methodiques, il montre que les espaces parcourus sont proportionnels au 
carre du temps. 

Galilee invente Ie thermoscope, ancetre du thermometre (objet mainte
nant connu sous Ie nom de « thermometre de Galilee »), probablement 
aux alentours des annees 1606-1607. Deux ans plus tard, il entreprend la 
construction de sa lunette astronomique et fait au debut de 1610 une serie 
de decouvertes qu'il relate dans Sidereus Nuncius. II prend soin de trans
mettre un exemplaire de son traite au grand-due de Toscane, Cosme II de 
Medicis, et obtient peu de temps apres Ie titre de « Premier mathematicien 
et philosophe du grand-due» ce qui lui permet de se consacrer a son projet 
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de construction d'une « science entierement nouvelle ».11 quitte Padoue et 
s'installe a Florence. Au printemps 1611, Galilee entre a l'Accademia dei 
Lincei (Academie du Lynx) OU il est admis par son fondateur Federigo Cesi, 
Marchese di Monticelli. II publie en 1612 son Discours sur les corps ftottants, 
qui represente une importante contribution a l'hydrostatique. 

Ala fin de l'annee 1614 des nuages s'amoncellent dans Ie ciel de Galilee. Un 
frere dominicain, Tommasco Caccini, fait a Florence un preche contre Galilee 
et les mathematiques qu'il utilise pour la defense du systeme copernicien. 
Peu apres, un autre frere dominicain, Niccolo Lorini, transmet a l'Inqui
sition une plainte contre Galilee pour les memes raisons. En avril 1615, Ie 
Cardinal Bellarmin lui suggere de ne traiter Ie systeme copernicien qu'en 
tant qu'hypothese. En decembre de la meme annee, Galilee se rend a Rome 
pour defendre ses idees coperniciennes. Cela lui vaut quelques demeles avec 
l'Eglise, en particulier Ie pape Paul V demande au Cardinal Bellarmin de dire 
a Galilee qu'il doit cesser de propager et de soutenir les idees de Copernic. 
Le 5 mars 1616, l'reuvre de Copernic est mise a l'Index, mais Galilee n'est 
pas mentionne dans Ie decret d'interdiction. Neanmoins,il ne renonce pas a 
defendre ses idees. I.:apparition de trois cometes en octobre et novembre 1618 
re1ance Ie debat. Galilee publie en 1623 II saggiatore (l'essayeur) dans lequel 
il mene une reflexion profonde et moderne sur la methode de la science. Les 
censeurs romains donnent l'autorisation de publication. Les choses semblent 
donc s'ameliorer, d'autant qu'au mois d'aout de la meme an nee, Ie Cardinal 
Barberini devient pape et prend Ie nom d'Urbain VIII. Barberini connait 
bien Galilee depuis 1610 et admire son intelligence. II a d'ailleurs deja eu, a 
plusieurs reprises, l'occasion de Ie soutenir. Galilee dedicace donc son livre II 
saggiatore au nouveau pape. En avril 1624, notre physicien se rend a Rome 
OU il obtient six audiences avec Urbain VIII. Ce dernier lui indique qu'il 
peut parler du systeme copernicien, tant que celui-ci est presente comme 
une simple hypothese mathematique. 

Par ailleurs, Galilee presente en 1624 un microscope aux membres de l'Aca
demie du Lynx et prolonge sa theorie des marees, travail qui est l'amorce de 
son livre phare : Dialogue sur les deux principaux systemes du monde. 

En avril 1630, Galilee acheve ce livre. II Ie presente au Vatican et obtient la 
permission de Ie publier sous l'egide de l'Academie du Lynx. I.:impression 
du livre se termine en fevrier 1632 ; toutefois une commission speciale est 
chargee d'examiner l'ouvrage avant de proceder a sa distribution. Mais Ie 
rapport de cette commission vaut a Galilee de comparaitre devant Ie tribunal 
de l'Inquisition a Rome. Grace au grand-duc Ferdinand II de Medicis, et 
avec l'autorisation du pape, Galilee sejourne a Rome dans la residence de 
l'Ambassadeur de Toscane ; toutefois les contacts avec l'exterieur lui sont 
interdits. Le proces de Galilee debute Ie 12 avril 1633. Cette fois Galilee ne 
persiste pas, il dit lui-meme : «Je suis ici pour me soumettre ». Le 30 avril, 
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Galilee admet que sa defense du systeme copernicien dans son Dialogue est 
trop forte. Le proces se termine Ie mercredi 22 juin 1633 par l'abjuration de 
Galilee qui doit declarer a genoux « [ ... ] voulant chasser de l'esprit de vos 
eminences et de tout chretien fide1e, ce grave soups:on,justement cons:u contre 
moi, d'un creur pur et d'une foi sincere, j'abjure, je maudis et je deteste les 
erreurs et heresies susdites et en general toute autre erreur ou heresie contraire 
a la Sainte Eglise »1. 11 est condamne a la residence surveillee, et apres un 
sejour a Rome dans la residence de l'Ambassadeur de Toscane, puis a Sienne 
dans celle de l'archeveque de cette ville, Galilee est autorise, en decembre, 
a revenir dans sa villa d'Arcetri, pres de Florence (en regime de residence 
surveillee). Cela n'empeche toutefois passon travail: des Ie mois de juillet 1633 
(soit quelques jours apres la fin de son proces), Galilee se met a la redaction 
d'un nouveau livre: Discours sur deux nouvelles sciences. En mai 16361'editeur 
hollandais Louis Elsevier lui rend visite dans sa residence d'Arcetri et lui 
propose d'editer son livre a Leyde. Mais, peu de temps apres, Galilee perd 
la vue. 11 ecrit en juillet 1637 a son ami Diodati: « Galilee, votre cher ami et 
serviteur, est depuis un mois totalement et irremediablement aveugle ». En 
juillet 1638, son livre, dont Ie titre complet est: Discours et demonstrations 
mathematiques concernant deux nouvelles sciences touchant la mecanique et les 
mouvements locaux, est edite en Hollande. C'est dans ce livre celebre, souvent 
considere comme Ie premier livre de physique moderne, que Galilee analyse 
Ie probleme de la chute des corps en detail avec une precision qui montre 
qu'il a realise de nombreuses experiences. C'est grace a ses experiences avec 
un plan incline qu'il a pu faire ressortir les lois essentielles. 

En 1639, il demande sa mise en liberte, mais Ie pape la lui refuse. Viviani 
(1622-1703), qui a alors 17 ans, lui sert de secretaire, devient son eleve et 
est l'un des premiers a pratiquer la nouvelle physique. Galilee accueille 
deux ans plus tard un second eleve qui n'est autre que Evangelista Torricelli 
(1608-1647). 

Apres deux mois de maladie, Galilee meurt Ie 8 janvier 1642, a rage de 
soixante-dix-sept ans. La meme annee dans un petit village proche de 
Londres nait Isaac Newton ... 

L'apport scientifique de Galilee 

Cet apport est immense. Galilee est Ie fondateur de la mecanique, science 
generale du mouvement. 11 peut etre considere comme Ie pere de la science 
moderne du fait qu'il n'accepte comme criteres de verite que l'experience et 
la reflexion. 11 y associe l'utilisation des mathematiques, en quelque sorte 
garantes de l'objectivite. 11 expose ce point tres clairement dans II saggiatore : 

1. La Iegende, construite plus tard, veut qu'« au moment de se relever, agite par Ie remords 
d'avoir fait un faux serment,les yeux baisses vers la terre, [on pretend] qu'il dit, en frappant 
du pied, "Eppur si muove" [et pourtant elle tourne] » (dictionnaire historique de 1789). 
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« La philosophie [c'est-a-dire la science] est ecrite dans ce tres grand livre 
qui se tient constamment ouvert sous nos yeux, l'univers, et qui ne peut se 
comprendre que si l'on a prealablement appris a en comprendre la langue et 
a en connaitre les caracteres employes pour l'ecrire. Ce livre est ecrit dans la 
langue mathematique, ses caracteres sont des triangles, des cercles et d'autres 
figures geometriques, sans l'intermediaire desquels il est impossible d'en 
comprendre humainement un seul mot, et sans lesquels on ne fait qu'errer 
vainement dans un labyrinthe obscur ». 

Galilee fait une autre serie de prodigieuses decouvertes astronomiques a l'aide 
de sa lunette l • 11 fabrique sa premiere lunette et la presente aux membres 
du Senat de Venise Ie 21 aout 1609.11 en construit une autre de plus forte 
puissance avec laquelle il observe et dessine la Lune du 30 novembre au 
18 decembre 1609.11 decouvre que la Lune n'est pas une sphere parfaite mais 
qu'elle possede un relief accidente. Du 19 decembre 1609 au 6 janvier 1610, 
il observe la Voie Lactee et la decrit comme « une masse d'etoiles innombra
bles assemblees par grappes » alors que l'on pensait jusqu' alors qu'il s' agissait 
d'une « exhalaison » de l'atmosphere terrestre. Le 7 janvier 1610, a une 
heure du matin, il remarque que Jupiter est accompagnee de « trois etoiles » 

qu'il appellera astres mediceens en l'honneur des Medicis, ses protecteurs 
de Florence. Ces « astres » seront baptises en 1611 satellites de Jupiter par 
Kepler. Galilee suit alors Jupiter, decouvre sa quatrieme lune Ie 13 janvier, 
et redige du 16 janvier au 12 mars son Sidereus Nuncius. Le l er juillet 1610 
il observe « la planete la plus lointaine, a triple corps », il s'agit de Saturne, 
dont Huygens comprendra trente-neuf ans plus tard la veritable constitution 
avec ses anneaux. En septembre 1610, Galilee decouvre les phases de Venus, 
analogues a celle de la Lune. Cette decouverte est importante car Galilee 
comprend que l'existence de ces phases de Venus represente une confirmation 
eclatante de la justesse du systeme de Copernic. Galilee observe egalement 
la presence de taches sur Ie Soleil et, en les suivant, comprend que, comme 
la Terre, Ie Soleil tourne autour de lui-meme. Cette moisson de decouvertes 
spectaculaires fait dire a Mersenne « Galilee! <2!ti sera capable de denombrer 
ses decouvertes ? Avec sa seule lunette, il a presque trouve plus de choses 
qu'on en connaissait deja ». 

Galilee, pere de la mecanique et brillant astronome, adopte donc la cosmo
logie de Copernic et construit une nouvelle physique coherente avec cette 
cosmologie. 11 montre que contrairement au dogme d'Aristote, Ie ciel, comme 
la Terre, est alterable. En 1618, trois nouvelles cometes apparaissent. Un an 
plus tard, Galilee publie Ie Discours sur les cometes pour denoncer une inter
pretation de Grassi qui reprenait Ie systeme de Tycho BraM, hybride entre 
celui de Ptolemee et de Copernic. Les decouvertes de Galilee sur les phases 

1. Contrairement a une idee res:ue, Galilee n'a pas invente la lunette mais l'a considerable
ment amelioree et surtout l'a utilisee pour scruter Ie del. 
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de Venus et les taches solaires abondent encore dans Ie sens d'un del « alte
rable ». La mise en coherence de ce que l'on pourrait appeler la cosmologie 
physique de Galilee apparait de toute evidence dans son Dialogue sur les deux 
principaux systemes du monde, celui de Ptolemee et celui de Copernic. 

1.7. Principaux ouvrages de Galilee et references 
Sidereus Nuncius Magna, longeque admirabilia Spectacula pan dens, 
suspiciendaque proponens unicuique, praesertim vero Philosophis, atque 
Astronomis ... , Venice, T. Baglionus, 1610. 

- II saggiatore ... , Roma, appresso Giacomo Mascardi, 1623. 

- Dialogo di Calileo Calilei massimi sistemi del mondo tolemaico, e Copernicano, 
Fiorenza, Gio Battista Landini, 1632. 

- Discorsi e demostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze attenenti 
alla mecanica & movimenti loeali, Leida, Elsevirii, 1638. 
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La correspondance 
entre Pascal et Fermat 
et Ie Traite du triangle 
arithmetique de Pascal 

2.1. Pascal, Fermat et Ie probh~me des partis 
C'est la correspondance entre Pascal et Fermat publiee a Toulouse dans les 
Varia Opera de Fermat en 1679, d'une part, et le chapitre intitule l'usage du 
triangle arithmetique pour determiner les partis qu'on doit faire entre deux joueurs 
qui jouent en plusieurs parties, publie par Pascal dans son Traiti du triangle 
arithmetique, d'autre part, qui font que l'on attribue a Pascal (en oubliant 
souvent Fermat) la paternite du calcul des probabilites. 

Voici ce qu'a ecrit Poissont , en 1837, au tout debut de son principal ouvrage 
relatif aux probabilites : 

« Un probleme relatif aux jeux de hasard, propose a un austere janseniste par un 
hom me du monde, a ete a I'origine du calcul des probabilites. II avait pour objet de 
determiner la proportion suivant laquelle I'enjeu doit etre partage entre les joueurs, 
lorsqu'ils conviennent de ne point achever la partie, et qu'illeur reste a prendre, pour 
la gagner, des nombres de points inegaux2. Pascal en donna Ie premier la solution, 
mais pour Ie cas de deux joueurs seulement; il fut ensuite resolu par Fermat, dans 
Ie cas general d'un nombre quelconque de joueurs. Toutefois, les geometres du 
XVII" siecle qui se sont occupes du calcul des probabilites, ne I'ont employe qu'a 
determiner les chances de differents jeux de cette epoque; et ce n'est que dans Ie 
siecle suivant qu'il a pris to ute son extension, et qu'il est devenu une des principales 
branches des mathematiques [ ... J. » 

En fait, comme Ie souligne Poisson, les travaux de Pascal ne concernent que les 
jeux et Ie mot probabiliti n' apparait jamais dans ses ecrits mathematiques. 

1. Simeon-Denis Poisson, Recherches sur la probabiliti desjugements en matiere criminelle et 
en matiere civile, p. 1. Paris, Bachelier, 1837. 

2. Probleme dit « des partis ». 
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Dans son Adresse it l'academie Parisienne des mathematiciens, Pascal, en 
1654, annonc;:ait qu'il redigeait toute une serie d'opuscules dont un sur les 
probabilites1 : 

« A la tres iIIustre Academie parisienne de MatMmaticiens 
[ ... J Et puis un traite tout a fait nouveau, d'une matiere absolument inexploree jusqu'ici, 
savoir: la repartition du hasard dans les jeux qui lui sont soumis, ce qu'on appelle 
en fran~ais faire les partis des jeux; la fortune incertaine y est si bien maTtrisee par 
un calcul equitable qu'a chacun des joueurs on assigne toujours exactement ce qui 
s'accorde avec la justice. Et c'est la certes ce qu'il faut d'autant plus chercher par Ie 
raisonnement, qu'il est moins possible d'stre eclaire par I'experience. En eftet, les 
resultats du sort ambigu sont justement attribues a la contingence fortuite plutot 
qu'a la necessite naturelle. C'est pourquoi la question est restee incertaine jusqu'a 
aujourd'hui; mais maintenant, demeuree rebelle a I'experience, elle n'a pu echapper a 
I'empire de la raison. Et, grace ala geometrie, no us I'avons reduite avec tant de sO rete 
a un art exact, qu'elle participe de sa certitude et deja progresse audacieusement. 
Ainsi. joignant la rigueur des demonstrations de la science a I'incertitude du hasard, 
et conciliant ces choses en apparence contraires, elle peut, tirant son nom des deux, 
s'arroger a bon droit Ie titre stupefiant de Geometrie du hasard. )) 

La correspondance sur Ie sujet des probabilites entre Pascal et Fermat date de 
1654. Les lettres de Pascal furent editees a Toulouse dans les Varia Opera de 
Fermat en 1679 et reproduites avec, en complement, quelques lettres inedites 
de Fermat dans les (Euvres de Blaise Pascal publiees a La Haye, chez Detune 
en 1789. Cette correspondance occupe les pages 412 a 454 du tome IV de 
cette edition. Le chevalier de Mere auquel, selon Pascal, « il ne manquait, 
pour etre parfait, que d'etre geometre », et qui, « malgre ce grand defaut, 
etait tres bon esprit », avait rencontre des difficultes de jeu qu'illui avait 
soumises. Pascal consulta Roberval puis Fermat qui confirma ses resultats. 
Cette correspondance entre Pascal et Fermat n'a done eu, en fait, aucune 
influence sur les travaux de Huygens (rendus publics en 1657) puisqu'elle 
ne fut publiee que plus tard. 

Les lettres echangees entre Pascal et Fermat sont essentiellement relatives 
au probleme des partis, c'est-a-dire au probleme du partage equitable des 
sommes mises en jeu, lorsque ce jeu est interrompu d'un commun accord 
entre les joueurs. 

E. Coumet2 a indique que Pacioli, Tartaglia et Cardan avaient deja aborde 
Ie meme probleme sans arriver a des solutions satisfaisantes. 

Cette correspondance entre Pascal et Fermat de 1654 comporte une lettre 
non datee de Fermat a Pascal, une lettre perdue du meme au meme dans 

1. (Euvres de Blaise Pascal, tome IV, p. 408-411, La Haye, Detune, 1779. Le texte original 
est en Latin. 

2. Ernest Coumet, Le probleme des partis avant Pascal, Archives internationales d'histoire 
des sciences, n° 18,1965, fascicule 72-73, pages 245-272. 
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laquelle Fermat a propose une solution au probleme des partis, une lettre 
de Pascal a Fermat du 29 juliet 1654, lettre bien connue OU Pascal decrit 
sa methode pour calculer les partis, et une autre lettre de Pascal du 24 aout, 
dans laquelle il critique injustement la methode des combinaisons de Fermat. 
Le 29 aout Fermat ecrit a Pascal, mais il n'a pas encore en mains la lettre 
de ce dernier en date du 29 juliet. Le 25 septembre 1654, Fermat repond 
a la lettre du 24 aout et justifie sa methode des combinaisons. Enfin, Pascal 
ecrit a Fermat, Ie 27 octobre 1654 pour reconnaitre la valeur des solutions 
de son correspondant. 

Dans sa lettre a Fermat du 29 juliet 1654, Pascal commente Ie probleme 
des des pose par Antoine Gombaud, chevalier de Mere (1610-1685), a 
savoir : Combien de fois au moins faut-illancer un de pour obtenir un six 
avec une probabilite superieure a 112 ? Et combien de fois au moins faut-il 
lancer deux des pour obtenir un double six (sonnez) avec une probabilite 
superieure a 112 ? 

Pascal ecrit : 

« Si on entreprend de faire un six avec un de, il ya avantage de I'entreprendre en 4, 
com me de 671 a 625. Si on entreprend de faire Sonnez avec deux des, il ya desavan
tage de I'entreprendre en 24. Et neanmoins 24 est a 36, qui est Ie nombre de faces 
des deux des, comme 4 est a 6, qui est Ie nombre de faces d'un de. )) 

Pascal ajoute, en parlant de Mere: 

« Voila quel etait son grand scandale, qui lui faisait dire hautement que les proposi
tions n'etaient pas constantes, et que I'arithmetique se dementait. )) 

[Si on appelle p, la probabilite d'obtention et q = 1 - p, Ie nombre minimum 
de jets est n tel que 

1- qn > 1 ou qn <.!.. 
qn - - 2 

Pour un de p = 1/6, on trouve n = 4, pour 2 des,p = 1/36 et n = 25.]1 

Voici un extrait de lalettre de Pascal a Fermat du 29 juliet 1654 OU il donne 
sa methode pour resoudre Ie probleme des partis a l'aide d'un exemple2,les 
solutions etant elaborees pas a pas : 

« [ ••• ] Je re~us hier au soir, de la part de M. de Carcavi. votre lettre sur les partis, 
que j'admire si fort, que je ne puis vous Ie dire. [ ... ] Votre methode est tres sOre, et 
c'est la premiere qui m'est venue ala pensee dans cette recherche. Mais parce que 
la peine des combinaisons est excessive, j'en ai trouve un abrege et proprement 
une autre methode bien plus courte et plus nette que je voudrais vous dire ici en 
peu de mots [ ... ] 

1. C£ A. HaId, History of Probability and Statistics ... before 1730, Wiley, 1990, § 14-4. 
2. (Euvres de Blaise Pascal, tome IV, p. 412-413, La Haye, Detune, 1779. 
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Voici a peu pres com me je fais pour savoir la valeur de chacune des parties, quand 
deux joueurs jouent, par exemple, en trois parties, et chacun a mis 32 pistoles au 
jeu: 
Posons que Ie premier en ait deux et I'autre une ; ils jouent maintenant une partie, 
dont Ie sort est tel que, si Ie premier la gagne, il gagne tout I'argent qui est au jeu, 
savoir, 64 pistoles ; si I'autre la gagne, ils sont deux parties a deux parties, et par 
consequent, s'ils veulent se separer, il faut qu'ils retirent chacun leur mise, savoir, 
chacun 32 pistoles. 
Considerez donc, Monsieur, que si Ie premier gagne, illui appartient 64; s'il perd, il 
lui appartient 32. Donc s'ils veulent ne point hasarder cette partie et se separer sans 
la jouer, Ie premier do it dire: "Je suis sOr d'avoir 32 pistoles, car la perte meme me 
les donne; mais pour les 32 autres, peut-etre je les aurai, peut-etre vous les aurez; 
Ie hasard est egal ; partageons donc ces 32 pistoles par la moitie et me donnez, outre 
cela, mes 32 qui me sont sOres." II aura donc 48 pistoles et I'autre 16. 
Posons maintenant que Ie premier ait deux parties et I'autre point, et ils commencent 
a jouer une partie. Le sort de cette partie est tel que, si Ie premier la gagne, il tire 
tout I'argent, 64 pistoles ; si I'autre la gagne, les voila revenus au cas precedent, 
auquelle premier aura deux parties et I'autre une. Or, nous avons deja montre qu'en 
ce cas, il appartient a celui qui a les deux parties, 48 pistoles : donc, s'ils veulent 
ne point jouer cette partie, il doit dire ainsi : "Si je la gagne, je gagnerai tout, qui 
est 64 ; si je la perds, il m'appartiendra legitimement 48 : donc donnez-moi les 48 
qui me sont certaines au cas meme que je perde, et partageons les 16 autres par la 
moiM, puisqu'il ya autant de hasard que vous les gagniez comme moi." Ainsi il y 
aura 48 et 8, qui sont 56 pistoles. 
Posons enfin que Ie premier n'ait qu'une partie et I'autre point. Vous voyez, Mo~ieur, 
que, s'ils commencent une partie nouvelle, Ie sort en est tel que, si Ie premier la 
gagne, iI aura deux parties a point, et partant, par Ie cas precedent, il appartient 
56; s'illa perd, ils sont partie a partie: donc illui appartient 32 pistoles. Donc il do it 
dire: "Si vous voulez ne la pas jouer, donnez-moi 32 pistoles qui me sont sOres, et 
partageons Ie reste de 56 par la moiM. De 56 otez 32, reste 24; partagez donc 24 
par la moiM, prenez-en 12, et moi 12, qui avec 32, font 44". )) 

Pascal a examine egalement la solution du probleme des partis a l'aide du 
triangle arithmetique (c£ la fin du present chapitre). 

La lettre de Pascal a Fermat du 24 aout 1654 est, elle aussi, relative au 
probleme des partis. Pascal y expose sa vision d'une solution par la methode 
des combinaisons et pretend, a tort, que la solution de Fermat (qui avait ete 
communiquee a Pascal par Fermat dans une lettre aujourd'hui perdue) est 
correcte quand il y a deux joueurs mais n'est pas valable des que Ie nombre 
de joueurs est plus eleve. 

Voici un extrait de cette lettre : 

« Monsieur, 
Je ne pus vous ouvrir rna pensee entiere touchant les partis de plusieurs joueurs 
par I'ordinaire passe, et meme j'ai quelque repugnance a Ie faire, de peur qu'en 
ceci cette admirable convenance qui etait entre nous, et qui m'etait si chere, ne 
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commence a se dementir, car je crains que nous ne sovons de ditterents avis sur 
ce sujet. Je vous veux ouvrir toutes mes raisons, et vous me ferez la grace de me 
redresser, si j'erre, ou de m'affermir, si j'ai bien rencontre. Je vous Ie demande 
tout de bon et sincerement, car je ne me tiendrai pour certain que quand vous 
serez de mon cote. 
Quand il n'v a que deux joueurs, votre methode, qui procede par les combi
naisons, est tres sOre; mais quand il V en a trois, je crois avoir demonstration 
qu'elle est mal juste, si ce n'est que vous V procediez de quelque autre maniere 
que je n'entends pas. Mais la methode que je vous ai ouverte, et dont ie me sers 
partout, est commune a toutes les conditions imaginables de toutes sortes de 
partis, au lieu que celie des combinaisons (dont ie ne me sers qu'aux rencontres 
particulieres ou elle est plus courte que la generale) n'est bonne qu'en ces 
seules occasions et non pas aux autres. 
Je suis sOr que ie me donnerai a entendre, mais il me faudra un peu de 
discours, et a vous un peu de patience. 
Voici comment vous procedez quand il va deux joueurs : 
Si deux joueurs, jouant en plusieurs parties, se trouvent en cet etat qu'il 
manque deux parties au premier et trois au second, pour trouver Ie parti il faut, 
dites-vous, voir en combien de parties Ie jeu sera decide absolument. 
II est aise de supputer que ce sera en quatre parties; d'ou vous concluez qu'il 
faut voir combien quatre parties se combinent entre deux joueurs ; et voir 
combien il vade combinaisons pour faire gagner Ie premier, et combien pour 
Ie second, et partager I'argent suivant cette proportion. J'eusse eu peine a entendre 
ce discours-Ia, si je ne I'eusse su de moi-mame auparavant; aussi vous I'aviez ecrit 
dans cette pensee. Donc, pour voir combien quatre parties se combinent 
entre deux joueurs, il faut imaginer qu'ils jouent avec un de a deux faces 
(puisqu'ils ne sont que deux joueursl, comme a croix et pile, et qu'ils jettent 
quatre de ces des (parce qu'ils jouent en quatre parties) ; et maintena nt i I 
faut voir combien ces des peuvent avoir d'assiettes differentes. Cela est 
aise a supputer : ils peuvent en avoir seize, qui est Ie second degre de 
quatre, c'est-a-dire Ie carre. Car figurons-nous qu'une des faces est marquee a, 
favorable au premier joueur, et I'autre b, favorable au second; donc ces quatre 
des peuvent s' asseoir sur une de ces seize assiettes : a a a a ... b b b b. 
aaaa abaa baa a bbaa 
aaab abab baab bbab 
aaba abba baba bbba 
aabb abbb babb bbbb 
Et parce qu'il manque deux parties au premier joueur, toutes les faces qui ont deux 
alefontgagner: donc il en a 11 pour lui; et parce qu'il V manque trois 
pa rti es a u second, toutes les faces ou il V a trois b Ie peuvent faire gagner : donc 
il V en a 5. Donc il faut qu'ils partagent la somme comme 11 a 5. 
Voila votre methode quand il va deux joueurs. Sur quoi vous dites que, s'il V en a 
davantage, iI ne sera pas difficile de faire les partis par la mame methode. 
Sur cela, Monsieur, j'ai a vous dire que ce parti pour deux joueurs, fonde 
sur les combinaisons, est tres juste et tres bon; mais que, s'il va plus 
de deux joueurs, il ne sera pas toujours juste, et je vous dirai la raison de cette 
difference. 
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Je communiquai votre methode a nos Messieurs, sur quoi M. de Roberval me fit 
cette objection: 
Que c'est a tort que I'on prend I'art de faire Ie parti sur la supposition qu'on 
joue en quatre parties, vu que, quand il manque deux parties a I'un et trois 
a I'autre, il n'est pas de necessite que I'on joue quatre parties, pouvant 
arriver qu'on n'en jouera que deux ou trois, ou, a la verite, peut-etre quatre; 
et ainsi qu'il ne voyait pas pourquoi on pretendait de faire Ie parti juste sur une 
condition feinte qu' on jouera quatre parties, vu que la condition naturelle du jeu 
est qu'on ne jouera plus des que I'un des joueurs aura gagne, et qu'au moins, 
si cela n'etait faux, cela n'etait pas demontre, de sorte qu'il avait quelque 
soup~on que nous avions fait un paralogisme. 
Je lui repondis que je ne me fonda is pas tant sur cette methode des combi
naisons,laquelle veritablement n'est pas en son lieu en cette occasion, 
comme sur mon autre methode universelle, a qui rien n'echappe, et qui 
porte sa demonstration avec soL qui trouve Ie meme parti precisement que 
celie des combinaisons ; et de plus je lui demontrai la verite du parti 
entre deux joueurs par les combinaisons en cette sorte : 
N'est-il pas vrai que, si deux joueurs, se trouvant en cet etat de I'hypothese qu'il 
manque deux parties a I'un et trois a I'autre, conviennent maintenant de gre 
a gre qu'on joue quatre parties completes, c'est-a-dire qu'on jette les quatre des a 
deux faces tous a la fois, n'est-il pas vrai dis-je, que s'ils ont delibere de jouer les 
quatre parties, Ie parti doit etre tel que nous avons dit, suivant la multitude des assiettes 
favorables a chacun ? 
II en demeura d'accord ; et cela en effet est demonstratif ; mais iI niait que la 
meme chose subsistat, en ne s'astreignant pas a jouer les quatre parties. Je 
lui dis donc ainsi : 
N'est-il pas clair que les memes joueurs, n'etant pas astreints a jouer quatre 
parties, mais voulant quitter Ie jeu des que I'un aurait atteint son nombre, 
peuvent, sans dommage ni avantage, s'astreindre a jouer les quatre parties 
entieres, et que cette convention ne change en aucune maniere leur condition? 
Car, si Ie premier gagne les deux premieres parties de quatre, et qu'ainsi il ait 
gagne, refusera-t-il de jouer encore deux parties, vu que, s'illes gagne, il n'a 
pas mieux gagne, et s'il les perd, il n'a pas moins gagne, car ces deux que 
I'autre a gagnees ne lui suffisent pas, puisqu'illui en faut trois, et ainsi il n'y 
a pas assez de quatre parties pour faire qu'ils puissent tous deux atteindre Ie 
nombre qui leur manque. 
Certainement il est aise de considerer qu'il est absolument egal et indifferent 
a I'un et a I'autre de jouer en la condition naturelle a leur jeu, qui est de finir 
des qu'un aura son compte, ou de jouer les quatre parties entieres; donc, puisque 
ces deux conditions sont egales et indifferentes, Ie parti do it etre tout pareil en 
I'une et en I'autre. Or, il est juste quand ils sont obliges de jouer quatre parties, 
comme je I'ai montre ; donc il est juste aussi en I'autre cas. 
Voila comment je Ie demontrai : et si vous y prenez garde, cette demonstration 
est fondee sur I'egalite des deux conditions, vraie et feinte, a I'egard de deux 
joueurs, et qu'en I'une et I'autre un meme gagnera toujours ; et si I'un gagne 
ou perd en rune, il gagnera ou perdra en I'autre, et jamais deux n'auront 
leur compte. 
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Suivons la mllme pointe pour trois joueurs, et posons qu'il manque une 
partie au premier, qu'il en manque deux au second et deux au troisieme. Pour 
faire Ie parti suivant la mllme methode des combinaisons, il faut chercher d'abord 
en combien de parties Ie jeu sera decide, comme no us avons fait quand il vavait 
deux joueurs : ce sera en trois, car ils ne sauraient jouer trois parties sans que 
la decision soit arrivee necessairement. 
II faut voir maintenant combien trois parties se combinent entre trois joueurs ; 
et combien il V en a de favorables 8 I'un, combien 8 I'autre, et combien au 
dernier; et, suivantcette proportion, distribuer I'argent. de mllme qu'on a fait 
en I'hvpothese de deux joueurs. 
Pour voir combien il vade combinaisons en tout, cela est aise : c' est la troisieme 
puissance de 3, c'est-8-dire son cube 27. Car si on jette trois des 8 la fois 
(puisqu'il faut jouer trois parties) qui aient chacun, trois faces (puisqu'il V 
a trois joueurs), I'une marquee a favorable au premier, I'autre b pour Ie 
second, I'autre c pour Ie troisieme, il est manifeste que ces trois des jetes 
ensemble peuvent s'asseoir sur 27 assiettes differentes, savoir : 
aaa baa eaa 
aab bab eab 
aae bae eae 
aba bba eba 
abb bbb ebb 
abe bbe ebe 
aea bea eea 
aeb beb eeb 
aee bee eee 
Or, iI ne manque qu'une partie au premier: donc to utes les assiettes ou il V a 
un a sont pour lui; donc il V en a 19. 
II manque deux parties au second: donc toutes les assiettes ou il V a deux 
b sont pour lui; donc il V en a 7. 
II manque deux parties au troisieme : donc to utes les assiettes ou il va deux 
e sont pour lui; donc il V en a 7. 
Si de 18 on concluait qu'il faudrait donner 8 chacun selon la proportion de 
19,7,7, on se tromperaittrop grossierement, et je n'ai garde de croireque 
vous Ie fassiez ainsi; car il V a quelques faces favorables au premier et au second 
tout ensemble, comme abb, car Ie premier V trouve un a qu'illui faut, et Ie second 
deux bqui lui manquent; ainsi a e e est pour Ie premier et Ie troisieme. 
Donc il ne faut pas compter ces faces qui sont communes 8 deux comme valant la 
somme entiere 8 chacun, mais seulement la moiM. Car, s'il arrivait I'assiette a 
e e, Ie premier et Ie troisieme auraient mllme droit 8 la somme, avant chacun leur 
compte; donc ils partageraient I'argent par la moiM. Mais s'il arrive I'assiette a b b, 
Ie premier gagne seul. II faut donc faire la supputation ainsi : 
II V a 13 assiettes qui donnent I'entier au premier, et 6 qui lui donnent la moiM, 
et 8 qui ne lui donnent rien ; donc, si la somme entiere est une pistole, il V a 
13 faces qui lui valent chacune une pistole, iI V a 6 faces qui lui valent chacune 
une 1/2 pistole, et 8 qui ne valent rien. 

32 



La correspondance entre Pascal et Fermat ... 

Donc. en cas de parti. il faut multiplier: 
13 par une pistole. qui font..13 
6 par une demi. qui font... ..... 3 
8 par zero. qui font.. ......... O 

Somme ... 27 Somme ... 16 
et diviser la somme des valeurs. 16. par la somme des assiettes. 27. qui fait 
la fraction 16/27 qui est ce qui appartient au premier en cas de parti, savoir 
16 pistoles de 27. 
Le parti du second et du troisieme joueur se trouvera de meme : 
II y a 4 assiettes qui lui valent une pistole: 

multipliez ........................ 4 
II y a 3 assiettes qui lui valent 1/2 pistole: 

multipliez ........................ 1.5 
Et 20 assiettes qui ne lui valent rien ........................................... 0 
Somme 27 Somme 5.5 
Donc il appartient au second joueur 5.5 pistoles sur 27. et autant au troisieme. 
et ces trois sommes. 5.5 ; 5.5 et 16. etant jointes. font les 27. 
Voila. ce me semble. de quelle maniere; il faudrait faire les partis par les combi
naisons suivant votre methode. si ce n'est que vous ayez quelque autre chose sur 
ce sujet que je ne puis savoir. Mais. si je ne me trompe. ce parti est mal juste. 
La raison en est quO on suppose une chose fausse. qui est qU'on joue en trois 
parties infailliblement. au lien que la condition naturelle de ce jeu-Ia est qU'on 
ne joue que jusqu'a ce qu'un des joueurs ait atteint Ie nombre de parties qui lui 
manque. auquel cas Ie jeu cesse. 
Ce n'est pas qu'il ne puisse arriver qu'on joue trois parties; mais il peut arriver 
aussi qU'on n'en jouera qU'une ou deux. et rien de necessite. 
Mais d'ou vient. dira-t-on. qu'il n'est pas permis de faire en cette rencontre la meme 
supposition feinte que quand il y avait deux joueurs ? En voici la raison: 
Dans la condition veritable de ces trois joueurs. il n'y en a qU'un qui peut 
gagner. car la condition est que. des qU'un a gagne. Ie jeu cesse. Mais. en la 
condition feinte. deux peuvent atteindre Ie nombre de leurs parties: savoir. si Ie 
premier en gagne une qui lui manque. et un des autres deux qui lui manquent; car 
ils n'auront joue que trois parties: au lieu que. quand il n'y avaitque deuxjoueurs. 
la condition feinte et la veritable convenaient pour les avantages des joueurs en tout; 
et c'est ce qui met I'extreme difference entre la condition feinte et la veritable. 
Que si les joueurs. se trouvant en I'etat de I·hypothese. c'est-a-dire s'il manque une 
partie au premier et deux au second et deux au troisieme. veulent maintenant de gre 
a gre et conviennent de cette condition. qU'on jouera trois parties completes. et 
que ceux qui auront atteint Ie nombre qui leur manque prendront la somme 
entiere s'ils se trouvent seuls qui I'aient atteint. ou. s'il se trouve que deux 
I'aient atteint. qu'ils la partageront egalement: en ce cas. Ie parti se doit faire 
comme je viens de Ie donner. que Ie premier ait 16. Ie second 5.5 ; Ie troisieme 
5.5 de 27 pistoles. et cela porte sa demonstration de soi-meme. en supposant 
cette condition ainsi. 
Mais s'ils jouent simplement a condition. non pas qu'on joue necessairement 
trois parties. mais seulement jusqu'a ce que I'un d'entre eux ait atteint ses 
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parties, et qu'alors Ie jeu cesse sans donner moyen a un autre d'y arriver, alors il 
appartient au premier 17 pistoles, au second 5, au troisieme 5, de 27. 
Et cela se trouve par ma methode genera Ie, qui determine aussi qu'en la condition 
precedente il en faut 16 au premier, 5,5 au second, et 5,5 au troisieme, sans 
se servir des combinaisons, car elle va partout et sans obstacle. [oo.J » 

Le 25 septembre suivant, Fermat repondit a Pascal et signala l'erreur faite 
par Pascal en supposant qu'un cas tel que ace est egalement favorable aux 
deux joueurs a et c. En fait, fait remarquer Fermat ce cas nest favorable qu' au 
joueur a, car ce joueur gagne un point avant Ie joueur c, ce qui met un terme 
a la partie puisque a n'a besoin que d'un point pour gagner. 

Fermat ecrit : 

« [oo.J Je prends I'exemple des trois joueurs, au premier desquels il manque une 
partie, et a chacun des deux autres deux, ce qui est Ie cas que vous m'opposez. 
Je n'y trouve que 17 combinaisons pour Ie premier et 5 pour chacun des deux 
autres; car, quand vous dites que la combinaison ace est bonne pour Ie premier 
et pour Ie troisieme, il semble que vous ne vous souveniez plus que tout ce qui 
se fait apres que I'un des joueurs a gagne ne sert plus de rien. Or, cette combi
naison avant fait gagner Ie premier des la premiere partie, qu'importe que 
Ie troisieme en gagne deux ensuite, puisque, quand il en gagnerait trente, tout 
cela serait superflu ? » 

2.2. Biographie de Fermat (1601-1665) 
Pierre Fermat nait a Beaumont-de-Lomagne, dans Ie Tarn-et-Garonne, Ie 
20 aout 1601. Son pere Dominique est negociant en cuir (corroyeur) et sa 
mere, Claire de Long, est originaire d'une iliustre familie toulousaine. La 
familie Fermat est l'une des families bourgeoises et influentes de Beaumont. 
Le jeune Fermat fait ses etudes au monastere francis cain de Grandselve. 11 
quitte ensuite Beaumont pour alier suivre des etudes de droit civil, d'abord 
a Orleans, puis a Toulouse, OU il assiste au cours de Raymond de Maran. 
Outre Ie droit, ses etudes lui font acquerir une bonne connaissance des 
langues c1assiques (latin et grec), comme contemporaines (espagnol et italien). 
En 1627, Fermat s'inscrit au barreau de Toulouse. Mais lors d'un sejour a 
Bordeaux, vers 1629, il s'adonne aux mathematiques avec « ces messieurs 
de Bordeaux ». 11 se familiarise avec les travaux d'Archimede, de Papus 
et d'Apolionius, ainsi qu'avec les ecrits de Franc;:ois Viete. 11 fait alors sa 
premiere decouverte, celie d'une methode generale pour traiter les problemes 
de maxima et minima. De retour a Toulouse, en 1630, il achete la charge de 
conseilier au Parlement et de commissaire aux requetes du Palais. Dne partie 
de son travail consiste en l'examen des petitions adressees au Roi. Cela lui 
permet de se familiariser avec les affaires, mais Ie titulaire d'une telie charge 
ne peut acceder aux autres grades de la hierarchie judiciaire qu'en acquerant 
une autre charge. i:annee suivante il obtient son diplome de bachelier agrege 
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en droit civil, ce qui lui permet d'exercer a partir du 14 mai 1631. Le 1 er juin 
de la meme annee il epouse Louise de Long, une cousine de sa mere, avec 
qui il aura cinq enfants. 

Fermat exercera toute sa vie la profession de magistrat. 11 ne se consacra 
aUX mathematiques que durant ses moments de loisir. Au debut des annees 
1630, il decrit la construction d'une parabole passant par quatre points 
donnes et, en 1636, il montre que les homotheties, deplacements, simili
tudes et inversions transforment un lieu plan en un lieu plan. Cette me me 
annee il redige un memoire : Ad locos pianos et solid os isagoge, dans lequel, 
independamment de Descartes, il fonde la geometrie analytique. 11 se rend 
compte de la puissance de cette nouvelle technique, dont l'utilisation aurait 
rendu beaucoup plus simple l'etablissement de ses resultats anterieurs. 11 fait 
toutefois ce constat sans regret et il ecrit a ce propos: « 11 y a en effet pour 
la science un certain interet a ne pas derober ala posterite les travaux encore 
informes de l'esprit; l'reuvre d'abord simple et grossiere se fortifie et grandit 
par les nouvelles inventions. 11 est meme important pour l'etude de pouvoir 
contempler pleinement les progres caches de l'esprit et Ie developpement 
spontane de l'art.» 

Ses travaux de mathematiques, aussi eleves soient-ils, ne Ie detournent pas 
de sa carriere de magistrat. En 1637, il achete l'office de Raynaldy, qu'il 
conservera toute sa vie, et devient conseiller ordinaire du Roi ala Chambre 
d'Enquetes. 11 y reste quatorze ans. A partir de 1638 il siege egalement ala 
Chambre de l'Edit a Castres et se rend donc regulierement dans cette ville. 11 
monte dans la hierarchie et devient un notable. Son nom est d' ailleurs, depuis 
1631, precede d'une particule : Pierre de Fermat. Ses fonctions lui assurent 
des revenus confortables et, par ailleurs, il possede un do maine d'environ cent 
quarante hectares de bonnes terres de culture. 11 accede en 1652 a l'un des 
postes les plus eleves du Parlement : la Chambre Criminelle. Mais en 1652, 
la peste s'abat sur la France et Fermat tombe gravement malade. Son ami 
Bernard Medon annonce meme sa mort a ses collegues. Heureusement, il 
n'en est rien, Fermat recouvre la sante et reprend son travail. En 1653 il est 
nomme a la « Grand Chambre » du Parlement de Toulouse. 

Ses moments libres sont toutefois toujours aussi bien occupes. A partir 
de 1636 Fermat entre en correspondance avec les savants parisiens, en 
particulier Ie pere Mersenne et l'ami de ce dernier Jean de Beaugrand, et 
etend rapidement Ie cercle de ses correspondants mathematiciens. Fermat 
s'interesse, depuis 1636 aux sections coniques et fera de nombreux apports 
dans ce do maine, qu'il finalise dans L1sagoge ad locos ad superjiciem, en 1643. 
C'est probablement en 1637 qu'il enonce le« grand theoreme de Fermat». 
En 1640 il donne, sans demonstration, Ie « petit theoreme de Fermat» qui 
s'enonce ainsi : Si p est un nombre premier et a un nombre entier, alors aP -
a est divisible par p. Pendant cette meme periode il travaille egalement sur 
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Ie calcul integral. II n'est pas de domaine OU sa puissance mathematique ne 
s'exerce pas, ainsi, toujours dans les annees 1640, il passe maitre dans l'etude 
des carres magiques. La correspondance de Fermat avec les mathematiciens 
s'estompe dans la periode allant de 1643 a 1654. II y a plusieurs raisons a 
cela : Son metier de magistrat l'accapare, Ie soulevement de La Fronde fait 
rage, a partir de 1648 (et jusqu'en 1652), etToulouse n'est pas epargne. Enfin 
la peste sevit en France en 1652. 

La correspondance de Fermat reprend a partir de 1654, en particulier avec 
Pascal au sujet du calcul des probabilites. Les deux hommes prevoient de 
se rencontrer, mais leurs santes fragiles empechent de concretiser ce projet. 
En 1656, Fermat entre en contact avec Huygens, avec lequel il correspond 
sur la theorie des nombres. 

Apres une vie honnete, bien rangee, remplie de sentiments de justice, Fermat 
meurt Ie 12 janvier 1665 a Castres dans sa soixante-cinquieme annee. Deux 
jours plus tot il terminait une affaire en cours dans cette ville. Fermat est 
enterre a Toulouse. 

Fermat n'a rendu public qu'un seul memoire de son vivant. Cependant, a 
l'age mur, il a cherche des correspondants pour mettre au point et editer ses 
travaux. II a pense a Carcavi, a Blaise Pascal, a Christian Huygens, mais ces 
tentatives d'edition ont echoue. A sa mort, c'est son fils Samuel qui se charge 
de ce travail. Bien qu'erudit et lettre, Samuel Fermat n'est pas mathematicien, 
et ses editions s'en ressentent. On lui doit, en particulier, la reedition, en 1670, 
de l'Arithmetica de Diophante (il s'agit de l'edition de Bachet de Meziriac) 
incluant les remarques de son pere et les Varia Opera mathematica (1679), 
mais qui ne contiennent pas l'ensemble des decouvertes de son pere. 

2.3. La naissance de I'analyse combinatoire 
et Ie Traite du triangle arithmetique de Pascal 

2.3.1. L'analyse combinatoire 

L'analyse combinatoire est nee de l'etude des jeux de hasard et s'est fortement 
developpee sous !'influence du calcul des probabilites. Les premiers travaux 
publies furent ceux de Pascal dans son ouvrage TraiN du triangle arithmi
tique, avec quelques petits traitis sur la meme matiere qui avait ete imprime (a 
l'exception des quatre premieres pages de titre)1 en 1654 mais n'avait pas 
ete distribue avant 1665. Pascal en adressa cependant une copie a Fermat 
avant Ie 29 aout 1654. Le triangle arithmetique etait connu avant Pascal. 
On trouve sur Ie titre d'un ouvrage d'arithmetique d'Apianus date de 1527, 

1. Le premier tirage com porte une erreur typographique page 42 : la majuscule N du debut 
du texte est imprimee a l'envers. 
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la premiere representation imprimee de ce triangle. On sait egalement que 
ce triangle etait connu du mathematicien et astronome Omar Khayyam des 
Ie XI' siecle. Il est probable que Ie triangle arithmetique parvint en Europe 
en provenance de Chine via l'Arabie. 

I\pi~nU$ (PelrU!;) Eyn Newe unnd wol~i.indte under\\'~)'suog IIUer J(:\UIT. 
n13nSS Rechnung in dreycn biichem, mit $::h\Snen Regelo un<! fr4Sl\lcken tlegrilTeo. 
tRli IIDITION 

{"Hots/adr. Georgllls ApiwlIIJ", 9 Aug. 1527 

Le mathematicien chinois Yang Hui avait ecrit deux traites dates de 1261 
et de 1275 qui utilisent des fractions decimales. Il se referait au travail d'un 
autre mathematicien chinois du XIe siecle Jia Xian qui avait decrit une 
methode d'extension du calcul des racines carrees et cubiques a des racines 
d'ordre superieur en utilisant ce que nous appelons aujourd'hui Ie triangle 
de Pascal. 

De nombreux auteurs avaient etudie les nombres figures ou geometriques, et 
quelques problemes d'analyse combinatoire bien avant Pascal, mais celui-ci 
developpa plus completement Ie sujet dans son TraiN. Nous citerons seule
ment quelques faits: 
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Jordanus de Nemore, un mathematicien allemand montre vers 1225 dans 
son manuscrit de Arithmetica, qu'il sait que: 

_ Michael Stiffel publie en 1544, un triangle des nombres figures. 

En 1556, Tartaglia publie une methode de calcul des coefficients bino
miaux et une table du triangle arithmetique dans son ouvrage General 
trattato di numeri et misure1• 

- En 1636, Ie pere Marin Mersenne insere dans son Harmonicorum 
Libri XIJ2, une table du triangle arithmetique OU il donne la valeur 
(~~ ) = 1 251 677 700 , calculee a la main. 

A la fin du XVIIe siecle ce triangle arithmetique fut Ie point de depart de 
trois branches des mathematiques : recherches sur les series infinies, calcul 
des differences finies et theorie des probabilites. 

On a sans doute associe Ie nom de Pascal au triangle arithmetique parce que 
ce triangle fut appele par Montmort en 1708, dans son ouvrage Essai d'analyse 
desjeux de hasards, « la table combinatoire de M. Pascal» et par de Moivre3, 

en latin, en 1730, Triangle arithmetique de Pascal, comme on peut Ie voir sur 
la figure ci-dessous tiree de la page 181 du traite de De Moivre : 

'1' rionglllullZ Arithmetictl1l1 PAS CAL I A N U M. 

r, 2, 3, 4, 5, 6· , 7, 8, 9, 

Oi:do IUS I, I, I, I, I, I, I, I, I, 

ZU5 I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,. 

3uS I, 3, 6, 10, IS, 21, 28, 

4U5• J, 4, . 10, 20, 3S, 56, 

SUS I, 5, ~5, 3S; 70, 

6us I, v, :~ I, 56, 

7uS ~~, 7, :;.8, 

Sus r, 8,. 

9uS r. 

1. Tartaglia Niccolo, La prima (-sesta) parte del general tratto di numeri et misure, Venice, 
curtio Troiano de i Nauo, 1556-1560. 

2. F. Marini Mersenni, Harmonicorum Libri XlI ... , Lutetiae Parisiorum, Sumptibus G. Baudry, 
1636. 

3. Miscellanea analytica de seriebus et quadraturis, Londini, Tonson and Watts, 1730. 
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Ce triangle est que1quefois appe1e, en !talie, Triangle de Tartaglia. 

Le triangle de Pascal est construit comme l'indique la figure ci dessous, 
chaque ligne horizontale etant formee a partir de celie qui est au dessus 
en donnant a chacun des nombres qui la composent une valeur egale a la 
somme des deux nombres places dans la ligne precedente juste au-dessus 
de lui et a la gauche de ce denier. Par exemple Ie quatrieme nombre dans la 
cinquieme ligne est 10 = 4 + 6. 

0 1 2 :) 4 5 ... 
0 1 

1 1 1 

2 1 2 1 

3 1 :) 3 1 

4 1 4 6 4 1 

5 1 5 10 10 5 1 

M 

Les coefficients (notes (;) ou C~ ) de la ligne n sont ceux du developpement 
du binome ta+b)" . 

(a+b)" = t(;)a"-PbP' 
p=o 

En posant a = b = 1 on obtient 2" = t(;) . La somme des coefficients de 
la ligne n est done 2" . p=o 

En posant a = b = -1 on obtient 0 = t(; )(-1)1 = t(-1)P 
p=o p=o 

Permutations 

On appelie permutation l'arrangement de n objets parmi n en tenant compte 
de l'ordre : P" = A;: = n! 

Combinaisons de p objets parmi n 

Si l'on ne tient pas compte de l'ordre des objets dans Ie rangement on a : 

n! 
C p=----

II p!(n- p)! 
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Dans Ie triangle de Pascal C,; est place a l'intersection de la ligne n et de 

la colonne p. 
Les coefficients de la colo nne 1 valent 1 car C~ = 1 

Les coefficients de la diagonale 1 valent 1 car C,~ = 1 

Les autres coefficients se calculent par: 

Cp+1=CP+Cp+1 ou fl+1)=(")+(n ) 
11+1 II n ~ P+ 1 P P+ 1 • 

Cette egalite est appelee formule de Pascal. Elle peut se demontrer par 

recurrence : II 

(a + bY' = 2:(; ~"-P bP . 
p=o 

On peut montrer que si cette formule est vraie pour n, elle est egalement 
vraie pour n + 1. 

(a + b)"+1 = (a + b) (a + bY' = (a + b)t(; ~n-p bP 
p=o 

=(~)all+1 + t(;~"+1-PbP + t(;_1~"+1-PbP + (:)b ll +1 
p=1 p=1 

II 

= (~)an+1 + L:(;+1 ~n+1-p bP + (: )bll+1 
p=1 

n+1 
= L:(;+1 ~"+1-P bP 

p=o 

La formule etant vraie pour n + 1, est donc vraie pour tout n. 

Pascal a construit son triangle a partir de l'egalite (;:~) = (; ) + (;+1) et 

en posant (~) = 1. La disposition de son triangle, dans Ie texte initial, est 

figuree plus loin dans Ie present texte. 
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2.3.2. Les proprietes du triangle arithmetique et les probabilites 

La seconde partie du TraiN du triangle arithmitique comporte quatre 
sections: 

- usage du triangle arithmetique pour les ordres numeriques, 

usage du triangle arithmetique pour les combinaisons, 

usage du triangle arithmetique pour determiner les partis qu'on doit faire 
entre deux joueurs qui jouent en plusieurs parties, 

usage du triangle arithmetique pour trouver les puissances des binomes 
et apotomes. 

La premiere section traite des ordres numeriques. 

II s'agit des nombres en tiers dits figures parce qu'on peut les representer par 
des points disposes geometriquement Les nombres figures sont d'origine 
tres ancienne. On attribue generalement a. Pythagore les premieres etudes de 
nombres figures et Diophante a resolu plusieurs problemes les concernant. 

Pascal, dans son TraiN compose la table de nombres dont la premiere rangee 
horizontale est composee d'unites ; Ie second rang est forme par l' addition des 
nombres successifs du rang superieur, ce qui donne les nombres naturels ; la 
troisieme est engendree par l'addition successive des nombres naturels, ce qui 
donne les nombres dits triangulaires c'est-a.-dire figures par les points d'un 
triangle; la meme regIe produit les nombres pyramidaux, puis les triangulo
triangulaires, etc .. Pascal montre que la table de ces « ordres numeriques » 

est Ie triangle arithmetique. 

Voici ce qu'ecrit Pascal : 

« On a considere dans I'arithmetique les nombres des differentes progressions; on 
a aussi considere ceux des differentes puissances et des differents degres; mais on 
n'a pas, ce me semble, assez examine ceux dont je parle, quoiqu'ils soient d'un tres 
grand usage: et meme ils n'ont pas de nom; ainsi j'ai ete oblige de leur en donner: 
et parce que ceux de progression, de degre et de puissance sont deja employes, je 
me sers de celui d' ordres. 
J'appelle donc Nombres du premier ordre les simples unites 1, 1, 1, 1, ... etc. 
J'appelle donc Nombres du second ordre, les naturels qui se forment par I'addition 
des unites 1, 2, 3, 4, 5, etc. 
J'appelle donc Nombres du troisieme ordre, ceux qui se forment par I'addition des 
naturels, qu'on appelle triangulaires. 1,3,6, 10, etc. C'est-a-dire que Ie second des 
triangulaires, savoir 3, egale la somme des deux premiers nature Is, qui sont 1,2; ainsi 
Ie troisieme triangulaire 6 egale la somme des trois premiers naturels, 1,2,3, etc. 
J'appelle donc Nombres du quatrieme ordre, ceux qui se forment par I'addition des 
triangulaires, qu'on appelle pyramidaux, 1,4, 10,20, etc. [ ... J 
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Et ainsi a l'infini. 
Or, si on fait une table de tous les ordres ~es nombres, ou I'on marque a cote les 
exposants des ordres, et au dessus les racmes en cette sorte : 

1 2 3 4 5 etc. 
Unites.Ordre 1 111 1 1 etc. 
Naturel1.0rdre 2 1 2 3 4 5 etc. 
Triangul.Ordre 3 1 3 6 10 15 etc. 

I Pyramtd.Ordre4 1 4 10 20 35 etc. 

On trouvera cette table pareille au Triangle arithmetique. » 

Ces nombres sont done, en fait, les coefficients binomiaux. Pour 1'ordre que 

Pascal appelle k, Ie nombre de la nieme colo nne est C:~!_2 . 
La deuxieme section Usage du triangle arithmetique pour les combinaisons, 
donne la definition suivante du terme combinaison: 

« lorsque de plusieurs choses on donne Ie choix d'un certain nombre, toutes les 
manieres d'en prendre autant qu'il est permis entre toutes celles qui sont presentees, 
s'appellent les differentes combinaisons. » 

La troisieme section est relative au probleme des partis. 

Reprenons ce que nous avons ecrit dans Ie paragraphe cons acre a la corres
pondance entre Pascal et Fermat: 

C'est cette correspondance publiee a Toulouse dans les Varia Opera de Fermat 
en 1679, d'une part, et Ie chapitre intitule l'usage du triangle arithmetique pour 
determiner les partis qu'on doit faire entre deux joueurs qui jouent en plusieurs 
parties, publie par Pascal dans son TraiN du triangle arithmetique, d'autre 
part, qui font que ron attribue a Pascal, en oubliant Fermat, la paternite du 
calcul des probabilites. 

Le probleme des partis, aborde dans Ie chapitre precedent, peut etre, egale
ment, formule comme suit: Deux joueurs A et B jouent a « Pile ou Face» 
et misent chacun une somme M. Le gagnant du jeu sera Ie premier qui aura 
remporte c coups; illui sera alors attribue les deux mises. On demande, dans 
1'hypothese ou Ie jeu est interrompu alors qu'il reste a coups a gagner pour 
A et b coups pour B, comment les joueurs doivent se partager equitablement 
les mises. 
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Ce meme probleme avait ete etudie a la fin du XVe siecle par Luca PacciolP 
puis au XVIe par Nicola Tartaglia2• Paccioli a propose de partager les mises 

Proportionnellement aux coups deja gagnes soit : pour A, 2M_c_-_b_ 
2c-a-b c-a 

et pour B, 2M 2c _ a - b . (b) 
Tartaglia indiquait, pour sa part: M 1 + ~ a 
pour B. 

( b-a) pour A et M 1--c-

Voici, a titre d'exemple du style de Pascal dans son traite, quelques lignes 
relatives au probleme des partis. 

II Methode pour faire les partis entre deux joueurs qui jouent en plusieurs 
parties, par Ie moyen du triangle arithmetique. 

Avant que de donner cette methode, il faut faire ce Lemme: 

Lemme: Si deux joueurs jouent a un jeu de pur hasard, a condition que si Ie premier 
gagne, iI lui appartiendra une portion quelconque sur la somme qu'ils jouent, 
exprimee par une fraction, et que s'il perd, illui appartiendra une moindre portion 
sur la meme somme, exprimee par une autre fraction: s'ils veulent se separer sans 
jouer, la condition du parti se trouvera en cette sorte. Soient reduites les deux 
fractions a meme denomination, si elles n'y sont pas; soit prise unefraction dont 
Ie numerateur soit la somme des deux numerateurs, et Ie denominateur double 
des precedents: cette fraction exprime la portion qui appartient au premier sur la 
somme qui est au jeu. [ ... J 

Probleme : Etant donnes deux joueurs, a chacun desquels il manque un certain 
nombre de parties pour achever, trouver par Ie Triangle Arithmetique Ie parti qu'il 
faut faire (s'ils veulent se separer sans jouer) eu egard aux parties qui manquent 
a chacun. 

So it prise dans Ie triangle arithmetique la base dans laquelle il ya autant de cellules 
qu'il manque de parties aux deux ensembles: ensuite soient prises dans cette base 
autant de cellules continues a commencer par la premiere, qu'il manque de parties 
au premier joueur; et qu'on prenne la somme de leurs nombres. Donc il reste autant 
de cellules qu'il manque de parties a I'autre. Qu'on prenne encore la somme de 
leurs nombres : ces sommes sont I'une a I'autre comme les avantages des joueurs 
reciproquement : de sorte que si la somme qu'ils jouent est egale a la somme des 
nombres de toutes les cellules de la base, il en appartiendra a chacun ce qui est 
contenu en autant de cellules qu'iI manque de parties a I'autre ; et s'ils jouent une 
autre somme, illeur en appartiendra a proportion. 
Par exemple, qu'iI y ait deux joueurs, au premier desquels il manque deux parties, 
et a I'autre quatre : il faut trouver Ie parti. 

1. Pacioli Luca, Somma di aritmetica geometria proporzioni e proporzionalita, Venice, Paganinus 
de Paganinis, 1494. 

2. General trattato di numeri et misure di Nicolo Tartaglia, In Vinegia, per Curtio Troiano dei 
Navo,1556. 
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Soient ajoutes ces deux nombres 2 et 4, et soit leur somme 6 ; soit prise la sixieme 
base du triangle arithmetique PD, dans laquelle il y a par consequent six cellules, 
P, M. F, w, S, D. 

' ... 

' ~ ' .. 

1 
- " 

Soient prises autant de cellules a commencer par la premiere P, qu'il manque de 
parties au premier joueur, c'est-a-dire, les deux premieres Pet M; donc il en reste 
autant que de parties a I'autre, c'est-a-dire quatre, F, w, S, D: je dis que I'avantage 
du premier est a I'avantage du second, comme F+w+ S + Da P+ M. c'est-a-dire que 
si la somme qui se joue est egale a P + M + F + w + S + D, il en appartient a celui a 
qui il manque deux parties la somme des quatre cellules F + w + S + D; et a celui a 
qui il manque quatre parties, la somme des deux cellules P + M; et s'ils jouent une 
autre somme, illeur en appartient a proportion. [ ... J 

Et s'il manque six parties a I'un, et deux a I'autre, Ie parti s'en trouvera dans la 
huitieme base dans laquelle les six premieres cellules contiennent ce qui appartient 
a celui a qui il manque deux parties, et les deux autres ce qui appartient a celui a 
qui il en manque six. Et ainsi a l'infini. » 

Pascal introduit dans la solution qu'il developpe, ce que nous appelons 
aujourd'hui l'esperance mathematique, c'est-a-dire la probabilite d'un gain 
multipliee par la valeur de ce gain. 11 ecrit : 

« Sur quoi la premiere chose qu'iI faut remarquer est que deux joueurs qui jouent en 
deux parties, dont Ie premier en a une a point, sont en m@me condition que deux 
autres qui jouent en trois parties, dont Ie premier en a deux, et I'autre une : car il 
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ya cela de cornrnun que, pour achever, il ne manque qu'une partie au premier, et 
deux a I'autre : et c'est en cela que consiste la difference des avantages, et qui 
do it regler les partis ; de sorte qu'iI ne taut proprement avoir egard qu'au nombre 
des parties qui restent a gagner a I'un et a I'autre [ ... J )) 

La derniere section Usage du triangle arithmetique pour trouver les puissances 
des binomes et apotomes1 indique simplement ou trouver dans Ie triangle 
arithmetique les coefficients binomiaux : 

(a+bY = t(;~I/-PbP 
p=o 

Pascal indique, a la fin de cette section qu'il ny donne pas de demonstrations 
parce qu'elles sont evidentes et qu'on peut les trouver dans divers cours dont 
ceux d'Herigogne. 

D'autres travaux sur 1'analyse combinatoire fiuent ensuite publies par van 
Schooten en 1657, dans la cinquieme partie de son ouvrage deja cite, puis 
par Leibniz en 1666. 

En 1675,Jean Prestet dans ses Elements de mathematiques ou principes gene
raux de toutes les sciences qui ont les grandeurs pour objet (Paris, Andre Pralard, 
libraire) consacra tout Ie livre 2 de la seconde partie de son ouvrage a l' analyse 
combinatoire et cita (deja) les travaux de van Schooten. 

Lorsque John Wallis publia en 1655 son Arithmetica Infinitorum, l'importance 
de 1'ouvrage provoqua immediatement une reaction de Fermat qui adressa 
un challenge a Wallis et aux autres mathematiciens anglais sous la forme du 
probleme suivant : Trouver un cube tel que la somme n3 + n2 + n + 1 soit un 
carre. Wallis publia sa reponse en 1658, dans son Commercium Epistolicum 
puis, en 1685, dans son ouvrage intituleAlgebra, il consacra la derniere partie 
de son chapitre Discourse of Combinations, Alternations, andAliquot parts aux 
problemes poses par Fermat. 

2.4. Biographie de Pascal (1623-1662) 
Blaise Pascal nait Ie 19 juin 1623 a Clermont. Son pere Etienne Pascal, second 
president de la Cour des aides de Clermont, est passionne de mathematiques 
(on lui doit par exemple le« limas:on de Pascal »). Sa mere, Antoinette Begon, 
meurt en 1626. Etienne se retrouve seul avec trois enfants : ses deux filles, 
Gilberte et Jacqueline, et Blaise Ie dernier ne, qui na que trois ans quand 
sa mere meurt, et est de sante particulierement fragile. Etienne se charge 
lui-meme de l'instruction de Blaise et de ses filles. 11 decide que son fils 
netudiera pas les mathematiques avant 1'age de 15 ans et retire tous les livres 
de mathematiques de sa maison. Mais Blaise parvient seul, a 1'age de 12 ans, 

1. Les apotomes sont des differences de deux quantites dont seules les puissances sont 
commensurables, par exemple J2 -I . 
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, demontrer la trente-deuxieme proposi!ion d'Euclide (la somme des angles 
~'un triangle est egale a deux droits); Etienne autorise alors son fils a lire 
« our ses heures de recreation» Les Elements d'Euclide. Des l'age de 14 ans 
Braise accompagne son pere aux reunions organisees par Mersenne, il peut 

rencontrer des savants comme Gassendi, Roberval, Auzout et Desargues. 
Lannee 1639 marque un tournant : alors qu'au mois de juin il presente ses 
premiers travaux a Mersenne (essentiellement des theoreme~ de geometrie 
projective), en decembre la famille quitte Paris pour Rouen. Etienne Pascal 
res;oit en effet de Richelieu une mission de commissaire a la levee des impots 
en Normandie. Ce changement ne diminue en rien l'ardeur creatrice de Blaise 
qui en fevrier 1640, a l'age de 17 ans, publie un Essai pour les coniques qui fait 
l'admiration de ses aines. Entre 1642 et 1645, il met au point une machine 
arithmetique, capable d'effectuer les quatre operations, pour aider son pere 
dans ses comptes professionnels. Cette machine, connue sous Ie nom de 
« Pascaline » sera produite a cinquante exemplaires entre 1645 et 16521,2. 

L'annee 1646 marque la premiere conversion de Pascal. Des medecins 
viennent soigner son pere et font lire a Blaise des ouvrages religieux, peut
etre meme ceux de Jansenius. Cela amene Pascal d'une foi mediocre a une 
piete ardente. A l'automne de cette meme annee Blaise Pascal et son pere 
repetent les experiences de Torricelli sur Ie vide. Ce dernier avait montre que 
contrairement aux conceptions aristoteliciennes suivant lesquelles « la nature 
a horreur du vide», cette « horreur» disparaissait au-dela d'un certain seuiP. 
Pascal refait cette experience avec plusieurs sortes de fluides (les verriers 
de Rouen reussissent, dit-on, la prouesse de lui confectionner des tubes 
de verre de 12 m de long, mais cela est peu probable) et montre la relation 
existant entre hauteur du liquide dans Ie tube et poids specifique. II publie, 
Ie 8 octobre 1647, un memoire de trente-deux pages intitule Experiences 
nouvelles touchant Ie vide4• Pascal comprend que la hauteur de mercure dans 

1. A la base la Pascaline fait des additions et des soustractions, mais a partir de ces deux 
operations elementaires, on peut effectuer des multiplications, des divisions et meme des 
extractions de racine carree. Il existe des machines « en base dix » permettant de faire 
les « calculs abstraits ». D'autres comportent un nombre inegal de subdivisions et sont 
destinees a la comptabilite. 

2. Pascal est la deuxieme personne a inventer une machine a calculer mecanique. La premiere 
machine a ete inventee et produite par Wilhelm Schickard (1592-1635) en 1624. Toute
fois la Pascaline est totalement independante de la machine de Schickard, qui du reste 
aurait ete inadaptee a traiter des comptes frans:ais du fait de la specificite de la monnaie 
frans:aise d'alors (il y avait 20 sols dans une livre et 12 deniers dans un sol). Plus tard, en 
1671, Leibniz realisera egalement une machine a calculer. 

3. L'experience de Torricelli consistait a retourner un tube plein de mercure sur un recipient 
rempli du meme metal; Ie mercure s'eleve a 27 pouces (~ 73 cm), mais pas au-dela. Le 
physicien italien fait alors l'hypothese que l'espace laisse libre au sommet du tube est vide. 

4. Peu avant, Ie 23 septembre 1647, Pascal res:oit la visite de Descartes. La discussion est iipre 
car ce dernier ne croit pas a l'existence du vide. Descartes, caustique, ecrit a Huygens apres 
cette visite (qui n'a dure que deuxjours) que « Pascal a trop de vide dans sa tete»! 
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Ie tube doit s'abaisser a mesure que l'on prend de l'altitude, car« Ie poids de 
l'atmosphere » y devient plus faible (la lettre du 11 juin 1644 de Torricelli a 
Michelangelo Ricci, avait deja revele l'experience barometrique.) En 1648, Ie 
beau-frere de Pascal, Florin Perier, realise l'experience jusqu'au sommet du 
Puy-de-Dome et confirme la prevision. De son cote, Pascal realise ensuite 
l'experience au sommet de la Tour Saint-Jacques a Paris. 

Le 24 septembre Etienne Pascal meurt, ce qui bouleverse la vie de Blaise. 
Qyelque temps apres Pascal connait une periode mondaine, durant laquelle 
il cherche sa voie du cote des sciences et de la vie de societe. II confie a sa 
sreur Jacqueline qu'au milieu « de ses occupations [ ... J et parmi toutes les 
choses qui pouvaient contribuer a lui faire aimer Ie monde [ ... J, il etait de 
telle sorte sollicite de quitter tout cela, et par une aversion extreme qu'il avait 
des folies et des amusements du monde, et par Ie reproche continuel que lui 
faisait sa conscience, qu'il se trouvait detache de toutes choses [ ... J, mais que 
d'ailleurs il etait dans un si grand abandonnement du cOte de Dieu, qu'il ne 
sentait aucun attrait de ce cote-Ia.» 

II redige entre 1651 et 1653 son Traiti de lequilibre des liqueurs et de la 
pesanteur de la masse de l'air dans lequel il enonce les principes de l'hydros
tatique1• Les competences de Pascal en hydrostatique sont mises a profit 
dans l'entreprise d'assechement des marais poitevins, dont il est societaire et 
conseiller scientifique. Blaise ne delaisse pas pour autant les mathematiques, 
il reprend en 1653 et 1654 des travaux anterieurs de geometrie projective et 
finalise son traite sur La generation des sections coniques. C'est egalement en 
1654 (Pascal a 31 ans) que son ouvrage Traiti du triangle arithmetique, avec 
quelques petits traitis sur la meme matiere est partiellement imprime. 

Pascal est de constitution fragile. II a une mauvaise sante et souffre depuis 
sa jeunesse de violentes migraines. Malgre cela son travail scientifique est 
intense ... jusqu'en octobre 1654. A cette epoque il est victime d'un accident 
qui aurait pu lui couter la vie. II s'en sort sans blessure, mais cet accident 
semble l'avoir beaucoup affecte psychologiquement. Un autre evenement 
Ie marque profondement : « Dieu, dit-il, lui parle Ie 23 novembre 1654 de 
dix heures et demie du soir jusqu'a environ minuit et demie ». Cette « nuit 
de feu» correspond a sa seconde conversion, et son interet pour la science 
flechit quelque peu2• II se rend alors au monastere de Port Royal des Champs 
a environ trente kilometres au sud-ouest de Paris. II commence a ecrire des 
travaux anonymes sur des sujets religieux, puis, en 1656 et au debut de 1657, 
il publie dix-huit lettres appelees Les Provinciales. Ces lettres defendent, en 

1. Ce traite ne sera publie qu'en 1663, apres sa mort. 
2. Il declarera par exemple dans Les Pensees : « Les hommes sont dans une impuissance natu

relle de traiter quelque science dans un ordre absolument accompli [ ... J nous brUlons du 
desir de trouver une assiette ferme et une derniere base pour y edifier une tour qui s'eleve 
a l'infini, mais tout notre fondement craque et la terre s'ouvre jusqu'aux abimes.» 
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fait, la cause de son ami Antoine Arnauld, qui, s'opposant aux J esuites et 
sou tenant la cause du J ansenisme, est en proces devant la faculte de theologie 
de Paris. A la fin de l'annee 1656 et pendant les annees 1657 et 1658, Pascal 
ecrit son reuvre philosophique majeure, Les Pensees, qui sera editee apres sa 
mort par sa sreur. Bien que Pascal soit moins interesse depuis quatre ans par 
les questions scientifiques, il reflechit de nouveau en 1658 a des problemes 
de mathematiques pendant les nuits d'insomnies que provoquent Ie mal 
qui Ie ronge. Enjuin 1658, Pascal, sous Ie pseudonyme d'Amos Dettonville 
adresse une lettre circulaire posant six problemes de mathematiques et 
offrant deux prix d'un total de 60 pistoles. C'est a Pierre de Carcavy, l'ami 
de Pascal, que les reponses doivent etre soumises avant Ie 1 er octobre de la 
meme annee. Le celebre mathematicien anglais John Wallis envoie une 
premiere reponse Ie 18 aotit et demande une prolongation du delai. Pascal 
repond sur un ton fort desagreable par une lettre circulaire du 7 octobre. 11 
y annonce la cloture du concours, en pretendant qu'il ne peut prolonger Ie 
delai car « meme ceux qui auraient gagne les prix en se trouvant les premiers 
entre ceux dont on aurait res:u les solutions au 1 er octobre, ne seraient jamais 
stirs d'en pouvoir jouir puisqu'ils leur pourraient toujours etre contestes par 
d'autres solutions qui pourraient arriver tous les jours, premieres en date, et 
qui les excluraient sur la foi des bourgmestres et officiers de quelque ville a 
peine connue du fond de la Moscovie, de la Tartarie, de la Cochinchine et 
du Japon. » Selon Ie jugement de Pascal, ni Wallis, ni Lalouvere qui a aussi 
participe au concours, ne soumettent des reponses convenables et il n'y a 
pas de prix attribues. Mais apres avoir bien etudie les solutions proposees 
par ses correspondants, qui ignorent son identite, Pascal publie les Lettres 
de Detonville. Wallis rend alars public son Tractatus duo, prior de Cycloide et 
corporibus inde genitis, posterior epistolaris in qua agitur de Cissoide et corporibus 
inde genitis, et de curvarum, tum linearum ... (Oxonire, 1659), OU il detaille 
ses propres solutions. 

Durant l'ete 1662 Pascal est pris de violentes douleurs dans les intestins (dues 
a une gangrene de l'intestin) et ses migraines deviennent insupportables. 11 
meurt Ie 19 aotit 1662, a trente-neuf ans, en pronons:ant, dit-on,« Qye Dieu 
ne m'abandonne jamais.» 
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(( Les giometres du XVIi' siecle qui se sont occupis du calcul des 
probabilitis, ne I'ont employe qu'a determiner les chances de differents 
jeux de cette epoque; et ce nest que dans Ie siecle suivant qu'it a pris 
toute son extension, et qu'it est devenu une des principales branches 
des mathimatiques, soit par Ie nombre et I'utilitt de ses applications, 
soit par Ie genre d'analyse auquel it a donne naissance1• » 

3.1. La genese du memoire De ratiociniis in ludo aleae 
En 1665, Huygens effectua sa premiere visite a Paris et y rencontra quelques 
mathematiciens frans;ais. Parmi ces derniers, Gilles Personne de Roberval 
(1602-1675) et Claude Mylon2 (1618-1660) lui indiquerent les travaux de 
Pascal et Fermat sur les probabilites et Ie probleme des partis dans les jeux 
de hasard. Ni les methodes de Pascal et Fermat, ni les solutions qu'ils avaient 
developpees ne fluent revelees a Huygens, mais de retour en Hollande, ce 
dernier etudia par lui-meme les premiers elements de la theorie des Proba
bilites. C'est ainsi que fut redige Ie memoire De ratiociniis in ludo aleae. 

La correspondance sur Ie sujet des probabilites entre Pascal et Fermat date 
de 1654. Les lettres de Pascal furent editees a Toulouse dans les Varia Opera 
de Fermat en 1679 et reproduites avec, en complement, quelques lettres 
inedites de Fermat dans les CEuvres de Blaise Pascal publiees a La Haye, chez 
Detune en 1789. Cette correspondance entre Pascal et Fermat n'a donc eu 
aucune influence sur les travaux de Huygens puisqu'elle ne fut publiee que 
plus tard. 

Le memoire de Huygens a ete indus dans Ie livre que Frans van Schooten 
(1615-1660) publia sous Ie titre Exercitationum mathematicorum libri quinque 
en 1657 (Leiden, Elsevir) ou il occupe les pages 519 a 534, les deux premieres 
comportant une lettre de Huygens a Van Schooten datee du 27 avril 1657. 

1. Poisson, Recherches sur 10 probabilite des jugements en matiere criminelle et en matiere civile, 
precMees des regles generales du cal cui des probabi/ites, Paris, Bacheller, 1837, p. 1. 

2. Le mathematicien Claude Mylon, anima, entre 1654 et 1660 un cercle scientifique qui 
assura la continuite avec l'academie mathematique du Pere Mersenne. 



HuygC1ls 

DE 

:R A T I 0 C I N I. I S 
IN 

L IT D 0 ALE.IE. 

~~~,~ Tli lufiollum, quas [ola fors moderatur, inceltl folent 
eife event us, attamen in his,quanto quis ad vincendum 
quam perdendum propior uc,certam femper habet de-

, . terminationem. Ut fi 'luis primo jattu una teffera [e-
~~~~~ narium jacel'c contendat,incertum quidem an vincet; 
at-quanto verifimilius lit eum perdere qwiln vincere, reips~ de6ni
tum eft, calculoqlle .!hbducitur. Ita quoque, fi cum aIiquo certel11 
hac ratione, ut ternis lufibus ,onllet victoria, atque ego jam unum 
lufilln vkerim, inccl'tul1l adhuc uter nofirull1 prior tertii viccor fit 
. evafurus. Verum quanti exfpeCtatio mea, & contra quanti illius, 
re£l:il1lari debeat, cel'tiffimo ratiocinio confequi liter, atque hint de
£lnire, {i ludum uti eft imperfeCtum linquere inter nos convenerit, 
quanto major portioejus quod depofitu11l eft mihi quam adverfario 
meotribuenda eifet: vel edam li 9uis in locLlm fortemquc meam fuc
c:edere cupiat, quo pretio me earn ipfi vendere requum lit; Atglle 
hine innul11cl'a! qureftiones exoriri pollimt inter duos, tres, plurc[ve 
collufores. Cumque minime vLllgaris fit hujufillOdi fupputatio ) &: 
f.1!pe utiliter adhibeatur, breviter hlC qua l'atiofle alit methodo ex
pedienda fit exponam, ac deinde etiam, qua: ad alealll Live tellcras 
propric pertinent,explicabo. . 

Hoc autem utrobigue uta!" fundamento: nimirum , in alea: luclo 
tlnti dHmalldam eOe cujurque fo1'tcm feu cxpectationem ad ali-

V v v quid 
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Lapier de Huygens publie par Schooten comporte quatorze propositions 
~ ~ives aux jeux de des ou de cartes ou de tirage de boules de diverses 

:~:leurs. Le resultat de la troisieme proposition est bien connu : Si un joueur 
p chances de gagner a et q chances de gagner b, son esperance mathema

a. ue est (pa + qb)/ (p + q). Ce traite d'Huygens comporte egalement dnq 
tlq , al' I . . 'I J k b roblemes poses sans an yse 111 so utlOns et qUl seront reso us par a 0 

~ernoulli dans son Ars conjectandi. 11 a egalement Ie merite de degager, 
so us Ie nom d'attente, la notion que nous appelons aujourd'hui esperance 
mathematique. 11 est reste la meilleure analyse du sujet jusqu' aux travaux de 
Bernoulli, Montmort, et de Moivre. 

Le traite est precede, dans l'edition originale, d'une lettre a van Schooten, 
ou Huygens expose son but: 

« [ ... J On aurait pu dire que je me serais trop occupe d'une chose legere et frivole 
[ ... J mais, si on veut examiner a fond ce que nous enseignons, I'on ne tardera pas a 
reconnaitre qu'il ne s'agit point d'un pur amusement, mais des principes d'une belle 
et tres subtile theorie. Je me flatte meme que les travaux de ce genre ne paraTtront 
pas moins importants que ceux de Diophante, quant ala profondeur des recherches; 
et que, ne se reduisant pas, comme ceux-ci, a une pure consideration des nombres, ils 
feront encore plus de plaisir. Mais, afin qu'on ne m'attribue pas indOment I'honneur de 
la premiere invention, je dois dire que, depuis longtemps, les plus grands geometres 
de to ute la France se sont occupes de ce genre de calcul ; mais, en resolvant les 
questions tres difficiles qu'ils se proposaient reciproquement, ils cachaient leurs 
methodes, de sorte que j'ai ete oblige de remonter jusqu'aux premiers elements 
de la matiere. J'ignore donc encore s'ils partent du meme principe que moi ; mais 
I'experience m'a souvent fait connaitre que nos solutions cadrent parfaitement. 
On trouvera a la fin de I'ouvrage quelques-uns de ces problemes. Je les ai donnes 
sans analyse, non seulement parce que je n'aurais pu etre clair sans entrer dans de 
trop longs details, mais encore parce que j'ai cru devoir laisser quelque chose pour 
exercer les lecteurs, s'il s'en trouve. » 

3.2. Le memoire de Huygens 
Void Ie texte proprement dit de Huygens dans une traduction inspiree de 
celie donnee par L. VasteP, en 1801. 

« DU CALCUL DANS LES JEUX DE HASARD 

Quoique dans les jeux de pur hasard les evenements soient incertains, on peut nean
moins determiner avec certitude de combien un joueur est plus pres de gagner que de 
perdre. Par exemple, si quelqu'un parie qu'il amenera six points avec un seul de au 
premier coup, on ne peut pas dire s'il gagnera ; mais la probabilite qu'il a de gagner 
ou de perdre n'a rien de douteux, et I'on peut la soumettre au calcul. De me me, si 
je joue avec quelqu'un une partie en trois jeux, et que j'en aie deja gagne un, on ne 

1. Dart de conjecturer traduit du latin de Jacques Bernoulli pal' L. G. F Vastel, Imp. Le Roy, 
Caen, 1801. 
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sait pas encore lequel des deux Ie premier en aura trois de gagnes ; mais on peut 
decouvrir, par des raisonnements tres certains,la valeur de son esperance et celie de 
la mienne, et determiner, en consequence, dans quelle proportion Ie depot ou la mise 
commune devrait se partager entre nous, si nous convenions de quitter la partie en 
cet etat; ou pour quel prix je pourrais equitablement vendre mon sort a quelqu'un qui 
desirerait me remplacer. II peut s'elever Line infinite de questions semblables entre 
deux, trois, etc. joueurs : mais comme ce genre de calcul n'est nullement vulgaire, 
et qu'on a souvent I'occasion d'en faire usage, j'en exposerai ici la methode en peu 
de mots, et j'expliquerai ensuite ce qui concerne specialement les des. 
Le principe fonda mental de ma methode est que, dans les jeux de hasard,la valeur du 
sort ou de I'attente de chaque joueur est precisement ce qu'il faudrait qu'il eOt pour 
parvenir de nouveau, en jouant a jeu ega!. a un sort ou a une attente semblable. Par 
exemple, si quelqu'un cache trois sous dans une main et sept sous dans I'autre, et 
qu'il m'en donne Ie choix, je dis que cet avantage est pour moi Ie me me que s'il me 
donna it cinq sous ; car, avec cinq sous, je puis me retrouver dans Ie cas d'avoir une 
attente egale pour trois sous ou pour sept sous, et cela en jouant a jeu egal. 

PROPOSITION PREMIERE 
Si j'attends a ou b, et que I'un puisse m'echoir avec la meme facilite que I'autre, 

a+b 
mon attente vaut -- . 

2 

Voici comment on peut, non seulement demontrer, mais encore trouver cette 
regie. 
So it x la valeur de mon attente. II faut qu'avant x, je puisse, en jouant a jeu ega!. 
parvenir de nouveau a Lin sort semblable. Supposez donc que je joue avec un autre 
aux conditions suivantes : 1°. que chacun depose x; 2°. que celui qui gagnera Ie 
depot donne a a son adversaire. Ces conditions sont justes et il est clair que je puis, 
avec la meme facilite, avoir a et 2x - a; savoir, a si je perds Ie pari, et 2x - a si je 
Ie gagne : car, dans ce dernier cas, j'ai Ie depot 2 x, dont je dois donner a a mon 
antagoniste. Si donc 2x-a.la meme valeur que b, j'ai Line egale probabilite pour a 

b ... f· 2 b·' . a+b I I d et pour : alnSI Je als x - a = et J al x = -2- pour a va eur e mon attente. 

La demonstration en est facile; car, avant a + b ,je puis jouer avec un autre qui 
2 

deposera aussi a + b ,a condition que celui qui gagnera Ie pari donnera a a celui 
2 

qui Ie perdra. De cette maniere, mon sort est egal pour a et pour b car j'ai a si je 
perds Ie pari et j'ai b si je Ie gagne, puisque, dans ce demier cas, je gagne Ie depot 
a + b. dont je donne a a mon adversaire. 
En, nombres. Sije dois avoir 3 ou 7, et avec une egale probabilite, mon attente vaut 
5 d'apres la proposition precedente ; et il est certain qu'avant 5 je puis parvenir 
encore a la meme attente : car avant 5 je puis jouer avec quelqu'un 5 contre 5, a 
condition que celui qui perdra Ie pari donnera 3 a I'autre. La loi du jeu sera parfai
tement juste, et il est evident que mon sort sera egal pour 3 et pour 7; car j'aurai 3 
si je perds Ie pari, et 7 si je Ie gagne, puisque, dans ce dernier cas, j'aurai 10, dont 
mon adversaire retirera 3. 
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PROPOSITION II 
Si j'attends a, b ou c, et que chacune de ces choses ou de ces quantites puisse 
m'echoir avec la meme facilite, mon attente vaut (a + b + c)/3 
Pour trouver cette regie, so it encore x la valeur de mon attente. II faut donc que, 
possedant x, je puisse a jeu egal, parvenir a la meme attente. Supposons que je joue 
contre deux adversaires ; chacun de nous trois met x; je conviens avec Ie premier 
qu'il me donnera b si iI gagne Ie jeu et reciproquement, avec Ie second qu'il me 
donnera c si il gagne et reciproquement. II est visible que ce jeu est juste. J'aurai 
ainsi une chance egale d'avoir b, savoir si Ie premier joueur gagne, ou csi Ie deuxieme 
gagne, ou enfin 3x - b - c si je gagne moi-meme ; car dans ce cas j'obtiens I'enjeu 
total3x, dont je donne b a I'un et c a I'autre. Or, si 3x- b - c etait ega I a a, j'aurais 
des chances egales d'avoir a, b ou c. Je pose donc 3x - b - c = a, d'ou je tire x = 

a + b + c ,valeur de ma chance. On trouve, de meme, qu'avoir des chances egales 
3 

. b d a+b+c+d "d' d'obtentr a, ,c, ou me vaut , et amsl e sUite. 
4 

PROPOSITION III 
Si j'ai p chances d'obtenir a et q d'obtenir b, et si to us les cas peuvent arriver avec 

, I f '1" d pa + qb une ega e aCI Ite, mon attente vau ra: . 
p+q 

Pour decouvrir cette regie, appelons de nouveau x la valeur de mon attente. II faut 
donc qu'ayant x, je puisse parvenir au me me sort en jouant un jeu equitable. Pour 
cela, je prends un nombre de joueurs tel qu'avec moi il y en a p + q en tout, dont 
chacun met x, de sorte que I'enjeu sera px + qx; et il faudra que chacun de nous ait 
Ie me me espoir de gagner Ie pari. Je conviendrai avec q joueurs, c'est-a-dire avec 
chacun d'eux, que si I'un d'eux gagne la partie, il me donnera la somme b, et que 
si moi je gagne, je lui donnerai la meme somme. De meme avec les p -1 joueurs 
qui restent, ou plutOt avec chacun d'eux, je conviendrai que si I'un d'eux gagne la 
partie, il me donnera la somme a, et que je lui donnerai egalement la somme a si 
c'est moi qui gagne. II est evident que ces conditions sont justes, puisqu'elles ne 
font tort a aucun joueur. II est clair que j'ai q chances d'obtenir b, p -1 chances 
d'obtenir a et une chance, si c'est moi qui gagne, d'avoir px + qx - bq - ap + a; en 
effet, dans ce demier cas je regois I'enjeu px + qx dont je suis tenu de donner b a 
chacun des q joueurs et a a chacun des p -1 autres, ce qui fait en tout qb + ap - a. 
Or, si px + qx - bq - ap + a eta it egal a a, j'aurais p chances d'avoir a (car j'avais 
deja p - 1 chances d'obtenir cette somme) et q chances d'avoir b; je serais donc 
revenu a mes chances premieres. Je fais donc px + qx - bq - ap + a = a, et j'ai 

pa+qb 
x = pour la valeur de mon attente. 

p+q 

PROPOSITION IV 
Supposons que je joue avec quelqu'un, a condition que Ie depot doive appartenir a 
qui aura gagne Ie premier trois parties, et que j'aie deja gagne deux parties et lui 
une. Je demande quelle partie de I'enjeu je dois pretendre au cas ou nous voulons 
interrompre Ie jeu et partager les mises dans une juste proportion. 
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Pour arriver a la solution de la question proposee en premier lieu au sujet du partage 
de I'enjeu entre plusieurs joueurs dont les chances sont inegales, il est necessaire 
de commencer par les cas les plus faciles. 1 

Premierement on doit considerer les jeux qui manquent a chacun des joueurs ; car il 
est certain que si. par exemple, il est convenu entre quelqu'un et moi que Ie depot 
sera a celui qui Ie premier aura eu vingt fois I'avantage, que je I'aie eu dix-neuffais, 
et mon adversaire dix-huit fais, man sort I'emportera autant sur Ie sien que dans 
I'espece dont il s'agit, OU sur trois jeux j'en ai marque deux, et mon adversaire un 
seul ; car, dans I'une et I'autre espece, il ne me manque qu'un jeu, tandis qu'il en 
manque deux a man adversaire. 
Pour trouver ensuite combien iI nous revient a chacun, il faut examiner ce qui arri
verait, si nous achevions la partie. II est certain que si je gagnais Ie premier jeu, 
je completerais Ie nombre prescrit. et que j'aurais tout Ie depot que j'appellerai a; 
mais si mon adversaire Ie gagnait, son sort sera it ega I au mien, puisqu'il manquerait 
un jeu de part, et d'autre, et chacun aurait a. Or, il est manifeste que j'ai la meme 
facilite pour gagner ou pour perdre Ie premier jeu, de sorte que mon attente est 

1 
egale pour a et pour -a ,ce qui, par la premiere proposition, me vaut la moiM 

1 2 3 1 
de a et de 2"a ,c'est-a-dire'"4a . il reste a mon adversaire"4 a . Ce qu'on aurait 

pu trouver directement de la meme maniere. On voit donc que si quelqu'un voulait 
3 

me remplacer, il faudrait qu'il me donnllt"4a pour me dedommager ; et qu'ainsi 

celui qui parierait de marquer un jeu, avant qu'un autre en eOt marque deux, devrait 
toujours mettre trois contre un. 

PROPOSITION V 
Supposons qu'il me manque un jeu et qu'il en manque trois a mon adversaire. II faut 
faire la distribution. 
De nouveau regardons I'etat ou no us serions si je gagnais la premiere partie ou si 
mon adversaire la gagnait. Si je la gagnais, j'aurais I'enjeu a, mais si c'etait lui qui 
la gagnait, illui en manquerait encore 2 parties contre une qui me manquerait a 
moi ; nous nous trouverions donc dans I'etat decrit dans la proposition precedente, 

3 
et il me reviendrait-a ,comme nous I'avons montre. J'ai donc des chances egales 

3 4 7 1 
d'obtenir aou"4a ,ce qui. d'apres la premiere Proposition, mevautsa . Restega 

pour I'autre joueur. Ma chance est donc a la sienne comme 7 est a 1. 
De meme que Ie present calcul depend du calcul precedent, de meme Ie resultat 
obtenu ici est necessaire au calcul du cas suivant, ou il me manque Line partie, 
tandis qu'il en manque quatre a mon adversaire. On trouve de la meme fa~on qu'il 

. d 15 d I'· 1 >. I . me revlent ans ce cas - e enJeu, et - a Ul. 
16 16 

1. Dans l'edition de van Schooten de 1657, les deux premiers paragraphes sont, a la suite 
d'une erreur, imprimes dans l'ordre inverse. 

56 



Huygens 

PROPOSITION VI 
Supposons qu'il me manque deux jeux et qu'il en manque trois a mon adversaire. 
A !'issue de la premiere partie, ou bien il me manquera encore une partie et trois a 

7 
I'autre joueur (auquel cas il me reviendra - a (par la precedente proposition)), ou 

8 1 
bien il manquera deux parties a chacun de nous, auquel cas il me revient"2 a ,attendu 

que nos sorts sont devenus egaux. Mais j'ai une chance contre Line de gagner la 

premiere partie ou de la perdre ; j'ai donc des chances egales d'obtenir?'" a ou1. a , 
11 8 2 

ce qui me vaut 16 a d'apres la premiere Proposition. Onze parties de I'enjeu me 

sont donc dues contre cinq a mon compagnon de jeu. 

PROPOSITION VII 
Supposons qu'il me manque encore deux jeux et quatre a mon adversaire. 
Si je gagne la premiere partie, j'aurai donc encore une partie a gagner contre quatre; 

15 
si je la perds, encore deux contre trois. J'ai donc des chances egales d'avoir-a 

11. 13 d' >. I ., P .. 1611 ou 16 a ,ce qUI me vaut autant que 16 a aprt:s a premiere roposltlon. en 

resulte qu'il est plus avantageux d'avoir deux parties a gagner contre quatre, qu'une 
contre deux. Car dans ce dernier cas: a savoir Ie cas d'une partie contre deux, ma 

3 13 
part est"4 a d'apres la IV· Proposition, qui est plus petite que 16 a . 

PROPOSITION VIII 
Supposons a present qu'il y a trois joueurs et qu'il manque un jeu, tant au premier 
qu'au second mais qu'il en manque deux au troisieme. 
Pour trouver Ie sort du premier, il faut encore examiner quelle part lui serait due si 
c'etait lui ou I'un des deux autres qui gagnait Ie jeu suivant. Si c'etait lui, il aurait Ie 
depot que j'appelle a ;si c'etait Ie second, Ie premier n'aurait rien, car la partie serait 
finie: mais si c'etait Ie troisieme, alors il manquerait encore un jeu a chacun des trois 

joueurs, et partant iI serait dO.!a , tant au premier qu'a chacun des deux autres. 
3 

Et comme chacun des trois peut, avec une egale facilite, gagner Ie jeu prochain, Ie 

. hOi ·1 . 4 premier a une c ance pour a, une pour et une pour - a ,ce qUI UI vaut - a ,par 
3 9 

I II .. I d' I 4.1 .. , 1 a • propositIOn; e secon a ega ement -a , et I reste au trolsleme, -a , part 
9 9 

qu'on aurait pu trouver aussi separement, et d'apres laquelle on aurait determine 
celles des deux autres. 

PROPOSITION IX 
Pour trouver la part de I'un quelconque d'autant de joueurs qu'on voudra, auxquels 
iI manque divers nombres de jeux, iI faut examiner combien il serait dO a celui dont 
on veut trouver la part, si c'etait lui, ou I'un des antres consecutivement qui gagnait 
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Ie jeu suivant. Si I'on ajoute ensemble ces valeurs et qu'on divise la somme par Ie 
nombre des joueurs, Ie quotient donnera la part cherchee. 
Soient trois joueurs ABet C, et supposons qu'il manque un jeu a A deux aBet, 
deux a C: iI s'agit de trouver ce que B a Ie droit de pretendre dans Ie dep6t que 
j'appelle q. 
II faut examiner d'abord quel serait Ie sort de B, si c'etait lui. ou A ou Cqui gagnait 
Ie premier des jeux suivants. 
Si c'etait Ala partie serait finie, et, par consequent, il serait dO 0 a B; si c'etait B, 
illui manquerait encore un jeu, il en manquerait un a A et deux a C; et partant, il 

4 
serait dO a B, -q , par la VIII" proposition: enfin, si c'etait C, il manquerait un jeu 

9 1 
tant a A qu'a C, et deux a B, et, par consequent, il serait dO a B"9 q , par la meme 

proposition VIII. Maintenant il faut ajouter ensemble les valeurs qui seraient dues a 
415 

Bdans ces trois hypotheses; savoir, 0, "9 q '"9 q dont la somme est "9 q ,qui, divisee 

5 
par 3, nombre des joueurs, donne 27 q telle est la part cherchee. II est facile de 

Ie demontrer d'apres la seconde proposition; car, puisque B a la me me probabilite 
4 1 

4 1 O+-q+-q 5 
pour 0, -q et -q , il a par la II" proposition 9 9, c'est-a-dire -q . 

9 9 3 27 
Et il est certain que ce diviseur 3 est Ie nombre des joueurs. Or, pour trouver I'attente 
de I'un quelconque des joueurs dans chaque hypothese, c'est-a-dire, en supposant 
que ce soit lui ou quelqu'un des autres qui gagne Ie jeu suivant, il faut chercher 
d'abord la solution des cas les plus simples, et par leur moyen celie des suivants ; 
car comme on n'aurait pu resoudre Ie cas qui vient d'etre propose, avant d'avoir 
soumis au calcul celui de la proposition VIII, ou les jeux manquants etaient 1, 1, 2, 
de meme aussi I'on ne peut supputer la part de I'un quelconque des joueurs, dans Ie 
cas ou les jeux manquants sont 1, 2, 3, qu'on n'ait soumis au calcul celui ou les jeux 
manquants sont 1, 2, 2, comme nous I'avons deja fait, et de plus celui ou les jeux 
manquants sont 1, 2, 3, qu'on aurait pu calculer egalement par la proposition VIII. 
Et c'est ainsi qu'on peut calculer successivement tous les cas compris dans la table 
suivante, et une infinite d'autres. 
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TABLE POUR TROIS JOUEURS 
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S I 7"9 7"9 :.41 719 "IS1 

Pa 

Des des ill iuuer 
En ce qui concerne les des, on peut poser ces questions: a savoir en combien de 
fois ron peut accepter de jeter avec un de lin 6 ou bien un des autres nombres ; 
de me me en combien de fois 2 six avec 2 des ou 3 six avec 3 des. Et bien d'autres 
questions encore. Pour les resoudre, il faut remarquer ce qui suit. 
D' abord qu' on peut fa ire avec un de six coups differents qui peuvent arriver avec une 
egale facilite car je suppose que Ie de a une figure parfaitement cubique. 
Pour deux des il y a 36 differents coups encore egalement probables ; car chaque 
coup de I'un des des peut se rencontrer avec chacun des six coups de I'autre. Et six 
fois 6 font 36 coups. Pour trois des, il ya 216 coups differents car avec chacun des 
36 coups des deux peut se rencontrer chacun des 6 coups d'un troisieme de. Et six 
fois 36 font 216 coups. 

50ulS 

3 4ou17 

6 50u16 

10 6ou15 
Avec trois des on a coups pour 

7ou14 
points 

15 

21 Sou13 

25 90u12 

27 100ull 

On voit egalement qu'il y a six fois 216 c'est-a-dire 1296 coups pour quatre des; 
c'est ainsi qu'on peut calculer, de proche en proche, combien il ya de coups pour 
un nombre quelconque de des en sextuplant Ie nombre de coups qu'il y avait pour 
un de de moins. Au surplus, il faut remarquer qu'avec deux des il n'y a qu'un coup 
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pour 2 ou 12 points, mais qu'il y en a deux pour 3 ou 11 ; car si nous appelons les 
des A et B iI est clair qu'on peut avoir 1 point en A et 2 en B ou 1 en Bet 2 en A, et 
qu'ainsi il y a deux manieres d'avoir 3 points. De me me on peut avoir 6 points en 
A et cinq en B ou 5 en A, ce qui donne deux manieres d'avoir 11 points. II y a trois 
coups pour 4 points, car on peut avoir 1 point en A et 3 en B ou 3 en A et 1 en B ou 
2 en A et 2 en B. II ya pareillement trois coups pour 10 points; quatre coups pour 5 
ou 9 points, cinq coups pour 6 ou 8 points, six coups pour 7 points. 

PROPOSITION X 
Trouver en combien de jets on peut parier d'amener six points avec un seul de. 
Ou'un joueur parie d'amener Ie six au premier jet, on voit qu'il a un cas pour gagner 
et pour avoir I'argent du jeu, mais qu'iI a cinq cas pour perdre et pour ne rien avoir; 
car il y a cinq coups de de contre lui, et il n'y en a qu'un en sa faveur. Soit a Ie depot 
ou I'argent du jeu. II a une chance pour a et cinq pour 0, ce qui, par la seconde 

1 5 
proposition, vaut '6 a ; et il reste pour son adversaire '6 a . Ainsi on ne peut parier 

que 1 contre 5 d'amener Ie six au premier jet. 
Si un joueur parie d'amener une fois Ie six en deux jets, son sort se calcule comme 
suit. S'il amene six au premier jet, il obtient a; s'il amene un autre point, illui reste 

1 
un seul jet, qui. comme on Ie vient de voir, vaut '6a . Or, il n'a qu'un cas pour avoir Ie 

six au premier jet, et il en a cinq pour avoir un autre point. Donc, au commencement 
1 

du jeu, il a un cas pour a et cinq pour - a ,ce qui, par la seconde proposition, vaut 
11 6 25 
36 a . Ainsi il reste pour son adversaire 36 a ; de sorte que Ie sort de I'un, ou la 

valeur de son atlente, est au sort de I'autre, dans la raison de 11 825, plus faible 
que celie de 1 a 2. 
De 18 I'on trouve, par un calcul semblable, que Ie sort de celui qui parie d'amener 

91 
une fois Ie six en trois jets, vaut 216 a ; de sorte qu'il peut parier 91 contre 125, 

c'est-a-dire, un peu moins de 3 contre 4. 

PROPOSITION XI 
Trouver en combien de jets on peut entreprendre d'amener deux six, avec deux 
des. 
Si quelqu'un entreprend d'amener deux six avec deux des au premier jet, il est 
visible qu'il a un cas pour gagner la partie, ou pour avoir a, et qu'il en a 35 pour la 
perdre, ou pour ne rien avoir, puisqu'il ya 36 coups de des. II a donc, par la seconde 

.. 1 
proposition 36 a . 

Celui qui entreprend la meme chose en deux jets, obtient a, si Ie premier jet donne 
deux six; s'il ne Ie donne pas, illui reste un jet, ce qui, comme on Ie vient de voir, 

1 
lui vaut-a . 

36 
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Or, il a un cas pour avoir deux six au premier jet, et 35 pour ne pas I'avoir; done, au 
1 

commencement du jeu, il a un cas pour a et 35 pour -a ,ce qui, par la seconde 
71 36 1225 

proposition, vaut 1296 a ,et il reste, pour son adversaire 1296 a . 

On peut, en partant de 1<), trouver Ie sort ou la part de celui qui entreprend, la m1lme 
chose en quatre jets, en omettant Ie cas du pari en trois jets. En effet, celu i qui parie 
d'amener deux six en quatre jets, obtient a s'il reussit au premier ou au second jet, 

71 
autrement illui reste deux jets qui, par ce qui precede, valent 1296 a ,mais, par 

la m1lme raison, il a aussi 71 cas pour avoir deux six au premier ou au second jet, 
contre 1225 qui ne Ie donnent pas. II a done, au commencement du jeu, 71 cas pour 

25 71 . I d·' . . 178991 a et 12 pour --a ,ce qUi vaut, par a euxleme proposition, a 
1296 1500635 1679616 

et il reste pour son adversaire 1 679 616 a . Ainsi leurs sorts sont dans Ie rapport 

de 178991 a 1 500925. 
D'apres cela, on trouve de la m1lme maniere I'attente de celui qui parie d'amener deux 
six en 8 jets, et de la Ie sort du joueur qui I'entreprend en 16. Le sort de ce dernier et 
de celui qui entreprend la m1lme chose en 8 jets, servent a determiner I'attente du 
joueur qui parie d'amener deux six en 24 jets. Et, comme dans cette operation, on 
cherche principalement combien il faut de jets pour que Ie sort du joueur qui parie 
d'amener deux six devienne egal a celui de son adversaire, on pourra supprimer 
quelques-uns des derniers chiffres, sans quoi les nombres croitraient immensement. 
C'est ainsi que je trouve que celui qui entreprend d'amener cette combinaison en 
24 jets, n'est pas encore au pair, et que celui qui I'entreprend en 25 jets commence 
a avoir I'avantage. 

PROPOSITION XII 
Trouver avec combien de des on peut entreprendre d'amener deux six au premier 
jet. 
Cette question est precisement la m1lme que s'il s'agissait de savoir en combien de 
jets on peut entreprendre d'amener deux fois Ie six avec un seul de. Si quelqu'un 

1 
I'entreprenait en deux jets, illui echerrait, comme on I'a vu, 36 a . Celui qui se 

chargerait de I'amener en trois jets, et qui ne I'aurait pas au premier, aurait encore 
1 

deux jets, dont il faudrait que chacun donnat Ie 6, ce que nous avons dit valoir 36 a 

, mais s'il avait Ie 6 au premier jet, il suffirait que les deux autres lui donnassent 
11 

une fois ce nombre de points, ce qui, par la proposition X, vaut 36 a : or il est 

certain qu'il n'a qu'un cas pour avoir Ie 6 au premier jet, et qu'il en a cinq pour ne 
11 

I'avoir pas. II a done au commencement du jeu un cas pour 36 a ,et cinq cas pour 
1 16 2 

36 a ,ce qui, par la proposition II, vaut 216 a ou 27 a . Si ron continue Ie calcul 

61 



Huygens 

graduellement, en supposant toujours un jet de plus, on trouve qu'on peut parier 
avec avantage d'amener deux fois Ie 6 en dix jets avec un seul de, ou d'amenerdeux 
6 avec dix des au premier jet. 

PROPOSITION XIII 
Si j'ai un coup a jouer avec deux des, et que la loi du jeu soit que je gagnerai Ie pari 
si j'amene 7 points, que mon adversaire Ie gagnera si j'en amene 10, et que, dans 
tout autre cas, nous partagerons egalement I'argent du jeu, quelle part avons-nous 
chacun, a y pretendre ? 
Puisque sur les 36 cas que donnent deux des, il y en a 6 pour sept points et 3 pour 
dix, iI en reste 27 ou les deux sorts sont egaux, et ou il nous appartient a chacun 
1 "2a . S'il n'echet aucun de ces 27 cas, j'en aurai 6 pour gagner Ie pari. c'est-a-dire, 

pour avoir a, et 3 pour Ie perdre et ne rien avoir ; ce qui. par la lie proposition, me 
2 1 

vaudrait - a . J'ai donc, au commencement du jeu, 27 cas pour - a ,et 9 cas pour 
2 3 13 2 
-a ; ce qui, par la meme proposition, equivaut a -a ,et il reste pour mon 
3 11 24 
adversaire 24 a . 

PROPOSITION XIV 
Si jouant avec deux des, que nous jetons alternativement mon adversaire et moi, je 
dois gagner des que j'amenerai 7 points, et lui des qu'il en amenera 6, et que je lui 
aie accorde Ie premier jet, quel sera Ie rapport de mon sort au sien ? 
Soient x mon sort et a Ie depot; Ie sort de mon antagoniste sera a - x, et il est clair 
que to utes les fois que les des lui reviendront, mon sort sera encore egal a x: mais 
quand c'est a moi a jouer, mon sort a plus de valeur. Soit cette valeur y. Puisque 
sur 36 cas que donnent deux des, il y en a 5 qui donnent 6 points et qui font gagner 
la partie a mon adversaire, et 31 autres ou les des me viennent, j'aurai, avant qu'il 

joue, 5 cas pour 0 et 31 cas pour y, ce qui. par la III" proposition, vaut 331; ; mais 

nous avons suppose d'abord que mon sort etait egal a x. On aura donc 31 y = x, et 
36x 36 

partant y = 31 . Nous avons suppose d'ailleurs que quand c'est a moi a jouer, 

mon sort vaut y. Or, j'ai alors 6 cas pour a, puisqu'il y en a 6 pour 7 points qui me 

font gagner la partie; et j'ai 30 cas pour x, puisqu'il yen a 30 ou les des reviennent 

d · . I III . . 6a + 30x M . a mon a versalre, ce qUI, par a ". proposition vaut y. als nous 
36 36 6 30 36 31 

d'" , x 0 d x a+ x d' 'I" a avons eja trouve y = 31' n a onc- = ou on tire x = 61 ' 
31 36 30 

valeur de mon sort, par consequent, celui de mon adversaire vaut ~ : ainsi. mon 
61 

sort est au sien comme 31 a 30. II 

Apres ses quatorze propositions Huygens propose cinq problemes : 
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(( PROBLEME I 
A et B jouent ensemble avec deux des, et voici la loi du jeu : A gagnera la partie 
s'il amene six points, et B s'il en amene sept; A commence et joue Line fois, apres 
quoi B joue deux fois consecutivement, puis A reprend et joue deux fois, et ainsi de 
suite, jusqu'a ce que I'un ou I'autre ait gagne. On demande quel est Ie rapport du 
sort de A au sort de B ? je reponds : comme 10 355 a 12 276. 

PROBLEME II 
Trois joueurs A, B et C, prennent 12 jetons, 4 blancs et 8 noirs, et jouent a cette 
condition: celui qui, les yeux voiles, amenera Ie premier un jeton blanc gagnera Ie 
pari: 
A tire Ie premier, B Ie second, C Ie troisieme, puis A recommence et ainsi de suite 
alternativement. On demande en quel rapport seront leurs sorts respectifs. 

PROBLEME III 
A parie avec B que sur 40 cartes a jouer, 10 de chaque espece ou couleur, il en tirera 
4, telles qu'il y en ait une de chaque espece. Et il se trouve que Ie sort de A est au 
sort de B, comme 1 000 a 8 139. 

PROBLEME IV 
A prend douze jetons, 4 blancs et 8 noirs, com me ci-dessus, et il parie avec B que, les 
yeux voiles, il en tirera 7, dont trois seront blancs. On demande quel est Ie rapport 
du sort de A au sort de B. 

PROBLEMEV 
A et B prennent chacun 12 ecus et jouent avec trois des aux conditions suivantes : 
s'il vient 11 points A donnera Lin ecu a B; mais s'il en vient 14, B donnera un ecu a 
A; et celui qui Ie premier aura reuni tous les ecus gagnera la partie. II se trouve que 
Ie sort de A est au sort de B 244 140 625 a 282 429 536 481. II 

Montmort, Bernoulli et Struyck ont developpe des solutions aces problemes. 
Ces solutions sont detaillees dans de nombreux ouvrages. 

3.3. La notion d'attente ou d'esperance de gain 
et celie de probabilite 

Le traite de Huygens introduit pour la premiere fois la notion d'esperance. 

On trouve sous la plume de Huygens Ie terme de Hazard, en franc;ais, pour 
designer un nombre de cas favorables ; on peut en effet lire dans une lettre 
qu'ecrit Huygens a CarcavP Ie 6 juillet 1656 : 

« Si Ie nombre de hazards qu'on a pour avoir bsoit p, et Ie nombre des hazards qu'on 

. I . I' . bp + cq PI' a pour aVOIr c est q: ce a vaut autant que Sl on avalt . ar exemp e, Sl 
1 p+q 

j'avais 2 hazards pour avoir '3 de ce qui est mis au jeu et 5 hazards pour en avoir 

1. Lettre n° 308, CEuvres completes de Ch. Huygens, tome 1, p.442, La Haye, Martinus Nijhoff, 
1888. 
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~ ,je multiplie ~ par 2; et ~ par 5, puis j'ajoute ensemble les produits qui font 

2 5 I 19 I II' d' . 5 2 ' ., .19 J - et - ; a somme est - , aque e Je IVlse par + c est 7, et J al- . e dis 
3 2 19 6 42 
qu'il m'appartient - de ce qui est mis au jeu. )) 

42 
Dans la traduction latine publiee par van Schooten, Ie mot expectatio definit 
l' attente ou I'esperance de gain. 

II est a noter que la meilleure definition de ce concept se trouve sous la plume 
de Baruch Spinoza, dans une lettre1 adressee de Voorburg, a Jean Van der 
Meer, Ie 1 er octobre 1666 : 

« Monsieur, 
Dans la campagne solitaire OU je vis j'ai reflechi au probleme que vous m'avez pose 
un jour et j'en ai trouve la solution simple. La demonstration, qui est generale, repose 
sur ce principe: Ie jeu est equitable quand les chances de gain ou de perte, c'est
a-dire I' esperance des deux joueurs, sont egales. Cette egalite do it consister en un 
rapport entre les chances de gain et I'argent que hasardent les deux adversaires. 
Si donc les chances sont egales des deux cotes, il faut que les enjeux, les sommes 
hasardees soient aussi egales. Si les chances sont inegales, I'un devra exposer 
d' autant plus d' argent que ses chances I' emportent sur celles de I' autre et de la sorte 
I'esperance sera la mame des deux cotes. Si en effetA, jouant avec B, a, supposons, 
deux chances de gagner et une seulement de perdre, tandis que B n'a qu'une chance 
de gagner et deux de perdre, on voit clairement que A devra hasarder pour chacune 
de ses chances de gagner autant que B pour sa chance unique, ainsi I'enjeu de A 
devra atre double de celui de B. 
Pour montrer cela plus clairement, supposons que trois joueurs A, B, C jouent entre 
eux avec des chances egales et que tous trois exposent la mame somme. II est 
manifeste que, les enjeux etant egaux, chacun ne hasarde que Ie tiers de I'argent 
mis au jeu et peut gagner les deux tiers et que, puisqu'il joue contre deux personnes, 
il n'a qu'une chance de gagner et deux chances de perdre. Si nous supposons que 
I'un deux, disons C, avant Ie commencement de la partie veuille se retirer du jeu, 
il devra recouvrer son enjeu, c'est-a-dire Ie tiers de la masse totale et B, s'il veut 
acheter I' esperance de C et prendre sa place, devra mettre au jeu autant que re~oit C. 
A ne peut s'opposer a cette substitution, car c'est pour lui tout un d'avoir contre lui 
deux chances appartenant a deux joueurs differents ou de courir Ie mame risque 
avec un seul adversaire. Cela eta nt, si, alors qu'un joueur etend la main, I'autre do it 
choisir entre deux nombres avec cette conviction que, s'il tombe juste, il gagne une 
certaine somme d'argent et en perd une egale s'il tombe a cote, il est manifeste que 
I'esperance est la mame des deux cotes, pour celui qui met a la devine et pour celui 
qui doit deviner. De mame si I'un des deux joueurs doit choisir entre trois nombres 
et, en cas qu'il tombe juste, doit gagner une certaine somme, et en perdre la moiM 
dans Ie cas contraire. L'esperance sera encore la mame pour les deux joueurs, si celui 
qui etend la main donne a I'autre la faculte de faire deux conjectures successives 
en convenant que, si I'une d'elles est juste, il gagnera une certaine somme et, si 

1. Lettre n° 43, Edition Bruder des (Euvres de Spinoza, Leipzig. 
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aucune ne rest, il perdra Ie double. II ya encore egalite de chance et d'esperance 
si c'est entre quatre nombres qu'il faut choisir et qu'on ait Ie droit de faire trois 
conjectures, devant gagner une certaine somme si rune d'elles est juste, et perdre 
Ie triple si aucune ne rest. Ou encore s'iI y a cinq nombres et que ron puisse faire 
quatre tentatives avec chance de gagner un et de perdre quatre. II suit de 18 que 
celui qui etend la main droite, est dans les memes conditions que quelqu'un qui, 
autant de fois qu'ille veut, cherche 8 deviner un nombre parmi plusieurs et qui 8 
to utes ces tentatives hasarde une fraction de la somme totale mise au jeu dont Ie 
numerateur est Ie nombre de tentatives. Si, par exemple, iI y a cinq nombres entre 
lesquels il faut en designer un et que ron ne fasse qu'une tentative,l'enjeu de celui 
qui cherche 8 deviner devra etre 1/5 celui des autres 4/5 ; s'il y a deux tentatives 
ces enjeux seront respectivement 2/5 et 3/5 ; s'il y en a trois, 3/5 et 2/5 ; s'il y en 
a quatre, 4/5 et 1/5; s'il y en avait cinq 5/5 et 0/5. Et en consequence iI revient au 
meme pour celui qui donne 8 deviner de risquer 1/6 du total mis au jeu pour gagner 
5/6, qu'il ait affaire au me me joueur faisant cinq tentatives ou a cinq joueurs dont 
chacun fait une tentative comme c'est Ie cas dans votre probleme. » 

3.4. La vie de Huygens (1629-1695) 
Christiaan Huygens de Zuylichem natt Ie 14 avril 1629 a La Haye dans 
une famille hollandaise influente. Son grand-pere Christian a ete secretaire 
du premier stadhoulder des Pays-Bas (Ie prince Guillaume I d'Orange), 
puis l'un des principaux conseillers du prince Maurice de Nassau. Qyant a 
son pere, Constantijn, il a ete Ie secretaire du prince Frederic-Henri, puis 
du stadhouder Guillaume II d'Orange. La voie de Christian semblait donc 
toute tracee, mais son don et sa passion pour les sciences font qu'il en sera 
autrement. Constantijn Huygens, Ie pere de notre physicien consacre ses 
loisirs ala poesie, a la litterature, a la peinture (il decouvre un jeune peintre 
du nom de ... Rembrandt !), a la musique, a la philosophie et aux sciences. 
Rene Descartes, qui a vecu une grande partie de sa vie en Hollande, se 
rendait regulierement chez les Huygens, et Constantijn entretenait une 
correspondance assidue avec Ie Pere Mersenne. Le jeune Christian grandit 
en ce milieu privilegie dans une ambiance intellectuelle intense. La famille 
Huygens, Constantijn, son epouse Suzanne, nee Van Baerle, et leurs cinq 
enfants, vivent dans un hotel particulier de La Haye. Constantijn Huygens 
par ailleurs fait construire une propriete, achevee en 1642, Hofwijck1, situee 
a Voorburg, ville voisine de La Haye. Christian se montre particulierement 
doue et habile de ses mains; ainsi des l'age de quatorze ans il construit des 
instruments. A seize ans il entre a l'Universite de Leyde pour y etudier Ie 
droit et les mathematiques. II participe egalement aux echanges epistolaires 
avec Ie Pere Mersenne. II passe ensuite, de 1647 a 1649, deux ans au College 
d'Orange a Breda (fonde par son pere) et se montre brillant en mathema
tiques tout autant que passionne par les techniques. Ses etudes terminees 

1. Cette jolie propriete, entouree d'un magnifique jardin, est aujourd'hui un musee consacre 
a Constantijn Huygens. 
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il part faire un voyage, en tant qu'assistant diplomate, au Danemark. Le 
depart a lieu en octobre 1649.11 espere pouvoir poursuivre jusqu'en Suede 
pour rencontrer Descartes, mais la rigueur de l'hiver ne Ie lui permet pas!. 
A son retour son pere lui accorde une confortable pension qui lui permet de 
se consacrer uniquement aux mathematiques et aux sciences. Une periode 
d'intense activite debute alors. 11 est critique vis-a.-vis de la physique carte
sienne, ce qui ne l'empeche pas de se montrer en accord avec sa methode, et 
travaille dans Ie petit laboratoire familial OU il construit en particulier des 
instruments d'optique. En 1651, a. vingt-deux ans, il ecrit un premier essai 
Exetasis quadraturae circuli, dans lequel il montre l'erreur faite par Gregoire 
de Saint-Vincent dans sa tentative de quadrature du cercle. 11 etend ce travail 
dans une seconde publication datee de 1654: De circuli magnitudine inventa. 11 
entreprend egalement, a. partir de 1652, l'etude des collisions elastiques ce qui 
Ie conduira a. sa decouverte de la conservation de la quantite de mouvement. 
C'est egalement a. cette epoque que son ouvrage magistral, De motu corporum 
ex percussione, prend forme2• Parallelement, en 1654, Christian Huygens et 
l'un de ses freres, Constantijn, decident de fabriquer eux-memes des lunettes 
et de polir les lentilles. Au debut de 1655, Huygens observe Saturne, avec la 
lunette de douze pieds qu'il a confectionnee, et decouvre Ie satellite Titan. 

En juillet 1655, a. vingt-six ans, Christian part avec un autre de ses freres, 
Lodewijk, pour Paris. 11 y rencontre Pierre Gassendi (1592-1655), qui n' avait 
plus que quelques semaines a. vivre, et Roberval (1602-1675). Lors de son sejour, 
il correspond par ailleurs avec Pascal et Fermat sur Ie calcul des probabilites. 
De retour en Hol1ande, au tout debut 1656, il reprend ses observations de 
Saturne, decouvre ses anneaux et etudie les premiers elements de la theorie 
des probabilites. Ses travaux dans ce do maine se concretisent par l'edition 
en 1657 d'un memoire sur les jeux de hasard : De ratiociniis in ludo aleae. 
Pendant cette meme periode (1656-1657) il travaille sur la quadrature de la 
parabole et met au point l'horloge a. pendule. 11 demontre que les lames en 
forme de cyclo:ide assurent l'isochronisme rigoureux des oscillations et ecrit, 
en janvier 1657, a. Van Schooten «J'ai dernierement trouve une nouvelle 
construction d'horloge qui bat avec tant de regularite qu'il y a grande chance 
que l'on pourrait s'en servir pour determiner les longitudes si on l'empor
tait avec soi en mer ». 11 presente officiellement son horloge aux auto rites 
Ie 16 juin 1657. Plus tard Ganvier 1675) Huygens introduit egalement Ie 
res sort a. spirale, ce qui lui permet de realiser les premieres montres (<< Des 
horloges rendues tres justes ensemble et portatives »). L'etude de l'horloge 
a. pendule conique Ie conduit en 1659 a. des travaux sur la force centrifuge. 
Contrairement a. Galilee, qui pensait qu'un corps anime d'un mouvement 
uniformement circulaire se poursuit sans forces exterieures, Huygens introduit 

1. De toute fa~on la rencontre aurait ete improbable, Descartes meurt Ie 11 fevrier 1650 a 
Stockholm. 

2. Cet ouvrage ne sera toutefois publie qu'a titre posthume, en 1703. 
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cette notion de force centrifuge et ecrit un traite De Vi Centrifugal. Huygens 
met egalement au point sa theorie de la chute des corps grace a l'emploi 
systematique du principe de relativite. 

En octobre 1660, Huygens part de nouveau pour Paris. II y rencontre de 
nombreux savants franc;ais : Pascal, Desargues, Auzout, Carcavi, Pierre 
Petit ... , et en particulier Montmor lors des reunions de l'Academie. Le 
22 decembre 1660, il est presente au roi Louis XIV, et lui offre probablement 
une horloge. Deja, Huygens se plait a Paris, il ecrit : «Je sais que je ne vivrai 
jamais plus heureux qu'en cette ville oil une communaute d'hommes erudits 
et une politesse unique au monde m'attachent tous les jours davantage. » 

Les savants anglais l'invitent ensuite a Londres, oil il se rend en avril 1661. 
I1 participe a une reunion de la toute nouvelle Royal Society au Gresham 
College, ce qui lui donne l'occasion de rencontrer Wallis, Wren, Boyle, et 
Oldenburg. Huygens a la chance d'observer Ie passage de Mercure devant 
Ie Soleil, Ie 3 maio Par contre il est dec;u par la capitale anglaise, il ecrit : «Je 
ne trouvais pas Ie sejour a Londres si charmant ... la puanteur de la fumee y 
est insupportable et tres malsaine, la ville mal batie, des rues etroites et mal 
payees, rien que de chetifs batiments ... fort peu de choses et rien aupres de 
ce que l'on voit a Paris. » 

De juin 1661 a avril 1663, Huygens sejourne de nouveau a La Haye. En 
mathematiques, il travaille sur les logarithmes hyperboliques, en physique 
sur la mesure du temps, les tons de la musique et la division temperee de la 
gamme, ainsi que sur la machine pneumatique (dont il a vu un exemplaire 
chez Boyle). Puis il repart pour Paris une troisieme fois et y arrive Ie 3 avril 
1663.11 Y reste peu de temps. En juin de cette meme annee, il fait un deuxieme 
sejour a Londres, oil il reste jusqu'a la mi-septembre, et y rencontre de nouveau 
Boyle. C'est lors de ce sejour qu'il est elu membre de la Royal Society, Ie 
22 juin 1663. Lorsqu'il revient a La Haye, sa principale preoccupation est 
de mettre au point ses horloges marines et d'assurer la protection legale de 
son invention. Huygens aime la France et Paris l'attire. C'est Ie 21 avril 1666 
qu'il arrive de nouveau dans la capitale, cette fois pour un sejour tres long. 
Grand seigneur de la science, il est sollicite par Louis XIV et Colbert pour 
contribuer au renom de l'Academie des sciences qui va etre constituee. 

Huygens, dont la sante n'a jamais ete tres bonne, tombe serieusement malade 
en 1670. Se croyant pres de mourir, il quitte Paris pour rejoindre la Hollande. 
Heureusement Ie mal n'est que passager et il peut revenir dans la capitale 
franc;aise en 1671. Cependant en avril 1672, Louis XIV declare la guerre a 
la Hollande et envahit les Provinces Unies. Tous les Hollandais vivant en 
France rec;oivent l'ordre de quitter Ie pays dans les six mois. Toutefois, Colbert 
indique a Huygens que cela ne Ie concerne pas et qu'il peut rester a Paris. 

1. A propos de fa force centrifoge. Le mot centrifuge apparait ici pour la premiere fois, il a ete 
forge par Huygens. Cet ouvrage, ecrit en 1659, ne sera publie qu'en 1703. 
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Au printemps 1672 un etudiant se presente chez Huygens et lui demande 
de lui donner des les:ons de mathematiques. Son nom ? Gottfried Leibniz. 
Ce dernier, qui connait deja bien les mathematiques, souhaite que Huygens 
Ie fasse progresser dans ce domaine. Notre physicien, remarquant la brillante 
intelligence de Leibniz, accepte et prend en main sa veritable formation 
mathematique, qui va se reveler tres efficace. A. peu pres a la meme epoque, 
Huygens a un autre eleve qui passera a la posterite, Denis Papin. D'ailleurs 
notre physicien inspire a ce dernier plusieurs experiences sur Ie vide, et realise 
la premiere machine a feu. 

En 1673, Huygens publie l'un de ses ouvrages fondamentaux, Horofogium 
oscillatorium sive de motu penduforum1• Trois ans plus tard, Huygens est de 
nouveau malade et retourne a La Haye. II y reste deux ans (1676-1678). 
C'est pendant ce sejour qu'il va travailler sur la double refraction. A. son 
retour a Paris, en juin 1678, Huygens expose a l'Academie son TraiN de fa 
fumiere. L'ouvrage ne sera toutefois publie que douze ans plus tard. L'auteur 
y expose sa theorie ondulatoire de la lumiere, il explique la refiexion, la 
refraction et la double refraction. La sante d'Huygens, toujours fragile, se 
degrade de nouveau en 1679, puis encore en 1681. II decide alors de revenir 
en Hol1ande pour recouvrer la sante. L'annee suivante, il se sent retabli et, 
vers Ie mois de novembre, indique qu'il souhaite retourner a Paris. Comme 
ce n'est pas la bonne saison pour voyager, il obtient de l'Academie un conge 
de quelques mois lui permettant de poursuivre ses travaux sur ses horloges 
marines. Finalement accapare par ses recherches, il passe Ie premier semestre 
1683 dans son pays et demande de pouvoir y rester jusqu'en septembre. La 
mort de Colbert, survenue Ie 5 septembre 1683, va modifier Ie cours de son 
histoire. Frans:ois Michel Le Tellier, marquis de Louvois, succede a- Colbert 
au poste de premier ministre, qui se trouve etre egalement Ie « protecteur » 

de notre physicien. Huygens lui ecrit des Ie 16 septembre pour justifier son 
absence. Six mois s'ecoulent sans reponse. Huygens pere intervient, sans plus 
de succes. Debut 1685, il semble clair que Ie retour de Christian Huygens a 
Paris n'est plus souhaite, il ecrit a Paris Ie 4 janvier: « maintenant que tout 
est termine, il me reste seulement a demander la permission de retirer mes 
meubles et un conge quelque peu honnete. » Cela lui est refuse, car la mort 
de Colbert a attise les intrigues a son egard de quelques academiciens jaloux 
(aux premiers rangs desquels figure La Hire, qui deja s'etait oppose a son 
entree a l'Academie). Par ailleurs, les protestants perdaient rapidement leur 
liberte d'expression et leurs droits jusqu'a la revocation de l'Edit de Nantes, 
en octobre 1685. En 1681,lorsque Huygens a quitte Paris pour raison de 
sante, il ne savait pas qu'il ne reviendrait plus jamais en France. Huygens 

1. 11 adresse un exemplaire de son ouvrage a de nornbreux savants, dont, Mariotte, Roberval, 
Boyle, Hooke, Wallis, Wren et Newton. Ce dernier lit immediatement Ie livre et fait savoir, 
des Ie 23 juin 1673, a Oldenburg, par lequel illui avait transmis, « qu'il etait rempli de 
speculations astucieuses et utiles, qui sont a l'honneur de l'auteur. » 
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est amer, mais une autre epreuve 1'attend : Ie 28 mars 1687, son pere, dont il 
a ete si proche toute sa vie s'eteint, a quatre-vingt-dix ans passes. A cet age 
ce n'etait pas inattendu, mais 1'evenement marqua profondement Christian 
qui desormais s'habillera en deuil. A la mort de son pere, chez qui il vivait 
a La Haye depuis son retour de France en 1681, il decide d'habiter dans 
la demeure familiale Hofwijck, a Voorburg, endroit qu'il ne quittera plus. 
Toutefois,lors d'un sejour en Angleterre, Huygens a 1'occasion de rencontrer 
Newton. Le 22 juin 1689 il participe a une reunion de la Royal Society au 
Gresham College. 11 y presente un resume de son Discours de la cause de la 
pesanteur ainsi que de son TraiN d'optique. 

Huygens passe ses dernieres annees dans la solitude et redige deux ouvrages, 
qui seront pu~lies a titre posthume. Le premier s'intitule Cosmotheoros1, et 
presente, a un assez large public, les questions soulevees par la cosmologie 
copernicienne. Le second ouvrage est un volumineux TraiN de dioptriqut? 
consacre ala theorie des instruments d'optique, domaine sur lequel il travailla 
toute sa vie. 

En mars 1695, Huygens tombe gravement malade. 11 ecrit son testament 
qu'il termine par la remarque suivante : « Celui qui a Ie privilege de mourir 
sans douleur, doit penser au malheur de ceux a qui ron refuse 1'euthanasie. » 

Son frere Constantin tient un journal dans leque1 il indique revolution de 
la maladie de Christian. Des Ie 16 avril on peut y lire: « Christian va mal. 11 
ne parvient pas a dormir et a peur de devenir fou. Sa chambre est obscurcie. 
11 ne laisse entrer personne, car ses douleurs augmentent des qu'il parle. » 

Ce n'est que trois mois plus tard, apres avoir endure de grandes souffrances, 
qu'il succombe. Sa maladie intestinale 1'emporte Ie 8 juillet 1695. 

Huygens a marque 1'epoque intermediaire entre Galilee et Newton. Contrai
rement a Descartes, qui pensait qu'il valait mieux faire confiance a notre 
raison qu'a nos perceptions, Huygens a attache une grande importance aux 
confirmations experimentales. Son ceuvre, immense, a ete toutefois en partie 
occultee par les travaux et Ie renom exceptionne1 de Newton. 

3.5. Principales publications de Huygens 
- «De ratiociniis in ludo aleae », in Van Schoo ten, Exercitationum mathe

maticorum libri quinque, Leiden, Elsevir, 1657. 

- Systema Saturnium, Den Haag, Vlacq, 1659. 

Horologium oscillatorium, sive de motu pendulorum ad horologia aptato 
demonstrationes geometricae, Paris, F. Muguet, 1673. 

1. Huygens termine ce livre, qui l'occupa pendant un an et demi, en mars 1694, mais il ne 
sera publie, en latin, qu'en 1698. 

2. Dioptrica se trouve dans l'ouvrage Opera Posthuma, publie en 1703. 
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- Astroscopia compendiaria, !ubi optici molimine liberata, The Hague, Arnold 
Leers, 1684. 

- Traiti de la lumiere, Leiden, Pieter van der Aa, 1690. 

- Cosmotheoros, The Hague, Adrianus Moetjens, 1698. 

- Opuscula postuma, Lugduni Batavorum, Boutesteyn, 1703. 

- Opera reliqua,Amsterdam,Jansson-Waesberg, 1728. 

- CEuvres completes de Christiaan Huygens publiees par la Societi hollandaise 
des sciences, 22 volumes, La Haye 1888-1949. 
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4.1. L' Essai d'analyse des jeux de hasards 
Uouvrage de Pierre-Remond de Montmort Essai d'analyse sur lesjeux de 
hasards1 est Ie premier consacre entierement au calcul des probabilites car 
i1 a ete publie avant l'Ars Conjectandi de Bernoulli, pourtant redige avant 
celui de Montmort. Isaac Todhunter l'analyse dans un chapitre entier de 
son History of the theory ofprobabilitf. Fontenelle, dans son Eloge de M. de 
Montmort ecrit : « Ces sortes de sujets [les probabilites] n'avaient-ils point 
ete traites ; c'etait un vaste pays inculte, OU a peine voyait-on cinq ou six pas 
d'hommes. M. de Montmort s'y engagea avec un courage de Christophe 
Colomb, et en eut aussi Ie succes. » 

La seconde edition de l'ouvrage a paru en 1713, augmentee d'une importante 
preface et de la correspondance entre Montmort et Nicolaus (Nicholas I) 
Bernoulli. C'est cette correspondance echangee entre 1710 et 1712 qui decida, 
de fait, Nicolaus Bernoulli a publier l'Ars Conjectandi de son onele Jacob. 

Le merite de l'ouvrage de Montmort est d'expliciter les importantes proprietes 
mathematiques de la theorie probabiliste des jeux de hasard, ouvrant ainsi 
la voie aux travaux ulterieurs. 

Pour Ie reste, a la page XXXIX de son Avertissement, Montmort montre 
qu'il est moins naif que Leibniz ou Craig qui croyaient pouvoir demontrer 
l'existence de Dieu par la theorie des probabilites. 11 ecrit : « La elarte des 
Mathematiques et la sainte obscurite de la foi sont des choses trop opposees : 
je ne crois pas que personne reussisse a en faire jamais l'alliage. » 

Montmort indique dans ce meme Avertissement, les circonstances, qui, selon 
lui, l'ont amene a entreprendre la redaction de son livre : 

« Plusieurs de mes Amis m'avaient excite, il ya deja, longtemps a essayer si I'Algebre 
ne pourrait point atteindre a determiner quel est I'avantage du Banquier dans Ie 
Jeu du Pharaon. Je n'avais jamais ose entreprendre cette recherche, car je savais 
que Ie nombre de tous les divers arrangements possibles de cinquante-deux cartes, 
surpasse plus de cent mille millions de fois celui des grains de sable que pourrait 

1. Imprime a Paris, chez Qyillau en 1708. 
2. Cambridge, 1865. 
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contenir Ie globe de la terre; et iI ne me paraissait pas possible de demeler, dans un 
nombre si vaste, les arrangements qui sont avantageux au Banquier, d'avec ceux qui 
lui sont contra ires ou inditt8rents. Je serais encore dans ce prejuge si les succes de 
feu M. Bernoulli ne m'eussent invite il ya quelques annees fI chercher les differents 
hazards de ce Jeu. Je fus plus heureux que je n'avais ose esperer, car outre la solution 
genera Ie de ce Probleme, j'apercus les sources qu'il fallait tenir pour en decouvrir 
une infinite de pareils, ou meme de beaucoup plus difficiles. )) 

Son livre est une collection de problemes d'analyse combinatoire appliquee 
aUX jeux, il est divise en quatre parties: la premiere comporte la theorie des 
combinaisons, la deuxieme etudie les jeux de cartes, la troisieme les jeux de des 
et la derniere divers problemes de probabilites y compris les cinq proposes par 
Huygens. Dans la premiere partie Montmort tente de demontrer Ie theoreme 
du binome et discute de la sommation des series. Dans la seconde edition 
de son livre Montmort a ajoute sa propre correspondance avec Nicolaus 
Bernoulli ainsi qu'une lettre de Johann Bernoulli et sa propre reponse. 

La premiere partie, relative aux combinaisons, occupe 72 pages dans la seconde 
edition. Montmort y explique essentiellement les proprietes du triangle 
arithmetique de Pascal. Des exemples lies aux jeux de des et de cartes sont 
utilises par Montmort. A. la page 32, Montmort, pour tenter de demontrer 
Ie theoreme du binome affirme : 

« Les coefficients d'un binome a + b, eleve fI I'exposant p, sont les memes que les 
bandes perpendiculaires du triangle arithmetique, et ceux-ifl me me qui expriment 
les diverses combinaisons d'un nombre quelconque de jetons ou de des qui ont deux 
faces differentes, I'une appelee a, I'autre appelee b. )) 

Montmort illustre son propos sur Ie theoreme du binome en traitant l'exemple 
de (a + b)4 . Avec quatre jetons a deux faces, l'une blanche et l'autre noire, 
il y a dit Montmort une fas:on d'obtenir 4 faces noires, trois fas:ons d'avoir 
3 noires et une blanche, six fas:ons d'avoir 2 noires et 2 blanches etc. Donc, 
(a + b)4 doit contenir a4 et b4 qui correspond aux resultats de 4 noires ou 
4 blanches ; ensuite nous devons avoir Ie coefficient quatre qui correspond 
aux occurrences de 3 noires et 1 blanche et aussi de 3 blanches et 1 noire, 
ensuite on doit avoir Ie coefficient six qui correspond aux occurrences de 
2 faces blanches et 2 noires. Montmort en deduit que les coefficients dans 
ce binome doivent etre 1, 4, 6, 4, 1. 

11 indique ensuite que les coefficients d'un multinome quelconque de q 
termes, eleve a la puissance p, sont les memes qui expriment les diverses 
combinaisons d'un nombre quelconque p de des, qui ont un nombre que1-
conque de faces designe par q. 

La seconde partie du livre traite des jeux de cartes et, tout d'abord de ce1ui 
appete Pharaon. 
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4.2. La ruine du joueur 
Montmort donne, dans Ia quatrieme partie de son Essai, la solution de divers 
problemes sur Ie hasard, dont ceux poses par Huygens en 1657. Le cinquieme 
probleme de Huygens est Ie plus interessant car il est re1atif a la ruine de 
l'un des joueurs. De Moivre et Euler donneront plus tard leurs solutions et 
Bertrand abordera egalement Ie probleme en 1888. 

Voici l'expose de l'exercice et la solution de Montmort1 : 

II Proposition XXXVI 
Pierre et Paul prennent chacun douze jetons et jouent avec trois des aux conditions qui 
suivent. Si les des amEment onze, Paul donnera un jeton a Pierre. Si les des amEment 
quatorze, Pierre donnera un jeton a Paul. Celui des deux qui Ie premier aura tous les 
jetons, gagnera. On demande quel est Ie sort des deux joueurs. 

Solution. 
II faut remarquer tout d'abord que trois des donnent 216 coups, puisque deux des 
donnent 36 coups, avec chacun desquels chaque face du troisieme de peut se trouver 
successivement. On observera ensuite qu'entre ces 216 coups, il y en a 27 qui donnent 
un jeton a Pierre, savoir six quatre et as qui arrive en six facons, six trois et deux qui 
arrive en six facons, cinq quatre et deux qui arrive en six facons, cinq cinq et as qui 
arrive en trois facons, quatre quatre et trois qui arrive en trois facons, trois trois et 
cinq qui arrive en trois facons, et quinze qui donnent un jeton a Paul. savoir six cinq 
et trois qui arrive en six facons, cinq cinq et quatre qui arrive en trois facons, six 
six et deux qui arrive en trois facons, quatre quatre et six qui arrive en trois facons. 
Cela pose soit A rargent du jeu, x Ie sort de Pierre quand iI a douze jetons et Paul 
douze ; y, z, u, t. r, S, q, p, n. m, 0, son sort lorsqu'il a gagne a Paul ou un jeton, ou 
deux jetons, ou trois ... ou onze jetons; k, i, I, h. g, f, e, d, c, b, w, son sort lorsqu'il a 
perdu contre Paul ou un jeton, ou deux jetons, ou trois ... ou onze jetons. 
On a x = (27 y + 15k + 17 4x)/216, ou ce qui est la mame chose X= (9 y + 5k)/14. 
Et de mame toutes les autres ega lites. 
14y= 91+ 5x 14p= 9n+ 5q 
14z= 9u+ 5y 14n= 9m+ 5p 
14u= 9t+ 5z 14m= 90+ 5n 
14t=9r+5u 140=9A+5m 
14r= 95+ 5t 14k: 9x+ 5i 
14s = 9q + 5r 14i = 9k + 51 
14q = 9p + 5s 141 = 9i + 5h 

De toutes ces ega lites on tirera 

14h= 9/+ 5g 
14g=9h+5f 
14f= 9g+ 5e 
14e= 9f+ 5d 
14d= ge+ 5c 
14c=9d+ 5b 
14b=9c+ 5w 
14w=9b+ 5x zero 

= 31381059609A + 39165289355x etk = 70497520839 x 
y 70546348964 '70548348964 . 

Et par consequent ron trouvera 
9y + 5k 282429536481A + 352487604195x 

x= =-------------
14 987648885496 

1. Essai d'Analyse ... , 1713, p. 222-223. 
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en substituant pour yet k leurs valeurs en x, et enfin on aura en reduisant 

x = 282429536481 A 
282673677106 ' 

ce qui exprime Ie sort de Pierre et 

A-x= 244140625 A 
282673677106 ' 

ce qui represente Ie sort de Paul. 

REMARQUE. 
II est a propos d'observer que la voie analytique n'est peut-etre pas ici la meilleure, 
puisqu'on peut decouvrir autrement que les sorts de Pierre et de Paul sont comme 
les douziemes puissances des nombres 9 et 5, ainsi qu'iI a ete observe par Messieurs 
Bernoulli qui m'en ont averti dans leurs lettres du 17 mars 1710, et 26 fevrier 1711, 
et depuis par M. Moivre dans son Traite de Mensura sartis, qui parut I'annee 
passee. )) 

4.3. Le jeu de rencontre et les equations de recurrence 
Ce probleme est etudie pour la premiere fois par Montmort en 1708 sous Ie 
nom dejeu du Treize mais il ne donne aucune demonstration de ses resul
tats dans la premiere edition de son ouvrage. Dans la seconde edition, il 
donne, en 1713, deux demonstrations qui lui ont ete transmises par Nicolas 
BernoullP. 

L'enonce du jeu par Montmort peut etre resume comme suit : 

Soient A la mise et treize cartes nommees 1,2,3, ... , 13. Les treize cartes 
ayant ete battues Pierre les tire une a une successivement. On cherche la 
chance qu'au moins Ie numero d'une carte coincide avec l'ordre dans leque1 
elle a ete tiree2• 

La solution met en evidence une equation de recurrence. Voici ce qu'ecrit 
Montmortl : 

« Si I' on nomme S Ie sort que I' on cherche,le nombre de cartes que Pierre tient etant 
exprime par p ; g Ie sort de Pierre, Ie nombre de cartes etant p - 1 ; d son sort, Ie 

nombre de cartes qu'il tient etant p- 2, on aura S = gep -l)d . Cette formule 
p 

donnera tous les cas, ainsi qu'on les voit resolus dans la table si jointe : 
Si p = 1, on aura S = A. 
Si p= 2, on aura S =A/2. 

Si p= 3, on aura S = 3.A =.!.A + .!.A. 
3 2 6 

1. Essai d'Analyse sur lesjeux de hazards, 1713, p. 301-302. 
2. Nous donnons, au chapitre 11, l'enonce du meme probleme par Euler et Ie resultat de 

Lambert. 
3. Essai d'Analyse sur les jeux de hazards, 1713, p. 134-138. 
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5 1 1 
Si p=4, on aura S= -A = -A +-A. 

8 2 8 
.... S - 109339663 A _ 1 A 22853263 A 
SI p= 13 on aura - - - + . 

, 172972800 2 172972800 

La solution precedente fournit un usage singulier des nombres figures, car je trouve 
en examinant la formule, que Ie sort de Pierre est exprimee par une suite infinie de 
termes [ ... J. II reste, pour Ie sort de Pierre cette suite tres simple 

[!_!+_1__ 1 + 1 - ... etc.]A» 
1 2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4.5 

Nous avons deja defini les nombres figures que l'on trouve dans Ie Triangle 
arithmetique de Pascal dans notre chapitre 2. On peut exprimer la formule 
de recurrence donnee plus haut par Montmort comme suit, en notant Sn 
« Ie sort» de Pierre lorsqu'il tient n cartes: 

[ 1 1 ( _1)"+1 1 
nS" = (n-l)S,,_l +S,,_2 et S" = 1- 2! + 3! + ... + n! A 

4.4. La controverse avec de Moivre 
Matthieu Maty, Ie premier titulaire du poste de bibliothecaire du British 
Museum, a relate, dans Ie Journal britannique pour les mois de septembre et 
d'octobre 175S1la controverse entre Montmort et de Moivre en ces termes: 

« Peu s'en fallut que I' Essai d'Analyse de Mr. de Monmort sur les jeux de hazard qui 
parut en 17102, ne fit naTtre une controverse. Mr. Robarts, Mathematicien non moins 
distingue par son savoir que par sa naissance, ayant lu ce livre proposa a son ami Mr. 
de Moivre quelques problemes plus difficiles et plus generaux qu'aucun de ceux qui 
s'y trouvent. La doctrine des combinaisons et des suites, a laquelle ce demier s'etait 
depuis longtemps applique, lui en foumit les moyens. Le succes lui fit multiplier ses 
recherches, et lorsqu'il vint a composer la route qu'il avo it suivie avec celie de Mr. de 
Montmort, il fut surpris de leur diversite, et ne craignit point qu'on lui reprochat d'avoir 
rien emprunte de lui. La Societe Royale en fit Ie meme jugement, et par son ordre 
Ie recueil de ses propositions De mensura sortis fut imprime dans les Transactions 
Philosophiques, et en remplit un cahier. Mr. de Montmort, quoique loue par Mr. de 
Moivre, ne vit en lui qu'un emule. II se plaignit a quelques amis, et dans la seconde 
edition de son livre tacha d'enlever aux problemes resolus dans celui de la mesure 
du sort Ie merite de I'originalite. Mr. de Moivre ne voulut d'autre juge que Mr. de 
Montmort lui-meme. Ceci fit naitre entr'eux un commerce de lettres ; la familiarite 
et la confiance parurent en etre les suites: nos deux Savants se communiquerent 
reciproquement leurs inventions sur une matiere qu'ils traitaient differemment. Mr. 
de Montmort passa a Londres en 1715, ecrivait-il a Mr. de Moivre, plutOt pour en 
voir les Savants que la fameuse eclipse. II trouva dans ce dernier un compatriote 
empresse a lui rendre tous les services de I'amitie, et de retour dans sa patrie illui 
en temoigna sa reconnaissance. La seconde edition du livre de Mr. de Moivre plus 

1. Memoire sur la Vie & surles Bcrits de M,: De Moivl'e. 
2. En realite, 1708. 
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differente encore que la premiere d'aucune de celles de Mr. de Montmort lui fut 
envoyee en 1718, et celui-ci mourut en 1719, sans avoir renouvelle ses premiers 
reproches. Mais quelques mots de I'eloge de Mr. de Fontenelle semblerent indiquer 
dans I'Acadsmicien Fran~ais un ressentiment d'autant plus vif qu'il avait ete plus 
longtems etouffe. Quelque obligeante que fOt la maniere dont I'illustre Secreta ire 
de l'Acadsmie des Sciences s'exprimait a I'occasion de Mr. de Moivre, et quoique 
ce dernier ne manquat pas de lui en faire tsmoigner sa reconnaissance par leur ami 
commun Mr. de Varignon, il crut devoir se justifier pUbliquement de I'odieux soup~on 
de plagiat dans ses Melanges Analytiques, d'ou j'ai tire ce que je viens de dire1• » 

4.5. La correspondance Montmort-Nicolas Bernoulli 
La correspondance entre Nicolas I Bernoulli, l'editeur de l'Ars Conjec
tandi de son onele, et Montmort occupe les pages 283-414 de la deuxieme 
edition du livre de Montmort. Dans une lettre datee du 9 septembre 1713 
(pages 401-402), Bernoulli propose a Montmort dng probU:mes. Le guatrieme 
est ainsi redige : 

« A promet de donner un ecu a B, si avec un de ordinaire il amene au premier coup 
six points, deux scus s'il amene Ie six au second, trois scus s'iI amene ce point au 
troisieme coup, quatre ecus s'ill'amene au quatrieme et ainsi de suite; on demande 
quelle est I' esperance de B. » 

Le dnguieme probleme est celui-d : 

« On demande la meme chose si A promet a B de lui donner des ecus en cette 
progression 1, 2, 4, 8, 16, etc. ou 1, 3, 9, 27, etc. [ ... 1 au lieu de 1, 2, 3, 4, 5, etc. 
comme auparavant. » 

Ce probleme est devenu celebre sous Ie nom de paradoxe de Saint-Peters
bourg, car il fut etudie par Daniel Bernoulli, cousin de Nicolas, mais aussi 
par Buffon, d'Alembert et beaucoup d'autres. Nous l'abordons dans divers 
chapitres du present livre. 

Par ailleurs, Montmort a souligne la difference entre Ie probleme de la ruine 
du joueur (voir d-dessus) et celui de la duree d'un jeu. Dans Ie probleme 
de la ruine d'un des joueurs, la partie peut durer indefiniment puisgue Ie 
gagnant d'un jeu gagne un point et Ie perdant en perd un. Par contre dans 

1. Dans son Eloge de M. De Montmort (Histoire de l'Academie royale des sciences pour l'annie 
1719, Paris, 1721, p. 81-93), Fontenelle a ecrit : « Apres Ie livre de M. de Montmort 
il en parut un en Angleterre sur la meme matiere, intitule De mesura Sortis, il est de 
M. Moivre, fameux geometre, que la France a droit, puisqu'il est Fram,ais, de revendiquer 
sur l'Angleterre, d'ailleurs fort riche.Je ne dissimulerai point que M. de Montmort flit 
vivement pique de cet ouvrage, qui lui parut avoir ete entierement sur Ie sien, et d'apres 
Ie sien. 11 est vrai qu'il etait loue, et netait-ce pas assez, dira-t-on ? Mais un Seigneur de 
fief nen quittera pas pour des louanges celui qui pretend lui devoir foi et hom mage des 
terres qu'il tient de lui. Je parle selon sa pretention, et ne decide nullement s'il etait en 
effet Ie Seigneur ». 

77 



Montmort 

Ie probU:me des points la partie durera au plus a + b -1 jeux, (a + b) etant la 
somme des jetons des deux joueurs, car Ie gagnant d'un jeu gagne un point 
et Ie perdant ne gagne rien. Dans une lettre datee du 15 novembre 1710 
adressee a Nicolas Bernoulli, Montmort indique qu'll a resolu Ie probleme 
de la duree d'un jeu pour des joueurs de forces egales jouant avec Ie meme 
nombre de jetons1• 11 donne, sans demonstration, un resultat numerique 
pour la probabilite d'une duree maximale de 26 et 28 jeux pour deux joueurs 
ayant chacun 6 jetons2• 

4.6. Biographie de Montmort (1678-1719) 
Pierre de Remond, futur marquis de Montmort natt a Paris Ie 27 octobre 
1678 de Frans:ois Remond, ecuyer, Sieur de Brevande et de Marguerite 
RaIle. Apres Ie college, son pere lui fait etudier Ie droit, car llle destine a une 
carriere de magistrat. Mais Ie pere etait aussi severe que Ie fils etait rebelle 
a toute contrainte. Las du droit et de la maison paternelle Pierre decide de 
partir visiter l'Angleterre, et passe par la Hollande ainsi que par I'Allemagne. 
Au cours de son voyage il decouvre et se passionne pour la Recherche de fa 
verite de Nicolas Malebranche3• Pierre revient en France en 1699 alors qu'll 
vient tout juste d'avoir vingt et un ans. Son pere meurt peu apres et Pierre 
res:oit un heritage considerable qu'il saura gerer sans frivolite. 11 se plonge 
des lors dans la phllosophie et les mathematiques. 11 a alors peu de contacts, 
si ce n'est avec Malebranche qu'il considere a la fois comme son maitre, son 
guide et son ami. Malebranche lui enseigne la philosophie et la physique 
de Descartes. En 1700, notre futur mathematicien rep art en Angleterre, et 
y rencontre plusieurs savants, dont Newton. De retour en France, il pour
suit sa decouverte des mathematiques durant trois annees. Mais son frere 
cadet, a qui 1'0n avait confie un canonicat a Notre Dame de Paris (poste de 
chanoine, peu exigeant, dit-on), renonce a l'etat ecclesiastique et Pierre est 
sollicite pour Ie remplacer. 11 accepte plus par devoir que par gout: les heures 
qu'il passe au chreur sont autant de moins de consacrees aux mathematiques. 
Vers la fin de 1704, Pierre Remond achete Ie chateau de Montmort, situe en 
Champagne, a 18 krn d'Epernay. Ce domaine remonte au Moyen Age, sans 
doute a Germond de Montmort en 1042. Le chateau Renaissance, entoure 
de son parc et de son jardin potager qu'll domine, est un tres beau specimen 
de l'architecture du XVIe siecle. 

1. Essai d'Analyse ... , 1713, p. 303-307. 
2. A. Hald a determine l'equation qui traduit les resultats de Montmort pour la duree d'un 

jeu dans son ouvrage History ofprobability ... before 1750, Wiley, 1990, p. 350-352. 
3. Nicolas Malebranche (1638-1715) est philosophe et theologien. Voulant vivre dans la 

retraite, il s'enferma des 1660 dans la congregation de l'Oratoire. 11 a ete l'un des plus 
illustres disciples de Descartes. Par ailleurs mathematicien et physicien, il devient, en 
1699, membre de l'Academie des sciences. 

78 



Montmort 

A artir de cette epoque c'est dans ce chateau que de Montmort passera la 
1 p grande partie de son existence. Non loin de la, au chateau de Mareuil, 

p. U\t la duchesse d'Angouleme, qui etait la veuve du fils illegitime de 
VIva 1· d .. p. d Md· Charles IX. En U1 ren ant Vlslte, lerre e ontmort rencontra rna emOl-

lle de Romicourt, petite niece et filleule de la duchesse a qui il proposa Ie 
se adage en 1706, apres avoir renonce au canonicat. Les nouveaux maries 
:nt mener une vie simple et retiree et Montmort va elaborer son principal 
ouvrage : Essai d'analyse sur lesjeux de hasard, qui parait en 1708. Cet ouvrage 
est contemporain des recherches de Nicolas Bernoulli (1687-1759), ce neveu 
de Jacques Bernoulli qui prendra la peine de publier l'Ars Conjectandi de 
son onele. Nicolas Bernoulli soutient en 1709 sa these de doctorat en droit 
sur Ie theme de l'art de la conjecture en droit. I1 y traite de l'optimisation 
des rentes viageres, du calcul des usufruits selon les differents ages, etc. La 
proximite des recherches de Nicolas Bernoulli et de Pierre de Montmort 
fait naitre entre les deux hommes une solide amitie et une saine emulation. 
Lorsque Nicolas Bernoulli se rend en France, Montmort l'invite dans son 
chateau, et Bernoulli y restera trois mois. 

Peu de temps apres, en 1711, de Moivre presente a la Royal Society une 
etude sur la doctrine du hasard dont la version latine, De Mensura Sortis, sera 
publiee la meme annee dans les Transactions. Montmort est d'abord pique 
par cette etude qui lui parait avoir ete entierement inspiree par son Essai 
d'analyse sur lesjeux de hasard pam trois ans plus tot. Vne querelle de priorite, 
par personnes interposees, commence alors a s'engager, mais heureusement 
les deux hommes prennent contact directement. A l'occasion d'un voyage 
a Londres1, en 1715, de Montmort rencontre de Moivre, tous deux s'expli
quent leurs travaux respectifs et finalement tout doute de plagiat disparait. 
C'est au cours de ce voyage a Londres, que de Montmort est elu, Ie 9 juin 
1715, membre de la Royal Society. Entre-temps, il a fait paraitre en 1714 
une nouvelle edition de son Essai d'analyse sur les Jeux de Hasard. I.:ouvrage 
est considerablement augmente et comporte la correspondance avec Nicolas 
Bernoulli. I.:annee 1716 commence tres bien pour lui puisqu'il est admis, 
en tant qu'associe, a l'Academie des sciences de Paris Ie 2 fevrier. Mais en 
septembre 1719, de Montmort quitte son domaine pour un voyage d' affaire 
a Paris. I1 contracte la petite verole, qui faisait alors beaucoup de ravages, et 
en meurt Ie 7 octobre. 

1. Ce troisieme voyage de Montmort a Londres etait motive par l'observation d'une eclipse 
solaire, qui devait etre totale dans la capitale anglaise. 

2. De Montmort ne peut etre elu membre a part entiere, car il ne reside pas a Paris. 
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4.7. Publications de Montmort et references 
- Essai d'analyse sur les Jeux de Hasard, Paris, Qyillau, 1708 (2e ed. 1713-

1714). 

- De seriebus injinitis traetatus, Phil. Trans. Royal Soc., 30, 1720, 
p.633-675. 
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5.1. Jacob Bernoulli 

5.1.1. La publication posthume de I'Ars Conjectandi 

L'ouvrage Ie plus connu de Jacob Bernoulli est son Ars Conjectandi, qui pose 
les fondements de la theorie statistique du calcul des probabilites. Ce livre 
est laisse inacheve a la mort de Bernoulli, Ie 16 aout 1705. Ce traite est Ie 
premier ouvrage con~u, sinon pub lie, sur la theorie des probabilites, puisqu'il 
ne parait qu'en 1713 alors que l'ouvrage de Pierre-Remond de Montmort 
Essai d'analyse des jeux de hasards a ete rendu public en 1708. 

Bien que Leibniz ecrive que c'est a sa demande que Jacob Bernoulli a 
compose son Ars Conjectandi : « Feu M . Bernoulli a cultive cette matiere 
sur mes exhortations »1 . Bernoulli a, en fait, deja ecrit ce que comporte 
son traite lorsqu'une correspondance sur les probabilites s'etablit entre les 
deux mathematiciens, comme on peut Ie verifier en consultant l'ouvrage du 
bibliographe de Leibniz, C.I. Gerhardt2. 

L'Ars Conjectandi est donc publie en 1713, huit ans apres la mort de son auteur. 
Une courte preface est ajoutee par Nicolaus Bernoulli, un fils d'un frere de 
Jacob et de Jean. Cette preface indique que la quatrieme partie de l'ouvrage 
a ete laissee inachevee par l'auteur. Le livre contient en outre une annexe, 
redigee en Fran~ais, intitulee Lettre a un amy, sur les parties dujeu de paume, et 
un traite sur les series constitue de cinq memoires ecrits par Bernoulli pour 
servir de sujets de these a certains de ses etudiants, dont Nicolaus (egale
ment appele Nicholas I), son neveu. L'editeur a utilise d'ailleurs la figure de 
l'un des memoires, celui relatif a la these de Jacob Hermann (1678-1753) 
publie en 1696, pour illustrer (face a la page 306) Ie traite sur les series dans 
l'edition originale de l'Ars Conjectandi. Cette particularite s'explique d'ailleurs 
simplement parce que c'est ce meme Jacob Hermann qui mit en ordre Ie 
manuscrit de Bernoulli, suite a !'intervention de Leibniz qui conseilla ce 
choix a la veuve de l'auteur. Hermann prit egalement Ie soin de faire inserer 

1. Leibnitii Opera Omnia, studio Ludovici Dutens, Genevae, de Tournes, 1768, vol. VI, 
1 re partie, page 217. 

2. Leibnizens Mathematische Schriften, vol. III, Ire partie, Halle, 1855. 
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un resume de l'Ars Conjectandi dans les divers eloges consacres a Bernoulli 
apres sa mort en 1705. L'eloge redige, en 1705, et publie des 1706 par Joseph 
Saurin1 (1659-1737) contient l'annonce par Hermann de la loi des grands 
nombres de Bernoulli. Nous en donnons ci-dessous un extrait: 

« [Jacob Bernoulli] achevoit un grand Ouvrage, De Arte Conjectandi, et quoiqu'il n'en 
ait rien paru, nous pouvons en donner une idee sur la foi de M. Herman. Les Regles 
d'un jeu etant supposees, et deux Joueurs de la meme force, on peut, en quelque 
etat que soit une partie, determiner par I'avantage qu'un des Joueurs a sur I'autre, 
combien il y a plus a parier qu'il gagnera. Le pari change selon tous les ditterents 
etats ou sera la partie, et quand on veut considerer tous ces changements, on 
trouve quelquefois des Series ou suites de Nombres reg lees, et meme nouvelles et 
singulieres. Si ron suppose les Joueurs inegaux, on demande quel avantage Ie plus 
fort doit accorder a I'autre, ou reciproquement I'un avant accorde a I'autre un certain 
avantage, on demande de com bien il est plus fort et il est a remarquer que souvent 
les avantages ou les forces sont incommensurables, de sorte que les deux Joueurs 
ne peuvent jamais etre parfaitement egales. Les raisonnements que ces sortes de 
matieres demandent sont ordinairement plus delies, plus fins, composes d'un plus 
grand nombre de vues qui peuvent echapper, et par consequent plus sujets a erreurs 
que les autres raisonnements mathematiques. Par exemple deux Joueurs egaux 
jouant en 4 parties liees, si run en a gagne 3 et I'autre 2, il faut raisonner assez juste 
pour determiner precisement que ron peut parier 3 pour celui qui ales 3 parties et 
1 seulement pour celui qui en a 2. Ce cas est des plus simples et on peut juger par 
la de ceux qui sont infiniment plus compliques. Quelques grands Mathematiciens et 
principalement Mrs Paschal & Huguens, ont deja propose ou resolu des Problemes 
sur cette matiere, mais ils n'ont fait que I' effleurer, et M. Bernoulli I'embrassoit dans 
une plus grande etendue, et I'approfondissoit beaucoup davantage.llia porto it me me 
jusqu'aux choses Morales et Politiques, et c'est la ce que I'Ouvrage doit avoirde plus 
neuf et de plus surprenant. Cependant si ron considere de pres les choses de la vie 
sur lesquelles on a tous les jours a deliberer, on verra que la deliberation devroit se 
reduire, comme les Paris que ron feroit sur un jeu, a comparer Ie nombre des cas 
ou arrivera un certain evenement au nombre des cas OU il n'arrivera pas. Cela fait, 
on sauroit au juste, et on exprimeroit par des nombres de combien Ie parti qu'on 
prendroit seroit Ie meilleur. Toute la difficulte est qu'il nous echappe beaucoup de cas 
OU I'evenement peut arriver, ou ne pas arriver, et plus iI ya de ces cas inconnus, plus 
la connoissance du parti qu'on doit prendre paroTt incertaine. La suite de ces idees 
a conduit M. Bernoulli a cette question, si Ie nombre des cas inconnus diminuant 
toujours,la probabilite du parti qu'on doit prendre en augmente necessairement, de 
sorte qu'elle vienne a la fin a tel degre de certitude qu'on voudra. II semble qu'il n'y 
ait pas de difficulte pour I'affirmative de cette Proposition, cependant M. Bernoulli qui 
possedoit fort cette matiere, assuroit que ce Probleme etoit beaucoup plus difficile 
que celui de la Quadrature du cercle, et certainement il seroit sans comparaison plus 
utile. II n'est pas si glorieux a I'Esprit de Geometrie de regner dans la Phisique, que 

1. IJEloge de M. Bernoulli redige par Joseph Saurin fut publie en 1706 dans Ie Journal des 
Savants, p. 81 et suiv.(edition de Paris), puis dans les Mimoires de l'Acadimie Royale des 
Sciences, annie 1705, imprimes en 1730, p. 139-150. 

83 



Les Bernoulli 

dans les choses Morales, si compliquees, si casuelles, si changeantes ; plus une 
matiere lui est opposee, et rebelle, plus il a d'honneur a la dompter. II 

On do it a Jacob Bernoulli, dans son traite, la distinction entre Ie concept de 
probabilite objective ou statistique, qui est utilise pour decrire les proprietes 
de mecanismes aleatoires comme les jeux de hasard, et celui de probabilite 
subjective utilise pour mesurer Ie degre de credibilite d'une proposition basee 
sur une certaine evidence qui n'a pas besoin d'etre de nature statistique. 

L'histoire de la publication de l'Ars conjectandi en 1713 est assez complexe. 
Dans son article The Significance of Jacob Bernoulli's Ars Conjectandi for the 
Philosophy ofprobability today! Glenn Shafer indique que Saurin, Leibniz et 
Montmort ecrivirent a Johann Bernoulli pour lui demander de completer 
Ie livre de son frere et Ie publier. Ce1ui-ci aurait repondu que les heritiers de 
Jacob ne Ie souhaitaient pas. En fait, Nicholas I et Jacob Hermann avaient 
eu acces au manuscrit de l'Ars conjectandi, et Hermann l'avait sans doute 
mis en ordre mais il partit enseigner a Padoue en 1707 et Nicholas redigea 
sa these jusqu'en 1709. F'inalement, en 1710, ecrit Shafer, Montmort a ecriti 
Johann en proposant de payer Ie cout de la publication de l'Ars conjectandi. 
L'offre, selon Shafer ne fut pas acceptee. On ne sait exactement Ie role joue 
par les differents intervenants pour cette edition mais certaines publications 
eclairent la question.2 On est cependant certain que Nicholas I s'est interesse 
de pres a l'edition du livre de son oncle et etait en contact avec l'editeur. Le 
9 septembre 1713, il ecrit en effet a Montmort : « Le livre de feu mon onele 
vient de sortir de la presse, Ie libraire m' a dit qu'il en a envoye un exemplaire 
par la poste a M. Koenig [ ... ] » 

5.1.2. Les quatre parties de /'ouvrage 

La premiere partie de l'Ars conjectandi est un commentaire du traite de 
Huygens De ratiociniis in aleae ludo3 que Bernoulli complete et mathematise 
par des formules. 

Le terme epreuve de Bernoulli a ete adopte depuis la publication de l'Ars 
conjectandi pour definir une experience aleatoire de parametre p (reel compris 
entre 0 et 1) et comportant deux issues, Ie succes ou l'echec,p representant 
la probabilite d'un succes et q = 1 - P representant la probabilite d'un echec. 
En effet, dans cette premiere partie de son livre, Bernoulli indique que la 
probabilite d'un evenement est constante pour un jeu unique et qu'elle est 
independante des resultats de jeux precedents. 

1. www.glennshafer.comlassets/ downloads/ articles/ articleSS. pdf 
2. C£ N. Meusnier, Nicholas, neveu exemplaire, Electronic journal for probability and statistics, 

vol. 2, n° 1,june 2006, www.jehps.net 
3. Voir notre chapitre consacre a Huygens. 
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Bernoulli donne une demonstration alternative a celie donnee par Huygens 
oncernant sa tres connue troisieme proposition, a savoir : Avoir p chances 
~'obtenir a et q chances d'obtenir b donne une attente (esperance mathe

pa+qb 
rnatique) egale a : 

p+q 

11 formule comme suit cette demonstration! : 

« Voici une autre demonstration de la meme regie: Supposons un nombre de joueurs 
egal au nombre des cas en general. c'est-a-dire, a p + qde maniere qu'iI y ait un cas 
pourchaque joueur; supposons, par exemple, qu'il y aitp+qboltes, et qu'on aitcache 
dans chacune ce que donne I'une des deux especes de cas, savoir, a dans chacune 
des boites dont Ie nombre est p, et b dans chacune de celles dont Ie nombre est q. 
Si chacun des joueurs re~oit une de ces boites, ils en recevront ensemble la totalite, 
et ils ne pourront manquer d'avoir conjointement tout ce qu'elles contiennent, savoir, 
pa + qb et comme ils ont tous une attente ega Ie, il faudra diviser ce qu'ils recevront 
ensemble, par Ie nombre de joueurs, ou par Ie nombre des cas: d'ou il s'ensuit que 

I'attente de chacun vaudra pa + qb . On demontrera de la meme maniere que si 
p+q pa+qb+rc 

j'ai pcas pour a, qcas pour bet rpour c, mon sort sera ~--'---
p+q+r 

Corol/aire: De la il resulte, que si j'ai p cas pour avoir a, et q cas pour avoir 0, mon 

attente vaudra ~ etc.» 
p+q 

La seconde partie de l'ouvrage traite de l'analyse combinatoire en neuf 
chapitres. Le terme permutation y est introduit pour la premiere fois se10n 
Smith2• 

Bernoulli definit ainsi les permutations et les combinaisons : 

« J' appelle permutations, les variations des choses, selon lesquelles la meme quan
tite de choses etant conservee, I'ordre et la position entre ces choses est modifie 
de diverses fa~ons. » 
« Les combinaisons des choses sont les assemblages selon lesquels on ate quel
ques-unes des choses qui constituent une multitude determinee, ces assemblages 
ne tenant aucun compte de I'ordre ou de la situation des choses. » 

Bernoulli demontre diverses regles permettant le calcul des permutations 
et des combinaisons. 

Le chapitre III de cette deuxieme partie traite des nombres figures et donne 
une table equivalente au Triangle de Pascal. 

On trouve egalement dans cette Partie, la definition des nombres de 
Bernoulli. 

1. Page 8 de l'edition originale de 1713. 
2. History of Mathematics, vol. 2, p. 528 
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Les nombres de Bernoulli sont lies aux polynomes de Bernoulli, notes Bn(x), que ron peut 
detinir par recurrence au moyen des trois conditions: 

• B.(x) = 1 

• pour tout n: Bn+l(x) = (n + 1) B)x) 

.11 B (t)dt = 0 
o " 

On a, de plus: B)x + 1) - B)x) = n )("-1. Ces polynomes sont utiles dans des problemes 
d'interpolation (approximation de fonctions par des expressions polynomiales). On retrouve 
ces polynomes dans Ie developpement en serie : 

te'" t 2 t" 
-1- = Bo(x) + BJ (x).t + B2 (x).- + ... + B.(x).- + ... 
e -1 2! n! 

Lorsque x = 0, on obtient Ie developpement de t!(e' -1) et les Ilombres de Bernoulli appa
raissent en tant que bn = B)O). 

Ce meme troisieme chapitre de la deuxieme partie de l'Ars Conjectandi, 
contient, selon Francis Maseres, la premiere demonstration du theoreme du 
binome de Newton. La formule du binome a ete publiee pour la premiere 
fois, sans demonstration, par John Wallis en 1685. Maseres donne ces 
indications dans son ouvrage The doctrine of permutations and combinations!. 
II affirme que la lecture des seuls trois premiers chapitres de cette seconde 
partie permet de com prendre la demonstration. II reproduit donc Ie texte 
original de Bernoulli en latin puis donne sa propre traduction en anglais de 
ces trois chapitres. 

La troisieme partie de l'ouvrage est relative a l'emploi de la doctrine des 
combinaisons developpee dans la partie precedente. 

Si ron resume Ie resultat de Bernoulli on peut ecrire ce qui suit: 

Soit une experience aleatoire conduisant a deux eventualites : I'une appelee succes 
de probabilite p, a laquelle on associe la valeur 1 ; I'autre appelee echec de probabilite 
q = 1 - p, a laquelle on associe la valeur O. On peut detinir alors une variable aleatoire X a 
valeurs dans {0,1}, dite de Bernoulli. 

Repetons n fois une telle epreuve de Bernoulli, ces epreuves successives etant inde
pendantes, et appelons Xi la variable aleatoire associee a I'experience d'indice i. Les lois 
des Xi etant identiques [Prob{X = 1} = p et Prob{X = O} = q]. en posant A = Xl + X2 + .. . + X~ 
Bernoulli demontre la loi binomiale : 

Prob {A = k} = Cnk pkqn- k 

ou Cnk designe Ie nombre de combinaisons de k objets parmi n. 

L'appellation loi binomiale est due au lien avec Ie developpement de la formule du binome 
de Newton (p + q)n: on sait que la somme des probabilites Prob{A = k} pour kvariant de 0 
a n doit etre egale a 1 ; or (p + q) = 1 et, precisement, selon la formule de Newton: 

(p + q)n = Cno pnqo + Cnl pn-lql + Cn2 pn - 2q2+ ... + C:-lpqn-l + Cn" pOqn 

Cette troisieme partie de l'Ars Conjectandi traite vingt-quatre exemples, plus 
ou moins complexes, de calculs de gains dans divers jeux de hasard. 

1. Londres, White, 1795, pages 233-234. 
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La quatrieme partie, restee inachevee, contient les pensees philosophiques de 
Bernoulli concernant les probabilites ainsi que les applications economiques 
et morales. Le theoreme de Bernoulli (loi faible des grands nombres) est 
demontre dans cette quatrieme partie. Avec les notations precedentes, si k est 
Ie nombre de succes obtenu au cours des n experiences, la variable aleatoire 
AI n, moyenne arithmetique des Xi' prend la valeur kin. La celebre loi exprime 
que plus n est grand, plus il est probable que kin soit voisin de p [Qyel que 
soit E > 0, lorsque n tend vers l'infini, lim Pr(1 kin - p I < E) = 1]. 

Cette quatrieme partie est intitulee Usage et application des doctrines prece
dentes dans les Affaires civiles, morales et economiques. 

Au chapitre II intitule De la Science et de la Conjecture (page 213), Bernoulli 
donne sa conception de la probabilite : 

« Nous disons savoirou comprendre ce qui est certain et indubitable; conjecturer 
seulement ou opiner, tout Ie reste. 
Conjecturerquelque chose, est mesurer sa probabilite; et pour ceUe raison rArt de 
Conjecturerou Stochastique, est defini par nous comme I'art de mesurer exactement 
les probabilites des choses, afin que no us puissions toujours choisir dans nos actions, 
ce qui est preferable ou plus habile ; la sagesse du Philosophe et la prudence du 
Politique sont d'ailleurs dirigees en ce sens. 
Les probabilites sont exprimees d'apres Ie nombre, et d'apres Ie poids des arguments, 
qui prouvent ou indiquent en quelque sorte que quelque chose arrive, arrivera ou est 
arrive. O'autre part par Poids, j'entends la force de prouver. 
Les Arguments eux-ml3mes sont so it intrinseques, communement artiliciels, [ ... J 

soit extrinseques et non artificiels, resultant de I'autorite ou du temoignage des 
hommes. )) 

Au chapitre III, Comment les poids des arguments sont estimes en supputant les 
probabilites des chases, Bernoulli, distingue trois types d'arguments : ceux qui 
existent necessairement et indiquent avec contingence, ceux qui existent avec 
contingence mais indiquent necessairement et ceux qui existent et indiquent 
a la fois avec contingence c'est-a-dire non necessairement. Ses calculs du 
poids des arguments observent, de plus, une distinction entre des arguments 
purs et des arguments mixtes, ces derniers pouvant prouver, se10n les cas, 
une chose ou son contraire. 

Le chapitre IV, La double maniere de chercher Ie nombre de cas. Ce qu'il fout 
penser de la maniere de letablir par l'experience, introduit la distinction entre 
probabilites definies a priori et a posteriori. Le premier cas est ce1ui des jeux 
de hasard pour lesque1s les probabilites sont connues par l'expose du jeu et 
ou l'on suppose generalement l'equiprobabilite comme dans les jeux de pile 
ou face, ce qui ramene Ie calcul des probabilites a un probleme de denom
brement. Le second cas est celui ou la probabilite n'est pas connue a priori. 
L'exemple donne par Bernoulli est ce1ui de l'urne dont on ne connait pas Ie 
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contenu. Dans ce cas c'est l'iteration d'un grand nombre d'experiences qUi 
menera a l'estimation de la probabilite. 

La premiere loi des grands nombres est done introduite par Bernoulli a 
partir de la constatation de l'evidence de la methode de determination a 
priori des probabilites dans des jeux tels que Ie jeu de des, car il suffit de 
denombrer les cas possibles et les cas favorables. Mais, dit-il, qu'en est-il 
lorsqu'il s'agit de prevision du temps ou de jeux d'adresse lorsque les causes 
sont cachees et l'enumeration des cas impossible ? Bernoulli choisit alors 
la determination de la probabilite des cas favorables a posteriori. 11 indique, 
page 224 que 1'0n doit considerer qu'un evenement particulier doit arriver 
dans Ie futur aussi souvent qu'il a ete donne d'observer sa realisation ou sa 
non-realisation dans Ie passe. Bernoulli est en fait Ie premier a mathematiser 
cette notion evidente mais vague selon laquelle l'incertitude decroit avec Ie 
nombre d'observations. 11 ajoute, a la page suivante, que meme pour Ie plus 
stupide des hommes, l'instinct naturel, et sans aucune instruction, ce qui est 
remarquable, Ie conduit a etre convaincu que plus on a fait d'observations, 
moins Ie danger de s'ecarter de son but est grand. 

11 donne page 224, la definition de son approche frequentiste : 

« Ce qu'il n'est pas possible d'extraire a priori, il sera possible de I'extraire a 
posteriorid'apres Ie resultat des exemples semblables souvent observes; car il est 
presume que ce qui peut ensuite arriver ou ne pas arriver, arrivera ou n'arrivera pas 
dans un nombre de cas identique au nombre observe precedemment dans des cas 
sembi abies. » 

Bernoulli a done entrepris de demontrer que la « certitude morale» peut 
etre approchee autant qu'on Ie desire en multipliant les observations. 11 pose 
Ie probleme (page 226) : 

« Je suppose qu'a votre insu, sont placees dans une urne 3 000 billes blanches et 
2 000 billes noires et que pour tenter de determiner ces nombres de billes vous 
tirez une bille apres I'autre, (en prenant soin de remettre les billes dans I'urne 
apres chaque tirage de telle sorte que leur nombre ne so it pas diminue) et que vous 
observez com bien de fois sortirait Ie blanc et combien de fois Ie noir. II est cherche 
si vous pouvez faire cela un nombre si eleve de fois qu'iI devient dix fois, cent fois, 
mille fois etc. plus probable, c'est-a-dire plus moralement certain que Ie nombre de 
billes blanches et noires tirees sont dans Ie rapport 3/2 comme elles Ie sont dans 
I'urne plutat que dans un rapport different». 

Et il ajoute : 

« Pour eviter que cela ne so it compris autrement qu'il faut, nous devons noter que Ie 
rapport que nous tentons de determiner par des experiences [ ... 1 doit etre recherche, 
non precisement et dans !'indivisible, mais avec une certaine latitude, c'est-a-dire 
entre deux limites qui peuvent etre aussi proches que nous Ie des irons. Par exemple, 
dans Ie cas des billes evoque plus haut, si no us prenons deux rapports 301/200 et 
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299/200 ou 3 001/2 000 et 2 999/2 ODD, etc. qui sont immediatement I'un superieur 
et I'autre inferieur au rapport 3/2, il sera montre que I'augmentation du nombre de 
tirages memera a une probabilite plus grande de tomber a I'interieur des limites 
speciMes qu'a I'exterieur de ces limites. » 

Bernoulli ajoute : 

« Ce probleme est celui que je me suis propose de reveler en ce lieu apres lui avoir 
consacre vingt ans de travaux. O'une part sa nouveaute, d'autre part sa difficulte et 
sa tres grande utilite font que sa solution depasse en importance et en valeur tous 
les autres chapitres de la presente doctrine. )) 

Void Ie texte de BernoullP re1atif a ce que nous appe10ns son theoreme : 

« Propos. Princip. [ ... 1 Sit igitur numerus casuum fertilium ad numerum sterilium-vel 
prrecise, vel proxime in ratione rls, adeoque ad numerum omnium in ratione r/(r t s) 
seu r/t, quam rationem terminent limites (r + 1 )Itet (r- 1)1t. 
Ostendum est, tot posse capi experimenta, ut datis quotliber (puta c) vicibus, 
versimilius evadut, numerum fertilium observationum intra hos limites quam extra 
casurum esse, h.e. numerum fertilium ad numerum omnium observationum rationem 
habiturum nee majorem quam (r + 1)1t. nee minorem qua (r - 1)1t. )) 

Qye nous traduisons comme suit: 

« Admettons que Ie nombre de cas fertiles est exactement ou approximativement 
dans Ie rapport r/s, au nombre de cas steriles, si bien que Ie rapport du nombre de 
cas fertiles a la totalite des cas est rl(r + s) ou rlt (avec t = r + s) qui est compris 
entre les limites (rt 1)/tet (r-1)/t.1I est possible d'effectuer un nombre d'essais 
assez eleve pour qu'il soit plus probable, dans Ie rapport de n'importe quel nombre 
donne (disons cl. que Ie nombre de cas fertiles soit compris entre les limites Irt 1 )/t 
et (r-1 )/t, que Ie cas contraire. )) 

En termes modernes nous dirions : Si une epreuve de Bernoulli, ayant une 
probabilite rlt, est repetee un grand nombre de fois, on peut choisir un 
nombre c aussi grand que l'on veut pour que la probabilite que la frequence 
de realisation des cas favorables soit comprise entre Ies limites {r + l)lt et 
(r-1)lt, soit c fois plus elevee que Ia probabilite du cas inverse, c'est-a-dire 
plus grande que cI{c + 1). 

5.1.3. La demonstration du theoreme de Bernoulli par son auteur 

Le chapitre V de la quatrieme partie de l'Ars Conjectandi (pages 228 a 237) 
donne une demonstration tres complexe du theoreme. 

Cette demonstration est basee sur 5 lemmes dont nous donnons Ies enonces 
sans demonstrations (qui peuvent etre trouvees par exemple dans l'article de 
Sheynin reference plus bas). 

1. Page 236 de l'edition originale de 1713. 
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~J6 vlll TIS C04V J ECT AND 1 
.n~. "'-r. r+, &.,+ ~J on1.neslimultmnioiiDtwutrwnqueJiaU; 
tem ~ 8( .\ c:olllpnhensi multo plurihus quam, vicibus ru~ 
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circ;umlocutionis tzdium vicem, vocabo cafus iDOl, quibus e\fCIJ. 
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quibus idem eventus potell non' comingere: ne~ non aperimmta 
fll&l'ld.live (emU .. iIL1, qutbus aliquis caruum fertilium evenire·d .. 
prchcnditur; &; i"!lMcn"dlf five pmU", quibos fierilium 3.liquis coo. 
tingerc obfervatur. Sit igitur numerus cafuum fertilium .ad nUnlo. 
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1"" ,+1 r-r 11 d d' It d"_" '-., !.IlliteS ,- Be -. Onen en um e , tgt pone Qpt expUI",~ . " 
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, rationem habitanun nce; majorem quam I'~, nec: nllnOI!ClJ1 quam 

Theoreme de Bernoulli, Ars conjectandi, 1713 
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« LEMME 1. Etant donne un ensemble de nombres naturels 0, 1, 2, 3, ... , r - 1, r, r 
+ 1, ... , r + s. continue de telle sorte que Ie dernier terme soit un multiple de r + s, 
cet ensemble peut s'ecrire : 
0,1.2,3, ... ,nr-n, ... ,nr, ... ,nr+n, ... ,nr+ns. 
Si on fait cro7tre n, Ie nombre des termes compris entre nr et nr - n ou nr + n, de 
meme que ceux qui sont compris entre ces derniers et ° ou nr + n, augmente, mais 
aussi grand que so it n, Ie nombre de termes plus grands que nr + n ne sera pas plus 
de s-1 fois plus grand que Ie nombre de termes compris entre nret nr + n. De meme 
Ie nombre de termes inferieurs a nr - n ne sera pas superieur a r - 1 fois Ie nombre 
de termes compris entre nr - n et nr. 

LEMME 2. Toute puissance entiere d'un binome r + s est developpee en un nombre 
de termes ega I a I'exposant + 1. 

LEMME 3. Le developpement du binome r + s avec un exposant qui est, du moins, 
un multiple entier de r + s = t, par exemple n(r + s) = nt, comporte un terme M qui est 
Ie plus grand si Ie nombre de termes qui Ie precedent est au nombre de termes qui Ie 
suivent dans Ie rapport sa r, ou ce qui revient au meme si les exposants des lettres r 
et s dans ce terme sont dans Ie rapport des grandeurs ret s elles-memes. Le terme 
Ie plus proche de chaque cote de M est plus grand que Ie terme Ie plus distant du 
meme cote. Cependant ce meme terme M est dans un rapport moindre a un terme 
plus proche que Ie rapport de ce terme plus proche a un autre plus distant, sous 
reserve que Ie nombre de termes intermediaires so it Ie meme dans les deux cas. 

[Bernoulli adopte donc une loi binomiale pour la variable Ndu nombre d'echecs, avec 

les notations p =:. ,probabilite de succes, appele cas fertile, q = ~ ,probabilite 
t t 

d'echec, appele cas sterile et ntnombre d'epreuves. On a : 
nt.(nt -l).(nt - 2) .... (nt - k -1) nt-k" 

~N=~ p q ; 
1.2.3 .... k 

avec des notations modernes len~a[~;lum M est Ie ter[:~lle plus grand du d(e:e)l~ppe-
. '" lit nt-It It. III-ns tIS n. 

mentdu blnome (r+s) = E k·r s ,SOlt ns·r s = ( )I( )I·J 
~ M.m. 

LEMME 4. Dans Ie developpement d'un binome d'exposant nt, n peut etre pris assez 
grand pour que Ie rapport du terme Ie plus grand M a chacun des deux termes Let 
A distants de M de ntermes sur la droite et sur la gauche, so it aussi grand qu'on 
Ie desire. 

LEMME 5. Dans Ie developpement d'un binome d' exposant nt, n peut etre pris assez 
grand pour que Ie rapport de la somme de tous les termes depuis Ie plus grand, M, 
jusqu'aux termes L et A a la somme des termes restants, soit aussi grand qu'on 
Ie desire. » 

Suite a l'enonce du theoreme donne plus haut, Bernoulli observe: 

« A partir d'une probabilite donnee rltd'un cas fertile, et d'une probabilite sltd'un 
cas sterile, avec r + s = t, en ntessais, Ie nombre de cas possibles avec tous les cas 
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fertiles, OIJ tous les cas fertiles moins 1, ou tous les cas fertiles moins 2 etc. Sont 
lit (lit) IIt-1 (lit) IIt-2 2 t 't 'd' I d d' I r , 1 r s, 2 r s, ... e c., c es -a- Ire es termes u eve oppement du 

binome r + s eleve a la puissance nt. D'apres les lemmes precedents, Ie nombre 
d'essais avec nr cas fertiles et ns cas steriles correspond au terme maximal M, 
puisque selon Ie lemme III. nstermes Ie precedent et nrtermes Ie suivent. De plus, 
Ie nombre d'essais avec nr-nou nr + n sorties fertiles,les autres etant steriles, est 
la somme des termes entre les deux limites L et A (n termes de part et d'autre de 
M) detinies dans Ie lemme IV. En consequence, Ie nombre total de cas dans lesquels 
il n'y a pas plus de nr + n et pas moins de nr - n observations fertiles, est exprime 
par la somme des termes situes entre les limites Let A . Le nombre total des autres 
cas dans lesquels il arrive plus ou moins d'observations fertiles est exprime par la 
somme des termes au-dela des limites L ou A . L'exposant du binome peut iltre 
choisi assez grand pour que la somme des termes compris entre les limites Let A 
soit plus de cfois plus grande que la somme de tous les termes restant a I'exterieur 
de l'intervalle Let A (d'apres les lemmes IV et V), il s'ensuit que Ie nombre d'ob
servations peut iltre choisi assez grand pour que Ie nombre d'essais pour lesquels Ie 
rapport du nombre de cas fertiles au nombre total de cas ne depasse pas les bornes 
(nr+nl/ntet (nr-n)/ntou (r+ 1)/tet(r-1)/t, soit plus grand que cfois Ie nombre 
de cas restants. Donc, il devient c fois plus probable que Ie rapport du nombre de 
cas fertiles au nombre de cas total soit compris entre les limites (r + 1 )/tet (r-1l/t 
plutot qu'exterieur a cet intervalle. Quod erat demonstrandum. » 

Les dernieres pages (237 a 239) sont consacn!es a un calcul, qui complete 
Ie theoreme de la limite, afin de donner une valeur minimale du nombre 
d'epreuves necessaires pour que la probabilite que la frequence de realisation 
h des cas favorables soit comprise entre deux limites specifiees. L'exemple 
de Bernoulli est une epreuve ayant une probabilite de 0,6 ; une valeur du 
nombre c (defini plus haut) de 1 000 et une fourchette pour h autour de 0,6 
de 0,02. 11 obtient : 

P(0,58 < h < 0,62) > 1000 pour 25550 < n . 
- - 1001 -

En fait, Bernoulli donne ici la premiere determination d'un intervalle de 
confiance et, avant ce calcul, i1 avait souligne1 que Ie rapport entre Ie nombre 
de cas favorables lfertiles) et defavorables (steriles) determine par l'iteration 
de l'experience ne do it pas etre accepte comme precis et absolu (non praecise 
et in indivisibili acceptam) mais comme compris entre des limites que l'on 
peut rapprocher autant que l'on veut. 

1. Page 226 de l'edition originale de 1713. 
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5.1.4. La demonstration du theoreme de Bernoulli 
donnee par Poisson 

Nous avons indique que la demonstration donnee par Bernoulli de son 
theoreme etait complexe1• S.-D. Poisson2 en a donne la demonstration 
suivante: 

« Le theoreme [ ... 1 est dO a Jacques Bernoulli, qui en avait medite la demonstration 
pendant vingt annees. Celie qu'il a don nee se deduit de la formule du bintlme au 
moyen des propositions suivantes. 
Soient, 8 chaque epreuve, p et q les chances donnees des deux evenements 
contra ires E et F; 
soient aussi g, h. k, des nombres entiers, tels que ron ait 
p=g/k, q=h/k, g+h = k, p +q= 1; 
designons par m, n. ~, d'autres nombres entiers, lies 8 g, h. k, par les equations 
m=gk, n =hk, ~ =m +n =(g +h)k, 
de maniere que les chances pet q soient entre elles comme les nombres m et n, 
que I'on pourra rendre aussi grands qu'on voudra en augmentant convenablement 
g, h. k, sans changer leur rapport. Cel~Jlose : 
1°. Dans Ie developpement de (p + q) ,Ie terme Ie plus grand sera celui qui repond 
au produit p'" t et comme ce terme est la probabilite de rarrivee de m fois E et 
de n fois F (selon nos considerations precedentes) il s'ensuit que cet evenement 
compose, c'est-a-dire, rarrivee des evenements en raison directe de leurs chances 
respectives, est Ie plus probable de tous les evenements composes qui peuvent avoir 
lieu dans un nombre quelconque m d'epreuves. 
2°. Si ce no..rrJbre ~ est tres grand, Ie rapport du plus grand terme du developpement 
de (P + q l 8 la somme de tous les termes, ou 8 I'unite, sera une tres petitefrac
tion, qui diminuera indefiniment 8 mesure que ~ augmentera encore davantage ; par 
consequent, dans une longue serie d'epreuves,l'evenement compose Ie plus probable, 
Ie sera cependant tres peu, et de moins en moins a mesure que les epreuves seront 
plus longtemps prolongees. 
3°. Mais si ron considere dans Ie developpement de (p + q)P ,son plus grand 
terme, les Itermes qui Ie suivent et les Itermes qui Ie precedent, et si I'on designe 
par A. la somme de ces 21 + 1 termes consecutifs, on pourra toujours, sans changer 
ni p ni q, prendre ~ assez grand pour que la fraction A. differe de runite, d'aussi peu 
qu'on voudra ; et 8 mesure que ~ augmentera encore davantage, A. approchera de 
plus en plus d'etre ega I 8 un. On conclut de 18 que dans une longue serie d'epreuves, 
il y a tOlljours une grande probabilite A. que I'evenement E arrivera un nombre de fois 
compris entre les limites m ± I et F un nombre de fois compris entre m - / + I; de 
sorte que sans changer rintervalle 21 des limites de ces deux nombres, on pourra 

1. On trouvera, par exemple, dans Histoires de probabilitis et de statistiques, Paris, Ellipses, 
2004, au chapitre 3 une analyse de la demonstration de Bernoulli par Michel Henry. 
Voir egalement :fakob Bernoulli, On the law oflarge numbers. '!he Art of Conjecturing; Part 
Four, Translated in English by Oscar Sheynin, Berlin,2005; ISBN 3-938417-14-5. 

2. Simeon-Denis Poisson, Recherches sur la probabilite desjugements en matiere criminelle et 
en matiere civile, Paris, 1837, chap. 51 page 135. 
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rendre Ie nombre 11 des epreuves assez grand pour que la probabilite A so it aussi 
approchante qu'on voudra de la certitude. Si I'on prend les rapports de ces limites 
au nombre 11 des epreuves, que I'on ait egard aux equations precedentes, et qu'on 
fasse I 

-=8,p±8= p',q±8=q'. 
/-l 

ces rapports seront p' et q' .. et comme la fraction 5 diminuera indefiniment a mesure 
que 11 augmentera, il s'ensuit que ces rapports, variables avec 11, approcherontaussi 
indefiniment. et avec une tres grande probabilite, des chances pet q de E et F; ce 
qui est I'enonce du beau theoreme de Jacques Bernoulli. » 

5.1.5. Comment aires 

L'article Probabiliti de l'encyclopedie de d'Alembert et Diderot souligne Ie 
fait que Ie livre de Bernoulli est Ie plus important des livres alors parus qui 
« servent a determiner la vraisemblance des evenements, et les degres par 
lesque1s nous parvenons a la certitude morale. » 

Commentant les travaux de Jacob Bernoulli, Charles Gouraud, dans son 
Histoire du calcul des probabilitis (1848) ecrit : 

« Montmort donna en 1713 une edition bien plus correcte de son Essai, a la suite 
de laquelle il eut Ie bon goOt de publier la lettre de Johann Bernoulli et toute sa 
correspondance avec son neveu. Cette nouvelle publication fut re~ue avec plaisir ; 
elle eOt ete sans doute mieux accueillie encore, si cette an nee-I a meme Nicolas 
Bernoulli n'avait tire enfin des papiers de son oncle, cet Ars conjectandiqui changeait 
la face du Calcul des probabilites et dont I'originalite de genie, captiva, des qu'il 
parut, I'attention universelle. 
On a vu a combien de titres il meritait de I'obtenir. La doctrine philosophique qu'il 
donnait pour base a une theorie denuee jusque-Ia de ses premiers fondements, Ie 
principe dont il dotait une analyse reduite auparavant a quelques regles elementaires, 
les perspectives qu'il ouvrait enfin a un calcul resserre soixante ans dans les limites 
les plus restreintes, tout cela eta it bien fait pour frapper les esprits et pour donner 
a la decouverte de Pascal et de Fermat la popularite qu'elle avait si longtemps et 
si inutilement imploree. Un cri unanime s'eleva dans Ie monde de la science et 
annon~a a la posterite que I' Analyse des hasards allait entrer dans une ere nouvelle 
et commen~ait definitivement sa fortune. Cette fortune commen~a com me on devait 
s'y attendre par un elan general des esprits vers I'etude des applications. 
On avait admire la constitution philosophique octroyee par Bernoulli au nouveau 
calcul ; on avait surtout, et avec raison, fait Ie plus grand cas du principe original 
qu'il avait si heureusement approprie a son usage; mais ce qui devait seduire et ce 
qui charma en effet toutes les imaginations, ce fut la conquete de ce monde inconnu 
que I'illustre geometre avait designe aux futures entreprises de I'algebre ; ce qui 
arreta d'abord et prit toute I'attention, ce furent les derniers mots de ce testament 
intellectuel ou Bernoulli semblant leguer a son siecle la suite et I'achevement de 
ses travaux, avait montre du geste au Calcul des probabilites la riche carriere de 
I'economie civile et politique ... » 
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Les travaux de Bernoulli sur les sommes des puissances des nombres entiers 
et sur la loi faible des grands nombres qui etablit que si une epreuve est 
f(!petee un grand nombre de fois, il devient improbable que la moyenne des 
resultats des n premieres epreuves s'ecarte sensiblement de l'esperance du 
resultat d'une epreuve quand n augmente indefiniment, seront repris par De 
Moivre, poisson et Laplace, comme nous l'indiquerons plus loin. 

11 faut enfin signaler que les CEuvres de Jacob Bernoulli ont ete editees en 
deux volumes, a Geneve en 1744, par Cramer, sous la direction de Nicholas I 
sous Ie titre Jacobi Bernoulli Basiliensis Opera. 

5.2. Daniel Bernoulli 

5.2.1. Specimen theoriae novae de mensura sortis 

Le concept d'esperance morale a ete introduit par Daniel Bernoulli dans un 
memoire intitule Specimen theoriae novae de mensura sortis (Exposition d'une 
nouvelle theorie de la mesure du risque) qui fut publie1 en 1738. 

11 y indique que tous les « geometres » qui se sont interesses a « la mesure 
des sorts» ont considere que l'esperance d'un gain s'obtient « par la multi
plication de la valeur de chaque lot par Ie nombre de cas OU son obtention 
est certaine, sommation de ces produits et division par Ie nombre total de 
cas, ces cas etant, entr'eux egalement possibles. » 

Cette definition de l'esperance mathematique rappelee, Daniel Bernoulli 
tente de preciser ce qu'il entend par esperance morale: 

« [Je considerejle cas d'un homme tres pauvre attendant d'un tirage au sort avec 
une egale probabilite, soit rien. soit vingt mille ducats; doit-il estimer son sort dix 
mille ducats et prend-il une mauvaise decision en vendant son droit neuf mille 
ducats? II ne me Ie semble pas, bien que je crois qu'un homme riche irait contre 
son interet si. pouvant acquerir ce droit a ce prix. il s'y refusait. Si je ne me trompe 
pas, il est evident qU'on ne peut imposer Ie meme etalon a tous les hommes pour 
mesurer Ie sort, ni. par consequent, utiliser la regie [indiquee plus haut]. Mais si on 
est desireux d'examiner attentivement Ie probleme. on s'apercoit qu'on peut donner 
une definition du mot valeur utilise dans cette regie. de facon que tout ce qui en 
decoule s'impose sans reserve a tous, a savoir celie de valeur estimee non pas a 
partir du prix de I'objet mais a partir de I'utilite (emolumentum) que chacun peut 
en tirer. Le prix estime a partir de I'objet lui-meme est Ie meme pour tous. L'utilite 
depend de la condition de chacun.1I n'y a pas de doute que mille ducats offrent plus 
d'avantages pour un pauvre que pour un riche, bien que Ie montant soit Ie meme 
pour I'un comme pour I'autre. » 

1. Commentarii Academiae Scientiarum Petropolitanea, V, p. 175-192, (1730-1731), 1738. 
Une traduction en Anglais de L. Sommer a ete publiee dans Econometrica, vol. 22, n° 1, 
1954. 
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Laplace a defini, lui aussi, a plusieurs reprises, ce concept d'esperance morale 
en ces termes : 

« La probabilite des evenements sert a determiner i'esperance ou la crainte des 
personnes interessees a leur existence, et c'est so us ce point de vue que la science 
des hasards est une des plus utiles de la vie civile. Ce mot esperance a differentes 
accept ions : il exprime ordinairement i'etat de i'esprit humain lorsqu'il doit lui arriver 
un bien quelconque dans certaines suppositions qui ne sont que vraisemblables. 
Dans la theorie des chances, i'esperance est Ie produit de la somme esperee par la 
probabilite de i'obtenir. Pour distinguer les deux acceptions de ce terme, j'appellerai 
la premiere esperance morale, et la seconde, esperance mathematique. )) 

Daniel Bernoulli estime que si une personne possede une somme d'argent 
x et qu'il res:oit un increment dx, la valeur relative de cet increment est 
proportionnelle a dx et inversement proportionnelle a x. 

Laplace appelle x la fortune physique et y la fortune morale dont l'increment, 
selon ce qui precede est 

-{1J -_ k dx k UJ ou est une constante. 
x 

Donc y = klogx + logh 

{En latin, Daniel Bernoulli appelle « y» emolumentum) 

Daniel Bernoulli, apres quelques calculs enonce la regIe suivante concernant 
son concept d'esperance morale: 

« Chaque gain doit etre ajoute a la fortune initiale, puis cette somme doit etre elevee 
a une puissance egale au nombre de facons dont ce gain peut etre obtenu ; ensuite 
tOIJS les termes de ce type correspond ant aux divers gains doivent etre multiplies 
entr'eux. On prend ensuite la racine de degre egal au nombre total de cas possibles du 
produit obtenu. Enfin on soustrait du resultat la fortune initiale. Ce qui reste indique 
Ie sort de la proposition. Ce principe est essentiel pour la mesure de la valeur des 
propositions comportant un risque. )) 

Laplacel , qui reprend la theorie de Daniel Bernoulli, explicite cette regIe 
comme suit: 

« Supposons maintenant que la fortune physique d'un individu so it a, et qu'illui 
survienne i'expectative I'un des accroissements ~, ~, etc., ces quantites pouvant 
etre nulles ou meme negatives, ce qui change les accroissements en diminutions. 
Representons par p, q, r, ... les probabilites respectives de ces accroissements, la 
somme de ces probabilites etant supposee ega Ie a I'unite. Les fortunes morales 
correspondantes de l'individu pourront etre 

klog{a + a) + log h ,klog{a +,6) + logh ,etc. 

1. 1htorie analytique des probabilites, 1812, p.432-445. On trouvera egalement dans S.-F. Lacroix, 
Traite tiementaire du calcul des probabilites, Paris, 1816, un chapitre intitule « Esperance 
morale », qui reprend les calculs de Daniel Bernoulli et de Laplace. 
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En multipliant ces fortunes respectivement par leurs probabilites p, q, r, ... , la somme 
de leurs produits sera la fortune morale de I'individu en vertu de son expectative; 
en nommant donc Y cette fortune, on aura 

Y==kplog(a + a) + kq log(a + {3) + ... + logh 
So it X la fortune physique qui correspond a celie fortune morale, on aura 

Y==klogX+ logh 
La comparaison de ces deux valeurs de Y donne 

X==(a + a)P(a + f3F .... 
Si ron retranche la fortune primitive a de celie valeur de X, la difference sera rac
croissement de la fortune physique qui procurerait a l'individu Ie meme avantage 
moral qui resulte pour lui de son expectative. Cette difference est donc rexpression 
de cet avantage. )) 

Laplace expose ensuite les exemples de Daniel Bernoulli pour illustrer son 
propos. 

5.2.2. Le paradoxe de Saint-Petersbourg 

Nous avons indique au chapitre consacre au livre de Montmort que la 
correspondance entre ce dernier et Nicolas Bernoulli, eta it incluse a la fin 
de la deuxieme edition de l'ouvrage. Dans une lettre datee du 9 septembre 
1713 (pages 401-402), Bernoulli proposait a Montmort cinq problemes. Le 
quatrieme eta it ainsi redige : 

« A promet de donner un ecu a B, si avec un de ordinaire il amene au premier coup 
six points, deux ecus s'il amene Ie six au second, trois ecus s'il amene ce point au 
troisieme coup, quatre ecus s'il ramene au quatrieme et ainsi de suite; on demande 
quelle est I'esperance de B. )) 

Le cinquieme probleme etait celui-ci : 

« On demande la meme chose si A promet a B de lui donner des ecus en cette 
progression 1, 2, 4, 8, 16, etc. ou 1, 3, 9, 27, etc. [ ... J au lieu de 1. 2, 3, 4, 5, etc. 
comme auparavant. » 

Ce probleme est devenu celebre sous Ie nom de paradoxe de Saint-Peters
bourg, car il fut etudie par Daniel Bernoulli, cousin de Nicolas, mais aussi 
par Buffon, d'Alembert et beaucoup d'autres, car il soulevait un probleme 
d'esperance mathematique face, en quelque sorte, a une esperance morale. 
Le memoire de Daniel Bernoulli etait intitule Specimen theoriae novae de 
mensura sortis (Exposition d'une nouvelle theorie de la me sure du risque) et 
il fut publie en 1738. 

Daniel Bernoulli modifiait comme suit l'enonce du probleme : 

« Pierre jette en I'air une piece et refait de meme jusqu'a ce que, a la chute de la 
piece, face apparaisse pour la premiere fois : si ceci se produit au premier jet, il doit 
donner a Paul un ducat; si c'est au second, deux ducats; au troisieme, quatre; au 

97 



Les Bernoulli 

quatrieme, huit et ainsi de suite en doublant a chaque jet Ie nombre de ducats. On 
demande quelle est I'esperance de Paul. » 

II est evident que l'esperance mathematique de Paul est infinie, car la proba
bilite de l'evenement qui correspond a l'apparition de face, seulement au 
nieme coup est: 

1 1 1 
2,,-1'"2 2" 

L'esperance E de gain de Paul est donc la somme : 
1 1 1 n-l 1 

E = 1.-+2'-2 +4'-3 + ... +2 .-+ ... 
2 2 2 2" 

Tous les termes de la somme valent 112 et l'esperance de Paul est infinie. I1 
faudrait donc miser une infinite de ducats pour que Ie jeu soit equitable, ce 
qui est bien sur impossible. En consequence tout joueur sain d'esprit refusera 
de jouer a ce jeu car la mise initiale est trop elevee, en principe meme infinie. 
Ce comportement d'apparence irrationnelle est tout simplement l'aversion 
au risque. 11 a ete formalise par la notion de fonction d'utilite par Daniel 
Bernoulli. Ce dernier mentionne d'ailleurs que son cousin Nicolas souligne 
dans sa lettre que : 

« bien que Ie sort espere de Paul so it infini, personne sain d'esprit ne vendrait 
volontiers son espoir de gain pour vingt ducats. » 

La raison de la difference entre Ie calcul mathematique et « l'estime vulgaire », 

selon Daniel Bernoulli qui cite Gabriel Cramer (1704-1752) vient de ce 
que dans un cas on estime l'argent a proportion de sa quantite, alors que les 
hommes de bon sens l'estiment a proportion de l'usage qu'ils peuvent en 

faire. Bernoulli suppose alors qu'on limite Ie gain a 224 ducats, c'est-a-dire 
que si Ie gain du jeu intervient apres Ie 25e coup la somme gagnee sera encore 

224 
fixee a ducats. L'esperance mathematique sera alors 

111 241241241 
1.-+2'-2 +4'-3 + ... +2 '25"+2 '26"+2 '27"+'" 

2 2 2 2 2 2 

1 1 1 1 
-+-+-+-+ ... 
2 2 2 2 
= 13. 

, 111 
jusqua 24 termes, + "2+4+"8+'" etc. = 12 + 1 

Dans ce cas l'esperance est reduite a 13 ducats. 

L'explication du paradoxe proposee consiste a faire la supposition de bon 
sens que Ie joueur Pierre n'est pas infiniment riche, et va donc cesser de payer 
au-dela d'une certaine somme, ici 224 ducats et que Ie jeu cessant au 24e coup, 
la mise de 13 ducats sera equitable. Du cote de Paul, au-dela de la somme 
de 224 ducats, l'utilite marginale du gain devient decroissante. 
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On notera que l'on trouve une tres grande similitude dans Ia definition de 
« l'esperance morale» qui vient d'etre evoquee, chez Cramer, Daniel Bernoulli 
et Buffon. Ce dernier s'etend Ionguement sur Ie paradoxe de Saint-Petersbourg 
et l'esperance morale dans son Essai d'arithmitique moralel • 11 ecrit : 

« Cette question m'a ete proposee pour la premiere fois par feu M. Cramer, celebre 
professeur de mathematiques a Geneve, dans un voyage que je fis en cette ville, 
en I'annee 1730; il me dit qu'elle avait ete proposee precedemment par M. Nicolas 
Bernoulli a M. de Montmort, comme en effeton la trouve pages 402 et407 de l'Analyse 
des jeux de hasard, de cet auteur: je revai quelque temps a cette question sans en 
trouver Ie nreud; je ne voyais pas qu'il tot possible d'accorder Ie calcul mathematique 
avec Ie bon sens, sans y faire entrer quelques considerations morales ; et avant fait 
part de mes idees a M. Cramer, il me elit que j'avais raison et qu'il avait aussi resolu 
cette question par des voies semblables ; il me montra ensuite sa solution a peu pres 
telle qu'on I'a imprimee depuis dans les Memoires de l'Academie de Petersbollrg, 
en 1738, a la suite d'un Memoire excellent de M. Daniel Bernoulli. sur la mesure du 
sort, ou j'ai vu que la plupart des idees de M. Daniel Bernoulli s'accordent avec les 
miennes, ce qui m'a fait grand plaisir. )) 

Buffon aborde ensuite Ie probleme de Ia difference entre l'esperance mathe
matique et l'esperance morale, en citant une Iettre qu'il avait adressee Ie 
3 octobre 1730 a Gabriel Cramer: 

« La raison de cette contrariete entre Ie calcul mathematique et Ie bon sens me 
semble consister dans Ie peu de proportion qu'il y a entre I'argent et I'avantage qui 
en resulte. Un mathematicien, dans son calcul. n'estime I'argent que par sa quantite, 
c'est-a-dire par sa valeur numerique: mais I'homme moral doit I'estimer autrement, 
et uniquement par les avantages ou Ie plaisir qu'il peut procurer; il est certain qu'il 
doit se conduire dans cette vue, et n'estimer I'argent qu'a proportion des avantages 
qui en resultent, et non pas relativement a la quantite qui, passe de certaines bornes, 
ne pourrait nullement augmenter son bonheur: il ne serait, par exemple, guere plus 
heureux avec mille millions qu'ille serait avec cent, ni avec cent mille millions plus 
qu'avec mille millions: ainsi. passe de certaines bornes, il aurait tres grand tort de 
hasarder son argent. Si, par exemple, dix mille ecus etaient tout son bien, il aurait 
un tort infini de les hasarder ; et plus ces dix mille ecus seront un objet par rapport a 
lui, plus il aura de tort. Je crois donc que son tort sera it infini tant que ces dix mille 
ecus feront une partie de son necessaire, c'est-a-dire tant que ces dix mille ecus 
seront absolument necessaires pourvivre comme il a ete eleve et comme il a toujours 
vecu. Si ces dix mille ecus sont de son superflu, son tort diminue ; et plus ils seront 
une petite partie de son superflu, plus son tort diminuera : mais il ne sera jamais nul. 
a moins qu'il ne puisse regarder cette partie de son superflu comme indifferente, 
ou bien qu'il ne regarde la somme esperee comme necessaire pour reussir dans un 
dessein qui lui donnera, a proportion, autant de plaisir que cette meme somme est 
plus grande que celie qu'il hasarde, et c'est sur cette facon d'envisager un bonheur 

1. Buffon G., « Essai d'arithmetique morale », in Histoire naturel/e, ginirale et particuliere, 
servant de suite a I'Histoire naturel/e de I'Homme, Supplement, tome quatrieme, Paris, 
Imprimerie Royale, 1777, p. 46-148. 
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a venir qu'on ne peut point donner de regles ; iI ya des gens pour qui I'esperance 
elle-meme est un plaisir plus grand que ceux qu'ils pourraient se procurer par la 
jouissance de leur mise. Pour raisonner donc plus certainement sur toutes ces choses 
iI faudrait etablir quelques principes : 
Je dirais, par exemple, que Ie necessaire est ega I a la somme qu'on est oblige de 
depenser pour continuer a vivre comme on a toujours vecu : Ie necessaire d'un roi 
sera, par exemple, dix millions de rente (car un roi qui aurait moins serait un roi 
pauvre); Ie necessaire d'un homme de condition serait dix mille livres de rente (car un 
homme de condition qui aurait moins sera it un pauvre seigneur); Ie necessaire d'un 
paysan sera cinq cents livres, parce qu'a moins d'etre dans la misere iI ne peut moins 
depenser pour vivre et nourrir sa famille. Je supposerais que Ie necessaire ne peut 
nous procurer des plaisirs nouveaux, ou, pour parler plus exactement, je compterais 
pour rien les plaisirs ou avantages que nous avons toujours eus, et d'apres cela je 
d8tinirais Ie superflu ce qui pourrait no us procurer d'autres plaisirs ou des avantages 
nouveaux: je dirais, de plus, que la perte du necessaire se fait ressentir infiniment, 
qu'ainsi elle ne peut etre compensee par aucune esperance; qu'au contraire Ie 
sentiment de la perte du superflu est borne, et que, par consequent, il peut etre 
compense. Je crois qu'on sent soi-meme cette verite lorsqu'on joue, car la perte, 
pour peu qu'elle so it considerable, nous fait toujours plus de peine qu'un gain ega I 
ne no us fait de plaisir, et cela sans qu'on puisse y faire entrer I'amour-propre mortifie, 
puisque je suppose Ie jeu d'entier et pur hasard. Je dirais aussi que la quantite de 
I'argent dans Ie necessaire est proportionnelle a ce qui no us en revient, mais que, 
dans Ie superflu, cette proportion commence a diminuer, et diminue d'autant plus 
que Ie superflu devient plus grand. » 

Joseph Bertrand! a emis une critique feroce des propos de Daniel Bernoulli 
relatifs au paradoxe de Saint-Petersbourg : 

« La reponse la plus singuliere faite au pretendu parodoxe est celie de Daniel 
Bernoulli [ ... J. 
Cent millions, suivant Daniel Bernoulli, ajoutes a une fortune deja acquise de cent 
millions, ne suffisent pas pour la doubler. Quels avantages nouveaux peuvent-ils 
procurer? 
II substitue, en consequence, a I'esperance mathematique I'esperance morale, dans 
Ie calcul de laquelle une fortune depend non du nombre d'ecus dont elle se compose,/~ 
mais des satisfactions qu'elle procure. 
Le probleme etant ainsi pose, Bernoulli a I'audace de Ie resoudre. La solution est 

simple. Un accroissement dx ajoute a une fortune xvaut dx . Celui dont la fortune 
etait a et devient b gagne un avantage mesure par x 

f b dx 
-=logb-loga. 

a X 
Jamais compte n'a ete ni ne sera regie de la sorte ; mais grace a d'illustres appro
bations, la theorie de I'esperance morale n'a pas moins contribue a la celebrite de 
Daniel Bernoulli que ses admirables travaux de Physique. 
Buffon a accru par son eloquence !'importance, je veux dire Ie retentissement de 
I'idee de Bernoulli. 

• 1. Calcul des probabilitis, Gauthier-Villars, 1888, p. 63-67. 
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La theorie de I'esperance morale est devenue classique, jamais Ie mot ne put etre 
plus exactement employe: on I'etudie, on I'enseigne, on la developpe dans des 
livres justement celebres. Le succes s'arrete la, on n'en a jamais fait et n'en pourra 
faire aucun usage. 
L'importance d'une somme d'argent diminue avec la fortune de celui qui la re~oit. 
"L'avare, dit Button, est comme Ie mathematicien : tous deux estiment I'argent par 
sa quantite numerique. L'homme sense n'en considere ni la masse ni Ie nombre. II 
n'y voit que les avantages qu'il peut en tirer. II raisonne mieux que Ie mathemati
cien. L'ecu que Ie pauvre a mis a part pour payer un impot de necessite et I'ecu qui 
complete les sacs d'un financier n'ont pour I'avare et Ie mathematicien que la meme 
valeur. Celui-ci les comptera par unites egales, I'autre se les appropriera avec un 
plaisir egal. au lieu que I'homme sense comptera I'ecu du pauvre pour un louis et 
I'ecu du financier pour un liard." 
Un commentateur, qui n'est pas sans merites, Quetelet, a ajoute pour faire mieux 
comprendre une theorie qu'iI expose et approuve : 
"Ainsi mille francs pour celui qui ne possede que deux mille francs, ont la meme 
importance que cinq cent mille francs pour celui qui possede un million." 
Si, par ce tier dedain de la fortune lorsque Ie necessaire est assure, on echappe 
au reproche d'avarice, c'est pour en meriter un plus grave; Celui qui possedant un 
million en acquiert un second changera fort peu, pas du tout peut-etre,les habitudes 
de sa vie. 
Est-ce la, pour qui n'est pas avare, Ie seul fruit de la richesse? 
Si I'homme sense dont parle Button n'est pas un cynique ego'l'ste, il pourra, sans 
thesauriser, faire bon usage des millions qu'on lui suppose; On pourra les doubler, 
les decupler et les doubler encore, sans ralentir la progression constante du bien 
qu'il peut faire; n'a-t-il pas une famille a enrichir, des miseres a sou lager de grandes 
oouvres a creer ou a faire naitre ? II evitera, s'il est sage, de jouer au jeu, meme 
a des conditions equitables ; mais s'il ne porte pas, si riche qu'il soit, cent mille 
francs par jour a la roulette, la crainte de la perte I'arretera beaucoup plus que Ie 
mepris du gain. » 

Le lecteur de ce chapitre pensera, peut-etre, qu'une theorie de la relativite 
restreinte ou generalisee de l'esperance, qu'elle soit mathematique ou morale, 
reste a ecrire. 

Mais il est important de souligner que Joseph Bertrand avait,juste avant les 
lignes que nous avons reproduites,justifie la theorie classique de l'esperance 
mathematique en supposant qu'une machine puisse jeter cent mille pieces 
par seconde, voire un milliard de pieces et enregistrer les resultats. N'im
porte quel PC peut, aujourd'hui, etre programme pour jouer a ce « Saint
Petersbourg Game » avec un tel nombre de parties et donner, en que1que 
sorte, raison a Joseph Bertrand. En 1973, une etude de certaines methodes 
de « resolution» du paradoxe de Saint-Petersbourg et une simulation sur 
ordinateur1 ont ete faites. 

1. J. Lemaire, Annales Inst. Henri Poincare, vol. IX, n° 2, 1973, p. 205-214. 

101 



Les Bernoulli 

Dne exceliente justification de l'esperance mathematique et de la regIe des 
partis de Pascal a ete publiee en 1997 par S. J allais et P. Pradier.l 

Nous approuvons leur analyse et citons quelques phrases de leur 
conclusion: 

« La prehistoire de la theorie de rutilite esperee, telle qu'on la raconte dans les 
manuels et parfois dans les articles, semble donc erronee. La "regie des partis" va 
bien au-dela d'une simple regie de calcul (d'esperance). Les considerations de justice 
qui guident Pascal (puis Huygens) lui permettent de construire une veritable theorie 
normative des prix (Ie "juste" prix etant celui qui assure requite des jeux). C'est 
dire que, contrairement a [Daniel] Bernoulli. Pascal n'a cure de mesurer les "pers
pectives" ou les "risques" tels qu'ils sont "estimes par chacun", ni de s'interroger 
sur ce qu'il est judicieux ou non de choix. De la meme facon,la theorie bernoullienne 
ne peut etre tenue ni pour une theorie des prix, puisqu'elle considere des valeurs 
subjectives (sans prevoir leur coordination), ni pour une theorie conforme a la 
justice puisqu'elle se fonde sur des comportements observes ou, tout au plus, 
"raisonnables". Point donc de concurrence entre ces deux theories. » 

5.2.3. L'inclinaison des plans des orbites des planetes 

En 1735, un memoire de Daniel Bernoulli parut, portant Ie titre Recherches 
physiques et astronomiques sur Ie probleme propose pour la seconde fois par I'Aca
demie Royale des sciences de Paris: Quelle est la cause physique de l'inclinaison 
des plans des orbites des planetes par rapport au plan de li!quateur de la revolution 
du solei! autour de son axe; Et d'oil vient que les inclinaisons de ces orbites sont 
di.fferentes entre elles. 2 

La question avait ete posee en 1732 pour la premiere fois par l'Academie 
mais aucun des memoires candidats ne fut prime. La question fut proposee 
a nouveau en 1734 et cette fois Ie prix fut decerne conjointement a Daniel 
Bernoulli et a son pere Jean. 

On savait, bien avant Bernoulli que la plupart des planetes du systeme solaire 
ont une orbite qui se trouve tres proche du plan ecliptique qui est Ie plan 
geometrique qui contient l'orbite de la Terre autour du Soleil. 

Pour resoudre Ie probleme, Daniel decide tout d'abo~demontrer qu'il 
est impossible que les orbites soient toutes proches du plan ecliptique par 
hasard. II trouve que l'inclinaison mutuelie la plus grande de toutes les planetes 
prises deux a deux est celie de Mercure par rapport a l'ecliptique, c'est-a-dire 
6°54'. Considerant l'hypothese de positions des orbites sur la sphere celeste 
toutes dues au hasard, il cherche la probabilite qu'elies tombent toutes dans 

1. S.Jallais et P. Pradier, L'erreur de Daniel Bernoulli ou Pascal incompris, http://picha.univ
paris 1.frl1997 es. pdf 

2. Recueil des pieces qui ont remportt les Prix de l'Acadtmie Royale des sciences, 3, p. 93-122, 
1735. Le meme memoire redige en latin occupe les pages 125-144. 

102 



Les Bernoulli 

1 zone maximale de 6°54'. La surface de la sphere etant 47(r et la surface 
;'une zone spherique de hauteur h egale a 27(rh, la probabilite d'une orbite 
situee dans la zone est 

~=.!.sin6°54'=0 060~~ 
2r 2 ' 17 

Bernoulli en deduit que la probabilite que les six planetes aient des inclinai-
1 

sons toutes incluses dans cette meme zone, par hasard, est 175 ,donc tres 

faible. Discutant ensuite de variantes dans ses hypotheses, Bernoulli indique 
que la probabilite est comprise entre 12-5 et 1 T 5 • 

On ne sait d'ailleurs pas pourquoi Bernoulli a pris la valeur 1/17 au lieu de 
2/17, c'est-a-dire a pris en compte la sphere au lieu de 1'hemisphere. 

Sur Ie plan physique, Bernoulli a tente ensuite d'expliquer dans son memoire 
que les inclinaisons initiales etaient sans doute quelconques mais qu'une 
atmosphere ressemblant a notre air, tournant autour du soleil a fini par imposer 
une inclinaison croissante aux orbites des planetes vers 1'equateur du soleil. 

5.2.4. L'lnoculation, moyen de prevenir la petite Verole 

Le memoire de D. Bernoulli intitule Essai d'une nouvelle analyse de la morta
lili causee par la petite verole, et des avantages de I'inoculation pour la prevenir 
a paru en 17661• 

Le virus de la de variole appelee jadis petite verole a cause, au cours des siecles, 
d'effroyables pandemies responsables de millions de morts. On notera que 
Louis XV est mort de cette maladie en 1774. 

Des Ie XI" siecle, les Chinois pratiquaient une technique appe1ee variolisa
tion ou inoculation: On mettait en contact la personne a immuniser avec Ie 
contenu de la substance, esperee peu virulente, contenue dans les vesicules 
d'un malade. 

Le resultat restait cependant aleatoire et risque, Ie taux de mortalite pouvait 
atteindre 1 ou 2 %. La technique a ete importee en occident au debut du 
XVIII" siecle, par 1'epouse de l' ambassadeur de Grande-Bretagne en Turquie 
ou Ie docteur E. Timoni (circa 1670-1718) 1'avait experimentee puis exposee 
en 1713 dans les Philosophical transactions de la Royal Society. Elle a ete intro
duite en France par Ie docteur Theodore Tronchin (1709-1781) en 1756. 

En fait, la decouverte de la vaccination par Edward Jenner (1749-1823) n'inter
viendra qu'en 1796. Depuis cette decouverte, la methode dite de !'inoculation 
par la substance contenue dans les vesicules d'un malade a ete abandonnee 

1. Histoire de I'acadimie Royale ses sciences pour I'annie 1760, Memoires, p. 1-45, 1766. 
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et Ie memoire de Bernoulli ne presente plus qu'un interet historique car 
comme nous allons Ie voir, en 1760, Daniel Bernoulli demontra que, malgr~ 
les risques, la generalisation de cette pratique permettrait de gagner deux a 
trois ans d'esperance de vie a la naissance. Elle suscita cependant l'hostilite 
de nombreux medecins. 

Bernoulli pose: x l'age exprime en annee, ~ Ie nombre de personnes qui 
survivent a cet age a partir d'une population initiale ; s Ie nombre de ces 
survivants qui n'ont pas eu la petite verole. 

11 suppose, de plus, que la maladie attaque la fraction lin des personnes qUi 
n'ont pas eu la maladie auparavant, et que 11m de cette fraction en decede. 

11 obtient la formule s = __ m_~::....-_ 
x 

(m-l)e;; + 1 

Bernoulli applique cette formule, en supposant m = n = 8, a la table de morta
lite de Breslau, publiee par Halleyl. 11 obtient donc une table OU apparait Ie 
nombre s de survivants n'ayant pas eu la petite verole en fonction de l'age. 

11 suppose ensuite que la variole a disparu, et calcule, dans cette hypothese, 
Ie nombre de survivants en fonction de !'age. En supposant, de plus, que 
l'inoculation est efficace a 100 % et qu'elle n'entraine que tres peu d'accidents 
mortels, il peut calculer, a l'aide des resultats precedents, que cette pratique 
permet de gagner deux a trois ans d'esperance de vie a la naissance. 

D'Alembert a critique cette approche du probleme par Bernoulli, et on trouvera 
un commentaire a ce propos dans Ie chapitre consacre a d'Alembert. 

5.2.5. La theorie des erreurs et la methode 
du maximum de vraisemblance de Daniel Bernoulli 

Le memoire consacre par Daniel Bernoulli aux erreurs d'observations est 
intitule Dijudicatio maxime probabilis plurium observationum discrepantium 
atque verisimillima inductio inde formanda et a ete publie2 e~ 1778. 

'---

Apres Simpson et Lagrange, dont Daniel Bernoulli semble avoir ignore les 
travaux, on trouve dans ce memoire une methode de choix Ie plus probable 
entre des observations diver gentes et de formation de l'induction la plus vrai
semblable. Bernoulli insiste sur Ie fait, qu'ignorant ce qu'il est advenu durant 
les observations, on est force de chercher non ce qui est Ie plus vrai, mais Ie 
plus vraisemblable, non la certitude mais la probabilite la plus elevee (<< non 

1. Halley E.,An estimate of the degrees of mortality of mankind; drawn from curious tables of the 
births and funerals at the city ofBreslaw; with an attempt to ascertain the prices of annuities 
upon lives, Philosophical Transactions, 17, n° 196, p. 596-610, 654-656, 1693. 

2. Acta Acad ... , Petrop. pro 1777, pars prior, p. 3-23, 1778. 
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verissimum sed verisimillimum, non certum sed probabilissimum »). II admet 
cependant que son raisonnement est plus meta physique que mathimatique. 

L'auteur indique que la methode habituelle qui consiste a prendre la moyenne 
entre des observations discordantes suppose que toutes les observations ont 
le rnerne poids. II considere cette hypothese fausse et pense que les petites 
erreurs sont plus probabables que les erreurs importantes. 

Soit e une erreur, Bernoulli propose de mesurer la probabilite de l'erreur par 

J(r2 - e2) ,ou rest une constante egale ala demi-amplitude de la densite 
qu'il considere comme semi-circulaire. II ecrit ensuite que Ie meilleur resultat 
pour un ensemble de n observations sera celui pour lequelle produit des 
probabilites des erreurs sera maximum. Si les observations ont ete al ,a2 , ••• all , 

et si la vraie valeur est appelee x, on a 

J(r2 -(x-a1?))(r2 -(x-ay) ... ~"--(r-2 --(x---a-,,)--:-2) = D ~r2 -(x-aY = L 

qui doit etre maximum. On pourrait differentier ce produit L par rapport a x 
et l'egaler a zero. Mais si Ie produit est maximum, son carre l'est aussi. II est 

dL2 

donc preferable de differentier L2 et d'ecrire dx = 0 . On en tire x . Pour n 

= 1, Bernoulli trouve x = a l ,pour n = 2 il trouve la moyenne arithmetique 

a l + a2 P 3 1" • "d d· . , d ' x = . our n = , equatlOn a resou re est u cmqUleme egre. 
2 

Cette technique est celie du maximum de vraisemblance. Cependant Bernoulli, 
au lieu de prendre la loi normale pour la distribution, a pris une loi semi
circulaire. 

Euler a ajoute quelques commentaires sur ce papier de Bernoulli a la suite 
dudit papier dans les Memoires de l'Academie de Saint-Petersbourg. On 
trouvera dans Kendalll un commentaire et une traduction des memoires de 
Bernoulli et d'Euler. Diverses autres analyses ont ete publiees.2 

1. Kendall M. G, Daniel Bernoulli on maximum likelihood, Biometrika,48 (1961), 1-18. 
2. Cf. Todhunter 1., A History of the mathematical theory of probability, Cambridge, 1865, 

p. 236-238; Sheynin O. B., AHES, 9, p. 45-56; Pearson K., 1he history ofstatistics, 1978, 
p.267-269 ; Hald A.,A history ofmathematical statisticsfrom 1750 to 1930, Willey, 1998, 
p.83-87. 
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5.3. Nicholas I Bernoulli 

5.3.1. La these de Nicholas I Bernoulli : 
De usu arte conjectandi in jurel 

Nicholas I avait obtenu sa maitrise en mathematiques en 1704 en presentant 
la cinquieme et derniere partie du travail de son oncle Jacob sur les series2. 
La troisieme partie de ce meme ouvrage avait par ailleurs ete presentee en 
1696 par Jacob Hermann qui travailla avec Nicholas a la mise en ordre des 
papiers de Jacob apres Ie deces de ce dernier survenu en 1705. 

En 1709, a 1'age de 21 ans, Nicholas obtint, a Bale, son doctorat en jurispru
dence avec une these intitulee Dissertatio inauguralis mathematico-juridica de 
Usu artis conjectandi in jure. 

Ce travail est en fait une continuation des considerations incluses par son 
oncle Jacob dans son dernier chapitre de l'Ars conjectandi reste inacheve. 
Nicholas 1'indique d'ailleurs, lui-meme, dans un resume de sa these qu'il a 
publie en 1711 dans la revue Acta Eruditorum3• 

D'Alembert, dans Ie premier tome de l'Encyclopedie\ publie en 1751, cite 
la these de Nicholas en ces termes : 

« Lorsque M. Nicolas Bernoulli, neveu des celebres Jacques et Jean Bernoulli, soutint 
a Bale en 1709 sa these de docteur en Droit; comme il etait grand Geometre, aussi 
bien que jurisconsulte, il ne pOt s'empecher de choisir une matiere qui admit de la 
Geometrie. II prit donc pour sujet de these, De usu artis conjectandi in jure, c'est
a-dire de /'application du catcut des probabi/itBs aux matieres de Jurisprudence; et 
Ie troisieme chapitre de cette these traite du temps OU un absent doit etre repute 
pour mort. Selon lui, il doit etre cense tel, lorsqu'il y a deux fois plus a parier qu'iI 
est mort que vivant [ ... J ». 

La these comporte neuf chapitres traitant, apres quelques rappels sur Ie 
calcul des probabilites, de la duree de la vie humaine, du prob\eme de 1'ab
sent evoque plus haut, des rentes et assurances, des jeux de hasard et de la 
fiabilite des temoignages. Un chapitre est consacre ala loi romaine dite d~ 
quart Falcidien, edictee en l' annee romaine 714, qui permettait a un testateur 
de disposer des trois quarts de ses biens, Ie reste etant cependant reserve, de 
droit, a son heritier. 

1. Nicolaus Bernoulli, Dissertatio inauguralis mathematico-juridica de Usu artis conjectandi in 
jure, Basileae, 1709. 

2. Les cinq maitrises relatives al'ouvrage de Jacob Bernoulli sur les series, ont ete presentees 
sous la presidence de ce dernier par].J. Fritz (1689) ; H. Beck (1692) ;J. Hermann (1696) ; 
N. Harscher (1698) et Nicholas Bernoulli en 1704. 

3. Acta Eruditorum, Supplementa, t. IV, sect. IV, p. 159-170, Leipzig, 1711. 
4. Page 40. 
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Les chapitres 2 a 6 discutent des probabilites de survie pour une ou de\ll( 
personnes, du calcul des annuites base sur la table de Graunt et des assurances 
maritimes et sur la vie humaine. 

Au chapitre 9 de sa these Nicholas a un raisonnement etrange lorsqu'il 
juge la fiabilite des temoignages. Son oncle, dans son chapitre III de la IV' 
partie, intitule Des genres divers d'arguments et l'estimation de leur poids pour 
supputer la probabiliti des choses, distinguait trois types d' arguments: ceux qui 
existent necessairement et indiquent avec contingence, ceux qui existent aVec 
contingence mais indiquent necessairement et ceux qui existent et indiquent 
ala fois avec contingence c'est-a-dire non necessairement. Ses calculs du 
poids des arguments observaient de plus une distinction entre des arguments 
purs et des arguments mixtes, ces derniers pouvant prouver, se10n les cas, 
une chose ou son contraire. Nicholas Bernoulli semble ne pas avoir pris en 
compte ce chapitre de l'Ars conjectandi. Prenant pour exemple Ie cas d'un 
crime pour leque1 il existe dix indices, chacun de ces indices indiquant que la 
probabilite que l'accuse soit innocent est deux fois plus grande que celie qu'll 

soit coupable, il declare que l'innocence a pour probabilite (~)lO = 1 024 et 
3 59049 

qu'en consequence il est moralement certain que l'accuse est coupable. 

N. Meusnier1 fait remarquer qu' avec Ie meme raisonnement, Nicholas Bernoulli 

aurait pu affirmer que la probabilite de la culpabilite etait de (!)lO = _1~ , 
3 59049 

et qu'en consequence il est moralement certain que l'accuse est innocent. 

5.3.2. La contribution de Nicholas BernoullP 
au theoreme de Jakob Bernoulli 

Cette contribution est incluse dans une lettre datee de 23 janvier 1713 et 
adressee a Montmort qui l'a publiee dans la deuxieme editioh de son livre 
en 1713, pages 388-394. Le point de depart de cette lettre est de discuter du 
rapport des naissances des gars:ons et des filles suite au memoire d'Arbuthnot 
pam en 1712 (c£ notre chapitre 18). Le but de Nicholas est de montrer que 
la regularite d'un phenomene peut etre attribuee au hasard et non 3:urfe 
intention divine comme Ie pretendait Arbuthnot. 11 ecrit : 

« Je vous envoye Ie Catalogue des Enfants de chaque sexe nes a Londres de puis 1629 
jusqu'a 1710, avec mes demonstrations de ce que je vous ai ecrit touchant I'argument 
par lequel on veut prouverque c'est un miracle que les nombres des enfants de chaque 
sexe nes a Londres ne se sont pas plus eloignes les uns des autres pendant 82 ans de 

1. N. Meusnier,Nicholas, neveu exemplaire, Electronic journal for probability and statistics, 
vol. 2, n° 1,june 2006, www.jehps.net. 

2. C£ Hald A., Nicholas Bernoulli's 1heorem, International Statistical Review / Revue Inter
nationale de Statistique, vol. 52, n° 1 (Apr., 1984), p. 93-99. 
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suite, et que par Ie hazard il serait impossible que pendant un si long temps ils fussent 
toujours renfermes entre des limites aussi petites que celles qu'on a observees dans Ie 
Catalogue de 82 ans. Je pretends qu'il n'ya aucun sujet de s'etonner, et qu'il ya une 
grande probabilite pour que les nombres des males et des femelles tombent entre des 
limites encore plus petites que celles qu'on a observees. » 

Dans Ie cours de sa demonstration Nicholas affine Ie theoreme de convergence 
en probabilite de Jacob Bernoulli. 

Ce theoreme peut, avec des notations modernes, etre aborde comme suit : 

Soient n epreuves independantes, chacune ayant une probabilite p pour 
la realisation d'un certain evenement et appelons sn Ie nombre de succes 
distribue selon la formule du binome, on cherche les proprietes de la frequence 

S 
relative de succes hlZ =....!!... • 

n 
Les notations de Bernoulli sont les suivantes : Un essai a un nombre total 
de realisations egalement possibles t = r + s dont r sont favorables, si bien 

r 
que la probabilite est p = -- . La formulation par Jakob Bernoulli de son 

r+s 
theoreme est la suivante : 

« Admettons que Ie nombre de cas fertiles est exactement ou approximativement 
dans Ie rapport r/s, au nombre de cas steriles, si bien que Ie rapport du nombre de 
cas fertiles a la totalite des cas est r/(r + s) ou r/t (avec t = r + sl qui est compris 
entre les limites (r + 1 lit et (r - 1 lit. II est possible d'effectuer un nombre d'essais 
assez eleve pour qu'iI so it plus probable, dans Ie rapport de n'importe quel nombre 
donne (disons cl, que Ie nombre de cas fertiles soit compris entre les limites (r + 1 lit 
et (r-1 lit, que Ie cas contraire. » 

En termes modernes nous dirions : Si une epreuve de Bernoulli, ayant une 
probabilite rlt, est repetee un grand nombre de fois, on peut choisir un 
nombre c aussi grand que ron veut pour que la probabilite que la frequence 
de realisation des cas favorables soit comprise entre les limites (r + 1)lt et 
(r-1)lt, soit c fois plus elevee que la probabilite du cas inverse, c'est-a-dire 
plus grande que cI(c + 1). 

Si on appelle n Ie nombre d'epreuves independantes, chacune ayant une 
probabilite p = rlt pour la realisation d'un certain evenement et s" Ie nombre 
de succes distribue selon la formule du binome, on a, la frequence relative 

d " , h s e succes etant notee =....!!...: 
" n 

r-1 r+1 1 
--::; h" ::; -- ,ou bienl h" - p I::; -, 

t t t 

Avec les notations de Bernoulli p = _r - et t = r + s, pour tout nombre reel 
r+s 

c positif, Ie theoreme de Bernoulli s'ecrit 
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Pr {I h - p I~ !} > _c - , pour n assez grand, c'est-a -dire que la frequence 
n t c+ 1 

s 
relative hn =...!!... converge en probabilite vers p lorsque n tend vers 1'infini. 

n 

Posons n = kt, la demonstration de Bernoulli etablit que Pr {I hn - P I~ !} > ~ 
t c+1 

si k ~ k(r,s,c) ou k(r,s,c) est Ie plus petit entier positif satisfaisant 

1'inegalite 
k( ) > m(r + s + 1) - s 

r,s,t 
- r+l ' 

et m est Ie plus petit entier positif satisfaisant 1'inegalite 

In[c(s-l)] 
m> [ ]. -In (r+l)/r 

Le neveu de Jakob, Nicholas a, dans la lettre datee du 23 janvier 1713 
adressee a Montmort, ameliore l' approximation de la distribution binomiale 
en modifiant les inegalites donnees par son onele dans la demonstration de 
son theoreme. 

Il a etabli que Ie theoreme de Jacob Bernoulli est valable pour 

k( » In(c+l) r+s+l __ s_ 
r,s,c [] , 

- In (r + 1) / r r + 1 r + 1 

ce qui ameliore 1'approximation du nombre d'essais minimal pour obtenir 
une fourchette de probabilites donnee. 

I.}exemple donne par Jacob etait Ie suivant : 

Une epreuve ayant une probabilite de 0,6 ; une valeur du nombre c (dffinie plus 
haut) de 1 000 et une fourchette pour h autour de 0,6 de 0,02. Il obtient : 

1000 
P(0,58 < h < 0,62) > -- des que 25550 < n . - - 1001 -

Avec 1'approximation de Nicholas I, on obtient la meme fourchette po~ 
n~17 350. 

Nicholas I avait indique en 1711 dans les Acta Eruditorum1 qu'll esperait 
que Ie livre de son onele Jacob serait edite prochainement. Dans cette lettre 
a Montmort du 23 janvier 1713, II annonce que 1'impression du livre de son 
onele Jacob est en cours : 

1. Nicolai Bernoulli, [ ... ] Specimina Artis conjectandi, ad questiones Juris applicatae, Acta 
Eruditorum, Supplementa, t. IV, sect. IV, 1711, p. 159-170. 
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IIJe me souviens que feu mon Oncle a demontre [ ... J dans son Traite DeArteconjuctandi 
qui s'imprime a present a Bille, [ ... J que si ron veut decouvrir par les experiences souvent 
reiterees Ie nombre des cas par lesquels un certain evenement peut arriver ou non, 
on peut augmenter les observations en telle maniere qu'enfin la probabilite que nous 
ayons decouvert Ie vrai rapport qu'il y a entre les nombres des cas, so it plus grande 
qu'une probabilite donnee. » 

Nicholas I Bernoulli a effectue de nombreux autres travaux. Certains d'en
tr'eux sont cites dans notre chapitre 4. 

A. Hald1 a liste et commente d'une fas:on exhaustive toutes les contributions 
de Nicholas Bernoulli a la theorie des probabilites. 

5.4. Biographie de Jacob Bernoulli (1657-1705) 
Jacob (ou Jacques I) Bernoulli fait partie de la premiere generation de la 
dynastie des BernoullF. 11 nait a Bale Ie 27 decembre 1657. Son pere Nicolas 
(senior) Bernoulli (1623-1708) est un commers:ant et magistrat de la ville de 
Bale et sa mere, Margaretha Schonauer, est issue d'une importante famille 
de banquiers. Destine par son pere ala philosophie et a theologie,Jacques 
obtient respectivement des diplomes dans ces deux disciplines en 1671 et 1676 
a l'Universite de Bale. Mais, en paralle1e, il aborde, par gout, l' apprentissage 
de l'astronomie et des mathematiques. En 1676, il part pour Geneve OU il 
commence a enseigner puis voyage durant deux ans en France OU il prend 
connaissance des travaux des successeurs de Descartes. En 1681, il se rend aux 
Pays-Bas OU il rencontre divers mathematiciens dont Hudde (1628-1704), 
puis en Grande Bretagne OU il rencontre Vossius, Hooke (1635-1703) et 
Boyle (1627-1691). De ces divers voyages, va naitre une correspondance suivie 
de Jacques avec de nombreux scientifiques europeens. En 1682, il publie un 
memoire sur les cometes3 dont la theorie est inexacte, et 1'annee suivante un 
autre sur la gravite (en fait une theorie de 1'ether)4. De retour en Suisse, il 
ens eigne a partir de 1683 a 1'Universite de Bale la mecanique des solides et 
des liquides et il commence a publier ses recherches en mathematiques et en 
physique dans Ie journal Acta Eruditorum, qui est cree en 1682 a Leipzig et 

_ ou Leibniz exerce une tres grande influence, et dans leJournal des Savans qui 
parait a Paris depuis 1665.11 initie egalement aux mathematiques son jeune 
frere Jeans, ne Ie 27 juillet 1667, dixieme enfant de la famille. De son cote, il 
etudie les travaux de Descartes et les commentaires y afferents de Schooten 
(1615-1660), ainsi que les traites publies par Wallis et Barrow (1630-1677) 

1. Hald A., History ofProbability and Statistics and their applications before 1750, Wiley, 1990, 
chap. 21. 

2. Qyelques details sur cette dynastie de mathematiciens sont donnes au § 5.7. 
3. Con amen novi Systematis Cometarum, pro motu eorum sub calculum revocando et apparitio

nibus praedicendis. 
4. Dissertatio de Gravitate Aetheris. 
5. Jean Bernoulli est egalement sous Ie nom de Jean lor ouJohann. 
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par lesquels il aborde Ie calcul infinitesimal qu'il approfondit des la parution 
du papier de Leibniz Nova Methodus pro Maximis et Minimis dans les Acta 
Eruditorum en 1684, et des travaux de von Tschirnhaus (1651-1708). 

Cette meme annee, Jacques Bernoulli epouse Juditha Stupanus, fiUe d'un 
riche pharmacien, dont il aura deux enfants, qui, a l'inverse de nombrell}( 
membres de la famille Bernoulli (en trois generations, il y eut huit mathema_ 
ticiens), ne deviendront pas des scientifiques. Son fils Nicolas (ou Nikolaus) 
deviendra artiste peintre. 

En 1685, Bernoulli aborde les relations de la logique et de l'analyse dans un 
memoire intitule Parallelismus ratiocinii logici et algebraici.l1 s'agit du debat 
de these qu'il preside, Ie 9 septembre 1685, pour l'obtention par son frere 
Jean du diplome de Maitre es arts. 

Jacques est nomme professeur a l'Universite de Bale en 1687. n occupera ce 
poste jusqu'a sa mort. Son frere Jean s'interesse aux memes problemes que 
lui et peu a peu ils deviennent rivaux1• A la mort de Jacques en 1705,Jean ne 
fera, d'ailleurs, aucun effort pour publier l'Ars conjectandi de son frere aine. 

Jacques est au sommet de son art entre 1689 et 1692. n publie en tant qu'auteur 
et president, entre 1689 et 1704, une serie de theses (pour Ie diplome de 
maitrise) sur les series infinies2• La cinquieme et derniere de la serie permet 
d'ailleurs a son neveu Nicolas I (Nicolaus I) (1687-1759), fils de Nicolas 
(1662-1716), d'obtenir son diplome de Maitre es Arts en 1704. C'est ce 
meme neveu qui prendra la peine de publier l'Ars Conjectandi de son onele. 
n obtiendra d'ailleurs un doctorat en 1709, en presentant un memoire sur 
l'application des probabilites a certaines questions juridiques. Cette suite de 
dissertations redigee sur quinze ans comporte soixante propositions nume
rotees ou Bernoulli veut presenter tout ce qui est connu sur les series sans 
grand souci d'originalite. On y trouve ainsi des emprunts a Leibni~, Barrow 
(1630-1677),James Gregory (1638-1675), Wallis, Newton et me me Fatio de 
Duillier (1664-1753). Le theoreme du binome de Newton est presente comme 
un theoreme deja connu. L'inegalite, dite de Bernoulli: (1 + x)" > 1 + nx 
avec x > -1,7= 0 et n > 1, entier, y est demontree. '----

En mai 1690, dans les Acta Eruditorum (p. 217), Bernoulli montre sa maitrise 
en analysant la solution donnee par Huygens en 1687 et Leibniz en 1689 au 
probleme de la descente uniforme d'un corps dans un champ de gravitation 
(tautochrone)3. Le probleme de descente uniforme a ete pose en 1687 ; 

1. La dynastie des Bernoulli a connu de nombreux episodes de rivalites, de jalousies et 
d'amertumes, particulierement Jean qui est egalement jaloux de son fils Daniel. 

2. Positiones arithmeticae de seriebus infinitis, earumque summa infinita quas auctore praeside 
Jacobo Bernoulli (elies seront republiees en 1713, a la suite de l'Ars conjectandi). 

3. Son memoire a pour titre De inventione linae descensus 1/ corpore gravi percurrendae unifor
m iter, sic ut temporibus aequales altitudines emetiatur. 
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J ques Bernoulli y repond en posant celui de la chainette. En 1691, il traite 
I:~robleme de la s.piral~ pa~~boliqu~ et, u~ an plus tard, celui de la spirale 
logarithmique1 (sptra mtrabtlts, la splrale mtraculeuse). 

Bernoulli a fait graver une spirale logarithmique sur sa tombe dans la cathe
drale de Bale, avec l'epigraphe : eadem mutata resurgo. Cependant, Ie graveur 
a trace, par erreur, une spirale d'Archimede. 

En 1692, il decouvre Ie Yheorema Aureus, sa formule pour les rayons de 
courbure qu'il publie dans lesActa Eruditorum de 1694 (p. 261), sous Ie titre 
Curvatura laminae elasticae. C'est la premiere application non triviale des 
derivees d'ordre superieur a un. En 1691 et 1692, Bernoulli donne des cours 
particuliers au Marquis de l'Hopital, qui se fera aider egalement par Jean, 
et publie son Analyse des injiniment petits pour l'intelligence des !ignes courbes 
en 1696. En 1694, dans lesActa Eruditorum, Jacques definit les coordonnes 
polaires en introduisant sa lemniscate2• 

En 1695,il commente la geometrie de Descartes3• Son frereJean est,de son 
cote, nomme professeur a l'universite de Groningue en 1695. I.:annee suivante, 
en juin, Jean propose Ie probleme de la brachistochrone4• Le probleme est 
resolu par Leibniz, les deux freres Bernoulli et Newton. Lorsque Newton 
res:oit l'enonce du probleme, ille resout en quelques heures et fait en sorte que 
sa solution paraisse sous forme anonyme dans les Philosophical Transactions 
of the Royal Society (1697). Jean, en la lisant declare« On reconnait la patte 
du Lion ». La solution de Leibniz est, quant a elle, basee sur une technique 
d'approximation des courbes par des lignes polygonales. La solution de 
Jacques, fondee sur Ie principe de Huygens (principe du temps minimal), est 
plus generale mais aussi plus laborieuse que celie de son Frere Jean. L'Ho
pita! propose lui aussi une solution mais il a ete aide par Jean. SeulJacques 
note que Ie probleme ouvre un nouveau champ de recherches: Ie calcul des 
variations, qui sera developpe plus tard, bien que Newton ait deja enonce en 
1687 son probleme aerodynamiques. 

1. La spirale logarithmique peut etre definie comme la courbe dont l'angle tangentiel 
polaire reste constant (non droit) ou comme la courbe dont la courbure est inversement 
proportionnelle a l'abscisse curviligne. 

2. La lemniscate est une courbe ayant pour equation en coordonnees polaires r2 = a2 cos(20) 
[ou (x2 + l)2 = a2 (x2 -l) en coordonnees cartesiennes]' C'est la podaire (lieu des 
projections d'un point donne sur les tangentes a une courbe donnee) de l'hyperbole. Elle 
est Ie lieu des points M du plan dont Ie produit des distances a deux points fixes F et F', 
distants de 2a, est constant et egal a a2 (MF x MF' = a2). 

3. Son memoire s'intitule Notae et animadversiones tumultuariae in geometriam Cartesii. 
4. Etant donne deux points A et B dans Ie plan vertical, determiner Ie chemin reliant A et 

B suivant lequel un corps entraine par son poids effectuera Ie trajet entre A et B en un 
temps minimal. 

5. Dans Ie paragraphe des Principia, livre II, consacre au mouvement des corps dans les 
milieux resistants. 
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De son cote,Jean Bernoulli se consacre a la diffusion du calcul infinitesimal 
en Europe. 11 devient Ie correspondant privilegie de Leibniz et de nombre\ll{ 
autres scientifiques europeens. Tres orgueilleux, il ne supporte pas l'idee d'etre 
Ie second apres son frere auquel illance toutes sortes de defis mathematiques. 
Les deux freres echangent des propos peu aimables, voire agressifs, par Ie 
biais des journaux scientifiques. Jean aura meme, plus tard, des problemes 
de propriete intellectuelle avec son fils Daniel dont il copie certains trava\ll{. 
Lorsque Daniel remporte un prix de l'Academie des sciences de Paris qu'il 
convoitait lui-meme,Jean n'hesite pas a se brouiller avec lui. La responsabilite 
des mauvaises relations entre Jacques etJean est sans doute une responsabilite 
partagee, Jacques ne se privant pas, par ailleurs, de critiquer ses collegues 
de l'Universite. Qyelquefois, chacun des deux freres sous-estimait ou ne 
comprenait pas Ie travail de l'autre. 

Dans les divers domaines des mathematiques, sauf en theorie des nombres, 
Jacques est un pionnier. En 1701, il redige et fait defendre par son etudiant 
].-J. Episcopius une these sur Ie probleme des isoperimetres1 qui a ete pose 
publiquement en 1697, sous Ie titre Analysin magni problematis isoperimetrici. 
En 1703, il publie un travail sur les centres d'oscillation, motive par Ie probleme 
du pendule, sous Ie titre Demonstration generale du centre de balancement ou 
d'oscillation tiree de la nature du levie?-. I.:equilibre des leviers correspond, en 
fait, a l'equilibre des moments. 

Jacob Bernoulli est mort Ie 16 aout 1705 a Bale. 

5.5. Principales publications de Jacob Bernoulli 
Jacobi Bernoulli, Basileensis Opera, Genevae sumptibus haeredum Cramer 
&fratrum Philibert, 1744. [Cet ouvrage, en deux volumes, reunit toutes les 
CEuvres du mathematicienJ. \ 

5.6. References relatives a la biographie 
de Jacob Bernoulli 

'------
].E. Hofmann, Dictionary ofScientijic Biography, Charles Scribner's sons, 
New York, vol. 2, p. 46-50, 1970. 

E.T. Bell, Men of mathematics, Simon et Schuster, New York, 1986. 

H. Bernhard, The Bernoulli family, in H Wussing and W Arnold, Biog
raphien bedeutender Mathematiker, Berlin, 1983. 

- ].0. Fleckenstein,fohann undJacob Bernoulli, Basel, 1949. 

1. Recherche parmi toutes les courbes de longueur donnee de celie qui limite une aire 
maximale. 

2. Le memoire parait dans l'Histoire de l'Academie des Sciences de Paris (1703, p. 78). 
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5.7. Biographie de Daniel Bernoulli (1700-1782) 
La famille Bernoulli, de religion calviniste, est originaire d'Anvers mais elle 
s'est refugiee a Bale, en Suisse, lorsque Ie Roi d'Espagne a envoye, en 1567, 
aUX Pays-Bas, une armee pour y retablir son autorite et accessoirement perse
cuter les protestants. Les Bernoulli forment une dynastie de mathematiciens 
unique dans l'histoire, puisqu'elle en comptera huit repartis sur trois gene
rations successives. Jusqu'a Nicolas senior (1623-1708) inclus,les Bernoulli 
etaient une famille de riches marchants. Deux des trois fils de Nicolas senior 
sont devenus mathematiciens : Jacob (1654-1705)1 (alias Jacques I) ; et Jean 
BernoullF (1667-1748) (alias Jean I). Le troisieme Nicolas (1662-1716) est 
devenu peintre. Daniel Bernoulli est Ie fils de Jean I Bernoulli, il appartient 
ainsi a la deuxieme generation de la dynastie. Daniel nait Ie 8 fevrier 1700 
a Groningue, en Hollande, OU son pere est professeur de mathematiques 
depuis 1695. Daniel a deux freres : Nicolas IP (1695-1726) son aine et 
Jean II (1710-1790), son puine. 

En 1705,Jean quitte Groningue avec sa famille pour s'installer a Bale OU il 
succede a son frere Jacques, qui vient de mourir, a la chaire de mathematiques 
de l'universite de la ville. Curieusement, mais peut-etre pour des raisons 
hereditaires,Jean pousse son fils Daniel a faire des etudes de commerce. Ce 
dernier est d'abord inscrit, des l'age de treize ans, a l'universite de Bale pour 
y faire des etudes de philosophie et de logique. En 1715, a quinze ans, il 
obtient sa licence et l'annee suivante sa maitrise. Mais Daniel, qui apprend 
en paralle1e les mathematiques depuis l'age de onze ans aupres de son frere 
Nicolas (II), souhaite poursuivre dans cette voie. Toutefois son pere, apres 
avoir tente vainement de lui faire faire un apprentissage de commerce, Ie 
dissuade de faire des mathematiques (parce que cela ne rapporte pas d'argent) 
et Ie persuade de faire des etudes de medecine. Daniel y consent et poursuit 
ses etudes successivement a Bale (1717), Heidelberg (1718), Strasbourg 
(1719) et de nouveau Bale (1720) OU il prepare son doctorat. Cette fois, c'est 
aupres de son pere qu'il va completer ses connaissances en mathematiques 
et c'est egalement aupres de lui qu'il etudie les theories de son pere sur 
l'energie cinetique. 11 applique ses competences inhabituelles pour un futur 
medecin a sa these qui porte sur la mecanique de la respiration et obtient 
son doctorat en medecine. 

1. Voir biographie de Jacques I Bernoulli au § 5.4. 
2. Jean Bernoulli, a la suite de son frere Jacques, enseigne et diffuse Ie calcul differentiel 

et integral, notamment en France (1691). II decompose, simultanement a Leibniz avec 
lequel il est en relation epistolaire, les fractions rationnelles en elements simples. En 
mecanique, on lui doit Ie principe des deplacements virtuels, qui est a l'origine de la 
mecanique analytique de J.-L. Lagrange, et l'introduction du symbole g pour designer 
l'acceleration de la pesanteur. 

3. Nicolas I (1687-1759) est Ie fils de Nicolas (Ie peintre) et Ie neveu de Jacob (Jacques I). 
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Daniel souhaite faire une carriere academique, II postule ala chaire d'anatomie 
et de botanique, mais nest pas retenu. II tente alors sa chance pour une chaire 
de logique qui vient de se liberer, mais de nouveau cela se solde par un echec. I1 
decide alors d'aller a Venise pratiquer la medecine et perfectionner ses connais
sances dans ce do maine a 1'universite de Padoue voisine. Malheureusement 
Daniel Bernoulli tombe malade et ne peut pas executer son plan, par contre 
II realise ses premiers travaux en mathematiques et publie, en 1724, un livre 
intitule Exercices mathimatiques. Notons que la premiere partie de ce livre (qui 
en contient quatre) decrit Ie jeu du faro!, ce qui montre que des cette epoque 
Daniel Bernoulli s'interessait aux probabilites. En 1725, II revient a Bale OU il 
apprend qu'il a remporte un prix de l' Academie des sciences de Paris pour la 
construction d'un sablier horaire naval insensible aux mouvements des bateaux. 
De plus son livre de mathematiques l' a fait connaitre des milieux academiques 
et on lui offre une chaire de mathematiques a 1'universite de Saint-Petersbourg. 
Dne offre similaire est egalement faite a son Frere Nicolas II, de sorte qu'lls se 
rendent ensemble a la fin de 1725 dans cette ville. Malheureusement Nicolas 
meurt de fievre huit mois plus tard. Daniel, qui reste seul dans cette ville au 
climat hostile est desespere et en fait part a son pere Jean. Ce dernier lui propose 
de lui envoyer son meilleur etudiant, Leonard EulerZ pour travailler avec lui. 
C'est ainsi qu'Euler arrive a Saint-Petersbourg en mai 1727 et occupe un poste 
a la section medicale de l' Academie. II ne retournera jamais en Suisse. Daniel 
Bernoulli restera a Saint-Petersbourg jusqu'en 1733. F'inalement ce sejour 
correspondra a 1'une des periodes les plus fructueuses de sa vie: theorie des 
vibrations harmoniques emises par les instruments a cordes, hydrodynamique3 

et probabilites. Ses travaux sur les probabilites sont lies a 1'economie politique. 
Daniel Bernoulli fait l'hypothese que Ia valeur morale de 1'augmentation de la 
richesse d'une personne est inversement proportionnelle au montant de cette 
richesse. II assigne alors des probabilites aux divers moyens qu'urie personne a 
de gagner de l' argent et deduit une prevision de l' augmentation de cette espe
rance morale. II applique ensuite certaines de ses conclusions a des problemes 
d'assurance. Malgre Ie plaisir qu'll a a travailler avec Euler, Daniel Bernoulli 
ne s' adapte pas a la vie de Saint-Petersbourg. En 1731 il postule a un poste de 
professeur de botanique a Bale, mais, de nouveau, il n'est pas retenu. 

1. Jeu de cartes qui est a l'origine du poker. 
2. Voir par exemple : Trente livres de mathlmatiques qui ont change Ie monde, J.-J, Samueli, 

J,-C. Boudenot, Ed. Ellipses, 2006 (chapitre 15 « Euler et l'analyse »). 
3. C'est a Saint-Petersbourg que Daniel Bernoulli ecrit son fameux ouvrage Hydrodynamica. 

IIlaisse une premiere version de son livre a l'imprimeur, mais son livre ne sera finalement 
publie qu'en 1738. Les modifications qu'll apporte a son ouvrage entre 1734 et 1738 portent 
d'ailleurs plus sur la forme que sur Ie fond. I.:« Hydrodynamica» englobe l'hydrostatique 
et l'hydraulique.« Ma theorie est nouvelle, precise Daniel Bernoulli, parce qu'elle considere 
ala fois la pression et Ie mouvement des flu ides ». II s'agit d'un traite remarquable qui a 
a peine vieilli aujourd'hui. Daniel Bernoulli y pose les premiers principes de la theorie 
cinetique des gaz (PV = 1/3 Nm <0» et introduit la fameuse « equation de Bernoulli » 

de l'hydrodynamique des fluides parfaits (0/2 + Pip + gz = cst). 
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La dynastie des Bernoulli a connu de nombreux episodes de rivalites, de 
jalousies et d' amertumes. Deux anecdotes illustrent bien ce point. Daniel 
Bernoulli soumet en 1734 un memoire pour Ie grand prix de l'Academie des 
sciences de Paris, mais son pere Jean presente egalement un memoire pour 
l'obtention du meme prix! Finalement Ie Grand Prix est attribue conjointe
rnent au pere et au fils. Le pere est furieux a l'idee que son fils soit place au 
rneme rang que lui et Ie chasse de sa maison de Bale. Une situation encore 
rnoins digne se produit quelques annees plus tard. Comme nous l'avons 
deja signale, Daniel Bernoulli publie son grand ouvrage Hydrodynamica en 
1738. I.:annee suivante son pere Jean publie un autre ouvrage, Hydraulica, 
largement inspire par les travaux de son fils. Mais Jean essaye de faire croire 
que c'est l'ouvrage de son fils qui est fonde sur Ie sien en antidatant la date de 
parution d'Hydraulica a 1732 au lieu de la vraie date qui est 1739. Ainsi non 
seulement Ie pere a essaye de s'attribuer les merites de son fils, mais encore il 
discredite les travaux de ce dernier en laissant croire que ceux-ci ne sont pas 
originaux! Heureusement Daniel n'a pas Ie meme caractere que son pere et 
malgre l'episode malheureux de 1734 il note sur Ie frontispice de son livre 
Hydrodynamica Ie nom de l'auteur : « Daniel, fils de Jean ». 

Daniel Bernoulli quitte Saint-Petersbourg pour Bale en 1733 et y enseigne 
la botanique, ce qui ne Ie passionne guere. En 1743 on lui offre un autre 
poste qui est un peu plus a son gout, l'enseignement de la physiologie. Ce 
n'est finalement qu'en 1750, a l'age de 50 ans, qu'il devient titulaire de la 
chaire de physique de l'universite de Bale, chaire qu'il occupera vingt-six 
ans,jusqu'en 1776. C'est un excellent professeur, s'attachant a faire des 
experiences pour illustrer ses cours, chose rare a cette epoque. Ses travaux 
en physique mathematique, dont il est l'un des pionniers, sont recompenses 
par dix Grands Prix de l'Academie des sciences de Paris!. 

Daniel Bernoulli devient membre associe etranger de l'Academie des sciences 
de Paris en 1748. Beaucoup d'autres societes savantes l'ont accueilli en leur 
sein; Saint-Petersbourg, Berlin, Londres, Bologne, Zurich, Berne, Turin, 
Mannheim. Toutefois Daniel Bernoulli raconte que Ie plus grand honneur 
qu'on lui ait fait l'a ete de fas:on tout a fait fortuite. 11 voyageait un jour 
avec un homme cultive qui ne Ie connaissait pas et celui-ci lui demanda 
son nom, notre homme repond naturellement «Je suis Daniel Bernoulli ». 

Croyant a une plaisanterie son interlocuteur lui repondit « Et moi je suis 
Isaac Newton ». 

1. 11 obtient Ie Grand Prix en 1740 (conjointement a Euler) pour un travail sur la theorie 
des marees de Newton; en 1743 et 1747 ce sont ses travaux sur Ie magnetisme qui sont 
recompenses; en 1747 un autre Grand Prix lui est egalement attribue pour sa methode 
proposee pour la mesure du temps en mer (indispensable pour la determination de la 
longitude en mer) ; en 1751 c'est son essai sur les courants oceaniques qui est couronne ; 
en 1753 il s'agit d'un rapport sur l'effet des differentes forces sur un bateau; en 1757 il 
presente une methode permettant de reduire Ie tangage des bateaux en haute mer. 
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Daniel Bernoulli, dont toute la vie a ete consacree a la science, s'est etein 
Ie 17 mars 1782 a Bale. t 

5.8. Principales publications de Daniel Bernoulli 
relatives aux probabilites 

- Recherches physiques et astronomiques sur Ie probleme propose pour la seconde 
fois par l'Academie Royale des Sciences de Paris: Quelle est la cause physique de 
l'inclinaison des plans des orbites des planCles par rapport au plan de l'equateur 
de la revolution du soleil autour de son axe,. Et d'oft vient que les inclinaisons 
de ces orbites sont di.fferentes entre elles, Recueil des pieces qui ont remporte 
les prix de l'Academie Royale des Sciences, 1735,3,93-122. 

- Specimen theoriae novae de mensura sortis, Comment. Acad. Sci. Imp. 
Petrop., 5, 175-192 (1730-1731), 1738. 

- Essai d'une nouvelle analyse de la mortaliN causee par la petite verole, et des 
avantages de l'inoculation pour la prevenir, Hist. Mem. Acad. R. Sci., Paris, 
1-45 (1760) 1766. 

- Disquisitiones analyticae de novo problemate conjecturali, Novi Comment. 
Acad. Sci. Imp. Petrop., 14,3-25 (1769) 1770. 

- Mensura sortis ad fortuit am successionem rerum naturaliter con tin gentium 
applicata, Novi Comment. Acad. Sci. Imp. Petrop., 14,26-45 (1769) ; 
15,3-28 (1770). 

- Dijudicatio maxime probabilis plurium observation em discrepantium atque 
verisimillima inductio inde formanda, Acta Acad. Sci. Imp. Petrop., 1,3-23 
(1777) 1778. 

5.9. References relatives a la biographie 
de Daniel Bernoulli 

- H. Straub, Dictionary ofScientijic Biography, Charles Scribner's sons, New 
York, vol. 2, p. 36-46, 1970. ~ 

- E.T. Bell, Men of mathematics, Simon et Schuster, New York, 1986. 

5.10. Biographie de Nicholas I Bernoulli (1687-1759) 
Nicholas I (ou Niklaus ou Nicolas I) Bernoulli est ne Ie 21 octobre 1687 a Bale. 
C'est Ie neveu de Jacques (Jacob) Bernoulli et de Jean (Johann) Bernoulli. Des 
sa jeunesse il a appris les mathematiques avec ses oncles. Jacques Bernoulli 
a supervise la maitrise es arts (sur les series) de Nicolas a l'universite de 
Bale, maitrise qu'il obtient en 1704, a 17 ans. II prepare alors un doctorat en 
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d it sur l'application des probabilites aux questions juridiques et l'obtient Ie 
ro C I ' . " N' I 14 'uin 1709. om me ce a etalt assez courant a cette epoque, lCO as, realise, 
Jl712, un voyage en Europe passant par la Hollande, l'Angleterre (ou il 

enncontre Newton et de Moivre) et la France. En France, ou il passe deux 
re l'S il rencontre Pierre Remond de Montmort1, les deux mathematiciens 
1110 , 
deviennent des am is proches et auront une riche correspondance. En 1716, 
Nicolas est nomme titulaire de la chaire de mathematiques de l'Universite 
de Padoue, chaire jadis occupee par Galilee (entre 1592 et 1610). Son travail 
porte alors sur la geometrie et les equations differentielles. Ii quitte l'ltalie 
en 1722 pour revenir a Bale ou il devient professeur de logique a l'universite 
de Ia ville. Toujours interesse par les questions juridiques, il quitte en 1731 
Ia chaire de logique pour occuper celle consacree au droit. Ii est par ailleurs, 
a quatre reprises, recteur de l'universite. Nicolas n'est pas un mathematicien 
tres prolifique, ses principales contributions se trouvent cachees dans sa 
volumineuse correspondance, en particulier celle avec Montmort, Leibniz 
et Euler. On trouve en particulier une longue discussion sur Ie probleme dit 
de Saint-Petersbourg dans les lettres qu'il echange avec Montmort. Nicolas 
participe a la publication de l'reuvre majeure de son onele, Ars Conjectandi, 
qui est reste inachevee a la mort de ce dernier, Ie 16 aout 1705. Finalement 
cet ouvrage, paraitra en 1713. Ii publiera ensuite les reuvres completes de 
son onele. Dans ses travaux sur les equations differentielles, Nicolas soutient 
Leibniz et l'aide dans sa controverse avec Newton (en faisant remarquer, en 
particulier, Ie traitement incomplet de Newton sur les derivees d'ordre supe
rieur). Nicolas a ete apprecie de ses pairs, il est nomme membre de l'Academie 
de Berlin en 1713, Fellow de la Royal Society l'annee suivante et membre de 
l'Academie de Bologne en 1724. II meurt a Bale Ie 29 novembre 1759. 

5.11. Ouvrages de Nicholas Bernoulli 
relatifs aux probabilites 

- De usu Artis Conjectandi in jure, Nicolas Bernoulli, Conradus, Basilea, 
1709. 

- Specimina artis conjectandi, ad quaestionesjuris applicatae, Nicolas Bernoulli, 
Acta Eruditorum, Supplementa, Tom. IV, Section IV, 159-170, 1711. 

5.12. References relatives a la biographie 
de Nicholas Bernoulli 

- J. O. Fleckenstein, Nikolaus I Bernoulli, Dictionary of Scientific Biography, 
voL 2, p. 56-57, Charles Scribner's sons, New York, 1970. 

1. Voir biographie de Montmort, chapitre 4. 
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De Moivre 

6.1. Le memoire De Mensura sortis 
Abraham de Moivre publie, en 1711, un memoire intitule De Mensura sortis, 
seu de Probilitate Eventuum in Ludis a Casu Fortuito Pendentibus1• C'est, se10n 
Karl Pearson2, a la demande de Francis Robartes (1650-1718), third Earl 
of Radnor, que De Moivre avait etudie divers problemes de probabilites en 
relation avec des jeux de hasard dont il publia les solutions dans Ie numero 
entier des Philosophical Transactions pour Ie premier trimestre 1711. 

En 1718, De Moivre developpe ce texte initial en un livre intitule The Doctrine 
of Chances : or, a method ofealculating the Probabilities of Events in Play. Vne 
seconde edition parait en 1738 et une troisieme, posthume, en 1756. 

Le memoire De mensura sortis de 1711 consiste en un expose de vingt-six 
problemes de probabilites dans les jeux de hasard que de Moivre traita par 
des methodes differentes de celles publiees par Montmort trois ans plus tot. 
Dne courte controverse entre Montmort et de Moivre s'ensuivit. Beaucoup 
de resultats importants sont publies pour la premiere fois dans De Mensura 
sartis, bien que certains soient contenus dans l'Ars Conjeetandi de Bernoulli 
qui ne paraitra que deux ans plus tard. 

II' '. . ~ .I p fir llumerus cafuutll· quibllS even(us. aliquis 
-- ', . ~ contin&ere POfI!t., & q numerus c~.ru:um. quibus S / poffit ~n~con!tngere.; ta~ contmgent:la quam 

. , no~~contlngentla event~'s fuum habeJit"probabili. 
. . ". tans gradum: Quod fi carus omnes quibtis e-

ve~tus contingere ,vel non·contingere poteft, fint 
a:que faciIes; probabilitas contingentire, edt ad' probabilitatem 
non·contingentia: ut p ad q. 

Les premieres phrases du De Mensura sortis donnent l'une des toutes premieres 
definitions explicites de la probabilite : 

1. In numero 239 des Philosophical Transactions de Londres. 
2. 1he history ojStatistics in the 17th and the18th centuries, edited by E.S. Pearson; London, 

Griffin, 1978. 
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« Si p est Ie nombre de cas par lesquels un evenement quelconque peut arriver et q 
Ie nombre de cas par lequel il peut ne pas arriver ; alors I'arrivee ou la non-arrivee 
ont leur degre de probabilite : Car si tous les cas par lesquels I'evenement peut 
arriver ou ne pas arriver sont d'une egale facilite, la probabilite d'arrivee est a la 
probabilite de non-arrivee dans Ie rapport de p a q. )) 

6.2. The Doctrine of Chances et les Miscellanea analytica 
de seriebus et quadraturis 

1he Doctrine of Chances traite cinquante-trois problemes dans sa premiere 
edition et vingt et un de plus dans sa troisieme. On notera que de Moivre 
presente dans son traite une theorie des series recurrentes qu'il applique au 
probleme de la duree d'un jeu. 

6.2.1. L'introduction des fonctions generatrices 

De Moivre a propose un lemme pour repondre au probleme suivant1 : Trouver 
Ie nombre de chances d'obtenir un nombre de points specifie avec un nombre 
de des quelconque, ayant tous Ie meme nombre de faces. 

« Soit p + 1, ecrit de Moivre, Ie nombre de points specifie, n Ie nombre de des, fie 
nombre de faces de chacun d' eux. Soient p - f = q, q - f = r, r - f = s, s - f = t. etc. 
et Ie nombre de chances demande sera 

p p-l p-2 
+-.--.--,etc. 

1 2 3 
q q-l q-2 n 

--.--.-- etc.x-
1 2 3' 1 
r r-l r-2 n n-l +-.--.-- etc.x-.--
1 2 3' 1 2 
s s-l s-2 n n-l n-2 

--.--.-- etc.x-.--.--
123' 123 

etc 
La serie devant etre continuee jusqu'a ce que certains des facteurs dans chaque 
produit deviennent nuls ou negatifs. 

N.B. Autant de facteurs doivent etre pris dans chacun des produits p . p - 1 . P - 2 , etc .. 
q q -1 q - 2 ,., . 1 2 3 
-.--.--,etc. ,qu Ilyad umtesdansn-1. 
1 2 3 

Ainsi par exemple si I'on demande combien de chances il y a de faire 16 points 
avec 4 des, alors en faisant p + 1 = 16, nous avons p = 15 et Ie nombre de chances 
demande est: 

+ 15 .14 . 13 = 455 
123 

1. 1he Doctrine of Chances, 1738, pages 35-36. 
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( Nutnb. ~'29.") 

. ' 

ProbabiIitate -I;ve ,tuum in, 
~ ': ~~qdis' . a C~fu . FQitilitQ' 
i :: , Pendcl1tibllS. ' \ t :' " _ ', ' : ' 
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9 8 7 4 
--.-.-x- =-336 

1 2 3 1 
3 2 1 4 3 

+-.-.-x-x- =+6 
1 2 3 1 2 

Total 455 - 336 + 6 = 125. Le nombre de chances est cent vingt-cinq. » 

Pour demontrer son lemme de Moivre considere un de avec t faces marquees 1 
t 2 faces marquees 2, et ainsi de suite jusqu'a t J faces marquees! si bien qu: 
Ie nombre total des marques (Ie nombre total de chances, ecrit de Moivre) sur 
les faces egale t + t 2 + '" + t J . Se10n la regIe de multiplication, Ie nombre de 
chances pour les divers resultats d'un jet avec n des est donne par les termes 

du produit (t + t 2 + ... + t J r . Ce que 1'on recherche etant la somme des 
points, il faut additionner tous les produits avec Ie meme expos ant, disons s, 
pour trouver Ie nombre de chances d'avoir la somme s. On a done a trouver 
Ie coefficient de t' ,ce que de Moivre obtient en ecrivant 

(t+t2 + ... +tJ )" =t l (1-tJ )"(1-tt" 

Le coefficient de t' est obtenu en prenant 

if + j = s - n avec i = 0, 1, ... , [(s - n)ij]. 
cj = C'-if -II = C"-1 

11+ j-1 '-if -1 '-if-1 

Cette methode a ete reprise par Simpson et Lagrange pour calculer la distri
bution de la somme d'erreurs independantes, chacune ayant une distribution 
de probabilite discrete. ( 

La methode de De Moivre est en fait ta methode des fonctions generatrices. 
Si on associe a une serie de deux nombres reels PO,P1'" la serie des puissances 
g(t) = ~P.J< et si cette serie des puissances converge pour un intervalle 
de t, alors la fonction g(t) est appelee la fonction generatrice de la serie de 
nombres reels PO,P1 .... Si P.,. correspond a la probabilite qu'une variable alea
toire prenne la valeur x et si ~Px = 1 ,alors g(t) converge pour 1 t I:::: 1. 

6.2.2. Les series recurrentes 

[On appelle serie recurrente toute serie dont chaque terme est la somme d'un 
nombre fixe des termes precedents multiplies respectivement par des coeffi
cients constants. La relation qui existe entre Ie terme general V;, et les termes 
precedents V;,-PV;,-2' .... est la loi de la serie. Lagrange a nomme equation 
generatrice de cette serie 1'equation en x qu'on obtient en remplas:ant, dans 
I I . V V V . n 11-1 11-2 • t a 01, II' II-P 11-2' .... respectlvement par x ,x ,x ,... et en suppnman 

124 

prakash
Polygonal Line



De Moivre 

ensuite la plus haute puissance de x qui se trouve en facteur commun dans 
toUS les termes.] 

De Moivre a ete Ie premier a publier a publier ses resultats sur les series 
recurrentes en 1718, mais sans les demontrer. 11 avait, cependant pris la 
precaution de deposer ses demonstrations a la Royal Society. 

On trouve dans les pages 193-202 des Doctrine of Chances de 1738, l'expose 
de De Moivre. 11 ecrit : 

« J'appelle serie recurrente une serie qui est continuee de telle sorte qu'ayant pris 
un nombre quelconque de ses termes, chaque terme subsequent est obtenu a partir 
d'une relation sur un meme nombre de termes precedents, selon une loi constante, 
comme la serie suivante 

A B C2 0 3 E 4 F 5 
1+2x+3x +10x +34x +97x ,etc. 

dans laquelle les termes, representes respectivement par les capitales A. B, C, 0, 
etc. seront : 2 3 

D=3Cx-2Bx +5Ax 

etc. 

E = 3Dx - 2Cx2 + 5Bx3 

F = 3Ex - 2Dx2 + 5Cx3 

Maintenant. les quantites 3x - 2X2 + 5x3 ,prises ensemble et connectees a leurs 
propres signes, est ce que j'appelle !'Index ou I'Echelle de la relation; et quelquefois 
les simples coefficients 3 - 2 + 5 sont appeles I'Echelle de la relation. » 

De Moivre donne ensuite neuf propositions, sans demonstrations.! 

Deja, a la page 128 de The Doctrine of chances de 1718, de Moivre ecrivait : 

« Si dans une serie quelconque, les termes A. B, C, D, E. F. etc sont continuellement 
decroissants et sont lies les uns aux autres de telle sorte qu'ils ont avec Ie meme 
nombre de termes precedents une relation identique, relation toujours exprimable 
avec Ie meme Index; je dis que la somme de tous les termes de cette serie, ad 
infinitum peut tou jours etre obtenue. )) 

Si on appelle ordre d'une serie recurrente la puissance la plus elevee de x dans 
ce qui a ete defini plus haut comme l'Index, on peut decrire comme suit la 
demarche de De Moivre pour trouver la somme d'une serie recurrente : 

On definitune sequence recurrente (rJ ,avec n = 0, 1, ... ,d'ordre k,au moyen 
de deux ensembles de k nombres rO,rl' ... ,rk_! et al'a2 ... ,ak OU ak 7: 0 , et la 
relation de recurrence k 

r = "" (-1);-! a.r avec n 2:: k 
11 L...J ,11-1 

;=! 

les coefficients ( - W-! a;} etant l'Echelle de la relation definie plus haut. 

1. C£ I. Todhunter, History of the theory ofprobability, 1865, p. 179-183 et A. Bald, History 
ofprobability ... before 1750, Wiley, 1990, § 23.1. 
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Le polynome 
k 

A(x) = 2: (-iYa;x; avec ao = 1 
;=1 

est appele l'Echelle differentielle. C'est la fonction generatrice pour Ie 
. 1 S 

coefficients ((-1)'- aJ . 
00 

De Moivre montre que pour une serie recurrente R(x) = 2:t;,xn ,on a 
11=0 

1 k-l 11 . 

R(x) = -2:x"2:(-1)'a;t;,_I. 
A(x) 11=0 ;=0 

Cette equation signifie que R(x) peut etre trouve comme Ie rapport de deux 
polynomes de degres k - 1 et k, respectivement, dont les coefficients depen
dent des 2k nombres definissant la sequence de recurrence. 

On sait que, reciproquement, toute fraction algebrique rationnelle en x, 
reduite en serie, donne lieu a une suite de termes dont chacun est egal a 
la somme algebrique d'un meme nombre de termes precedents, multiplies 
respectivement par certaines quantites constantes, pour toute l'etendue de Ia 
serie. L'ensemble des constantes par lesquelles .ml doit multiplier un certain 
nombre de termes precedents pour former un! terme quelconque est appele 
l'echelle de relation de la serie. 

6.2.3. Les Miscellanea analytica de seriebus et quadraturis 

En 1730, de Moivre a redige un livre de mathematiques intitule Miscellanea 
analytica de seriebus et quadraturis1 qui comporte la formule de tri~onometrie 
a laquelle son nom est associe : 

(cosO + ~ sin 0)" = e"O.J-1 

Le livre contient egalement la premiere tentative d'approximation de la 
somme des termes du binome (a + b)n developpe en serie, qu'il complete par 
un papier, date du 13 novembre 1733, dont Ie titre est explicite : Approxi
matio ad summam terminorum binomii (a + b)n in seriem expansi.2 II s'agit de 
la premiere publication de ce que nous appelons aujourd'hui la Loi norma/e, 
resultat qui est devenu l'outille plus puissant de la theorie des probabilites 
pour les deux siecles qui ont suivi. De Moivre a traduit lui-meme en anglais 
son memoire et l'a reproduit dans la seconde (1738) puis la troisieme edition 
(1756) de son ouvrage Doctrine of Chances. 

1. Miscellanea analytica de seriebus et quadraturis, Londini, Tonson and Watts, 1730. 
2. Ce memoire a ete imprime en quelques exemplaires pour les amis de De Moivre. On en 

connait trois copies (Prussiche Staatbibliothek de Berlin, University College de Londres 
et Bibliotheque Macclesfield, n° 1424 du catalogue). 
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.. ak b Bernoulli avait etabli dans la quatrieme partie de sonArs Conjectandi, 
51] '~1 est convenu d'appeler la loi faible des grands nombres, les travaux 
(c b: Moivre abordent Ie calcul de la probabilite d'obtenir exactement m 
(,Ie, ements favorables en n essais. De Moivre etablit que cette probabilite 
cve~ terme de rang m dans Ie deve10ppement en serie du binome (a + b)" 
cst e 1/1-11' I b bU' , d' b . " r bl . 't en .alll b , ou a est a pro a Ite 0 temr m evenements ravora es et 
~o~ 1 :a. 11 en deduit (page 237 de la seconde edition de Doctrine of Chances 
~ 1738) que la probabilite d'obtenir un taux de succes compris entre deux 
Ii~ites fixees s'obtient en approximant la somme des termes du deve1oppe
meot en serie du binome (a + b)". 

6.3. Rappel concernant la loi des grands nombres 
Toutes les epreuves repetees d'evenements peuvent etre assimilees a des 
tirages d'objets de differentes couleurs contenus dans une urne, l'objet tire 
etaot reintroduit dans l'urne afin de ne pas modifier les probabilites. 

Le principe des probabilites composees, a savoir la probabilite d'un evenement 
compose, resultant du concours de plusieurs evenements independants les 
uos des autres, est Ie produit des probabilites simples de ces evenements. 

Eo supposant donc que des evenements N, !\', ... soient tous des repetitions 
de l'evenement A, de meme que B', B", ... des repetitions de l'evenement B, 
00 a, si pest la probabilite de A, et q celie de B : 

p = p'= p"= etc. q = q'= q"= etc. 

Soit n Ie nombre d'epreuves, Ie produit (p + q)(P' + q~(P" + q'~ ... = (p + q Y , 
qui peut etre ecrit, par la formule du binome de Newton, 

n l 
avecCk = . 

n k!(n - k)! 

II 

(p+q)" = ~c:lqn-k , 
k=O 

n(n -l)(n - 2) ... (n - k + 1) (coefficients binorniaux) 
k! 

Le terme general C,~ l qn-k exprime la probabilite que, dans n epreuves, les 

evenements A et B arriveront respectivement k et n - k fois. 

La somme des termes du deve10ppement en serie de (p + qY , depuis Ie 
premier jusqu'au terme C:lq"-k inc1usivement, exprime la probabilite 
que, dans m epreuves, l'evenement A n'arrivera pas moins de k fois ou que 
l'evenement complementaire B n'arrivera pas plus de n - k fois. 

H est a noter que Karl Pearson commente1 la note de 1733 de De Moivre 
en lui attribuant la priorite sur trois points: 

1. Biometrika, 16, p. 402-404, 1924 et 17, p. 201-210, 1925. 
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- les calculs relatifs a !'integrale de probabilite et essentiellement a la loi 
norm ale, 

- la formulation et l'usage de ce qui est appele improprement Ie theorem 
de James Stirling, e 

- l'enonce du theoreme etablissant que la mesure de la precision de l'eva
luation d'une probabilite depend de l'inverse de la racine carree de la 
taille de l'echantillon teste. 

En ce qui concerne les factorielles, Pearson ecrit : 

« De Moivre trouve Ie rapport du terme maximum d'un binome au terme distant de 
xde ce maximum; II suppose I'exposant du binome si eleve que ron peut pratique. 
ment ecrire 

I C I -III III. m. = onstante. -V m.e .m 
II determine la constante, qu'il appelle B, par Ie theoreme qui donne Ie logarithme 
hyperbolique de B; 

1 1 1 1 
log,B=1-12 + 360 -1260 + 1680 ,etc. 

ce qui donne log, B = 0,3992235 ou B= 2,5074. 
D'ou 
m!=2,S074.j;.e-m .m lll

• )) 

6.4. Le commentaire de Laplace 
Laplace, dans sa Notice historique sur les Probabilitis1, commente ainsi les 
travaux de De Moivre : 

« Moivre a repris dans son Ouvrage Ie theoreme de Jacques Bernoulli sur la probabilite 
des resultats determines par un grand nombre d'observations.11 ne se contente pas 
de faire voir, comme Bernoulli. que Ie rapport des evenements qui doivent arriver 
approche sans cesse de celui de leurs possibilites respectives ; il donne de plus 
une expression elegante et simple de la probabilite que la difference de ces deux 
rapports est contenue dans des limites donnees. Pour cela, il determine Ie rapport 
du plus grand terme du developpement d'une puissance tres elevee du binome a la 
somme de tous ses termes, et Ie logarithme hyperbolique de r exces de ce terme sur 
les termes qui en sont tres voisins. Le plus grand terme etant alors Ie produit d'un 
nombre considerable de facteurs, son calcul numerique devient impraticable. Pour 
robtenir par une approximation convergente, Moivre fait usage d'un theoreme de 
Stirling sur Ie terme moyen du binome eleve a une haute puissance, theoreme remar
quable surtout en ce qu'il introduit la racine carree du rapport, de la circonference au 
rayon, dans une expression qui semble devoir etre etrangere a cette transcendante. 
Aussi Moivre fut-il extremement frappe de ce resultat, que Stirling avait deduit de 
rexpression de la circonference en produits infinis, expression a laquelle Wallis etait 

1. C£, par exemple, Essai philosophique sur les Probabilites, 3< ed., Paris, Courcier, 1816, 
page 212. 
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parvenu par une singuliere analyse qui contient Ie germe de la theorie si curieuse et 
si utile des integrales definies. » 

6 5 Extrait du memoire de 1733 
.. Approximatio ad summam terminorum binomii (a + bi' 

Nous traduisons ci dessous un extrait du ffieffioire de 1733 de De Moivre a 
partir de sa propre traduction anglaise ulterieure intitulee : 

« A method of approximating the terms of the binomial (a + b)" expanded to a 
series from whence are deducedd some practical rules to estimate the degree of 
assent which is to be given to experiments. » 
[Methode pour approximer la Somme des termes du Bin1)me (a + b)" developpe en 
Serie, d'ou sont deduites des regles pratiques pour estimer Ie degre d'assentiment 
a attribuer aux experiences 1.] 

« [ •.• ]1.11 y a maintenant une douzaine d'annees ou plus que j'ai trouve ce qui suit: 
Si Ie bin1)me 1 + 1 est eleve a une tres grande puissance n. Ie rapport du terme 
central a la somme de tous les termes, c'est-a-dire, a 2n, peut etre exprime par la 

. 2A.(n-1)" , .. 
fraction r---:; ou A est Ie nombre dont Ie logarlthme hyperbol!que est 

n"."n -1 
1 1 1 1 (n -1)" 1 - - - + --- --etc.Mais puisque la quantite ou (1- -)" 

12 360 1260 1680 nil n 
esttres pres d'etre donnee quand nest une grande puissance, ce qui n'est pas difficile 
a prouver, il suit que, pour une puissance infinie, cette quantite sera absolument 
don nee, et represente Ie nombre dont Ie logarithme hyperbolique est - 1 ; d'ou il 
suit, que si Bdesigne Ie nombre dont Ie logarithme hyperbolique est 

1 1 1 1 
-1+---+-----etc. 

12 360 1260 1680 

2B 2B 
I'expression ecrite ci-dessus deviendra r---:; ou approximativement r' Si 

"n-1 "n 
nous changeons les signes de cette serie, et supposons maintenant que B designe Ie 

1 1 1 1 
nombre dont Ie logarithme hyperbolique est 1-- + - - --+ --etc. 

2 12 360 1260 1680 
cette expression sera changee en r' 

B"n 
Quand j'ai pour la premiere fois commence cette recherche, je me suis contente 
de determiner en gros la valeur de B, en additionnant quelques termes de la serie 
ci-dessus; mais comme j'ai pris conscience a la fois qu'elle convergeait tres lente
ment, et que j'avais repondu d'une facon acceptable a ma question j'ai renonce a 
aller plus loin jusqu'a ce que mon savant Ami M. James Stirling, qui s'etait applique 
apres moi dans cette recherche, ait decouvert que la quantite B representait en fait 
la racine carree de la circonference d'un cercle de rayon unite, si bien que si cette 

1. The Doctrine of Chances, the second edition, by A. de Moivre, London H. Woodfall, 1738, 
p.235-243. 
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No;; I'1.. I 73). 

--~-----------------------------------------.----~' --..... 
APPROXIMATIO AD 

SUMMAMTERMINORUM BINOMII 

a. + Il' ip Seriem expanfi, 

'Autore A. D. M. R. S. s. 

Qu~nquam folutio Problematulll ad Cortem fpeetantium non raro exi
,glt utplures Termitii Binomii a+bl" in fwnmam colligantur; atta-

. In!!n in poteftati!>us excelfis res ade~ laboriofa videtur, ut per
pauel hoc opus aggredi curaverint; Jacobus &. 'Nicolaus' !Jerl/DlIlIi viri Do
aiffimi primi quorl fdam tentllrunt quid fua induftria in hoc genere prz
,fiare poffet, in quo etiamfi uterque propofitum Cumma cum laude lit affecutus, 
aliquid tamen ultra poteft requiri, hoc eft approxinlatio ad fummam; non e
!lim tam de approximatione videntur fuitre folliciti quam de affignandis certis 
iimitibus quos Summa Tenninorum neceflArio rrao(cenderer. ~am vero 
-viam iJli tenuerint, breviter in Mifcellaneis meis expofui * quz confulat 
LeCtor fi vaC:lt, quod ipfi tamen fcripferint meliua erit fortaffe confulere: 
.Ego quoque in hane difquifitionem incubui; quod. autern eo me primum Un
pulit non profe€tum fuit ab opinione me C!Eteros anteiturum, fed ab obfe
quia i"n Digniffimum virum qui, mihi autor fuerat Ut hee (ufciperem; ~ic. 
quid eft, novas cogitationes priorlbus fubne€to, fed eO ut C0Dnex10 podre
,morum c'um primis melius appareat, mihi nece1fe eft ut pauca jampridem 
n me ttadita denno proferam. 

l~ Duodecim jam funt anni & amplius cum illud inveneram; fi Bino
mium J + 1 ad poteftatem n pcrmagnam attollatur, ratio quam Terminus 
Medius habet ad fummam Terminorum omnium, hoc eft ad ~", ad hune m~ 

d .. .. :lAX_lllI • • • T IVr 

urn potent exprum ,,"vn-;-" ,Ubi A eum numerumexpomt cuJus ~a-

A rithmus 

'" Vide Mifcclianea Analytica pag, 96, 9i- 98, 99. 
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. onference est appelee c, Ie rapport du terme central a la somme de tous les 
Clre 2 

lermes sera exprime par I . 
-vnc 

Mais bien qu'il ne so it pas necessaire de connaTtre quelle relation peut exister entre 
Ie nombre Bet la ~irconfe.renc.e du cercl~, pourvu que sa val~ur so it atteinte, soit ~n 
poursuivant la sene logarrthmlque mentlonnee plus haut, SOlt par un autre moyen, je 
do is dire, avec plaisir, que cette decouverte, outre qu'elle a evite Ie doute, a apporte 
une elegance singuliere a la solution. 

II. J'ai aussi decouvert que Ie logarithme du rapport que Ie terme central. pour une 
grande puissance, a a un terme quelconque qui lui est distant d'un intervalle note 
I. pouvait etre represente avec une bonne approximation, (en posant m = 1/2 n) par 
la quantite 
1 1 m+1 

t / __ )Log(m+I-1)+(m-1 +-)Log(m-l + 1)-2mLogm + Log--. 
1111 2 2m 

COROLLAIRE 1. 
1 

Ceci etant admis, je conclus, que si m oU"2n est une quantite infiniment grande, 

alors Ie logarithme du rapport qu'a un terme distant du terme central d'un intervalle 
-211 

I ace terme central est --. » 
n 

Notons qu'avec nos notations modernes Ie terme nc de De Moivre est 
equivalent a 8a21f, OU a est l'ecart type de la courbe dont l'ordonnee du 

1 
maximum est ~. On a egalement n = 40"2 et l'equation de la courbe 

a-v21f 

Le corollaire 1 de De Moivre est donc Ie suivant : Si n est grand, on peut 
ecrire, en notations modernes : 

n 
P(x=-+/) 

In 2 
n 

P(x=-) 
2 

Dans les corollaires (pages 238-239 de la seconde edition de 1738), de Moivre 
montre que la difference probable entre la frequence observee des evenements 
par rapport au vrai rapport des probabilites decroit comme l'inverse du carre 
du nombre d'essais. II approxime egalement la probabilite que la frequence 
observee soit comprise entre deux limites specifiees. 
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De Moivre donne egalement dans le meme memoire la valeur de rint' 
egralt 

J+a _l_e _;2 dx ,calculee comme approximation de la probabilite binorn'a) 
-a.j2; 1 t 

n a.J;z n a.J;z 
P(2-2)~X~(2+2) ,ettrouve: 

a valeur trouvee par de Moivre valeur exacte 

0,682688 0,682689 

2 

3 

0,95428 

0,99874 

0,95450 

0,99730 

En partant du fait que la somme de n variables aleatoires de Bernoulli, valant 
1 avec la probabilite pet sinon 0, suit une loi binomiale de parametres (n,p) 
et en utilisant la formule de Stirling pour approcher la factorielle, de Moivre 
a montre que la distribution binomiale, pour n grand, et p = 1/2, tend vers 
la loi normale. 

Laplace generalisera en 1812 ce resultat au cas d'une probabilite p 
quelconque. 

6.6. Les causes premieres du hasard selon de Moivre 
De Moivre, comme la plupart des savants de son epoque croyait en un 
dessein divino 

Matthieu Maty, dans le Journal britannique pour les mois de septembre et d'oc
tobre 1759, que nous avons deja cite, au sujet de la controverse entre Montmort 
et de Moivre rapporte quelques phrases de De Moivre a ce sujet : 

ee On peut considerer, disait de Moivre,le hasard et Ie dessein comme deux competi
teurs, qui se disputent certains evenements, et dont les droits respectifs sont soumis 
au calcul des probabilites, Supposons que les cartes de deux jeux de piquet fussent 
egalement disposees dans I'un et dans I'autre, il ya plus de 2 631 308 fois un million 
multiplie trois fois par lui-meme 8 parier contre un, que la volonte a eu part 8 cette 
disposition, Ainsi la doctrine, qui trouve Ie hazard ou il est, s'eleve par une suite de 
probabilites 8 la demonstration qu'ou s'observent I'ordre, la constance, et I'unifor
mite, 18 aussi resident Ie dessein et Ie choix, .. Je m'estimerais heureux, disait-il 
aussi dans son Eprtre dedicatoire a Newton mise au-devant de la seconde edition 
de son livre, si avant donne 8 mes lecteurs une methode pour calculer les effets du 
sort dans les jeux, et propose des regles pour estimer jusqu'ou certains evenements 
tirent leur origine de la volonte plutot que du hasard, je pouvais en exciter d'autres 
8 pousser plus loin ces recherches, et 8 apprendre de votre Philosophie 8 recueillir 
par un calcul exact les indices certains de la sagesse et de !'intelligence parfaites, 
que I'Univers presente dans les divers phenomenes de la nature ». 

1. Mimoire sur la Vie et sur les Bcrits de Mr. De Moivre, 
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AJJethodo! approxiltJClting the Sum' of the Termj' , 
of the Binomial a+ b'n expanded into a Serles, 
/roln. whence ar.e ~edtlced flme pr(Ja.ic4~ Rules 
10 eJltmate the Degree if A./font'whlch is to 'be 
given to Experi~e'nts. " . : 

ALT H <Y the' Solution of Pr~bie~s of Chance' often require 
that feveral Terms of ,the Binomial a + b'\ 11 be added to- ' 

" gether, nevertJ:telefs in yery high Powers the th~g appears 
fo laborIous, and of fo, great a dd~kulty,' that few, people' have un
dertaken that Talk; for befides JOllies and Nicolas Bentbulli, two 
great Mathematicians, 1 know of no body that has attempted it; 
in which, tho' they have 1hewn very great lkill, and have the praife 
which is due to their Induftry, yet fome thil1gs were farther re
quired; for what they have .done is not fo much an Approximation 
as the determining very wide.1inits, within, which they demonftrated' 
that the Sum of the Terms was contained. Now the Method which 
they ba\"e followed has be~n briefiy-defcribed'in my Mifce/lama Ana
lj"tiCII, which the Reader may confult if he plea(es, unlefs they ra
ther chufe, which ,perhaps would be the beft, to confult what the'y 
themfelves have writ upon that Subjea: for my'part, what made 
me apply myfelf to that Inquiry was not out of opinion that I 
lhould excel others, in which however I might have 'been forgiven: ; 
but what I did was in compliance to the defire of a 'very worthy 
Gentleman, and good Mathematician, . who encouraged me :to it: 
I now ~dd fome new thoughts to ~he former; but ill order to make 
their connexion the clearer, it is neceffary fot tile to refume fome ~ew 
things th.t have been delivered by me a pretty while ago. 

I. It is now a dozen years or more' fince I had found what fol
lows.i If t~e BinomU I + I be raifed to a very high Power de..,: 

H h 2 , noted 
2 
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ANNUITIES 
UPON 

LIVES: 
o R.~ 

The VALt(ATION of' 
ANNUITIBS upon any 
Number of LlvEs; as 
alro, of RP.VlIASIONS. 

To which i, add.:clt 
An A P P F., N D J X cO(lCt!rDing rile 

EXPE.CTATIOl'll of LIFBt and 
PtObabiliri~. of S U 1\ V I VOB. SlIl P. 

By A.I!lB MelvaB. P. R.. s. 
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1 Les Annuities upon lives 6 . . 
. The Doctrine ofchances ne comportaient pas de statistiques, de Moivre s'est, 

51 dant interesse au sujet et a publie en 1725 un livre intitule Annuities 
(cpenlives ; or the valuation of annuities upon any number of lives ; or also, of 
tlpon'Sions To which is added an appendix concerning the expectations oflift, and 
reVer.' .' 1 
probabilities of survtVorshtp . 

L question de savoir qui inventa les statistiques est complexe. L'economiste 
~emand Gottfried Achenwall (1719-1772) est considere, par certains, 

rome l'inventeur de la statistique car ayant publie en 1748 la Constitution co , 
des royaumes et Etats de l'Europe et cree Ie mot statistique, dans Ie sens etudes 
(onstitutionnelles. Mais si on considere, comme Ie fait Karl Pearson, que les 
statistiques s,ont essentiellement l'etablissement de donnees numeriques 
relatives a l'Etat, les fondateurs de cette discipline sont les Anglais John 
Graunt (1620-1674) et Sir William Petty (1623-1687). Cependant,l'ouvrage 
de John Graunt, Natural and Political Observations on the Bills of Mortality 
of London, publie en 1662 et l'analyse de Sir William Petty dans son traite 
intituie PoliticalArithmetic (1682), n'offraient pas Ie degre de precision souhaite 
par de Moivre qui se servit des tables de mortalite obtenues par Edmund 
Hallef. Dans son memoire Halley indique que les travaux de Graunt et 
Petty souffraient du fait que les populations des villes etudiees n'etaient pas 
stables et que des tables plus precises relatives a la ville allemande de Breslau, 
qui avaient ete communiquees a la Royal Society par Ie professeur allemand 
Caspar Neumann (1648-1715), lui avaient ete transmises par M.Justell. 
Ces tables mentionnaient a la fois !'age et Ie sexe de toutes les personnes 
decedees durant les annees 1687 a 1691, et les comparaient mensuellement 
aux naissances survenues dans Ie meme temps.3 

Dans son ouvrage, de Moivre postule un taux d'interet monetaire constant et 
un taux de mortalite donne par la table de E. Halley, dont il publie d' ailleurs 
les donnees, et pour etablir sa theorie, il traite mathematiquement les annuites 
relatives aux assurances sur des vies multiples, Ie probleme des heritages, celui 
des tontines et plus generalement ceux des contrats OU !'age des personnes 
et Ie riiveau des taux d'interet sont les parametres essentiels. 

1. London, W.P. 1725. 
2. An estimate of the degrees of mortality of mankind; drawn from curious tables of the births 

and funerals at the city of Breslaw; with an attempt to ascertain the prices of annuities upon 
lives, Philosophical Transactions, 17, n° 196, p. 596-610, 654-656, 1693. 

3. C£ notre chapitre 18. 
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jig" Perfl"', Jlge. Perfo. .4gB. Perro. ..4gB, PerjiJ • ..4ge. Plr.{o • ,lge. p"jG;. 
I-- .......- -- ----.. ......-. -~ - --- -J 1000 8 680 I~ 628 22- S86 29 n9 36 481 

:z . 8~~ 9 670 :16 622 2~ ~79 ~gO ~H 37 472 
3 798 10 661 17 616 24 f7g 31 S23 38 46~ 
4 760 II 6~~, 18 610 2S S67 32 SIS 39 4f4, 
S 7~2 U .646 '19 604- 26 S60 33 S0 7 40 44S 
6 710 13 640 ?-o S98 27 SB 34 499 41 436 

-1_. 694 .4 634 21 S22 28 146. ~S 490 42 427 
.1gB. Per/on,: 'Age, PBrJO. ·Jge Perfo. .4g~, P"JO' AgB • PBr}o • .1gB. PBJ'fo • - - - - - - - - - - - -i1-3 417 SO 346' S7 272 64 202 71 131 i8 Sa 
44 407 SI HS S8 .262 61 192. 72 120 79 49 
4s 397 S2 324 S9 ::IS2 66 182 73i 109 80 41 
4' 3B7 n 313 60 142 67 172 74 98 81 34 
)t.7 n7 S4 30 2 6'1 232 68 162. 7S 88 82 28 
48 ~67 S, 292 62 222 69 IS2 76 78 83 23 
~ H7 ~6 282 63 212 70 142 77 68 84 20 •. 

Un excellent resume de l'ouvrageAnnuities upon lives a egalement ete donne 
par Matthieu Maty, dans Ie meme Journal britannique pour les mois de septembre 
et d'octobre 1759. 

Void les phrases de Maty: 

« L'editeur du livre de Mr. Jacques Bernoulli avoit invite Mr. de Moivre a suivre les 
vues du celebre Auteur, en appliquant la science des probabilites aux usages de la 
vie. Notre Savant s' etait excuse d' entreprendre cette nouvelle tache. II semble cepen
dant avoir ete determine par cette invitation au travail, qu'iI entreprit en 1721, pour 
determiner les problemes fondes sur les probabilites de la vie humaine. L'Angleterre 
est peut-etre Ie pays, OU les questions relatives a la valeur des rentes viageres, des 
contrats de substitution, des achats d'expectatives etc., reviennent Ie plus souvent. 
On n'y suivait, avant Mr. de Moivre, qu'une routine aveugle et toujours erronee. Aussi 
nos insulaires recurent-ils avec avidite les regles simples generales et precises, que 
Mr. de Moivre donna dans son Traite sur les rentes a viepublie pour la premiere fois 
en 1724 et pour la seconde en 1743. Comme la theorie sur laquelle illes fonde lui 
appartient en propre, je ne puis encore eviter quelques details, que je crains de mal 
rendre en voulant trop les abreger. Des I'annee 1692, Ie Dr. Halley avait compose 
une table de mortalite sur les registres de Breslaw. II avait meme indique quelques 
moyens de deduire de cette table la valeur des annuites sur une ou plusieurs vies. 
Mais ces moyens exigeaient pour chacune des vies autant d'operations arithmetiques 
qu'il y avait d'annees entre I'§ge actuel et celui de cent ans. S'il s'agissait de trouver 
les sommes et les ditterences de plusieurs vies, les combinaisons se multipliaient 
a un point prodigieux, et I'inventeur convenait lui-meme que malgre les facilites 
que procuraient les logarithmes, il eta it a souhaiter qu'on trouv§t quelque methode 
plus abregee que les siennes. Ce que Halley avait vainement cherche ne devait 

1. Mimoire sur la Vie et sur les Ecrits de M,: De Moivre. 
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/3tre facile. Mr. de Moivre s'y appliqua cependant, et les succes surpasserent 
pas esperances. II vit d'abord dans la table de Halley ce qu'il est surprenant que 
~e~ley n'y eut point vu, des intervalles de plusieurs annees, pendant lesquels la vie 
h amaine decrolt uniformement. De 646 adultes de 12 ans, restes de mille qui ont eu 
I ~ accidents de I'enfance a soutenir, il en meurt six dans un an, douze dans deux et 
~nsi de suite jusqu'a 25 ans. Chacune des quatre annees suivantes en emporte sept. 
De 29 a 34 ans la proportion annuelle est de huit, elle est de neuf jusqu'a 42 ans, 
de dix jusqu'a 49, et de onze jusqu'a 54. Elle se reduit a dix jusqu'a rage de 70 ans, 
remonte a onze jusqu'a 74, et revient a dix jusqu'a 78. Les progres de la mortalite 
suivent ensuite une proportion arithmetique de neuf, de huit, de sept, de six pendant 
les quatre annees suivantes, et des vingt personnes qui restent en vie a 86 ans, une 
tout au plus parvient au siecle. Mr. de Moivre, non content d'avoir trouve ces inter
valles, qui seuls abregent considerablement les calculs, observe que leurs inegalites 
se balancent, et qu'ils peuvent etre regardes comme les parties d'une progression 
arithmetique, que fourniraient probablement des observations plus exactes et plus 
multipliees. Le premier terme de cette progression peut etre fixe a 12 ans et Ie dernier 
a 86. De 74 adolescents au premier de ces deux ages, il en do it mourir un par an, et 
la distance de rage de qui que ce soit au terme Ie plus recule est Ie complement de 
sa vie. A chaque age repond une suite, qui exprime la probabilite de sa duree, et qui 
multipliee par celie d'une rente annuelle pour ce nombre d'annees, represente sa 
valeur. Mr. de Moivre la somme sans peine, et trouve ainsi une formule tres simple, 
qui s'applique a quelque age que ce so it ; elle n'exige que quatre operations aisees, 
et par Ie moyen des tables Ie moindre arithmeticien peut la calculer. Les memes 
principes ont lieu dans les cas de vies conjointes, les survivances, les hypotheques, 
etc. Les regles de notre Mathematicien sont si faciles, qu'en les suivant, on avance 
plus en un quart d'heure qu'on ne pouvait Ie faire par les methodes precildentes en 
un quart d'an. Les rentes evaluees de cette maniere sont cependant assujetties a 
cette condition, que Ie pavement s'en fait chaque an nee, et que celie OU meurt Ie 
possesseur est perdue pour ses heritiers. Que si ron veut changer cette condition, 
et ne faire finir les pavements qu'a I'instant me me de la mort, notre Mathematicien 
satisfait a ce nouveau probleme dans un Memoire presente a la Societe Royale en 
1744, OU il montre en meme temps Ie moyen de lier entr'eux divers intervalles de la 
vie, et d'en calculer les probabilites, en s'en tenant aux observations. » 

6.B. Biographie de De Moivre (1667-1754) 
Abraham de Moivre est ne a Vitry-Ie-Fran\=ois, en Champagne, Ie 26 mai 
1667. Son pere, chirurgien, vivait modestement mais a toujours considere 
cam me prioritaire l'education de ses enfants. Le jeune Abraham a d'abord 
ete eduque a Vitry sous la conduite d'un precepteur. Puis, bien que la famille 
de Moivre soit protestante, son pere l'inscrit dans une ecole catholique 
tolerante de Vitry OU il restera jusqu'a l'age de onze ans. 11 poursuit alors ses 
etudes dans une autre ecole, protestante, cette fois, a Sedan. 11 est en pension 
chez son professeur de Grec et se montre assidu et travailleur. C'est a ce 
moment qu'il decouvre les mathematiques par l'intermediaire d'un traite 
d' arithmetique. Cette distraction est toleree par son professeur qui regrette 
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tout de meme que ce temps cons acre aux mathematiques ne Ie soit pas' 
l'etude du Grec. En 1682, alors que Ie jeune Abraham a deja passe quat~a 
ans dans cette ecole protestante de Sedan, cette derniere est supprimee. See 
parents l'envoient alors a Saumur, pour y achever ses etudes. Son professeu; 
de philosophie est un homme entete, tres attache aux anciennes doctrines 
meprisant ouvertement la methode de Descartes. C'est de nouveau pa; 
lui-meme que de Moivre va poursuivre sa decouverte des mathematiques 
cette fois en lis ant Ie traite de Huygens sur les jeux de hasard De ratiocinii: 
in ludo aleae, qui avait ete publie en 1657. Entre-temps, ses parents se Sont 
installes a Paris et leur fils poursuivra ses etudes au College d'Harcourtl.1I y 
suivra des cours de physique et de mathematiques et beneficiera, de plus, de 
cours particuliers. Une anecdote montre bien la passion de De Moivre pOur 
les mathematiques2• Un jour, il va avec l'un de ses parents dans une maison 
en Bourgogne et decouvre Les Elements d'Euclide qu'il se met a devorer. 
11 est arrete par la cinquieme proposition et se met a pleurer. Ses parents ne 
peuvent Ie consoler qu'en lui expliquant cet axiome, apres quoi il poursuit la 
lecture des six livres sans difficulte. 

A la revocation de l'Edit de Nantes par Louis XIV en 1685, la vie de De 
Moivre va basculer. 11 est d'abord emprisonne, pour ses croyances religieuses, 
dans Ie prieure de Saint Martin. Nous ne connaissons pas exactement la 
duree de cet emprisonnement, ce qui est certain est, qu'une fois libere, il 
emigra en Angleterre. 11 a vingt et un ans (1688) lorsqu'il arrive dans ce pays 
et pense, a tort, avoir atteint Ie sommet des mathematiques. Le hasard fait 
qu'il est res:u chez Lord Devonshire qui vient de recevoir un exemplaire des 
Principia Mathematica que son auteur, Isaac Newton, lui a personnellement 
adresse. De Moivre ouvre l'ouvrage pensant Ie lire sans difficulte et decouvre 
qu'il est hors de portee de ses connaissances. Nullement decourage, il s'en 
procure un exemplaire, en dechire, dit-on, les feuillets pour les mettre dans 
sa poche de fas:on ales etudier a chaque moment libre. 

La situation de De Moivre nest guere brillante, il souhaiterait obtenir un 
poste de professeur, mais etant etranger il na que tres peu de chances d'y 
parvenir ; il se contente donc de quelques cours particuliers et de quelques 
les:ons donnees dans des salons de the londoniens. Sa reputation grandit 
neanmoins et, en 1692, il rencontre Hallef avec qui il se lie d'une etroite 
amitie. Probablement grace a son intermediaire, il rencontre egalement Newton 
avec qui il sera egalement proche. Le premier article de De Moivre portera 
d'ailleurs sur une extension de la methode des fluxions de Newton. Halley 
presente cet article a la Royal Society en 1695 et il est publie la meme annee 
dans les Transactions of the Royal Society. Deux ans plus tard il communique 

1. Maintenant Lycee Saint-Louis. 
2. Anecdote tiree d'Eloges de M. Moivre. 
3. Halley est alors assistant du secretaire de la Royal Society. 
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article donnant une methode generale permettant d'elever ou d'abaisser 
UOut rnultinome ax + bx?- + cx? + dx4 + ... a quelque puissance que ce soit. 
~et article, tres apprecie, lui ouvrira les portes de la Royal Society ou il est 
'lu rnembre en 1697. Sous !'influence de Halley, de Moivre s'interessa un 
;ernps a 1'astronomie. Toutefois son interet pour les mathematiques pures 
dornine. En 1707, il donne differentes formules pour resoudre des equations 
o'ayant que des puissances imp aires de !'inconnue. Ce travail lui vaut les 
eloges des plus grands mathematiciens, en particulier de Jacques Bernoulli 
et de Leibniz. Ce dernier, conscient de la valeur de De Moivre, cherche a 
lui obtenir une chaire de mathematiques, mais en vain. 

Alors que la dispute relative a la priorite de la decouverte du calcul infinite
simal entre Newton et Leibniz fait rage!, de Moivre est engage (Ie 17 avril 
1712) dans Ie comite mis en place par la Royal Society pour etudier la ques
tion2• La Royal Society est alors presidee par Newton lui-meme et 1'amitie 
existant entre Newton et de Moivre et nest certainement pas pour rien dans 
Ie choix de ce dernier. 

De Moivre presente en 1711 a la Royal Society son etude De Mensura sortis sur 
la doctrine du hasard qui est publiee la meme annee dans les Transactions. Ce 
travail sera ensuite amplifie en 1718 sous Ie titre: The doctrine of chances. 

De Moivre s'interesse egalement, sur les conseils de Halley, aux applications 
pratiques des probabilites et des statistiques. 11 elabore des tables de mortalite 
precises (Annuities on lives, 1725) et donne des formules permettant de calculer 
equitablement Ie montant des rentes viageres. 11 est egalement celebre pour 
avoir introduit la formule qui porte son nom [(cos x + i sin x)n = cos nx + i 
sin nx], formule publiee en 1722, mais dont une forme proche avait deja ete 
pen;ue par de Moivre en 1707. En 1730 il fait paraitre MiscellenaAnalytica, 
ouvrage dans lequel apparait pour la premiere fois la formule appelee a tort 
« de Stirling ». On doit egalement a de Moivre la revision de la traduction 
latine de 1'Optique de Newton. Ce dernier et de Moivre se rencontraient 
alors tous les soirs pour discuter de cette traduction et d'autres aspects de la 
physique. De Moivre avait dedicace son livre Doctrine of Chances a Newton, 
et ce dernier lui retourna Ie compliment en repondant a ceux qui Ie question
nait sur les Principia: « Allez voir de Moivre, il connait ces choses beaucoup 
mieux que moi », ce qui nest pas un mince compliment lorsque 1'on connait 
la personnalite de Newton. 

L'un de ses biographes, Clerke, fait Ie portrait suivant de la fin de vie de De 
Moivre : « De Moivre est reste celibataire toute sa vie et a passe ses dernieres 

1. Voir par exemple : Trente livres de mathlmatiques qui ont change Ie monde,Jean-Jacques 
Samueli, Jean-Claude Boudenot, Ed. Ellipses, 2006 (en particulier, chapitre 12 : Isaac 
Newton mathematicien et physicien). 

2. Les autres commissaires etaient MM. Arbuthnot, Hill, Halley, Jones, Machin, Burnet, 
Robarts, Bonet, Aston et Taylor. 
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annees a faire des etudes paisibles. La litterature, antique et moderne 1 . 
fourni sa detente; il a dit une fois qu'il aurait plutot prefere etre l\1~~,1 a 

N .. .. lldRbl ere que ewton; et connalssalt son reuvre amSl que ce e e a e ais pres 
11 " . h d" h' bl A qUe par creur. a ete toute sa Vle un omme evoue et c anta e. pres q "\ 

ait perdu successivement la vue et l'audition, il a encore connu Ie pla~~ 
d'etre elu, en tant qu'associe etranger, a l'Academie des sciences de Paris;r 
27 juin 1754. » c 

Dans ses dernieres annees il avait considerablement besoin de sommeil : iI 
dormait regulierement vingt heures par jour. Lors des quatre heures d'eveil 
son esprit etait intact il pariait de tout, dictait des reponses precises aux lettres 
qu'on lui adressait, intervenait sur des questions d'algebre, etc. On racontc 
qu'a partir d'un certain age, de Moivre s'est rendu compte qu'il dormai; 
quelques minutes de plus chaque nuit. 11 a ainsi calcu1e Ie jour de sa mort , 
qui devait coincider avec un sommeil de 24 heures La derniere prediction 
de De Moivre s'est, dit-on, reve1ee juste, il est mort Ie 27 novembre 1754. 

6.9. Principales publications de De Moivre 
De mensura sortis, seu de probabilitate eventuum in ludis Ii casu fortuito 
pendentibus, Philos. Trans., 1711, n° 329. 

The Doctrine of Chances: or, a method of calculating the Probabilities of 
Events in Play, London, 1718 (une seconde edition parait en 1738 et 
une troisieme, posthume, en 1756). 

- Miscellanea analytica de seriebus et quadraturis, Londini, Tonson and Watts, 
1730. 

Approximatio ad summam terminorum binomii (a + b)" in seriem expansi. 
Ce tres important memoire a ete imprime a quelques exemplaires pour 
les amis de De Moivre. 

Annuities upon lives; or the valuation of annuities upon any number of lives; 
or also, of reversions. To which is added an appendix concerning the expecta
tions oflife, and probabilities ofsurvivorship, London, W.P., 1725. 

- Diverses publications ont paru dans les Philos. Trans. de Londres entre 1695 
et 1744 (n° 216,230,240,265,278,309,329,341,345,352,360,373, 
374,451,473). 

140 



De Moivre 

6.10. References 
« Eloge de M. de Moivre », in Histoire et Memoires de l'Academie royale 

- des sciences, annee 1754, [partie Histoire] p. 175-184 (publiee en 1769). 

_ lVlatthieu Maty, « Memoire sur la Vie et sur les Ecrits de Mr. De Moivre », 

in]ournal britannique pour les mois de septembre et d'octobre 1755. 

_ 1. Schneider, Der Mathematiker Abraham de Moivre (1667-1754), Arch. 
Hist. Ex. Sci. 5, 177-317, 1968. 

_ Ian Hacking, De Moivre, Diet. of Sc. Biog., New York, Scribner, 1970, 
tome 9, p. 452-454. 

_ R. H. Daw and E. S. Pearson, Studies in the history of probability and 
statistics. XXX'Abraham de Moivre's 1733 derivation of the normal curve: 
a bibliographical note, Biometrika 59, 677-680, 1972. 

141 





Le principe 
de probabilite inverse 
de Bayes 

7.1. La publication du memoire de Bayes 
Le reverend Thomas Bayes est l' auteur celebre d'un unique memoire, publie a 
titre posthume, en 1763, par son ami Richard Price et intituleAn Essay towards 
solving a Problem in the Doctrine ofChances1 (Un Essai pour resoudre un probleme 
dans la tMorie des probabilites). Ce travail est relatif a l'estimation des causes 
par lesquelles un evenement peut avoir ete produit, c'est-a-dire a ce que ron 
appellerait aujourd'hui la distribution a posteriori de la probabilite p d'une loi 
binomiale. Price indique dans sa lettre d'introduction que Bayes avait tente 
de trouver une methode par laquelle on pourrait evaluer la probabilite qu'a 
un evenement de se produire dans certaines circonstances, en supposant que 
1'0n ignore tout au sujet de cet evenement mais que, dans des circonstances 
identiques l'evenement se soit produit un nombre de fois connu et qu'il ne 
se soit pas produit un autre nombre de fois egalement connu. 

Bayes tentait donc d'elaborer un raisonnement analogique ou inductif afin 
de mesurer la probabilite avec laquelle les resultats d'une experience passee 
peut etre appliquee au futuro On nomme aujourd'hui induction ou inference 
bayesienne la demarche logique permettant de calculer ou de reviser la 
probabilite d'une hypothese. 

tEssai de Bayes avait ete precede par la publication d'une note de deux 
pages A letter from the late Reverend Mr. 7homas Bayes, F. R. S. to John Canton, 
M A. and F. R. S.2. Cette note est relative a divers problemes de series, et en 
particulier au theoreme de De Moivre-Stirling. On y trouve la formule que 
Bayes utilisera dans son Essai : 

1. La publication comporte, en fait deux memoires successifs. Le premier occupe les 
pages 370-478 du volume LIII des Philosophical Transactions pour 1763, publie en 
1764. II a ete lu a la R.S.le 23 decembre 1763. Le second occupe les pages 296-325 du 
volume LIV de la meme revue, annee 1764 publiee en 1765. 

2. Le papier a ete lu Ie 23 novembre 1763 ala R. S. et publie en 1764: Philos.Trans. R. Soc. 
London 53,269-271. 
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logx! = 10gJi,; + (X+%)logx -S, 

[ 1 1 1 1 1 1 
avec S = 12x + 360x3 - 1260x5 + 1680x7 - 1188x9 + ... 

I.:Essai proprement dit debute par l'expose du probleme aborde. Bayes 
ecrit: 

« Etant donne Ie nombre de fois qu'un evenement inconnu s'est realise ou a echoue 
trouver la chance que la probabilite de survenue de I'evenement dans une seul~ 
epreuve soit comprise quelque part entre deux degres de probabilite que I'on peut 
choisir. )) 

Avec des notations modernes, on ecrirait l'enonce du probleme, comme suit: 

Si p est Ie nombre de fois OU l'evenement s'est produit en n = (p + q) epreuves 
et x la probabilite d'occurrence en un essai unique, on cherche la probabilite 
pea < x < blp). 

Dans son memo ire, Bayes etablit dans ses propositions 3 et 5 la formule des 
probabilites conditionnelles qui s'ecrit, en notations modernes, 

Probabilite de A sachant B : peA / B) = peA n B) / PCB) . 

On appelle P(A) probabilite a priori deA; p(AIB) probabilite a posteriori de 
A sachant B ; et P(B) probabilite marginate ou a priori de B. 

Le probleme de la loi binomiale (consideration d'une distribution uniforme 
du parametre binomial x) est alors aborde par Bayes a l'aide d'une figure 
geometrique a l'aide de laquelle il decrit des quantites aleatoires continues 
comme des surfaces. 11 obtient la probabilite qu'a une epreuve unique de 
donner une realisation comprise entre a et b, sachant que l'evenement s'est 
produit auparavant p fois en n = (p + q) epreuves : 

fb x'(l-x)¥ dx 
pea < x < blp). = 0 1 • (C'est la proposition 10 de Bayes dans 
son Essai.) .L x'(l-x)¥dx 

Th60rime des Probablllt6s Compo,", 
PlDbabHM de A union B (A 011 B) sJ 
ProbabIIIM de A Inlllr B fA eI B .18 fo/s 

P[A U B] = P[A] + P(B]- P[A n B] 

Ev6nement non A P[A U A] = P[A] + P[AJ .. 1 d'oCl P[A] .. 1 - P(AJ 
PrQbabllit6 de A barro 
Probablllt6 CondlUonnell .. 
ProbabBil6 de A sachanl B P[A I B] = PIA n B] I P[B] 
( .. ~:'1bI/M d'lIn 6~~:1IIfII1 dCIRII 11M Cf EspaCfl P[A n B] = P[A I B] x P[B] 
deli Il/UV/Jli » IlI8/ll//n 
Ind6pendanca (A esllnd6p6ndanl dB B a/ B PIA I B] = PIA] 
n'lntetvlanl paa dans fa ptObab/IIN de A) PIB n Al = PIAfx PIBI 
Th60Nma da Bay .. (flxprlme la plDbablliM P [BI A) = PIAl B) X P[B) I P(A) 
de {B I AJ an /bnel/on de (A I B1 ou 

P [BI AI = P[AI B)x P[B) I 
PIA I Bj x ptBl + PIA I B banal x (1 - P[IID 
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LU .. "./171 Effa)1 toWards jolvillg a Pr<Jblcln-in 
·,the Dottrme of Cb(J,1JC~s. I?y the late Rev. 
Jdr .. ,J?a yes) P. R. S :c~m?l1umcat~d .I!)' Mr. 
Pric~' i71.a Letter··to.] ohn :Canton, A. M. 
F.-R.·S. . ' 

'Dear Sir. 

Read Dt l;t I Now fend you. an .efTay which I have 
l~ 3'f~und among the papers of our de .. 

ceafed friend Mi. Bayes, and which, in my opinion, 
has great JIlerit; and well deferves. to .be preferyed. 
Experimental philofophy, you will find, is near~y in::-' 
terelled in the fubjeCt of it; and on this a.ccount t.bere 
feems to be par.ticular ~eafon for. ~inkirig that a: com
mu~ica.tion .ofjt .to th~ ~oyal Society' c:anJ?ot be im"! 
proper.: '. . 

He had, you knoyY~' the bono~r -of being a mem-' 
ber oLthal'illufirious Soci~ty) and was much efieem~ 
cd by. many in jt as ;l very able mathematician •. In 'an 
introd~aion ·wnich he;h~s ~rj~ 1;> th.~s Effay,. he {ay~) 
tbat llls.defign at fuft m thmking on thC? r~bJea.of It 
was, .to find .out a method by which we might Judge 
concerning. the probability that '~n event .has to hap
pen) in given circurnfiances, upon fuppofition that we 

. know nothi~g concerning it but that) .under th.e fame 
. Clrcum ... 
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7.2. Extrait du memoire de 1763 
Nous traduisons ci-dessous un extrait de l'edition originale du memoire de 
Bayes! : 

Dans sa Proposition 7, Bayes rappelle : 

« Si la probabilite d'un evenement est a, et la probabilite de son echec b lors d'un 
essai unique, la probabilite de sa realisation p fois en p + q essais est Ea' b9 , E 
etant Ie coefficient de a' b9 dans Ie developpement du binome (a + b )P+9 , II 

« SECTION II (page 385) 
POSTULAT 1, Je suppose qu'une table carree ABCD est realisee et nivelee de telle 
sorte que si I'on jette sur sa surface plane rune ou rautre des balles 0 ou W, il y ala 
meme probabilite qu'elle s'immobilise en n'importe quelle partie egale de la surface 
et qu'elle do it s'immobiliser necessairement quelque part sur cette surface, 
POSTULAT 2, Je suppose que la balle West jetee la premiere et que I'on trace, par 
Ie point au elle s'immobilise, la ligne os, parallele a AD et rencontrant CD et AB 
respectivement en s et en 0; qu'on lance ensuite la balle 0 (p + q), so it n fois; et 
qu'on designe son immobilisation entre AD et as apres un premier jet par Ie nom 
"realisation de I'evenement Mala premiere epreuve", Ces choses etant supposees, 
on peut enoncer les lemmes suivants : 

C .F • s H I ){ ·'L 
· I 

D 
· 
5 · · · · s · · " · : · : · · : · · ~ · · : · 
: I : · · · :' 

B 

1. Il existe par ailleurs une traduction en frans:ais du memoire complet de Bayes, precedee 
d'une preface de B. Bru et suivie d'une postface de J.-P. Clero, qui est egalement Ie traduc
teur du texte de Bayes, publiee en 1988 (n° 18 du Cahier d'histoire et de philosophie des 
sciences, Paris), 
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LEMME 1. La probabilite pour que Ie point 0 tombe entre deux points quelconques 
de la ligne AB est Ie rapport de la distance entre les deux points et la ligne AB tout 
entiere. 
Soient deux points quelconques de la ligne AB, designes par f et par b, par lesquels 
on fait passer f F et bL, paralleles a AD, et coupant CD respectivement en F et en 
L. Alors, si les rectangles Cf, Fb, LA sont commensurables entre eux, il est possible 
de diviser chacun d'eux en parties egales; cette division etant effectuee et la balle 
W ayant ete lancee, la probabilite pour qu'elle s'immobilise quelque part sur rune 
quelconque de ces parties egales sera la somme des probabilites qu'elle a de 
s'immobiliser sur rune d'elles, parce que to utes les immobilisations sur une partie 
quelconque du plan AC sont autant d'evenements equiprobables; et cette somme, 
parce que la probabilite que la balle a de s'immobiliser sur rune quelconque des 
parties egales est la meme, est la probabilite pour qu'elle s'immobilise sur n'im
porte quelle partie egale multipliee par Ie nombre de parties. Par consequent, la 
probabilite pour que la balle W s'immobilise quelque part sur Fb est la probabilite 
qu'elle a de s'immobiliser sur une des parties egales multipliee par Ie nombre de 
parties egales contenues en Fb; et la probabilite qu'elle s'immobilise quelque part 
sur Cf ou sur LA, autrement dit, qu'elle ne s'immobilise pas sur Fb (car elle doit 
s'immobiliser quelque part sur AC) est la probabilite qu'elle s'immobilise sur une 
des parties egales multipliee par Ie nombre des parties egales dans Cf et dans LA 
pris ensemble. II s'ensuit que la probabilite pour qu'elle s'immobilise sur Fb est ala 
probabilite pour qu'elle ne s'y immobilise pas comme Ie nombre de parties egales 
sur Fb au nombre de parties egales sur Cf et LA pris ensemble, ou comme Fb a Cf et 
LA pris ensemble, ou comme fb a Bf et Ab pris ensemble. Par consequent, la proba
bilite qu'elle s'immobilise sur fB est ala probabilite qu'elle ne Ie fasse pas comme 
fb est a Bf et Ab pris ensemble. Et la probabilite qu'elle s'immobilise sur Fb est a la 
probabilite qu'elle s'immobilise sur Fb ajoutee a celie qu'elle ne Ie fasse pas comme 
Ie rapport de fb a AB, ou comme Ie rapport fb a AB au rapport de AB a AB. Mais la 
probabilite de tout evenement ajoutee a la probabilite de sa non-realisation est Ie 
rapport d'egalite ; par consequent, la probabilite pour qu'elle s'immobilise sur Fb 
est au rapport d'egalite comme Ie rapport de fb a AB au rapport de AB a AB, soit Ie 
rapport d'egalite; et par consequent,la probabilite pour qu'elle s'immobilise sur Fb 
est Ie rapport de fb a AB. Mais, par hypothese, selon que la balle W tom be sur Fb 
ou non, Ie point 0 se trouvera entre f et b ou pas, et par consequent la probabilite 
pour que Ie point 0 se trouve entre f et b est Ie rapport de fb a AB. 
De meme, si les rectangles Cf, Fb, LA ne sont pas commensurables, la probabilite 
qui vient d'etre mentionnee ne peut etre ni plus grande ni plus petite que Ie rapport 
de fb a AB ; en eftet, s'il est moindre, laissons-Ie etre Ie rapport de fc a AB, et 
prenons sur la ligne fb les points pet t de telle sorte que pt soit plus grand que fc, 
et que les trois lignes Bp, pt, tA soient commensurables (ce qu'on peut evidemment 
toujours eftectuer en divisant AB en parties egales moindres que la moiM de cb et 
en prenant p et t comme points de division les plus proches de f et de c appartenant 
a fbI. Alors, parce que Bp, pt, tA sont commensurables,les rectangles Cp, Dt et celui 
qui repose sur la base pt completant Ie rectangle verticalement Ie sont aussi. Par 
consequent, d'apres ce qui a ete dit,la probabilite pour que Ie point 0 soit compris 
entre p et t est Ie rapport de pt a AB. Mais s'il est situe entre p et t, il doit etre situe 
entre f et b. Par consequent, la probabilite pour qu'elle soit situee entre f et b ne 
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peut pas etre plus petite que Ie rapport de pt a AB, et donc do it etre plus grande 
que Ie rapport de fc a AB (puisque pt est plus grand que fc). Et on peut prouver de 
la meme fa~on que ladite probabilite ne peut pas etre plus grande que Ie rapport de 
fb a AB; il do it donc etre Ie meme. 

LEMME 2. La balle W avant ete lancee, et la ligne os tracee,la probabilite de I'eve
nement M en une seule epreuve est Ie rapport de Ao a AB. 
Car, de la meme fa~on que dans Ie lemme precedent,la probabilite pour que la balle 
D, etant lancee, s'immobilise quelque part sur Do ou entre AD et so est Ie rapport 
de Ao a Ab. Mais l'immobilisation de la balle 0 entre AD et so apres un seullancer 
est la production de I'evenement Men une seule epreuve. Par consequent Ie lemme 
est evident. 

PROPOSITION 8 
Supposons que sur BA I'on construise la figure BghikmA comme suit: la base BA 
est divisee en deux parties quelconques, telles que Ab et Bb ; une perpendiculaire 
est tracee au point de division b sur BA et coupe la figure en m ; y, x, r representent 
respectivement les rapports de bm, Ab, et Bb a AB et E est Ie coefficient du terme 
en a' bq quand Ie binome (a + b)p+q est developpe. La courbe represente 
y = E.x'rq. Je dis que, avant que la balle M so it lancee, la probabilite pour que 
Ie point 0 soit situe entre deux points quelconques, f et b, de la ligne AB, ainsi que 
celie pour que I'evenement M se produise p fois et ne se produise pas q fois en p 
+ q essais, est Ie rapport de fghikmb, partie de la figure BghikmA comprise entre les 
perpendiculaires fg et bm sur la ligne AB, au carre CA de cote AB. 

Bayes donne ensuite une demonstration de sa proposition 8 puis Ie corollaire 
suivant et sa proposition 9 : 

COROLLAIRE: Avant que la balle W soit lancee,la probabilite pour que Ie point osoit 
situe quelque part entre A et B, ou quelque part sur la ligne AB, et en outre pour que 
I'evenement se produise p fois et ne se produise pas q fois en p + q epreuves est Ie 
rapport de toute la figure AiB a CA. Mais il est certain que Ie point 0 sera quelque 
part sur AB. Par consequent, avant que la balle W soit lancee, la probabilite que 
I'evenement M se produise p fois et ne se produise pas q fois en p + q epreuves est 
Ie rapport de AiB a CA. 

PROPOSITION 9 
Si. avant de decouvrir quoi que ce soit au sujet de I'emplacement du point 0, il appa
raissait que I'evenement M s'est produit pfois et ne s'est pas produit qfois en p+q 
essais, et que, dans ce cas, je conjecture que Ie point 0 se trouve entre deux points 
quelconques de la ligne AB, comme f et b, et que, par consequent, la probabilite 
de I'evenement M en un seul essai se trouvait quelque part entre Ie rapport de Ab 
a AB et celui de Af a AB : la probabilite que j'aie raison serait Ie rapport de cette 
partie de la figure AiB decrite precedemment, comprise entre les perpendiculaires 
a AB passant par les points f et b, a toute la figure AiB. 
Car etant donne deux evenements subsequents, Ie premier etant que Ie point 0 se 
trouve entre f et b; Ie second que I'evenement M se produise pfois et ne se produise 
pas q fois en p + q essais ; etant donne que (par Ie corollaire de la proposition 8) la 
probabilite originale du second est Ie rapport de AiB a CA; il s'ensuit (par la Propo-
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sition 5) que si I'on decouvre en premier lieu que Ie second s'est produit et par la 
que je conjecture que Ie premier s'est produit aussi, la probabilite que j'aie raison 
est Ie rapport de fghikmb a AiB, ce qui etait a demontrer. 

COROLLAIRE: Les memes choses etant supposees, si je conjecture que la probabilite 
de I' evenement M se trouve quelque part entre a et Ie rapport de Ab a AB, ma chance 
d'avoir raison est Ie rapport de Abm a AiB. )) 

Bayes conc1ut sa proposition 9, page 392 de l'edition originale du memoire, 
par un scholium qui est la base de toute l'inference statistique : 

({ SCHOLIUM : Par la proposition precedente, il est evident que, dans Ie cas d'un 
evenementtel que celui que j'appelle ici M, a partir du nombre de fois qu'il se produit 
et qu'il ne se produit pas, sans en savoir davantage sur son compte, on peut faire une 
conjecture a I'endroit de sa probabilite et, par les methodes ordinaires d'evaluation 
des grandeurs des aires mentionnees ici, voir la chance que cette conjecture soit 
bonne. Et que la meme regie soit adequate dans Ie cas d'un evenement dont nous 
ignorons totalement la probabilite avant d'avoir experimente a son sujet, cela me 
semble manifeste [ ... J 

II s'ensuit par consequent que je tiendrai pour exact que la regie concernant I'eve
nement M dans la proposition 9 est egalement la regie que I'on doit utiliser pour 
tout evenement dont nous ignorons la probabilite totalement avant d'avoir effectue 
des essais et cela semble etre la consequence de la consideration suivante : I'on n'a 
aucune raison de penser, qu'au cours d'un certain nombre d'epreuves, il se produirait 
un nombre quelconque de fois plutot qu'un autre. Car, dans ces conditions, on peut 
raisonner a son sujet exactement comme si sa probabilite avait ete prealablernent 
non fixee puis avait ete determinee de telle fa~on qu'elle ne donne aucune raison 
de penser qu'au cours d'un certain nombre d'epreuves, I'evenement se produirait 
un nombre quelconque de fois plutot qu'un autre. Mais c'est exactement ce qui se 
passe pour I'evenement M. Car avant que la balle W soit lancee, ce qui determine 
sa probabilite en un seul essai (par Ie corollaire de la proposition 8). la probabilite 
que I'evenement a de se produire pfois et de ne pas se produire q fois en p + q = n 
essais, est Ie rapport de AiB a CA ; ce rapport est Ie meme quand p + q, soit n, est 
donne, quel que so it Ie nombre p, comme il apparaltra en calculant la grandeur de 
AiB par la methode des fluxions. Par consequent, avant de decouvrir I'emplacement 
du-point a ou Ie nombre de fois que I'evenement M s'est produit en n epreuves, on 
ne peut avoir de raison de penser qu'il puisse se produire un nombre possible de 
fois plutot qu'un autre. 
II s'ensuit par consequent que je tiendrai pour exact que la regie concernant I' evenement 
M dans la proposition 9 est aussi la regie qu'on doit utiliser pour tout evenement dont 
nous ignorons la probabilite avant d' avoir effectue et observe une epreuve quelconque 
Ie concernant. J'appellerai un tel evenement : un evenement inconnu. 

COROLLAIRE: De la, si I'on contracte les ordonnees de la figure AiB dans Ie rapport 
de E a 1, ce qui ne cree aucun changement dans la proportion des parties de la 
figure delimitees par elles, et en appliquant ce qui a ete dit de I'evenement M a un 
evenement inconnu, nous avons la proposition suivante qui donne les regles pour 
trouver la probabilite d'un evenement a partir du nombre de fois qu'il se produit ou 
ne se produit pas. 
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PROPOSITION 10 
Soit une figure dec rite a partir d'une base quelconque AH et avant pour equation 
y = xP rq ; OU Y, x, r, sont respectivement les rapports (la base etant prise comme 
denominateur commun) d'une ordonnee de la figure prise a angle droit sur la base 
du segment de base intercepte entre I'ordonnee et rorigine A de la base, et d~ 
rautre segment de la base compris entre rordonnee et Ie point H. Je dis alors qUe 
si un evenement inconnu est arrive p fois, et a echoue q fois en p + q essais, et que 
si vous prenez deux points quelconques tet tsur la base et erigez les ordonnees IC 
et /F a angle droit, la chance que la probabilite de revenement soit comprise entre 
les rapports Af/AH et At/AH, est Ie rapport /FCf. la partie de la figure comprise 
entre les deux ordonnees, a ACFH, la figure entiere reposant sur la base AH. Cela 
est evident par la proposition 9 et Ie scholium et Ie corollaire qui suivent cette 
proposition [ ... J. » 

Les resultats finaux calcules par Bayes (pages 399 et 400) sont les 
suivants: 

({ REGLE 1 
Si rien n'est connu d'un evenement, sinon qu'il s'est produit p fois et ne s'est pas 
produit qfois en p + q = n essais, et si, a partir de la, je conjecture que la probabilite 
de sa production en un seul essai est comprise entre deux degres de probabilite X 
et x, la chance que j'ai d'avoir raison dans ma conjecture est (n + 1)E multiplie par 
la difference entre la serie : 

X p+1 qX p+2 q(q -1)X p+3 
-----+ -etc 
p+1 p+2 2(p+3) 

et la serie : 
xP+! qxp+2 q(q -1)xp+3 

-----+ -etc 
p+1 p+2 2(p+3) 

E etant Ie coefficient de aP bq lorsque (a + bY est developpe. 
Voila la regie que ron peut utiliser quand qest un petit nombre; mais si qest grand 
et p petit, changez partout dans les series proposees ci-dessus pen q, q en p, x en 
r ou en (1 - xl. et X en R = (1 - ~ ; ce qui ne changera pas la difference entre les 
deux series. » 
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Le texte ecrit par Bayes s'acheve ici. 

price ajoute ~u:u~e seconde regIe est necessaire Iorsque pet q sont de grands 

nombres, et il ecnt : 

II REGLE2 
Si on ne connait rien d'un evenement sinon qu'iI s'est produit pfois et qu'il ne s'est 
pas produit qfois en p + q = n essais et que de 18 je conjecture que la probabilite de 
sa production en un seul essai est comprise entre (pin) + z et (pin) - z; 
si ",z:: n3 / pq , a = pin. b = qln. E etant Ie coefficient de aP b9 lorsque (a + bY 
est developpe et si 

E = (n + 1) . ~~q .E.aP b'l multiplie par la serie 
n vn 

m3z 3 n-2 m5z 5 (n-2) (n-4) m7z 7 

mz---+--.-----. .--+etc 
3 2n 5 2n 3n 7 

La probabilite que j'ai d'etre dans Ie vrai est plus grande que: 
2E 

et moindre que 
2E 

1-2EaPb'l _ 2aPb9 

n 
et si p = q, rna chance est exactement de 2E. [ ... 1 
Pour que cette regie soit utilisable dans tous les cas, il est uniquement necessaire 
de connaltre comment trouver dans des limites adequates la valeur de EaP b'l et 

m3z3 

celie de la serie mz - --+ etc ... 
3 

En rapport avec la regie I. M. Bayes a prouve que, en supposant que K signifie Ie 

rapport du quart d'une circonterence a son rayon, Ea' b' sera egal a ~ 
2 Kpq 

fois Ie rapport dont Ie logarithme hyperbolique est 

11111111 1111 - ----- -- ----- +-- ----- - etc 
12 n p q 360 n3 i q3 1260 n5 i q35 ... . .. 

ou les coefficients numeriques peuvent etre trouves comme suit. Appelons les A, 
B, C, 0, E, etc. 

1 1 1 A 
Alors A=--=-. , B=----. 

2.2.3 4.3 2.4.5 3 
C=_1 __ 10B-A. 

, 2.6.7 5 ' 

D=_l __ 35C+21B+A. ,E= 1 
2.8.9 7 2.10.11 

126C+84D+36B+A 
9 

1 462D+330C+165E+55B+A 
F= 2.12.13 11 .,etc.oulescoefficientsdeB,C, 
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0, E, F. etc. dans les valeurs de 0, E, F, etc. sont les deuxieme, troisieme, quatrieme 
etc. plus hauts coefficients dans ledeveloppementde {a + b)7 ,{a + b)9 ,(a + b)1! ' 
etc., en attribuant pour chaque valeur particuliere Ie plus petit de ces coefficient; ~ 
B, Ie suivant en grandeur;) la lettre la plus eloignee de B, Ie suivant ;) C, Ie suivant 
;) la lettre la plus eloignee moins une, Ie suivant ;) 0, Ie suivant ;) la leUre la plus 
eloignee moins deux etc. 
En ce qui concerne la valeur de la serie 

m3z3 n-2 m5z 5 (n-2) (n-4) m7z7 

mz---+--.--- . .--+etc 
3 2n 5 2n 3n 7 

il a observe qu'elle pouvait etr!LCalculee directement quand mzest plus petit que 1, 
ou meme pas plus grand que"';3 ,mais quand mzest beaucoup plus grand, Ie calcul 
devient impraticable, dans lequel cas il montre une voie pour trouver facilement deux 
valeurs presque egales entre lesquelles se trouve la vraie valeur de la serie. 
Le theoreme qu'il donne dans ce but est Ie suivant : 
So it K, comme precedemment,Ie rapport du quart de la circonference d'un cercle a 
son rayon, et H Ie rapport dont Ie logarithme hyperbolique est 

22 -1 24 -1 26 -1 28 -1 -----+ - + etc. 
2n 360n3 1260n5 1680n7 

m3z 3 

Alors la serie mz - --+ etc ... sera plus grande ou plus petite que la serie 
3 

continuee jusqu';) un nombre quelconque de termes, selon que Ie dernier terme est 
precede d'un signe positif ou negatif. 
En substituant ces valeurs de EaP b9 et de 

m3z 3 n-2 m5z 5 (n-2) (n-4) m7z7 

mz---+--.--- . .--+etc 
3 2n 5 2n 3n 7 

dans la deuxieme regie on obtient une troisieme regie qui do it etre utilisee lorsque 
mz est d'une quelconque grandeur considerable. 

REGLE 3 
Si on ne connalt rien d'un evenernent sinon qu'il s'est produit p fois et qu'il ne s'es! 
pas produit q fois en p + q = n essais et que de I;) je conjecture que la probabilite de 
sa production en un seul essai est comprise entre (pin) + z et (pin) - z, ma chance 
d'avoir raison est plus grande 1ue n 

h.JKii . 2H- v'2. n+1.l...-.[1_ 2m2z 2 ]2+1 

2~Kpq + hnl/2 + hn-1I2 JK n + 2 mz n 

et plus petite que 

h~Kpq 
2~Kpq _ hnl/2 _ hn-1I2 multiplie par 
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. ii. n+1.~.[1_ 2m2z 2j%+1 + 12 ._n_. n+1._1_.[1_ 2m2z 2j%+2 
,2f1-JI( n+2 mz n JK n+2 n+4 2m3z 3 n 

ou m, K, h, et H sont des quantites deja definies. » 

« Un appendice contenant une application des regles precedentes a quelques 
cas particuliers » est ajoute par Price a fin du memoire (pages 404 a 418). 

11 est a noter que Price a publie1 un supplement intituleA Demonstration of 
the Second Rule in the Essay towards the Solution of a Problem in the Doctrine 
ojChances, published in the Philosophical Transactions, vol. LUI. Communicated 
by the Rev. Mr. Richard Price, in a Letter to Mr. John Canton, M. A. R R. S., 
ou i1 developpe une demonstration, donnee par Bayes, de la seconde regIe 
de l'Essai. 

7.3. Le commentaire de Laplace 
Laplace, dans son Mimoire sur la probabiliti des causes par les ivinementr, 
ecrit en 1774: 

« L'incertitude des connaissances humaines porte sur les evenements ou sur les 
causes des evenements ; si I'on est assure, par exemple, qu'une ume ne renferme 
que des billets blancs et noirs dans un rapport donne, et que I'on demande la proba
bilite qu'en prenant au hasard un de ces billets il sera blanc, I'evenement alors est 
incertain, mais la cause dont depend la probabilite de son existence, c'est-a-dire Ie 
rapport des billets blancs aux noirs, est connue. 
Dans Ie probleme suivant : Une urne etant supposee renfermer un nombre donne 
de billets blancs et noirs dans un rapport inconnu, si {'on tire un billet et qu'il soit 
blanc, determiner la probabilite que Ie rapport des billets blancs aux noirs est celui 
de p a q; I'evenement est connu et la cause inconnue. 
On peut ramener a ces deux classes de problemes tous ceux qui dependent de la 
theorie des hasards ; nous ne discuterons ici que ceux de la seconde cia sse, et pour 
cela nous etablirons Ie principe suivant : 

PRINCIPE - Si un evenement peut iltre produit par un nombre n de causes differentes, 
les probabilites de I'existence de ces causes prises de I'evenement sont entre elles 
comme les probabilites de I'evenement prises de ces causes, et la probabilite de 
I'existence de chacune d'elles est egale a la probabilite de I'evenement prise de 
cette cause divisee par la somme de toutes les probabilites de I'evenement prises 
de chacune de ces causes. » 

Avec des notations modernes, on ecrit que si un evenement E peut etre Ie 
resultat d'une cause A ou d'une cause B, Ie principe de Laplace s'ecrit : 

P{A / E) P{E / A) ---'--":'" = ---'--":'" 
P{B / E) P{E / B) 

1. Phil. Trans., vol. LIV, p. 296-325,1765. 
2. Memoires de l'Academie des sciences (savants etrangers), 6, 1774, 99, p. 621-656. 

153 



Le principe de probabiliti inverse de Bayes 

l 296 ] 

LII. )f DlllloI!fJralion of tlJe ~e(MI(IRII/~'i" 
1/)' EjJay tflU)Qrds, the So/ulioll of' a, Pr(J .. 
~/elJl ii, Ih~ JJofIrille of CIJ'l11Ctl; "'fi~~/ifotcl 
;11 l!Je PlJil?/ophical Tral!fo{liolls, VQI. ,LIII. 

, COllllllllllicattd'!Jy the Rev. Mr.· ~ichard 
)"ricc,,!'" a Leller' 10 M,.! John" Canton, 

. M. ~.F. 'R .. s. . ' . 
. 

. ' Dcar, Sir, Nov. t6,. 1,64. 

~f~d·Dcc. 6, I Send you _,he (ollowing St'lpit!l/~n~/" Ihl 
..... ,6•• Btl/a, Dn tf P,DlJltm in tIN DDlIrl1!~ oj. 

Chanttl, hoping that. you may not'think it, .i~propcr to 
J>e communicated to the Royal Society.. J. ~9uld not 
"ave troubled you again in this way had I not found 
that (oMe additions to my (onner papers were nece~aiy 
in"order to explain fonle paffages in thenl, and par.,icular
I, what is !linttd in the note at the end of theAppendir. 
Ie I have ·tirft given the dedu(tion of Mr. Bayes's .fe. 
Cf cond rule chieAy in his own words ~ .. and then 
CI added, as brieRy as 'poffible, the deillonflrations of 
ce, (everal propofitions, which (cern to improve con
u IiderabJy the Colution of the problem, ahc;l. tQ throw 
Ie light on the natUre of the curve by the quadr~!yrc 
If of \vhich this (olution is obtained"~ ~erhaps, 
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et la probabilite de l'une des causes : 

P(A / E)= P(E / A) 
P(E / A) + P(E / B) 

Un excellent commentaire du tres important Essai de Bayes a ete fait par 

Dale! : 

« Qu'est-ce qu'un lecteur peut esperer trouver dans cet Essai. En ce qui concerne les 
probabilites il va rechercher une forme ou une autre de ce qui est devenu connu sous 
Ie nom de theoreme de Bayes, et cette recherche sera satisfaite. En plus, il trouvera 
une discussion claire de la distribution binomiale et s'il cherche plus profondement il 
trouvera [ ... ]Ia premiere enonciation d'un resultat de logique probabiliste impliquant 
une probabilite conditionnelle. L'Essai interessera les mathematiciens pour i'evalua
tion de la fonction Beta incomplete. Notons egalement I'utilisation d'approximations 
faites ici et dans Ie Supplement dO a Bayes et a Price, et I'attention portee aux 
erreurs comportees par ces approximations. L'Essai. done, principalement et sans 
doute justement apprecie pour la solution du probleme pose par Bayes, peut aussi 
I'etre pour sa contribution aux matMmatiques pures. » 

7.4. Biographie de Bayes (1701-1761) 
Le pere de Thomas Bayes,Joshua Bayes (1671-1746), a ete l'un des six premiers 
pasteurs non-conformistes2 a etre ordonne (en 1694) en Angleterre. 11 se 
marie Ie 23 octobre 1700 avec Anne Carpenter (~ 1675-1733). Le couple 
s'installe a Londres et c'est la que leur premier enfant, Thomas, notre futur 
mathematicien nait. Sa date de naissance exacte nest pas connue, mais une 
etude tres detaillee a ete faite par Stephen Stigler dont la conclusion est que 
la date la plus probable est Ie 10 septembre 1701. D'autres enfants viendront 
etThomas aura trois freres et trois sreurs. 

Etant Ie fils d'un Pasteur non-conformiste l'acces a l'ecole lui etait tres 
difficile et c'est chez lui qu'il a rec;:u sa premiere education. Certains de ses 
biographes indiquent qu'il aurait eu de Moivre comme precepteur ; ce1a 
nest pas impossible car ce dernier donnait alors des cours a Londres, mais 
c'est toutefois assez improbable. 11 aurait ensuite suivi les cours de la Fund 
Academy a Tenter Alley qui etait Ie seul endroit de la region a ouvrir ses 
portes a des eleves non anglicans. Ce qui est sur, c'est que Thomas s'est vite 
revele excellent en litterature grecque et latine. 

En 1719, Thomas Bayes s'inscrit a l'universite d'Edimbourg OU il etudie la 
logique et la theologie. Le choix de cette universite ecossaise etait presque 
imperatif dans la mesure OU les universites d'Oxford ou de Cambridge 
n'autorisaient pas l'inscription d'etudiants non-conformistes. 11 est probable 

1. A. I. Dale, Most honourable rememberance: The lifo and work of Thomas Bayes (New York
Berlin-Heidelberg, 2003). 

2. Un pasteur non-conformiste est un pasteur protestant qui ne suit pas la religion 
anglicane. 
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que c'est a Edimbourg que Bayes a commence a etudier les mathematiqu 
sans doute avec James Gregory!, qui avait succed,e a son frere David corn~s, 
professeur de mathematiques a l'universite d'Edimbourg. Les etudes de 
Thomas se poursuivent jusqu'en 1722.11 quitte l'universite avec un diplorn e 
de Master, mais, au plan religieux il n'est pas encore ordonne pasteur e~ 
reste novice. 11 n'existe pratiquement aucune information sur la vie de Bayes 
entre 1722 et 1728. On Ie trouve sur une liste de pasteurs presbyteriens a 
Londres en 1728. 11 assiste alors son pere, a l'eglise presbyterienne Leather 
Lane de Londres,jusque dans les annees 1733-1734. Sa premiere publication 
theologique, Divine benevolence, date de cette epoque (1731).11 devient alors 
pasteur dans la chapelle presbyterienne Mount Sion de Tunbridge Wells 
petite ville touristique et thermale du Kent tres appreciee a l'epoque, situee ~ 
une cinquantaine de kilometres au sud-est de Londres. 11 restera dans cette 
ville jusqu'a la fin de sa vie. En 1746, William Whiston, Ie successeur de 
Newton ala chaire lucasienne de Cambridge, passe par Tunbridge Wells et 
rend visite a Thomas Bayes. 

En 1742, Thomas Bayes est elu membre de la Royal Society. Conformement 
a la procedure de l'epoque, il devait assister, avant l'election, a une reunion 
en presence de son « parrain », en l'occurrence John Belchier, chirurgien 
eminent a l'hopital de Londres. Cette reunion s'est tenue Ie 25 mars 1742 et 
deux semaines plus tard, Ie 8 avril, Bayes devint effectivement membre de la 
Royal Society. On peut lire sur son« certificat» d'admission :« Le reverend 
Thomas Bayes, de Tunbridge Wells, desirant avoir l'honneur d'etre elu dans 
notre Societe, nous Ie proposons et Ie recommandons en tant que Gentleman 
dont Ie merite est connu, habile en geometrie et dans toutes les parties des 
mathematiques et des sciences physiques, tout a fait qualifie pour etre un 
membre digne de notre Societe. » 

Qyels etaient les travaux de Bayes qui lui avaient valu une telle reputation? 
11 est evident qu'il s'agit de l'Introduction to the doctrines offluxions publiee en 
1736 qui repondait au celebre ouvrage du metaphysicien Berkeley 1heAnalyst, 
or a discourse addressed to an Infidel Mathematician dans lequel Berkeley jugeait 
les fondements logiques du calcul des fluxions de Newton fort douteux. De 
fait, Ie memoire de Bayes reste l'une des meilleures reponses formulees aux 
critiques de Berkeley. 

1. Ce James Gregory est Ie neveu du celebre James Gregory(1638-1675). Ce dernier, 
astronome et mathematicien, a ete Ie premier a realiser un telescope a miroir utilisable 
(1663) et Ie premier professeur de mathematiques a l'universite d'Edimbourg. C'est David 
Gregory, autre neveu du grand James, et egalement celebre, qui lui a succede a ce poste. 
Mathematicien et astronome comme son onele, David Gregory contribuera en effet a 
rep andre en Angleterre les travaux de Newton. James (II) Gregory, qui enseigna a Bayes, 
etait Ie successeur de David. 
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A la mort de son pere, en 1746, Bayes herite d'une fortune appreciable 
insi que d'une riche bibliotheque. C'est peut-etre l'une des raisons pour 

~esquelles, des 1749, il a desire cesser ses fonctions de pasteur. Sans doute 
faute de successeur, il n'aura gain de cause qu'en 1752.11 continue toute
fois a vivre dans cette ville de Tunbridge Wells qu'il aime tanto Durant ces 
annees, a partir de 1747, Bayes se penche egalement sur la fas:on d'obtenir 
une demonstration correcte de la formule de Stirling. 11 n'a toutefois jamais 
publie son resultat. 

11 est probable que l'interet de Thomas Bayes pour les probabilites est apparu 
aUX alentours des annees 1755 apres qu'il ait eu a analyser (a «reviewer ») 
un article de Thomas Simpson!. Ce dernier avait examine un cas special de 
la loi de grands nombres : la moyenne d'un ensemble d'observations est une 
meilleure estimation d'un parametre que celle donnee par une seule obser
vation. Dans une lettre a John Canton, Bayes montre que ceci ne peut pas 
etre vrai en presence de biais de mesure. 

En dehors des mathematiques (series infinies, probabilites, mais aussi 
trigonometrie, geometrie, equations differentielles) Bayes a eu plusieurs 
autres domaines d'interet scientifiques, en particulier les sciences physiques 
(electricite, optique, acoustique) et la mecanique celeste. 

La renommee de Bayes reste evidemment liee a son celebre Essay towards 
solving a problem in the doctrine of chances qui est la premiere tentative pour 
etablir les fondements de l'inference statistique, qui a ete publie, a titre 
posthume en 1763 par son ami Richard Price. 

A partir de 1755, la sante de Bayes se degrade. 11 souffre de rhumatisme et 
son etat physique passe par des hauts et des bas. Sentant sa fin proche il fait 
part de ses dernieres volontes Ie 12 decembre 1760 et s'eteint quatre mois 
plus tard, Ie 7 avril 1761 a Tunbridge Wells, a rage de cinquante-neuf ans. 
I! a ete enterre dans Ie caveau familial de Bunhill Fields, pres de Moorgate. 
Le caveau a ete entretenu et ron peut y lire maintenant : « En reconnais
sance des travaux importants de Thomas Bayes en probabilite, ce caveau 
a ete restaure en 1969 grace aux contributions res:ues des statisticiens du 
monde entier ». 

Le cas de Thomas Bayes est assez unique dans 1'histoire des sciences. A son 
epoque on a fait tres peu de cas de sa vie et de son reuvre. Ce n'est qu'au 
XX- siecle que ses travaux ont ete reellement mis en valeur. La premiere 
biographie sur Thomas Bayes n' a ete redigee qu'en 1958, par G .A. Barnard 
(1915-2002). Qyant a 1'adjectif bayesien, il n'a ete introduit qu'en 1950 par 
Fisher. 

1. C£ notre chapitre 10, § 10.2. 
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7.5. Ouvrages de Thomas Bayes 
- Divine Benevolence: Or, An Attempt to prove that the Principal End oj the 

Divine Providence and Government is the Happiness of his Creatures, John 
Noon, London, 1731. (publication anonyme). 

- An Introduction to the Doctrine of Fluxions, and a Defence of the Mathemati_ 
cians against the objections of the Author of1he Analyst, John Noon, London 
1736 (publication anonyme). ' 

- A letter from the late Reverend Mr. Thomas Bayes, R R. S. to John Canton, 
M. A. and R R. S., Philos. Trans. R. Soc., London, 53, 269-271 (1763). 

- An essay towards solving a problem in the doctrine of chances, Philos. Trans. 
R. Soc., London, 53, 370-418 (1763). 

- A demonstration of the second rule in the Essay towards the Solution oj a 
Problem in the Doctrine of Chances, published in the Philosophical Transac
tions, vol. 53. Communicated by the Rev. Mr. Richard Price, in a letter to Mr. 
John Canton, M. A., R R. S., Philos. Trans. R. Soc., London, 54, 296-325 
(1764). 
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Buffon 

Buffon est entre a 1'Academie des sciences a rage de vingt-sept ans, grace 
a ses travaux sur Ies probabilites. Apres des etudes de mathematiques, de 
rnedecine et de botanique, Buffon presenta en 1733 deux memoires, 1'un sur 
Ie calcul des probabilites Solutions de problemes sur Ie jeu du Franc-Carreau 
et 1'autre de Fine micanique qui retinrent 1'attention des commissaires de 
l'Academie des sciences. 

8.1 Le jeu du franc-carreau 
Les Solutions de problemes sur Ie jeu du Franc-Carreau ont ensuite ete publiees1 

en 1777 dans 1'Essai d'arithmitique morale. On y trouve Ie probleme bien 
connu de l' aiguille. 

Voici un extrait du texte de Buffon : 

« LAna lyse est Ie seul instrument dont on se soit servi jusqu'a ce jour dans la science 
des probabilites, pour determiner et fixer les rapports du hasard ; la Geometrie 
paraissait peu propre a un ouvrage aussi delie; cependant si I'on y regarde de pres, 
il sera facile de reconnaTtre que cet avantage de I' Analyse sur la Geometrie est tout 
a fait accidentel, et que Ie hasard selon qu'iI est modifiB et conditionne, se trouve du 
ressort de la geometrie aussi bien que celui de I'analyse; pour s'en assurer, il suffira 
de faire attention que les jeux et les questions de conjecture ne roulent ordinaire
ment que sur les rapports de quantites discretes; I'esprit humain plus familier avec 
les nombres qu'avec les mesures de I'etendue les a toujours prBferes ; les jeux en 
sont une preuve, car leurs lois sont une arithmetique continuelle ; pour mettre donc 
la Geometrie en possession de ses droits sur la science du hasard, il ne s'agit que 
d'inventer des jeux qui roulent sur I'etendue et sur ses rapports, ou calculer Ie petit 
nombre de ceux de cette nature qui sont deja trouves ; Ie jeu du franc-carreau peut 
nous servir d'exemple : voici ses conditions qui sont fort simples. 
Dans une chambre parquetee ou pavee de carreaux egaux, d'une figure quelconque, 
on jette en I'air un ecu; I'un des joueurs parie que cet ecu apres sa chute se trouvera 
a franc-carreau, c'est-a-dire sur un seul carreau ; Ie second parie que cet ecu se 
trouvera sur deux carreaux, c'est-a-dire qu'il couvrira un des joints qui les separent; 
un troisieme joueur parie que I'ecu se trouvera sur deux joints, un quatrieme parie 

1. Buffon G.,« Essai d'arithmetique morale », in Histoire naturelle, generale et particuliere, 
servant de suite a I'Histoire naturelle de I'Homme, Supplement, tome quatrieme, Paris, 
Imprimerie Royale, 1777, p. 46-148. 
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que I'ecu se trouvera sur trois, quatre, au six joints: on demande Ie sort de chacun 
de ces joueurs. 
Je cherche d'abord Ie sort du premier joueur et du second: pour Ie trolNer, j'inscris 
dans I'un des carreaux une figure semblable, eloignee des cates du carreau, de la 
longueur du demi-diametre de I'ecu; Ie sort du premier joueur sera a celui du second 
comme la superficie de la couronne circonscrite est ala superficie de la figure inscrite' 
cela peut se demontrer aisement, car tant que Ie centre de recu est dans la figur~ 
inscrite, cet ecu ne peut etre que sur un seul carreau, puisque par construction cette 
figure inscrite est partout eloignee du contour du carreau, d'une distance egale au 
rayon de I'ecu ; et, au contraire, des que Ie centre de recu tombe au dehors de la 
figure inscrite, recu est necessairement sur deux au plusieurs carreaux, puisque 
alors son rayon est plus grand que la distance du contour de cette figure inscrite 
au contour du carreau ; or, taus les points au peut tomber ce centre de recu sont 
representes dans Ie premier cas par la superficie de la couronne qui fait Ie reste du 
carreau ; donc Ie sort du premier joueur est au sort du second, comme cette premiere 
superficie est a la seconde : ainsi pour rendre egalle sort de ces deux joueurs, il faut 
que la superficie de la figure inscrite so it ega Ie a celie de la couronne, au, ce qui est 
la meme chose, qu'elle soit la moitie de la surface totale du carreau. 
Je me suis amuse a en faire Ie calcul. et j'ai trouve que pour jouer a jeu egal sur 
des carreaux carres, Ie cate du carreau devait etre au diametre de recu, comme 

1 

1% ; c'est-a-dire a peu pres trois et demi fois plus grand que Ie diametre de 
1- -

2 
la piece avec laquelle on joue. 
Pour jouer sur des carreaux triangul ires eqUil]teraux, Ie cate du carreau doit etre 

Lfj 
au diametre de la piece, comme 1/ 2 1% ,c'est-a-dire presque six fois plus 
grand que Ie diametre de la piece. 3 + 3 1. 

2 
Sur des carreaux en losange, Ie cate du carreau doit etre au diametre de la piece, 

1.J3 
comme 11 2 r;; ,c'est-a-dire presque quatre fois plus grand. 

2+,,2 

Enfin, sur des carreaux hexagones, Ie cate du carreau doit etre au diametre de la 

1.J3 
piece, comme 1/ 2 1% ,c'est-a-dire presque Ie double. 

1+ -
2 

Je n'ai pas fait Ie calcul pour d'autres figures, parce que celles-ci sont les seules 
dont on puisse remplir un espace sans y laisser des intervalles d'autres figures; 
et je n'ai pas cru qu'il tot necessaire d'avertir que les joints des carreaux ayant 
quelque largeur, ils donnent de I'avantage au joueur qui parie pour Ie joint, et que 
par consequent I'on fera bien, pour rendre Ie jeu encore plus egal. de donner aux 
carreaux carres un peu plus de trois et demie fois, aux triangulaires six fois, aux 
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losanges quatre fois, et aux hexagones deux fois la longueur du diametre de la piece 
avec laquelle on joue. 
Je cherche maintenant Ie sort du troisieme joueur qui parie que recu se trouvera sur 
deux joints; et, pour Ie trouver, j'inscris dans run des carreaux une figure semblable, 
com me je I'ai deja fait; ensuite je prolonge les cotes de cette figure inscrite jusqu'a 
ce qu'ils rencontrent ceux du carreau, Ie sort du troisieme joueur sera a celui de son 
adversaire, comme la somme des espaces compris entre Ie prolongement de ces 
lignes et les cotes du carreau est au reste de la sllrface du carreau. Ceci n'a besoin, 
pour Iltre pleinement demontre, que d'lltre bien entendu. 
J'ai fait aussi Ie calcul de ce cas, et j'ai trouve que, pour jouer a jeu egal sur des 

carreaux carres,le cote du carreau do it Iltre au diametre de la piece, comme 1/( ~) 
c'est-a-dire plus grand d'un peu moins d'un tiers. ,,2 
Slir des carreaux triangulaires equilateraux,le cote du carreau doit Iltre au diametre 
de la piece, comme 1/(1/2), c'est-a-dire Ie double.I ... J. 
J'omets ici la solution de plusieurs autres cas, com me lorsque run des joueurs parie 
que I'ecu ne tombera que sur un joint ou sur deux, sur trois, etc. lis n'ont rien de 
plus difficile que les precedents; et d'ailleurs on joue rarement ce jeu avec d'autres 
conditions que celles dont nous avons fait mention. 
Mais si au lieu de jeter en I'air une piece ronde, com me un ecu, on jetait une piece 
d'une autre figure com me une pistole d'Espagne carree, ou une aiguille, une baguette, 
etc., Ie probleme demanderait un peu plus de geometrie, quoiqu'en general iI fat 
toujours possible d'en donner la solution par des comparaisons d'espaces, comme 
nous allons Ie demontrer. 
Je suppose que dans une chambre, dont Ie parquet est simplement divise par des 
joints paralleles, on jette en rair une baguette, et que I'un des joueurs parie que la 
baguette ne croisera aucune des paralleles du parquet, et que I'autre au contraire 
parie que la baguette croisera quelques-lines de ces paralleles ; on demande Ie sort 
de ces deux joueurs. On peut jouer ce jeu sur un damier avec une aiguille a coudre 
ou une epingle sans tllte. )) 

Aujourd'hui on enonce la solution comme suit: 

Soit cIa largeur des planches, et dla longueur de l'aiguille. On suppose d ::; c 
que. On note rIa distance aleatoire entre Ie centre de l'aiguille et la jointure 
de deux planches la plus proche, et e l'angle aleatoire de l'aiguille avec la 

jointure. 11 est evident que l'aiguille intersecte une jointure si ~sine > r. 
2 

Si on suppose, que les jets d'aiguilles sont faits de telle sorte que les lois de 
ret e soient uniformes sur respectivement [0, d2] et [0,7(/2], la probabilite 

r,/2 d 
J( -sinOdO 

de tomber sur une rainure du parquet est donc de 0 2 2d 
7r c 7rC 

2'2 

En estimant cette probabilite sur un grand nombre d'experiences, on peut 
deduire une estimation du nombre 7r. 

161 



8.2. L' Histoire Naturelle 
Dans son ouvrage celebre intituIe Histoire Naturelle, Buffon se sert, egalemen 
de notions elementaires de probabilite pour etayer ses theories concernant, 
la formation des planetes du systeme solaire. Selon son hypothese les s. t 
planetes alors connues, Mercure, Venus, Terre, Mars, Jupiter, Saturne so: 
Ie produit d'une collision entre Ie Soleil et une comete. Buffon constate qu~ 
les planetes tournent dans Ie meme sens autour du Soleil et presque dans 
Ie meme plan. Cela suppose necessairement, selon lui quelque chose de 
commun dans leur mouvement d'impulsion, et fait soups:onner qu'illeur a 
ete communique par une seule et meme cause. Buffon ecrie : 

« Cette idee sur la cause du mouvement d'impulsion des planetes paraitra moins 
hasardee lorsqu'on rassemblera toutes les analogies qui y ont rapport, et qu'on 
voudra se donner la peine d'estimer les probabilites. La premiere est cette direction 
commune de leur mouvement d'impulsion, qui fait que les six planetes vont toutes 
d'occident en orient; et il y a deja 4 a parier contre un qu'elles n'auraient pas eu 
ce mouvement dans Ie m~me sens, si la m~me cause ne I'avait pas produit, ce qu'il 
est aise de prouver par la doctrine des hasards. 
Cette probabilite augmentera prodigieusement par la seconde analogie, qui est 
que I'inclinaison des orbites n'excede pas 7 degres et demi ; car en comparant les 
espaces on trouve qu'iI y a 24 contre un pour que deux planetes se trouvent dans 
des plans plus eloignes et par consequent 245 ou 7 962 624 a parier contre un, que 
ce n'est pas par hasard qu'elles se trouvent to utes six ainsi placees et renfermees 
dans I' espace de 7 degres et demi, ou, ce qui revient au m~me, i I y a cette probabilite 
qu'elles ont quelque chose de commun dans Ie mouvement qui leur a donne celte 
position. Mais que peut-il y avoir de commun dans !'impression d'un mouvement 
d'impulsion, si ce n'est la force et la direction des corps qui Ie communiquent? On 
peut donc conclure avec une tres grande vraisemblance que les planetes ont re~u 
leur mouvement d'impulsion par un seul coup. )) 

Le raisonnement de Buffon est evident: La probabilite que les six planetes 
aient un mouvement dans la meme direction etant faible, on peut supposer 
que ce fait n'est pas du au hasard mais resulte d'une cause a determiner. On 
notera que Daniel Bernoulli avait deja aborde ce meme probleme en 1735 
dans un memoire portant Ie titre Recherches physiques et astronomiques sur Ie 
probleme propose pour la seconde flis par l'Academie Royale des sciences de Paris: 
Quelle est la cause physique de I'inclinaison des plans des orbites des planCles par 
rapport au plan de lequateur de la revolution du soleil autour de son axe; Et d'Oit 
vient que les inclinaisons de ces orbites sont dijfirentes entre elles.2 

1. Histoire Naturelle, tome 1, Imprimerie Royale, 1749, p.131. 
2. Recueil des pieces qui ont rem porte les Prix de l'Academie Royale des sciences, 3, p. 93-122, 

1735. Le meme memoire redige en latin occupe les pages 125-144. 
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8.3. Oes probabilites de la duree de la vie 
Buffon avait redige en 1745-1746 un rapport academique sur Ie travail de 
Deparcieux, Sur fes probabifites de fa vie. 11 insera en 1749, dans Ie tome II de 
l'Histoire naturelle generale et particuliere un chapitre d'une quinzaine de 
pages intitule De fa vieillesse et de fa mort dans lequel il analysait une table 
de mortalite, elaboree par Dupre de Saint-Maur (1695-1774) et resultant 
de la compilation des registres de trois paroisses parisiennes et de douze 
paroisses rurales, portant sur environ 24 000 deces. A partir de ces donnees, 
Buffon calculait Ie temps restant probablement a vivre aux differents ages de 
la vie, mais on ignore sa technique d'evaluation. Le choix de cette table, qui, 
par ailleurs ne distingue pas les deces se10n Ie sexe, est justifie par Buffon en 
arguant que les autres tables disponibles sont specifiques a certaines categories 
de personnes, les citadins pour les tables de Graunt, Halley, Kerseboom et 
Simpson, ou les ecc1esiastiques et les rentiers pour Deparcieux. 

En 1777, Condorcet publie un memoire intitule Des probabilites de fa duree de 
la vie!, beaucoup plus developpe, OU il donne, pour chacun des ages compris 
entre la naissance et 100 ans, la probabilite de vivre encore n annees, n etant 
tabule tous les cinq ans a partir de rage de deux ans. Les calculs utilisent, 
pour rage x, Ie rapport du nombre de survivants a l'age x + n par rapport au 
nombre de survivants a l'age x. L'ensemble de ces resultats occupe 120 pages. 
Condorcet en deduit, par exemple que les deux tiers des humains perissent, 
selon ses calculs, avant l'age de 39 ans. D'autres tables et observations sur Ie 
nombre de naissances, mariages et deces re1atifs a la ville de Paris, pour la 
periode 1709-1766, suivent. 

8.4. L' Essai d'arithmetique morale 
Buffon definit Ie but de son ouvrage2, paru en 1777 mais compose se10n 
Gouraud3, vers 1760, comme suit: 

« La mesure des choses incertaines fait ici mon objet, je vais tacher de donner quel
ques regles pour estimer les rapports de vraisemblance, les degres de probabilite, Ie 
poids des temoignages, !'influence des hasards, !'inconvenient des risques, et juger 
en meme temps de la valeur reelle de nos craintes et de nos esperances. » 

1. His/oire naturelle, generale et particuliere, servant de suite a l'Histoire naturelle de I'Homme, 
Supplement, tome quatrieme, Paris, Imprimerie Royale, 1777, p.149-264. 

2. «Essai d'arithmetique morale ", in Histoire naturelle, generale et particuliere, servant de 
suite a l'His/oire naturelle de I'Homme, Supplement, tome quatrieme, Paris, Imprimerie 
Royale, 1777, p. 46-148. 

3. Gouraud, C., His/oire de calcul des probabilites, Paris, Durand, 1848, p. 54. 
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Ernest Coumet1 estime que l'ensemble de l'ouvrage constitue un essa' 
sur les mesures, les sections I a XXII etudiant la mesure de l'incertitude1 

les sections XXIII a XXXIII les mesures en mathematiques et les de~ 
dernieres sections, celles des abstractions. 

Buffon examine et commente done, dans ce memoire, la relation qui existe 
entre probabilite, evidence et certitude et cherche a mesurer numeriquement 
la certitude physique et la certitude morale. 

« Dans les sciences physiques» enonce-t-il. « I'evidence est remplacee par la certi. 
tude; I'evidence n'est pas susceptible de mesure, parce qu'elle n'a qu'une seule 
propriete absolue, qui est la negation nette ou I'affirmation de la chose qu'elle 
demontre ; mais la certitude n'etant jamais d'un positif absolu, a des rapports 
que I'on doit comparer et dont on peut estimer la mesure. La certitude physique, 
c'est-a-dire la certitude de toutes la plus certaine, n'est neanmoins que la probabi. 
lite, presque infinie qu'un effet, un evenement qui n'a jamais manque d'arriver 
arrivera encore une fois ; par exemple, puisque Ie soleil s'est toujours leve, il est 
des lors physiquement certain qu'il se levera demain ; une raison pour etre, c'est 
d'avoir ete, mais une raison pour cesser d'etre, c'est d'avoir commence d'etre; et 
par consequent I'on ne peut pas dire qu'il soit egalement certain que Ie soleil se 
levera toujours, a moins de lui supposer une eternite antecedente, egale a la 
perpetuite subsequente, autrement il finira puisqu'il a commence. Car nous ne 
devons juger de I'avenir que par la vue du passe; des qu'une chose a toujours 
ete, ou s'est toujours faite de la meme facon, nous devons etre assures qu'elle sera 
ou se fera toujours, de cette me me facon : par toujours, j' entends un tres long temps, 
et non pas une eternite absolue. » 

Pour Buffon, la connaissance s'acquiert par l'observation ou par l'analogie. 
L'experience resulte de l'iteration d'une meme observation, et l'analogie 
peut etre definie comme la somme des rapports avec les connaissances deja 
acquises. 11 ecrit : 

« Mais si I' experience est la base de nos connaissances physiques et morales, I' analogie 
en est Ie premier instrument; lorsque nous voyons qu'une chose arrive constammentd'une 
certaine facon, nous sommes assures par notre experience qu'elle arrivera encore de la 
meme facon; et lorsque I'on nous rapporte qu'une chose est arrivee de telle ou telle 
maniere, si ces faits ont de I'analogie avec les autres faits que nous connaissons par 
nous-memes, des lors no us les crayons; au contraire, si Ie fait n'a aucune analogie 
avec les effets ordinaires, c'est-a-dire, avec les choses qui nous sont connues, nous 
devons en douter; et s'il est directement oppose a ce que nous connaissons, nous 
n'hesitons pas a Ie nier. » 

La verite physique, pour Buffon,« n'est qu'une probabilite, mais une probabilite 
si grande, qu'elle equivaut a une certitude.» La certitude morale, qui est une 

1. Seminaire d' Histoire du calcul des probabilitis et de la statistique de rEcoie des hautes etudes 
en sciences sociales, mars 1989. 
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titude par analogie, di£Iere de la certitude physique et de l'evidence mathe
::tique et e1le tient « Ie milieu entre Ie doute et la certitude physique. » 

Passant au choix d'une unite de mesure pour estimer les certitudes physique 
t morale par Ie calcul des probabilites, Buffon, en ce qui concerne la derniere, 

e ffirme simplement qu'une probabilite de lila 000 est assimilable a une 
;robabilite nulle. Voici son raisonnement : 

ee En consultant les Tables de mortalite, je vois qu'on en peut deduire, qu'iI n'y a que 
dix mille cent quatre-vingt-neuf a parier contre un, qu'un hom me de cinquante-six ans 
vivra plus d'un jour. Or comme tout homme de cet age, OU la raison a acquis to ute sa 
maturite et rexperience to ute sa force, n'a neanmoins nulle crainte de la mort dans 
les vingt-quatre heures, quoiqu'iI n'y ait que dix mille cent quatre-vingt-neuf a parier 
contre un, qu'il ne mourra pas dans ce court intervalle de temps; j'en conclus, que 
toute probabilite ega Ie ou plus petite, do it etre regardee comme nulle, et que to ute 
crainte ou toute esperance qui se trouve au-dessous de dix mille, ne do it ni nous 
affecter, ni meme nous occuper un seul instant Ie creur ou la tete. )) 

Ce principe des probabilites negligeables ne conduit pas, cependant, Buffon a 
une assimilation du probable au certain, et il affirme que toute connaissance 
du reel ne peut etre que probable. 

Ayant construit la valeur de la certitude morale sur la crainte de la mort, 
Buffon procede ensuite a la comparaison de la crainte et de l'esperance et 
declare que la perte affecte l'homme toujours plus que Ie gain. 11 adopte, de 
fait, Ie concept d'utilite marginale de Daniel Bernoulli. Nous avons, dans 
Ie chapitre consacre a ce dernier, cite Ie texte de Buffon relatif au probleme 
de Saint-Petersbourg. Ce paradoxe fut etudie non seulement par Daniel 
Bernoulli, mais aussi par Cramer, Buffon, d'Alembert et beaucoup d'autres, 
car il soulevait un probleme d'esperance mathematique face, en que1que 
sorte, a une esperance morale. 

La notion d'utilite marginale a conduit Buffon a condamner tous les jeux 
de hasard. Voici son argumentation: 

ee C'est au jeu en general. au jeu Ie plus egal, et par consequent Ie plus honnete 
que je trouve une essence vicieuse, je comprends meme sous Ie nom de jeu, toutes 
les conventions, tous les paris OU ron met au hasard une partie de son bien pour 
obtenir une pareille partie du bien d'autrui ; et je dis qu'en general Ie jeu est un pacte 
mal entendu, un contrat desavantageux aux deux parties, dont reftet est de rendre 
la perte toujours plus grande que Ie gain; et d'6ter au bien pour ajouter au mal. La 
demonstration en est aussi aisee qu'evidente. Prenons deux hommes de fortune 
egale, qui, par exemple aient chacun cent mille livres de bien, et supposons que 
ces deux hommes jouent en un ou plusieurs coups de des cinquante mille livres, 
c'est-a-dire la moiM de leur bien; il est certain que celui qui gagne, n'augmente 
son bien que d'un tiers, et que celui qui perd, diminue Ie sien de moitie, car 
chacun d'eux avait cent mille livres avant Ie jeu ; rna is apres revenement du jeu, 
run aura cent cinquante mille livres, c'est-a-dire un tiers de plus qu'il n'avait, et rautre 
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n'a plus que cinquante mille livres, c'est-a-dire maiM mains qu'il n'avait; done la p 
est d'une sixieme partie plus grande que Ie gain; car il y a cette difference entr:~e 
tiers et la moitie ; donc la convention est nuisible a tous deux, et par consequ e 

. II . . ent essentle ement vlcleuse. 
Ce raisonnement n'est point captieux, il est vrai et exact, car quoique I'un d 
joueurs n'ait perdu precisement que ce que I'autre a gagne, cette ega lite nUmeriq~S 
de la sam me, n'empeche pas I'inegalite vraie de la perte et du gain n'estqu'apparente 

et I'inegalite reelle [ ... J » e 

Philosophe, naturaliste, mathematicien, Buffon a aborde dans ses ouvrages 
non seulement Ie calcul des probabilites, mais egalement l'astronomie,la 
physique, la physiologie, et l'histoire naturelle. Ses reuvres completes ont ete 
editees a Paris en 1884-1885, en 14 volumes, par J.-L. Lanessan. 

8.5. Biographie Georges-Louis Le Clerc, 
Comte de Buffon (1707-1788) 

Georges-Louis Le Clerc, futur comte de Buffon\ est ne a Montbard en 
1707, dans une riche famille de la noblesse de robe. Son pere, Benjamin Le 
Clerc est president du grenier a sel de Montbard, et sa mere Anne-Christine 
Marlin elevera les cinq enfants du couple (Georges-Louis est l'aine). Son 
pere herite de la fortune d'un parent en 1717 et achete les proprietes de la 
seigneurie de Buffon, situee a six kilometres de Montbard. 

Georges-Louis fait des etudes secondaires dans un college de jesuites a 
Dijon, etudie Ie droit a l'universite de cette meme ville et obtient sa licence 
en 1726. Preferant toutefois les sciences, il part etudier les mathematiques 
et la botanique a Angers en 1728. La, il se plonge dans les mathematiques, 
lit Newton et suit des cours de medecine. En 1732, il s'installe a Paris et 
commence a signer Buffon. Ses premiers travaux portent sur les mathema
tiques, son domaine de predilection, et il presente en 1733 un memoire a 
l'Academie des sciences, dont Maupertuis et Clairaut font un compte rendu 
elogieux. Ce memoire Sur Ie jeu du franc-carreau introduit pour la premiere fois 
Ie calcul differentiel et Ie calcul integral en probabilite. Par ailleurs il traduit 
de l'anglais plusieurs ouvrages de mathematiques de Newton et de botanique 
de Hales. Ii fait la connaissance de Voltaire et d'autres intellectuels, et entre 
a l'Academie des sciences en 1734, a l'age de 26 ans au poste d'adjoint dans 
la section mecanique. Ii s'interesse alors a tous les domaines de la nature: 
botanique, biologie, chimie, geologie, utilise les mathematiques comme un 
outil, et effectue des recherches sur les organes reproducteurs des animaux. 
Anglophile, il correspond abondamment avec plusieurs savants, sejourne a 
Londres en 1738 et se fait elire a la Royal Society en 1739. Nomme Intendant 
duJardin du roF en 1739,il va l'agrandir et en enrichir les collections, tout en 

1. 11 devient comte de Buffon en 1773. 
2. Aujourd'hui et depuis la revolution Jardin des Plantes. 
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ravaillant a son Histoire naturelle reuvre a laquelle il va desormais consacrer 
t ne grande partie de son temps. 11 connait la gloire des la parution des trois 
u remiers volumes en 1749. VAcademie frans:aise lui ouvre ses portes en 1753 
~t i1 sera egalement membre de toutes les grandes academies europeennes. 

Buffon se marie en 1752, a l'age de quarante-cinq ans, a Marie-Frans:oise 
de Saint-Belin Malain,jeune femme de noblesse ruinee. Celle-ci voue une 
grande affection a son mari qui l'a arrachee au couvent, meme s'il n'est pas 
d'une extreme fidel~te, mais elle meurt en 1769. 

En cette meme an nee 1752, Buffon veri fie les hypotheses de Benjamin 
Franklin sur la foudre et l'electricite en installant un paratonnerre sur sa 

demeure. 

Buffon fait reuvre de vulgarisation et, suivant ses vreux, est lu par Ie plus 
grand nombre. Son style soigne, souvent empreint de lyrisme, fait qu'il est 
considere par ses contemporains comme un grand ecrivain et meme un grand 
poete. Son Histoire naturelle1 connait un succes qui rivalise avec celui de 
l'Encyclopidie de Diderot et d'Alembert. Buffon pressent la theorie de l'evo
lution, sans cependant adherer a l'hypothese du transformisme presentee par 
Maupertuis en 1751. 11 attribue les variations observees a un rassemblement 
spontane de « molecules organiques ». Notons qu'en mathematiques, son 
resultat Ie plus connu est Ie probleme de l' aiguille qui permet de determiner 
experimentalement la valeur de 1t. 

Buffon meurt en 1788, d'une crise de gravelle, quelques mois avant la Revo
lution frans:aise. 

B.6. Principaux ouvrages de Buffon (1707-1788) 

- La statique des vegetaux, et l'analyse de l'air, experiences nouvelles lues a la 
Societe royale de Londres, par M. Hales ... ouvrage traduit de l'anglois, par 
M de Buffon, Paris, Debure l'aine, 1735. 

- La methode des Fluxions ... (de Newton), Paris, Debure raine, 1740. 

- Histoire naturelle ... , Deterville, 1798 ... 

- Histoire naturelle, ginirale et particuliere, Imprimerie royale, 1749-1804. 

- Histoire naturelle des oiseaux, Imprimerie royale, 1770-83. 

- Histoire naturelle des miniraux, Imprimerie royale, 1783-1788. 

1. Trente-six volumes seront publies de son vivant entre 1749 et 1785 et huit autres apres 
sa mort. 
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«Je suis tres porte it croire que la matiere dont il s'agit [Ia tMorie 
des probabilites}, ne peut etre soumise, au moins it plusieurs egards, 
it un caleul exact et precis, egalement net dans ses principes et dans 
ses resultats1• }) 

Qyelles sont les contributions de d'Alembert relatives aux probabilites et 
aux statistiques ? 

Karl Pearson2 juge que ces contributions sont nulles, mais interessantes a 
etudier, car, si Ie mathematicien genial du Traite de dynamique de 1743 et des 
Recherches sur fa precession des equinoxes et sur fa nutation de l'axe de fa terre de 
1749 a pu ne pas comprendre certains aspects de la theorie des probabilites 
cela doit inciter tous les scientifiques a la prudence quant a la formulation 
des principes logiques de ce sujet, et a la realisation d'experimentations 
lorsqu'elles sont possibles. 

Les publications de d'Alembert, dans Ie domaine qui nous occupe, ont ete 
relatives a trois domaines : les jeux de hasard, les avantages et les desavantages 
de l'inoculation, et les problemes d'annuites et de rentes. 

9.1. Doutes et questions sur Ie calcul des probabilites 
D'Alembert a expose ses vues sur Ie sujet dans un memoire intitule Doutes 
et questions sur fe calcuf des probabiliteSl et publie en 1773. On peut y lire: 

« On se plaint assez communement que les formules des mathematiciens, appliquees 
aux objets de la nature, ne se trouvent que trop en detaut. Personne neanmoins n'avait 
encore apercu ou cru apercevoir cet inconvenient dans Ie catcut des probabi/ites. 
J'ai ose Ie premier proposer des do utes sur quelques principes qui servent de base 
a ce calcul. De grands geometres ont juge ces doutes dignes d'attention, d'autres 
grands geometres les ont trouves absurdes; car pourquoi adoucirais-je les termes 
dont ils se sont servis? La question est de savoir s'ils ont eu tort de les employer, et 

1. D'Alembert, « Refiexions philosophiques et mathematiques sur l'application du calcul 
des probabilites a l'inoculation de la petite verole ", in Melanges de littirature, d'histoire, 
et de philosophie, tome V, 1767. 

2. 1be history ofstatistics in the 17th and 18th centuries. Giffin and Co. 1978. 
3. (Euvres philosophiques, historiques et litteraires de D'Alembert, vol. IV, Paris, Bastien, 1805, 

p.289-315. 
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en ce cas ils auraient doublement tort. Leur decision, qu'ils n'ont pas juge a propos 
de motiver, a encourage des mathematiciens mediocres, qui se sont hiltes d'scrire 
sur ce sujet, et de m'attaquer sans m'entendre. Je vais tilcher de m'expliquer si 
clairement, que presque tous mes lecteurs seront a portee de me juger. 
Je remarquerai d'abord qu'il ne serait pas etonnant que des formules OU on se propose 
de calculer I' incertitude m~me, pussent, a certains egards au moins, participer a 
cette incertitude, et laisser dans I' esprit quelques nuages sur la verite rigoureuse 
du resultat qu'elles fournissent. Mais je n'insisterai point sur cette reflexion, trap 
vague pour qu'on puisse en rien conclure. Je ne m'arr~terai point non plus a faire 
voir que la tMorie des probabiliMs, telle qu'elle est presentee dans les livres qui 
en traitent, n'est sur bien des points ni aussi lumineuse, ni aussi complete qu'on 
pourrait Ie croire ; ce detail ne pourrait ~tre entendu que des mathematiciens ; et 
encore une fois je veux tilcher ici d' ~tre entendu de tout Ie monde. J' adopte donc, ou 
plutot j'admets pour bonne dans la rigueur mathematique, la tMorie ordinaire des 
probabi/iMs, et je vais seulement examiner si les resultats de cette theorie, quand 
ils seraient hors d'atteinte dans I'abstraction geometrique, ne sont pas susceptibles 
de restriction, lorsqu'on applique ces resultats a la nature. 
Pour m'expliquer de la maniere la plus precise, voici Ie point de la difficulte que je 
propose. 
Le calcul des probabilites est appuye sur cette supposition, que to utes les combinai
sons ditterentes d'un m~me eftet sont egalement possibles. Par exemple, si on jette 
une piece en I'air cent fois de suite, on suppose qu'il est egalement possible que 
pile arrive cent fois de suite, ou que pile et croix soient metes, en suivant d'ailleurs 
entre eux telle succession particuliere qu'on voudra ; par exemple, pile au premier 
coup, croix aux deux coups suivants, pile au quatrieme, croix au cinquieme, pile au 
sixieme, au septieme, etc. 
Ces deux cas sont sans doute egalement possibles, mathematiquement parlant ; 
ce n'est pas la Ie point de la difticulte, et les mathematiciens mediocres dont je 
parlais tout a I'heure ont pris la peine fort inutile d'ecrire de longues dissertations 
pour prouver cette ega Ie possibilite. Mais iI s'agit de savoir si ces deux cas, ega le
ment possibles matMmatiquement,le sont aussi physiquementet dans I'ordre des 
choses ; s'il est physiquement aussi possible que Ie m~me eftet arrive cent fois de 
suite, qu'ill'est que ce m~me eftet soit m~le avec d'autres suivant cette loi qu'on 
voudra marquer. II 

D'Alembert prend alors l'exemple du paradoxe de Saint-Petersbourg, que 
nous avons expose dans notre chapitre relatif a Daniel Bernoulli_ Apres avoir 
expose Ie principe du jeu et Ie paradoxe de l'esperance mathematique infinie 
qui lui est associe, il ecrit : 

« Je demande s'iI faut aller chercher bien loin la raison de ce paradoxe, et s'il ne saute 
pas aux yeux que cette pretendue somme infinie due par Paul au commencement du 
jeu, n'est infinie, en apparence, que parce qu'elle est appuyee sur une supposition 
fausse, savoir sur la supposition que pile peut n'arriver jamais, et que Ie jeu peut 
durer eternellement ? 
II est pourtant vrai, et m~me evident, que cette supposition est possible dans la rigueur 
mathematique. Ce n'est donc que physiquement parlantqu'elle est fausse. 
II est donc faux, physiquement parlant, que pile puisse n'arriver jamais. 

170 



D'Alembert 

II est donc impossible, physiquement parlant, que croix arrive une infinite de fois 
de suite. 
Donc, physiquement parlant, croix ne peut arriver de suite qu'un nombre fini de 
fois. 
Quel est ce nombre ? c'est ce que je n'entreprends point de determiner. Mais je 
vais plus loin, et je demande par quelle raison croixne saurait arriver une infinite de 
fois de suite, physiquement par/ant? On ne peut en donner que la raison suivante : 
c'est qu'il n'est pas dans la nature qu'un, effet soit toujours et constamment Ie 
meme, comme il n'est pas dans la nature que tous les hommes et tous les arbres 
se ressemblent. 
Je demande ensuite s'il est plus possible, physiquement parlant, que Ie meme eftet 
arrive un tres grand nombre de fois de suite, dix mille fois, par exemple, qu'il ne 
rest que cet eftet arrive une infinite de fois de suite? Par exemple, est-il possible, 
physiquement par/ant. que si on jette une piece en rair dix mille fois de suite, il vienne 
de suite dix mille fois croix ou pile? Sur cela j'en appelle a tous les joueurs. » 

De plus, d' Alembert ne croit pas a l'independance dans une repetition d'eve
nements comme Ie lancer de pieces. La sortie de plusieurs pile consecutifs 
rendrait, selon lui, plus probable la sortie de croix au coup suivant. 

Sa croyance principale est un principe metaphysique selon lequel « il nest pas 
dans la nature qu'un, eifet soit toujours et constamment Ie meme. » 

Void ce qu'ecrit d'Alembert a la fin de son article: 

« En "finissant cet ecrit, je tombe par hasard sur rarticle Fatalitedu dictionnaire Ency
clopedique, article qu'on reconnaitra aisement pour rouvrage d'un homme d'esprit 
et d'un philosophe ; et voici ce que j'y trouve, a propos du pretendu. bonheur ou 
malheurdans Ie jeu. "Ou il faut avoir egard aux coups passes pour estimer Ie coup 
prochain, ou il faut considerer Ie coup prochain, independamment des coups deja 
joues ; ces deux opinions ont leurs partisans. Dans Ie premier cas, ranalyse des 
hasards me conduit a penser que si les coups precedents m'ont ete favorables, Ie 
coup prochain me sera contraire; que si j'ai gagne tant de coups, il y a tant a parier 
que je perdrai celui que je vais jouer, et vice-versa. Je ne pourrai donc jamais dire; 
je suis en malheur, et je ne risquerai pas ce coup-Ia ; car je ne pourrais Ie dire que 
d'apres les coups passes qui m'ont ete contraires ; mais ces coups passes doivent 
plutot me faire esperer que Ie coup suivant me sera favorable. Dans Ie second cas, 
c'est-a-dire, si on regarde Ie coup prochain comme tout a fait iso/e des coups prece
dents, on n'a point de raison d'estimerque Ie coup prochain sera favorable plutOt que 
contraire, ou contraire plutOt que favorable; ainsi on ne peut pas regler sa conduite 
au jeu, d'apres ropinion du destin, du bonheur, ou du malheur." 
De ce passage je tire deux consequences. La premiere, que, suivant rauteur de cet 
excellent article, on peut se partager sur la question, s'il est egalement probable 
qu'un effet arrive ou n'arrive pas, lorsqu'il est deja arrive plusieurs fois de suite. 
Or, iI me suffit que cela soit regarde comme douteux, pour m'autoriser a croire que 
robjet de I'ecrit precedent n'est pas aussi etrange que d'habiles mathematiciens 
ront imagine. La seconde consequence, c'est que ranalyse des hasards, telle que 
la concoit I'auteur de rarticle, donne moins de probabilite aux combinaisons qui 
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renterment la repetition successive du mame ettet, qu'aux combinaisons au eet 
ettet est male avec d'autres. Or, cela ne se peut dire que de I'analyse des hasards 
consideree physiquement; car a I'envisager du seul cote mathematique, to utes les 
combinaisons, com me nous I'avons dit, sont egalement possibles. Je crois done 
pouvoir regarder I'auteur de I'article Fatalite com me partisan de I'opinion que j'ai 
tache d'etablir ; et un partisan de ce me rite me persuade de nouveau que eette 
opinion n'est pas une absurdite. » 

9.2. rarticle « Croix-Pile» de l'Encyclopedie 
Par ailleurs, d'Alembert a ecrit, vers 1755, Ie celebre article « Croix ou pile» 
de l'Encyclopedie qui est reproduit ci-dessous : 

« CROIX OU PILE, analyse des hasards. 
Ce jeu, qui est tres connu, et qui n'a pas besoin de definition, no us fournira les 
r8tlexions suivantes. On demande combien il y a a parier qu'on amenera croix en 
jouant deux coups consecutifs. La reponse qu'on trouvera dans tous les auteurs et 
suivant les principes ordinaires, est celle-ci. II y a quatre combinaisons. 

Premier coup. 
Croix 

Deuxieme coup. 

Pile 
Croix 
Pile 

Croix 
Croix 
Pile 
Pile 

De ces quatre combinaisons, une seule fait perdre et trois font gagner, il ya done 3 
contre 1 a parier en faveur du joueur qui jette la piece. S'il pariait en trois coups, on 
trouveroit huit combinaisons, dont une seule fait perdre, et sept font gagner; ainsi, 
il y aurait 7 contre 1 a parier. Voyez COMBINAISON ET AVANTAGE. Cependant cela est-il 
bien exact? Car, pour ne prendre ici que Ie cas de deux coups, ne faut-il pas reduire 
a une les deux combinaisons qui donnent croix au premier coup? Car, des qu'une 
fois croix est venu, Ie jeu est fini, et Ie second coup est compte pour rien. Ainsi, il 
n'ya proprement que trois combinaisons de possibles: 
Croix, premier coup 
Pile, Croix, premier et second coup. 
Pile, pile, premier et second coup. 
Donc il n'y a que 2 contre 1 a parier. De meme, dans Ie cas de trois coups, on 
trouvera : 
Croix 
Pile, croix. 
pile, pile, croix. 
Pile, pile, pile. 
Donc il n'y a que 3 contre 1 a parier. Ceci est digne, ce me semble, de I'attention 
des calculateurs, et irait a r8tormer bien des regles unanirnement re~ues sur les 
jeux de hasard. » 

D'Alembert pose la question de savoir si Ie principe de calcul adopte par tous 
est reellement applicable. La seule reponse qu'il est aujourd'hui possible de 
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faire est que l'experience montre que, lorsque Ie nombre d'essais est grand, 
la frequence d'amener croix en deux coups tend vers 3/4 et que Ie principe 
de calcul est donc correct. 

9.3. L'inoculation' 
Ce memoire est essentiellement un commentaire et une critique du papier 
de Daniel Bernoulli de 1760 sur Ie meme sujet. D'Alembert a lu son propre 
papier a l'Academie des sciences Ie 12 novembre 1760. Nous avons indique 
dans notre chapitre cons acre a Daniel Bernoulli que ce dernier avait tente 
de demontrer que, malgre les risques, la generalisation de la pratique dite 
de l'inoculation par la substance contenue dans les vesicules d'un malade 
de la variole permettrait de gagner deux a trois ans d'esperance de vie a la 
naissance. 

Cette technique suscita cependant l'hostilite de nombreux medecins. 

Voici les phrases de d'Alembert precisant Ie but de son memoire : 

« Je me propose ici trois objets: 
1). J'examinerai successivement les ditterentes maniares dont on a calcule jusqu'ici 
les avantages de !'inoculation, et j'essaierai de prouver que dans ces divers calculs, 
on n'a point. ce me semble, envisage la question sous son veritable point de vue. 
2). Je montrerai meme que les avantages de cette operation, sous quelque aspect 
qu'on veuille les presenter, sont tras difficiles a apprecier d'une maniare satisfaisante, 
si ron convient que cette operation peut causer la mort. 
3). Je tacherai de faire voir ensuite que !'inoculation peut etre soutenue par d'autres 
raisons, qui non seulement doivent empecher de la proscrire, mais qui paraissent 
meme propres a I'autoriser. » 

D'Alembert discute tout d'abord les hypotheses de mortalite adoptees par 
Bernoulli. 11 insiste, aussi sur la difficulte, voire l'impossibilite de calculer les 
avantages de l'inoculation pour un individu. 11 ajoute que meme si Ie risque 
est Ie meme a tout age, i1 n'est pas pers;u de la meme maniere a tout age et 
par tout individu. 

11 analyse les arguments favorables a l'inoculation, comme suit : 

« Entin, quand meme Ie risque de mourir de !'inoculation, sagement administree, 
serait plus grand que celui de mourir de la petite verole naturelle dans Ie courant du 
meme mois, ce risque, s'il n'etait en eftet que de 1 sur 1200, serait encore plus petit 
que celui de mourir de la petite verole naturelle dans I'espace de trois mois. Car Ie 
nombre de ceux qui meurent a Paris de la petite verole, annee commune, est tout 
au moins de 1 sur 1 000 en trois mois ; donc Ie risque de mourir de la petite verale 
naturelle en trois mois, serait au moins egal, et vraisemblablement superieur a celui 

1. Riflexions sur !'inoculation, CEuvres completes, tome 1, Paris, Belin et Bossange, 1821, 
p.465. 
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de mourir en un mois de I'inoculation. Or risquer de mourir au bout d'un mOis, OU 

dans I'espace de trois, est a peu pres la meme chose pour Ie commun des hommes. 
On ne devrait donc pas balancer a preferer celui de ces deux risques, qui delivre pour 
toujours de la crainte de la petite verole. Par la on aurait I'avantage de s'assurer a 
la fois une vie plus longue et une plus grande tranquillite [ ... J Lorsqu'il est question 
d'un avantage, meme eloigne, il y a une infinite de cas, surtout dans Ie Cours de 
la vie, OU une probabilite tres petite de danger, qui balance cet avantage, do it stre 
traitee comme si elle etait absolument nul Ie. Ce principe, pour Ie dire en passant 
est tres important dans la theorie des jeux de hasard, et peut servir a resoudre de~ 
questions epineuses et delicates, qui n'ont point ete resolues jusqu'ici, ou qui I'ont 
ete mal. mais qui ne sont pas Quant a present de notre objet. 
Voila, ce me semble, ce qu'on peut dire de plus fort en faveur de !'inoculation; cette 
maniere d'en calculer I'avantage, quoiqu'elle ait echappe a ses plus zeles partisans 
est, si je ne me trompe, la moins sujette aux objections qu'il est possible. II estvrai 
qu'elle ne donne pas et ne saurait donner la valeur precise, mathematique et rigou
reuse, de I'avantage qu'il ya a se faire inoculer ; mais elle montre, et cela suffit, 
que I'avantage est tres considerable; je ne suis donc pas surpris que cet avantage 
determine un grand nombre de citoyens a subir !'inoculation, ou a la faire subir aux 
personnes qui les interessent. » 

Pour tenter de rester impartial, d'Alembert souligne que des doutes subsis
tent sur les risques lies a l'inoculation, et qu'il faut faire la difference entre 
les avantages pour les individus et ceux pour la population totale. Ainsi, si 
l'inoculation enlevait, au hasard, un cinquieme d'une population et permettait 
aux autres de vivre jusqu'a cent ans, elle serait avantageuse pour la population 
mais risquee individuellement. 

Au total, voici les conclusions de d'Alembert : 

« 1 ).11 y a lieu de craire qu'on ne meurt jamais de I'inoculation, quand elle est sage
ment administree, et apres un examen convenable. 
2). II est extremement rare, pour n'en pas dire davantage, qu'un inocule sur qui 
I'operation a reussi, ait repris la petite verale. 
3). S'il n'est pas demontre en rigueur que !'inoculation augmente la vie moyenne des 
hommes, il est encore moins prouve qu'elle la diminue ; il est meme vraisemblable 
qu'elle doit I'augmenter, puisqu'elle de livre, ou absolument, ou presque absolu
ment, d'une cause de mort, sans qu'il soit prouve qu'elle en substitue d'autres 11 
la place. 
/I (aut donc bien se garder, ce me semble, d'arreter ou de retarder les progres de 
cette operation. [ ... J 

Je suis donc bien eloigne de dissuader mes concitoyens d'une pratique dont I'utilite 
parait, au moins jusqu'ici, beaucoup mieux constatee que ses inconvenients. Les 
objections proposees dans les deux premieres parties de cet ecrit, n'attaquent 
que les mathematiciens qui pourraient trop se presser de reduire cette matiere en 
equations et formules, mais je crais d'ailleurs en avoir dit assez pour faire voir, que 
si les avantages de !'inoculation ne sont pas de nature a etre apprecies matMma
tiquement, its n'en paraissent pas moins reels. ii 
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9.4. Le memoire sur la duree de la vie 
Les Opuscules mathimatiques de d'Alembert ont ete ecrits sur une periode 
de vingt-cinq ans entre 1758 et 1783. Huit volumes ont pam! totalisant 
pres de 4 000 pages. 

Le memoire (en fait un extrait de lettre ecrite en 1767) Sur fa durie de la vie 
occupe les pages 92 a 98 du volume IV, publie en 1768. 

D' Alembert y analyse la probabilite de la vie et insiste sur la difference entre 
les notions de moyenne et de mediane, utilisees dit-il par Daniel Bernoulli 
(moyenne) et Buffon (mediane) dans leurs tables de mortalite. 

One analyse de ce papier a ete faite par K. Pearson2• 

P. CrepeP a, par ailleurs indique que Ie tome IX des Opuscules de d' Alembert, 
redige entre 1781 et sa mort en 1783 et inedit comporte un texte intitule Sur 
les annuitis comportant 91 articles. La structure du papier a ete reconstituee 
par P. Crepel. Il comporte « une comparaison entre trois methodes de calcul 
des rentes viageres : 1) par Ie calcul de la vie moyenne par Deparcieux, 2) par 
(ce que P. Crepel appelle) la vie mediane, 3) par la vie moyenne de toutes les 
personnes vivant a une epoque. » 

9.5. Biographie de d'Alembert (1717-1783) 
Jean-Le-Rond d'Alembert nait Ie 16 novembre 1717 d'un amour illegi
time entre la marquise de Tencin et Ie chevalier Destouches, alors officier 
d'artillerie qui deviendra general en 1720. Il est abandonne par sa mere a 
sa naissance sur les marches de l'eglise Saint Jean-Le-Rond a Paris4• Un 
commissaire du quartier Ie decouvre et decide, compte tenu de son etat (il 
est « incroyablement maigre et chetif ») de lui trouver une nourrice. IlIa 
trouve en la personne d'une vitriere, Madame Rousseau, femme d'un artisan, 
que d'Alembert considerera toute sa vie comme sa mere. Il reste d'ailleurs 
jusqu'a l'age de 48 ans dans cet humble, mais accueillant, foyer. Son pere, Ie 
Chevalier Destouches, retrouve la trace du nouveau -ne, lui laisse une pension 
de 1 200 livres (qui par testament se prolonge apres sa mort qui survient 
quand d'Alembert n'a que dix ans), et s'assure qu'il beneficiera d'une bonne 
education. D'Alembert va d'abord en pension et s'y montre un brillant 
eleve. Il entre en 1730, a douze ans, au College des Qyatre-Nations et suit 
l'enseignement des jansenistes. L'entree dans ce College, reserve a ceux qui 

1. Opuscules 11Iathi11latiques, Paris, David Briasson, Jombert, 1761-1780. 
2. Pearson K., The history ofstatistics, 1978, p. 562-564. 
3. Crepel P., « Les dernieres perfidies de d'Alembert », Math. and Social Sciences, 44< annee, 

n° 176,p.61-87. 
4. C'est a cause de ce lieu que, pendant un peu plus de vingt ans, il est appele Jean-Baptiste

le-Rond. A la fin de ses etudes il se fera appeler d'Alembert. 
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possedaient des lettres de noblesse, semble bien montrer que les origines 
reelles de d'Alembert etaient connues. Ses dispositi~ns intellectuelles Sont 
vite reconnues, en particulier son commentaire sur 1'Epitre de Saint Paul aux 
romains fait voir en lui un nouveau Pascal. « Pour rendre la ressemblance plus 
parfaite, dit Condorcet1, on lui fit suivre des lec;:ons de mathematiques ». Le 
College des Qyatre-Nations est Ie premier a posseder une chaire de mathe
matiques2, et d'Alembert se passionne pour ce domaine que lui fait decouvrir 
son excellent professeur, Monsieur Caron. D'Alembert devient, en 1735 , 
« Bachelier es Arts », mais ses connaissances acquises de fac;:on autodidacte 
vont bien au-dela de ce diplome. D'Alembert passerait volontiers ses jour
nees a faire des mathematiques, mais cela ne mene a aucune situation et la 
pension laissee par son pere se revelerait vite insuffisante. 11 se decide done 
a faire des etudes de droit, et il obtient un titre d'avocat en 1738.11 poursuit 
ensuite ses etudes, « fait medecine » et essaie d'oublier les mathematiques. 
Mais sa passion est la plus forte, il abandonne la medecine et decide, quel 
qu'en soit Ie prix a payer, de se consacrer aux mathematiques. 

D' Alembert transmet alors plusieurs memoires a!' Academie des sciences (Ie 
premier date de 1739), ce qui lui vaut d'etre remarque par Clairaut. Grace a 
ce dernier, notre mathematicien entre en 1741, a 1'age de 24 ans, dans cette 
prestigieuse Academie comme « associe astronome adjoint ». 

D'Alembert presente en 1742 a 1'Academie son celebre Traite de dynamique, 
qui sera publie 1'annee suivante. Ce traite marque Ie fondement de la meca
nique rationnelle. Des cette epoque d'Alembert se montre profondement 
newtonien. Comme Ie dit J. -P. Luminet : « Pour d' Alembert, et jusque dans 
ses vieux jours, la science ne commenc;:ait pas avec Newton, elle s'arretait 
apres lui ». Dans Ie TraiN de dynamique, d'Alembert expose son Principe. En 
rapportant la dynamique tout entiere aux seules trois lois du mouvement 
de Newton, Ie principe de d'Alembert permet de trouver Ie mouvement de 
systemes soumis a des forces de liaison. On trouve egalement la les premices 
des travaux de Lagrange. D'Alembert met en reuvre cette dynamique dans 
1'etude de l'oscillation des corps pesants et de la rotation des corps autour 
de leur centre de gravite. 11 applique egalement, dans son TraiN de l'iqui
fibre et du mouvement desjluides (1744), les principes de la dynamique a la 
mecanique des fluides. 

La contribution de d'Alembert en mecanique des fluides est a la fois vaste 
et importante. En 1746 il presente un ouvrage intitule Riflexions sur la cause 

1. Condorcet, « Eloge de M. d'Alembert », Histoire de l'Academie royale des sciences avec les 
memoires de mathimatique et de physique tires des registres de cet/e Academie, annee 1783, 
publiee en 1786, p. 76. 

2. On compte parmi les premiers titulaires de cette chaire, Pierre Varignon a qui l'on doit la 
diffusion en France, sous une forme beaucoup plus accessible que l'original, des Principia 
de Newton. 
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generate des vents, qui lui vaut d'etre elu a l'Academie de Berlin. En 1752 il 
poursuit en ce sens avec l'~~?e de la resistance des fluides. Malhe~reuse
went i1 se trouve en competItlOn avec Euler et les deux savants devlennent 
vite rivaux. Cette double rivalite, avec Clairaut a l'Academie de Paris et 
avec Euler a l'Academie de Berlin, laissera des traces. D'Alembert, pousse 
a publier rapidement, est moins clair que ses competiteurs a qui l'histoire 
attribuera quelquefois la paternite de resultats que d'Alembert avait presentes 
Ie premier. 

Une autre contribution majeure de d'Alembert est son etude des cordes 
vibrantes.11 fournit dans ce travail, qui date de 1747, non seulement la 
premiere equation d'onde ainsi que la solution generale associee, mais surtout, 
serions-nous tentes de dire, il introduit pour la premiere fois les equations aux 
derivees partielles en physique. Cet apport sera immortalise par l'equation 
qui porte son nom. 

En dynamique, d'Alembert contribue largement a l'etude des problemes 
de la « mecanique celeste », en particulier du probleme des trois corps. 11 
aborde ce theme des 1745, et en donne une solution approchee ala meme 
epoque, et independamment de ses « concurrents» Clairaut et Euler. Cela 
lui permet d'etudier la precession des equinoxes et la rotation de l'axe de la 
Terret, il frole la notion de nutation, qui ne sera finalement decouverte que par 
Bradley. L'essentiel de l'ceuvre en physique et mathematique de d'Alembert 
date de la periode allant de 1742 a 1754. Mais la ne s' arrete pas son ceuvre. 
L'annee 1754 marque une transition dans la vie de d'Alembert. D'une part, 
i1 est elu a l'Academie franc;:aise, d'autre part il fait la connaissance dans un 
salon parisien d'une jeune fille de 22 ans, Julie de Lespinasse, qui comme 
lui est Ie fruit d'un amour illegitime. 

Physicien et mathematicien, d'Alembert est egalement philosophe. C'est 
en 1745 qu'il entre en relation avec Denis Diderot. 11s signent ensemble un 
contrat pour traduire la Cyclopaedia d'Ephraim Chambers. Mais Ie projet 
evolue, de la va naitre l'Encyclopidie. L'ouvrage envisage est monumental, il 
est conc;:u comme un Dictionnaire raisonne des arts, des sciences et des metiers. 
Com me l'indique Condorcet, d'Alembert et Diderot se proposent « de 
reunir tout ce qui a ete decouvert dans les sciences, ce que l'on a pu connaitre 
des productions du globe, les details des arts que les hommes ont inventes, 
les principes de la morale, ceux de la politique et de la legislation, les lois 
qui gouvernent les societes, la metaphysique des langues et les regles de la 
grammaire,l'analyse de nos facultes et jusqu'a l'histoire de nos opinions ». 
La contribution de d'Alembert porte naturellement sur les sciences (mathe
matiques, physique, astronomie, etc.) mais egalement sur des questions plus 
generales des connaissances. Au total ce n'est pas moins de six cents articles 

1. C'est en 1749 qu'il publie ses Recherches sur la precession des equinoxes. 
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qu'il ecrira, sans compter son celebre Discours priliminaire de l'EncYc/0PMie 
(1751). La contribution de Diderot est encore plus colossale, il redige 
plusieurs milliers d'articles ! La coutume voulant que quelques « grands» 
academiciens des sciences entrent a 1'Academie franc;aise1 on nest pas surpris 
de voir d'Alembert elu dans cette institution en 17542• En 1759, d'Alembert 
se brouille avec Diderot, demissionne, mais continue la redaction des articles 
scientifiques de 1'Encyclopidie. 

Nous avons sign ale la rencontre, en 1754 de d'Alembert avec Julie de 
Lespinasse. Peu de temps apres, la jeune fille tombe malade et c'est notre 
mathematicien qui la soigne avec devouement. L'amitie se transforme en 
liaison, probablement aux alentours de 1760. Qyelques annees plus tard 
(1763), d'Alembert sejourne trois mois a la cour de Frederic II. Le Roi de 
Prusse lui offre de rester et de presider l' Academie de Berlin mais d' Alem
bert refuse. Tout comme il avait refuse, peu avant, 1'offre de l'Imperatrice de 
Russie de devenir Ie precepteur de son fils. Ses refus sont probablement lies 
au fait qu'il ne voulait pas s'eloigner de Julie. Lorsque d'Alembert tombe 
gravement malade, en 1765 , Julie prend soin de lui, tandis que son medecin 
lui conseille de quitter Ie logis de sa famille adoptive, les Rousseau, car les 
conditions d'hygiene devenaient incompatibles avec son etat de sante. C'est 
probablement autour de cette epoque que d'Alembert se met en menage 
avec Julie. C'est egalement a ce moment que notre mathematicien renoue 
avec Diderot. L'annee suivante les derniers volumes de l'Encyclopedie sont 
acheves. D'Alembert a alors une vie mondaine et participe au salon que Julie 
a ouvert en 1764. Cela nempeche pas d'Alembert, qui a vecu une grande 
partie de sa vie dans deux mondes tres differents3, de rester tres modeste. « 

M. d'Alembert, dit Condorcet, etablit pour principe de morale 1'obligation 
de ne pas regarder comme legitime 1'usage de son superflu lorsque d'autres 
hommes sont prives du necessaire j et de ne disposer soi-meme que de la 
portion de la fortune qui est formee non au depens du necessaire des autres, 
mais par la reunion d'une partie de leur superflu ». D'Alembert est elu en 
1772 secretaire perpetuel de l' Academie franc;aise. II se fait un devoir de 
continuer la redaction de l'histoire de cette Compagnie, que ses predeces
seurs avaient negligee. II s'engage a ecrire la vie de tous les Academiciens 
morts entre 1700 et 1772. Ces E/oges historiques vont occuper une grande 
partie de son temps pendant les trois annees suivantes. Au total c'est pres 
de soixante-dix eloges que d'Alembert redige. La lecture de ses Eloges aux 
seances publiques de l'Academie franc;aise lui vaut d'ailleurs un grand succes 

1. Citons: Fontenelle, Maupertuis, Bougainville, Bu/fon, Condorcet, etc. 
2. L'Academie donne en 1756 a d'Alembert Ie titre de pensionnaire surnumeraire (avec 

l'attribution d'une pension de 2 400 livres), mais ce n'est qu'en 1765 qu'il deviendra 
pensionnaire de droit. 

3. D'Alembert a, jusqu'a 48 ans, pris l'habitude de travailler Ie matin dans Ie logis de ses 
parents adoptifs et de se rendre l'apres midi dans les salons ou a l'Academie. 
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dans Ie public mondain. A Ia fin de sa vie, d'Alembert est membre de presque 
toutes Ies Academies d'Europe. 

D'Alembert meurt Ie 29 octobre 1783, a 1'age de soixante-six ans, suite a 
des calcuis renaux. 

9.6. Principaux ouvrages scientifiques de d'Alembert 
_ Traiti de dynamique, Paris, David, 1743. 

_ Rijiexions sur la cause generale des vents ... , Paris, David 1'aine, 1747. 

- Recherches sur la precession des equinoxes et sur la nutation de l'axe de la terre 
dans Ie systeme newtonien ... , Paris, David, 1749. 

- Essai d'une nouvelle tMorie de la resistance des jluides ... , Paris, David l' aine, 
1752. 

- Opuscules matMmathiques ou Memoires sur diiferens sujets de geometrie, de 
mechanique, d'optique, d'astronomie, Paris, David, [puis] Briasson [puis] 
C.-A. Jombert, 1761-1780. 

9.7. References 
- J. Morton Briggs, Alembert, Dictionary of Scientific Biography, Charles 

Scribner's sons, New York, vol. 1, p. 110-117, 1970. 

- J. Bertrand, D'Alembert, 1889. 

- R. GrimsIey,fean d'Alembert, 1717-1783, Oxford, 1963. 

V. Le Ru, D'Alembert philosophe, Librairie Philosophique J. Vrin, 
coll. « Mathesis », Paris, 1994. 
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Les contributions 
de Cotes et Simpson 
it la theorie des erreurs 

10.1. Cotes 
Roger Cotes est considere a juste titre comme Ie premier mathematicien 
ayant etudie la combinaison des observations et la minimisation des erreurs. 
Son memoire intitule Aestimatio errorum in mixta mathesi est inclus dans 
la publication posthume de ses travaux, faite en 1722, par Robert Smith, a 
Cambridge, sous Ie titre Harmonia mensurorum. 

Avant Cotes, il etait d'usage, en astronomie par exemple, de prendre la 
moyenne arithmetique d'une serie de mesures. 

Cotes proposa une valeur moyenne ponderee, la valeur adoptee etant Ie bary
centre des differentes valeurs affectees chacune d'un poids specifique. A la 
page 22 de son memoire, on peut lire Ie texte qui est reproduit ci-dessous : 

~1. - -£ST-IMATIO ,~RR'o.R:U,M 
'_: Ad eundem fere modam in -aliis , cafibus Limites inveoiimttir Erro
rum qui ex minus accuratis obf~rvavi~riibusornim - ductint: quin & 
Pofitionesad Obfervandum commodimm~' depfc:hcnduotur: u!:"'mihi 
vix quidquam ulterius defiderarivideatur pofiquam ofienfum fueric qu. 
nitiorie Probabilitas maxir.:qain his -rebus -haberi _ pomt. ,ubi diverfre 
0ble~ationcs,j!l eundem fideni inftiiutre. -Iiaullulumdiverfas ab 
invjcem conclufiones exhihent. -Id autem tiee -
ad- moduIn fequentis Exempli. - Sit:! locus 
ObjeCti :alicujus exObfervarioue -prima -defi
llitilS, q,' .r, s ejufdcm Objecti - Ioea' ex. Ob· 
1ervationibus fubfequct:ltibus; ,_-fiot -, infuper_ .' . 

-p ; -fjJ.; R/ .s; :POnaerll teciproce propprrio
.nalia- fpatHs Evagationum, per quai ife d!f
funderc" P!lffilit Errores ex Obfervationibiis 

r' 

r. 
,· Zi -

. ~ 
fiogulis, p~odeun~e~, FJureque ' dantur 'ex datis ErrOtDill Limitibus; & 
ad -pl.lo¢.{ap' ,!{r n.,s poura : int~lJigantur _ PQndera- P.,@, R; S, & 
IJl.veiJiati.Ir; ;e<iruQ1 '; gtavit~tis -'- c~i:ithl,m :Z ,: dic.o punct,.-im'Z fore Lo
cum QbjeCtL rililxime -probabilem. _q)li;pro vero ejtis lQCO tutjmm~ 
haberipoteft. - - -
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, '. \ 

.,', - .. ". ~~- Si propius fits, 
, " '.'Te cap!mt· mllfis.---:--. " 
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''..;, .. : .:: Aftronomia: &: Experitnentalis Philo[ophire 

PoLt COT E S 1 U M Profelfor. 

<'. 

CA N T A 'B RIG I lB, MDCCX.XIJ. 
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Ce texte peut se traduire comme suit (a partir de : sit p locus ... ) : 

« Soit p I'emplacement d'un objet quelconque dBfini par une premiere observation et 
q, r, s, les emplacements du meme objet obtenues par des observations subsequentes. 
Soient aussi P, Q, R, S, les poids reciproquement proportionnels aux deplacements 
qui peuvent resulter des erreurs d'observation individuelles, et qui sont donnes par 
les limites donnees des erreurs. Les poids P, Q, R, S, sont imagines places en p, q, 
r, S, et leur centre de gravite Zest trouve : Je dis que Ie point Zest I'emplacement 
Ie plus probable de I'objet, et peut etre pris en toute securite pour son veritable 
emplacement. » 

Laplace, en 1812, dans sa 7htorie Analytique des probabilitis1 confirme la 
priorite de la methode de Cotes qui est 1'ancetre de la methode des moin
dres carres : 

« Cotes est, si je ne me trompe, Ie premier qui ait donne une regie generale pourfaire 
concourir a la determination d'un element, plusieurs observations, proportionnellement 
a leur influence. En considerant chaque observation comme une fonction de I' element, 
et regardant I'erreur de I'observation comme une differentielle infiniment petite; elle 
sera egale a la differentielle de la fonction, prise par rapport a cet element. Plus Ie 
coefficient de la differentielle de I'element sera considerable, moins il faudra faire 
varier I'element, pour que Ie produit de sa variation, par ce coefficient, soit egal a 
I'erreur de I'observation ; ce coefficient exprimera donc I'influence de I'observation 
sur la valeur de I'element. Cela pose, Cotes represente to utes les valeurs de I'element 
donnees par chaque observation par les parties d'une droite indefinie, toutes ces 
parties avant Line commune origine. II con~oit ensuite, a leurs autres extremites, 
des poids proportion nels aux influences respectives des observations. La distance 
de I'origine commune des parties, au centre commun de gravite de tous ces poids, 
est la valeur qu'il choisit pour I'element. » 

Ajoutons que Ie papier de Cotes permet d'entrevoir Ie lien entre les parametres 
variance et teart-type d'une serie et la physique: 1'esperance mathematique 
E(X) correspond au centre de graviti de points ponderes. E(X2) n'est autre que 
Ie moment d'inertie par rapport a 1'origine. La variance V(X) apparait en tant 
que Ie moment d'inertie des masses par rapport a leur centre de gravite. 

Pearson, en 1893, a introduit Ie terme de standard deviation (deviation 
standard) pour signifier ce que 1'on appelle aujourd'hui 1'tcart-type, racine 
carree de la variance. 

10.2. Simpson 
En 1740, Simpson publia un court traite intitule the nature and laws of 
chance. Deux ans plus tot avait pam la deuxieme edition, tres sensiblement 
augmentee, du livre de De Moivre Doctrine of Chances. Dans son ouvrage, 
qui etait vendu, soulignait-il, a un prix modtre, Simpson tentait de presenter 

1. P.age 346 de l'edition originale. 
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les resultats de De Moivre sous une forme simplifiee, mais il revendiquait 
cependant la solution de deux problemes pour lesquels De Moivre n'avait 
donne que les resultats. Simpson s'etant a. nouveau largement inspire d'un 
ouvrage de De Moivre Annuities on Lives, en publiant son Annuities and 
Reversions en 1742, une dispute prit naissance entre les deux mathemati_ 
ciens. Cependant, les Annuities and Reversions utilisaient des tables recentes 
basees sur dix annees des Bills of mortality of London, alors que l'ouvrage de 
De Moivre de 1725 etait base sur les tables de la ville de Breslau donnees 
par Halley. De Moivre repondit en sortant sa deuxieme edition des Annui
ties on Lives en 1743 avec une preface offensive vis-a.-vis de Simpson. Ce 
dernier crut devoir repondre rapidement par un pamphlet de 16 pages dont 
Ie titre indique c1airement Ie contenu : Appendix containing some remarks on 
a late book on the same subject, with answers to some personal and malignant 
misrepresentations, in the preface thereof 

Le memoire de Simpson dont nous allons parler maintenant a paru dans 
les Philosophical Transactions!, en 1755 et a pour titre A Letter to the Right 
Honourable George, Earl of Macclesfield, President of the Royal Society, as to 
the Advantage of taking the Mean of a Number of Observations in practical 
Astronomy. 

XIX. . A Lelltr 10 '/)0' RigIJI .l!ollollra~/8. 
George l!dl'/ of MacClcs6c1d, Prlfide111 of 

. Iho Royal Society, .on II» Advantag~ if 
laA;1Jg the Mean of ~ NUIIJIJer if Ol/er
va/iolll, ;'1 Ira[/ita/ Ajlnmqm.l: By 
'f. Simp(on, 1': R. S . 

. My Lord, 
lead APril,c'I T is wel~ known' to' your Lordfhip~ 

11~S· that the mc:thod praltiffd by aRrono ... 
mers. in order·to di~nhli(h the (rrors ari6ng (rc,>m the 
hnperfetlions of inRruments, and o(the orgarisof {c 0 fe, 
I1Y t~king the Mtan of {evtral ob(cryation~, hils not 
been to generally rccei~cd. but that (olne perf~ns, of 
confidc(abte note, ,hav,e been of opinion. and . even . 
Jlublickl, mai.ntaincd, that one lingle obfervatiOi1~ 

, , taken 

1. Volume 49, p. 82-93, 1755. 
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Simpson aborde Ie probleme des observations astronomiques en se focalisant 
sur les erreurs de positionnement du corps observe. 

n appelie x l'erreur, qu'il considere comme une variable aleatoire distribuee 
uniformement sur les entiers entre - a et + a, dont la fonction generatrice 
est: 

(t)= r a +ra+1 + ... +ta 1_t2a+1 

g 2a+l (2a+l)ta(1-t) 
Soit 

5 = Xl + ... x ,la somme des erreurs, 
11 11 

la probabilite P(5" = 5) = p,,(5) est trouvee, a partir de la fonction genera-

trice, comme etant . [n][n + 5 + na -1- (2a + l)i] 
P (5)=(2a+lt/~(-1)' . 1 

" W t n-
i 

avec 0 < i < ( 5 + na) . 
- - 2a+l 

Cette probabilite peut etre interpretee comme celie d'obtenir 5 + n(a + 1) 
points en n tirages avec un de a (2a + 1) faces. 

Or, parmi les differents problemes lies aux jeux de des, de Moivre avait etudie 
la distribution de la somme des faces de plusieurs des l • Le resultat indique 
que cette distribution de la somme des faces de n des ayant chacun Jfaces 
numerotees 1 a Jest donnee par les coefficients du developpement de 

(1+r+r2 +r3 + ... +rf-l)" = (1-r f )" 
(l-rY 

A partir du resultat de De Moivre, Simpson ecrit la fonction genera trice 
pour une distribution des erreurs triangulaire et symetrique et compare les 
probabilites d'obtenir une erreur bornee entre deux limites et une erreur 
moyenne bornee entre ces memes limites. 11 conc1ut : 

« Prendre la moyenne d'un certain nombre d'observations diminue grandement 
les chances pour les petites erreurs et eli mine pratiquement toute possibilite de 
grandes erreurs. » 

11 donne un exemple numerique sur 6 observations. 

Comme l'indique Stigler2, Thomas Bayes signala, dans une lettre a John 
Canton de la Royal Society, que Simpson n'avait pas tenu compte du fait 
que, dans son approche, les observations devaient etre exemptes d'erreurs 
systematiques. 

1. Doctrine ojChances, 1738, p. 35-37. 
2. Stigler S. M., the history ojstatistics, Belknap, Cambridge, M.A., 1986, p. 94-95. 
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Simpson indiqua donc clairement cette hypothese lorsqu'il publia une version 
revisee de son travaiF en 1757. II etendit alors son analyse a une distribution 
triangulaire continue au lieu d'une distribution discrete. 

On trouvera des details sur les deux papiers de Simpson de 1755 et 1757 
dans diverses analyses2• 

10.3. Biographie de Cotes (1682-1716) 

Roger Cotes est ne Ie 10 juillet 1682 a Burbage, dans Ie Leicestershire. Des 
l'age de 12 ans on remarque chez lui un talent mathematique exceptionnel. 
En 1699 il entre au Trinity College de Cambridge. II en devient Fellow en 
1705 et est nom me, l'annee suivante, a l'age de 23 ans, professeur d'astro
nomie et de physique. II est elu membre de la Royal Society Ie 30 novembre 
1711. Peu de temps apres il est ordonne diacre (20 mars 1713), puis pretre 
(31 mai 1713). Durant la periode a1lant de 1709 a 1713, Roger Cotes passe 
une grande partie de son temps a editer la seconde edition des Principia de 
Newton. II ne publiera qu'un seul article dans sa vie, Logometria. II s' agit, selon 
la presentation qu'il en fait a Newton « d'une nouvelle sorte de construction 
en geometrie, qui me semble facile, simple et generale ». 

Cotes possedait une avance substantielle dans les domaines tels que les loga
rithmes, Ie calcul integral et les methodes numeriques de calcul (en particulier 
l'interpolation), ce qui a fait dire au grand Newton: « s'il avait vecu [plus 
longtemps] nous aurions sans doute appris des choses nouvelles». 

Roger Cotes est mort Ie 5 juin 1716, de violentes fievres et a ete enterre 
quelques jours plus tard dans la chapelle du Trinity College. 

10.4. Ouvrages de Cotes et references 
Preface de la deuxieme edition des Principia de Newton, Cambridge, 
1713. 

Logometria, Philosophical Transactions of the Royal Society, 29, p. 5-47, 
1714. 

Harmonia mensurarum, edite par R. Smith, Cambridge, 1722. 

Hydrostatical and pneumaticallectures, editees par Smith, London, 1738. 

De descendu gravium, de motu pendulorum in cycloide et de motu projectilium. 
Cambridge, 1770. 

1. MiscellaneollS tmcts, Nourse, London, 1757. 
2. A. Hald, A History of mathematical statistics from 1750 to 1930, Wiley, 1998, p. 35-39. 
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References 

_ J. M. Dubbey, Cotes, Dictionary of Scientific Biography, Charles Scribner's 
sons, New York, vol. 3, p. 430-432,1970. 

_ R. Gowing, Roger Cotes, natural philosopher, New York, 1983. 

10.5. Biographie de Simpson (1710-1761) 
Thomas Simpson est ne Ie 20 aout 1710 a Market Bosworth, dans Ie comte 
de Leicester, en Angleterre. Son pere etait tisserand. Apres de courtes etudes 
dans cette ville Thomas devient lui-meme tisserand. Une eclipse solaire qui a 
lieu en 1724 attise son interet pour l'astronomie et pour les mathematiques. 
11 etudie alors en autodidacte les mathematiques tant et si bien qu'il quitte 
son domicile pour devenir instituteur a Nuneatin. II y rencontre une jeune 
fille, Swinfield, qu'il epouse en 1730. Le couple aura une fille, Elizabeth, 
nee en 1736 et un fils, Thomas, ne en 1738. En 1733, les Simpson quittent 
Nuneatin pour s'installer a Derby OU ils ne restent pas tres longtemps puisqu'en 
1736 on les retrouve a Londres.Thomas Simpson reprend alors son metier 
de tisserand et devient membre de la Societe Mathimatiques Spita!fields qui 
reunit des passionnes de mathematiques de differentes professions: la moitie 
des membres sont tisserands, l'autre moitie est constituee de brasseurs, de 
boulangers, de chaudronniers ou de fabricants de briques. Simpson, comme 
ses autres collegues de la Societe Spitalfields ens eigne les mathematiques dans 
les cafes. Le principe est simple: les « auditeurs » payent un droit d'entree 
de 1 penny et boivent un cafe en ecoutant les les:ons. 

En 1743, Simpson est nomme responsable des mathematiques ala toute 
nouvelle Academie militaire royale, fondee deux ans plus tot. II s'interesse 
alors aux questions d'ingenierie et en particulier aux problemes poses par 
les fortifications. En 1745 il est elu membre de la Royal Society et sera plus 
tard, en 1758, admis a l'Academie des sciences de Suede. Ces honneurs 
recompensent des travaux de grande qualite : en 1737, Simpson a publie 
Un nouveau traite sur les fluxions, sujet qui nest domine a l'epoque que par 
quelques mathematiciens en Europe. Mais Ie travail qui Ie fait vraiment 
connaitre est relatif a !'interpolation et aux methodes numeriques d'inte
gration. On lui doit en particulier la methode dite de « Newton-Raphson » 

pour la resolution numerique des equations j(x) = 0, methode qu'il a ete 
Ie premier a introduire en 1740. En cette me me annee, Simpson publie 
un traite su les lois du hasard. II se base sur des travaux de De Moivre ce 
qui entraine un conflit de priorite sur !'introduction des probabilites dans 
Ie calcul des annuites. Simpson applique egalement l'approche statistique 
au probleme de la mesure comme en temoigne son article, publie en 1757 
et intitule : Une tentative de montrer l'avantage de prendre la moyenne d'un 

189 



Les contributions de Cotes et Simpson a la tMorie des erreurs 

certain nombre d'observations dans I'astronomie pratique. Ii aborde egalement 
des problemes de mecanique et de mecanique celeste, tels que celui de la 
precession des equinoxes. En 1754 il devient editeur du journal Ladies Diary, 
journal dans lequel il avait l'habitude de publier, depuis 1736, des reponses 
a des problemes poses par ce magazine. 

Thomas Simpson s'eteint dans la ville OU il est ne, Market Bosworth, Ie 
14 mai 1761. 

10.6. Ouvrages de Simpson et references 
- A new Treatise of Fluxions, London, 1737. 

- 1he nature and laws of chance, London, 1740. 

- «Essays on Several Curious and Useful Subjects », in Speculative and 
Mix'd Mathematicks. Illustrated by a Variety of Examples, London, Woodfall. 
1740. 

- 1he Doctrine of Annuities and Reversions, London, Nourse, 1742 

- A Letter to the Right Honourable George, Earl of Macclesfield, President of 
the Royal Society, as to the Advantage of taking the Mean of a Number of 
Observations in practical Astronomy, Philos. Trans., volume 49, p. 82-93, 
1755. 

- Miscellaneous tracts, Nourse, London, 1757. 

- Essays on Several Curious and Useful Subjects, In Speculative and Mix'd 
Mathematicks. Illustrated by a Variety of Examples, London, Woodfall, 
1740. 

References 

- P. J. Wallis, Simpson 1homas, Dictionary of Scientific Biography, Charles 
Scribner's sons, New York, vol. 12, p. 443-445, 1970. 

- F. M. Clarke, 1homas Simpson and his times, New York, 1929. 
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11.1. La methode du maximum de vraisemblance' 
En 1760, dans son ouvrage intitule Photometria2, Lambert a discute des 
mesures d'une grandeur (dans son cas, une intensite lumineuse) et de 
l'estimation d'une valeur vraie de cette grandeur basee sur n observations 
independantes. En fait, U cherche la valeur moyenne des erreurs de maniere 
qu'elle s'ecarte Ie moins de la valeur moyenne vraie, c'est-a-dire qu'elle ait la 
plus grande probabilite. Il suppose que la distribution est connue, a part la 
valeur moyenne vraie. 

Lambert trace alors une distribution empirique figuree ci dessous : 

~-~I----------------~I I A B p.Q C R S D 

AC etant la valeur vraie a determiner, Lambert suppose quatre mesures et 
appelle les ordonnees QM, PN, RL, SK, les occurrences (frequences) des 
erreurs C(1. CP, CR, et CS. 

Il appelle celles-ci occurrences absolues ou vraies pour les distinguer des 
occurrences observees. Il ajoute que celles-ci doivent coincider avec celles-la 
si l'experience est repetee a l'infini. 

11 suppose egalement que les quantites AP, A(1.AR, AS ont ete observees 
n, m, 1, k fois et recherche tous les cas possibles pour lesquels ced peut se 
produire. A partir de la theorie des combinaisons et des permutations, il 
deduit: 

1. Ces travaux de Lambert ont ete decouverts par O. B. Sheynin : 
- Sheynin, O. B., Origin of the theory of errors, Nature, London, 211, 1966, p. 1003-4. 
- Sheynin, O. B.,J H Lambert's work on probability, AHES, 7, 1971, p. 244-256. 

2. Lambert J. H., Photometria sive de Mensura et Gradibus Luminis, C%rum et Umbrae, 
Dedeffsen, Augsburg, 1760, paragraphes 272-305. 
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1. Si Ie nombre des observations faites est N et que chacune d'entre elles se 
produit seulement une fois, Ie nombre des cas possibles est Ie meme que 
Ie nombre de permutations, c'est-a-dire : N! 

2. Si une observation arrive p fois, Ie nombre des cas possible sera N; . 
p. 

Lambert indique alors que les deux conclusions precedentes s'obtiennent 
lorsque to utes les observations possibles sont egalement probables. 11 ajoute 
que: 

3. Si une ou plusieurs observations sont plus probables que d'autres et 
que cependant chacune se produit une seule fois, il faudra multiplier Ie 
nombre de cas N! par les coefficients de probabilite, c'est-a-dire par les 
occurrences vraies. 

4. Si les probabilites sont differentes et si certaines observations se produi
sent plusieurs fois, Ie nombre trouve en 2) doit etre multiplie par les 
occurrences vraies, elevees chacune a la puissance qui correspond a la 
frequence observee. 

Dans Ie cas des quatre observations, on a : 

- Ie nombre des observations est m + n + k + 1 ; 

- les occurrences observees sont m, n, 1, k. 

Donc si l'on appelie L Ie nombre de cas possibles : 

L= (m+n+l+k)! PNn .QMm .RO .SKk 

m!.n!.1!.k! 

On voit que Ie nombre de cas possibles est proportionnel au produit des 
occurrences vraies elevees aux puissances egales aux occurrences observees. 

On cherche Ie cas Ie plus probable c'est-a-dire celui dont l'occurrence est la 
plus grande, il faut donc que PNn .QMm .RO .SKk soit maximal car cette 
quantite est proportionnelie au nombre de cas possibles et l'occurrence la plus 
probable sera celie pour laquelie cette quantite sera maximale. En prenant 
les logarithmes et en differentiant, on obtient 

n d(PN) +m d(QM) +1 d(RL) +k d(SK) =0 
PN QM RL SK 
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Lambert considere alors les droites tangentes aux points N, M, L, K, et 
leurs sous-tangentes1 v, f.1, A, x, la probabilite, c'est-i-dire Ie maximum de 
vraisemblance2 sera obtenu pour : 

n m I k 
-+-+-+-=0 
v J-L A X 

Dans cette formule les sous-tangentes sont positives ou negatives. 

En 1765, dans un ouvrage de mathematiques en trois volumes3, Lambert 
est revenu sur Ie probleme de la theorie des erreurs dans un chapitre intitule 
Das Mittel zwischen den Fehlern4 (la moyenne entre Ies erreurs). Cette fois , 
i1 formule une Ioi de distribution des erreurs semi-circulaire. On trouve, par 
exemple, une analyse des travaux Lambert sur les erreurs dans l'ouvrage de 
Hald5• 

11.2. Les autres travaux de Lambert 
relatifs aux probabilites 

Un autre memoire relatif aux probabilites a ete publie par Lambert en 
1771.11 a pour titre Examen d'une espece de Superstition ramenie au calcul des 
probabilitil' . 

Lambert y analyse Ie jeu de rencontre, cite Euler, retrouve les resultats de ce 
dernier et donne une solution generale. 

Todhunter mentionne que Ie jeu de rencontre, ou sa variante Ie jeu des 
treize, a ete discute par Montmort, De Moivre, Euler, Lambert, Laplace et 
Michaelis. Void l'enonce du jeu par Euler? : 

« Le jeu de rencontre est un jeu de hasard, OU deux personnes avant chacune un jeu 
entier de cartes, en tirent a la fois une carte apres I'autre, jusqu'a ce qu'il arrive, 
qu'elles rencontrent la meme carte: et alors une des deux personnes gagne. Or, 
lorsqu'une telle rencontre n'arrive point du tout, alors c'est I'autre des deux personnes 

1. La sous-tangente est la partie de l'axe d'une courbe qui est comprise entre l'ordonnee 
correspondante a un point de cette courbe et la tangente correspondante. 

2. Si la distribution de l'erreur d'une mesure est p(x) = f(x - J.L), OU J.L est la vraie valeur, n; etant 
la frequence de X; et L n; = 11 , aujourd'hui, l'equation du maximum de vraisemblance devant 
A '1 l' dlnL ~ 11 dp. , n' etre reso ue en /1, est a SUlvante : -- = L..J --.!..._, = 0, ou L ___ . _pn, pn, 

d J.L p; d J.L - n1 L..11;! 1 .,. ; • 

Cf. Hald A.,A history of mathematical statisticsfrom 1750 to 1930, Wiley, 1998, 
p.79-83. 

3. Beytrage zum Gebrauche der Mathematik und derm Anwmdul1g, Berlin, 1765, 1770, 
1772. 

4. Beytrage I, p. 296-313. 
5. Hald A.,A history ofmathematical statisticsfrom 1750 to 1930, Wiley, 1998, p. 79-83. 
6. Nouveaux Memoires de l'Academie Royale des Scimces et Belles Lettres pour 1771. 
7. Hist. de l'Acad Berlin, pour 1751, 1753, p. 255-270 (Enestrom 201). 
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qui gagne ; Cela pose, on demande la probabilite, que I'une et I'autre de ces deux 
personnes aura de gagner. )) 

Le calcul est complexe. Le resultat est Ie suivant : Lorsque Ie nombre de 
cartes est superieur a 12, l'esperance de l'un des joueurs est 0,6321120558 
et celle de l'autre 0,367879442. Si Ie nombre de cartes tend vers l'infini les 

1 1 
esperances tendent vers 1- - et - . 

e e 
Sheynin indique qu'on trouve egalement dans Ie Neues Organon1 de Lambert 
des considerations sur l'equipossibilite qui prefigurent certains propos de 
poincare sur les conventions et sur la distinction entre des sequences d'eve
nements gouvernes par Ie hasard et celles qui derivent d'une certaine 10L 

Au sujet de l'equiprobabilite, Laplace ecrit dans son introduction de la 
deuxieme edition de sa 7heorie analytique de 1814 : 

« La theorie des hasards consiste a reduire tous les evenements du milme genre a 
un certain nombre de cas egalement possibles, c'est-a-dire tels que nous soyons 
egalement indecis sur leur existence, et a determiner Ie nombre de cas favorables 
a I'evenement dont on cherche a determiner la probabilite. Le rapport de ce nombre 
a celui de tous les cas possibles est la mesure de cette probabilite, qui n'est ainsi 
qu'une fraction dont Ie numerateur est Ie nombre de cas favorables, et Ie denomi
nateur est Ie nombre de tous les cas possibles. )) 

Ce principe, selon lequel des probabilites egales doivent etre assignees a 
chacune des alternatives s'll fiy a aucune raison de preferer l'une d'elles a une 
autre a ete appele depuis Ie principe de raison insuiJisante. Keynes2 l'a appele 
en 1921,principe d'indifference. 

11.3. requipossibilite selon Laplace et Poincare 
Dans son papier de 1776, Recherches sur I'integration des equations differen
tielles aux differences jinies, et sur leur usage dans la tMorie des hasards Laplace 
passe de l'equiprobabilite a l'equipossibilite et affirme : « l'equipossibilite 
des evenements simples est une notion fondamentale dans la theorie des 
probabilites. » 11 indique que dans un ensemble d'evenements ne pouvant 
pas etre consideres comme egalement possibles, on peut chercher des sous
ensembles dans lesquels les evenements Ie sont. 

Voici, par ailleurs, les propos d'Henri Poincare sur l'equipossibilite3 : 

1. Neues Organon ... Leipzig, 1764. On trouvera des etudes relatives a cet ouvrage de Lambert 
in: Fanfalone G., Nouvel Organon. Phinomenologie (traduction partielle), Paris, Vrin,2002 ; 
Martin T., « Logique du probable de Jacques Bernoulli aJ. H. Lambert »,fal elec. d'histoire 
des probabilites et de la statistique, vol. 2, n ·lb, 2006. 

2. Keynes J. M.,A treatise ofprobability, Macmillan, London, 1921, p. 41. 
3. Poincare H., La science et I'hypothese, Paris, Flammarion, 1908, p. 213-216. 
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« Le nom seul de calcul des probabilites est un paradoxe : la probabilite, OPPOsee 
a la certitude, c'est ce qu'on ne sait pas, et comment peut-on calculer ce que I'on 
ne connaTt pas 7 Cependant, beaucoup de savants eminents se sont occupes de ce 
calcul. et I'on ne saurait nier que la science n'en ait tire quelque profit. Comment 
expliquer cette apparente contradiction 7 
La probabilite a-t-elle ete definie 7 Peut-elle meme etre definie 7 Et, si elle ne peut 
I'etre, comment ose-t-on en raisonner 7 La definition, dira-t-on, est bien simple: 
la probabilite d'un evenement est Ie rapport du nombre des cas favorables a eet 
evenement au nombre total des cas possibles. 
Un exemple simple va faire com prendre combien cette definition est incomplete. Je 
jette deux des; quelle est la probabi lite pour que run des deux des au moins amane 
un six? Chaque de peut amener six points differents : Ie nombre des cas possibles 
est 6 x 6 = 36; Ie nombre des cas favorables est 11. la probabilite est 11/36. 
C'est la la solution correcte. Mais ne pourrais-je pas dire tout aussi bien: Les points 

amenes par les deux des peuvent former 6x7 = 21 combinaisons diff8rentes? Parmi 
2 

ces combinaisons 6 sont favorables ; la probabilite est 6/21. 
Pourquoi la premiere maniere d'enumerer les cas possibles est-elle plus legitime que 
la seconde ? En tous cas, ce n'est pas notre definition qui nous rapprend. 
On est donc reduit a completer cette definition en disant : " ... au nombre total des 
cas possibles, pourvu que ces cas soient egalement probables". Nous voila done 
reduits a definir Ie probable par Ie probable. 
Comment saurons-nous que deux cas possibles sont egalement probables ? Sera-ce 
par une convention? Si nous pla~ons au debut de chaque probleme une convention 
explicite, tout ira bien; nous n'aurons plus qu'a appliquer les regles de I'arithmetique 
et de ralgebre et nous irons jusqu'au bout du calcul sans que notre resultat puisse 
laisser place au doute; mais des que nous en voudrons faire la moindre application, 
il faudra demontrer que notre convention etait legitime, et no us nous retrouverons 
en face de la difficulte que nous avions cru eluder. 
Dira-t-on que Ie bon sens suffit pour nous apprendre quelle convention il faut faire? 
Helas ! M. Bertrand s'est amuse a traiter un probleme simple: 
"Quelle est la probabilite pour que, dans une circonference, une corde soit plus 
grande que Ie cote du triangle equilateral inscrit 7" L'illustre geometre a adopte 
successivement deux conventions que Ie bon sens semblait egalement imposer, et 
iI a trouve avec rune 1/2 et avec rautre 1/3. )) 

Dans son ouvrage sur les probabilites Poincare a etudie Ie probleme des 
epreuves repetees1• 

11 ecrit : 

II Deux evenements contra ires A et B, ont pour probabilites respectives pet q. Ainsi 
une urne contient p boules blanches et q boules noires, 

11 1/ p=--,q=--
11+1/ 11+1/ 

1. Poincare H., Calcul des probabilitis, deuxieme edition, Paris, Gauthier-Villars, 1912, 
p.113-117. 
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on en tire un tres grand nombre de boules m, en remettant chaque fois la boule sortie 
dans I'urne. Si on a tire ex boules blanches, il y a beaucoup de chances d'apres Ie 

a 
theoreme de Bernoulli que - differe peu de I'unite. » 

mp 
Apn!s calculs, Poincare demontre Ie fait suivant : 

Si on dispose d'observations des evenements A et B consignees dans un 
tableau il est possible de voir si les differences observees sont dues au hasard, 
ou si Ie hasard n'intervient pas seul. 

On compare, dit Poincare, pour un certain nombre de cas, Ie rapport du 
nombre des arrivees de A a celles de B. 

« Soient N et N' Ie nombre total des arrivees de A et de B ; on aura 
N N' 

P=N+N' ,q=N+N" 
Divisons maintenant Ie tableau en plusieurs series; soit, dans chacune de ces series, 
m Ie nombre total des epreuves et I 

a = mp+)..vm 
Ie nombre total d'epreuves favorables a A. On calculera A pour chaque serie ; on 
cherchera la moyenne arithmetique de ,\2; si cette moyenne est egale a pq, Ie hasard 
intervient seul ; si elle est plus petite que pq, il intervient une cause independante 
du hasard. » 

11.4. Biographie de Lambert (1728-1777) 
La famille de Johann Heinrich Lambert est originaire de Lorraine. En 1635 
cette famille s'installe a Mulhouse. Lukas Lambert, Ie pere de notre savant 
etait tailleur, comme l'etait egalement son propre pere. 11 epouse, en 1724, 
Elizabeth Schmerber. Ils ont cinq fils et deux filles. Johann Heinrich Lambert 
natt Ie 26 aout 1728 a Mulhouse et c'est dans cette ville qu'il ira a l'ecole jusqu'a 
rage de douze ans, etudiant en particulier Ie frans;ais et Ie latin. Ensuite il 
aide son pere, mais continue d'etudier seulle soir, en particulier les sciences. 
Cet apprentissage autodidacte devient difficile lorsque, a l'age de quinze ans 
il travaille a l'exterieur de la maison familiale pour gagner un peu d'argent. 
11 quitte ensuite Mulhouse pour un poste d'employe dans une ferronnerie a 
Seppois, au sud de Mulhouse. Ses connaissances lui permettent de devenir 
tuteur prive. A dix-sept ans il devient Ie secretaire de Johann Rudolf Iselin, 
l'editeur du journal Basler Zeitung. 11 peut alors consacrer plus de temps a 
ses lectures en mathematiques, astronomie et philosophie. Lorsqu'il a vingt 
ans, en 1748, Lambert devient tuteur du petit-fils et du cousin (tous les deux 
ages de 11 ans) du comte Peter von Salis dans la petite ville suisse de Chur. 
Cette position est ideale, il peut profiter de la riche bibliotheque du comte 
et y fabriquer ses propres instruments astronomiques. 11 se fait rapidement 
remarquer: il est elu a la societe litteraire de Chur ainsi qu'a la Societe Scien-
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tifique Suisse sise a Bale. 11 publie son premier article, consacre a la theorie 
de la chaleur, en 1755 dans la revue Acta Helvetica. En 1756, il emmene les 
deux gars:ons alors ages de 19 ans, dont il a assure l'education, pour un voyage 
en Europe. La premiere etape est Gottingen ou il reste presque un an. I1 
va ensuite a Utrecht ou il passe deux annees au cours desquelies il visite les 
principales vilies holiandaises. Sur place, il ecrit son premier livre, publie a 
La Haye et consacre a l'etude de la propagation de la lumiere a travers divers 
milieux. Le voyage se poursuit ensuite a Paris, ou il rencontre d'Alembert, 
puis a Marseille, Nice, Turin et Milan. A son retour i1 decide de quitter la 
famille von Salis pour se consacrer pleinement a la science. 11 passe quelques 
mois a Zurich ou il fait des observations astronomiques, puis il retourne 
chez lui a Mulhouse. En 1759 il se rend a Augsburg ou il publie deux livres : 
Photometria et Cosmologische Briefel. C'est dans l'ouvrage Photometria que se 
trouve la fameuse loi, dite de Beer-Lambert, suivant laquelie l'intensite d'un 
rayon lumineux decrolt exponentieliement avec la distance parcourue dans 
un milieu absorbanf. 

Preuve de la reputation grandissante de Lambert, Euler, en 1760, l'invite 
a etre professeur d'astronomie a l'Academie des sciences de Saint-Peters
bourg. 11 est ensuite invite par l'Academie bavaroise des sciences, a Munich, 
pour reorganiser cette Academie suivant Ie modele de celie de Berlin. I1 
rencontre beaucoup d'obstacles a ce projet et quitte Munich en 1762. II se 
rend a Milan, puis a Leipzig, ville ou il reussit a publier en 1764 son premier 
ouvrage de philo sophie : Neues Organon. 11 est alors invite par Euler a 
rejoindre l'Academie de Berlin ou se trouve egalement Lagrange. Les debuts 
sont difficiles car Frederic II refuse la nomination de Lambert a cause de 
son non-conformisme : il s'habille de fas:on non conventionnelie et a des 
comportements etranges. Toutefois, Frederic II ne tarde pas a s'apercevoir 
de la brillante intelligence de notre savant et de sa perspicacite. Finalement, 
Lambert sera admis a l'Academie et y restera douze ans,jusqu'a sa mort. En 
1766, Lambert ecrit un article, Theorie der Parallellinien, dans lequel il etudie 
Ie postulat des paralleles. En supposant que ce postulat est faux il reussit a 
trouver de nombreux resultats de la geometrie non euclidienne, en particulier 
Ie fait que dans ce cas la somme des angles d'un triangle n'est pas egale a 211". 
Lambert est egalement connu pour ses travaux, publies en 1768, montrant 
que Ie nombre 1\ est irrationnel. 11 conjecture egalement que les nombres 

1. Dans cet ouvrage Lambert fait reuvre de pionnier en cosmologie. 11 anticipe, avec plus de 
cent cinquante ans d'avance,l'existence des galaxies, des super-galaxies et des systemes 
plus complexes (l'equivalent de nos superamas), lesquels tournent autour de leur centre 
respectif qui serait constitue d'un corps opaque et tres dense (l'equivalent de nos trous 
noirs). Notons qu'a la fin duXIXe siecle l'univers est encore assimile a notre galaxie et qu'il 
faudra attendre Ie premier quart du XX .. siecle pour que l'existence de galaxies externes 
soit demontree. 

2. 11 est a noter que Bouguer avait publie trente ans plus tot, en 1729, la loi exponentielle 
dans son ouvrage Essai d'optique SUI' la gradation de la lumiere. 
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e et 11 sont transcendantaux. 11 s'interesse aux probabilites et formule, en 
1772 une loi sur la mortalite. Garibaldi et Penco indiquent, a propos de la 
contribution de Lambert aux probabilites : « Les lignes tracees par Jacques 
Bernoulli dans sonArs conjectandi sont developpees d'une maniere decisive 
par Lambert, dont les contributions fondamentales a la theorie des erreurs 
ont ete reevaluees ces dernieres annees. Les vastes activites de Lambert ont 
de multiples facettes, et couvrent 1'0ptique, la cosmologie et la geodesie et 
1'0nt mis en contact avec les principaux scientifiques et les philosophes de 
son temps, en particulier Kant. Dans son propre opus de philosophie fonda
mentale, Neues Organon, Lambert a developpe une theorie remarquable de 
logique probabiliste qui, a notre connaissance, a echappe a l'attention des 
eminents erudits du domaine tel que Keynes. La logique probabiliste est Ie 
"troisieme type general de probabilite" qui suit dans 1'0rdre d'exposition la 
"probabilite a priori" typique des jeux et la "probabilite a posteriod' que ron 
trouve en statistique ». 

Apres une vie bien remplie, faite de voyages et de recherches profondes sur 
des sujets varies, Lambert s'est eteint a Berlin Ie 25 septembre 1777. 

11.5. Principaux ouvrages de Lambert 
- Die freye Perspektive, oder Anweisung, Jeden Perspektivischen Ausrisz von 

freyen Stucken und ohne Grundrisz zu verfertigen, Zurich, Heidegger und 
Compagnie, 1759. 

- Photometria sive de Mensura et Gradibus Luminis, C%rum et Umbrae, 
Detleffsen, Augsburg, 1760. 

- Cosm%gische Briefe uber die Einrichtung des We/tbaues, Augsburg, E. Kletts
Witwe,1761. 

- Neues Organon oder Gedanken uber die Erforschung und Bezeichnung des 
Wahren und dessen Unterscheidung vom Irrthum und Schein, Leipzig, 
J. Wendler, 1764. 

- Pyrometrie, Berlin, Haude und Spener, 1779. 

- Opera mathematica, 2 vo1., (A. Speiser ed.), Fussli, Zurich, 1946-1948. 

11.6. References 
- c. J. Scriba,} H Lambert, Dictionary of Scientific Biography, Charles 

Scribner's sons, New York, vo1. 7, p. 595-600, 1970. 

- O. B. Sheynin,J H Lambert's work on probability, AHES, 7, 1971, 
p.244-256. 
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La tbiorie des Probabilitis tient it des considerations si delicates, 
qu'il nest pas surprenant qu'avec les memes donnees deux personnes 
trouvent des resultats differents, surtout dans les questions tres 
compliquees. 

(Essai philosophique sur les probabilitis, 1814) 

Todhunter, dans son History of the Theory ofprobability (Cambridge 1865), 
affirme qu'au total, cette science doit plus a Laplace qu'a tout autre mathe
maticien. Pour sa part Poisson, en 1829, qualifie la Theorie analytique des 
probabilites d' ouvrage aussi eminemment remarquable par la variete des questions 
qui y sont traitees, que par la generalite de methodes que Laplace a imaginees pour 
les resoudre1• 

Cet ouvrage principal de Laplace a ete publie dans sa premiere version en 
1812. Avant cette date, Laplace avait publie une douzaine de memoires 
relatifs aux probabilites, et il en publia encore cinq autres apres 18122. 

12.1. Les premiers memoires 1774-1776 

12.1.1. Memoire sur les suites recurro-recurrentes 
et sur leurs usages dans la theorie des hasards 

Le premier papier de Laplace sur Ie sujet est intitule Memoire sur les suites 
recurro-recurrentes et sur leurs usages dans la tMorie des hasardf3 et fut presente 
a l'Academie debut fevrier 1772. 

Dans ce papier apparait la premiere definition par Laplace de la notion de 
probabilite. II appelle sa definition Principe: 

1. Poisson S. D., Annales de Chimie et de Physique, tome XL, 1829. 
2. C£, par exemple : Todhunter 1., A History of the mathematical theory of probability, 

Cambridge, 1865, chapitre XX ; Sheynin O. B., Laplace} work on probability, AHES, 
vol. 16, 1976, p. 137-187 ; Dale A. 1., A histolY of inverse probability, Springer Verlag, 
1991, chapitre 6. 

3. Mlmoires de l'Acadlmie Royale des Sciences de Paris (Savants ltrangers), tome VI, p. 353-371, 
1774. 
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« La probabilite d'un evenement est egale a la somme des produits de chaque 
cas favorable par sa probabilite divisee par la somme des produits de chaque cas 
possible par sa probabilite, et si chaque cas est egalement probable, la probabilite 
de I'evenement est egale au nombre de cas favorables divise par Ie nombre de tous 
les cas possibles. )) 

Cette definition est identique a celle de De Moivre dans son De mensura 
sortis de 1712 et de tous les predecesseurs de Laplace, sauf Bayes. 

De nombreux problemes de probabilites necessitant la sommation de series, 
de Moivre avait traite Ie probleme, en 1730, dans son livre Miscellanea 
Analytica. Laplace aborde les suites recurrentes en connexion avec la solution 
d'une equation aux differences finies dependant d'une seule variable. Les 
suites recurro-recurrentes mettent en jeu une equation aux differences finies 
dependant de deux variables. Laplace applique ces outils mathematiques a 
trois problemes, la duree d'un jeu, un probleme de loterie et celui de savoir, 
si dans un tas de pieces on en prend un nombre au hasard, quelle est la 
probabilite que ce nombre sera pair ou impair. 

12.1.2. Memoire de la Probabilite des causes par les evenements 

Le second memo ire de Laplace, Memoire de la Probabilite des causes par les 
evenements1 a egalement ete imprime en 1774. 

Laplace enonce comme un principe (Ie principe de probabilite inverse2) Ie theo
reme de Bayes de la probabilite des causes prises a priori egales. 11 ecrit : 

« L'incertitude des connaissances humaines porte sur les evenements ou sur les 
causes des evenements ; si I'on est assure, par exemple, qu'une urne ne renferme 
que des billets blancs et noirs dans un rapport donne, et que I'on demande la proba
bilite qu'en prenant au hasard lin de ces billets il sera blanc, I'evenement alors est 
incertain, mais la cause dont depend la probabilite de son existence, c'est-a-dire Ie 
rapport des billets blancs aux noirs, est connu. / 
Dans Ie probleme suivant : Une urne etant supposee renfermer un nombre donnq 
de billets blancs et noirs dans un rapport inconnu, si ron tire un billet et qu'it SOlt 

blanc, determiner la probabi/ite que Ie rapport des billets blancs aux noirs est celui 
de p a q; I'evenement est connu et la cause inconnue. [ ... J 
Si un evenement peut etre produit par un nombre n de causes differentes, les 
probabi/ites de rexistence de ces causes prises de revenement sont entre elles 
comme les probabitites de revenement prises de ces causes, et la probabi/ite de 
rexistence de chacune d'elles est egale a la probabilite de revenement prise de 
cette cause, divisee par la somme de toutes les probabi/ites de revenement prises 
de chacune de ces causes. 

1. Mimoires de l'Acadimie des sciences de Paris (Savants itrangers), tome VI, p. 621-656, 
1774. 

2. La paternite du nom « probabilite inverse» a ete attribuee par Fisher, sans doute par 
erreur, a De Morgan qui avait publie en 1838 An essay on probabilities and their applications 
to life contingencies and insurance '!!fices. 
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La question suivante eclaircira ce principe, en meme temps qu'elle en tera voir 
rusage: 
Je suppose que /'on me presente deux urnes A et B dont la premiere contienne p 
billets blancs et q billets noirs, et la seconde, contienne p' billets blancs et q' billets 
noirs ; je tire de /'une de ces urnes (j'ignore de laquelle) f + h billets, dont f sont 
blancs et h sont noirs ; on demande, cela pose, quelle est la probabilite que /'urne 
dont j'ai tire ces billets est A ou qu'elle est B. 
En supposant que cette urne so it A. la probabilite d'en tirer f billets blancs et h 
billets noirs est: 

(/ + 1)(1 + 2) ... (/ + h)p(p-1) ... (p- / + 1)q(q-1) ... (q-h + 1) 

1.2.3 ... h(p + q)(p + q -l) ... (p + q - / - h + 1) 

Soit K cette quantite ; si I'on suppose maintenant que rurne dont j'ai tire les billets 
est B, la probabilite d'en tirer f billets blancs et h billets noirs se determinera en 
changeant, dans K, pet q en p' et q'; so it K' ce que devient alors cette expression. 
Cela pose, les probabilites que rurne dont j'ai tire les billets est A ou B sont entre 
elles, par Ie principe eno~e ci dessus, comme K est a K' ; la prob~ilite que cette 

urne est A est egale a K K' et celie qu'elle est Best egale a -- .)) 
+ K+K' 

Avec des notations modernes Ie principe expose ci-dessus par Laplace peut 
s'ecrire a l'aide des deux equations suivantes : 

Pr[Ai I E]_ Pr[E I Ai] 
[ ] [ ]' i,jE[1,2, ... ,n},i:;z=j 

Pr Aj I E Pr E I A j 

Pr[E I Ai] . 
Pr[A. IE] = ,t E {1,2, ... ,n} . 

I tPr[EI Aj] 
et 

1 

Laplace poursuit : 

« Nous allons presentement appliquer ce principe a la resolution de quelques 
problemes. 
Probleme I. Si une urne renferme une infinite de billets blancs et noirs dans un rapport 
inconnu, et que /'on en tire p + q billets dont p soient blancs et q soient noirs ; on 
demande la probabilite qu'en tirant un nouveau billet de cette urne il sera blanc. 

Solution. Le rapport du nombre de billets blancs au nombre total de billets contenus 
dans rurne peut etre un nombre quelconque compris depuis 0 jusqu'a 1 ; or, si I'on 
prend un de ces nombres x pour representer ce nombre inconnu, la probabilite de 
tirer de rurne pbillets blancs et qbillets noirs est, dans ce cas x P (1- x)'l ; partant 
la probabilite que x est Ie vrai rapport du nombre de billets blancs au nombre total 

xP(l- x)'l dx 
des billets est par Ie principe de I'article precedent egale a J ' 

xP(l-x)'ldx 

!'integrale etant prise de maniere qu'elle so it nulle lorsque x = 0, et qu'elle finisse 
lorsque x= 1 ... )) 
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Laplace poursuit plus loin: 

« La solution de ce probleme donne une methode directe pour determiner la probabilite 
des evenements futurs d'apres ceux qui sont deja arrives [ ... J » 

et il enonce Ie theorl!me suivant : 

« On peut supposer les nombres pet qtellement grands, qu'il devienne aussi approchant 
que I'on voudra de la certitude que Ie rapport du nombre de billets blancs au nombre 

total de billets renfermes dans rurne est compris entre les deux limites _P- - w 
P+q 

et ~ + w , w pouvant etre suppose moindre qu'aucune grandeur don nee. » 
p+q 

Pour demontrer ce theoreme, Laplace reprend l'expression precedente 
xP(l-x)Q dx 

donnee pour la distribution du rapport x, soit J et evalue 
xP(l- x)Q dx 

l'integrale de cette expression entre -p- - w et ~ + w . II developpe 
p+q p+q P 

en serie xP(l-x)Q autour de son maximum obtenu pour -- .Il note 
p p+q 

x = --+ Z ,et obtient, avec des notations modernes : 
p+q ~ 

P(I~-xl~wlp)q)~-2-1w e- 2u' dz. 
p + q (J"-fj;; 0 

Le troisieme probleme etudie par Laplace dans son Mimoire de la Probabilite 
des causes par les ivinements est Ie suivant : Determiner Ie milieu que l'on doit 
prendre entre trois observations donnees d'un meme phenomene. 

La restriction a trois observations limite, a l'evidence, l'interet du cas etudie, 
mais on trouvera dans les ouvrages de Todhunter! (article 865) et Dale2 des 
commentaires relatifs a cette etude. 

12.1.3. Recherches sur /'integration des equations differentielles 
aux differences finies, et sur leur usage 
dans la theorie des hasards 

Ce troisieme papier de Laplace3 a ete publie en 1776. 

( 

Le debut du memoire reprend la theorie des series developpee dans son 
papier anterieur, puis on trouve une cinquantaine de pages relatives aux 
probabilites. On peut y lire: 

1. 1865. 
2. A. Dale,A history ofinverse probability?, Springer Verlag, 1991. 
3. Memoires de l'Academie des sciences de Paris (Savants etrangers), tome VII, p. 37-232, 

1776. 
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« II importe de fixer Ie sens de ces mots hasard et probabilite. Nous regardons une 
chose comme I'effet du hasard,lorsqu'elle n'offre a nos yeux rien de regulier, ou qui 
annonce un dessein, et que no us ignorons d'ailleurs les causes qui I'ont produite. Le 
hasard n'a donc aucune rea lite en lui-meme; ce n'est qu'un terme propre a designer 
notre ignorance sur la maniere dont les differentes parties d'un phenomene se 
coordonnent entre elles et avec Ie reste de la Nature. 
La notion de probabilite tient a cette ignorance. Si nous sommes assures que, sur 
deux evenements qui ne peuvent exister ensemble, run ou I'autre do it necessairement 
arriver, et que nous ne voyons aucune raison pour laquelle run arriverait plutot que 
I'autre, I'existence et la non-existence de chacun d'eux est egalement probable. 
Pareillement, si de trois evenements qui s'excluent mutuellement, run doit neces
sairement arriver, et que nous ne voyons aucune raison pour laquelle run arriverait 
plutOt que I'autre, leur existence est egalement probable, mais la non-existence de 
chacun d'eux est plus probable que son existence, et cela dans Ie rapport de 2 a 1, 
parce que sur trois cas egalement probables il y en a deux qui lui sont favorables, 
et un seul qui lui est contra ire. 
Le nombre des cas possibles restant Ie meme, la probabilite d'un evenement croit 
avec Ie nombre des cas favorables; au contra ire, Ie nombre des cas favorables restant 
Ie meme, elle diminue a mesure que Ie nombre des cas possibles augmente ; en 
sorte qu'elle est en raison directe du nombre des cas favorables et dans I'inverse 
du nombre de tous les cas possibles. 
La probabilite de I'existence d'un evenement n'est ainsi que Ie rapport du nombre des 
cas favorables a celui de tous les cas possibles, lorsque nous ne voyons d'ailleurs 
aucune raison pour laquelle I'un de ces cas arriverait plutot que I'autre. Elle peut etre 
consequemment representee par une fraction dont Ie numerateur est Ie nombre des 
cas favorables, et Ie denominateur celui de tous les cas possibles. 
Semblablement.la probabilite de la non-existence d'un evenement est Ie rapport du 
nombre des cas qui lui sont contra ires a celui de tous les cas possibles, et doit etre 
par consequent exprimee par une fraction dont Ie numerateur est Ie nombre des cas 
contra ires, et Ie denominateur celui de tous les cas possibles. 
II suit de la que la probabilite de I'existence d'un evenement ajoutee avec la probabilite 
de sa non-existence fait une somme egale a I'unite qui represente consequemment 
la certitude entiere, car il est visible qu'un evenement doit necessairement ou bien 
arriver ou manquer. 
O'ailleurs, une chose arrive certainement lorsque tous les cas possibles lui sont 
favorables, et la fraction qui exprime sa probabilite est alors I'unite elle-meme. La 
certitude peut donc etre representee par I'unite, et la probabilite par une fraction 
de la certitude; elle peut approcher de plus en plus de I'unite, et meme en differer 
moins que d'aucune quantite donnee; mais elle ne peut jamais devenir plus grande. 
La theorie des hasards a pour objet de determiner ces fractions, et I'on voit par la 
que c'est Ie supplement Ie plus heureux que ron puisse imaginer a I'incertitude de 
nos connaissances. 
La certitude et la probabilite, telles que no us venons de les definir, sont evidemment 
comparables entre elles et peuvent etre soumises a un calcul rigoureux; il n'en est pas 
ainsi des etats differents de I'esprit humain lorsqu'il voit que tous les cas possibles 
favorisent un evenement, ou lorsque, dans ce nombre, il en aper~oit plusieurs qui lui 
sont contraires. Ces deux etats sont absolument incomparables, et I' on ne peut dire 
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du premier qu'il so it double, ou triple du second, parce que la verite est indivisible. II 
arrive ici la m1lme chose que dans to utes les Sciences physico-mathematiques ; nous 
mesurons I'intensite de la lumiere, les differents degres de chaleur des corps, leurs 
forces, leurs resistances, etc. Dans to utes ces recherches, les causes physiques de 
nos sensations, et non les sensations elles-m1lmes sont I'objet de I'Analyse. 
La probabilite des evenements sert a determiner I'esperance ou la crainte des 
personnes interessees a leur existence, et c' est sous ce point de vue que la science 
des hasards est une des plus utiles de la vie civile. Ce mot esperance a differentes 
acceptions: il exprime ordinairement I'etat de I'esprit humain lorsqu'il do it lui arriver 
un bien quelconque dans certaines suppositions qui ne sont que vraisemblables. 
Dans la theorie des chances, I'esperance est Ie produit de la somme esperee par la 
probabilite de I'obtenir. Pour distinguer les deux acceptions de ce terme, j'appellerai 
la premiere esperance morale, et la seconde, esperance matMmatique. 
Concevons n personnes qui aient une egale probabilite d'obtenir la somme a, et 
que cette somme doive certainement appartenir a I'une d'entre elles; la probabilite 
totale etant 1, ou egale a la certitude, il est visible que la probabilite de chacune de 
ces personnes est 1/n, et consequemment leur esperance mathematique a/n. C'est 
aussi la somme qui devrait leur revenir, si elles voulaient, sans courir les risques de 
I'evenement, partager la somme entiere a. II 

12.2. Le memoire Sur les Probabilites 
Dans une lettre a Lagrange du 11 aout 17801 Laplace indique : « On va 
imprimer incessamment un Memoire de moi dont l'objet principal est la 
maniere de remonter des evenements aux causes. » Le volume pour 1778 
de l'Histoire de l'Academie Royale des sciences paru en 1781 contient un 
resume explicite2 de l'article de Laplace qui cite Bayes et Price, alors que 
l'article lui-meme intitule Sur les Probabilitis ne les mentionne pas. 

Voici un extrait de ce resume: 

« Toutes les questions du Calcul des Probabilites peuvent se reduire a une seule 
hypothese, a celie d'une certaine quantite de boules de differentes couleurs m1llees( 
ensemble, dont on suppose qu'on tire au hasard ditterentes boules dans un certain 
ordre ou dans certaines proportions. Si on suppose connu Ie nombre de boules de 
chaque espece, on a Ie calcul ordinaire des probabilites tel que les Geometres du 
dernier siecle I'ont considere : mais si I'on suppose Ie nombre de boules de chaque 
espece inconnu, et que par Ie nombre de boules de chaque espece qu'on a tirees, 
on veuille juger ou de la proportion du nombre de ces boules, ou de la probabilite de 
les tirer dans la suite suivant certaines lois, on a une nouvelle classe de problemes. 
Ces questions dont il parait que Mrs Bernoulli et Moivre avaient eu !'idee, ont ete 
examinees depuis par Mrs Bayes et Price; rna is ils se sont bornes a exposer les 
principes qui peuvent servir ales resoudre. M. de la Place les a considerees avec 
plus d'etendue, et il ya applique I'analyse. On peut supposer Ie nombre de boules 
fini ou infini ; s'il est fini, les questions dependent du calcul integral aux differences 

1. CEuvres de Lagrange, tome 14, page 95, Gauthier-Villars, 1892. 
2. Histoire de l'Academie Royale des sciences, annee 1778 (parue en 1781), p. 43. 
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finies; s'il est infini. on n'a besoin que du calcul integral proprement dit; Le cas du 
nombre infini est celui qui a lieu lorsqu'on applique les questions aux evenements 
naturels : en eftet, il est aise de voir qu'alors elles embrassent I'immensite des 
temps, et que Ie nombre des combinaisons est infini. 
Supposons qu'on ait tire un certain nombre de boules noires et un certain nombre de 
boules blanches, on peut demander combien y a-t-il a parier que dans un nombre de 
coups donne, on tirera plus de boules blanches que de bdules noires, ou en general 
quelle sera la probabilite des differents evenements qu'on peut imaginer devoir 
arriver? Si on applique ensuite ce que la theorie apprend sur ces questions abstraites 
a des evenements nature Is, comme a la proportion entre Ie nombre de naissances des 
garcons et des filles : on partira d'abord d'un fait; par exemple, qu'il est prouve, par 
une longue suite d'observations, qu'il nalt a Paris un plus grand nombre de garcons 
que de filles et dans une certaine proportion. On peut demander alors quelle est la 
probabilite que, dans I'avenir, Ie nombre des garcons surpassera celui des filles, et 
cette probabilite est la meme que celie de I'existence d'une cause determinante a 
laquelle il faut attribuer ce phenomene, dont par consequent il est raisonnable de 
rechercher les causes physiques. » 

Dans son memoire proprement dit, Laplace ecrit1 ; 

« Je me propose de traiter dans ce memoire deux points importants de I'analyse 
des hasards [ ... ] : Ie premier a pour objet la maniere de calculer la probabilite des 
evenements composes d'evenements simples dont on ignore les possibilites respec
tives; I'objet du second est I'influence des evenements passes sur la probabilite des 
evenements futurs, et la loi suivant laquelle, ils nous font connaitre les causes qui 
les ont produits. Ces deux objets qui ont beaucoup d'analogie entr'eux, tiennent a 
une metaphysique tres delicate. » 

11 ajoute, plus loin2 : 

« Dans I'analyse des hasards, on se propose de connaTtre les probabilites des 
evenements composes suivant une loi quelconque, d'evenements simples dont les 
possibilites sont donnees: celles-ci peuvent etre determinees de ces trois manieres; 
1°. a priori, lorsque par la nature meme des evenements, on voit qu'ils sont possi
bles dans un rapport donne; [ ... ]. 2° a posteriori, en repetant un grand nombre 
de fois I'experience qui peut amener I'evenement dont il s'agit, et en examinant 
combien de fois il est arrive; 3° enfin par la consideration des motifs qui peuvent 
nous determiner a prononcer sur I'existence de cet evenement; si. par exemple, les 
adresses respectives de deux joueurs A et B sont inconnues, comme on n'a aucune 
raison de supposer A plus fort que B, on en conclut que la probabilite de A pour 
gagner une partie est 1/2. Le premier de ces moyens donne la possibilite absolue 
des evenements ; Ie second la fait connaitre a peu pres [ ... ], Ie troisieme ne donne 
que leur possibilite relative a I'etat de nos connaissances. » 

Apres avoir explore les lois des tirages de boules dans des urnes, Laplace 
aborde Ie probleme de la proportion des naissances de gan;:ons et de filles. 11 
reprend les calculs de Bernoulli sur la loi des grands nombres, sans cependant 

1. !d., p. 227-332 
2. !d., p. 228-229 
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citer Bernoulli, afin de trouver un intervalle de confiance pour la probabilite 
de la naissance d'un gar<;on. 

Laplace ecrit : 

« Lorsqu'on n'a aucune don nee a priori sur la possibilite d'un evenement, il faut 
supposer toutes les possibilites, depuis zero jusqu'a I'unite, egalement probables; 
ainsi, I'observation pouvant seule nous instruire sur Ie rapport des naissances des 
gar~ons et des filles, on doit, a ne considerer la chose qu' en elle-meme et abstraction 
faite des evenements, supposer la loi de possibilite des naissances d'un gar~on ou 
d'une fille constante depuis zero jusqu'a I'unite, et partir de cette hypothese dans 
les differents problemes que ron peut se proposer sur cet objet. 
Supposons, parexemple, que ron ait observe que, sur p+qenfants, il est ne pgar~ons 
et q filles, et que ron cherche la probabilite P que, sur m + n enfants qui doivent 
naltre, il y aura m gar~ons et n filles ; si ron nom me x la probabilite qu'un enfant qui 
do it naTtre sera un gar~on, et 1 - X celie qu'il sera fille, en designant 

1.2.3 ... (m + n) 

1.2.3 ... m.1.2.3 ... n 

par }.., on aura AXP (1- X)9 pour la probabilite que, sur p + q enfants, il y aura p 
gar~ons et q filles 1 ... 1 Icet evenement sera appele EI. 
Pareillement si ron designe par lie produit 

1.2.3 ... (p + q) 

1.2.3 ... p.1.2.3 ... q 
on aura 'YAXp+m (1- X)9+" pour la probabilite que, sur p + q enfants qui naTtront 
d'abord, il y aura pgar~ons et qfilles, et que, sur m +nenfants qui naTtront ensuite, il 
y aura mgar~ons et nfilles, [evenement appele E + el. Maintenant, xetant susceptible 
de prendre toutes les valeurs depuis X= 0 jusqu'a x= 1, et toutes ces valeurs eta nt, a 

priori, egalement probables, il faut, pour avoir la veritable probabilite de E, multiplier 
AXP (1- x)9 par adx, a etant constant, et prendre I'integrale A J axP(1- X)9 dx 
(depuis X= 0 jusqu'a X= 1); la valeur de ase determinera en observant que, a devant 
necessairement tomber entre 0 et 1, on a J adx = 1 , I'integrale etant prise depuis 
x= 0 jusqu'a X= 1, ce qui donne ~= 1. f 
On aura, semblablement-yA r / m (1- X)9+" dx pour la probabilite de reveneme t 
E + e, donc la probabilite c~erchee P. que sur m + n enfants qui doivent naTtre, il y 
aura m gar~ons et n filles sera 1 ... 1 J p+m 

'Y x (1- X)9+" dx 

J xP(1-X)9dx 

les integrales du numerateur et du denominateur etant prises depuis x= 0 jusqu'a 
x= 1.» 

Apres calculs, Laplace montre que si m et n sont tres petits par rapport a p 
ctq~a rt 

p = 'Y (p + q )111+" 

Cherchant l'intervalle de confiance, Laplace appelle eune quantite tres petite 
et indique que la probabilite que la possibilite de la naissance d'un gar<;on est 
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comprise entre p+ - () et p+ + () ,a une valeur qui differera d'autant 
p q p q 

moins de l'unite que p et q sont grands. 

Apres formulation analytique de cette probabilite, Laplace effectue une 
application numerique1 : Entre 1745 et 1770, il est ne a Paris, 251527 
garcrons et 241945 filles. 11 en deduit que la probabilite que la possibilite de 
naissances de garcrons a Paris, par rapport a celle des filles, soit superieure 
ou egale a 1/2, difIere de l'unite de moins de 1,15.10-13 • 

12.3. Memoire sur les approximations des formules 
qui sont fonctions de tres grands nombres 

Ce memoire2 a pour objet d'effectuer des transformations de certaines fonc
tions impliquant des grands nombres tout comme les travaux de De Moivre 
et de Stirling avaient permis l'evaluation du coefficient central d'un binome 
eleve a une grande puissance. 

Laplace ecrit : 

« On est souvent conduit dans l'Analyse, et principalement dans celie des hasards, 
a des forrnules dont rusage devient impossible, lorsqu'on y substitue des nombres 
considerables. La solution numerique des problemes dont elles sont la solution 
analytique, presente alors de grandes difficultes que ron n'est encore parvenu a 
vaincre que dans des quelques cas particuliers, dont les deux principaux sont relatifs 
au produit des nombres nature Is 1, 2, 3, 4, etc. et au terme moyen du binome eleve a 
une grande puissance. Si ron suppose cette puissance paire et egale a 2s, ce terme 

sera, comme ron sait, 2s.(2s -1).(2s - 2) ... (s + 1) . Quoique cette expression soit 
1.2.3.4 ... s 

fort simple; cependant si s est tres considerable, par exemple, egal a dix mille, il 
devient tres difficile de Ie reduire en nombres, a cause de la multiplicite de ses 
facteurs. M. Stirling est heureusement parvenu a la transformer dans des series 
d'autant plus convergentes, que s est un plus grand nombre [ ... J. Mais la methode 
de M. Stirling, fondee sur !'interpolation des suites, et sur quelques theoremes de 
Wallis, laisse a desirer une methode directe qui s'etende a toutes les fonctions 
composees d'un grand nombre de termes et de facteurs. » 

Laplace developpe ensuite les outils recherches. 11 developpe pour reduire en 
series convergentes les fonctions differentielles renfermant des facteurs eleves 
a de grandes puissances et parvient a determiner des valeurs approchees de 
formules complexes. 

Voici un commentaire de la partie de ce papier OU il introduit, en fait, la 
fonction caracteristique et la formule d'inversion : 

1. Jd., p. 277. 
2. Histoire de l'Acadimie Royale des sciences, annie 1782 (parue en 1785), p. 1-88. 
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Laplace comme de Moivre developpe Ie binome (1 + 1)2n ,et etablit que Ie 
rapport du terme moyen du binome (1 + 1)211 ,a la somme de tous les termes 

1 
tend vers r-- lorsque nest tres grand; puis, au lieu de parler de tirages de 

v7rn 
boules d'une urne et de la distribution des succes d'un tel tirage, il s'interesse 
a une distribution d'erreurs en considerant les deux possibilites d'erreur de 
taille - 1 et + 1. Ainsi les probabilites binomiales representent les probabi
lites d'une erreur totale - 2n, ... , - 2, 0,2, ... , 2n. Le but de Laplace etait 
de trouver une methode de generalisation pour obtenir une approximation 
pour la distribution de l'erreur totale lorsque l'erreur peut prendre plusieurs 
valeurs discretes. Pour trois valeurs -1, 0, + 1, il faut developper Ie trinome 
(1 + 1 + 1)" ,et ainsi de suite pour un nombre de valeurs plus eleve. 

La formule de Moivre-Stirling avait donne la solution pour Ie binome. 
Laplace, apres avoir approxime Ie terme central du binome avec cette formule, 
ajoute1 : 

« On peut parvenir plus simplement aux resultats precedents de la maniere suivante: 
pour cela nommons YII Ie terme moyen du binome (1 + 1)211 ; il est visible que 
ce terme est egal au terme independant de e'l dans Ie developpement du binome 
(/1 + e -it )211 ; or, si no us multiplions ce binome par dt, et que I'on prenne ensuite 
!'integrale entre t= 0 et t= 7(, il est clair que cette integrale sera egale a 7r YII ; on 
aura done, en substituant 2 cos tau lieu de (/1 + e -1/) , 

2211 11" 

YII = -J COS 211 tdt . 
7r 0 

[ ... J. Cette methode a I'avantage de s'etendre a la determination du terme moyen 
du trinome (1 + 1 + 1)" , de celui du quadrinome (1 + 1 + 1 + 1)211 et ainsi de 
suite. Considerons Ie trinome (1 + 1 + 1)" et nom mons Yn ( VII sera egal au 

it 11 + 1 + II)" terme independant de e dans Ie developpement du trinome e e, 
et on aura consequemment 

1 11" 

Yn = - J (2eost + 1)" dt )) 
7r 0 

Comme l'indique Hald2 Laplace a ainsi introduit la fonction caracteristique 
et utilise la formule d'inversion pour trouver la probabilite d'une erreur 
totale nulle. 

En effet, soit la fonction caracteristique de la variable aleatoire x definie 
par 

(la fonction caracteristique est la transformee de Fourier de la densite). 

1. Id., p. 66-67 (nous citons les termes de Laplace, en changeant tres legerement ses 
notations). 

2. A history of mathematical statistics from 1750 to 1930, Wiley, 1998, p. 304-306 
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Pour x prenant les valeurs -1 et + 1, chacune avec une probabilite 112, on a 

1jJ(t) = E[/'X 1 = %(/1 + e-i/ ), 

et pour x prenant les valeurs -1, 0, et + 1, chacune avec une probabilite 1/3, 

on a 1jJ(t) = E[/'X 1 = ~(/I + 1 + e- i/ ), 

Posant s = Xl + x 2 .•• + X , la somme de n variables independantes et distri
buees id~ntiquement, Laplace cherche la probabilite P(s" = 0) , 

il trouve pour Ie binome 

P(s2n = 0) = .!l" 1jJ2"(t)dt::::::. i-, 
7r 0 -V 7rn 

et pour Ie trinome .fj 
P(s" = 0) = .!l" 1jJn(t)dt::::::. :-. 

7r 0 2-v 7rn 

Considerant la generalisation a 2a + 1 erreurs possibles uniformement distri
buees sur les entiers entre - a et + a,la fonction caracteristique devient 

1jJ(t) = E[e'l., 1 =-- 1+22.::costx , . 1 [ a 1 
2a + 1 .,=1 

et 11" P(s = 0) = - 1jJ"(t)dt. 
" 7r 0 

Laplace ecrit alors, sans demonstration .fj 
P(s = 0)::::::. . 

" ~27rna(a + 1) 

Laplace applique ce qui precede ala theorie des probabilites dans un travail 
intitule Suite du mimoire sur les approximations des formules qui sont fonc
tions de tres grands nombres1• Dans cette importante publication, Laplace 
commence par donner a nouveau des definitions elementaires relatives aux 
probabilites, ainsi que celie des evenements composes. II indique ensuite 
que si x est la possibilite d'un evenement simple et y(x) la probabilite de 
l'observation d'un resultat, la probabilite que x sera compris entre e et e' est 

e' 1 Ie ydxl fa ydx . 

11 ecrit: 

« La possibilite de la plupart des evenements simples est inconnue, et consideree a 
priori, elle nous parall egalement susceptible de toutes les valeurs depuis zero jusqu'a 
I'unite; mais si ron a observe un resultat compose de plusieurs de ces evenements, 
la maniere dont ils y entre nt, rend quelques-unes de ces valeurs plus probables que 
les autres ; ainsi a mesure que Ie resultat observe se compose par Ie developpement 
des evenements simples, leur vraie possibilite se fait de plus en plus connallre, et 

1. Histoire de l'Academie Royale des sciences, annee 1783 (parue en 1786), p. 423-467. 
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il devient de plus en plus probable qu'elle tombe dans des limites qui se resserrent 
sans cesse, et finissent par co'incider, lorsque Ie nombre des evenements simples est 
infini. Pour determiner les lois sllivant lesquelles cette possibilite se decouvre, nous 
la nommerons x; la theorie connue des hasards donnera la probabilite du resultat 
observe, en fonction de x; soit ycette fonction. Si ron regarde les differentes va leurs 
de x, comme autant de causes du resultat observe, la probabilite de x sera egale 
a une fraction dont Ie numerateur est yet dont Ie denominateur est la somme de 
to utes les valeurs de y; en multi pliant donc les deux termes de cette fraction par 
dx, cette probabilite sera ydx / J ydx , !'integra Ie du denominateur etant prise 

depuis X= 0 jusqu'a X= 1. La probabilite que x est compris entre les deux limites x 

= () et x = ()' est par consequent egale a J ydx / J ydx , !'integrale du numerateur 
etant prise depuis x = () jusqu'a x = ()', et celie du denominateur etant prise depuis 
X= 0 jusqu'a X= 1. 
La valeur de x, la plus probable est celie qui rend yun maximum, nous la designerons 
par a. [oo .J. 
Si les va leurs de x, considerees independamment du resultat observe, ne sont pas toutes 
egalement possibles, mais que leur probabiI ite soit exprimee par une fonction zde x; il 
suffira de changer dans les formules precedentes, ydans yz; ce qui revient a supposer 
toutes les valeurs de xegalement possibles, et a considerer Ie resultat observe, comme 
etant forme de deux resultats independants, dont les probabilites sont yet z. » 

12.4. Memoire sur les approximations des formules 
qui sont fonctions des tres grands nombres 
et leur application aux probabilites 

Dans ce memo ire Laplace donne la premiere demonstration du theoreme 
central limite qui etablit que des variables aleatoires independantes Xl' ••• , xn 
identiquement distribuees avec une densite fix), une moyenne fl, et une 
variance dl', ont une somme sn = Xl + ... + xn qui est asymptotiquement 
norm ale avec une moyenne nfl et une variance ndl'. 

Ce memoirel de 1810 est essentielIement cons acre a la theorie des erreurs. 
Apres une introduction semblable a celIe de son memoire de 1782, Laplace 
aborde Ie probleme de l'inclinaison de l'ecliptique d'orbites de corps celestes 
et cherche la probabilite que l'inclinaison moyenne de n orbites soit comprise 
entre deux limites donnees. 

Cette fois, Laplace exprime cette probabilite sous la forme d'une serie conver
gente et suppose que les lois de probabilites (appelees facilites) observees des 
inclinaisons obeissent a des lois quelconques. 11 evalue les differences finies 
des puissances elevees des variables a l'aide d'une technique qu'il avait publiee 
l'annee precedente2 afin de completer ses travaux anterieurs sur les fonctions 

1. Memoires de l'Academie des sciences, 1'" serie, volume X (1809) paru en 1810, p. 353-415. 
2. Memoires sur divers points d'anaryse, Journal de l'ecole polytechnique, 8, cahier 15, 1809, 

p.229-265. 
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;SUB. I.BS A,Pl':a()XUU,'rIOlifS DES :PORMULES, etc', 55~ 

,-

= 

SUPPLEMENT A U -M]~MQIRE 
, .'.," . 

"~l[R lc~ apiroa;l'mati~fzsdes fliih1tles qui $011t 

- >,c', ·fonctiQns de tres-grands TlOm,h;ei~"; " , 

Par M. L ~PL'~ c:S-;' 

J, ,u fait voir da.ns iirt~ti'Cle VIc de ce Memoire, que si 
'-1;0ti"'"Buppij8e=,;:d,3~~}:~~HL'i~ obsel'vatfon, Ie's ~rt,e~rs pdsi
tives et negatives eg~t~mMi:f.'!fmJe~J.1~ pl'obabmfe que 
l'erreul' moyenne d'un nombre T' a'Obse-rv~li9~S sera 

• • ~ rll. . \ .... , __ v.! 

comp~ls~ da~s J~~. !.lU:~~~~'~Tt,_~st, agale a 
. . ','., -' .. - ~'. ." 

1.1 VT I' _2- T" 11' 11" - :All' j dr. c g Jr.' , 

k _~s~ J.'jJ;l~ervalle .d~ns lequelles e:r.~~ll:rs""le _chaque ob
$~rvation_peuvent s'eten.d17e. Si l'on,de8ig~e ensnite -par 

fJ ( ;) Ia probabilite de l'el're~r ±;, kest l'integrale 

fdx. if> ( ~) etendue depllis a; -== - 1- Ii, jusqu'a x 

'::::-.;- Ii; k est l'il1tegl'al~ f:;;' ~'daJj, '~(f ), prisEvdMs Ie 

~in~ -'ititervalle: 71' est Ia demi-circonfeten'-ce -daIit Ie' 
ray6u est l'unite, et c est Ie nombre dont Ie logarythnie 
hyperbolique est l'unite. 

Supposons main tenant qU'llil m~pl~ element soh donne 
par tl observations d'line preiniere espece, dans laqllelle 
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generatrices. 11 applique ici ce qu'il appelle un « artifice remarquable » : Ie 
passage reciproque des resultats reels aux resultats imaginaires qui permet 

. d'obtenir les valeurs de certaines integrales definies. Laplace arrive au theoreme 
limite central en changeant la question relative a l'inclinaison moyenne des 
ec1iptiques en question relative a la probabilite que l'erreur moyenne d'un 

b d' b . . . d 1 1" ± rh, 1 nom re n 0 servatlOns SOlt compnse ans es Imltes ,J;;' ou r est a 

somme des erreurs. Laplace debute en supposant les erreurs equiprobables 
dans l'intervalle h, puis suppose toute loi de distribution des erreurs accep
table et obtient pour la probabilite la formule1 

Si on designe par ~ ( ~ ) 

k'=J+hI2 x2 ~(~Lx . 
-h12 h2 h r 

2 gJ -2~·r2 d - - e r . 
.J; 2k' 

la probabilite de l'erreur ±x , k = f+h12 ~(~ Lx et 
-hl2 h r 

Dans la Suite du Memoire sur les approximations des formules qui sont fonctions 
des tres grands nombres et leur application aux probabiliti?, Laplace rappelle 
les formules donnees ci dessus et ajoute : 

« Supposons maintenant qu'un meme element soit donne par n observations d'une 
premiere espece, dans laquelle la loi de facilite des erreurs so it la meme pour 
chaque observation, et qu'il so it trouve egal a A par un milieu entre toutes ces 
observations. Supposons ensuite qu'il so it trouve a A + q par n' observations d'une 
seconde espece, dans laquelle la loi de facilite des erreurs ne soit pas la meme que 
dans la premiere espece ; qu'il soit trouve egal a A + q' par n" observations d'une 
troisieme espece, et ainsi de suite. On demande Ie milieu qu'il faut choisir entre 
ces divers resultats. » 

Si on suppose que A + x soit Ie resultat vrai, l'erreur du resultat moyen des 
observations n sera - x et la probabilite de cette erreur sera par la formule 
qui precede. Laplace l'appelle \lI( -x) . Pour Ie second groupe l'erreur est 
\lI(q-x) , pour Ie troisieme \lI(q'-x) , ... La probabilite que l'erreur du 
premier resultat sera - x, et que les autres resultats s'ecarteront du premier 
respectivement de q, q' ... , sera egale au produit \lI( -x) .\lI(q - x) .\lI(q' - x) 
... ; done, si 1'0n construit une courbe dont 1'0rdonnee y soit egale ace produit, 
les ordonnees de cette courbe seront proportionnelles aux probabilites des 
abscisses et Laplace l' appelle courbe des probabilitis. Laplace ajoute : 

« Pour determiner Ie point de raxe des abscisses OU ron doitfixer Ie milieu entre les 
resultats des observations n. n', n", etc., nous observerons que ce point est celui OU 

1. Memoires de l'Academie des sciences, 1 re serie, volume X (1809) paru en 1810, page 386. 
2. Id., p. 559-565. 
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recart de la verite que ron peut craindre, est un minimum; or de meme que dans la 
theorie des probabilites, on evalue la perte a craindre, en multipliant chaque perte 
que I'on peut eprouver, par sa probabilite, et en faisant une somme de tous ces 
produits ; de meme on aura la valeur de I'ecart a craindre, en multipliant chaque 
ecart de la verite, ou chaque erreur abstraction faite du signe, par sa probabilite et 
en faisant une somme de tous ces produits. )) 

Laplace en deduit que la courbe des probabilites presente des aires egales 
de part et d'autre de l'ordonnee correspondant a l'abscisse z du point milieu 
a choisir. II ajoute : 

« Daniel Bernoulli, ensuite Euler et M. Gauss ont pris pour cette ordonnee la plus 
grande de toutes. Leur resultat coIncide avec Ie precedent lorsque cette plus grande 
ordonnee divise I'aire de la courbe en deux parties egales [ ... 1 mais, dans Ie cas 
general, il me paralt que la maniere dont je viens d'envisager la chose resulte de la 
theorie meme des probabilites. » 

Laplace developpe alors la probabilite y, cherche son maximum, et trouve 
qu'il correspond au 

« minimum de la somme des carres des erreurs de chaque resultat, multipliees 
respectivement par la plus grande ordonnee de la courbe de facilite des erreurs )). 

Ainsi, ajoute Laplace: 

« cette propriete qui n'est qu'hypothetique,lorsque I'on ne considere que des resultats 
donnes par une seule observation ou par un petit nombre d'observations, devient 
necessaire,lorsque les resultats entre lesquels on doit prendre un milieu, sont donnes 
chacun par un Ires grand nombre d'observations, quelles que soient d'ailleurs les 
lois de facilite des erreurs des erreurs de ces observations. )) 1 

12.5. Sur les integrales definies et leur application 
aux probabilites et specialement ilia recherche 
du milieu qu'jJ faut choisir entre les resultats 
des observations 

Ce memoire2 publie en 1811 avait fait l'objet d'un tirage a part, date de 
septembre 1811, qui comportait seulement les sept premieres sections (sur 
huit) avec Ie titre suivant : Memoire sur les fonctions generatrices, les integrales 
difinies et leur application aux probabilites et specialement a la recherche du milieu 
qu'il faut choisir entre les resultats des observations. 

Laplace y ecrit : 

1. C£, par exemple, Hald A., A histOlY of mathematical statistics from 1750 to 1930, Wiley, 
1998, p. 307-317. 

2. Mimoires de I1nstitut National des sciences et des arts; sciences mathimatiqlles et physiques, 
11,1811, p. 279-347. 
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« La theorie des approximations des formules fonctions de tres grands nombres est 
fondee sur I'expression des variables donnees par des equations aux differences, au 
moyen d'integrales definies que ron integre par des approximations tres convergentes; 
et il ya cela de tres remarquable, savoir que la quantite sous Ie signe integral est la 
fonction generatrice de la variable exprimee par l'integrale detinie, en sorte que les 
theories des fonctions generatrices et des approximations des formules fonctions de 
tres grands nombres, peuvent iltre considerees comme les deux branches d'un milme 
calcul que je designe par Ie nom de catcut des fonctions g{meratrices. [ ... 1 
Le calcul des fonctions generatrices est Ie fondement d'une theorie que je me propose 
de publier bientot sur les probabilites. Les questions relatives aux evenements dus 
au hasard se ramenent Ie plus souvent avec facilite a des equations aux differences: 
la premiere branche de ce calcul en fournit les solutions les plus generales et les 
plus simples. Mais, lorsque les evenements que I'on considere sont en tres grand 
nornbre, les formules auxquelles on est conduit se composent d'une si grande 
multitude de termes et de facteurs, que leur calcul numerique devient impraticable. 
II est alors indispensable d'avoir une methode qui transforme ces formules en series 
convergentes. C'est ce que la seconde branche du calcul des fonctions generatrices 
fait avec d'autant plus d'avantage que la methode devient plus necessaire. Par ce 
moyen, on peut determiner avec facilite les limites de la probabilite des resultats 
et des causes, indiques par les evenements cons ide res en grand nombre, et les 
lois suivant lesquelles cette probabilite approche de ses limites, a mesure que les 
evenements se multiplient. » 

Laplace applique dans son memoire les outils mathematiques developpes 
a divers problemes de calculs de probabilites. Le plus interessant est ce1ui 
intitule Du milieu qu'il faut choisir entre les risultats des observations OU il met 
en reuvre la methode des moindres carres qu'il presente comme suit: 

« Lorsque I' on veut corriger par I' ensemble d'un grand nombre d' observations plusieurs 
elements deja connus a peu pres, on s'y prend de la maniere suivante. Chaque 
observation etant une fonction des elements, on substitue dans cette fonction leurs 
valeurs approchees, augmentees respectivement de petites corrections qu'il s'agit de 
connaTtre. En developpant ensuite la fonction en serie, par rapport a ces corrections, 
et negligeant leurs carres et leurs produits, on egale la serie a I'observation, ce 
qui donne une premiere equation de condition entre les corrections des elements. 
Une seconde observation fournit une equation de condition sembi able, et ainsi du 
reste. Si les observations etaient rigoureuses, il suffirait d'en employer autant qu'iI 
ya d'elements ; mais, vu les erreurs dont elles sont susceptibles, on en considere 
un grand nombre, afin de compenser les unes par les autres ces erreurs, dans les 
valeurs des corrections que ron deduit de leur ensemble. Mais de quelle maniere, 
faut-il combiner entre elles les equations de condition pour avoir les corrections les 
plus precises? C'est ici que I'analyse des probabilites peut iltre d'un grand secours. 
Toutes les manieres de combiner ces equations se reduisent a les multiplier chacune 
par un facteur particulier et a faire une somme de tous ces produits : on forme ainsi 
une premiere equation finale entre les corrections des elements. Un second systeme 
de facteurs donne une seconde equation finale, et ainsi de suite jusqu'a ce que ron 
ait autant d'equations finales que d'elements dont on determinera les corrections en 
resolvant ces equations. Maintenant il est visible qu'il faut choisir les systemes de 
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facteurs, de sorte que I'erreur moyenne a craindre en plus ou en mains sur chaque 
element so it un minimum. J'entends par erreur mayenne la somme des produits de 
chaque erreur par sa probabilite. En determinant les facteurs par cette condition, 
I'analyse conduit ace resultat remarquable, savoir que, si I'on prepare chaque equa
tion de condition de maniere que son second membre soit zero, la somme des carres 
des premiers membres est un minimum, en y faisant varier successivement chaque 
correction. Ainsi cette methode, que MM. Legendre et Gauss ont proposee, et qui. 
jusqu'a present, ne presentait que I'avantage de fournir, sans aucun t§tonnement, 
les equations finales necessaires pour corriger les elements, donne en m~me temps 
les corrections les plus precises. II 

Voici Ie detail du paragraphe VII. Laplace yecrit : 

« Supposons maintenant qu'un m~me element so it donne 1 ° par Ie resultat moyen 
de s observations d'un premier genre et qu'il soit, par ces observations ega I a A ; 
2° par Ie resultat moyen de s' observations d'un second genre et qu'il so it egal a A 
+ q; 3° par Ie resultat moyen de s" observations d'un troisieme genre et qu'iI soit 
ega I a A + q', et ainsi du reste. Si on represente par A + x, I'element vrai, I'erreur du 
resultat des observations s, sera - x; en su osant donc C egal a 

[k ~P; , 
Vk' 2a 

si I'on fait usage des moindres carres des erreurs. 

lou 'ljJ(x) est la probabilite d'une erreur x dans chaque observation, k = 100 'ljJ(x )dx 

et k' = loo x 2'ljJ(x)dx .J 0 

La probabilite de cette erreur sera, en supposant s un grand nombre, 
C _C2x2 
-e )) 
J; 

Repetant Ie meme calcul pour les autres observations, Laplace ecrit que la 
probabilite que les erreurs soient - x, q - x, q' - x, ... est 

C C' C" _C2X2_C·2 (x_q)2_C .. 2 (x_q·)2 ... 
J; J; J; ... e 

11 ajoute : 

« En la multipliant par dx, et prenant l'integrale depuis x = -00 jusqu'a x = 00 , 

on aura la probabilite que les resultats moyens des observations s', s", etc., surpas
seront respectivement de q, q', etc., Ie resultat moyen des observations s. 
Si I'on prend I'integrale, dans des limites determinees on aura la probabilite que la 
condition precedente etant remplie,l'erreur du premier resultat sera comprise dans 
ces limites ; en divisant cette probabilite par celie de la condition elle-m~me, on 
aura la probabilite que I'erreur du premier resultat sera comprise dans les limites 
donnees, lorsqu'on est certain que la condition a effectivement lieu; cette proba
bilite est donc J e _C2x2_C·2(.<_q)2_C .. 2(x_q·)2 ···dx 

J e-c2x2-c·2(x-q)2_c .. 2(x-q·)2···dx ' 
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!'integrale du numeratellr etant prise entre des limites donnees et celie du denomi
nateur etant prise depuis x = -00 jusqu'a x = 00 .)) 

Finalement, Laplace montre que la correction du premier resultat, que donne 
avec Ie plus de probabilite, l'ensemble de toutes les observations s, s: s", etc., 

C,2 C"~, .q+ .q + etc. 
est C 2 +C,2+C,,2+ etc. 

1 
et l'erreur a craindre ~ (C2 C,2 C,,2 ) 

7r + + + etc 
dont la moitie est l'erreur a craindre en plus. 

Et Laplace conclut: 

« Le milieu qu'il faut choisir entre les divers resultats, est donc celui qui rend un 
minimum, la somme des carres de I'erreur de chaque resultat, multipliee par la plus 
grande ordonnee de la courbe de probabilite. Ce milieu est Ie premier resultat A 
plus sa correction. 
Ainsi la loi du minimum des carres des errellrs devient necessaire, lorsque I'on 
do it prendre un milieu entre des resultats donnes chacun, par lin grand nombre 
d'observations. )) 

Dans l'article VIII du meme memoire Laplace montre que la distribution 
norm ale multivariee apparait comme la distribution limite de formes lineaires 
des erreurs, pour n erreurs independantes et de lois de distribution identiques, 
lorsque n tend vers l'infini. 

II ecrit: 

« L'analyse exposee dans I'article VI peut etre etendue a la correction d'un nombre 
quelconque d' elements par les observations. Elle conduit toujours a ce resultat: savoir 
que la methode des moindres carres des erreurs des observations est celie qui donne 
sur la correction des elements la plus petite erreur moyenne a craindre. )) 

Les calculs1 precedents sont repris, pratiquement a l'identique, au chapitre IV 
du livre II de la 1hiorie analytique des Probabilitis. 

12.6. La Theorie analytique des Probabilites 

12.6.1. Rappe/s 

Laplace n'a pas introduit Ie concept de variable aleatoire2 dans ses travaux. 

1. Ces calculs sont detailles in : Dale A., A history of inverse probability, Springer Verlag, 
1991, p. 196-201 ; Sheynin O. B., Laplace's work on probability, AHES, vol. 16, 1976, 
p.137-187; Sheynin O. B., Laplace's theory oferrors, ARES, vol. 17, 1977,p.1-61. 

2. C'est Poisson qui, Ie premier, en 1837, a introduit Ie concept de variable aleatoire en 
considerant « une chose A d'une nature que1conque, susceptible d'un nombre A de valeurs, 
connues ou inconnues, parmi lesquelles une seule devra avoir lieu a chaque epreuve, de 
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Aujourd'hui, la loi de probabilite continue d'une variable aleatoire X est 
representee par une densite de probabilite f, la fonction f etant positive, 
integrable, d'integrale egale a 1, telle que: p(X = x) = fix) dx est la probabilite 
que la variable prenne ses valeurs dans un intervalle e1ementaire (x, x + dx). 
Sa primitive est la fonction de repartition. Soit X une variable aleatoire de 
fonction de repartition Fx (x) . La flnetion de densite de probabilite de x, est, 
par definition, la derivee de la fonction de repartition: 

f (x) = dF"(x) 
x dx 

De cette definition,et du fait que Fx(-oo) = 0 ,on peuttrouverla fonction 
de repartition a partir de la densite de probabilite : 

Fx(x) = J_~fx(u)du 

On definit Ie moment d'ordre k d'une variable aleatoire X, que l'on note mk, 

comme: 

Les moments sont utiles pour caracteriser une variable aleatoire. 

Le moment d'ordre un de la variable correspond a l'esperance \.1. 

Le moment d'ordre deux de la variable centree : 

m2 = (J'2 = E [(X - p/ lest appe1e variance. 

Le moment d'ordre trois de la variable centree-reduite : 

m3 = E (x: I-" rest appele coefficient d'asymetrie. 

Le moment d'ordre quatre de la variable centree-reduite : 

x-I-" ( )

4 

m4 = E -(J'- est appele kurtosis. 

La fonction genera trice est une transformee de la densite de probabilite 
(variable continue) ou distribution de probabilite (variable discrete). (Cette 
fonction a egalement ete appelee, pour la premiere fois,fonetion earaetiristique 
par Poincare en 1912.)1 Elle se definit en trois etapes : 

1. On introduit un parametre, traditionnellement note t 

2. On cree la variable aleatoire e'x 

sorte que celie qui sera arrivee ou qui arrivera sera, dans cette question, l'evenement 
observe ou l'evenement futuro » 

1. H. Poincare, Calcul des Probabilites, 2" ed., Gauthier-Villars, 1912, p. 206. 
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3. On calcule l'esperance de IX, soit E[IX]. Par exemple, si X est continue, 
on a: 

Gx(t) = E[e'X ] = r: e'x p(x)dx 

ou p(x) est la densite de probabilite de X. 

L'integrale portant sur x, la variable x ne figure plus dans Ie resultat, qui 
est donc une fonction de t seulement. Cette fonction est, par definition, la 
Fonction Generatrice des Moments de la variable X (ou de sa ddp p(x)). 
C'est la transformee de Laplace de p(x). Le moment d'ordre n de la variable 
aleatoireX est egal a la valeur de la derivee d'ordre n de sa fonction generatrice 
pour t = O. La fonction generatrice des moments d'une somme de variables 
aleatoires est Ie produit de leurs fonctions generatrices. 

Si la variable aleatoire entiere X est binomiale de parametre (n; p) on a 

P(X~k)~[~k(l- py-'. 

On remarque que les nombres Px(k) = P(X = k) sont les coefficients du 
polynome de la variable t sUiva1t : 

n n n 

Gx(t) ~ ((1- p) + pt)" ~ ~ k k(l- p)"-' t' ~ ~Px(k)t' ~ E(tX) . 

On generalise l'expression comme suit: 

Gx(t)~ t,[~rx(k)t' ~E(tX). 
On peut aussi travailler avec la fonction caracteristique EV'X) , au lieu de 
la fonction generatrice. 

La fonction caracteristique <p(t) est la valeur probable de l'exponentielle 
imaginaire //X ,x etant la variable etudiee et tune variable auxiliaire. Pour 
une loi continue ou chaque intervalle dx a la probabilite f(x)dx on a 

<p(t) = I_:oo /Iz f(x)dx. 

La formule d'inversion de Fourier permet de calculer f(x) connaissant 
<p(t) : 

f(x) = ~f+oo e-i/x<p(t)dt. ] 
27f -00 
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12.6.2. Les premieres editions 
de la Theorie analytique des Probabilites 

Avant d'analyser l'ouvrage fondamental de Laplace!, qui reprend souvent, 
mot a mot, les memoires analyses precedemment, nous pensons qu'il est 
utile d'en decrire les premieres editions. 

La Yheorie analytique des Probabilites a fait l'objet de trois editions, l'une 
originale, deux en partie originales, datees 1812,1814 et 1820. De fait, Ie 
livre a ete disponible sans interruption a partir de 1812 jusqu'a ce que Ie 
tirage initial ait ete epuise. En effet, les pages 4 a 444 sont identiques dans 
les trois editions et n'ont fait l'objet que d'un seul tirage. La premiere edition 
comportait des erreurs pages 25,27,28,37,38,147,148,304,359,360,391, 
392. Ces pages ont ete remplacees, des la deuxieme edition, par des cartons 
signes 4*,5*,19*,22*,23*,38*,45*,49*. 

La premiere edition comportait une dedicace a Napoleon Ie Grand. Cette 
derniere a ete remplacee, a partir de la seconde edition de 1814, par un avertis
sement. Laplace avait connu Napoleon a l':Ecole Militaire, en septembre 1785, 
alors qu'il etait lui-meme examinateur en mathematiques et que l'artilleur 
Buonaparte passait l'examen de sortie. Le 25 decembre 1797, Napoleon fut 
elu a l'Institut, dans la section de mecanique, a la place de Lazare Carnot, 
en exil suite au coup d'etat de fructidor. Laplace accompagna Berthollet 
dans l'escorte qui installa Bonaparte dans son siege. En octobre 1799, trois 
semaines avant Ie coup d'etat du 18 brumaire, Laplace lui offrit une copie 
des deux premiers volumes de la Mecanique celeste. Le remerciement de 
Bonaparte est celebre: il promit de les lire dans les six premiers mois dont 
il disposerait librement et invita Laplace et son epouse a diner Ie lendemain 
« s'ils n'avaient rien de mieux a faire »2. A l'Institut, Laplace et Bonaparte 
servirent dans la me me commission avec Lacroix afin de rediger un rapport 
sur un memoire de Biot. Laplace ne fut jamais, comme Monge et Berthollet 
un favori de Bonaparte, mais, en 1807 et 1808, sa sreur Elisa, qui avait ete 
elevee au rang de princesse, s'attacha les services de Madame Laplace a sa 
cour de Lucca. Apres Ie coup d'etat du 18 brumaire (9 novembre 1799) 
Bonaparte avait nomme Laplace ministre de l'Interieur mais Ie remplas:a au 
bout de quelques mois, par son propre frere Lucien.« Laplace, dit Napoleon, 
ne saisissait aucune question sous son veritable point de vue ; il cherchait 
des subtilites partout, n'avait que des idees problematiques, et portait enfin 

1. De tres nombreuses analyses de la 1heorie analytique des Probabilites ont ete publiees. Par 
exemple : Todhunter I., History of the 1heory of probability, Cambridge 1865 ; Sheynin 
O. B., Laplace's work on probability, AHES, 1976, vol. 16, p.137-187; Dale A.,A history 
of inverse probability, Springer Verlag, 1991 ; Hald A.,A history of mathematical statistics 
from 1750 to 1930, 1998. 

2. Correspondance de Napoleon 1",27 vendemiaire an VIII (19 octobre 1799), n· 4384,6, 
1861, p. 1. 
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l'esprit des infiniment petits jusque dans l'administration »1. Desireux de 
garder Laplace a son service, Napoleon Ie nomma senateur et me me vice
president du Senat en 1803. 11 Ie fit Comte d'Empire en 1806. En 1813, il 
Ie nomma dans l'ordre de La Reunion. Mais, souple et servile en politique, 
Laplace vota la decheance de Napoleon debut avril 1814. Prudent, il s'absenta 
de Paris durant les Cent jours. 11 fut elu a l'Academie fran<;aise en 1816 et, 
en 1817, Louis XVIII Ie fit marquis et pair de France. 

La deuxieme edition du livre comporte en introduction l'Essai sur les proba
bilitis egalement publie separement en 1814. La troisieme edition reproduit 
en introduction la quatrieme edition du meme essai. Qyatre supplements 
parurent apres la premiere edition; Todhunter et Pearson indiquent que Ie 
premier et Ie second supplement parurent entre 1812 et 1820. Ie troisieme en 
1820 et Ie quatrieme apres 1820, car les premiers exemplaires de la troisieme 
edition ne Ie comportaient pas. De fait, Ie livre resta en vente en permanence. 
La premiere edition com porte toujours l'indication « par M. Ie Comte 
Laplace» et la dedicace a Napoleon. La seconde edition, vendue de 1814 
a 1820, se trouve toujours avec un avertissement a la place de la dedicace. Selon 
l'annee de la mise en vente, les exemplaires de seconde edition comportent Ie 
premier ou les deux premiers supplements. La troisieme edition, datee 1820, 
porte, au titre, !'indication: « par M.le Marquis de Laplace ». Comme nous 
l'avons indique, seule l'edition originale comporte la dedicace a Napoleon. 
Nous la reproduisons ici : 

« A Napoleon-Ie-Grand 
Sire, La bienveillance avec laquelle Votre Majeste a daigne accueillir I'hommage de 
mon Traite de Mecanique Celeste, m'a inspire Ie desir de Lui dedier cet Ouvrage sur Ie 
Calcul des Probabilites. Ce calcul delicat s'etend aux questions les plus importantes 
de la vie, qui ne sont en eftet, pour la plupart, que des problemes de probabilite. II 
doit, sous ce rapport, interesser Votre Majeste dont Ie genie sait si bien apprecier et 
si dignement encourager tout ce qui peut contribuer au progres des lumieres et de la 
prosperite publique. J'ose La supplier d'agreer ce nouvel hommage dicte par la plus 
vive reconnaissance, et par les senti mens profonds d'admiration et de respect, avec 
lesquels je suis, Sire, de Votre Majeste, Ie tres humble et tres obeissant serviteur 
et fidele sujet, Laplace. » 

12.6.3. L'Essai sur les probabilites 

L'introduction de la lheorie analytique, a partir de la seconde edition est 
constituee, comme nous l'avons deja dit, par « l'Essai sur les probabilites » 
egalement publie separement en 1814. 

1. Correspondance de Napoleon Ie" 30,1870, p. 330. 
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. ESSAI PHIWSOpmQUE 

. sua 

LES PROBABILITES; 

P~l\ 1\1. LE COMTE ~APLACE, 

ChaDceUerdu8eoat-CoDeervateur,GJ'8Ild.Of6cierde Ie U&foD cl'HODDeUl'j 
Grand'Crols ~ fOrdre de Ia Reunion; Membre de l1Datitat Impbial el 
du Bureau dee Lcmptudee de FraDCej dee Soc:ieWa royalca de Loadrea 
etdeGottiD&oej dee AcacWmleedea8deDoee do 1laaaie,4e ."..,. ... , 
... 8uHe, de Pnuee, d'ltalle, etc: . 

. . 

PA.RIS, 
tI- V· COUIlCIIR, fmprimeDr-Librain poar lea Jlathematiqaes, 

quai cIea AupdDa, n· 67. 

1814. 
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Ce texte contient, des les premieres pages, l'affirmation du determinisme 
universel dans toute sa rigueur. Laplace l'enonce comme suit, son determi
nisme etant synonyme de predictibilite : 

« Nous devons envisager I'etat present de I'univers comme I'eftet de son etat anterieur, 
et comme la cause de celui qui va suivre. Une intelligence qui, pour un instant donne, 
connaTtrait toutes les forces dont la nature est animee et la situation respective 
des etres qui la composent. si d'ailleurs elle etait assez vaste pour soumettre ces 
donnees a I'analyse, embrasserait dans la meme formule les mouvements des plus 
grands corps de I'univers et ceux du plus leger atome : rien ne serait incertain pour 
elle, et I'avenir, com me Ie passe, serait present a ses yeux. L'esprit humain oftre, 
dans la perfection qu'il a su donner a i'astronomie, une faible esquisse de cette 
intelligence. Ses decouvertes en mecanique et en geometrie, jointes a celles de la 
pesanteur universelle,l'ont mis a portee de comprendre dans les memes expressions 
analytiques les etats passes et futurs du systeme du monde. En appliquant la meme 
methode a quelques autres objets de ses connaissances, il est parvenu a ramener a 
des lois generales les phenomenes observes, et a prevoir ceux que les circonstances 
donnees doivent faire eclore. » 

Laplace definit, plus loin, les principes generaux des Probabilites : 

Le premier de ces principes definit la probabilite comme Ie rapport du 
nombre des cas favorables a celui de tous les cas possibles supposes tous 
egalement possibles. 

Le second principe indique que si tous les cas ne sont pas equiprobables, on 
determinera d'abord leurs possibilites respectives. Alars la probabilite sera 
la somme des possibilites de chaque cas favorable. 

Le troisieme principe est Ie suivant : 

« Si les evenements sont independants les uns des autres,la probabilite de I' existence 
de leur ensemble est Ie produit de leurs probabilites particulieres. » 

Le quatrieme indique : 

« Quand deux evenements dependent I'un de I'autre ; la probabilite de I'evenement 
compose est Ie produit de la probabilite du premier evenement, par la probabilite 
que cet evenement etant arrive, I'autre aura lieu. » 

Le cinquieme principe dit que: 

« Si I'on calcule a priori, la probabilite de I'evenement arrive, et la probabilite d'un 
evenement compose de celui-ci et d'un autre qu'on attend; la seconde probabilite 
divisee par la premiere sera la probabilite de I'evenement attendu, tiree de I'eve
nement observe. » 

Le sixieme observe : 
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« Chacune des causes, auxquelles un evenement observe peut 1ltre attribue, est 
indiquee avec d'autant plus de vraisemblance, qu'il est plus probable que, cette cause 
etant supposee exister, I'evenement aura lieu; la probabilite de I'existence d'une 
quelconque de ces causes est donc une fraction dont Ie numerateur est la probabilite 
de I'evenement, resultante de cette cause, et dont Ie denominateur est la somme 
des probabilites semblables relatives a to utes les causes: si ces diverses causes 
considerees a priori sont inegalement probables, il faut au lieu de la probabilite de 
I'evenement, resultante de chaque cause, employer Ie produit de cette probabilite, par 
la possibilite de la cause elle-m1lme. C'est Ie principe fondamental de cette branche 
de I'Analyse des hasards, qui consiste a remonter des evenements aux causes. » 

Le septieme : 

« La probabilite d'un evenement futur est la somme des produits de la probabilite 
de chaque cause, tiree de I'evenement observe, par la probabilite que, cette cause 
existant, I'evenement futur aura lieu. » 

Laplace ajoute : 

« Quand la probabilite d'un evenement simple est inconnue, on peut lui supposer 
egalement to utes les valeurs de puis zero jusqu'a I'unite. La probabilite de chacune 
de ces hypotheses, tiree de I'evenement observe, est par Ie sixieme principe une 
fraction dont Ie numerateur est la probabilite de I'evenement dans cette hypothese, 
et dont Ie denominateur est la somme des probabilites semblables relatives a toutes 
les hypotheses. AinsLla probabilite que la possibilite de I'evenement est comprise 
dans des limites donnees, est la somme des fractions comprises dans ces limites. 
Maintenant, si I'on multiplie chaque fraction par la probabilite de I'evenement futur, 
determinee dans I'hypothese correspondante, la somme des produits relatifs a to utes 
les hypotheses sera par Ie septieme principe la probabilite de I'evenement futur, 
tiree de I'evenement observe. )) 

Laplace definit ensuite l'esperance mathematique par « Ie produit de la somme 
esperee, par la probabilite de l'obtenir. » 11 ajoute dans son huitieme principe 
que lorsque l'esperance mathematique depend de plusieurs evenements, on 
l'obtient en prenant la somme des produits de chaque evenement par Ie bien 
attache a son arrivee. 

Cette meme introduction s'acheve par une notice historique sur les probabi
lites. Apres avoir evoque les travaux de Pascal, Fermat, Huygens, Bernoulli, 
Montmort, de Moivre et Bayes, Laplace decrit Ie contenu de son ouvrage : 

« En generalisant I'Analyse et les problemes concernant les probabilites, je fus 
conduit au Calcul des differencesfinies partie lies, que Lagrange a traite depuis 
par une methode fort simple et dont il a fait d'elegantes applications a ce genre de 
problemes. La theorie des fonctions generatrices, que je donnai vers Ie m1lme temps, 
comprend ces objets parmi ceux qu' elle embrasse, et s' ada pte d' elle-m1lme et avec la 
plus grande generalite aux questions de probabilite les plus difficiles. Elle determine 
encore, par des approximations tres convergentes, les valeurs des fonctions composees 
d'un grand nombre de termes et de facteurs, et, en faisant voir que la racine carree 
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du rapport de la circonference au rayon entre Ie plus souvent dans ces valeurs, elle 
montre qu'une infinite d'autres transcendantes peuvent s'y introduire. 
On a encore soumis au calculla probabilite des temoignages, les votes et les decisions 
des assemblees electorales et deliberantes et les jugements des tribunaux. Tant de 
passions, d'inter!lts divers et de circonstances compliquent les questions relatives a 
ces objets qu'elles sont presque toujours insolubles. Mais la solution de problemes 
plus simples et qui ont avec elles beaucoup d'analogie peut souvent repandre sur 
ces questions difficiles et importantes de grandes lumieres, que la surete du calcul 
rend toujours preterables aux raisonnements les plus specieux. 
L'une des plus interessantes applications du Calcul des Probabilites concerne les 
milieux qu'il faut choisir entre les resultats des observations. Plusieurs geometres 
s'en sont occupes, et Lagrange a publie dans les Memoires de Turin une belle 
methode pour determiner ces milieux, quand la loi des erreurs des observations est 
connue. J'ai donne pour Ie m!lme objet une methode fondee sur un artifice singulier, 
qui peut !ltre employe avec avantage dans d'autres questions d'Analyse, et qui, en 
permettant d'etendre indefiniment dans tout Ie cours d'un long calcul des fonctions 
qui doivent !ltre limitees par la nature du probleme, indique les modifications que 
chaque terme du resultat final doit recevoir en vertu de ces limitations. On a vu 
precedemment que chaque observation fournit une equation de condition, du premier 
degre, qui peut toujours !ltre disposee de maniere que tous ses termes soient dans Ie 
premier membre, Ie second etant zero. L'usage de ces equations est une des causes 
principales de la grande precision de nos Tables astronomiques, parce que ron a pu 
ainsi faire concourir un nombre immense d'excellentes observations a la fixation de 
leurs elements. Lorsqu'il n'y a qu'un seul element a determiner, Cotes avait prescrit 
de preparer les equations de condition de sorte que Ie coefficient de I'element 
inconnu tot positif dans chacune d'elles, et d'ajouter ensuite to utes ces equations, 
pOllr former une equation finale d'ou I'on tire la valeur de cet element. La regie de 
Cotes fut suivie par tous les calculateurs. Mais quand il fallait determiner plusieurs 
elements, on n'avait aucune regie fixe pour combiner les equations de condition de 
maniere a obtenir les equations finales necessaires : seulement, on choisissait pour 
chaque element les observations les plus propres a Ie determiner. Ce fut pour obvier 
aces t§tonnements que Legendre et Gauss imaginerent d'ajouter les carres des 
premiers membres des equations de condition, et d'en rendre la somme un minimum, 
en y faisant varier chaque element inconnu : par ce moyen, on obtient directement 
autant d'equations finales qu'il y a d'elements. Mais les valeurs determinees par 
ces equations meritent-elles la preference sur to utes celles que ron peut obtenir par 
d'autres moyens? C'est ce que Ie Calcul des Probabilites pouvait seul apprendre. Je 
I'appliquai donc a cet objet important, et je parvins, par une analyse delicate, a une 
regie qui renferme la precedente, et qui reunit, a I'avantage de donner par un procede 
regulier les elements cherches, ceilli de les faire sortir avec Ie plus d'evidence de 
I' ensemble des observations, et d' en determiner les valeurs qui ne laissent a craindre 
que les plus petites erreurs possibles. 
On n'a cependant encore qU'line connaissance imparfaite des resultats obtenus, tant 
que la loi des erreurs dont ils sont susceptibles n'est pas connue ; il faut pouvoir 
assigner la probabilite que ces erreurs sont contenues dans des limites donnees, ce 
qui revient a determiner ce que j'ai nom me poids d'un resultat. L'Analyse conduit a 
des formules generales et simples pour cet objet. J'ai applique cette analyse aux 
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resultats des observations geodesiques. Le probleme general consiste a determiner les 
probabilites que les valeurs d'une ou de plusieurs fonctions linea ires des erreurs d'un 
tres grand nombre d'observations sont renfermees dans des limites quelconques. 
La loi de possibilite des erreurs des observations introduit dans les expressions de 
ces probabilites une constante, dont la valeur semble exiger la connaissance de cette 
loi presque toujours inconnue. Heureusement, cette constante peut etre determinee 
par les observations memes. [ ... J 

J'ai rassemble to utes ces methodes dans ma TMorie analytique des Probabilites, 
ou je me suis propose d'exposer, de la maniere la plus generale, les principes et 
ranalyse du Calcul des Probabilites, ainsi que les solutions des problemes les plus 
interessants et les plus difficiles que ce Calcul presente. 
On voit, par cet Essai. que la theorie des probabilites n'est, au fond. que Ie bon sens 
reduit au calcul ; elle fait apprecier avec exactitude ce que les esprits justes sentent 
par une sorte d'instinct, sans qu'ils puissent souvent s'en rendre compte. Si ron 
considere les methodes analytiques auxquelles celie tMorie a donne naissance, la 
verite des principes qui lui servent de base, la logique fine et delicate qU'exige leur 
emploi dans la solution des problemes, les etablissements d'utilite publique qui 
s'appuient sur elle, et rextension qu'elle a re~ue et qu'elle peut recevoir encore par 
son application aux questions les plus importantes de la Philosophie naturelle et des 
Sciences morales; si ron observe ensuite que, dans les choses memes qui ne peuvent 
etre soumises au calcul, elle donne les aper~us les plus sOrs qui puissent nous guider 
dans nos jugements, et qu'elle apprend a se garantir des illusions qui souvent nous 
ega rent, on verra qu'il n'est point de science plus digne de nos meditations et qu'il 
soit plus utile de faire entrer dans Ie systeme de !'instruction publique. » 

12.6.4. Le livre I de la Theorie analytique des Probabilites 

Ce livre premier traite des fonctions generatrices a une et deux variables et 
leurs applications a la solution d'equations aux differences et a l'approxi
mation de diverses integrales definies. Laplace reproduit ici Ie memoire 
publie dans l'Histoire de l'Academie Royale des Sciences pour 1779, paru 
en 1782 sous Ie titre Mimoire sur les suites. Le traite est ensuite cons acre aux 
approximations des formules fonctions des grands nombres deja exposees 
en 1782 et parues en 1785. 

12.6.5. Le livre /I de la Theorie analytique des Probabilites 

Le livre II a pour titre 7heorie generale des probabilites. 

Le chapitre I du livre II donne les theoremes d'addition et de multiplication 
des probabilites pour les evenements independants et introduit Ie theoreme 
de Bayes, considere comme un principe.1 

1. Il est it noter que Ie mathematicien Paolo Ruffini (1765-1822) a publie en 1821 un ouvrage 
intitule Rijlessioni critiche sopra il saggio jilosofico intorno aile probabilita del Sig. Laplace dans 
laquelle il estime que Laplace utilise parfois d'une fa~on fautive Ie theoreme de Bayes. 
Ruffini considere, par ailleurs, dans ce livre, la possibilite que la vie resulte du hasard, 
anticipant ainsi des idees modernes. 
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[Comme nous l' avons deja indique, Ie theon!me de Bayes est une consequence 
de la loi de composition des probabilites (qui est un des axiomes fondamen
taux de la theorie des probabilites). SiA et B sont deux evenements, cette loi 
de composition des probabilites indique que la probabilite P(AB) d'observer 
a la fois A et Best donnee par: 

p(AB) = P(A) P(BIA) = P(B) P(AIB) 

ou P(AIB) est la probabilite d'observer A sachant que B s'est realise. On en 
deduit: 

p(BIA) = P(B) P(AIB)/P(A) 

qui est Ie theoreme de Bayes. Ce theoreme se generalise sans peine au cas 
de plusieurs evenements.] 

Laplace definit egalement, dans ce premier chapitre du livre II, les esperances 
mathematique et morale. Sur ce dernier point, il reprend, mot pour mot, 
son texte publie dans son memoire Recherches sur l'integration des equations 
dijJerentielles aux dijJerences jinies, et sur leur usage dans la tMorie des hasards 
de 1776 et que nous avons reproduit plus haut. On notera que son concept 
d'esperance morale est identique a celui propose par Daniel Bernoulli. 

Le chapitre II presente quelques problemes de probabilites d'evenements 
composesJont l'un est relatif a un echantillonnage avec remplacement. 

Le chapitre III est relatif au theoreme Moivre-Laplace: 

Les premieres lignes du chapitre indiquent ce que Laplace entend par 
theoreme-limite: 

« A mesure que les evenements se multiplient, leurs probabilites respectives se 
developpent de plus en plus; leurs resultats moyens et les benefices ou les pertes qui 
en dependent convergent vers des limites dont ils approchent avec des probabilites 
tOlljours croissantes. La determination de ces accroissements et de ces limites est une 
des parties les plus interessantes et les plus delicates de I'analyse des hasards. II 

De Moivre avait developpe son theoreme en developpant Ie binome (a + bY 
ou plutot (1 + lY . L'extension des resultats faite par Laplace porte quelquefois 
Ie nom de theoreme de Moivre-Laplace: 

Pour une variable aleatoire de Bernoulli X suivant une loi binomiale de 
11 

probabilite de succes p en n tirages, la loi appelee Moivre-Laplace s'ecrit 

poura<b: limnP[a<!,,-np <bl=~(b)-~(a) avec 
np(l- p) 

~(x) = JX ~e -~ duo 
-00" 27r 
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Laplace traite ensuite dans Ie chapitre IV la probabilite des erreurs des resultats 
moyens d'un grand nombre d'observations, et de la methode des moindres 
carres. Le but est « de rechercher Ie resultat moyen que des observations 
nombreuses et non faites encore, doivent indiquer avec Ie plus d'avantage 
et la loi de probabilite des erreurs de ce resultat. » 11 prouve d'une fas:on 
non rigoureuse Ie theoreme de la limite centrale pour les sommes d'erreurs 
independantes, distribuees uniformement ainsi que pour leurs carres. 

Voici, avec des notations actuelles, quelques details du calcul de Laplacel : 

Soient Xl , ••• XII des variables aleatoires independantes identiquement distribuees 
avec la frequence f(x) ,la moyenne J.L, et la variance (}"2 ,0 < (}"2 < 00 • 

Le theoreme central limite indique que la somme s = Xl + ... + X est 
11 2 11 

asymptotiquement normale avec la moyenne nJ.L, et la variance n()" • 

Pour la distribution de la somme de variables aleatoires discretes uniforme
ment distribuees sur les entiers de - a a + a, on ala fonction caracteristique 
de la variable aleatoire X definie par 

'l/J(t) = E[eilX 1 ' 
(la fonction caracteristique est la transformee de Fourier de la densite) : 

'l/J(t)=--Lei'.< =-- 1+2Lcostx 1 a 1 [ a 1 
2a + 1 x=-a 2a + 1 .<=1 

_1_ 1+2cos[.!.(a+1)t1'in\1
M

/ 
2a+1 2 . 1 

sm -t 
2 

1 sin [1 (2a + 1) t 1 

2a+1 
sin(1 t ) 

Ce resultat se demontrant a l' aide de la formule 

2cosasin,8 = sin(a +,8) - sin(a -,8). 

Laplace indique alors que la probabilite P(SII = s) = Cs est Ie coefficient de 

eils dans Ie developpement de 'l/J"(t) ,donc 

lIa 

'l/J"(t) = L C/lk . 

k=-lIfl 

1. 1hiorie analytique des probabilites, 1812, Livre II, chapitre IV, p. 304. 
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Le coefficient Cs peut aussi etre trouve comme Ie terme independant de t 
dans Ie deve10ppement de e-ifS'I/J"(t) ou comme Ie terme independant de t 
dans Ie deve10ppement de 

.!VfS + e-ifS)'I/J"(t) = 'I/J"(t)cosst . 
2 

Comme c_s = Cs ,on pent ecrire 

Laplace, utilisant Ie fait qu7'~ J" eitr dt est egal a 0 lorsque r ~ 0 et est 
egal a 1lorsque / 27f -" 

r = 0, obtient la formule d'inversion 

Cs =~J1T VfS +e-ifS)'I/J"(t)=.!.J" 'I/J"(t)cosstdt. 
47f -" 7f -" 

11 demontre ensuite que Ie terme principal de Cs est approximativement egal 
1 _x2/lIu2 

a ~2 e ,les termes omis etant de l'ordre de lin fois Ie terme prin-o-v L,7fn 

cipal. Ce1a signifie que s" est asymptotiquement normal avec une moyenne 

2 na(a+l) 
nulle et une variance no- = 3 

Les resultats conte nus dans les paragraphes VI a VIII de Sur les integrales 
difinies et leur application aux probabilitis et specialement a la recherche du milieu 
qu'il faut choisir entre les resultats des observations1 sont repris, pratiquement a 
l'identique, dans ce chapitre IV du livre II de la 1heorie Analytique. 

Le chapitre Vest intitule De l'application des probabilitis a la recherche des 
phenomenes et de leurs causes, Laplace y applique les resultats de la theorie ala 
variation diurne des barometres et a la rotation de la terre. 11 remarque que la 
theorie peut etre appliquee a l'economie et a la medecine. 11 discute egalement 
Ie probleme de Buffon re1atif a la chute d'une aiguille de longueur donnee 
tomb ant sur un parquet divise en petits rectangles et a la determination de 
la probabilite que l'aiguille tombe sur un joint des rectangles. 

Le chapitre VI traite de la probabiliti des causes et des evenements foturs tiree des 
ivenements observes en utilisant les methodes de Bayes. 11 reprend Ie texte de son 
expose de 1782 (Memoire sur les approximations des formules qui sont fonctions 
de tres grands nombres) et indique que si x est la possibilite d'un evenement 
simple et y( x} la probabilite de l'observation d'un resultat, la probabilite que 

1. Memoires de l'Institut National des sciences et des arts; sciences mathematiques et physiques, 
11, 1811, p. 279-347. 
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0' 1 

X sera compris entre e et e' est fo ydx / fa ydx . II traite ensuite Ie cas d'un 

evenements compose de deux evenements independants1• 

Laplace aborde ensuite Ie probleme du rapport du nombre des naissances 
des gar<;ons et des filles que nous avons expose plus haut dans un paragraphe 
specifique. 

Dans son chapitre VII, Laplace etudie l'injluence des inigalitis inconnues entre 
des probabilites supposees egales. 

Le chapitre VIII utilise les statistiques sociales et traite des durees moyennes 
de la vie, des mariages et des associations, de l'esperance morale et de la 
probabilite des temoignages. 

Le chapitre IX intitule Des binijices dependants de la probabiliti des ivinements 
futurs, Laplace considere des problemes lies a des annuites. 

Dans Ie chapitre X il definit, a nouveau, son concept d'esperance morale et 
introduit un principe se10n leque1, « x etant la fortune physique d'un individu, 
l'accroissement dx qu'elle rec;oit, produit a l'individu un bien moral reciproque 
a cette fortune; l'accroissement de sa fortune morale peut donc etre exprime 

kdx 
par -- , k etant une constante. Ainsi en design ant par y la fortune morale 

x 

correspondante a la fortune physique x, on aura 

y = k.logx + log h, 

h etant une constante. » 

Apres analyse, Laplace demontre qu'« il vaut mieux exposer sa fortune par 
parties, a des dangers independants les uns des autres, que de l'exposer tout 
entiere au meme danger. » 

L'edition originale de la ThiorieAnalytique de 1812 ne comporte que ces dix 
chapitres pour Ie livre II. 

Le chapitre XI, ajoute a partir de la deuxieme edition de 1814 traite de la 
probabilite des temoignages. 

A la page 460 de cette edition, on peut lire : 

« On peut assimiler Ie jugement d'un tribunal qui prononce entre deux opinions 
contradictoires, au resultat des temoignages de plusieurs temoins de I'extraction 
d'un numero d'une urne qui ne contient que deux numeros. En exprimant par p la 

1. Todhunter dans son History if the 1heory ifprobability (Cambridge, 1865), a donne une 
analyse detailIee des calculs de Laplace, ainsi que A. Dale dans A history ifinverse proba
bility (Springer Verlag, 1991), de meme que beaucoup d'autres commentateurs. 

234 



Laplace 

probabilite que Ie juge prononce la verite; la probabilite de la bonte d'un jugement 
rendu a I'unanimite sera pr 

pr +(1- pY , 

(etant Ie nombre des juge~r peut determiner p par I'observation du rapport des 
jugements rendus a I'unanimite par Ie tribunal. au nombre total des jugements. 
Lorsque ce nombre est tres grand; en Ie designant par n, et par i Ie nombre de 
jugements rendus a I'unanimite ; on aura a fort peu pres 

pr+(1_pY=!... ; 
n 

la resolution de cette equation donnera la veracite p des juges » 

Apres quelques calculs complementaires, Laplace conciut, sans hesiter : 

« II y a donc un grand avantage a former des tribunaux d'appel composes d'un grand 
nombre de juges choisis parmi les personnes les plus eclairees. » 

Laplace a complete ses travaux sur ce sujet dans son Essai philosophique des 
probabilitisl, mais seulement, semble-t-il a partir des editions de cet essai 
qui sont posterieures a 1816. eet essai sert d'introduction a la 1heorieAnaly
tique a partir de 1814. Dans la deuxieme edition de la 1heorie Analytique 
de 1814, 1'introduction comporte cvj pages. Elle en comporte cxli) dans la 
troisieme edition de la 1heorieAnalytique de 1820, et Laplace y indique, pour 
la premiere fois, ses opinions sur Ie probleme. On comprend qu'il prefere 
proteger la societe contre les dangers sociaux que de proteger les droits des 
citoyens. Dans Ie premier supplement a la 1heorie Analytique, intitule Sur 
l'application du calcul des probabilitis a la ph ilosophie naturelle Laplace a redige 
un paragraphe relatif a La probabiliti des jugements des tribunaux. 

En fait, 1'on trouve dans la troisieme edition de la 1heorieAnalytique de 1820, 
des phrases totalement identiques dans l'Introduction et dans Ie premier 
supplement. 

On peut y lire a la page 26 du supplement et a la page lxxxvi) de 
1'introduction : 

« Nous devrions nous abstenir de juger, s'il nous fallait attendre I'evidence mathe
matique. Mais lorsque les preuves ont une force telle que Ie produit de I'erreur a 
craindre, par sa faible probabilite, so it inferieure au danger qui resulterait de l'impunite 
au crime; Ie jugement est commande par l'interet de la societe. » 

Pour Ie reste, Laplace entreprend d'examiner la probabilite de 1'exactitude d'un 
temoignage puis celle de la valeur (qu'il appelle bonte) d'un jugement a partir 
du nombre de juges, et de la probabilite qu'un juge prononce la verite. 

11 ecrit pages lxxxvii) et lxxxix de 1'introduction : 

1. L'edition originale de l'Essai philosophique des probabilites date de 1814. Elle comporte 97 
pages dans Ie format in-quarto. 
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« La probabilite que I'opinion de chaque juge est juste, entre comme element prin
cipal dans ce calcul [ ... J. Je suppose ainsi qu'elle peut varier depuis 1/2 jusqu'a 
I'unite, mais qu'elle ne peut etre en dessous de 1/2. Si cela n'etait pas,la decision 
du tribunal serait insignifiante comme Ie sort: elle n'a de valeur, qu'autant que 
I'opinion du juge a plus de tendance a la verite qu'a I'erreur. C'est ensuite par Ie 
rapport des nombres de voix favorables et contraires a I'accuse, que je determine 
la probabilite de ceUe opinion. )) 

A partir de cette hypothese, par ailleurs fort discutable, Laplace effectue 
quelques calculs1 : 

« Dans les tribunaux speciaux OU cinq voix sur huit, suffisent pour la condamnation de 
l'accuse,la probabilite de I'erreur a craindre sur la bonte du jugement est de 65/256 
[ ... J. Dans un jury de douze membres ; si la pluralite exigee pour la condamnation 
est de huit voix sur douze ; la probabilite de I'erreur a craindre est de 1 093/8 192 
[ ... J elle est a peu pres de 1/22, si ceUe pluralite est de neuf voix. Dans Ie cas de 
l'unanirnite,la probabilite de I'erreur a craindre est de 1/8192, c'est-a-dire mille fois 
moins que dans nos jurys. )) 

La conclusion de Laplace, dans son introduction2, est celle-ci : 

« La probabilite des decisions est trap faible dans nos jurys, et je pense que pour 
donner une garantie suffisante a I'innocence, on doit exiger au moins, la pluralite 
de neuf voix sur douze. )) 

Laplace traite aussi dans ce premier supplement des meilleures estimations 
lineaires lorsque Ie probleme de la minimisation des erreurs est multipara
metrique. 11 ecrit : 

II Les phenomenes de la nature sont Ie plus souvent enveloppes de tant de circonstances 
etrangeres, un si grand nombre de causes perturbatrices y melent leur influence, 
qu'il est tres difficile de les reconnartre. On ne peut y parvenir qu'en multi pliant les 
observations ou les experiences, afin que les effets etrangers venant a se detruire 
reciproquement, les resultats moyens mettent en evidence ces pMnomenes et leurs 
elements divers. Plus les observations sont nombreuses et moins elles s'ecartent 
entre elles, plus leurs resultats approchent de la verite. On remplit cette derniere 
condition par Ie choix des methodes, par la precision des instruments et par Ie soin 
que ron met a bien observer. Ensuite on determine par la tMorie des probabilites 
les resultats moyens les plus avantageux ou ceux qui donnent Ie moins de prise a 
rerreur. Mais cela ne suffit pas .. il est de plus necessaire d'apprecier /a probabilite 
que les erreurs de ces resultats sont comprises dans des limites donnees. Sans cela, 
on n'a qu'une connaissance imparfaite du degre d'exactitude obtenu. Des formules 
propres a cet objet sont donc un vrai perfectionnement de la methode des sciences, 
et qu'it est bien important d'ajouter a cette methode. ['analyse qu'elles exigent est la 
plus delicate et la plus difficile de la tMorie des probabilites. C'est une des choses 
que j'ai eue principalement en vue dans mon Ouvrage, dans lequel je suis parvenu a 

1. 1 er supplement, pages 30 et 31. 
2. 1heorie Analytique de 1820, page xcj. 
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des formules de ce genre, qui ont ~ge remarquable d'etre independantes de la 
loi de probabilite des erreurs et de ne renfermer que des quantiMs donnees par les 
observations memes et par leurs expressions. Je vais en rappeler ici les principes. 
Chaque observation a pour expression analytique une fonction des elements que I'on 
veut determiner; et, si ces elements sont a peu pres conn us, cette fonction devient 
une fonction lineaire de leurs corrections. En I'egalant a I'observation meme, on forme 
ce que I'on nomme une equation decondition. Si I'on a un grand nombre d'equations 
semblables, on les combine, de maniere a obtenir autant d'equations finales qu'il y 
a d'elements dont on determine ensuite les corrections, en resolvant ces equations. 
Mais quelle est la maniere la plus avantageuse de combiner les equations de condition 
pour obtenir les equations finales? Quelle est la loi des erreurs dont les elements que 
I'on en tire sont encore susceptibles ? C'est ce que la theorie des probabilites fait 
connaitre. La formation d'une equation finale, au moyen des equations de condition, 
revient a multiplier chacune de celles-ci par un facteur indetermine et a reunir ces 
produits; mais il faut choisir Ie systeme de facteurs qui donne la plus petite erreur a 
craindre. Or il est visible que, si I'on multiplie les erreurs possibles d'un element par 
leurs probabilites respectives, Ie systeme Ie plus avantageux sera celui dans lequel 
la somme de ces produits, to us pris positivement est un minimum; car une erreur 
positive ou negative doit etre consideree comme une perte. En formant donc cette 
somme de produits, la condition du minimum determinera Ie systeme de facteurs qu'iI 
faut choisir. On trouve ainsi que ce systeme est celui des coefficients des elements 
dans chaque equation de condition, en sorte que I'on forme une premiere equation 
finale en multipliant respectivement chaque equation de condition par son coefficient 
du premier element et en reunissant toutes ces equations ainsi multipliees. On forme 
une seconde equation finale en employant de meme les coefficients du second 
element, et ainsi de suite. De cette maniere les elements et les lois des phenomenes, 
renfermes dans Ie recueil d'un grand nombre d'observations, se developpent avec Ie 
plus d'evidence. J'ai donne, dans Ie n° 21 du livre II de ma Theorie analytique des 
probabilites I'expression de I'erreur moyenne a craindre sur chaque element. Cette 
expression donne la probabilite des erreurs dont I'element est encore susceptible, 
et qui est proportionnelle au nombre dont Ie logarithme hyperbolique est I'unite, 
eleve a une puissance egale au carre de I'erreur pris en moins et divise par Ie carre 
du double de celie expression et par Ie rapport de la circonference au diametre. Le 
coefficient du carre negatif de I'erreur dans cet exposant peut done etre considere 
comme Ie module de la probabilite des erreurs, puisque I'erreur restant la meme, 
la probabilite decroit avec rapidite quand il augmente, en sorte que Ie resultat 
obtenu pese, si je puis ainsi dire, vers la verite, d'autant plus que ce module est plus 
grand. Je nommerai, par cette raison, ce module poidsdu resultat. Par une analogie 
remarquable de ces poids avec ceux des corps compares a leur centre comrnun de 
gravite, il arrive que, si un meme element est donne par divers systemes, composes 
chacun d'un grand nombre d'observations, Ie resultat moyen Ie plus avantageux de 
leur ensemble est la somme des produits de chaque resultat partiel par son poids, 
cette somme etant divisee par la somme de tous les po ids. De plus, Ie poids total 
des divers systemes est la somme de leurs poids partiels, en sorte que la probabilite 
du resultat moyen de leur ensemble est proportionnelle au nombre qui a I'unite pour 
logarithme hyperbolique, eleve a une puissance egale au carre de I'erreur, pris en 
moins et multiplie par la somme de tous les poids. Chaque poids depend, a la verite, 
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de la loi de probabilite des erreurs dans chaque systeme, et presque toujours cette 
loi est inconnue ; mais je suis heureusement parvenu a eliminer Ie facteur qui la 
renferme, au moyen de la somme des carres des ecarts des observations du systeme, 
de leur resultat moyen. II serait donc a desirer, pour completer nos connaissances 
sur les resultats obtenus par I'ensemble d'un grand nombre d'observations, qu'on 
ecrivit a cote de chaque resultat Ie po ids qui lui correspond. Pour faciliter Ie calcul de 
ce po ids, je developpe son expression analytique, lorsque I'on n'a pas plus de trois 
elements a determiner. Mais, cette expression devenant de plus en plus compliquee 
a mesure que Ie nombre des elements augmente, je donne un moyen fort simple 
pour determiner Ie poids d'un resultat, quel que soit Ie nombre des elements. Quand 
on a ainsi obtenu I'exponentielle qui represente la loi de probabilite des erreurs, on 
aura la probabilite que I'erreur du resultat est comprise dans des limites donnees, 
en prenant, dans ces limites, I'integrale du produit de cette exponentielle par la 
differentielle de I'erreur et en la multipliant par la racine carree du poids du resultat 
divise par la circonference dont Ie diametre est I'unite. De la il suit que, pour une 
m1lme probabilite, les erreurs des resultats sont reciproques aux racines carrees de 
leurs poids, ce qui peut servir a comparer leur precision respective. )) 

Le but de Laplace, dans ce supplement, est d'etablir une methode d'esti
mation independante des lois de distribution des erreurs (qu'il considere 
quelconques mais possedant une variance finie) et non pas limitee a des 
distributions normales. Pour m variables, il elimine m - 1 parametres dans 
ses equations de condition et applique la theorie de l'estimation pour Ie 
parametre restant. 

Les calculs de Laplace comportent une erreur. Czuber1 a donne en 1891, 
une analyse de ces calculs de Laplace et des observations faites par divers 
auteurs, dont Bienayme. 

La troisieme edition comporte quatre supplements qui ont pour objet: 

l'application des probabilites a la philo sophie naturelle, dont il a ete 
question, ci -des sus, 

l'application du calcul des probabilites aux operations geodesiques3, 

l'application a la determination de la meridienne de France, 

l'application des fonctions generatrices a quelques problemes de jeux. 

Le deuxieme supplement, date de fevrier 1818, comporte une analyse detaillee 
de la probabilite des resultats deduits, par des procedes quelconques d'un 
grand nombre d'observations. 11 adopte, au depart, dans ce memoire, la loi 

1. Czuber E., 1hlorie der Beobachtungsfehler, Leipzig, 1891, p. 252. 
2. Bienayme I. J., Mlmoire sur la probabilitl des erreurs d'apres la mlthode des moindres carris, 

Journal de Liouville 1, 17, 1852, p. 33-78. C£ Hald A.,A history of mathematical statistics 
from 1750 to 1930, Wiley, 1998, p. 410-418. 

3. Cf. Hald A., A history of mathematical statistics from 1750 to 1930, Wiley, 1998, 
p.418-443. 
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normale comme loi de distribution des erreurs de mesures elles-memes et 
non comme loi de leurs moyennes, puis i1 montre que ses calculs restent 
valables que11e que soit la loi de distribution des erreurs elementaires et 
que 1'0n obtient, au total, une loi de distribution normale de l'erreur sur les 
quantites inconnues. 

Le troisieme supplement donne des applications numeriques des formules 
du second supplement. II se termine par une Methode generale du calcul des 
probabilites, lorsqu'il y a plusieurs sources d'erreurs. Laplace traite ici Ie cas de 
plusieurs types d'erreurs qui ne doivent pas etre supposees avoir la me me 
loi de probabilite. 

Le resultat Ie plus important obtenu par Laplace, au total, dans son ouvrage 
est appele Ie theoreme limite central (ou Theoreme de la limite centrale)! OU 
central signifie fondamentaP. Voici comment Laplace commente ce resultat 
a la page XLIX de l'introduction de la 3e edition de sa 7heorie analytique 
des probabilitis : 

« Les phenomenes qui semblent Ie plus dependre du hasard. presentent done en se 
multipliant. une tendanee a se rapproeher sans cesse. de rapports fixes; de maniere 
que si ron con~oit de part et d'autre de chacun de ces rapports, un intervalle aussi 
petit que ron voudra, la probabilite que Ie resultat moyen des observations tombe 
dans cet intervalle, finira par ne differer de la certitude, que d'une quantite au-dessous 
de toute grandeur assignable. On peut ainsi par Ie calcul des probabilites, applique 

1. Le terme Central limit theorem ou 7hioreme de la limite centrale ou 7hioreme limite central a 
ete appele Fondamentalsiitze der Wahrschenlichkeitsrechnung en 1919 dans un papier portant 
Ie meme titre (Math.ZA, p. 1-97) par R. von Mises. George Polya a introduit Ie terme 
en 1920 dans son papier Ueber den zentralen Grenzwertsatz der Wahrschenlichkeitsrechnung 
(Math.Z.15) 

2. Lucien Le Cam a commente comme suit, en 1986, l'histoire du Theoreme de la limite 
centrale [1be central limit theorem around 1935, Statistical science, volume 1,1986, p. 78-96.] 
(traduction page suivante) : 
« Au commencement, il y eut De Moivre, Laplace, et de nombreux Bernoullis et ils 
engendrerent des theoremes de la limite, et les hommes avises dirent que cela etait bien 
et ils donnerent au theoreme Ie nom de Gauss. Puis vinrent de nouvelles generations qui 
trouverent que Ie theoreme avait une validite experimentale mais manquait de rigueur. 
Alors vinrent Chebychev, Liapunov et Markov et ils prouverent Ie theoreme et Polya 
voyant l'usage des moments declara que Ie nom 1biorhne de la limite centrale devait etre 
utilise. Puis vint Lindeberg et il dit que cela etait elementaire car Taylor avait developpe 
ce qui demandait a etre developpe, et ille dit deux fois, mais Levy avait vu que les series 
de Fourier sont des fonctions caracteristiques et il declara "laissez-Ies se multiplier et 
donner naissance a des theoremes de la limite et des lois stables."Et cela etait bon, stable 
et suffisant, mais on demanda "Est-ce necessaire ?" Levy repondit, "Je dois vous dire, a la 
verite, que cela n'etait pas necessaire, mais Ie moment viendra OU Ie nom de Gauss ne sera 
present que dans !'image de Gauss lui-meme et alors, cela deviendra necessaire." Ce fut 
une prophetie et quand Cramer annons:a que Ie temps etait venu, il y eut de nombreuses 
rejouissances et Levy declara qu'il fallait l'ecrire dans les bibles, et ainsi fut fait, et il y 
eut de nombreux theoremes de la limite et beaucoup furent centraux et ils saturerent les 
chroniques. Voila l'histoire du theoreme de la limite centrale. » 
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a un grand nombre d'observations, reconnaitre I'existence de ces rapports. Mais 
avant que d'en rechercher les causes, iI est necessaire, pour ne point s'egarer dans 
de vaines speculations, de s'assurer qu'ils sont indiques avec une probabilite qui 
ne permet point de les regarder comme des anomalies dues au hasard. La theorie 
des fonctions generatrices donne une expression tres simple de cette probabilite, 
que I'on obtient en integrant Ie produit de la differentielle de la quantite dont Ie 
resultat deduit d'un grand nombre d'observations s'ecarte de la verite, par une 
constante moindre que I'unite, dependante de la nature du probleme, et elevee a 
une puissance dont I'exposant est Ie rapport du carre de cet ecart au nombre des 
observations. L'integrale prise entre des limites donnees, et divisee par la meme 
integrale etendue a I'infini positif et negatif, exprimera la probabilite que I'ecart de 
la verite est compris entre ces limites. }} 

Nous avons indique plus haut que la demonstration du theof(!me limite 
central donnee par Laplace en 1810, se trouve dans son memoire intitule 
Sur les approximations des flrmules qui sont flnctions de tres grands nombres, et 
sur leurs applications aux probabilites et dans la suite de ce memoire. 

La demonstration du theoreme limite central est donnee, ici, pour la premiere 
fois par Laplace!. Comme cas particulier de ce theoreme, on retrouve egalement 
la convergence d'une suite de loi binomiale vers la loi normale (theoreme de 
Bernoulli). Ce theoreme justifie l'utilisation de la loi norm ale lorsqu'il y a 
repetition d'experiences identiques. On voit apparaitre dans ce supplement 
(page 559) la loi normale (appelee aujourd'hui loi de Laplace-Gauss) pour 
une variable aleatoire de valeur moyenne JL et d'ecart type (J : 

(Laplace prend Ie soin de preciser que 7r est la demi circonfirence dont Ie rayon 
est l'unite, et e Ie nombre dont Ie logarithme hyperbolique est l'uniti.) 

La loi de parametre f.L = ° peut etre derivee comme une limite de la loi 
binomiale de parametres n et p quand n ----t 00 : 

1 1 2 

P(a < x -;p < b) ----t fh r;::- e - 2u2x dx 
-V n n -V 27r(j 

OU (J2 = p(l- p) . 

La demonstration de Laplace n'est pas parfaite. I.:approche directe des 
probabilites suivie par Bayes, Bernoulli, Montmort, de Moivre et par Laplace 
dans son traite, ne sera remplacee qu'en 1933, par l'approche axiomatique de 
Andrei Kolmogorov realisee dans Ie cadre de la theorie de la mesure. 

1. Bienayme a ecrit en 1853 (Considerations it I'appui de /a decouverte de Lap/ace stir /a /oi de 
probabiliti dans /a methode des moindrescarres, C.r. Acad. Roy. Sci. Paris, t. 37, p. 311-312.) : 
« De 1770 a 1809, pendant pres de quarante ans, Laplace avait donne des Memoires 
nombreux sur les probabilites : mais, quelque interet qu'il y eut dans ces Memoires, il 
n'avait pas voulu les rediger en theorie generale. Aussit6t qu'il a reconnu la propriete des 
fonctions de probabilites [Ie theoreme de la limite centrale], il voit clairement que c'est 
un principe qui regit presque toutes les applications, et il compose sa theorie. » 
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Notons que Stieglerl pense que c'est apres avoir vu les travaux de Gauss 
publies en 1809, que Laplace a compris la connexion entre le theoreme limite 
central et la technique d'estimation lineaire et publie sa suite du memoire de 
1810. Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre cons acre a Gauss. 

Oscar Sheynin2 estime, pour sa part, que Laplace a reuni dans sa 7heorie 
analytique des probabilites, ses memoires separes publies plus de vingt ans 
plus tot, mais que 1'ensemble nest pas homogene, Laplace ayant neglige de 
resoudre des problemes similaires par des methodes identiques. Sheynin 
trouve que la lecture du traite de Laplace est difficile et cite Bowditch, le 
traducteur en Anglais du Traiti de Mecanique celeste qui declare que lorsque 
Laplace ecrit « il suit d'une fas:on evidente que ... », il faut des heures ou des 
jours de travail pour decouvrir 1'evidence. 

Sheynin ajoute que l' Essai philosophique des probabilitis de Laplace eut peu de 
succes a cause de « la parution des contributions superficielles de C2!tetelet, 
ecrites dans un bon style ». Cela nous semble peu probable,1'essai de Laplace 
ayant connu un tirage au moins cinq fois superieur au petit livre de vulga
risation de C2!tetelet1. 

Pour le reste, Sheynin donne une excellente analyse des travaux de 
Laplace. 

Pour resumer le present chapitre, on peut dire que le resultat le plus impor
tant obtenu par Laplace est consigne dans le court memoire intitule Suite 
du Memo ire sur les approximations des formules qui son! fonctions des tres grands 
nombres et leur application aux probabilitis, publie en 1810. Ce memoire donne 
le theoreme limite central enonce plus haut. 

On peut ajouter les remarques suivantes : 

Avec des notations modernes, si (XII) est une suite de variables aleatoires 
independantes (n E N* ,ensemble des entiers naturels prive de l'element zero) 
et si ces variables aleatoires sont de me me loi, d'esperance /-t et d'ecart-type 
(J" finis, en posant 

VnEN* X = Xl +X2 +",XII 
, II 

1 . , Xl + X 2 + ... X a quantlte X = II 
II 

n 

n 

est appelee moyenne empirique des 

mesures de la variable aleatoire, moyenne qui tend, lorsque le nombre de 
mesures n augmente, vers 1'esperance /-t. 

1. Stiegler, the history cfstatistics, Belknap Press, 1986, p. 143. 
2. 7he01J cfProbability. A historical Essay, Berlin, 2005, ISBN 3-938417-15-3, NG Verlag, 

Design Viatcheslav Demidov. 
3. A. Qyetelet, 7hiorie des Probabili/is, Bruxelles, A. Jamar, (1853). 
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L dl .. . 30" 
orsque n est gran , a moyenne empmque est compnse entre J.L - r et 
~ ~n 

J.L + J;z . 

Gauss!, en 1809, avait demontre la loi normale, en considerant comme un 
axiome I'hypothese que si une quantite a ete obtenue par plusieurs observa
tions, faites avec Ie meme soin dans des circonstances semblables,la moyenne 
arithmetique des valeurs observees sera la valeur la plus probable de cette 
quantite. Laplace, dans la suite de son memoire de 1810, demontre que meme 
en ignorant la distribution des erreurs sur chaque groupe de mesures, on 
peut, lorsque Ie nombre d'observations est tres grand, remplacer les mesures 
par leur moyenne empirique et obtenir pour l'ensemble des observations une 
loi normale. Comme dans Ie memo ire de Gauss, Laplace obtient Ie meilleur 
resultat en minimisant la somme des carres des erreurs de chaque resultat, 
multipliees respectivement par la plus grande ordonnee de la courbe de 
probabilite des erreurs, methode appelee des moindres carris. II faut, de plus, 
souligner que les resultats de Laplace sont obtenus, comme ceux de Gauss, 
a l'aide d'un raisonnement probabiliste. 

Comme on Ie verra au chapitre consacre a Gauss, l'etablissement, en 1809 
et 1810, de la loi normale, dont l'usage se revelera fondamental en statistique, 
s'est fait par deux voies : celie de Gauss relative ala theorie des erreurs abou
tissant a la methode des moindres carres, et celie de Laplace qui a enonce 
la premiere version du theoreme limite central. 

La synthese entre ces deux approches impose done, des 1810, la loi norm ale 
comme loi quasi universelie. En effet, meme si la distribution individuelie 
des erreurs ne suit pas une loi norm ale, celie des moyennes des erreurs suit 
sous certaines conditions (independance, lois identiques), une loi normale. 

Comme nous l' avons indique par ailleurs, la fonction erreur est une integrale 
numerique qui a ete introduite par Gauss en 1816. On la trouve tabulee dans 
tous les manuels et elie est definie par 

erf(x) = J; foX e-~2 de; . 

La probabilite pour qu'une variable normale centree reduite2 prenne une 

valeur dans l'intervalle [- z, z] est erf [ 121. 
1. Theoria molus cor porum ce/eslium, Hamburg, Perthes et Besser, 1809. 
2. Une variable aleatoire centree reduite a une esperance mathematique E(X) nulle et un 

ecart type egal a 1. Par rapport a une variable aleatoire quelconque X, la variable centree 
'd . . bl l' h h' . X-E(X) re ulte est une vana e trans atee et omot etlque u(X) . 
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S· F() 1 1'< -<;2/2d I r . d ' .. d I I 1 X =,-;;- e c; est a lonctlOn e repartltlOn e a oi norm ale 
v21f 0 

centree reduite, on a 

1 1 [X 1 F(x)="2+"2 erf fi . 

12.7. Biographie de Laplace (1749-1827) 
Pierre Simon de Laplace nait d'une famille modeste en Normandie, a 
Beaumont-en-Auge (Calvados), Ie 23 mars 1749.11 est eleve du college 
de Beaumont et se reve1e doue pour Ies etudes. 11 y acquiert en particulier 
des bases d'algebre et de geometrie conventionnelles, mais solides. Sa mere 
meurt peu apres son huitieme anniversaire, ce que curieusement il n'evoque 
jamais dans ses ecrits. A l'age de seize ans il entre a l'universite de Caen. 
Le l er juillet 1769, Laplace qui avait d'abord pense se destiner aux ordres, 
passe sa maitrise es arts. Mais Ie gout des mathematiques est plus fort, il 
veut tenter sa chance a Paris. 11 arrive dans la capitale, age de vingt ans, 
avec sur lui une lettre de recommandations de ses professeurs et un essai de 
mathematique. 11 essaie de rencontrer d'Alembert mais ce dernier, harcele 
par les solliciteurs, ne Ie rec;:oit pas. Laplace ne desarme pas, il trans met un 
essai de quatre pages sur les principes generaux de mecanique, en particu
lier touchant au probleme de l'inertie, a l'auteur du TraiN de dynamique. 
On pretend que d'Alembert, impressionne par la profondeur de vue du 
jeune provincial, Ie rec;:oit en lui disant : « Monsieur, vous avez remarque 
que je n'ai pas fait cas de vos recommandations : vous n'en avez pas besoin, 
vous vous introduisez bien mieux tout seul. » Ces mots, venant de l'un des 
savants les plus influents d'Europe sont plus qu'un encouragement. Laplace 
se porte candidat a un poste de professeur de mathematiques a l'Ecole 
militaire1• Apres un concours OU il se classe deuxieme, il est recrute et rec;:oit 
un salaire confortable. Le jeune professeur, que d'Alembert appelle « l'abbe 
Laplace », doit porter la robe et Ie col ecclesiastiques. I1 passe beau coup de 
temps dans la riche bibliotheque de l'Ecole militaire et devore les ouvrages 
d'Euler et de Lagrange. Laplace reve d'entrer a l'Academie des sciences pour 
rejoindre l'elite de la science. Des Ie 28 mars 1770, il tente une premiere fois 
sa chance et soumet une communication. Ses communications successives 
(treize entre 1770 et 1773), de grande valeur2, Ie font connaitre et apprecier 
des membres de l'institution. Finalement Laplace est elu a l'Academie des 
sciences comme « adjoint mecanicien » Ie 4 avril 1773.11 vient tout juste 
d'avoir vingt-quatre ans et emporte l'election devant, entre autres, Monge 

1. I.:Ecole militaire a ete fondee en 1753. En 1769 elle triple ses effectifs et recrute de 
nouveaux professeurs. 

2. Condorcet ecrira plus tard : « Cette compagnie qui s'est empressee de recompenser ses 
travaux et ses talents, n'avait encore vu personne aussi jeune, lui presenter en si peu de 
temps, tant de memoires importants, et sur des matieres si diverses et si importantes », 
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et Legendre! Pour consacrer tout son temps aux mathematiques, il souhaite 
obtenir un poste a Saint-Petersbourg (ou se trouve Euler) ou a Berlin (ou 
se trouve Lagrange). Malgre Ie soutien de d'Alembert il n'y parvient pas et 
reste a l'Ecole militaire. Toutefois en 1776, il est degage de ses obligations 
d'enseignement et peut se consacrer entierement a la recherche. Laplace axe 
alars ses travaux sur ce qui deviendra, suivant sa propre appellation, la meca
nique celeste. Mais en 1777, il interrompt son programme pour rejoindre 
celui de son collegue chimiste Lavoisier. II ecrit a Lagrange en 1783 qu'il 
est incapable de « refuser aux instances de [son] confrere M. de Lavoisier, 
qui met dans ce travail commun toute la complaisance et toute la sagacite 
que De puis] desirer ». Ce travail commun allait conduire au Mimoire sur la 
chaleur. Cependant, Laplace ecrit a un ami genevois, M. Deluc, « je ne sais 
comment je me suis laisse entrainer par Monsieur de Lavoisier a travailler 
avec lui sur la chaleur. [ ... ] Un penchant irresistible pour les mathematiques, 
et une paresse qui m'est naturelle, m'empecheront toujours de contribuer aux 
progres de la physique. » Mais en fait son interet pour les sciences physiques ne 
s'est pas estompe, comme en temoignent ses rencontres hebdomad aires dans 
sa maison d'Arcueil. La collaboration de Laplace et de Lavoisier continuera 
par intermittence jusqu'a l'execution du chimiste en 1794. 

En 1785, Laplace est promu au rang de membre de l'Academie des sciences1• 

La meme annee, en septembre, il examine la candidature d'un cadet a l'Ecole 
d'artillerie de Brienne: Ie jeune qui a seize ans s'appelle Buonaparte. Laplace 
Ie classe 42e sur 58, ce qui permet a l'eleve officier une affectation dans Ie corps 
de l'artillerie. Ensuite, Ie jeune officier ira a l'Ecole d'artillerie d'Auxonne et 
suivra des cours de mathematiques. Ainsi debuta la prodigieuse carriere de 
Napoleon Bonaparte (1769-1821), qui par ailleurs joua un role important 
dans la vie de Laplace. 

En 1788, notre mathematicien a trente-neuf ans et est un celibataire endurci. 
Mais en mars de cette me me annee il epouse une jeune fille de dix-huit ans, 
Marie Anne Charlotte Courty de Romange, issue d'une bonne famille de 
Besans:on. Berthollet, l'ami de la Societe d'Arcueil, est Ie premier temoin 
de Laplace. Le couple aura deux enfants, Charles Emile Pierre Joseph, ne 
Ie 5 avril 1789 et Sophie Suzanne, nee Ie 18 avril 1792. Comme Lagrange, 
Laplace traverse sans heurt la periode de la revolution et de la terreur. II a la 
prudence de n'afficher aucune position politique. Par ailleurs, il prend part 
aux commissions scientifiques, comme celle devant rendre toutes les unites 
a base decimale. Apres la Terreur, Laplace est, avec Monge et Fourcroy, l'un 
des rares a participer a la reconstruction de la vie scientifique. Comme son 
collegue Lagrange il est appele aupres des deux nouvelles institutions qui 
viennent d'etre creees : l'Ecole Normale de l'an III et l'Ecole Polytechnique. 

1. Laplace est depuis 1783 « assode mecaniden » et devient Ie 23 avril 1785 « pensionnaire 
de la Classe de mecanique ». 
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A Ecole Normale il enseigne les mathematiques, aux cotes de Monge 
et de Lagrange. 11 prononce sa les:on inaugurale Ie 20 janvier 1795, dans 
l'amphitheatre Verniquet du Jardin des Plantes, devant une foule de sept 
cents etudiants adultes. 11 est par ailleurs examinateur a la nouvelle Ecole 
Polytechnique1 et retrouve la une charge semblable a celle qu'il a perdue en 
1792 a l'Ecole d'artillerie. Laplace prend egalement part a la creation du 
Bureau des Longitudes. 11 en est Ie concepteur officieux et, suite au decret 
de la Convention nationale du 26 juin 1795, en devient l'un des membres 
fondateurs. Le Bureau supervise les deux observatoires parisiens et corres
pond avec diverses institutions en province et a l'etranger. Qyelques mois 
plus tard, Ie gouvernement fonde l'Institut national des sciences et des arts 
(Ie decret fondant l'Institut date du 26 octobre 1795) et Laplace participe a 
son organisation. A ce titre, c'est lui qui presente Ie premier rapport annuel 
de l'Institut aux deputes. L'Institut fait renaitre l'Academie des sciences 
(qui avait ete fermee en aout 1793) OU Laplace est nom me a la section de 
mathematiques, ce qui lui confere Ie statut d'electeur. 

En meme temps qu'il prepare ses cours de l'Ecole Normale, Laplace redige 
un ouvrage destine au grand public qui aura un grand retentissement: l'Ex
position du systeme du monde (1796). 

Le 25 decembre 1797 (5 nivose an VI), Ie general Bonaparte est elu a 
l'Institut, dans la section de mecanique, a la place de Lazare Carnot, en exil 
suite au coup d'etat de fructidor. Laplace accompagne alors Berthollet dans 
1'escorte qui installe Bonaparte dans son siege. On peut se demander la raison 
de cette election. En fait elle recompensait 1'interet qu'avait manifeste Ie 
jeune general pour les sciences et les arts lors de la campagne d'ltalie. C'est 
ainsi qu'en 1796, dans une lettre ouverte a Oriani, astronome piemontais 
et ami de Laplace, Bonaparte ecrivait : « Les sciences, qui honorent 1'esprit 
humain, les arts qui embellissent la vie et transmettent les grandes actions 
a la posterite, doivent etre specialement honores dans les gouvernements 
libres ». Un tel programme ne pouvait laisser indifferents les membres de 
1'Academie. Bonaparte assiste donc aux seances de 1'Academie des sciences 
au cote de Monge, Berthollet, Lagrange, Laplace2, Legendre, Delambre, 
Lalande, Mechain, Haiiy, Lamarck, de Jussieu, Daubenton, Cuvier ... Lorsque 
Ie Directoire decide, Ie 12 avril 1798, la conquete militaire de 1'Egypte et 
en confie Ie commandement au jeune general (Bonaparte n'a alors que 26 
ans), ce dernier decide d'emmener avec lui des savants et dit a Monge: 
« Nous aurons avec nous un tiers de l'Institut et des instruments de toutes 
especes ». Meme si ron est loin du « tiers de 1'Institut », Bonaparte embarque 

1. Laplace deviendra egalement membre du Conseil d'Administration de cette Ecole. 
2. A l'Institut, Laplace et Bonaparte servirent dans la meme commission avec Lacroix afin 

de rediger un rapport sur un memoire de Biot. 
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Ie 19 mai 1798 avec 167 savants1• II reviendra en France Ie 9 octobre 1799. 
Sa campagne d'Egypte est un echec militaire, mais une n!ussite scientifique 
marquee par la publication de la fameuse Description de I'Egypte dont l'in
troduction (un tome entier) est redigee par Joseph Fourier. On connait la 
suite, Ie 9 novembre 1799 (18 brumaire), Bonaparte realise son coup d'etat 
et devient deux jours plus tard Premier Consul. Le lendemain, a sa grande 
surprise, Laplace est nomme ministre de l'Interieur. II ne restera a ce poste 
que six semaines. II considere son bureau comme Ie « ministere des Sciences 
et des Arts », en quelque sorte une extension executive de l'Institut. II est 
rapidement remplace par Lucien Bonaparte, Ie frere du Premier Consul, qui 
avait aide ce dernier a preparer son coup d'Etatl. Desireux de garder Laplace 
a son service, Napoleon ler nom me, Ie 24 decembre 1799, au Senat, poste 
qu'il juge moins sensible. Laplace en devient successivement Ie secretaire, Ie 
president, Ie vice-president puis, en 1803 Ie chancelier. Le couple Laplace 
frequente alors les proches de Bonaparte et la nouvelle elite gouvernante. 
La seeur du Premier Consul, Elisa, elevee au rang de princesse, s'attache 
meme les services de Madame Laplace a sa cour de Lucca. Qyant a Pierre 
Simon, il est fait, en 1806, Comte d'Empire. De plus Napoleon ler nomme, 
en 1813, dans l'ordre de La Reunion. Le dernier grand traite de Laplace, la 
Theorie analytique des Probabilites, dont la redaction a debute en 1795, parait 
en 1812 et comporte une dedicace a Napoleon. 

En 1813, Laplace accueille, comme beaucoup d'autres frans;ais, la nouvelle 
de la debacle de la campagne de Russie avec une profonde tristesse. Sa fille 
bien-aimee meurt en septembre et il craint pour la vie de son fils Emile, 
poste sur Ie front oriental avec l'Empereur. Napoleon met la nation en danger, 
et la loyaute de Laplace envers lui commence a Hancher. D'autant qu'a son 
retour de la deroute de Leipzig, on pretend que l'Empereur aborde notre 
mathematicien et lui dit : «Ah ! vous avez bien maigri. - Sire,j'ai perdu rna 
fille. - Oh ! il n'y a pas de quoi maigrir. Vous etes geometre j soumettez cet 
evenement au calcul, et vous verrez que tout cela egal a zero »3. 

Lorsque Ie Senatvote la destitution de Napoleon, Ie 2 avril 1814, Laplace, par 
prudence, est a Lisieux chez son gendre (il trouva preferable cette « retraite » 

pendant l'episode des Cent Jours). A son retour, Ie 12 avril, il se rend au 

1. Bonaparte dira plus tard : « Le temps que j'ai passe en Egypte a ete Ie plus beau de rna 
vie car il a ete Ie plus ideal ». 

2. Les critiques du Premier Consul vis-a-vis de son ministre de l'Interieur ne viendront que 
bien plus tard. « Laplace, dit Napoleon, ne saisissait aucune question sous son veritable 
point de vue j il cherchait des subtilites partout, n'avait que des idees problematiques, 
et portait enfin l'esprit des infiniment petits jusque dans l'administration » (Correspon
dance de Napoleon lee, 30, 1870, p. 330). Mais il convient de nuancer ce texte, ecrit a 
Sainte-Helene, apres la decheance de l'Empereur par Ie Senat en general et par Laplace 
en particulier ! 

3. Ce dialogue est rapporte par Claude Chaptal dans Mes souvenirs sur Napolion, Paris, 1813, 
p.342. 
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Senat et signe Ie registre du 2 avril, ratifiant ainsi Ie vote de destitution. En 
sa qualite de Chancelier du Senat, Laplace est choisi pour diriger Ie comite 
d'accueil de Louis XVIII. Le nouveau monarque nom me Laplace (et plusieurs 
autres senateurs) a la nouvelle Chambre des pairs. Le fils de Laplace, Emile, 
qui avait ete l'aide de camp de l'Empereur, devient Ie secretaire general de 
la compagnie des dragons de la famille d'Orleans. Pierre Simon est elu Ie 
11 avril 1816 a l'Academie frans:aise. En 1817, Louis XVIII Ie fait marquis 
et Pair de France. Jusqu'a ses soixante-dix ans (1819), malgre une sante 
chancelante, il poursuit ses travaux et ses publications. En avril 1823, on 
fete Ie cinquantieme anniversaire de son election a l'Academie des sciences. 
C'est vers cette epoque que Laplace entreprend des recherches sur la vie de 
Newton. Peut-etre souhaite-t-il comparer sa carriere a celIe de son illustre 
predecesseur anglais, mais surtout il s'interroge sur Ie role que Newton fait 
jouer a Dieu dans l'Univers. Laplace, grand admirateur et, en quelque sorte, 
successeur de Newton (il sera surnomme Ie « Newton frans:ais »), ne partage 
pas ses convictions religieuses. 11 est connu que lorsque l'Empereur Napoleon 
Bonaparte lui reprocha de ne pas citer Dieu dans son traite de mecanique 
celeste, il repondit : « Sire,je n'ai pas eu besoin de cette hypothese ». Par un 
curieux hasard, Laplace meurt Ie 9 mars 1827, cent ans presque jour pour 
jour apres Newton. Fourier rapporte, dans son eloge funebre de Laplace, que 
sur son lit de mort ce dernier aurait dit : « Ce que nous connaissons est peu 
de chose, ce que nous ignorons est immense »1. 

12.8. Les publications de Laplace 
Les memoires de Laplace, au nombre de cent trente environ, ont ete publies 
dans dix-sept revues ou journaux differents. A cela il faut ajouter sept editions 
originales de livres et des reeditions ou remises en vente multiples de ces 
livres. De nombreux papiers de Laplace ont ete inseres, simultanement, dans 
deux revues ala fois. C'est particulierement Ie cas pour les documents edites 
dans l'important journal Annales de Chimie et de Physique, a partir de 1816, 
que l'on retrouve souvent dans Connaissance des Temps. Enfin il faut noter 
que nombre d'articles ont ete recycles en supplements a la Mecanique cileste 
et a la Theorie des probabilites. Voici la liste, les dates et quelques precisions 
concernant les livres de Laplace: 

Theorie du mouvement et de la figure elliptique des planetes, Paris, 1784 

Theorie des attractions des sphiroi'des et de la figure des planetes, Paris, 1785. 
Ce second ouvrage reprend les calculs du precedent, les simplifie et les 
generalise. On retrouvera Ie tout, bien sur, un peu plus tard dans Ia Meca
nique celeste. 

l. Dans un recit plus detaille, Maurice, auteur de Maladie et derniers moments de },tfr de la 
Place, indique qu'il dit plutot : « Ah ! Nous courons apres des chimeres ». 
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Exposition du systeme du monde, 2 volumes, Paris, an IV (1796). Ce livre 
decrit 1'origine et la formation du systeme solaire sans faire appe1 aux 
mathematiques. 

- Traite de mecanique celeste,S volumes et divers supplements. Paris, vol. I 
et II: an VII (1799) ; vol. III: an XI (1802) ; vol. IV, 1805; vol. V : 1823-
1825. Ce grand traite, publie sur 26 ans est reste Ie grand classique de la 
mecanique newtonienne jusqu'aux travaux de Poincare. 

Theorie analytique des probabilites, Paris, 1812. 

- Essai philosophique sur les probabilites, Paris 1814. Cet essai a servi ensuite 
d'introduction au Traite analytique des probabilites. 

- Precis de l'histoire de l'astronomie, Paris, 1821. 11 s'agit la de remise en vente, 
sous forme separee, du livre V de la cinquieme edition de l' Exposition du 
systeme du monde. 
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13.1. Les travaux publies dans les Memoires 
de I'Academie royale des sciences de Paris, 
entre 1781 et 1784 

Les premieres publications de Condorcet, relatives aux probabilites, ont 
paru dans les Memoires de l'Academie royale des sciences de Paris, entre 1781 
et 1784. 

- Partie 1. Refiexions sur la regIe generale qui prescrit de prendre pour valeur 
d'un evenement incertain la probabilite de cet evenement multipliee par 
la valeur de cet evenement en lui-meme (1781)1 ; 

- Partie 2. Application de l'analyse a cette question: determiner la proba
bilite qu'un arrangement regulier est l'effet d'une intention de Ie produire 
(1781)2 ; 

- Partie 3. Sur l'evaluation des droits eventuels (1782)3; 

- Partie 4. Refiexions sur la methode de determiner la probabilite des evene-
ments futurs d'apres l'observation des evenements passes (1783)4 ; 

- Partie 5. Sur la probabilite des faits extraordinaires (1783)5 ; 

- Partie 6. Application de l'article precedent a quelques questions de 
critique (1784)6. 

Le premier memoire justifie comme suit la regIe generale qui prescrit de 
prendre pour valeur d'un evenement incertain la probabilite de cet evenement 
multipliee par la valeur de cet evenement en lui-meme : Si deux joueurs 
A et B jouent ensemble et si la probabilite que A gagne une partie est p et 
celle de Best q, alors selon la regIe generale, si la mise de A est kp, la mise 
de B doit etre kq. En effet souligne Condorcet, selon Ie theoreme de Jacques 

1. Histoire de t'Academie royate des sciences, 1781, p. 707-728. 
2. Public avec la premiere partie. 
3. Histoire de t'Academie royate des sciences, 1782, p. 674-691. 
4. Histoire de t'Academie royate des sciences, 1783, p. 539-553. 
5. [d., p. 553-559. 
6. Histoire de t'Academie royate des sciences, 1784, p. 454-468. 



Uondorcet 

DES SCI ENe E s. '539: -
MEMOIRE 

·';fUR ·1;E CALCUL DES PROBABILITE,!. 
"-

QUA·TRIEME -PARTIE. 

,RJflexions fur fa mltlzode de determiner fa Prohabilite 
des evenemens futurs.t d'apres l'Obfervation 

des evenemens paJfos. 
Par· M. Ie Marquis D:E C ONDORCET. 

CE T T E partie de l'AnaIyfe qui enfej~ne a. d~termiller fa 
probabilite des evenemcns futurs, d apres l' ordre qu' ont 

fuivi ies ~venemens paffes du merne genre que l' on a ob .. 
ferves, eft fuLceptible d'un grand nombre d'appiications utifes 
& curieufes: j'ai eru en confequence qu'il pourroit n'~tl'e pas 
inutile d'examiner les principes fur lefquels cette Analyfe eft 
fondee; tel eft l' objet des ReHexion$ fuivantes. 

J~ 

SOIENT deux evenemens A & N que je fuppofe flmplement 
contradi8:oit'es, c'eft-i-dire, ne pouvant fub1ifter enfemble 
&. ayant necelfairement lieu I'un ou l'autre. Si A a eu Heu 
m fois &. NIl fois, & qu'on demande la probabilite d'avoir 
en p -+- '1 evenemens, p evenemens A&.'1 evenemens N~ 
fa probabili~e demandee fera 

p+tJ ... ~ ••• '1+ ( !1I"'+'(1 -.r+lJh 
I.a ......... q jll"'(. __ 11)11 .. # 

cette intt~grale elant prife depuis x = I jufqu'l -X = 0;' 
teUe eft la regie generale. 

I I. 
ON voit d'abord que cette loi n'exprime r~eHement III 

'p'roba~illt.e que dans les deux hYp'othetesyfuiVan~~s" 
• Y 1. IL 
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Bernoulli, si les joueurs jouent un tres grand nombre de parties, Ie rapport 
des gains des joueurs sera tres proche du rapport de p a. q. En consequence, 
la regIe generale est correcte vis-a.-vis des deux joueurs alors que toute autre 
regIe avantagerait l'un d'entr'eux. 

Abordant ensuite de probleme dit de Saint-Petersbourg, Condorcet souligne 
(avec raison) que si les deux joueurs acceptent de jouer un tres grand nombre 
de parties, seule la regIe generale est equitable. 

Le second memoire est base sur des hypotheses arbitraires et Ie troisieme 
memoire est peu clair. 

Les premieres phrases du quatrieme papier indiquent son but et enoncent 
Ie theoreme de Bayes generalise: 

« Cette partie de I'Analyse qui enseigne a determiner la probabilite des evenements 
futurs, d'apres I'ordre qu'ont suivi les evenements passes du meme genre que I'on 
a observes, est susceptible d'un grand nombre d'applications utiles et curieuses ; 
j'ai cru en consequence qu'il pourrait n'etre pas inutile d'examiner les principes sur 
lesquels cette Analyse est fondee; tel est I'objet des Refiexions suivantes. 
Soient deux evenements A et N que je suppose simplement contradictoires, c'est
a-dire, ne pouvant subsister ensemble et ayant necessairement lieu I'un ou I'autre. 
Si A a eu lieu m fois, et N n fois, et qu'on demande la probabilite d'avoir en p + q 
evenements, p evenements A et q evenements N, la probabilite sera 

(p + q) ... (q + 1) fo1 xn/+P(1-X)"+9 dx 
• 1 

1.2 ... q fo xn/(1-x)"dx 

telle est la regie genera Ie. 
On voit d'abord que cette loi n'exprime reellement la probabilite que dans les deux 
hypotheses suivantes : 
1 ° Si la probabilite des evenements A et N reste la meme dans toute la suite des 
evenements ; cela est evident par la formule meme qui exprime la loi. 
2° Dans Ie cas ou cette me me probabilite est variable, mais ou I'on supposerait 
en meme temps que la valeur de la probabilite, quoique pouvant etre differente 
pour chaque evenement. est cependant prise au hasard pour chacun, d' apres 
une certaine probabilite generale x pour A, et 1 - x pour N. » 

Condorcet souligne alors que Bayes suppose une loi de probabilite a priori 
constante bien que l'on puisse rencontrer des lois qui ne Ie sont pas. Appelant 
x la probabilite en faveur de A, il ecrit : 

« Nous considererons ici I'hypothese OU I'on suppose x variable dans les deux cas, 1.° 
d'une suite d'evenements qui ne sont lies entr'eux par aucune loi relative au temps 
et a I'ordre de leur production; 2.° d'une suite d'evenements lies entr'eux par une 
loi relative a cet ordre. Dans Ie premier cas, si on connoissait la loi de la probabilite 
de ces evenements,la formule qui I'exprimerait ne serait pas une fonction du temps 
ou de la place qu'occupe I'evenement; elle Ie serait dans Ie second. 
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Si, par exemple, je suppose des paquets de cartes rouges et noires, dont Ie 
nombre so it N = m + n + p + q, que j'aie tire de (m + n) de ces paquets m 
cartes rouges, et n noires, et que je cherche la probabilite de tirer des 
(p + q) paquets restants, p cartes rouges et q noires. Si je ne sais pas 
que ces paquets ont ete formes en tirant au hasard des cartes d'un tas donne 
de cartes rouges et noires, il est clair que je n'ai aucune raison de supposer 
ni que Ie rapport du nombre des cartes rouges a celui des cartes noires, so it constant 
pour to us les paquets, ni que la valeur moyenne de ce rapport suppose variable, soit 
la m~me pour tous ; et en m~me temps je n'ai aucune raison de supposer que ce 
rapportvarie suivant I'ordre dans lequel on range les paquets, ou suivant celui OU I'on 
tire line carte de chacun. 
Dans une suite au contra ire d'evenements nature Is, il se presente un grand nombre 
de cas OU I'on peut supposer que I'ordre du temps influe sur la production des 
evenements. » 

La loi variable conduit, selon Condorcet, a la probabilite suivante : 

ou Xi est la probabilite a priori assignee au ieme paquet de cartes et les 
integrales etant prises entre 0 et 1. 

Cette formule est, a l'evidence, trop complexe pour etre utilisable. 

Le cinquieme memoire Sur la probabiliti des faits extraordinaires suppose que 
la probabilite d'un evenement est p et que test la probabilite qu'un certain 
temoignage est vrai. On demande, en supposant que Ie temoin declare que 
l'evenement s'est produit quelie est la probabilite que l'evenement a eu lieu 
et celie qu'il n'a pas eu lieu. Condorcet donne avec peu d'explications les 
resultats respectifs suivants : 

pt (l-p)(l-t) 

pt+(l- p)(l-t) et pt+(l- p)(l-t) . 

Ces resultats sont ensuite commentes par Condorcet dans son sixieme 
memoire intitule Application de l'article precedent a quelques questions de 
critique. 11 ecrit : 

« J'ai expose dans I'article precedent, une methode d'exprimer la probabilite des 
faits extraordinaires, en avant egard a celie des temoignages qui les attestent, et a 
la probabilite propre de ces faits [ ... J. 
J'ai observe en m~me temps qu'il ne fallait pas dans ce cas entendre, par la 
probabilite propre d'un fait, Ie rapport du nombre des combinaisons OU il a lieu, 
avec Ie nombre total des combinaisons. Par exemple, si d'un jeu de dix cartes 
on en a tire une, et qu'un temoin me dise que c' est telle carte en particulier, la 
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probabilite propre de ce fait, qu'il s'agit de comparer avec la probabilite qui 
naTt du temoignage, n'est pas la probabilite de tirer cette carte, qui serait 
1/10, mais la probabilite d'amener cette carte plutOt que telle autre carte deter
minee en particulier ; et comme to utes ces probabilites sont egales, la probabilite 
propre est ici 1/2. 
Cette distinction eta it necessaire et elle suffit pour expliquer la contrariete d'opinions 
entre deux classes de philosophes. Les uns ne peuvent se persuader que les 
m@mestemoignages puissent produire, pour un fait extraordinaire, une probabilite 
egale a celie qu'ils produisent pour un fait ordinaire ; et que, par exemple, si je 
crois un homme de bon sens qui me dit qu' une femme est accouchee d'un gar~on, 
je dusse Ie croire egalement s'il me disait qu' elle est accouchee de douze. 
Les autres au contraire sont convaincus que les temoignages conservent toute leur 
force, pour les faits extraordinaires et tres peu probables, et ils font frapper de cette 
observation, que si on tire une loterie de 100000 billets, et qu' un homme, digne 
de foi, dise que Ie numero 256, par exemple, a eu Ie premier lot, personne 
ne doutera de son temoignage, quoiqu'il y ait 99999 a parier contre 1 que cet 
evenement n'est pas arrive. 
Or, au moyen de I'observation precedente, on voit que dans Ie second cas 
la probabilite propre du fait etant 1/2, Ie temoignage conserve toute sa force, 
au lieu que dans Ie premier, cette probabilite etant tres petite, reduit presque 
a rien celie du temoignage. 
J'ai propose ensuite de prendre, pour la probabilite propre du fait, Ie rapport 
du nombre de combinaisons qui donnent ce fait, ou un fait semblable au nombre 
total des combinaisons. 
Ainsi, par exemple, dans Ie cas OU on tire une carte d' un jeu de dix cartes, Ie 
nombre des combinaisons ou I' on tire une carte determinee quelconque est 
un ; celui des combinaisons ou I' on tire une autre carte determinee est aussi un ; 
donc 1/2 exprimera la probabilite propre. 
Si on me dit qu' on a tire deux fois de suite la m@me carte, alors on trouvera qu'il 
n'ya que dix combinaisons qui donnent deux fois une m@me carte, et quatre
vingt-dix qui donnent deux cartes differentes : la probabilite propre du fait 
n'est donc que 1/10, et celie du temoignage commence a devenir plus faible. 
Mais je crois devoir abandonner cette maniere de considerer la question, 1.0 parce 
qu'elle me paralt trop hypothetique ; 2.0 parce que souvent cette comparaison 
d'evenements sembi abies serait difficile a faire, ou, ce qui est encore pis, ne se 
ferait que d'apres des suppositions arbitraires; 3.0 parce qu'en I'appliquant a des 
exemples, elle conduit a des resultats trop eloignes de ceux que donnerait la ra ison 
commune. 
J'en ai donc cherche une autre, et il m'a paru plus exact de prendre, pour 
probabilite pro pre d'un evenement, Ie rapport de la probabilite de cet evene
ment prise dans Ie sens ordinaire, avec la probabilite moyenne de tous les autres 
evenements. » 

Ces memoires de Condorcet ont ete analyses et commentes en detail par 
Todhunter1 qui jugeait, cependant, que lesdits ecrits etaient« obscurs, pleins 

1. Todhunter I., A HistOlY of the Mathematical1heOlY of Probability from the Tillie of Pascal 
to that of Laplace, Macmillan, London, 1865, chapitre XVIII. 
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de contradictions» et tres difficlles a lire, d'autant que Condorcet utilisait 
des notations mathematiques qui lui etaient propres. 

13.2. L'Essai sur i'application de i'analyse ilia probabi/ite 
des decisions rendues ilia pluralite des voix1 

Ce livre comporte un discours preliminaire suivi de 1'essai proprement dit. 
On trouve, dans les premieres pages, l' affirmation par Condorcet du fait qu'll 
considere etre Ie premier a traiter Ie probleme mentionne dans Ie titre. Puis il 
donne sa definition de la probabilite et indique que la mesure mathematique 
de la probabilite est une mesure precise de notre degre d'appreciation d'une 
situation. II en once : 

« [ ... 1 Si on se borne a entendre par probabilite d'un evenement Ie nombre de 
combinaisons ou il a lieu, divise par Ie nombre total des combinaisons possibles, 
Ie principe n'est qu'une verite de definition, et qu'ainsi Ie calcul. dont il est la base, 
devient une verite rigoureuse. 
Mais on ne se borne point a ce seul sens. 
On entend de plus, 1.0 que si on connait Ie nombre des combinaisons qui amenent 
un evenement, et Ie nombre des combinaisons qui ne I' amenent pas, et que Ie premier 
surpasse Ie second, il y a lieu de croire que I'evenement arrivera plutot que de 
croire qu'il n'arrivera pas. 
2. ° Que ce motif de croire aug mente en mame temps que Ie rapport du nombre 
des combinaisons favorables avec Ie nombre total. 
3.° Qu'il croTt proportionnellement a ce mame rapport. 
La verite de cette derniere proposition depend de celie de la seconde et de la 
premiere. En effet, si Ie motif de croire devient plus fort lorsque Ie nombre des 
combinaisons augmente, on peut demontrer que si on repete un certain nombre 
de fois Ie jugement conforme a cette opinion, c'est-a-dire, que revenement qui a 
plus de combinaisons en sa faveur arrivera plutot que rautre, la combinaison la 
plus probable est celie ou Ie nombre des jugements vrais sera it au nombre total des 
jugements, comme Ie nombre des combinaisons favorables a I' evenement a leur nombre 
total. c' est-a-dire, que la combinaison la plus probable et celie ou Ie rapport du nombre 
des jugements vrais au nombre total des jugements, sera egal a ce que nous appelons la 
probabilite de I'evenement. 
On peut demontrer egalement que plus on multipliera les jugements, plus il 
deviendra probable que ces deux rapports s'ecarteront tres peu run de I'autre. Ainsi 
admettre qu'une probabilite plus grande (ce mot etant pris dans Ie sens abstrait de 
la definition) est un motif plus grand de croire, c'est admettre en mame temps que 
ces motifs sont proportionnels aux probabilites. 
Cela pose, du moment qu' on admet que, des que Ie nombre des combinaisons qui amenent 
un evenement, est plus grand que Ie nombre des combinaisons qui ne r amenent pas, on 
a un motif de croire que I' evenement arrivera ; on doit admettre que si la probabilite d' un 
autre evenement est plus grande, Ie motif de croire sera plus grand aussi. » 

1. Condorcet, Essai sur I'application de I'analyse II la probabiliti des decisions rendues II la pluraliti 
des voix, Imprimerie Royale, Paris, 1785. 
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Condorcet a ete Ie premier a tenter d'appliquer Ie calcul des probabilites 
a revaluation des decisions judiciaires rendues a la majorite des voix. Son 
ouvrage date de 1785. II a ainsi precede Laplace qui reprendra Ie probleme 
en 1814 dans son Essai philosophique sur les probabilites et Poisson qui 
publia ses Recherches sur la probabilite des jugements en 1837. 

II justifie comme suit l'utilisation du calcul des probabilites dans ce 
do maine : 

« En cherchant, d'apres la raison seule, quelle confiance plus ou moins grande merite 
Ie jugement d' assemblees plus ou moins nombreuses, assujetties a une pluralite plus 
ou moins forte, partagees en plusieurs Corps differents ou reunies en un seul, fonnees 
d'hommes plus ou moins eclaires ; on sent qu' on ne parviendrait qu'a des resultats vagues, 
etsouventassezvagues pour devenir incertains, et pour no us induire en erreur si nous 
les admettions sans les avoir soumis au calcul. 
Ainsi, par exemple, on sentiroit aisement qu'en exigeant d' un Tribunal une pluralite 
plus grande pour condamner un accuse, on acquiert une sOrete aussi plus grande 
qu' un innocent ne sera pas envoye au supplice : mais la raison sans calcul ne vous apprendra 
ni jusqu'a quelles barnes il peut etre utile de porter cette sOrete, ni comment on peut la 
concilier avec la condition de ne pas laisser echapper trop de coupables. 
La raison, avec un peu de reflexion, fera sentir la necessite de constituer un Tribunal de 
maniare qu'il so it presque impossible qu'un seul innocent so it condamne, meme dans 
un long espace de temps; mais elle n'apprendra ni dans que lies limites on peut renfermer 
cette probabilite, ni commenty parvenir, sans multiplier Ie nombre des Juges au-dela 
des bornes qu'il n'est guare possible de passer. 
Ces exemples suffisent pour faire apercevoir I'utilite et, j' oserais presque dire, la necessite 
d' appliquer Ie calcul a ces questions. » 

Dans un article intitule Les Recherches sur la probabiliti desjugements de Simon
Denis Poisson!, Evelyne Barbin et Yannick Marec ecrivent : 

« Les motivations et les pratiques mathematiques de ces trois auteurs [Condorcet, 
Laplace, Poisson) sont differentes. Condorcet cherche surtout a proteger l'individu 
contre une mauvaise decision tandis que Laplace demande au jure de prendre en 
compte les interets de l'individu et ceux de la societe. Quant a Poisson, il pense 
d'abord a garantir I'ordre public et il ne se place plus a rechelle d'un tribunal, mais 
a celie d'un pays. » 

L'Essai proprement dit de Condorcet analyse onze hypotheses puis la proba
bilite qu'un jugement soit correct, trois parametres etant supposes connus : 
Ie nombre de votants n, la majorite requise q et la probabilite v de la justesse 
du jugement de chacun des votants. 

Selon Condorcet la probabilite qu'une decision collective ayant obtenu q 
votes so it correcte est: 

1. Histoire et Mesure, 1987, II-2, p. 39-58. 
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Si l'on exige une majorite de q votants parmi n,la probabilite que la majorite 

sera atteinte et que la decision :~;a[~}orrecte est donnee par la somme : 

v n + 8 i n-i(l_vY. 

Condorcet poursuit en examinant l'influence d'un leader sur les votants. 11 
utilise la loi de Bayes pour etablir la probabilite a posteriori d'un vote, connais
sant Ie taux de partage de l'opinion du leader dans des scrutins passes. 

13.3. Les considerations relatives aux elections 
Dans un journal revolutionnaire appele Journal dlnstruction Sociale, cree 
en 1793 par lui-meme et par Sieyes et Duhamel, Condorcet a publie un 
memoire intitule Tableau general de la science qui a pour objet l'application du 
calcul aux sciences politiques et morales OU il a donne sa celebre definition de 
la Mathematique sociale qu'il entend creer et qui vise a la comprehension des 
comportements humains a l'aide d'outils mathematiques. 11 projette, en fait, 
d'elaborer une description statistique de la societe, une theorie de l'economie 
politique et une approche combinatoire des processus mentaux. 

11 ecrit1 : 

« J'ai cru que Ie nom de matMmatique socia Ie eta it celui qui convenait Ie mieux a 
cette science. Je prefere Ie mot matMmatique, quoiqu'actuellement hors d'usage au 
singulier [ ... J parce qu'il s'agit d'applications dans lesquelles toutes les methodes 
peuvent etre employees. [ ... J Je prefere Ie mot sociale a ceux morale ou politique, 
parce que Ie sens de ces derniers mots est moins etendu et moins precis n. 

Dans Ie numero du 1 er juin 1793 du meme journal, Condorcet commente 
ses propres propos relatifs a sa theorie des elections inclus dans l'Essai de 
1785. 11 declare : 

« Dans une societe libre et fondee sur I'egalite, la prosperite publique, la sO rete de 
I'Etat, la conservation me me des principes de cette societe depend de la bonte des 
choix populaires. 
Si la masse des representants et des fonctionnaires est composee d'hommes animes 
de I'esprit public, eclaires, honnetes, les vices des formes constitutionnelles ne 
peuvent avoir une influence dangereuse ; et on aura Ie temps de les reformer avant 
qu'ils aient pu nuire. 
Si, au contraire, des hommes corrompus, des ignorants presomptueux, sont portes 
aux places, alors les meilleures lois deviennent un faible rempart contre I'ambition 
et !'intrigue; et Ie peuple qui juge sainement, mais qui ne juge que les resultats, 
se degoOte, non de la liberte, mais de la tyrannie anarchique a laquelle on en a 
donne Ie nom. 

1. C£ Feldman]., Condorcet et /a mathi1llatiqlle socia/e. Enthollsias1IIes et bemo/s, Math et 
Sc. hum., 43' annee, n° 172,2005, p. 7-41. 
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Malgre tous les vices de la constitution anglaise, la force inherente a toute repre
sentation nationale, dans un pays ou la presse est libre, met Ie ministere dans 
I'impossibilite de resister a la majorite de la chambre des communes, surtout si, 
apres une convocation nouvelle, elle se trouve animee du meme esprit. [. .. J 
J'ai examine les questions les plus importantes relatives au mode d'elire, dans un 
ouvrage de calcul. publie en 1785 ; rai presente de nouvelles vues sur ces memes 
questions dans plusieurs ecrits imprimes, soit avant, so it depuis la Revolution. 
[ ... J 
On ne peut faire, en ce genre, des pas utiles, si ron n'appuie I'analyse meta physique, 
les observations morales,les resultats de rexperience, sur Ie calcul des combinaisons 
et la theorie mathematique des probabilites. Toute autre methode ne conduirait qu'a 
des consequences incertaines et vagues. [ ... J 

Theorie des elections. 
Pour un homme qui choisirait seul, mais qui voudrait s' astreindre a une marche 
reguliere, une election est Ie resultat d'une suite de jugements sur tous les candi
dats, compares deux a deux. Les candidats sont, pour lui, ceux qu'il juge dignes de 
la place, et entre lesquels il do it fixer son choix. 
Un vote d'election est de meme Ie resultat de ces jugements rendus a la majorite. 
Un hom me seul pese, dans chaque jugement, les motifs de preference entre deux 
candidats. Dans une election, les voix de chacun, pour ou contre, representent ces 
motifs, et alors on les compte au lieu de les peser. Un homme qui. comparant deux 
individus entre eux, prefere Ie second au premier, puis, comparant ce second a un 
troisieme, donne la preference a ce dernier, ne peut, sans se contredire, ne pas 
Ie preferer aussi au premier. Cependant. s'il comparait ensuite immediatement Ie 
premier et Ie troisieme, peut-etre trouverait-il des motifs de preferer Ie premier; 
et alors il serait oblige d'examiner ce jugement, d'en balancer les motifs avec ceux 
des deux autres qui ne peuvent subsister en meme temps, et de sacrifier celui qu'il 
juge Ie moins probable. 
Dans Ie cas d'une election entre trois candidats, il est possible que les trois 
jugements de la majorite sur ces concurrents, compares deux a deux, ne puissent 
subsister ensemble, quoique Ie resultat des jugements de chaque votant ne renferme 
aucune contradiction. La possibilite peut aisement s'en prouver par des exemples, 
et s' expliquer par cette seule observation, que la majorite en faveur de chacune des 
propositions admises n' est pas formee des memes individus. Alors il faut abandonner 
la proposition qui a une moindre majorite, et s' en tenir aux deux autres. C' est ainsi 
que, sur tous les objets ou I'on ne peut atteindre qu'a une probabilite plus ou moins 
grande, on do it rejeter une proposition probable en elle-meme, si elle en exclut une 
qui I' est davantage. 
La bonte du resultat d'une election, quoiqu'il renferme une proposition contra ire a 
un des jugements de la majorite, peut rester tres probable. En eftet, cela n'arrive 
que dans une combinaison ou il est certain que la majorite s' est tram pee au moins 
une fois. Alors la probabilite de la bonte du resultat est celie que la majorite ne s' est 
trompee qu'une fois, et dans une telle proposition. 
II est inutile d' avertir que cette contradiction entre les jugements de la majorite, qui 
se presente dans Ie cas de trois candidats, do it se presenter bien plus aisement quand 
ils sont en plus grand nombre, et qu' alors plusieurs de ces jugements peuvent etre en 
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contradiction avec les autres; d'ou il suit que, dans ce cas, la majorite a dO neces
sairement se tromper plus d'une fois ; mais les consequences sont les memes. 
Pour que, dans une assemblee d'electeurs, chacun puisse donner son vceu en entier, 
c' est-a-dire comparer deux a deux les memes candidats, ou, ce qui revient au meme, 
en former la liste suivant I'ordre de merite, il faut que cette liste soit determinee, 
c' est-a-dire que chacun sache ceux sur lesquels, les autres votants peuvent emettre 
une opinion. 
Mais il n'est pas necessaire que chacun fasse toutes ces comparaisons, compose 
une liste complete; il peut en regarder Lin certain nombre comme egaux entre eux, 
soit qu'illes juge tels d'apres un examen, so it que, ne les connaissant pas, il ne 
puisse ou ne veuille pas les juger. 
Cette condition ne gene en aucune maniere la liberte, puisqu'elle exige seulement 
que chacun arrete, une fois detinitivement, quels sont ceux entre lesquels il crait 
devoir choisir. La liste de tous ceux qui seraient ainsi presentes oftrirait alors a chacun 
tous les candidats entre lesquels les autres votants pourraient, aussi vouloir juger ; 
ensuite il deciderait, avec une entiere liberte, comment il peut prendre part a ce 
jugement, quels sont ceux entre lesquels il ne veut pas rester indecis, ou ceux qu'il 
veut rejeter Ie plus fortement, en les pla~ant apres tous les autres. 
Tous les modes d'election ou chacun ne donne qu'un vote incomplet, conduisent a 
des resultats contraires au vceu qu'aurait eu la majorite, si on avait recueilli des 
votes complets. 
La bonte des resultats de ces votes incomplets peut. sans doute, avoir quelque 
probabilite ; mais elle ressemble a celie d'une proposition qui n'a ete examinee 
qu'a demi ; et nous ne devons adherer a une proposition probable que dans Ie cas 
ou I'on aurait decouvert l'impossibilite de combiner de nouvelles donnees, et tant 
que dure cette impossibilite. 
Mais on manquerait egalement Ie but, si I'on for~ait chaque votant d'emettre, non 
Ie vceu complet qu'il forme reellement, mais un vceu complet dans un sens absolu, 
c' est-a-dire de fixer un ordre de preference entre tous les candidats, meme entre ceux 
qu'iI ne connait pas. En eftet, iI est clair qu'alors iI rangerait ceux-Ia au hasard, et 
qu' ainsi son jugement pourrait faire preferer celui qui ne I' aurait pas ete, s'il n' avait 
pas juge. Dans Ie premier cas, on ne compte point des jugements qui auraient dO 
I'etre ; dans Ie second, on en compte qui n'ont point ete rendus. Dans Ie premier, 
on agit comme si on avait exclu au hasard une portion des votants ; dans Ie second, 
comme si on donna it au hasard une double voix a quelques-uns d'entre eux. 
Voici donc quelle sera it, dans la tMorie, la marche d'une election: apres avoir 
determine ceux entre lesquels on est convenu de choisir, chacun emettrait son vceu 
complet, soit de preference, soit d'indifterence. 
On formerait Ie tableau des jugements de la majorite entre les candidats pris deux a 
deux, et on en tirerait Ie resultat, c'est-a-dire I'ordre de merite dans lequella majorite 
les a places. Si ces jugements ne peuvent subsister ensemble, on abandonnerait 
ceux qui ont obtenu la majorite la plus faible. 
Cette marche est precisement la meme que suivrait un individu qui voudrait faire 
Lin choix avec scrupule, en sLlivant une methode generale, reguliere, uniforme dans 
tous les cas. 
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En general. comme la methode d'atteindre la verite est une, il faut que les procedes 
d'une assemblee deliberante se rapprochent, autant qu'il est possible, de ceux que 
suit I'esprit d'un seul individu, dans rexamen d'une question. 
Ce principe peut avoir d'autres applications importantes; il nous conduit ici a deve
lopper un mode d'election en quelque sorte naturel. ayant toute la perfection que 
permet la nature meme des choses. 
C'est a ce mode qu'il faut comparer tous ceux que ron peut proposer d'y substituer 
par des considerations tirees du temps que ron peut employer aux elections, du degre 
de lumiere de ceux auxquels on les confie, de la difficulte d'ecarter d'eux I'influence 
de !'intrigue, de la necessite de conserver entre eux une veritable egalite, et de les 
interesser a remplir cette fonction avec zele, avec scrupule. » 

Paradoxe de Condorcet 

Parmi un meme electorat, et lors d'une me me election, constate Condorcet, 
i1 est possible qu'une majorite prefereA a B, qu'une autre majorite prefere B 
a C, et qu'une troisieme majorite prefere C a A. Les decisions prises a une 
majorite populaire par ce mode de scrutin seraient donc incohirentes par 
rapport a celles que prendrait un individu rationnel. Condorcet a precise 
lui-meme, dans Ie texte que nous avons cite ci-dessus, comment lever ce 
paradoxe lie a l'intransitivite, dans certains cas de la majorite. 

Dans son Essai de 1785, Condorcet donne l'exemple suivant: 

Soit une assemblee de 60 votants ayant Ie choix entre trois propositions A, B 
et C. Supposons que Ies votes se repartissent comme suit (en notantA > B, 
Ie fait que A est prefere a B) : 

23 votants preferent : A > B > C 

17 votants preferent : B > C > A 

2 votants preferent: B > A> C 

10 votants preferent : C > A > B 

8 votants preferent : C > B > A 

Dans Ies comparaisons binaires, on obtient : 

33 preferent A > B contre 27 pour B > A 

42 preferent B > C contre 18 pour C > B 

35 preferent C > A contre 25 pour A > C 

La conclusion A > B > C > A est incoherente. 
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Dans Ie texte cite plus haut, Condorcet. propose d'eliminer Ie candidat Ie 
moins performant (ici A car A > B remporte Ie plus faible score) et d'organiser 
un duel entre Bet C qui sera remporte par B. 

13.4. Biographie de Condorcet (1743-1794) 
Marie Jean Antoine-Nicolas Caritat de Condorcet nait Ie 17 septembre 
1743 a Ribemont, petite ville de Picardie. 11 est issu d'une famille de vieille, 
mais petite noblesse provinciale ; son pere, Antoine, chevalier de Condorcet, 
est militaire, mais ne depassera pas Ie grade de capitaine ; sa mere, Marie 
Madeleine est une femme devote et anxieuse, a la sante fragile. Cinq semaines 
apres la naissance de Nicolas, un drame survient, Ie chevalier de Condorcet 
est tue a Neuf-Brisach lors d'une manreuvre d'entrainement. Le jeune Nicolas 
est alors eleve « avec autant de raison que de douceur » par sa mere, veuve 
pour la seconde fois. Elle s'occupe seule de son education jusqu'a l'age de 
neuf ans. Ensuite il est pris en charge pendant deux ans par un precepteur a 
domicile. Un onele eveque intervient alors pour l'envoyer en tant qu'interne 
chez les jesuites de Reims. L'enseignement laisse beaucoup a desirer, quant 
a la discipline elle est fondee sur les chatiments corporels1• Heureusement 
a l'age de quinze ans, Condorcet est envoye au College de Navarre a Paris, 
l'un des plus prestigieux etablissements du royaume. La physique y est 
enseignee par l'abbe Nollet, celebre pour ses retentissantes experiences 
d'electricite. Tandis que la premiere annee est consacree a la philosophie, 
matiere qui n'attire pas Ie jeune Nicolas, la deuxieme annee est dediee aux 
mathematiques et a la physique. C'est une veritable revelation, Condorcet 
va se plonger litteralement dans ces matieres. 11 est res:u bachelier en 1759 
et passe un mois plus tard une these sur « l'art de resoudre des problemes » 

en presence de d'Alembert, Bezout et Grandjean de Fouchy. 

Mais Condorcet doit revenir a Ribemont OU son avenir, selon les desirs de 
sa mere et son onele, est tout trace: il deviendra officier, comme son pere. 11 
surmonte sa timidite naturelle et s'oppose fermement a ce projet. Entre 1760 
et 1762 il reste a Ribemont OU il passe Ie plus elair de son temps a faire des 
mathematiques dans sa chambre. 11 lit les travaux d'Euler, de d'Alembert 
et des Bernoulli. 11 presente, des 1761, un premier memoire a l'Academie 
des sciences, mais son style n'est pas encore tres affirme et les resultats qu'il 
presente sont deja connus. Qy'importe, il replonge dans la litterature mathe
matique de son temps et poursuit ses reflexions. 11 obtient neanmoins une 
victoire : sa famille renonce a faire de lui un officier, il est autorise a regagner 
Paris pour y faire une carriere de mathematicien. En janvier 1764 il transmet 
un second memoire a l'Academie sur la generalisation et la simplification 

1. Cet enseignement laissera des traces indelebiles. Condorcet ecrira par exemple a Voltaire 
en 1774: « Ne trouvez-vous pas comme moi que la race d'hommes la plus meprisable et 
la plus odieuse est celles des pretres catholiques ? » 
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d'une equation d'Euler. Son travail est, cette fois, tn~s apprecie et Ie fait 
connaitre. Des l'annee suivante il publie un ouvrage, intitule Du calcul inte
gral, dont d'Alembert et Bezout soulignent « l'elegance et la profondeur de 
VUe». Deux ans plus tard, en 1767, il publie un second ouvrage intitule Du 
probleme des trois corps, et y expose une methode d'approximation relative a 
ce tres delicat probleme de mecanique celeste. D'Alembert est subjugue, il 
naura alors de cesse que de faire entrer son jeune protege a l'Academie des 
sciences. Cela sera chose faite Ie 25 fevrier 1769. Condorcet, qui n'a alors que 
vingt-six ans, est res:u adjoint a la section de mecanique en remplacement 
de Bezout promu associe. Condorcet ne gagne toutefois pas encore sa vie, 
i1 est toujours dependant de la petite pension que lui verse sa mere. Sa vie 
ne change guere : il est toujours plonge dans ses etudes mathematiques. II 
sort peu, il prefere lire a ecouter, ecrire a parler, s'adresser a un petit groupe 
plutat qu'a la foule. II est entoure de l'affection de Julie de Lespinasse, l'amie 
de d'Alembert2• Celie-ci, son ainee de onze ans, est pour lui une veritable 
seconde mere. Condorcet entretiendra aussi tout au long de sa vie une grande 
amitie avec Amelie Suard,jeune sreur du celebre editeur Panckoucke3 et qui 
sera sa confidente. Condorcet a egalement ete entoure de trois peres spiri
tuels : d'Alembert, bien sur, mais egalement Turgot et Voltaire. Se10n E. et 
R. Badinter « Le premier lui legua l'amour de la verite; Ie second la passion 
du bien public; Ie troisieme, Ie refus de l'injustice »4. Julie de Lespinasse 
a ecrit un jour a Condorcet : « D'Alembert vous aime par gout, par choix 
et par l'analogie qu'il a avec vos vertus et vos talents ». Qyant a Arago, il 
ecrira au sujet des liens qui unissaient Condorcet et Turgot : « Leurs idees, 
leurs esperances, leurs sentiments s'etaient completement identifies. II serait 
vraiment impossible de citer un seul point sur leque1 Turgot et Condorcet 
aient differe, meme par d'imperceptibles nuances ». Condorcet est par ailleurs 
un admirateur de Voltaire. En septembre 1770, d'Alembert et Condorcet 
se rendent a Ferney, pour y rendre visite a Voltaire. lIs seront son hate du 
25 septembre au 10 octobre. Dne grande estime reciproque nait, Voltaire 
ecrira suite a cette visite : « 11 est tres peu de gens de ces temps-Ia et meme 
de ces temps-ci qu'on puisse comparer a M. d'Alembert et a M. Condorcet. 
lIs m'ont fait oublier tous mes maux ;je n'ai pu malheureusement les retenir 
plus longtemps. Les voici partis ... » 

1. I.:Academie est alors divisee en « classes» tres hierarchisees : adjoints, puis associes, puis 
pensionnaires. Seuls ces derniers sont payes. 

2. Julie de Lespinasse et d'Alembert se sont rencontres en 1754 et petit a petit leur amitie 
se trans forme en liaison (probablement aux alentours de 1760). D'Alembert refusera 
l'offre du roi de Prusse de presider l'Academie de Berlin pour ne pas s'eloigner de Julie. 
C'est vers 1765 que d'Alembert se met en menage avec Julie. 

3. Le nom de Panckoucke est reste attache a la seconde edition (complete) de la Description 
de I'Egypte «< Edition de Panckoucke », 1820) [la premiere edition (incomplete) dite 
« Edition Imperiale» date de 1809]. 

4. Condorcet, un intellectuel en politique, Elisabeth et Robert Badinter, Fayard, 1988 et 
2001. 
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En 1771, Condorcet tombe eperdument amoureux d'une jeune femme 
charmante, la jeune madame de Meulan, qu'll a connue par l'intermediaire 
de Julie de Lespinasse. Cet amour n'est malheureusement pas reciproque et 
en 1774 il se resigne a ne plus rien attendre d'elle. Condorcet trouve refuge 
dans l'etude des mathematiques. Ses recherches concernent essentiellement 
Ie calcul integral, mais il commence aussi a s'interesser au calcul des proba
bilites et confie en 1771 a Turgot qu'll« s'amuse a calculer les probabilites et 
fera un petit livre sur cet objet.» Pendant ce temps, d'Alembert commence 
a faire campagne pour faire elire Condorcet Secretaire Perpetuel de l'Aca
demie des sciences, a la place de Grandjean de Fourny juge lent et inefficace. 
11 ecrit dans ce sens a Lagrange: «Je travaille a faire retomber a notre ami 
Condorcet [la place de Secretaire Perpetuel] qui la remplira superieurement.» 
Condorcet commence a ecrire, a la demande de d'Alembert qui souhaite 
Ie faire connaitre, des notices biographiques de tous les membres de l'Aca
demie morts entre 1666 et 1669.11 poursuivra par celles d'academiciens 
contemporains et au total, entre 1773 et 1790, il aura redige soixante et un 
eloges ! Finalement Condorcet sera elu « adjoint avec survivance au Secretaire 
perpetuel Grandjean de Fouchy» Ie 8 mars 1773. 

La mort de Louis XV, Ie 10 mai 1774, marque un tournant. Maurepas, qui 
fera office de premier ministre de Louis XVI, nomme Turgot ministre de 
la marine. Condorcet s'ecriera : « Du ciel enfin sur nous la bonte se declare, 
M. Turgot est nomme ministre de la Marine. » Turgot engage des actions 
mais ne garde pas longtemps ce portefeuille ; des Ie 24 aout il est nomme 
controleur general des finances et ministre d'Etat. 11 appelle son ami Condorcet 
a ses cotes et Ie charge de concevoir un vaste projet de reforme de l'activite 
scientifique. 11 mene une action d'envergure sur les canaux en France et fait 
developper la science de l'hydraulique. L'annee suivante, en 1775, Turgot fait 
nommer Condorcet inspecteur des Monnaies. Ce dernier commence a s' atteler 
a l'immense travail d'unification des Poids et Mesures lorsque Turgot perd sa 
place de ministre en 1776. L'unification des Po ids et Mesure devra, en fait, 
attendre la Constituante pour etre de nouveau a l'ordre du jour avec la mise en 
place d'une commission reunissant Laplace, Monge et Condorcet. Toutefois 
une autre charge attend notre mathematicien, il est elu par un vote unanime 
Secretaire perpetuel de l'Academie des sciences Ie 10 aout 1776. L'exigence 
du poste l'aide probablement a surmonter son chagrin profond lie a la mort, 
en mai 1776, de Julie de Lespinasse, sa si proche confidente. A cette meme 
epoque, Panckoucke decide de realiser une nouvelle edition a l'Encyclopidie 
de Diderot et d'Alembert, et Condorcet est charge de la redaction d'articles 
sur l'analyse mathematique qui ne figuraient pas dans l'edition origin ale. 
D'Alembert, abattu par la mort de sa compagne Julie, se repose entierement 
sur Condorcet pour ce lourd travaiL L'annee 1781 marquera un nouveau 
tournant dans la vie de notre mathematicien, il se voit oblige de vendre la 
maison de son enfance a Ribemont et son ami Turgot meurt Ie 18 mars. 
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Condorcet s'engage alors dans des actions tres cheres a son defunt ami: la 
lutte contre 1'esclavage des noirs dans les colonies, la defense des droits des 
protestants puis de ceux des juifs. 11 s'implique de nouveau fortement dans 
une nouvelle edition (par matieres) de 1'Encyclopidie et introduit des sujets 
nouveaux comme l'Arithmetique politique et les Probabilites. Fort de ses eloges 
academiques et du soutien inconditionnel de d' Alembert, Condorcet est elu, 
Ie 21 janvier 1782 membre de 1'Academie fran<;:aise (encore surnommee« la 
grande Academie »). D'Alembert ne cache pas sa joie de cette reussite, il se 
declare « plus content d'avoir gagne cette victoire, [qu'il] ne Ie serait d'avoir 
trouve la quadrature du cercle. » Ainsi il aura place son protege aux postes 
clefs des Academies: Secretaire perpetuel de 1'Academie des sciences et 
membre de l' Academie fran<;:aise, la releve est bien assuree. 

En septembre 1782 Condorcet a trente-neuf ans et tombe de nouveau eper
dument amoureux, cette fois de la jeune Mlle de Boubers (elle a dix-huit 
ans), la niece de sa confidente Amelie Suard. Condorcet souhaite 1'epouser 
mais les families s'y opposent. 

L'annee suivante une prouesse technique enchante notre mathematicien : 
Ie 27 aout 1783 il assiste sur Ie champ de mars a la premiere ascension en 
ballonl. La meme annee, Ie 29 octobre, d'Alembert meurt. Ce dernier a 
toujours considere Condorcet comme son fils spirituel et illui dit en voyant 
approcher sa fin : « Mon ami, vous ferez mon eloge dans les deux Academies, 
vous ri avez pas de temps a perdre pour cette double besogne »2. En pronon<;:ant 
son eloge, Condorcet ria pu retenir ses larmes en disant ces mots: « Honore 
par lui, des rna jeunesse, d'une tendresse vraiment paternelle, personne n'a 
plus a Ie regretter que moi. » 

Apres pres de treize ans de gestation, Condorcet fait paraitre, en 1785 son 
Essai sur l'application de l'analyse a la probabiliti des decisions rendues a la 
pluralili des voix. Dans son introduction, Condorcet rend hommage a Turgot 
pour l' avoir encourage dans cette voie. 

C'est probablement durant rete 1786, que Condorcet fait la connaissance 
de Sophie de Grouchy. Pour la troisieme fois de sa vie il tombe tres amou
reux. Cette fois rien riempeche Ie mariage et ils s'unissent Ie 28 decembre. 
Sophie est jeune, belle, intelligente, partage les idees de son mari et tient 
salon dans la capitale. Notre mathematicien est au faite du bonheur. Ses 
preoccupations sont surtout d'ordre scientifique, il reflechit a l' application du 
calcul aux sciences politiques et se pose les questions suivantes : Comment 

1. Peu de temps apres, Ie 21 novembre 1783, au chateau de la Muette, it Paris, Pilatre de 
Rozier et Ie marquis d'Arlandes effectuent la premiere ascension it bord d'un bat/on it 

air chaud con<;u par les freres Montgolfier. Le 1 er decembre Ie physicien fran<;ais Jacques 
Charles (1746-1823) etle papetier Nicolas Robert (1761-1828) quittentles Tuileries, it 
Paris, it bord du ballon qu'ils ont construit et gonfle it l'hydrogene. 

2. Par ailleurs d'Alembert fait de Condorcet son legataire universe!' 
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rationaliser les sciences sociales ? Comment fonder une science de l'homme ? 
Les resultats de ses reflexions ne seront publies qu'en 1793 dans Ie Tableau 
general de la science. 

Lorsque la Revolution Franc;aise eclate, Condorcet joue un role majeur et sa 
vie devient essentiellement politique. II est en effet Ie defenseur de nombreuses 
causes liberales et espere participer activement a une reconstruction ratio
naliste de la societe. II vit les journees decisives du samedi 11 au vendredi 
17 juillet 1789 comme des milliers de spectateurs ou d'acteurs anonymes. 
La declaration des droits de 1'homme et du citoyen du 26 aout 1789 ne peut 
que Ie renforcer dans ses motivations politiques. Son engagement prend 
une nouvelle forme avec son election au conseil municipal de Paris. Cote 
familial, il a egalement la joie de voir naitre sa fille, Eliza, Ie 24 avril 1790. 
Cote scientifique, il poursuit ses travaux sur Ie choix des unites de me sure 
avec Laplace, Lagrange, Borda et Monge. Le 21 mars 1791, l'Academie Ie 
charge de presenter Ie rapport correspondant a 1'Assemblee nationale. Peu 
de temps apres, Ie 8 avril, il est nomme parmi les six administrateurs de la 
Tresorerie (Lavoisier fait egalement partie de ces administrateurs). 

Condorcet est l'un des premiers a demander l'etablissement de la Republique : 
Ie 8 juillet 1791 il prononce un discours sur Ie theme: De la Republique, ou 
un roi est-il necessaire a l'etablissement de la liberte ? II est run des seuls, parmi 
les grandes voix de son temps, a proner publiquement et solennellement la 
deposition du roi et 1'instauration de la republique. Le 26 septembre de la 
meme annee il est elu representant de Paris au sein de l' Assemblee legislative. 
II devient tour a tour run des six secretaires de cette Assemblee puis vice
president (25 janvier 1792) et meme president (7 fevrier 1792). La tache 
nest pas facile dans une Assemblee ayant en majorite foi en la monarchie 
constitutionnelle. Dans cette Assemblee, Condorcet siege avec les Girondins. 
Toutefois, se sachant plus ecrivain qu'orateur, Condorcet se met egalement au 
journalisme et, a partir d'octobre 1791, il assure la chronique parlementaire 
duJournal de Paris. 

r.:Assemblee adopte, pour Ie systeme educatif de la nation, la structure que 
propose Condorcet qui introduit la notion fondamentale de laYcite de l'en
seignement1• Condorcet propose meme un brouillon de constitution pour 
la nouvelle France. De plus, il se prononce pour Ie droit de vote des femmes. 
Mais bientot Condorcet se trouve en mauvaise posture. Deux courants de 
pensee s'affrontent quant a la maniere de reformer l'etat franc;ais: les Giron
dins sont favorables a une reconstruction pacifique du pays et les Jacobins, 
diriges par Robespierre pronent une purge radicale du passe monarchique 
franc;ais. Condorcet, qui est Girondin et surtout farouchement oppose a la 

1. Condorcet presente a l' Assemblee son Rapport sur l'instruction publique Ie 20 avril 1792. 
Le meme jour, devant Ia meme AssembIee, Ie Roi propose Ia declaration de guerre au 
« roi de Boheme et de Hongrie ». 
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peine de mort, vote contre l'execution de Louis XVI et pour les travaux forces 
a perpetuite. En 1793, les Girondins perdent Ie controle de l'Assemblee en 
faveur des Jacobins et Ie Jacobin Herault de Sechelles propose une nouvelle 
constitution, tres differente de celie proposee par Condorcet. Ce dernier la 
critique, ce qui Ie fait condamner pour trahison. Le 3 octobre 1793, un mandat 
d'arret est delivre contre lui. Condorcet est contraint de se cacher.ll trouve 
refuge pendant cinq mois dans la demeure de Mme Vernet, rue Servandoni, 
a Paris. 11 en profite pour ecrire son Esquisse d'un tableau historique des progres 
de l'esprit humain qui sera publie apres sa mort, en 1795. Le 25 mars 1794, 
i1 quitte sa cachette, car il pense ne plus y etre en securite, et tente de fuir 
Paris. 11 est arrete a Clamart deux jours plus tard, et mis en prison a Bourg
Egallte,l'actuelle Bourg-la-Reine. On Ie retrouve deux jours plus tard mort, 
dans sa cellule. Les circonstances de sa mort restent mysterieuses. La version 
la plus repandue est que son ami Cabanis lui aurait remis un poison qu'il 
aurait absorbe dans sa cellule Ie 29 mars 1794. 

13.5. Ouvrages scientifiques de Condorcet 
- « Memoire sur Ie calcul des probabilites », in Memoires de l'Academie royale 

des sciences, 1781-1784. 

Essai sur I'application de I'analyse Ii la probabiliti des decisions rendues Ii la 
pluraliti des voix, Paris, Impr. royale, 1785. 

- Nouvelles experiences sur la resistance des ftuides (avec d' Alembert et Bossut), 
Paris, Jombert, 1777. 

- Elimens du calcul des probabilites, et son application aux jeux de hasard, 
Ii la loterie, et aux jugemens des hommes par ftu M de Condorcet, avec un 
discours sur les avantages des mathematiques sociales et une notice sur M. de 
Condorcet ... , Paris, Royez, an XIII -1805. 

- Esquisse d'un tableau historique des progres de l'esprit humain, Paris, 
An III. 
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14.1. Le memoire de Turin sur les probabilites 
La principale publication de Lagrange concernant les probabilites est inti
tuMe Memoire sur l'utilili de la methode de prendre Ie milieu entre les resultats 
de diverses observations, dans lequelon examine les avantages de cette methode 
par Ie calcul des probabililis et au on resout dijfirents problemes relatifs a cette 
matiere. Elle est incluse1 dans les Miscellanea Taurinensia, Tome V, annees 
1770-1773,publiees en 1776. 

Dans ce memo ire, Lagrange traite essentiellement de la moyenne arithme
tique et de sa loi de distribution de probabilite. La technique qu'il met en 
reuvre est une extension des fonctions generatrices telles que les avait utilisees 
de Moivre. Simpson avait deja traite Ie cas des erreurs possibles -1, 0, + 1, 
Lagrange reprend ce cas puis elargit Ie probleme a d'autres erreurs discretes 
puis quelques cas d'erreurs distribuees contimlment. Mais si Lagrange fait un 
usage systematique de ce que nous appelons aujourd'hui la transformee de 
Laplace pour trouver la distribution de l'erreur moyenne, il ne dispose pas de 
formule d'inversion pour remonter de la puissance nieme de la transformee 
a la fonction generatrice sauf si cette puissance nieme est a l'evidence elle
meme une transformee. 

Ce travail de Lagrange, paru en 1776, a incite Laplace a reconsiderer sa 
propre approche sur Ie principe de probabilite inverse. Laplace formalisera 
en 1785 et en 1810, la technique des transformations qui portent son nom, 
developpera une formule d'inversion et utilisera ces outils pour demontrer 
Ie theoreme central limite. 

Rappel: [Dne fonction.fft) definie pour 0 ~ t < 00 ,a pour transformee de 
Laplace 

F(s) = 1000 e- s' f(t)dt . 

1. Miscellanea Taurinensia, Tome V, annees 1770-1773 : Melanges de Philosophie et de 
mathematique de la societe royale de Turin classe mathematique p. 167-232. 

2. CE, par exemple : Todhunter I.,A History of the mathematical theory ofprobability, Cambridge, 
1865, chapitre XV; Dale A.I.,A history of inverse probability, Springer Verlag, 1991, 
p. 82-86; Hald A.,A history ofmathematical statisticsfrom 1750 to 1930, Wiley, 1998, 
p.40-50. 
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L'inversion de la transformee de Laplace peut etre effectuee par la formule 
de Post: 

Vne fonction j(t) continue sur l'intervalle [0,(0) qui pour bE IR. verifie 
l'inegalite 

I j(t) I < . d'ffi" bl ' b sup 1>0 -b-I - 00, eXlste et est 1 erenCla e par rapport a s, pour tout s > , 
e 

peutetreretrouvee a partir de sa transformee de LaplaceF(s) = 1000 e-si j(t)dt 

par la formule (_l)k (k )k+1 (k) 
j(t) = lim -- - F(k)_ 

k-->oo k! t t 

pour t > 0, F(k) etant la kieme derivee de F.] 

Lagrange, dans son memoire presente tout d'abord l'objet de ses travaux: 

« Quand on a plusieurs observations d'un meme phenomene dont les resultats ne 
sont pas tout a fait d'accord, on est sur que ces observations sont toutes, ou au moins 
en partie, peu exactes, de quelque source que I'erreur puisse provenir ; alors on a 
coutume de prendre Ie milieu entre tous les resultats, parce que de cette maniere, 
les ditterentes erreurs se repartissant egalement dans toutes les observations, 
I'erreur qui peut se trouver dans Ie resultat moyen devient aussi moyenne entre 
toutes les erreurs. Or, quoique tout Ie monde reconnaisse I'utilite de cette pratique 
pour diminuer, autant qu'il est possible, I'incertitude qui nait de I'imperfection des 
instruments et des erreurs inevitables des observations, j'ai cru cependant qu'il serait 
bon d'examiner et d'apprecier par Ie calculles avantages qu'on peut esperer retirer 
d'une semblable methode; c'est I'objet que je me suis propose dans ce Memoire. 
Je commencerai par supposer que les erreurs qui peuvent se glisser dans chaque 
observation soient donnees, et qu'on connaisse aussi Ie nombre des cas qui peuvent 
donner ces erreurs, c'est-a-dire la facilite de chaque erreur ; je supposerai ensuite 
que I'on connaisse seulement les limites entre lesquelles toutes les erreurs possibles 
doivent etre renfermees avec la loi de leur facilite, et je chercherai dans I'une et dans 
I'autre de ces hypotheses quelle est la probabilite que I'erreur du resultat moyen 
so it nulle, ou egale a une quantite don nee, ou seulement comprise entre des limites 
donnees. Je ferai voir en meme temps comment on peut determiner, a posteriori, 
la loi meme de la facilite des erreurs, et quelle est la probabilite que dans cette 
determination on ne se trompera pas d'une quantite donnee. [ ... 1 
Au reste, je suivrai dans to utes ces recherches la regie ordinaire du calcul des 
probabilites, suivant laquelle on estime la probabilite d'un evenement par Ie nombre 
des cas favorables, divise par Ie nombre de tous les cas possibles. » 

Lagrange traite ensuite onze problemes, Ie neuvieme etant plutot l'enonce 
de divers lemmes. 

Void l'enonce par Lagrange du premier probleme : 

liOn suppose que dans chaque observation on peut se tromper d'une unite, tant en 
plus qu'en moins, mais que Ie nombre des cas qui peuvent donner un resultat exact 
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est au nombre des cas qui peuvent donner une erreur d'une unite comme a : 2b; 
on demande quelle est la probabilite d'avoir un resultat exact en prenant Ie milieu 
entre les resultats particuliers d'un nombre n d'observations. » 

Lagrange poursuit : 

« Puisqu'il va a cas qui donnent zero d'erreur, et 2b cas qui donnent + 1 et - 1, 
c'est-a-dire b cas qui donnent + 1 et b cas qui donnent - 1 d'erreur, il est clair par 
les regles ordinaires des probabilites que la probabilite que I'erreur soit nulle dans 

a 
chaque observation particuliere sera exprimee par a + 2b : vovons donc quelle sera 

la probabilite que I'erreur so it aussi nulle en prenant Ie milieu entre n observations. 
II est facile de montrer que cette question se reduit a celle-ci : 
Avant n des dont chacun ait a faces marquees d'un zero, b faces marquees d'une 
unite positive, et b faces marquees d'une unite negative, en sorte que Ie nombre 
total des faces soit a + 2b, trouver la probabilite qu'iI V a d'amener zero en jetant 
tous ces des au hasard. » 

Or, Simpson avait aborde en 1755 Ie probleme des observations astrono
miques en se focalisant sur les erreurs de positionnement du corps observe, 
avait considere l'erreur comme une variable aleatoire distribuee uniforme
ment sur les entiers entre - a et + a, et avait utilise un resultat etabli par de 
Moivre, qui, parmi les differents problemes lies aux jeux de des, avait etudie 
la distribution de la somme des faces de plusieurs des l • Le resultat indiquait 
que cette distribution de la somme des faces de n des ayant chacunJfaces 
numerotees 1 a Jest donnee par les coefficients du developpement de 

(1+r+r2 +r3 + ... +rf-l)n = (1-r f )" 
(l-r)" 

Lagrange deve10ppe donc une solution identique a celie de Simpson, qu'll 
ne connaissait peut-etre pas. 

La contribution principale du memo ire est develop pee dans Ie dixie me 
probleme. 

Lagrange donne dans les douze dernieres pages de son papier une methode 
directe pour traiter une distribution de probabilite des erreurs quelconque 
et continue. 

11 ecrit: 

« On suppose que chaque observation soit sujette a to utes les erreurs possibles 
comprises entre ces deux limites, p et - q, et que la facilite de chaque erreur x, 
c'est-a-dire Ie nombre des cas OU elle peut avoir lieu divise par Ie nombre total 
des cas, soit representee par une fonction quelconque de x designee par V ; on 
demande la probabilite que I'erreur movenne de n observations soit comprise entre 
les limites ret - s. 

1. Doctrine of Chances, 1738, p. 35-37. Cf. notre § 6.2. 
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On commencera d'abord par chercher la probabilite que I'erreur moyenne soit z, et 
cette probabilite etant representee par une fonction de z, il n'y aura qu'a en prendre 
I'integrale depuis Z= r jusqu'a Z= s; ce sera la probabilite cherchee. 
Maintenant, pour avoir la probabilite que I'erreur moyenne de n observations soit 
z, il faudra considerer Ie polynome qui est represente par I'integrale de ya'< dx , 
en supposant cette integrale prise de maniere qu'elle s'etende depuis x = p jusqu'a 
x = - q; on elevera ce polynome a la puissance n. et I'on cherchera Ie coefficient 
de puissance z de a, [ ... 1 ce coefficient, qui sera une fonction de z, exprimera la 
probabilite que I'erreur moyenne soit z. )) 

En fait, Lagrange pro cede par analogie (mais sans demonstration) avec Ie 
cas d'une distribution de probabilite discrete y( x), x = - q, - q + 1, ... , p, pour 
leque1la fonction generatrice est 

P 
g(a) = Lax.y(x), a~O, 

x=-q 

a partir de laquelle, la fonction genera trice pour la distribution de la somme 
zest 

En remplac;:ant les sommes par des integrales, il definit la fonction genera
trice pour la distribution y(x), -q :s: x :s: p ,d'une variable aleatoire continue, 
soit 

g(a) = f~a·<.y(x)dx ,a~O, 

et g"(a) = (fP a'< .Y(X)dX)" = fliP aZ 'YII(z)dz . 
-q -lIq 

Pour Ie cas discret g"(a) est un polynome en a et Yn(Z) est Ie coefficient 
de aZ dans Ie polynome. Pour Ie cas continu, Lagrange considere que 

( P )" f-q a" .y(x)dx doit etre transforme en un polynome en a, l'integrale etant 

la limite d'une somme en utilisant de petits intervalles. A nouveau, YII(Z) 
est Ie coefficient de aZ dans ce polynome. Ce coefficient sera une fonction 
de z et devra etre integre de - s a r pour obtenir la probabilite que l'erreur 
moyenne de n observations soit comprise entre ces limites. 

Lagrange donne a la fin de son memoire quelques exemples d'applications 
de sa methode. 

14.2. Biographie de Lagrange (1736-1813) 
Joseph Louis Lagrange! nait a Turin Ie 25 janvier 1736.11 possede une double 
origine, frans:aise (sa famille paternelle est tourangelle) et italienne. Son pere, 

1. Giuseppe Luigi Lagrangia. 

270 



Lagrange 

tresorier du roi de Sardaigne, a epouse Marie-Therese Gros qui lui a donne 
onze enfants, dont seulle plus jeune, notre futur mathematicien, survecut 
au-dela de l'enfance. Les parents de Lagrange sont riches. Mais Ie pere est un 
incorrigible speculateur etJoseph-Louis ne recevra rien de sa fortune, ce qui 
est peut-etre une chance car, comme ille disait lui-meme : « Si j'avais herite 
d'une fortune,je n'aurais jamais consacre rna vie aux mathematiques ». Au 
reste, Lagrange ne montre pas immediatement d'interet pour ce domaine. A 
l'ecole, ses etudes sont classiques et en mathematiques il apprend la geome
trie d'Euclide et d'Archimede. Mais Ie hasard Ie conduit a lire, vers rage de 
dix-sept ans, un livre d'Edmond Halley qui Ie marque profondement. 11 est 
litteralement subjugue par la superiorite des calculs conduits par Halley sur 
ceux des Grecs anciens. 11 decide d'apprendre par lui-meme ces nouvelles 
techniques de mathematiques si puissantes pour la resolution des problemes 
d'astronomie. Son« auto-:-apprentissage» est fulgurant: Delambre indique 
(dans son eloge de Lagrange), qu'il devient professeur de mathematiques 
a I'Ecole Royale d'Artillerie de Turin a dix-neuf ans. Ses eleves sont plus 
ages que lui. La meme annee (1755) il developpe la methode des maxima 
et minima (i.e. Ie calcul des variations1) et commence les travaux qui vont Ie 
conduire a son chef-d'reuvre : fa Micanique analytiqut? Malgre son jeune age 
il transmet a Euler, dont la reputation est immense, ses premiers travaux. Ce 
dernier reconnait immediatement les talents du jeune Lagrange et l'encourage 
a poursuivre. Qyatre ans plus tard, en 1759, notre mathematicien envoie a 
Euler de nouveaux resultats. L'illustre mathematicien allemand lui repond : 
« Votre solution du probleme des isoperimetres ne laisse rien a desirer, et je me 
rejouis que ce sujet, dont je rn'etais presque seul occupe depuis les premieres 
tentatives, ait ete porte par vous au plus haut degre de perfection ». Euler 
decide alors de retarder sa propre publication sur Ie sujet pour « ne pas priver 
[Lagrange] d'aucune part de gloire qui lui est due ». Ensuite, Euler publie 
un article indiquant que beaucoup de difficultes avaient pu etre surmontees 
grace aux indications de Lagrange. 

Grace a Euler, Lagrange est elu, Ie 2 octobre 1759, membre etranger de 
l'Academie de Berlin. Cette reconnaissance est, compte tenu de son jeune 
age (23 ans), exceptionnelle. Elle va lui etre utile pour se faire connaitre dans 
son propre pays. Toujours en 1759, Lagrange applique Ie calcul differentiel a 
la theorie des probabilites et developpe une theorie du son qui depasse celie 
de Newton. 11 travaille egalement sur une theorie de la libration de la lune3 

qui lui vaut de recevoir Ie grand prix de l'Academie des sciences de Paris 
en 1764. Encouragee par ce brillant succes, l' Academie met en concours un 

1. Le terme «calcul des variations» a d'ailleurs ete introduit par Lagrange. 
2. Hamilton qualifiera ce traite de « poeme scientifique ». 
3. La libration est Ie balancement apparent de la face visible de la lune de part et d'autre de 

sa position moyenne. Ce balancement est dii a l'ellipticite de l'orbite, a l'inclinaison de 
l'axe de ses poles et a la rotation de la terre. 
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sujet encore plus difficile relatif au mouvement des satellites de Jupiter. En 
1766, Lagrange emporte a nouveau Ie prix de l'Academie. La meme annee, 
Ie roi de Sardaigne, ebloui par ces travaux, decide de lui offrir un voyage pour 
Paris et Londres. Des ennuis de sante obligent Lagrange a rester a Paris. 
H y rencontre un grand nombre d'intellectue1s. Notre mathematicien aime 
Paris, mais Ie roi de Prusse, Frederic II, Ie fait venir a Berlin en disant : « Le 
plus grand roi d'Europe doit avoir a sa cour Ie plus grand mathematicien ». 

Lagrange arrive a Berlin en novembre 1766 et devient directeur de la division 
de mathematiques de l'Academie de Berlin. 11 restera vingt ans dans cette 
ville et y redigera un grand nombre de memoires. En 1767, Lagrange se marie 
avec une de ses cousines. Le couple ne semble pas tres heureux et n'aura pas 
d'enfant. Lui est sujet a des periodes de depression et e1le est atteinte d'une 
lente maladie, dont elle mourra en 1783. Notre mathematicien se refugie 
dans Ie travail,« mon occupation, dit-il, est reduite a faire des mathematiques, 
tranquillement et en silence ». A Berlin ses travaux portent essentiellement 
sur la mecanique celeste, mais il aborde egalement d' autres themes. C'est ainsi 
qu'il indique en 1768 a son ami d'Alembert1 « qu'il diversifie ses etudes dans 
des problemes d'arithmetique ».11 resout egalement plusieurs conjectures 
difficiles dues a Fermat. En 1772, Lagrange emporte un troisieme prix de 
l'Academie de Paris pour son essai sur Ie probleme des trois corps, essai qui 
ne sera depasse qu'un siecle plus tard. C'est egalement a cette epoque qu'il 
introduit Ie potentie1 de gravitation (1772) et etudie Ie mouvement de rota
tion d'un solide (1773). Dans une lettre a Laplace en date du 15 septembre 
1782, Lagrange indique qu'il a « presque completement termine son traite 
sur la mecanique analytique », mais Ie livre (dont l'edition sera assuree grace 
a Legendre), ne paraitra qu'en 1788. Lagrange est maintenant a Paris et y 
restera jusqu'a sa mort en 1813. Lorsque Frederic II meurt Ie 17 aout 1786, 
Ie climat a Berlin devient inconfortable pour les etrangers, de plus Louis XVI 
invite Lagrange a poursuivre ses travaux a l'Academie des sciences de Paris. A 
son arrivee a Paris, en 1787, il est rec,:u avec grand respect tant par la famille 
royale que par l'Academie2• I1logera au Louvre jusqu'a la revolution et sera 
l'un des favoris de Marie-Antoinette. Lavoisier (1743-1794) devient l'un 
de ses amis et notre mathematicien declare que grace a ce dernier la chimie 
est devenue « aussi simple que l'algebre ». Sa ponderation et son sens de la 
diplomatie lui permettent de traverser sans heurt la periode de la revolution, 
et surtout de la terreur, malgre ses attaches avec la famille royale. Ainsi, pour 
contourner Ie decret du 16 octobre 1793 forc,:ant les etrangers (dont faisait 
partie Lagrange) a quitter la France, Guyton de Morveau fait prendre un 

1. D'Alembert encourage toute sa vie Lagrange, de 20 ans son cadet. Un mois avant sa 
mort illui ecrit : « Je vous dis au revoir, peuH:tre pour la derniere fois. Garder un peu Ie 
souvenir de la personne qui, de tous les gens du monde, vous cherissait et vous admirait 
Ie plus». 

2. Lagrange est nomme « pensionnaire veteran» Ie 29 juillet 1787. Il avait ete admis a 
l'Academie de Paris comme « associe etranger» des 1772. 
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arrete par Ie Comite de Salut Public pour faire rester Lagrange en France 
afin qu'il puisse continuer ses calculs sur la theorie du mouvement des 
projectiles. On sait que malheureusement, au nom du slogan « la republique 
n'a pas besoin de savants », son ami Lavoisier sera guillotine, ce qui fera dire 
a Lagrange « Seul un instant a ete necessaire pour couper cette tete, et il 
faudra probablement plus d'un siecle pour en faire une semblable ». 

En 1792, alors qu'il a cinquante-six ans, Lagrange traverse une phase 
depressive. 11 parle peu, est distrait et profondement melancolique. La fi11e de 
l'astronome Lemonnier se desole de Ie voir dans cet etat. Malgre son jeune 
age, e11e lui propose de 1'epouser. Lagrange accepte et ... retrouve la joie de 
vivre aupres de cette jeune femme qui lui est toute devouee. 11 retrouve son 
activite et sa production scientifique. 11 est president de la commission (creee 
par un decret du 8 mai 1790 de 1'Assemblee Constituante) chargee d'etablir 
un Systeme general et uniflrme de po ids et mesure. Entre 1790 et 1799, il fait 
egalement partie de divers comites charges d'elaborer Ie systeme metrique, 
que la revolution a decide de mettre en place. 11 est, de meme, appele a etre 
pr5'fesseur dans les de~ nouve11es institutions gui viennent d'etre creees : 
l'Ecole Normale et 1'Ecole Poly technique. L'Ecole Normale est fondee 
Ie 30 octobre 1794. Les premiers cours ont lieu au mois de decembre. 
Lagrange y enseigne les mathematiques. A la demande de Monge, il est 
nomme professeur a Polytechnique1 des ses debuts (Ie premier cours a lieu 
Ie 21 decembre 1794). Ses le<;:ons sont« si savantes, dit-on, qu'il ne se trouve 
peut-etre pas en France trente personnes en etat de les entendre ». Lagrange 
devient egalement, Ie 4 decembre 1794, Ie premier president du Conseil 
d'Administration de cette Ecole. 11 developpe la theorie des fonctions et 
publie, en 1797, son important traite intitule : La thiorie des fonetions analy
tiques. 11 y etudie de nombreux cas d'integration d'equations differentie11es 
aux derivees partie11es et on lui doit aussi la technique des « multiplicateurs 
de Lagrange» (que 1'on trouve deja dans sa mecanique analytique) et ce11e 
de la « variation des constantes ». 

Lagrange est apprecie et a Ie sens de la diplomatie : apres avoir servi a la 
cour du roi de Prusse et a ce11e de Louis XVI, il traverse sans encombre la 
revolution fran<;:aise et la terreur et finalement sera admire par Napoleon 
Bonaparte. Ce dernier Ie couvre d'honneurs : Senateur, Comte d'Empire, 
grand officier de la Legion d'Honneur. 

Lagrange meurt Ie 14 avril 1813, a 77 ans « n'ayant hal personne et n'ayant 
point fait de mal» (Hamilton), et entre au Pantheon trois jours plus tard. 

1. II s'agit alors de l'Ecole Centrale des Travaux Publics qui sera appelee Ecole Polytechnique 
it partir du 1" septembre 1795. 

2. Lagrange res:oit cette distinction Ie 3 avril 1813, une semaine avant sa mort. 
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Son reuvre est immense. Une grande part se trouve dans Ie domaine des 
mathematiques pures (calcul des variations, resolution algebrique des equa
tions, theorie des fonctions ... ). Hamilton Ie baptise « Ie Shakespeare des 
mathematiques ». Son apport a la mecanique celeste et a la physique n'en 
est pas moins essentiel. L'reuvre de Newton l'a profondement marque des 
sa jeunesse : « 11 n'ya qu'une seule loi de l'Univers, dit Lagrange, et c'est 
Newton qui l'a decouverte ». 

En developpant la mecanique analytique, Lagrange a offert a la physique l'un de 
ses plus beaux joyaux qui se revelera d'une fecondite presque intemporelle. 

Le genie de Lagrange est traduit par les paroles de Laplace : « 11 possedait 
au plus haut point ce tact heureux qui, faisant discerner dans les objets les 
principes generaux qu'ils rece1ent, constitue Ie veritable genie des sciences, 
dont Ie but est la decouverte de ces principes, ce tact,joint a une rare elegance 
dans l'exposition des theories les plus abstraites, caracterise Lagrange ». 

14.3. Principales publications de Lagrange 
Differents memo ires de Lagrange ont ete publies dans: Melanges de philoso
phie et de mathimatique de la Societe royale de Turin!' Memoires de l'Academie 
royale des sciences et belles lettres de Berlin, Nouveaux memo ires de l'Academie 
de Berlin,fournal de l'Ecole Poly technique, Memoires de l'Academie des sciences 
de I1nstitut de France, Memoires de la classe de mathimatiques et physiques de 
I1nstitut de France. 

Les editions originales principaux livres sont les suivantes : 

Lefons sur Ie calcul desfonctions in Seances des Ecoles Normales, 1795-
1796. 

Lettera di Luigi de La Grange Tournier, Torinese all' illustrissimo signor conte 
Giulio Carlo da Fagnano ... Contenante una nuova serie per dijferenziali, ed 
integrali di qualsivoglia grado corrispondente alla Newtoniana per Ie postuta 
et Ie radici, Turin, Stamparia Reale, 17542• 

1. En 1757, Beccaria et certains de ses etudiants, dont Lagrange, Ie comte Saluzze et Ie 
medecin Giovanni Cigna creent la Societas Privata Taurinensis qui devient deux ans plus 
tard la Societe royale des sciences de Turin. La societe publie un seul volume intituIe Miscel
lanae phiiosophico-mathematica societatis privatae Taurinesis. Les annees suivantes quatre 
volumes successifs paraissent sous l'appellation Melanges de philosophie et de mathematique 
de la Societe royale de Turin. Dans Ie volume de 1762 (p. 173-195) on trouve Ie memoire 
de Lagrange: Essai d'une nouvelle methode pour determiner les maxima, et les minima des 
formules integrales indijinies. 

2. Premiere publication de Lagrange OU il developpe un calcul base sur l'analogie entre 
la theorie binomiale de Newton et les differentiations successives de deux fonctions. 
Lagrange decouvrit plus tard qu'une methode de ce type avait ete deja developpee par 
Leibniz et Jean Bernoulli. 
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_ Mechanique analytique, Paris, Veuve Desaint, 1788. 

_ 1heorie des fonctions analytiques contenant les principes du calcul difftrentiel, 
degages de toute consideration d'infiniment petits et d'ivanouissans de limites 
ou de fluxions, et riduits it l'analyse algebrique des quantitis finies, Paris, 
Imprimerie de la Republique, 1797. 

_ De la resolution des equations numeriques de tous les degres, Paris, Duprat, 
1798. 
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15.1. Nouvelles methodes pour la determination 
des orbites des cometes 

Dans cet ouvrage, parait la premiere publication de la methode des moindres 
carres qui est Ie fondement de l'analyse statistique. Gauss, dans son traite 
7heoria motus corporum coelestium publie en 1809, indique qu'il utilisait cette 
technique depuis 1795, mais de fait la methode a ete publiee en premier par 
Legendre1• L'affirmation de Gauss irrita Legendre2• 

1. Gauss ecrit en 1809 : « Au reste, ce principe, dont nous avons fait usage depuis 1795, a 
ete donne dernierement par Legendre dans ses Nouvelles methodes pour la determination 
des orbites des cometes, Paris, 1806 ; on trouvera dans cet ouvrage plusieurs consequences 
que Ie desir d'abreger nous a fait omettre ». 

2. Legendre a ecrit a Gauss, en 1809 (Gauss, Werke, Band. 10/1, p. 380): 
«Je ne VOllS dissimulerai donc pas, Monsielll; quej'ai eprouve quelque regret de voir qu'en citant 
mon memoire ... , vous dites principum nostrum ... II n'est aucune decouverte quon ne puisse 
s'attribuer en disant quon avoit trouve la meme chose quelques annees auparavant; mais si on 
n'en fournit pas la preuve en citant Ie lieu OU on I'a publite, cette assertion devient sans objet et 
n'est plus qu'une chose desobligeante pour Ie veritable auteur de la decouverte. En Mathimatiques 
if arrive tres souvent quon trouve les memes choses qui ont etl trouvees par d'autres et qui sont 
bien connues; c'estcequi mestarrivenombre defois, maisje nen ai pointfoit mentioll etje n'ai 
jamais appele principu11l nostrum un principe qu'un autre avait publit avant moi. 
Vous etes assez riche de [votre] fonds, Monsieur, pour n'avoir rien it envier a personne ; 
et De suis] bien persuade au reste que j'ai a me plaindre de l'expression seulement et 
nullement de !'intention ... » 

Dans une lettre a Laplace datee de 1812 (Werke, Band 1011 p. 373-374) Gauss declare, 
pour sa part: 
«rai fait usage de la methode des moindres carres depuis l'an 1795 [ ... ] Cependant 
mes applications frequentes de cette methode ne datent que de l'annee 1802, depuis 
ce temps j'en fais usage pour ainsi dire tous les jours dans mes calculs astronomiques 
sur les nouvelles planetes. [ ... ]. Au reste j'avais deja communique cette meme methode, 
beaucoup avant la publication de l'ouvrage de M. Legendre, a plusieurs personnes, entre 
autres it Mr. Olbers en 1803. Ainsi, pouvais-je dans rna theorie parler de la methode des 
moindres carres, dont j' avais fait depuis sept ans mille et mille applications [ ... ]. Pouvais-je 
parler de ce principe, - que j'avais annonce a plusieurs de mes amis deja en 1803 comme 
devant faire partie de l'ouvrage que je preparais, - comme d'une methode empruntee de 
Mr. Legendre? Je n'avais pas l'idee, que Mr. Legendre pouvait attachertant de prix a une 
idee aussi simple, qu'on doit plutot s'etonner qu'on ne l'a pas eue depuis 100 ans, pour se 
Hicher que je raconte, que je m'en suis servi avantlui ? .. Mais j' ai cru que tous ceux qui 
me connaissent Ie croiraient meme sur rna parole, ainsi que je l'aurais cru de tout mon 
creur si Mr. Legendre avait avance, qu'il avait possede la methode deja avant 1795. » 
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La premiere edition de ce texte sur la methode des moindres carres appa
rait dans l'annexe (pages 72-80) du livre intitule Nouvelles methodes pour la 
determination des orbites des cometes (1805).11 est date du 15 ventose an XIII 
(6 mars 1805). Le texte fut reproduit par Puissant dans son Traite de Geodesie, 
edite par Courcier toujours en 1805 (pages 137-141) puis republie dans la 
deuxieme edition de l'ouvrage de Legendre en 1806. L'originale des Nouvelles 
methodes pour la determination des orbites des cometes de 1805 a pour editeur 
Didot, et l'edition de 1806 a ete editee par Courcier. 

La methode des moindres carres est qualifiee par Stigler dans son History 
of Statistics (Belknap Press, 1986) comme Ie theme dominant -Ie leitmotiv 
- des mathematiques statistiques au XIX" siecle, il ajoute que la clarte de 
l'exposition de Legendre n a pas ete surpassee et que ce texte doit etre compte 
dans l'histoire de la statistique comme l'une des introductions d'une nouvelle 
methode les plus claires et les plus elegantes. Pour sa part, J. Bertrand, 
dans l'introduction de sa traduction de divers memoires de Gauss intitulee 
Methode des moindres carres, (1855) affirme que Gauss considerait que la 
meilleure methode pour combiner les observations etait un des problemes les 
plus importants de la philosophie naturelle. 

On notera que la methode utilisee par Legendre pour justifier la methode 
des moindres carres nest pas probabiliste mais purement algebrique. 

Pour Gauss, en 1809, La justification du principe des moindres carres sera 
la maximalisation de la distribution a posteriori des erreurs. 

Dans son papier de 1810, Laplace justifiera la methode des moindres carres 
par la minimisation de l'erreur estimee a posteriori sur un grand nombre 
d'echantillons. 

Dans ce1ui de 1811, Laplace indiquera que la methode des moindres carres 
est justifiee pour un grand nombre de mesures, parce qu'elle est equivalente 
a l'obtention d'une erreur moyenne minim ale (ce qui equivaut a une variance 
minimale). 11 utilisera alors une demonstration a l'aide des probabilites directes 
et non inverses comme dans sa demonstration de 1810. 

En 1823, Gauss utilisera egalement la minimalisation des variances. 

Nous reproduisons ci dessous la partie theorique de la publication de Legendre 
ainsi que Ie debut de l'application numerique au calcul d'un arc de meridien 
de France effectue en 1795. 

II Sur la Methode des moindres carres 
Dans la plupart des questions ou il s'agit de tirer des mesures donnees par I'obser
vation les resultats les plus exacts qu'elles peuvent offrir, on est presque toujours 
conduit a un systeme d'equations de la forme 

E= at bxt cyt fzt etc. 
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dans lesquelles a, b, c, fetc., sont des coefficients conn us, qui varient d'une equation, 
a !'autre, et x, y. z etc., sont des inconnues qu'iI faut determiner par la condition 
que la valeur de Ese reduise, pour chaque equation, a une quantite ou nulle ou 
tres petite. 
Si !'on a autant d'equations que d'inconnues x, y, zetc., il n'y a aucune difficulte pour 
la determination de ces inconnues, et on peut rendre les erreurs Eabsolument nulles. 
Mais Ie plus souvent, Ie nombre des equations est superieur a celui des inconnues, 
et il est impossible d'aneantir toutes les erreurs. Dans cette circonstance, qui est 
celie de la plupart des problemes physiques et astronomiques, ou !'on cherche a 
determiner quelques elements importants, il entre necessairement de !'arbitraire dans 
la distribution des erreurs et on ne doit pas s'attendre que toutes les hypotheses 
conduiront exactement aux memes resultats; mais il faut surtout faire en sorte que 
les erreurs extremes, sans avoir egard a leurs signes, soient renfermees dans les 
limites les plus etroites qu'il est possible. 
De tous les principes qu'on peut proposer pour cet objet, je pense qu'il n'en est pas 
de plus general. de plus exact, ni d'une application plus facile que celui dont nous 
avons fait usage dans les recherches precedentes, et qui consiste a rendre minimum 
la somme des carres des erreurs. Par ce moyen, il s'etablit entre les erreurs une 
sorte d'equilibre qui, empechant les extremes de prevaloir, est tres propre a faire 
connaitre !'etat du systeme Ie plus proche de la verite. La somme des carres des 
erreurs p. + £2 + E"2 + etc., etant : 

(a+ bx+ cy+ fz+ ... )2 
+ (a' + b'x+ c'y+ (z+ ... )2 

+ (a" + b"x+ c"y+ f'z+ ... )2 + etc. 
si !'on cherche son minimum en faisant varier x seule, on aura !'equation : 

o = I ab + xI fj + y Ibc + zI bf + etc. 
dans laquelle par I ab on entend la somme des produits semblables ab + a'b' + 
a"b" + etc. par I fj la somme des carres des coefficients de x, savoir fj + b'l + b"2 
+ etc., ainsi de suite. 
Le min~mum, par rapport a ydonnera semblablement: 

o = I ac + xI bc + y I cjl + z I cf + etc. 
et Ie minimum par rapport a z, 

0= I af + xI bf + y I cf + z I f2 + etc. 
ou !'on voit que les memes coefficients I bc, I bf. etc., sont communs aux deux 
equations, ce qui contribue a faciliter Ie calcul. En general, pour former !'equation 
du minimum par rapport a !'une des inconnues, il faut multiplier tous les termes de 
chaque equation proposee par Ie coefficient de cette inconnue dans cette equation, 
pris avec son signe, et faire une somme de tous ces produits. 
On obtiendra de cette maniere autant d'equations du minimum qu'il ya d'inconnues, 
et il faudra resoudre ces equations par les methodes ordinaires. Mais on aura soin 
d'abreger tous les calculs, tant des multiplications que de la resolution, en n'admet
tant dans chaque operation que Ie nombre de chiffres entiers ou decimaux que peut 
exiger Ie degre d'approximation dont la question est susceptible. 
Si par un hasard singulier, il etait possible de satisfaire a toutes les equations en 
rendanttoutes les erreurs nulles, on obtiendrait egalement ce resultat par les equations 
du minimum; car si apres avoir trouve les valeurs de x, y, z, etc., qui rendent nulles 
£ E', etc., on fait varier x, y, z, etc., de Ox, Sy, 8z, etc., iI est evident que P. qui etait 
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zero deviendra par cette variation (abx + b by + c 6z. etc.j2. II en sera de mElme de 
£2. £'2. etc. O'ou I'on voit que la somme des carn~s des erreurs aura pour variation 
une quantite du second ordre par rapport a bx. by. Dz. etc. ; ce qui s'accorde avec 
la nature du minimum. 
Si apres avoir determine toutes les inconnues x. y. z. etc .• on substitue leurs valeurs 
dans les equations proposees. on connaltra les diverses erreurs E. f. f'. etc .• auxquelles 
ce systeme donne lieu. et qui ne peuvent etre reduites sans augmenter la somme de 
leurs carres. Si parmi ces erreurs il s'en trouve que I'on juge trop grandes pour etre 
admises. alors on rejettera les equations qui ont produit ces erreurs. comme venant 
d' experiences trop defectueuses. et on determinera les inconnues par Ie moyen des 
equations restantes. qui alors donneront des erreurs beaucoup moindres. Et il est a 
observer qU'on ne sera pas oblige alors de recommencer tous les calculs; car comme 
les equations du minimum se forment par I'addition des produits faits dans chacune 
des equations proposees. iI suffira d' ecarter de I' addition les produits donnes par les 
equations qui auront conduit a des erreurs trop considerables. 
La regie par laquelle on prend Ie milieu entre les resultats de differentes observa
tions. n'est qu'une consequence tres simple de notre methode generale que nous 
appellerons Methode des moindres carres. 
En effet. si I'experience a donne diverses valeurs a'. a". a .. •• etc .. pour une certaine 
quantite x.la somme des carres des erreurs sera (a' - xj2 + (a" - X)2 + (a" - xj2 + etc .• 
et en egalant cette somme a un minimum. on a : 

0= (a' - x) + (a" - x) + (a'" - x) + etc. 
d'ou resulte X= (a' + a" + a'" + etc.)/n; n etant Ie nombre des observations. 
Pareillement. si pour determiner un point dans I·espace. on a trouve. par une premiere 
experience. les coordonnees a'. b'. c' ; par une seconde. les coordonnees a". b". 
c". etc .. ainsi de suite; soient x. y. z. les veritables coordonnees de ce point: alors 
I'erreur de la premiere experience sera la distance du point (a'. b'. c') au point (x. y. 
z) ; Ie carre de cette distance est: 

(a' - X)2 + (b' - 02 + (e' - Z)2 
et la somme des carres semblables etant ega lee a un minimum. on en tire trois 
equations qui donnent X= (f a)/n; y= (f bl/n; Z= (f c)/n. n Stant Ie nombre de points 
donnes par I'experience. Ces formules sont les memes par lesquelles on trouverait 
Ie centre de gravite commun de plusieurs masses egales. situees dans les points 
donnes; d'ou I'on voit que Ie centre de gravite d'un corps quelconque jouit de cette 
propriete genera Ie. 
Si on divise la masse d'un corps en molecules egales et assez petites pour etre 
considerees comme des points. la somme des carres des distances des molecules 
au centre de gravite sera un minimum. 
On voit que la methode des moindres carras fait connaltre. en quelque sorte. Ie 
centre autour duquel viennent se ranger tous les resultats fournis par I'experience. 
de maniere a s'en ecarter Ie moins qu'il est possible. [ ... J » 

On remarquera qu'il suffit de remplacer Ie signe somme J par Ie signe E pour 
que Ie texte de Legendre soit conforme aux notations actuelles. 
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15.2. Application a la mesure des degres du meridien 
Legendre donne l'exemple d'application suivant: 

« Supposant que Ie meridien est une ellipse dont les axes sont dans Ie rapport de I 
a 1 + a, si on designe par 0 la longueur du 45e degre, et par S celie de rarc compris 
entre les deux latitudes L et L', on aura par les formules connues, et en exprimant 
L' - L en degres : 

S=D(L'_L)_~aD.180 sin(L'-L)cos(L'+L); 
2 7r 

d'ou resulte 
L'_L=~+~a.180 sin(L'-L)cos(L'+L). 

D 2 7r 

Comme Ie 45e degre est d'enviran 28 500 modules, egaux chacun a deux toises, on 
. 1 1+<; 

peut falre D = 28500'<; etant line fraction tres petite, et on aura 

L'-L=-S-+_<;_+a. 270 sin(L'-L)cos(L'+L), (al 
28.500 28.500 7r 

equation qui pour chaque arc dont on connait la longueur avec la latitude de ses 
extremites, donnera une relation entre a et (. 
« Voici maintenant les longueurs des differents arcs de la meridienne de France et 
les latitudes des paralleles qui les separent, telles qu'elles resultent de roperation 
executee par les celebres astronomes Delambre et Mechain. 

I Lieu 
Sa latitude. 

Arcs comp"is 
L'-L L'+L ! de lJ obsel·v'ation. e."(pl·imes en modules. 

I 
Dunkerque .•..•. 51° 2' 10"50 

2° II' 20" 75199053. DP 62472 . 59 0" 

Pantheon a Paris 48 50 49.75 
2 40 7.2.5195 I 32-PE 76145 ,74 

Evaux ............. 46 10 42.50 
EC 84424·55 .l! 57 48.10 89 23 37 

Carcassonne •.•.. 43 12 54.40 
CM 52749.48 I 5r 9. 60 84 3:1, 39 

l\Iontjouy ........ 41 2.1 41, 80 
-.-

Nous avons donc quatre arcs dont les mesures etant substituees successivement 
dans requation (al, fourniront quatre equations entre a et (. Mais comme ces 
quatre equations ne peuvent pas etre satisfaites to utes a la fois, nous supposerons 
qu'elles ont lieu, en attribuant une certaine erreur a la latitude de chaque lieu. et 
nous appellerons E', E", etc. les corrections 
additives aux latitudes de Dunkerque, du Pantheon, etc. Ces erreurs n'entrent que 
dans Ie premier membre de chaque equation: elles sont trap petites pour affecter Ie 
terme multiplie par a dans Ie second membre. Voici donc les equations qui resultent 
des quatre arcs mesures dans I'operation de la meridienne, 
E' -E"=0,002923+<;-(2,192)-0:(0,563) 
E" -E'" =0,0031 00+<;-(2,6 72 )-0:( 0,351) 
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E'" -ElV =0,001096+<;-(2,962)+a(0,047) 
ElV _Ev ==0,001808+<;-(1,851)+a(0,263) 
Comme il importe de considerer les erreurs separement, on regardera comme une 
nouvelle inconnue rerreur E"', par exemple, et on aura les cinq equations: 
E'=E'" +0,006023+<;-( 4,864)-a(0,914) 
E" -E"'=0,003100+<;-(2,672)-a(0,351) 
E"'==E'" (W 
E lV =E'" +0,001096-<;-(2, 962)-a(0,047) 
EV =E"'+0,002904-<;-(4,813)-a(0,310) 

II faut maintenant faire en sorte que la somme des carres de ces cinq erreurs soit un 
minimum, et d'abord cette condition exprimee par rapport a I'inconnue E''' dont tous 
les coefficients sont 1, donne par I'addition de toutes ces equations: 
0=5E'" +0,013123-<;-(0,239)-a(1,622) 

Substituant cette valeur dans les cinq equations (b), on aura 

E' =0,003398+<;-(4, 912)-a( 0,590) 
E"=0,000475+<;-(2,720)-a(0,027) 
E"'=-0,002625+<;-(0,048)+a(0,324) 
ElV =-0,001529+<;-(2, 914)+a(0,277) 
EV =0,000279+<;-(4,765)+a(0,014) 
Pour exprimer ensuite la condition du minimum par rapport a (. il faut multiplier la 
premiere equation par 4,912 coefficient de ( ; la seconde par 2,720 ; la troisieme 
par 0,048 ; la quatrieme par - 2,914 ; la cinquieme par - 4,765, et egaler a zero la 
somme de tous les produits. On operera semblablement par rapport a a, et on aura 
les deux equations: 
0=0,020983+<;-( 62, 726)-a(3,830) 
0=0,003287-<;-(3,830)+a(0,531) 
d'ou ron tire a == 0,00675, et ( = 0,0000778, donc 
I'aplatissement == 1/248 
et Ie 45" degre 0 == 28 500/(1 + ()= 28 497)8 )) 

Legendre explique alors pourquoi ces valeurs different de celles connues 
par ailleurs. 

15.3. Biographie de Legendre (1752-1833) 
Adrien-Marie Legendre nait a Paris! Ie 18 septembre 1752. Sa famille, qui 
est tres a l' aise, lui fait faire ses etudes au College Mazarin a Paris, OU il 
est remarque par l'abbe Marie, son professeur de mathematiques. CeIui-ci 
insere, avec eloges, plusieurs articles de son eleve dans son Traite de mecanique 
qu'il publie en 1774. Puis ille fait nommer, par l'entremise de d'Alembert, 
a 1'Ecole militaire de Paris ou il va enseigner Ies mathematiques de 1775 

1. Legendre est peut-etre ne a Toulouse et sa famille aurait rejoint ensuite Paris alors 
qu'Adrien-Marie etait encore tres jeune. 

283 



Legendre 

a 1780. Deux annees apres avoir quitte l'Ecole militaire, Legendre obtient Ie 
prix mis au concours par l'Academie de Berlin sur la question de determiner 
la courbe decrite par les boulets et les bombes, en ayant egard 11 la resistance de l'air, 
et de donner les regles pour connaitre les portees qui repondent 11 dijferentes vitesses 
initiales et 11 dijferents angles de projection. Son memoire intitule Recherches sur 
la trajectoire des projectiles dans les milieux resistants est couronne en juin 1782. 
Newton a deja traite Ie probleme dans les Principia, mais Legendre ameliore 
les calculs dans l'hypothese d'une resistance de l'air proportionnelle au carre 
de la vitesse. En 1782, Lagrange dirige les mathematiques a l'Academie 
de Berlin, et Ie prix obtenu par Legendre attire son attention. En 1783, 
Legendre lit a l'Academie des sciences de Paris, un memoire sur I'Attraction 
des el/ipsoides. Pour determiner l'attraction d'un tel ellipsoide sur n'importe 
quel point exterieur il utilise une serie de puissances. D' Alembert et Laplace 
ayant fait un excellent rapport sur ce travail et une place de membre adjoint 
mecanicien ayant ete rendue vacante par la nomination de Laplace a la 
fonction d' associe, l' Academie des sciences designe Legendre pour cette 
place de membre adjoint Ie 30 mars 1783. 

En juillet 1784, Legendre lit a l' Academie, un Memoire sur la figure des pi anNes! 
ou il demontre que la figure elliptique peut seule convenir a l'equilibre d'une 
masse fluide, homogene, animee d'un mouvement de rotation et dont toutes 
les molecules s'attirent en raison inverse du carre de la distance. 11 introduit 
dans cette etude ce que nous appelons les polynomes de Legendre2• Ses 
Recherches d'analyse indeterminet? de 1785 contiennent sa loi de reciprocite 
quadratique dont il donne une premiere demonstration partielle4• Le meme 
traite contient aussi la theorie de la decomposition des nombres en trois 
carres. En 1786, Legendre presente un Memoire sur la maniere de distinguer 
les maxima des minima dans Ie calcul des variation~. Les conditions dites de 
Legendre, etablies dans ce papier, initient une abondante litterature. Les 
premiers rudiments de sa theorie des fonctions elliptiques sont presentes 
dans Memoires sur les intigrations par arcs del/ipse et sur la comparaison de ces 
areI'. Par ailleurs, I'Academie l'a promu membre associe durant la meme 
periode (23 avril 1785). 

En 1787, avec Cassini IV et Mechain, Legendre est charge de certaines 
operations geodesiques entreprises conjointement par I'Observatoire de Paris 
et celui de Greenwich. A cette occasion, il calcule non seulement tous les 

1. Memoires de l'Acad. des Sc., 1784, p. 370 if. 
2. Les polynomes de Legendre sont solutions d'une equation differentielle de la forme: 

(1- x2)y" - 2xy' + n(n + l)y = 0 
3. J~,1785,p.465-560 

4. La loi avait ete enoncee sans preuve par Euler en 1783. Gauss la demontrera completement 
en 1801. 

5. Jd., 1786, p. 7-37 et 1787, p. 348-351. 
6. J~,1786,p.616,644-673. 
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triangles situes en France, mais meme ceux qui relient la cote d'Angleterre 
a Greenwich. Ce travaill' amene a Londres OU il est nomme Fellow de la 
Royal Society. 11 presente ses recherches a l'Academie des sciences en 1787 
dans un Memoire sur les operations trigonometriques dont les resultats dependent 
de la figure de la terre1• C'est dans ce memoire qu'on voit apparaitre, pour la 
premiere fois, la denomination de lignes geodesiques, attribuee aux lignes de 
longueur minimum tracees sur une surface donnee. On y trouve aussi son 
theoreme sur les triangles spheriques. En 1789 et 1790, dans son Memoire 
sur les integrales double?-, Legendre complete son etude precedente de l'at
traction des spheroides en prenant en compte des spheroides heterogenes. 
En avril 1791 il est nomme, toujours avec Cassini et Mechain, responsable 
des operations astronomiques necessaires pour determiner Ie metre etalon, 
mais il demande a etre releve de cette mission un an plus tard. 

En 1792, Legendre presente a l'Academie son Memoire sur les transcend antes 
elliptiques. Mais les Academies sont supprimees en aout 1793 et il doit faire 
imp rimer lui-meme son memo ire. Les temps deviennent durs pour lui car sa 
modeste fortune a fondu durant la Revolution. De plus, il epouse a cette epoque 
une jeune fille de dix-neuf ans, Marguerite Couhin3• Durant 1794, il devient 
Ie Chef de la Commission Nationale executive de l'Instruction Publique et 
il publie ses Eliments de geometrie que Condorcet l'avait incite a ecrire. Cet 
ouvrage aura un succes prodigieux bien que, par Ie plan et les demonstrations, 
il reproduise les defauts des traites d'Euclide et d'Archimede. 

En 1795,l'Academie des sciences est reouverte sous Ie nom d'Institut National 
des Sciences et des Arts. Legendre obtient l'une des six places de la section de 
mathematiques (13 decembre 1795). Cet Institut est remanie par Napoleon 
en 1803, et Legendre fait alors partie de la section de Geometrie. 11 devient 
vice-president de l'Academie des sciences en 1804-1805, puis president en 
1805-1806. Legendre n'est pas nomme professeur a Polytechnique ni a l'Ecole 
normale de l'an III, mais il succede a Laplace en 1799 comme examinateur 
de mathematiques pour l'entree a l'ecole d'artillerie. 11 gardera cette activite 
jusqu'en 1815, date alaquelle il demissionnera et se verra attribuer une pension 
de 3 000 francs qui lui sera retiree en 1824 a la suite de son refus de voter 
pour Ie candidat officiellors d'une election a un siege de l'Institut. Qyand 
Lagrange meurt en 1813, Legendre lui succede au bureau des Longitudes, 
et il y restera sa vie durant. 

1. Id., 1787, p. 352 if. 
2. Id.,1787,p.454-486. 
3. Plus tard il dira a Jacobi: « Je me suis marie apres une revolution sanglante qui avait 

detruit rna petite fortune; nous avons eu de grands problemes et quelques moments tres 
difficiles, mais mon epouse rna aide avec beaucoup de devouement pour mettre peu a peu 
mes affaires en ordre et elle m'a donne la tranquillite necessaire pour faire mon travail usuel 
et pour ecrire de nouveaux travaux qui ont solidement augmente rna reputation. » 
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Legendre publie en 1798 son Essai sur la tMorie des nombres dans lequel il 
reprend les n!sultats des Recherches d'analyse indeterminee de 1785 et donne 
une nouvelle presentation de la loi de reciprocite quadratique. 

En 1805 il publie La nouvelle methode pour la determination des orbites des 
co metes, ouvrage dans lequel on trouve en annexe la methode des moindres 
carres. Gauss, dans son traite Theoria motus corporum coelestium publie en 1809, 
indique qu'il utilisait la technique des moindres carres depuis 1795. Mais la 
publication de Legendre etant la premiere chronologiquement, l' affirmation 
de Gauss irrita Legendre qui declara, dit-on : « cette impudence excessive 
est incroyable chez un homme dont les merites personnels sont suffisants 
pour qu'il n'ait pas besoin de s'attribuer les decouvertes des autres.» 

Legendre a produit un travail important sur les fonctions elliptiques dans 
les trois volumes de ses Exercices du Calcul Integral. En 1823, il publie ses 
Recherches sur quelques objets d'analyse indeterminee et particulierement sur Ie 
tMoreme de Fermai'- qui comportent la demonstration du grand theoreme de 
Fermat, pour n = 5. Par ailleurs, dans son ouvrage intitule Traite desfonctions 
elliptiques et des integrales euliriennes (publie a Paris en 1825-1826), Legendre 
reprend ses travaux sur les fonctions elliptiques et traite les applications ala 
mecanique. Legendre tente de demontrer durant des annees Ie cinquieme 
postulat d'Euclide. Ses Rljlexions sur les dijJerentes manieres de demontrer la 
tMorie des paralleles ou Ie tMoreme sur la somme des trois angles du triangltr sont 
presentees a 1'Academie en 1833. 

Comme nous 1'avons indique plus haut, en 1824, Legendre refuse de voter 
pour Ie candidat du gouvernement a 1'election de la presidence de l'Institut4, 
sa pension de 3 000 francs ne lui est plus versee et il vivra desormais dans 
la pauvrete. Legendre meurt a Paris Ie 9 janvier 1833, apres une maladie 
douloureuse. 

S.-D. Poisson, dans son Discours prononce aux funerailles de M. Legendre5, a 
decrit Ie caractere de Legendre comme suit: « Notre Collegue a souvent 
exprime Ie desir que, lorsque ron parle de lui, ce soit uniquement a propos 
de ses travaux, qui furent, en fait, toute sa vie ». II ajoute : « M. Legendre 

1. Dans Ie premier volume, publie en 1811, il presente les proprietes de base des integrales 
elliptiques ainsi que celles des fonctions beta et gamma. Dans Ie second volume, date de 
1817, Legendre donne d'autres resultats sur ces fonctions et applique ses resultats ala 
mecanique, a la rotation de la terre, a l'attraction des ellipsoides et a d'autres problemes. 
Le dernier volume, publie en 1819, contient des tables de valeurs numeriques d'integrales 
elliptiques. 

2. Mlmoires de l'Acadlmie des sciences 6, 1823, p. 1-60. 
3. I~,12,1833,p.367-410. 

4. Ce qui fera dire a Abel, en octobre 1826,« Legendre est un homme extremement aimable, 
mais malheureusement aussi vieux que les pierres ». 

5. Moniteur Universel(20 Jan 1833), p.162. 
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a eu cela de commun avec la plupart des geometres qui l'ont precede, que 
ses travaux n'ont fini qu'avec sa vie. Le dernier volume de nos memoires 
renferme encore un memoire de lui, sur une question difficile de la theorie 
des nombres ; et peu de temps avant la maladie qui la conduit au tombeau, il 
se procura les observations les plus recentes des co metes a courtes periodes, 
dont il allait se servir pour appliquer et perfectionner ses methodes. » 

De son cote, dans son eloge de Legendre l , lu a l' Academie Ie 25 mars 
1861, Ie president de cette institution, Leonce EHe de Beaumont, affirme : 
« Legendre, plus profond que populaire, a ete notre Euler ; comme Euler 
et a son exemple, il a legue a l' avenir une foule de ces resultats analytiques 
que Ie genie seul sait obtenir et qui enrichissent pour toujours Ie domaine 
de 1'esprit humain ». 

15.4. Principales publications de Legendre 
- Essai sur la tMorie des nombres, Paris, Duprat, an VI, 1798. 

- Nouvelles methodes pour la determination des orbites des eometes, Paris, Didot, 
1805. 

- Traite des fanetions elliptiques et des integrales euleriennes, avee des tables 
pour en fociliter Ie ealcul numerique, Paris, Huzard-Courcier, 1825-1828. 

15.5. References 
- D. Poisson, Diseours prononce aux fonerailles de M Legendre, Moniteur 

universel, 20 Jan. 1833. 

- L. Maurice, Memoire sur les travaux et ecrits de M. Legendre, Bibliotheque 
universelle des sciences, belles-lettres et arts, Science et arts 52 (1833), 
45-82. 

E. de Beaumont, Eloge histonque d'Adrien-Marie Legendre, Memoires de 
1'Academie des sciences 32 (1864),37-87. 

J.ltard, Legendre, Dictionary of Scientific Biography, Charles Scribner's 
sons, New York, voL 8, p.135-143, 1970. 

1. Memoires de I'Academie des sciences, 32 (1864) xxxvii-xciv. 
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16.1. La loi normale et la methode des moindres carres 
de 1809 

On sait que la theorie des moindres carres relative aux erreurs de mesure a 
connu cinq etapes importantes : Le memoire de Legendre de 1805, celui de 
1809 de Gauss, ceux de 1810 et 1811 de Laplace et enfin la seconde theorie 
de Gauss de 1823. 

Laplace dans son papier de 1786 et dans son premier memoire de 1810 
avait recherche une loi de distribution des erreurs menant a une estimation 
optimale selon la moyenne arithmetique des mesures, mais n'y parvint pas. 
11 n'enons:a Ie theoreme limite central que dans Ie supplement a son papier 
de 1810, apres parution de la methode de Gauss. 

Gauss aborda Ie probleme de la loi norm ale de la fas:on suivante : il considera 
la methode d'estimation et l'estimateur donnes et chercha s'il existait une loi 
de distribution des erreurs compatible avec ses hypotheses. 

Gauss commence par etablir Ie principe de probabilite a posteriori base sur 
un modele d'equiprobabilite, a l'aide d'un exemple faisant intervenir deux 
hypotheses s'excluant l'une l'autre et excluant egalement toutes les autres 
hypotheses diff"erant des deux premieres. C'est un principe identique a 
celui adopte par Laplace dans son Memoire de la Probabiliti des causes par les 
evenements1• Laplace y enonce comme un principe Ie theoreme de Bayes de 
la probabilite des causes prises a priori egales. 

Pour Ie reste, Gauss, au lieu de raisonner sur une courbe d'erreurs et de la 
sur une methode de combinaisons des observations, constate que la courbe 
doit avoir un maximum pour une erreur nulle, qu'elle doit etre symetrique 
et etre nulle pour des erreurs importantes. Puis il adopte un axiome et 
declare: « On a coutume de regarder comme un axiome l'hypothese que si 
une quantite a ete obtenue par plusieurs observations immediates, faites avec 
Ie meme soin dans des circonstances semblables,la moyenne arithmetique 
des valeurs observees sera la valeur la plus probable de cette quantite, sinon 

1. Mlmoires de l'Academie des sciences de Paris (Savants etrangers), tome VI, p. 621-656, 
1774. 



Gauss 

'T H E.O R I A 

MOTV'S CORPORVM 

COELESTIVM 

IN 

SECTIONlBVS CONICIS SOLEM AMBIENTIVM 

AVCTORE 

CAROLO FRIDERICO GAVSS 

HAM:DVRGI SVMTIDVS FRID. PERTHE8 ET I. H. BESSER 

180 9' 
, • " •• ,. I' ,. 

Venditur 

PARIBlIS ap. Troutte1 & Wiirh.. LOlfDJlfl ap. :n.lL.Evans. 
STOUl<UOI •• l1AJI ap. A. 'Viborg. PBTnOPOLJ ap. Klostormann • 

. MADnITl .1'. Sancha. FLORElfTIAE ap. Molini, Landi & C· 
A 111:& TEL 0 D A It I in librada: Kurut- una· Induame - Comptoir, eliota. 

290 



Gauss 

en toute rigueur, du moins avec une grande approximation, de telle sorte 
que Ie plus sur soit toujours de s'y arreter. » Avec cette hypothese de valeur 
la plus probable egale a la moyenne arithmetique, il demontre que la seule 
courbe adequate est la loi de distribution normale l • 

On peut, en utilisant Ie concept de variable aleatoire, exposer comme suit Ie 
resultat de Gauss de 1809 : 

On considere que les erreurs sur une quantite X inconnue, pour laquelle on 
dispose de plusieurs mesures Xl' X2' ••• , XII' sont : 

el = Xl - X, ... , e = X - X et correspondent a des realisations de n variables 
11 11 

aleatoires independantes E l , ... , En de meme loi continue de densitef, 
dependant de la valeur inconnue de X. 

Pour X donne,la probabilite d'effectuer des erreurs comprises entre el + del" .. , 
en + den estalors (compte tenu de l'independance) f{eJf{e2 ) .. .f{eJ.del ... den. 

On peut alors, selon la methode de Bayes, les mesures Xl' ••• , XII etant connues, 
chercher quelle est la valeur de Xla plus vraisemblable. 

Cette valeur de X rendra maximale la probabilite d'observation des mesures 
observees Xl' ••• , X et donc des erreurs el , ... ,e . 11 s'agit de rechercher X, 

11 " 

donc f, de sorte que f{x l - X) .. f{xn - X). soit maximum. 

Le produit f{x l - X) .. f{x lI - X). est maximum lorsque la somme 

log f{x l - X)+ ... +logf{xn - X) est maximale. 

En derivant par rapport a X on obtient la condition 

dlogf{x l -X) + ... + dlogf{xn -X) =0 
dX dX 

O . I . h ,. X- Xl + ... x d 'I al n salt que a moyenne ant metlque = n correspon a a v eur 
recherchee de X: n 

(Comme deja indique, Gauss ecrit : « On a coutume de regarder comme un 
axiome l'hypothese que si une quantili a ili obtenue par plusieurs observations 
immidiates,jaites avec Ie meme soin dans des circonstances semblables, la moyenne 
arithmitique des valeurs observies sera la valeur la plus probable de cette quantite, 
sinon en toute rigueur, du moins avec une grande approximation, de telle sorte 
que Ie plus sur soit toujours de sy arreter. ») 

Cette moyenne verifie l'equation en X 
II 

L:{x; -X)=o 
;=1 

1. Cf., par exemple, Hald A.,A history ifmathematical statistics/rom 1750 to 1930, Wiley, 
1998, p. 351-356. 
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Gauss en deduit que, pour i allant de 1 a n, on a 

dIogj(x; -X) =k(x. -X). 
dX 1 

On a, en integrant, 
(x. _X)2 

Iogj(x; - X) = -k 1 2 + cte soit : 

_l";-X)' 
j(x; -X)=C.e 2 

c'est-a-dire Ia densite de Ia Ioi normale. 
_k(x;-X)' 

On peut verifier que si j(x; - X) = C.e 2 

Ie produit j(xl - X) .. f(xn - X) = C.e 
-k ;=1 

2 

est maximum Iorsque Ia somme des carres des ecarts des mesures ~(.";-X)' 
est minimale. 

En resume, Gauss, dans son traitement de Ia theorie des erreurs de 1809, 
introduit en fait Ie principe du maximum de vraisemblance (puisqu'il cherche 
Ia valeur de Ia quantite inconnue X qui rendra maxim ale Ia probabilite d'ob
servation des mesures observees Xl' ••• , X et donc des erreurs el , ... , e .). Apres 

n n 

ajout du postulat de Ia moyenne arithmetique, il obtient a Ia fois Ia Ioi de 
distribution normale et Ie principe des moindres carres. La justification de 
ce principe des moindres carres est donc Ia maximalisation de Ia distribution 
a posteriori des erreurs. 

I~~--~--p-~--~--~~---r--~~ 

.0.9 

o.a J.1= 0, a 2 =0,2 

'0.7 

.G.6 

:0.5 

OA 

'0.3 

'G.2 

:0.1 

0 
oS .. ., ·2 ·1 o 2 3 .. s 

1 _(X_II)' 

Fonction densite de probabilite ~ e 2,,' ,x E IR?. 
rJv 21r 
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LrBR. II. SECT. III. 

dv I. dv' d,! .1' 

--a;;-'P'" + d;:-cp'fi+ ~cp V + etc. = 0 

dl' I dv' I ,.I. dv·' ,. ' 
d;- 'P fI + --as- tp fI + ~ cp fI + etc. ~ () 

Hinc itaque per 'elimina1ionem problematis solutiO' Dlene determinata deri-

11m poterlt" quamprirn~ functionis cp' indoles-o innotuit. Quae quolliam a priori 
defuriri nequit, rem a~ aHera parte aggredientes ~nquiremQs, camam funationi, ta
cite quasi pro basi aeceptae, proprie innixum sit principium triuium,.· euius _ prae
stantia g~neraJiter agnoscitur. Axiomatil scilicet ~oco haberi solet hypothesis, si 

CJ1lae qunntitas per plures obsernationes immediatns, sub aequalibus eirclunsfan1us 
aequalique cura institutas, deferminata fue.rit, mediuril arithnletict'U1l inter omnes 
yaJores O'bseruatos exhibere valorem maxime probabilem, si non absolutO' rigore-, 
tamen proxime saltern, ita vt semper tutissiinum sit ilil inllaerere ... Statuendb 'ita':' 

I£IW.Y = r' = Y" etc., = p, generaliter esse debebi.t if (M -c p~ +9>' (M,' -:p) + 
t/ (Mn :..... p) + etc.' = 6, ~si pro p. sn-bsntuitUr "~d~~ 'f::' (4;i'~ J1'+ JI~ + 'etc.), 

," 
fltremcunque- integrum positiuum exprinlat 1£. Sllpponendo itaque ]tl' = M" = etc, 
..:.... M - ~6N,.. In'it generaliter t i. e, pro quouis valOl'c integro positiuo ipshiS,u,. 

cp' (# - '1) N = (x - "') '1" ( - N), vnde facile colligitur J generaliter esse debere 
, '.1 ' -T quantitatem conlltlllUom, quam per lJ de$ignabimus. Hine fit log tp.1 = 
ikAA + Con'St.,,. sitie- de~gnando basin logarithmonUn llyperbolieorum pel' e, suppo-.:, 

nemloque CO~8t. = log Jr, 
, , . JkAA " 

~tp=xe!l 

Porro facile perspicitur, 1; necessarIo negnnuam esse deflet<6, qrrq Jl t'elfsra: :I1eri 
p~ssit maximum, quamobreni statuemus il:=-hh; et.quum per th<:Oremil.- el;' 

gans primo ab ill:. Laplace inuentum, integraIe J 8 _hb~A d~, . a ~ = - 00 Ysque 
: ,. . VIT 

ad A . + ex: ,. fla!::::r -k-' ~denotando per IT semicircwnferentiam circuli ouins 

radius 1)" functio n'Ostndief' 
A k' .... bbA/i 

~'''-l= VII ' (I 

1.7f5~ 
Fimcti'o mod'o erufa omni quidem rigol'e ertotum probabiJitafes expnmere

(lerro' Xlon: potest ~ quum enim elTOrel( l'G8sibile.s semper liJI).itibus- certis coe~ceantur, 
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Void la traduction par J. Bertrand! du texte de Gauss paru dans l'ouvrage 
intitule 1heoria motus corporum coelestium2 de 1809 : 

« Soient V, V', V", etc. f.L fonctions des v inconnues p, q, r. s, etc., et supposons que 
des observations directes aient donne, pour ces fonctions, les valeurs 

V= M, V' = M', V" = M", ... 
En general, Ie calcul de ces inconnues constituera un probleme indetermine, determine 
ou plus que determine, suivant que I'on aura 

f.L < v, f.L = v, ou f.L > v 
Nous ne nous occuperons ici que du dernier cas, dans lequel, evidemment, il ne 
serait possible d'obtenir une representation exacte de toutes les observations, que 
si ces observations n'etaient affectees d'aucune erreur. Mais comme cela n'a jamais 
lieu dans la nature, on devra regarder com me possible tout systeme de valeurs des 
inconnues p, q, r, s, etc., desquelles resultent, pour les fonctions V - M, V' - M', 
V" - M", des valeurs qui ne surpassent pas les limites des erreurs que I'on peut 
commettre dans les observations, mais on ne doit pas regarder tous ces systemes 
possibles comme jouissant du milme degre de probabilite. 
Supposons d'abord, dans toutes les observations, un etat de choses tel qu'il n'y 
ait pas lieu de regarder I'une d'elle com me plus exacte qu'une autre, c'est-a-dire, 
que I'on doive regarder des erreurs egales dans chacune d'elles comme egalement 
probables. La probabilite qu'une erreur 6. soit commise dans I'une des observations 
sera une fonction de 6., que no us nommerons \{l(6.). Quoique cette fonction ne 
puisse iltre assignee d'une maniere precise, on peut du moins affirmer qu'elle doit 
devenir maximum pour 6. = 0, avoir dans la plupart des cas la milme valeur pour 
des valeurs de 6. egales et de signes contraires, et, entin, s'evanouir quand on 
donne a 6. une valeur egale ou superieure a I'erreur maximum; \{l(6.) do it donc, a 
proprement parler, iltre rapportee a la classe des fonctions discontinues, et, si nous 
no us permettons, pour la facilite du calcul, d'y substituer une fonction analytique, il 
faudra que cette derniere soit choisie de telle sorte qu'elle tende rapidement vers ° a partir de deux valeurs de 6., I'une superieure, I'autre int8rieure a 0, et qu'en 
dehors de ces deux limites on puisse la considerer comme nulle. Or la probabilite que 
I'erreur soit comprise entre 6. et une quantite 6. + d6. qui en differe infiniment peu, 
sera exprimee par \{l(6.).d6., et, par suite, la probabilite que I'erreur est comprise 

D' 

entre D et D', par fD <p(~)d~ . 

Cette integra Ie, prise depuis la plus grande valeur negative de 6. jusqu'a sa plus 
grande valeur positive, ou plus generalement depuis 6. = -00 jusqu'a 6. = 00 , 

devra necessairement etre ega Ie a 1. On aura donc f: <p(~)d~ = 1. 

Supposons donc qu'on ait un systeme determine de valeurs des quantites p, q, r. s, 
etc. : la probabilite que I'observation donnera pour V la valeur M, sera exprimee par 
\{l(M - V). apres qu'on aura substitue dans Vies valeurs de p, q, r. s, etc., de meme 

1. Methode des moindres carres par C. R Gauss, traduite par J. Bertrand, Paris, Mallet-Bacheller, 
1855. 

2. 1heoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem ambientium, Auctore Carolo 
Friderico Gauss, Hamburgi sumptibus Perthes et Besser, 1809, page 210 et sqq. 
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\f>(M' - V'), \f>(M" - V'l etc., exprimeront les probabilites pour que les observations 
donnent aux fonctions V', V", etc.,les valeurs M', M", etc. C'est pourquoi. tant qu'on 
pourra considerer toutes les observations com me des evenements independants les 
uns des autres, Ie produit 

\f>(M - V). \f>(M' - V').\f>(M" - V"). .. = n 
exprimera la probabilite que to utes tes valeurs resulteront en m1lme temps des 
observations. 
De m1lme qu'en se donnant des valeurs quelconques des inconnues, il en resulte, 
avant toute observation, une probabilite determinee pour un systeme de valeurs 
des fonctions V, V', V" etc., de m1lme, apres que I'observation aura donne pour ces 
fonctions des valeurs determinees, il en resultera pour chaque systeme de valeurs 
des inconnues qui en decouleront, une probabilite determinee : car il est clair qu'on 
devra considerer comme les plus probables les systemes qui donnent a I'evenement 
observe la plus grande probabilite. L'appreciation de cette probabilite peut s'obtenir 
par Ie theoreme suivant : 
Si, en adoptant une certaine hypothese H, la probabilite d'un evenement determine 
E est h. mais qu'en adoptant une autre hypothese H', exclusive de la premiere et 
ayant a priori la mame probabilite, la probabilite du mame evenement soit h' : je dis 
que lorsque /'evenement E aura eu lieu, la probabilite que H soit la vraie hypothese 
sera a la probabilite que H' soit la vraie hypothese comme h est a h'. 
Pour Ie demontrer et afin de distinguer tontes les circonstances d'ou peut dependre, 
soit que I'hypothese H on H', ou toute autre ait lieu, I'arrivee d'un evenement E 
ou d'un autre evenement, formons un systeme des cas differents qui peuvent se 
presenter et que nous regarderons comme egalement probables a priori(c'est-a-dire 
tant qu'iI ya doute si c'est I'evenement E ou un autre qui aura lieu). Ces cas peuvent 
1ltre ainsi distribues : 

nombrede Hypothese propre it Evenement qui 
cas ces cas doit en resulter 

m H E 
----

IDifferent de E n - H 
m' H' E 
n' H' DifferenLd~L 

m" Differente de H et de H' E ___ 
n" Differente de H et de H' Different de E 

On aura d'apres cela 
, 

h m h' m =--, =---. 
m+n m'+n' 

Or, avant I'arrivee de I'evenement. la probabilite de I'hypothese H etait 

m+n 
m+n+m'+n'+m"+n" . 
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Apres i'evenement qui exclut n + n' + n" cas, parmi ceux qui sont possibles, cette 
probabilite sera 

m 

m+m'+m" . 
De meme les probabilites de I'hypothese H' avant et apres I'evenement sont 
respectivement m'+n' m' 

et , 
m+n+m'+n'+m"+n" m+m'+m" 

mais, comme on a suppose que les hypotheses H et H' avaient avant i'evenement 
la meme probabilite, on aura 

m + n = m' + n' 
d'ou resulte immediatement la verite du theoreme. 
Si maintenant on suppose qu'on n'a, pour determiner les inconnues, que les 
observations 

V=M, V' = M', V" = M", ... 
et que tous les systemes de valeurs des inconnues etaient egalement probables 
avant ces observations, il est visible que la probabilite d'un certain systeme, apres 
ces observations, sera proportionnelle a O. C'est-a-dire que A Odpdqdr ... exprimera . 
la probabilite que les valeurs des inconnues soient respectivement comprises dans 
les limites infiniment voisines pet p + dp, q et q + dq, ret r + dr, ... , A representant 
une quantite independante de p, q, r, s, etc. ; et i'on aura evidemment 

1 000000 

~= J J J ... ndpdqdr ..... 
-00-00 -00 

De la resulte naturellement que Ie systeme Ie plus probable des valeurs de p, q, r. 
etc., correspondra au maximum de 0, et tirera des v equations 

dn dn dn 
-=0, -=0, -=0, ... , 
dp dq dr 

si i'on pose 
V - M = V' - M' = 'V" - M" =" t d<p(b.) _ '( A) V, v, v, ... e -<p u. 

<p(b.).db. 
ces equations prendront la forme suivante 

dv '() dv' '(') dv" '( ") 0 -<p v +-<p v +-<p v + ... = 
dp dp dp 

dv '() dv' '(') dv" '( ") 0 -<p v +-<p v +-<p v + ... = 
dq dq dq 

De la resulte qu'on pourra obtenir par I'elimination une solution pleinement deter
minee du probleme, des que la nature de la fonction tp'sera connue. Mais comme 
cette fonction ne peut etre definie a priori, abordons la question a un autre point 
de vue et cherchons une fonction acceptee tacitement com me base, en vertu d'un 
principe simple et generalement admis. Or, on a coutu me de regarder comme un 
axiome i'hypothese que si une quantite a ete obtenue par plusieurs observations 
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immediates, faites avec Ie meme soin dans des circonstances semblables, la moyenne 
arithmetique des valeurs observees sera la valeur la plus probable de cette quantite, 
sinon en toute rigueur, du moins avec une grande approximation, de telle sorte que 
Ie plus sur soit toujours de s'y arreter. Si ron pose 
V=V' =V ..... =p 
et 

on devra avoir en general 

p 
M+M'+M"+ ... 

f1, 

lP'(M - p) + lP'(M' - p) + lP'(M" - p) + ... = 0 
pour to ute valeur entiere et positive de ft. Faisant ensuite 

M' = M" ... = etc. = M - ftN, 
on aura generalement 

lP'[ (ft - 1 )N] = (1 - ft) lP'(- N), 

d'ou ron tire facilement que <p'(Ll) doit etre en general une constante k. On aura 
donc Ll 

log <p(Ll) =1. kLl'+ cte = 1.kLl' + log x, 
2 2 

d'ou 

Or, on voit facilement que la constante k doit etre negative, pour que n puisse 
devenir maximum. Posons donc 

1.k = _h2 

2 ' 

et comme, d'apres un elegant theoreme de Laplace, on a 

notre fonction deviendra 

Joo -h'/),' A .j; 
e du=

h ' 
-00 

La fonction que nous venons de trouver ne peut pas exprimer, en toute rigueur, la 
probabilite des erreurs, puisque les erreurs possibles etant toujours renfermees 
entre certaines limites, la probabilite d'erreurs plus grandes devrait etre toujours 
nulle, tandis que notre fonction a toujours une valeur finie. Cependant ce defaut, 
que presenterait egalement toute autre fonction analytique, n'a aucune importance 
dans les applications, parce que la valeur de notre fonction decrolt si rapidement, 
pour peu que hfJ. ait une valeur considerable, qu'on peut, en toute surete,la regarder 
com me equivalente a zero. O'ailleurs, la nature de la question ne permettra jamais 
d'assigner les limites des erreurs avec une rigueur absolue. 
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Au reste, la constante h peut etre regardee comme servant de mesure a la precision 
des observations. Si en effet la probabilite de I'erreur ~ dans un systeme d'obser-
vations est exprimee par h 

_h2t;,,2 
-e 
); 

et dans un autre systeme d'observations plus ou moins exactes que les premieres 

par h' _h'2 t;,,2 
-e 
); 

la probabilite que dans une observation du premier systeme I'erreur soit comprise 
entre les limites - 0 et + 0 sera exprimee par 

J~ ~e-h2t;,,2 d6. 
-6); , 

et de meme la probabilite que I'erreur d'une observation du second systeme soit 
comprise entre les limites - 0' et + 0' sera exprimee par 

J6' ~e-h'2t;,,2 d6. , 
-6'); 

or ces integrales sont manifestement egales lorsqu'on a 

h8= h'8' . 

Si par exemple on a h' =2h. une erreur double dans Ie premier systeme sera commise 
aussi facilement qu'une erreur simple dans Ie second, de sorte que les dernieres 
observations, pour nous servir d'une expression consacree par I'usage, jouissent 
d'un degre de precision deux fois plus grand. )) 

Apres avoir demontre la loi normale que nous appelons aujourd'hui de 
Laplace-Gauss, Gauss en deduit la methode des moindres carres. 11 ecrit : 

« Voici maintenant quelques consequences de cette loi. II est clair qu'il faut, pour 
que Ie produit I' it = hI' 7r -'2 e _h2 (v2 +v,2 +v .. 2 + ... ) 

devienne maximum, que la somme 
1/2 + 1/'2 + 1/"2 + ... 

devienne minimum. Done Ie systeme de valeurs des inconnues p, q, r, S, etc., Ie plus 
probable correspond au cas ou les carres des differences entre les valeurs obser
vees et les valeurs calculees des fonctions V, V', V", etc., donnent la somme la plus 
petite possible, pourvu que toutes les observations soient egalement presumees 
precises. 
Ce principe [ ... 1 do it etre regarde comme un axiome, au me me titre que Ie principe 
qui nous fait adopter la moyenne arithmetique des valeurs observees d'une me me 
quantite comme la valeur la plus probable de cette quantite. 
Le principe s'etend sans peine au cas d'observations d'une precision inegale. Car si 
les precisions des observations par lesquelles on a trouve 

V = M, V' = M', V" = M", ... , 
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sont representees respectivement par h, h', h", etc., c'est-a-dire si I'on suppose que 
des erreurs reciproquement proportionnelles aces quantites puissent etre commises 
avec la meme facilite, il est clair que cela revient au meme que si, par des observations 
d'une egale precision (representee par 1), les valeurs des fonctions hV, hV', h'V" 
etc., avaient ete trouvees egales a hM, hM', h'M", etc. ; c'est pourquoi Ie systeme 
Ie plus probable de valeurs des quantites p, q, r, S, etc., sera celui OU la somme 

h2//2 + h,2 //'2 + h,,2 //"2 + ... , 

c'est-a-dire la somme des carres des differences entre les valeurs observees et 
calculees, multipliees respectivement par les carres des nombres qui expriment Ie 
degre de precision, devient un minimum. » 

Gauss poursuit en faisant remarquer que les calculs numeriques sont simples 
quand les fonctions V, V', V", etc., sont lineaires. 

16.2. Les remarques de Joseph Bertrand 
A ce stade, nous pensons utile de citer quelques remarques formulees par 
J. Bertrand1 : 

« L'histoire de la methode des moindres carres est singuliere. Legendre, qui, Ie premier, 
I'a proposee, en 1805, aux calculateurs, ne la rattachait a aucune idee theorique. 
Gauss, qui depuis longtemps en faisait usage, a publie, en 1809, une demonstration 
acceptee sans contestation et reproduite quelques annees apres par Laplace. Gauss, 
cependant, avait fait de prudentes reserves, et ces reserves, dans son Memoire de 
1821 sur la combinaison des observations, se transforment en un abandon complet 
de la demonstration proposee en 1809. Les regles, qui subsistent, sont tout autrement 
demontrees. Le progres parait considerable. La demonstration de 1809 supposait, 
pour la probabilite des erreurs, une loi tres particuliere, dans laquelle ne figure qu'une 
seule constante; celie de 1821 est affranchie de to ute hypothese. 
Comment deduire rigoureusement d'une loi qui reste inconnue une regie certaine 
et precise? 
La simplicite du resultat doit redoubler I'etonnement. 
Si des grandeurs '1,12' ... ,1n ,ont ete observees, la probabilite d'une erreur comprise 
entre z et z + dz, pour I'une d'elles, etant cp(z)dz , la probabilite du concours des 
erreurs Zl'Z2' ... ,z" est proportionnelle a 

CP(Zl )CP(Z2 ) ... cp(zJ (1) 

Ie produit doit etre rendu maximum. 
La fonction cp(z) restant inconnue, Ie probleme parait insoluble. L'hypothese la plus 
plausible est, d'apres Ie resultat du calcul, celie qui rend minima la somme 

2 2 2 
Zl +Z2 + ... zn (2) 

1. J. Bertrand, Sur la methode des moindres carres, CRAS, Paris, tome CVI, n° 16, 1888, 
p.1115-1117. 
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Si Ie produit (1) est maximum quand la somme (2) est minima, il doit rester constant 
en me me temps que celle-ci et la fonction <p(z) doit satisfaire a une equation de 
la forme 

On deduit de cette equation bien connue 
,2 2 

<p(Z) = G.e -K Z 

C'est la loi proposee en 1809; elle seule peut justifier la regie qu'on en a deduite. 
[ ... J 

L'explication est simple; on a fait. sans rien dire,l'hypothese qui precise la forme de 
la fonction; elle consiste a supposer les erreurs infiniment petites. L'identite de tous 
les problemes n'est pas, des lors, plus etrange que celie de la loi des courbures, la 
meme sur toutes les surfaces pour toutes les courbes issues d'un meme point. 

Toutes les equations, dans la theorie de Gauss, sont reduites au premier degre. 
Si I'on nomme <p(z)dz la probabilite pour qu'une erreur d'observation so it 
comprise entre z et z + dz, on peut, z etant tres petit, remplacer <p(z) par son 
developpement 

Z2 Z3 
<p(O) + z<p'(zO) + -<p"(O) + -<p"'(O) + ... 

2 6 
Les erreurs constantes etant ecartees, c'est une des hypotheses de Gauss, on a 

<p(z) = <p( -z) 

et, par consequent, 
<p'(O) = 0 et <p"'(O) = 0 . 

On peut, puisqu'on est convenu de negliger ipar rapport a z, negliger Z4 par rapport 
a Z2 et reduire <p(z) a la forme 

1 
<p(z) = <p(O) + -<p "(O)Z2 = a + bz2 

2 

Mais on a, dans les memes conditions, 

Si donc on pose 

on aura 

Ge-k2z2 = G-Gk2z2 • 

2 b 
G==a,k =--, 

a 

<p(Z) = G.e-k2z2 

La fonction <p(z) ,quelle que soit sa forme veritable, est reductible, dans les conditions 
ou I'on veut resoudre Ie probleme, a celie que Gauss avait proposee d'abord. 
L'introduction d'une loi de probabilite indeterminee n'est pas Ie vrai progres accompli 
dans Ie Memoire de 1821. La condition a remplir y a ete remplacee par une autre 
de beaucoup preferable. Au lieu de rendre maxima la probabilite d'une erreur nulle, 
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on cherche. dans la theorie definitive. 11 diminuer. pour chaque inconnue. la valeur 
probable du carre de I'erreur commise. » 

16.3. La fonction d'erreur 
En 1816, Gauss publia un memoire sur fa determination de fa precision des 
observationsl • 

La fonction erreur y est introduite. C'est une integrale numerique. On la trouve 

tabulee dans tous les manuels et elle est definie par erf (x) = ]; fox e-(2 de; . 

La probabilite pour qu'une variable normale centree reduite2 prenne une 

valeur dans l'intervalle [- z, z] est erf [ 12]' 
On appelle <I> la fonction de repartition de la loi norm ale centree reduite 

1 -~ 
c.p(t) = r::.- e 2 • Elle est definie, pour tout reel x, par: 

-v27r 

On peut donner une approximation de la fonction de repartition en effectuant 
un developpement en serie de Taylor. Voici une approximation (a l'ordre 5) 
autour de 0, correcte pour Ixl < 2 : 

x 3 x 5 

<I>(x)~0,5+0,3989423 x--+-
6 40 

16.4. La theorie de la combinaison des observations 
( Theoria combinationis observationum erroribus 
minimis obnoxiae) 

En 1821 et 1823, Gauss partit d'une hypothese differente de celle choisie 
en 1809.11 postula une variance minim ale et en deduisit Ie meme principe 
des moindres carres dont il detailla, cette fois les techniques de mise en 
reuvre3• 

1. ZeitschriJt for Astronomie und Verwandte Wissenschaften, tome 1, page 185,1816. 
2. Une variable aleatoire centree reduite a une esperance mathematique E(X) nulle et un 

ecart type egal a 1. Par rapport a une variable aleatoire quelconque X, la variable centree 
'd . . hI I' h h' . X-E(X) re Ulte est une vana e trans atee et omot etlque a(X) . 

3. 7heoria combination is observationum erroribus minimis obnoxiae. Comment. (Gottingen) V, 
1819-1822,33-62,63-90; Supplementum 7heoriae combination is observationum erroribus 
minime obnoxiae, Comment. (Gottingen) VI, 1823-1827, 57-98; VII, 89-148. 
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Void comment Gauss introduit la variance dans ce memoire1 : 

« Oesignons par la notation ip(x) la facilite relative d'une erreur x: on do it entendre 
par la, a cause de la continuite des erreurs, que ip(x) dx est la probabilite que 
I'erreur so it comprise entre les limites xet x+ dx.1I n'est pas possible, en general. 
d'assigner la forme de la fonction ip(x) , et I'on peut meme affirmer que cette 
fonction ne sera jamais connue dans la pratique. On peut neanmoins etablir plusieurs 
caracteres generaux qu'elle doit necessairement presenter: ip(x) est evidemment 
une fonction discontinue; elle s'annule pour toutes les valeurs de x non comprises 
entre les erreurs extremes. Pour toute valeur comprise entre ces limites, la fonction 
est positive [ ... 1; dans la plupart des cas, les erreurs egales et de signes contra ires 
seront egalement probables, et I'on aura: 

ip(x) = ip( -x) 

Enfin, comme les petites erreurs sont plus facilement commises que les grandes, ip( x) 
sera en general maximum pour X= 0 et diminuera sans cesse lorsque xcroitra. 
Lintegrale fh 

ip(x)dx 
a 

exprime la probabilite pour que I'erreur, encore inconnue, tombe entre les limites a 
et b. On en conclut que la valeur de cette integrale prise entre les limites extremes 
des erreurs possibles sera toujours egale a I'unite, Et comme ip(x) est nulle pour 
les valeurs non comprises entre ces limites, on peut dire, dans tous les cas, que 

f-: ip(x)dx = 1 . 

Considerons !'integrale 

f_:xip(x)dx 

et representons sa valeur par k. Si les causes d'erreur sont telles, qu'il n'y ait aucune 
raison pour que deux erreurs egales et de signes contraires aient des facilites 
inegales, ou aura : 

! ip(x) = ip(-x) 
et, par suite k= 0 
Nous en conclurons que, si kne s'evanouit pas et a, par exemple, une valeur positive, il 
existe necessairement une cause d'erreur qui produit uniquement des erreurs positives 
ou qui, tout au moins, les produit plus facilement que les erreurs negatives. Cette 
quantite k, qui est la moyenne de toutes les erreurs possibles, ou encore la valeur 
moyenne de xpeut etre designee commodement sous Ie nom de partie constante de 
I'erreur. Ou reste, on prouve facilement que la partie constante de I' erreur totale est 
la somme des parties des constantes des erreurs simples qui la composent. 
Si la quantite k est supposee connue et qu'on la retranche du resultat de chaque 
observation, en designant par x'l'erreur de I'observation ainsi corrigee, et la proba
bilite correspondante par ip'(x') , on aura 

1. Methode des moindres can'es par C. R Gauss, traduite par J. Bertrand, Paris, Mallet-Bacheller, 
1855 
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x' = X - k, cp'(x') = cp(x) et, par suite, 

f-: cp'(x')dx' = f-: xcp(x)dx - k f-: cp(x)dx = k - k = 0 

en sorte que les erreurs des observations corrigees n'ont pas de partie constante. 
Ce qui, du reste, semble evident a priori. 

La valeur de I'integrale f-: xcp(x)dx, c'est-a-dire la valeur moyenne de x fait 

connaTtre I'existence ou la non-existence d'une erreur constante, ainsi que la valeur 
de cette erreur ; de me me I'integrale 

f-: x2cp(x)dx, 

c'est-a-dire la valeur moyenne de x~ paraTt tres propre a definir et a mesurer, d'une 
maniere generale, I'incertitude d'un systeme d'observations; de telle sorte qu'entre 
deux systemes d'observations inegalement precises, on devra regarder com me 

preferable celui qui donne a I'integrale : f-: x 2cp(x)dx, une moindre valeur. 

Mais quelle perte doit-on assimiler a une erreur determinee ? C'est ce qui n'est 
pas clair en soi ; 
cette determination depend en partie de notre volonte. II est evident, d'abord, que 
la perte ne do it pas etre regardee comme proportionnelle a I'erreur commise ; car, 
dans cette hypothese, une erreur positive representant une perte, I' erreur negative 
devrait etre regardee comme un gain: la grandeur de la perte doit, au contra ire, 
s'evaluer par une fonction de I'erreur dont la valeur so it toujours positive. Parmi Ie 
nombre infini de fonctions qui remplissent cette condition, il semble naturel de choisir 
la plus simple, qui est, sans contredit, Ie carre de I'erreur, et, de cette maniere, nous 
sommes conduits au principe propose plus haut. 
Si I'on objecte que cette convention est arbitraire et ne semble pas necessaire, 
nous en convenons volontiers. La question qui nous occupe a, dans sa nature meme, 
quelque chose de vague et ne peut etre bien precisee que par un principe jusqu'a 
un certain point arbitraire. La determination d'une grandeur par I'observation peut 
se comparer, avec quelque justesse, a un jeu dans lequel il y aurait une perte a 
craindre et aucun gain a esperer ; chaque erreur commise etant assimilee a une 
perte que I'on fait, la crainte relative a un pareil jeu do it s'exprimer par la perte 
probable, c'est-a-dire par la somme des produits des diverses pertes possibles par 
leurs probabilites respectives. 
Laplace a considere la question d'une maniere analogue, niais en adoptant, pour 
mesure de la perte, I'erreur elle-meme prise positivement. Cette hypothese, si nous 
ne nous faisons pas illusion, n'est pas moins arbitraire que la notre: faut-il, en effet, 
regarder une erreur double com me plus ou moins regrettable qu'une erreur simple 
repetee deux fois, et faut-it par suite, lui assigner une importance double ou plus 
que double? C'est une question qui n'est pas claire, et sur laquelle les arguments 
mathematiques n'ont aucune prise; chacun do it la resoudre a son gre. On ne peut 
nier pourtant que I'hypothese de Laplace ne s'ecarte de la loi de continuite et ne 
soit, par consequent, moins propre a une etude analytique ; la notre, au contra ire, 
se recommande par la generalite et la simplicite de ses consequences. » 
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Gauss, dans la suite de son memo ire, demontre qu'il est inutile de supposer 
que les lois des erreurs d'observation soient normales. 11 ecrit : 

« Lorsqu'une observation dont la precision n'est pas absolue, fait connaitre une 
certaine quantite liee analytiquement a une grandeur inconnue, Ie resultat de cette 
observation peut fournir pour I'inconnue Line valeur erronee, mais dans la determi
nation de laquelle il n'y a rien d'arbitraire qui puisse donner lieu a un choix plus ou 
moins vraisemblable, 
Mais si plusieurs fonctions de la meme inconnue sont donnees par des observations 
imparfaites, chaque observation fournira une valeur de I'inconnue, et I'on pourra 
egalement obtenir des valeurs, par la combinaison de plusieurs observations. II y 
a evidemment une infinite de manieres d'y parvenir ; Ie resultat sera soumis, dans 
tous les cas, a une erreur possible. Selon la combinaison adoptee, I'erreur moyenne 
a craindre pourra etre plus ou moins grande. 
La meme chose aura lieu si plusieurs quantites observees dependent a la fois de 
plusieurs inconnues. Selon que Ie nombre des observations sera egal au nombre des 
inconnues, ou plus petit ou plus grand que ce nombre, Ie probleme sera determine, ou 
indetermine, ou plus que determine (du moins en general), et, dans ce troisieme cas, 
les observations pourront etre combinees d'une infinite de manieres pour fournir les 
valeurs des inconnues. Parmi ces combinaisons, il faudra choisir les plus avantageuses, 
c'est-a-dire celles qui fournissent des valeurs pour lesquelles I'erreur moyenne a 
craindre est la moindre possible. Ce probleme est certainement Ie plus important 
que represente I'application des mathematiques a la philosophie naturelle. 
Nous avons montre, dans la Theorie du Mouvement des Corps celestes, comment 
on trouve les valeurs les plus probables des inconnues lorsque I'on connait la loi 
de probabilite des erreurs des observations, et com me, dans presque tous les cas, 
cette loi par sa nature reste hypothetique, no us avons applique cette theorie a 
I'hypothese tres plausible, que la probabilite de I'erreur x soit proportionnelle a 

.2 2 
e - .< ; de la cette methode que j'ai suivie, surtout dans les calculs astronomiques, 
et que maintenant la plupart des calculateurs emploient sous Ie nom de Methode 
des moindres carres. 
Dans la suite, Laplace, considerant la question sous un autre point de vue, montra 
que ce principe est preferable a tous les autres, quelle que soit la loi de probabilite 
des erreurs, pourvu que Ie nombre des observations so it tres grand. Mais lorsque 
ce nombre est restreint, la question est encore intacte ; de sorte que, si ron rejette 
notre loi hypothetique, la methode des moindres carres serait preferable aux autres, 
par la seule raison qu'elle conduit a des calculs plus simples. 
Nous esperons donc etre agreables aux geometres en demontrant, dans ce Memoire, 
que la methode des moindres carres fournit les combinaisons les plus avantageuses 
des observations, non seulement approximativement, mais encore d'une maniere 
absolue, et cela quelle que so it la loi de probabilite des erreurs et quel que soit Ie 
nombre des observations, pourvu que I'on adopte pour rerreur moyenne, non pas la 
definition de Laplace, mais celie que nous avons donnee plus haut )). 
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16.5. Biographie de Gauss (1777-1855) 
Karl Friedrich Gauss natt Ie 30 avril 1777 a Brunswick. 11 est Ie fils unique de 
parents ouvriers. Son pere exerce differents metiers en fonction des besoins : 
jardinier, gardien de canal ou mac;on. Sa mere, fille d'un tailleur de pierre, est 
une femme intelligente et de caractere. De tous les mathematiciens, Gauss 
est sans doute Ie plus precoce. 11 apprend sans aucune aide a calculer avant 
de parler. A trois ans, il corrige, dit-on, une erreur dans Ie calcul de la paye 
des ouvriers de son pere. On dit egalement qu'a huit ans, son instituteur, 
Biittner, pour occuper ses eleves, demande de calculer la somme des cent 
premiers entiers. Gauss depose immediatement son ardoise, OU est ecrite la 
reponse, sur Ie bureau du maitre, comme il etait d'usage. Gauss passe alors 
l'heure suivante les bras croises en attendant que ses camarades finissent Ie 
calcul. A la fin de l'heure, l'instituteur decouvre les ardoises, la seule bonne 
reponse est celle de Gauss. Lorsqu'il a quatorze ans, Gauss est presente au 
Duc de Brunswick, qui decide de financer ses etudes. 11 entre alors au Colle
gium Carolinum de la ville OU illit les reuvres de Newton, Euler et Lagrange. 
A partir de 1795, il est etudiant a l'universite de Gottingen. 

Gauss n'a que dix-neuf ans lorsque, Ie 30 mars 1796, il decrit la construc
tion du polygone de dix-sept cotes avec la regIe et Ie compas1• Ce succes Ie 
determine a devenir mathematicien. 11 commence Ie jour meme un journal 
qu'il tiendra pendant dix-huit ans, et dans lequel il inscrira cent quarante-six 
enonces, extremement brefs, des resultats de ses travaux. Ce journal ne fait que 
dix-neuf pages et ne sera retrouve qu'en 1898, puis publie par Felix Klein en 
1901. Les travaux de Gauss en mathematiques sont nombreux, profonds et 
varies. Felix Klein presente Gauss comme Ie « sommet imposant qui domine 
tous les mathematiciens du XVIIIe siec1e ». Toujours a dix-neuf ans, Gauss 
decouvre et demontre un remarquable theoreme de la theorie des nombres : 
la loi de reciprocite quadratique. 

Des son adolescence, en 1792, Gauss reflechit a une geometrie ne s' appuyant 
pas sur Ie postulat des paralleles d'Euc1ide. A partir de 1813, et jusqu'en 
1831, il developpe une geometrie non euc1idienne, mais decide de ne pas 
diffuser ses resultats. Les notes et la correspondance de Gauss sur ce sujet 
ne seront effectivement publiees qu'en 1855 (l'annee de sa mort). En 1832, 
Gauss apprend que Ie mathematicien hongrois Janos Bolyai vient de faire des 
travaux semblables. Le mathematicien russe Nikolai: Ivanovitch Lobatchevski 
publie egalement, entre 1829 et 1837, des travaux sur une geometrie non 
euclidienne comparable. I.:un des rares eleves de Gauss, Bernhard Riemann, 
publiera a son tour, en 1868, son celebre memoire concernant un second type 
de geometrie non euclidienne. 

1. On trouve dans Les Eliments d'Euclide Ia construction, a Ia regIe et au compas, des 
polynomes reguliers a 3, 4, 5 et 15 cotes. Ceux a 7,9,11 et 13 cotes fiy figurent pas. 
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A 1'age de vingt ans, en 1797, Gauss indique qu'il est tellement submerge 
d'idees mathematiques, qu'il ne trouve Ie temps de n'ecrire qu'une petite 
partie d'entre elles. En 1801, Gauss publie ses fameuses Disquisitiones arith
meticae. II y introduit la notion de congruence et trace les grandes lignes 
de la recherche en theorie des nombres pour au moins un siecle. II n'est pas 
exagere de dire que Gauss est pour la theorie des nombres, ce qu'Euclide a 
ete pour la geometrie. 

En 1799, Gauss passe son doctorat a 1'universite de Helmstedt et donne la 
premiere demonstration du theoreme fondamental de 1'algebre. Seulement 
deux ans apres sa these, Gauss change de direction: il s'interesse desormais 
a 1'astronomie. 

En mathematique, Gauss a travaille en solitaire et n'a eu ni collaborateurs, ni 
correspondants, et seulement peu d'etudiants. Parmi ses rares etudiants trois 
deviendront des mathematiciens celebres: Peter Gustav Lejeune Dirichlet 
(1805-1859), qui lui succede a Gottingen en 1855, Richard Dedekind (1831-
1916) et, bien sur, Bernhard Riemann (qui a son tour succede a Dirichlet 
en 1859). 

Debut janvier 1801, Giuseppe Piazzi (1746-1826) decouvre l' asteroide Ceres, 
mais ne parvient pas a cerner son orbite complete: il n'a pu suivre 1'asteroide 
que sur neuf degres de sa course. Gauss decide de determiner sa trajectoire 
pour pouvoir ensuite Ie re-Iocaliser. Pour cela il fait Ie calcul de 1'orbite, utilise 
des methodes numeriques fondees sur les moindres carres, mene ses calculs 
jusqu'a 21 decimales ... et parvient a la determination exacte de la position 
de l'asteroide, que l'astronome Zach observe a l'endroit prevu par Gauss. Ses 
travaux assurent alors sa renommee. 

En 1807, Ie baron von Humboldt, ami d' Arago, souhaite faire nommer Gauss 
au poste de directeur de l'observatoire de Gottingen. II demande, dit-on, a 
Laplace quel est, se10n lui, Ie plus grand mathematicien d' Allemagne. Laplace 
repond : « PfafF ». Humboldt s'etonne : « Qye faites-vous done de Gauss? » 

Gauss, repond Laplace, est Ie plus grand mathematicien du monde ! C'est 
ainsi que Gauss est nomme professeur d'astronomie et directeur de l'obser
vatoire de Gottingen en 1807 (il y restera toute sa vie). En parallele a ses 
travaux en mathematiques et en astronomie, Gauss entreprend l'edification 
de 1'observatoire de Gottingen, qui entre en operation en 1816, mais ne sera 
definitivement operationnel qu'en 1821. A partir de 1817, Gauss consacre 
une bonne partie de son activite aux travaux de geodesie. En 1821, il est 
nomme conseiller scientifique pour l'etablissement geodesique du cadastre 
dans Ie gouvernement du Danemark et du Hanovre, dont depend Gottingen. 

1. Johan Friedrich Pfaff a ete Ie professeur de Gauss, et c'est sous sa direction que Gauss a 
obtenu son doctorat en 1799. 
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11 invente a cette occasion la geometrie differentielle qui jouera, un siecle plus 
tard, un si grand role en physique et, en particulier, en relativite generale. 

Peu apres son installation a Gottingen, Ie pere de Gauss meurt. En 1809, Carl 
Friedrich perd sa femme Johanna! (qui n'a que vingt-neuf ans) en mettant 
au monde leur troisieme enfant, Louis. Gauss est litteralement brise par les 
evenements. 11 demande a son ami astronome Olbers de l'heberger pendant 
quelques semaines « pour retrouver de nouvelles forces dans les bras d'un 
ami, des forces pour une vie qui ne vaut que parce qu'elle appartient ames 
trois jeunes enfants ». Mais Ie sort s' acharne et Ie dernier enfant, Louis, meurt 
l'annee suivante. Gauss reste avec son premier fils, Joseph (1806-1873) et sa 
fille Wilhelmina (1808-1846). En 1810, il se remarie avec la meilleure amie 
de sa premiere epouse, Friederica Wilhelmina Waldeck, qu'il surnomme 
Minna. Elle lui donnera trois enfants : Eugen (1811-1896), Wilhelm (1813-
1879) et Therese (1816-1864). 

En 1820, Gauss se tourne vers la geodesie. 11 s'y consacrera huit ans. Des 
1821, il devient conseiller des gouvernements du Hanovre et du Danemark 
et est charge de realiser des releves geodesiques. 11 invente, a cette occasion, 
l'heliotrope, appareil qui en refiechissant les rayons solaires dans une direction 
bien determinee, permet de faire des alignements precis. Apres ses periodes 
mathematique (1796-1801), astronomique (1801-1820) et geodesique 
(1820-1828), Gauss se consacre a la physique. Dans ce domaine, ses travaux 
les plus connus se rapportent au magnetisme et a l'electricite (theoreme de 
Gauss). Toutefois il se consacre egalement a l'optique (conditions de Gauss 
de l'optique geometrique), a la capillarite, a l'acoustique, a la cristallogra
phie ... Sur la recommandation de Gauss, Wilhelm Weber (1804-1891) 
devient professeur de physique a Gottingen. Peu apres, en septembre 1831, 
quelques jours apres la mort de la seconde femme de Gauss, une etroite 
collaboration debute entre les deux hommes. Dne sincere amitie s'etablit alors 
entre eux et permet a Gauss de surmonter sa peine. En 1833, Gauss publie 
un memoire, Intensitas vis magneticae terrestris, dans lequel il utilise, pour la 
premiere fois, des unites absolues pour mesurer les quantites electriques et 
magnetiques. La collaboration avec Weber est une periode fructueuse qui 
se concretise par l'invention d'instruments novateurs tels que Ie telegraphe 
electrique (1833), Ie magnetometre2 ou l'electrodynamometre. Mais, en 
1837, des raisons politiques viennent alterer leur amitie. A partir de cette 
date ils poursuivront leurs travaux separement. Des lors, l'activite de Gauss, 
qui vient d'avoir soixante ans, se ralentit. En 1850, sa sante commence a se 
deteriorer. 11 assistera toutefois a la lec;on inaugurale de son eleve Riemann 
en juin 1854. 

1. Carl Friedrich Gauss avait epouse Johanna Ostoffle 9 octobre 1805. 
2. En reconnaissance de leurs travaux, l'unite de champ magnetique recevra Ie nom de gauss, 

et l'unite de flux magnetique celui de weber. 
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Gauss meurt durant son sommeille 23 fevrier 1855. 

Gauss marque une transition dans l'histoire des mathematiques. 11 est a la 
fois Ie premier mathematicien moderne, par ses methodes, et Ie dernier des 
c1assiques, par Ie choix des sujets abordes. Comme Ie souligne E.T. Bell « il 
est encore present partout dans l'univers des mathematiques ». 

16.6. Principaux ouvrages de Gauss 
Gauss a publie environ 150 memoires scientifiques, dont : 

- Disquisitiones Arithmeticae, Leipzig, 1801. 

- 7heoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem ambientium, 
Hamburg, 1809. 

- 7heoria combination is observationum erroribus minimis obnoxiae, Gottingen, 
1823-1828. 

- 7heoria residuorum biquadraticorum, Gottingen, 1828-1832. 

- Intensitas vis magneticae terrestris ad mensuram absolutam revocata, Gottingen, 
1832-1837. 

- Atlas der Erdmagnetismus avec W. E. Weber, Leipzig, 1840. 

- Dioptrische Untersuchungen, Gottingen, 1841. 
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La probabilift d'un ivinement est la raison que nous avons de 
croire qu'il aura ou qu'il a eu lieu!. 

Le premier travail de Simeon-Denis Poisson re1atif aux probabilites a ete 
lu par son auteur Ie 13 mars 1820 a l'Academie des sciences et a pour titre 
Mtmoire sur l'avantage du banquier aujeu de trente et quarantt? Par ailleurs, 
entre 1824 et 1829, Poisson a publie dans la revue Connaissance des Temps, 
un certain nombre de papiers sur la theorie des erreurs3• Mais ses travaux les 
plus importants datent de 1829 et 1837, ce sont ceux que nous commentons 
ci-dessous. 

17.1. Le Memoire sur la proportion des naissances 
des filles et des garfons 

Poisson a lu a l'Academie des sciences de Paris, Ie 8 fevrier 1829, un travail 
intitule Mtmoire sur fa proportion des naissances des jilles et des garfons.4 

Le resume qu'il en a donne dans les Annafes de Chimie et de Physique comporte 
une introduction decrivant les observations faites sur plusieurs annees en 
France sur Ie sujet, suivie du texte reproduit ci-dessous : 

« Ce Memoire est divise en deux paragraphes. Dans Ie premier, on considere la 
repetition d'un evenement simple, dont la probabilite est don nee a priori, et I'on 
parvient d'une maniere nouvelle, a quelques egards, au fameux theoreme de Jacques 
Bernoulli. d'apres lequel. sur un tres grand nornbre d'epreuves,les evenemens arrivent 
proportionnellement a leurs probabilites respectives, avec une precision qui s'accroTt 
sans limite a mesure que leur nombre aug mente. Le second paragraphe est relatif 
aux probabilites des evenements simples et des evenements futurs, determinees 

1. Recherches sur la probabiliti des jugements en matiere criminelle et en matiere civile, precidees 
des regles generales du calcul des probabilites, Paris, Bachelier, 1837, p. 30 

2. Publie dans Annales de Mathematiques pures et appliquees, t. 16, p. 173-208, 1825. 
3. C£ B. Bru,« Poisson, Ie calcul des probabilites et !'instruction publique ", in Simeon-Denis 

~oisson et la science de son temps (edite par M. Metivier, P. Costabel, P. Dugac), Palaiseau, 
Ecole Polytechnique, 1981. 

4. Publie dans Memoires de l'Academie des Sciences, tome IX, p. 239-308, Didot, Paris, 1830. 
Un extrait avait ete indus dans les Annales de Chimie et de Physique, Tome XL, p. 39-46, 
1829. 
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d'apres les evenements observes. Cette partie du calcul des hasards est I'inverse 
de celie qui fait I'objet du premier paragraphe ; les applications en sont les plus 
utiles et les plus frequentes, car Ie plus souvent nous ignorons la probabilite des 
evenements simples et no us devons la deduire des faits que nous observons, pour 
en conclure ensuite la probabilite des evenements futurs. Mais il y a une difference 
essentielle entre la probabilite d'un evenement simple qui nous est quelquefois 
donnee par hypothese, et celie, que no us pouvons connaitre par I'observation : 
relativement a celle-ci, si elle est susceptible, a priori, de tous les degres possibles, 
depuis zero jusqu'a la certitude, nous ne pouvons jamais determiner que des limites 
entre lesquelles elle est comprise, qui se resserrent de plus en plus, ou deviennent 
de plus en plus probables, a mesure que nous employons un plus grand nombre 
d'observations; mais il faudrait que ce nombre fat infini pour que la probabilite que 
no us en deduisons eat une valeur certaine.1I en resulte que la probabilite du nombre 
de fois qu'un evenement arrivera sur un tres grand nombre d'epreuves ne sera pas la 
milme, selon que sa chance nous sera donnee par hypothese, ou que nous en aurons 
determine, par I'experience, des limites aussi resserrees qu'on voudra. On avait, en 
effet, deja remarque que les formules relatives au premier cas ne s'appliquent pas . 
au second, si ce n'est lorsque Ie nombre des evenements futurs est tres petit par 
rapport a celui des evenements passes. Pour completer cette importante partie du 
calcul des hasards, il restait donc a trouver des formules qui convinssent au second 
cas, et qui fussent encore applicables quand Ie nombre des evenements futurs est 
comparable a celui des epreuves qui ont fait connaTtre les limites de la probabilite 
simple. On verra dans ce Memoire comment il a fallu, pour les obtenir, modifier les 
formules ordinaires qui se rapportent au cas OU la valeur de cette probabilite est 
don nee avec certitude. 
Les limites de probabilite des evenements simples que I'on determine par Ie calcul et 
I'observation, ne font pas connaitre si la chance de I'un de ces evenemens surpasse 
celie d'une autre, d'une quantite egale ou superieure a une fraction donnee, et quelle 
est la probabilite de cette difference. Cependant la comparaison des chances respec
tives de plusieurs evenements, ou d'un milme evenement a des epoques differentes, 
est une question interessante et susceptible de nombreuses applications. On en 
trouvera la solution dans mon Memoire. En appliquant cette solution aux naissances 
des deux sexes qui ont eu lieu en France pendant chacune des annees 1817 et 1826, 
pour lesquelles,la proportion de ces naissances a presente Ie plus de divergence, on 
en conclut, avec une grande probabilite, que la chance d'une naissance masculine a 
ete plus considerable dans la premiere an nee que dans la seconde, et que neanmoins 
iI n'y a pas plus d'un contre un a parier que la difference ait excede deux milliemes. 
Ainsi, dans notre pays et a I'epoque actuelle, la probabilite de la naissance d'un 
garcon, pour chaque annee entiere, est a peu pres constante et comprise entre des 
limites qui s'ecartent peu de 0,5159, ou d'environ 16/15. L'experience seule peut 
nous apprendre si elle variera davantage par la suite, et si elle est la milme dans les 
differentes saisons et chez les autres peuples. Nous savons deja qu'elle n'est pas 
independante de I'etat de la societe, puisque Ie nombre des enfants qui naissent 
hors mariage influe sur la proportion des filles et des garcons. 
Oepuis que Pascal a donne les premiers exemples du calcul des hasards, ce calcul a 
ete I' objet des travaux d'un grand nombre de geometres, et Ie sujet des considerations 
les plus ingenieuses, soit pour former et resoudre les equations qui s'y rapportent, 
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so it pour convertir en nombres les formules auxquelles il conduit dans la plupart de 
ses applications. Si j'ai ajoute quelque chose a la partie de ce calcul qui lie, sans 
que leurs causes soient connues, les evenements futurs aux evenemens passes, je 
Ie dois a la puissance de I'analyse que j'ai employee, et dont j'ai puise Ie principe 
dans fa ThBorie anafytique des probabilites ;ouvrage aussi eminemment remarquable 
par la variete des questions qui y sont traitees, que par la generalite de methodes 
que Laplace a imaginees pour les resoudre. » 

Dans son memoire complet, Poisson donne une demonstration de la loi 
des grands nombres de Bernoulli, differente de celle qu'il a incluse plus tard 
dans son livre de 1837 Recherches sur la probabiliti desjugements, et que nous 
avons donnee au chapitre consacre a Bernoulli. Ce travail, dans Ie memoire 
de 1829-1830, est intitu1e Probabiliti de la repitition d'un ivinement dont la 
chance est donnie. 

La demonstration s'etale sur une vingtaine de pages (p. 243-264). 

poisson appelle p, la probabilite d'un evenement A, et q celle de l'evenement 
contraire, de sorte qu'on ait p + q = 1, alors, ecrit Poisson: « en appelant x' Ie 
nombre de fois que A arrivera sur Ie nombre n d'epreuves on peut dire que 

la probabilite que la difference x' - p sera comprise entre les deux limites 
f2pq n 

±uv-!!- est 
2 00 -II' 

U=1- I Ie-t'dt+ ~ (1).» 
"\j1f " 21fnpq 

Et il ajoute : 

« On pourra toujours prendre u assez grand pour que cette probabilite U differe d'aussi 
peu qu'on voudra de la certitude.! ... J. La valeur ,de u ayant ete convenablement 
choisie, et demeurant constante, les limites de ~ - p se resserreront de plus en 

n , 
plus a mesure que Ie nombre n augmentera ; Ie rapport ~ du nombre de fois que 

n 
I'evenement A arrivera au nombre total des epreuves, differera donc de moins en 
moins de la probabilite p de cet evenement; et I'on pourra toujours prendre n assez 
grand pour qu'il y ait la probabilite U que la difference ~ - p sera aussi petite 

n 
que I'on voudra; ce qui est, comme on sait, Ie theoreme de Jacques Bernoulli sur la 
repetition, dans un tres grand nombre d'epreuves, d'un evenement dont la chance 
est don nee a priori. II 

Dans la suite du meme texte1, Poisson demontre ce qui est appe1e la loi de 
Poisson. Si X est la probabilite que sur un nombre d'epreuves n, un evenement 
A, de probabilite p ne se produira pas plus de x fois, avec pn = w, on a 

x wk w2 W" 
X= I>-w-=(1+w+-+ ... + )e-W 

k=O k! 2 1.2.3 ... x· 
------
1. Page 261 du texte original de 1830. 
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Poisson ajoute : 

« On voit que si xn'est pas lin petit nombre, cette valeur de X differera tres peu de 
I'unite. Si ron a, par exemple, X= 10 et w = 1,Ia ditterence 1 - X sera a peu pres de un 
cent rnillionieme, c'est-a-dire qu'il est presque certain qu'un evenement dont la chance 
est 1/n, n'arrivera pas plus de dix fois, sur un tres grand nombre d'epreuves. 
Dans Ie cas ou X= 0, on a X = e -w ,pour la probabilite que sur un tres grand nombre 
n d'epreuves, un evenement dont la chance est w/n n'arrivera pas une seule fois)) 

11 est a noter que l'economiste et statisticien russe Ladislas Bortkiewicz 
(1868-1931) publia en 1898 un livre sur la distribution de Poisson inti
tule Das Gesetz der kleinen Zahlen (La loi des petits nombres) dans lequel 
il montra que des evenements rares survenant dans une large population 
suivent la loi de Poisson, meme lorsque la probabilite de ces evenements 
est variable. 11 se servit, pour verifier ce fait, des statistiques de la cavalerie 
Prussienne, etablies sur 20 ans, qui denombraient Ie nombre de soldats tues 
par des ruades de cheval. 

Bortkiewicz appliqua en 1913 ses methodes statistiques a la decroissance 
radioactive: Un atome radioactif a une probabilite p de se desintegrer 

At 

pendant un laps de temps /j.t qui est p = 1- e T ,ou rest la constante 
radioactive de l'element. Un radioelement possedant No atomes a l'instant 

t = 0, possedera donc N = Noe T atomes au temps t. 

L'importance de la loi de Poisson ne fut reconnue que tardivement, sauf en 
Russie, grace a l'ecole de Chebyshev. 

La seconde partie du Memoire sur la proportion des naissances des jilles et des 
garfons est intitulee Probabilites des evenements simples et des evenements futurs 
d'apres les evenements observes. 

Jusqu'ici, ecrit Poisson l , 

« nous avons suppose connue a priori, la chance de I' evenement A, et nous en avons 
conclu la probabilite d'un evenement futur, relatif a la repetition de A sur un tres 
grand nombre d'epreuves ; mais dans les applications du calcul des hasards aux 
phenomenes naturels, et particulierement dans la question indiquee par Ie titre de 
ce Memoire, la valeur de p doit, au contra ire, se deduire autant qu'il est possible, 
des evenements observes en tres grands nombres, pour servir ensuite a calculer la 
probabilite des evenements futurs. )) 

Apres calcul, il obtient Ie resultat suivant : 

Si n est Ie nombre des evenements futurs, m Ie nombre total des observations 
et s Ie nombre de fois que cet evenement est arrive, U exprime la probabilite 

1. Page 265 du texte original de 1830. 
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que Ie nombre d'evenements A sur un nombre d'epreuves n, sera renferme 
entre des limites : 

N ±!!...~2(n+1)(m-s)s 
m 

Si nest tres petit par rapport a m, 

2 00 -,/ 

U = 1-- J e _1
2 dt + ---r==m=e=== 

J; II ~27rn(m - s)s 

Ce resultat coIncide avec l'equation (1) quand on fait dans cette equation, 
p = slm et q = (m -s)lm. 

poisson ajoute ce commentaire1 : 

« Lors donc que Ie nombre ndes evenements futurs esttres petit eu egard au nombre 
m des evenements observes, les limites du nombre de fois que A arrivera et leur 
probabilite pourront se calculer en prenant pour la probabilite pde A. Ie rapport s/m 
du nombre de fois que cet evenement est arrive au nombre total des observations, 
com me si cette valeur de petait certaine et donnee a priori. Mais il n'en est pas ainsi 
quand les deux nombres net m sont du mame ordre de grandeur: quoique la valeur 
de p conclue de I'experience, soit comprise, avec une probabilite qui differe tres peu 
de la certitude, entre des limites qui s'ecartent aussi tres peu de s/m, cependant, 
to utes choses d'ailleurs egales, Ie nombre de fois que A arrivera sera renferme entre 
des limites moins etroites que celles qui auraient lieu s'il etait certain qu'on eOt 
p = s/m. On pourra alors supprimer Ie dernier terme de la valeur de U, qui sera de 

1 1 fOO 2 I' ordre de r ,et prendre simplement U = 1- I e -I dt. )). 
'\1m '\I7r /I 

Le reste du memo ire est une application des resultats precedents a la proportion 
des naissances des fiUes et des gan;ons en France. La conclusion de Poisson, 
a ce propos, est Ia suivante2 : 

« Nous pouvons donc conclure qu'a I'epoque actuelle et pour la France entiere, la 
probabilite d'une naissance masculine3 n'eprouve que de tres petites variations 
d'une annee sur I'autre, et prendre pour sa valeur, la moyenne des dix annees que 
no us avons considerees, c'est-a-dire 0,5159. » 

1. Pages 278-279 du texte original de 1830. 
2. Page 307 du memoire original de 1830. 
3. Depuis qu'on la mesure, la proportion des naissances des garC;ons et des filles a semble 

quasi invariable. Cette mesure est appelee taux de masculinitt. Ce taux correspond au 
nombre de naissances de garC;ons pour cent naissances de filles. Il est, de nos jours, et a 
d'ailleurs toujours ete, de 105 ou 106, c'est-a-dire en probabilite, comme l'indique Poisson, 
0,512 a 0,514. Tout se passe comme si la nature compensait la surmortalite observee des 
garC;ons. Ce taux semble done etre une constante biologique de l'espece humaine. 
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17.2. La publication de 1837 
Le second ouvrage important de Poisson sur les Probabilites a pour titre 
Recherches sur la probabilite des jugements en matiere criminelle et en matiere 
civile, precMees des regles generales du calcul des probabilites1 et a ete publie en 
1837. 

Poisson definit, dans les premieres pages de l'ouvrage, sa conception du but 
du calcul des probabilites2 : 

« Le calcul des probabilites a pour objet de determiner dans chaque question 
d'eventualite ou de doute, Ie rapport du nombre des cas favorables a I'arrivee d'un 
evenement, ou a la verite d'une chose, au nombre de tous les cas possibles; de 
sorte que nous puissions connaltre, d'une maniere precise, d'apres la grandeur de 
cette fraction plus ou moins approchante de I'unite, la raison que nous avons de 
croire que cette chose so it vraie, ou que cet evenement a eu ou aura lieu, et que 
nous puissions aussi, sans aucune illusion, comparer cette raison de croire, dans 
deux questions de nature toute differente. II est fonde sur un petit nombre de regles 
que nous allons exposer, et qui se demontrent en to ute rigueur [ ... J. Ses principes 
doivent etre regardes comme un supplement necessaire de la logique, puisqu'il y 
a un si grand nombre de questions ou I'art de raisonner ne saurait no us conduire 
a une entiere certitude. Aucune autre partie des mathematiques n'est susceptible 
d'applications plus nombreuses et plus immediatement utiles. )) 

Le premier chapitre du livre donne quelques definitions relatives au calcul 
des probabilites dont celie de l'esperance mathematique : 

« Le produit d'un gain et de la probabilite de l'obtenir est ce qu'on appelie 
l'esperance mathimatique de chaque personne interessee dans une speculation 
quelconque. » 

Poisson a ete Ie premier a introduire la notion de variable aleatoire discrete. 
11 ecrit3 : 

« Supposons [ ... J qu'il y ait un nombre donne A d'evenements, dont un seul devra 
arriver a chaque epreuve. Ce cas est celui 01) I'on considere une chose Ad'une nature 
quelconque, susceptible d'un nombre A de valeurs, connues ou inconnues, que je 
representerai par al'a2 ,· .. a,\ , et parmi lesquelles une seule devra avoir lieu a 
chaque epreuve, de sorte que celie qui sera arrivee ou qui arrivera sera, dans cette 
question, I'evenement observe ou I'evenement futuro Soit aussicj j' , la chance que 
la cause Cj si elle etait certaine, donnerait a la valeur aj' de A. L~s valeurs de ci,i' 

relatives aux divers indices jet i', depuis j = 1 jusqu'a i = i' et i' depuis i' = 1 jusqu'a 
j' = A, seront connues ou inconnues ; mais pour chaque indice j' on devra avoir 

c' l + c. 2 + c. 3 + ... c., = 1 
I, " " I,A 

1. Paris, Bachelier, 1837 
2. Id., p. 35-36. 
3. Pages 140 et 141 de l'edition originale de 1837. 
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car si la cause C, etait certaine, I'une des valeurs at' a2 , ••• a>. a" arriverait certai
nement en vertu de cette cause. » 

En plus de la notion de variable aleatoire, Poisson introduit dans sa theorie 
la fonction de distribution de cette variable F(x) = P(A < x) et la derivee 
de cette derniere la densite de probabilite. 11 traite egalement Ie cas d'une 
variable aleatoire continue l . 

Poisson indique, par ailleurs, que Ie sujet des probabilites des jugements a 
deja ete aborde par Condorcet et par Laplace. 11 considere que, parmi les 
applications du calcul des probabilites, une des plus importantes est celie 
qui se rapporte a la probabilite des jugements, ou, en general, des decisions 
rendues ala pluralite des voix. Poisson poursuif en ecrivant : 

« Condorcet est Ie premier qui ait essaye de la determiner. [ ... J Son ouvrage renferme 
un discours preliminaire fort etendu, OU I'auteur expose, sans Ie secours des formules 
analytiques, les resultats qu'iI a obtenus, et OU sont developpees avec soin les 
considerations prop res a montrer I'utilite de ce genre de recherches. 
Dans son Traite des probabilites, Laplace s'est aussi occupe du calcul des chances 
d'erreur a craindre dans Ie jugement rendu contre un accuse, a une majorite connue, 
par un tribunal ou un jury compose d'un nombre de personnes egalement connu. 
La solution qu'iI a don nee de ce probleme, I'un des plus delicats de la theorie des 
probabilites, est fondee sur Ie principe qui sert a determiner les probabilites des 
causes diverses auxquelles on peut attribuer les faits observes, principe que Bayes 
a presente d'abord sous une forme un peu differente, et dont Laplace a fait ensuite 
Ie plus heureux usage, dans ses memoires et dans son traite, pour calculer la proba
bilite des evenements futurs d'apres I'observation des evenements passes; mais, 
en ce qui concerne Ie probleme de la probabilite des jugements, il est juste de dire 
que c'est a Condorcet qu'est due I'idee ingenieuse de faire dependre la solution, 
du principe de Bayes en considerant successivement la culpabilite et !'innocence 
de I'accuse, comme une cause inconnue du jugement prononce, qui est alors Ie fait 
observe, duquel il s'agit de deduire la probabilite de cette cause. L'exactitude de ce 
principe se demontre en to ute rigueur; son application a la question qui nous occupe 
ne peut non plus laisser aucun doute ; mais pour cette application, Laplace fait une 
hypothese qui n'est point incontestable; il suppose que la probabilite qu'un jure ne 
se trompera pas est susceptible de tous les degres egalement possibles, depuis la 
certitude, representee par I'unite, jusqu'a I'indifference, qui repond dans Ie calcul a 
la fraction 1/2 et se rapporte a une egale chance d'erreur et de verite. [ ... J Mais il 
existe une infinite de lois differentes de probabilite des erreurs qui satisfont a cette 
condition, sans qu'on soit oblige de supposer que la chance qu'un jure ne se trompera 
pas, ne puisse jamais descendre au-dessous de 1/2, et qu'au-dessus de cette limite, 
toutes ses valeurs soient egalement possibles. La supposition particuliere de Laplace 
ne saurait donc etre justifiee a priori. Soit a raison de cette hypothese, soit a cause 
de leurs consequences, qui m'ont paru inadmissibles, les solutions du probleme 

1. Page 254 de l'edition originale de 1837. 
2. Pages 2 et 3 de l'edition originale de 1837. 
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de la probabilite des jugements que ron trouve dans son Traite des probabi/ites et 
dans Ie premier suppJementa ce grand ouvrage, et qui different rune de rautre, ont 
tOLijours laisse beaucoup de doutes dans mon esprit. 
La formule de Laplace, pour exprimer la probabilite de rerreur d'un jugement, ne 
depend que de la majorite a laquelle il a ete prononce, et du nornbre total des juges; 
elle ne renferme rien qui soit relatif a leurs connaissances plus ou moins etendues 
dans la matiere qui leur a ete soumise. [ ... J )) 

Poisson entreprend alors de caracteriser les recherches qu'il publie : 

« Le caractere distinctif de cette nouvelle theorie de la probabilite des jugements 
criminels etant donc de determiner d'abord, d'apres les donnees de robservation 
dans un tres grand nombre d'affaires de meme nature, la chance d'erreur du vote 
des juges, et celie de la culpabilite des accuses avant rouverture des debats, elle 
do it convenir a toutes les especes nombreuses de jugements1• )) 

Les recherches de Poisson sur la probabilite des jugements sont basees sur 
la loi des grands nombres et sur la regularite statistiques de certains evene
ments2.11 ecritl : 

« La loi universelle des grands nombres est deja pour nous un fait general et incontes
table, resultant, d'experiences qui ne se demententjamais. Cette loi etant d'ailleurs 
la base de to utes les applications du calcul des probabilites, on concoit maintenant 
leur independance de la nature des questions et leur parfaite similitude, soit qu'il 
s'agisse de choses physiques ou de choses morales, pourvu que les donnees speciales 
que Ie calcul exige, dans chaque probleme, no us soient fournies par robservation. 
Mais, vu son importance, il etait necessaire de la demontrer directement, c'est ce 
que j'ai tache de faire ; et je crois y etre enfin parvenu, comme on Ie verra dans la 
suite de cet ouvrage. )) 

On trouvera cette demonstration de Poisson dans notre chapitre consacre a 
Jacob Bernoulli (§ 5.1.4.). 

Poisson utilise la loi des grands nombres pour determiner deux parametres 
destines a calculer la probabilite d'un jugement errone, a savoir : la proba
bilite que l'accuse soit coupable et la probabilite qu'un jure ne se trompe 
pas. 11 se sert pour cela des statistiques disponibles et resume ses resultats 
en ces phrases : 

« Dans les annees qui ont precede 1831, et pour la France entiere, la probabilite 
de I'erreur d'une condamnation prononcee a la majorite minima de sept voix contre 
cinq etait a tres peu pres 0,16 ou 0,04, selon qu'il s'agissait d'un crime contre les 
personnes ou d'un crime contre les proprietes; sans distinction de respece de crime, 
elle avait pour valeur 0,06. D'apres la formule de Laplace, cette chance d'erreur sera it 
la meme dans tous les cas, et a peu pres quintuple de 0,06. Mais il faut, en outre, 

1. Page 25. 
2. C£ E. Barbin et Y. Marec, Les recherches sur la probabilite desjugements de Simeon-Denis 

Poisson, Histoire et Mesure, Annee 1987, vol. 2, n °2, p. 39-58. 
3. Page 12 de l'edition originale. 
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observer que !'intervention de la cour etant alors necessaire, dans Ie cas de la plus 
petite majorite, cette chance d'erreur 0,06 se trouvait reduite a un peu moins d'un 
centiame, si les juges confirmaient la decision des jures ; en sorte que sur 1 597 
condamnations qui ont eu lieu de cette maniare, dans les cinq annees ecoulees 
depuis 1826 jusqu'a 1830, on peut croire qu'environ 15 ou 16 etaient erronees, en 
ce sens que les accuses n'etaient pas condamnables, mais non pas qu'ilsfussent 
innocents1• )) 

Par ailleurs, dans Ie cours de l'ouvrage, Poisson reprend aussi une demons
tration de la loi qui porte son nom dont il a ete question dans Ie paragraphe 
re1atif au memoire de 1830. Nous en rappelons ci-dessous les proprietes et 
citons, simplement la phrase exacte ecrite par Poisson a son propos : 

Cette loi, appe1ee que1quefois loi des evenements rares, est, comme nous 
l'avons vu plus haut, la loi de probabilite suivie par une variable a1eatoire X 
qui indique Ie nombre de fois OU un evenement se produit sur un intervalle de 
temps T. Si sur cette periode, l'evenement se produit en moyenne un nombre 
de fois A (appe1e parametre de la loi) la probabilite qu'il se produise k fois· 

c'est-a-dire que X prenne la valeur k est: P(X = k) = A k e -,\ , 
k! 

A etant un nombre strictement positi£ L'esperance d'une telle loi, ainsi que sa 

variance, est A, son ecart type etant donc ~ . Pour T grand, on demontre que 
la loi binomiale de parametres (T ; >JT) converge vers la loi de Poisson. 

Poisson, dans son livre de 1837, suppose que « les chances pet q de deux 
evenements E et F sont constantes » et considere « la probabilite que dans un 
nombre d'epreuves /-L ou m + n, E arrivera au moins m fois et F au plus n fois. 
Cette probabilite P sera la somme des m premiers termes du deve10ppement 
de (p + q)11 , ordonnee suivant les puissances de q. » 

Apres 17 pages de calculs, Poisson arrive a l'approximation suivante2 : 

« La probabilite qu'un evenement dont la chance a chaque epreuve est la fraction tras 
petite ~ n'arrivera pas plus de n fois dans un tras grand nombre J1 d'epreuves est 

J1 2 3 n 

P (1 x x x) -x = +x+-+--+ ... + .e . 
1.2 1.2.3 1.2.3 ... n 

Dans Ie cas n = 0, cette valeur de P se reduit a e -x ; il ya donc cette probabilite 
e-·· que I'evenement dont il s'agit n'arrivera pas une seule fois dans Ie nombre J1 
d'epreuves, et consequemment,la probabilite 1 - e-" qu'il arrivera au moins une 
fois. 
Das que nne sera plus un tras petit nombre, la valeur de P differera tras peu de 
I'unite [ ... J. 

1. Page 25. 
2. Pages 205-206, n° 81. 
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Si I'on a, par exemple x = 1, et qu'on suppose n = 10, la difference 1 - Psera a 
peu pres un cent millionieme, de sorte qu'il est presque certain dont la chance tres 
faible est 1/J.L a chaque epreuve, n'arrivera pas plus de dix fois, dans Ie nombre J.L 
d'epreuves. » 

17.3. Biographie de Poisson (1781-1840) 
Le pere de Simeon-Denis Poisson, Simeon Poisson (1744-1808), est un 
soldat ayant participe a la guerre de Sept Ans (1756-1763) dans la region 
de Hanovre. Toutefois, Ie mauvais traitement dont il a ete 1'objet de la part 
d'officiers nobles lui a fait quitter 1'armee. 11 occupe alors un poste adminis
tratif modeste. Simeon-Denis nait Ie 22 juin 1781 a Pithiviers. Plusieurs 
de ses freres et sreurs runes sont morts en bas age et lui-meme a ete pris de 
convulsions alors qu'il etait encore bebe et ses parents ont cru de nouveau 
perdre un de leurs enfants. Sa mere fait alors appel a une nourrice et Simeon
Denis reussit a se sortir de cette periode critique. Son pere a eu une grande 
influence sur son jeune fils et lui a consacre beaucoup de son temps, lui 
apprenant en particulier a lire et ecrire. Notre futur mathematicien a huit 
ans lorsque la revolution franlfaise edate. Son pere, seduit par les idees de 
la Revolution, s'enthousiasme pour cette cause et est nomme baillP de la 
commune de Pithiviers. 

Simeon Poisson souhaitait que son fils devienne medecin. Comme 1'un des 
ondes de notre futur mathematicien etait chirurgien a Fontainebleau, on 
1'envoya dans cette ville pour y beneficier des premiers enseignements de son 
parent. Toutefois la peur du sang et la crainte de voir des blessures engagent 
mal Simeon-Denis vers des etudes medicales. En 1796 il entre a 1'Ecole 
Centrale2 de la ville OU 1'on s'aperlfoit vite de ses talents en mathematiques. 
Son professeur, M. Billy, 1'encourage dans cette voie et, citant La Fontaine, 
dit a son propos : « Petit Poisson deviendra grand, Pourvu que Dieu lui 
prete vie. » On Ie prepare au concours de la jeune, mais deja reputee Ecole 
Polytechnique3• 11 y est relfu major a dix-sept ans, en 1798. Poisson s'adapte 
rapidement a son nouvel environnement, travaille avec enthousiasme, tout en 

1. Agent charge de fonctions administratives et judiciaires. 
2. Ancetre des lycees. 
3. La fondation de l'Ecole Polytechnique resulte des travaux de la Commission des Travaux 

Publics du 7 vendemiaire an III (28 septembre 1794). Le but de l'Ecole est de « Former 
des ingenieurs en tous genres et de retablir l'enseignement des sciences exactes qui a ete 
suspendu pendant les crises de la Revolution, de donner une haute formation scientifique 
a des jeunes gens, soit pour etre employes par Ie Gouvernement aux travaux de la Repu
blique, soit pour reporter dans leurs foyers l'instruction qu'ils auront res;ue et y prodiguer 
les connaissances vraiment utiles. " Le premier cours a lieu Ie 21 decembre 1794 (1 er 

nivose an III). I.:Ecole, d'abord nommee Ecole Centrale des Travaux Publics, prend a 
partir du 1 er septembre 179 Sle nom d'Ecole Polytechnique. La selection est remarquable, 
on compte dans la premiere promotion (X 1794) : Biot, Malus et Poinsot ! 
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se donnant Ie loisir de se rendre au theatre et de participer a diverses activites 
sociales. Poisson, comme ses camarades, beneficient de cours donnes par des 
savants prestigieux : l' analyse est enseignee par Lagrange, Monge enseigne la 
geometrie descriptive avec un don pedagogique hors du commun,la chimie 
est enseignee par Berthollet qui apporte a l'experimentation dans ce domaine 
la rigueur de l' algebre, etc. Poisson est vite remarque par Lagrange et Laplacel • 

Joseph-Louis Lagrange, qui enseignait la theorie des fonctions,reconnaitvite 
les talents de son jeune eleve et deviendra son ami. Qyant a Pierre Simon 
Laplace il considere Simeon-Denis presque comme son filS2. 

En 1800, Poisson publie deux memoires, l'un sur la methode d'elimination 
de Bezout,l'autre sur Ie nombre des integrales d'une equation de differences 
finies. Lacroix et Legendre, qui examinent ces memoires, recommandent 
qu'ils soient publies dans Ie Recueil des savants etrangers, un honneur excep
tionne1 pour un jeune homme de dix-huit ans. Poisson ne quitte pas l'Ecole 
Polytechnique des l'obtention de son diplOme, il y est nomme repetiteur 
adjoint d'analyse. En 1802, lorsque Joseph Fourier est nomme par Bona
parte prefet de l'Isere, Poisson Ie remplace en tant que professeur suppleant 
et il deviendra professeur titulaire en 1806. Durant cette periode, Poisson 
etudie les equations differentielles aux derivees partielles et traite d'un 
certain nombre de problemes physiques te1s que Ie mouvement du pendule 
dans un milieu resistant ou la theorie du son. Des 1806, Laplace, Lagrange, 
Lacroix, Legendre et Biot souhaitent que Poisson entre a I'Academie des 
sciences dans la section mathematiques, mais aucune place nest disponible3• 

L'importance de ses travaux lui vaut toutefois la nomination a des postes 
prestigieux : il est nomme astronome au bureau des Longitudes (1808) et 
professeur de mecanique rationnelle ala Faculte des sciences de Paris des 
sa creation (1809). Entre 1808 et 1811, Poisson publie trois articles aux 
Comptes Rendus de l'Academie des Sciences (CRAS)4 ainsi que son cours, 

1. Laplace a ete, entre 1796-1799, examinateur a Polytechnique, il deviendra en 1816 president 
du conseil d'administration de l'Ecole, qui garde encore l'empreinte de ses reformes. 

2. Poisson fera, a l'Institut, l'eloge funebre de Lagrange en 1813 et celie de Laplace en 
1827. 

3. Si ce nest, potentieliement, celie de Bossut, alors age de 76 ans. Mais, de fait, ce mathe
maticien a vecu jusqu'a 83 ans. 

4. Ses publications dans les eRAS portent sur l'astronomie et la mecanique: Surles inigalitis 
des mouvements moyens des planetes, (liees aux perturbations des autres planetes), en 1808 ; 
Sur Ie mouvement de rotation de la Terre (1809) et Sur la variation des constantes arbitraires 
dans les questions de micanique (1809). C'est dans ce memoire lu a l'Institut Ie 16 octobre 
1809, et insere au XV, cahier du J oumal de l'Ecole Polytechnique, que Poisson a introduit 
ces celebres« crochets de Poisson". Plus d'un siecie plus tard (en aout 1925, precisement) 
Dirac en fera une des pierres angulaires du formalisme quantique. La fa~on dont Dirac 
a procede merite d'etre conte: Un dimanche, au cours de sa promenade hebdomadaire, 
Dirac poursuit sa reflexion sur la fa~on de formaliser la mecanique quantique et fait Ie 
rapprochement entre Ie commutateur introduit par Heisenberg et les crochets de Poisson. 
11 ecrit : « C'etait un dimanche,je ne pouvais pas aUer en bibliotheque, tout ce qu'il me 
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particulierement clair, fait a 1'Ecole Polytechnique1• Etienne Malus, qui avait 
participe a la campagne d'Egypte jusqu'en 1801, avait contracte la peste. Elu 
en aout 1810 a 1'Academie des sciences dans la section physique generale, 
sa sante decline rapidement et une issue fatale est malheureusement previ
sible. Les savants cites plus haut voient la 1'occasion de faire entrer Poisson a 
1'Institut et, pour optimiser ses chances, 1'incitent a concourir au Grand Prix 
d'Electricite de 1'Academie dont Ie theme etait : « Determiner par Ie calcul 
et confirmer par 1'experience la fac;on dont 1'electricite est distribuee sur la 
surface des corps electriques, soit isoles soit en presence 1'un de l' autre, par 
exemple sur la surface de deux spheres electrisees en presence 1'une de 1'autre. 
Afin de simplifier Ie probleme, il est seulement demande 1'examen des cas OU 
1'electricite rep artie sur chaque surface demeure toujours de meme nature. » 

C'est ainsi que Poisson soumet la premiere partie de sa solution a 1'Academie 
Ie 9 mars 1812 dans un papier intitule Sur la distribution de l'eleetriciN ala 
surfoee des corps eondueteurs. Sa contribution a la physique lui permet d'etre 
elu a 1'Academie des sciences Ie 23 mars 1812, dans la section de physique 
generale, au fauteuil de Malus, decede un mois plus tot, Ie 24 fevrier. Poisson 
etait egalement un membre assidu de la Societe d' Arcueil, qui etait en quelque 
sorte un second Institut (voir encadre). 

La Societe d'Arcueil 

Laplace fonde, avec Claude Berthollet, la Societe d'Arcueil dont Ie but est de: « ramener la 
vision newtonienne du monde aux dimensions de la physique moleculaire, en appliquant. 
par les mathematiques, les lois de Newton aux phenomenes tels que la lumiere, la chaleur, 
Ie son, i'electricite et Ie magnetisme ». La Societe est constituee en societe semi-officielle 
en 1805, sous la protection de l'Empereur, avec des statuts, des seances regulieres deux 
fois par mois, Ie jeudi apres-midi ou Ie dimanche, presidees alternativement par Berthollet 
et par Laplace. Les societaires reunis autour de Laplace et Berthollet sont Biot, Gay-Lussac, 
I'explorateur Humboldt, Ie chimiste Thenard, Ie botaniste de Candolle, Ie mineralogiste 
Collet-Descostils et Ie fils de Berthollet. Malus, Arago, Poisson et Dulong rejoindront 
plus tard la Societe. La plupart des membres ont alors moins de trente ans ! « On arrivait, 
raconte un societaire, vers 1 heure, on travaillaitjusqu'a 4 h 1/2, on jouait aux barres dans 
Ie jardin, on dinait et, a 9 heures, tout Ie monde etait parti ». 

En 1814 Poisson est fait chevalier de la Legion d'honneur, en 1815 il est 
nomme examinateur a Ecole Militaire ainsi qu'examinateur de sortie a 1'Ecole 
Polytechnique. En 1817, a trente-six ans, notre mathematicien rencontre 
une orpheline anglaise d'origine italienne, Nancy de Bardi, qu'il epouse en 
1817. Le mariage est heureux et son epouse 1'encouragera et 1'assistera toute 

restait a faire etait d'attendre impatiemment, pendant la nuit et Ie debut de la matinee, que 
les bibliotheques ouvrent ». 11 verifie Ie bien-fonde de ses connaissances sur les crochets 
de Poisson et indique « tout Ie travail decoula assez directement de cette premiere idee ». 

11 racontera plus tard que !'instant de sa revelation a ete Ie plus emouvant de sa vie. 
1. Son cours de l'Ecole Poly technique est publie dans son Traitl de mlcanique (en 2 

volumes). 
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sa vie1• IIs auront trois fils, dont l'un fera une belle carriere militaire. Poisson 
partage son existence entre sa famille et ses recherches mathematiques : il 
embrasse pratiquement tous les domaines de la physique mathematique2• 

Citons quelques-uns de ses travaux : 

Etude du potentiel interne aux masses de gravitation: il etend les resultats 
de Laplace (<< equation de Laplace ») et introduit (en 1813) dans son 
memoire sur l'electrostatique, la fameuse « equation de Poisson ». 

Etudes sur les integrales definies et sur les series de Fourier (1813-1823) 
qui preparerent Ie terrain des recherches de Dirichlet et Riemann. 

Etudes des vibrations des plaques elastiques. II introduit Ie coefficient 
(dit de Poisson) caracterisant Ie rapport de l'allongement sur la variation 
d'epaisseur. II travaille sur ce sujet avec Sophie Germain, Gabriel Lame 
et Claude N avier. 

Travaux sur la conduction de la chaleur (1815) qui feront dire a Fourier:. 
« Poisson a trop de talent pour l'appliquer au travail des autres. Utiliser 
ce talent pour decouvrir ce qui est deja connu est du gachis ». 

En optique (1817-1819) une controverse celebre s'etablit entre Poisson 
(partisan de la theorie corpusculaire de la lumiere) et Fresnel (qui intro
duit la theorie ondulatoire). Poisson, en s'appuyant sur la demarche de 
Fresnel croit pouvoir demontrer un resultat absurde : selon ce calcul il 
deduit que « Ie centre de l'ombre d'un ecran circulaire opaque ... [doit 
en] ... incidence peu oblique ... etre aussi eclaire que si l'ecran n'existait 
pas ». Poisson presente cette consequence comme une condamnation des 
idees de Fresnel, mais ce dernier, prevenu par Arago fait l'experience, qui 
confirme la prevision que Poisson pensait absurde ! La theorie ondula
toire triomphe. 

Etudes sur Ie calcul des variations (1833) qui seront, beaucoup plus tard 
a l'origine des methodes des elements finis. 

La renommee de Poisson ne cesse de croitre : il est fait baron en 1821 (mais 
il n'utilisera jamais ce titre) ; il est nomme en 1824 officier dans l'ordre de la 
Legion d'honneur, il devient president de l'Academie des sciences en 1826 
puis en 1840 ; il succede a Laplace au bureau des longitudes en 1827 ; il 
obtient la prestigieuse medaille Copley de la Royal Society en 1832 et est 
fait, la meme annee Pair de France. 

En 1837, Poisson publie son livre intitule Recherches sur la probabilite des 
jugements en matiere criminelle et matiere civile, dans lequel apparait pour la 

1. Nancy de Bardi meurt Ie 26 octobre 1873 a pres de 82 ans a Saint-Le. 
2. II ecrira plus de 300 memoires. 
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premiere fois la « distribution de Poisson ».11 introduit egalement l'expression 
« loi des grands nombres ». 

En 1839, la sante de Poisson decline rapidement.ll retourne a Pithiviers 
en pens ant que l'air de la campagne lui permettra de se retablir. 11 poursuit 
neanmoins d'anciens travaux, en particulier sur la balistique en prenant en 
compte les corrections etablies par Gaspard Coriolis. Toutefois son etat ne 
s'ameliore pas, on Ie ramene a Sceaux, ville OU i1 meurt Ie 25 avri11840. 

Arago rapporte que Poisson avait l'habitude de dire « La vie n'est bonne qu'a 
deux choses : apprendre les mathematiques et les professer ». En 1851, on 
erige a Pithiviers sa statue qui est inauguree par son collegue academicien 
Jean-Baptiste Biotl. 

17.4. Ouvrages de Poisson 
Poisson a publie environ 180 memoires scientifiques dont : 

- Traiti de micanique, Paris, 1811. 

- Sur la distribution de I 'ilectriciti it la surface des corps conducteurs, Memoires de 
la classe des sciences mathematiques de l'lnstitut, Paris, 1812 et 1813. 

- 7hiorie mathimatique de la chaleur, Paris, 1835. 

- Sur la probabiliti des risultats moyens des observations, Connaiss. Terns pour 
1827, p. 273-302. 

Suite du Mimoire sur la probabiliti du risultat moyen des observations, inseri 
dans Connaissance des Tems de l'annie 1827, Connaiss. Terns pour 1832, 
p.3-22. 

- Mimoire sur la proportion des naissances des Jilles et des garfons, CRAS, 9, 
239-308,1830. 

- Recherches sur la probabiliti des jugements, principalement en matiere criminelle, 
CRAS, 11,473-494,1835. 

- Note sur la loi des grands nombres, CRAS, 12, 377-382,1836. 

- Note sur Ie calcul des probabilitis, CRAS, 12, 395-400, 1836. 

- Formules relatives aux probabilitis qui dependent de tres grands nombres, 
CRAS, 12,603-613,1836. 

1. Malheureusement cette statue sera deboulonnee puis fondue par les occupants pendant 
la seconde guerre mondiale. 
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- Recherches sur la Probabilite desJugements en Matiere Criminelle et en Matiere 
Civile, precMees des Regles Generales du Calcul des Probabilitis, Bachelier, 
1836. 

17.5. References 
- P. Costabe1, Poisson, Dictionary of Scientific Biography, Charles Scribner's 

sons, New York, vol. 15, p. 480, 1970-1980. 

- O. B. Sheynin, S.-D. Poisson's work in probability, Arch. hist. exact sci., 
18, 1978, n° 3,p.245-300. 

Simeon-Denis Poisson et la science de son temps (edite par M. Metivier, 
P. Costabe1, P. Dugac), Palaiseau, Ecole Polytechnique. 

- A. Dale, A History ofinverse probability ... , chapitre 7, Springer, 1991. 
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Les statistiques 
d'Ulpien it Ouetelet 

La naissance de 1'arithmetique politique et de la demographie est liee a 
quelques noms celebres: Ulpien,J ohn Graunt, Edmund Halley, Leibniz, De 
Moivre, Simpson,Johann Siissmilch, Willem Kersseboom, Buffon, Nicholas I 
Bernoulli, Antoine Deparcieux, Leonhard Euler et Adolphe Qyetelet. 

La demographie est generalement definie com me 1'etude quantitative et 
qualitative des populations humaines et de leurs evolutions a partir de la 
connaissance de la natalite, la fecondite, la mortalite, la nuptialite et les 
migrations de ces populations. 

On trouve dans divers chapitres du present ouvrage des commentaires 
concernant les travaux statistiques de Halley, De Moivre, Simpson, Nicholas 
Bernoulli et Buffon. Nous dirons donc ici quelques mots d'autres memoires 
ou livres relatifs aux memes sujets. 

18.1. Ulpien 
Concernant les statistiques avant Graunt, Ie juriste Romain Ulpien est 
souvent cite: 

Originaire de Tyr en Syrie, Ulpien (Domitius Ulpianus), fut, sous Alexandre 
Severe, prefet de l' annone puis, en 222, prefet du pretoire. La fonction judiciaire 
a Rome vit, au HIe siecie, Ie Senat cesser d'etre cour de justice souveraine. 
La juridiction criminelle senatoriale de premiere instance disparut sous 
Septime Severe au profit du prefet du pretoire et du prefet de la Ville. Le 
Senat ne garda plus que Ie droit de juridiction sur ses propres membres.l1 y 
eut 7 prefectures, qui constituaient Ie sommet de la hierarchie equestre : les 
deux prefectures des flottes de Misene et de Ravenne, les deux prefectures 
provinciales et de Mesopotamie, les trois prefectures urbaines des vigiles, de 
1'annone et du pretoire. L'echelon Ie plus eleve de la carriere equestre etait 
la prefecture du pretoire. Tout de suite apres venait la prefecture d'Egypte, 
puis la prefecture de l' annone. 

Au cours d'un soulevement de la garde pretorienne, Ulpien fut tue en 228. 



Les statistiques d'Ulpien 11 Quetelet 

La table d'Ulpien a ete redigee vers 220 apres ].-C. 

Cette table!, destinee a la determination des annuites des rentes, est tiree du 
Corpus Iuris Civilis, Digesta, XXXV, 2, 68. Les Digesta ou Pandectae etaient 
incluses dans un ensemble de lois, editees en 533 apres ].-C., consistant en 
une compilation des ecrits de grands juristes Romains, tels Ulpien. Voici 
cette table : 

0-19 20-24 25-29 30-34 35-39 40 ... 49 50-54 55-59 60-

30 28 25 22 20 19 ... 10 9 7 5 

La premiere ligne correspond a !'age de la personne designee pour recevoir 
la rente et la seconde, selon Nicholas I Bernoulli, l'esperance de vie de ladite 
personne. 

18.2. Graunt (1620-1674) 
Le livre de Graunt Natural and Political Observations made upon the bills 
of Mortality, paru a Londres en 1662, est Ie premier livre de demographie 
mathematique, c'est-a-dire appliquant des calculs aux donnees sur la popu
lation. Graunt a en effet entrepris dans son ouvrage une etude statistique 
des donnees de mortalite de la ville de Londres qui donnent les deces par 
cause et non par age. Graunt a cherche a assigner une duree moyenne a la 
vie humaine et a determiner la vitesse d'accroissement de la population en 
cherchant des regularites eventuelles dans les naissances et les deces, certains 
savants de l'epoque pensant d'ailleurs que cette regularite impliquait une 
intention divine. Graunt, en plus de ses Observations Naturelles et Politiques 
fait aussi des observations d'ordre epidemiologique et economique. Au total 
son livre contient 106 propositions, observations ou questions qui decoulent 
de son etude. 

Graunt a effectue une estimation raisonnee de la population et a ete Ie premier 
a mettre en evidence la constance du rapport des naissances des gar<;:ons 
et des filles. Arbuthnot, Nicholas I Bernoulli, Daniel Bernoulli, Laplace, 
Poisson et bien d'autres reprendront l'etude probabiliste de ce phenomene 
demographique. 

Le Journal des sfavans du lundi 2 Aout 1666 a publie une recension du 
livre de Graunt, redigee par Ie Sr G.P. (c'est-a-dire l'Abbe Jean Gallois, qui 
fut editeur et redacteur du journal de 1666 a 1674) dont nous donnons, 
ci-dessous, quelques extra its : 

« C'est une chose particuliE3re auxAnglais de faire des Billets de /a morta/ire, c'est-a
dire des listes qui contiennent combien il nait de personnes chaque semaine, combien 
il en meurt, et quelle est la cause de leur mort. Les maladies contagieuses qui ont 

1. Greenwood, M.Jal stat. Soc., 103, 1940, p. 246-248. 
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fait de grands ravages en Angleterre ont donne lieu a ces billets. Car la curiosite 
qu'on a eue de savoir si la peste diminuait ou augmentait, a fait qu'on a d'abord 
tenu registre de tous ceux qui mouraient de cette maladie : Ensuite apres que la 
contagion a cesse, on a continue a marquer Ie nombre de ceux qui mouraient, et a 
specifier leur maladie. Enfin pour voir la quantite de ceux qui naissent, aussi bien 
que de ceux qui meurent, on a ajoute Ie nombre des baptemes. [ ... J 
L'auteur de ce livre avant examine tous ces Billets de mortalite, va fait plusieurs 
reflexions curieuses, dont voici les principales : 
1. II compare les maladies entre elles et il remarque que sur deux cent vingt-neuf 
mille personnes qui sont mortes a Londres pendant vingt ans, les convulsions, les 
vers,les dents et d'autres semblables maladies en ont em porte 71124.11 en est mort 
12210 de la petite verole et de la rougeole. De fievre, il n'est est pas mort plus d'un 
entre quarante. Les maladies chroniques, comme I'hVdropisie, phtisie ou maladie de 
poumon etc. en ont fait mourir environ 70. Les maladies extemes, par exemple, les 
blessures, les Cancers etc. em portent beaucoup moins de monde, de 60 personnes 
iI n'v en a qu'une qui soit morte de ces maladies. La peste fait d'etranges desordres 
de temps en temps, car en 1603 et en 1625, elle em porta presque la cinquieme partie 
des Habitants de Londres. Cet auteur ajoute qu'il se fait fort peu de meurtres dans 
cette ville, et que pour deux cents personnes qui meurent de malad ie, a peine ven 
a-t-il une qui ait ete tuee. Qu'il ne meurt presque personne de faim, et que de quatre 
cents il n'v en a pas un qui meurt de disette. Que de cent femmes, il n'en meurt pas 
plus d'une en couche, et qu'entre 200, il n'v en a presque qu'une qui meurten travail. 
II examine ensuite quelles sont les maladies qui augmentent ou qui diminuent, et 
il remarque que les Rikets, qui sont une nouvelle maladie particuliere aux Anglais, 
augmentent tellement, que pour 14 personnes qui en moururent en 1634, iI en est mort 
jusqu'a 560, en 1660. Au contra ire, iI semble que la Pierre diminue. Pour la Goutte 
elle demeure toujours en meme etat, et de mille, il n'en meurt pas plus d'un de cette 
maladie, quoiqu'il se trouve beaucoup de personnes qui en soient tourmentees. 
2. II compare les divers ilges de la vie entr'eux, et il observe qu'il va vingt fois plus 
d'enfants qui viennent a terme, que de ceux qui viennent morts ou qui meurent en 
naissant. Que de cent enfants qui naissent en meme temps, il n'en reste, six ans 
apres que soixante-quatre ; au bout de 16 ans il n'v en a plus que quarante ; au bout 
de 26 ans il ne s'en trouve que vingt-cinq ; au bout de 36 ans il n'en demeure que 
seize; au bout de 46 ans il n'v en a plus que dix; au bout de 56 ans il n'en reste que 
six; au bout de 66 ans il n'en demeure que trois, et au bout de 76 ans, ces trois sont 
reduits a un. Enfin au bout de 80 ans il ne reste plus personne. )) 

Le tableau qui suit resume ces resultats : 
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AGE (ans) DECES SURVlVANTS 

0 100 
36 

6 64 
24 

16 40 
15 

26 25 
9 

36 16 
6 

46 10 
4 

56 6 
3 

66 3 
2 

76 1 
1 

80 0 

L'article duJournal des Sravans poursuit : 
« 3.11 compare les Hommes avec les Femmes, et il considere en quelle proportion ils 
naissent et ils meurent. II dit que dans Londres il nalt quatorze Gar~ons pour treize 
Filles et dans la campagne quinze Gar~ons pour quatorze Filles [ ... J. 
4. II compare les Habitants de la ville avec ceux de la campagne. II remarque que 
bien qu'a Londres on meurt moins par secousses qu'a la campagne, parce que la 
fumee et les vapeurs de cette ville la garantissent en quelque maniere des mauvaises 
impressions de I'air; neanmoins il meurt plus de monde a proportion dans Londres; 
car de 32 personnes il y en meurt pour Ie moins une, et dans la campagne il n'en 
meurt pas plus d'une de 50. 
5. II compare Ie nombre de ceux qui naissent et de ceux qui meurent. II avoue qu'il 
est difficile d'en rien determiner de certain, parce qu'on ne peut connaTtre Ie nombre 
de ceux qui sont nes que par les registres des baptemes ; et cependant de ceux qui 
sont nes a Londres depuis I'annee 1650 jusqu'en 1660, il n'y en a pas, a ce qu'il dit, 
la moiM qui ait ete baptises, plusieurs personnes avant ete pour lors dans cette 
erreur que Ie bapteme n' etait pas absolument necessaire aux enfants. Neanmoins, il 
dit qu'autant qu'il peut conjecturer, il meurt a Londres environ 12 personnes pour 11 
qui naissent, mais qu'a la campagne il ya ordinairement 63 personnes qui naissent 
pour 52 qui meurent. [ ... J 

6. II suppute par diverses manieres combien il ya de monde dans Londres et dans 
toute I'Angleterre. II dit qu'il se fait a Londres par an 15000 enterrements, entre 
lesquels il s'en trouve 5 000 d'enfants morts avant d'etre nes ou aussitot qu'ils sont 
nes, ou morts des dents. Qu'il s'y fait 12 000 baptemes, et partant qu'il y a dans 
Londres environ 384 000 personnes tant Hommes que Femmes qui font en tout 
48000 families. De plus il dit que dans Ie reste de l'Angleterre il y a quatorze fois 
plus de monde que dans Londres. Que dans I'Angleterre et dans Ie pays de Galles 
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il y a environ 25 millions d'arpents de terre a 16 pieds la perche. Qu'il s'y trouve 
a peu pres 10000 paroisses, dans chacune desquelles, rune portant rautre, il ya 
600 personnes, d'ou il s'ensuit qu'il ya dans Ie Royaume d'Angleterre environ six 
millions de personnes. II ajoute que bien qu'il meure dans Londres plus de monde 
qu'il n'en nal't. neanmoins cette ville augmente au lieu de diminuer, parce qu'il y 
vient tous les ans environ 6 000 personnes de la campagne. Par ce calcul qu'il fait, 
il trouve que Ie peuple de Londres en 20 ans est augmente de 7 a 12 et en 40 ans 
de 23 a 52. 
7.11 fait plusieurs autres remarques cLirieuses: Par exemple que de 7 malades il n'en 
meurt ordinairement qu'un. Que de chaque mariage il nait environ quatre enfants. 
Qu'il y a dans chaque famille de Londres environ 8 personnes etc. » 

Le premier probleme qu'ont cherche a resoudre les arithmeticiens politiques 
etait done de mesurer une population et sa croissance en l'absence de recen
sements. Dans cette demarche, la ville de Londres constituait un excellent 
terrain, grace a sa collection de Bulletins de mortalite. 

L'ouvrage posthume de William Petty! (1623-1687) Political Arithmetic 
comporte non seulement l'evaluation de la population et du rapport des 
nombres d'hommes et de femmes, mais egalement celIe des biens et marchan
dises. Cet ouvrage laisse penser que Graunt et Petty se sont mutuellement 
influences et de longs debats ont pris naissance pour savoir leque1 de ces 
deux auteurs devait etre credite de la creation des etudes statistiques. Divers 
travaux, dont ceux de Kesserboom et de Siissmilch comparerent aussi les 
populations de Londres et de Paris. 

18.3. La correspondance des freres Huygens 
Cette correspondance, qui n'a ete publiee qu'en 1920, est relative aux rentes 
viageres, a la vie moyenne et a la vie probable des humains a ete initiee 
entre les freres Huygens par une lettre2 de Lodewiik a Christiaan en date 
du 22 aout 1669 dont voici un extrait : 

« A propos d'age, j'ai fait une table ces jours passes du temps qu'il reste a vivre, a 
des personnes de to ute sorte d'age. C'est une consequence que j'ai tiree de cette 
table du livre anglais of the bils of mortality, de laquelle je vous envoie ici une copie, 
afin que vous preniez la peine de faire un peu les memes supputations, et que nous 
puissions voir comment nos calculs s'accorderont. J'avoue que j'ai eu assez de peine 

1. PoliticalArithmetick or a Discourse Concerning 1he Extent and Value of Lands, People, Build
ings ; Husbandry, l1,fanufacture, Commerce, Fishery, Artizans, Seamen, Soldiers; Publick 
Revenues, Interest, Taxes, Superlucration, Registries, Banks Valuation of Men, Increasing of 
Seamen, of Militia's, Harbours, Situation, Shipping, Power at Sea, & c. As the same relates 
to every Country in general, but more particularly to the Territories of His Majesty of Great 
Britain, and his Neighbours of Holland, Zealand, and France. By Sir William Petty, Late Fellow 
of the Royal Society. London, Printed for Robert Clavel at the Peacock, and Hen. Mortlock at 
the Phoenix in St. Paul's Church-yard. 1690. 

2. CH. Huygens, (Euvres completes, tome VI, page 482, La Haye, Martinus Nijhoff, 1895. 
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d'en venir a bout, mais a vous il n'en sera pas de meme, et les consequences qui 
en resultent sont fort plaisantes et peuvent meme etre utiles pour les constitutions 
des rentes a vie. La question est jusqu'a quel ilge do it vivre naturellement un enfant 
aussitot qu'il est con~u. Puis un enfant de 6 ans, puis un de 16 ans, de 26 etc. Si 
vous y trouvez de la difficulte ou trop d'embarras, je m'offre a vous faire part de rna 
methode, qui est assuree, par la premiere occasion. 
Adieu. 
Selon mon calcul vous vivrez environ jusqu'a I'ilge de 56 ans et demi. Et moi jusqu'a 
55. II 

La reponse detaillee de Christiaan est contenue dans ses lettres a Lodewiik 
du 21 et 28 novembre 1669. Dans cette derniere, il ecrit: 

« Ce sont donc deux choses differentes que I'esperance ou la valeur de rage futur 
d'une personne et rage auquel il ya egale apparence qu'il parviendra ou ne parviendra 
pas. Le premier est pour regler les rentes a vie, et I'autre pour les gageures. Je verrai 
si vous avez fait la meme distinction. »1 

J. -M. Rohrbasser et J. Veron2 ont publie un memoire dans lequel ils soulignent 
que les deux freres Huygens divergent sur l'approche adequate du probleme 
et que Lodewiik a en tete l'esperance de vie ou la vie moyenne, tandis que 
Christiaan cherche les probabilites d'atteindre differents ages. R. Pressaf a 
fait remarquer, par ailleurs que Christian « en calculant la survie du dernier 
decede d'un groupe de deux personnes a fait apparaitre les notions de proba
bilite conditionnelle et d'esperance de vie conditionnelle. » 

18.4. Le calcul politique de Leibniz (1646-1716) 
Le premier ouvrage scientifique publie par Leibniz a ete la Dissertatio deArte 
Combinatoria ... , un texte de quatre-vingts pages qui constituait son memoire 
de these de philosophie et qui parut a Leipzig en 1666. Leibniz avait suivi 
a lena, en 1664,les cours du mathematicien Ehrard Weigel, et il avait alors 
con<;u !'idee d'une methode philosophique de combinaisons analogue a la 
methode mathematique, idee qu'il exposa deux ans plus tard dans sa these. 
Leibniz desirait elaborer un alphabet des pensees humaines. Dans sa theorie, 
tous les concepts ne sont que des combinaisons d'un certain nombre d'autres 
concepts plus simples, tout comme les mots sont la combinaison de lettres. 
Toutes les combinaisons de concepts peuvent etre, a leur tour, decomposees 
en idees simples, de telle sorte que ce nouvel alphabet des pensees pourrait 
servir de logique des inventions, en complement de la logique des demons-

1. Ch. Huygens. CEuvres completes, tome VI, p. 537-538, La Haye, Martinus Nijhoff, 
1895. 

2. J.-M. Rohrbasser et J. Veron, Lodewijk et Christiaan Huygens,' la distinction entre vie 
moyenne et vie probable, Math et Sci. hum, 38" annee, n° 149,2000, p. 7-21. 

3. R. Pressat, Christian Huygens et la table de mortalitt de Graunt, Math et Sci. hum, 39" annee, 
n° 153, 2001, p. 29-36. 
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trations deja connue. Leibniz utilise dans son traite les permutations qu'il 
appelle variationes ordinis, et les combinaisons. Les exemples qu'il donne sont 
relatifs, entre autres, au Droit et a la Musique. Mais les applications philo
sophiques lui semblent plus importantes, si bien qu'il termine son traite par 
ce qu'il croit etre une demonstration mathematique de l'existence de Dieu. 

Ce que Leibniz appelait, par ailleurs, calcul politique etait equivalent a 
l'arithmetique politique de Petty. 11 concevait l'ordre de la mortallte comme 
un processus aleatoire. Dans un memoire ecrit vers 1682, intitule Essay de 
quelques raisonnements nouveaux sur la vie humaine et sur Ie nombre des hommes\ 
Leibniz, apres avoir rappele son travail anterieur sur les rentes a vie, fait les 
suppositions suivantes : 81 enfants nouvellement nes, mourront uniformement, 
soit un par an dans les 81 annees suivantes j tous les hommes ont la meme 
vitallte j la limite de la vie humaine est de 81 ans (ou 70 ans dans d'autres 
ecrits). Pour Leibniz, ces faits sont dus a la Providence. 

Leibniz basait donc ses considerations, a cette epoque, non sur l'experience et 
sur des tables de mortallte, mais une modelisation mathematique simpliste et 
gratuite, ignorant Ie calcul des probabilites a posteriori. 11 a aborde cependant 
sur ces bases cinquante-six diverses questions2 relatives a rage auquel on 
est Ie plus atteint par les maladies, Ie nombre d'enfants qui atteignent rage 
adulte, la duree moyenne de la vie humaine, l'accroissement et Ie decroisse
ment du genre humain ou la valeur de rentes viageres. Le resultat est, p~ 
exemple, une longueur moyenne de la vie humaine de quarante ans et uhe 
population stationnaire, Ie nombre de naissances etant, selon Leibniz, egal 
au nombre de deces. 

18.5. Arbuthnot (1667-1735) 

John Arbuthnot a ete a l'origine du premier livre cons acre aux probabilites 
publie en Anglais en 1692. Ce livre intitule On the laws of Chance, A method 
of calculation of the hazards of Game Plainly demonstrated, And applied to 
Games as present most in Ustf comportait une traduction du De ratiociniis 
in ludo aleae de Huygens (occupant les pages 5 a 48) et des applications a 
divers autres jeux. 

Arbuthnot est considere, par ailleurs, comme l'auteur d'un des premiers 
memoires a l'origine des statistiques mathematiques. 

1. Reproduit dans J. -M. Rohrbasser et J. Veron,Leibniz et les raisonnements sur la vie humaine, 
Paris, Ined, 2001. 

2. Hauptschriften zur Versicherungs- und Finanzmathematik, ed. par E. Knobloch et J. -M. Graf 
von der Schulenburg, Berlin, Akademie Verlag, 2000. 

3. London: Printed by Benj. Motte, and sold by Randall Taylor, 1692. 

334 



Les statistiques d'Ulpien II Quetelet 

O FT HE 

Laws of Chance, 
O--R-J A 

METHOD 
~ 0 F . 

Calculation of the H"za;4dJ 
O F 

GAM E,· 

LON DON: 

Printed bV Benj. MotteJ and fold by I l{anJall TAJlor neal' StAe;oners.{-fa(/;l 1692. 

L 

335 



Les statistiques d'Ulpien a Quetelet 

Nous traduisons comme suit, Ie debut du celebre papier1, dont Ie titre estAn 
Argument for Divine Providence, taken from the constant regularity observ'd in 
the birth ofboth sexes [Un argument de preuve de la divine providence resultat 
de la regularite constante observee dans la naissance des deux sexes] : 

« Parmi les tres nombreuses empreintes de la Divine Providence que ron peut 
trouver dans les (Euvres de la Nature, il y en a une, remarquable, consistant en 
I'equilibre exact maintenu entre les hommes et les femmes; car, par ce moyen, il 
est fait en sorte que respece ne disparaitra pas, puisque tout male peut avoir une 
femelle, et d'un age approprie. Cette egalite de males et de femelles n'est pas un 
effet du hasard mais resulte de la Providence Divine ceuvrant pour Ie Bien, ce que 
je vais demontrer : 
Soit une piece a deux faces, croix et pile que no us appellerons Met F. Pourtrouver les 
chances de trouver n'importe que I nombre determine de telles pieces, prenons Ie binome 
M + Feleve a la puissance representant Ie nombre de pieces donne; ltd coefficients 
des termes du binome seront les chances cherchees. Par exemple, P9ur deux pieces 
a deux faces M et F, les chances sont M2 + 2MF + P, c'est-a-dire une chance pour 
un double M, une chance pour un double F, et deux chances pour un M et un F. Pour 
quatre pieces, les chances sont M4 + 4M3 F + 6M2 F2 + 4MF3 + F4 ; 
c'est-a-dire une chance pour M quadruple, une pour F quadruple, quatre pour M triple 
et F unique, quatre pour F triple et M unique, six pour F double et M double; enfin, 
universellement, si Ie nombre de pieces est n, toutes les chances seront exprimees 
dans la serie 

M n +~M"-IF+ n(n-l) M"-2F 2 + n(n-l)(n-2) M n- 3F 3 + ... etc. 
1 1.2 1.2.3 

II apparait que lorsque Ie nombre de pieces est pair, iI y a autant de M que de F, 
dans Ie terme median de la serie, tandis que les autres termes ont plus de M ou 
plus de F. [ ... J » 

Arbuthnot observe ensuite que sur un tres grand nombre d'observations (annees 
de statistiques dans Ie cas des naissances), c'est-a-dire un tres grand nombre 
de pieces n, il est improbable d'avoir Ie meme nombre de M et de F et tout 
aussi improbable que M soit nettement plus grand que F. En effet, pour un 
nombre n pair, la probabilite d'obtenir Ie terme median est 112 pour n = 2 ; 
e1le est de 3/8 pour n = 3 et de 259/1 024 pour n = 10, etc. Arbuthnot ayant 
a sa disposition les statistiques des naissances d'enfants baptises a Londres 
durant 82 annees, et observant que Ie rapport du nombre de naissances de 
gan;ons par rapport aux filies est legerement superieur a 1 chaque annee 
et quasi constant d'annee en annee, en deduit que la probabilite de telies 
cOIncidences etant de 2-82 ,Ie fait ne peut etre du au hasard mais bien, selon 
lui, a la Providence Divine qui compense la plus faible esperance de vie des 
gan;:ons par rapport aux filles, par un nombre de naissances plus eleve. 

1. Phil. Trans., London, 27 (1710-1712) p.186-190. 
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Le raisonnement d'Arbuthnot est, en fait, Ie premier exemple d'inference 
statistique. Poisson etablira cent vingt ans plus tard la loi relative aux evene
ments rares (c£ notre chapitre 17). 

18.6. Siissmilch, Ie pore de la demographie allemande 
(1707-1767) 

Johann Peter Siissmilch, pasteur lutherien de Berlin a publie en 1741 un 
veritable ouvrage de demographie intitule Die gottliche Ordnung in den Veran
derungen des menschlichen Gecschlechts aus der Geburt, Tad und Fortpjlanzung 
des selben erwiesen ... 1. 

Cependant, ce livre constitue pour l'essentiel un traite de theologie. L'auteur 
veut par ces calculs deduits de donnees demographiques etablir qu'un ~dre 
et des regularites existent dans les faits humains et que cet ordre resultj du 
role et de l'omnipresence de la Providence divine. 

18.7. Euler (1707-1783) 
Euler a publie en 1767 dans les Memoires de l'Academie des sciences de 
Berlin2, un memoire intitule Recherches generales sur la mortalili et la multi
plication du genre humain3• Dans ce travail, Euler souligne que toutes les 
questions relatives a la mortalite et a la multiplication du genre humain 
sont abordees a partir de tables de mortalite dont les donnees dependent de 
divers parametres specifiques. 11 se propose done « de traiter ici en general 
la plupart de ces questions sans se borner aux resultats que les registres 
d'un certain endroit fournissent et ensuite il sera aise de faire l'application 
a chaque endroit qu'on voudra. » 

« J'observe d'abord », ecrit Euler, « que toutes ces questions prises en general 
dependent de deux hypotheses [ ... J. Je nommerai la premiere I'hypothese de la 
mortalite par laquelle on determine, combien d'un certain nombre d'hommes, qui 
sont nes a la fois, seront encore en vie apres chaque nombre d'annees ecoulees. 
Ici la consideration de la multiplication n'entre point du tout en compte, et partant 
il faut constituer la seconde hypothese, que je nommerai celie de la multiplication, 
et par laquelle je marque de combien Ie nombre de tous les hommes est augmente 
ou diminue pendant Ie cours d'un an. Cette hypothese depend donc de la quantite 
des mariages et de la fecondite, pendant que la premiere est fondee sur la vitalite 
ou Ie pouvoir de vivre, qui est propre aux hommes. » 

Euler aborde six problemes distincts : 

1. C£ Siissmilch (Johann Peter), L'ordre divin dans les changements de l'espece humaine, 
demontre par la naissance, la mort et la propagation de celle-ci (texte integral de l'edition de 
1741, traduit et annote par Rohrbasser Jean-Marc), 1998, Paris, INED. 

2. Tome XVI, 1767,p.144-164. 
3. Enestrom 334. 
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r6gdtM (ur lesque!s cUcs font Condees. C'eft POUt'(llloi j~ me 
propoCe de nairer itl en r;~nc:n' II pluparr de ees qucltiuns (11;5 me 
bonl~r au): r4(ultalS que lei n.cgifttes d'un cUlain cndroir foumifl'enr: 
& cn(uile il a:ra aite de (aire l'applh;alion t c:h.:.quc t:odroit qU'on 
\'oudra. 

2. Or j'ob(crvc d'abard, que rOUles ccs qudtioDlI prUes en 
p'ral dc!pendcnc de: deux h)·pnrhc.cs; IcsCJucllc:. ~ranr b.en fix6cs iI 
ell ailt d' cn rirer Ia (olurion de louru. Jc: nomrllc:rai tA prerniere 
l'hypolllcG de I, tnoneli" par Jaquclle on dirc:nninc, conical ,I'UII 
cc"rain nombr. d'bommes, qui rON n6s i I. lois. &roor encore en vio 
-Fas cheque nombre d'ann6es ',ou"". J~i I, con'id'nrion de II 
mul&iLJliccation D'ell",e point do IO"l ~n com.,te. & parttnr il ftur . . ~~~ 
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1. Un certain nombre d'hommes dont tous soient du meme age etant donne, 
trouver combien lls seront probablement apres n ans. 

2. Trouver la probabilite qu'un homme d'un certain age soit encore en vie 
apres un certain nombre d'annees. 

3. On demande la probabilite qu'un homme d'un certain age mourra dans 
Ie cours d'une annee donnee. 

4. Trouver Ie terme, auquel un homme d'un age donne peut espe{er de 
pa~ve~ir, de sorte qu'il est egalement probable qu'il meure avant ce;terme 
qu apres. 

5. Determiner les rentes viageres, qu'll est juste de payer a des hommes d'un 
age quelconque tous les ans, jusqu'a leur mort, pour une somme qu'ils 
auront avancee d'abord. 

6. Qyand les interesses sont des enfants nouvellement nes, et que Ie paiement 
des rentes viageres ne doit commencer que lorsqu'ils auront atteint un 
certain age, determiner la quantite de ces rentes. 

11 en donne les solutions sous forme d'equations etablies a partir d'une 
table de mortalite virtuelle dans laquelle il definit pour une population N et 
pour chaque age compris entre n et (n + 1) annees, Ie nombre probable de 
survivants {n)N, Ie nombre de deces annue1 pour cette tranche d'age etant 
donc {n)N - {n + l)N. 

Euler introduit ensuite les hypotheses de fecondite en plus de celles de 
mortalite et resout les problemes suivants : 

1. Les hypotheses de mortalite et de fecondite etant donnees, si on connait Ie 
nombre de tous les vivants, trouver combien il y en aura de chaque age. 

2. Les memes choses etant donnees, trouver Ie nombre des hommes qui 
mourront dans un an. 

3. Connaissant tant Ie nombre des naissances que des enterrements qui 
arrivent dans Ie cours d'une annee, trouver Ie nombre de tous les vivants et 
leur augmentation annuelle pour une hypothese de mortalite donnee. 

4. Le nombre des naissances et des enterrements d'une annee etant donnes, 
trouver combien de chaque age il y aura parmi les morts. 

5. Connaissant Ie nombre de tous les vivants, de meme que Ie nombre des 
naissances avec les nombres des morts de chaque age durant Ie cours 
d'une annee, trouver la loi de mortalite. 
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I1 est a noter que pour clarifier par des exemples Ie calcul des rentes, Euler 
indique que ce calcul exige de nombreuses tables resultant d'observations et 
il cite et utilise des tables publiees par Kersseboom1• 

18.8. Deparcieux (1703-1768) 

Antoine Deparcieux, de la Societe Royale des Sciences de Montpellier, a 
entrepris en 1746 de rectifier les tables de mortalite existantes, dont celle 
etablie par Halley dans Ie but de determiner les rentes viageres. 11 publie aussi, 
de fait, la premiere table de mortalite fran<;aise. 11 indique dans l' avertissement 
de son ouvrage Essai sur les probabilitis de la durie de la vie humaine2 : 

« La determination des Rentes viageres, qui sont Ie sujet de la troisieme partie de 
cet ouvrage, depend de deux principes; 1°, de I'interet que I'argent doit rapporter; 
2° du plus ou moins de probabilites qu'il ya que la personne qui constitue la rente 
vivra jusqu'a tel ou tel autre age. Cette seconde partie ne peut etre etablie que par 
des observations faites sur I'ordre de mortalite du genre humain. » 

Deparcieux se base, pour etablir ses propres tables de mortalite, sur 1'examen 
des registres d'une tontine3 et des registres de deces des couvents parisiens 
sur une longue periode (1607-1745). Sa table fut longtemps en usage aupres 
des assureurs fran<;ais, pour Ie calcul des rentes viageres. 

Le probleme general des annuites a divers ages et ce1ui des interets composes 
sont abordes dans les 34 premieres pages du livre. 

La seconde partie commence par decrire les caracteristiques des diverses 
tables de mortalite deja disponibles : 

Apres avoir indique que William Petty avait cherche a etablir une table 
de mortalite a partir des registres de Londres, Deparcieux estime que les 
flux permanents de l'immigration et de l'emigration dans cette grande ville 
rendaient les donnees peu precises, ce qu'avait deja signale Halley. Concer
nant les tables de ce dernier, Deparcieux les critique: Halley, se10n lui,« n'a 
rien dit des tontines, ni des rentes qui sont en partie tontines, et en partie 
viageres simples, ni de quelques autres manieres de faire des rentes a vie. 
D'ailleurs son memoire est ecrit en Anglais, et il n'est connu en France que 

1. Kersseboom, Willem, Essais d'arithmetique politique contenant trois traiNs sur la popula
tion de la province de Hollande et Prise occidentale, la duree de survie des veuves, la duree des 
mariages, la relation entre la population et Ie nombre de naissances, Ie nombre de couples ... 
(1742), reedition Paris, Institut national d'etudes demographiques, 1970. 

2. Paris, Guerin, 1746. 
3. Le mot tontine vient du nom d'un banquier italien, Lorenzo Tonti, qui proposa ce 

systeme a Mazarin : Les souscripteurs versent une somme dans un fonds et res;oivent 
Ies dividendes de Ia somme investie. Qyand un souscripteur decede, sa part est rep artie 
entre Ies survivants. Le demier survivant recupere Ie capital. 
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de quelques savants; et il est ecrit d'une maniere si concise, que quand on 
Ie traduirait en Fran~ais, peu de gens pourraient l'entendre. » 

Puis Deparcieux commente la table, etablie par Smart, et utilisee par Simpson 
dans son ouvrage Annuities and Reversions de 1742. Simpson aurait corrige 
cette table dressee d'apres les registres de Londres, pour tenir compte, ecrit 
Deparcieux, « de la quantite prodigieuse d'etrangers qui vont s'y et~ir et 
mourir. » Mais Simpson n'aurait pas indique sa methode de cofrection, 
rendant ainsi douteux l'usage de sa table. 

Deparcieux ayant compile les tables de De Moivre, Simpson et Kersseboom, 
a reuni dans une table finale les « Comparaisons des differentes tables qui 
ont ete faites pour montrer l'ordre de mortalite du genre humain, ou les 
probabilites que les personnes de chaque age ont de vivre jusqu'a un autre 
age. » On y trouve, outre les resultats de De Moivre (Halley) pour les ages 
compris entre 1 et 84 ans, ceux de Simpson pour les ages compris entre 6 
et 75 ans et ceux de Kersseboom de la naissance a 70 ans par pas de cinq 
ans,les siens propres relatifs aux tontines de 1689 et 1696 et a divers ordres 
religieux fran~ais. 

L'ouvrage de Deparcieux a ete complete en 1760 par un Supplement qui 
comporte essentiel1ement des tables de prix d'annuites differees pour trois 
taux d'interet differents. 

18.9. Lambert (1728-1777) 
Dans Ie troisieme volume de ses Beytrage zum Gebrauche der Mathematik 
und deren Anwendung! (Contributions a l'etude des mathematiques et de 
leurs applications) publie en 1772, Lambert a indus un chapitre sur la 
demographie. 

Lambert cherche une mathematisation de la loi de mortalite, en niant l'hypo
these de Leibniz selon laquel1e il y a equiprobabilite de deceder a tout age. 

L'equation representant la loi de mortalite correspondant aux tables de 
Londres de 1728-1757 est selon Lambert: 

y = 10.000 [969~' r -6.176[ e - ,,:;., - e - , .• ;'" 1 ' 
y etant Ie nombre de survivants, pour une population initiale de 10000 
personnes et x rage en annees a partir de la naissance. Cette equation a ete 
citee par Lacroix des 1822.2 

1. Beytriige zum Gebrauche der Mathematik und deren Anwendung, Berlin, 3 volumes, 1765, 
1770,1772. 

2. S. F. Lacroix, TraiN etementaire du calcul des probabilites, 2· edition, Paris, Bachelier, 1822 
page 196. 
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Lambert indique que la eourbe est eomposee de l'addition d'une parabole et 
de deux droites, la parabole pouvant indiquer que l'espeee humaine s'eteint a 
la maniere d'un recipient eylindrique qui se vide de son eau, les deux droites 
etant des « lignes logistiques »1. 

18.10. Quetelet (1796-1874) 
Adolphe Qyetelet a joue, au milieu du XIXe siecle, un role majeur dans l'or
ganisation de la eolleete des donnees demographiques et dans les methodes 
d'analyse de ees donnees a l'aide d'outils mathematiques. 

Le but de Qyetelet etait l'etude des lois qui regis sent l'homme du point de 
vue physique, intelleetuel et moral. Dans son travail intitule Sur l'homme et 
Ie developpement de ses facultes ; Essai d'une physique sociale, publie en 1835, 
il afl1rme: 

« L'homme nalt, se developpe, et meurt d'apres certaines lois. II 

Puis Qyetelet deerit ainsi son but: 

« L'objet de cet Ouvrage est d'etudier, dans leurs effets, les causes, soit naturelles, 
soit perturbatrices qui agissent sur Ie developpement de I'homme ; de chercher 
a mesurer !'influence de ces causes, et Ie mode d'apres lequel elles se modifient 
mutuellement. 
Je n'ai point en vue de faire une theorie de I'homme, mais seulement de constater les 
faits et les phenomenes qui Ie concernent, et d'essaver de saisir, par I'observation, 
les lois qui lient ces phenomenes ensemble. 
L'homme que je considere ici est, dans la societe, I'analogue du centre de gravite 
dans les corps; il est la movenne autour de laquelle oscillent les elemens sociaux: ce 
sera, si I' on veut, un etre fictif pour qui toutes les choses se passeront conformement 
aux resultats movens obtenus pour la societe. Si I'on cherche a etablir, en quelque 
sorte, les bases d'une physique socia/e, c'est lui qu'on doit considerer, sans s'arreter 
aux cas particuliers ni aux anomalies, et sans rechercher si tel individu peut prendre 
un developpement plus ou moins grand dans I'une de ses facultes. » 

I.:homme moyen d'une population est done, selon Qyetelet, un individu 
dont les earaeteristiques physiologiques sont ehaeune egale ala moyenne des 
earaeteristiques physiologiques des autres individus de eette population. 

C'est dans les Lettres a S.A.R, Ie duc regnant de Saxe-Cobourg et Gotha sur la 
tMorie des probabilites appliquee aux sciences morales et politique?- qui font suite 
a une serie de lec;ons donnees en 1836, a la demande du Roi Leopold 1 er, a 
deux de ses neveux, Ernest et Albert de Saxe-Cobourg et Gotha, que Qyetelet 
expose l'usage de la loi de Gauss (qu'il appelle loi des possibilites) pour ses etudes 

1. C£ M. Barbut,J. M. Rohrbasser,J. Veron, Math et Sci. hum., 43· annee, n° 171,2005, 
p.51-85. 

2. Bruxelles, Hayez, 1846. 
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statistiques. L'ouvrage comporte par ailleurs, quarante-six lettres groupees en 
quatre themes : Sur fes probabilites ; Des moyennes et des limites ; De /'etude des 
causes; De fa statistique. En fait, C21tete1et a importe de la theorie probabiliste des 
erreurs la distribution gaussienne et Ie choix de la valeur moyenne arithmetique 
comme valeur la plus probable mesuree mais ria pas applique la methode des 
moindres carres pour l'optimisation des calculs. 

Dans la lettre XXXi intitulee Sur fes causes variables qu'on peut regarder comme 
constantes - Loi des grands nombres, Qyete1et expose qu'il considere qu'un 
ensemble de mesures sur un grand nombre d'hommes est equivalent a un 
grand nombre de mesures sur un homme moyen, les dispersions etant equi
valentes a des erreurs. II interprete dans ce but Ie theoreme de convergence 
de Jacob Bernoulli et ecrit : 

« Cet habile geometre avait employe une partie de sa vie a demontrer ce resultat 
qui nous paralt si simple aujourd'hui, a savoir : Que la moyenne donnee par une 
serie d'experiences tombe pres du nombre cherche, dans des limites d'autant plus 
etroites que les epreuves ont ete plus multipliees [ ... ] Mais Bernoulli a etabli ses 
calculs dans I'hypothese que Ie nombre cherche etait fixe et constant. II peut arriver 
que cette quantite eprouve de petites variations [ ... ]. Or Ie principe de Bernoulli 
est encore applicable dans ce cas, et c'est ce qui a ete demontre par M. Poisson 
au moyen d'une savante analyse [ ... ]. Dans ce cas, les experiences doivent 
en general etre tres multipliees : c'est par ce motif que M. Poisson a nomme 
la loi des grands nombres I'extension du principe de Bernoulli.[ ... ] Nous 
avons deja eu I'occasion de considerer [ ... ] des mesures prises sur un grand 
nombre d'hommes du meme age. Nous avons vu alors que toutes les tailles 
reunies s'accordaient a donner une taille moyenne dont elles s'ecartaient 
individuellement d'apres une loi bien marquee, et absolument comme si un 
individu avait ete mesure un grand nombre de fois par des moyens plus ou 
moins defectueux. » 

Pour Quete1et, l'iteration des epreuves dont on observe les resultats 
fonctionne comme un filtre qui « detruit tous les effets des causes acci
dentelles » et met a jour les effets des seules « causes constantes » des 
phenomenes. 

En fait, toute la physique sociafe de Qyetelet est basee sur ce principe de loi 
de distribution et de valeur moyenne. Suite a sa correspondance avec les 
mathematiciens Laplace, Fourier et Poisson, C21tete1et devient ainsi Ie premier 
a utiliser la courbe normale autrement que pour la repartition d'erreurs. II 
considere d' ailleurs les probabilites et les statistiques comme deux disciplines 
tres proches l'une de l'autre et il ecrit : 

« La theorie des probabilites prit naissance presque en meme temps que la statis
tique, sa sceur puTnee, dont elle devait devenir la compagne la plus sOre et la plus 
indispensable. Cette concordance n'est point accidentelle, mais I'une de ces sciences 

1. Pages 213-216. 
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interroge en quelque sorte par ses calculs et coordonne ce que I'autre obtient par 
ses observations et ses experiences. )) 1 

Les mesures d'une caracteristique humaine sont, pour C2.!Ietelet, groupees 
suivant une loi normale. C'est en etudiant les mensurations de conscrits 
frans:ais et celles d'environ 5 000 soldats ecossais (publiees en 1817 dans la 
revue Edinburgh Medical Journal) que C2.!Ietelet a remarque les regularites 
temporelles des distributions des donnees biometriques de l'homme, comme 
Ie poids, la taille, Ie perimetre thoracique, qui avaient, de plus, une forme 
gaussienne. 11 distingue, par ailleurs, trois types de moyennes : la moyenne 
objective, qui correspond a un objet reel, sur lequel on realise un certain 
nombre de mesures ; la moyenne subjective, qui resulte du calcul d'une 
tendance centrale; Ie troisieme cas est une simple moyenne arithmetique 
sur des objets qui n'obeissent pas a une loi normale. 

Par sa methode qui applique les lois des probabilites aux phenomenes 
humains, C2.!Ietelet a mis en evidence la constance des taux de criminalite et 
de suicides par annee et d'autres parametres demographiques. 

Dans les memes lettres de 18462, O!letelet donne sa definition de la 
statistique : 

« La statistique a donc pour objet de nous presenter I'expose fidele d'un etat, a une 
epoque determinee [ ... J. Je pense que la definition que je propose, et qui du reste 
s' ecarte peu de celie donnee par plusieurs savants modernes, circonscrit suffisamment 
les attributions de la statistique, pour qu'on ne puisse pas la confondre avec les 
sciences historiques ou les autres sciences politiques et morales qui s'en rappro
chent Ie plus. Elle ne s'occupe d'un etat que pour une epoque determinee ; elle ne 
reunit que les elements qui se rattachent a la vie de cet etat, s'applique ales rendre 
comparables et les combine de la maniere la plus avantageuse pour reconnaitre tous 
les faits qu'ils peuvent nous reveler. )) 

Dans les «Notes» du meme ouvrage3, on peut lire: 

« [Certains statisticiensJ voudraient tout reduire a des nombres et faire consister la 
science dans un vaste recueil de tableaux; d'autres, au contraire, semblent craindre 
les nombres et ne les regardent que comme donnant des idees incompletes et 
superficielles des choses. Ces deux exces seraient egalement nuisibles ; mais il est 
vrai de dire que, quand des resultats peuvent etre apprecies par des chiffres, c'est 
toujours aux chiffres qu'il faudra recourir pour avoir des appreciations exactes et 
des resultats comparables. )) 

O!letelet tenait compte dans ses etudes de tous les parametres pouvant 
influencer les donnees sociales collectees et insistait sur la difference entre 

1. Physique socia/e, Bruxelles, Muquard, 1869, tome 1 p. 134. 
2. Lettre XXXV, p. 264-269. 
3. Page 432. 
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les phenomenes periodiques naturels et sociaux. 11 ecrivait en 1842 dans une 
note a l'Academie royale des sciences et belles-lettres de Bruxelles : 

« Les phenomenes periodiques peuvent etre partages en deux grandes classes: les 
uns appartiennent aux sciences physiques et nature lies ; les autres sont plutOt du 
domaine de la statistique et concernent I'homme, vivant au milieu de I'etat social; 
car la societe elle-meme, avec ses tendances a se soustraire Ie plus possible aux 
lois naturelles, n'a pu echapper a cette periodicite qui nous occupe. 
Les phenomenes periodiques naturelssont generalement independants des pheno
menes periodiques sociaux; mais il n'en est pas de meme de ceux-ci a regard des 
premiers. Ce serait donc avoir fait un premier pas sur ce terrain si peu defriche, et 
qui semble pramettre tant aux travaux de ceux qui saurant I'exploiter, que d'avoir 
commence I'etude simultanee de tous les phenomenes periodiques qui se rattachent 
aux sciences physiques et nature lies. » 

Les phrases les plus celebres de Qyetelet sont celles par lesquelles il affirme 
que l'organisation d'une societe est responsable de certaines lois statistiques, 
certes non invariables, mais previsibles dans un contexte donne: 

« II est un budget qu'on paie avec une regularite effrayante, c'est celui des prisons, 
des bagnes et des echafauds ; c'est celui-Ia qu'il faudrait s'attacher a reduire ; et, 
chaque annee, les nombres sont venus confirmer mes previsions, a tel point, que 
j'aurais pu dire, peut-etre avec plus d'exactitude : II est un tribut que I'homme acquitte 
avec plus de regularite que celui qu'il do it a la nature ou au tresor de I'Etat, c'est celui 
qu'il paie au crime! Triste condition de I'espece humaine ! Nous pouvons enumerer 
d'avance combien d'individus souillerant leurs mains du sang de leurs semblables, 
combien serant faussaires, combien empoisonneurs, a peu pres comme on peut 
enumerer d'avance les naissances et les deces qui doivent avoir lieu. 
La societe renferme en elle les germes de tous les crimes qui vont se commettre, 
en meme temps que les facilites necessaires a leur developpement. C'est elle, en 
quelque sorte, qui prepare ces crimes, et Ie coupable n'est que I'instrument qui les 
execute. Tout etat social suppose donc un certain nombre et un certain ordre de delits 
qui resultent com me consequence necessaire de son organisation. »1 

Ces etudes de Qyetelet sur la constance de la frequence des crimes et delits 
susciterent une large discussion des concepts de liberte et de determinisme 
social. Dne controverse prit naissance au sein des sociologues duXIXe siecle 
autour de la notion« d'homme moyen» qui, d'abord appliquee aux qualites 
physiques, eut tendance a etre appliquee aux qualites intellectuelles et 
morales jusqu'a etre eventuellement presentee com me un type ideal. Ainsi 
cette theorie fut critiquee par Emile Durkheim et Maurice Halbwachs qui 
refuserent une telle generalisation. 

Au sujet de l'homme moyen,]. Bertrand a emis unjugement feroce2 : 

l. Sur l'homme et Ie developpement de ses faclIlNs. Essai de physique sociale, Paris, 1835, tome I, 
p.9-10. 

2. J. Bertrand, Calcul des ProbabiliNs, Paris, Gauthier-Villars, 1888, p. XLI -XLIII. 
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« M. Quetelet, dans un livre riche de faits judicieusement recueillis, a voulu definir 
et preciser Ie mot homme independamment des hommes particuliers consideres 
comme accidents.I ... J Dans Ie corps de I'homme moyen, I'auteur beige place une 
arne moyenne. L'homme type sera donc sans passions et sans vices, ni fou ni sage, ni 
ignorant ni savant, souvent assoupi : c'est la moyenne entre la veille et Ie sommeil. 
ne repondant ni oui ni non; mediocre en tout. Apres avoir mange pendant trente-huit 
ans la ration moyenne d'un soldat bien porta nt, il mourrait, non de vieillesse, mais 
d'une maladie moyenne que la Statistique revelerait pour lui. )) 

18.11. Biographie de Graunt (1620-1674) 
John Graunt est ne a Londres Ie 24 avril 1620. Mercier de profession, il a ete 
l'un des premiers statisticiens. Le seul ouvrage de Graunt, qui l'a cependant 
rendu celebre, Natural and Political . . , Observations upon the Bills ofMortality 
date de 1662 et est considere com me la fondation des disciplines des statisti
ques et de la demographie. On ignore exactement quelle assistance eventuelle 
il a pu recevoir de Sir William Petty pour la redaction de cet ouvrage. 

Graunt, dans son livre a liste toutes les connaissances que l'on pouvait obtenir 
a partir de tables de mortallte et de toutes les statistiques relatives a la vie des 
citoyens, puis il a analyse tous les parametres susceptibles d'etre a l'origine 
de fausses conclusions et indique toutes les decouvertes faites a partir des 
tables dont il disposait. 

Grace a son livre, Graunt, a ete elu membre de la Royal Society en 1662. 

John Graunt est mort Ie 18 avril 1674 a Londres. 

References relatives if Graunt 

- K. Pearson, 1he History of Statistics in the 17th and 18th centuries, London, 
Griffin, 1978. 

F. N. Edgerton III, John Graunt, Dictionary of Scientific Biography, 
Charles Scribner's sons, New York, vol. 5, p. 506-508,1970. 

18.12. Biographie d'Arbuthnot (1667-1735) 
John Arbuthnot est ne en avril 16671 a Arbuthnot, Kinkardineshire, sur la 
cote nord est de l'Ecosse. Son pere, Alexander Arbuthnot, etait pasteur et sa 
mere, nee Margaret Lammie, fille de pasteur. John est l'aine des sept enfants 
du couple. 11 rec;:oit de son pere les bases du latin et du grec.John entre en 
1681 au Marischal College2 OU il etudie, en particulier, les mathematiques 

1. On ne connait pas sa date de naissance exacte, on sait simplement qu'il a ete baptise Ie 
29 avril 1667. 

2. Son pere y avait egalement fait ses etudes. James Clerk Maxwell y enseignera, pres de 
deux sieeles plus tard. 
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et la physique et obtient son diplome en 1685. On sait tres peu de chose sur 
la vie de John jusqu'a la mort de son pere en 16911 (periode sombre durant 
laquelle son pere etait implique dans des luttes clericales).John s'etablit alors a 
Londres ou il donne des lec;:ons de mathematiques. II traduit Ie fameux traite 
de Huygens De ratiociniis in ludo aleae (pub lie en 1657) auquel il ajoute des 
considerations concernant divers jeux. Sa publication, anonyme, s'intitule 
Of the Laws of Chance et est datee de 1692. C'est Ie premier ouvrage sur les 
probabilites publie en anglais. 

Arbuthnot devient precepteur de Jeffrey Jeffreys, Ie fils d'un membre du 
parlement. lIs vont ensemble a Oxford OU Arbuthnot peut echanger des idees 
avec son ami David Gregori. Par ailleurs, il etudie la medecine de 1694 
a 1696 et soutient son doctorat Ie 11 septembre 1696. Lorsque la Reine 
Anne accede au trone en 1702, Arbuthnot devient medecin a la cour. II se 
marie avec Margaret Wemyss et leur premier enfant, George, nait en 1703. 
L'annee suivante, Arbuthnot est elu membre de la Royal Society puis devient, 
Ie 30 octobre 1705, medecin de la Reine Anne. 

II poursuit par ailleurs ses travaux scientifiques et soumet, en 1710, son 
celebre article relatif au leger excedent de naissances masculines par rapport 
aux naissances feminines durant les annees allant de 1629 a 1710. Cet article, 
publie dans les Philosophical Transactions, est considere com me la premiere 
application des probabilites aux statistiques sociales. 

Apres la mort de la Reine Anne, Ie lee aout 1714, il sejourne en France. II 
revient ensuite en Angleterre comme medecin de hauts personnages. 

Arbuthnot, qui possede un important embonpoint, souffre d'asthme et de 
calculs renaux. Sa sante se degrade en 1734 et il meurt dans sa maison de 
Cork Street a Londres Ie 27 fevrier 1735. 

John Arbuthnot etait egalement ecrivain (souvent satirique). II appartenait 
au Scriblerus Club et c'est dans ce cadre qu'il inspira Ie livre III des Voyages 
de Gulliver de Jonathan Swift et de nombreux ouvrages d'Alexander Pope. 
On lui doit Ie personnage de John Bull. Le portrait suivant a ete fait par l'un 
de ses amis, Ie docteur Johnson: « [Arbuthnot] etait un homme de grande 
comprehension, habile et competent dans sa profession, verse en sciences, 
tres avise en litterature antique, et capable de mettre en reuvre ses connais
sances grace a une imagination brillante et active; un erudit avec beaucoup 
d'esprit ; une intelligence, qui, durant sa vie mouvementee, a maintenu et a 
decouvert une noble ardeur religieuse ». 

1. John Arbuthnot etait reluctant a laisser des traces, il disait : « la biographie est l'une des 
nouvelles terreurs de la mort ». 

2. Lors de son sejour a Oxford, Arbuthnot a rencontre de nombreux savants, parmi lesquels 
Isaac Newton,John Radcliffe et Samuel Pepys. 
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18.13. Principaux ouvrages d'Arbuthnot 
et references 

- An Essay of the Usefulness of Scientific Nature (1701). 

Tables of Ancient Coins, Weights and Measures (1727). 

- The Miscellaneous Works of the later Dr Arbuthnot (1751). 

References 

H. Freudenthal, John Arbuthnot, Dictionary of Scientific Biography, 
Charles Scribner's sons, New York, vol. 1, p. 208-209,1970. 

G. A. Aitken, The Life and Works of John Arbuthnot, Clarendon Press, 
1892. 

L. M. Beattie, John Arbuthnot: Mathematician and Satirist, Harvard 
University Press, 1935. 

18.14. Biographie de Deparcieux (1703-1768) 

Antoine Deparcieux est ne Ie 28 octobre 1703 au mas du Clotet du hameau 
de Cessous, paroisse de Peyremale, qui appartient aujourd'hui a la commune 
de Portes pres d'Ales, dans Ie Gard. 11 est d'origine tres modeste: son pere, 
Jean-Antoine Deparcieux, est fermier. Ce dernier epouse en 1674 Jeanne 
Donze1 de Peyremale. Ils ont sept enfants nes entre 1675 et 1703. Antoine 
est Ie plus jeune, il apprend a lire et a ecrire chez Ie prieur de Portes, puis 
est envoye a l'ecole de Saint Florent sur Auzonnet. 11 frequente cette ecole 
pendant dix ans tout en participant aux travaux de la ferme parentale. Orphelin 
de pere a douze ans et ayant perdu sa mere, c'est son grand frere, Pierre 
Deparcieux, de vingt-sept ans plus age que lui, qui prend soin d'Antoine. 
En 1718, ce dernier l'envoie au college des jesuites d'Ales, probablement 
grace a un support financier externe. Antoine se montre tres a l'aise dans 
les sujets scientifiques. 

Vers l'age de vingt ans il quitte definitivement sa famille. On Ie retrouve a 
Lyon ou il offre ses services au college des J esui tes en echange de la permission 
de suivre les cours. 11 apprend les mathematiques grace a l'un des peres. 

En 1730 il part pour Paris OU ses debuts sont difficiles par manque d'ar
gent. 11 a la chance de rencontrer Ie geometre De Montcarville, membre de 
l'Academie des sciences et professeur au College de France. Ce dernier Ie 
protege, lui donne des complements d'enseignements en mathematique et 
mecanique et en fait son assistant au College de France. Pour ameliorer sa 
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condition financiere, Deparcieux realise des cadrans solaires qui sont tres 
apprecies : il compte me me Ie Duc de Nevers parmi ses clients. C'est a ce 
moment qu'il commence a se consacrer a l'etude des applications sociales 
des mathematiques. 11 devient l'ami intime de Fontenelle, de Lavoisier, de 
Cassini, de Vaucanson et de Reaumur. 11 publie en 1733 un premier traite 
de trigonometrie, qu'il etend en 1741 sous Ie titre de Nouveaux traitis de 
trigonometrie rectiligne et sphirique avec un traiti de Gnomonique1• Ses traites 
« sont accompagnes de tables des sinus, tangentes ... des logarithmes des 
nombres de 1 a 20 000, et des logarithmes des sinus et tangentes »2. En 
1746, Deparcieux compose, a la demande de M. de Boullongne, intendant 
des Finances, son ouvrage Ie plus celebre intitule : Essais sur les probabilitis 
de la vie humaine, d'oil Ian diduit la maniere de determiner les rentes viageres 
tant simples que tontines, precide d'une courte explication sur les rentes a terme, 
ou annuites, et accompagne d'un grand nombre de table? 

Ses travaux Ie font nommer a l' Academie des sciences, d' abord en tant qu' ad
joint geometre Ie 11 fevrier 1746, puis associe geometre Ie 16 mai 17564, et 
enfin pensionnaire geometre Ie 9 juin 17685• 

Antoine Deparcieux se passionne pour la technique et realise bientot egale
ment d'autres equipements que des cadrans solaires. En 1751 il realise, a la 
demande de Madame de Pompadour, une machine pour elever les eaux du 
chateau de Crecy-Couve, pres de Dreux. Sa machine hydraulique permet 
d'elever de 163 pieds (environ 50 metres) les eaux de la riviere de Blaise pour 
les besoins du chateau, des jardins et des maisons du lieu. A partir de 1762, 
il etudie, a la demande de la ville de Paris, la possibilite d'amener 1'eau de 
l'Yvette a Paris. 11 prevoit de capter 1'eau en amont de Gif-sur-Yvette et de 
1'amener a Paris, au pied de la tour de l'Observatoire, a l'aide d'un aqueduc 
de 30 kilometres. 11 constitue un dossier tres complet, mais, faute de finan
cement, Ie projet ne sera jamais concretise. 11 invente egalement une presse 
destinee a la fabrication du tabac. 

En 1765, Louis XV nomme Antoine Deparcieux « Censeur Royal des livres »6 

et lui accorde un logement de fonction dans les galeries du Louvre. 

1. La gnomonique est l'art de concevoir, calculer et tracer des cadrans solaires. 
2. Deparcieux donne les tables des sinus, tangentes, secantes (l/cosinus), etc. avec 7 decimales 

et les tables de logarithmes de sinus et de tangentes avec 8 decimales. On y trouve par 
ailleurs d'interessantes formules trigonometriques. 

3. Cet ouvrage contient les celebres Tahles de Mortaliti qui ont ete utilisees par les compagnies 
d'Assurances vie et les banques pendant tout Ie XIX' et Ie debut du xx' siecle. 

4. 11 remplace d'Alembert qui devient pensionnaire. 
5. 11 sera egalement nomme membre des Academies des sciences de Berlin et de 

Stockholm. 
6. Le censeur royal est un erudit qui autorise, par delegation du roi, la publication d'un 

manuscrit sous forme imprimee. Une quarantaine de censeurs royaux sont nommes, 
chacun dans un domaine de specialite. Ce concept a ete initie par Richelieu. 

351 



Les statistiques d'Ulpien iJ Quetelet 

Malheureusement, des cette epoque, Deparcieux commence a souffrir de 
paralysie et de rhumatisme. II meurt Ie 2 septembre 1768 a Paris. 

Durant toute sa vie Deparcieux a ete modeste,jamais trop ambitieux, gardant 
toujours a l'esprit ses origines. II ne s'est jamais marie et n'a pas eu d'enfant, 
expliquant « qu'il n'avait pas de temps pour cela ». Son petit-neveu, portant 
Ie me me nom que lui, Antoine Deparcieux (1753-1799), est egalement 
connu. II a remplace Pilatre de Rozier comme professeur d' astronomie, puis 
Condorcet comme professeur de mathematiques. II publiera Ie Traiti des 
annuitis ou des rentes a vie de son grand-oncle en 1781. 

18.15. Principaux ouvrages de Deparcieux 
et references 

Traiti de trigonomitrie rectiligne et sphirique, 1738. 

Nouveau traiti de trigonomitrie, avec table des sinus et logarithmes, 
1740. 

Traiti complet de gnomonique, 1741. 

Essai sur les probabilitis de la durie de la vie humaine, 1746. 

References 

H. L. L. Busard, Deparcieux, Dictionary of Scientific Biography, Charles 
Scribner's sons, New York, voL 4, p. 38-39,1970. 

18.16. Biographie de Ouetelet (1796-1874) 

Lambert Adolphe Jacques Qyetelet est ne a Gand, maintenant en Belgique 
Flamande\ Ie 22 fevrier 1796. Son pere Franc;:ois-Augustin-Jacques-Henri 
Qyetelet est d'origine picarde. II a vecu un temps en Grande Bretagne OU 
il avait acquis la nationalite anglaise. Devenu secretaire d'un noble ecossais 
il a voyage en Europe et, en 1787, vers !'age de 31 ans, il s'est etabli a Gand. 
C'est la qu'il rencontre sa femme, Anne-Franc;:oise Vandervelde. C'est dans 
un doux environnement familial que notre futur mathematicien passe sa 
petite enfance, mais alors qu'il n'a que sept ans un malheur survient : son 
pere meurt. 

Adolphe fait ses etudes au lycee, OU il se montre tres talentueux en mathe
matiques ainsi qu'en litterature, mais a la fin de sa scolarite il decide de 
travailler pour aider financierement sa famille. II obtient en 1813 un poste 
d'enseignant en mathematique dans une ecole situee dans Ie village d'Aude-

1. A cette epoque Ia Belgique depend des Pays-Bas, elle ne prendra son independance qu'en 
1830. 
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naerde. Deux ans plus tard il trouve un autre poste dans un college, cette fois 
a Gand. Au lycee, Adolphe Qyetelet s'etait fait un ami, Germinal Dandelin, 
avec qui il partageait la passion des mathematiques, de la litterature et de la 
musique. I1s ont compose ensemble un livret pour un opera ainsi que quelques 
drames. Qyetelet etait egalement en tres bonne relation avec un professeur 
d'astronomie, Genter. C'est sans doute ce dernier qui orienta definitivement 
Qyetelet vers les mathematiques. 

Notre futur statisticien obtient en 1819 son doctorat de la toute jeune univer
site de Gand1• Sa these de mathematiques porte sur une classe de courbes 
utilisees en optique. II obtient alors un poste de professeur de mathematiques 
a l'Athenaeum de Bruxelles. En fevrier 1820, il n'a alors que vingt-quatre 
ans, il est elu a l'Academie Royale des sciences de Belgique2• 

Tres interesse par l'astronomie il parvient a convaincre l'administration du 
Royaume des Pays-Bas de la necessite de construire un observatoire astro
nomique a Bruxelles, sur Ie modele de ceux qui existent deja en France et en 
Angleterre. Pour preparer ce projet, il se rend a Paris en decembre 1823 et 
y reste quelques mois. II y rencontre les meilleurs astronomes et mathema
ticiens frans:ais : Alexis Bouvard, Frans:ois Arago, Augustin Fresnel, Pierre 
Simon Laplace, Alexandre von Humboldt (dont on sait l'attachement a la 
France et l'amitie avec Arago) , Joseph Fourier, Simeon-Denis Poisson. Ce 
sejour aura une importance decisive pour la suite de son histoire. En effet, il y 
decouvre l'usage que ces savants font du calcul des probabilites pour controler 
les erreurs de mesure en astronomie. De retour a Bruxelles il obtient un 
poste plus eleve a l'Athenaeum et donne son premier cours sur Ie calcul des 
probabilites durant l'annee academique 1824-1825. II commence egalement 
a donner des conferences publiques au Musee de Bruxelles sur des matieres 
telles que la geometrie, les probabilites, la physique, et l'astronomie, ainsi 
que des cours sur l'histoire des sciences. 

En 1825, Qyetelet se marie avec la fille d'un medecin franpis, M. Curtet. Le 
couple aura un fils, Ernest!, et une fille. Par ailleurs son projet d'observatoire 
se poursuit. En 1827 on lui confie la tache d'en choisir les instruments. II se 
rend en Grande Bretagne avec son ami Dandelin, et ils visitent et recueillent 
des conseils aupres des universites, observatoires et societes savantes tant a 
Londres, que dans Ie reste de l'Angleterre ainsi qu'en Ecosse et en Irlande. 

1. L'universite de Gand a ete fondee en octobre 1817 par William I", roi des Pays-Bas et 
du Grand-Duche de Luxembourg. 

2. L'Academie royale de Belgique a ete fondee a Bruxelles en 1769 en tant qu'Academie 
purement litteraire. En 1816 elle est reorganisee en Academie royale des sciences et des 
belles-lettres et placee sous l'autorite de William I". Qyetelety joue un role tres actif etlui 
confere une organisation solide. 11 en sera Ie directeur en 1832 et 1833, puis Ie Secretaire, 
poste qu'il occupera jusqu'a sa mort. 

3. Ernest deviendra astronome et succedera a son pere comme directeur de l'observatoire 
de Bruxelles. 
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En 1829, cette fois accompagne de son epouse, il rend visite a des astronomes 
holiandais et allemands et devient familier des observatoires de ces pays. En 
1830 il part pour 1'Italie et la Sicile, toujours dans Ie but de mieux connaitre 
Ie fonctionnement des observatoires. Finalement celui de Bruxelies ouvre en 
1832 et, tout natureliement, il en devient Ie premier directeur. Ii emmenage a 
1'observatoire et c'est la qu'il fera ses travaux sur les statistiques, la geophysique, 
la meteorologie et l'astronomie (etude des essaims de meteorites). 

Pendant la periode aliant de 1825 a 1835 il redige plusieurs articles sur les 
statistiques sociales, en particulier Recherches sur Ie penchant au crime aux 
dijferents ages et surtout Sur l'homme et Ie developpement de ses Jacultis, essai 
d'une physique sociale. Ce livre, publie en 1835, lui conferera une renommee 
internationale. Qyetelet est Ie premier a utiliser la distribution de Gauss 
pour une autre application que celie concernant les erreurs de mesure. Dans 
son article de 1835, il introduit la notion d'homme moyen, defini comme la 
valeur centrale autour de laquelie les mesures d'un trait humain sont reparties 
selon une gaussienne. A la demande du gouvernement, Qyetelet recueille 
et analyse les statistiques sur Ie crime et la mortalite et met au point des 
ameliorations pour Ie recueil des donnees. 

Qyetelet organise, en 1853,le premier « congres international de statistique». 
L'objectif est de pouvoir faire se rencontrer les statisticiens des « bureaux 
de statistique » crees, souvent sous son influence, dans plusieurs pays au 
cours des deux decennies precedentes. Ii s'agit pour Qyetelet de creer un 
reseau coordonne de recueil d'informations sur la population, 1'economie 
et les statistiques « morales » ayant des nomenclatures et des procedures 
d'enregistrement les plus standardisees possibles. I1 fait en sorte qu'une 
autre conference internationale, sur la meteorologie cette fois, se deroule de 
fas:on concomitante. Ainsi la premiere conference « traite de la statistique 
generale des differents pays et des moyens de mettre 1'unite entre les docu
ments officiels destines a 1'administration et a la science », tandis que 1'autre 
« concerne la marine et l'accord qu'il s'agit d'etablir entre les travaux des divers 
peuples pour arriver a connaitre les lois qui reglent les mouvements des mers 
et de l' atmosphere, la profondeur et la temperature des eaux, et en general 
tout ce qui peut interesser Ie navigateur ». Qyetelet cherche a promouvoir 
un systeme de statistique internationale reposant sur quatre principes : 1) 
mettre en place un reseau de mesures j 2) standardiser les procedures de 
mesures j 3) impliquer les Etats dans cette mise en place j 4) s'assurer du 
caractere utile (bonne administration de la societe, navigation maritime) et 
non uniquement scientifique de ce systeme. 

Durant 1'ete 1855, Qyetelet est frappe par la maladie. Cette derniere n'est 
pas tres grave et il ne tarde pas a beneficier d'un bon retablissement physique 
mais mentalement il ne sera plus aussi vivace qu'auparavant et sa memoire 
lui fait progressivement defaut. 
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Un de ses biographes en fait Ie portrait suivant : « Modeste et genereux, 
convaincu mais respectueux des avis d'autrui, toujours calme et prevenant, 
un homme de grande culture et de conversation agreable, il s'est fait des 
amis partout OU il est alie et les a gardes. Un homme d'un tact exquis, et 
d'un formidable enthousiasme ... Possedant de nombreux centres d'interets 
intellectuels, en meme temps qu'une prodigieuse capacite de travail ... toujours 
plein d'entrain et jovial, il avait de l'esprit et Ie sens de l'humour. » 

Adolphe Qyetelet s'est eteint Ie 17 fevrier 1874 a Bruxelles. 

18.11. Principaux ouvrages de Ouetelet 
et references 

- Recherches sur la population, les naissances, les deces, les prisons, les depots de 
mendicite, etc. dans Ie royaume des Pays-Bas, Nouv. Mem. Acad. R., Brux
elles, 4, 117-192,1827. 

- Sur l'homme et Ie developpement de ses facultes, essai d'une physique sociale. 
Paris, 1835. 

- Sur l'appreciation des documents statistiques, et en particulier sur l'appreciation 
des moyennes, Bull. Comm. Cent. Star., Belg., 2, 205-286,1845. 

- Lettres a S. A. R. Ie duc regnant de Saxe-Cobourg et de Gotha sur les Proba
biliNs, Brussels, 1846. 

- Du systeme social et des lois qui Ie regissent" Paris, 1848. 
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- H. Freudenthal, Quetelet, Dictionary of Scientific Biography, Charles 
Scribner's sons, New York, voL 11, p. 236-238,1970. 

- O. B. Sheynin, Quetelet as a statistician, AHES, voL 36, p. 281-325. 
1986. 
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19.1. Les ecrits de Cournot concernant les fondements 
du calcul des probabilites 

Les travaux de Cournot relatifs aux probabilites et aux statistiques ne 
comportent aucune innovation mathematique, mais ils sont importants dans 
l'histoire du calcul des probabilites parce qu'ils constituent une tentative 
d'interpretation des fondements de ce calcuL Pour Cournot, Ie hasard est 
un concept objectif et tout evenement est produit par une cause. 

Dans son Essai sur les fondements de nos connaissances et sur les caracteres de la 
critique philosophique1 Cournot affirme : 

« De meme que toute chose doit avoir sa raison, tout ce que nous appelons evene
ment do it avoir une cause. Souvent la cause d'un evenement nous echappe, ou nous 
prenons pour cause ce qui ne rest pas; mais, ni !'impuissance OU nous nous trouvons 
d'appliquer Ie principe de causa lite, ni les meprises OU il nous arrive de tomber en 
voulant I'appliquer inconsiderement, n'ont pour resultat de nOlJs ebranler dans notre 
adhesion a ce principe, con~u comme une regie absolue et necessaire. » 

Et, plus loin2 : 

« A la verite, les geometres ont applique leur th80rie des chances et des probabi
lites a deux ordres de questions bien distinctes, et qu'ils ont parfois mal a propos 
confondues : a des questions de possibilite, qui ont une valeur tout objective, ainsi 
qu'on vient de I'expliquer, et a des questions de probabilite, dans Ie sens vulgaire 
du mot, qui sont en eftet relatives, en partie a nos connaissances, en partie a notre 
ignorance. » 

En 1843, Cournot definissait Ie hasard, dans une proposition devenue celebre, 
comme la "rencontre de deux series causales independantes" : 

« Les evenements amenes par la combinaison ou la rencontre de phenomenes 
qui appartiennent a des series independantes, dans l'ordre de la causalite, sont 
ce qu'on nomme des evenements fortuits ou des resultats du hasard. »3 

1. Paris, Hachette, 1851, article 29. 
2. Article 37, 1851. 
3. A. Cournot, Exposition de la tMorie des chances et des probabilites, page 73, Hachette, 
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Dans ses Considerations sur fa marche des idees et des evenements dans fes temps 
modernes1, on peut lire: 

« Nous crayons avoir eclairci dans d'autres ouvrages et detini, plus exactement que ne 
I'avaient fait nos devanciers, I'idee du hasarden montrant que ce n'est point, comme 
on I'a tant repete, un fantome cree pour nous deguiser a nous-m~mes notre ignorance, 
ni une idee relative a I'etat variable et toujours imparfait de nos connaissances, mais 
bien au contraire la notion d'un fait vrai en lui-m~me, et dont la verite peut ~tre 
dans certains cas etablie par Ie raisonnement, ou plus ordinairement constatee par 
I'observation, comme celie de tout autre fait natural. Le fait naturel ainsi etabli ou 
constate consiste dans I'independance mutuelle de plusieurs series de causes et 
d'effets qui concourent accidentellement a praduire tel phenomene, a amener telle 
rencontre, a determiner tel evenement, lequel pourcette raison estqualifie de fortuit 
et cette independance entre des chainons particuliers n'exclut nullement !'idee d'une 
suspension commune de tous les chainons a un m~me anneau primordial. par-dela 
les limites, ou m~me en de~a des limites OU nos raisonnements et nos observations 
peuvent atteindre. De ce que la Nature agite sans cesse et partout Ie cornet du 
hasard, et de ce que Ie craisement continuel des chaines de conditions et de causes 
secondes, independantes les unes des autres, donne perpetuellement lieu a ce que 
nous nommons des chances ou des combinaisons fortuites, il ne s'ensuit pas que 
Dieu ne tienne point dans sa main les unes et les autres, et qu'iI n'ait pu les faire 
sortir toutes d'un m~me decret initial. On ne manque pas plus de respect a Dieu en 
etudiant les lois du hasard (car Ie hasard m~me a ses lois que met en evidence la 
lTIultiplicite des epreuves), qu'en etudiant les lois de I'astranomie ou de la physique. 
La raison meme nous impose !'idee du hasard ; et Ie tort imputable a notre ignorance 
consiste, non a nous forger cette idee, mais a la mal appliquer, ce dont il n'y a que 
trap d'exemples, meme chez les plus habiles. Elle est Ie principe de toute espece 
de critique, so it qu'il s'agisse des plus hautes speculations de la philosoph ie, ou 
des recherches de I'erudition, ou de la pratique la plus ordinaire de la vie. Elle est 
la clef de la statistique, et donne un sens incontestable a ce que I'on a appele la 
philosophie de I'histoire, a ce que nous aimerions mieux appeler I'etiologie historique, 
en entendant par la I'analyse et la discussion des causes ou des enchainements de 
causes qui ont concouru a amener les evenements dont I'histoire offre Ie tableau; 
causes qu'il s'agit surtout d'etudier au point de vue de leur independance ou de leur 
solidarite. Pour donner quelque valeur aux nombreux systemes dont la philosophie 
de I'histoire a ete I'objet, il faut toujours revenir aux principes de la critique ou de 
I'etiologie historique. II 

19.2. Le principe de Cournot 
L'existence des series causales independantes, dont la rencontre correspond 
au hasard, dont il vient d'etre question, amene Cournot a affirmer que Ie 
monde reel permet d'apprehender des probabilites objectives concernant Ia 
mesure de possibilites effectives, par opposition aux evenements physique
ment impossibies. 

1. Livre 1, chapitre 1, Hachette, 1872. 
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On a donne Ie nom de principe de Cournot (appellation prop osee par Maurice 
Frechet) a un principe des probabilites negligeables. Le but de ce principe 
etait, en fait, pour Cournot, d'assurer la valeur objective du calcul des proba
bilites. En effet, un evenement physiquement impossible est, selon Cournot, 
un evenement dont la probabilite est infiniment petite. Cette seule remarque 
donne substance, c'est-a-dire une valeur objective et phenomenologique, a la 
theorie mathematique des probabilites. En 1851, Cournot ecrivait1 : 

« A la notion du hasard s'en attache une autre qui est de grande consequence en 
theorie com me en pratique: nous voulons parler de la notion de I'impossibilite 
physique[ ... J I'evenement physiquement impossible (celui qui de fait n'arrive pas, et 
sur I'apparition duquel il sera it deraisonnable de comptertant qu'on n'embrasse qu'un 
nombre fini d'epreuves ou d'essais, c'est-a-dire tant qu'on reste dans les conditions 
de la pratique et de I'experience possible) est I'evenement qu'on peut assimiler a 
I'extraction d'une boule blanche par un agent aveugle, quand I'urne renferme une 
seule boule blanche pour une infinite de boules noires; en d'autres termes, c'est 
I'evenement qui n'a qu'une chance favorable pour une infinite de chances contraires. 
Mais on a donne Ie nom de probabilite matMmatique a la fraction qui exprime Ie 
rapport entre Ie nombre des chances favorables a un evenement et Ie nombre total 
des chances: en consequence, on peut dire plus brievement, dans Ie langage re~u 
des geometres, que I'evenement physiquement impossible est celui dont la proba
bilite mathematique est infiniment petite, ou tombe au-dessous de toute fraction, si 
petite qu'on la suppose. On peut dire aussi que I'evenement physiquement certain 
est I'evenement dont Ie contra ire est physiquement impossible, ou I'evenement dont 
la probabilite mathematique ne differe de I'unite par aucune fraction assignable, 
si petite qu'on la suppose: evenement qu'iI ne faut pourtant pas confondre avec 
celui qui reunit absolument toutes les combinaisons ou to utes les chances en sa 
faveur, et qui est certain, d'une certitude mathematique. D'un autre cote, il resulte 
de la theorie mathematique des combinaisons que, quelle que so it la probabilite 
mathematique d'un evenement dans une epreuve aleatoire, si I'on repete un tres 
grand nombre de fois la meme epreuve, Ie rapport entre Ie nombre des epreuves 
qui amenent I'evenement A et Ie nombre total des epreuves do it differer tres peu 
de la probabilite de I'evenement A: de sorte que, par exemple, si I'evenement A a 
pour lui les deux tiers des chances, et qu'on embrasse dix mille epreuves,le nombre 
des epreuves qui amenent I'evenement A sera, a peu de chose pres, les deux tiers 
de dix mille. Si I'on peut accroitre indSfiniment Ie nombre des epreuves, on fera 
decroitre indSfiniment, et I'on rendra aussi petite qu'on Ie voudra,la probabilite que 
la difference des deux rapports depasse une fraction donnee, si petite qu'elle soit, et 
I'on se rapprochera ainsi de plus en plus des cas d'impossibilite physique cites tout 
a I'heure. Dans Ie langage rigoureux qui convient aux verites abstraites et absolues 
des mathematiques et de la meta physique, une chose est possible ou elle ne I'est 
pas: il n'y a pas de degres de possibilite ou d'impossibilite. Mais, dans I'ordre des 
faits physiques et des rea lites qui tombent sous les sens, lorsque des evenements 
contra ires peuvent arriver et arrivent effectivement, selon les combinaisons fortuites 

1. Essai sur les fondements de nos connaissances et sur les caracteres de la critique philosophique, 
Paris, Hachette, 1851, § 33. 
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de certaines causes variables et independantes d'une epreuve a I'autre, avec 
d'autres causes ou conditions constantes qui regissent solidairement I'ensemble des 
epreuves, iI est naturel de regarder chaque evenement comme ayant une disposition 
d'autant plus grande a se produire, ou comme etant d'autant plus possible, de fait 
ou physiquement, qu'il se reproduit plus souvent dans un grand nombre d'epreuves. 
La probabilite mathematique devient alors la mesure de la possibilite physique, et 
I'une de ces expressions peut etre prise pour I'autre. II 

11 est a noter qu'Emile Borell, a partir de considerations spatio-temporelles 
concernant notre Univers a affirme, lui aussi, un principe de probabilites 
neglige abIes : 

La conclusion qui s'impose, ecrit Borel, 

10-1000 
« est que les probabilites qui s'expriment par un nombre int8rieur a sont 
non seulement negligeables dans la pratique courante de la vie, mais universe lIe
ment negligeables, c'est-a-dire doivent etre traitees comme rigoureusement egales 
a lero dans toutes les questions qui concernent notre Univers. Le fait qu'elles ne 
sont pas effectivement nulles peut eventuellement interesser Ie metaphysicien ; 
pour Ie savant, elles sont nulles et les phenomenes auxquels elles se rapportent 
sont absolument impossibles. II 

Thierry Martin a publie en 1994, une etude detaillee portant Ie titre La valeur 
objective des probabilites selon Cournof. On peut y lire: 

« Nornbre d'historiens ontvu dans 1'lBuvre de Cournot Ie triomphe d'une interpretation 
frequentiste de la probabilite. [ ... J On ne peut. .. sans mutiler la pensee de Cournot 
la reduire a une interpretation objective de type frequentiste. [ ... J. Les stratifications 
du concept de probabilite permettent, lorsqu'elles sont distinguees et non plus 
confondues, d'eviter les equivoques que Cournot aper~oit chez ses predecesseurs 
melant les significations objectives et subjectives des probabilites ... )) 

19.3. Biographie de Cournot (1801-1877) 
Antoine Augustin Cournot natt Ie 28 aout 1801 a Gray en Haute-Saone. Son 
pere est un commen;ant issu d'une famille de fermiers. Entre 1809 et 1816, 
Antoine frequente Ie College Jesuite de Gray. Durant les quatre annees 
suivantes, il travaille en amateur comme clerc dans une etude de juristes. 11 
est enfin admis dans la classe de mathematiques speciales du College Royal 
de Besans:on puis integre l'Ecole Normale Superieure en 1821. Mais 1'Ecole 
est fermee par Ie grand maitre de 1'Universite de France, l' abbe Frayssinous, Ie 
6 septembre 1822.11 poursuit alors son cursus universitaire pour obtenir une 
licence a la Sorbonne. Lacroix et Hachette sont parmi ses professeurs. Dans 
ses Souvenirs3, Cournot raconte sa frequentation du salon de Hachette, OU il 

1. E. Borel, Sur les probabilites universellement negligeables, eRAS, t. 190, 1930, p. 540. 
2. Math. et Sc. humaines, tome 127, p. 5-17, 1994. 
3. Edites a titre posthume, en 1913. 
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rencontra notamment Ie physicien danois CErsted en 1823 dans une soiree, 
honoree aussi par Ampere. Dans ces memes annees, Cournot commens:a a 
frequenter Poisson, dont il sera tres proche dans les annees 1830. 

Cournot a aussi pour condisciple et ami Dirichlet. 11 devient, a la meme 
peri ode precepteur du fus du marechal Gouvion Saint-Cyr, aide ce dernier 
a rediger ses Memoires, et reste dans la famille jusqu' au deces du marechal 
en 1833. 

11 obtient sa licence en Sciences en 1823 et quatre ans plus tard une licence 
en droit. 

Au plan scientifique, il publie huit articles dans Ie Bulletin des sciences du 
baron de Ferussac entre 1821 et 1831. En fevrier 1829, il soutient une these 
de mecanique, et il traduit en 1834le traite d' astronomie d'Herschell auquel 
il ajoute un supplement relatif a la distribution des orbites cometaires qui est 
son premier travail de probabilites et de statistiques ou, selon ses propres 
termes, il applique la « theorie des chances» a la « philo sophie naturelle » .. 
Un an plus tard, il donne une traduction des Eliments de Mechanique, de 
Dionysius Lardner avec un chapitre additif sur « la mesure des forces et Ie 
travail des machines ». 

A partir de 1833, il commence une carriere d'universitaire et de haut fonction
naire: sur la recommandation de Poisson il est nomme professeur d'analyse 
a 1'universite de Lyon en 1834, puis, 1'annee suivante, recteur de 1'academie 
de Grenoble et professeur ala faculte des sciences de cette ville. En 1836, 
il devient inspecteur general des etudes, preside Ie jury de l' agregation de 
mathematiques, et, de 1856 a 1861, il est recteur de 1'academie de Dijon. 

En 1838, il publie son ouvrage Recherches sur les principes matMmatiques de la 
tMorie des richesses qui fait de lui Ie fondateur de 1'economie mathematique. 
11 est ainsi 1'un des premiers a avoir formule un modele de 1'offre et de la 
demande. 

La meme annee il s'interesse, comme 1'avaient fait Poisson et Condorcet, a 
1'interpretation des statistiques legales et publie une etude intitulee Memoire 
sur les applications du calcul des chances a la statistique judiciaire1 qu'il reprendra 
en 1843 dans son ouvrage principal sur les probabilites Exposition de la tMorie 
des chances et des probabilitis. Dans ce traite, Cournot donne une interpretation 
originale du hasard qui serait la "rencontre de deux series causales indepen
dantes",les evenements en eux-memes etant parfaitement determines quant 
a leur cause et a leur effet. 

A partir de 1851, Cournot publie une serie de travaux philosophiques : il 
propose une theorie des « revolutions scientifiques » etudie la connexion 

1. Journal de Liouville, 4,1838, p. 257-334. 
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entre la science et l'histoire et definit une classification des sciences dans 
son Essai sur les fondements de nos connaissances et sur les caracteres de la critique 
philosophique de 1851. 

Cournot a aussi examine les implications philosophiques des theories de 
l'evolution et il declare que l'homme, a l'age industrie1, est un agent de la 
nature, qui laisse sur e1le des traces irreversibles. 

Antoine Augustin Cournot est mort, a Paris, Ie 30 mars 1877. 

19.4. Principales publications de Cournot et references 
- Recherches sur les principes matMmatiques de la tMorie des richesses, 1838. 

- Memoire sur les applications du calcul des chances a la statistique judicia ire, 
Journal des mathematiques pures et appliquees, 4, p. 257-334,1838. 

Traite elementaire de la tMorie des fonctions et du calcul infinitesimal, 
1841. 

- Exposition de la tMorie des chances et des probabilitis, 1843. 

- De l'origine et des limites de la correspondance entre l'algebre et la geometrie, 
1847. 

Essai sur les fondements de nos connaissances et sur les caracteres de la critique 
philosophique, 1851. 

Traite de l'enchainement des idees fondamentales dans les sciences et dans 
l'histoire, 1861. 

Principes de la tMorie des richesses, 1863. 

- Considerations sur la marche des idees et des evenements dans les temps modernes, 
1872. 

- Matirialisme, vitalisme, rationalisme : etudes des donnees de la science en 
philosophie, 1875. 

- Souvenirs, 1913 (publication posthume avec une introduction de 
E.P. Bottinelli). 
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Le calcul des probabilites donne lieu a de singulieres illusions, 
auxquelles les meilleurs esprits n'ont pu toujours se soustraire1• 

20.1. Memoire sur la probabilite des erreurs 
d'apres la methode des moindres CarreS 

Dans cet important papierZ presente Ie 27 octobre 1851 a l'Institut et publie 
en 1852, Bienayme expose une generalisation de la demonstration, donnee 
par Laplace en 1811, relative ala normalite asymptotique de fonctions 
lineaires des erreurs sur plusieurs variables aleatoires ; une approche de 
la distribution du X2 pour l'exposant de la loi norm ale multivariee et une 
methode des moindres carres envisagee comme conduisant aux ellipsoldes 
de confiance les plus petits. 

Avant de citer des extraits du texte de Bienayme, nous croyons utile d'exposer 
quelques rappels : 

U ne variable aleatoire X est dite avoir une distribution normale si sa densite 
de probabllite est egale a : ( )2 1 _ X-I' 

<p(x) = --e 202 

0-J2; 
pour la paire de valeurs des parametres }l et (J. 

La distribution normale de parametres }l et (J est notee N(;t, (J2). 

Loi norm ale de distribution bivariee : 

Si on considere deux variables aleatoires Xl'X2, de valeurs moyennes 
1-£1,1-£2' et d'ecarts-type 0-1,0-2 , on appelle covariance de Xl' X 2 l'esperance 
du produit (Xl - }l1)·(X2 - }l2)' 

Cov(Xl'X2) = E[(XI - 1-£1)·(X2 - 1-£2)] 

1. « Considerations a l'appui de la decouverte de Laplace sur la loi de probabilite dans la 

methode des moindres carres », C.r. Acad. RflJ. Sci. Paris, t. 37, p. 310. 
2. Journal de Liouville, 1, 17, 1852, p. 33-78 et Memoires Ac. Sc. Institut de France, tome XV, 

1858, p. 615-663. 
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On appelle Coefficient de Correlation de Bravais-Pearson des variables 
(Xl'X2), P = Cov(X1'X2) 

~Var(Xl),Var(X2) 

Le coefficient de Correlation est la version standardisee de la Covariance et 
ne depend pas des unites dans lesquelles Xl et X2 sont exprimees. 

La loi normale de distribution bivariee [variables (Xl' X) dont Ie coefficient 
de correlation est p] est la distribution dont la fonction densite de probabilite 
est 

1 --"'-2 
P(x x) = e 2(l-p ) 

l' 2 ~ 
21fl7l l72 ,,1-p 

ou 

Vne distribution multivariee normale pour p variables aleatoires est une 
generalisation de la distribution normale bivariee. Vne telle distribution avec 
un vecteur moyen p, et une matrice de covariance E est notee N p (p" E) . 

On appelle distribution marginale la distribution individuelle d'une variable 
aleatoire sans tenir compte de la covariation d'autres variables aleatoires. A. 
partir de la distribution conjointe d'un ensemble de variables aleatoires on 
definit la distribution marginale de toutes les variables qui Ie composent. 11 
faut souligner que les lois marginales deduites d'une distribution multinormale 
sont normales, de memes esperances et de memes variances. 

Par definition, la distribution du Chi - 2 (notee X2 ) est celIe de la somme 
des carres des observations issues de la distribution N(O,l). 

Plus precisement, si {Xl,X2, ... ,X) sont n variables independantes et toutes 
~N(O,l), alors la distribution X2 est definie comme celIe de la somme Xl

2 

X 2 X2 n 
+ 2+···+ n· 

Loi norma/e multivariee 

On peut generaliser la distribution normale univariee de densite de proba-
bilite egale a : 1 _(x_I')2 

<p(x) = --e 2,,2 

l7..{i; 

pour la paire de valeurs des parametres fl et 0', en ecrivant, pour un vecteur 
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aleatoire X = ,la densite de probabilite comme une fonction OU inter-

viennent Ie vecteur des esperances mathematiques des composantes de X; 

v,= et une matrice definie positive n, dite matrice de covariance, 

E(X) 
II 

OU 

I nL= V(Xi ) = E(Xi - f-Li)2 et 

In lij= Cov(Xi,X) = E(Xi - f-Li)(Xj - f-L). 

Methode des moindres carres 

Dans la theorie des moindres carres, on cherche a estimer un vecteur g 
[1 x r], ayant ses r composantes inconnues, a partir de N observations y 
reliees lineairement a g ,mais comportant des erreurs"E . 

On a y = M g +"E OU 

M = {xij) estune matrice connue deNx relements avecN 2: r ,la colonne 
de rang r etant pleine. 

Le systeme des multiplicateurs kij utilises par Legendre, Gauss et Laplace 
pour traiter la methode des moindres carres constituait en fait la recherche 
d'une matrice K de r x n elements K = {kij) ,teIle que l'on obtienne KM 
= L I etant la matrice unite. 

L'estimation de la moyenne du vecteur i3 note ~ ,consiste alors a choisir 
la matrice K selon une approche probabiliste ou une approche algebrique 
afin d'obtenir l'estimation 

i3 = i3 + K"E = KY 
L' approche de Legendre, purement algebrique consiste a considerer la rela
tion Y = M i3 + "E comme un jeu surdetermine d'equations lineaires ; la 
matrice K est alors etablie en agissant sur les erreurs eIles-memes. L'approche 
probabiliste consiste a etablir Ken imposant les distributions de probabilite 
sur les erreurs. 
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La methode des moindres carres, est, en fait, justifiee par les deux demar
ches, algebrique et probabiliste, et correspond au choix de K tel que 
K = (M' Mt1 M'. D'ou 

En effet, si on a n observations xl' x2 ••• x" ,leur moyenne arithmetique est 

x = t X; ; etla valeur de 1-£ qui minimise la somme des carres t(x; -1-£)2 
;=1 n ;=1 

" x. 
estx= I: --1.... 

;=1 n 

En 1809, Gauss a choisi de partir d'un postulat : « On a coutume de regarder 
comme un axiome l'hypothese que si une quantite a ett obtenue par plusieurs obser
vations immtdiates, foites avec Ie meme soin dans des circonstances semblables, 
la moyenne arithmetique des valeurs observees sera la valeur la plus probable de 
cette quantite, sinon en toute rigueur, du moins avec une grande approximation, 
de telle sorte que Ie plus sur soit toujours de sy arreter ». 

Gauss introduit en fait Ie principe du maximum de vraisemblance car il 
cherche la valeur de la quantite inconnue qui rendra maximale la probabilite 
d'observation des mesures observees Xl' ••• , xn et donc des erreurs cp ... ,cn • 

Avec l'ajout du postulat de la moyenne arithmetique, il obtient a la fois la loi 
de distribution norm ale et Ie principe des moindres carres. La justification 
de ce principe des moindres carres est donc la maximalisation de la distri
bution a posteriori des erreurs. Les erreurs etaient supposees independantes 
et ayant toutes une densite de probabilite identique f(x). La demarche de 
Gauss etablit cette densite comme etant la loi normale N(O,c?) 

x 2 1 --
f( x) = --e 2172 

~ . -oo<x<oo. (7,,21f 

En 1821-1823, Gauss adopte toujours des erreurs supposees independantes 
et ayant toutes une densite de probabilite identique f(x) non specifiee de 
variance definie (72, mais telle queJrx) =f(-x). 11 demontre que la methode 
des moindres carrees correspond aux variances minimales des estimations. 

Entre les deux publications de Gauss, Laplace a publie lui aussi deux papiers 
re1atifs aux moindres carres. Dans ce1ui de 1811, Laplace montre que la 
distribution normale multivariee apparait comme la distribution limite 
de formes lineaires des erreurs, pour n erreurs independantes et de lois de 
distribution identiques, lorsque n tend vers l'infini. 

11 ajoute : « I.:analyse exposee (precedemment) peut etre etendue a la correc
tion d'un nombre quelconque d'elements par les observations. Elle conduit 
toujours a ce resultat : savoir que la methode des moindres carres des erreurs 
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des observations est celie qui donne sur la correction des elements la plus 
petite erreur moyenne a craindre. » 

Dans son 1 er supplement a la Theorie Analytique, vers 1816, Laplace etablit 
une methode d'estimation independante des lois de distribution des erreurs 
(qu'il considere quelconques mais possedant une variance finie) et non pas 
limitee a des distributions normales. Pour m variables, il elimine m -1 para
metres dans ses equations de condition et applique la theorie de l'estimation 
pour Ie parametre restant. 

II est a noter que toutes les tendances vers la loi normale, dans les travaux de 
Laplace sont asymptotiques pour un nombre d'observations infini. 

Revenons a Bienayme. Void les considerations initiales de son papier de 
1852 : 

« On sait que la methode inventee par legendre, il y a environ cinquante ans, et 
publiee pour la premiere fois dans ses Nouvelles methodes pour la determination 
des orbites des cometes, in-4°, 1805, se reduit a multiplier chacune des equations du 
premier degre formees entre la grandeur observee et les inconnues par Ie coefficient 
de chacune de ces inconnues successivement; a ajouter les produits donnes par les 
coefficients de la meme inconnue, ce qui fournit autant de nouvelles equations que 
d'inconnues; enfin a resoudre ces equations de la maniere ordinaire. les solutions 
ainsi obtenues jouissent de la propriete de ne renfermer que les moindres erreurs 
possibles pour une probabilite donnee. Ce n'est pas un minimum absolu, comme 
on a semble Ie croire assez souvent, mais c'est un minimum relatif aux erreurs des 
observations et au mode choisi pour la combinaison de to utes les equations qu'elles 
fournissent. II pourrait se trouver d'autres combinaisons plus avantageuses, et il y 
aurait ales discuter suivant les cas. 
le calcul de la grandeur des erreurs subsistantes, et de la probabilite qu'elles 
peuvent avoir, se fait suivant les regles ordinaires de la theorie, et n'entralne que 
des difficultes analytiques. Quand iI n'entre qu'une inconnue dans les equations, 
ce calcul est exact, du moins quant aux fondements theoriques ; mais quand iI ya 
plusieurs inconnues, les regles donnees pour calculer I'erreur et la probabilite de 
chacune d'elles ne fournissent que I'erreur et la probabilite qu'elle pourrait avoir si 
elle etait seule, et quelque grandes que fussent les erreurs des autres. 
Or, un des premiers principes de la theorie des probabilites, c'est que, quand plusieurs 
evenements arrivent simultanement, la probabilite du concours de ces evenements 
est Ie produit des probabilites de chacun. De sorte que la probabilite de ce concours 
est inferieure a la probabilite de chaque evenement pris a part, et elle est d'autant 
plus petite qu'il y a plus d'evenements. 
Evidemment, il en est de meme des erreurs de plusieurs inconnues, la probabilite 
que ces erreurs restent, toutes a la fois, dans certaines limites, ne peut etre que Ie 
produit des probabilites separees que chacune ne s'ecarte pas de ses limites propres, 
et par consequent, cette probabilite du concours des erreurs de grandeur limitee doit 
etre notablement inferieure a la probabilite des limites de chaque erreur consideree 
isolement, quelles que puissent etre les autres. 
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C'est donc une defectuosite que d'assigner comme probabilite de I'erreur d'une 
inconnue, faisant partie d'un systeme a determiner, celie qu'elle aurait si elle etait 
seule, au lieu de donner des regles pour calculer la probabilite de I'ensemble des 
erreurs du systeme qui ne peuvent, en rea lite, etre isolees les unes des autres. 
Ce defaut devient plus evident encore lorsqu'on fait attention que la probabilite 
relative a une limite d'erreur est d'autant plus grande que I'etendue bornee par 
cette limite est plus grande, de sorte que, si I'on veut conserver a I'ensemble des 
erreurs une probabilite un peu elevee, il faudra assigner a chaque erreur des limites 
plus ecartees que celles qu'exigerait la meme probabilite si I'inconnue etait seule. 
Lors donc qu'on s'arrete aces dernieres limites, on n'a reellement qu'une tres faible 
probabilite qu'elles ne sont pas depassees. On verra, en effet, dans ce qui suit, qu'il 
suffit de deux inconnues pour que I'etendue des erreurs so it presque doublee pour 
une meme probabilite. Les regles usuelles font naltre par la des idees fort inexactes 
sur la connaissance des grandeurs inconnues qu'on s'est propose de deduire des 
observations, et elles egarent meme parfois sur la valeur de ces observations, ainsi 
que sur Ie nombre de bonnes observations qu'il serait indispensable de faire pour 
parvenir a un resultat assigne. [ ... J 

La defectuosite une fois indiquee, on voit qu'il ne s'agit plus que de modifier conve
nablement la demonstration de la methode, afin de calculer, non plus la probabilite 
de I'erreur d'une inconnue, mais la probabilite de I'ensemble des erreurs. II yavait 
ici a choisir parmi les demonstrations. 
A proprement parler, Legendre n'en a point donne. Seulement il appuie son procede 
assez solidement sur les avantages qu'il fait ressortir ; et il insiste principalement 
sur ce que la moyenne arithmetique des observations, que I'on prend d'ordinaire 
avec confiance, n'est precisement qu'un cas particulier de la methode des moindres 
carres. 
Ce fut M. Gauss qui rattacha Ie premier cette methode au calcul des probabilites, 
quelques annees apres la publication de Legendre, et ce fut aussi dans un ouvrage 
d'astronomie : Theoria motus cor porum celestium, in-4°, 1809. La demonstration 
que M. Gauss y donne repose sur la reciproque de la remarque de Legendre, que la 
moyenne arithmetique se deduit de sa methode quand cette moyenne peut avoir lieu. 
Reciproquement, si la moyenne arithmetique adoptee generalement est necessaire, 
dit M. Gauss, il en resulte qu'une certaine loi de probabilite est necessaire, et que Ie 
seul procede a suivre pour combiner les equations fournies par I'observation est Ie 
procede qui rend un minimum la somme des carres de ces equations. Mais on doit 
convenir que I'hypothese de la necessite de prendre la moyenne arithmetique d'une 
masse de faits, pour obtenir Ie resultat Ie plus exact possible, est tout a fait gratuite, 
et ne saurait pas plus etre admise a priori que I'hypothese meme de la necessite du 
minimum des carres. II n'y a donc la qu'une preuve restreinte aux cas particuliers 
ou la loi de probabilite des erreurs, qui conduit toujours a la moyenne arithmetique 
dans les observations, et c'est ce qui arrive tres souvent par la nature des choses. 
Mais comme on I'ignore Ie plus ordinairement, il n'existe pas la de demonstration 
vraiment solide. Aussi dans un ouvrage bien plus recent, consacre exclusivement 
a la methode des moindres carres, Theoria combinationis observationum minimis 
erroribus obnoxiae. in-4°, 1823, M. Gauss a-t-il fonde sur d'autres considerations 
I'emploi de cette methode. Ce ne sont, toutefois, que des considerations et non des 
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preuves, et I'on ne trouve de demonstration reelle que dans les travaux anterieurs 
de Laplace. 
C'est dans un memoire, publie en 1811, que Laplace fait voir que, quand Ie nombre 
des observations est assez grand, les erreurs les plus restreintes, probablement, 
sont donnees par la methode des moindres carres. Ce memoire se trouve parmi 
ceux de I' Academie des sciences pour 1811, et iI a ete reproduit dans la Theories 
analytique des probabilites, qui parut en 1812. Les principes de la demonstration de 
Laplace sont a I'abri de toute objection, les moyens analytiques peuvent seuls en 
soulever quelques-unes, ils n'ont point toute la rigueur desirable, et peut-etre dans 
les applications conviendrait-il de bien discuter les cas particuliers qui pourraient 
se presenter. Mais lorsqu'on reflechit qu'il suffirait Ie plus souvent de quelques 
observations ajoutees ou retranchees pour rendre aux expressions analytiques 
toute leur valeur, on reconnait que I'analyse de Laplace satisfait completement aux 
demonstrations generales. C'est cette analyse qui sera employee dans ce qui va 
suivre, pour suppleer I'omission de la probabilite du concours des diverses erreurs 
dans Ie cas de plusieurs inconnues, qui se presente presque toujours. Seulement il 
y sera fait quelques simplifications, tirees surtout des beaux travaux de Laplace et 
de Gauss. Si I'un et I'autre ont neglige cette consideration du concours des evene
ments, qui accroit si fortement la grandeur des erreurs possibles avec une probabilite 
determinee, ils ont du moins fourni tous les moyens de la calculer. )) 

Heyde et Senetal ont ecrit un important ouvrage detaillant les travaux de 
Bienayme. Par ailleurs, Lancaster2 avait egalement expose les calculs de 
Bienayme. 

11 resulte de ces publications Ie fait que les calculs du paragraphe 2 du papier 
de Bienayme de 1852 anticipent les resultats de Pearson sur la distribution 
du X2 : 

Si (Xl' X 2 , ••• , X) sont n variables independantes et toutes ~N(0,1), alors 

la distribution X2 n (avec n degres de liberte) est definie comme celie de la 
somme X l2 + X/ + ... + Xn2• 

Introduite par Pearson en 1900, la loi du X2 avait en fait ete prealablement 
etudiee par Ie geodesien allemand Friedrich Robert Helmert (1843-1917), 
auteur d'une Theorie mathematique et physique de geodesie superieure (1880) 
relative a la theorie des erreurs. 

La loi probabilite du X2 a pour densite : 
1 ~-l -~ 

j(x) = x 2 e 2 

2n12 r(%) 

ou r designe la fonction gamma d'Euler, rea) = fooo to-le- t dt , (a > 0) 

1. C. C. Heyde and E. Seneta,LJ Bienayme: Statistical1heoryAnticipated, Berlin, Springer, 
1977. 

2. Lancaster, H. 0., Forerunners of the Pearson Chi 2, Aust.J. Stat., 8, 1966,p.117-126. 
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1\ 

ANAIJYSE MATHEMATIQUE. 

LES PROBABILITES 
DRS ERREVRS DE SITUA'faON I)'UN POINT; 

PAR A. BRAVAIS. 

-,-
La detormination du lieu occup~ par un point danll l'cspacc 

d6pcnd d'un eortain nombre d'eMment& au moins ~ga.l a trois; 
il en esl do m~mo lorsquo Ie point est lssujotti Ii 88 lrOu\'cr sur 
un plan donne. el, dans co (lU, 10 nombre des eJomontl d&tor
minants doit 6tre au moins.l it dollS. L'obscrvation de ces 61C. 
menta consisto ossontieJlement en des mesufoa d'anglos Oll de 
longuours, ot quelquofois de durees. Los erTeurs in6vitablos de 
oos diversea mesures devant reagir lOr I. situation du point, fai 
rocherch6 l'ioOuonc:8 qu'exen:e sur ces 61ft.aN p~/'$ de situa
tio" la possibilit6 des crroun el~mentaire8. concurremment avec 
les coefficients de III m6thodc employee: toutofois. je me sws 
rem-oint au cas 0\'1 10& cMmcnts sont determin6s par un grand 
Dombre d'observations. 

Si nOU8 Dommons eI, b, 0, .. le8 ei6ments observl!s, a.', y. z, 
les coordonn~es du point, nOU8 avon, en gen6ral 

:e =, {a, 6, c ... ) j' 

1 = ~ (a, b. c ... ) 
z=x.(a.,b,c ... ). 

Les fonction. f, +, X. sont la traduction analytiquc des rola-
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Sa fonction de repartition est 

F(x) = 1:"' j(t)dt ,(x ~ 0) 

Son esperance est E(X) = n, sa variance Var(X) = 2n. 

Son usage permet de con£lrmer ou in£lrmer avec un seuil de surete choisi 
(exprime en termes de pourcentages), une hypothese faite sur un phenomene 
aleatoire. 

Par ailleurs, on peut demontrer que si (Nl (n),N 2(n), ... N k (n)) est un veeteur 
multinomial de parametres net (Pt,P2, ... Pk) ,alors la loi de la variable aleatoire 

~ (N,. - nll,.)2 
L.J r converge vers une loi du X2 a k -1 degres de liberte. 
i=l Npi 

20.2. Les travaux anterieurs de Bravais 
II est a noter qu'Auguste Bravais avait soumis a l'Institut, en 1838, un memoire 
intituIe Analyse mathematique sur les probabilites des erreurs de situation d'un 
point. Un rapport concernant ce papier fut alors redige par Poisson et Savaryl 
mais la publication2 du memoire de Bravais n'eut lieu qu'en 1846. Cette 
publication contient la premiere exposition de la theorie de la correlation et 
donne la surface normale de probabilite pour deux variables. 

Le papier de Bravais traite Ie probleme de la determination d'un point dans 
un plan, comme l' avait entrepris Cotes. II fait I'hypothese que les cordonnees 
du point sont des fonctions connues d'un nombre £lni d'eIements et que 
chaque element a ete estime par un grand nombre d'observations si bien 
que, selon Ie theoreme limite central de Laplace, chaque element possede 
une distribution normale. II ecrit3 : 

« La determination du lieu occupe par un point dans I'espace depend d'un certain 
nombre d'elements au moins egal a trois; il en est de meme lorsque Ie point est 
assujetti a se trouver sur un plan donne, et, dans ce cas, Ie nombre des elements 
determinants do it etre au moins egal a deux. L'observation de ces elements consiste 
essentiellement en des mesures d'angles ou de longueurs, et quelquefois de durees. 
Les erreurs inevitables de ces diverses mesures devant reagir sur la situation du 
point, j'ai recherche !'influence qu'exerce sur ces erreurs possibles de situation la 
possibilite des erreurs elementaires, concurremment avec les coefficients de la 

1. eRAS du 9 juillet 1838, p. 77-78. 
2. Bravais A.,Analyse mathimatique sur les probabilitis des erreurs de situation d'un point, Mem. 

Acad. R. Sci. Inst. Fr., 9, 1846, p. 255-332. 
3. Page 255. 
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methode employee: toutefois, je me suis restreint au cas ou les elements sont 
determines par un grand nombre d'observations. » 

En negligeant les quantites du second ordre ou carres des erreurs, Bravais 
linearise les relations entre les cordonnees du point et les elements et obtient 
done un jeu d'equations OU les erreurs d'estimation des coordonnees sont des 
fonctions lineaires des n erreurs independantes, normalement distribuees et 
ayant des variances connues. 

Bravais demontre que les erreurs d'estimation des coordonnees ont des 
distributions multivariees normales, du moins pour les distribution bi et tri 
variees. 11 ajoute1 : 

« D'apres cette loi de formation, qui se trouve verifiee pour deux et trois variables, 
il est probable que la meme loi se continuerait dans Ie cas de quatre et meme d'un 
nombre quelconque de variables. [ ... J Mais la demonstration generale de cette loi 
de formation m'est inconnue. »2 

Un travail sur Ie meme sujet avait ete realise par Giovanni Plana3 en 1818, 
mais Bravais l'ignorait. 

20.3. Considerations a /'appui de la decouverte 
de Laplace sur la loi de probabilite 
dans la methode des moindres carres 

Dans ce memoire, Bienayme a ecrit4 en 1853 : 

« II semble, au premier abord, qu'il y ait un lien mysterieux entre les probabilites 
et cette integrale qui s'est presentee a M. Gauss dans ses premieres recherches, 
com me une consequence du principe de la moyenne arithmetique qu'il adoptait 
gratuitement, et qui est ensuite ressortie de I'analyse de Laplace, basee unique
ment sur ce que les observations sont en grand nombre. Aussi, plus d'un savant 
a-t-il pense qu'une connaissance mieux approfondie de la theorie des probabilites 
amenerait a reconnaHre que la loi de probabilite des erreurs est representee par la 

1 2 

fonction .[; e- f . Mais c'est la une de ces vues inexactes qui conduisent a des 

consequences erronees : et celle-ci en a produit en grand nombre, tant au point de 
vue theorique, que dans les resultats pratiques. II suffira de dire ici qu'il n'ya pas 
de liaison necessaire entre cette exponentielle et les lois de probabilites ; qu'elle 

1. Page 301. 
2. Cf. A. Hald, A History of mathematical statistics from 1750 to 1930, Wiley, 1998, 

p.504-506. 
3. Plana G. A. A.,AlIgemeine Formeln, um nach der Methode der kleinsten Quadrate die Verbes

serungen von 6 Elementen zu berechnen, and zugleich das jeder zukommenden Gewicht zu 
bestimmen, Z Astron. Verw. Wiss., 6, 1818, p. 249-264. 

4. Bienayme J., Considerations a I'appui de la decouverte de Laplace sur la loi de probabilite dans 
la methode des moindres carres, eRAS, 37, 1853, p. 309-324. 
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(llilrail des GOftlPTBS RENDlIS DBS SEANCES DB L'AC4DllMm DES SClBNCBS, tome XXXVII . , 
, dance .do 29 aodl f8S~.) 

CONSIDEB.!TIONS 
A L'APPUI DE LA DtCOUVERTE DE LAPLA.CE 

SUR LA LOI DE PROBABILITE DANS LA METHODE DES MOINDRE8 CAnnES I 

PAR M. BIENAyME. 

_Cl_ 

Dans la seancedu 8 aout 1853, l'Academie a entendu des remarques,des 
retlexiollS faites par M. Cauchy et par M. Le Verrier sur Ia methode des 
moindres carres. Ces reflexions n'out pas ete inserees dans Ie Compte rendu~ 
a mon grand r.egret, car eUes m'avaient paru d'un interet veritable. n n'a 
ete pubJie. que Ie Memoire de M. Cauchy, dont la lecture aV2i~ fourni l' oc
~asion de cetie espece .de disctis'Sion;. et je n'ai point Vu :r~prod~te une opi
nion qui m'avait semble I~ diriger dans ses observations' yerbales·. M. Cau
chy' avait nie l'exactitude du resultat si remarquable, decouvert et demontre 
par Laplace, et qui consiste en ce que la methode des moindres carres s' ap
plique auK. donnees des observations, queUe que soit la loi de probabilite 
des erreur~ .. J'ai cru pouyoir annoncer, alors, que j'aurais quelques bonnes 
raisons peut-etre ~ presenter 'a l'appui de l'opinion de Laplace; Je viens les 
exposer Ie plus brievement possible; quoique je sois en droit de faire remar
qp.er cependant que ie~ divers Meploires ou mor~eaux de Memoires publies 
par notre savant confrere, dlins les nOS 5, ,6 et 7 du Compte rendu~ ne 
justifient nullen;tent son assertion. Loin de la, scIon moi,' il ya telles parties 
de cette analyse si feconde, et parfois tres-ingenieuse, qui, avec bien peu 
de changements, demontreraient pleinement la decouverte d~ Laplace. Et 
si je me borne a l'indiquer, c'est que je ne veux pas meme avoir l'air d'eD" 
. faire la critique. . ' . / 

I 
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n'est qu'un moyen d'approximation tres commode, mais qui pourrait etre remplace 
par d'autres formules; que ce qui la ramene sans cesse, c'est qu'elle est tres propre 
a representer une fonction aux environs du maximum, mais qu'elle ne la represente 
qu'a peu pres; et que meme dans les questions OU elle offre Ie plus de facilite com me 
approximation, elle donne frequemment des resultats dont la faussete est manifeste 
des qu'on veut I'employer a des raisonnements un peu complexes, au lieu de la tenir 
pour ce qu'elle est reellement ; c'est-a-dire pour une pure machine arithmetique, 
bonne aux calculs numeriques. 
Mais il n'en est pas ainsi de la moyenne des carres des differences des erreurs a 
leur moyenne. Ce n'est pas un element arbitraire de I'approximation ; ni, comme 
Ie croyait M. Gauss, une mesure arbitraire de la precision, a laquelle on pourrait 
substituer toute autre moyenne de puissances de degre pair. Tout au contraire, la 
moyenne des carres renferme la condition fondamentale du developpement des 
probabilites a mesure que les observations se multiplient ; et s'il n'est pas permis 
de dire a priori qu'on ne saurait trouver quelque fonction plus avantageuse (autre 
que les moyennes de degre pair), on peut affirmer que dans I'hypothese d'une telle 
decouverte la fonction pourrait etre remplacee par un emploi convenable de la 
moyenne des carres. )) 

20.4. La controverse Bienayme-Cauchy 
Nous avons indique dans les rappe1s du paragraphe 20.1. que Ie systeme des 

multiplicateurs ky utilises par Legendre, Gauss et Laplace pour traiter la 
methode des moindres carres constitue en fait la recherche d'une matrice 

K de r x n elements K = {ky} , telle que l'on obtienne KM = 1, I etant la 
matrice unite. 

Cauchy avait aborde Ie probleme de la minimisation des erreurs en 18311. 
En 1853, il entreprend l'etude du systeme de multiplicateurs afin de montrer 
qu'il y a des situations OU Ie choix des moindres carres nest pas optimal. 11 
ecrif : 

« Si I'on nomme v la limite au-dessus de laquelle on veut abaisser I'erreur ~ de 
I'inconnue x, et P la probabilite de la cO'incidence de cette erreur avec une quantite 
comprise entre limites - v et + v, Ie systeme de facteurs correspondant a la plus 
grande valeur de P sera ordinairement, pour des valeurs de v suffisamment grandes, 
tres different de celui que donnerait la methode des moindres carres, quel que soit 
d'ailleurs Ie nombre n des quantites fournies par I'observation, et quelle que soit la 
limite X assignee aux erreurs que comportent ces memes quantites. )) 

Bienayme considera que les travaux de Cauchy etaient une critique des 
resultats de Laplace et une controverse naquit dans les pages des Comptes 

1. A. L. Cauchy, Memoire sur Ie systeme de valeurs qu'il fout attribuer a divers Eliments, deter
mines par un grand nombre d'observations, pour que la plus grande des erreurs, abstraction 
foite du signe, devienne un minimum, Jal Polytechnique, cahier 20, p. 175-248, 1831. 

2. CRAS, 37, p. 332. 
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Rendus a l'Academie des Sciences!. On trouvera dans Ie livre de Heyde et 
Seneta cite plus haut (en reference 2) une analyse complete du travail de 
Cauchy. La plupart des memoires de Cauchy concernant les probabilites ont 
ete publies dans les Comptes Rendus de l'Academie des Sciences de Paris 
(CRAS) en 1853.2 

20.5. L'lnegalite de Bienayme-Chebyshev 
L'inegalite de Bienayme apparait dans Ie memoire intitule Considerations a 
l'appui de la decouverte de Laplace sur la loi de probabilite dans la methode 
des moindres carres3• 

En voici une demonstration: 

Pour une variable aleatoire X dont l'esperance mathematique est m = E(X), 
la variance a-2, et la densite de probabilite fit), l'inegalite de Bienayme-Tche
bychev s'ecrit: 

1 
P( 1 X - m I> AU):S A 2 • 

Elle peut se demontrer de diverses manieres, dont celle-ci : 

U 2 = E((X _m)2) = I: (t-m)2 j(t)dt 

Qyel que soit c: >0 

u 2 = J~:' (t - m)2 j(t)dt + J,:~:' (t - m)2 j(t)dt + J,:, (t - m)2 j(t)dt 

1. I. Bienayme, Remarques sur les diffirences qui distinguent I'interpolation de M. Cauchy de la 
mithode des moindres carris, et qui assurent la supirioriti de cette mithode, CRAS, 37, 5-13, 
68-69,197-198,206. 

2. Voici une liste des travaux de Cauchy (en plus de la reference 11 ci-dessus) concernant 
les probabilites : 
- Mimoire sur !'interpolation, J. Math. Pures Appl. 2, 193-205 (1837), OC, II, 2, 5-17, 

1835 ; Mimoire sur l'ivaluation d'inconnues dite}'minies par un grand nombre d'iquations 
approximatives du premier degri, CRAS, 36, 1114-1122, 1853. 

- Mimoire sur !'interpolation, ou remarques sur les remarques de M.]ules Bienaymc, CRAS, 
37,64-69,1853. 

- Slir la nouvelle mithode d'interpolation comparie a la mithode des moindres carris, CRAS, 
37,100-109,1853. 

- Sur les risultats moyens d'observations de meme nature, et sur les risultats les plus probables, 
CRAS, 37,198-206,1853. 

- Slir la probabiliti des erreurs qui affictent des risultats moyens d'observations de meme nature, 
CRAS, 37, 264-272,1853. 

- Sur la plus grande erreur a craindre dans un risultat moyen, et sur Ie systhne de facteuTS qui 
rend cette plus grande en-eur un minimum, CRAS, 37, 326-334,1853. 

- Mimoire sur les risultats moyens d'un tres grand nombre des observations, CRAS, 37, 
381-385,1853. 

3. CRAS, 37, p_ 309-324, 1853. 
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2 f~:'; (t - m)2 !(t)dt + fm:,; (t - m)2 !(t)dt 

2c2(f~:';!(t)dt+ fm:,;!(t)dt) 

2c2p(1 X -m I> c). 

En posant c =)..(]' ,on a 

(]'2 1 
P( 1 X - m I> )..(]') < - = -. - ).. 2(]'2 ).. 2 

Cette inegalite peut s'ecrire, pour tout a > 0 : 

(]'2 

P(IX -ml>a):S-2 . 
a 

Egalite de Bienayme 

L'Egalite de Bienayme, qui, selon lui, justifie a e1le seule la methode des 
moindres carres, specifie que la variance d'une somme de variables aleatoires 
independantes est egale a la somme des variances de ces variables. 

En effet: 
Var(2: X ) = E(2:X; -E(2: X ))2) 

; 

= E[(~X; -E(X))2j 

= 2:E(X; -E(X)).(Xj -E(X))) 
i,j 

= 2:Var(XJ 
; 

20.6. Biographie de Bienayme (1796-1878) 
Irenee Jules Bienayme est ne a Paris Ie 28 aout 1796. Les periples familiaux 
font qu'il est d'abord inscrit au lycee de Bruges. De retour a Paris, il entre 
au lycee Louis Ie Grand. 11 reussit Ie concours d'entree a l'Ecole Polytech
nique en 1814, puis participe lors de cette meme annee a la defense de Paris. 
11 integre finalement l'Ecole en 1815, mais il fait partie de la promotion 
qui est exc1ue l'annee suivante par Louis XVIII a cause de ses sympathies 
bonapartistes. En 1818, Bienayme devient professeur de mathematiques a 
l'Academie militaire de Saint-Cyr, puis, deux ans plus tard rejoint l'admi
nistration des finances. 11 est rapidement nomme inspecteur et deviendra 
inspecteur general en 1834. 
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Apres la revolution de 1848, il est ecarte de 1'administration « pour manque 
d'esprit republicain ». 11 devient professeur de probabilites a la Sorbonne 
mais perd son poste en 1851. 11 occupe alors un role de conseiller, expert en 
statistique, pour Ie gouvernement de Napoleon III. En 1852, Bienayme est elu 
a l' Academie des sciences et sera pendant 23 ans examinateur pour la remise 
du prix de statistiques. 11 est membre fondateur de la Societe mathematique 
de France et en assure la presidence en 1875. 

Bienayme n'est pas un mathematicien tres prolixe : il n'a publie au cours 
de sa carriere que 23 articles, dont certains sont parus dans des revues peu 
connues. Ses premiers travaux concernent la demographie et les tables de vie. 
11 etudie ensuite la taille des jurys et la majorite necessaire a la conviction. En 
disciple de Laplace, il prend sa defense dans diverses polemiques. Bienayme, 
tres influence par la 1heorie analytique des probabilitis de Laplace, generalise 
sa methode des moindres carres. 

Bienayme est egalement un linguiste distingue. 11 traduit du russe au franc;ais 
les travaux de son ami Pafnuti Chebyshev. Bienayme publie, en 1869, ce qui 
deviendra la fameuse « inegalite de Bienayme-Tchebychev» qui fournit une 
demonstration simple et precise de la loi des grands nombres. Bienayme est 
egalement en contact epistolaire avec Qyetelet, pionnier des etudes demo
graphiques, ainsi qu'avec Cournot et Lame. 

Bienayme est mort a Paris Ie 19 octobre 1878. 

20.7. Principaux memoires de Bienayme 
« Memoire sur la probabilite des erreurs d'apres la methode des moindres 
carres », in Journal de Liouville 1, 17, 1852, p. 33-78 et MemoiresAc. Sc., 
Institut de France, tome XV, 1858, p. 615-663. 

Considerations it l'appui de la decouverte de Laplace sur la loi de probabilite 
dans la methode des moindres carres, CRAS, 37, p. 309-324.1853. 

Remarques sur les differences qui distinguent l'interpolation de M Cauchy de 
la methode des moindres carres, et qui assurent la superiorite de cette methode, 
CRAS, 37, 5-13, 68-69, 197-198,206, 1853. 

Application d'un thioreme nouveau du calcul des probabilitis, CRAS,81, 
417-423,1875. 
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George Boole (1815-1864), est un mathematicien britannique surtout 
connu comme Ie createur de la logique classique, fondee sur une structure 
algebrique, appelee aujourd'hui algebre de Boole, mais il a egalement aborde 
Ie domaine des probabilites. 

21.1. Les diverses publications de Boole 
Des 1842, Boole etudie la theorie des invariants, fort utile depuis en physique 
relativiste, et publie en deux parties dans Ie Cambridge Mathematical JournaP 
ses resultats sur ce sujet sous Ie titre Exposition of a general theorie of Linear 
Transformations. 

Boole ecrit aussi deux traites didactiques qui seront utilises jusqu'a la fin 
du XIX" siecle et plusieurs fois reedites : Son Treatise on dijferential equa
tions (Cambridge, 1859) et son Treatise on the calculus of finite dijferences 
(Cambridge, 1860). 

En plus de deux grands ouvrages sur la logique2, Boole redige une cinquan
taine de memoires scientifiques dont une dizaine sur les probabilites3• Boole 
considere que la probabilite d'une conclusion est relative aux fondements 
sur lesquels elle est basee. 11 ecrit dans son article On a general method in 
the theory of probabilities4 « La definition de la probabilite implique qu'une 
probabilite est toujours liee a notre niveau actuel d'information etvarie avec 
ce niveau ». Plus tard il affirme dans On the application of the theory ofproba
bilities to the question of the combination of testimonies or judgement; : « Notre 
estimation de la probabilite d'un evenement ne varie pas absolument avec 

1. Vol. 3, p.1-20 et 106-119. 
2. Les deux ouvrages majeurs de Boole relatifs a la logique mathematique sont : 1he math

ematical analysis of Logic, being an essay towards a calculus of deductive reasoning (Cambridge, 
1847) etAn investigation oflawsofthought ... (Londres,1854). 

3. Sans compter An investigation of the laws of thought, dont l'edition originale comporte 
cent cinquante-cinq pages sur la theorie des probabilites, sur un total de quatre cent 
vingt-quatre. 

4. Phil. Mag. 4th Series, 1854. 
5. Edin. Phil. Trans., vol. XXI, p. 597-602,1857. 
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les circonstances qui affectent son occurrence mais avec notre connaissance 
de ces circonstances.» 

En 1851 Boole precise sa recherche dans son article On the theory ofproba
bilities, and in particular on Mitchell's problem of the distribution offixed stars1 : 

« 11 y a deux conditions pour la construction d'une methode parfaite pour Ie 
calcul des probabilites : 1) la construction prealable d'une methode generale 
pour determiner la dependance logique de toute proposition par rapport a une 
autre proposition donnee ou a un ensemble de propositions. 2) La deduction, 
a partir de cette expression de la relation entre leurs probabilites. » 

Dans The laws of though, Boole donne deux definitions de l'independance 
de deux evenements. La premiere est adequate : « Deux evenements sont 
dits etre independants quand la probabilite d'occurrence de chacun d'entre 
eux n'est pas affectee par notre esperance d'occurrence ou de non survenue 
de l'autre.» Mais dans une deuxieme definition, il dit que deux evenements 
sont independants sauf si nous savons qu'il y a une connexion invariable entre 
eux. Les deux definitions n'etant pas consistantes, l'erreur est signalee par 
H. Wilbraham dans son article On the theory ofchances developed in Professor 
Boole's Laws ofthougP.John Maynard Keynes (1883-1946), dans son livre 
A Treatise on Probability declare que les solutions donnees par Boole aux 
problemes I a VI du chapitre :xx: des Laws of though (que De Morgan a 
lui aussi contestees dans sa correspondance avec Boole) sont inexactes. 11 
faut cependant noter que l'exposition de la theorie des probabilites sous 
la plume de Boole a evolue avec Ie temps et les publications. La derniere 
d'entre elles On the application of the theory of probabilities to the question of 
the combination of testimonies or judgements de 1857, deja citee plus haut, est 
la plus correcte et la meilleure. Boole presente son papier a la Royal Society 
d'Edimburg et il obtient Ie prix Keith, la plus haute distinction decernee 
par cette institution. 

Dans Ie domaine des probabilites, Ie nom de Boole reste cependant attache 
a l'inegalite suivante4 : Pour des evenements A; (1::; i ::; n) 

n 

P(U;'=l A;) ::; 2: P(A;) 
;=1 

En utilisant la complementation, cette inegalite peut s'ecrire : 
n 

p(n;'=l A) ~ 1-2:(1- P(A)) 
;=1 

1. London, Edinburg and Dublin Phil. Mag, supplt to vol. 1, 4th series, 1851, p. 521-530. 
2. Phil. Mag. 4th series, vol. VII, p. 465, 1854. 
3. Londres, 1921. 
4. C£ C.C. Heyde, E. Senata, Statisticians of the centuries, Springer N.Y. 2001. 
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Cette inegalite reste valable sans que les evenements soient mutuellement exclusifs 
ou independants. Elle est la premiere d'une suite d'inegalites de complexites 
croissantes appelees inegalites de Bonferroni (1892-1960), bien que la premiere 
soit due a Boole. Stigler observe avec humour, en appelant sa loi : loi de Stigler, 
que Ie nom d'une decouverte est rarement attache a son auteur!. 

Pour revenir aux prolongements des Laws of thought, on sait que la logique 
binaire de Boole est universellement utilisee en informatique. Les contri
butions ulterieures de John von Neumann (1903-1957) et Alan TUring 
(1912-1954) seront decisives dans ce do maine de meme que celIe de Claude 
Shannon (1916-2001). Shannon publie son memoireA Mathematical1heory 
ofGommunication dans Ie Bell System Technicaljournal en 1948. Cet article 
pose les bases de la theorie de l'information et propose de transmettre des 
mots, des sons ou des images sous forme d'une suite de signaux d' amplitudes 
o ou 1 sur une liaison electrique filaire. 11 definit dans ce papier les notions 
de quantite d'information, de taux de transmission, de codes de commu
nication et de fiabilite avec laquelle l'information peut etre transmise en 
presence de bruit. 

Enfin, la logique des classes (ou ensembles), concrue par Boole aura un 
enorme developpement ulterieur: «L'algebre de Boole, qui trouve en grande 
partie son origine dans cet ouvrage classique, a eu une influence de plus 
en plus grande dans toutes les branches des mathematiques. De nos jours, 
les generalisations qu'elle a connues jouent un role important en topologie 
generale, en geometrie projective, dans la theorie des algebres abstraites, 
en analyse fonctionnelle et en theorie ergodique generale, ainsi que dans la 
constitution de relais electriques, sans oublier les applications logiques qui 
en etaient Ie but initial. O!ti peut dire quels autres usages lui seront trouves 
dans Ie pro chain siecle ! » ecrivait Garrett Birkhoff en 1954, a l'occasion du 
centenaire des Laws of though. 

Une algebre de Boole est definie par un ensemble B, auquel sont associees deux operations 
binaires U et n (union et intersection). Cette algebre verifie par definition les axiomes 
suivants: 

• U et n sont des operations binaires commutatives. Pour deux elements x et y de B, 
on a : 

xU y = y U x et x n y = y n x 
• U et n sont deux operations distributives I'une par rapport a I'autre. Pour trois elements 

x, yetzde B, on a: 
xU(ynz) = (xU y)n(x Uz) et 

xn(yUz)=(xny)u(xnz) 

Chacune des operations U et n possede un element neutre dans B, qui sont notes a et 
1, tels que: 0 U x = x et 1 n x = x 

1. S.M. Stigler, Stigler's law ofeponymy, Transactions of the New York Academy of Sciences, 
39, 1980,p. 147-157. 
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• A tout element x de I'ensemble S, on associe un element appele complement de x que 
I'on peut noter t, tel que x U Xl = 1 et x n Xl = 0 . 

Boole est a I'origine de la notion d'ensemble et du calcul sur ces ensembles qu'il appelle 
classes d'objets. 

21.2. Le challenge Problem de Boole 
et la controverse avec Cayley 

Le probleme a ete propose par Boole en 1851 dans Ie Cambridge and Dublin 
math.JournaP. Voici son enonce: 

« Les probabilites a prioride deux causes Al et A2 sont c1 et c2 respectivement. 
La probabilite que si la cause Al se produit, un evenement E I'accompagnera est 
PI et la probabilite que E accompagne A2 ,si A2 se presente est P2 . De plus E 
ne peut se produire en I'absence des causes Al et A2 . On demande la probabilite 
de I'evenement E. » 

Un resultat fut donne par Arthur Cayley (1821-1895) en 1853, dans Ie Philo
sophical magazine2quelques mois avant la publication des Laws of1hought. 
Boole declara que les resultats de Cayley etaient faux et il developpa lui
meme une solution apres avoir precise qu'il avait res:u nombre de solutions 
de mathematiciens eminents, toutes differentes les unes des autres, et toutes 
fausses. La solution de Boole, apres de longs calculs est que u,la probabilite 
de l'evenement E est la racine de l'equation 

[1-c1(1- P1)-u][1-c2(1- P2)-U]_ (U-C1P1)(U-C2P2) 

1-u 

qui est plus grande que C1P1 et C2P2 et plus petite que 1-c1 (1- PI) , 
1-c2(1- P2) ou C1P1 +C2P2 . 

J. M. Keynes3 a montre que la solution de Boole est fausse et il a donne la 
sienne. 

Finalement Cayley publia en 1862 un papier accompagne d'une lettre de 
Boole faisant Ie point de leurs divergences4• 

21.3. Biographie 
George Boole natt Ie 2 novembre 1815 a Lincoln, dans l'est de la Grande
Bretagne.II est Ie fils de John Boole et de Mary Ann Joyce. Son pere exerce Ie 
metier de cordonnier mais s'interesse a la fabrication d'instruments d'optique 

1. 4th series, Supplt to vol. I, p. 521-530. 
2. Phil. Mag., 4th series, vol. VI. 
3. A Treatise of probability, London, Macmillan, 1921, page 187. 
4. On a Question in the 1heory of Probabilities (Including a letter from Professor Boole), Philo

sophical Magazine, Series 4, volume 23, n° 155, 1862, pages 361-365. 
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et aux sciences. George est initie dans ces domaines par son pere et frequente 
une ecole primaire a Lincoln puis une ecole commerciale. II apprend Ie latin 
aupres d'un libraire local et acquiert par lui-meme des connaissances en 
Grec, Frans:ais, Allemand. A seize ans, il devient l'assistant d'un instituteur 
a Doncaster, situe a environ quarante kilometres de Lincoln, puis, en 1835 , 
il cree son propre etablissement d'enseignement. Faute de moyens financiers , 
il ne peut alier a l'Universite et il approfondit, en autodidacte, ses connais-
sances en mathematiques. Sa reputation locale devient telle, qu'alors qu'il 
n'a que dix-neuf ans, on lui demande de prononcer une allocution lors de 
l'inauguration d'un buste de Newton, natiflui aussi du Comte de Lincoln. 
Ce sera la premiere publication de Boole. Elle est intitulee An address on 
the Genius and Discoveries of Sir Isaac Newton. En 1841, il fait inserer dans 
Ie Cambridge Mathematicaljournal qui vient d'etre cree, ses Researches on the 
theory of analytical transformations, with a special application to the reduction oj 
the general equation of the second order. Le jeune Duncan Gregory (1813-1844) 
est l'un des editeurs du journal de Cambridge et il va influencer Boole dans 
ses premiers travaux d'algebre. En 1842, Boole a son premier contact avec 
Augustus De Morgan (1806-1871), qui est deja un mathematicien renomme. 
lIs deviennent amis et Ie resteront toute leur vie comme Ie prouvent leurs 
correspondances. En 1844, Boole publie dans les Philosophical Transactions 
of the Royal Society of London une etude sur les equations differentielles et la 
theorie des operateurs intitulee On a general method in Analysi?- et une Royal 
Medallui est decernee pour cet important travail. Boole et De Morgan rendent 
publics simultanement deux travaux relatifs ala logique fin novembre 1847: 
7be mathematical analysis of Logic, being an essay towards a calculus of deduc
tive reasoning (Cambridge, 1847) de Boole et Formal Logic, or the calculus 
of inference, necessary and probable (Londres, 1847), de De Morgan. Tandis 
que De Morgan reste plutot attache a la tradition classique du syllogisme, 
Boole presente un traitement algebrique des concepts. 

Bien qu'il ne possede aucun diplome universitaire, Boole, en 1849, postule 
pour Ie poste de professeur de mathematiques au Queen's College de Cork en 
Irlande, nouvellement cree, et ill'obtient. II occupera ce poste durant toute sa 
vie et gagnera rapidement la reputation d'etre un enseignant exceptionnel. En 
1855, il epouse Marie Everest (1832-1916), la niece de Sir George Everest 
(dont Ie sommet de l'Himalaya porte Ie nom) qui lui donnera cinq filles. 
En 1857, il est elu Fellow a la Royal Society de Londres. Les Universites de 
Dublin et d'Oxford lui decernent aussi des diplomes honorifiques. 

En 1864, il prend froid sous une averse en se rendant a son College et meurt 
Ie 8 decembre 1864 a Baliintemple pres de Cork, d'une pneumonie, a rage 
de quarante-neuf ans. 

1. Vol.2, p. 64-73. 
2. Vol. 134, p. 225-282. 
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21.4. Publications de Boole relatives aux probabilites 
- Proposed Questions in the 7heory of Probabilities, Cambridge and Dublin 

Math. Journal, 1852, 

- On the 7heory of Probabilities, and in particular on Michell's Problem of the 
distributton ofthefixed Stars, Phil. Mag., 1861. 

- On a General Method in the 7heory of Probabilities, Phil. Mag., 1852. 

- On the Solution of a Question in the 7heory of Probabilities, Phil, Mag., 
1854. 

- Reply to some Observations published by Mr. Wilbraham in the Phil Mag, 
vii. p. 465, on Boole's Laws of7hought, Phil. Mag., 1854. 

- Further Observations in reply to Mr. Wilbraham, Phil. Mag., 1854. 

- On the Conditions by which the Solutions of Questions in the 7heory of 
Probabilities are limited, Phil Mag., 1854. 

- On certain Propositions in Algebra connected, with the 7heory of Probabilities, 
Phil. Mag., 1855. 

- On the Application of the 7heory of Probabilities to the Question of the 
Combination of Testimonies or Judgments, Edin, Phil. Trans, vol. XXL, 
p. 597-652, 1857. 

- On the Theory of Probabilities, Roy. Soc. Proc., vol. XII, p. 179-184, 
1362-1863. 
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22.1. Memoire sur Des va/eurs moyennes 
Les deux publications les plus importantes de Chebyshev dans Ie domaine 
des probabilites sont : 

o Srednikh velichinakh (1867) traduite en frans;ais sous Ie titre Des valeurs 
moyennes1 et 0 dvukh teoremakh otnositelno veroyatnostey, (lue Ie 10 mars 1887) 
traduite sous Ie titre Sur deux thioremes relatifi aux probabilite?-. 

La premiere de ces publications donne une demonstration precise de la loi 
generalisee des grands nombres. 

Nous donnons ci-dessous les enonces des theoremes (sans la demonstration 
assez simple mais assez longue que ron peut par exemple consulter dans les 
(Euvres completes3) : 

« Si nous convenons d'appeler esperance mathematiqued'une grandeur quelconque, 
la somme de toutes les valeurs qu'elle est susceptible de prendre, multipliees 
par leurs probabilites respectives, iI nous sera aise d'etablir un theoreme tres 
simple sur les limites entre lesquelles restera renfermee une somme de grandeurs 
quelconques. 

Theoreme 1 
Si I'on designe par a, b, c, ... les esperances mathematiques des quantites 

x, y, z ... , 
et par al'bl'cl"" les esperances mathematiques de leurs carres 

x2, y2, Z2, ... 
la probabilite que la somme 

x+y+z+ ... 
est renfermee entre les limites 

a + b + c + .. , + a~""'a-l -+-b-1-+-C1-+-.. -. _-a-2-_-b-2 -_-c-2-_-••• ,et 

1. lal de Liouville, 2" serie, 12, 1867, p. 177-184. 
2. Acta Mathematica, t. XIV, 1890-1891, p. 805-815. 
3. (Euvres de P. L. Tchebychef, A. A. Markov et N. Y. Sonin ed., 2 vols, St-Petersbourg : 

Academie imperiale des sciences, 1899-1907. 
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a+b+c+ ... -a~al +b1 +c1 + ... _a2 _b2 _c2 -... sera toujours 
plus grande que 

1-~ , quel que so it (Y. • )) 

a 
Independamment de Bienayme, Chebyshev prouva done, en 1867, l'inega
lite qui porte leurs deux noms et que l'on ecrit, avec les notations Xi' J.Li, a; 
respectivement pour les variables, les valeurs moyennes et les variances: 

1 
P{I L:Xi - L:J.Li 1< a(L:(anI/2 } 2: 1- -2 ,pour tout a >0. 

a 

En 1874, Chebyshev participa au congres de l'AFAS (Association franc;aise 
pour l'avancement des sciences) a Lyon et reconnut l'anteriorite de Bienayme. 
Dans Ie texte de son intervention publiee dans Ie Journal de Liouvilfe1, il 
ecrit : 

« La demonstration simple et rigoureuse de la loi de Bernoulli. que I'on trouve dans 
ma note, sous Ie titre Des valeurs moyennes, n'est qu'un des resultats que I'on 
tire aisement de la methode de M. Bienayme, et d'apres laquelle iI est parvenu 
lui-meme a demontrer une proposition sur les probabilites, d'ou la loi de Bernoulli 
decoule directement. » 

Rappe10ns que l'inegalite de Bienayme apparait dans son memoire intitule 
Considerations a l'appui de la decouverte de Laplace sur la loi de probabiliti dans 
la methode des moindres carre;. 

Theoreme 2 
Si les esperances mathematiques des quantites 

x, y, z ... , ... , x~ y~ z~ ... 
sont respectivement 

a, b, C, ... al' bl' cl' ... , 

la probabilite que la difference entre la moyenne arithmetique des N quantites x, y, 
z, ... et la moyenne arithmetique des esperances mathematiques de ces quantites 
ne surpassera pas 

~ I a1 + b1 + c1 + ... _ a2 + b2 + c2 + ... 
tV N N 

sera toujours plus grande que 

que I que soit t. 

Theoreme 3 

t 2 

1-
N' 

Si les esperances mathematiques des quantites 

et de leurs carres 

1. Se,19,p.157-158,1874. 
2. eRAS, 37, p. 309-324, 1853. 
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u;,u;,u;, ... 
ne depassent pas une limite finie quelconque, la probabilite que la difference entre la 
moyenne arithmetique d'un nombre Nde ces quantites et la moyenne arithmetique 
des esperances mathematiques sera moindre qu'une quantite donnee, se reduit 
a I'unite, quand N devient infini. 
Dans I'hypothese particuliere que les quantites 

U1'U2 ,U3 ,··· 

se reduiront a I'unite ou a zero, selon qu'un evenement E a ou n'a pas lieu dans la 
1 re, 2e, ... Nieme epreuve, no us remarquerons que la somme 

U1 +U2 +U3 + ... +UN 

donnera Ie nombre de repetition de I'evenement E en N epreuves, et la moyenne 

arithmetique U1 + U2 + U3 + ... + UN 

N 
representera Ie rapport du nombre de repetition de revenement E au nombre des 
epreuves )). 

L'application du theoreme 3 amene Chebyshev a Ia conclusion suivante: 

« Lorsque Ie nombre des epreuves devient infini, on obtient une probabilite, aussi 
rapprochee que ron veut de runite, que la difference entre la moyenne arith
metique des probabilites de cet evenement. pendant ces epreuves, et Ie rapport du 
nombre des repetitions de cet evenement au nombre total des epreuves, est 
moindre que toute quantite donnee. 
Dans Ie cas particulier ou la probabilite de revenement reste la me me pendant toutes 
les epreuves, no us avons Ie theoreme de Bernoulli. )) 

22.2. Memoire Sur deux theoremes 
re/atifs aux probabilites 

L'autre memoire 0 dvukh teoremakh otnositelno veroyatnostey, traduit sous 
Ie titre Sur deux theoremes relatifs aux probabilites est relatif a un rappel de 
la Ioi des grands nombres (rappel du theoreme 3 donne plus haut) et a 
l'application de Ia methode des moments pour l'extension aux sequences de 
quantites aleatoires independantes du theoreme de Ia limite centrale de De 
Moivre et Laplace. 

Chebyshev etablit ce qu'il appelle un theoreme« sur Ies probabilites a l'aide 
duquelia determination des valeurs Ies plus sures des inconnues, quand on a 
un grand nombre d'equations qui contiennent des erreurs accidentelles plus 
ou moins considerables, se ramene a la methode des moindres carres. » 

11 enonce Ie theoreme comme suit: 
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« Si les esperances mathematiques des quantites 
Ul'U2 ,U3 ,· .. 

sont toutes nulles et si les esperances mathematiques de toutes leurs puissances 
ne depassent pas une limite finie quelconque, la probabilite que la somme 

u1 +u2 +u3",,+ulI 

d'un nombre n de ces quantites, divisee par la racine carree de la double somme 
des esperances mathematiques de leurs carres, sera comprise entre deux limites 
quelconques tet t'se reduit a 1 fl' 2 

I e-x dx .)) 
"7r I 

22.3. Biographie de Chebyshev (1821-1894) 
Pafnuty Lvovich Chebyshev est ne Ie 16 mai 1821 a Okatovo, une petite 
ville de l'ouest de la Russie, situee dans la province de Kaluga. Son pere, Lev 
Pavlovich est un militaire qui a fait la campagne de Russie contre Napo
leon. A la naissance de son fils, il est a la retraite et mene une vie paisible de 
proprietaire aise. La mere de notre futur mathematicien, Agrafena Ivanova 
Pozniakova, s'occupe de sa nombreuse progeniture. La famille comptera, au 
total, neuf enfants. Pafnuty Lvovich est eleve dans Ie domaine familial et 
apprend la lecture avec sa mere. 

En 1832, alors que Pafnuty n'a que onze ans, sa famille demenage pour 
Moscou.I1 n'est toujours pas inscrit a l'ecole, mais son education se renforce 
par la venue d'un excellent precepteur en mathematique et physique, P.N. 
Pogore1skP. Lorsque Chebyshev entre a l'universite de Moscou, en 1837, il 
vient tout juste d'avoir dix-sept ans, mais il possede deja une solide formation 
scientifique. De plus, il a la chance d' avoir comme professeur de mathematiques 
appliquees Nikolai Dmetrievich Brashman. Ce dernier, en plus de ses cours 
sur la construction mecanique et sur l'hydraulique, enseigne a ses etudiants la 
theorie de l'integration des fonctions algebriques et Ie calcul des probabilites. 
Chebyshev reconnaitra toujours la grande influence que Brashman a eue sur 
lui durant ses annees d'universite et dans Ie choix de ses axes de recherches 
et se referera souvent a leurs « precieux entretiens prives ». Chebyshev est 
un etudiant brillant dans Ie departement de physique et mathematiques.l1 
redige en 1840 un memoire sur Ie calcul des racines des eq.uations par une 
methode iterative originale. En 1841, il obtient l'equivalent de la licence. Mais 
cette meme annee sa situation financiere change drastiquement. La famine 
en Russie eclate, ses parents sont obliges de quitter la ville et ne peuvent 
plus aider leurs fils. Neanmoins, Pafnuty decide de poursuivre ses etudes et 
s'inscrit au Master, sous la direction de son maitre Brashman. 

1. P.N. Pogorelski est l'auteur de certains des livres de mathematiques elementaires les plus 
populaires en Russie. 
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Vers la fin de 1842, Chebyshev ecrit son premier article (qu'il redige en 
fran<;ais) sur les integrales multiples. 11 Ie soumet a Liouville et Ie papier 
parait l'annee suivante dans Ie Journal des mathimatiques pures et appliquees. 
Son second article, toujours en fran<;ais, porte sur des problemes de conver
gence de la serie de Taylor et est edite en 1844 dans Ie journal de Crelle, 
Journal for die reine und angewandte Mathematik. Ses articles commencent 
a lui apporter une reconnaissance internationale. 

En 1846 Chebyshev soutient sa these de Master intitulee : Un essai sur une 
analyse elementaire de la thiorie des probabilites. 11 espere obtenir un poste a 
l'universite de Moscou, mais belas les opportunites sont rarissimes. Finalement 
en 1847, toujours dans l'espoir d'obtenir un poste, il soutient une autre these, 
cette fois sur Les methodes d'integration utilisant les logarithmes. Grace a ce 
travail il est nomme a l'universite de Saint-Petersbourg. En 1850 il obtient 
un poste de professeur extraordinaire, c'est-a-dire sans chaire. 

En 1852, il voyage a Paris, Londres et en Allemagne. A Paris, Liouville et 
Hermite lui demandent de generaliser la methode exposee dans sa these, ce 
qu'il fait, mais ses resultats seront publies beaucoup plus tard. 11 rencontre 
egalement Bienayme, Lebesgue et Ponceletl. A Londres, il travaille avec 
Cayley et Sylvester, tandis qu'a Berlin il rencontre Dirichlet. Chebychev 
realise des travaux importants dans plusieurs domaines : tbeorie des nombres 
ou il developpe la notion de congruence (il sera recompense par un prix 
de l'Academie des sciences) ; nombres premiers2 etc. 11 aime egalement 
combiner les aspects theoriques et appliques des mathematiques et, tres 
habile de ses mains, il con<;oit plusieurs machines arithmetiques ou autres 
structures mecaniques. C'est d'ailleurs dans un article consacre ala meca
nique qu'il a introduit les polynomes dits de Chebyshev3. Ce gout Ie porte 
meme, en paralle1e de ses cours a l'universite4, a faire, entre 1852 et 1856, un 
enseignement pratique de mecanique au lycee Alexandre, a Tsarskoe Selo5, a 

1. Tchebychev se rendra souvent en France, il y retournera en 1856 et 1864 et interviendra 
entre 1873 et 1882 awe sessions de I'Association Fmnraise POUI" l'Avancement des Sciences, 
ce qui Ie conduira en particulier Ii Lyon en 1873, a Clermont-Ferrand en 1876, a Paris 
en 1878 et La Rochelle en 1882. II retournera en France en 1884 et en 1893. 

2. II demontre en particulier, la conjecture de Joseph Bertrand, suivant laquelle il existe 
toujours un nombre premier compris entre n et 2n, des que n > 2. II etudie egalement Ie 
nombre p(n) de premiers inferieurs Ii n. Confortant une conjecture de Gauss, il obtient 
que si (p(n)log(n))/n admet une limite quand n tend vers l'infini, alors cette limite est 
necessairement 1. 

3. Cet article s'intitule : 1heol"ie des mecanismes connus SOliS Ie nom de parallelogrammes, 
1854. 

4. Chebyshev est nomme en 1860, titulaire d'une chaire de mathematiques, poste qu'il 
occupera pendant plus de vingt ans. En 1882 il quittera l'universite pour se consacrer 
entierement a la recherche. 

5. Tsarskoe Selo signifie« village royal» : c'etait la residence d'ete des Tsars. Depuis 1937 Ie nom 
de Tsarskoe Selo a ete transforme en celui de Pushkin, du nom du celebre poete russe. 
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25 km au sud de Saint-Petersbourg. En 1856, Chebyshev devient membre 
du Comite d'artillerie. Sa contribution y sera importante, en particulier dans 
Ie domaine de la balistique. Des mode1es et schemas mecaniques de notre 
mathematicien ont ete exposes a l'epoque au Conservatoire National des 
Arts et Metiers de Paris, et certains s'y trouvent encore!. 

Ses travaux Ie font admettre a l'Academie des sciences imperiale de Saint
Petersbourg, d'abord comme adjoint (1856) puis comme membre (1858). 
VAcademie des sciences de Paris l'accueille en son sein en 1860 en tant que 
correspondant et Ie nommera associe etranger en 1874. 

Chebyshev ne s'est jamais marie et a vecu seul dans une grande maison de 
dix pieces! 11 etait riche, mais ses seules depenses concernaient sa propriete. 
11 a eu une fille qu'il n a jamais reconnue officie11ement mais dont il a assure 
Ie confort materiel. 

Chebyshev est mort Ie 8 decembre 1894 a Saint-Petersbourg. 

Les travaux de Chebyshev sur l'integration des fonctions algebriques et sur 
la theorie des meilleures estimations des fonctions sont bien connus. 

Lyapunov, qui a suivi les conferences de Chebyshev dans les annees 1870 
a declare : « Ses cours netaient pas volumineux, et pour lui Ie bon critere 
netait pas la quantite de connaissance fournie ; il aspirait plutot a rendre clair 
les aspects les plus importants des problemes qu'il traitait. Ses conferences 
etaient animees et passionnantes ; les remarques sur la signification et l'im
portance de certains problemes, ainsi que sur les methodes scientifiques pour 
les resoudre, etaient toujours abondantes [ ... J. Ses conferences etaient tres 
stimulantes, les etudiants beneficiaient a chaque fois de quelque chose de 
nouveau et d'essentie1 ; il enseignait avec un grand recul et avait des points 
de vue inhabitue1s. » 

Les etudes de Chebyshev sur les theoremes limites des probabilites ont 
ete poursuivies et deve10ppees par ses successeurs bien connus, Markov, 
Lyapunov et Bernstein. 

22.4. Publications de Chebyshev 
- CEuvres de P. L. Tchebychef publiees par les soins de MM. A. Markoff 

et N. Sonin, Saint-Petersbourg, Academie des sciences, 1899-1907. 

- Demonstration elementaire d'une proposition generale de la tMorie des proha
hilitis, Cre11e's J. Reine Angew. Math., 33,259-267,1846. 

1. Chebyshev etait passionne par les machines a calculer. En particulier, un de ses articles, 
U,le machine arithmetique Ii mouvement continu, est reste fameux. 
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- Sur l'interpolation par la mithode des moindres carris, Mem. Acad. Sci., 
Saint-Petersbourg, (7) 1(15),1-24,1859. 

- Sur Ie diveloppement des fonctions a une seule variable, Bull. Phys. Math. 
Acad. Sci., Saint-Petersbourg, 1, 193-200, 1859. 

- Sur l'interpolation, Proc. Acad. Sci., Saint-Petersbourg, 4, n° 5.1864. 

- Des valeurs moyennes,Jal de Liouville, Math. Pures Appl. [2] 12,177-184, 
1867. 

- Sur l'interpolation des valeurs iquidistantes, Proc. Acad. Sci., Saint-Peters
bourg, 25, n° 5,1875. 

- Sur deux theoremes relatifs aux probabilites, Bull. Phys.-Math. Acad. Sci., 
Saint-Petersbourg, 55,1887. 

22.5. References 
- A. P. Yousschkevitch, Chebyshev, Diet. of Sci. Biog., tome 3, Scribners, 

New York, 1970, p. 222-232. 

- O. B. Sheynin, Chebyshev's lectures on the theory of probability, AHES, 
vol. 46, p. 321-340, 1994. 
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23.1. Le cours de Calcul des probabilites 
Le premier travail de Bertrand re1atif aux probabilites fut la traduction, en 
1855, de 1'ensemble des publications de Gauss consacrees aux moindres 
carres. Ce travail parut sous Ie titre Methode des moindres carres par C. R Gauss. 
Traduite par J BertrantJI. Il est extremement utile pour la comprehension des 
memo ires de Gauss, car la plupart avaient ete publies en Latin. 

Le principal ouvrage de J. Bertrand sur les probabilites, resume de les:ons 
faites au College de France, ne fut publie que beaucoup plus tard, en 18882 

sous Ie titre Calcul des probabilites. Ce livre s'adresse, plus ou moins, a des 
lecteurs ayant deja quelques notions de 1'histoire des probabilites, car Bertrand 
critique en permanence les travaux de ses predecesseurs, les contredit a plaisir 
et ne cite pas toujours ses sources.3 

Bernard Bru declare fort justement : 

« Ce livre, hautement apprecie des maitres de l'I~cole mathematique francaise de 
la Belle epoque, Darboux, Poincare ou Borel, et sans doute I'ouvrage "didactique" 
Ie plus commente et Ie plus copie entre 1888 et 1940, a subi apres la guerre un 
double discredit, celui tres general de presque tous les traites mathematiques 
francais, dont Ie style trap litteraire ne correspondait plus aux rigueurs algebriques 
du temps, aggrave de celui de presque tous les traites statistiques prefisheriens, 
peu conformes a la methode statistique ou aux methodes statistiques qui se sont 
imposees depuis la guerre. " 

A la page VI de la preface de son livre, Bertrand refuse, des l' abord, de definir 
Ie hasard: 

« Comment oser parler des lois du hasard? Le hasard n'est-il pas I'antithese de toute 
loi? En repoussant cette definition, je n'en praposerai aucune autre. " 

Mais en fait, par des exemples, il precise sa conception des lois du hasard 
dans sa preface. 

1. Paris, Mallet-Bacheller, 1855. 
2. J. Bertrand, Calcul des probabilites, Paris, Gauthier-Villars, 1888 
3. C£ B. Bru, Les lefons du Calcul des probabilites deJoseph Bertrand,Jal electronique d'histoire 

des probabilites et de la statistique, vol. 2, n° 2, decembre 2006. 
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« Sur Ie Pont-Neuf)), ecrit-il. « pendant une journee ou pendant une heure, on peut 
predire resolument que les passants de taille inferieure a deux metres remporteront 
par Ie nombre. Le pont ecarte-t-illes geants ? Quand, au jeu de des, on annonce 
quelles combinaisons prevaudront, c'est, com me pour les passants du Pont-Neuf 
une question d'arithmetique : les combinaisons qu'on ose exclure forment, dans I~ 
nornbre total, si les epreuves sont nombreuses, une proportion beaucoup moindre 
que, parmi les Parisiens, les hommes de six pieds de haut. )) 

Par ailleurs, les fondements des probabilites dites continues ou geometri
ques semblent mal definis pour Bertrand; car la definition classique de la 
probabilite, c'est-a-dire Ie rapport du nombre de cas favorables au nombre 
de cas possibles est claire si les nombres qui y figurent sont finis ; elle l'est 
encore comme limite d'une suite convergente lorsque les deux nombres 
tendent vers l'infini. Mais elle ne l'est plus si, au depart, les nombres sont 
infinis. Pour demontrer son propos, Bertrand pose Ie probleme des cordes 
d'un cercle, appe1e depuis paradoxe de Bertrand. 

Void l'enonce par Bertrand1 de ce que nous appelons son paradoxe : 

« On trace au hasardune corde dans un cercle. Quelle est la probabilite pour qu'elle 
soit plus petite que Ie cote du triangle equilateral inscrit ? 
On peut dire: si rune des extremites de la corde est connue, ce renseignement ne 
change pas la probabilite ; la symetrie du cercle ne permet d'y attacher aucune 
influence, favorable ou d8tavorable a rarrivee de revenement demande. 
Lune des extremites de la corde etant connue, la direction doit iHre reglee par Ie 
hasard. Si ron trace les deux cotes du triangle equilateral avant pour sommet Ie point 
donne, ils forment entre eux et avec la tangente trois angles de 60°. La corde, pour 
etre plus grande que Ie cote du triangle equilateral, do it se trouver dans celui des 
trois angles qui est compris entre les deux autres. La probabilite pour que Ie hasard 
entre trois angles egaux qui peuvent Ie recevoir Ie dirige dans celui-Ia semble, par 
definition, egale a 1/3. 
On peut dire aussi: si ron conna!t la direction de la corde, ce renseignement ne change 
pas la probabilite. La symetrie du cercle ne permet d'y attacher aucune influence, 
favorable ou d8tavorable a rarrivee de I'evenement demande. 
La direction de la corde etant don nee, elle doit, pour etre plus grande que Ie cote du 
triangle equilateral. couper I'un ou rautre des rayons qui composent Ie diametre 
perpendiculaire, dans la moitiela plus voisine du centre. La probabilite pour qu'il en 
so it ainsi semble, par definition, egale 1/2. 
On peut dire encore: choisir une corde au hasard, c'est en choisir au hasard Ie point 
milieu. Pour que la corde soit plus grande que Ie cote du triangle equilateral, il faut 
et il suffit que Ie point milieu so it a une distance du centre plus petite que la moitie 
du rayon, c'est-a-dire a rinterieur d'un cercle quatre fois plus petit en surface. Le 
nombre des points situes dans l'interieur d'une surface quatre fois moindre est quatre 
fois moindre. La probabilite pour que la corde dont Ie milieu est choisi au hasard soit 
plus grande que Ie cote du triangle equilateral semble, par definition, egale a 1/4, 

1. Galeul des probabilitis, Paris, Gauthier-Villars, 1888, p. 4-5. 

400 



Bertrand 

Entre ces trois reponses, quelle est la veritable? Aucune des trois n'est fausse, 
aucune n'est exacte, la question est mal posee. » 

Ce « paradoxe », dit « de Bertrand », souligne la dependance de la proba
bilite au mode de selection d'une corde « au hasard ». Lorsque Ie mode est 
specifie, Ie probleme possede une solution bien definie. En l'absence d'une 
definition du mode de selection, Ie terme « au hasard », dans « tracer une 
corde au hasard », est ambigu. Les trois solutions correspondent a des modes 
distincts et valables, et sont correctes dans chaque cas. 

Nous avons deja, dans divers chapitres, cite ou analyse des commentaires de 
Bertrand. Nous ajouterons simplement deux citations, l'une relative a l'ap
plication des probabilites aux decisions judiciaires1 et l'autre, a nouveau, au 
Paradoxe de Saint-Petersbourg deja aborde au chapitre Daniel Bernoulli : 

« L'application du calcul aux decisions judiciaires est. dit Stuart Mill, Ie scandale des 
Mathematiques. L'accusation est injuste. On peut peser du cuivre et Ie donner pour 
or, la balance reste sans reproche. Dans les travaux sur la theorie des jugements, 
Condorcet, Laplace et Poisson n'ont pese que du cuivre. La reunion, quelle qu'elle 
so it, qui peutjuger bien ou mal. est remplacee dans leurs etudes par des urnes ou ron 
puise des boules blanches ou noires. [ ... J On peut assurement supposer Ie nombre 
de boules noires egal a celui des jugements mal rendus, les deux problemes n'en 
restent pas moins fort differents et, pour tout dire, sans analogie. » 

En ce qui concerne Ie paradoxe de Saint-Petersbourg, Bertrand ecrit, avec 
raison2, dans son ouvrage de 1888 : 

« Quant au probleme de Saint-Petersbourg, il faut approuver absolument et simplement 
la reponse reputee absurde. Pierre possede, je suppose un million d'ecus et les donne 
a Paul en echange des promesses convenues. II est fou ! dira-t-on. Le placement est 
aventureux mais excellent; I'avantage infini est realisable. Qu'il joue obstinement, 
il perdra 1 partie, 1 ODD, 1 000 millions, un million de milliards peut-etre ; qu'il ne 
se rebute pas, qu'il recommence un nombre de fois que la plume s'userait a ecrire, 
qu'il differe surtout Ie reglement des comptes, la victoire pour lui est certaine, la 
ruine de Paul inevitable. Quel jour? quel siecle ? On I'ignore ; avant la fin des temps 
certainement, Ie gain de Pierre sera colossal. 
Une fourmi transporte un grain de poussiere de la cime du mont Blanc dans la plaine, 
retourne sur la hauteur, descend une nouvelle charge et recommence toujours. Apres 
combien de voyages aura-t-elle comble les vallees et nivele la chaine des Alpes? Le 
premier ecolier, sans consulter rarenaire d'Archimede, fera Ie calcul sans erreurs. Le 
dessein de la fourmi depasse ses forces, s'ecrieront des gens sages: elle mourra a 
la peine. Condorcet et Poisson ne sont pas moins sages. Pierre est un imprudent; il 
entreprend au-dela de son credit. une operation beaucoup trop longue; il est aussi 
certain pourtant de ruiner Paul que la fOllrmi de niveler la Suisse. )) 

1. Page XLIII. 
2. Page XI. 
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En ce qui concerne Ie probleme de la ruine du joueur, Bertrand lui cons acre 
Ie chapitre 6 de son traite. 

B. Bru1 rappelle qu'Ampere, dans sa toute premiere publication en 18022, 

avait calcule avant Bertrand la probabilite qu'un joueur de fortune finie m, 
soit ruine face a un adversaire infiniment riche au jeu de pile ou face, preci
sement a la nieme partie avec necessairement n = m + 2p, pour un entier p 
d ' C b b'l" m Cp- 1 1 onne. ette pro a lIte est - 1 • - • p n- 2" 
Bertrand montre, de plus, que si nest tres grand, la probabilite que Ie joueur 
soit ruine avant la nieme partie est 

2 Im,.[i;, 2 
1-- e- I dt .j; 0 • 

On retrouve la fonction erf (x) = l 1:'< e _~2 dc;, definie dans notre chapitre 12 

et qui est tabulee dans de nombreux ouvrages. 

Signalons egalement Ie celebre probleme du scrutin de ballottage3• Bertrand 
ecrit dans les CRAS : 

« On suppose que deux candidats A et B soient soumis a un scrutin de ballottage. 
Le nombre des votants est 1-£ . A obtient m suffrages et est elu, B en obtient 1-£ 
- m. On demande la probabilite pour que, pendant Ie depouillement du scrutin, 
Ie nombre des voix de A ne cesse pas une seule fois de surpasser celles de son 
concurrent. 2 
La probabilite demandee est m -1-£ . La demonstration est fondee sur la formule 

1-£ 
suivante qu'il est aise de rendre evidente : 
Si P", designe Ie nombre de combinaisons qui, dans Ie depouillement du scrutin, 
sont f~vorables a I'evenement demande, on a 

Pm+1,1'+1 = P,,,,I' + P",+1,I' . 

L'expression generale de P se deduit de cette formule, mais il semble vrai
semblable qu'un resultat a~~~i simple pourrait se demontrer d'une maniere plus 
directe. 
Si Ie nombre des votants est 60, iI faut, que Ie candidat elu obtienne 45 voix 
pour que la probabilite de conserver la majorite pendant toute la duree du scrutin 
so it egale a 1/2. II 

Bertrand donne une demonstration complete de ce resultat au paragraphe 18 
de son livre. 

1. B. Bru, Les lerons du Caleul des probabilitis de Joseph Bertrand, Jal electronique d'histoire 
des probabilites et de la statistique, vol. 2, n° 2, decembre 2006., p. 14. 

2. A. M. Ampere, Considerations sur la thiorie mathlmatique dujeu, Lyon, Perisse, 1802. 
3. eRAS, vol. 105, p. 369, 1887. 
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Le chapitre VIII du Traite de Bertrand! est relatif ala Loi des erreurs 
d'observations. 

Bertrand crique tout d'abord la theorie de Gauss de 1809.11 ecrit: 

« La loi rigoureuse de probabilite des erreurs d'observation varie sans doute avec la 
grandeur mesuree, comme avec Ie choix de !'instrument et I'habilete de I' observateur ; 
elle est inaccessible aux geometres. 
Euler, Bernoulli, Lagrange et Laplace ont fait des hypotheses dementies par les faits 
et mal justifiees par des preuves sans vraisemblance. 
Gauss, plus heureux, a deduit d'un raisonnement fort simple une loi que la demons
tration laisserait douteuse, mais que les consequences justifient. 
Lorsque plusieurs mesures d'une grandeur inspirent une confiance ega Ie, la valeur 
la plus probable est la moyenne de celles qu'iI a obtenues. 
Tel est Ie postulatum de Gauss. [ ... J. A la condition enoncee, il faut malheureuse
ment, en ajouter plusieurs autres qu'on ne dit pas. Nous devons signaler d'abord 
une difference essentielle entre la valeur la plus probable d'une grandeur et la 
meilleure valeur a adopter. 
La valeur la plus probable est celie dont la probabilite est la plus grande. [ ... J 
En disant : "En presence de plusieurs mesures d'une meme grandeur, Ie parti Ie 
meilleur est la valeur la plus probable", et : "La moyenne entre plusieurs mesures 
est la valeur la plus probable", on enonce deux propositions differentes. On a eu 
tort de les confondre. 
Supposons, pour donner un exemple, que I'on cherche I'origine probable d'une plante 
d'espece connue cueillie en France. Dans la liste des 100 localites ou I'espece se 
rencontre, on en trouve trois dans la meme commune du Cantal et les autres dans 
97 communes differentes du Finistere. 
La commune la plus probable est en Auvergne ; I'origine probable de la plante, la 
Bretagne. 
Apres avoir propose Ie postulatum qui a ete adrnis sans difficulte, Gauss represente 
par cp(b.)d b. la probabilite pour que I'erreur d'une mesure soit comprise entre b. 
et b. + db. ; la fonction cp(b.) est I'inconnue qu'iI veut determiner. 
Ici encore s'eleve une objection. La probabilite d'une erreur b. est-elle une fonction 
de b. ?)) 

Bertrand declare donc que Gauss aurait dft chercher, non pas la condition 
pour que la moyenne soit la valeur la plus probable de la veritable valeur de 
la grandeur mesuree, mais la condition pour que la moyenne soit la valeur 
probable de cette veritable valeur. 

Nous indiquerons au chapitre 24, la methode utilisee par Poincare2 pour 
generaliser la demonstration de Gauss en tenant compte des critiques de 
Bertrand. 

1. Pages 175-225. 
2. H. Poincare, Ca/cu/ des probabilitis, Paris, Gauthier-Villars, 1912, chapitre X, 

p.169-188, 
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Par ailleurs\ Bertrand critique egalement la methode du maximum de 
vraisemblance. 

In fine, Bertrand adhere2 a la methode decrite par Gauss en 1821-1823 dans 
La tMorie de fa combinaison des observations (7heoria combination is observa
tionum erroribus minimis obnoxiaeP. 

On trouve, sous la plume d'Oscar Sheynin, une analyse4 detaillee de l'en
semble des travaux de Bertrand. 

23.2. Biographie de Bertrand (1822-1900) 
Joseph Louis Fran~ois Bertrand est ne a Paris Ie 11 mars 1822. Son pere, 
polytechnicien, est medecin et journaliste. Enfant pro,dige,Joseph satisfait, 
a rage de 11 ans, a toutes les epreuves d'entree a l'Ecole Polytechnique, 
mais ne peut y etre admis, rage minimum etant de 16 ans. Entre onze et 
dix-sept ans, il obtient ses deux baccalaureats, sa licence et soutient une these 
de doctorat es sciences sur la theorie mathematique de l'electricite. 11 entre 
major a l'Ecole Polytechnique en 1839, a 17 anss, puis a l'Ecole des Mines de 
Paris. 11 est ensuite re~u premier au concours d' agregation de mathematiques 
et devient professeur de mathematiques au Lycee Saint-Louis. Enfin il est 
nomme examinateur, puis professeur d'analyse a l'Ecole Polytechnique (en 
1852, a 30 ans) et maitre de conferences de calcul differentiel et integral a 
l'Ecole Normale Superieure. En 1862, il remplace Jean-Baptiste Biot ala 
chaire de physique mathematique du College de France. Entre-temps, il 
est elu membre de l'Academie des sciences en 1856, la meme annee que Ie 
mathematicien Charles Hermite, egalement ne en 1822, qui est son beau
frere6• En 1874, a la mort d'Elie de Beaumont, il est elu secretaire perpetue1 
de l' Academie des sciences et remplace, la meme annee,J ean-Baptiste Dumas 
a l'Academie fran~aise. 

Trois des fils de Joseph Bertrand sont egalement entres a Polytechnique : 
Marcel (1847-1907) qui integra Ie corps des mines et qui deviendra un 
geologue de grande renommee,Joseph Desire (1853-1929) et Leon Gratien 
(1858-1951). 

Bertrand publie, des 1843, a l'occasion de ses recherches d'analyse pure, 
de mecanique rationnelle et de physique mathematique, divers memoires 
sur la theorie des surfaces {Courbure des surfaces ; Normafes principafes des 

1. Pages 181-183. 
2. Chapitre X, 1heorie des moyennes ?, p. 247-258. 
3. Cf. notre chapitre 16. 
4. O. B. Sheynin, 7heoryofprobability, an historical essay, N. G. Verlag, Berlin, 2005, § 11. 
5. Fait unique dans Ies annales de l'Ecole Polytechnique il y entre avec deja Ie titre de docteur 

es sciences. 
6. L'une des deux filles de Charles Hermite epousera Ie grand scientifique Emile Picard. 
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courbes II double courbure; Tautochranes, etc.). Sa publication Surface des andes 
est importante pour l'optique. On lui doit aussi un monumental TraiN de 
Calcul differentiel et inNgral, des lec;ons sur Ie Calcul des probabilites, une 
1heorie mathematique de l'electriciN, des lec;ons sur la capillariN, et un cours 
de 1hermodynamique. 11 est egalement l'auteur de plusieurs biographies de 
grands physiciens. En 1845, en analysant une table de nombres premiers 
jusqu'a 6 000 000, il fait la conjecture qu'il y a toujours au moins un nombre 
premier entre un nombre n et son double (en fait 2n - 2) pour tout n plus 
grand que 3. Pafnuti Chebyshev demontrera cette conjecture en 1850. 

Joseph Bertrand est mort a Paris Ie 3 avril 1900, a rage de 77 ans. 

23.3. Principaux ouvrages de Bertrand 
- TraiN d'arithmetique, Paris, Hachette, 1849. 

- TraiN de calcul differentiel et inNgral, Gauthier-Villars, 1864-1870, 
(2 volumes). 

- Methode des moindres carres, Mallet-Bachelier, 1855. 

- Les fondateurs de l'astronomie moderne : Copernic, Tycho Brahe, Kepler, 
Galilee, Newton,]. Hetzel, 1865. 

- Arago et sa vie scientijique,]. Hetzel, 1865. 

- 1hermodynamique, Gauthier-Villars, 1887. 

- Calcul des probabilites, Gauthier-Villars, 1888. 

- Lefons sur la theorie mathematique de l'electriciN professees au College de 
France, Gauthier-Villars, 1890. 

- Blaise Pascal, C. Levy, 1891. 

23.4. References 
- D.]. Struik,Joseph Bertrand, Dictionary of Scientific Biography, Charles 

Scribner's sons, New York, vol. 2, p. 87-89, 1970. 

- O. B. Sheynin, Bertrand's work on probability, AHES, vol. 48, p. 155-199, 
1994. 
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Henri Poincare a enseigne Ie calcul des probabilites a la Sorbonne de 1886 
a 1896. Le cours qu'll a prof esse pendant l'annee scolaire 1893-1894 a ete 
publie en 1896, puis Ie livre a connu une deuxieme edition augmentee1 en 
1912,juste avant Ie deces de son auteur. En fait, Poincare a egalement aborde 
ce domaine des probabilites a plusieurs reprises dans des revues et des livres 
de phllosophie des sciences ou de vulgarisation. 

24.1. Contenu du Calcul des Probabilites 
Une analyse complete du livre de Poincare a ete faite par Sheynin2• Nous 
exposons ici quelques definitions, methodes ou resultats de Poincare. Nos 
citations sont extraites de l'edition de 1912. 

Rappelons que Poincare a introduit dans ce traite Ie terme fanetion earaete
ristique. L'usage qu'll en fait correspond a ce que nous appelons aujourd'hui 
la fonction generatrice des moments3• 

Dans les trois premiers chapitres de son ouvrage intitule Calcul des proba
bilitis on trouve quelques remarques concernant les concepts ainsi que les 
theoremes des probabilites totales et des probabllites composees. 

En ce qui concerne Ie concept de probabilite, Poincare estime « qu'on ne 
peut guere en donner une definition satisfaisante » et qu'il est lie a notre 
degre d'ignorance4• 11 ecrit : 

« Une question de probabilite ne se pose que par suite de notre ignorance: il n'y 
aurait place que pour la certitude si nous connaissions toutes les donnees du probleme. 
D'autre part, notre ignorance ne do it pas iUre complete, sans quoi nous ne pourrions 
rien evaluer. Une classification s'opererait donc suivant Ie plus ou moins de profondeur 
de notre ignorance. [ ... 1 
Notre ignorance est plus grande dans les problemes de Physique; il s'agit de prevoir 
un evenement, c'est-a-dire un phenomene consequent qui depend d'une part d'un 
phenomene antecedent, et d'autre part de la loi qui unit I' antecedent au consequent. II 

1. Calcul des probabilitis, Gauthier-Villars, 1912. 
2. O. B. Sheynin, Poincard work on probability, AHES, vol. 42, p. 131-171, 1991. 
3. C£ Ie paragraphe 12.6.1. de notre chapitre 12. 
4. Calcul des probabilitis, Gauthier-Villars, 1912, p. 24 et 30-32. 
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peut se faire que nous connaissions la loi. mais non Ie phenomene antecedent: quelle 
est la probabilite pour que se produise Ie phenomene consequent? 
Nous connaissons, par exemple,la loi du mouvement des molecules; si no us connaissions 
exactement leur position initiale, nous serions capables de dire OU elles seront a un 
moment donne; la probabilite pour que ces molecules occupent telle position finale 
dependra donc de la probabilite que no us attribuerons par convention a telle ou telle 
position initiale. Dans chaque cas, une hypothese particuliere est necessaire. 
Ainsi, quand on cherche la probabilite pour que les co metes aient des orbites ellip
tiques, on est oblige de faire une convention, on suppose qu'a une grande distance du 
Solei I ces astres sont uniformement distribues dans I'espace ainsi que les directions 
de leurs vitesses. » 

Qyant au probleme de la probabilite geometrique, Poincare l' aborde dans 
Ie cours de 1'ouvrage en traitant Ie paradoxe de Bertrand et Ie jeu du Franc
Carreau de Buffon. 

Au chapitre II, Poincare demontre Ie theoreme des probabilites totales et 
ce1ui des probabilites composees. 

Si A et B sont des evenements independants, ecrit Poincare, 

« la somme des probabilites pour que A se produise et pour que B se produise est 
egale a la somme des probabilites pour que I'un des deux au moins se produise et 
pour que tous les deux se produisent 

(A) + (B) = (A ou B) + (A et B) 
La probabilite pour que A et B se produisent tous deux est egale a la probabilite pour 
que B se produise, multipliee par la probabilite pour que A se produise, quand on sait 
que B s' est produit. 
Qu, inversement, elle est egale a la probabilite pour que A se produise, multipliee par 
la probabilite pour que B se produise, quand on suppose que A doit se produire. 

(A et B) = (B) (A si B) = (A) (B si A) » 

Le chapitre 3 traite de fa~on classique du concept d'esperance mathematique 
et de la mine d'un joueur. 

Poincare pose Ie probleme comme suit: Deux joueurs, dont la fortune de 
l'un est m, celie de l' autre etant n, jouent run contre l' autre jusqu'a ce que 
run des deux soit mine. On se propose de calculer la probabilite que 1'eve
nement (mine d'un des joueurs) se produise. La conclusion de Poincare est 
que si la somme des fortunes des joueurs est tres grande, rune d'entre elies 
etant cependant finie, 

« on a la certitude d'~tre ruine dans un jeu equitable ou favorable a I'adversaire. 
Mais si Ie jeu est favorable au joueur, la probabilite d'~tre ruine devient d'autant 
plus petite que sa fortune est plus grande. » 

Au chapitre suivant, Poincare aborde ce qu'il appelie « les theories qui se 
rapportent a la formule de Stirling, au theoreme de Bernoulli et aux proba
bilites des causes deduites d'epreuves repetees. » 
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Poincare etudie, pour des evenements contradictoires de probabilites pet q, 
la propriete des termes du binome (p + q)m . 11 ecrit : 

« Si ron veut que m epreuves donnent, dans un ordre quelconque, a evenements A 
et m- a evenements B, en vertu du principe de la probabilite totale,la probabilite 
cherchee sera la somme d'autant de termes egaux a pO: q»l-O: qu'il y a d'unites 
dans Ie nombre de permutations avec repetitions de a lettres A et de m - a lettres 
B ; ce nombre est m 1 

al(m-a)l' 

La probabilite pour que les evenements se succedent dans un ordre quelconque 
est 

ml a m-o: 

Uo: = '( _ )' p q ; a. m a. 

c'est run des termes du developpement de (p + q)>>I . » 
Poincare cherche alors la valeur la plus probable de Uo: et il note alors que, dans ce 
cas « si m est tres grand,le rapport aim est compris entre p + 11m et p - 11m .. donc 
aim sera voisin de p. C'est une forme d'etablissement du tMoreme de Bernoulli. Si 
je choisis a de fa~on que Uo: so it Ie plus grand possible, Ie rapport du nombre des 
evenements A au nombre des evenements B sera a peu pres celui des probabilites 
pet q.» 

En ce qui concerne la probabilite des causes, traitee au chapitre IX de son 
livre, Poincare utilise un exemple interessant. 11 ecrit : 

II Formule de Bayes. Soient n causes ditterentes qui peuvent etre mises en jeu, 
Cl'C2 ""Cn ; la probabilite pour que la cause C j si elle est mise en jeu, 
produise revenement A est Pi . 
Si nous savions que Cj est en jeu, no us pourrions affirmer que la probabilite de 
A est Pi . 
II faut supposer que deux causes ne peuvent etre mises en jeu simultanement. 
Avant revenement, chacune de ces causes avait une probabilite a priori que je 
suppose donnee : la probabilite que la cause Cj soit mise en jeu etait Wi . 

L'evenement A a eu lieu: quelle est la probabilite que ce so it la cause Cj qui 
rait produit? 
Enumerons les cas possibles et les cas favorables, et, pour fixer les idees, considerons 
un exemple particulier. 
M urnes contiennent chacune 0 boules ; il y a MO boules, soit MO cas possibles, 
que je suppose egalement probables. 
Les urnes sont reparties en categories Cl' C2, ... ,C n • 

Les urnes de la categorie C1 seront au nombre de w1M ; de la categorie C2, au 
nombre de w2M ; de la categorie Cn, au nombre de w"M . 
La probabilite a priori pour que la cause Cn soit en jeu sera 

wM _n_=w 
M ". 
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Dans les urnes, les boules sont noires ou blanches. Levenement A est, par exemple, la 
sortie d'une boule blanche. La probabilite pourtirer une boule blanche de la premiere 
categorie sera PI . 
Dans la categorie Cl ' il Y aura PI Qboules blanches; dans la categorie Cz' il y en 
aura P2Q , ... , dans la categorie Cn, il y en aura PnQ 
On a tire une boule blanche: on demande la probabilite pour que I'ume qu'on a choisie 
appartienne a la categorie Cj • 

Le nombre des cas favorables est Ie nombre des boules blanches de la categorie Cj , 

soitw;p;MQ. 
Le nombre total des cas possibles est celui des boules blanches 

WIPIMQj-W2P2MQj-... +wIIPIIMQ 

Le rapport de ces deux nombres est, par definition, la probabilite cherchee 

wd; 
--------'-"--'------- .)) 

WIPIMQj-W2P2MQj-... +wIIPIIMQ 

Le chapitre X est intitule La tMarie des erreurs et fa moyenne arithmetique. 

Nous avons vu au chapitre 16 du present ouvrage les hypotheses de depart 
de la theorie des erreurs de 1809 de Gauss. 

Poincare generalise dans son livre la demonstration de Gauss en partant 
d'hypotheses moins arbitraires. Void son texte : 

« Je suppose qu'on ait effectue differentes mesures d'une meme grandeur: quelle 
est la probabilite pour que la veritable valeur so it comprise entre zet Zt dz? 
II faut introduire une loi des erreurs. Je suppose que la veritable valeur de la gran
deur a mesurer soit z; quelle est la probabilite pour que Ie resultat de 1'0bseNation 
soit compris entre Xl et Xl + dXl ? Je pourrai dans tous les cas representer cette 
probabilite par 

Cette loi des erreurs etant admise par convention, quelle est la probabilite pour 
que z so it compris entre zet Zt dz? 
C'est un probleme de probabilite des causes, et nous allons calculer 

w;P; 

~w;p; . 

w. est I'a probabilite a priori pour que z soit compris entre z et z t dz; cette 
I 

probabilite sera representee par 
w; =W(z)dz. 

W etant une fonction qui dependra de ce que nous savons sur z. 
P; est la probabilite pour que, a supposer que la quantite obseNee soit z, les 
obseNations aient donne des resultats compris entre 

Xl et Xl + dXl ,X2 et X2 + dX2 , ... , xn et xn + dXn . 
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La probabilite respective de ces evenements est 

dxl<P(xl'Z)' dx2<P(X2 ,Z), .... dXI/<p(xl/'Z)' 
Pi est la probabilite pour que tous ces evenements se soient produits a la fois; 
comme ces evenements sont independants. c'est une probabilite composee 

Pi = dxldx2 ... dxn<p(xl'z)<p(x2 ,z) ... <p(xl/ ,z). 

La probabilite a posteriori cherchee a pour numerateur 

dzdxldx2 ... dxl/ W(z)<p(x I , z)<p(x2 , z) ... <p(xl/ ,z). 

Pour obtenir Ie denominateur L Wi Pi iI faut integrer cette expression par 
rapport a zseulement. Dans Ie quotient. dXp dx2 , ... ,dxl/ sont des constantes 
qui disparaTtront. et il restera pour la probabllite 

dzW(z)<p(xl , z)<p(x2 ,z) ... <p(xn , z). 

Cela ne nous apprendrait pas grand-chose si nous n'avions aucune donnee sur <p 
et W . On a donc fait une hypothese sur <p , et cette hypothese a ete appelee loi 
des erreurs. 
Elle ne s'obtient pas par des deductions rigoureuses; plus d'une demonstration qu'on 
a voulu en donner est grossiere [ ... J. 
Voici comment Gauss y est arrive. 
Lorsque nous cherchons la meilleure valeur a donner a z, nous n'avons pas d'autre 
ressource que de prendre la moyenne entre xl' x2 ' ... , xI/ en I'absence de toute 
consideration qui justifierait un autre choix.1I faut donc que la loi des erreurs s'adapte 
a celie facon d·operer. Gauss cherche quelle do it etre <p pour que la valeur la plus 
probable soit la valeur moyenne. 
Si dz est constant. la probabilite pour gue z soit compris dans l'intervalle dz est 

w(z)<p(xI ,z)<p(x2 , z) ... <p(xII , z)dz. 
La valeur la plus probable sera celie pour laquelle cette fonction sera maximum. 
Supposons ce maximum atteint quand zest la moyenne. 
Gauss a d'abord egale la fonction W a 1. puis il a admis que <p(xl,z) etait de la 
forme <p(z - Xl) . 
Quelle do it etre alors la fonction <p pour que 

<p(z - Xl )<p(z - x2 ) ... <p(z - xJ 

so it maximum avec cette valeur de z ? 

Egalons a zero la derivee logarithmique de I'expression precedente par rapport a 
z, 

<p'(z - Xl) <p'(z - x2 ) <p'(z - X,,) _ 0 ..:.........:.---=-:...+ + ... + -
<p(z-xI ) <p(z-x2 ) <p(z-xJ 

Je pose 

<p'(z-xI ) =F(x) 
<p(z-xI ) I· 

412 



Poincare 

L'equation devient 

Cette condition devra etre realisee to utes les fois que 
Xl +X2 +"'+XlI =nz 

Je vais donner a xp x2 ""xlI des accroissements dXp dx2 , ... dx lI ; zrestant 
constant, la somme des x doit rester constante et ron do it avoir 

F'(xl)dxl + F'(x2 )dx2 + ... + F'(x lI )dxlI = 0 

dXl +dx2 + ... +dxlI =0 

Ces deux equations doivent etre identiques, d'ou 

F'(xl ) = F(x2 ) = ... = F(xJ , 

c'est-a-dire que F'(x l ) est une constante que je represente par - a 

F(xl)=a(z-xl)+b, 

et a(z-x )2 
logcp(z-xl )= 1 +b(z-xl)+c. 

2 
Determinons les trois constantes a, b, c. 

F(xl ) + F(x2 ) + ... + F(xll ) = L:a(z - Xl) + nb = 0 

Xl + x2 + ... + xll - nz = - L: (z - Xl) = 0 

Comme ces deux equations doivent etre identiques, on a 
b=O, 
et ron peut ecrire a(Z-XI)2 

cp(z-xl)=e'e 2 

c se determine par la condition 

J+OO 
-00 cp(z - xl)dxl = 1 . 

En posant 
-a=2h 

Z-xl = y, 

on trouve 
cp(y) = J!e-hl .)) 

Poincare obtient done, comme Gauss, la loi normale. 
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11 ajoute : 

« J. Bertrand presente les objections suivantes : 
La fonction <p a ete prise sous la forme <p(z - Xi) , tandis qu'en rea lite elle devrait 
etre <p(z,x) . De plus, on a fait w(z) = 1 ,et I'on ne peut I'affirmer a priori. 
Autre objection: La moyenne est-elle la valeur la plus probable ou la valeur 
probable? Ce n'est pas la meme chose. [ ... J. 
Dans Ie cas du probleme des erreurs,la valeur probable de zest representee par Ie 
rapport 

J. Bertrand dit que Gauss aurait dO chercher, non pas la condition pour que la moyenne 
so it la valeur la plus probable de z, mais la condition pour que la moyenne so it la 
valeur probable de z. 
On peut chercher a s'affranchir des hypotheses que nous avons faites, a savoir que 
<p(xl'z) etait de la forme <p(z - Xl) que w(z) etait egale a 1 ; on peut se 
demander quelle forme on pouvait donner a ces deux fonctions pour que la moyenne 
arithmetique de xl'x2,,,,,xn fOt bien la valeur la plus probable de z. 
En d'autres termes, cette moyenne arithmetique, com me nous I'avons deja dit doit 
rendre maximum 

w(z)<p(XI ,z)<p(x2, z) ... <p(xn ,z) 

Quand il y a maximum, la derivee logarithmique est nulle c'est-a-dire que si 
I'on pose <p'(x z) 

-'--( -,l~' -) = F(xl'z) , 
<p xl'z 

on do it avoir 

w'(z) 
w(z) = X 

F(xl'z) + F(x2,z) + ... F(xn,z) + X = 0 

Cette ega lite do it etre satisfaite par la valeur de z que detinit I'equation 

Xl +X2 + ... +X" = nz 

Je vais donner a xl'x2,,,,xn des accroissements dxl ,dx2, ... dxn . Je suppose 
que z ne change pas et que la derniere ega lite continue a etre satisfaite ; X est 
alors une constante et 

dF(xl ) d dF(x2) d dF(x,,) d - 0 
Xl + x2 + ... + X -

dXI dX2 dx,," 
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Ceci ne peut avoir lieu que si 
dF(xl ) _ dF(x2 ) _ 

Donc 

dF=A' 
dXI 

ou ~ est fonction de 1 seulement ; et 
F=A'xl +B' 

B' etant aussi fonction de 1 seulement. 
La condition a remplir devient 

A'(xl +x2 + ... +xn)+nB'+x=O , 
c'est-a-dire 

n(A'z+B')+X=O 

Cette relation ne peut iltre satisfaite quels que soient let n; 
donc 

x=O, 
c'est-a-dire que w(z) est constant et que 

~z+B' =0 

Voila ce que deviendrait I'analyse de Gauss si I'on voulait la reprendre en tenant 
compte de la premiere observation de J. Bertrand. 

De 

on deduit aisement 

logcp(xl'z) = FAxI + B+ logO(xl ) 

logO(xl) represente une fonction de Xl seulement. A et B sont des fonctions de 
l, admettant des derivees ~ et B' telles que 

~z+B' =0 
Ainsi 

Tel serait Ie resultat sans autre condition que Ie postulat de Gauss sur les valeurs 
moyennes. II entre encore deux fonctions arbitraires, 0 et A; B est lie a A par une 
relation. )) 

A. Haldl fait remarquer que la distribution cp(xl'z) = O(xl)eAxI +B est appelee 
aujourd'hui la famille de distributions exponentielles a un parametre. La loi 

2 X2 

normale de variance 1 est obtenue pour A(z) = z, B(z) = - ~ et log '19 = - - . 
2 2 

1. A history of mathematical statistics from 1750 to 1930, Wiley, 1998, p. 373-376. 
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Poincare analyse egalement au chapitre XIII de son livre la methode des 
moindres carres et il calcule les erreurs a craindre au chapitre suivant. I1 
applique ensuite la methode des moindres carres a une question nouvelle, 
la recherche d'une fonction inconnue a partir d'un nombre fini de valeurs 
connues de cette fonction (Theorie de l'interpolation). 

Le dernier chapitre du livre Questions diverses contient l'introduction par 
Poincare de la notion de groupe en probabilites, notion qu'il applique au 
probleme du battage des cartes. 11 montre ainsi que si Ie jeu de cartes a ete battu 
assez longtemps, toutes les permutations possibles sont equiprobables. 

Poincare traite egalement dans ce chapitre la repartition des decimales dans 
une table numerique et Ie probleme du melange des liquides. 

Terminons en citant les phrases de Poincare relatives a l'application des 
probabilites aux sciences morales1 : 

« Les lois du hasard ne s'appliquent pas a ces questions [ ... J. Nous sommes tentes 
d' attribuer au hasard des faits de cette nature, parce que les causes en sont obscures; 
mais ce n'est pas la Ie vrai hasard [ ... J. Quand des hommes sont rapproches, ils ne 
se decident plus au hasard et independamment les uns des autres ; ils reagissent 
les uns sur les autres. Des causes multiples entrent en action, elles troublent les 
hommes, les entrainent a droite et a gauche, mais il ya une chose qu'elles ne 
peuvent detruire, ce sont leurs habitudes de moutons de Panurge. Et c'est cela qui 
se conserve. » 

24.2. Biographie de Poincare (1854-1912) 
Henri Poincare nait a Nancy Ie 29 avril 1854. Son pere, Leon Poincare est 
medecin neurologue et professeur a la faculte de medecine dans cette ville. 
Son onele, Antoine Poincare, qui a fait ses etudes a l'Ecole Polytechnique, 
est inspecteur general des ponts et chaussees. eet onele d'Henri aura deux 
fils : Raymond Poincare, futur president de la Republique frans:aise, et 
Lucien Poincare, physicien qui deviendra recteur de l'Universite de Paris 
puis directeur de l'enseignement secondaire au ministere de l'Instruction 
publique. En 1856, nait Aline, sreur d'Henri, qui epousera Ie philosophe 
Emile Boutroux. 

Henri Poincare a une enfance heureuse. 11 revele tres tot des dons excep
tionnels. Poincare fait ses etudes secondaires au lycee Imperial de Nancf 
d'octobre 1862 a aout 1873. 11 se distingue au lycee par des bonnes notes, 
surtout en histoire et en geographie. 11 obtient ses deux bacs (bac es lettres et 
bac es sciences) avec mention en 1871.11 poursuit ses etudes dans Ie meme 
lycee et entre en mathematiques elementaires en novembre 1871 OU il est 

1. Calcul des probabilitis, Gauthier-Villars, 1912, p.19-20. 
2. Rebaptise Lycee Henri Poincare en 1913. 
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premier de sa c1asse. 11 obtient en aout 1872 Ie Prix d'honneur de mathema
tique au concours general, puis s'inscrit en novembre 1872 en mathematiques 
speciales ou il compte parmi ses camarades de c1asse Paul Appell (Ie futur 
mathematicien) ainsi que Clement Colson (qui deviendra un economiste 
repute). Au concours general de mathematiques speciales d'aout 1873, Poincare 
obtient la plus haute note de toute la France ainsi qu'une,mention speciale 
des examinateurs. 11 se presente aux concours d'entree de l'Ecole normale (ou 
il ne sera res:u que cinquieme, a cause de l'epreuve de geometrie descriptive) 
et de l'Ecole Polytechnique ou il est res:u premier. Admis a la fois a l'Ecole 
norm ale et a l'Ecole polytechnique, Poincare opte, sur les conseils de son 
onc1e Antoine, pour cette derniere. Alors qu'il est encore a Polytechnique et 
qu'il n'a que vingt ans, Poincare presente en 1874 sa premiere publicationl . 

L'annee suivante il sort second de l'Ecole (a cause d'une mauvaise note en 
stereotomie) et entre en octobre 1875 a l'Ecole des Mines. 11 continue a 
s'occuper de mathematiques, neglige ant completement les cours d' application. 
Lecornu, avec leque1 il fait en 1877 un voyage d'etudes en Autriche-Hongrie 
indique : « Poincare m'emerveillait, non seulement pas ses dons d'intuition, 
mais aussi par son imperturbable memoire j il connaissait toutes les dates 
importantes de l'histoire, tous les horaires de chemin de fer, etc. » 

En 1878, Poincare sort troisieme de l'Ecole des Mines et devient, en 
aout 1879, docteur es sciences mathematiques a la suite de la presentation 
d'une these intitulee Sur /'integration des equations aux derivees partielles 11 un 
nombre quelconque d'inconnues. Peu apres, Ie 1 er decembre 1879, il est nomme 
charge du cours d'analyse mathematique ala faculte des sciences de Caen. 
A cette epoque, il decouvre les fonctions qu'il a appelees fuchsiennes. En 
1880, alors qu'il n'a que 27 ans, Poincare presente pour la premiere fois sa 
candidature (sans succes) a l'Academie des sciences, il a alors deja a son actif 
plusieurs dizaines de memoires ou notes publies dans les Comptes rendus de 
l'Academie, avec des resultats dans des domaines aussi divers que la theorie 
des equations differentielles, les fonctions fuchsiennes, l'arithmetique, l'al
gebre ou la theorie des fonctions elliptiques et abeliennes. Vers la fin de son 
sejour a Caen, Ie 20 avril 1881, il epouse Mlle Poulain d'Andecy, de la famille 
des Geoffroy Saint-Hilaire, et en octobre il devient Maitre de conferences 
d'Analyse ala Faculte des Sciences de Paris2• Sa carriere academique evolue 
rapidement j il est nomme repetiteur d'Analyse a l'Ecole polytechnique en 
1883 puis professeur de mecanique physique et experimentale de la Faculte 
des sciences de Paris en mars 1885. De la datent ses premiers travaux en 
physique. Cette meme annee, Poincare etudie de fas:on systematique les 

1. Demonstrations nouvelles des proprUMs de !'indicatrice d'une sutjOce, Nouvelles annales 
mathematiques,2' serie, 13 (octobre 1874), pages 449-456. 

2. Qyand Poincare est nomme,les fonctions de maitre de conferences viennent d'etre creees. 
L'idee est d'adjoindre au professeur titulaire un repetiteur dont la fonction est d'interroger 
les eleves et de s'assurer qu'ils ont compris Ie cours en leur donnant des devoirs que Ie 
maitre de conference est charge de corriger. 
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conditions d'equilibre d'un fiuide en rotation dans un champ de force l • 

Ceci l'amene d'une part a introduire la notion de bifurcation et d'autre part 
a montrer que les anneaux de Saturne ne peuvent qu'etre composes d'une 
multitude de tres petits satellites. 

En 1886, Poincare succede a Gabriel Lippmann2 ala chaire de physique 
mathematique de la Sorbonne. Gaston Darboux, lors du discours qu'il 
prononcera Ie 21 janvier 1912 a l'occasion du jubile de Poincare, rappellera 
justement : « Avec des hommes tels que vous, la Faculte allait toute seule ... 
Lorsque la consideration des services rn' a determine a vous demander de 
changer d'enseignement, vous l' avez fait sans hesitation, une premiere fois pour 
prendre la chaire de physique mathematique, une seconde fois pour passer a 
celie de mecanique celeste. Et ainsi,j'ai aujourd'hui la joie et l'orgueil de penser 
que j'ai pu avancer Ie moment ou, en meme temps que grand geometre, vous 
avez ete proc1ame partout grand physicien et grand astronome ». En 1887, 
Poincare est elu a l'Academie des sciences alors qu'il n'a que trente-deux ans. 
Apres la mecanique des fiuides, il travaille tour a tour sur l'optique (1887), 
la thermodynamique (1888) et l'electromagnetisme de Maxwell (1889). La 
famille Poincare s'agrandit avec la naissance de trois filles (Jeanne, Yvonne 
et Henriette) et un fils (Leon) qui entrera a polytechnique en 1912. Henri 
Poincare est laureat en 1889 du Grand Prix du Roi de Suede pour sa contri
bution au probleme des trois corps. Son memoire Sur Ie probleme a trois corps 
et les equations de la dynamique, contient les premices de la theorie du chaos. 
II developpe et publie ses travaux sur Les methodes nouvelles de la mecanique 
celeste dans trois volumes (1892, 1893, 1899). En tant que professeur de 
physique mathematique il poursuit son vaste tour d'horizon de la physique 
contemporaine, ecrivant successivement sur les theories de Helmholtz et 
les experiences de Hertz (1889), la theorie de l'elasticite (1890), la theorie 
mathematique de la lumiere et celie des tourbillons (1891), les oscillations 
electriques (1892), la theorie analytique de la propagation de la chaleur (1893), 
Ie calcul des probabilites (1893), Ie potentiel newtonien (1894), etc. C'est lui 
qui introduit la theorie electromagnetique de Maxwell en France. Plus tard il 
s'occupera des rayons cathodiques et des rayons X et mettra Henri Becquerel 
sur la voie de la decouverte de la radioactivite. Ses travaux sur Ie probleme 
des trois corps Ie font nommer en 1896 ala chaire de mecanique celeste de 
la Faculte des sciences de Paris, puis president du Bureau des longitudes en 

1. Poincare fait une etude tres originale des figures d'equilibre d'une masse fluide en rota
tion. On admettait que ces figures etaient au nombre de deux: l'ellipsoi'de aplati, et un 
ellipsoi'de a trois axes inegaux, dit de Jacobi. Poincare montra qu'avec l'accroissement de la 
vitesse de rotation la masse fluide devait prendre une troisieme forme, comparable a celIe 
de la poire, et finir par se partager en deux corps isoIes (un phenomene analogue permet 
d'interpreter la fission d'un noyau dans Ie cadre du modele de la goutte liquide). 

2. Gabriel Lippmann (1845-1921) est l'inventeur en 1891 de la photographie en couleurs 
par une methode interferentielle (utilisee de nos jours pour la realisation d'hologramme 
couleur), ce qui lui vaut Ie Prix Nobel de physique en 1908. 
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1899.11 publie en 1902 son fameux ouvrage La science et l'hypothese qui sera 
traduit dans plus de vingt-trois langues, puis un second ouvrage philoso
phi que La valeur de la science en 1905. Poincare devient en 1906 president 
de l' Academie des sciences, mais renonce en 1907 a se porter candidat au 
poste de secretaire perpetuel. En 1908 il entre a l' Academie franyaise. Le 
cousin germain d'Henri Poincare, Raymond Poincare (1860-1934), est elu a 
1'Academie franyaise l'annee suivante (1909). De 1909 a 1912 il y a done, fait 
sans precedent, deux membres de la meme famille a l'Academie franyaise1• 

Henri Poincare devient du l er janvier au l er avril 1912 directeur de l'Academie 
franyaise et devait en devenir Ie secretaire perpetuel, mais il meurt brusque
ment Ie 17 juillet 1912, a la suite d'une operation de la prostate. 11 n' a que 
58 ans. I1laissera a la posterite plus de trente volumes et pres de cinq cents 
memoires et a appartenu a divers titres a une quarantaine d'Academies ou 
de Societes savantes, franyaises ou etrangeres.Jean Dieudonne resume ainsi 
son reuvre mathematique : « Poincare, genie egal a Gauss, et aussi universel. 
11 a domine toutes les mathematiques de son temps », tandis que pour E.T. 
Bell, Poincare est Ie « dernier universaliste ». Comme Gauss, Poincare est 
egalement un tres grand physicien et peut-etre serait-il plus connu comme 
physicien s'il avait reyu Ie prix Nobel de physique, bien merite, pour lequel 
il fut« nomine» en 1910 et 1911. 

Les reuvres mathematiques de Poincare 

Les travaux de Poincare en mathematiques sont si nombreux que nous 
tenterons seulement d'en enumerer quelques-uns parmi les plus importants. 
Poincare effectue des etudes sur les equations differentielles ou il introduit 
la notion de fonction automorphe2• 11 appelle ces fonctions,jonctions fuch
siennes. Une dizaine de communications a 1'Academie des sciences, en 1881, 
portent ce titre. En 1882, il publie deux memoires importants sur Ie sujet 
dans Ie premier numero des Acta Mathematica.3 Poincare raconte lui-meme 
dans Science et Methode (1908, p. 51) comment les liens de ces travaux avec 
la geometrie non-euc1idienne lui sont venus a 1'idee : « A ce moment, je 
quittais Caen, ou j'habitais alors, pour prendre part a une course geologique 
entreprise par rEcole des Mines. Les peripeties du voyage me firent oublier 
mes travaux mathematiques ; arrives a Coutances, nous montames dans un 

1. Raymond Poincare deviendra president de la Republique franc;aise de 1913 a 1920. 
Raymond est de six ans Ie cadet d'Henri. Lorsque Raymond Poincare est arrive a Paris 
pour faire des etudes de droit, illogeait avec son cousin Henri dans un modeste hotel du 
quartier latin, au 4 carrefour de l'Odeon. 

2. Une fonction automorphe d'une variable complexe zest analytique, excepte pour ses 
poles, dans un domaine D et est invariante sous un groupe de transformations du type 

, az+h 
z=--

ez+d' 
3. Theorie des groupes fuehsiens, Acta Mathematica, 1 (1882), pages 1-62. Et Sur les fone/ions 

jilChsiennes, Acta Mathematica, 1 (1882), pages 193-294. 
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omnibus pour je ne sais quelle promenade; au moment OU je mettais Ie pied 
sur Ie marchepied, l'idee me vint, sans que rien dans mes pen sees anterieures 
panlt m'y avoir prepare, que les transformations dont j'avais fait usage pour 
definir les fonctions fuchsiennes etaient identiques a celles de la geometrie 
non-euclidienne. » 

Poincare s'interesse aux fonctions abeliennes et a la geometrie algebrique 
des 1881 et jusqu'en 1911. Son memoire Ie plus important sur Ie sujet traite 
des courbes contenues dans une surface algebrique1• Dans Ie domaine de 
la theorie des nombres il publie un article remarquable Sur les proprietes 
arithmetiques des courbes algebriques, en 19012. 

En Algebre, Poincare, grand admirateur de Sophus Lie, cherche une nouvelle 
demonstration du troisieme theoreme fondamental de Lie et publie un article 
resumant ses propres travaux en 190P. 

Les equations differentielles sont Ie domaine de predilection des recherches 
de Poincare. Ii s'est en particulier propose d'integrer toutes les equations 
differentielles lineaires a coefficients algebriques. Ii publie de 1881 a 1886 
quatre longs memoires sur Ie sujet4• Le cas de 1'equation du premier ordre 
sur la sphere occupe les trois premiers memoires. Les systemes du second 
ordre font 1'objet du quatrieme et correspondent a 1'etude generale des 
equations de la dynamique dont la mecanique celeste est un cas particulier. 
Le probleme des trois corps en est Ie prolongement. Le dernier traitement 
original du probleme des trois corps avant Poincare etait da a Lagrange qui 
l' avait publie sous Ie titre Essai d' une nouvelle methode pour resoudre Ie probleme 
des trois corp~. Vun des resultats du traitement par Lagrange du probleme 
des trois corps est la decouverte de cinq points particuliers qui gardent une 
position relative constante des trois corps. Ces points sont appeles points 
de Lagrange. 

En 1889, Poincare presente un memoire pour 1'obtention du prix cree en 1887 
par Oscar II, roi de Suede et de Norvege, en prevision de son soixantieme 
anniversaire. Parmi les membres du jury figurent Hermite et Weierstrass et 
parmi les concurrents Henri Poincare et son ami Paul Appel. Poincare obtient 

1. Sur les courbes tracies sur les surfaces algebriques, Annales scientifiques de I'Ecole Normale 
Superieure, 3° serie,27 (1910), pages 55-108. 

2. Journal de mathimatiques pures et appliquees, 5° serie, 7(1901), pages 161-233. 
3. Quelques remarques sur les groupes continus, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 

15 (1901), pages 321-368. 
4. « Memoire sur les courbes definies par une equation differentielle », If< partie,fournal de 

mathematiques pures et appliquees, 3° serie, 7 (1881), pages 375-422 ; lIe partie,fournal de 
mathematiques pures et appliquees, 3° serie, 8, (1882), pages 251-296 ; IIIe partie,fournal 
de mathematiques pures et appliquees, 4° serie, (1885), pages 167-244 ; IVe partie,fournal 
de mathimatiques pures et appliquees, 4° serie, (1886), pages 151-217. 

5. Cet essai date de 1772, et a res:u Ie Prix de I'Academie royale des sciences. 
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ce prix relatif au probleme de la stabilite du systeme solaire. Cependant, au 
moment de la publication du papier de Poincare, une erreur est decouverte. 
Elle a donne lieu a une importante correspondance avec Mittag-LefHer, 
mathematicien suedois, editeur des Acta Mathematica et conseiller scientifique 
du souverain. Les recherches menees par Poincare pour resoudre cette erreur 
donneront naissance ala theorie du chaos. Une version revisee du papier 
parait en 1890 sous Ie titre Sur Ie probleme des trois corps et les equations de la 
dynamique1• 

Dans ce memoire, Poincare donne la premiere description mathematique 
du mouvement chaotique et est Ie premier a utiliser largement la notion 
d'invariant integraL Toujours dans ce memoire Poincare ecrit : «Je n'ai pu 
resoudre rigoureusement et completement Ie probleme de la stabilite du 
systeme solaire, en entendant ce mot dans un sens strictement mathematique. 
L'emploi des invariants integraux rna cependant permis d'atteindre certains 
resultats partiels, s'appliquant surtout au probleme, dit restreint, ou les deux 
corps principaux circulent dans des orbites sans excentricite, pendant que 
Ie corps trouble a une masse negligeable. Dans ce cas, si on laisse de cote 
certaines trajectoires exceptionnelles, dont la realisation est infiniment peu 
probable, on peut demontrer que Ie systeme repassera une infinite de fois 
aussi pres que ron voudra de sa position initiale. C'est ce que j'ai appele la 
stabilite a la Poisson. » 

En 1908, dans Science et Methode, Poincare ajoute ce commentaire : « Une 
cause tres petite, et qui nous echappe, determine un effet considerable que 
nous ne pouvons pas ne pas voir, et alors nous disons que cet effet est dl1 au 
hasard. Si nous connaissions exactement les lois de la Nature et la situation 
de I'U nivers a l'instant initial, nous pourrions predire la situation de ce meme 
Univers a l'instant ulterieur. Mais, lors meme que les lois naturelles n' auraient 
plus de secret pour nous, nous ne pourrions connaitre la situation initiale 
qu'approximativement. Si cela nous permet de prevoir la situation ulterieure 
avec la meme approximation, c'est tout ce qu'il nous faut, nous disons que Ie 
phenomene a ete prevu, qu'il est regi par des lois; mais il n'en est pas toujours 
ainsi, il peut arriver que de petites differences dans les conditions initiales en 
engendrent de tres grandes dans les phenomenes finaux ; une petite erreur 
sur les premieres produirait une erreur enorme sur les derniers. La prediction 
devient impossible et nous avons Ie phenomene fortuit. » 

L'etude des conditions moyennant lesquelles deux figures peuvent ou ne 
peuvent pas etre ramenees rune a l'autre par deformation continue sans 
soudure ni dechirure, s'appelleAnarysis situs (ou topologie). Poincare publie 
six grands memoires sur la question de 1895 a 19042• 

1. Acta Math. 13 (1890),1-270 
2. Analysis Situs, Journal de l':Ecole Polytechnique,2' serie, cahier 1 (1895), pages 1-121 ; 

Compliment 11 l'Analysis Situs, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 13 (1899), 
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En physique mathematique, Poincare, qui occupe la chaire de Physique 
mathematique et de calcul des probabilites pendant dix ans a la faculte 
des sciences de Paris a partir de 1896, a laisse une douzaine de volumes de 
les:ons, toutes transcrites par ses etudiants (parmi lesquels Emile Borel). 
Son travail Ie plus novateur est sans doute l'etablissement du formalisme 
mathematique complet de la relativite restreinte a partir des travaux de son 
ami H.A. Lorentz. 

En mecanique celeste, en plus de tres nombreuses publications en revues, 
son tres important ouvrage en trois volumes sur les Methodes nouvelles de la 
mecanique celeste! a confirme la reputation de Poincare de dernier universaliste. 
Enfin, il semblerait que Perelman a pu demontrer recemment la conjecture de 
Poincare, selon laquelle la sphere est la seule hypersurface a trois dimensions 
depourvue de trous. 
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Epilogue: 
Kolmogorov 
et I'axiomatisation 
de la theorie des probabilites 

L'emergence de la physique statistique est sans doute a l'origine de la 
reevaluation des fondements logiques des probabilites. Les definitions et 
concepts proposes par Laplace ayant montre leur insuffisance dans l'appli
cation a diverses disciplines, la methode axiomatique a ete elaboree car elle 
permet de prendre en compte la totalite des objets etudies a l'aide d'une 
theorie mathematique. L'exemple d'axiomes de la geometrie differents de 
ceux d'Euclide, proposes par Lobachevsky avait montre que des geometries 
non-euclidiennes pouvaient etre envisagees. Diverses tentatives fluent donc 
tentees dans Ie domaine des probabilites. 

Par ailleurs, lors du deuxieme congres international de mathematiques tenu a 
Paris en 1900, David Hilbert avait presente une liste de vingt-trois problemes 
qui tenaient jusqu'alors les mathematiciens en echec. Parmi ces problemes, 
Ie sixieme etait relatif a l'axiomatisation, basee sur Ie modele mathematique, 
de la physique. Compte tenu de l'apparition de la theorie de la relativite et 
de la mecanique quantique, Ie probleme fut vite considere comme obsolete. 
En axiomatisant la Theorie des probabilites, Kolmogorov a, cependant, resolu 
en partie ce probleme.1 

Dans ses Fondations de fa tMorie des probabifiti?-, Kolmogorov ecrit3, en 
1933 : 

ee La thBorie des probabilites, en tant que discipline mathBmatique, peut et do it 
I3tre developpee a partir d'axiomes exactement par les ml3mes methodes que la 
geometrie et I'algebre. Cela signifie qu'apres avoir defini les elements qui doivent 
I3tre etudies et leurs relations de base et etabli les axiomes par lesquels ces relations 

1. Cf. F. Terpe,Andrej Nikolajevic Kolmogorov und die Hilbertschen Probleme, Ernst-Moritz
Arndt-Univ. Math.-Natur. Reihe, 38 (4) (1989), p. 54-58. 

2. A. Kolmogoroff, Grundbegrijfe der Wahrscheinlichkeit-rechnung, Springer, Berlin, 1933. 
3. Page 1. 



Epilogue: Kolmogorov et l'axiomatisation de la tMorie des probabilitts 

ERGEBNISSE DER MATHEMATIK. 
UND IHRER GRENZGEBIETE 

HERAUSGEGEBEN VON DER SCHRIFTLEITUNG 
DES 

IIZENTRALBLATT FOR MATHEMATIKII 
ZWEITER BAND' 

--------------3--------------

GRUNOBEGRIFFE OER 
WAHRSCHEINLI CHKEITSc:r 

RECHNUNG 
VON. 

A. KOLMOGOROFF 

BERLIN 
VERLAG VON JULIUS SPRINGER 

1933 

424 



Epilogue: Kolmogorov et l'axiomatisation de la tMorie des probabilitis 

doivent etre gouvernees, toute exposition ulterieure do it etre exclusivement basee 
sur ces axiomes et rester independante de la signification usuelle et concrete de 
ces elements et de leurs relations. [ ... J Toute theorie axiomatique abstraite admet, 
comme cela est bien connu, un nombre illimite d'interpretations concretes en plus 
ce celles a partir desquelles elle a ete derivee. )) 

Kolmogorov definit comme suit cinq axiomes1 : 

« So it E un ensemble d'elements ~,'f/,c;, ... ,que nous appellerons evenements 
elementaires, et June famille de sous-ensembles de E. les elements de J seront 
appeles evenements aleatoires. 
I. Jest une famille d'ensembles 
II. J contient E 
III. A chaque ensemble A de Jest assigne un nombre non-negatif P(A). Ce nombre 

P(A) est appele probabilite de I'evenement A. 
IV. P(E) = 1. 
V. Si A et B n'ont pas d'elements en cornrnun, alors 

P(A + B) = P(A) + P(B). 
Un systeme d'ensernbles, J, associe a un assignernent defini de nombres P(A), 
satisfaisant les axiomes I a Vest appele un espace de probabilites. 
Notre systeme d' axiomes I a Vest consistant. Ceci est prouve par I' exemple suivant. 
Soit Econsistant du seul element ~ et considerons J constitue de Eet de I'ensemble 
nul O. P(E) est alors egal a 1 et P(O) egal a O. 
Notre systeme d'axiomes, cependant n'est pas complet, car dans divers problemes 
de la th80rie des probabilites, diff8rents espaces de probabilites sont a examiner. 

Construction d'espaces de probabilites. Les plus simples sont construits comme suit: 
Nous prenons un ensemble fini arbitraire E = [~l' ~2' ... , ~k} et un ensemble arbitraire 
[Pl'P2"",Pk} denombresnonnegatifsdontlasommeh + P2 + ... + Pk =1, 
Jest pris comme I'ensemble de tous les sous-ensembles dans E et nous posons 

P[f,f , .. ·,f }=p. +p. + ... +p .. 
't'2 'l '1'2 'l 

Dans de tels cas, Pl'P2,,,,,Pk sont appeles les probabilites des evenements 
elementaires ~1'~2""'~k ,ou simplement probabilites elementaires. De cette 
fagon sont derives tous les espaces finis de probabilite dans lesquels Jest I'en
semble de tous les sous-ensembles de E L'espace de probabilite est appele fini si 
I'ensemble E est fini. )) 

11 est a noter que Kolmogorov fait reference a Sergei Natanovich Bernstein, 
dans sa toute premiere note en bas de page de son memoire, comme un auteur 
ayant propose un autre Begruendungssystem, c'est-a-dire un autre ensemble 
de postulats. 11 cite deux travaux de Bernstein, l'un est un memoire de 1917 
dont Ie titre pourrait etre traduit par Recherches d'un fondement axiomatique 
de la tMorie des probabiliti? et l'autre est Ie livre Thiorie des Probabilitis, publie 

1. Page 2. 
2. Mitt. math. Ges. Charkow, vo1.lS, 1917, p. 209-274. 
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en Russe a Moscou en 19271. Est egalement cite, l'ouvrage de Richard von 
Mises2 pub lie en 1931. 

Bernstein avait introduit trois axiomes : l'axiome de la comparabilite des 
probabilites, celui des evenements disjoints ou incompatibles, et celui de la 
combinaison des evenements. 

1. Editions d'Etat, RSFSR, 1927. 
2. Wahrscheinlichkeit rechnung, Leipzig et Vienne, Deuticke, 1931. 
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Chronologie 
des evenements constituant Ie contexte 
historique, politique et scientifique 
de I'elaboration du calcul des probabilites 

Afin de permettre de mieux suivre l'evolution de la theorie des probabilites, 
nous donnons ci-dessous une chronologie des evenements presentant Ie 
contexte politique et scientifique de l'elaboration du calcul de cette science. 
Pour en faciliter la lecture la presentation est faite par periodes de cinquante 
ans, a partir de 1650. 

1650-1700 

Histoire politique 

Au plan politi que, l'annee 1654 est marquee par Ie sacre, Ie 7 juin, de 
Louis XIV a Reims. En 1657, une alliance franco-anglaise contre l'Espagne 
est conclue. La guerre qui s'en suit s'achevera deux ans plus tard par Ie traite 
des Pyrenees. Au nord du pays, la France gagne des villes de Flandre et du 
Luxembourg. Louis XIV epouse Marie-Therese fille du roi Philippe IV 
d'Espagne et, a la mort de Mazarin, en 1661, Ie roi Soleil entame a 23 ans, 
un regne qui durera jusqu'en 1715. 

En Angleterre, l'annee 1658 est celle de la mort de Cromwell, son fils lui 
succede, mais il doit abdiquer des l'annee suivante. Cette annee 1659 voit 
Ie retablissement de la royaute par Charles II. En 1664, la guerre entre la 
Hollande et l'Angleterre aboutit a la prise par les Anglais de NieuwAmsterdam, 
rebaptisee New York. 

La guerre de Hollande debute en 1672 et oppose les Frans:ais et les Anglais 
aux Hollandais allies aux Imperiaux allemands. L'Empereur germanique 
envahit l'Alsace qui sera finalement liberee par l'armee frans:aise au debut de 
l'annee 1675. Par ailleurs la paix de Nimegue met fin ala guerre de Hollande 
en 1678. L'annee suivante, l'Habeas corpus assure aux Anglais leur liberte 
individuelle, cependant qu'en France les Protestants sont persecutes. Tandis 
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que Louis XIV annexe Strasbourg en 1681, en Russie Ie regne de Pierre Ie 
Grand debute en 1682.11 durera jusqu'en 1725. 

Les Turcs assiegent la ville de Vie nne en 1683, mais ils sont vaincus par Ie 
roi de Pologne et ses allies. 

L'edit de Nantes par lequel Henri IV avait autorise la liberte de culte awe 
protestants est revoque en 1685. Cette revocation entrainera l'exil de beaucoup 
de huguenots, dont celui du franc;:ais Abraham de Moivre a Londres. 

De leur cote, les Turcs sont chasses de Hongrie en 1686. 

Deux ans plus tard la guerre de neuf ans contre la ligue d'Augsbourg debute. 
Les Franc;:ais remportent la victoire de Fleurus en 1690. 

Notons que la naissance du liberalisme peut etre datee de 1690, date a laquelle 
John Locke fait paraitre son ouvrage Two treatises oJgovernmenf. On assiste 
pendant cette meme periode a la disparition de plusieurs grands noms du 
theatre et de la philosophie : Moliere meurt en 1673 a l'age de 51 ans ; Ie 
grand philosophe et universaliste hollandais Spinoza disparait en 1677, a 
45 ans ; Pierre Corneille s'eteint en 1682 a l'age de 78 ans ; tandis que Jean 
Racine disparait en 1699, a l'age de 60 ans. 

Evolution scientifique 

En science, on note la publication, en 1655, de l'Arithmetica injinitorum de 
John Wallis et en 1659, Pascal fait paraitre ses Lettres de A. Dettonville sur 
la geometrie. En 1662 parait l'ouvrage de Robert Boyle intitule New experi
ments physico-mechanical, touching the spring oj air ou est formule la fameuse 
loi qui porte son nom sur la relation entre la pression et Ie volume d'un gaz. 
L' an nee suivante l'ouvrage de Pascal, Traitez de l'Equifibre des Liqueurs, et de 
la Pesanteur de la Masse de l'Air, est publie de fac;:on posthume (Pascal meurt 
en 1662, a 39 ans) ; ce traite marque Ie debut de l'hydrostatique. Trois ans 
apres la disparition de Pascal, Pierre de Fermat meurt a son tour, age de 64 
ans. Son fils Samuel publiera, en 1670,Arithmeticorum libri sex, et de numeris 
multangulis fiber unus de Diophante, avec les commentaires de son pere. 11 
edite ensuite, en 1679,les Varia opera mathematica. Ce livre contient la corres
pondance echangee entre Pascal et Pierre Fermat sur les probabilites. 

En 1667, Robert Hooke reve1e l'usage du microscope dans son ouvrage 
Micrographia : or, some physiological descriptions oj minute bodies made by 
magnifying glasses. Entre 1669 et 1672, Christian Huygens et son frere Louis 
echangent une correspondance relative aux rentes viageres et a l'esperance 
de vie. Otto de Guericke decrit en 1672 ses celebres experiences de Magde
bourg sur Ie vide dans un ouvrage intitule Experimenta nova rut vocantur} 

1. London, Churchill, 1690. 
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magdeburgica de vacuo spatio. De janvier a mars 1673, Leibniz sejourne a 
Londres et rencontre Henry Oldenburg qui lui parle des decouvertes de 
Newton concernant Ie calcul infinitesimal. La lettre d'Isaac Newton sur la 
decomposition spectrale de la lumiere blanche « containing his new theory 
about light and colors» parait dans les Philosophical Transactions of the Royal 
Society de Londres en 1672. Qyant a Christian Huygens, il publie, en 1673, 
son livre Horologium oscillatorium sive de motu pendulorum ad horologia aptato 
demonstrationes geometricae qui servira de base a Isaac Newton pour les equa
tions de la mecanique classique. Par ailleurs, les Lectiones opticae et geometricae 
d'Isaac Barrow sont editees par Newton, en 1674. Le grand concurrent de 
Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz, revele en 1684 (sans demonstration) 
dans son article Nova methodus pro maximis et minimis, publie dans la revue 
scientifique Acta Eruditorum1 de Leipzig, sa technique du calcul differentiel. 
Trois ans plus tard, en 1687, parait Ie livre Ie plus celebre de l'histoire de la 
Physique, voire meme de l'histoire des sciences, les Philosophiae naturalis 
principia mathematica, de Newton. 

De son cote, Huygens publie en 1690 Ie TraiN de la lumiere OU sont expliquees 
les causes de ce qui luy arrive dans la reftexion, & dans la refraction. Et particu
lierement dans l'itrange refraction du cristal d'Islande. Par Monsieur Christian 
Huygens ... Avec un discours de la cause de la pesanteur: c'est l'acte de naissance 
de la theorie ondulatoire de la lumiere. 

Cette periode se termine avec la parution, entre 1693 et 1699, des reuvres 
completes de John Wallis, Opera mathematica ainsi que par celle de l'ouvrage 
de Guillaume de L'Hospital sur l'Analyse des injiniments petits pour l'intelli
gence des lignes courbes (1696) qui est Ie premier traite de calcul infinitesimal, 
redige avec l'aide des Bernoulli. 

En sciences de la nature signalons que Ie sexe des plantes et la pollinisation 
sont decouverts par Rudolph Camerarius en 16942, tandis que l'inventeur 
du microscope, Anton van Leeuwenoek, observe des microbes en 1696. 

La communaute scientifique s'organise, et les academies succedent a des 
cercles plus ou moins formels. La premiere academie scientifique l'Accademia 
deiLincei, a Rome, est active entre 1603 et 165P.A Florence,l'Accademia del 
Cimento (Academie de l'experience), active entre 1657 et 1667, reunit essen
tiellement des experimentateurs. La Royal Society de Londres est fondee en 
16604, tandis que l'Academie des sciences de Paris voit Ie jour en 1666. Elle doit 
son origine au projet de Colbert de creer une academie generale et s'inscrit 

1. Le premier numero de cette revue est sorti en 1682. 
2. De sexu plantarum Epistola, Tubingen, 1694. 
3. I1Aeademia dei Lined est maintenant l'Academie Pontificale des sciences. 
4. Henry Oldenburg (1615-1677) est Ie premier secretaire de la Royal Society tandis que John 

Collins (1625-1683), comme jadis Marin Mersenne (1588-1648) en Europe, correspond 
avec de nombreux savants. 
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egalement dans la lignee des divers cerdes de savants qui se reunissaient au 
XVIIe siede, autour d'un mecene ou d'une personnalite erudite. Colbert a 
choisi un petit groupe de savants qui se sont assembles Ie 22 decembre 1666 
dans la bibliotheque du roi, nouvellement installee rue Vivienne. Les seances 
de travail deviennent bi-hebdomadaires1• 

l.}Academie de Berlin est, quant a elle, creee en 1700 tandis que celie de Saint
Petersbourg est fondee en 1720. 

Avec les academies apparaissent les premiers journaux scientifiques. Le 
numero 1 duJournal des savans, qui est la premiere publication scientifique 
periodique frans:aise, parait Ie 5 janvier 1665. En Angleterre, Ie volume I des 
Philosophical Transactions, giving some accompt of the present understanding, 
studies and labours of the ingenious in many considerable parts of the world, parait 
en 1667. Notons aussi que, pendant cette periode, des jardins botaniques 
sont crees: celui de Paris a ete ouvert en 1597, celui d'Oxford nait en 1621, 
tandis que celui de Berlin voit Ie jour en 1679. 

Faits marquants en calcul des probabilites 

On peut situer Ie debut de la theorie mathematique des probabilites vers 
1565 avec Cardan, (mais son livre, Liber de Ludo Aleae, ecrit vers cette date, 
ne sera publie qu'en 1663) ou citer Ie memoire de Galilee sur les jeux de 
des datant d'environ 1620, mais la plupart des commentateurs voient plutot 
ce debut des probabilites lie aux questions posees par Ie Chevalier de Mere 
a Pascal en 1654 : « Un probleme relatif aux jeux de hasard, propose a un 
austere janseniste par un homme du monde, a ete a l'origine du calcul des 
probabilites» sont les premieres lignes du livre qu'a consacre Poisson a cette 
discipline en 1837. 

Entre juliet et octobre 1654, sept lettres sur Ie probleme des partis ou des 
points dans les jeux de hasard sont echangees entre Pascal et Fermat. Cet 
echange peut etre considere comme la naissance du calcul des probabilites. 
Les lettres seront publiees en 1679 par Ie fils de Pierre Fermat, Samuel. 
En 1656 Huygens ecrit son memoire sur les probabilites Van Rekeningh in 
Spelen van Geluck et l'envoie a Frans van Schooten qui decide d'en indure 
une traduction latine, De ratiociniis in ludo aleae, dans un ouvrage qui parait 
un an plus tard sous Ie titre Exercitationum mathematicorum libri quinque. 

1. Les trente premieres annees d'existence de l'Academie sont relativement informelles, la 
nouvelle institution n'ayant pas re~u de statuts. Le 20 janvier 1699 Louis XIV donne a 
la compagnie son premier reglement. I:Academie re~oit Ie titre d'Academie royale et 
est installee au Louvre. Composee de 70 membres, elle contribue au XVIII" siecle au 
mouvement scientifique de son temps par ses publications et joue un role de conseil 
aupres du pouvoir. 
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I.:annee 1662 voit la naissance de l'arithmetique politique avec Ie traite de 
John Graunt Natural and political observations upon the bills of mortality. 

Le Traiti du triangle arithmitique, avec quelques autres petits traitez sur la 
mesme matiere, Ie celebre ouvrage posthume de Pascal relatif aux probabilites 
est publie trois ans plus tard, bien qu'll ait ete ecrit en 1654. 

En 1680, Leibniz aborde, lui aussi, les questions de probabilite de survie dans 
son Essai de quelques raisonnements nouveaux sur la vie humaine. 

Peu de travaux, en fait, furent consacres aux probabilites durant les trois ou 
quatre decennies qui suivirent les echanges Pascal-Fermat et Ie memoire de 
Huygens. Les mathematiciens, a cette epoque, se consacraient essentiellement 
a la decouverte et au developpement du calcul infinitesimal. 

1700-1750 

Histoire po/itique 

Le XVIIIe siecle a ete appe1e Ie Siecte des Lumieres du fait des importantes 
transformations de la pensee philosophique en Europe (Le terme Aufkla
rung a ete utilise en Allemagne et celui Enlightment, en Angleterre et aux 
Etats-Unis). Des philosophes comme Voltaire et Rousseau ont redefini la 
place de l'homme dans la societe a partir de principes naturels. Ces idees 
ont conduit a l'avenement de la democratie, en Angleterre, aux Etats-Unis 
avec la revolution americaine, et en France avec la Revolution fran~aise. La 
devise Liberti, Egaliti, Fraterniti a eu un fort impact sur l'evolution du reste 
de l'Europe. 

La periode 1700-1750 commence avec la guerre de succession d'Espagne 
qui debute en 1701 et s'achevera en 1713 par Ie traite d'Utrecht. Philippe 
d'Anjou, petit-fils de Louis XIV, deviendra alors Philippe V d'Espagne. 
Louis XIV meurt en 1715 a l'age de 77 ans et la regence est confiee a 
Philippe d'Orleans. Deux ans plus tard, l'Angleterre, les Provinces Unies 
et la France font alliance contre l'Espagne. Finalement, la France declare la 
guerre a l'Espagne en 1719. Ce n'est qu'en 1721 que Ie traite de Madrid sera 
signe entre l'Angleterre, la France et l'Espagne. 

En 1719, la Russie devient, grace au traite de Stockholm une grande puis
sance : elle re~oit les Etats Baltes mais rend la Finlande a la Suede. 

En France, Law est nomme en 1720 controleur des finances mais six mois 
plus tard la faillite de son systeme base sur Ie papier-monnaie, entraine des 
emeutes. Toujours en France, la franc-ma~onnerie est introduite en 1721. 
Louis XV est sacre a Reims en 1722, et II epouse Marie Leszczynska trois ans 

431 



Chronologie 

plus tard. Son regne personnel debutera en 1743 et Madame de Pompadour 
deviendra sa favorite en 1745. 

A l'est de l'Europe, Pierre II devient tsar de Russie en 1727 ; la guerre de 
succession de Pologne survient en 1733 et durera jusqu'en 1738, date de la 
signature du traite de Vienne ; trois ans plus tard on assiste a la guerre de 
succession d'Autriche, qui durerajusqu'en 1748. Apres son succes, en 1745, 
contre les Anglais (victoire de Fontenoy), la France occupe la me me annee 
les Pays-Bas. 

Sur Ie plan des idees, George Berkeley pose, dans son ouvrage A treatise 
concerning the principles of Human Knowledge! de 1710, la question « Le 
monde exterieur existe-t-il ? ». De son cote, David Hume, dans son Treatise of 
human nature publie en 1740, affirme que l'existence est faite de perceptions. 
Montesquieu publie en 1750 I 'Esprit des lois qui tente de degager les principes 
fondamentaux et la logique des differentes institutions politiques. 

Evolution scientifique 

Au plan scientifique, malgre Ie fait que la grande periode de creativite de 
Newton soit passee, son renom grandit. 11 publie, en 1704, son celebre livre 
d'optique : Optich : or a treatise of the rejlexions, refractions, inflexions and colours 
oflight.Also two treatises of the species and magnitude ofcurvilinear figures. Sept 
ans plus tard (1711) il fait paraitre son traite d'analyse superieure Anarysis 
per quantitatum series, jluxiones, ac diferentias : cum enumeratione linearum 
tertii ordinis. L'annee suivante c'est Ie fameux Commercium epistolicum, livre 
destine a demontrer la priorite de sa decouverte du calcul infinitesimal 
par rapport a Leibniz, qui est rendu public. Isaac Newton meurt en 1727, 
a l'age de 85 ans. Son traite sur les fluxions est traduit en anglais en 1736 
sous Ie titre: the method of jluxions and infinite series,. with its application to 
the geometry of curve-lines. 

En 1729, Pierre Bouguer fonde la photometrie, une nouvelle branche de 
l'Optique concernee par la mesure des intensites lumineuses, en rendant 
public son ouvrage Essai d'Optique sur la gradation de la lumiere2• 

Au cours d'une expedition qui s'etend de 1735 a 1744, La Condamine mesure, 
en Amerique du Sud, un arc de meridien pres de l'equateur, precisement pour 
verifier un aspect des travaux de Newton predisant que la Terre est aplatie 
aux poles et gonflee a l'equateur. 

En 1738, Daniel Bernoulli fait paraitre son fameux livre sur l'hydrodynamique : 
Hydrodynamica, sive de viribus et motibus jluidorum commentarii, qui anticipe 
d'un siecie les travaux en physique statistique. De son cote Jean d'Alembert 

1. Dublin, 1710. 
2. Paris, Jombert, 1729. 
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publie, en 1743, son Traiti de dynamique, dans lequelles loix de l'iquilibre & 
du mouvement des corps sont riduites au plus petit nombre possible, livre qui 
marque un premier pas vers la mecanique lagrangienne et hamiltonienne. 
En mathematiques, Leonhard Euler ecrit deux grands livres d'analyse : 
Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes, sive 
solutio problematis isoperimetrici latissimo sensu accepti (1744) et Introductio in 
analysin infinitorum (1748). 

En sciences de la nature, la nutrition des plantes est decrite par Stephen 
Hales en 1731 et Linne publie 17351 sa classification naturel1e (Systema 
Naturae). 

Faits marquants en calcul des probabilites 

En probabilites, la premiere moitie du XVIIIe siecle va etre une periode 
extremement importante, marquee par la parution de plusieurs traites. Le 
premier ouvrage totalement consacre aux probabilites, Essai d'analyse sur les 
jeux de hazard, de Pierre Remond de Montmort parait a Paris en 1708. Mais 
l'ouvrage fondamental de Jakob Bernoulli, l'Ars conjectandi avait ete redige, 
sinon publie, plusieurs annees auparavantl. Sa parution en 1713 ouvre la 
voie au developpement de la theorie du calcul des probabilites. Abraham de 
Moivre publie, quant a lui, dans les Philosophical Transactions, en 1712, un 
long memoire intitule De mensura sortis qui est la premiere version de son 
futur livre The doctrine of chance;. 

En 1709, la these de Nicholas I Bernoulli De usu arte conjectandi in jure est une 
des premieres applications des probabilites au domaine du droit. 

Dans Ie cadre d'une application fort differente, la mise en evidence de la 
constance du rapport du nombre des naissances des gars:ons a celui des 
fil1es est utilise par John Arbuthnot, en 1710, pour tenter de prouver la 
Divine Providence dans une publication intitulee An argument for Divine 
Providence. 

En 1718,Abraham de Moivre fait paraitre a Londres un important ouvrage 
intitule : The doctrine of chances: or, a method of calculating the probabilities of 
events in play. II fera paraitre ensuite, en 1725, un livre relatif aux rentes et 
assurances sur la vie : Annuities upon lives. De Moivre rend ensuite public un 
travail sur les series, qui permet d'envisager la formulation de la loi normale 
grace au developpement du binome (formule de De Moivre-Stirling) dans 

1. Leiden, de Groot, 1735. 
2. Le grand traite de Jakob Bernoulli, mort en 1705,Ars cOlljectalldi opus posthu1I1um.Accedit 

tractatus de seriebus illfillitis, et epistola gallice scripta de ludo pilae reticularis parait en 1713 
edite par les soins de son neveu Nicholas Bernoulli. 

3. Simpson publiera, en 1740, un court traite intitule the nature alld laws 0/ chance, OU il 
reprend les resultats de De Moivre enonces dans Doctrille o/Chances. 
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un livre intitule : Miscellanea analytica de seriebus et quadraturis, qui parah a 
Londres en 1730, qu'll complete par un papier, date du 13 novembre 1733 , 
dont Ie titre est explicite : Approximatio ad summam terminorum binomii (a 
+ b)" in seriem expansi,! 11 s'agit de la premiere publication de ce que nous 
appe10ns aujourd'hui la Loi normale, resultat qui est devenu 1'outllle plus 
puissant de la theorie des probabilites pour les deux siec1es qui ont suivi. 

Signalons la parution, en 1722, du livre de Roger Cotes Harmonia mensu
rarum, sive analysis & synthesis per rationum & angulorum mensuras promotae, 
qui comporte la premiere etude de la combinaison des observations et de la 
minimisation des erreurs. En 1733, Buffon soumet a l'Academie des sciences 
un celebre memoire sur Ie jeu de Franc-carreau qui sera publie longtemps 
apres (1777) dans son Essai d'arithmetique morale. En 1738, Daniel Bernoulli 
publie son memoire Specimen theoriae novae de mensura sortis OU il discute 
du celebre Paradoxe de Saint-Petersbourg et propose son concept d'esperance 
morale. En 1746, Antoine Depan;ieux publie son Essai sur les probabilitis 
de la duree de la vie humaine ,. d'oit l'on deduit la maniere de determiner les 
rentes viageres, tant simples qu'en tontines: precede d'une courte explication sur 
les rentes a terme, ou annuitis ,. et accompagne d'un grand nombre de tables, qui 
vise la determination des rentes viageres et comporte la premiere table de 
mortalite frans:aise. 

On peut donc affirmer qu'au milieu du XVIIIe siec1e, Ie calcul des proba
bilites est une discipline bien etablie avec les travaux de Jakob Bernoulli, et 
ceux de De Moivre. 

1750-1800 

Histoire politique 

Cette periode debute avec la naissance de Louis XVI a Versailles en 1754. 
En 1756 debute la guerre de sept ans (1756-1763) provoquee par l'affronte
ment entre la Prusse et 1'Autriche. Cette guerre oppose d'abord la France et 
la Grande Bretagne d'une part, 1'Autriche et la Prusse d'autre part, mais on 
assiste au renversement des alliances: la France se rapproche de 1'Autriche et 
s'oppose a l' Angleterre main tenant alliee ala Prusse. Louis XV est victime d'un 
attentat Ie 5 janvier 1757, son auteur, Damiens, est condamne a 1'ecartelement 
et au bucher et la sentence sera executee dans des conditions particulierement 
atroces. A 1'Est de l'Europe, Catherine II devient imperatrice de Russie en 
1762, tandis qu'en Autriche, Joseph II, frere de Marie Antoinette, devient 

1. Ce memoire a ete imprime en quelques exemplaires pour les amis de De Moivre. On en 
connait actuellement trois copies (Prussiche Staatbibliothek de Berlin, University College 
de Londres et Bibliotheque Macclesfield, n° 1424 du catalogue). 
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empereur du Saint Empire Germanique en 1765. Son regne durerajusqu'en 
1790. Entre-temps, la Pompadour, favorite de Louis XV, meurt en 1764. 

La France achete la Corse ala republique de Genes Ie 15 mai 1768. Bona
parte, qui nait Ie 15 aout 1769 a Ajaccio, est ainsi un sujet de Louis XV. En 
cette meme annee 1768 meurt Marie Lesczinska, reine de France. 1773 voit 
la naissance de Louis Philippe, tandis que l'annee suivante meurt Louis XV 
a qui succede son petit-fils, Louis XVI, age de vingt ans. 

Bors du royaume, on assiste, en 1772, au partage de la Pologne entre la 
Russie,la Prusse et l'Autriche. Le 4 juillet 1776, treize Etats d'Amerique du 
Nord declarent leur independance ; ce jour sera choisi comme fete nationale 
des Etats-Unis d'Amerique. Vannee suivante Lafayette, qui n'a que vingt 
ans, se joint aux insurges americains contre l'Angleterre. Louis XVI envoie 
en Amerique, en 1780, un corps expeditionnaire de 6 000 hommes, dirige 
par Rochambeau. Finalement, l'Angleterre reconnait l'independance des 
Etats-Unis d'Amerique en 1783, par Ie traite de Versailles. 

En France des emeutes secouent en 1784 la Normandie. Elies sont la 
consequence de mauvaises recoltes conjuguees a une pression des impots 
insupportable. Deux ans plus tard ce sont les canuts de Lyon qui se soulevent 
(ce qu'ils avaient deja fait une premiere fois en 1744), c'est en quelque sorte 
l'avant-garde du mouvement ouvrier en France. 

La Revolution frans:aise debute en 1789 avec la reunion des Etats generaux 
et la prise de la Bastille et s'acheve avec Ie coup d'Etat du 18 brumaire 
(9-10 novembre 1799) de Bonaparte. Elle marque la fin de l'Ancien Regime 
et Ie passage a une monarchie constitutionnelle puis a la premiere Republique. 
Son impact a ete considerablement accru par les guerres de la Revolution 
frans:aise et de l'Empire, dont il resultera des « republiques sreurs » en Europe 
continentale et la transformation des frontieres et des Etats de l'Europe. 

Bonaparte, General de la Revolution frans:aise a 24 ans, remporte une victoire 
spectaculaire en Italie en 1796.11 est envoye ensuite en Egypte, OU Ie succes 
politique ne sera pas au rendez-vous, par contre l'expedition d'Egypte realisee 
par les 160 savants qu'il emmene avec lui, sera une reussite sans precedent. 
A son retour, il prend Ie pouvoir par Ie coup d'Etat du 18 brumaire an VIII 
(9 novembre 1799). 

En marge de ces evenements politiques notons la mort de Montesquieu en 
1755, a 66 ans et celie de Diderot en 1784, a 71 ans. 

Des evenements scientifiques spectaculaires ont par ailleurs lieu pendant 
cette periode, citons-en deux: Ie voyage autour du monde de Bougainville 
entre 1766 et 1769, et Ie premier vol en ballon des freres Montgolfier en 
1783. 
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Sur Ie plan des idees, d'Holbach publie en 1770 son ouvrage Systeme de la 
nature, considere depuis comme la Bible du materialisme. L'annee suivante 
parait la premiere edition de l'Encyclopedia Britannica. Immanuel Kant publie, 
en 1781, son tres important ouvrage La critique de la raison pure!. Dix ans 
plus tard, Thomas Paine rend public son livre sur les droits de l'Homme2, 

cependant que Mary Wollstoncraft revendique, un an apres, des droits pour 
la Femme3• Enfin, Thomas Robert Malthus publie en 1798 son Essay on the 
principle of population. 

Evolution scientifique 

En sciences, nous nous appuierons essentiellement sur les grandes publi
cations pour illustrer la richesse de cette periode. Cela commence avec la 
parution, en 1751, du premier volume de l'Encyc1opedie de d'Alembert et 
Diderot (Ie dernier volume paraitra en 1765). La meme annee, Benjamin 
Franklin publie son traite d'electricite : Experiments and Observations on 
Electricity, Made at Philadelphia in America. Deux ans plus tard (1753) 
Ie grand mathematicien et physicien Leonhard Euler ecrit la premiere 
version de ses calculs de theorie lunaire4• En 1755 on peut lire, toujours 
sous sa plume, Ie premier traite complet de calcul differentiel5• Anticipons 
un peu en restant avec ce tres grand savant: il ecrira egalement, entre 1768 
et 1770, un traite complet de calcul integral6, puis, entre 1769 et 1771, un 
traite de dioptrique7• L'optique s'enrichit d'ailleurs, en 1760, de l'extension 
du domaine de la photometrie (inaugure en 1729 par Bouguer) par Johann 
Heinrich Lambert dans son ouvrage Photometria sive de mensura et gradibus 
luminis, colorum et umbratf. En 1784, Ie frans:ais Rene Just Haiiy ouvre un 
nouveau chapitre en physique, la cristallographie, grace a la publication de 
son Essai d'une Theorie sur la structure des crystaux, appliquee a plusieurs genres 
de substances crystallisees9• En electricite, Charles Augustin Coulomb enonce 
en 1785 sa fameuse lopo : elle marque Ie sommet de l'electrostatique et sera 
toute de suite adoptee, malgre des conditions experimentales extremement 

1. CriticR der Reinen Vernunst, Riga, 1781. 
2. Rights of Man, London, 1791. 
3. A vindication of the rights of Woman, London, 1792. 
4. 1heoria motus lunae, impensis Academiae imperialis scientiarum, 1753. 
5. Leonhard Euler, Institutiones Calculi Differentialis cum eius Usu in Analysi Finitorum ac 

Doctrina Serierum, Petersburg, Academiae Imperialis Scientiarum, 1755. 
6. Leonhard Euler,Institutionum Calculi Integralis, Petersburg, Academia Imperialis Scien

tiarum, 1768-1769-1770. 
7. Leonhard Euler, Dioptricae, Petersburg, Impensis Academiae Imperialis Scientiarum, 

1769-1770-1771. 
8. Augsburg c., Detleffienfor the widow of Eberhard Klett, 1760. 
9. Paris, Gogue &Nee de La Rochelle, 1784. 
10. Charles Augustin Coulomb, Memoires surlelectricite et Ie magnetisme, Paris, Bacheller, 

1785-1789. 
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delicates, car c'est une loi newtonienne. En Ailemagne, Ernst Florens Frie
drich Chladni publie Ie premier traite important d'acoustique en 1787'. 
Joseph-Louis Lagrange, en publiant en 1788 sa Michanique analytiqut?, fait 
faire un pas de geant a la mecanique, mais aussi a la physique puisque son 
formalisme (et Ie formalisme hamiltonien, qui en decoule), servira de base a 
nombre de theories fondamentales. De leur cote, Luigi Galvani, avec son De 
viribus electricitatis in motu musculari, publie en 1791, puis son « opposant» 
Alessandro Volta, qui publie en 1800 On the electricity excited by the mere 
contact of conducting substances of dijforent kindi\ introduisent la notion de 
courant electrique (comme l'appellera plus tard Ampere). Avec l'invention 
de la pile electrique de Volta l'electricite n'est plus limitee aux phenomenes 
statiques,l'electrocinetique fait son apparition. Cette periode s'acheve par la 
publication de quatre grands ouvrages en mathematiques et en astronomie. 
Le premier, Essai sur la tMorie des nombres, est signe en 1798 d'Adrien Marie 
Legendre. Le second est une reuvre monumentale en 5 volumes, qui debute 
en 1798 et se termine en 1827, il s'agit du fameux TraiN de micanique celeste 
de Pierre Simon Laplace. Le troisieme est l'enonce, en 1799, du theoreme 
fondamental de l'algebre par Carl Friedrich Gauss dans: Demonstratio nova 
theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integram unius varia
bilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse. Le quatrieme est la 
Giomitrie descriptive de Gaspard Monge4• 

Notons egalement, durant cette periode, deux evenements marquants : la 
naissance de l'anthropologie (~ 1775) avec l'ouvrage De generis humani varie
tate natura de J. F. Blumenbach et celle de la chimie moderne avec l'edition, 
en 1789, du TraiN ilimentaire de chimie d'Antoine Lavoisier. 

Faits marquants en calcul des probabilites 

En probabilites, la periode est marquee part la parution de plusieurs ouvrages 
importants. Thomas Simpson publie, en 1755, dans les Philosophical 
Transactions de Londres, The Advantage of taking the Mean of a Number of 
Observations in practical Astronomy, memoire OU il aborde Ie probleme des 
observations astronomiques en se focalisant sur les erreurs de positionne
ment du corps observe. J. H. Lambert, que nous avons rencontre plus haut, 
est Ie premier a utiliser la methode du maximum de vraisemblance dans son 
ouvrage Fhotometria de 1760. Thomas Bayes fait naitre la notion d'inference 
statistique en 1763 dans son Essay towards solving a problem in the doctrine 

1. Ernst Florens Friedrich Chladni, Entdeckungen ueber die 7heorie des Klanges, Leipzig, 
1787. 

2. Paris, Veuve Desaint, 1788. 
3. Trans. Royal Soc. London, 1800. 
4. Lefons donnees aux ecoles normales de l'an III de la Republique, Paris, Baudouin, 1799. 
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ofchances1• Pierre Simon Laplace ecrit, entre 1774 et 1785, divers memoires 
sur les probabilites qui seront repris dans son ouvrage de 1812. De son cote 
Joseph Louis Lagrange publie, en 1776, un memoire intitule Sur l'utilite 
de la methode de prendre Ie milieu entre les resultats de plusieurs observations. 
Vannee suivante c'est au tour de Buffon de produire un Essai d'arithmetique 
morale. En 1785 on trouve, sous la plume de D'Alembert son celebre article 
intitule Croix-Pile, dans l'Encyclopedie methodique 1785. La meme annee 
Condorcet publie son Essai sur l'application de l'analyse it la probabilite des 
decisions rendues it la pluralite des voix. Vers 1790, il redige ses Etemens du 
calcul des probabilites et son application aux jeux de hasard qui seront rendus 
publics, a titre posthume, en 1805. 

1800-1850 

Histoire politique 

Bonaparte devient Premier consul Ie 10 novembre 1799. La Constitution de 
l'an VIII (1799) lui donne l'essentiel du pouvoir. II consolide les acquis de la 
Revolution, en s'appuyant sur des notables, souvent de riches proprietaires ; 
il installe un prefet qui Ie represente dans chaque departement ; il cree une 
monnaie solide et stable2 ; il fait rediger Ie Code Civil3 ; il retablit la paix 
religieuse en 1801 en signant un Concordat avec Ie pape ; il met fin au conflit 
avec l'Angleterre en signant, en 1802, la paix d'Amiens. Malheureusement, 
la guerre contre l'Angleterre reprend a partir de 1803 et Ie l er Consul tente 
d'isoler ce pays par un Blocus continental qui interdit tout commerce. Entre
temps, en 1802, Bonaparte est nomme consul a vie. Le 18 mai 1804, il devient 
Empereur des Frans:ais4, sous Ie nom de Napoleon IEr. En 1805, c'estle desastre 
naval de Trafalgar. Les Anglais s'assurent une preponderance sur les mers 
et Napoleon est contraint de se rabattre sur Ie continent. Mais a partir de la 
victoire d'Austerlitz, Ie 2 decembre 1805, il devient Ie maitre de l'Europe et 
enchaine les victoires : lena (1806) ; Eylau (1807) ; Wagram (1809), ce qui 
lui permet d'etablir un Grand Empire. Toutefois la revolte des Espagnols 
en 1808 est une premiere alerte, mais Ie vrai declin commence en 1812 avec 
la campagne de Russie qui est un desastre militaire total. A la suite de cette 
defaite, une coalition generale se forme contre la France. L'armee frans:aise 
est battue a Leipzig en octobre 1813, puis la France est envahie en 1814. 
Napoleon est oblige d'abdiquer Ie 6 avril 1814. II est exile sur l'ile d'Elbe5• II 
revient au pouvoir pendant les « Cent jours », du 20 mars au 22 juin 1815, 

1. Philosophical Trans., vol. 53, p. 370-418, London, 1763. 
2. Le Franc germinal en 1803 est stable jusqu'au debut du xx· siecle. 
3. Instaure en 1804. 
4. II est sacre a Notre Dame Ie 2 decembre 1804. 
5. Entre la Corse et l'Italie. 
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mais, suite ala defaite de Waterloo, Ie 18 juin 1815, il abdique definitive
ment avant d'etre exile a Sainte Helene OU il meurt en 18211. Pendant l'exil 
de Napoleon sur l'ile d'Elbe, en 1814, Ie frere de Louis XVI, Louis XVIII, 
monte sur Ie trone : c'est la Premiere Restauration. La Seconde restauration 
debute apres les cent jours. En 1815, Ie Traite de Paris ramene les frontieres 
de la France a ce qu'elles etaient en 1790. 

Outre Adantique, Simon Bolivar bat les Espagnols en 1819 et cree la repu
blique de Colombie. En France Louis XVIII meurt en 1824 a l'age de 69 
ans. Son frere, Ie comte d'Artois, lui succede sous Ie nom de Charles X. 

En Russie, Ie Tsar Nicolas ler regne de fa'Yon autocratique pendant trente 
ans, de 1825 a 1855. 

En France, les 3 glorieuses (27,28 et 29 juillet 1830), commencent avec les 
barricades et se terminent avec l' abdication de Charles X. Louis Philippe Ie, Ie 
remplace, et devient roi des Fran'Yais (et non roi de France), c'est la monarchie 
de juillet qui s'etend de 1830 a 1848. 

En Angleterre c'est l'epoque du regne de Guillaume IV (1830 a 1837). II 
sera suivi par long regne de la reine Victoria (1837-1901). 

L'Europe est atteinte, en 1831, par une dramatique epidemie de cholera. 

Varsovie est prise par les Russes en 1831 et la Pologne devient province 
Russe. 

En 1836, Louis Napoleon Bonaparte, neveu de Napoleon Ie" pretendant 
au trone, tente de soulever un regiment a Strasbourg, mais il est arrete et 
expulse au Bresil. 

En 1845, une grande famine conduit deux millions d'irlandais a emigrer 
aux Etats-Unis. 

En France, l'annee 1848 est marquee, com me en 1830, par les barricades 
(fevrier 1848). Notons que Fran'Yois Arago devient membre du gouvernement 
provisoire de 1848, il est nomme Ie 27 fevrier 1848 ministre de la Marine 
et de la Guerre. II institue, Ie 4 mars 1848, une commission chargee de 
l'emandpation des esclaves dans les colonies et signe Ie decret d'abolition de 
l'esclavage Ie 27 avril 1848. Arago exerce meme, du 5 mai au 25 juin 1848, 
les fonctions de chef de I'Etat. Mais les emeutes de juin 1848 mettent fin 
a la revolution. Apres !'insurrection de juin 1848, Arago, profondement 
affecte et malade se retire a I'Observatoire. Cela fera dire a Victor Hugo, 
dans les Choses vues: «Arago ne parait plus a l'assembIee. Qyand on aces 
deux spedalites de regarder Ie del et de regarder la terre,je comprends qu'on 
prefere Ie del ». 

1. Les cendres de Napoleon seront transferees aux Invalides en 1840. 
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Louis Napoleon Bonaparte devient, Ie 10 decembre 1848, Ie premier presi
dent de la republique fran<;aise. II est elu (avec 74 % des voix) au suffrage 
universel. 

Signalons, pendant cette periode, la disparition de grands artistes: Beethoven 
meurt a Vie nne en 1827, a l'age de 57 ans ; Goya meurt l'annee suivante a 
82 ans ; tandis que Goethe disparait en 1832 a 83 ans. 

Sur Ie plan des idees Ie Socialisme apparait, en 1814, avec l'ouvrage de Robert 
Owen A new view of Society, tandis que la philo sophie du Pessimisme voit 
Ie jour en 1819 avec un ouvrage d'Arthur Schopenhauer1• En 1832, Karl 
von Klausewitz publie ses celebres idees sur la guerre Vom Kriege, et a la 
meme epoque Auguste Comte publie son Cours de Philo sophie Positive 
(1830-1842). 

Evolution scientifique 

En sciences, nous allons faire, comme pour la precedente periode une rapide 
revue des publications marquantes. En 1801, Carl Friedrich Gauss publie ses 
fameuses recherches arithmetiques2• En physique Ie savant anglais prodige 
Thomas Young, introduit en 1802 la theorie ondulatoire de la lumiere\ et 
publie egalement, en 1807, un traite de physique et de mecanique4• Cette 
theorie ondulatoire de la lumiere re1ance Ie vieux debat de l'existence de 
l'ether. Ce1ui-ci, suppose necessaire a la propagation de la lumiere, est-il 
entraine par la Terre dans son mouvement annuel autour du Soleil ? Augustin 
Fresnel dans un document celebre de 1818 adresse (a sa demande) a Fran<;ois 
Arago : Lettre it M. Arago, sur l'irifluence du mouvement terrestre dans quelques 
phenomenes d'optiqurf, ecrit, pres d'un siecie avant la naissance de la re1ativite 
restreinte : « La vitesse avec laquelle se propagent les ondes [lumineuses] 
est independante du mouvement des corps dont elles em anent ». Le meme 
Fresnel, peut-etre Ie plus grand opticien de tous les temps, deve1oppe, en se 
fondant sur l'optique ondulatoire, la theorie de la diffraction et publie, en 
1819, un memoire qui fera date: Sur la diffraction de la lumiere6 • En cette 
me me annee un professeur d'universite danois, Hans Christian CErsted, 
remarque l'influence du passage d'un courant electrique sur la direction 
d'une aiguille aimante. Au debut de 1820, il informe les principaux savants 

1. Die welt als Wille und Vorstellung, Leipzig, 1819. 
2. Carl Friedrich Gauss, Disquisitiones arithmeticae, Lipsiae, In Com. apud Gerh., Fleischer 

June, 1801. 
3. Presque un siecle et demi apres Huyghens et sensiblement en meme temps, et indepen

damment, de Fresnel. 
4. Thomas Young, A Course of Lectures on Natural Philosophy and the MechanicalArts, London, 

].Johnson, 1807. 
5. Annales de chimie et de physique, tome 9, 1818. 
6. Annales de chimie et de physique, tome 11,1819. 
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europeens de sa decouverte dans un memoire de 4 pages ecrit en latin : 
Experimenta circa effectum conflictus electrici in acum magneticam. Arago refait 
l'experience devant les membres de l'Academie des sciences de Paris. Andre 
Marie Ampere assiste a la seance, se passionne pour ce phenomene et cree, 
en quelques mois, l'electrodynamique. 11 publie de nombreuses notes, en 
particulier celie faisant etat de l'interaction entre deux courants1• 

Par ailleurs,John Dalton en 18082 et Avogadro en 1811 elaborent la notion 
d'atome et de molecule afin d'expliquer les reactions chimiques, mais ce 
schema n'est adopte officieliement que vers 1860. 

En mathematiques, Augustin -Louis Cauchy introduit la rigueur en analyse, 
son cours d'analyse de l'Ecole Polytechnique de 1821, fait reference3• L'annee 
suivante, c'est un autre professeur a l'Ecole Polytechnique,Joseph Fourier, qui 
publie l'ouvrage considere comme fondateur de la physique mathematique : 
la 1hiorie analytique de la chaleur\ On y trouve la notion de « transformee 
de Fourier» si feconde dans un grand nombre de domaines. Deux ans plus 
tard, en 1824, Ie polytechnicien Sadi Carnot publie ses Rijlexions sur la 
Puissance Motrice du Feu\ c'est l'acte de naissance de la thermodynamique. 
En 1826, Ampere synthetise, dans son dernier grand ouvrage de physique, 
ses travaux en electrodynamique6• Toujours dans Ie domaine de l'electricite, 
Georg Simon Ohm, en conduisant un raisonnement analogue a celui de 
Fourier en thermique, aboutira ala fameuse « loi d'Ohm » et en publiera 
Ie resultat en 18277• Malheureusement sur l'instant ses travaux n'ont pas 
Ie succes legitimement duo Le developpement de ce domaine se fait aussi 
bien sous l'angle theorique qu'experimental. Cote theorie, George Green 
publie en 1828 Ie memoire pour lequel i1 est Ie plus connu : An essay on the 
application of mathematical analysis to the theories of electricity and magnetism8• 

Cote experimental, Michael Faraday, l'un des plus grands experimentateurs 
de tous les temps, publie, entre 1832 et 1856, ses recherches9 qui seront Ie 

1. Andre Marie Ampere, Memoires sur I'action mutuelle de deux courans electriques, sur celie 
entre un courant electrique et un aimant oule globe terrestre, et celie de deux aimans I'un sur 
I'autre, Annales de Chimie et de Physique, 15, 1820, Paris. 

2. John Dalton, A new system ofchemical philosophy, Manchester and London, 1808. 
3. Augustin-Louis Cauchy, Cours d'Analyse de /'ecole royale poly technique, Paris, de Bure, 

1821. 
4. Jean Baptiste Joseph Fourier, 1heorie analytique de la chaleur, Paris, Firmin Didot, 1822. 
5. Nicolas Leonard Sadi Carnot,Rijlexions sur la Puissance Motrice du Feu et sur les machines 

propres il divelopper celte puissance, Paris, Bachelier, 1824. 
6. Andre Marie Ampere, Iheorie des phenomenes electrodynamiques uniquement deduite de 

l'experience, Paris, Mequignon-Marvis, 1826. 
7. Georg Simon Ohm, Die Galvanische Kette mathematisch bearbeitet, Berlin, T. H. Riemann, 

1827. 
8. George Green,An essay on the application of mathematical analysis to the theories ofelectricity 

and magnetism, Nottingham, 1828. 
9. Michael Faraday, Experimental researches in electricity, Phil. Trans., London, 1832-1856. 
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point de depart de Ia synthese maxwelienne. Gauss, qui collabore avec Weber 
sur Ie magnetisme, fait une etude, publiee en 1833, extremement precise 
du magnetisme terrestre1 et introduit, toujours avec Weber, la theorie du 
potentieF. En mathematiques il faut souligner, a la fin des annees vingt et 
au debut des annees trente, les travaux en geometrie non-euclidienne de 
LobachevskP, ainsi que ceux de Bola}'" ; l'introduction des determinants par 
Cayler en 1843 ; ainsi que la richesse de l'reuvre, MIas si rapidement et si 
tragiquement interrompue, d'Evariste Galois6• 

En physique,Joule realise, entre 1843 et 1847 differentes mesures permettant 
de determiner l'equivalent mecanique de la chaleur? Apres les experiences 
mettant en jeu la conversion d'electricite en chaleur, il met au point une 
methode qui consiste a faire tourner une roue a ailettes a l'aide de la chute 
de poids dans un recipient d'eau, hermetique, dont il mesure l'elevation de 
temperature. Les travaux de Joule sont completes par l'analyse d'Helmholtz 
qui etablit, en 1847, les bases mathematiques de la conservation de l'energie8• 

En chimie, natt en 1842 une nouvelle discipline,la chimie organique, avec 
Ie traite Justus Liebig. 

Notons egalement, durant cette periode, plusieurs inventions d'une tres 
grande importance. En 1816, Nicephore Niepce obtient la toute premiere 
photographie9 grace a sa chambre obscure, mais il s'agit d'une image positive, 
non fixee. La plus ancienne photo qui nous soit parvenue est de Niepce, il 
s'agit du Point de vue du Gras de 1827. Louis Daguerre ameliorera Ie procede, 
rapidement appele daguerreotype, lequel sera presente par Arago devant 
l'Academie des sciences Ie 19 aout 1839. 

Le tout premier train emportant des voyageurs date de 1804, mais les chemins 
de fer ne commencent a etre vulgarises que dans les annees 1815. En France 
la premiere ligne relie Paris et Saint-Germain en 1837. Ampere annonce a 
l'Academie des Sciences Ie 2 octobre 1820 que « l'on pourrait former une 

1. Carl Friedrich Gauss, Intensitas vis magneticae terrestris ad mensuram absolutam revocata, 
Gottingen, Dieterich, 1833. 

2. Carl Friedrich Gauss, Wilhelm Weber, Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen 
Vereins im Jahre, Gottingen, Dieterichschen Buchhandlung, 1836-1840. 

3. Ivanovich Lobachevski, 1heorie des Paral/e!es, Presses de rUniversite Kazan, 1829. 
4. Farkas etJanos Bolay, Tentamenjuventutem studiosam in element a matheosos purae (Appendix) 

Scientiam spat;; absolute veram exhibens, Maros Vasarhelyini, 1832-1833. 
5. Arthur Cayley, On the theory of determinants, Trans. Cambridge Phil. Soc. VIII, 1843. 
6. Evariste Galois, CEuvres mathimatiques,Journal de Liouville, Tome XI, Paris, 1846. 
7. James Prescott Joule, On the Calorific Effects of Magneto-Electricity, and the Mechanical 

Value of Heat, 1843-1844. 
8. Hermann Helmholtz, Ueber der Erhaltung der Kraft, eine physikalischeAbhandlung, Berlin, 

Reimer, 1847. 
9. 11 ecrit Ie 5 mai 1816 : « Le fond du tableau est noir, et les objets sont blancs, c'est-a.-dire 

plus clairs que Ie fond» (!), il ajoute : « La possibilite de peindre de cette maniere me 
parait a. peu pres demon tree ». 
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sorte de telegraphe », mais Ie premier qui sera operationnel (sur moins de 
2 km) est celui de Gauss et Weber (1833). Le telegraphe commence vraiment 
son developpement en ,Angleterre avec Charles Wheatstone en 1838, puis 
surtout avec Morse au Etats-Unis qui realise la premiere ligne telegraphique 
americaine entre Baltimore et Washington en 1844. 

Faits marquants en calcul des probabilites 

En probabilites, Adrien Marie Legendre est l'auteur, en 1805,d'une premiere 
publication sur les moindres carres!. Elle est suivie par celIe de Gauss2, sur Ie 
meme theme, en 1809. En 1812, Pierre Simon Laplace fait apparaitre sa tres 
importante 7heorie analytique des probabilittfSJ. Notons egalement Ie memoire 
de Poisson, en 1837, sur ses Recherches sur fa probabilite desjugements4• C21tand a 
Auguste Bravais, il sou met a l'Institut, en 1838, un memoire intitule : Analyse 
matMmatique sur fes probabilittfs des erreurs de situation d'un point. Cournot 
publie, en 1843, son Exposition de fa tMorie des chances et des probabilites qui 
est une tentative d'interpretation des fondements du calcul des probabilites. 
Terminons, un peu en marge de cette periode, par Ie Memoire sur fa probabilite 
des erreurs d'apres fa methode des moindres carres, publie par Bienayme en 1851 
et qui anticipe la theorie statistique et la loi du X2 • 

Le premier quart du dix-neuvieme a donc ete, a l'evidence, marque, ans Ie 
domaine des probabilites, par les travaux de Laplace et de Gauss et l'enonce 
du theoreme central limite. 

1850-1900 

Histoire politique 

La seconde republique se termine Ie 2 decembre 1851, elle n'aura dure 
qu'un peu plus de trois ans. Le coup d'Etat de Louis Napoleon Bonaparte 
lui permet de mener la restauration imperiale a son profit. En janvier 1852, 
la France se dote d'une nouvelle constitution qui porte la duree du mandat 
du president a 10 ans. Le 7 novembre 1852, Ie regime imperial est retabli. 
Louis-Napoleon Bonaparte devient Napoleon III, c'est Ie debut du second 
Empire, qui durera jusqu'en 1870. Cette epoque est marquee par la prospe
rite, la croissance et les conquetes coloniales. Napoleon III, en inaugurant 

1. Adrien Marie Legendre, Nouvelles methodes pour la determination des orbites des cometes, 
Paris, Firmin Didot, 1805. 

2. Carl Friedrich Gauss, 1heO/-ia motus cor porum coelestium in sectionibus conicis solem ambi
entium, Hamburg, Frid. Perthes et I. H. Besser, 1809. 

3. Pierre Simon Laplace, 1heorie analytique des probabilites, Paris, Courcier, 1812 (2' ed_ 
1814; 3' ed. 1820). 

4. Paris, Bacheller, 1837. 

443 



Chronologie 

1'exposition universelie de Paris de 1855, veut montrer a 1'Angleterre que la 
France peut egalement organiser une exposition aussi grandiose que celle 
de Londres de 1851. 11 inaugurera egalement 1'exposition universelle de 
Paris de 1867 qui ne comptera pas moins de 52 000 expos ants pour 41 pays 
representes. En 1854, apres 1'attaque par les Russes des territoires turcs de 
Moldavie et de Valachie, la France, alliee a l' Angleterre, declare la guerre a la 
Russie. Cette guerre se terminera en 1856 avec la victoire de 1'Alma. I.:annee 
suivante, en Crimee, Sebastopol est prise par les forces anglaises et frans:aises. 
Le Traite de Paris mettra fin a la guerre de Crimee, qui avait commence 
en 1853. En 1855 la Russie couronne son nouveau Tsar, Alexandre 11.11 
regnera jusqu'en 1881 (il est ass as sine par de jeunes monarchistes Ie 13 mars 
1881,jour ou il s'appretait a donner une nouvelle constitution a son pays). 
Tandis qu'on assiste en 1857 a la guerre franco-anglaise contre la Chine, les 
Frans:ais s'etablissent a Saigon en 1859. Cette meme annee, en accord avec 
Ie ministre italien Cavour, la France declare la guerre a 1'Autriche. I.:armee 
franco piemontaise est victorieuse a Magenta. En Prusse, Guillaume I devient 
roi en 1861 et Ie resterajusqu'en 1888. En Italie, c'est Victor-Emmanuel II 
qui devient, en 1861, roi de 1'Italie unifiee. 

Aux Etats-Unis cette an nee est celie du debut de la guerre de secession. 
Toujours en Amerique, la France,1'Angleterre et 1'Espagne interviennent 
au Mexique. Le monde bouge : Bismarck devient Ie premier ministre de la 
Prusse en 1862 ; Ie doit de greve est reconnu en France en 1864 ; aux Etats
U nis l' annee 1865 est marquee par la victoire des nordistes et par l' assassinat 
du president Lincoln; en Russie Marx publie, en 1867, Le capital. 

En France, apres un plebiscite approuvant des ref ormes liberales, 1'Empire 
liberal est instaure en 1870. Par ailleurs c'est Ie debut de la guerre franco
prussienne au cours de laquelie la France perdra l' Alsace-Lorraine. Apres la 
defaite de Sedan Napoleon III se rend. Le siege de Paris commence. C'est 
en France, dans la galerie des glaces du chateau de Versailles, Ie 18 janvier 
1871, que Guillaume Ier, cinquieme roi de Prusse (1861-1888), est proclame 
empereur du lIe Reichl d'Allemagne. Le 28 janvier de la meme annee Paris 
assiege capitule. Le 18 mars c'est la Commune de Paris et 1'incendie des 
Tuileries. La situation se retablit ensuite peu a peu et Ie 31 aout 1871, Thiers 
devient president de la Republique. La fin de 1'occupation allemande nest 
effective qu'en 1873, tandis que Napoleon III meurt Ie 9 janvier de cette 
annee en exil en Angleterre. 

Deux ans plus tard c'est la naissance de la Ille Republique. En 1881, 1'Egypte 
se revolte contre la presence franco-anglaise sur Ie Canal de Suez. En France 
Jules Ferry rend 1'ecole primaire obligatoire en 1882. En 1887 on assiste a 

1. Empire. 
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des changements a la tete des Etats : Sadi Carnot1 devient president de la 
Republique franc;aise (il sera ass as sine par l'anarchiste Caseris en 1894), 
tandis que Guillaume II devient Empereur d'Allemagne. La fin de cette 
periode est marquee par l'affaire Dreyfus, qui debute en 1894. 

Les decennies qui prece~ent la premiere Guerre Mondiale correspondent 
en France ala « Belle Epoque » souvenir d'une periode doree. II s'agit 
toutefois d'une periode politiquement turbulente, avec Ie militantisme de 
la classe ouvriere, les mouvements socialistes organises, et l'affaire Dreyfus, 
qui s'etend de 1894 a 1906, et qui divise Ie pays entre la gauche et la droite 
antisemite. Les nouvelles inventions telles que l'electricite et la vaccination 
contre la maladie ont facilite la vie a tous les niveaux sociaux. Au debut de 
cette periode, en 1862,Jean Henri Dunant a cree la Croix-Rouge. 

La scene culturelle a, pour sa part, prospere et a pris de nouvelles formes 
avec l'impressionnisme et l'Art Nouveau, les romans realistes de Gustave 
Flaubert et d'Emile Zola, Ie cabaret et Ie cancan et, en 1895, la naissance du 
cinema. C'est egalement l'epoque des expositions universelles, la premiere a 
lieu a Londres en 1851, mais trois d'entre elles auront lieu a Paris, en 1855, 
en 1867 et en 1900. 

Evolution scientifique 

En sciences, nous allons faire, comme pour les precedentes periodes une 
rap ide revue des publications marquantes. Michael Faraday acheve l'edition 
de ses Experimental researches in electricity, qui joueront un role essentiel dans 
les recherches de Maxwell. En publiant Lectures on Quaternions: Containing 
a Systematic Statement of a New Mathematical MethocP, William Rowan 
Hamilton developpe un outil qui, dans un cas simplifie, conduira a l'intro-

1. Sadi Carnotest issu d'une brillantelignee oil meme Ie prenom ne reussit pas a lever l'am
bigulte, ce qui peut entrainer quelques confusions. Tout commence avec Lazare Carnot 
(1753-1823), lui-meme issu d'une famille de 18 enfants. Il est charge en 1793 des ques
tions militaires au Co mite de Salut Public, c'est alors que Ie surnom d'« Organisateur de 
la victoire » lui a ete attache. Membre du Directoire en 1795, il a joue Ie role de Ministre 
de la Guerre et a envoye Bonaparte en Italie. Passionne de sciences, il est entre a l'Institut 
en mars 1799. Un an plus tard, il est nomme officiellement Ministre de la Guerre par 
Bonaparte. Il a egalement ete Ministre de l'Interieur dans Ie Gouvernement des Cent 
Jours (1815). Sadi Carnot (1796-1832), Ie second fils de Lazare et Sophie Carnot, sera un 
tres grand physicien et est considere comme Ie pere de la thermodynamique. Hippolyte 
Carnot (1801-1887), Ie 3· fils de Lazare, devient au lendemain de la revolution de 1848 
ministre de l'Instruction publique et des Cultes. Hippolyte, frere du physicien Sadi Carnot, 
a lui-meme un fils en 1837 qu'il appelle egalement. Sadi. C'est ce Sadi (II) Carnot qui 
deviendra en 1887 Ie 4" president la Republique sous la III· Republique. 

2. Phil. Trans., London, 1832-1856. 
3. Dublin, Hodges and Smith, London, Whittaker & Co., 1853. 
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duction des vecteurs en physique l . Bernhard Riemann fait paraitre, en 1857 , 
sa tres importante Theorie des Abel'schen Funktionen2• Notons egalement la 
publication, dix ans plus tard, de son memoire Ueber die Hypothesen, welche der 
Geometrie zu Grunde liegen, qui developpe la geometrie non-euclidienne et les 
espaces multidimentionnels, qui seront d'une grande importance en relativite 
generale. Dans un tout autre domaine, Charles Darwin fait paraitre en 1859 
l'ouvrage fondamental sur l'origine des especes3• En 1866, Gregor Mendel, 
dans son memoire Versuche in Plantenhybriden, interprete l'heredite en terme 
de caracteres dominants etlou recessifs. Gustav Kirchhoffintroduit l'analyse 
spectrale en 18614 et la developpe avec Robert Bunsen, ce qui leur permet de 
decouvrir Ie cesium et Ie rubidium. Ces elements trouveront leur place dans 
Ie cadre de la loi periodique des elements chimiques introduite par Dimitri 
Mendeleieven 1869. Toujours en chimie, notons que Ie brevet concernant la 
dynamite est depose en 1866 par Alfred Nobel. Rudolf Clausius donne des 
bases extremement solides ala thermodynamique5 en introduisant l'entropie et 
en enonITant de faITon synthetique les deux principes. Un autre axe se degage: 
la construction, par Maxwell et Boltzmann de la thermodynamique statistique. 
Parmi leurs nombreuses publications sur ce sujet, signalons-en deux: celIe 
de James Clerk Maxwell en 1867 : On the Dynamical Theory ofGaset et celIe 
de Ludwig Boltzmann en 1877 : Ueber die Betziehung zwischen dem zweitem 
Hauptsatze der mechanischen Wiirmetheorie und der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
respektive den Siitzen ueber das WiirmegleichgewichP. La synthese de l'electro
magnetisme apparait en 1873 dans l'ouvrage fondamental de Maxwell: A 
Treatise on Electricity and Magnetism8• 11 ouvre un nouveau champ en physique. 
Hendrik Antoon Lorentz sera un des tout premiers maxwe1llens. 11 publie, 
des 1875, un memoire relatif ala reflexion et la refraction de la lumiere 
dans Ie cadre de la theorie electromagnetique9• D' autres grands memoires 
suivront, citons La tMorie electromagnetique de Maxwell et son application aux 
corps mouvantslO ainsi que Ie celebre « Versuch »11. En Allemagne, un autre 

1. Signalons en particulier la contribution fondamentale de Josiah Willard Gibbs: Elements 
of Vector analysis, New Haven, 1881-1884. 

2. Berlin, Reimer, 1857. 
3. On the Origin of Species by Means of Natural Selection, or the Preservation of Favoured Races 

in the Struggleftr Life, Londres,John Murray, 1859. 
4. Gustav Kirchoff, Das Sonnenspectrum, Berlin, 1861-1863. 
5. RudolfClausius,Abhandlungen ueber die mechanische Wiirmetheorie, Braunschweig, Viewig, 

1864. 
6. Philosophical Transactions of the Royal Society, vol. 157, London, Taylor & Francis, 1867. 
7. S. Ber. Akad. Wien., 76/3,1877. 
8. Clarendon Press, Oxford, 1873. 
9. Hendrik Antoon Lorentz, Over de theorie der terugkaatsing en breking van het licht, acade

misch proefschrift, Arnhem, K. van der Zande, Firma Stenfert Kroese, 1875. 
10. Hendrik Antoon Lorentz, La tMorie electromagnetique de Maxwell et son application aux 

corps mouvants, Archives neerlandaises des sciences exactes et naturelIes, t. XXV, 1892. 
11. Hendrik Antoon Lorentz, Versuch einer 1heorie der elektrischen und optischen Erscheinungen 

in bewegten Korpern, Leiden, Brill, 1895. 
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tres grand maxwellien est Heinrich Hertz qui d'une part travaille sur Ie 
formalisme1, de fa<;:on a Ie rendre plus facilement manipulable, et d'autre part 
demontre experimentalement l'existence des ondes electromagnetiques2• Ces 
« ondes hertziennes » vont revolutionner les communications alors en plein 
essor. Le telegraphe electrique trouve un complement « analogique » avec 
!'invention, en 1876, du telephone par Alexander Graham Bell. Entre cette 
date et 1878,J.W. Gibbs, dans son papier On the equilibrium ofheterogenous 
substances, indique que lorsque l'entropie d'un systeme a atteint un maximum, 
Ie systeme reste dans un etat d'equilibre. En 1888, Nicola Tesla brevette la 
decouverte du courant alternatif, tandis qu'en 1895, Guglielmo Marconi 
transmet un signal radio sur 1500 metres. 1895 marque un tournant dans 
la physique. Rontgen decouvre a la fin de cette an nee les rayons X3, tandis 
que Joseph John Thomson decouvre, en 1897, l'electron et tente d'elucider 
la nature des mysterieux rayons X4. L'annee 1896 voit la decouverte fortuite 
de la radioactivite spontanee par Henri BecquereP, puis Ie 26 decembre 
1898, Pierre et Marie Curie publient, avec Gustave Bemont, une note a 
l'Academie intitulee Sur une nouvelle substance fortement radio-active contenue 
dans la pechblendtf>. 11s y annoncent la decouverte d'une nouvelle substance 
radioactive qu'ils appellent radium. En janvier 1899, Rutherford publie un 
article intitule Uranium Radiation and the Electrical Conduction produced by 
iF dans lequel il conclut que Ie rayonnement de l'uranium est complexe et 
comporte au moins deux types distincts de rayonnements, l'un tres rapidement 
absorbe qu'il appela a et l'autre plus penetrant qu'il nomme~. Cette periode 
s'acheve avec l'introduction, par Max Planck, d'une veritable revolution en 
physique: l'introduction des quanta8• Nous ne pouvons pas ne pas evoquer 
egalement !'immense contribution de Poincare ala mecanique celeste9, ni 

1. Ce qui est egalement Ie cas, de fas:on encore plus evidente d'Oliver Heaviside. Voir par 
exemple ses Electrical papers, London, Macmillan, 1892. 

2. Parmi les publications de Hertz, notons : Ueber sehr schnelle electrische Schwingungen [avec} 
Nachtrag zu der Abhandlung uber sehr schnelle electrische Schwingungen, p. 421-448 and 
543-544 in Annalen der Physik und Chemie, vol. 31, Leipzig, Johann Barth, 1887. 

3. Wilhelm Rontgen, Eine neue Art von Strahlen, Wiirzburg Stahel, 1896. 
4. Joseph John Thomson, On the charge of electricity carried by the ions produced by Rontgen 

rays, in The London, Edinburgh, and Dublin Philosophical Magazine and Journal of 
Science, Fifth Series, Volume XLVI, July-December, 1898, London, Taylor & Francis, 
1898. 

5. Surles radiations emises parphosphorescence. Note de M. Henri Becquerel, CRAS, tome 122, 
p.420-421,1896. 

6. Pierre et Marie Curie et Gustave Bemont, CRAS, tome 127,1215-1217 (1898). 
7. Philosophical magazine, ser. 5, xlvii, p. 109-163. 
8. Max Planck, Ueber des Gesetzes der Energieverteilungim Normalspectrum, In Verhandlungen 

der Deutschen physikalischen Gesellschaft imJahre, 1900, Zweiter Jahrgang, p. 237-45, 
Leipzig,Johann Ambrosius Barth, 1900. 

9. Henri Poincare, Les methodes nouvelles de la Mecanique Celeste, Paris, Gauthier-Villars, 3 
volumes: 1892, 1893, 1899. 
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son postulat, indique en 1898 dans son papier De la mesure du temps, de la 
constance de la vitesse de la lumiere. 

Notons egalement que c'est durant cette periode que Claude Bernard publie, 
en 1865, son Introduction Ii !'etude de la midecine experimentale1• 

Faits marquants en calcul des probabilites 

A partir de 1840 nait une litterature traitant des probabilites sur Ie plan 
philosophique. On peut citer Ie System of Logic de John Stuart MilP de 1843 
et la Logic ofchances de John Venn3 de 1866. Les Principles of Science de W. S. 
Jevons4 datent de 1874 et la Grammar of Science de Karl Pearson5 de 1892. 

Les statistiques se developpent entre 1880 et 1900, avec Karl Pearson, Francis 
Galton, Francis Edgeworth et George Yule comme figures dominantes. 

En probabilites proprement dites, George Boole publie, en 1854,An inves
tigation of the laws of thought on which are founded the mathematical theories 
of logic and probabilities6• Deux memoires importants sont dus a Panufty 
Chebyshev, l'un est consacre aux valeurs moyennes7, l' autre a deux theoremes 
relatifs aux probabilites8• 

En France, deux livres portant Ie meme titre Calcul des probabilites paraissent 
en 1888 et en 1896. I1s sont dus respectivement aJoseph Bertrand et Henri 
Poincare. Ces deux ouvrages qui sont la transcription des cours magistraux 
des deux auteurs serviront dans l'enseignement durant des decennies et 
seront reedites plusieurs fois. 

Enfin en 1900, David Hilbert propose ses celebres vingt problemes, dont Ie 
sixieme est l'axiomatisation de la physique et des probabilites. 

1. Paris, Baillere, 1865. 
2. London, Parker, 1843. 
3. London, Macmillan, 1866. 
4. London, Macmillan, 1874. 
5. London, Scott, 1892. 
6. London, Macmillan and Co., 1854. 
7. 0 Srednikh velichinakh, 1867. 
8. 0 dvukh teoremakh otnositelno veroyatnostey, 1887. 
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