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Chapitre 1 

Topologie sur les espaces métriques 

Introduction 

Ce premier chapitre, ainsi que les chapitres 2 à 6, regroupe l'ensemble des 
définitions et propriétés relatives aux espaces métriques utilisées dans ce livre. Les 
constructions des corps lR (munis de la relation d'ordre usuelle) et <C sont admises: 
on admet ainsi le théorème 1.1 et le théorème 4.2, page 42. L'importance des bornes 
supérieures et inférieures m'a incité à les rappeler. 

Dans ce chapitre, OC. représente soit JR, le corps des nombres réels, soit <C, le 
corps des nombres complexes. 

1.1 Rappels 

Définition : On dit qu'une partie A de lR est majorée s'il existe un réel 
M vérifiant : 

Va E A, a ::; M. 

Le réel M est appelé majorant de la partie A. 

Théorème admis 1.1 Toute partie A de JR, non vide et majorée, admet un 
plus petit majorant appelé borne supérieure de A et noté sup A 

Proposition 1.2 La borne supérieure d'une partie A, non vide et majorée de 
JR, est caractérisée par : 

{ 
VaE A, 

Ve> 0, 

a::; supA, 

:la E A/ a> supA - c. 
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Cette proposition donne une caractérisation de la borne supérieure. La première 
assertion indique que sup A est un majorant de A et la seconde indique que sup A 
en est le plus petit. On notera qu'il existe une caractérisation à l'aide de suites. 
On pourra lire à ce sujet la proposition 2.6, page 20. 

Notation : Si A est une partie non majorée de JR, on pose 

supA = +oo. 

Définition : On dit qu'une partie A de lR est minorée s'il existe un réel 
m vérifiant : 

Va E A, a 2: m. 

Le réel m est appelé minorant de la partie A. 

Théorème admis 1.3 Toute partie A de JR, non vide et minorée, admet un 
plus grand minorant appelé borne inférieure de A et noté inf A. 

Proposition 1.4 La borne inférieure d'une partie A, non vide et minorée de 
JR, est caractérisée par : 

{ 
Va E A, 

Vê > 0, 

a 2: inf A, 

3a E A/ a < inf A+ ê. 

Notation : Si A est une partie non minorée de JR, on pose 

inf A= -oo. 

Il Définition : On dit qu'une partie de lR est bornée si elle est minorée et 
majorée. 

Exercice 1.1 Montrer que 

JR+* = {x E JR/x > O}. 

est une partie de lR minorée de borne inférieure O. 

Solution. JR+* est une partie minorée par O. Soit ê un réel strictement positif. Le 
réel ~ est strictement positif. On a 
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Ainsi, 0 est la borne inférieure de IR+*. 

On peut donc noter que inf A n'appartient pas toujours à A. Il en est de même 
pour une borne supérieure. 

Définition : 

1. Si la borne supérieure d'une partie A non vide et majorée appar
tient à A, cette borne supérieure est également appelée maximum 
de A et notée max A. 

2. Si la borne inférieure d'une partie A non vide et minorée appartient 
à A, cette borne inférieure est également appelée minimum de A 
et notée min A. 

Exercice 1.2 Soient A et B deux parties de IR, non vides et majorées. On note 

A + B = { z E IR; 3x E A 3y E B, z = x + y} . 

Montrer que A+ B est une partie majorée et non vide de IR et que sup(A + B) = 
supA + supB. 

Solution. Il est évident que A + B est non vide. Le réel sup A + sup B est un 
majorant de A+ B. En effet, considérons z un élément de A+ B. Il existe x 
élément de A et y élément de B tels que z = x +y. On a 

z = x + y :::; sup A + sup B. 

Vérifions que sup A + sup B est le plus petit majorant de A + B. Soit é un réel 
strictement positif. Il existe un élément a de A et un élément b de B vérifiant 

a>supA-e, 

et 
b > supB-e. 

Le réel (a+b) est un élément de A+ B vérifiant 

a + b > sup A + sup B - 2e. 

sup A + sup B est ainsi la borne supérieure de A + B. 

Exercice 1.3 Soit f: [O, 1] ---+ [O, 1]. une application croissante. 
Montrer qu'il existe un réel x 0 appartenant à [O, 1] vérifiant f(x 0 ) = x 0 . Dans ce cas, 
on dit que x0 est un point fixe de l'application f. On pourra introduire l'ensemble 

A= {x E [O, 1]/f(x) 2'. x}. 
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Solution. L'ensemble A est une partie de lR. non vide car elle contient O. Elle est 
majorée par 1. Elle admet donc une borne supérieure que l'on note sup A. Ce réel 
appartient au segment (O; 1]. En effet, le réel 0 étant élément de A et 1 étant un 
majorant de A, on a 

0 S sup A S 1. 

L'application f étant croissante 

Va E A, a S f(a) S /(supA). 

Ainsi, le réel f (sup A) est un majorant de A. On en déduit que 

f (sup A) ~ sup A. 

L'application f étant croissante, on obtient 

f [f(supA)] ~ /(supA]. 

Cette dernière inégalité signifie que f(supA) est élément de A: 

f(supA) S supA. 

Le réel sup A est ainsi un point fixe. 

1.2 Distance 

Pour définir une distance, il suffit de considérer un ensemble. On peut remar
quer qu'aucune loi ou structure sur l'ensemble n'est exigée. 

Définition : Soit E un ensemble non vide. On appelle distance sur E 
toute application 

vérifiant : 

1. V(x,y)EE2 , 

2. V(x,y)EE2 , 

3. V(x, y, z) E E3, 

d : E X E --+ JR.+ 

d(x,y) = Ü {:}X= y. 

d(x,y) = d(y,x). 

d(x, z) S d(x, y)+ d(y, z). 

Le couple (E, d) est appelé espace métrique. 

Exemples: 

1. Sur IR., l'application (x, y) t-t lx - YI est une distance. 

2. Pour tout ensemble E, la distance d définie par 

d(x, y) = 0 si x =y, d(x, y) = 1 si x =f. y, 

est appelée distance discrète sur E. L'espace métrique (E, d) est appelé es
pace métrique discret. 
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1.2.1 Diamètre d'une partie, distance entre deux parties 

Définition : Soit (E, d) un espace métrique. Si A est une partie de E 
non vide, on appelle diamètre de A l'élément de [O, +oo] défini par 

ô(A) = sup d(x, y). 
(x,y)EA2 

On dit que A est bornée si ô(A) < +oo. 

Définition: Soient A et B deux parties non vides d'un espace métrique. 
On appelle distance entre A et B le réel 

d(A, B) = inf d(x, y). 
xEA 
yEB 

Lorsque x est un élément de E, on appelle distance de x à A, le réel 

d(x,A) = d({x},A) = inf d(x,y). 
yEA 

5 

Remarque 1.1 Attention, on peut avoir An B = 0 et d(A, B) =O. Il suffit pour 
cela de considérer, par exemple, dans IR, le singleton {O} et JR+*. 

1.2.2 Espace métrique produit 

Proposition 1.5 On considère n espaces métriques (Ei, d1), · · · , (En, dn)· 
L'application 

est une distance sur E1 x E2 x · · · x En appelée métrique produit. 

1.3 Norme 

Les espaces métriques sur lesquels on travaille en général en analyse sont soit 
des OC-espaces vectoriels tels que IR, IR2 , IR3 , !Rn (n E N*), <C, <Cn (n E N*), les 
espaces fonctionnels ... , soit des parties de ces ensembles : intervalle réel, cercle, 
sphère ... La structure d'espace vectoriel nous permet de définir une norme. Nous 
pouvons ensuite construire, à partir de cette norme, une distance induite. 
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Définition : Soit (E, +, .) un OC-espace vectoriel. On appelle norme sur 
E toute application 

11-11 : E -t JR+ 

vérifiant : 

1. '<:lx E E, llxll = 0 {:::}X = 0. 

2. V>. E IK, '<:lx E E, 11>-xll = l>-1-llxll· 
3. V(x, y) E E 2 , llx + Yll ::; llxll + llYll · 

Muni d'une norme, E est appelé espace vectoriel normé. (en abrégé 
e.v.n.). 

Exemples: 

1. Dans !Rn, en notant x = (xi,x2,·· ·xn) un élément de !Rn, on a les normes 
suivantes: 

n 

llxlli = L lxil, 
i=l 

On peut remarquer que pour n = 1, ces trois normes sont égales. C'est cette 
norme qui sera utilisée sur R 

2. On considère B(IR, IR) l'espace vectoriel des fonctions définies sur IR, bornées 
et à valeurs réelles. L'application 11-lloo définie par: 

'if E B(IR, IR), ll!lloo = sup lf(x)I, 
xEIR 

est une norme sur B(IR, IR) 

Pour 1, on laissera au lecteur le soin de vérifier que, sur !Rn, les applications 11-111 et 
11-11 00 sont des normes. L'application 11-112 est la norme euclidienne issue du produit 
scalaire indiqué dans l'exemple 1 de la section 1.4.2. page 8. Le dernier exemple 
est traité, dans un cadre un peu plus général, dans l'exercice 2.1. page 21. 

Proposition 1.6 Soit E est un espace vectoriel normé de norme 11-11 · L 'appli
cation 

EX E-t JR+ 

(x, y) 1--t llx - yll, 

est une distance sur E. 

La preuve de cette proposition découle des propriétés d'une norme. 

Proposition 1.7 Soit (E, 11-11) un espace vectoriel normé. Une partie non vide 
A de E est bornée si et seulement si il existe un réel positif M vérifiant 

'<:lx E A, llxll ::; M. 
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Preuve. 

1. Supposons qu'il existe un réel M positif vérifiant 

Vx E A, llxll :::; M. 

Alors, 

V(x, y) E A 2 , d(x, y) = llx - Yll :::; llxll + llYll :::; 2M. 

A est donc une partie bornée de E. 

2. Réciproquement, supposons A bornée. Choisissons a un élément de A. Alors, 

Vx E A, llxll :::; llx - ail+ llall :::; ô(A) + llall· 

Nous pouvons choisir le réel M = ô(A) + llall. 

1.4 Produit scalaire, norme euclidienne, 
norme hermitienne 

Dans cette section, nous définissons le produit scalaire sur un OC-espace vecto
riel. Le produit scalaire permet de définir une norme induite. Un espace vectoriel 
muni d'un produit scalaire est plus «sophistiqué» qu'un espace vectoriel normé. Il 
dispose en particulier d'outils tels que l'orthogonalité, dont il est inutile de vanter 
l'utilité. 
Attention, nous devons ici distinguer les cas lK = IR et lK = C. 

1.4.1 Définitions 

Définition : Soit E un IR-espace vectoriel. On appelle produit scalaire 
sur E, toute application 

< ., . > : E X E ---+ IR 

étant, 

1. symétrique i. e. V(x, y) E E2 , < y, x >=< x, y> 

2. linéaire à droite i. e. 
V(x,y1,Y2) E E 3 ,V(>.,µ) E IR2 < x,Ày1 +µy2 >=À< x,y1 > 
+µ < x,y2 > 

3. positive i. e. Vx E E, < x, x >E IR+ 

4. définie i.e. Vx E E, < x,x >= 0 ===> x =O. 

Remarque 1.2 Les propriétés 1 et 2 permettent de dire que le produit scalaire 
réel est linéaire à gauche, donc bilinéaire. 



8 TOPOLOGIE SUR LES ESPACES MÉTRIQUES 

Définition : Soit E un C-espace vectoriel. On appelle produit scalaire 
sur E, toute application 

< ., . > : E X E---+ c 

étant, 

1. à symétrie hermitienne i. e. V(x,y) E E2 , < y,x >= < x,y > 
2. linéaire à droite i. e. 

V(x,y1,Y2) E E 3 ,V(> .. ,µ) E C2 < x,Ày1 + µy2 >=À< x,y1 > 
+µ < x,y2 > 

3. positive i. e. Vx E E, < x, x >E JR+ 

4. définie i. e. Vx E E, < x, x >= 0 ===} x = O. 

Il Définition : Un espace vectoriel muni d'un produit scalaire est appelé 
espace préhilbertien. 

Définition : On dit que deux éléments de E, x et y, sont orthogonaux 
si 

< x,y >=O. 

Remarque 1.3 Les propriétés du produit scalaire {réel ou complexe) permettent 
d'écrire : 

Vx E E, < O,x >=< x,O >=O. 

En particulier, < 0, 0 >=O. 

1.4.2 Exemples 

1. L'application qui, à tout couple (x, y) d'éléments de !Rn (en notant x 
(xi, x2; · · · Xn) et y= (yi, y2; · · · Yn), associe le réel 

est un produit scalaire sur !Rn. 

n 

LXiYi 
i=l 

2. Soit IR[X] l'espace vectoriel des polynômes à coefficients sur IR. L'application 
qui, à tout couple (P, Q) d'éléments de IR[X] associe 

fo1 
P(x)Q(x)dx, 

est un produit scalaire sur IR[X]. 

3. Soit C([O, 1], q le C-espace vectoriel des fonctions définies et continues sur 
le segment [O, 1] à valeurs complexes. L'application qui, à tout couple (!, g) 
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d'éléments de C((O, l], C), associe 

11 
f(x)g(x)dx, 

est un produit scalaire. 
Preuve. 

1. La preuve est évidente. 

2. Les trois premières propriétés du produit scalaire sont évidentes à vérifier. 
Prouvons la quatrième : 
Soit P est un polynôme vérifiant 

< P, P >= 11 
P 2 (x)dx =O. 

L'application P 2 étant continue et positive sur le segment [O, l], nous avons 

Vx E [O, l], P 2 (x) =O. 

Le polynôme P admettant une infinité de racines est le polynôme nul. 

3. Cette dernière preuve simple est laissée au lecteur. 

1.4.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz 

Notation : Soit E un espace vectoriel préhilbertien. Notons (par abus pour 
l'instant) pour tout élément x de E, 

llxll = J< x,x >. 

Nous montrerons que cette application li.li est une norme sur E. Pour cela, nous 
avons besoin de l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 

Proposition 1.8 Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit E un espace vectoriel 
préhilbertien. On a 

V(x,y) E E 2, 1<x,y>1 S llxll·llYll 

Il y a égalité si et seulement si les vecteurs x et y sont liés. 

Preuve. Six est nul, le résultat est évident. Supposons désormais x non nul. Nous 
proposons deux preuves. La première, classique, est restreinte au cas réel. 

1. OC= IR. 
Considérons l'application f définie sur IR par 

f: IR --t IR+ 

À i---+ ll..\x + Yil 2 · 
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En utilisant la bilinéarité et la symétrie du produit scalaire réel : 

'</),. E lR, f(>..) =< Àx +y, Àx +y>= À2 llxll2 + 2).. < x, Y> +llYll 2 . 

La fonction f est une fonction polynôme du second degré à valeurs positives. 
Son discriminant simplifié est négatif. C'est-à-dire, 

D'où le résultat. Nous remarquons que nous avons égalité si et seulement 
si le discriminant est nul, c'est-à-dire si et seulement si il existe un réel >..0 

vérifiant f(>..0 ) = 0, c'est-à-dire si et seulement si les vecteurs x et y sont 
liés. 

2. ][{ = lR ou c. 
Le vecteur y peut-il se décomposer en somme d'un vecteur colinéaire à x et 
d'un vecteur orthogonal à x? Résolvons pour cela, dans (OC, E), le système 
d'inconnue (>.., z) 

{ 
y= Àx + z, 

< x,z >=o. 
{ \ { ~ y = AX + z, Z = y - llxll~ X, 

{::::::::} {::::::::} <x > < x,y-Àx >=O. À= Tx{(?· 

On obtient une unique solution. La décomposition est donc unique. Notons 

cette décomposition. Celle-ci étant unique, les vecteurs x et y sont liés si et 
seulement si le vecteur z est nul. 
Ona 

et 
llxll 2 llYll 2 = 1 < x, Y > 12 + llxll 2 -llzll 2 ~ 1 < x, Y > 12 • 

On obtient l'inégalité désirée. On remarque que l'on a une égalité si et seule
ment si z est nul, c'est-à-dire si et seulement si les vecteurs x et y sont liés. 

Proposition 1. 9 Soit E un espace vectoriel préhilbertien. L'application 
définie sur E à valeurs dans lR par : 

X~ J< X,X >, 

est une norme appelée norme euclidienne si ][{ = lR et hermitienne si ][{ = C. 
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Preuve. 

1. 
J< X,X > = 0 {::}< X,X >= 0 {::}X= 0. 

2. 

'</>, E IK, \:lx E E, J< Àx,Àx > = Jl-Xl2<x,x>=1-XIJ< x,x >. 

3. (a) cas lK = ~. 

(b) cas lK = C, 

D'où, 

\:/(x,y) E E 2 , llx + Yll2 =< x + y,x +y> 

= llxll2 + 2 < x, Y > +llYll2 

:::; llxll2 + 2llxll-llYll + llYll2:::; (llxll + llYll)2. 

\:/(x,y) E E 2 , llx+yll2 =< x+y,x+y > 

= llxll2 + 2~( < x, Y >) + llYll2 

:::; llxll2 + 21<x,y>1 + llYll2 

:::; llxll2 + 2llxll.llYll + llYll2 :::; (llxll + llYll)2. 

llx + Yll:::; llxll + llYll· 

Exemple : La norme euclidienne associée au produit scalaire indiqué dans le 
premier exemple page 8, est la norme 11-112 indiquée en exemple page 6. 

Proposition 1.10 Soit E un espace vectoriel préhilbertien. On a, 

\:/(x, y) E E 2 , llx + Yll2 + llx - Yll2 = 2 (llxll2 + llYll2) · 

Cette égalité est appelée identité du parallélogramme. 

Exercice 1.4 Montrer que, dans les exemples de la page 6, les normes 11-111 et 11-11 00 

ne sont pas euclidiennes. 

Solution. Pour les vecteurs x = (1, 0, 0, · · · , 0) et y = (0, 1, 0, · · · , 0), par exemple, 
l'identité du parallélogramme n'est pas vérifiée. .ft 
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1.5 Topologie d'un espace métrique 

On se replace, jusqu'à la fin du chapitre, dans le cadre général des espaces 
métriques. On considère (E, d) l'un d'eux. 

1.5.1 Boule, sphère 

Définition : Pour tout x élément de E et pour tout réel r strictement 
positif, on appelle, 

1. boule ouverte de centre x et de rayon r, l'ensemble B(x, r) ={y E 
E/d(x,y) < r}, 

2. boule fermée de centre x et de rayon r, l'ensemble BJ(x,r) ={y E 
E/d(x,y) ~ r}, 

3. sphère de centre x et de rayon r, l'ensemble S(x, r) = {y E 
E/d(x,y) = r}. 

1.5.2 Ouverts 

Il 
Définition : On dit qu'une partie n de E est un ouvert de E si, pour 
~ut élément x de n, il existe une boule ouverte de centre x incluse dans 

Proposition 1.11 1. Les parties 0 et E sont des ouverts de E. 

2. La réunion d'une famille non vide d'ouverts de E est un ouvert de E. 

3. L'intersection d'une famille finie non vide d'ouverts de E est un ouvert 
de E. 

Preuve. 

1. Pour l'ensemble vide, aucune vérification n'est à faire. Toute boule ouverte 
de E est incluse dans E, donc E est un ouvert de lui-même. 

2. On considère (Bi)iEJ, un ensemble d'ouverts de E indicés par un ensemble I 
non vide. Soit x un élément de (UiEJBi)· Il existe io élément de I tel que x 
appartienne à l'ouvert Bio et un réel strictement positif r, vérifiant 

B(x,r) C Bio· 

Donc 

(UiEJBi) est un ouvert de E. 

3. Soient n un entier strictement positif, Bi,··· , Bn, n ouverts de E et x un 
élément appartenant à leur intersection (nf=1Bi)· Alors, 

Vi E {1, .. · , n }, 3ri > Of B(x, ri) c Bi· 
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Soit 
r = min{r1, · · · , rn}· 

Le réel r est strictement positif et 

Vi E {1, · · · ,n}, B(x,r) C B(x,ri) C fh. 

D'où 
B(x,r) c ni=10i. 

(ni=1 Bi) est donc un ouvert de E. 

Exemple : Une boule ouverte de E est un ouvert de E. 

13 

Preuve. On considère B(x, r) la boule ouverte de Ede centre x et de rayon r. Soit 
y un élément de cette boule. Le réel (r-d(x,y)) est strictement positif. Montrons 
que la boule de centre y et de rayon (r - d(x, y)) est incluse dans la boule B(x, r). 
Soit z un élément de B(y, r - d(x, y)). On a, 

d(x, z) :::; d(x, y)+ d(y, z) < d(x, y)+ r - d(x, y)= r. 

Ceci prouve que B(y, r - d(x, y)) est incluse dans B(x, r) et que cette dernière est 
un ouvert de E. '9 

Remarque 1.4 Une intersection infinie d'ouverts peut ne pas être un ouvert. Par 
exemple, dans~' nnEN• )-;,1 , ~[= {O} n'est pas ouvert de~-

Voisinage 

Il 
Définition : Soit x un élément de E. On dit qu'une partie V de E est 
~~ voisinage de x s'il existe une boule ouverte de centre x contenue dans 

Exemple : L'intervalle [O, 1] est un voisinage de ~-

1.5.3 Fermés 

Si A est une partie de E, on notera Ac son complémentaire dans E. 

Il Définition : On dit qu'une partie F de E est un fermé de E si Fe, son 
complémentaire dans E, est un ouvert de E. 

À noter qu'il existe une caractérisation séquentielle des fermés. (Voir section 
2.3.3, page 23). 
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Proposition 1.12 1. Les parties 0 et E sont des fermés de E. 

2. L'intersection d'une famille non vide de fermés de E est un fermé de E. 

3. La réunion d'une famille finie non vide de fermés de E est un fermé de 
E. 

Preuve. 

1. 0c = E et Ec = 0. 
2. On considère (Fi)ieJ, un ensemble de fermés de E indicés par un ensemble 

I non vide et leur intersection niEI Fi : 

(nie1Fir = (uie1Fn. 

Ce dernier ensemble est un ouvert de E en tant qu'union d'ouverts de E. 

3. Soient n un entier strictement positif, F1, · · · , Fn, n fermés de E. On a, 

(uf=1Fi)c = nf=1Ft 

Cet ensemble est un ouvert de E en tant qu'intersection finie d'ouverts de 
E. 

Exemple : Une boule fermée est un fermé. 

Preuve. On considère x un élément de E, r un réel strictement positif et B1(x, r) 
la boule fermée de centre x et de rayon r. Montrons que son complémentaire dans 
E est un ouvert. Soit y élément de B'j(x, r). Le réel (d(x, y) - r) est strictement 
positif. Vérifions que la boule ouverte de centre y et de rayon (d(x, y) - r) est 
incluse dans B'j(x,r). Soit z élément de B(y,d(x,y)-r). On a, 

d(x, y)~ d(x, z) + d(z, y) < d(x, z) + d(x, y) - r, 

d'où, 
d(x, z) > r. 

On vient de montrer que B(y, d(x, y) - r) est incluse dans B'j(x, r). Cette dernière 
est un ouvert de E. 4 

Remarque 1.5 Une union infinie de fermés peut ne pas être un fermé. Par 
exemple, dans~' UnEJ\I*] - oo, ~1 J =) - oo, O[ n'est pas fermé. 

1.5.4 Adhérence, intérieur 

Théorème-définition 1.13 Soit A une partie de E. L'intersection des fermés 
contenant A est un fermé appelé adhérence de A, noté A. De plus, 

1. AcA. 

2. A = A si et seulement si A est un fermé de E. 
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Preuve. Soit A une partie de E. Notons (Fi)iEI l'ensemble des fermés de E 
contenant A. Remarquons qu'il existe de tels fermés car E en est un. L'adhérence 
de A est définie par, 

A= niErFi. 

Une intersection quelconque de fermés est un fermé,l'adhérence de A est donc un 
fermé de E. 

1. On a, 

donc 
Ac niErFi =A. 

2. (a) Si A= A, alors A est fermé car A l'est. 

(b) A est inclus dans tout fermé contenant A. Donc, si A est fermé, on a 
A c A. Puisque A C A, on obtient A = A. 

Voici une caractérisation des points appartenant à l'adhérence d'une partie A de 
E. Il existe également une caractérisation séquentielle (section 2.3.2, page 22). 

Proposition 1.14 Soit A une partie de E. Un élément x de E appartient à 
A si et seulement si d(x, A) = 0 i. e. 

Ve> 0,3a E A, d(a,x) < e. 

Preuve. Montrons la contraposée : 

x E (A)c {::} d(x, A) > O. 

1. Supposons que x appartienne à l'ouvert (Jï)c. Il existe un réel strictement 
positif r vérifiant 

B(x,r) C (A)c. 

A étant inclus dans A, on en déduit qu'aucun élément de A n'appartient à 
B(x, r). Donc 

Va E A, d(x,a) :2: r et d(x,A) :2: r >O. 

2. Soit x un élément de E vérifiant d(x, A) > O. Par simplification, notons 
d(x, A)= a. 
Ona, 

VaEA, d(a,x)2:a. 

Aucun élément de A n'appartient à B(x, a), A est donc inclus dans le fermé 
(B(x, o:W. A étant le plus petit fermé contenant A, on a 

AC (B(x,a))c. 

On en déduit que x n'appartient pas à A. 
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Il Définition : Une partie A de E est dite dense dans E si A= E. 

Théorème-définition 1.15 Soit A une partie de E. L'union des ouverts 
0 

contenus dans A est un ouvert appelé intérieur de A et noté A. 

Preuve. Soit A une partie de E. On peut remarquer que l'ensemble des ouverts 
de E contenus dans A est non vide car 0 en est un. L'intérieur de A est ainsi défini. 
Une union quelconque d'ouverts est un ouvert, donc l'intérieur de A est un ouvert 
deE. 4 

1.5.5 Métrique induite 

Proposition-définition 1.16 Soit (E, d) un espace métrique et E' une partie 
non vide de E. La restriction de l'application d à la partie E' x E' permet de 
définir une distance sur E' appelée distance induite. 

Proposition 1.17 On considère un espace métrique (E, d) et E' une partie 
non vide de E et l'espace métrique E' muni de la distance induite. 

1. Les ouverts de E' sont les ensembles de la forme () n E', () étant un ouvert 
de E. 

2. Les fermés de E' sont les ensembles de la forme F n E', F étant un fermé 
de E. 



Chapitre 2 

Suites dans un espace métrique 

2.1 Définitions, convergence 

Définition : Soit (E, d) un espace métrique. On appelle suite dans E, 
une application définie sur N (ou une partie de N) à valeurs dans E. Elle 
est souvent notée (un)nEN· 

Les définitions suivantes sont données pour des suites définies sur N. 

Définition : Une suite (un)nEN est 
* Constante si 

* Stationnaire si 
3p EN, Vn 2: p, Un+i =Un· 

* Périodique s'il existe un entier strictement positif p vérifiant, 

Vn EN, Un+p =Un. 

Théorème-définition 2.1 Soit l E E. On dit qu'une suite (un)nEN converge 
vers l si 

Vê > 0, 3no E N/Vn 2: no, d( Un, l) < ê. (2.1) 

Cet élément de E est unique. On l'appelle limite de la suite (un)nEN· On note 

lim Un= l. 
n--t+oo 

On dit que la suite ( Un)nEN est convergente. 

Remarque 2.1 Dans l'assertion {2.1}, les deux dernières inégalités peuvent être 
strictes ou larges. 
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Preuve. Montrons l'unicité de la limite d'une suite convergente. Considérons l 
et l', deux éléments de E, limite d'une suite (un)nElll· Soit € un réel strictement 
positif. 

3no EN, 'r/n 2:: no, d(un, l) < €, 

3n1EN, 'r/n2::n1, d(un,l')<é. 

Soit n2 =max( no, ni). On a, 

On en déduit que d(l, l') =O. La limite, si elle existe est unique. 

Exemple : Soit a un nombre réel vérifiant lai < 1. La suite réelle ( un)nE!ll définie 
par 

'r/n EN, Un= an 

est une suite convergente vers O. 
En effet, considérons un réel strictement positif€. On supposera dans un premier 
temps a"# O. On a, sachant que ln(lal) est strictement négatif 

lan - OI < € {::} nln(lal) < lné {::} n > 1~~=1). 
On notera, pour tout réel x, E(x) la partie entière de x et x+ le réel max{x,O}. 
Choisissons n0 =(E( 1~(1~1)+1))+. Nous obtenons 

'r/n 2:: no, lan - OI < €. 

La suite ( Un)nEN est donc convergente vers O. 
Le cas a = 0 est laissé au lecteur. 

Il Définition : Une suite non convergente est divergente. 

Il Définition : On dit qu'une suite (un)nEN est bornée si la partie de E, 
{ Un/n E N}, est bornée. 

Proposition 2.2 Une suite convergente est bornée. 

Preuve. Considérons une suite (un)nEN convergente vers un élément l de E. 

3N EN, 'r/n 2:: N, d(un,l):::; 1. 

Notons, 
M = max{d(uo,l), · · · ,d(u(N-1),l), 1}. 



2.2. SUITES DANS UN ESPACE VECTORIEL NORMÉ 19 

Nous obtenons 

La suite ( Un)nEN est bornée. 

2.2 Suites dans un espace vectoriel normé 

Dans cette section, l'ensemble sur lequel nous travaillons est un espace vectoriel 
sur lK (=IR. ou C), donc muni d'une loi de composition interne, l'addition, et d'une 
loi de composition externe, la multiplication par un scalaire (réel ou complexe). 
Considérons donc ( E, +, . ) un espace vectoriel. 

Notation: On note 
A(N,E) 

l'ensemble des suites à valeurs dans E. 

Définition : Dans l'ensemble A(N, E), on définit 

1. Une loi de composition interne notée + : la somme de deux suites 
U = ( Un)nEN et V = ( Vn)nEN est la suite U + V = (Un + Vn)nEN 

2. Une loi de composition externe notée . : le produit de la suite U 
par le scalaire A est la suite A.U = (Aun)nEN 

Proposition 2.3 L'ensemble A(N, E), muni des lois + et . définies en 2.2, 
est un espace vectoriel sur !K. 

On munit désormais E d'une norme li.li et de la métrique associée à cette norme. 

Proposition 2.4 On considère l, l' deux éléments de E et A, N deux scalaires. 
Soient U, V deux suites à valeurs dans E convergentes respectivement vers l 
et l'. Alors la su#e 

AU +A'V 

est convergente vers 
Al+ A'l'. 

Preuve. Soit e un réel strictement positif. 

3no, /Vn 2:: no, llun - lll < e, 

3n1, /Vn 2:: ni, llvn - l'll < ê. 

Soit n2 = max{no,ni}. On obtient, pour tout entier n supérieur à n2, 

ll(Aun+A'vn)-(Al+A'l')ll S IAlllun-lll+INl.llvn-l'll S (IAl+IA'l)e < (IAl+IA'l+l)e. 
Ceci prouve la convergence de AU+ NV vers Al+ Nl'. .ft 
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Corollaire 2.5 L'ensemble des suites à valeurs dans E, convergentes pour la 
norme li.li, est un sous-espace vectoriel de (A(N, E), +, .). 

2.3 Caractérisation séquentielle 

Plusieurs notions ont été précédemment caractérisées à l'aide du fameux c : 
borne supérieure, borne inférieure, adhérence. Dans cette section, nous donnons 
une caractérisation de ces notions à l'aide des suites. Il est important de connaître 
ces deux types de caractérisation. En effet, pour certaines résolutions d'exercices, 
ou démonstrations de théorèmes, il est préférable d'utiliser les epsilon, tandis 
que, pour d'autres, on utilisera les suites. La section est complétée avec la ca
ractérisation séquentielle d'une partie fermée. On verra d'autres caractérisations 
séquentielles, en particulier celles de la continuité et de la limite, section 3.4, page 
35. 

2.3.1 Caractérisation séquentielle des bornes supérieure 
et inférieure 

Proposition 2.6 Soit A une partie non vide, majorée de ~ et M un majorant 
de A. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1. M est la borne supérieure de A. 

2. Il existe une suite d'éléments de A convergente vers M. 

3. Il existe une suite croissante d'éléments de A convergente vers M. 

Preuve. 

1. 1 :::} 3 
Soit M la borne supérieure de A. Pour tout entier naturel. n, choisissons un 
élément an de A vérifiant 

1 
M--<a <M. 2n n -

Notons bn l'élément de A défini par bn = max{ao, · · · , an}· La suite (bn)nEN 
est croissante et 

VnEN, 

donc 
1 

IM-bnl < 2n' 

La suite (bn)nEN est une suite croissante d'éléments de A convergente vers 
M. 

2. 3 :::} 2 
Évident 
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3. 2 => 1 
Considérons (an)nEN, une suite d'éléments de A convergente vers M, majo
rant de A. Soit c un réel strictement positif. Il existe un entier naturel no 
vérifiant 

IM - an0 1 < é donc an0 > M - é. 

Ceci prouve que M est la borne supérieure de A. 

Proposition 2. 7 Soit A une partie non vide et minorée de ~ et m un mino
rant de A. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1. m est la borne inférieure de A. 

2. Il existe une suite d'éléments de A convergente vers m. 

3. Il existe une suite décroissante d'éléments de A convergente vers m. 

Preuve. La preuve est laissée au lecteur. 

Exercice 2.1 On considère X un ensemble non vide, (E, 11-11) un espace vectoriel réel 
normé et B(X, E) l'espace vectoriel des applications définies sur X à valeurs dans E 
et bornées. Montrer que l'application 11-lloo définie par: 

\If E B(X,E), 11/lloo = sup 11/(x)ll, 
xEX 

est u'ne norme sur B(X, E). 

Solution. 

1. 
11/lloo = 0 <=> sup 11/(x)ll = 0 <=> Vx EX, llf(x)ll = 0 <=> f =O. 

xEX 

2. Soit À E ~et f E B(X,E). 

IÀlll!lloo est donc un majorant de {llV(x)ll/x E X}. Montrons qu'il est 
borne supérieure de cet ensemble. Il existe une suite (xn)nEN d'éléments de X 
telle que la suite (llf(xn)ll)nEN converge vers llflloo· La suite (llV(xn)ll)nEN 
converge vers IÀlll!lloo· Ceci prouve que IÀlll!lloo = supxEX llÀf(x)ll, c'est-à
dire 

3. Soient f et g deux éléments de B(X, E). On a 

\lx EX, Il(!+ g)(x)ll :::; llflloo + ll9lloo· 
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(llflloo + ll9lloo) est donc un majorant de {Il (f + g)(x)ll/x EX}. La borne 
supérieure étant le plus petit des majorants, 

On vient de montrer que l'application 11.11 00 est une norme de l'espace vectoriel 
B(X,E). .ft 

2.3.2 Caractérisation séquentielle de l'adhérence 

Grâce à la proposition 1.14 page 15, nous avons une première caractérisation 
des points adhérents à une partie A d'un espace métrique (E, d). En voici une 
caractérisation séquentielle. 

Proposition 2.8 Soient (E, d) un espace métrique et A une partie de E. Un 
élément x de E appartient à A, l'adhérence de A, si et seulement si il existe 
une suite de points de A qui converge vers x. 

Preuve. Soit x un élément de A. Nous savons, d'après la proposition 1.14. page 15, 
que d(x, A) = infaEA d(x, a) =O. Soit n un entier naturel. Choisissons un élément 
an de A vérifiant, 

1 
d(x, an) ::; 2n. 

La suite (an)nEN est convergente vers x. 
Réciproquement, on considère un élément x de E et une suite (an)nEN d'éléments 
de A convergente vers x. Alors, 

Ve> 0, 3no EN/ d(an0 , x) < €. 

On en déduit que d(x, A)= 0 et que x est un élément de A. 

Corollaire 2.9 Soit A une partie de lR non vide. 

1. Si A est majorée alors 
supA E A, 

2. Si A est minorée alors 
inf A E A. 

Preuve. Il suffit d'utiliser les propositions 2.6 et 2.8. 

Exercice 2.2 1. On considère E un espace vectoriel normé, x un élément de E et 
r un réel strictement positif. Montrer que 
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2. Montrer que cette propriété n'est pas toujours vraie si l'on se place dans un 
espace métrique. 

Solution. 

1. On a B(x,r) c B1(x,r) car B1(x,r) est un fermé contenant B(x,r), donc 
son adhérence. Montrons l'inclusion inverse. Soit y un élément de B1(x,r). 
La suite (Yn)nEN*, définie par 

Vn > 0, 
1 

Yn =X+ (1 - - )(y - x) 
n 

est une suite d'éléments de B(x, r) convergente vers y. Donc y appartient 
à B(x,r). Nous avons prouvé que B1(x,r) c B(x,r). La double inclusion 
étant démontrée, 

B(x, r) = B1(x, r). 

2. Considérons un ensemble E, contenant au moins deux éléments, muni de 
la distance discrète (voir exemple 2 page 4). Soit x un élément de E. Nous 
avons 

B(x,l)={x}. 

On remarque que {x} est un fermé de E, car {x} = B1(x, !). Donc 

{x} = B(x, 1) = B(x, 1). 

Or 
B1(x, 1) = E. 

2.3.3 Caractérisation séquentielle d'un fermé 

Proposition 2.10 Une partie F d'un espace métrique (E, d) est fermée si et 
seulement si toute suite de points de F convergente, converge vers un élément 
de F. 

Preuve. Considérons F une partie fermée de E et Un)nEN une suite d'éléments 
de F convergente vers un élément de E noté l. D'après la proposition 2.8, page 
22. lest un élément de F. F étant fermé, on a F = F. D'où lest élément de F. 
Réciproquement, on considère une partie F de E, telle que toute suite de points 
de F convergente, converge vers un élément de F. Montrons que F est fermé, 
c'est-à-dire F = F. Soit x un élément de F. Nous savons, d'après la proposition 
précédente, qu'il existe une suite Un)nEN d'éléments de F convergente vers x. 
D'après notre hypothèse, x est élément de F. D'où F C F. L'inclusion inverse 
étant toujours vérifiée, on a F = F. 4't 
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2.4 Suites extraites, sous-suites 

Définition :Soient (E, d) un espace métrique et ( un)nEN une suite de E. 
On dit que (vn)nEN est une suite extraite (ou une sous-suite) de (un)nEN 
s'il existe une application <p : N---+ N strictement croissante vérifiant 

Vn E N, Vn = Uip(n)-

Exemple : Soit (un)nEN, une suite d'éléments de E. Les suites (u2n+i)nEN, 

( U3n)nEN, ( Un2 )nEN ... sont des suites extraites de la suite ( Un)nEN. 

Remarque 2.2 On peut vérifier par une récurrence immédiate que 

Vn EN, <p(n) ;:::: n. 

Cette propriété sera utilisée dans plusieurs preuves. 

Proposition 2.11 Si une suite (un)nEN de E converge vers un élément l, alors 
toute suite extraite de (un)nEN converge vers l. 

Preuve. On considère une suite (un)nEN de E convergente vers un élément l de 
E et une application <p : N ---+ N strictement croissante. Soit E: un réel strictement 
positif. 

3N EN, Vn 2 N, d(un,l) < c. 

On a, 

Vn;:::: N, <p(n) ;:::: n;:::: N. 

On déduit que 

puis que la suite (uip(n))nEN est convergente vers l. 

Définition : Soit (un)nEN une suite à valeurs dans E. On dit qu'un 
élément a de E est valeur d'adhérence de la suite (un)nEN s'il est limite 
d'une suite extraite de (un)nEN· 
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Exemples: 

1. On considère la suite de réels (un)nEN définie par, 

\:/nEN, 
1 

un= (-1r(l + - 1). 
n+ 
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Les réels 1 et (-1) sont valeurs d'adhérence de la suite (un)nEN car la suite 
(u2n)nEN est convergente vers 1 et la suite (u2n+i)nEN vers (-1). 

2. L'ensemble des valeurs d'adhérence de la suite (cosn)nEN est le segment 
[-1; 1]. Pour la preuve, on pourra voir l'exercice 7.8 page 82. 

Proposition 2.12 Une suite convergente admet exactement une valeur 
d'adhérence. 

La preuve est immédiate d'après la proposition 2.11. 

Remarque 2.3 La réciproque est fausse. Il suffit de considérer la suite de réels 
((n)<-l)n)nEN admettant 0 comme seule valeur d'adhérence. Elle est divergente car 
non majorée. 

Exercice 2.3 On considère une suite (un)(nEN) à valeurs dans un espace métrique 
(E,d). 

1. On suppose que les deux sous-suites (u2n)(nEN) et (u2n+i){nEN) sont conver
gentes. À quelle condition la suite (un)(nEN) est-elle convergente? 

2. On suppose que les trois sous-suites ( U2n)(nEN), ( U2n+i)(nEN) et ( U3n)(nEN) 
sont convergentes. Montrer que la suite ( un)(nEN) est convergente. 

Solution. 

1. Notons l la limite de la suite (u2n)(nEN) et l' la limite de la suite (u2n+i){nEN)· 
Montrons que la suite (un)(nEN) est convergente si et seulement sil= l'. 

(a) Supposons l = l'. 
Soit c un réel strictement positif. Alors, 

3no EN, \:/n 2: no, d(u2n, l) < c, 

3n1 E N, \:/n 2: ni, d( U2n+i, l) < c. 

Soit n2 =max (2no, 2n1+1). On a 

La suite (un)(nEN) est donc convergente, de limite l. 

(b) Si l f. l', la suite (un)(nEN) admet au moins deux valeurs d'adhérence 
distinctes. Elle ne peut converger. 
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2. Notons l la limite de la suite ( U2n)(nEN), l' la limite de la suite ( U2n+i)(nEN) 
et l" la limite de la suite (u3n)(nEN)· 
La suite (u6n)(nEN) est une suite extraite des suites convergentes (u2n)(nEN) 
et (u3n)(nEN)· Elle est donc convergente et, 

{ 
limn-++oo U6n = limn-++oo U2n = l, 
limn-++oo U6n = limn-++oo U3n = l". 

D'où l = l". De même, la suite (u6n+3)(nEN) est une suite extraite des suites 
convergentes ( U3n) ( nEN) et ( U2n+i) ( nEN), donc 

{ 
limn-++oo U6n+3 = limn-++oo U3n = l", 

limn-++oo U6n+3 = limn-++oo U2n+l = l'. 

D'où l" = l'. Les suites (u2n)(nEN) et (u2n+i)(nEN) ayant même limite, la 
suite (un)(nEN) est convergente. 

Exercice 2.4 Montrer qu'une suite périodique et convergente est constante. 

Solution. On considère une suite (un)(nEN) convergente vers un élément l et 
périodique de période p, où p est un entier strictement positif. 
Soit k un entier naturel. Montrons que Uk = l. Toute suite extraite de la suite 
(un)(nEN) est convergente vers let en particulier la suite extraite (u(k+pn))(nEN)· 
Cette suite est constante de valeur commune Uk· Donc Uk = l. On en déduit que 

Vk EN, Uk = l. 

Voici une caractérisation de l'ensemble des valeurs d'adhérence d'une suite. 
Cette propriété sera utilisée par exemple pour déterminer, suivant les valeurs du 
réel (), l'ensemble des valeurs d'adhérence de la suite (cos nO)nEN (Exercice 7.8 page 
82). 

Proposition 2.13 Soient (E, d) un espace métrique et (un)nEN une suite 
définie sur E. On note, pour tout entier naturel p, Ap la partie de E définie 
par 

Ap = {un;n ;=:: p} = {up,Up+l, · · · }. 

L'ensemble des valeurs d'adhérence de la suite (un)nEN est 
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Preuve. Considérons l une valeur d'adhérence de la suite. 
Il existe (ucp(n))(nEN) une suite extraite convergente vers l. Considérons un entier 
naturel p. La suite (ucp(n+p))(nEN) est une suite extraite de la suite (ucp(n))(nEN)· 

Elle est convergente vers l. De plus, 

'Vn EN, <p(n + p);::: n + p;::: p. 

La suite (ucp(n+p))(nEN) est une suite d'éléments de Av· D'après la proposition 2.8 
page 22, la limite l appartient à Av· On en déduit que 

l E npENÂp. 

Réciproquement, considérons l appartenant à npENAp. Construisons par récurrence 
une application <p : N --+ N strictement croissante, telle que la suite extraite 
(ucp(n))(nEN) soit convergente vers l. On détermine cette application <p, d'une part 
par son premier terme 

<p(O) = min{m E N/d(l,um) ~ l} 

(remarquons que {m E N/d(l, um) ~ l} est non vide car d(l, A0 ) = 0 (proposition 
1.14, page 15)) 
et, d'autre part, par la relation de récurrence : 

<p(n + 1) = min{m;::: <p(n) + l/d(l, Um) ~ 2n~l }. 

Remarquons, comme précédemment, que {m;::: <p(n) + l/d(l, Um) ~ 2n\:1 } est non 
vide puisque d(l, Â(cp(n)+l)) =O. 
L'application <p : N --+ N ainsi construite est strictement croissante. De plus, 

VnEN, 
1 

d( Ucp(n), l) ~ 2n. 

La suite (ucp(n))(nEN) converge vers l. L'élément lest donc une valeur d'adhérence 
de (un)nEN· 4't 

Exercice 2.5 On considère une suite périodique à valeurs dans un espace métrique 
(E, d). Montrer que l'ensemble de ses valeurs d'adhérence est égal à son ensemble 
image. 

Solution. Notons q la période de cette suite. L'ensemble image est 

En reprenant les notations de la proposition 2.13, nous avons, pour tout entier 
naturel p, 
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Ces ensembles étant des parties fermées de E, 

\:/p EN, Ap = {uo,u1, · · · ,uq-d· 

Ainsi, l'ensemble des valeurs d'adhérence et égal à 

n:~Ap = {uo,u1, · · · ,uq-i}. 



Chapitre 3 

Continuité et limite 
dans les espaces métriques 

3.1 Continuité ponctuelle, continuité 
sur un espace métrique 

Définition: Soient (E, d) et (E', d') deux espaces métriques, f: E---+ E' 
une application et a un élément de E. On dit que f est continue en a si 

Vé > 0, :la> 0 '<lx E E, d(x, a) <a=:;.. d'(f(x), f(a)) < é. 

Remarque 3.1 Les deux dernières inégalités peuvent être strictes ou larges. Il en 
sera de même pour les définitions données dans les sections 3.2 et 3.3. 

Exemple : On considère f l'application définie sur R+ par 

Soit a un réel strictement positif. Montrons que f est continue en a. On a, 

'<lx ER+, 1 r.::. _ r:::I = lx - al lx - al 
y X ya . r;;; r;; ~ r::: . 

vx+va ya 

Pour un réel é strictement positif fixé, on peut choisir a= éy'a. L'application est 
ainsi continue en a. 
Je laisse le soin au lecteur de montrer que l'application f est continue en O. 
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Définition :Soient (E, d) et (E', d') deux espaces métriques, f: E -t E' 
une application. On dit que f est continue sur E si f est continue en 
tout point de E. 

Exemple : L'application f définie dans l'exemple précédent est continue sur JR+. 

Définition : Soient ( E, d), ( E', d') deux espaces métriques et une ap
plication f : E -t E'. On dit que f est un homéomorphisme si f est 
bijective, continue et si f- 1 est continue. On dit alors que (E, d) et 
(E', d') sont homéomorphes. 

Exercice 3.1 On considère la fonction f définie sur JR* par 

\lx E :IR*, 
1 

f(x) = -. 
X 

Montrer que f est continue sur JR*. 

Solution. Soit a un réel non nul. Montrons que f est continue en ce point. On 
considère c un réel strictement positif. Prenons 

. {lai rn2 } a=mm 2 ,2 

Soit x un réel vérifiant lx - al :::; a. L'inégalité 

lai :::; lxl + la - xi 

entraîne 

lxl ;:::: lai - lx - al ;:::: l~I. 
Ainsi, 

\lx E :IR*, lx - al < a =} 1 _!. - _!. I = lx - al :::; 2lx - al < c. 
x a laxl a2 

L'application f est continue en tout point a de JR* donc sur JR*. 

Remarque 3.2 On remarque que dans l'exercice précédent, pour chaque réel 
strictement positif c, le réel a proposé dépend de la valeur du réel a. Lorsque 
l'on fait l'étude de la continuité d'une application définie sur un espace métrique 
( E, d), si, pour chaque c, le choix de a peut être indépendant de l'élément de E 
choisi, on dit que la fonction est uniformément continue sur E. Voici la définition 
dans la section suivante. 
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3.2 Continuité uniforme sur un espace métrique 

Définition : Une application f : (E, d) ---+ (E', d') est uniformément 
continue sur E si 

Vé > 0, :la> 0, V(x, y) E E 2 , d(x, y)< a::::} d'(f(x), f(y)) < é. 

Voici une catégorie importante de fonctions uniformément continues : les fonc
tions lipschitziennes. 

Définition : 

1. Soit k E JR+*. On dit que f : (E, d) ---+ (E', d') est k-lipschitzienne 
si 

V(x,y) E E 2 , d'(f(x),f(y):::; kd(x,y). 

2. On dit que f est contractante si f est k-lipschitzienne, avec k < 1. 

Exemple : On peut vérifier, grâce à l'inégalité des accroissements finis, que toute 
fonction définie sur un intervalle I, à valeurs réelles, dérivable sur I et de dérivée 
bornée sur I, est lipschitzienne sur I. 

Proposition 3.1 Une application définie sur E, lipschitzienne, est uni
formément continue sur E. 

Preuve. Pour un réel strictement positif donné é, il suffit de choisir a= f. .ft 

Exercice 3.2 Soit (E, d) un espace métrique et a un élément de E. Montrer que 
l'application f définie sur E par 

f : E ----+ JR+ 

X f----+ d( a, X) 

est une application lipschitzienne de rapport 1. 

Solution. Soient x et y deux éléments de E. D'après l'inégalité triangulaire, 

d(a, x) :::; d(a, y)+ d(y, x), 

d'où, 
d(a,x) - d(a,y):::; d(y,x). 
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De même, on a, 
d(a,y) ~ d(a,x) +d(x,y) 

d'où, 
-d(x,y) ~ d(a,x)- d(a,y). 

Le réel d(x, y) étant positif, on en déduit 

ld(a,x) - d(a,y)I ~ d(x,y). 

L'application f est lipschitzienne de rapport 1. 

Proposition 3.2 Soit (E, li.li) un espace vectoriel normé. L'application 

E --t JR+ 

x~ llxll 

est lipschitzienne de rapport 1 donc uniformément continue sur E. 

Preuve. Il suffit d'utiliser le résultat précédent en prenant a = O. 

Exercice 3.3 On considère (E, d) un espace métrique et l'espace E x E muni de la 
métrique produit (proposition 1.5 page 5) que l'on notera dprod· Montrer que l'appli
cation g définie sur E x E par 

g: EX E ~ JR+ 

(x, y) t-----t d(x, y). 

est une application lipschitzienne. 

Solution. Soient (x,y) et (x',y') deux éléments de Ex E. Nous avons 

d(x, y) ~ d(x, x') + d(x', y')+ d(y', y). 

Ainsi, 
d(x, y) - d(x', y')~ d(x, x') + d(y', y). 

De même, 
d(x', y') - d(x, y) ~ d(x, x') + d(y', y). 

On en déduit que 

ld(x, y) - d(x', y')I ~ d(x, x') + d(y', y) ~ 2.dprod((x, y), (x', y')). 

L'application g est lipschitzienne de rapport 2. 
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Exercice 3.4 On considère (E, d), (E', d') deux espaces métriques et f une applica
tion définie et continue sur E, à valeurs dans E'. On considère également l'espace 
E x E muni de la métrique produit (proposition 1.5 page 5) que l'on notera dprod· 
Montrer que l'application h, définie sur E x E par 

h : E X E ----+ JR.+ 

(x,y) ~ d'(f(x),f(y)). 

est une application continue sur E x E. 

Solution. On considère (xo, Yo) un élément de Ex E. Montrons que h est continue 
en (xo, Yo). Pour tout couple (x, y) de E, nous avons 

d' (f (xo), f (yo)) ::; d' (f (xo), f (x)) + d' (f (x ), f (y)) + d' (!(y), f (yo) ). 

Ainsi, 

d'(f(xo), f(Yo)) - d'(f(x), f(y))::; d'(f(xo), f(x)) + d'(f(y), f(Yo)). 

De même, 

d'(f(x), f(y)) - d'(f(xo), f(yo)) ::; d'(f(xo), f(x)) + d'(f(y), f(yo)). 

On en déduit que 

Id' (f (xo), f (yo)) - d' (f (x ), f (y))I ::; d' (f (xo), f (x)) + d' (!(y), f (yo) ). 

Soit c un réel strictement positif. L'application f étant continue en Xo et Yo, il 
existe deux réels strictement positifs ax0 et ay0 vérifiant 

\:/x E E, d(xo, x) ::; ax0 ::::} d' (f (xo), f (x)) ::; c, 

\:/y E E, d(yo, y) ::; ay0 ::::} d'(f(yo), f(y)) ::; c. 

On définit le réel strictement positif ao par ao = min { ax0 , ay0 }. Ainsi, 

\:/(x, y) E ExE, doo((xo, Yo), (x, y)) ::; ao::::} ld'(f(xo), f(yo)) - d'(f(x), f(y))I ::; 2c. 

On en conclut que h est continue en (xo, Yo), puis sur Ex E. 

3.3 Limite d'une fonction en un point 

Nous savons que l'étude de la continuité d'une fonction peut s'effectuer en tout 
point de son ensemble de définition. Nous allons voir, dans cette section, que l'étude 
de l'existence d'une limite d'une fonction peut s'effectuer non seulement en tout 
point de l'ensemble de définition mais, également, en tout point de son adhérence. 
Par exemple, si une fonction f est définie sur un intervalle ]a, b[, l'étude de la 
continuité se fait en chaque point de ]a, b[. En revanche, on peut étudier l'existence 
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d'une limite en chaque point de l'adhérence de l'intervalle ]a, b[, c'est-à-dire sur le 
segment [a, b]. 

Définition : Soient (E, d) et (E', d') deux espaces métriques, A une 
partie de E et f : A -t E' une application. On considère x0 un élément 
de E appartenant à l'adhérence de A et l un élément de E'. On dit que 
f admet l pour limite lorsque x tend vers xo si 

Ve> 0,3a > 0 Vx E A, d(xo,x) <a=> d'(f(x),l) < e. 

Proposition 3.3 Soient (E, d) et (E', d') deux espaces métriques, A une par
tie de E et f : A -t E' une application. On considère Xo un élément de E 
appartenant à l'adhérence de A. Si l'application f admet une limite en x 0 , 

celle-ci est unique et on la note 

lim f (x). 
X---+Xo 

Preuve. Supposons que l et l' deux éléments de E' soient limite de l'application 
f en un point xo adhérent à la partie A. Soit e un réel strictement positif. D'après 
la définition de la limite, on peut trouver deux réels strictement positifs ai et a 2 

vérifiant, 
Vx E A, d(xo, x) <ai => d'(J(x), li) < e, 

Vx E A, d(xo, x) < a2 => d' (f (x ), l2) < e. 

Considérons un élément a de A vérifiant d( xo, a) < min {ai, a 2}. Il existe un tel 
élément car xo étant adhérent à A, on a d(xo, A)= O. Nous obtenons, 

d' (li, l2) :::; d' (li, f (a)) + d' (!(a), l2) < 2e. 

On en déduit que d(l, l') = 0 et l'unicité de la limite. 

3.3.1 Continuité et limite 

Proposition 3.4 Soient (E,d) et (E',d') deux espaces métriques, f: E -t E' 
une application et a un élément de E. L'application f est continue en a si et 
seulement si f admet une limite en a. On a alors 

lim f(x) = f(a). 
x-+a 

Preuve. Supposons que f admette en a une limite notée l( E E'). D'après la 
définition de la limite 

Ve> 0,3a > 0 Vx E E, d(a,x) <a=> d'(J(x),l) < e. 
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a étant un élément de E l'ensemble de définition et d(a, a) étant nul, on obtient 

Vê > 0, d'(f(a), l) < ê. 

On en déduit que 
l = f(a). 

En remplaçant l par f(a), on obtient 

Vê > 0, :la> 0 Vx E E, d(a, x) <a=> d'(f(x), f(a)) < ê. 

L'application f est ainsi continue en a. 
La réciproque est évidente. 

3.4 Caractérisation séquentielle de la limite 
et de la continuité 

3.4.1 Caractérisation séquentielle de la limite 

Cette proposition, comme la proposition 3.7, sont importantes. Elles indiquent 
que, pour tout problème de limite ou de continuité, on peut travailler, soit avec 
les ê, soit avec les suites. 

Proposition 3.5 Soient (E, d) et (E', d') deux espaces métriques, A une par
tie de E et f : A --+ E' une application. On considère xo un élément de E 
appartenant à l'adhérence de A et l un élément de E'. L 'application f admet 
pour limite l lorsque x tend vers xo si et seulement si pour toute suite (an)nEN 
d'éléments de A convergente vers Xo, la suite (f(an))nEN converge vers l. 

Preuve. 

1. Supposons que f admette l pour limite lorsque x tend vers xo. 
On considère une suite (an)nEN d'éléments de A convergente vers xo. Mon
trons que la suite (f(an))nEN est convergente vers l. Soit ê un réel strictement 
positif : 

:la> 0, Vx E A, d(x, xo) <a=> d'(f(x), l) < ê. 

La suite (an)nEN étant convergente vers xo, 

On en déduit que 
Vn 2: no, d'(f(an), l) < ê. 

La suite (f(an))nEN converge vers l. 

2. Supposons que f n'admette pas l pour limite lorsque x tend vers xo. 
C'est-à-dire, 

:lé> 0, Va> 0, 3x E A/ d(xo, x) <a et d'(f(a), l) 2: ê. 
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Pour tout entier naturel n, choisissons un élément an de A vérifiant 

On vient de construire une suite (an)nEJ\I d'éléments de A convergente vers 
xo, mais la suite (f(an))nEN ne converge pas vers l. Ce qui termine la preuve . .. 

Exercice 3.5 On considère l'application f définie sur Ill* par 

'r/x E Ill*, f(x) =cos(~). 

Montrer que cette application n'admet pas de limite en O. 

Solution. La suite ( n~ )nEJ\I* est une suite convergente vers O. Or 

La suite (!( n~) )nEJ\I* est divergente. On en déduit que l'application f n'admet pas 
de limite en O. -" 

Proposition 3.6 Soient (E,d) et (E',d') deux espaces métriques, A une par
tie de E et f : A -t E' une application. On considère Xo un élément de E 
appartenant à l'adhérence de A. Si pour toute suite (an)nEJ\I d'éléments de A 
convergente vers xo, la suite (f(an))nEN est convergente, alors l'application f 
admet une limite lorsque x tend vers xo. 

Preuve. Considérons une suite (an)nEJ\I d'éléments de A convergente vers xo. Soit 
l la limite de la suite (f(an))nEJ\I : 

lim f(an) = l. 
n->+oo 

Montrons que, pour toute suite (a~)nEJ\I d'éléments de A convergente vers x0 , la 
suite (f(a~))nEJ\I converge également vers l. Par hypothèse, nous savons que la 
suite (f(a~))nEJ\I est convergente. Notons l' sa limite : 

lim f(a~) = l'. 
n->+oo 

Montrons quel = l'. Construisons pour cela la suite (bn)nEJ\I d'élements de A de 
la façon suivante, 

'r/n E N, 
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D'après l'exercice 2.3, page 25, la suite (bn)neN est convergente vers x0 • La suite 
(f(bn))nEN est donc convergente vers un élément de E' que l'on note h. Les suites 
(J(an))neN et (f(a~))neN étant des suites extraites de la suite (f(bn))neN, elles 
sont convergentes vers lb. Nous obtenons, 

D'où l = l'. Nous avons montré en utilisant la proposition 3.5 que l'application f 
admet l pour limite en xo. 4' 

3.4.2 Caractérisation séquentielle de la continuité 

Proposition 3.7 Soient (E,d) et (E',d') deux espaces métriques et f: E---+ 
E' une application. On considère a un élément de E. L'application f est conti
nue en a si et seulement si pour toute suite (an)neN de E convergente vers a, 
la suite (f(an))neN converge vers f(a). 

Preuve. Il suffit d'appliquer les propositions 3.4 et 3.5. 

3.5 Caractérisation topologique de la continuité 

Définition : Soit f : E ---+ E' une application et A une partie de E'. On 
appelle image réciproque par f de A, notée f- 1(A), l'ensemble 

f- 1 (A) = {x E E/f(x) E A}. 

Proposition 3.8 Soit f : (E, d) ---+ (E', d') une application; Les trois asser
tions suivantes sont équivalentes : 

1. f est continue sur E. 

2. Pour tout ouvert(} de E', f- 1 (B) est un ouvert de E. 

3. Pour tout fermé F de E', f- 1(F)est un fermé de E. 

Preuve. On notera B les boules ouvertes de l'espace métrique (E, d) et B' celles 
de l'espace métrique ( E', d') 

1. 1=}2 
On considère(} un ouvert de E'. Soit x un élément de f- 1(B). f(x) étant un 
élément de (}, il existe un réel r strictement positif tel que 

B'(f(x),r) c B. 
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L'application I étant continue en x, il existe un réel a strictement positif 
vérifiant 

Vy E E, d(x, y) <a=> d'(f(x), l(y)) < r. 

On en déduit que 
l(B(x,a)) c B'(J(x),r) c O. 

et 

Cette dernière partie est ainsi un ouvert de E. 

2. 2 => 1 
Considérons un élément a de E et montrons que I est continue en a. Soit 
e un réel strictement positif. La boule B' (! (a), e) est un ouvert de E', donc 
1-1[B'(f(a),e)] est un ouvert de E contenant a. Il existe un réel a stricte
ment positif tel que 

B(a,a) c 1-1 [B1(f(a),e)]. 

On en déduit que 

Vx E B(a,a), l(x) E B'(J(a),e). 

Ainsi, 
Vx E E, d(a, x) <a=> d'(f(a), l(x)) < e. 

On en déduit que I est continue en a, puis sur E. 

3. 2 {::} 3 
Il suffit d'utiliser les complémentaires puisque, si A est une partie de E', on 
a 

Corollaire 3. 9 Soient ( E, d), ( E', d') et ( E", d") trois espaces métriques et 
deux applications I : E --t E' et g : E' --t E". Si I est continue sur E et g est 
continue sur E' alors l'application go I est continue sur E. 

3.6 Applications à valeurs dans un espace 
vectoriel normé 

Dans cette section, on considère (A, d) un espace métrique, (E, +,.)un espace 
vectoriel sur JK( = ~ ou C) et A' une partie non vide de A. 

Notation : On note 
A(A', E) 

l'ensemble des applications définies sur A' à valeurs dans E. 
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Définition : Dans l'ensemble A(A', E), on définit 

1. Une loi de composition interne notée + : pour tout couple (!, g) 
de A(A', E), on définit(!+ g), l'élément de A(A', E) par: 

\lx E A', (! + g)(x) = f(x) + g(x). 

2. Une loi de composition externe, notée . : pour tout élément f de 
A(A',E) et tout scalaire À, on définit Àf, l'élément de A(A',E) 
par: 

\lx E A', Àf(x) = À.f(x). 

Proposition 3.10 L'ensemble A(A', E) muni des lois + et . est un espace 
vectoriel sur OC. 

On munit désormais E d'une norme. 

Proposition 3.11 On considère (A,d) un espace métrique, (E, ll·ID un espace 
vectoriel normé, A' une partie non vide de A et a un élément de A adhérent à 
A'. Si f et g sont deux applications définies sur A' à valeurs dans E admettant 
une limite en a, alors pour tous scalaires À et>.', l'application Àf + >.' g admet 

À lim f + À1 lim g 
a a 

pour limite en a. 

Preuve. Soit c un réel strictement positif. 

3ao > 0, /\lx E A', d(x,a) < ao::::} llf(x) - limfll < c, 
a 

3a1 > 0, /\lx E A', d(x,a) < Œ1::::} llg(x) - limgll < c, 
a 

Soit Œ2 = min { ao, ai}. On obtient, pour tout élément x de A' vérifiant d( x, a) < 
Œ2, 

11(>.f(x) + >.'g(x)) - (Àlimf + >.' limg)ll::::; l>.111/(x) - limfll + l>.'l·llg(x) - limgll 
a a a a 

::::; (l>.I + l>.'l)c < (l>.I + 1>.'I + l)c. 

Ceci prouve que l'application (Àf + >.' g) admet pour limite (À lima f +>.'lima g) 
lorsque x tend vers a. 4't 

Corollaire 3.12 L'ensemble des applications définies sur A', à valeurs dans 
E, admettant une limite en a est un sous-espace vectoriel de (A(A', E), +, .). 

Corollaire 3.13 L'ensemble des applications définies sur A, à valeurs dans 
E, continues en un point a de A est un sous-espace vectoriel de (A(A, E), +, .). 
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Corollaire 3.14 L'ensemble des applications continues sur A à valeurs dans 
E est un sous-espace vectoriel de (A(A, E), +,.). 

Exercice 3.6 Soient f et g deux applications définies et continues sur JR à valeurs 
réelles. 

1. Montrer que l'application lfl est continue sur R 

2. Montrer que les applications max(f,g) et min(f,g) sont continues sur R 

Solution. 

1. L'application valeur absolue est continue sur IR, d'après la proposition 3.2 
page 32. L'application lfl est continue comme composée de deux applications 
continues. 

2. On obtient le résultat en remarquant que 

(f ) f + g + If - YI max ,g = 2 , min(!, g) = f + g ~If - YI. 

Exercice 3. 7 Soit f une application définie sur JR et à valeurs réelles. On appelle 
épigraphe de f, noté &1 1 l'ensemble 

&1 = {(x,y) E IR2 , /y;::: f(x).} 

Montrer que si l'application f est continue sur JR, son épigraphe est une partie fermée 
de JR.2• 

Solution. Soit g l'application définie sur JR.2 par 

g : JR.2 ---t JR 

(x,y) ~ y-f(x). 

L'application g est continue sur JR.2. On en déduit que 

est une partie fermée de JR.2. 



Chapitre 4 

Espaces métriques complets 

4.1 Définitions 

4.1.1 Suites de Cauchy 

Définition : Soient (E, d) un espace métrique et (un)nEN une suite de 
points de E. On dit que (un)nEN est une suite de Cauchy si 

Vé > 0, 3N EN, \:/p 2 N, \:/q 2 N, d(up, uq) < é. 

Proposition 4.1 1. Une suite convergente est une suite de Cauchy. 

2. Une suite de Cauchy est bornée. 

Preuve. 

1. On considère une suite (un)nEN convergente vers l, élément de E. Soit é un 
réel strictement positif. Il existe un entier positif N vérifiant 

\:/n 2 N, d(un, l) < é. 

D'où, 
\:/p 2 N, \:/q 2 N, d(up, uq) ~ d(up, l) + d(l, uq) < 2é. 

La suite ( un)nEN est une suite de Cauchy. 

2. On considère une suite (un)nEN de Cauchy. Il existe un entier naturel N tel 
que, 

Notons, 
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Nous obtenons 

La suite ( Un)nElll est ainsi bornée. 

4.1.2 Espaces métriques complets 

Il Définition : On dit qu'un espace métrique (E, d) est complet si toute 
suite de Cauchy est convergente. 

4.2 Exemples d'espaces métriques complets 

4.2.1 Espaces vectoriels normés de dimension finie 

On admettra que IR, muni de la norme usuelle, est complet. 

Théorème admis 4.2 lR muni de la norme usuelle est un espace métrique 
complet. 

Ce pavé étant admis, on pourra en déduire 

Proposition 4.3 Les espaces JRP (p EN*) munis de la norme 11·11 00 sont com
plets. 

Preuve. On considère dans JRP muni de la norme 11·11 00 , une suite de Cauchy notée 
(Xn)nElll = ( (x1,n, x2,n, · · · , Xp,n) )nElll' Montrons que cette suite est convergente. 
Ona 

'Vk E {1, .. ·p},V(n,m) E N2 , lxk,n -Xk,ml :S llXn-Xmlloo· 
La suite (Xn)nElll étant de Cauchy, on en déduit que pour tout entier k compris 
entre 1 et p, la suite réelle (xk,n)nElll est une suite de Cauchy, donc convergente 
vers un réel lk. Montrons que la suite (Xn)nElll converge vers L = (li, l2, · · · , lv)· 
Soit c un réel strictement positif. Pour tout entier k compris entre 1 et p, 

3Nk E N/ \ln 2: Nk, lxk,n - lkl < c. 

Soit N=max{N1,N2,··· ,Np}· Ona, 

\ln 2: N, Vk E {1, 2, · · · ,p}, lxk,n - lkl < €. 

D'où 
\ln 2: N, llXn - Llloo < €. 

La suite (Xn)nElll converge vers L. (JRP, Jl.Jl 00 ) est donc un e.v.n. complet. 

On peut montrer de la même manière la proposition suivante. 



4.2. EXEMPLES D'ESPACES MÉTRIQUES COMPLETS 

Proposition 4.4 Soient E un espace vectoriel sur lR de dimension p (p E N*) 
et (e1, e2, · · · , ep) une base de E. On considère 11·11 00 la norme définie sur E 
par: 

Vx E E, llxlloo = max{lx1I, lx2J, · · · lxpj}, 

où (xi, x2, · · · , Xp) sont les coordonnées de x dans la base (e1, e2, · · · , ep)· 
L'espace vectoriel normé (E, 11·11 00 ) est un espace vectoriel normé complet. 
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On montre, dans la section 12.4 du chapitre 12 à partir de la page 164, la propo
sition suivante 

Proposition 4.5 Tout espace vectoriel réel normé de dimension finie est com
plet. 

Remarque 4.1 L'ensemble des nombres rationnels Q>, muni de la distance in
duite, n'est pas un espace métrique complet. Pour la preuve, on pourra s'appuyer 
sur la solution de l'exercice 7.3, page 75. 

4.2.2 Espace fonctionnel 

Proposition 4.6 On considère X un ensemble non vide, (E, li.li) un espace 
vectoriel réel normé et B(X, E) l'espace vectoriel des fonctions bornées, définies 
sur X et à valeurs dans E. On munit B(X, E) de la norme ll·lloo définie par 

Vf E B(X,E), llflloo = sup llf(x)ll· 
xEX 

Si l'espace vectoriel normé (E, li.li) est complet, alors l'espace (B(X,E), ll·lloo) 
est aussi complet. 

Preuve. Remarque: Nous savons, d'après l'exercice 2.1. page 21, que l'application 
ll·lloo est une norme sur B(X, E). 
Considérons Un)nEN une suite de Cauchy de B(X, E). 

Vx E E, Vn EN, Vp EN, llfn(x) - fp(x)ll ~ llfn - fplloo· 

On en déduit que, pour tout élément x de X, la suite Un(x))nEN est une suite 
d'éléments de E, de Cauchy donc convergente dans E. On note f l'application 
définie sur X par 

VxEX, f(x) = lim fn(x). 
n-->+oo 

Montrons que f est une application bornée. L'application qui, à un vecteur associe 
sa norme, étant continue (proposition 3.2, page 32), on obtient, 

Vx EX, lim llfn(x)ll = llf(x)ll· 
n-->+oo 

La suite Un)nEN étant de Cauchy est bornée. Considérons un réel M vérifiant 

Vn EN, llfnlloo ~M. 
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C'est-à-dire, 
Vx EX, Vn EN, llfn(x)ll :'SM. 

On en déduit que 

VxEX, llf(x)ll = lim llfn(x)ll :SM. n-++oo 

L'application f est bornée. C'est donc un élément de B(X, E). Montrons qu'elle est 
limite dans (B(X,E), 11·11 00 ) de la suite Un)nEN· Soit c un réel strictement positif. 

3no EN, Vn 2 no, Vp 2 no, llfn - fplloo :Sc. 

Fixons n un entier naturel supérieur ou égal à no. Nous avons 

VxEX, lim llfn(x) - fp(x)ll = llfn(x) - f(x)ll· p-++oo 

Or, 
Vx EX, Vp 2 no, llfn(x) - fp(x)ll :Sc. 

On en déduit que 
Vx EX, llfn(x) - f(x)ll :S é. 

D'où, 
Vn 2 no, llfn - !Il :Sc. 

La suite Un)nEN est donc convergente dans (B(X, E), ll·lloo) vers f. L'espace vec
toriel normé (B(X, E), 11·11 00 ) est donc complet. 4'i 

4.2.3 Partie fermée d'un espace métrique complet 

Proposition 4. 7 Soient (E, d) un espace métrique complet et F une partie 
de E. L'espace métrique (F,d) est complet si et seulement si Fest une partie 
fermée de E. 

Preuve. 

1. Supposons F partie fermée de E. 
Soit Un)nEN, une suite de Cauchy de F donc de E. Cette suite est conver
gente dans E, donc dans F car Fest un fermé de E. L'espace métrique (F, d) 
est complet. 

2. Supposons (F, d), espace métrique complet. 
Soit Un)nEN, une suite d'éléments de F convergente vers un élément de 
E. Cette suite est une suite de Cauchy de E donc de F. (F, d), étant un 
espace métrique complet, la suite Un)nEN converge vers un élément de F. 
On conclut à l'aide de la proposition 2.10, page 23, que Fest un fermé de 
E. 
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Exemple : Tout segment de lR. muni de la métrique usuelle est un espace métrique 
complet. Il en est de même des intervalles de la forme [a, +oo[, J - oo, a] où a est 
un réel. 

Exercice 4.1 On considère (B([-1, lj,IR.), 11·11 00 ), l'espace vectoriel des applications 
bornées définies sur l'intervalle [-1, lj et à valeurs réelles. On munit cet espace de la 
norme sup 11-11 00 • Soit (Pn)nEfll la suite d'éléments de B([-1, lj,IR) définie par 

n k 

Vn EN, Vx E [-1, 1], Pn(x) = L (~) . 
k=O 

1. Montrer que la suite (Pn)nEfll est convergente et donner sa limite. 

2. On considère le sous-espace vectoriel des fonctions polynomiales de (B([-1, 1], JR.). 
Montrer que ce sous-espace, muni de la norme sup, n'est pas complet. 

Solution. 

1. 

Vn EN, Vx E [-1, 1), 
1 - c~r+l 

Pn(x) = 1 _ 2(~) 

Soit f l'élément de B([-1, 1],JR.) défini par 

Vx E [-1, lj, 

Nous avons, 

2 
f(x) = -2 -. -x 

2 1 xn+l 
------
2-x 2n2-x 

Vn EN, Vx E [-1, lj, 
1 

IPn(x) - f(x)I S 2n · 

D'où, 

VnEN, 
1 

llPn - J lloo S 2n 

La suite (Pn)nEfll est ainsi convergente vers f 

2. La suite de fonctions polynômes (Pn)nEfll est convergente dans B([-1, 1],JR.), 
muni de la norme 11-lloo· Sa limite n'est pas une fonction polynôme. Le sous
espace des fonctions polynômes n'est pas un fermé de B ( [-1, 1], lR.). Muni de 
la norme ll·lloo, Il n'est donc pas complet. 

Remarque 4.2 On considère [a, bj un segment. En reprenant l'exemple et les no
tations de la section 4.2.2, (B([a, b], JR.), 11-11 00 ) est un espace vectoriel normé com
plet. On note C([a,b],!R.), l'espace vectoriel des fonctions continues sur [a,b] à 
valeurs réelles. On montrera dans le chapitre 16, théorème 16.4, que (C([a,b],IR.) 
est une partie fermée de (B([a, bj, JR.). D'après la proposition 4. 7, l'espace vectoriel 
normé (C([a, b], !R.), 11-lloo) est complet. 
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4.3 Propriétés des espaces métriques complets 

4.3.1 Fermés emboîtés 

Proposition 4.8 Soient (E, d) un espace métrique complet et (Fn)nEN une 
suite décroissante de fermés non vide de E, telle que limn-++oo ô(Fn) = O. 
Alors il existe un élément x de E tel que nnENFn = { x}. 

Preuve. Pour tout entier naturel n, choisissons un élément Xn du fermé Fn. Mon
trons que la suite (xn)nEN est une suite convergente. L'espace métrique (E, d) 
étant complet, il suffit de montrer qu'elle est de Cauchy. Soit e un réel strictement 
positif fixé. Il existe un naturel N tel que 

Cette suite de fermés étant décroissante, 

donc 
Vn 2:: N, Vp 2:: N, d(xn, Xp) < e. 

La suite (xn)nEN est de Cauchy donc convergente. On note x sa limite. Soit p un 
entier naturel fixé. La suite (xn)n?:v est une suite convergente d'éléments du fermé 
Fp. Sa limite x appartient à ce fermé . Donc 

Considérons y élément de npENFp. Alors 

Vn E N, d(x, y) :::; ô(Fn)· 

Puisque limn-++oo(ô(Fn)) = 0, on obtient d(x, y) = 0 et x =y. D'où 

4.3.2 Théorème du point fixe 

Théorème 4.9 (Du point fixe) Soit (E, d) un espace métrique complet et une 
application f : E --t E contractante, c'est-à-dire qu'il existe un réel k E [O, 1 [ 
vérifiant 

V(x,y) E E 2 , d(f(x),f(y)):::; k.d(x,y). 

Alors f admet un unique point fixe. 

La preuve de ce théorème est effectuée page 134 dans le chapitre 10 consacré aux 
suites définies par une récurrence. 
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4.3.3 Prolongement d'une fonction uniformément continue 

Proposition 4.10 Soient (E, d) un espace métrique, (E', d') un espace 
métrique complet, A une partie dense de E et f : A -t E' une application 
uniformément continue sur A. Alors f se prolonge de manière unique en une 
application uniformément continue sur E. 

Remarque 4.3 Remarquons l'importance de l'uniforme continuité. En effet, dans 
l'exercice 3.1. page 30, la fonction f est continue sur IR.* mais ne peut se prolonger 
par continuité en O. On en déduit qu'elle n'est pas uniformément continue sur IR.*. 

Preuve. Soit xo un élément de E. Montrons que l'application f admet une limite 
en xo. (Ceci est clair si xo appartient à A.) A étant dense dans E, tout élément de 
E est adhérent à A. Utilisons la proposition 3.6, page 36. Considérons une suite 
(an)nEN d'éléments de A convergente vers Xo. Montrons que la suite (f(an))nEN 
est une suite de Cauchy dans E'. 
Soit e un réel strictement positif. L'application f étant uniformément continue sur 
A, choisissons un réel strictement positif a vérifiant 

V(x,y) E A 2 , d(x,y):::; a~ d'(f(x),f(y)):::; e. 

La suite (an)nEN étant convergente donc de Cauchy, choisissons un entier no 
vérifiant, 

On obtient, 
Vp ~no, Vp ~no, d'(f(ap), f(aq)) :::; é. 

La suite (f(an))nEN est une suite de Cauchy dans (E', d') espace métrique complet. 
Elle est convergente vers un élément de E'. Nous avons montré en utilisant la pro
position 3.6 que l'application f admet une limite en xo. Nous pouvons maintenant 
définir sur E, à valeurs dans E', l'application g par 

Vx E E, g(x) = lim f(a). 
a-+x 

L'application f étant continue sur A, nous avons 

Va E A, g(a) = f(a). 

L'application g prolonge f sur E. Montrons qu'elle est uniformément continue sur 
E. 
Soit e un réel strictement positif. Il existe un réel a strictement positif vérifiant 

V(a,b) E A 2 , d(a,b):::; a~ d'(f(a),f(b)):::; é. 

Soient x et y deux éléments de E vérifiant 

O! 
d(x,y):::; 2. 
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Il existe une suite (an)nEN et une suite (bn)nEN d'éléments de A convergentes 
respectivement vers x et y. La suite 

est convergente vers le réel d(x, y) inférieur à ~· Il existe donc un naturel no tel 
que 

Ainsi, 
Vn ~no, d'(f(an), f(bn)) :::; ê. 

Or la suite (d'(f(an), f(bn)))nEN converge vers d'(g(x), g(y)). On en déduit, en 
passant à la limite que 

d'(g(x),g(y)):::; e. 

En résumé, 

V(x,y) E E 2 , 
Q 

d(x,y):::; 2 =? d'(g(x),g(y)):::; e. 

L'application g est donc un prolongement uniformément continu de f sur E. 
Montrons enfin l'unicité de ce prolongement uniformément continu. Supposons 
qu'il existe g1 et g2 deux prolongements uniformément continus de f sur E. L'ap
plication h = d' (g1 , g2 ) est une application continue sur E et nulle sur A. Soit 
x un élément quelconque de E. Considérons une suite (an)nEN d'éléments de A 
convergente vers x. On a, 

h(x) = lim h(an) =O. 
n-++oo 

D'où h = 0 et g1 = g2. Le prolongement uniformément continu de f sur E est 
unique. '9 

Proposition 4.11 Soient (E, d) un espace métrique, (E', d') un espace 
métrique complet, A une partie dense de E et f : A ---+ E' une application 
k-lipschitzienne sur A (k E JR+). Alors f se prolonge de manière unique en une 
application k-lipschitzienne sur E. 

Exemple : Nous avons vu (exemple 3.2, page 31) que toute application à valeur 
réelle dérivable sur un intervalle ouvert ]a, b[, et de dérivée bornée, est lipschti
zienne. On en déduit qu'elle est prolongeable par une fonction lipschitzienne sur 
[a,b]. 

Preuve. Soit k un réel positif et f une application k-lipschitzienne sur A à valeurs 
dans E'. Elle est uniformément continue sur A. D'après la proposition précédente, 
il existe une unique application uniformément continue sur E prolongeant f. Cette 
application est l'application g définie dans la preuve précédente. Montrons qu'elle 
est k-lipschitzienne sur E. Soient x et y deux éléments de E. Considérons deux 
suites (an)nEN et (bn)nEN d'éléments de A convergentes respectivement vers x et y. 
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Alors les suites d(an, bn)no1, (f(an))nE~li (f(bn))nEN et d'(f(an), f(bn))nEN sont 
convergentes avec 

lim d(an,bn) = d(x,y), lim d'(f(an),J(bn)) = d'(g(x),g(y)). 
n-+oo n-+oo 

Or, 

Donc, en passant à la limite, 

d'(g(x),g(y)):::; kd(x,y). 

L'application g est l'unique prolongement de f sur E qui soit k-lipschitzien. '9 





Chapitre 5 

Espaces métriques compacts 

5.1 Définition, exemples 

Il 
Définition :Propriété de Bolzano-Weierstrass. 
Un espace métrique (E, d) est compact si toute suite de E admet une 
sous-suite convergente. 

Exemple: L'ensemble~, muni de la norme usuelle, n'est pas un espace métrique 
compact. En effet, considérons la suite réelle ( Un)nEN définie par 

Vn E .N, Un = n. 

Considérons maintenant (ucp(n))nEN une suite extraite de la suite (un)nEN· Nous 
avons 

Vn E .N, ucp(n) = <p(n) ;::: n. 

La suite extraite ( Ucp ( n) )nEN est non bornée donc non convergente. 

Voici un exemple très important de compacts. 

Théorème 5.1 Tout segment [a, b] de~ est compact. 

Preuve. On considère un segment [a, b] et (un)nEN une suite définie sur ce segment. 
Le segment [a, b], muni de la distance induite, est un espace métrique complet car 
il est un fermé de~, lui-même complet. En remarquant que, pour tout segment 
[a, ,B], on a 

a+,B a+,B 
{n E .N/un E [a,,B]} = {n E .N/un E [a, - 2 -]} U {n E .N/un E [-2 -,,B]}, 

on en déduit que, si l'ensemble située à gauche de l'égalité est infini, alors au 
moins l'un des deux situés à droite l'est aussi. On considère la suite décroissante 
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de segments ([ap, bp))pEN définie par 

[ao, bo] = [a, b] 

puis pour tout entier naturel p, 

{ 

[ ap, ap~be] si l'ensemble { n E N/un E [ap, av~be]} est infini, 

[ap+l' bp+i] = 
[ ap~be, bp] sinon. 

Cette suite décroissante de fermés vérifie limp-++oo ô([ap, bp]) =O. D'après la pro
position 4.8, page 46, il existe un réel l vérifiant 

Sachant, que pour tout naturel p, l'ensemble { n E N/ Un E [ap, bpi} est infini, on 
peut définir (ucp(n))(nEN) une suite extraite de (un)nEN par 

Or, 

{ 
<p(O) = 0, 

VnEN, <p(n + 1) = min{k > <p(n)/uk E [an, bn]}. 

VnEN, 
b-a 

d(ucp(n)> l) :::; ~· 

On en déduit que la suite extraite (ucp(n))(nEN) est convergente vers l. Le segment 
[a, b] est un compact. 4' 

5.2 Propriétés d'un espace métrique compact 

Proposition 5.2 Un espace métrique compact est complet. 

Considérons (E,d) un espace métrique compact et (un)nEN une suite de Cauchy 
de cet espace. Soit ê un réel strictement positif. 

3no EN/ Vp;::: no, Vq;::: no, d(up, uq) < ê. 

L'espace E étant compact la suite (un)nEN admet une suite extraite (ucp(n))(nEN) 
convergente vers un élément l de E : 

3N EN/ <p(N) ;::: no et d(ucp(N)> l) < ê. 

Donc, 
Vp;::: no, d(up, l) :::; d(up, Ucp(N)) + d(ucp(N)> l) < 2ê. 

La suite (un)nEN est convergente et l'espace métrique (E, d) est complet. 

Proposition 5.3 Un espace métrique compact est borné. 
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Preuve. On considère un espace métrique compact (E, d) et a un élément de E. 
Supposons dans un premier temps que l'ensemble 

{d(a,x)/x E E} 

soit non majoré. Alors, pour tout n EN, choisissons un élément an de E vérifiant 

d(a,an) ~ n. 

L'espace métrique (E, d) étant compact, il existe une suite extraite (acp(n))(nEN) 
convergente vers un élément l de E. Nous savons (voir exercice 3.2, page 31) que, 
pour l'application qui à tout élément x de E associe d(a, x), est lipschitzienne donc 
continue sur E. Ainsi, la suite (d(a, acp(n)))(nEN) est convergente et 

lim d(a, acp(n))) = d(a, l). 
n-++oo 

Ceci est impossible car la suite (d(a,acp(n)))(nEN) est non bornée. En effet, 

'in EN, d(a, acp(n)) ~ cp(n) ~ n. 

On en déduit que l'ensemble 

{d(a, x)/x E E} 

est borné. Il existe un réel positif M vérifiant 

'VxEE, d(a,x)::;M. 

Donc, 
'Vx E E, 'Vy E E, d(x, y) ::; d(x, a)+ d(a, y) ::; 2M. 

Un espace métrique compact est ainsi borné. 

Proposition 5.4 Soient (E, d) un espace métrique et A une partie de E. 

1. Si A est une partie compacte de E, alors A est un fermé borné de E. 

2. Si E est compact et A une partie fermée de E, alors A est compacte. 

Preuve. 

1. Si A est une partie compacte de E, alors A est bornée, d'après la proposition 
précédente. Montrons que A est une partie fermée de E. Considérons une 
suite (an)nEN d'éléments de A, convergente vers un élément l de E. A étant 
compacte, il existe une suite extraite (acp(n))(nEN) convergente dans A. Or 
la limite de cette suite extraite est égale à l. Donc l est un élément de A. 
D'après la caractérisation séquentielle des fermés (proposition 2.10, page 23), 
A est un fermé de E. 

2. Soient (E, d) un espace métrique compact et A une partie fermée de E. 
On considère (an)nEN une suite d'éléments de A donc de E. Il existe une 
suite extraite (acp(n))(nEN) convergente dans E. Les éléments de cette suite 
appartiennent au fermé A, la limite également. La suite extraite (acp(n))(nEN) 
est donc convergente dans A. A est une partie compacte de E. 
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5.3 Produit d'espaces compacts 

Proposition 5.5 Soient E 1 et E2 deux espaces métriques compacts. Alors l'es
pace produit E 1 x E 2 muni de la métrique produit est compact. 

Preuve. Considérons Xp = (xp, Yp) une suite d'éléments de E 1 x E2. L'espace 
Ei étant compact, il existe une suite (x'P1 (p))(nEN) extraite de la suite (xp)(pEJ\I) 
et convergente dans E1 vers un élément x. La suite (Yipi(p))(pEN) est une suite 
du compact E2. Il existe (Yip1oip2 (p))(pEN) suite extraite convergente dans E2 vers 
un élément y. On en déduit que(Xip1oip2 (p))(pEN) suite extraite de la suite Xp = 
(xp, Yp), converge, dans Ei x E2 muni de la métrique produit, vers (x, y). '9 

Proposition 5.6 On considère n espaces métriques compacts Ei, E2 ···En. 
Alors l'espace produit Ei x E2 x · · · x En muni de la métrique produit est 
compact. 

La preuve peut se faire par récurrence en utilisant la proposition précédente. 

5.4 Caractérisation des compacts d'un espace 
vectoriel de dimension finie 
muni d'une norme sup 

Proposition 5. 7 Soient E un espace vectoriel sur lR de dimension n (n E N*) 
et (ei, e2, .. · , en) une base de E. On considère 11·11 00 la norme définie sur E 
par: 

où (xi, x2, · · · , Xn) sont les coordonnées de x dans la base (ei, e2, · · · , en)· 
Une partie de E munie de la norme 11-11 00 est compacte si et seulement si elle 
est fermée et bornée. 

Preuve. La condition est nécessaire d'après la proposition 5.4. 
Montrons d'abord, que pour tout réel r strictement positif, B1(0, r) la boule fermée 
de centre 0 et de rayon r est une partie compacte de (E, 11-11 00 ). On considère 
l'application <p définie sur l'espace métrique ([-r, r]n, 11-11 00 ) à valeurs dans l'espace 
vectoriel normé (E, 11·11 00 ) définie par 

n 

'v'(ai,a2,··· ,an) E [-r,rt, cp(a1,a2,··· ,an)= Lakek. 
k=l 

L'application cp est isométrique donc lipschitzienne de rapport 1 et donc continue. 
L'espace métrique ([-1, l]n, 11-11 00 ) est compact donc, d'après la proposition 5.9, 
l'image de cp, B1(0,r), est un compact. 
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Considérons maintenant A une partie fermée et bornée de (E, 11·11 00 ). Il existe un 
réel strictement positif r tel que A soit incluse dans B f ( 0, r). A fermé de E est un 
fermé de B f (0, r) compact. On en déduit que A est compacte. tft 

Corollaire 5.8 Un intervalle de lR est un compact si et seulement si c'est un 
segment. 

5.5 Compacts et continuité 

Proposition 5.9 Soient (E, d) un espace métrique compact, (F, d') un espace 
métrique et I : E ~ F une application continue. Alors l(E) est une partie 
compacte de F. 

Preuve. Considérons (Yn)nEJ'\I une suite d'éléments de l(E) et une suite (xn)nEJ'\I 
d'éléments de E vérifiant 

't:/n E N, Yn = l(xn)· 

E étant compact, il existe une suite extraite (xrp(n))(nElll) convergente vers un 
élément l de E. L'application I étant continue sur E, la suite (f(xrp(n)))(nElll) est 
convergente et 

limn-++ooYrp(n) = limn-++ool(Xrp(n)) = l(l). 

La suite (Yn)nEJ'll admet une sous-suite convergente. l(E) est compact. tft 

Corollaire 5.10 Toute application définie et continue sur un espace métrique 
compact à valeurs dans un espace métrique est bornée. 

Proposition 5.11 Soient (E, d) un espace métrique compact, (F, d') un espace 
métrique et I : E ~ F une application continue. Si I est injective, alors I 
réalise un homéomorphisme entre E et l(E). 

Preuve. L'application I étant injective, I réalise une bijection entre E et l(E). 
Notons 1-1 l'application réciproque. Soit E' une partie fermée de E. Nous avons 
(f-1 )-1(E') = l(E'). La partie E' est compact puisque partie fermée d'un com
pact. L'application f étant continue, l(E') est un compact donc partie fermée de 
f(E). On vient de montrer que l'image réciproque d'un fermé de Epar l'applica
tion 1-1 est un fermé de f(E). 1-1 est donc une application continue. tft 

Proposition 5.12 Soient E un espace compact et f: E ~ lR continue. Alors 
f est bornée et atteint ses bornes : Il existe deux éléments a et b de E vérifiant 

f(a) = inf f(x), f(b) = sup f(x). 
xEE xEE 
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Preuve. f(E) est une partie compacte de IR, donc bornée. f(E) admettant une 
borne supérieure, il existe une suite (xn)nEN d'éléments de E vérifiant 

sup f(x) = lim f(xn)· 
xEE n-++oo 

E étant un espace compact, il existe une suite extraite (xcp(n))(nEN) convergente 
vers un élément b de E. L'application f étant continue 

f(b) = lim f(xcp(n))) = lim f(xn) = sup f(x). 
n-++oo n-++oo xEE 

On procède de même pour la borne inférieure. 

Nous verrons dans le chapitre 6, que le théorème 6.7 page 62 indique que l'image, 
par une application continue à valeurs réelles, d'un intervalle est un intervalle. En 
utilisant les propositions 5.9, 5.11 et le corollaire 5.8, nous pouvons énoncer 

Corollaire 5.13 Soit f une application définie et continue sur un segment 
[a, b] à valeurs réelles. L'image par l'application f du segment [a, b] est un 
segment [ c, d]. 
De plus si f est injective, f réalise un homéomorphisme entre les segments 
[a, b] et [c, d]. 

Proposition 5.14 (Heine) Soient (E, d) un espace métrique compact, (F, d') 
un espace métrique et f : E --+ F une application continue. Alors f est uni
formément continue sur E. 

Preuve. L'ensemble produit Ex E, muni de la métrique produit, est un espace 
métrique compact. On définit sur cet espace, l'application h par 

h : E X E ----+ JR+ 

(x, y) ~ d'(f(x), f(y)). 

Cette application est continue sur Ex E (voir exercice 3.4 page 33). Soit e un réel 
strictement positif. On considère la partie de E x E définie par 

h-1([e,+oo[) = {(x,y) E Ex E/d'(f(x),f(y));::: e}. 

On suppose dans un premier temps que cette partie est non vide. Elle est fermée 
dans l'espace compact Ex E. Elle est donc compacte. On définit sur cette partie 
l'application continue g par 

g: h- 1([e, +oo[) ----+ JR+ 

(x,y) ~ d(x,y). 

L'application g est bornée et atteint ses bornes. La borne inférieure, que l'on 
note a, est strictement positive car, pour tout élément (x, y) de h- 1 ([e, +oo[), on 
d(x, y) > O. Ainsi, 

\i(x, y) E Ex E, d(x, y) <a=> d'(!(x), f(y)) < e. 
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Si l'on suppose que l'ensemble h-1 ([e, +oo[) est vide alors, pour tout réel stricte
ment positif a, la propriété précédente est vérifiée. 
L'application f est ainsi uniformément continue sur E. "9 

Corollaire 5.15 Une application définie et continue sur un segment, à valeurs 
dans un espace métrique, est uniformément continue. 

Exercice 5.1 Montrer que si f : lR --t lR est continue et périodique, elle est uni
formément continue sur R 

Solution. Considérons Tune période de l'application f. Nous savons, d'après la 
proposition 5.14, que la restriction de f au segment [-T, 2T] est une application 
uniformément continue. 
Fixons un réel strictement positif e. 

3a > 0, \l(x, y) E [-T, 2T] 2 , lx - YI <a=* lf(x) - f(y)I < e. 

Notons a'= min( a, T). Considérons deux réels x et y vérifiant 

lx -yl <a'. 

En notant E, la fonction partie entière, 

d'où, 

En remarquant que y - T.E ( T) = y - x + x - T.E ( T), on obtient, 

-T:::; -a'< y-T.E (f) <a'+ T:::; 2T. 

Sachant que 

l(x -TE (f)) - (y - TE (f)) =lx -yl <a' :::; a, 

on obtient, 

1 f ( x) - f (y) 1 = 1 f ( ( x - TE ( f)) - f (Y - TE ( f))) 1 < ê. 

L'application f est ainsi uniformément continue sur R 
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5.6 Applications 

1. Théorème 5.16 Toutes les normes définies sur un même espace vectoriel réel 
de dimension finie sont équivalentes. 

Ce théorème est démontré page 164. 

2. Proposition 5.17 Une suite à valeurs dans JR.P est convergente si et seulement 
si elle est bornée et n'a qu'une seule valeur d'adhérence. 

Pour la preuve, on pourra voir la proposition 7.10 page 73 et la remarque 
7.2. 
Par contraposée, on obtient : 

Proposition 5.18 Une suite à valeurs dans JR.P est divergente si et seulement 
si elle vérifie l'une des deux conditions suivantes : 

elle est non bornée, 
elle est bornée et admet au moins deux valeurs d'adhérence. 

3. Théorème 5.19 (D'Alembert Gauss) Tout polynôme non constant de C(X] 
admet au moins une racine dans C. 



Chapitre 6 

Espaces connexes 

6.1 Définition 

Il 
Définition : Soit (E, d) un espace métrique. On dit que (E, d) est 
';_nnexe si les seules parties, à la fois ouvertes et fermées, sont 0 et 

Proposition 6.1 Un espace métrique (E, d) est connexe si et seulement si il 
n'existe pas de partition de E en deux ouverts. 

6.2 Connexité et continuité 

Proposition 6.2 On considère (E, d) et (E', d') deux espaces métriques. Si 
E est connexe et 1 est une application continue de E vers E', alors l(E) est 
connexe. 

Preuve. Soit 8 un ouvert-fermé de l(E). D'après la proposition 3.8, page 37, 
1-1(8) est un ouvert-fermé de E. D'où 

1-1(8) = 0 ou 1-1(8) = E. 

Donc 
8 = 0 ou 8 = l(E). 

1 (E) est connexe. 

6.3 Une caractérisation des connexes, applications 

On considère l'ensemble {O, 1} muni de la distance usuelle. Nous remarquons 
que toute partie de cet ensemble est ouverte et fermée. C'est le plus simple espace 
métrique non connexe. Il est un outil précieux pour étudier la~ connexité d'un 
espace métrique. 
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Proposition 6.3 Un espace métrique (E, d) est connexe si et seulement si 
toute application continue f: E---+ {O, 1} est constante. 

Preuve. Supposons E connexe. Soit f une application continue. f(E) étant connexe 
et {O; 1} ne l'étant pas, nous avons 

f(E) = {O} ou J(E) = {1}. 

L'application f est donc constante. 
Supposons E non connexe. Il existe Oo, 01 deux ouverts de E, non vides, tels que 

Considérons l'application f définie sur Epar 

f(x) = 0, 

f(x) = 1. 

L'image réciproque par f de tout ouvert est un ouvert. En effet, 

Cette application f est continue et non constante. 

Proposition 6.4 Soit A une partie connexe d'un espace métrique ( E, d). Si 
une partie B de E vérifie Ac B c A, alors B est connexe. 

Preuve. Soit f une application continue sur B à valeurs dans {O, 1 }. La restriction 
de f à A est continue donc constante sur A. Il existe un élément c E {O, 1} tel que 
pour tout a E A, f(a) = c. Si b appartient à B donc à l'adhérence de A, il existe 
une suite (an)nEN d'éléments de A convergente vers b. f étant continue, on obtient 
f(b) = limn_,+00 f(an) = c. L'application f est constante sur B. On en déduit que 
B est un connexe de E. ll$t 

Proposition 6.5 Soit (Ci)iEI une famille de connexes d'un espace métrique 
(E, d) telle que 

3io E l, \li E l, Ci n Cio =/. 0. 

Alors UiEICi est connexe. 

Preuve. Considérons une application f définie et continue sur UiEICi à valeurs 
dans {O, 1}. Soit i élément del. La restriction de f au connexe Ci est continue 
donc constante. Notons ai, la valeur de cette constante. Choisissons Xi élément de 
Ci n Cio. Nous avons, 
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Donc 

On en déduit : 
\lx E UieICi, f(x) = aio· 

L'application f est constante et UierCi est connexe. 

6.4 Les parties connexes de IR 

Commençons par donner la définition d'un intervalle. 

Définition : Soit I une partie de R On dit que I est un intervalle si 

V(x, y) E 12 , \/z E ~. x <::. z <y=> z E J. 

Théorème 6.6 Les parties connexes de ~ sont les intervalles de ~-

Preuve. Soit C une partie de ~-

1. On suppose que C ne soit pas un intervalle de R Il existe (a, b) E C2 et x ~ C 
vérifiant 

a< X< b. 

Alors () - oo, x[nC) et (]x, +oo[nC) sont deux ouverts non vides de C formant 
une partition de C. C n'est donc pas connexe. 

2. On suppose que C soit un intervalle de R Soit f une application continue 
sur C à valeurs dans { 0, 1}. Soient a et b deux éléments de C vérifiant a < b. 
Montrons que f(a) = f(b). On note 

A= {t E [a,b]/f(t) = f(a)}. 

A est une partie non vide de ~ majorée par b. Sa borne supérieure to est 
un réel appartenant à [a, b], donc à C. En tant que borne supérieure, to est 
limite d'une suite (an)neN d'éléments de A. Grâce à la continuité de f, on 
obtient f(to) = limn_,+00 f(an) = f(a). Supposons to < b. La suite (to + 2~) 
converge vers to. Il existe un rang no vérifiant 

\ln;:::: no, (to + 2~) E [a,b] \A 

donc 

\ln;:::: no, If (to + 2~) - /(to)I = 1. 

Ceci est impossible puisque f est continue en to. Donc to = b et f(b) = f(a). 
L'application f est constante et C est connexe. 
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6.5 Fonctions continues sur un intervalle 

Définition : Soient I un intervalle réel et f une application définie J, à 
valeurs réelles. On dit que f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires 
si, pour tout intervalle J inclus dans I, f(J) est un intervalle. 

Remarque 6.1 La propriété « f(I) est un intervalle » est plus faible que la pro
priété des valeurs intermédiaires. En voici un exemple : On considère l'application 
f définie sur le segment [O, 4] par 

{ 
\lx E [O, 2], f(x) = 3x, 

\lx E]2, 4], f (x) = -x + 4. 

Nous avons 
J([O, 4]) = (0, 6] U (0, 2] = (0, 6]. 

L'image par l'application f de l'intervalle [O, 4] est l'intervalle (0, 6]. En revanche, 
l'image par f de l'intervalle (1,4] n'est pas un intervalle. En effet, 

f ((1, 4]) = (3, 6] u (0, 2[. 

Théorème 6. 7 Soient I un intervalle et f : I --+ lR une application continue 
sur I à valeurs réelles. Alors l'application f vérifie la propriété des valeurs 
intermédiaires. 

Preuve. Soit J un intervalle inclus dans J. La restriction de l'application f à 
l'intervalle J est continue. D'après la proposition précédente, f ( J) est un intervalle. 
On en déduit que f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires. • 

6.6 Connexité par arcs 

Définition : Soit (E, d) un espace métrique. On appelle chemin de E 
toute application continue 7: [O, 1] --+ (E, d). L'image 7((0, 1]) du chemin 
s'appelle un arc, 7(0) l'origine, 7(1) son extrémité. 

Il 
Définition : Soit (E, d) un espace métrique. On dit que E est connexe 
par arcs si pour tout (a, b) E E 2 , il existe un arc inclus dans E d'origine 
a et d'extrémité b. 

Exemple: Toute partie convexe non vide d'un espace vectoriel normé est connexe 
par arcs. 

Théorème 6.8 Un espace connexe par arcs est connexe. 
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Preuve. On considère (E, d) un espace métrique connexe par arcs. Considérons 
f une application continue de E vers {O, 1}. Soient a et b deux éléments de E. 
Il existe 'Y un chemin de E vérifiant "f(O) = a et "f(l) = b. L'application f o 'Y 
est une application continue de l'intervalle [O; 1] vers {O, l}. Cette application est 
constante. Donc, 

f(b) = f ('Y(l)) = f ('Y(O)) = f(a). 

On en déduit que f est constante et que E est connexe. 

6.6.1 Applications 

Proposition 6.9 Soit f une application à valeurs réelles, définie et continue 
sur un intervalle I. Notons I' l'intervalle image. Alors f réalise une bijection 
de I sur I' si et seulement si l'application f est strictement monotone. 

Preuve. Remarquons que f réalise une bijection de I sur J' si et seulement si elle 
est injective. 
Si l'application f est strictement monotone, elle est injective. 
Supposons f injective. Considérons Tr la partie de 12 définie par 

Tr = {(x,y) E 12 /x <y}. 

Tr est une partie convexe de ~2 donc connexe. Considérons l'application g définie 
sur Tr par 

V(x,y) E Tr, g(x, y)= f(x) - f(y}. 
x-y 

Cette application est continue sur Tr, donc g(Tr) est une partie connexe de ~. 
c'est-à-dire un intervalle. La fonction f étant injective, cet intervalle ne contient 
pas O. Nous avons alors deux cas 

- Soit g(T) est inclus dans ~+*, alors l'application est strictement croissante. 
- Soit g(T) est inclus dans~-*, alors l'application est strictement décroissante. 

Proposition 6.10 (de Darboux) Soit I un intervalle de~ et f : I --t ~ une 
application dérivable. Alors l'application f' vérifie la propriété des valeurs in
termédiaires. 

"' 

Preuve. Soit J un intervalle inclus dans J. Considérons TJ la partie de J2 définie 
par 

TJ = {(x,y) E J 2 /x <y}. 

TJ est une partie convexe de ~2 donc connexe. Considérons l'application g définie 
sur TJ par 

V(x,y) E TJ, g(x, y)= f(x) - f(y). 
x-y 
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Cette application est continue sur TJ, donc g(TJ) est une partie connexe de R 
Montrons que 

g(TJ) c J'(J) c g(TJ). 

Soit (x, y) un élément de TJ. On remarque, en utilisant le théorème des accroisse
ments finis, que le réel 

g(x, y) = f(x) - f(y) 
x-y 

appartient à f' ( J). On obtient 

g(TJ) c f'(J). 

Soit x un élément de J. Considérons une suite (xn)nEJ\l d'éléments de J \ {x} 
convergente vers x. D'après la proposition 3.5, page 35, nous avons 

lim f(xn) - f(x) = f'(x). 
n-++oo Xn - X 

Le réel f'(x) appartient donc à l'adhérence de g(TJ). Ainsi, 

J'(J) c g(TJ). 

D'après la proposition 6.4, page 60, f'(J) est une partie connexe de lR donc un 
intervalle. 4't 

Exercice 6.1 On considère la fonction f définie sur lR par f(x) = x2 sin U) six=/= 0 
et f(O) =O. 

1. Montrer que la fonction f est dérivable sur lR de dérivée non continue en O. 

2. En déduire qu'il existe des fonctions définies sur un intervalle, non continues et 
vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires. 

Solution. 

1. L'application f est dérivable sur lR avec 

\lx E JR*, f'(x) = 2xsin (~) - cos(~) 

et 

/'(O) = lim xsin (~) =O. 
x-+O X 

L'application f' est discontinue en 0 car limn-++oo !'( 2};.n) = -1. 

2. L'application f' est une dérivée, donc vérifie la propriété des valeurs in
termédiaires et est discontinue en O. 
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La proposition suivante permet de répondre à la question : « Que faut-il à une 
application vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires pour être continue ? » 

Proposition 6.11 Soit I un intervalle de ~ et f : I --t ~ une application. f 
est continue sur I si et seulement si : 

1. f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires, 

2. pour tout réel y, 1-1 ({y}) est un fermé de I. 

Preuve. Si f est une application continue, les assertions 1 et 2 (voir proposition 
3.8, page 37) sont vérifiées. 
Considérons maintenant une application f définie sur un intervalle I, vérifiant la 
propriété des valeurs intermédiaires et discontinue en un point x élément de I. Il 
existe un réel é vérifiant 

Ya > 0, 3y E I/ly- xi< a et lf(y) - f(x)I > é. 

On peut ainsi constuire une suite (Yn)nEN d'éléments de I vérifiant 

YnEN, 

Soit 

1 
IYn -xi< --1 , n+ lf(Yn) - f(x)I > é. 

N1 = {n EN/ f(Yn) > f(x)}, N2 = {n EN/ f(Yn) < f(x)}. 

Nous avons N1 U N2 = N. Donc soit Ni, soit N2, est une partie de N de cardinal 
infini. Supposons, par exemple, que N1 le soit. Il existe alors (Ycp(n))nEN suite 
extraite de (Yn)nEN vérifiant 

YnEN, 
1 

IYcp(n) - xi < n + l' f(Ycp(n)) - f(x) > é. 

L'application f vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires, choisissons pour 
tout entier naturel n, un réel Zn compris entre x et Ycp(n) vérifiant 

f(zn) = f(x) + é. 

L'ensemble 

n'est pas un fermé car la suite (zn)nEN d'éléments de A est convergente vers x 
n'appartenant pas à A. Ce qui termine la preuve. 4 

Cette proposition nous permet de démontrer le résultat suivant : 

Proposition 6.12 On considère un intervalle I et une application f définie 
sur I et à valeurs réelles. Si 

1. f(I) est un intervalle, 

2. f est strictement monotone, 

alors f est continue sur I. 
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Preuve. Pour montrer que l'application l est continue sur I, utilisons la propo
sition 6.11. Supposons, sans perdre de généralité, l strictement croissante. 

1. Soit J un intervalle inclus dans J. On considère a et b deux éléments de J 
vérifiant a < b. Considérons un réel À vérifiant 

l(a) < À < l(b). 

L'ensemble l(I) étant un intervalle, le réel À appartient à celui-ci. On en 
déduit qu'il existe un élément c de I vérifiant · 

l(c) =À. 

L'application l étant strictement croissante, nous obtenons, 

a< c < b. 

On en déduit que l vérifie la propriété des valeurs intermédiaires. 

2. Soit y un élément de l(I). L'application l étant strictement monotone, elle 
est injective. L'ensemble 1-1 ( {y}) est ainsi un singleton donc un fermé de I. 

On déduit, d'après la proposition 6.11, que l'application l est continue sur I. .t. 

6. 7 Homéomorphismes d'intervalles 

Proposition 6.13 Soit I un intervalle et l : If-+ IR une application continue 
sur I. Si l est strictement monotone, elle réalise un homéomorphisme entre I 
et l(I). 

Preuve. Ceci est la conséquence des propositions 6.9 et 6.12 

Exemples: 

1. Soit n un entier naturel non nul. L'application 

l : JR+ ---+ JR+ 

est continue, strictement croissante, vérifiant l(O) = 0 et limx-->+oo l(x) = 
+oo. C'est donc une bijection de JR+ sur JR+ dont la réciproque est continue 
sur JR+. Cette réciproque est appelée fonction racine nième et notée 

1-1 : JR+ ---+ JR+ 

X f-+ y'x. 

2. La fonction sinus est continue et strictement croissante sur [- ~, ~ J. Elle 
induit une bijection de [-~, ~] sur [-1, l]. Sa réciproque est une fonction 
continue sur [-1, lj strictement croissante et appelée «Arc sinus» et notée 
arcsin. 
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3. La fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur [O, 7r]. Elle 
induit une bijection de [O, 7r] sur [-1, l]. Sa réciproque est une fonction conti
nue sur [-1, 1] strictement décroissante et appelée «Arc cosinus» et notée 
arccos. 

4. La fonction tangente est continue et strictement croissante sur]-~,~[. Elle 
induit une bijection de]-~, ~ [sur R Sa réciproque est une fonction continue 
sur R, strictement croissante, appelée « Arc tangente » et notée arctan. 

5. On appelle «cosinus hyperbolique» et on note ch l'application définie sur R 
par 

ch: R ~ [1,+oo[ 
e"'+e-"' 

2 

Cette application est continue et strictement croissante sur l'intervalle R±. 
Sa restriction à cet intervalle réalise une bijection de l'intervalle R± sur 
l'intervalle ]1, +oo[. Sa réciproque est une application continue définie sur 
l'intervalle ]1, +oo[ à valeurs sur l'intervalle R±. Elle est appelée «Argument 
cosinus hyperbolique » et notée arg ch. 

6. On appelle «sinus hyperbolique » et on note sh l'application définie sur R 
par 

sh: R ~ R 

X !----? 

Cette application est continue et strictement croissante sur R Elle réalise 
une bijection de R sur lui-même. Sa réciproque est une application continue 
définie sur l'intervalle R Elle est appelée « Argument sinus hyperbolique » 
et notée arg sh. 

6.8 Composantes connexes 

Théorème-définition 6.14 Soit (E, d) un espace métrique. On considère sur 
E la relation 

xRy {::} (3Cconnexe de E tel que x E C, y E C). 

Cette relation est une relation d'équivalence. Une classe d'équivalence est ap
pelée composante connexe. 

Preuve. 

1. Pour tout X élément de E, {X} est connexe et xnx. La relation n est réflexive. 

2. V(x,y) E E 2, xRy::::} yRx. La relation Rest symétrique. 

3. On considère x, y et z trois éléments de E vérifiant xRy et yRz. Il existe 
un connexe C contenant x et y et un connexe C' contenant y et z. C U C' 
est l'union de deux connexes d'intersection non vide. Il est donc connexe. x 
et z lui appartiennent. Ainsi, xRz. La relation R est transitive. 
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Proposition 6.15 Une composante connexe est un connexe. 

'Preuve. La relation n est donc une relation d'équivalence. Soit X un élément de 
E. La classe d'équivalence de x est l'union de tous les connexes contenant x. Il 
est évident que l'intersection de chacun de ces connexes avec le connexe { x} est 
non vide. D'après la proposition 6.5, cette union de connexes est un connexe. Une 
classe d'équivalence est donc connexe. '9 

Proposition 6.16 Un espace métrique est connexe si et seulement s'il n'a 
qu'une seule composante connexe. 

Preuve. On considère un espace métrique (E, d). 

1. Supposons que E n'ait qu'une seule composante connexe. Donc E est une 
composante connexe. Nous savons qu'une composante connexe est un connexe. 
Donc E est connexe. 

2. Supposons que E ait au moins deux composantes connexes. Considérons a 
et b deux éléments de E n'appartenant pas à la même composante. Ils ne 
sont pas en relation et il n'existe aucun connexe les contenant. Donc E n'est 
pas un connexe. 

Remarque 6.2 On peut également définir les composantes connexes par arcs. Il 
suffit de reprendre toute la section en remplaçant le mot « connexe » par « connexe 
par arcs». 



Chapitre 7 

Suites réelles 

7 .1 Définition, structure 

Il Définition : On appelle suite réelle, une application définie sur N à 
valeurs dans R Elle est souvent notée U = ( un)nEN. 

Définition : Dans l'ensemble E des suites réelles, on définit 

1. Deux lois de compositions internes : 
la somme de deux suites U = ( Un)nEN et V = ( Vn)nEN est la 
suite U + V = (Un + Vn)nEfli 
le produit de deux suites U = ( un)nEN et V = ( vn)nEN est la 
suite u X V = (Un X Vn)nEJ'li 

Une loi de composition externe 
produit de la suite U par le réel À la suite À.U = (Àun)nEN 

Proposition 7.1 Le triplet (E, +, .) est un espace vectoriel sur R 
Le quadruplet (E, +, x, .) est une algèbre sur~-

7.2 Convergence 

Théorème-définition 7.2 On dit qu'une suite réelle (un)nEN converge vers 
un réel l si 

Vê > 0, 3no E N/Vn ~ no, lun - li < ê. 

Ce réel est unique. On l'appelle limite de la suite (un)nEfli· On note 

lim Un= l. 
n-++oo 

On dit que la suite ( un)nEN est convergente. 
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Rappel: 

Définition : On dit qu'une suite réelle (un)nEN est de Cauchy si 

Ve > 0, 3no E N/Vn ~ no, 't:/p ~ no, lun - uvl < E:. 

D'après le théorème admis 4.2, page 42, nous avons la proposition: 

Proposition 7 .3 Une suite réelle est convergente si et seulement si elle est 
de Cauchy. 

Proposition 7 .4 Une suite réelle convergente est bornée. 

Remarque 7.1 Le théorème-définition 7.2 et la proposition 7.4 ne sont que les 
cas particulier du théorème-définition 2.1, page 17 et de la proposition 2.2, page 
18, appliqués au cas des suites réelles. 

Il Définition : Une suite non convergente est divergente. 

Exercice 7.1 Soit (un)(nEN) une suite à valeurs dans Z. 
Montrer que (un)(nEN) converge si et seulement si elle est stationnaire. 

Solution. On considère une suite (un)(nEN) à valeurs dans Z et convergente donc 
de Cauchy. Il existe un entier no tel que 

't:/n ~no, 

Tous les éléments de la suite étants des nombres entiers, on obtient 

't:/n ~no, Un= Uno· 

La suite (un)(nEN) est stationnaire. 
La réciproque est évidente. tft 

Proposition 7.5 On considère deux suites U = (un)nEN et V = (vn)nEN 
convergentes respectivement vers les réels l et l'. Alors les suites U + V et 
U x V sont convergentes vers, respectivement, les réels l + l' et l x l'. Sil' =f 0, 
la suite ~ est définie à partir d'un certain rang et converge vers fr. 
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Preuve. On considère deux suites U = (un)nEN et V = (vn)nEN convergentes 
respectivement vers les réels l et l'. Soit e un réel strictement positif. 

3n2 E N, Vn 2 n2, lvn - l'i < ê. 

Considérons le naturel no= max(n1, n2)· 

1. 

'<ln 2 no, lun + Vn - (l + l')I:::; lun - li+ lvn - l'i< 2e. 

La suite U + V est convergente vers le réel l + l' 
2. La suite V est convergente donc bornée. Il existe un réel strictement positif 

M vérifiant 

'<ln EN, lvnl :::; M. 

Donc, 

:::; lvnllun - li+ llllvn - l'i :::; (M + lll)e. 

Le réel (M +Ill) étant une constante strictement positive, on en déduit que 
la suite U x V est convergente vers ll'. 

3. Nous supposons désormais quel' =f. O. La proposition 7.6 nous permet de dire 
que, à partir d'un certain rang, les éléments de la suite V sont non nuls, donc 
la suite !l.. est définie à partir de ce rang. L'application définie sur ~*, qui à x 
associe r. est continue sur son ensemble de définition et en particulier en l'. 
La suite -ft est donc convergente vers fr (voir proposition 3.4, page 34). En 
utilisant la propriété précédente sur le produit de deux suites, on en déduit 
que la suite i? est convergente vers ~. 

Proposition 7.6 Soit (un)nEN une suite convergente vers un réel l. Alors, 

1. l > 0 ::::} 3N E N, Vn :'.:: N, Un > O. 

2. l < 0::::} 3N EN, '<ln 2 N, Un< O. 

Les contraposées sont les suivantes 

Proposition 7.7 Soit (un)nEN une suite convergente vers un réel l. Alors, 

1. '<IN EN, 3n :'.:: N Un 2 0::::} l :'.::O. 

2. '<IN EN, 3n :'.:: N Un :::; 0::::} l :::; 0. 

Preuve. Preuve de la proposition 7.6 
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1. Supposons que la suite (un)nEN converge vers un réel l >O. On considère le 
réel strictement positif 4. 

c'est-à-dire 

En particulier, 

3no E N, Vn ;?: no, 

Vn;?: no, 
l l 

--+l<u <-+l. 2 n 2 

Vn;?: no, 
l 

Un> 2 > Ü. 

2. Il suffit de travailler avec la suite ( -un)nEN et appliquer la propriété précédente. 

Corollaire 7.8 On considère deux suites (un)nEN et (vn)nEN convergentes res
pectivement vers les réels l et l'. 

1. Si à partir d'un certain rang, Un S Vn alors l S l'. 

2. Si M est un majorant de la suite (un)nEN, alors l SM. 
3. Sim est un minorant de la suite (un)nEN, alors l ;?: m. 

Preuve. Il suffit d'utiliser les propositions précédentes avec les suites respectives 

1. (vn - Un)nEN1 

2. (M - Un)nEN1 

3. (un - m)nEN· 

Proposition 7.9 On considère (un)(nEN)• (vn)(nEN) et (wn)(nEN) trois suites 
vérifiant 

Vn E N, Un S Vn S Wn· 

Si les suites (un)(nEN) et (wn)(nEN) convergent vers un même réel l, alors la 
suite (vn)(nEN) est convergente et converge vers l. 

Preuve. Soit e un réel strictement positif. Il existe un entier naturel n0 vérifiant 

donc 

Vn ;?: no, lun - li S e. 

La suite (vn)(nEN) est convergente vers l. 
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7.2.1 Caractérisation des suites réelles convergentes 

Proposition 7.10 Une suite réelle (un)(nEN) est convergente si et seulement 
si elle est bornée et n'a qu'une seule valeur d'adhérence. 

Preuve. Nous savons que, dans tout espace métrique, une suite convergente est 
bornée et n'a qu'une seule valeur d'adhérence (Voir la proposition 2.2, page 18 
et la proposition 2.12, page 25). Montrons que la réciproque est vraie si l'on se 
place dans IR. On considère une suite réelle (un)(nEN) bornée, n'ayant qu'une seule 
valeur d'adhérence notée l. Choisissons un réel positif M vérifiant 

'<ln EN, lunl :::; M. 

Considérons c un réel strictement positif et le sous-ensemble Ae de N défini par 

Ae = {n EN, Un ~]l - ê, l + é[}. 

Supposons que Ae soit un ensemble infini. On peut alors extraire une sous-suite 
( Uip(n))(nElll) telle que 

'<ln EN, Uip(n) ~]l - c, l + c[. 

La suite (uip(n))(nEN) est donc une suite dont les éléments appartiennent à 

F = [-M,M] n (]l-t:,l +t:[t, 

partie fermée bornée de IR, donc compacte. On peut en extraire une sous-suite 
(uipoip'(n))(nElll) convergente vers un nombre réel noté l'. Ce réel l' appartient à F 
car c'est un fermé de IR. Donc Il-l'i ~cet nous obtenons deux valeurs d'adhérence 
distinctes, ce qui est impossible. L'ensemble Ae est donc fini. Soit n0 un majorant 
strict de cet ensemble. On obtient 

'<ln~ no, lun - li < ê. 

La suite (un)(nEN) est donc convergente vers l. 

Remarque 7.2 La proposition précédente n'est pas toujours vérifiée sur un espace 
métrique quelconque. On pourra trouver un contre-exemple sur un espace vectoriel 
de dimension infinie dans l'exercice 12.1, page 165. Elle est vraie sur tout espace 
vectoriel normé !Rn. La preuve est identique : Il suffit de remplacer l'intervalle 
ouvert ]l - t:, l + c[ par la boule ouverte de centre l et de rayon c et de remplacer 
la valeur absolue par une norme. 

Par contraposée de la proposition précédente, nous obtenons 

Proposition 7.11 Une suite réelle est divergente si et seulement si elle vérifie 
l'une des deux conditions suivantes : 

elle est non bornée, 
elle est bornée et admet au moins deux valeurs d'adhérence. 
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7 .3 Suites monotones, suites adjacentes 

Définition : On dit qu'une suite réelle (un)nEN est 
croissante si : 

décroissante si : 
Vn 2:: 0, Un+l :::; Un, 

monotone si elle est croissante ou décroissante. 

Proposition 7.12 Une suite réelle 
croissante et majorée est convergente vers M = sup{un,n EN}, 
décroissante et minorée est convergente vers m = inf {Un, n E N}. 

Preuve. Considérons une suite (un)(nEN) croissante et majorée. Notons M sa 
borne supérieure. Soit e un réel strictement positif. Il existe un naturel no tel que 

M - ê:::; Uno· 

La suite étant croissante et M étant un majorant de la suite 

Vn 2:: no, M - ê :::; Uno :::; Un :::; M. 

Donc 
Vn 2:: no, lun - Ml :::; ê. 

La suite (un)(nEN) est convergente vers M. 
On procède de même pour les suites décroissantes et minorées. 

Définition : Deux suites réelles ( Un)nEN et ( Vn)nEN sont adjacentes si 
l'une est croissante, l'autre est décroissante et si la suite (vn - un)nEN 
est convergente vers O. 

Proposition 7.13 Deux suites adjacentes sont convergentes vers une limite 
commune notée l, avec 

Vn E N, Vp E N, Un :::; l :::; Vp, 

si la suite croissante est la suite (Un )nEN. 

Preuve. Considérons deux suites (un)nEN et (vn)nEN adjacentes. Supposons la 
suite (un)nEN croissante et la suite (vn)nEN décroissante. Les suites (un)nEN et 
( -vn)nEN sont croissantes, donc la suite (Un - Vn)nEN l'est aussi. Cette dernière 
est par hypothèse convergente vers O. D'après la proposition précédente, 

sup(un - Vn) = lim(un - Vn) =O. 
nEN nEN 
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On en déduit que 
't:/n E N, Un :s; Vn· 

En utilisant la monotonie des suites ( un)nEJ\I et ( Vn)nEJ\I : 

La suite ( un)nEJ\I est croissante et majorée par vo et la suite ( Vn)nEN est décroissante 
et minorée par uo : elles sont toutes deux convergentes. Et, 

lim Vn - lim Un= lim (vn - Un)= O. 
n---++oo n---++oo n---++oo 

On obtient l'inégalité indiquée dans la proposition grâce à la proposition 7.12 tft 

Exercice 7.2 On pose, pour tout n 2 1, an= 1 + i +à+···+ ;2 = I:~=l b· 
1. Montrer que, pourtoutn 2 1, an :s; 2-fï. (On pourra minorer, sur des segments 

judicieusement choisis, l'intégrale de la fonction t --t fr·) 
2. En déduire que la suite (an)(nEJ\I) converge. 

Solution. 

1. La fonction t --t b est décroissante sur JR.+*. Donc 

D'où, 

't:/k 2 2, 1k dt 1k dt 1 
2> 2=2· 

k-1 t - k-1 k k 

n 1 n 1 n rk dt 
't:/n 2 2, an = L k2 = 1 + L k2 :s; 1 + L } k t2 

k=l k=2 k=2 k-1 

= 1 + !n dt = 2 - .!_. 
1 t2 n 

Pour n = 1, nous avons égalité. 

2. La suite (an)(nEJ\I) est croissante, majorée par 2 donc convergente. 

Exercice 7.3 On définit deux suites (un)(nEJ\I•) et (vn)(nEJ\I•) par: 

't:/n EN* 
1 

et Vn = Un + --1 • n.n. 

1. Montrer que ces deux suites sont adjacentes. On note l leur limite commune. 
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2. Prouver que l n'est pas rationnel. (On pourra supposer l = ~ et exploiter l'en

cadrement Uq < l < Vq.) 

3. Pour tout n EN, on note In= f0
1 ~~ e1-xdx. 

Montrer que '<ln EN*, In= In-1 - ,h. 

4. En déduire que 
lim Un= e, 

n-++oo 

et que e est un nombre irrationnel. 

Solution. 

1. 

'<ln EN*, 

1 
'<ln EN*, Un+i - Un = ( n + l) ! · 

1 1 1 
Vn+l - Vn = (n + 1)! + (n + l)(n + 1)! - n.n! 

-1 
- n(n + l)(n + 1)! · 

'<ln EN*, 
1 

Vn-Un = f' n. 

donc la suite (vn - un)(nEN•) est convergente vers O. 
On en déduit que les suites (un)(nEN•) et (vn)(nEN•) sont adjacentes. Elles 
sont donc convergentes vers une limite notée l. 

2. Supposons que la limite commune l soit un nombre rationnel. Il existe deux 
entiers strictement positifs vérifiant l =~-Les suites (un)(nEN•) et (vn)(nEN•) 

étant strictement monotones, on a 

Uq < l < Vq· 

On en déduit 

(t ~') < pq! < (t ~~') + 1. 
k=O k=O 

On remarque que ces trois nombres sont trois entiers naturels dont le plus 
petit et le plus grand sont consécutifs. Ceci est impossible, donc l n'est pas 
un nombre rationnel. 

3. Le résultat est évident à l'aide d'une intégration par partie. 

4. 

'<ln EN*, 
n l n n-1 n 

Un= L k! = 1+ L(Ik-1-h) = 1+ Lik-Lik = l+Io-In. 
k=O k=l k=O k=l 
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La suite (Jn)(nEN) est convergente vers O. En effet, 

VnEN, 

D'où 
l = lim Un = 1 + Io = 1 - 1 + e = e. 

n-++oo 

Ceci prouve que e est un nombre irrationnel. 

7 .4 Limite supérieure, limite inférieure 

Les définitions de la limite supérieure et limite inférieure d'une suite bornée 
sont données sous forme d'un exercice. 

Exercice 7.4 Soit (un)(nEN) une suite réelle bornée. Pour tout n EN , on pose 

Vn = sup Up et Wn = inf Up. 
p~n p~n 

l. Montrer que la suite ( vn)(nEN) est décroissante minorée et la suite ( wn)(nEN) 

croissante majorée. On en déduit que ces deux suites sont convergentes et on 
note 

lim Vn = lim sup Un et lim Wn = lim inf Un 
n-++oo n-++oo n-++oo n-++oo 

2. Montrer que ces deux limites sont des valeurs d'adhérence de la suite (un)(nEN)· 

(On pourra utiliser la proposition 2.13, page 26.) 

3. Montrer que, pour toute valeur d'adhérence l de la suite (un)(nEN)o on a 

liminfun ~ l ~ limsupun. 
n-++oo n-++oo 

4. En déduire que la suite (un)(nEN) converge si et seulement si 

lim inf Un = lim sup Un. 
n-++oo n-++oo 

Solution. 

1. Considérons, pour tout entier naturel n, l'ensemble An défini par 

An= {up;p 2 n} = {un,Un+i,Un+2 ... }. 

La suite (un)(nEN) est bornée: Considérons Mun majorant de cette suite et 
m un minorant. Alors, 

Vn EN, m ~ infAn ~ supAn ~ M, 
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c'est-à-dire 
Vn E N, m :::; Wn :::; Vn :::; M. 

Les suites (vn)(nEN) et (wn)(nEN) sont bornées. 
Soit n un entier naturel. On a, 

An = An+l U {Un}, 

donc 
An+l C An. 
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La borne supérieure de An est un majorant de An, donc de An+l· La borne 
supérieure étant le plus petit des majorants, 

Vn+l = supAn+l:::; supAn = Vn· 

La suite (vn)(nEN) est décroissante, minorée donc convergente. 
De même, Wn = inf An, minorant de An est également minorant de An+l · 

La borne inférieure étant le plus grand des minorants, on obtient, 

Wn+l = inf An+l ~ inf An= Wn· 

La suite (wn)(nEN) est croissante, majorée donc convergente. 

2. Pour tout entier naturel q, Vq et Wq sont les bornes supérieure et inférieure 
de l'ensemble Aq· D'après le corollaire 2.9, page 22, 

vq E Aq et Wq E Aq. 

Soit p un entier naturel. 

d'où, 
Vq ~ p, Aq c Av· 

On en déduit que (vq)q~p et (wq)q~p sont des suites d'éléments de Av- Cet 
ensemble étant un fermé de ~. il contient les limites des deux suites, c'est
à-dire limsupn-++oo Un et liminfn-++oo Un· Ceci étant vrai pour tout entier 
naturel p, on obtient 

lim sup Un E npENAp 
n-++oo 

et 

D'après la proposition 2.13, page 26, lim supn-++oo Un et lim infn-++oo Un sont 
des valeurs d'adhérence de la suite (un)(nEN)· 

3. Soit lune valeur d'adhérence de (un)(nEN)· Il existe une suite extraite (uip(n))(nEN) 

convergente vers l. On a, 

Vn E N, Wip(n) :::; Uip(n) :::; Vip(n). 

En passant à la limite, 

lim inf Un :::; l :::; lim sup Un. 
n-++oo n-++oo 
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4. Si ( un)(nEN) est une suite convergente, elle n'a qu'une seule valeur d'adhérence. 
D'où 

liminfun = limsupun. 
n-++oo n-++oo 

Réciproquement, supposons 

lim inf Un = lim sup Un. 
n-++oo n-++oo 

Toute valeur d'adhérence l vérifie 

lim inf Un :::; l :::; lim sup Un. 
n-++oo n-++oo 

La suite (un)(nEN) n'admet donc qu'une seule valeur d'adhérence. Elle est de 
plus bornée donc convergente. (Voir proposition 7.10. page 73.) 

7 .5 Sous-groupes de (1~, +) 

Exercice 7.5 Soit G un sous-groupe de (IR,+). Le but de cet exercice est de montrer 
que G est, soit de la forme aZ où a est un réel, soit dense dans IR. 

1. Étudier le cas G = {O}. 
On suppose désormais que G =f. {O}. 

2. Vérifier que 
(G n IR+*) 

est une partie non vide et minorée de R On note alors m sa borne inférieure. 

3. On suppose m strictement positif. Montrer que m appartient à G puis que 
G=mZ. 

4. On suppose m = O. Montrer que G est dense dans IR. 

Solution. 

1. G =OZ. 

2. Soit g un élément non nul de G. On a 

Donc (G n IR+*) est une partie non vide de IR minorée par O. Notons m sa 
borne inférieure. Ce réel est supérieur ou égal à O. 

3. On suppose m réel strictement positif. Montrons qu'il appartient à G. Tout 
d'abord, remarquons que 

Vg E G, 0 :::; g < m =? g = 0 
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et 
V(9i,92) E G2, 191 - 921<m::::}91 = 92· 

D'après la proposition 2.7, page 21, il existe une suite (9n)(nEN) d'éléments de 
G convergente vers m. Cette suite est une suite de Cauchy. On peut choisir 
un entier naturel no tel que 

Vn;::: no, l9n - 9nol <m. 

Donc 
Vn;::: no, 9n = 9no· 

La suite (9n)(nEN) est stationnaire à partir du rang no. On a, 

9no = lim 9n = m. 
n-++oo 

Ceci prouve que m est élément de G. mZ est le sous-groupe additif de (IR.,+) 
engendré par m. Ainsi, mZ CG. -
Montrons réciproquement que G C mZ. Soit 9 un élément de G. En notant 
E(x) la partie entière du réel x, on a 

E (!) ~ ! < E (!) + 1, 

donc 
0 ~ 9 - mE ( !) < m. 

9 - mE (-!!;,) est un élément de G vérifiant la double inégalité ci-dessus. Il 
est donc nul. On obtient .. 

9=mE(!). 

Ce dernier élément appartient à mZ. Ainsi, 

G=mZ. 

4. On suppose désormais m = O. Soit x un réel et e un réel strictement positif. 
Il existe un élément 9e de G vérifiant 

0 < 9e < ê. 

Nous avons 

E (..:._) ~ ..:._ < E (..:._) + 1, 
9e 9e 9e 

donc, 

0 ~X - E (~) 9e < 9e < ê. 

En remarquant que E (;.) 9e est un élément de G, on en déduit que Gest 

dense dans lR.. 
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Exercice 7.6 Soit f une application définie sur R à valeurs réelles, continue en 0 et 
admettant 1 et v'2 pour périodes. Montrer que f est constante sur R 

Solution. Considérons G le sous-groupe de (~, +) engendré par 1 et v'2. 

G = {p + qh/(p, q) E Z2}. 

Supposons que G soit de la forme ail. Il existerait alors deux entiers non nuls k et 
k' vérifiant 

1 = k.a h = k'.a. 

On aurait 
k' 

J2= k EQ. 

Cela est impossible. Donc G est dense dans R 
Considérons un réel x. Il existe une suite (gn)nEJ\I d'éléments de G convergente 
vers x. La fonction f étant continue en 0, la suite (f(x - gn))nEJ\I est convergente, 
avec 

lim f(x - gn) = f(O). 
n-++oo 

Or, 
Vn EN, f(x - gn) = f(x). 

La suite (f(x-gn))nEJ\I est donc constante et égale à f(x). On obtient f(x) = f(O). 
L'application f est constante. .. 
.......... 

7.6 Étude de la suite cosnB (BE~) 

Exercice 7.7 Le but de cet exercice est la recherche de l'ensemble des réels() pour 
lesquels la suite (un)(nEN)o définie par Un= cosnB, est convergente et de l'ensemble 
des réels () pour lesquels la suite ( vn)(nEN), définie par Vn = sin nB, est convergente. 

1. (a) Écrire, pour tout entier n strictement positif, (un+l - Un-1) en fonction 
de Vn· 

(b) Écrire, pour tout entier n strictement positif, (vn+l - Vn-1) en fonction 
de Un. 

2. Conclure en discutant suivant les valeurs de sin B. 

Solution. 

1. (a) 
Vn EN*, Un+l - Un-1 = -2sinnBsin() = -2vnsinB, 

(b) 
Vn EN*, Vn+i -Vn-1 = 2cosnBsin() = 2unsinB. 
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2. (a) 1er cas. sinO =f. O. Supposons que la suite (un){nEN) soit convergente. 
Alors 

lim (un+l - Un-1) =O. 
n-++oo 

Ce qui entraîne que la suite (vn){nEN) converge vers O. Ainsi, 

puis 

Et enfin, 

lim (vn+l - Vn-1) = 0 
n-++oo 

lim Un= O. 
n-++oo 

lim (u; + v;) =O. 
n-++oo 

Ce qui est impossible. On conclut que la suite (un)(nEN) est divergente. 
Avec un raisonnement similaire, on montre que la suite (vn)(nEN) est 
divergente. 

(b) 2° cas. sin(}= O. 

i. Si(}= 2k7r où k est un entier, alors les suites (un)(nEN) et (vn)(nEN) 
sont constantes et égales respectivement à 1 et O. 

ii. Si (} = (2k + 1)71' où k est un entier, alors 

VnEN, Un=(-l)netvn=O. 

La suite (un)(nEN) est divergente et la suite (vn)(nEN) convergente. 

En conclusion, la suite (cosnB){nEN) est convergente si et seulement si(}= 0 à 
27!' près et la suite (sin nB)(nEN) est convergente si et seulement si (} = 0 à 7l' près. 

" 
Exercice 7.8 L'objet de cet exercice est l'étude des valeurs d'adhérence de la suite 
définie par Un = cos nB, où (} est un réel fixé. 

1. On suppose dans cette question $ rationnel. Montrer que la suite (un)(nEN) est 
périodique. Que peut-on dire de l'ensemble de ses valeurs d'adhérence? Pour 
quelles valeurs de (} la suite converge-t-elle? 

2. Comparer les ensembles suivants : 

A= {cosnB/n EN}, 

B = {cos(n(} + 2p7l')jn E Z,p E Z}. 

3. Vérifier que G = { n(} + 2p7l' /n E Z, p E Z} est un sous-groupe de (IR., +). 
On suppose désormais $ irrationnel. 

4. Montrer que G est dense dans IR.. 

5. On considère pour tout entier naturel p, l'ensemble Ap défini par : 

Ap = {cosnB/n 2 p}. 
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(a) Montrer que Ao puis que les ensembles Av (p 2:'.: 0) sont denses dans 
l'intervalle [-1, 1]. 

(b) En déduire que l'ensemble des valeurs d'adhérence de la suite est le segment 
[-1, 1). 

Solution. 

1. On suppose que * est rationnel. On pose * = ~ avec q > O. Alors 

Vn E N, Un+2q = Un. 

La suite (un)(nEN) est périodique. L'ensemble des valeurs d'adhérence est 
l'ensemble image de la suite. Elle est convergente si et seulement si elle est 
constante, c'est-à-dire si () = 0 à 271" près. 

2. La fonction cosinus étant paire et 27!" périodique, on a A = B. 

3. Évident. 

4. Supposons qu'il existe un réel m vérifiant G 
nombres entiers k et k' -/= 0 tels que 

()=km, 27!" = k'm. 

On obtient 
() 2k 
; = îj E Q. 

mZ. Il existe alors deux 

Ceci est contraire à l'hypothèse. G n'est pas de la forme mZ. Il est dense 
dans IR. 

5. Pour tout entier naturel p, Av est inclus dans le fermé [-1, 1). Donc 

Vp EN, Av c [-1, 1). 

(a) On remarque que 
Ao =A= B = cos(G). 

Montrons que [-1, 1] c Ao. Soit y un élément de [-1, l]. Il existe un 
réel x vérifiant y = cos x. G étant dense dans IR, il existe une suite 
(gn)(nElll) d'éléments de G convergente vers x. La fonction cosinus est 
continue, 

lim (cosgn) = cosx =y. 
n->+oo 

y appartient à Ao. On en déduit que Ao = [-1, l]. 
Montrons que la proposition 

P JI A= [-1 1]" 
p. p ' ' 

est vraie pour tout entier naturel p. 

i. On vient de montrer que la proposition est vraie au rang O. 
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ii. Soit p un entier naturel. Montrons 

Nous avons, 
Ap C Ap+1 U { cos(pO)}. 

Cet ensemble étant un fermé, il contient l'adhérence de AP' Ainsi, 

(-1; 1] c Ap c Ap+l U {cos(pO)} c (-1; 1]. 

On obtient 
Ap+l U {cos(pO)} = (-1; l]. 

Puisque [-1; 1] \ {cos(pO)} n'est pas un fermé, on a 

Ap+l = (-1; 1]. 

On a ainsi montré que 
Pp=> Pp+i· 

iii. On en déduit que la proposition Pp est vraie pour tout entier na
turel p. 

(b) En utilisant la proposition 2.13. page 26, l'ensemble des valeurs d'adhérence 
de la suite (cos( nO) )nEN est 

n;~AP = (-1; l]. 

7. 7 Moyennes de Cesaro 

Exercice 7 .9 On considère une suite réelle ( un)(nEN) et la suite ( vn)(nEN) définie 
par: 

Vn EN, 
1 n 

Vn = --1 LUk· 
n+ k=O 

La suite (vn)(nEN) est appelée moyenne de Cesaro de la suite (un)(nEN)-

1. Montrer que si la suite ( un)(nEN) converge alors la suite ( vn)(nEN) converge vers 
la même limite. 

2. Montrer avec un contre-exemple que la réciproque est fausse. 
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Solution. 

1. On note l la limite de la suite (un)(nEN)· On remarque que: 

VnEN, 
1 n 

Vn-l=-1 2:(uk-l). 
n+ k=O 

Soit e un réel strictement positif. 

3no EN*, Vn ~no lun - li < e. 

Donc, 

Vn ~no, 

Le réel e et l'entier no étant fixés, la suite 

n--+ _1_ lïl (uk - l)I 
n + 1 k=O 

est convergente vers O. Donc 

~ L(uk-l) <e. l

no-1 1 

n+ k=O 

D'où, 
Vn ~ ni, lvn - li < 2e. 

La suite (vn)(nEN) est convergente vers l. 
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2. Nous avons vu, dans l'exercice 7.7, page 81 que si ()est un réel non nul (à 
271' près), la suite (un)(nEN) définie par 

Vn EN, Un= cos(nO) 

est divergente. Montrons que sa moyenne de Cesaro est convergente vers O. 
Nous avons, 

VnEN, 

1 n 1 ( n ik8) 1 (1- ei(n+1)8) 
Vn = n + 1Lcos(kO)=n+1 ~ Le = n + 1 ~ 1- ei8 

k=O k=O 

Donc 

Vn EN, lvnl ~ n: 1 11 ~ ~(::1)81 ~ n: 1 l 1 _2 eie I · 
Cette suite est convergente vers O. 
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L'exercice suivant nous donne un exemple de suite bornée divergente dont la 
moyenne de Cesaro est également divergente. 

Exercice 7.10 On considère la suite (un)(nEN*) définie par: 

Un= (-l)E(log2n), 

où E(x) représente la partie entière de x. On considère la suite (Sn)(nEN*) des sommes 
partielles, définie pour n ~ 1 par, 

n 

Sn= LUk· 
k=l 

1. Montrer que la suite (S2n+1_1 - S2n-1)(nEN*) est géométrique. 

2. En déduire la valeur de S2n-1 pour tout entier strictement positif n. 
On considère la suite moyenne de Cesaro : 

1 n 

Vn = - LUk· 
n k=l 

3. Montrer que la suite (vn)(nEN*) a au moins deux valeurs d'adhérence. En déduire 
qu'elle est divergente. 

Solution. 
1. 

2. 

2n+1_l 

't:/n EN*, S2n+1-1 - S2n-1 = L Uk 

n-1 

= (-lt(2nH - 2n) 

= (-2r. 

't:/n ~ 2, S2n-1 = L(S2k+1-1 - S2k-1) + U1 

k=l 
n-1 

= L::(-2)k + 1 
k=l 
n-1 

= L::(-2)k 
k=O 

1-(-2)n 

3 



7.8. RELATIONS DE COMPARAISONS 87 

L'égalité est aussi vérifiée pour n = 1. 

3. On remarque que : 

- 1 1- (-2r - 2n ( 1 n+l) 
'v'nEN*, V(2n-1J-2n-1· 3 -3(2n-l)" 2n+(-l) . 

On en déduit que les suites extraites (v(22n_l))nEN• et (v(22n+L1J)nEN• con
vergent respectivement vers ;/ et l· La suite (vn)(nEN•) admet au moins 
deux valeurs d'adhérence. La suite (vn)nEN* est divergente. 

7.8 Relations de comparaisons 

Remarque 7.3 La notion de comparaison de suites est importante et très utilisée 
en analyse, en particulier pour les séries. Cette section, placée en fin de chapitre, 
est d'une moindre utilité pour l'étude des suites et de leur convergence éventuelle. 
Seul le corollaire 7.21 peut être utile pour établir la convergence d'une suite vers un 
réel non nul. On peut noter, en outre, qu'une suite dominée ou négligeable devant 
une suite convergente vers 0 est également convergente vers O. 

7.8.1 La relation 0 

Définition : On dit que la suite U = (un)(nEN) est dominée par la suite 
V = ( vn)(nEN) s'il existe un réel positif 1vI et un entier positif no tels que 

Il Définition : On note O(V) l'ensemble des suites dominées par V. 

Remarque 7.4 Lorsqu'une suite U est dominée par une suite V, on pourra, par 
abus d'écriture, noter U = O(V) ou Un= O(vn)· 

Exemples: 
V= O(V). 
0(1) est l'ensemble des suites bornées. On remarque, avec cet exemple, qu'une 
suite dominée par une suite convergente n'a aucune raison de converger. 
Un= O(~) signifie que la suite (nun) est bornée. 
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7.8.2 La relation o 

Définition : On dit que la suite U = (un)(nEN) est négligeable ou infi
niment petite devant la suite V= (vn)(nEN) si 

'v'ê > 0, 3ne EN, 'v'n ~ne, lunl ~ êlvnl· 

Il Définition : On note o(V) l'ensemble des suites négligeables devant V. 

Remarque 7.5 Lorsqu'une suite U est négligeable devant une suite V, on pourra, 
par abus d'écriture, noter U = o(V) ou Un= o(vn)· 

Exemple: 
o(l) est l'ensemble des suites convergentes vers O. 
Un= o(~) signifie que la suite (nun) est convergente vers O. 

Proposition 7.14 La suite U = (un)(nEN) est négligeable devant la suite V= 
(vn)(nEN) si et seulement si il existe une suite (an)(nEN) convergente vers 0 
vérifiant, 

Preuve. On suppose dans un premier temps que Un = o(vn)· On définit la suite 
(an)nEN par 

'v'n EN, an = { ~ si Vn =f 0, 
0 si Vn =O. 

La suite (un)(nEN) étant négligeable devant la suite (vn)(nEN) , 

Donc, 
'v'n ~ ni, Vn = 0 =? Un = O. 

On obtient ainsi 

Montrons que la suite (an)(nEN) est convergente vers O. 
Soit ê un réel strictement positif. 

Nous obtenons, 
'v'n ~ne, lanl ~ ê. 

La suite (an)(nEN) est ainsi convergente vers O. 
La réciproque est évidente. 
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Corollaire 7.15 On suppose qu'il existe un entier no tel que pour tout n 
supérieur à no, on ait Vn f. O. Alors la suite U = (un)(nEN) est négligeable 
devant la suite V= (vn)(nEN) si et seulement si 

7.8.3 L'équivalence 

l . Un Ü 
lm -=. 

n-++oo Vn 

Il Définition: On dit que la suite U = (un)(nEN) est équivalente à la suite 
V= (vn)(nEN) si (U - V)= o(V). On note U,...., V. 

De la proposition 7.14, découle la proposition suivante, 

Proposition 7.16 Une suite U = (un)(nEN) est équivalente à la suite V = 
(vn)(nEN) si et seulement si il existe une suite (an)(nEN) convergente vers 0 
vérifiant, 

On peut en déduire 

Proposition 7.17 Une suite U = (un)(nEN) est équivalente à la suite V= 
(vn)(nEN) si et seulement si il existe une suite (œn)(nEN) convergente vers 1 
vérifiant, 

Corollaire 7.18 La relation,...., est une relation d'équivalence. 

Corollaire 7.19 Lorsque deux suites réelles sont équivalentes, si l'une est 
convergente, l'autre est aussi convergente vers la même limite. 

Proposition 7.20 On suppose qu'il existe un entier no tel que pour tout n 
supérieur à no, on ait Vn f. O. Alors la suite U = (un)(nEN) est équivalente à 
la suite V= (vn)(nEN) si et seulement si 

l . Un l lm -= . 
n-++oo Vn 

Corollaire 7.21 Soit l un réel non nul. Une suite (un)nEN est convergente 
vers l si et seulement si 

Un,...., l. 

89 
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Remarque 7.6 Attention! La relation,..., se manie avec précaution. En particu
lier, elle n'est pas compatible avec l'addition. Par exemple, 

n + 2 rv n + 1, -n rv -n et pourtant 2 f 1. 

En revanche, rv est compatible avec le produit et la puissance si Un rv u~ et 
Si Vn rv V~ alors Un Vn rv U~ V~ et si les suites sont à termes strictement positifs 
u~ rv u~" pour a E R 
Elle n'est pas compatible avec la composition : 

or 

n rv n + 1, 
+oo 

expn f exp(n + 1). 
+oo 



Chapitre 8 

Fonctions dérivables 

8.1 Dérivation des fonctions vectorielles 

Dans ce chapitre, on considère JE un espace vectoriel normé sur OC(= lR. ou C), 
I un intervalle ou un réunion finie d'intervalles tous non réduits à un point, t 0 un 
élément de I et f une application définie sur I à valeurs dans JE. 

8.1.1 Définition 

Définition : On dit que f est dérivable en t 0 si l'application 

1 
h.(f(to + h) - f(to)) 

admet une limite lorsque le réel h tend vers O. Cette limite est appelée 
vecteur dérivé (ou nombre dérivé si JE= JR.) de f en to et noté f'(to). 

8.1.2 Développement limité d'ordre 1 

Proposition 8.1 Soit a un élément de JE. L'application f est dérivable en to, 
de vecteur dérivé a, si et seulement si il existe une application e vérifiant 

f(to + h) = f(to) +ha+ he(h), 

avec limh_,o e( h) = O. 
On dit, dans ce cas, que l'application f admet un développement limité d'ordre 
1 en to. 

Preuve. 
1. Supposons f dérivable en t 0 , de vecteur dérivé a. Considérons la fonction e 

définie pour h non nul et « assez petit » par 

1 
e(h) = h.(f(to + h) - f(to)) - a. 
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Nous avons 
lim ê{h) =O. 
h-+O 

Or, 
hê(h) = (f(to + h) - f(to)) - ha. 

D'où, 
f(to + h) = f(to) +ha+ hê(h), 

avec limh-+O ê{h) =O. 
2. Supposons réciproquement qu'il existe une fonction€ vérifiant limh-+O ê{h) = 

0 et 
f(to + h) = f(to) +ha+ hê(h). 

Alors 
1 
y;,-U(to + h) - f(to)) =a+ ê{h). 

On en déduit que f est dérivable en to de vecteur dérivé a. 

Corollaire 8.2 Si f est dérivable en to, alors f est continue en to. 

Preuve. Il suffit d'utiliser le développement limité d'ordre 1. 

Remarque 8.1 La réciproque est fausse puisque, par exemple, la fonction valeur 
absolue est une application 1-lipschitzienne, donc uniformément continue sur IR et 
pourtant non dérivable en O. 

Exercice 8.1 Soient I un intervalle et t 0 un point de cet intervalle. On considère une 
application f définie sur I à valeurs dans un e.v.n. JE, dérivable en to de dérivée f'(to) 
et une application À définie sur I à valeurs réelles, dérivable en t0 de dérivée >.'(t0 ). 

Montrer que l'application >.j est dérivable en t 0 avec 

(>.f)'(to) = >.'(to)f(to) + >.(to)f'(to). 

Solution. Pour h réel non nul, nous avons 

1 y;,· (>.(to + h)f(to + h) - >.(to)f(to)) 

1 
= >.(to + h).y;,.(f(to + h) - f(to)) 

>.(to + h) - >.(to) !( ) + h . to. 

D'où le résultat. 
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Définition : On dit que l'application f est dérivable sur I si elle est 
dérivable en tout point de I. On appelle alors fonction dérivée de f, 
l'application notée f' définie sur I, qui à tout élément t de I associe le 
vecteur dérivée de f en t. 
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Exercice 8.2 Soit I un intervalle ou union finie d'intervalles de longueur non nulle. 
On suppose I symétrique par rapport à O. On considère une application f définie sur 
J, à valeurs dans un e.v.n. et admettant une parité. 

l. Soit x un élément de I. Montrer que si f est dérivable en x, alors f est dérivable 
en (-x) et donner, suivant la parité de f, le vecteur dérivé en ce point. 

2. Montrer que si l'application f est dérivable sur I, l'application dérivée f' admet 
une parité. Laquelle? 

Solution. 

1. Soit x un point de dérivabilité. 

(a) Supposons l'application f paire. Pour tout réel h non nul tel que (-x+h) 
appartienne à I, 

1 1 1 
-;:;,· (f(-x + h) - f(-x)) = -;:;,· (f(x - h) - f(x)) = - -h. (f(x - h) - f(x)). 

Ainsi, 

lim .!. (f(-x + h) - f(-x)) = -J'(x). 
h-+O h 

L'application f est dérivable en (-x) de vecteur dérivé f'(-x) = -f'(x). 

(b) Supposons l'application f impaire. Pour tout réel h non nul tel que 
(-x + h) appartienne à J, 

1 1 1 
-;:;,· (f(-x + h) - f(-x)) = -;:;,· (-f(x - h) + f(x)) = -h. (f(x - h) - f(x)). 

Ainsi, 

1. f(-x+h)-f(-x) _J'() 
lm h - X. 

h-+O 

L'application f est dérivable en (-x) de vecteur dérivé f'(-x) = f'(x). 

2. On déduit de la question précédente que si f est dérivable sur I, f' admet 
une parité opposée à celle de f. 

Exercice 8.3 Soit n un entier strictement positif et f l'application définie par 

f: lR ---+ lR 

X t----t 
xlxln 
n+l · 

Montrer que f est dérivable sur lR et donner sa fonction dérivée. 
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Solution. Remarquons que l'application f est impaire. Nous avons 

\:/x ER.+*, 
xn+l 

f(x) = - 1. 
n+ 

Ainsi, f est dérivable sur R.+* avec, 

D'après l'exercice 8.2, l'application f est dérivable sur R.-* avec 

\:/x ER.-*,· J'(x) = J' (-(-x)) = J'(-x) = lxln. 

Étude en 0: 
f(x) 

\:/x f:. 0, 
X 

Ainsi f est dérivable en 0, de dérivée nulle. On obtient 

8.1.3 Dérivée d'une fonction composée 

Proposition 8.3 On considère I, J deux intervalles, (JE, li.li) un espace vecto
riel normé et deux applications f et g avec 

f: I ---t J 

X 1----t f(x), 

g: J ---t JE 

y 1----t g(y). 

Soit Xo un élément de I. Si f est dérivable en xo et g dérivable en f(xo), alors 
l'application composée (go!) est dérivable en xo avec, 

(go f)' (xo) = !' (xo).g' (f (xo) ). 

Preuve. On a 
f(xo + h) = f(xo) + hf'(xo) + hê1(h) 

avec limh_,o ê1 (h) = 0 et 

g(f(xo) + k) = g(f(xo)) + kg'(f(xo)) + kê2(k) 

avec limk_,o ê2(k) =O. D'où, 

g(f(xo + h)) = g [f(xo) + [f(xo + h) - f(xo)]] 
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= (gof)(xo)+[f(xo + h) - f(xo)] g'(J(xo))+[f(xo + h) - f(xo)] ê2 [f(xo + h) - f(xo)]). 

= (gof)(xo)+hf'(xo)g'(f(xo))+h [êi(h)g'(f(xo))]+h [J'(xo) + ê1(h)] [ê2(f(xo + h) - f(xo)] 

Nous avons 
lim €1(h)g'(J(xo)) = 0 
h-+O 

et 
lim [f'(xo) + hê1(h)] [ê2(f(xo + h) - f(xo))] =O. 
h-+O 

D'où le résultat. 

Exercice 8.4 On considère deux applications f et g définies sur un intervalle I, à 
valeurs dans un espace préhilbertien réel E. Soit t 0 un élément de I. 

l. On suppose f et g dérivables en t 0 . Montrer que l'application 

S: I -----+ lR 

t ~ < f(t),g(t) > 

est dérivable en to et donner la dérivée de Sen ce point. 

2. On suppose f dérivable en to avec f(to) =/.O. Montrer que l'application 

N : I -----+ JR+ 

t ~ llJ(t)ll 

est dérivable en t0 et donner la dérivée de N en ce point. 

Solution. 

1. Les applications f et g admettent un développement limité à l'ordre 1 en t 0 : 

f(to + h) = f(to) + hj'(to) + hê1(h) 

et 
g(to + h) = g(to) + hg'(to) + hê2(h) 

où êi, €2 sont deux applications vérifiant limh-+O ê1(h) = 0 et limh-+O ê2(h) = 
O. Le produit scalaire étant une forme bilinéaire, 

où 

S(to + h) =< f(to) + hf'(to) + h€1(h),g(to) + hg'(to) + hê2(h) > 

=< f(to), g(to) > +h ( < !' (to), g(to) > + < f(to), g' (to) >) + hê(h) 

ê(h) = h < J'(to),g'(to)+ê2(h) > + < €1(h),g(to+h) > + < f(to),ê2(h) >. 

Nous avons limh-+O ê(h) =O. L'application S admet un développement limité 
à l'ordre 1 en to, elle est donc dérivable en ce point et 

S'(to) =< J'(to),g(to) > + < f(to),g'(to) >. 
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2. On utilise le résultat précédent en prenant g = f. Ainsi, 

Vt E J, llf(t)ll =V< f(t), f(t) > = JS{i) 

et 
S'(to) = 2 < f'(to), f(to) >. 

L'application x f-+ ../X étant dérivable en llf(to)ll =F 0 l'application N est 
dérivable en to avec 

, 1 , < f'(to), f(to) > 
N (to) = 2JS(to).2 < f (to), f(to) >= llf(to)ll 

8.1.4 Dérivées d'ordre supérieur 

Définition : Si l'application f est dérivable sur un intervalle J( C I) 
de longueur non nulle contenant to et si l'application f' est dérivable en 
t0 , on dit que f est deux fois dérivable en to. On appelle alors vecteur 
dérivée seconde de f en to, le vecteur dérivée de f' en to que l'on note 
f"(to) ou f<2)(to). 

On peut ainsi définir par récurrence, si elles existent, les dérivées successives 
de f en to, que l'on note f(3)(to), f( 4 )(to), · · · 

Définition : Soit k un entier strictement positif. On dit que l'application 
f est k fois dérivable sur I si elle est k fois dérivable en tout point de 
I. On appelle alors fonction dérivée kième de f, l'application notée J(k) 

définie sur I qui à tout élément t de I associe le vecteur dérivée kième 
de f en t. 

Remarque 8.2 Par convention, on notera f(o), l'application f. 

Il 
Définition : Soit k un entier naturel. On dit que l'application f est de 
classe ek sur I si elle est k fois dérivable sur I et si l'application J(k) est 
continue sur I. 

Il Définition : On dit que l'application f est de classe e00 sur I si, pour 
tout entier naturel k, elle est de classe ek sur I. 

Définition : Soient n un élément de N* U { oo} et f une application 
définie sur un intervalle I à valeurs dans un intervalle J. On dit que f 
est un en difféomorphisme si f est bijective et si f et 1-1 sont de classe 
en. 
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8.1.5 Applications de classe Ck par morceaux 

Subdivision 

Définition : 

1. On appelle subdivision d'un segment [a, b] toute famille finie a = 
(ai)O:Si:Sn d'éléments du segment [a, b] telle que 

a = ao < ai < · · · < an = b. 

2. On appelle pas de la subdivision a, le réel 

3. On dit qu'une subdivision a' est plus fine qu'une subdivision a si 
tous les éléments de a appartiennent à a'. 

Définition : Soit k un élément de NU { oo}. On dit qu'une application 
f définie sur [a, b], à valeurs dans JE, est de classe Ck par morceaux, 
s'il existe une subdivision a = (ai)O:Si:Sn de [a, b] et des applications 
9o, 91 · · · , 9n-I telles que pour tout entier i compris entre 0 et ( n - 1), 
la fonction 9i soit définie et de classe Ck sur [ai, aH1] avec 

On dit que la subdivision a est adaptée à l'application f. 
Si, pour tout entier i, compris entre 1 et (n - 1), l'application 9i est 
constante, on dit que l'application f est en escalier. 
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Remarque 8.3 1. Soit f une application de classe Ck par morceaux sur le 
segment [a, b]. On peut remarquer que si a est une subdivision adaptée, alors 
toute subdivision plus fine est également une subdivision adaptée à f. 

2. On en déduit que si f et 9 sont deux applications de classe Ck par morceaux 
sur le segment [a, b], dont a et a' sont des subdivisions adaptées respective
ment à f et 9, alors (aua') est une subdivision adaptée aux deux applications 
f et g. 

Notation : On note (CMk[a, b], JE), l'ensemble des applications définie sur 
[a, b] à valeurs dans JE et de classe ck par morceaux. 

Proposition 8.4 Pour tout élément k de NU { oo }, l'ensemble (CMk[a, b], JE) 
est un sous-espace vectoriel de ((B([a,b],JE),+,.) espace vectoriel des applica
tions définies sur [a, b] à valeurs dans JE et bornées. 
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Notation: Pour k = 0, on pourra noter (CM[a,b),JE), l'espace vectoriel des 
fonctions définies et continues par morceaux sur [a, b] à valeurs dans JE. 

Preuve. Soit k un élément de N U { oo}. La première étape consiste à montrer 
que tout élément de (CMk[a, b], JE) est une application bornée sur [a, b]. Soit f un 
tel élément, a= (ai)O$i$n une subdivision qui lui soit adaptée et des applications 
91, 92 · · · , 9n-l telles que pour tout entier i compris entre 0 et (n-1), l'application 
9i soit définie et de classe Ck sur [ai, ai+i] avec 

Vx E)ai,ai+1[, 9i(x) = f(x). 

Soit i un entier compris entre 1 et ( n-1). L'application 9i est continue donc bornée 
sur le segment [ai, ai+i]· Considérons Mi un réel vérifiant 

Vx E [ai,ai+i], ll9i(x)ll:::; Mi. 

Soit 
M =max{ Mi,··· , Mn-11 f(ao), · · · , f(an)}. 

On obtient, 
Vx E [a, b], 11/(x)ll:::; M. 

Ainsi, (CMk!a,b],JE) est inclus dans (B[a,b],JE). Montrons qu'il en est un sous
espace. (CM [a,b],JE) est non vide puisqu'il contient la fonction nulle. Soient f, 9 
deux éléments de (CMk[a, b], JE), À etµ deux réels. Il suffit de choisir une subdivision 
adaptée à f et 9 pour vérifier que l'application (>.f + µ9) appartient à l'espace 
vectoriel normé (CMk[a, b], JE). "' 

Définition : Soit k un élément de NU { oo }. On dit qu'une fonction f 
définie sur un intervalle I à valeurs dans JE est de classe Ck par mor
ceaux, si sa restriction à tout segment inclus dans I est de classe Ck par 
morceaux. 

8.2 Cas où JE est de dimension finie 

8.2.1 Expression de la dérivée par rapport à une base 

Soient JE un espace vectoriel normé de dimension finie, B = (eih$i$n une base 
de cet espace, f une application définie sur un intervalle I à valeurs dans JE et 
(/ih::;i::;n les applications coordonnées de f par rapport à la base B, c'est-à-dire 

n 

'rit E J, f(t) = L fi(t)ei. 
i=l 

Proposition 8.5 La fonction f est dérivable en to élément de I si et seulement 
si les fi le sont, et, dans ce cas, 

n 

J'(to) = L f{(to)ei. 
i=l 
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La preuve de cette proposition est effectuée page 179. 

Corollaire 8.6 On considère I un intervalle non réduit à un point, ta un 
élément de cet intervalle, n et p deux entiers strictement positifs et Mn,p(OC) 
l'espace vectoriel des matrices de n lignes et p colonnes à coefficients dans K 
Une application A définie sur I à valeurs dans Mn,p(OC) 

A : I ----t Mn,p 

t ~ A(t) = (aii(t))C:~}~;> 

est dérivable en ta si et seulement si pour tout i E { 1, 2 · · · , n} et tout j E 
{1, 2 · · · ,p}, l'application aii est dérivable en ta, de dérivée notée a~i(ta). La 
dérivée de A en ta, notée A' (ta), vérifie alors 

A'(ta) = (a~j(t))(1::;;::;n) 
1$j$p 

Proposition 8. 7 Soient n, p et q trois entiers strictement positifs, I un in
tervalle non réduit à un point et ta un élément de cet intervalle. Soient A et B 
deux applications 

I ---+ Mn,p(OC) 

t r--+ A(t) 
et 

I ---+ Mp,q(OC) 

t r--+ B(t) 

dérivables en ta. L'application AB définie sur I à valeurs dans Mn,q(OC) est 
dérivable en ta et 

(AB)'(ta) = A(ta)B'(ta) + A'(ta)B(ta). 

Preuve. Les applications A et B étant dérivables en ta, elles admettent un développemnt 
limité d'ordre 1 : 

A(ta + h) = A(ta) + hA'(ta) + héA(h), 

B(ta + h) = B(ta) + hB'(ta) + héB(h), 

où éA (respectivement éB) est une application qui admet pour limite la matrice 
nulle d'ordre (n,p) (resp (p,q)) lorsque h tend vers O. On obtient 

A(ta + h)B(ta + h) = A(ta)B(ta) + h(A'(ta)B(ta) + A(ta)B'(ta)) 

+ h[A(ta)éB(h) + éA(h)B(ta) + hA'(ta)B'(ta) 

+ hA'(ta)éB(h) + héA(h)B'(ta) + héA(h)éB(h)]. (8.2) 

L'application entre crochets admet pour limite la matrice nulle lorsque h tend vers 
O. L'application AB admet un développement limité d'ordre 1 en ta, elle est donc 
dérivable en ta et admet pour dérivée en ce point la matrice 

A'(ta)B(ta) + A(ta)B'(ta). 
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8.2.2 Arc paramétré, arc géométrique 

On considère n un entier strictement positif et k un élément de NU { oo }. 

Définition : On appelle arc paramétré de !Rn· de classe Ck tout couple 
(I, f), où I est un intervalle de IR, et f : I ---+ !Rn une application de 
classe Ck. L'ensemble f(I) C !Rn est appelé support de l'arc. 

Définition : On dit que deux arcs paramétrés (I, f) et (J, g) de classe 
Ck sont Ck-équivalents s'il existe un Ck-difféomorphisme ()de J sur I tel 
que g = f o(). 

Proposition-définition 8.8 On définit ainsi une relation d'équivalence sur 
les arcs paramétrés. Chaque classe est appelée arc géométrique de classe 
ck' tout- représentant de classe est appelé paramétrage admissible de l'arc 
géométrique. 

Deux paramétrages admissibles d'un même arc géométrique ont même support, 
on parle donc de support d'un arc géométrique. 

8.3 Cas des fonctions à valeurs réelles 

8.3.1 Dérivée d'une application réciproque 

Nous savons que si f est une application continue sur un intervalle I à valeurs 
réelles : 

1. L'image de l'intervalle I par l'application f est un intervalle J (théorème 
6.7, page 62). 

2. f réalise une bijection de I sur J si et seulement si f est strictement monotone 
(proposition 6.9, page 63). 

3. Dans ce cas, f réalise un homéomorphisme entre I et J (proposition 6.13, 
page 66). 

Proposition 8.9 On considère I, J deux intervalles et f une application 
dérivable et bijective de I sur J. L'application 1-1 est dérivable en y élément 
de J si et seulement si le réel f' u-1 (y)) est non nul et dans ce cas 

u-1)'(y) = f' u~l(y)). 

Preuve. Considérons (Yn)nEN une suite d'éléments de J convergente vers y et 
vérifiant 

'<ln EN, Yn =/.y. 
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L'application 1-1 étant injective, 

Nous savons que 1-1 est continue sur J. La suite u-1(yn))nEN est donc conver
gente vers 1-1(y). 

VnEN, 
l- 1 (Yn) - 1-1(y) 

Yn-Y I [f-1(Yn)] - I [l-1(y)] 

1 

L'application I étant dérivable sur I et en particulier en (f-1(y)), nous avons 

1. Si f'(f- 1(y)) =I 0 alors 

L'application 1-1 est dérivable en y avec u- 1 )'(y) = f'(J!l(y)). 

2. Si f'(f- 1(y)) = 0 alors 

OU-OO 

suivant le sens de variation de I. Dans ce cas, 1-1 n'est pas dérivable en y. 
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Exemples: 

1. L'application Arc sinus est dérivable sur l'intervalle] - 1, 1[ avec, 

Vy E] -1, 1[, . '( ) 1 arcsm y= ~· 
yl-y2 

2. L'application Arc cosinus est dérivable sur l'intervalle] - 1, 1[ avec, 

Vy E] -1, 1[, 
-1 

arccos'(y) = ~· 
1-y2 

3. L'application Arc tangente est dérivable sur JR avec, 

Vy E IR, 
1 

arctan' (y) = -1 2 . +y 

4. L'application « Argument cosinus hyperbolique » est dérivable sur l'intervalle 
]1, +oo[ avec 

Vy E]l, +oo[, argch'(y) = ~· 
y2 -1 

5. L'application « Argument sinus hyperbolique » est dérivable sur JR avec 

Vy E IR, 

Preuve. 

argsh'(y) = k· 
y2+1 

1. L'application sinus est dérivable sur le segment [-~, ~] de dérivée non nulle 
sur l'intervalle] - ~,~[.L'application Arc sinus est dérivable sur l'intervalle 
] - 1, 1[ avec 

Vy E] -1, 1[, . '( ) 1 arcsm y = . . 
cos( arcsm y) 

Or, 

Vy E] - 1, 1[, arcsin(y) E] - ~, ~[. 

Ainsi, 
Vy E] - 1, 1[, cos(arcsin(y)) ~O. 

D'où, 

Vy E] -1, 1[, arcsin'(y) = 1 

J1 - sin2(arcsin y) 

1 

J1-y2' 

2. L'application cosinus est dérivable sur le segment [O, 7r] de dérivée non nulle 
sur l'intervalle ]O, 7r[. L'application Arc cosinus est dérivable sur l'intervalle 
] - 1, 1[ avec 

Vy E] -1, 1[, '( ) 1 arccos y = . . 
-sm(arccosy) 
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Or, 
Vy E] - 1, 1[, arccos(y) E]O, 7r[. 

Ainsi, 
Vy E] - 1, 1[, sin(arccos(y)) 2: O. 

D'où, 

Vy E] - 1, 1[, 
-1 -1 

arccos'(y) = = . 
yfl - cos2(arccosy) ~ 

3. L'application tangente est dérivable et de dérivée non nulle sur l'intervalle 
J - ~'~[.L'application Arc tangente est dérivable sur lR avec 

4. Nous avons, 

Vy E IR, 
1 

arctan' (y) = . 
1 + tan2(arctany) 

Vy E IR, 
1 

arctan' (y) = -1 2 . +y 

Vx E IR, ch'(x) = sh(x). 

Cette dérivée est nulle pour x = 1. L'application arg ch est dérivable sur 
]1, +oo[ avec, 

1 1 
Vy E]l, +oo[, '( ) 1 arg ch y = -.,....-----,---,...,... 

sh (argch(y)) Jch2 (argch(y)) - 1 H"=l" 

5. Nous avons, 
Vx E IR, sh'(x) = ch(x). 

Cette dérivée ne s'annule pas sur R L'application arg sh est dérivable sur lR 
avec, 

Vy E IR, argsh'(y) = ch(ar:sh(y)) 
1 1 

Jy2 + i" Jsh2 (argsh(y)) + 1 

8.3.2 Dérivée en un extremum local 

Théorème 8.10 On considère un intervalle I, f une fonction définie sur I et 
à valeurs réelles et a un point de I. Si, l'on a 

1. f admet un extremum local au point a, 

2. le point a est un point intérieur à l'intervalle I, 

3. f est dérivable au point a, 

alors f'(a) =O. 
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Preuve. Sans perdre de généralité, supposons que la fonction f admette un maxi
mum local en a. Le point a étant intérieur à J, il existe un réel strictement positif 
h tel que a + h et a - h appartiennent à I avec, 

Vx E [a - h, a+ h], f(x) ~ f(a). 

Ainsi, la suite définie pour tout entier strictement positif n par 

f(a + ~) - f(a) 
!l:. 
n 

est négative et convergente vers f'(a). On en déduit que f'(a) ~ O. De même la 
suite définie pour tout entier strictement positif n par 

f(a - ~) - f(a) 
-h 
n 

est positive et convergente vers f'(a). On en déduit que f'(a) > O. Les deux 
inégalités permettent d'écrire que f'(a) =O. 

Remarque 8.4 1. L'hypothèse indiquant que le point a est intérieur à l'inter-
valle I est nécessaire. La fonction f : x ~ x définie sur le segment [O; 1] 
admet un minimum en 0, un maximum en 1 et la dérivée est non nulle en 
ces points. 

2. La réciproque de ce théorème est fausse comme le montre l'exemple de la 
fonction: x ~ x3 , dont la dérivée est nulle en 0 mais n'admet pas d'extremum 
en ce point. 

8.3.3 Les théorèmes de Rolle 

Théorème 8.11 (Premier théorème de Rolle} Si f est une fonction à valeurs 
réelles définie sur un segment [a, b], continue sur ce segment et dérivable sur 
l'intervalle ouvert ]a, b[ avec f (a) = f (b), alors il existe un point c E ]a, b[ tel 
que f' (c) =O. 

Preuve. Si l'application f est constante alors 

Vx E [a, b], J'(x) =O. 

Supposons désormais f non constante. Il existe un réel x appartenant à l'intervalle 
]a, b[ tel que f(x) =/:- f(a). Supposons par exemple f(x) > f(a). D'après la propo
sition 5.12, page 55, l'application f admet un maximum global en un point c. Ce 
point c est différent de a et b. Il appartient à l'intervalle ]a, b[ et est donc intérieur 
au segment [a, b]. Nous avons, d'après le théorème précédent, f'(c) =O. .ft 
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Remarque 8.5 Le théorème n'est plus vérifié si JE"!-~. Prenons, par exemple, la 
fonction f définie sur ~ à valeurs dans ~2 par 

\:/t E ~. f(t) = (cost,sint). 

Cette application est dérivable sur ~ avec 

\:/t E ~. J'(t) = (-sint,cost). 

Pour tout réel t, le vecteur dérivé est non nul. Or f(O) = f(27r). 

Définition : On considère f une application définie sur un intervalle I à 
valeurs réelles. On dit qu'un élément x de I est un zéro de f si f(x) =O. 
Si p est un entier strictement positif, on dit que x est un zéro de f de 
multiplicité p si f est (p - 1) fois dérivable en x et 

\:/k E {O, · · · , (p - 1)}, j(k)(x) =O. 

Théorème 8.12 {Second théorème de Rolle} Soient n un entier strictement 
positif et f une application à valeurs réelles, n fois dérivable sur un intervalle 
I. Si f a au moins ( n + 1) zéros en comptant les ordres de multiplicité, alors 

1. L 'application f', dérivée de l'application f, admet au moins n zéros sur 
I en comptant les ordres de multiplicité. 

2. L'application f(n) a au moins un zéro sur I. 

Preuve. 

1. Il existe un entier k compris entre 1 et (n + 1), des éléments xi, x2, · · · Xk 

appartenant à I, vérifiant 

des entiers strictement positifs ai, a2, · · · ak vérifiant 

tels que 

k 

L:ai=n+l, 
i=l 

\:/i E {1, 2, · · · , k}, \:/r E {O, 1, · · · , (ai - 1)}, j(r)(xi) =O. 

Pour tout entier i compris entre 1 et k, le réel Xi est un zéro de f' de 
multiplicité (ai - 1). D'autre part, 

\:/i E {1, 2, · · · , (k - 1)}, f(xi) = f(xH1) =O. 
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D'après le premier théorème de Rolle, 

Nous remarquons que tous les points Yi sont distincts des points Xi· L'appli
cation f' admet au moins 

( t, (ai - 1)) + ( k - 1) = ( n + 1) - k + k - 1 = n 

zéros en comptant les ordres de multiplicité. 

2. La preuve se fait par une récurrence finie évidente. 

8.3.4 Le théorème des accroissements finis 

Théorème 8.13 (Accroissements finis) Si f est une fonction à valeurs 
réelles, définie sur un intervalle compact [a, b] non réduit à un point, conti
nue sur cet intervalle et dérivable sur l'intervalle ouvert ]a, b[ , alors il existe 
un point c E ]a, b[ tel que 

J'(c) = f(b~ =~(a). 

Preuve. Considérons l'application g définie sur [a, b] par 

't:/x E (a, b], g(x) = f(x) - (x - a/(b) - f(a). 
b-a 

Cette application est continue sur le segment [a, b] et dérivable sur l'intervalle ]a, b[ 
avec, 

't:/x E]a,b[, g'(x) = J'(x) _ f(b) - f(a). 
b-a 

En remarquant que g(a) = g(b), et en utilisant le théorème de Rolle, nous pouvons 
dire qu'il existe un point c appartenant à ]a,b( vérifiant g'(c) =O. Ce point vérifie 
ainsi 

f'(c) = f(b) - f(a). 
b-a 

Remarque 8.6 Le théorème de Rolle est un cas particulier du théorème des ac
croissements finis. Celui-ci n'est donc pas vérifié si JE =f. R Dans le cas général, 
pour les fonctions à valeurs dans un espace vectoriel normé E, on a l'inégalité des 
accroissements finis (théorème 8.18}. · 
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8.3.5 Applications du théorème des accroissements finis 

Sens de variation d'une fonction 

Du théorème des accroissements finis on peut déduire le résultat suivant. 

Corollaire 8.14 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. 

1. La fonction f est croissante (resp. décroissante) sur I si et seulement si 
f' (x) 2: 0 (resp. f' (x) :::; 0) pour tout x dans I. 

2. La fonction f est constante sur I si et seulement si f' (x) = 0 pour tout 
x dans I. 

3. Sim:::; f' (x) :::; M pour tout x dans I =[a, b], alors: 

m (b - a) :::; f (b) - f (a) :::; M (b - a). 

Exercice 8.5 Soit a un réel appartenant à l'intervalle ]O; 1(. On considère la suite 
(un)nEN* définie par 

Vn 2: 1, Un= cosn°'. 

Le but de cet exercice est de montrer que l'ensemble des valeurs d'adhérence de la 
suite (un)nEN* est le segment [-1; 1]. 

l. Montrer que la suite (n°')nEN* est strictement croissante et non majorée. 

2. Montrer que la suite 
((n + 1)°' - n"')nEN* 

est convergente vers O. 
Soit x un réel appartenant au segment (-1; 1]. On considère (), l'unique réel 
appartenant au segment (O; 7r]. vérifiant 

x =cos(). 

3. Montrer que pour tout entier n strictement positif, l'ensemble 

An,8 = {p EN* /p°' :::; () + 2n7r} 

est non vide et de cardinal fini. 
On considère alors l'application cp définie sur N* à valeurs dans N* par 

Vn 2: 1, cp(n) = max{p E N* /p°' :::; () + 2n7r }. 

4. Montrer que l'application cp est strictement croissante. 

5. Montrer que la suite 
((() + 2n7r) - cp(n)"')nEN* 

est convergente vers O. 

6. En déduire que la suite extraite 

est convergente vers x. 
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7. Conclure. 

Solution. 

1. Nous avons 
\ln;::: 1, na= exp(alnn). 

La stricte croissance des applications exponentielle et logarithme ainsi que 
leur limite en +oo permettent de conclure. 

2. Utilisons l'inégalité des accroissements finis : 

\ln;::: 1, l(n + l)a - nal ~ sup axa-l = ana-1 . 
xE(n,n+l] 

D'où le résultat. 

3. On considère n un entier strictement positif. Le nombre entier 1 appartient 
à An,11· Cet ensemble est non vide. La suite (na)nEN* est croissante et non 
majorée. Il existe un entier strictement positif Po vérifiant 

Vp;::: Po, Pa>()+ 2mr. 

L'ensemble An,11 est une partie de N majorée par Po donc de cardinal fini. 

4. Remarquons qu'en utilisant l'inégalité obtenue dans la question 2, nous avons 

((n+ 1r~ -na)~ 1. 

Pour tout entier n strictement positif, 

() + 2( n + 1 )7r ;::: () + 2n7r + 1 

;::: (cp(n)t + 1;::: (cp(n))a + [(cp(n) + lt - (cp(n)t] = (cp(n) + lt. (8.3) 

On en déduit que l'entier cp(n) + 1 appartient à An+l,11· Ainsi, 

cp(n) + 1 ~ cp(n + 1). 

L'application cp est strictement croissante. 

5. Pour tout entier strictement positif n, nous avons 

(cp(n))a ~ () + 2n11" < (cp(n) + l)a. 

Ainsi, 
0 ~ () + 2n11" - (cp(n))a ~ (cp(n) + l)a - (cp(n))a. 

Cette dernière suite est une suite extraite d'une suite convergente vers O. 
Elle est également convergente vers O. On en déduit que la suite 

((0 + 2n7r) - cp(n)a)nEN* 

est convergente vers O. 
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6. Remarquons qu'en utilisant l'inégalité des accroissements finis, nous avons 

Ainsi, 

\ln 2: 1, juip(n) - xi = Jcos ((cp(n))°') - cos (0 + 2mr)J ::; JO+ 2mr - (cp(n))°'I 

On en déduit que la suite extraite (uip(n))nEN*) est convergente avec, 

lim Uip(n) = x. 
n-++oo 

7. Notons VA l'ensemble des valeurs d'adhérence de la suite (un)nEN*. Nous 
venons de montrer que 

[-1; 1] c VA. 

D'autre part, la suite (un)nEN* étant minorée par (-1) et majorée par 1, 
toute valeur d'adhérence de la suite est comprise entre ces deux valeurs. On 
en déduit que 

VA= [-1;1]. 

Limites et dérivation 

Théorème 8.15 Soit f une fonction à valeurs réelles, continue sur un inter
valle I et dérivable sur I \ { c} où c est un point de I. Si la fonction dérivée f' 
a une limite notée f, en c, alors f est dérivable en c avec f' (c) = f. 

Preuve. Soit (an)nEN une suite d'éléments de I convergente vers c telle que pour 
tout entier naturel n, an =f. c. D'après le théorème des accroissements finis, il existe, 
pour tout entier naturel n, un réel bn strictement compris entre an et c vérifiant 

f(c) - f(an) = J'(bn)· 
c-an 

La suite (bn)nEN est convergente vers c car pour tout naturel n, nous avons Jc-bnl < 
Je - anl· On en déduit que la suite (f'(bn))nEN converge vers l. Nous obtenons 

lim f(c) - f(an) = l. 
n-++oo C - an 

On en déduit que f est dérivable en c de nombre dérivée l. 

Remarque 8. 7 On peut remarquer qu'alors f' est continue en c. 
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Corollaire 8.16 Soient n un entier strictement positif, f une fonction à va
leurs réelles, continue sur un intervalle I et n fois dérivable sur I\ { c}, où c est 
un point del. On suppose qu'il existe un n-uplet (li, l2, · · · , ln) de ~n vérifiant 

\fk E {1,2, ... ,n}, 

Alors f est n fois dérivable en c et 

\fk E {1,2, · · · ,n}, j(k)(c) = lk. 

Preuve. Il suffit d'effectuer une preuve par récurrence en utilisant le théorème 
précédent. tft 

Exercice 8.6 Soit f: [O, +oo[--+ ~une fonction dérivable. Montrer que si limx->+oo f'(x):::: 
l 1 1. f(x) _ z a ors Imx->+oo --;-- - · 

Solution. Soit é un réel strictement positif. Il existe un réel positif x0 vérifiant 

\fy 2:: Xo, lf'(y) - li::; é. 

En utilisant le théorème des accroissements finis, on obtient 

\fx 2:: xo, l - é < f(x) - f(xo) < l + é. 
- X -Xo -

Ainsi, 

( x - xo) (l _ é) + f(xo) ::; f(x) ::; (x - xo) (l + é) + f(xo). 
X X X X X 

Nous remarquons que les fonctions de droite et de gauche admettent, lorsque x 
tend vers +oo, pour limite respective (l+é) et (l-E:). Il existe donc un réel X1 2:: Xo 
vérifiant 

D'où le résultat. 

Exercice 8.7 Soit f: [O, +oo[--+ ~une fonction dérivable. Montrer que si limx->+oo f'(x) == 
1 1. f(x) _ 

+oo a ors Imx->+oo -x- - +oo. 
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Solution. Soit M un réel positif. Choisissons un réel xo vérifiant 

Vy ~ x0 , J'(y) ~M. 

En utilisant le théorème des accroissements finis, nous obtenons 

Vx ~ xo, 
f(x) - f(xo) > M 

- ' X-Xo 

donc, 
w > f(x) > M(x - xo) + f(xo). 
vX _ Xo, 

X - X X 

L'application de droite admet M pour limite lorsque x tend vers +oo. Il existe 
ainsi un réel X1 ~ xo vérifiant 

f(x) > M(x - xo) + f(xo) > M _ 1. 
X - X X -

D'où 
lim f(x) = +oo. 

x-++oo X 

8.3.6 La formule de Taylor-Lagrange 

Théorème 8.17 (formule de Taylor-Lagrange) Soit n un entier naturel. 
Si f est une fonction à valeurs réelles, définie sur un segment [a, b], de classe 
en sur ce segment et (n + 1) fois dérivable sur l'intervalle ouvert ]a, b[, alors il 
existe un point c E ]a, b[ tel que : 

n f(k) ( ) f(n+l) ( ) 
f(b)='°' a (b-al+ c (b-at+i. 

~ k! (n·+ 1)! 

Remarque 8.8 Pour n = 0 on retrouve le théorème des accroissements finis. 
Ceci prouve que le théorème n'est plus vérifié si JE =f :IR. 

Preuve. On considère l'application g définie sur le segment [a, b] par, 

Vx E [a, b], 

Nous avons g(b) = f(b). Le réel A est choisi tel que g(a) = g(b) = f(b). L'applica
tion g est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ avec 

Vx E]a,b[, 
n f(k+l)( ) n f(k)( ) A 

g'(x) = '°' x (b-x)k- '°' x (b-x)k-l _ -(b-xt 
L.J k! L.J (k - 1)! n! 
k=O k=l 

= f(n+1>(x) (b - x)n - A (b - xt = (b - x)n (in+i>(x) - A). 
n! n! n! 
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Les hypothèses du théorème de Rolle sont vérifiées. Considérons un élément c E 
]a, b[ tel que g'(c) =O. Nous obtenons 

A= f(n+l)(c). 

En remplaçant A dans l'expression de g, par f(n+ll(c) , puis en écrivant f(b) = 
g(a), nous obtenons le résultat désiré. .ft 

8.4 Cas des fonctions à valeurs dans un e. v .n. 

8.4.1 Inégalité des accroissements finis 

Théorème 8.18 Soient f une fonction définie sur [a, b] à valeurs dans un 
espace vectoriel normé E et g une fonction définie sur [a, b] à valeurs dans IR, 
continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[. Si 

Vx E]a,b[, llf'(x)ll::; g'(x) 

alors 
llf(b) - f(a)ll ::; g(b) - g(a). 

Preuve. Considérons é un réel strictement positif et la fonction he définie et 
continue sur [a, b] par 

Vx E (a, b], he(x) = llf(x) - f(a)ll - (g(x) - g(a)) - é(x - a) - é. 

Soit 
Ae = {x E [a,b]/he(x)::; O}. 

Ae est une partie de IR non vide car elle contient a et est majorée par b. Elle admet 
une borne supérieure que l'on note sup Ae. Le réel a étant un élément de Ae et le 
réel b étant un majorant de Ae, nous avons 

a ::; sup Ae ::; b. 

1. Le réel sup Ae est élément de Ae. En effet, il existe une suite ( an)nElll d'éléments 
de Ae convergente vers supAe. L'application he étant continue, la suite 
(he(an))nElll est convergente vers he(supAe)· Or, 

À la limite, 
he(supAe) ::; O. 

2. Vérifions que supAe >a. On a, he(a) = -é. L'application he étant continue 
en a, il existe un réel strictement positif a vérifiant, 

Vx E (a, a + a], 
é 

h (x) < -- <O. 
ê - 2 -

Donc supAe ~a+ a. 
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3. Montrons enfin que sup Ae = b. Supposons pour cela que sup Ae < b. L'ap
plication f est dérivable en sup Ae et l'application norme étant continue, on 
obtient, 

lim Il f(x) - f(supAe) Il= llf'(supAe)ll· 
x-+sup A. X - sup Ae 

De plus, l'applicaton g étant dérivable en sup Ae, nous pouvons choisir un réel 
0 strictement positif, vérifiant pour tout x élément de ] sup Ae, sup Ae + O], 

llf(x) - f(supAe)ll S llf'(supAe)ll+~, 
x -supAe 2 

t g(x) - g(supAe) > '( A ) ê e A _ g sup e --2. 
x - sup e 

Nous obtenons pour tout x élément de [sup Ae, sup Ae + O], 

he(x) S llf(x) - f(supAe)ll + llf(supAe) - f(a)ll - (g(x) - g(supAe)) 

-(g(sup Ae) - g(a)) - e(x - sup Ae) - e(sup Ae - a) - ê 

S (x - supAeH + (x -supAe) (llJ'(supAe)ll - g'(supAe)) 

+(x - supAeH - e(x - supAe) + he(supAe) 

= (x - supAe) (llf'(supAe)ll - g'(supAe)) + he(supAe) 

s o. 

Ceci est impossible, donc sup Ae = b. On conclut que, 

Ve> 0, llf(b) - f(a)ll - (g(b) - g(a)) S e(b - a+ 1). 

En passant à la limite, 

llf(b) - f(a)ll - (g(b) - g(a)) S O. 

Corollaire 8.19 Soit f une fonction définie sur [a, b] à valeurs dans un espace 
vectoriel normé E, continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. S'il existe un réel 
M vérifiant 

Vx E]a, b[, llf'(x)ll SM 

alors 
Il! (b) - f (a)ll S M(b- a). 

Preuve. Il suffit de considérer l'application g définie sur [a, b] par 

Vx E [a,b], g(x) =Mx. 
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8.4.2 Inégalité de Taylor-Lagrange 

Théorème 8.20 (inégalité de Taylor-Lagrange) Si f est une fonction à 
valeurs dans un espace vectoriel normé JE définie sur un intervalle compact [a, b] 
non réduit à un point, de classe en sur cet intervalle et ( n + 1) fois dérivable 
sur l'intervalle ouvert ]a, b[ avec llf(n+l) Il majoré sur ]a, b[ par un réel positif 
Mn+l alors: 

Ili (b) - ~ J(k~/a) (b- a)kll ::; (::+11), (b- ar+l. 

Il/ (a) - ~ J(k~?) (a - b)kll ::; (::+11)! (b - at+l. 

Remarque 8.9 Cette inégalité a un certain nombre d'applications. Citons par 
exemple, l'estimation de l'erreur dans la méthode des rectangles, section 13.4. 7, 
page 198. 

Preuve. Il suffit d'appliquer l'inégalité des accroissements finis théorème 8.18 avec, 
pour la première inégalité, 

\lx E [a, b], G( ) = -Mn+l (b _ )n+l 
X (n + 1)! X ' 

et pour la seconde inégalité, 

\lx E [a, b], 
n J(k)( ) 

F(x) = L T<a -x)k et 
k=O 

G( ) = Mn+l ( _ )n+l 
x (n + l)! x a . 

8.4.3 La formule de Taylor avec reste intégral (JE Banach) 

On peut remarquer que, dans le cadre de la formule de Taylor-Lagrange, les 
applications sont à valeurs réelles. Pour la formule de Taylor avec reste intégral, 
le cadre est plus général puisque les applications sont à valeurs dans un espace de 
Banach (e.v.n. complet). Dans ce cas, la valeur du reste est donnée avec davantage 
de précision. 

Théorème 8.21 Soit n E N. Si f est une fonction à valeurs dans un espace 
de Banach de classe cn+i sur un segment [a, b], alors : 

n J(k) ( ) lb J(n+l) (t) 
f (b) = L 1 a (b - a)k + 1 (b - tt dt. 

k. a n. 
k=O 
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Preuve. La preuve se fait par récurrence sur n. Pour n = 0, la propriété est vraie 
car la fonction f étant de classe C1 ' on a 

f(b) - f(a) = 1b f'(t)dt. 

Soit n un entier naturel. Montrons que la proposition au rang n implique la propo
sition au rang ( n + 1). L' application f étant de classe cn+2 ' nous pouvons intégrer 
par parties : 

En remplaçant, on obtient la formule exacte au rang (n + 1). 

8.4.4 La formule de Taylor-Young 

Nous remarquons que, pour ce théorème, les hypothèses sont plus faibles. Pour 
les formules de Taylor précédentes, nous obtenons une propriété globale, c'est-à
dire sur un intervalle. Pour la formule de Taylor-Young, la propriété est seulement 
locale c'est-à-dire au voisinage d'un point a. 

Notation 

On notera 

toute application définie sur un intervalle ouvert I contenant 0 et pouvant s'écrire 
sous la forme 

où ê est une application définie sur I à valeurs dans E telle que 

lim ê(x) =O. 
X->Û 

Théorème 8.22 (formule de Taylor- Young) Soient n un entier strictement 
positif et f une fonction définie sur un intervalle I à valeurs dans un e. v. n. On 
suppose que f est n fois dérivable en un point a de I. Alors : 

. n f(k)(a) 
f(t) = 2:-k1-(t - a)k + o((t - at). 

k=O 

Preuve. Effectuons la preuve par récurrence. Pour n = 1, l'application f est 
dérivable une fois et nous retrouvons le développement limité de f en a à l'ordre 
1. La propriété est vraie au rang 1. 
Soit n un entier naturel strictement positif. Montrons que la proposition au rang 
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n implique la proposition au rang ( n + 1). Considérons une application f, ( n + 1) 
fois dérivable en a et R l'application définie sur I par 

Vt E J, 
n+l j(k)( ) 

R(t) = f(t) - L Ti(t- a)k. 
k=O 

Cette application est dérivable sur un voisinage de a avec 

n+l J(k) ( ) n (j')(k) ( ) 
R'(t) = J'(t) - L a (t - a)k-l = J'(t) - L a (t - a)k 

k=l (k - l)! k=O k! . 

L'application f' est n fois dérivable en a et en utilisant la propriété au rang n, 
on a 

R'(t) = o(t - at. 

Soit é un réel strictement positif. Il existe un intervalle J centré en a tel que, 

Vt E J, llR'(t)ll::; elt - aln. 

Considérons la fonction g, à valeurs réelles, définie sur J par 

Vt E J, ( ) _ e(t - a)lt - aln 
g t - 1 . n+ 

Cette application est dérivable sur J (voir exercice 8.3 page 93) avec 

Vt E J, g'(t) = élt - aln. 

En utilisant l'inégalité des accroissements finis (théorème 8.18) et en discutant 
suivant la position de t par rapport à a, nous obtenons, 

Vt E J, llR(t) - R(a)ll = llR(t)ll::; élt;: :1~+l 
On en déduit que 

R(t) = o(t - a)n+l. 

Exercice 8.8 On considère deux réels a et b et l'équation différentielle 

y" = ay' + by. 

On note S l'ensemble des solutions sur IR de cette équation différentielle. 

1. Vérifier que tout élément de S est une application de classe C00 sur R 

2. Vérifier que S est un sous-espace vectoriel de C00 (IR,IR). 

3. Montrer que l'application cp définie par 

cp : s ----t JR2 

y 1-) (y(O),y'(O)). 

est linéaire et injective. 
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4. En déduire que S est un espace vectoriel de dimension au plus 2. 

Solution. 
1. Évident à l'aide d'une récurrence. 

2. Évident. 

3. Elle est trivialement linéaire. Montrons que le noyau est réduit à l'application 
nulle. Soit fun élément de ce noyau. On a ainsi f(O) = f'(O) =O. On vérifie 
en utilisant l'équation et à l'aide d'une récurrence évidente que 

Vn EN, f(n)(O) =O. 

Soit x un réel non nul. Pour tout entier naturel n, on note, 

llf(n)lloo = sup IJ(n)(t)I, 
tE[O,x] 

si x est positif et 
llf(n)lloo = sup lf(n)(t)I, 

tE[x,O] 

si x est négatif. 
D'après l'inégalité de Taylor-Lagrange, théorème 8.20, nous avons 

VnEN, 

Montrons que la suite ( 111<n~~':'.\'.il~ln+i) nEN est convergente vers O. Pour cela 

introduisons la suite ( Un)nEN définie par 

{ 

Uo = llflloo, 

U1 = llf'lloo 

Vn EN, Un+2 = lalun+l + lblun. 

Montrons par une récurrence double que 

Considérons pour tout entier naturel n, la propriété, 

Nous avons les propriétés Po et P1. Soit n un entier naturel. Montrons que 

Si x est un réel strictement positif, 
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Ainsi, 

et 
llJ(n+2) lloo ~ Un+2 · 

Si le réel x est strictement négatif, on effectue une opération similaire sur le 
segment [x, O]. On en déduit que nous avons la propriété Pn pour tout entier 
naturel n. 
On remarque que si a = b = 0, la suite (un)nEN est stationnaire et nulle à 
partir du rang 2. Si a2 + b2 # 0, l'équation X2 - lalX - lbl = 0 admet deux 
solutions réelles distinctes que l'on notera a et /3. Il existe deux réels >.etµ 
vérifiant 

Ainsi, 

et 

VnEN, 

La suite ( llJ<n~a+il~ln+i) nEN est donc convergente vers O. On en déduit que 

f(x) = 0 et que l'application f est nulle. Le noyau de cp étant réduit à 
l'application nulle, cp est injective. 

4. La dimension de l'espace vectoriel JR2 étant égale à 2 et cp étant injective, on 
en déduit que la dimension de S est inférieure ou égale à 2. 



Chapitre 9 

Comparaison locale ou 
asymptotique de fonctions 

Préliminaire 

Voici, pour ce chapitre, une définition légèrement abusive mais somme toute 
logique. 

Définition : Soit A une partie de R 

1. On dit que ( +oo) est adhérent de A si A est une partie non majorée. 

2. On dit que ( -oo) est adhérent de A si A est une partie non minorée. 

Notation : On note 
ïR = lR U { +oo, -oo }. 

On rappelle la définition suivante : 

Définition : 

l. Soit x un réel. On dit qu'une partie Vx de lR est un voisinage de x 
si elle contient un ouvert contenant x. 

2. On dit qu'une partie V +oo de lR est un voisinage de ( +oo) si elle 
contient un intervalle de la forme ]A, +oo[ où A est un réel. 

3. On dit qu'une partie V_ 00 de lR est un voisinage de (-oo) si elle 
contient un intervalle de la forme ] - oo, A[ où A est un réel. 
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9.1 Relations de comparaison 

9.1.1 La relation 0 

Définition : On considère f et g deux applications à valeurs réelles 
définies sur une partie A de lR et a élément de i" adhérent à A. On dit 
que f est dominée par g au voisinage de a s'il existe un réel positif M et 
un voisinage de a noté Va tels que 

'<lx E Van A, lf(x)I s Mjg(x)j. 

Remarque 9.1 Lorsqu'une application f est dominée par une application g au 
voisinage de a, on pourra noter f = Oa(g) ouf = O(g) s'il n'y a pas risque de 
confusion. 

Exemple: f = Oa(l) si et seulement si f est une application bornée au voisinage 
de a. 

9.1.2 La relation o 

Définition : On considère f et g deux applications à valeurs réelles, 
définies sur une partie A de lR et a élément de i" adhérent à A. On 
dit que f est négligeable devant g au voisinage de a si pour tout réel 
strictement positif ê, il existe un voisinage Va de A tel que 

'<lx E Van A, lf(x)I s êjg(x)j. 

Remarque 9.2 Lorsqu'une application f est négligeable devant l'application g au 
voisinage de a, on pourra noter f = oa(g) ouf = o(g) s'il n'y a pas risque de 
confusion. 

Exemples: 
f = oa(l) si et seulement si f admet 0 pour limite en a. 
f = o(~) en +oo signifie que l'application x 1-+ xf(x) admet pour limite 0 en 
+oo. 
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Proposition 9.1 On considère f et g deux applications à valeurs réelles, 
définies sur une partie A de ~ et a élément de ïR adhérent à A. L 'applica
tion f est négligeable devant g au voisinage de a si et seulement si il existe 

1. une application e à valeurs réelles définie sur A vérifiant 

lim e(x) = 0, 
x-+a 

2. un voisinage Va de a vérifiant 

\:/x E Van A, f(x) = e(x)g(x). 

Preuve. On suppose, dans un premier temps, que f = oa(g). On définit sur A 
l'application e par 

\:/x E A, e(x) = { ;~~~ si g(x) # 0, 
Osig(x)=O. 

L'application f étant négligeable devant g au voisinage de a, il existe Va voisinage 
de a tel que 

\:/x E Van A, lf(x)I ::; lg(x)I. 

Donc, 

\:/xEVanA, g(x)=O=}j(x)=O. 

On obtient ainsi 

\:/x E Van A, f(x) = e(x)g(x). 

Montrons que l'application e admet en a une limite nulle. 
Soit a: un réel strictement positif. Il existe un voisinage V~ de A tel que 

Soit V~ 
obtenons, 

Ainsi, 

\:/x EV~ n A, lf(x)I ::; a:lg(x)I. 

Va UV~. Notons que cet ensemble est un voisinage de a. Nous 

lim ê(x) =O. 
x-+a 

La réciproque est évidente. 
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Corollaire 9.2 On considère f et g deux applications à valeurs réelles, définies 
sur une partie A de :IR, et a un élément de ïR adhérent à A. On suppose qu'il 
existe Va voisinage de a vérifiant 

\:/x EAU Va, g(x) =/:-O. 

L'application f est négligeable devant g au voisinage de a si et seulement si 

9.1.3 L'équivalence 

lim f(x) =O. 
x--+a g(x) 

Définition : On considère f et g deux applications à valeurs réelles, 
définies sur une partie A de :IR et a élément de ïR adhérent à A. On dit 
que f est équivalente à g au voisinage de a si 

f- g = Oa(g). 

On note 
J rv g. 

a 

De la proposition 9.1, découle la proposition suivante, 

Proposition 9.3 On considère f et g deux applications à valeurs réelles, 
définies sur une partie A de :IR et a élément de ïR adhérent à A. L 'applica
tion f est équivalente à g au voisinage de a si et seulement si il existe 

1. une application a à valeurs réelles définie sur A vérifiant 

lim a(x) = 1, 
x--+a 

2. un voisinage Va de a vérifiant 

\:/x E Van A, f(x) = a(x)g(x). 

Corollaire 9.4 La relation'"" est une relation d'équivalence. 
a 

Corollaire 9.5 On considère f et g deux applications à valeurs réelles, définies 
sur une partie A de :IR, et a un élément de ïR adhérent à A. On suppose que les 
applications f et g sont équivalentes au voisinage de a. Si f admet une limite 
en a, alors g admet la même limite en ce point. 
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Corollaire 9.6 On considère f et g deux applications à valeurs réelles, définies 
sur une partie A de IR, et a un élément de iR: adhérent à A. On suppose qu'il 
existe Va voisinage de a vérifiant 

Vx EAU Va, g(x) =f O. 

Les applications f et g sont équivalentes au voisinage de a si et seulement si 

lim f(x) = 1. 
x-+a g(x) 

Corollaire 9. 7 Soit l un réel non nul. Une application f admet pour limite l 
lorsque x tend vers a si et seulement si 

f ,._, l. 
a 

Corollaire 9.8 On considère Ji, h, g1, g2, quatre applications à valeurs 
réelles, définies sur une partie A de lR et a élément de iR: adhérent à A. Alors 

1. 
et h "'92) => fih "'9192· a a 

2. On suppose qu'il existe Va voisinage de a vérifiant 

Alors, 

) fi 91 
et h "' 92 => - "' - . 

a f2 a 92 

Corollaire 9.9 On considère f et g deux applications à valeurs réelles, définies 
sur une partie A de IR, et a un élément de iR: adhérent à A. On suppose qu'il 
existe Va voisinage de a vérifiant 

Vx EAU Va, f(x) > 0, g(x) >O. 

Alors, 
Vr E IR, f ,._, g => y ,._, gr. 

a a 

Remarque 9.3 Attention! La relation ,._, se manie avec précaution. En particu
lier, 

1. elle n'est pas compatible avec l'addition, : 

x +./X ,._, x, -x ,._, -x + lnx et pourtant ./X f lnx. 
+oo +oo +oo 

2. Elle n'est pas compatible avec la composition : 

X "' X+ 1, 
+oo 
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expx f exp(x + 1). 
+oo 

9.2 Développements asymptotiques 

Définition : On considère f une application à valeurs réelles, définie sur 
une partie A de lR. et a élément de iR adhérent à A. On dit que f admet 
un développement asymptotique en a, s'il existe un entier naturel n et 
( n + 1) applications f o, fi, · · · , f n définies sur A vérifiant 

1. 
't:/k E {0, 1, · · · (n - 1)}, fk+1 = oa(fk). 

2. 
f = fo +fi + · · · + f n + Oa(f n)· 

Dans la section suivante, nous étudions le développement limité, cas particulier 
de développement asymptotique. 

9.3 Développements limités 

9.3.1 Définition, propriétés 

Définition : On considère I un intervalle, a un point de I et f une 
application définie sur I et à valeurs réelles. On dit que f admet un 
développement limité d'ordre n au voisinage de a, s'il existe un (n + 1)
uplet de réels noté (ao, ai,··· , an) tel que, 

f(x) = ao + ai(x - a)+···+ an(x - a)n + Oa((x - at). 

Le polynôme P défini par 

Vx ER., P(x) = ao + ai(x - a)+···+ an(x - a)n 

est appelé partie régulière du développement limité. 

Remarque 9.4 Dans la suite de la section, sans perdre de généralité, on suppo
sera a= O. 

Proposition 9.10 Si f admet un développement limité d'ordre n, celui-ci est 
unique. 

Preuve. Supposons qu'une application f admette deux développements limités à 
l'ordre n distincts 
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Soit p = min{k/ak =F bk}· Nous obtenons 

Nous remarquons que, lorsque x tend vers 0, le terme de gauche tend vers (ap -bp) 
et celui de droite vers O. Ceci est impossible. 4't 

Exemples : On considère les applications fi, h et fa définies par 

fi : ] - oo, 1[ ----7 lR h : ] - 1, +oo[ -----t lR fa : lR ----7 lR 

X 
1 

1-:z: X 
1 

l+:z: 

Soit n un entier strictement positif. Nous avons 

\tq E lR \ {1}, 
n k 1 - qn+l 
:Lq---
k=O l - q 

X 

1. L'application fi admet un développement limité à l'ordre n. En effet, 

Ainsi, 

\tx E] - oo, 1[, 
1 n 

-- = "'"'xk + xn_x_. 
1-x L,.; 1-x 

k=O 

1 n 
-- = "'"'xk + o(xn). 
1-x L,.; 

k=O 

2. L'application h admet un développement limité à l'ordre n. En effet, 

Ainsi, 

\tx E] - 1, +oo[, 1 -:Ln ( l)k k n(-l)n+lx 
--- - X +x . 
1 +X k=O 1 +X 

1 n 
-- = L(-l)kxk + o(xn). 
1 +X k=O 

1 
l+:z:2 

3. L'application fa admet un développement limité à l'ordre (2n + 1). En effet, 

\tx E IR, 

Ainsi, 
1 n 

__ = "'"' ( _ 1) k x2k + o( x2n+l). 
1 + x2 L,.; 

k=O 
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Proposition 9.11 Soit f une application admettant un développement limité 
d'ordre n au voisinage de O. 

Si f est paire, tous les termes ak d'indices impairs sont nuls. 
Si f est impaire, tous les termes ak d'indices pairs sont nuls. 

Preuve. Soit f une application admettant au voisinage de 0, un développement 
limité à l'ordre n, avec 

Si l'application f est paire ou impaire, l'intervalle I est centré en O. Soit g l'appli
cation définie sur I, par 

Vx E I, g(x) = f(-x). 

L'application g admet le développement limité suivant à l'ordre n, 

Si f est paire, alors f = g. 
Si f est impaire, alors f = -g. 

L'unicité du développement limité à l'ordre n permet de conclure. 

Proposition 9.12 Soit n un entier strictement positif. Si f admet un 
développement limité d'ordre n ~ 1 au voisinage de 0 

et si an =f. 0 alors 

Preuve. Considérons c une fonction admettant 0 pour limite lorsque x tend vers 
0 et vérifiant 

Alors, 

D'où, 

f(x) - ao - aix - · · · - an-1Xn-l 
anxn 

an+ c(x) 
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Exemple : En utilisant l'exemple précédent, nous obtenons 

1. 

2. 

3. 

9.3.2 

1 
---lrvx 
1-x o ' 

1 2 ---1-xrvx 
1-x o ' 

1 2 3 ---1-x-x rvx. 
1-x o 

Développement limité et dérivation 
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Proposition 9.13 Soit n un entier strictement positif. Si f est n fois dérivable 
en 0, alors f admet au voisinage de 0 le développement limité suivant d'ordre 
n : 

f(n) (0) 
f(x) = f(O) + f'(O)x + · · · + - 1-xn + o(xn). 

n. 

Preuve. Immédiate avec la formule de Taylor-Young (théorème 8.22). 

Exemple: 
x x2 xn 

exp(x) = 1 + - + - + .. · + - + o(xn) 
1! 2! n! · 

Remarques 9.5 Attention! La réciproque est fausse. Nous avons seulement 
la proposition 9.14 beaucoup plus faible. 
Soit n un entier strictement positif. Considérons l'application f définie sur 
lR par f (0) = 0 et 

'<lx E IR*, f(x) = xn+I sin (xln). 

Cette application admet le développement limité suivant à l'ordre n 

Elle est dérivable sur lR avec f' ( 0) = 0 et 

'<lx E IR*, f'(x) = (n + l)xn sin (xln) - ncos (xln). 

L'application f' n'est pas continue en O. On en déduit que f n'est dérivable 
qu'une seule fois en O. 
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Proposition 9.14 Soit n un entier strictement positif. Si f admet un 
développement limité d'ordre n au voisinage de 0 

alors f (0) = ao, f est dérivable en 0 et f' (0) = ai. 

Preuve. Soit f une application admettant un développement limité d'ordre n au 
voisinage de 0 

Nous remarquons que, pour tout entier k supérieur ou égal à 2, 

On en déduit que 
f(x) = ao + aix + o(x). 

l'application f admet un développement limité d'ordre 1. Le résultat est obtenu 
en utilisant la proposition 8.1, page 91. • 

9.3.3 Opérations sur les développements limités 

Proposition 9.15 Soit n un entier strictement positif. Soit f : I --+ E 
une application dérivable sur I dont l'application dérivée f' admet en 0, le 
développement limité suivant à l'ordre n : 

Alors l'application f admet au voisinage de 0, le développement limité d'ordre 
n + 1 suivant : 

Preuve. Considérons P la fonction polynomiale définie par : 

VxE~, 
aix2 anxn+l 

P(x) = f(O) + aox + - 2- + · · · + _n_+_l_ 

Soit ê un réel strictement positif. D'après l'hypothèse, il existe un réel o: strictement 
positif tel que 

Vt E I, itl < o: =* llf'(t) - P'(t)ll < c:itln. 
Considérons la fonction g définie sur I par 

Vt E I, g(t) = êtltnl. 
n+l 



9.3. DÉVELOPPEMENTS LIMITÉS 129 

Cette application est dérivable sur 1 avec 

Soit x un réel vérifiant lxl < a. En appliquant l'inégalité des accroissements finis 
(théorème 8.18 page 112) au segment [O, x] si x est positif, et au segment [x, O] si 
x est négatif, nous obtenons 

1 n+lj 
llf(x)-P(x)ll:::; ê:+l. 

On en déduit le résultat 
f(x) - P(x) = o(xn+l). 

Exemples : Soit n un entier strictement positif. En utilisant les exemples de la 
page 125, nous obtenons, 

n k+l n+l k 

ln(l +x) = "'(-l)k_x_ +o(xn+I) = "'(-l)k+l~ +o(xn+l). 
L....! k+l L....! k 
k=O k=l 

n x2k+l 
arctanx = "'(-l)k __ + o(x2n+2 ). 

~ 2k+l 

Proposition 9.16 Soient f et g deux fonctions à valeurs réelles admettant 
des DL à l'ordre n en 0, ayant pour parties régulières respectives les polynômes 
Pn(x) = ao + aix + · · · + anxn et Qn(x) = bo + bix + · · · + bnxn. 

1. Linéarité : si À et µ sont deux constantes, la fonction Àf + µg admet un 
développement limité à l'ordre n dont la partie régulière est ÀPn + µQn. 

2. Produit: la fonction fg admet un développement limité à l'ordre n dont 
la partie régulière est le produit PnQn tronqué à l'ordre n {cela signifie 
que l'on ne conserve que les termes dont le degré est inférieur ou égal 
à n). 

3. Composition : Si g(O) = 0 alors la fonction composée f o g admet un 
développement limité à l'ordre n dont la partie régulière est le polynôme 
Pn o Qn tronqué à l'ordre n. 

Preuve. 

1. Évident 

2. Remarquons que pour tout entier p strictement supérieur à n, nous avons 

xP = xP-nxn = o(xn). 

Décomposons le polynôme PnQn tel que 

PnQn = Rn + Tni 
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où Rn est constitué des termes du produit PnQn de degré inférieur ou égal 
à n et Tn est constitué des termes du produit PnQn de degré strictement 
supérieur à n. D'après la remarque précédente, 

Ainsi, 

D'où le résultat. 

3. Nous avons 
f(y) = P(y) + (y)nc(y) 

avec limy_,o c(y) =O. Donc, 

(! o g)(x) = P(g(x)) + (g(x)tc(g(x)) 

(a) En utilisant la propriété précédente, on montre simplement par récurrence 
que pour tout entier k strictement positif, l'application x ~ (g(x))k ad
met un développement limité à l'ordre n, dont la partie régulière est le 
polynôme Q~ tronqué à l'ordre n. 
On en déduit que l'application x ~ P(g(x)) admet un développement 
limité à l'ordre n dont la partie régulière est le polynôme Pn oQn tronqué 
à l'ordre n. 

(b) D'après la proposition 9.14, 

g(x) = xg'(O) + Xc1(x) 

Ainsi, 
(g(x)t c(g(x)) = xn (g'(O) + c1(x)t c (g(x)). 

Notons c2 l'application définie par 

c2(x) = (g'(O) + c1(x)t c (g(x)). 

L'application g étant continue en 0 avec g(O) = 0, nous en déduisons 
que c2 admet une limite nulle en O. Ainsi, 

ce qui termine la preuve. 



Chapitre 10 

Suites définies par une récurrence 

10.1 Définitions, exemples 

10.1.1 Suites récurrentes d'ordre 1 

Définition : Soit E un ensemble non vide. Une suite (un)nEN est dite 
récurrente d'ordre 1 si on peut la définir de la manière suivante, 

{ 
Uo E E, 

Vn EN, Un+l = f(un), 
(10.4) 

où f est une application définie sur E à valeurs dans E. 

Remarque 10.1 Attention. Il est important de noter que l'application f est à 
valeurs dans son ensemble de définition. Ceci est nécessaire pour que la suite soit 
bien définie. 

Exemples 

1. Suites arithmétiques. On appelle ainsi les suites (un)(nEN) vérifiant une rela
tion de récurrence de la forme Un+i =Un +a où a ER On dit que (un)(nEN) 

est une suite arithmétique de raison a. On a 

Vn E N, Un = Uo +na, 

V(k,l) E N2 , 

n=k+l l 
L Un= 2(l + l)(uk + Uk+l)· 

n=k 

2. Suites géométriques. On appelle ainsi les suites (un)(nEJ\I) vérifiant une rela
tion de récurrence de la forme Un+i = qun où q ER On dit que (un)(nEN) 

est une suite géométrique de raison q. On a 
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n=k+l l l+l 
~ -q 
L....t Un= Uk l -
n=k q 

si q-::/= 1, 

n=k+l 
V(k,l) E N2, L Un= uo(l + 1) si q = 1. 

n=k 

3. Suites arithmético-géométriques. On appelle ainsi les suites ( un)(nEN) vérifiant 
une relation de récurrence de la forme Un+l = aun + b où (a, b) E IR2 . Pour 
l'étude de ce type de suites, si a est différent de 1, on pourra utiliser le réel 
l~a unique point fixe de l'application x 1---t ax + b. On peut ainsi vérifier que 

la suite (un - 1 ~ ) est géométrique de raison a : 
a nEN 

Exercice 10.1 1. On considère une suite (ln)(nEN) définie par 

{ 
lo E lR 

\:ln EN, ln+l = 2(1 - ln)· 

Indiquer le comportement asymptotique de cette suite suivant les valeurs du réel 
lo. 

2. On considère une suite bornée ( un)(nEN) vérifiant : 

lim (un+ U2n) = 1. 
n-++oo 2 

Le but de cette question est de montrer que la suite (un)(nEN) est convergente 
2 vers 3 . 

(a) Montrer que si un réel lest valeur d'adhérence de (un)(nEN) alors le réel 
2(1 - l) est également valeur d'adhérence. 

(b) En déduire, en reprenant la suite (ln)(nEN) de la question 1, que si l 0 est 
valeur d'adhérence de (un)(nEN)• alors pour tout entier naturel n, ln est 
valeur d'adhérence de la suite ( un)(nEN). 

(c) Conclure. 

Solution. 

1. Le réel ~ est point fixe de l'application x 1---t 2(1 - x). Ainsi la suite (ln -
~ )(nEN) est une suite géométrique de raison (-2). 

\:ln EN, ln - ~ = (-2)n(lo - ~). 

On en déduit que si lo -::/= ~' alors la suite (ln)(nEN) est non bornée avec 

lim llnl = +oo. 
n-++oo 

Si lo = ~, la suite est constante et égale à ~. 
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2. (a) Notons (vn)(nEN)• la suite définie par 

VnEN, 

D'après l'hypothèse, cette suite est convergente vers 1. 
Soit l une valeur d'adhérence de la suite (un)(nEN)· On considère une 
suite extraite (ucp{n)){nEN) convergente vers l. La relation 

\:/n EN, U2cp(n) = 2(vcp(n) - Ucp(n)) 

permet de dire que la suite (u2cp(n))(nEN) est convergente vers 2(1 - l). 
Ce réel est donc valeur d'adhérence de la suite (un)(nEN)· 

(b) On peut effectuer une preuve par récurrence évidente en utilisant le 
résultat précédent. 

(c) La suite (un)(nEN) étant bornée, elle est incluse dans une boule fermée 
de lR donc un compact de IR. Ainsi, 
- la suite (un)(nEN) admet au moins une valeur d'adhérence, 
- l'ensemble de ces valeurs d'adhérence est bornée. 
Si un réel différent de ~ était valeur d'adhérence de la suite, il existerait 
une suite non bornée de valeurs d'adhérence, ce qui est impossible. Le 
réel ~ est donc l'unique valeur d'adhérence. En utilisant la proposition 
7.10 page 73, on en déduit que la suite (un)(nEN) est convergente vers~· 

10.1.2 Suites récurrentes d'ordre k (k EN*) 

Définition : Soit E un ensemble non vide. Une suite (un)nEN est dite 
récurrente d'ordre k (k EN*) si on peut la définir de la manière suivante, 

{ 
(uo, ui, · · · , Uk-1) E Ek, 

\:/n EN, Un+k = f(un, Un+l, · · · , Un+k-1), 

où f est une application définie sur Ek à valeurs dans E. 

Exemple : On considère la suite ( un)nEN définie par 

{ 
Uo = Ü, 

U1 = -1 

VnEN, 

On vérifie que 
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10.2 Théorème du point fixe 
pour un espace métrique complet 

Théorème 10.1 (Du point fixe) Soit ( E, d) un espace métrique complet et une 
application f : E ---+ E une application contractante, c'est-à-dire qu'il existe un 
réel k E [O, 1 [ vérifiant 

'r/(x,y) E E 2 , d(f(x),f(y)):::; k.d(x,y). 

Alors f admet un unique point fixe et toute suite de la forme 

{ 
uo E E, 

'r/n EN, Un+i = f(un), 

est convergente vers ce point fixe. 

Preuve. Existence du point fixe. 
On considère ( Un)neN une suite de E définie par uo élément de E et 

'r/n EN, Un+i = f(un)· 

Montrons que cette suite est de Cauchy. Par une récurrence évidente, on obtient 

Pour tous entiers positifs pet q tels que p > q, on a 

p-1 p-1 

d(uq, Up) ::=; L d(un+l, Un) ::=; L knd(u1, uo) 
n=q n=q 

1 - kp-q 1 
= d(u1,uo)kq 1 _ k :::; d(u1,uo)kq 1 _ k' 

Cette dernière suite converge vers 0 lorsque q tend vers +oo. Soit c un réel stric
tement positif. Il existe un naturel N vérifiant, 

'r/n;::: N, 0:::; d(u1, uo)kn 1 ~ k < €. 

D'où, 
'r/p;::: N, 'r/q;::: N, d(up,uq) < c. 

La suite (un)nEN est de Cauchy donc convergente car (E, d) est un espace métrique 
complet. Notons l sa limite. D'une part 

lim Un+i = l. 
n-++oo 

D'autre part l'application f est continue car lipschitzienne. Ainsi, 

lim Un+i = lim f(un) = f(l). 
n-++oo n-++oo 
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Ainsi, f (l) = l et l est un point fixe. 
Unicité du point fixe. 
Considérons x et y deux points fixes de l'application f. Ces deux éléments vérifient 

d(x, y) :::; kd(x, y), 

donc 
(1 - k)d(x, y) :::; 0 

le réel (1- k) étant strictement positif, on a d(x,y):::; 0, c'est-à-dire x =y. .ft 

Voici un exercice préliminaire à la preuve de la proposition 10.2. 

Exercice 10.2 Soient p un entier strictement positif, l un élément de E et (un)nEN 
une suite d'éléments de E tels que pour tout r E {O, · · · ,p - 1} la suite extraite 
(unp+r)nEN converge vers l. Montrer que la suite (un)nEN converge vers l. 

Solution. Soit e un réel strictement positif : 

'<Ir E {O, · · · ,p -1}, 3nr EN, /'<ln 2: nri d(unp+ri l) < €. 

Soit 

Nous obtenons 
'<ln 2: N, d(un,l) < €. 

La proposition suivante sera, en particulier, utilisée dans les chapitres 25, 
26 et 27 pour établir l'existence et l'unicité de solutions de certaines équations 
différentielles, solutions vérifiant des conditions initiales (Condition de Cauchy). 

Proposition 10.2 Soient (E, d) un espace métrique complet, p un entier stric
tement positif et f : E -t E tels que l'application fP = f o ···of soit contrac...____., 

p fois 

tante. Alors f admet un unique point fixe et toute suite de la forme 

{ 
uo E E, 

'<ln EN, Un+i = f(un), 

est convergente vers ce point fixe. 

Preuve. D'après le théorème précédent, l'application fP admet un point fixe 
unique que l'on notera l. Montrons que cet élément est également unique point 
fixe de l'application f. On a 

f(l) = f(jP(l)) = fP+l(l) = jP(j(l)). 
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Nous remarquons que f(l) est point fixe de fP. Celui-ci étant unique, on obtient 
f(l) = l. D'autre part, f ne peut avoir deux points fixes distincts car tout point 
fixe de f est point fixe de fP. Considérons une suite d'éléments de E définie pàr 

{ 
uo E E, 

Vn EN, Un+l = f(un)· 

Considérons, pour tout entier r compris entre 0 et (p - 1), la suite extraite 

Nous remarquons qu'une telle suite peut être définie par son premier terme Ur et 
par la relation de récurrence d'ordre 1 

Vn EN, U(n+l)p+r = JP(unp+r)· 

On en déduit que, pour tout entier r compris entre 0 et (p - 1), la suite extraite 
(unp+r)nEN est convergente vers l. Le résultat de l'exercice 10.2 nous permet de 
dire que la suite (un)nEN est convergente vers l. .ft 

10.3 Théorème du point fixe 
pour un espace métrique compact 

Théorème 10.3 (Du point fixe) On considère (E, d) un espace métrique com
pact et une application f : E --t E tels que 

V(x,y) E E 2 , x =fa y:::} d(f(x),f(y)) < d(x,y). (10.5) 

Alors f admet un unique point fixe et toute suite de la forme 

{ 
Uo E E, 

Vn EN, Un+i = f(un), 

est convergente vers ce point fixe. 

Preuve. Établissons dans un premier temps l'existence et l'unicité du point fixe. 
Considérons l'application g définie sur Epar 

g: E --t R. 

x i-----t d(x, f(x)). 

L'application f est continue car lipschitzienne. L'application g est donc également 
continue sur E espace métrique compact. Elle est ainsi bornée et atteint ses bornes. 
Considérons un élément l de E vérifiant 

mind(x,f(x)) = d(l,f(l)). 
xEE 
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Si f (l) était différent de l, nous aurions 

d(f (l), f (f (l))) < d(l, f (l)) = min d(x, f (x) ), 
xEE 

ce qui est impossible. Nous avons établi l'existence d'un point fixe. 
Soient l et l' points fixes de l'application f. On a 

d(f(l), f(l')) = d(l, l') 

d'où 
l = l'. 

f admet donc un unique point fixe que l'on notera l. On considère une suite 
(un)nEN définie par 

{ 
Uo E E, 

VnEN, 

et la suite (vn)nEN définie par, 

Vn EN, Vn = d(un, l). 

Cette dernière suite est décroissante. En effet, soit n un entier naturel. 

1. Si Un -:/:- l, 
d(un+i.l) = d(f(un),f(l)) < d(un,l). 

2. Si Un= l, 
d(un+l• l) = d(un, l) =O. 

Cette suite est minorée par 0, donc convergente vers un réel que l'on note a:. 
L'espace métrique E étant compact, nous pouvons considérer (urp(n)) une suite 
extraite de la suite (un)nEN, convergente vers un élément de E que l'on note li. 
Nous avons, 

a= lim Vrp(n) = lim d(urp(n)> l) = d(li, l), n-++oo n-++oo 
et 

a= lim Vrp(n)+l= lim d(urp(n)+1,l)= lim d(f(urp(n)),l)=d(f(li),l). 
n-++oo n-++oo n-++oo 

D'après les hypothèses du théorème, nous obtenons 

a= d(li, l) = d(f(li), f(l)) =O. 

On en déduit que la suite (vn)nEN est convergente vers 0 et que la suite (un)nEN 
converge vers l'unique point fixe l. 

Remarque 10.2 Remarquons que le théorème tombe en défaut si nous remplaçons 
dans l'hypothèse « compact» par « complet». Choisissons E = JR+. On considère 
l'application f définie par 

f : JR+ ---+ JR+ 
1 

X f-----t X + x+l 

En dérivant cette fonction et en utilisant l'inégalité des accroissements finis, on 
remarque qu'elle vérifie l'hypothèse 10.5 mais n'admet pas de point fixe. 
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10.4 Suites réelles récurrentes d'ordre 1 

10.4.1 Propriétés 

Dans cette section, I représente un intervalle réel, f une application définie sur 
I à valeurs dans I et ( un)nel\I une suite définie par 

{ 
Uo E J, 

\:/n EN, Un+l = f(un), 

Voici deux propositions permettant de donner des précisions sur le comportement 
et la convergence éventuelle de la suite (un)nEN· 

Proposition 10.4 1. Si l'application f est croissante sur I, alors la suite 
( un)nel\I est monotone. 

2. Si l'application f est décroissante sur I, alors les suites (u2n)nel\I 
et(u2n+i)neN sont monotones de sens de variation opposé. 

Preuve. 

1. Si l'application f est croissante, alors pour tout entier positif n, le signe du 
réel (un+2 - Un+i), c'est-à-dire f(un+i) - f(un), est celui de (un+l - Un)· 
La suite (un+l - Un)nEN est donc de signe constant. 
- Si U1 > uo, alors (un)nEN est croissante, 
- Si U1 < uo, alors (un)nEN est décroissante. 
On peut remarquer que, s'il existe un entier naturel p tel que up+l = up, 
alors up est point fixe de l'application f et la suite (un)nEN est stationnaire. 

2. Si l'application f est décroissante, alors l'application f o f est croissante. 
On en déduit que les suites (u2n)nel\I et(u2n+i)nEN sont monotones. D'autre 
part, l'application f étant décroissante, les signes de (u3 -u1 ) et de (u2 -u0 ) 

sont opposés. Les suites (u2n)nel\I et(u2n+i)nEN sont donc monotones de sens 
de variation opposé. 

Proposition 10.5 Si la suite (un)(nEN) est convergente vers un réel l appar
tenant à I et si f est continue en ce point, alors il est point fixe pour l'appli
cation f. 

Preuve. L'application f étant continue en let la suite (un)neN étant convergente 
vers l, la suite (f(un))neN est convergente vers f(l) (proposition 3.7, page 37). Or, 

\:/n EN, f(un) = Un+l· 

On en déduit que la suite (f(un))nEN converge vers let que celui-ci est un point 
~- . 
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Remarque 10.3 Attention! Si l'intervalle I n'est pas fermé, la limite l n'appar
tient pas toujours à celui-ci. Dans ce cas, l ne peut être point fixe. On pourra pour 
cela étudier l'exercice 10.4. 

10.4.2 Points fixes attractifs, points fixes répulsifs 

Points fixes attractifs 

Proposition 10.6 Soient f une fonction numérique définie sur un intervalle 
0 

Jet l un point fixe de f appartenant à I. Si f est dérivable en l avec lf'(l)I < 1, 
on dit que l est un point fixe attractif. Il existe alors un réel a strictement positif 
tel que : 

Toute suite ( Un)nEJ\I de la forme 

{ 
uo E]l - a, l +a[, 

Vn EN, Un+l = f(un)· 

est définie et converge vers l. 

0 

Preuve. On considère une application f définie sur un intervalle I, l E I un point 
fixe attractif de f, c'est-à-dire f(l) =let lf'(l)I < 1. On a 

lim 1 f(t) - l, = lf'(l)I. 
t-+l t - l 

Soit r un réel appartenant à l'intervalle Jlf'(l)I, l[. Il existe un réel strictement 
positif a tel que 

]l - a, l + a[c I, 

et 

Vt E]l - a,l + a[\{l}, 1 f~t~ ~ l' :'.S; r. 

L'intervalle ]l - a, l +a[ est stable par l'application f car 

Vt E]l - a, l +a[, 0 :'.S; lf(t) - li :'.S; r lt - li <ra < a. 

Toute suite de la forme 

{ 
uo E]l - a, l +a[, 

Vn EN, Un+i = f(un)· 

est donc bien définie. D'autre part, 

Vn EN, lun+l - li = lf(un) - f(l)I :'.S; rlun - li. 

Par une récurrence évidente, on obtient 

Vn EN, lun - li :'.S; rnluo - li. 

On en déduit que la suite (un)nEJ\I est convergente vers l. 
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Points fixes répulsifs 

Proposition 10. 7 Soient f une fonction numérique définie sur un intervalle 
0 

I à valeurs dans I et l un point fixe de f appartenant à I. Si f est dérivable 
en l avec lf'(l)I > 1, on dit quel est un point fixe répulsif. Si une suite de la 
forme 

{ 
Uo E J, 

VnEN, 

est convergente vers ce point fixe répulsif l, alors elle est stationnaire. Si, de 
plus, l'application f est injective alors elle est constante. 

Preuve. On considère une application f définie sur un intervalle I à valeurs dans 
0 

I, l(E I) un point fixe répulsif de f, c'est-à-dire f(l) =let lf'(l)I > 1. On a 

lim 1 f(t) - l, = lf'(l)I. 
t-+l t - l 

Soit r un réel appartenant à l'intervalle ]1, lf'(l)I[. Il existe un réel strictement 
positif a tel que 

]l - a, l + a[c I, 

et 

Vt E]l - a,l + a[\{l}, 1f;t~~l'2 r. 
Donc, 

Vt E]l - a, l +a[, lf(t) - li 2 r lt - li. 
On suppose la suite (un)nEN convergente vers l. Il exite un entier naturel n0 

vérifiant 
\:/n 2 no, lun - li < a. 

En conséquence, 

\:/n 2 no, lun+l - li = lf(un) - f(l)I 2 rlun - li. 

Par une récurrence évidente, on obtient 

\:/n 2 no, lun - li 2 rn-nolun0 - li. 

Le réel r étant strictement supérieur à 1, la suite (un)nEN ne peut être convergente 
vers l que si 

lun0 - li= O. 

Ainsi, 
\:/n 2 no, Un = l. 

La suite ( un)nEN est stationnaire. 
Si l'application f est injective, alors l'application r 0 est également injective. De 

r 0 (uo) = Un0 = l = r 0 (l), 

on déduit que uo = l. 
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10.4.3 Exercices 

Exercice 10.3 Soit a un réel. Étudier la nature et le comportement de la suite définie 

par 

{ uo =a, 

VnEN, Un+i = cos(un)· 

Solution. Remarquons que 

cos(~) = [-1; 1] et cos([-1; 1]) C [O, 1]. 

Le réel u2 appartient au segment [O; l]. Il suffit donc d'étudier la restriction de la 
fonction cosinus au segment [O; 1] : 

cos : [O; 1] ----+ [O; 1] 

X t----t COS X. 

Nous avons 
Vx E [O; 1], 1cos'(x)I=1 sin xi :::; sin 1 < 1. 

La fonction cosinus est ainsi contractante sur l'espace complet [O; 1]. La fonction 
cosinus admet un unique point fixe a sur ce segment et la suite ( un)nEN converge 
vers ce point fixe. La fonction cosinus étant décroissante sur le segment [O; 1], les 
suites (u2n)nEN et (u2n+1)nEN sont adjacentes et convergent vers a. On a ainsi un 
majorant de l'erreur avec: 

Exercice 10.4 On considère la fonction f définie sur l'intervalle ~+*, à valeurs dans 
ce même intervalle, par 

f : ~+* ----+ ~+* 

x t----t ~+sin2 (~) 

1. Vérifier que f est continue sur ~+*. 

2. Montrer que la suite définie par 

{ 
Uo = 1, 

Un+l = f(un)· 

est convergente vers un réel qui n'est pas un point fixe de f. 
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Solution. 

1. Évident. 

2. On vérifie simplement que 

VnEN, 

Cette suite est convergente vers 0 qui n'est pas point fixe. 

Exercice 10.5 On considère l'application f définie sur JR+* par 

X 

Soit a un réel strictement positif. On considère la suite (un)nEN définie par 

{ 
uo =a, 

Vn EN, Un+l = f(un)· 

Étudier, suivant la valeur de a, la nature de la suite (un)nEN· 

Solution. Supposons la suite ( un)nEN convergente. Celle-ci étant à valeurs dans 
JR+*, sa limite appartient à JR+, l'adhérence de JR+*. 

1. Nous avons 
lim f(x) = +oo. 

x-+O+ 

La suite ( Un)nEN ne peut converger vers O. En effet, on aurait 

lim Un+l = lim f(un) = +oo. 
n-++oo n-++oo 

Ceci est impossible. 

2. La limite de la suite ( un)nEN appartient à JR+*. La fonction f étant continue 
sur JR+*, cette limite est un point fixe de f. 

3. Étude des points fixes de l'application f. 
Un réel est point fixe de f si et seulement si il est un zéro de l'application 

g : JR+* ----t JR+* 

x ~ x2 -e-"'. 

Après une étude rapide, on remarque que g réalise une bijection strictement 
croissante de JR+* sur l'intervalle ]-1; +oo[. L'application fa donc un unique 
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point fixe que l'on notera a. La limite de la suite (un)nEN est donc ce point 
fixe a. L'application f est dérivable sur JR+* avec, 

Or, 

J'(a) = -e-°'(~ + l) =-(a+ 1). 
a 

Le réel a étant strictement positif, on a lf'(a)I > 1. Il est point fixe répulsif 
de f. L'application f étant injective, nous savons, d'après la proposition 10.7, 
que la suite ( un)nEN est constante. 
En conclusion, la suite ( un)nEN est convergente si et seulement si uo = a. 

Exercice 10.6 On considère l'application f définie par 

f: [-1, 1] ~ [-1, 1] 
X 1----t 2x2 - 1. 

Le but de cet exercice est l'étude, suivant les valeurs du réel a appartenant au segment 
[-1, 1]. du comportement asymptotique de la suite définie par 

{ 
uo =a, 

'Vn EN, Un+i = f(un)· 

1. (a) Vérifier que l'application f admet exactement deux points fixes: 1 et-~. 

{b) En déduire que, si la suite (un)nEN est convergente, sa limite est l'une de 
ces deux valeurs. 

2. Montrer qu'il existe un unique réel a appartenant au segment [O, 1] vérifiant 

a= cos(mr). 

3. Pour tout entier naturel n, écrire le réel Un en fonction den, a et de l'application 
cosinus. 

4. Déterminer l'ensemble A1 des réels a appartenant au segment [-1, 1]. pour 
lesquels la suite ( un)nEN est convergente vers 1. Montrer que A1 est une partie 
dénombrable dense du segment [-1, 1]. 

5. Déterminer l'ensemble A(-!) des réels a appartenant au segment [-1, 1]. pour 

lesquels la suite (un)nEN est convergente vers-~. Montrer que A(-!) est une 

partie dénombrable dense du segment [-1, 1]. 

6. En déduire l'ensemble A des réels a appartenant au segment [-1, 1] tels que la 
suite (un)nEN soit convergente. 
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7. Montrer que, si a est rationnel, alors la suite (un)nEl'il est périodique à partir 
d'un certain rang, c'est-à-dire 

3p E N*, 3no E N, 't:/n ~ no, Un+p = Un. 

Solution. 

1. (a) Il suffit de résoudre dans (-1, 1], l'équation f(x) = x. On obtient le 
résultat désiré. 

(b) Si la suite (un)nEJ\I, à valeurs dans le segment (-1, 1] est convergente, 
sa limite l appartient à ce segment, partie fermée de R L'application 
f étant continue sur son ensemble de définition et en particulier en l, 
celui-ci est un point fixe de f. Les seules limites sont donc 1 et (-~). 

2. L'application 
g: (0,1] ~ [-1,1] 

x t--t cos(7rx), 

réalise une bijection strictement décroissante de (0, 1] sur (-1, l]. On en 
déduit qu'il existe un unique réel a appartenant au segment (0, 1] vérifiant 
a= cos(a7r). 

3. Effectuons une preuve par récurrence. Considérons pour tout entier naturel 
n, la proposition 

P 11 ( 2n )" n: Un=COS Œ11". 

Nous avons Po. 
Soit n un entier naturel. Montrons que 

Un+i = f(un) = 2.cos2 (2na7r) -1 = cos(2.2na7r) = cos(2n+la7r). 

On en déduit que 
't:/n EN, Un = cos(2na7r). 

4. Le réel 1 est un point fixe répulsif de l'application f car f'(l) = 4. Si la suite 
(un)nEl'il est convergente vers 1, elle est stationnaire. Il existe alors un entier 
naturel n vérifiant 

cos(2na7r) = 1. 

On en déduit que la suite ( un)nElll est convergente vers 1 si et seulement si 
il existe deux entiers naturels n et p vérifiant 

p 
a= 2n-l' 

c'est-à-dire si et seulement si a est un nombre dyadique. Notons V(o,l]• l'en
semble des nombres dyadiques appartenant au segment [O, 1]. On obtient 

A1 = {cos(a7r)/a E V[o,11}· 
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L'ensemble V(o,i1 est dénombrable puisqu'il est inclus dans l'ensemble des 
nombres rationnels. L'ensemble Ai est donc dénombrable. Montrons que Ai 
est dense dans [-1, l]. Soit a un élément de ce segment. Considérons le réel 
a élément de [O, 1] vérifiant a = cos(œrr). Le réel a est limite d'une suite 
de nombres dyadiques (an)nE!ll à valeurs dans V(O,il· L'application cosinus 
étant continue en a, la suite (cos(an))nElll est convergente et 

lim cos(an) = cos(a) =a. 
n-++oo 

Ai est dense dans le segment [-1, 1]. 
5. Le réel (-!) est un point fixe répulsif de l'application f car!'(-!) = -2. 

Si la suite (un)nElll est convergente vers (-!),elle est stationnaire. Il existe 
alors un entier naturel n vérifiant 

1 
cos(2nmr) = - 2. 

La suite ( un)nElll est convergente vers ( -! ) si et seulement si le réel a vérifie 
l'une des deux propositions (10.6) ou (10.7) : 

3(n,p) E N2, 2n 2 a= 3 +2p, (10.6) 

3(n,p) E N2 , 
n 4 

2 a= 3 +2p. (10.7) 

En remarquant que 
(10.6):::? (10.7), 

la suite (un)nElll est convergente vers (-!) si et seulement si le réel a vérifie 
la proposition (10. 7) : 

2 p 
3(n,p) E N2, a= --i + --i · 3.2n- 2n-

Notons Vfo.ii• l'ensemble des nombres réels appartenant au segment [O, 1] et 
vérifiant la proposition (10.7). On obtient 

A(-!)= {cos(mr)/a E V[o,i1}· 

L'ensemble V[o,ii est dénombrable puisqu'il est inclus dans l'ensemble des 
nombres rationnels. L'ensemble A(-!) est donc dénombrable. Montrons que 

A(-!) est dense dans [-1, 1]. Soit a un élément de ce segment. Considérons 

le réel a élément de [O, 1] vérifiant a= cos(a7r). On considère (an)nE111 la suite 
des approximations dyadiques par défaut de a. La suite (.Bn)nE!ll* définie par 

Vn EN*, 
2 

.Bn = 3.2n-i + Ün-i 

est également convergente vers a. L'application cosinus étant continue en a, 
la suite ( cos(,6n) )nElll* est convergente et 

lim cos(.Bn) = cos(a) =a. 
n-++oo 

Cette dernière suite est à valeurs dans V[o,i] · L'ensemble A(-!) est dense 

dans le segment [-1, 1]. 
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A= A1 UA(-!) 

est l'ensemble des réels a appartenant au segment (-1, 1], pour lesquels la 
suite ( un)nEN est convergente. A est une partie dénombrable et dense de 
(-1, l]. 

7. Écrivons le réel a à l'aide de son développement dyadique: 

où pour tout entier naturel k, ak appartient à {O; 1}. Remarquons que 

Vn E N*, Un = cos(2n?ra) =cos ( 7r (~ ak.2n-k) + 7r (~ 2:~n)) 

= COS ('Ir f 2:~n) = COS ('Ir f a~kn) · 
k=n k=O 

Si le réel a est rationnel, son développement dyadique est périodique à partir 
d'un certain rang, c'est-à-dire 

3p E N*, 3no E N, Vn 2: no, an+p = an. 
Ainsi, 



Chapitre 11 

Vitesse et accélération de 
convergence de suites réelles 

11. l Vitesse de convergence d'une suite réelle 

Remarque 11.1 Nous étudierons, dans les exercices 11.2 et 11.4, la vitesse de 
convergence de suites définies à l'aide de séries. La notion de série et la notation de 
la limite d'une série convergente sont indiquées ultérieurement, dans le chapitre 15. 

Définition : On considère une suite réelle ( un)nEN convergente vers un 
réel l. 

1. On suppose que la suite de terme général 

Un+l - l 
Un -l 

est convergente. On note >. sa limite. 

(a) Si l>.I = 1, on dit que la convergence est lente, 

(b) si l>.I E]O, 1[, on dit que la convergence est géométrique de 
rapport>., 

( c) si >. = 0, on dit que la convergence est rapide. 

2. Soit r un réel strictement supérieur à 1. On dit que la convergence 
de la suite ( un)nEN vers l est d'ordre r si la suite 

est bornée. On remarque, que dans ce cas, la convergence de la 
suite est rapide. 
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11.1.1 Premiers exemples de vitesse de convergence 

Exercice 11.1 Donner les vitesses de convergence des suites de terme général : 

1. ~. ~. ~' (k EN*), Fn' 1!n. 
2. qn (q E) - 1, 1[). 

3. fh. 

Solution. De façon évidente, on trouve que la convergence vers 0 est 

1. lente, 

2. géométrique de rapport q, 

3. rapide. 

Exercice 11.2 On sait (exercice 21.1) que 

+oo 1 71"2 

Ln2 = 6· 
n=l 

On considère (Sn)nEN* la suite des sommes partielles définie par 

1. Montrer que 

n 1 
Sn= L k2" 

k=l 

Vn 2 1, 

1 71"2 1 
Vn >_ 1, -- < - - S < -

n+ 1 - 6 n - n" 

2. En déduire la vitesse de convergence de la suite (Sn)nEN* vers ~2 • 

Solution. 

1. 

Vn 2 1, 
2 +oo 1 
~ - Sn = Rn = L k2 • 

k=n+l 

L'application t 1-+ b étant strictement décroissante sur l'intervalle [1, +oo[, 
nous avons 

Vk 2 2, 
rk+l dt < _..!:.._ < rk dt 

Jk t2 - k2 - lk-1 t2. 

Les trois séries correspondant aux termes ci-dessus sont convergentes. Ainsi, 
à la limite, 

1+oo dt +oo 1 1+oo dt 
t2 :::; I: k2 :::; t2 • 

n+l k=n+l n 
Vn 2 1, 

On obtient ainsi le résultat désiré. 
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2. En utilisant le résultat de la première question, on obtient 

D'où, 
1T2 s 6 - n+l n 

2 rv--rvl. 
~ -Sn n+ 1 

Ainsi, la convergence de la suite (Sn)nEN• vers ~2 est lente. 

11.l.2 Suites convergentes vers e 

149 

Dans cette section, nous considérons trois suites réelles ( Un)nEN•, ( Vn)nEN ( exer
cice 11.3) et (wn)nEN (exercice 11.4) C'.Onvergentes toutes les trois vers le réel e. 
Pour chacune de ces suites, la convergence est respectivement, lente, géométrique 
de rapport ~ et rapide. 

Exercice 11.3 On considère la suite (un)nEN* définie par 

l. Montrer que cette suite est convergente et déterminer sa limite. 

2. Quelle est la vitesse de convergence de ( un)nEN* ? 

3. Même question avec la suite (vn)nEN définie par 

Solution. 

1. La suite ( un)nEN• est à valeurs strictement positives. 

Ainsi, 

Vn;:::l, ln(un)=nln(l+~)· 

n 
ln(un) rv - = 1. 

n 

La suite (ln un)nEN• est convergente vers 1 et l'application exponentielle 
continue en 1. Donc, 

lim Un= lim exp (ln( un))= exp(l) = e. 
n-++oo n-++oo 
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2. Effectuons le développement limité à l'ordre 1 en 0 de la fonction 

f : JR+* - JR+* 
1 

X t----t (l+x)'". 

Nous avons 

1 1 ( x2 2 ) X ln (f(x)) = x ln(l + x) = x x - 2 + o(x ) = 1 - 2 + o(x). 

X X X 
f(x) = exp(lnf(x)) = exp(l-2+o(x)) = e.exp(-2+o(x)) = e(l-2+o(x)). 

On obtient 

puis, 

et 

e 
U -erv--

n 2n 

Un+l - e rv _n_ rv 1. 
Un-e n+l 

On en déduit que la convergence de la suite ( un)nEN• vers e est lente. 

3. La suite ( vn)nEN est une suite extraite de la suite ( Un)nEN*. Elle converge 
vers e. En utilisant le développement limité d'ordre 1 en 0 de la fonction f 
définie dans la question précédente, on obtient le développement asympto
tique suivant : 

Ainsi, 
e 

Vn - e rv - 2n+l' 

Vn+i -e 1 
---rv-

Vn -e 2 

On en déduit que la convergence de la suite ( vn)nEN vers e est géométrique 
de raison~-

Exercice 11.4 On considère la suite (wn)nEN convergente verse et définie pour tout 
naturel n par 

n 1 
Wn= Lk!" 

k=O 

Nous savons que la suite (wn)nEN est convergente verse (exercice 7.3 ou proposition 
18.17). 
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1. Montrer que pour tout entier naturel n, on a 
1 

1 2 
( n + 1) ! < e - Wn < ( n + 1) ! · 

2. En déduire que la convergence de la suite (wn)nEN est rapide. 

3. Soit r un réel strictement supérieur à 1. Montrer que la suite (tn)nEN définie 
par 

VnEN, 

est non bornée. 

t _ e-wn+l 
n - (e -wnr 

En déduire que la convergence de la suite (wn)nEN verse ne peut être d'ordre r. 

Solution. 
1. On note (Rn)nEN la suite des restes : 

VnEN, 

Il est évident que 

+oo 1 
e - Wn = Rn = L k!. 

k=n+l 

VnEN, 
+oo 1 n+l 1 1 

Rn = L k! > L k! = (n + 1)! · 
k=n+l k=n+l 

D'autre part, 

1 +oo 1 1 1 ( +oo 1 ) 
\:/n EN, Rn = (n + 1)! + L k! = (n + 1)! + (n + 1)! L (n + 2) .. · k 

k=n+2 k=n+2 

< (n ~ 1)! + (n ~ 1)! ( ~ 2k-
1n-1) = (n ~ 1)! ( ~ 2k-

1n-1) = (n ~ 1)! · 
k=n+2 k=n+l 

2. À l'aide des inégalités obtenues dans la question précédente, on a 

VnEN, 
1 e -Wn+i 2 

( ) < < ( )' 2 n + 2 e - Wn n + 2 

La convergence de la suite ( wn)nEN vers e est rapide. 
3. En utilisant les inégalités de la première question, on obtient 

\:/n EN*, 
e - Wn+l ((n + l)!r 1 nrr+l kr 

tn = (e - wnr > 2r(n + 2)! = 2r+i k=2 k + 1 · 

Ce dernier terme est un produit de réels strictement positifs. De plus, 
kr 

lim -- = +oo 
k-++oo k + 1 

nous permet de dire que la suite (tn)nEN tend vers plus l'infini et donc est 
non bornée. On en déduit que la convergence de la suite (wn)nEN ne peut 
être d'ordre r. 
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11.1.3 Suites convergentes vers 7r 

Exercice 11.5 1. On considère la suite (an)nEN• définie par 

\:ln~ 1, an= nsin (~). 

Montrer que cette suite est convergente vers 7r et déterminer sa vitesse de conver
gence. 

2. On considère la suite (un)nEN définie par 

Montrer que cette suite est convergente vers 7r et déterminer sa vitesse de conver
gence. 

Solution. 

1. En utilisant le développement limité à l'ordre 3 en 0 de la fonction sinus, 
nous obtenons le développement asymptotique suivant de la suite (an)nEN• : 

On en déduit que la suite (an)nEN• est convergente vers 7r. De plus, 

n2 

(n + 1)2 ,....., 1. 

La convergence est lente . 
• 

2. La suite (un)nEN est une suite extraite de la suite (an)nEN· Elle est conver-
gente vers 7r. Elle admet le développement asymptotique suivant : 

Ainsi, 
7r3 

u - 7r,....., --- et 
n 6.22n 

1. Un+l - 7r 1 
lm = -. 

n->+oo Un - 7r 4 

La convergence de la suite ( un)nEN est géométrique de rapport i. 

Remarque 11.2 La construction de ces suites a pour but l'obtention d'une valeur 
approchée du réel 7r. Attention, pour donner la valeur d'un réel an ou d'un réel 
un, on doit s'interdire d'utiliser le nombre 7r. Il est donc difficile, voire impossible, 
d'exploiter la suite (an)nEN•. Ce qui n'est pas le cas de la suite (un)nEN qui peut 
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être définie à l'aide d'une récurrence. En effet, considérons la suite (cn)nE définie 
par 

Vn ~ 1, Cn =cos c;) . 
Nous remarquons que cette suite est à valeurs réelles positives et strictement po
sitives à partir du rang 2. Nous avons, 

Vn ~ 1, Cn =cos c;) = 2cos2 (2n11'+1)-1=2c;+l -1. 

Ainsi, 

Vn~l, Cn+1=~. 
D'autre part, 

Donc, 

Vn ~ 1, 
Un 

Un+l = --. 
Cn+l 

En conclusion, 

{ c, ~ 0, U1 = 2, 

Vn ~ 1, c -~ (11.8) n+l - 2 

Vn ~ 1, u -~ n+l - Cn+l • 

On peut ainsi calculer les différentes valeurs de la suite ( un)nEN. 

11.1.4 Suites convergentes vers un point fixe attractif 

La définition des points fixes attractifs est donnée dans la section 10.4.2, page 
139. On considère f une fonction numérique définie sur un intervalle I et une suite 
(un)nEN définie par une récurrence de la forme Un+l = f(un) et convergente vers 
l, un point fixe attractif de f. On supposera qu'à partir d'un certain rang, Un =f l. 
Étudions la vitesse de convergence de cette suite. Nous avons 

lim f(t) - l = J'(l). 
t-+l t - l 

La suite ( un)nEN étant convergente vers l, nous obtenons 

lim Un+l - l = J'(l). 
n-++oo Un - l 

Le réel l étant un point fixe attractif, nous avons lf'(l)I < 1. Deux cas se présentent: 

1. !' ( l) =f o. 
La vitesse de convergence de la suite ( un)nEN est géométrique de rapport 
!' (l). 
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2. f'(l)=O. 
La vitesse de convergence de la suite ( un)nEN est rapide. 
Si l'on suppose que l'application f est p fois dérivable en l (p;::: 2) avec 

\fk E {1, 2,. .. , (p - 1)}, f(k) (l) = 0, 

la formule de Taylor-Young à l'ordre p permet d'écrire : 

. f(t) - l f(P)(l) 
hm =--. 
t-+l (t - l)P p! 

Donc, 

1. Un+i - l f(P) (l) 
1m 

n-++oo (Un - l)P p! 

La vitesse de convergence de la suite (un)nEN vers l est d'ordre p. 

11.2 Accélération de la convergence d'une suite 

11.2.1 Définitions 

Définition : Si ( un)nEN et ( vn)nEN sont deux suites convergentes vers 
un même réel l, on dit que la convergence de la suite (vn)nEN est plus 
élevée que celle de (un)nEN si Vn - l = o(un - l). 

Il 
Définition :Accélérer la convergence d'une suite consiste à construire 
à partir de cette dernière une autre suite qui converge plus vite vers la 
même limite. 

Remarque 11.3 Nous proposons dans cette section deux méthodes d'accélération 
de convergence de sùite à convergence géométrique : 

1. La méthode de Richardson est préconisée lorsque l'on connait À, le rapport de 
convergence géométrique, et que l'on autorise son utilisation dans les divers 
calculs. 

2. Dans le cas contraire, la méthode d'Aitken sera utilisée. 

11.2.2 Méthode d'accélération de Richardson 

Théorème 11.1 On considère une suite (un)nEN convergente vers un réel l 
avec une convergence géométrique de rapport À {O < IAI < 1}. Alors la suite 
( Vn)nEN définie par 

VnEN, 
Un+I -ÀUn 

Vn = 1-À 

converge vers l plus vite que la suite (un)nElll· Cette méthode d'accélération est 
appelée méthode d'accélération de Richardson. 
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Preuve. La suite (vn)neN est combinaison linéaire de suites convergentes donc 
convergente. Sa limite est 

l -Àl 
lim Vn = -1 , = l. 

n-++oo - /\ 

D'autre part, 

\ln E N, _ l _ Un+i - ÀUn _ l _ ( Un+i - l) - À( Un - l) 
Vn - 1-À - 1-À 

et 

VnEN, 

On en déduit que 

Vn - l = _1 _ ( Un+l - l _ À) . 
Un-l 1-À Un-l 

1. Vn - l _ Q 
lm --- . 

n-++oo Un - l 

La convergence de la suite (vn)neN vers lest plus rapide que celle de (un)neN· ilt 

Quelle est alors la vitesse de convergence de la suite accélérée? Étudions la 
situation dans un cas particulier. 

Proposition 11.2 On considère une suite ( Un)neN admettant un 
développement asymptotique de la forme 

où a est un réel non nul et 0 < IÀI < 1. Alors (un)neN converge vers l avec une 
convergence géométrique de rapport À. 

Preuve. 

Un+l - l aÀn+l 
-'----- rv -- rv À. 

Un - l aÀn 

D'où le résultat. 

Remarque 11.4 Attention, la réciproque est fausse. On peut le vérifier par exemple 
avec les suites (nÀn)nEN OU e: )neN• · 
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Proposition 11.3 On considère une suite ( un)nEN admettant p.n 
développement asymptotique de la forme 

Un = l + a.Xn + bµn + o(µn), 

où a et b sont des réels non nuls et 0 < lµI < l.XI < 1. Alors la suite 
(vn)nEN, accélérée de la suite (un)nEN avec la méthode de Richardson, admet 
un développement asymptotique de la forme 

où b' est un réel non nul. La convergence de la suite ( vn)nEN vers l est 
géométrique de rapport µ. 

Preuve. 

IM _ Un+l - ÀUn _ l b(µ - .X) n ( n) 
Vn E n1, Vn - 1 _ À - + 1 _ À µ + 0 µ · 

On pose b' = bf~>.>.). Ce réel est non nul. D'après la proposition 11.2, la convergence 
de la suite ( vn)nEN vers l est géométrique de rapport µ. if. 

Remarque 11.5 Pour utiliser la méthode de Richardson, il faut connaître la va
leur de À et pouvoir l'utiliser dans les calculs. S'il en est de même du réel a, on 
peut accélérer de façon plus simple la suite ( un)nEN en définissant la suite ( Vn)nEN 
par, 

La convergence de cette nouvelle suite vers l est géométrique de rapportµ. 

11.2.3 Itération de la méthode de Richardson 

On peut itérer la méthode d'accélération de Richardson. Voici un exemple de 
double itération. 



11.2. ACCÉLÉRATION DE LA CONVERGENCE D'UNE SUITE 157 

Proposition 11.4 On considère une suite (un)neN admettant un 
développement asymptotique de la forme 

où a, b etc sont des réels non nuls et 0 < !'YI < lµI < !Al < 1. Alors 

1. La suite ( un)neN converge vers l avec une convergence géométrique de 
rapport À. On note (vn)neN la suite accélérée de la suite (un)neN par la 
méthode de Richardson. 

2. La suite ( vn)neN admet un développement asymptotique de la forme 

Vn = l + b'µn + C1"fn + o("fn) 

où b' et d sont des réels non nuls. La convergence de la suite ( vn)neN 
vers l est géométrique de rapport µ. On note ( wn)neN la suite accélérée 
de la suite ( vn)neN par la méthode de Richardson. 

3. La suite ( wn)nEN admet un développement asymptotique de la forme 

Wn = l + C11"fn + C + o("!n) 

où c" est un réel non nul. La convergence de la suite ( wn)neN vers l est 
géométrique de rapport 'Y. 

Preuve. Il suffit de réitérer les calculs de la preuve précédente. 

Exercice 11.6 
en O. 

1. Donner un développement limité à l'ordre 7 de la fonction sinus 

2. En déduire un développement asymptotique de 

et appliquer à cette suite une double accélération. 

Solution. 

1. Voici le développement limité à l'ordre 7 de la fonction sinus en 0 : 

x3 x5 x7 
sinx = x - 31 + 5T - 71 + o(x7 ). 

2. Nous obtenons le développement asymptotique suivant : 
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En utilisant la proposition précédente, on construit avec la méthode de Ri
chardson les suites ( Vn)nEN et ( Wn)nEN par 

La convergence des suites ( Un)nEN, ( vn)nEN et ( wn)nEN vers 11" est géométrique 
de rapports respectifs ~' 116 et 614 • N'oublions pas que les termes de la suite 
(un)nEN se calculent à partir du système 11.8, page 153. 

11.2.4 Méthode d'accélération d'Aitken 

Dans toute cette section, on considère une suite ( un)nEN convergente vers un 
réel l. On supposera non seulement que pour tout entier naturel n, on a Un =f. l 
mais aussi Un+i =/:- Un. On suppose que la convergence est géométrique mais le 
rapport .À est supposé inconnu. Cette situation se produit par exemple lorsque l 
est un point fixe attractif d'une fonction f dont on ne connait pas la valeur exacte 
de f'(l). On peut prendre l'exemple de la fonction cosinus admettant un seul point 
fixe l. Il est facile de vérifier que -1 < - sinl <O. Ce point fixe est ainsi un point 
fixe attractif. Toute suite définie par une récurrence de la forme Un+i = cos Un et 
convergente vers l a une vitesse de convergence géométrique dont on ne connait 
pas le rapport. La méthode d'accélération d'Aitken est alors adaptée. Elle s'appuie 
sur celle de Richardson en utilisant la proposition suivante : 

Proposition 11.5 La suite (.Xn)nEN* définie par 

converge vers .À. 

Preuve. 

Vn 21, 

Vn21, 
, _ Un+l -Un 
lln -

Un - Un-1 

On en déduit que la suite (.Xn)nEN* est convergente avec, 

.À - 1 
lim .Àn = --1 = .À. 

n-++oo 1- À 

Corollaire 11.6 On peut tronver un rang no tel que pour tout n 2 no, .Àn =/:- 1. 
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Preuve. Évident puisque la limite de la suite (>.n)neN• est différente de 1. '9 

Théorème 11.7 On considère la suite (vn)n~no définie à partir du rang no 
par 

Vn :2: no, 

La suite ( Vn)n~no est une accélération de la suite ( un)neN. Cette méthode est 
appelée méthode d'accélération d'Aitken. 

Preuve. La suite ( vn)n~no est convergente avec, 

D'autre part, 

et 

l - >..l 
lim Vn = -- = l. 

n-++oo 1- À 

- l _ Un+l - ÀnUn - l _ (un+l - l) - Àn(Un - l) 
Vn - ---------~ 

1-Àn 1-Àn 

Vn;::: no, 

On en déduit que 
1. Vn - l Ü 
1m --= . 

n-++oo Un - l 

La convergence de la suite (vn)neN vers lest plus rapide que celle de (un)neN· '9 





Chapitre 12 

Espaces vectoriels normés 

12.1 Définitions 

Il Définition : Un espace vectoriel normé complet est appelé espace de 
Banach. 

Il Définition : Un espace vectoriel muni d'un produit scalaire est appelé 
espace préhilbertien. 

Il Définition : Un espace vectoriel préhilbertien et complet est appelé 
espace de Hilbert. 

Définition : On dit que le quadruplet (JE, +, x, . ) est une algèbre sur 
IK(= IR ou C) si 

1. (JE, +, . ) est un espace vectoriel sur OC, 

2. (JE,+, x) est un anneau, 

3. 

'if>.. E IK,'v'(u,v) E JE2, À.(u X v) = (.X.u) X V= u X (.X.v). 

Si, de plus, JE admet un élément unité pour la loi x, on dit que (JE,+, x,.) 
est une algèbre unitaire. 
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Définition: Soit (JE,+, x, .) une algèbre. On dit qu'une application 11-11 

est une norme d'algèbre si 

1. Elle est une norme pour l'espace vectoriel (JE,+,.). 

2. Elle vérifie 
V(u,v) E JE2 , llu x vll:::; llull.llvll. 

On dit alors que (JE, +, x, . ) muni de 11-11 est une algèbre normée. 

Définition :On considère une algèbre (JE,+, x, .) munie d'une norme 
d'algèbre 11·11· Si (JE,+,.) muni de la norme 11-11 est un espace vectoriel 
complet, on dit que (JE,+, x, .) munie de 11-11 est une algèbre de Banach. 

12.2 Comparaisons de normes 

Considérons un espace vectoriel E et deux normes sur E notées 11-11et11-11'· Pour 
les deux espaces vectoriels normés (E, li-ID et (E, 11-11'), les propriétés métriques 
peuvent être différentes. Donnons des exemples. Considérons C([O, 1],IR) le IR
espace vectoriel des fonctions définies et continues sur le segment [O, 1]. Considérons 
les normes 11-lloo et li-Ili définies par 

VIE C([O, 1],IR), llllloo = sup ll(t)I, 
tE(O;l] 

VIE C([O, 1],IR), 111111 = 11 
ll(t)ldt. 

Considérons la suite (Pn)nEN d'éléments de C([O, 1], IR) définie par 

Vn EN, Vt E [O, 1], Pn(t) = Vrï,.tn. 

Ona 

VnEN, 

La suite (Pn)nEN est non bornée pour la norme 11-lloo mais convergente .vers l'ap
plication nulle pour la norme li-Ili· Nous pouvons remarquer que 

VIE C([O, 1], IR), 111111 :::; llllloo· 

Ceci permet de dire que, si une suite de C([O, 1], IR) est bornée (respectivement 
convergente) pour la norme 11-11 00 , elle est bornée (respectivement convergente vers 
la même limite) pour la norme li-Ili. On dit que la norme 11-111 est plus fine que la 
norme 11-lloo· 

Définition : Soient E un espace vectoriel, 11-11 et 11-11' deux normes sur 
E. On dit que la norme 11-11 est plus fine que la norme 11-11' s'il existe un 
réel strictement positif k vérifiant 

Vx E E, llxll :::; kllxll'· 
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Nous avons vu plus haut que la norme 11-11= n'était pas plus fine que la norme 
li-Ili· Ceci nous permet d'introduire les normes équivalentes: nous dirons que deux 
normes sont équivalentes si chacune d'elles est plus fine que l'autre. 

12.3 Normes équivalentes 

Définition : Deux normes 11-11 et 11-11' sur un même espace vectoriel E 
sont dites équivalentes s'il existe deux réels strictement positifs k et k' 
vérifiant 

\:/x E E, llxll :::; kllxll' 
\:/x E E, llxll':::; k'llxll· 

Proposition 12.1 Considérons un espace vectoriel E et deux normes 
équivalentes sur E notées 11-11 et 11-11'· 

1. Une suite d'éléments de E est une suite de Cauchy pour la norme 11-11 si 
et seulement si elle est de Cauchy pour la norme 11-11'· 

2. Une suite d'éléments de E est une suite convergente pour la norme 11-11 
si et seulement si elle est convergente pour la norme 11-11'· La limite est 
commune pour les deux normes. 

3. Une partie de E est fermée (respectivement ouverte) de E pour la norme 
11-11 si et seulement si elle est fermée (respectivement ouverte) pour la 
norme de 11-11'. 

4. L'espace vectoriel normé (E, 11-11) est complet si et seulement si l'espace 
vectoriel normé (E, 11-11') l'est aussi. 

5. Une partie de E est une partie compacte de E pour la norme 11-11 si et 
seulement si c'est une partie compacte de E pour la norme 11-11'· 

6. Une partie de E est une partie connexe de E pour la norme 11-11 si et 
seulement si c'est une partie connexe de E pour la norme 11-11'· 

7. Une application définie sur une partie de E à valeurs dans un espace 
métrique est continue pour la norme 11-11 si et seulement si elle est continue 
pour la norme 11-11'· 

8. Une application définie sur un espace métrique à valeurs dans E est conti
nue pour la norme 11-11 si et seulement si elle est continue pour la norme 
11-11'. 

La preuve assez simple est laissée au lecteur. 
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Remarque 12.1 Attention! Les normes d'algèbre ne sont pas conservées. 

12.4 Espaces vectoriels normés de dimension finie 

12.4.1 Normes équivalentes en dimension finie 

Voici le très important théorème : 

Théorème 12.2 Toutes les normes définies sur un même espace vectoriel réel 
de dimension finie sont équivalentes. 

Preuve. Considérons (ei, e2, ···en) une base de E et la norme 11·11 00 définie par 

où (x1, x2, · · · , xn) sont les coordonnées de x dans la base (e1, e2, · · · , en)· 
Pour prouver le théorème, nous allons montrer que toute norme sur E est équivalente 
à la norme ll·lloo· 
Considérons donc 11·11 une norme sur E. Nous avons 

Considérons le réel strictement positif k = L:~=l lie& Ainsi, 

\lx E E, llxll ~ kllxlloo· 
La norme 11·11 est donc plus fine que la norme ll·lloo· 
Remarquons que nous travaillons avec deux normes distinctes. Pour énoncer une 
propriété topologique ou métrique (continuité, partie fermée, bornée, ... ) , il. est 
donc important d'indiquer pour quelle norme nous avons une telle propriété. 
Considérons S la sphère unité de E munie de la norme ll·lloo, c'est-à-dire 

S = {x E E, llxlloo = 1}. 

S est une partie fermée et bornée de (E, 11·11 00 ). Elle est, d'après la proposition 5.7, 
page 54, une partie compacte de (E, 11·11 00 ). Considérons l'application c.p définie sur 
S par 

c.p : s ---+.IR. 

X t--t llxll · 
Cette application est continue sur {S, li ·11 00 ) car lipschitzienne. En effet, 

V(x,y) E 82, lllxll - llYlll ~ llx -yll ~ kllx -ylloo· 
D'après la proposition 5.12, page 55, la fonction c.p est bornée et atteint ses bornes. 
Considérons x0 un élément de S vérifiant, 

llxoll = inf llxll. 
xES 
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Notons m ce réel. Il est strictement positif car x 0 , appartenant à S, est un vecteur 
non nul. 
Pour tout élément x non nul de E, on peut écrire 

X= llxlloo· ( llx~loo X) · 

( 11A100 x) étant un élément de S, on obtient, 

D'où, 

llxll ~ llxlloom. 

1 
llxlloo:::; -llxll. m 

Cette inégalité étant évidente si x est le vecteur nul, ceci termine la preuve. '9 

Corollaire 12.3 Tout espace vectoriel réel normé, de dimension finie, est com
plet. 

Preuve. Pour la preuve, il suffit d'utiliser la proposition 4.4, page 43 ainsi que la 
proposition 12.1. '9 

Corollaire 12.4 Les parties compactes d'un espace vectoriel réel normé, de 
dimension finie sont les parties fermées bornées. 

Preuve. Pour la preuve, il suffit d'utiliser la proposition 5.7, page 54 ainsi que la 
proposition 12.1. '9 

Exercice 12.1 On considère l'espace vectoriel :F des fonctions continues sur ~ et 
2tr-périodiques. 

1. Vérifier que l'application définie sur :F2 à valeurs dans ~ par : 

1 r 
V(f,g) E :F2 , < f,g >=;}_'fr f(x)g(x)dx 

définit un produit scalaire sur :F. On munit désormais :F de ce produit scalaire. 
On considère la suite Un)(nEN*) définie par 

Vn EN*, Vx E ~. fn(x) = cos(nx). 

2. Vérifier que tous les éléments de la suite appartiennent à la sphère unité donc à 
la boule unité. 

3. Montrer que, pour tous entiers strictement positifs distincts n et p, on a : 

< fn,fp >=O. 
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4. Vérifier que, pour tous entiers strictement positifs distincts n et p, 

llfn - fpll = J2. 

5. En déduire que la boule unité de l'espace vectoriel :F muni de la norme eucli
dienne n'est pas compacte. 

6. Donner un exemple de suite bornée, divergente, ayant une seule valeur d'adhérence. 

Solution. 

1. L'application < ., . > est symétrique et linéaire à droite et positive. Con
sidérons un élément f de :F non identiquement nul. Cette application f étant 
2rr-périodique est non identiquement nulle sur l'intervalle [-rr,rr]. L'applica
tion j2 est continue, positive, non identiquement nulle sur l'intervalle [-rr, rr]. 
Donc 

< f, f >= - f 2(x)dx >O. 1111" 
7r -11" 

On en déduit que < . , . > est un produit scalaire sur :F. 

2. Pour tout entier strictement positif n, 

11... 1 1 ... llfnll2 =< fn, fn >= - cos2(nx)dx = -2 (1+cos(2nx))dx=1. 
7r -11" 7r -w 

3. Soient n et p deux entiers strictement positifs distincts. Les entiers (n - p) 
et ( n + p) sont non nuls. 

1 r 1 r < fp,Jn >=:;;: 1-... cos(px)cos(nx)dx = 27r }_,.. [cos((p+n)x) +cos((p-n)x)]dx=O. 

4. 
llfv - fnll 2 = llfvll 2 + llJ nll 2 - 2 < fp, fn >= 2. 

D'où le résultat. 

5. Considérons (fcp(n))(nEN) une suite extraite de la suite Un)(nEN)· Pour tous 
entiers naturels n et p distincts, 

llfcp(p) - fcp(n)ll = J2. 

Cette suite extraite n'est pas une suite de Cauchy. Elle est donc divergente. 
On en déduit que la boule unité de :F n'est pas compacte. 

6. Considérons la suite (gn)(nEN*) d'éléments de :F définie par 

Vn EN*, 92n = 0 et 92n-1 = fn· 

Cette suite est bornée. La suite extraite (92n)(nEN*) converge vers la fonction 
nulle. Celle-ci est valeur d'adhérence de la suite (gn)(nEN*)· Montrons que 
c'est la seule. Considérons (9cp(n))(nEN*) une suite extraite convergente donc 
de Cauchy. Remarquons que, si n et p sont distincts, 
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ll9cp(n) - 9cp(p)ll = v'2 si cp(n) et cp(p) sont impairs, 
ll9cp(n) - 9cp(p)ll = 1 si cp(n) et cp(p) sont de parité distincte, 
ll9cp(n) - 9cp(p)ll = 0 si cp(n) et cp(p) sont pairs. 
Il existe un naturel no, vérifiant 

Vn 2: no, Vp 2: no, ll9cp(n) - 9cp(p) Il < 1. 

Pour tout naturel n supérieur à no, cp(n) est pair, c'est-à-dire 

Vn 2: no, 9cp(n) = O. 
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On en déduit que la suite extraite (9cp(n))(nEN*) converge vers la fonction 
nulle. Elle est ainsi la seule valeur d'adhérence de la suite (gn)(nEN*)· 

En conclusion, la suite (gn)(nEN*) est bornée, n'admet qu'une seule valeur 
d'adhérence et est divergente. 

12.5 Applications linéaires continues 

Dans cette partie, ( E, li· li E) et ( F, li· li F) désignent deux espaces vectoriels 
normés sur IR. On note C(E, F) l'ensemble des applications linéaires de E vers 
F. 

12.5.1 Caractérisation des applications linéaires continues 

Théorème 12.5 Soit f E C(E, F). Les assertions suivantes sont équivalentes. 

1. f est lipschitzienne sur E, 

2. f est uniformément continue sur E, 

3. f est continue sur E, 

4. f est continue en 0, 

5. f est bornée sur la boule unité fermée de E, 

6. f est bornée sur la sphère unité de E, 

7. 3M E JR+, Vx E E llf (x) liF ::; MllxllE. 

Preuve. 
1 => 2 => 3 => 4. Évident. 
4 => 5. Supposons f continue en O. Il existe un réel strictement positif a 
vérifiant 

Vx E E, llxllE::; a=> llf(x)llF::; 1. 

Pour tout élément y appartenant à la boule unité fermée de (E, ll·llE), on a, 

1 1 1 
llJ(y)llF =Il- f(ay)llF = -llf(ay)llF::; -. 

a a a 

Ainsi, f est bornée sur la boule unité fermée. 
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5 * 6. Évident. 
6 * 7. Supposons f bornée sur la sphère unité de E, notée S. Considérons 
un réel positif M vérifiant 

Vy E 8, llf(y)llF ~M. 

Soit x un élément de E non nul. 

1 
llf(x)llF = llxllEllJ( llxllE x)llF ~ MllxllE· 

L'inégalité étant évidente pour le vecteur nul, on obtient, 

Vx E E, llf(x)llF ~ MllxllE· 

7:::} 1. 

'r/(x,y) E E 2 , llf(x)- f(y)llF = llf(x -y)llF ~ Mllx -yllE· 

Exercice 12.2 On considère IR[X], l'espace vectoriel des polynômes à coefficients réels 
muni de la norme suivante 

'r/P E IR[X], IJPll = sup IP(x)I. 
xE(O,l] 

Montrer que l'application cp qui, à un polynôme P, associe le réel P'(O) est linéaire 
mais non continue. 

Solution. Il est évident que l'application cp est linéaire. Considérons pour tout 
entier naturel n, le polynôme Pn défini par 

'r/x E IR, Pn(x) = (1- xt. 

On remarque que pour tout naturel n, Pn appartient à la sphère unité. D'autre 
part 

'r/n EN, cp(Pn) = -n. 

On en déduit que cp n'est pas bornée sur la sphère unité. D'après le théorème 12.5, 
cp est une application linéaire non continue. .fi 

Proposition 12.6 Soit f élément de .C(E,F), continue sur E. Alors, 
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Preuve. On peut remarquer, d'après le théorème 12.5, que les trois bornes supérieures 
sont finies. Notons B et S, respectivement la boule unité fermée et la sphère unité 
de (E, ll·llE)· 
S étant incluse dans B, on a 

sup llf(x)llF:::; sup llf(x)llF· 
llxllE=l llxllE:51 

D'autre part, si a est un élément non nul de B, 

1 
llf(a)llF = llallE·llf(-ll -

11 
a)llF:::; 1. sup llf(x)llF· 

a E llx!IE=l 

De plus, le réel 11/(0)llF étant nul, 

sup llf(x)llF :::; sup llf(x)llF· 
llx!IE:51 llxllE=l 

On obtient ainsi l'égalité 

sup llf(x)llF = sup llf(x)llF· 
llxllE:9 llxllE=l 

La sphére unité S étant incluse dans E \ 0, on a 

sup llf(x)llF:::; sup llf(x)llF. 
llxllE=l x~O llxllE 

D'autre part, si a est un élément non nul de E, 

llf(a)llF Il ( 1 ) Il llallE = f llallE a F:::; llx~~l llf(x)llF· 

D'où 
sup llf(x)llF :::; sup llf(x)llF· 
#0 llxllE llxllE=l 

On obtient ainsi l'égalité 

sup llf(x)llF = sup llf(x)llF· 
#0 llxllE llxllE=l 

Ce qui termine la preuve. 

12.5.2 L'espace vectoriel normé .Cc(E, F) 

Proposition 12. 7 L'ensemble des applications linéaires continues de E vers 
F est un espace vectoriel, noté .Cc(E, F). L'application 11·11.Cc définie sur 
.Cc(E, F) par 

V/ E .Cc(E, F), llfllcc = sup llf(x)llF, 
llxllE=l 

est une norme sur .Cc(E, F) appelée norme subordonnée aux normes ll·llE et 
11.11p. 
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Preuve. Il est évident que Cc(E, F) est un sous-espace vectoriel de C(E, F). Mon
trons que li.li.cc est une norme sur Cc(E, F). On note S la boule unité de E. 

1. li/li.cc = 0 =? Vx E E, llf(x)llF :::; O.llxll =? f = O. La réciproque est 
évidente 

2. Soient fun élément de Cc(E, F) et>. un réel. 

Vx ES, 11>.f(x)llF = l>.111/(x)llF:::; l>.111/11.cc· 

Donc l>.111!11.cc est un majorant de l'ensemble {11>.f(x)llF/x ES}. Montrons 
que c'est la borne supérieure. Sachant que 

li/li.cc= sup llf(x)llF, 
llxllE=l 

il existe une suite (xn)nEN d'éléments de S vérifiant 

lim llJ(xn) llF = li/li.cc· 
n-++oo 

On en déduit que 

D'après la proposition 2.6, page 20 

l>.111/11.cc = sup 11>.f(x)llF· 
llxllE=l 

D'où, 

l>.lllJll.cc = 11>.Jll.cc 
3. Soient f et g deux éléments de Cc(E, F). 

Vx ES, Il(!+ g)(x)llF:::; 11/(x)llF + llg(x)llF:::; li/li.cc+ llgll.cc· 

On en déduit 
Il/+ gll.cc :::; Il/ li.cc + llgll.cc · 

li.li.cc est ainsi une norme sur Cc(E, F). 

Corollaire 12.8 On a, 

Vx E E, llf(x)llF:::; llfll.cc·llxllE· 

Preuve. Évident .ft 

Corollaire 12.9 Dans l'espace vectoriel des endomorphismes continus de JE, 
noté Cc(IE,IE), la norme subordonnée li.li.cc est une norme d'algèbre. 
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Preuve. 

On obtient 

Cette norme est une norme d'algèbre. 

Corollaire 12.10 On considère n un entier strictement positif OC représentant 
le corps des nombres réels ou celui des nombres complexes et ocn muni d'une 
norme notée 11·11· L'algèbre des matrices carrées d'ordre à coefficients réels, 
notée Mn(IK) muni de la norme ll·llMn définie par 

VA E Mn(IK), 

est une algèbre de Banach. 

llA.xll 
llAllMn = sup -,,-,-, 

xEJK:n\{O} X 

Preuve. L'espace vectoriel (Mn(IK), 11-llMn) est complet puisque de dimension 
finie (n2). Pour montrer que 11-llMn est une norme d'algèbre, il suffit de reprendre 
une preuve similaire à celle de la proposition 12. 7. -" 

Remarque 12.2 Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On munit Mn(lR.) l'es
pace vectoriel des matrices carrées d'ordre n à coefficients réels, de la norme infi
nie, notée ll·lloc,, c'est-à-dire pour tout élément A= (ai,Jh::;i::;n, on a 

1$j:Sn 

llAlloo = 1~~n lai,jl· 
l~j~n 

On considère la matrice 

1 1 1 

1 1 1 
M= 

1 1 1 

Ainsi, 

n n n 

M2= 
n n n 

n n n 

En remarquant que llMll 00 = 1 et que llM2 1i 00 = n, on en déduit que ll·lloo n'est 
pas une norme d'algèbre. 
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Proposition 12.11 Si (F, ll·llF) est un espace de Banach, alors (.Cc(E, F), 
li.li.cc) est un espace de Banach. 

Preuve. Considérons Un)nEN une suite de Cauchy de (.Cc(E,F), 11·11.cc)· Nous 
avons, 

'<lx E E, '<ln EN, Vp EN, llfn(x) - fv(x)llF:::; llxllE·llfn - fvll.cc· 

La suite Un)nEN étant une suite de Cauchy de (.Cc(E, F), li.li.cc), on en déduit 
que pour tout élément x de E, la suite Un(x))nEN est une suite de Cauchy dans 
l'espace complet F, donc convergente. On peut ainsi définir sur E une application 
à valeurs dans F, que l'on notera f, telle que 

VxEE, f(x) = lim fn(x). 
n-++oo 

La première étape est de vérifier que f est une application linéaire continue. 

'</(>.,µ) E Il~.2, V(x,y) E IE2 , )..f(x) + µf(y) = ).. lim fn(x) + µ lim fn(Y) 
n-++oo n-++oo 

= lim fn(>.x +µy)= f(>.x +µy). 
n-++oo 

L'application f est ainsi linéaire. Montrons qu'elle est continue. Nous savons que 
la suite Un)nEN est de Cauchy donc bornée. Considérons un réel M vérifiant 

'<ln EN, llfnll.cc :::; M. 

Soit x un élément de la sphère unité. La norme étant une application continue, 

lim llfn(x)llF = llJ(x)llF· 
n-++oo 

Or M étant un majorant de cette suite, on obtient à la limite 

llf(x)llF:::; M. 

L'application linéaire f est bornée sur la sphère unité donc continue. On peut 
maintenant dire que f est un élément de .Cc(E, F). Montrons qu'elle est limite 
dans (.Cc(E,F),11·11.cc) de la suite Un)nEN· 
Soit e un réel strictement positif. Considérons un entier naturel n0 vérifiant 

'<ln 2 no, Vp 2 no, llfn - fvll.cc :::; e. 

Six est un élément de la sphère unité de E, 

'<ln 2 no, Vp 2 no, llfn(x) - fv(x)llF :::; e. 

Fixons maintenant un entier naturel n supérieur ou égal à no. Alors 

lim llfn(x) - fp(x)llF = llfn(x) - f(x)llF· 
p-++oo . 



12.5. APPLICATIONS LINÉAIRES CONTINUES 173 

Cette suite réelle étant majorée à partir d'un certain rang paré, à la limite, nous 
avons 

llfn(x) - f(x)llF S é. 

D'où 

'<ln 2: no, sup llfn(x) - /(x)llF S é. 
xES 

C'est-à-dire 

'<ln 2: no, Il/ n - /li.cc S é. 

La suite Un)nEN est ainsi convergente vers f. 
L'espace vectoriel normé (.Cc(E,F), li.li.cc) est complet. 

12.5.3 Exemples de normes d'applications linéaires 
continues 

Exercice 12.3 On considère un espace vectoriel normé E et f un endomorphisme 
continu de Ede spectre S non vide. On rappelle que le spectre d'un endomorphisme 
est l'ensemble de ses valeurs propres. On note p = sup{ l>-1/ >. E S} le rayon spectral. 

1. Montrer que 

Il/ li.cc 2: P· 

On se place désormais dans JR2 • On note ile= (cosB,sinB) (BE JR). 

2. On considère pour tout (;I E [-~, ~]\ {O}, Pela projection sur la droite engendrée 
par Üo, et de direction la droite engendrée par ile. Quel est son rayon spectral? 

3. Montrer que pour tout réel a, 

( - ) _ sin(B - a)_ 
Pe u,, - . 0 uo. 

sm 

4. On munit JR2 de la norme euclidienne. En déduire que 

1 
llPe li.cc = 1 sin BI' 

Solution. 

1. Soient >. une valeur propre de f et u). un vecteur normé et vecteur propre 
pour cette valeur propre. On a 11/(u>.)ll = l>-1. Donc 

V>. ES, l>-1 S sup 11/(üll = li/li.cc· 
llüll=l 

On en déduit que p S li/li.cc· 
2. Les valeurs propres de pe sont 0 et 1. Donc p = 1. 
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3. (il0 ,ile) forme une base de IR2 • Donc ila s'écrit de manière unique sous la 
forme ila = ailo + bile où le couple de réels (a, b) est solution de : 

4. 

{ 
a+ bcos(} =cos a 

b sin (} = sin a 

D'où le résultat. 

{ 
a = sine cos °'.-sin°' cos e 

{::=::} s.me 
b _ sma 

- sine 

1 
sin((} - a) 1 1 

llPeJJ.ca = sup . (} = -1 . (Jj' 
aEIR sm sm 

Exercice 12.4 On considère CM([a, b], JR) l'espace vectoriel des applications conti
nues par morceaux sur [a, b] à valeurs réelles muni de la norme uniforme. Pour tout 
g E CM([a,b],JR), on note cpg la forme linéaire définie sur CM([a,b],IR) par 

V/ E CM([a, b], IR), cpg(f) =lb f(t)g(t)dt. 

1. Montrer que cpg est continue avec 

2. Montrer que pour tout élément g de CM([a, b], JR), 

(On pourra supposer, dans un premier temps, que g est une fonction en escalier.) 

Solution. 

1. 

Donc cpg est continue et 

2. Le résultat est évident si l'application g est nulle. On suppose désormais g 
non identiquement nulle. 
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Supposons d'abord que g soit une fonction en escalier sur [a, b]. On considère 
alors la fonction en escalier h définie par 

On a 

avec llhll 00 = 1. On déduit 

Supposons maintenant que g soit une fonction continue par morceaux. Soit 
ê un réel strictement positif. Il existe une application en escalier g" vérifiant 
119 - 9clloo :::; ê. On considère la fonction en escalier h" = ~:Il.{g.#O}· On a 
llhclloo = 1. D'autre part 

l1b hg(t)g(t)dt - lb lg(t)ldtl 

:::; l1b h"(t)[g(t) - g"(t)]dtl + l1b (lg"(t)l - lg(t)I) dtl :::; 2(b - a)ê. 

Donc 

On en déduit à l'aide de la première question que 

Exercice 12.5 1. On considère une application f définie et continue sur JR+ à 
valeurs réelles et F la primitive de f s'annulant en O. Vérifier que l'application 
définie sur JR+* par 

F(x) 
X t-t -

X 

est continue sur JR+* et admet une limite en O. 
On note G f le prolongement par continuité en 0 de cette application. 

2. Montrer que si l'application f est de carré intégrable sur JR+, alors l'application 
G f est également de carré intégrable sur JR+. 
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On considère .Cb(JR+) l'espace préhilbertien des applications continues de carré 
intégrable sur JR+, muni du produit scalaire 

u. g) 1-+ r J(t)g(t)dt. 
}"JR+ 

(On peut voir à ce sujet la proposition 23.11, page 472) 

3. Montrer que l'application '11 définie par 

est un endormorphisme continu de .Cb(JR+) de norme inférieure ou égale à 2. 

4. On considère pour tout réel a strictement supérieur à ~. l'élément de .Cb(JR+) 
défini par 

]. [1,+oo[ (X) 
fa(x) = 1[o 1[(x) + . ' xa 

Montrer que pour tout réel a Ea, 1[, on a 

1 
'11(/a) = l _a Ua - afi) · 

5. Montrer que lima-.! llfall2 = +oo 
2 

6. En déduire que 

et que 11'11112 = 2. 

7. Montrer qu'il n'existe pas d'élément f de .Cb(JR+) non nul vérifiant 

Solution. 

1. L'application F est dérivable sur JR+ d'application dérivée f. Elle est donc 

continue sur JR+. On en déduit que l'application x 1-+ F~x) est continue sur 
JR+* et que 

f(O) = F'(O) = lim F(x) - F(O) = lim F(x). 
x-+O X x-+O X 

2. Effectuons une intégration par partie. En remarquant que limx-.o F~)2 = 0, 
nous obtenons 

1t 1t F(x)2 F(t)2 1t 
G1(x)dx = - 2-dx = --- + 2 G1(x)f(x)dx 

0 0 X t 0 
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Cette dernière inégalité est l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Donc 

Vt E JR+, 

On en déduit que G f est de carré intégrable 

3. Il est évident que W est linéaire et que 

r+oo 
lo G}(x)dx ~ 2 

r+oo 
lo J2(x)dx. 

Donc W est un endomorphisme continu de .C&(JR+) de norme inférieure ou 
égale à 2. 

4. On peut remarquer que fa est continue sur JR+ et f~ est équivalente en +oo 
à ;k intégrable car 2a > 1. Donc fa est bien un élément de .Cb(JR+). 

Vx E [O, 1], 1 1-a 
w(f)(x) = 1 et 1 _a Ua(x) - afi(x)) = 1 _a= i. 

Vx ~ 1, 'W(fa)(x) = ! (1 + ['1' _!_dt)=! (1 + - 1 (_!_1 -1)) 
X 11 ta X 1 - a xa-

1 ( 1 a) 1 = - - - - = - Ua(x) - afi(x)). 
1- a xa x 1- a 

D'où le résultat. 

5. 
1 

Va E]2, 1[, 
r+oo 1 1 

llfall~ ~ 11 x2a dx = 2a - 1 · 

Donc lima_,! llfall2 = +oo 
2 

6. Pour tout réel a EH, 1[, 

Les termes de gauche et de droite tendent vers 2 lorsque a tend vers ! . On 
en déduit 

lim ll'W(fa)ll2 = 2 
a-+! ll(fa)ll2 

et avec le résultat de la question 3, on obtient 11'11112 = 2. 

7. Soit fun élément de .C&(JR+) non nul vérifiant 

On obtient avec la même intégration par partie que celle utilisée dans la 
question 3, 

1+00 p2(x) 1+oo 
w(f)2(x)dx = - lim -- + 2 w(f)(x)f(x)dx. 

0 x--++oo X 0 
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Ce qui permet d'écrire 

Ces inégalités sont donc des égalités et< if!(!), f >= ll'I!{f)ll2llfll2- Les deux 
vecteurs f et if!(!) sont colinéaires et de même sens. L'égalité ll'I!{f)ll2 = 
211/112 impose alors if!(!) = 2/. C'est-à-dire 

\lx> 0, 2f(x) = F(x). 
X 

f est dérivable sur JR+* puisque quotient de deux fonctions dérivables. On 
obtient 

\lx> 0, 2xf(x) = F(x) 

puis, en dérivant, 
\lx> 0, 2xf'(x) = -f(x) 

la fonction f est solution de l'équation différentielle linéaire du premier ordre 
2xy' +y = 0, dont l'ensemble solution est la droite dirigée par la fonction 
y(x) = ,}x de carré non intégrable sur JR+. On en déduit qu'il n'existe pas 

d'élément f de E non nul vérifiant ll'I!{f)ll2 = 211/112· 

12.6 Espaces vectoriels normés de dimension finie 

12.6.1 Applications linéaires 

Proposition 12.12 Toute application linéaire d'un espace vectoriel normé 
réel E de dimension finie dans un espace vectoriel normé réel F de dimen
sion quelconque est continue. 

Preuve. On considère deux espaces vectoriels réels E et F, E étant de dimension 
finie. On considère également f une application linéaire définie sur E à valeurs dans 
F. Toutes les normes étant équivalentes sur E, la continuité de f est indépendante 
de la norme choisie sur E. Prenons une base (ei, e2, ···en)· de E et la norme 11-11 00 

définie par 

où (x1,x2,··· ,xn) sont les coordonnées de x dans la base (ei,e2,··· ,en)· On 
munit F d'une norme notée 11-llF· Nous avons 

En particulier, 
n 

\lx ES, llf(x)llF:::; L llf(ei)llF· 
i=l 
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L'application linéaire f est donc continue, de norme inférieure ou égale à 

n 

L llf(ei)llF· 
i=l 

12.6.2 Continuité et dérivabilité des applications 

Proposition 12.13 On considère (A, d) un espace métrique, (JE, li.li) un espace 
vectoriel normé de dimension finie n et une base B = (eih:5i:5n de cet espace 
vectoriel. Soit f une application définie sur A à valeurs dans E que l'on peut 
écrire en faisant intervenir les fonctions coordonnées fi, 

n 

Vt E A, f(t) = L fi(t)ei. 
i=l 

Soit to, un élément de A. 

1. La fonction f est continue en to, si et seulement si les fi le sont. 

2. On suppose f définie sur I intervalle réel. La fonction f est dérivable en 
to, si et seulement si les fi le sont et, dans ce cas, on a 

n 

J'(to) = Lf:(to)ei. 
i=l 

Preuve. Pour tout entier k compris entre 1 et n, les applications Pk et qk 

Pk: JE ----T lR 

x = L:~1 Xiei 1-----? Xk 

et 
qk: R ----T JE 

X 1-----? Xek, 

sont linéaires définies respectivement sur JE et lR espaces vectoriels de dimension 
finie. Elles sont donc continues respectivement sur JE et R 

1. En remarquant que, 

ViE{l,2,· 00 ,n}, fi=piof 

et 
n 

f = L:qi o fi 
i=l 

on en déduit que f est continue en t 0 de A si et seulement si pour tout entier 
i compris entre 1 et n, fi est continue en to. 
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2. On suppose f définie sur I intervalle réel non réduit à un point. Soit t 0 un 
élément de I. On définit sur I \ {to}, l'application T par 

T: I \ {to} -t JE 

t ~ t!to (f(t) - f(to)) 

et pour tout entier i compris entre 1 et n, l'application Ti par 

En remarquant que, 

et 

Ti: I\ {to} -t lR 

t f;(t)- f;(to) 
t-to 

ViE{l,2,···,n}, Ti=pioT 

i=l 

on en déduit que T admet une limite lorsque t tend vers to si et seulement 
pour tout entier i compris entre 1 et n, Ti admet une limite lorsque t tend 
vers t 0 . Dans ce cas, on obtient 

lim T(t) = t Qi ( lim Ti(t)) . 
t->t 0 t->t0 

i=l 

C'est-à-dire 
n 

f'(to) = L,Jf(to)ei. 
i=l 

12. 7 Formes linéaires 

Définition : Soit E un espace vectoriel réel. On appelle forme linéaire 
sur E, toute application linéaire définie sur E à valeurs dans R L'en
semble des formes linéaires de E forme un espace vectoriel appelé dual 
de E et noté E*. 

Exercice 12.6 Soit (E, li.ID un espace vectoriel normé réel et f une forme linéaire sur 
(E, li.li). 

1. On suppose f continue. Montrer que ker f est fermé. 

2. On suppose f non continue. 

(a) Montrer qu'il existe une suite (xn)(nEN) d'éléments de la sphère unité de 
E vérifiant 
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{b) Soit x un élément de E. Montrer que ( x - Jc~l) Xn) nEJ\I est une suite 

d'éléments de ker f convergente vers x. 

(c) En déduire que ker f est dense dans E. 

3. En déduire que f est continue si et seulement si ker f est fermé dans E. 

Solution. 

1. On a 
ker f = 1-1{{0}). 

d'après la proposition 3.8, page 37, ker f est une partie fermée de E. 

2. (a) La forme linéaire f étant non continue, elle n'est pas bornée sur la 
sphère unité. On peut donc construire une suite (xn)nEJ\I d'éléments de 
la sphère vérifiant 

(b) 

VnEN, ( f(x) ) 
f X - f(xn) Xn = f(x) - f(x) =O. 

VnEN, Il (x -1.J!lx ) - xll < JLœlli. f (xn) n - 2n 

On en déduit que la suite ( x - /c~'?.) Xn) nEJ\I converge vers x. 

(c) Tout élément de E est limite d'une suite d'éléments de ker f. Celui-ci 
est dense dans E. 

3. Si f est continue alors ker f est fermé d'après le 1. 
Supposons ker f fermé et f non continue. Alors 

ker f = E et ker f = ker f. 

On en déduit que ker f = E et f = O. Ce qui est impossible car f est supposée 
non continue. On en déduit que ker f fermé implique f continue. 

Remarque 12.3 Les résultats de l'exercice 12.2, page 168, ainsi que les résultats 
de cet exercice nous permettent de dire que, dans l'espace IR[X] muni de la norme 
du sup sur [O, 1], le sous-espace 

{P E IR[X)/P'(O) = O} 

est dense dans IR[X]. 

Proposition-définition 12.14 L'ensemble des formes linéaires continues sur 
E est un sous-espace vectoriel du dual E* de E. On l'appelle dual topologique 
de E et on le note E'. C'est un espace de Banach puisque lR est complet. 
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12.8 Prolongement d'une application linéaire 
continue 

Proposition 12.15 Soient E un espace vectoriel normé, E 1 un sous-espace 
dense de E et F un espace de Banach. Une application linéaire continue définie 
sur E1 à valeurs dans F se prolonge de manière unique sur E en une application 
linéaire continue de même norme. 

Preuve. Soit f une application linéaire continue définie sur E 1 à valeurs dans F. 
Notons li/li sa norme. f est une application li/li-lipschitzienne sur E1. D'après la 
proposition 4.11, page 48, f est prolongeable de manière unique sur E par une 
fonction li/li-lipschitzienne que l'on notera g. Montrons que 9 est linéaire. D'après 
la preuve de la proposition 4.10, page 47, la fonction 9 est définie sur Epar 

'<lx E E, 9(x) = lim f(a). 
a-+x 

Soient>.,µ deux réels et x, y deux éléments de E. Considérons (xn)nEN et (Yn)nEN 
deux suites d'éléments de E 1 convergentes respectivement vers x et y. Nous avons 

9(x) = lim f(xn) et 9(y) = lim f(Yn)· 
n-++oo n-++oo 

L'application f étant linéaire 

>.9(x) + µg(y) =À lim f(xn) + µ lim f(Yn) 
n-++oo n-++oo 

Sachant que f admet une limite en (>.x +µy) et que la suite (>.xn + µyn)nEN 
converge vers ( >.x + µy), on a 

g(>.x +µy) = lim f(ÀXn + µyn) = >.g(x) + µ9(y). 
n-++oo 

L'application 9 est ainsi une application linéaire continue de E vers F. Notons Si, 
la sphère unité de E1 et S, la sphère unité de E. D'après la proposition 4.11, page 
48, 9 est Il/ 11-lipshitzienne, donc 

11911 ::; 11111. 

Sachant que 81 est incluse dans 8 et que f et 9 coïncident sur 81, 

11911 = sup ll9(x)I ~ sup ll9(x)I = sup 11/(x)I = li/li· 
xES xES1 xES1 

D'où 

llYll = 11/11. 

Ceci termine la preuve. 



Chapitre 13 

Intégration sur un segment 

Dans tout le chapitre, on considère un segment [a, b] non réduit à un point et 
un espace vectoriel normé complet noté (JE, li· ID. 

13.1 Introduction 

13.1.1 Le cadre 

On se place dans 

1. CM ([a, b], JE),+,.) l'espace vectoriel des applications continues par morceaux 
sur [a, b] à valeurs dans JE. On munit cet espace de la norme uniforme définie 
par 

llJlloo = sup llJ(x)llE· 
xE(a,b] 

2. t'([a, b], JE) le sous-espace vectoriel de (CM ([a, b], JE),+,.) constitué des appli
cations en escalier définies sur [a, b] et à valeurs dans E. 

3. On utilisera également C([a, b], JE) le sous-espace vectoriel de (CM ([a, b], JE),+,.) 
constitué des applications continues sur [a, b] à valeurs dans E. 

On pourra retrouver les différentes définitions à la page 97. 

13.1.2 (CM[a, b], JE) = (C[a, b], JE)+ (&[a, b], JE) 

Proposition 13.1 Pour toute application JeM continue par morceaux sur 
[a, b] à valeurs dans JE, il existe une application Je continue sur [a, b] et une 
application Je en escalier sur [a, b] à valeurs dans JE, telles que : 

JeM =Je+ Je. 

Avant d'effectuer la preuve de cette proposition, définissons les fonctions indica
trices. 
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Définition : Soit F un ensemble quelconque et A une partie de F. On 
appelle fonction indicatrice de A l'application notée :Il.A définie sur F à 
valeurs dans {O, 1} par 

{ 
:ll.A(x) = 1 si 

:n.A(x) = 0 si 

XE A, 

xi A. 

Preuve. Effectuons une démonstration par récurrence. Considérons pour tout en
tier naturel n, la proposition Pn suivante : 
Pn : «Toute application continue par morceaux sur [a, b] à valeurs dans JE admet
tant au plus n points de discontinuité est somme d'une fonction continue et d'une 
fonction en escalier, définies sur [a, b] et à valeurs dans JE. » 
La proposition Po est trivialement vraie. 
Soit n un entier strictement positif. Montrons que Pn-1 ::::} Pn· 
Soit I une fonction continue par morceaux dont l'ensemble ][)J des points de dis
continuité est composé de n éléments. Soit c l'un d'entre eux. Considérons ge 
l'application en escalier définie sur (a; b] par 

Vx E (a, b], ge(x) = l(c-):ll.[a,c[(x) + l(c+):ll.]c,bj(X) + l(c):Il.{c}• 

où l(c_) (respectivement l(c+)) représente la limite à gauche (resp. à droite) de I 
en c. On conviendra que la fonction :ll.[a,c[ (respectivement :ll.]c,bJ) est nulle si c =a 
(resp. c = b). La fonction 

l-ge 

est une fonction continue par morceaux. Elle est continue en tout point de [a, b] \][)J. 

Elle est également continue en c. Elle a donc, au plus, ( n- l) points de discontinuité. 
Il existe ainsi une application le continue sur [a, b] et une application le en escalier 
vérifiant : 

l-ge=lc+le. 
D'où, 

l=lc+le+ge. 
I est ainsi somme d'une fonction continue et d'une fonction en escalier. Ainsi, 

Ceci conclut la preuve. 
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13.1.3 (E([a, b], JE)) sous-espace vectoriel dense 
de (CM([a, b], JE), 11 · lloo) 
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Proposition 13.2 L'ensemble (&([a,b],IE)) est un sous-espace vectoriel dense 
de l'espaceCM([a,b],IE),+,.) muni de la norme uniforme ll·lloo· 

Preuve. Le travail consiste à montrer que toute application continue par morceaux 
sur [a, b] est limite uniforme d'une suite de fonctions en escalier. Dans un premier 
temps, considérons f une application définie et continue sur le segment [a, b] à 
valeurs dans JE. Considérons pour tout entier n strictement positif, la fonction en 
escalier f n définie par 

La fonction f, continue sur le compact [a, b], est, d'après le théorème 5.14, page 
56, uniformément continue. Soit c un réel strictement positif. Il existe un réel 
strictement positif a tel que 

V(x, y) E ([a, b))2 lx - YI Sa~ llf(x) - f(y)ll Sc. 

Choisissons un entier no strictement positif vérifiant 

b-a 
no2:--. 

a 

Alors pour tout entier n ;:::: no, 

Ainsi, 

D'où, 

b-a 
--<a. n -

'<lx E [a, b], llfn(x) - f(x)ll Sc. 

'<ln 2: no, llf n - flloo S é. 

On en déduit que la suite de fonctions en escalier Un)nEN* converge dans (CM([a, b], JE),+,.) 
vers f pour la norme ll·lloo· Supposons maintenant que fcM soit une application 
continue par morceaux. Il existe, d'après la proposition 13.1, une application conti-
nue f c et une application en escalier Je vérifiant 

fcM =Je+ Je. 

Considérons Un)nEN une suite de fonctions en escalier convergente uniformément 
vers Je. Alors la suite de fonctions en escalier 

converge uniformément vers f CM. Ce qui termine la preuve. ·., 
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13.2 Construction de l'intégrale de Riemann 
sur un segment 

13.2.1 Intégrale d'une fonction en escalier sur un segment 

Proposition-définition 13.3 Soit f une fonction en escalier définie sur [a, b] 
à valeurs dans JE et u = (ai)o::;i::;n une subdivision adaptée à f. On note fi la 
valeur constante de f sur l'intervalle ]ai-1,ai[. Alors la somme: 

n 

L(ai - ai-1)/i, 
i=l 

est indépendante du choix de u. Cette valeur est notée J: f(x)dx et on l'appelle 
intégrale sur [a, b] de la fonction f. 

13.2.2 Propriétés de l'intégrale d'une fonction en escalier 

Proposition 13.4 L'application I définie sur l'([a, b], JE) par 

Vf E l'((a,b],JE), I(f) = 1b f(x)dx, 

est une application linéaire sur l'([a, b], JE) à valeurs dans JE. 

Preuve. Soient f, g deux éléments de l'([a, b], JE) et deux réels a et (3. On considère 
a= (ai)o::;i::;n une subdivision adaptée aux fonctions f et g. Remarquons que cette 
subdivion est aussi adaptée à l'application en escalier (af + (3g). 

a 1b f(x)dx + (31b g(x)dx 

n n n 

=a L(ai - ai-1)/i + f3 L(ai - ai-1)Yi = L(ai - ai-1)(afi + f3gi) 
i=l i=l i=l 

= 1b(af + (3g)(x)dx. 

Proposition 13.5 Pour tout élément f de l'([a, b], JE), l'application llfll est un 
élément de l'([a, b], JR.) et 

l 1b f(x)dxll S 1b llf(x)lldx S (b - a)llflloo· 
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Preuve. Soient f un élément de t'([a, b], JE) et a = (ai)o~i~n une subdivision 
adaptée à f. Nous remarquons que 11111 est une fonction en escalier définie sur 
[a, b] à valeurs réelles. La subdivision a est une subdivision adaptée à cette dernière 
fonction. 

De plus, 

lb llf(x)lldx = f)ai - ai-1)llfill ::::; f)ai - ai-1)llflloo = (b - a)llflloo· 
a i=l i=l 

Corollaire 13.6 L'application I définie sur t'([a, b], JE) par 

Vf E t'([a,b),JE), I(f) =lb f(x)dx, 

est une application linéaire continue sur t'([a, b], JE) de norme (b - a). 

Preuve. Grâce à l'inégalité obtenue dans la proposition 13.5, l'application I est 
une application linéaire continue de norme au plus égale à (b - a). L'égalité est 
obtenue pour toute fonction constante non nulle. La norme est donc (b - a). "9 

Proposition 13. 7 Relation de Chasles : 

VcE)a,b[,Vf Et'([a,b),JE), lb f(t)dt= le f(t)dt+ lb f(t)dt. 

Preuve. Évidente en choisissant pour f une subdivision adaptée contenant le 
point c. "9 

13.2.3 Intégrale d'une fonction continue par morceaux 
sur un segment 

Nous savons, d'après la proposition 13.2, que le sous-espace t'([a, b], JE) est 
dense dans CM([a,b),JE) pour la norme 11-11 00 • Nous avons défini dans t'([a,b),JE), 
l'intégrale application linéaire continue de norme (b - a) dans la proposition
définition 13.3. L'espace vectoriel normé JE étant complet, d'après la proposition 
12.15, page 182, elle se prolonge de manière unique sur CM([a,b],JE) en une appli
cation linéaire continue de même norme. 
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Proposition 13.8 Sachant que, 

1. Le sous-espace t:([a,b],JE) est dense dans CM([a,b],JE) pour la norme 
11.1100, 

2. l'intégrale I est une application linéaire continue de norme (b - a) à 
valeurs dans JE, espace complet, 

l'application linéaire I se prolonge de manière unique sur CM ([a, b], JE) en une 
application linéaire continue de même norme. On notera 

'If E CM([a,b),JE), I(f) = 1b f(t)dt. 

Remarque 13.1 1. On dit qu'une application définie sur [a, b] à valeurs dans 
JE est réglée si elle admet en tout point de l'intervalle [a, b[ une limite à droite 
et en tout point de l'intervalle ]a, b]une limite à gauche. L'ensemble de ces 
applications est un sous-espace vectoriel de B([a, b], JE), espace vectoriel des 
applications bornées définies sur [a, b] et à valeurs dans JE. 

2. Dans l'espace vectoriel normé B([a, b], JE) muni de la norme uniforme, l'adhérence 
du sous-espace vectoriel des applications en escalier t:([a, b], JE) est le sous
espace des applications réglées contenant strictement CM ([a, b], JE). 

3. On peut donc définir de la même façon que précédemment l'intégrale d'une 
application réglée. 

Définition : On définit Jba f(t)dt par, 

la J(t)dt = -1b J(t)dt. 

13.3 Propriétés élémentaires de l'intégrale 

Proposition 13.9 Propriétés de l'intégrale d'une fonction continue par mor
ceaux : 

1. Relation de Chasles : 

Ve E]a, b[, 'If E CM([a, b],JE), 1b J(t)dt = 1c J(t)dt + 1b J(t)dt, 

2. 'If E CM([a,b],JE), 

3. 'If E CM([a,b],IR), 

4. 'If E C([a,b],JR), 

III: f(x)dxll ~ J: llf(x)lldx, 

J ~ o * I: J(t)dt ~ o. 
f ~ 0 et f =f: 0 * J: f(x)dx >O. 
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Preuve. 

1. Soit f élément de CM([a, bj,JE). Considérons Un)nEN une suite d'éléments de 
l'([a, b], JE) convergente pour la norme uniforme vers f. La suite des restric
tions des applications fn au segment [a, c] (respectivement [c, b]) converge 
pour la norme uniforme vers la restriction de f au segment [a, c] (respective
ment [c, b]). D'après la relation de Chasles pour les applications en escalier, 
proposition 13.7. 

Vn EN, 1b fn(t)dt = 1c J n(t)dt + 1b fn(t)dt. 

Les applications intégrales sur les segments [a, c], [c, b] et [a, b] étant conti
nues, en passant à la limite, on obtient 

1b J(t)dt = 1c J(t)dt + 1b J(t)dt. 

2. Soit f élément de CM ([a, bj, JE). Considérons Un)nEN une suite d'éléments de 
l'([a, b], JE) convergente pour la norme uniforme vers f. Sachant que, 

lim lb fn(t)dt =lb f(t)dt 
n-++oo a a 

et que l'application norme sur JE est continue, on a 

Les inégalités 

Vn EN, Vt E [a,b], lllfn(t)ll - llJ(t)lll:::; llfn(t) - f(t)ll:::; llfn - flloo, 

permettent d'écrire que la suite (lifnll)nEN est une suite d'applications en 
escalier définies sur [a, b] à valeurs positives convergentes uniformément vers 
11!11, application continue par morceaux à valeurs réelles. Ainsi, 

n~lfoo 1b llfn(t)ll dt= 1b llJ(t)ll dt. 

En utilisant les deux convergences précédentes et la proposition 13.5, on 
obtient l'inégalité désirée. 

3. Pour cette dernière assertion, on suppose que les applications sont à valeurs 
réelles. Considérons f une application continue par morceaux, positive. On 
a 

0:::; l1b f(x)dxl :::; 1b lf(x)ldx = 1b f(x)dx. 
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4. Soit x0 un point de [a, b] vérifiant f(xo) > O. Il existe un segment (c, d) inclus 
dans [a, b], contenant le point xo et vérifiant 

wt ( d) f(t) "?_ f (2xo). 
V E c, ' -

Donc, 

1b f(t)dt "?_ ld f(t)dt 2: (d - c~f(xo) > O. 

13.4 Calcul d'une intégrale 

13.4.1 Calcul à l'aide d'une primitive 

Proposition 13.10 Soient f une application définie, continue sur un inter
valle I, à valeurs dans JE et a un élément de I. Alors l'application F définie 
sur I par: 

\lx E I, F(x) = 1"' f(t)dt 

est dérivable sur cet intervalle de dérivée f. 

Preuve. Considérons x un élément de I. Montrons que F est dérivable en x de 
vecteur dérivée f(x). Soit ê un réel strictement positif. Considérons a un réel 
strictement positif vérifiant 

\/y E I, lx -yl ::::; a 9 llf(x) - f(y)ll ::::; ê. 

Alors, pour tout nombre réel h non nul tel que le réel (x + h) appartienne à I et 
vérifiant lhl ::::; a, 

Il~ (F(x + h) - F(x)) - f(x)ll = ~ (lx+h f(t)dt) - /(x)ll 

On en déduit que Fest dérivable en x, de dérivée f(x). 
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Corollaire 13.11 Soit f une application définie, continue sur un intervalle I, 
à valeurs dans JE. Alors, 

1. L 'application f admet des primitives sur I. 

2. Pour tout segment [a, b] inclus dans I et pour toute primitive F1 de f sur 
le segment [a, b], on a 

Cette dernière expression est notée 

Preuve. 

1. L'application F définie dans la proposition précédente est une primitive de 
f. 

2. Soit F1 une primitive de f sur l'intervalle [a, b]. Alors, l'application (F- F1) 
est dérivable sur I, de dérivée nulle. Cette application est constante sur 
l'intervalle I : 

\lx E J, F(x) - F1(x) = F(a) - F1(a) = -F1(a). 

En particulier, pour x = b, 

D'où le résultat. 

13.4.2 Cas où E est de dimension finie 

Proposition 13.12 On considère JE espace vectoriel de dimension finie et B = 
(eih<i<n une base de celui-ci. Soit f une application définie et continue sur 
un sey:;:,,,ent [a, b], à valeurs dans JE. On note (Ji, /2, · · · , fn), les applications 
coordonnées de f dans la base B. Alors, 

b n ( b ) 1 f(x)dx = ~ 1 fï(x)dx ei. 

Preuve. Soit F une primitive de f sur le segment [a, b]. Notons (Fi, F2, · · · , Fn), 
les applications coordonnées de F dans la base B : 

n 

F= LFiei. 
i=l 
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L'application F étant dérivable sur [a, b], nous savons, d'après la proposition 12.13, 
page 179, que les applications Fi le sont et 

n 

F' = °LFfei. 
i=l 

Or, 
n 

F' = f = Lfiei. 
i=l 

Ainsi, 
ViE{l,2, .. ·,n}, Ff=k 

On en déduit que pour tout entier compris entre 1 et n, l'application Fi est une 
primitive sur le segment [a, b] de l'application continue fi : 

b n n ( b ) 1 f(t)dt = F(b) - F(a) = ~ (Fi(b) - Fi(a)) ei = ~ 1 fi(t)dt ei. 

Corollaire 13.13 Si f est un élément de CM([a,b],q, on a 

1. 

2. 

~ (1b f(x)dx) = 1b ~(f(x))dx, 
3. 

13.4.3 Intégration par parties 

Proposition 13.14 (Intégration par parties). Soient f : [a, b] ---+ lR et g 
[a, b] ---+JE deux applications de classe C1 . Alors 

1b f(x)g'(x)dx = [f.gJ! -1b J'(x)g(x)dx. 

Preuve. Nous avons, d'après l'exercice 8.1, page 92 

Vx E [a, b], (fg)'(x) = f(x)g'(x) + J'(x)g(x). 
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Les trois applications (f g )', f' g et f g' étant continues sur [a, b], elles admettent 
une intégrale sur ce segment et 

1b f(x)g'(x)dx = 1b (fg)'(x)dx -1b f'(x)g(x)dx. 

13.4.4 Changement de variables 

Proposition 13.15 On considère un segment [a, b], I un intervalle, JE e.v.n. 
complet, 

u: [a, b]---> I 

une application de classe C1 et 

une application continue. Alors 

1b f,u(b) 
u'(t)f(u(t))dt = f(t)dt. 

a u(a) 

Preuve. Considérons l'application F1 définie par 

F1 : [a, b] -----+ JE 

x ~ J: u'(t)f(u(t))dt. 

Cette application est dérivable sur [a, b] avec 

't:/x E [a,b], F{(x) = u'(x)f(u(x)). 

Considérons l'application F2 définie par 

[a,b] JE 

X J,u(x) J(t)dt. 
u(a) 

On a F2 = F ou où 
F: I -----+ JE 

Y ~ I:ca) J(t)dt. 

L'application F2 est donc dérivable sur [a, b] avec 

't:/x E [a,b], F~(x) = u'(x).F'(u(x)) = u'(x)f(u(x)). 

Les deux applications F1 et F2 ont même dérivée sur le segment [a, b] et sont égales 
en a. Ces deux applications sont égales et, en particulier, F1(b) = F2(b). tft 
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Corollaire 13.16 On considère deux segments [a, b], [a, ,B], JE e.v.n. complet, 

u : [a, b] ---+ [a, ,B] 

une application de classe C1 strictement monotone du segment [a, b] sur le 
segment [a, ,B] et 

f : [a, ,B] ---+ JE 

une application continue par morceaux. Alors 

1. L'application fou est une application définie sur le segment [a, b] à valeurs 
dans JE, continue par morceaux, 

2. 

1b u'(t)f(u(t))dt = 1: f(t)dt. 

Preuve. On considère (ai)o<i<n une subdivision adaptée à l'application f et pour 
tout entier i compris entre 0 -;;t (n - 1), l'application Yi définie, continue sur le 
segment [ai, ai+1] et coïncidant avec f sur l'intervalle ]ai, ai+i[· 

Nous effectuons la preuve dans le cas où l'application u est strictement croissante, 
le cas où u est strictement décroissante étant similaire. On note 

La suite (ai)o::;i::;n est une subdivision du segment [a, b]. D'autre part, 

V'i E {O, 1, .. · ,n -1}, 

(gi o u) est continue sur le segment 

[ai, ai+i], 
(gi o u)(t) = (! o u)(t). 

L'application (!ou) est donc une application continue par morceaux définie sur le 
segment [a, b]. L'application u' étant continue, l'application u'.(f ou) est continue 
par morceaux. Ainsi, 

lb u'(t).f(u(t))dt = I: 1a;+i u'(t).f(u(t))dt = I: 1a;+i u'(t).gi(u(t))dt 
a i=O a; i=O a; 

= I: 1°'i+l Yi(t)dt = I: 1°'i+l f(t)dt = 1/3 f(t)dt. 
i=O a; i=O a; °' 

Remarque 13.2 On peut remarquer que si u est une application ~l~e-C1 
définie sur un segment [a, b] à valeurs dans un intervalle I et f une application 
continue par morceaux sur I, l'application fou n'est pas toujours une application 



13.4. CALCUL D'UNE INTÉGRALE 195 

continue par morceaux. Pour le vérifier, il suffit de prendre par exemple l'applica
tion u définie sur le segment [O, 1] par 

{ 
u(O) = 0, 

Vt E]O, 1], u(t) = t 3 sin (t) 

et l'application f fonction indicatrice de l'intervalle JR+. 

Voici une première application. 

13.4.5 Intégrale sur une période d'une application périodique 

Proposition 13.17 Soient T un réel strictement positif, f une application 
T- périodique, continue par morceaux sur :IR, à valeurs dans JE e. v. n. complet. 
Alors, 

Preuve. Utilisons la relation de Chasles. 

l ti+T 1t2 1t2+T lti+T 
f(x)dx = f(x)dx + f(x)dx + f(x)dx. 

ti t1 t2 t2+T 
On supposera, sans perdre de généralité, que le réel t1 est strictement inférieur à 
t2. Effectuons le changement de variable suivant 

u : [ti, t2] ----+ [t1 + T, t2 + T] 
t i------t t+T 

Nous obtenons 

1t2+T 1t2 1t2 
f(t)dt = f(t + T)dt = f(t)dt. 

ti +T t1 t1 

En remplaçant dans l'égalité précédente, on obtient le résultat désiré. 
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13.4.6 Sommes de Riemann 

Proposition 13.18 On considère [a, b] un segment. On appelle subdivision 
pointée du segment [a, b], un couple (u, 8) où a = (ai)O~i~k est une sub
division de [a, b] et e = (t'hh~i9 une famille de points de [a, b] tels que 
Vi E [1,k], (}i E [ai-1,ai]· Soit f, une application continue par morceaux 
de [a, b] à valeurs dans JE. On pose : 

k 

S(f, u, 8) =~)ai - ai-1)/(fJi)· 
i=l 

Soit (un, en)nEJ\11 une suite de subdivisions pointées du segment [a, b] telles que 
la suite des pas (ôn)nEJ\I" tende vers O. Alors 

lim S(f, Un, en) = fb f(x)dx. 
n-++oo la 

Preuve. 
1. Montrons dans un premier temps que la propriété est vérifiée pour les appli

cations de la forme 

f: [a,b] --t JE 

x 1--t l[c,dj(x).u 

où l[c,d] est la fonction indicatrice du segment [c, d] avec éventuellement 
c = d et u un élément de JE. Considérons (u, 8) une subdivision pointée du 
segment [a, b] avec u = (ai)o~i9 et e = (fJih~i9· 
Soit i un entier compris entre 1 et n. 
(a) Si les réels cet d n'appartiennent pas au segment [ai-1,ai], alors f est 

constante sur ce segment et 

la; f(t)dt - (ai - ai-1)/(fJi) =la; (f(t) - f(fJi)) dt= O. 
ai-1 ai-1 

(b) Si le segment [ai-1, ai] contient le réel cou le réel d ou les deux, alors 
l'application l[c,d]·U ne prenant que les valeurs 0 et u, on a 

Ainsi pour tout entier n strictement positif, 

On en déduit que la suite (S(f, O'n, en))nEJ\I est convergente et 

lim S(f,un,8n) =lb f(x)dx. 
n-++oo a 
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2. Considérons f une application en escalier. Alors, f peut s'écrire sous la forme 

avec pour tout entier m compris entre 1 et p, 

fm = :Il.[cm,dm]·Um 

où [Cm, dm] est un segment et Um un élément de JE. Pour tout entier n stric
tement positif, 

p 

S(f, O"n, 8n) = L S(fm, O"n, 8n)· 
m=l 

On en déduit que la suite (S(f, an, 8n) )nEN est convergente vers 

p {b {b L la fm(t)dt =ln. J(t)dt. 
m=l a a 

3. Soit enfin f une application continue par morceaux sur [a, b]. Nous savons 
que ê([a,b],IE) est dense pour la norme uniforme dans CM([a,b],IE). Soit c 
un réel strictement positif. Il existe une application en escalier g tel que 

Ili - glloo :::;; c. 
Alors, pour tout entier n strictement positif, 

k 

llS(f, O"n, en) - S(g, O"n, 8n)ll :::;; L(ai - ai-1) llf(Oi) - g(Oi)ll :::;; (b - a)c. 
i=l 

et 

lllb f(t)dt - lb g(t)dtll:::;; (b- a)c. 

L'application g est une application en escalier. Il existe un entier no tel que 

Ainsi, pour tout entier n supérieur à n0 , 

llS(f, O"n, 8n) - lb f(t)dt 1 :::;; llS(f, O"n, 8n) - S(g, O"n, 8n)ll 

+ lls(g •••• e.) - l g(t)dt + Il f (t)dt - l g(t)d•ll s (1+ 2(b _ ·)) .. 

D'où le résultat. 
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13.4. 7 Exemple de somme de Riemann : 
la méthode des rectangles 

Sans perdre de généralité, on se place sur le segment [O, 1] et dans l'espace 
CM([0,1],IE). Dans notre exemple, chaque subdivision est régulière, c'est-à-dire 
que les segments déterminés par celle-ci ont même longueur. Pour chaque seg
ment, le poi~t choisi sera l'origine du segment. À toute application f élément de 
CM([a,b],IE), on associe ainsi la suite définie par 

En utilisant le résultat de la proposition précédente, on obtient 

V/ E CM([a,b],IE), f 1 f(t)dt = lim Sk(f). Jo k--.+oo 

En supposant une certaine régularité de l'application f, nous obtenons le résultat 
suivant, 

Théorème 13.19 Pour toute fonction f E C3 ([O, 1], ~) on a le développement 
asymptotique : 

{1 1 1 ( 1) sk (f) = lo f (t)dt- 2k (f (1) - f (O)) + 12k2 (!' (1) - !' (O)) + o k3 . 

Preuve. On considère k un entier strictement positif, i un entier positif strictement 
inférieur à k et t un point du segment [~, itl). D'après l'inégalité de Taylor
Lagrange, théorème 8.20, page 114, 

llJC3)lloo < J(t)-J (i)-(t-i) J' (i) _! (t-i) 2 J" (i) < llJC3)lloo 
3!k3 - k k k 2 k k - 3!k3 . 

Puis, en intégrant : 

_ llJC3)lloo < i~ J (t) dt_ !J (i) __ 1 J' (i) _ _!_2_J" (i) < llJC3)lloo 
3!k4 - i k k 2k2 k 3! k3 k - 3!k4 

k . 

et en sommant les inégalités obtenues : 

C'est-à-dire que : 

sk (f) = fo1 f ( t) dt - 2
1k sk (!') - 6~2 sk (!") + o ( : 3 ) . 
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Un raisonnement analogue appliqué à f' et f" donne : 

sk (!') = j 1 !' (t) dt - 2~sk (!") + o (-b) = J (1) - J (o) - Ask (!") + o (-b), 
0 1 

Sk(f")= 1 f"(t)dt+O(k) =/'(1)-/'(0)+0(t)· _ 

Et en définitive : 

sk (f) = fo 1 f (t) dt - ;k U (1) - J (O)) + 12
1k2 U' (1) - !' (o)) + o (:3 ). 

Remarque 13.3 Nous verrons que, si la fonction est de classe C1 sur le segment 
[O, 1), on obtient la majoration d'erreur suivante {Chapitre 24, section 24.4, page 
490). 

Exemples: 

1. Pour f (t) = l~t' on obtient: 

2k-l 1 1 1 ( 1 ) 
~ i = ln (2) + 4k + 16k2 + O k3 · 

2. Pour f (t) = 1 ~t2 , on obtient : 

13.5 Les formules de la moyenne 

Voici un exercice utile pour la p~euve de la deuxième formule de la moyenne. 

Exercice 13.1 Dans cet exercice, on considère un segment [a, b] et JE un espace vec
toriel normé complet. 
Soit f une application continue par morceaux sur [a, b] à valeurs dans JE. Montrer que 
l'application définie sur [a, b] à valeurs dans JE par 

F : [a, b] ---+ JE 

t ~ J: f(x)dx 

est lipschitzienne sur [a, b]. 
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Solution. 

V(ti, t2) E [a, b)2, llF(t1) - F(t2)ll S llt2 llf(t)lldtl S lt1 - hl llflloo· 

L'application Fest lipschitzienne sur [a, b] de rapport llflloo· 

Proposition 13.20 {Première formule de la moyenne). Soient f et g deux 
applications définies sur [a, b] à valeurs réelles, f étant continue, g continue 
par morceaux et positive. Alors : 

3c E [a,b], 1b f(x)g(x)dx = f(c) 1b g(x)dx. 

Preuve. Considérons l'application h définie sur [a, b] par 

h: [a,b] ~ lR 

t ~ f(t) l: g(x)dx. 

L'application f étant continue sur le compact, connexe [a, b], l'intégrale de la fonc
tion g étant positive, on en déduit que l'image de l'application h est le segment 

h([a,b]) = [( rb g(x)dx) inf f(t); (lb g(x)dx) sup f(t)]. 
la tE[a,b] a tE[a,b] 

L'application g étant positive, 

Vx E [a,b], inf f(t)g(x) s f(x)g(x) s sup f(t)g(x). 
tE[a,b] tE[a,b] 

En intégrant, nous obtenons, 

inf f(t) lb g(x)dx s lb f(x)g(x)dx s sup f(t) lb g(x)dx. 
tE(a,b] a a tE[a,b] a 

Le réel l: f(x)g(x)dx appartient à h ([a, b]). Il existe un réel c élément de [a, b] 
vérifiant 

1b f(x)g(x)dx = h(c) = f(c) 1b g(x)dx. 

Proposition 13.21 {Seconde formule de la moyenne). Soient f et g deux 
fonctions continues par morceaux sur [a, b] à valeurs dans !R. On suppose f 
positive et décroissante. Alors, 

3c E [a,b], 1b_f(x)g(x)dx = f(a+) 1c g(x)dx. (13.9) 
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Preuve. On considère pour toute la preuve, une application g continue par mor
ceaux définie sur le segment [a, b], à valeurs réelles. 

Soit G l'application définie par, 

G: [a,b] --t ~ 

t ~ J: g(x)dx. 

L'application Gest continue sur le segment [a, b] (exercice 13.1). L'image de 
cette application est donc le segment : 

G([a, b]) = [m, M] 

où 
m = min G(x), M = max G(x). 

xE[a,b) xE[a,b) 

Le réel f(a+) étant positif, l'image du segment [a, b] par l'application t 1--+ f(a+)G(t) 
est le segment : 

[f(a+)m, f(a+)M]. 

L'existence du réel c vérifiant l'égalité (13.9) équivaut donc à la double inégalité, 

mf(a+):::; 1b f(x)g(x)dx:::; Mf(a+). 

1. Supposons, dans un premier temps que f soit une application en escalier 
sur [a, b]. Notons a= (ai)o::;i::;n une subdivision adaptée à cette application. 
Pour tout entier naturel i strictement inférieur à n, on note fi la valeur 
constante de f sur l'intervalle ] ai, ai+l [. 

b n-1 n-1 1 f(x)g(x)dx = L fi (G(aH1) - G(ai)) = L G(ai) Ui-1 - fi)+ fn-1G(an)· 
a i=O i=l 

L'application f étant décroissante et fn-1 étant positive, on a 

( n-1 ) b (n-1 ) 
m ~Ui-1 - fi)+ fn-1 S 1 f(x)g(x)dx SM ~(fi-1 - fi)+ fn-1 · 

C'est-à-dire, 

m.f(a+) :::; 1b f(x)g(x)dx:::; M.f(a+). 

2. On suppose désormais f continue par morceaux sur [a, b]. On définit alors, 
pour tout entier strictement positif, l'application fn définie sur [a, b] par 

{ 
VkE {1, .. ·n},VtE [a+ k~ 1 (b-a),a+~(b-a)[, 
f n(b) = f(b). 

fn(t) = f (a+ ~(b- a)), 

Nous remarquons que ces applications sont en escalier, positives et décroissantes. 
Ainsi, 

Vn 2: 1, m.fn(a+) :::; 1b fn(x)g(x)dx:::; M.fn(a+). 

Pour conclure, il suffit de montrer que 
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(a) limn-++oo l: ln(t)g(t)dt = l: l(t)g(t)dt. 

(b) limn-++oo ln(a+) = l(a+). 

(a) Soit n un entier strictement positif. L'application I étant décroissante, 
nous avons pour tout entier k strictement positif et inférieur ou égal à 
n, 

k-1 k 
Vt E [a+--(b-a),a+-(b-a)[, 

n n 

0 S l(t) - ln(t) SI (a+ k: 1 (b - a)) - I (a+ ~(b - a)) . 

Donc, 

Ü S 1a+{i(b-a) (f(t) - I n(t)) dt 
a+ k;;:l (b-a) 

s ~ [1 (a+ k: 1(b-a))-1 (a+ ~(b-a))]. 
Ainsi, 

1b 1 
\ln~ 1, 0 S (f(t) - ln(t)) dt S - (f(a) - l(b)), 

a n 

\ln~ 1, l1b (/n(t)g(t) - l(t)g(t)) dtl S lb lln(t) - l(t)l lg(t)I dt 

= 1b (f(t) - ln(t)) lg(t)I dt S sup lg(t)l 1b (f(t) - ln(t)) dt 
a tE[a,b] a 

1 
S sup lg(t)I - (f(a) - l(b)). 

tE[a,b] n 

On en déduit 

lim 1b ln(t)g(t)dt = 1b l(t)g(t)dt. 
n-++oo a a 

(b) Pour tout entier, n strictement positif, on a 

( (b-a)) 
ln(a+) = I a+ -n- . 

D'où, 

Ce qui termine la preuve. 
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13.6 Rectification d'un arc paramétré 

13.6.1 Définition 

203 

Définition : Soient r = ( [a, b], !) un arc paramétré c0 ( i. e. continue) de 
!Rn et a= (ai)o:::;i:::;n une subdivision de [a, b]. On appelle ligne polygonale 
'Yu associée à a la suite finie de sommets Mi = f (ai) (0 :::; i :::; n). On 
appelle longueur de 'Yu le réel positif : 

n-i n-i 

L(fu) = L llMiMi+l'' = L llf (ai+l)-f (ai)ll · 
i=O i=O 

Définition : On dit que l'arc paramétré continu r = ([a, b], !) est rec
tifiable si : 

sup{L(fu)/a subdivision de [a,b]} < +oo. 

Dans ce cas, cette borne supérieure est appelée longueur de l'arc pa
ramétré ([a, b] , !) et on la note L ([a, b] , !) = L(r). 

Proposition 13.22 Le fait d'être rectifiable et la longueur d'un arc sont des 
propriétés géométriques pour les arcs continus. 

Preuve. On considère ri = ([a, b], !) et r2 = ([a, ,B], g) deux paramétrages admis
sibles d'un arc géométrique continu. Il existe() un homéomorphisme entre (a, ,B] et 
[a, b] vérifiant 

g=foO. 

Cet homéomorphisme() permet de réaliser une bijection de l'ensemble des subdi
visions de (a, ,B] sur l'ensemble des subdivisions de [a, b] (si() est décroissante alors 
cette bijection inverse l'ordre des points des subdivisions) et on a L (f, [a, b]) = 
L (g, [a, ,B]). Cette valeur commune est appelée longueur de l'arc géométrique. 4' 

13.6.2 Longueur d'un arc paramétré compact de classe C1 

Théorème 13.23 Sir= ([a, b], !) est un arc paramétré compact de classe ci, 
alors il est rectifiable et sa longueur est donnée par : 

Preuve. On considère f une application de classe ci définie sur le segment [a, b] 
à valeurs dans !Rn. On noter= ([a, b], !) l'arc paramétré. Soit a= (ai)o:::;i:::;n une 
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subdivsion du segment [a, b]. On a, 

n-1 

L Uu) = L Jlf (ai+l) - f (ai) JI 
i=O 

= ~ lll~i+l J'(t)dt" ~ ~ l~i+l llJ'(t)Jldt =lb llf'(t)Jldt. 

L'arc r est donc rectifiable. 
L'application f' est continue sur le segment [a, b] donc uniformément continue. 
Considérons e un réel strictement positif. Il existe un réel strictement positif a 
vérifiant, 

V(x, y) E (a, b] 2 , lx - YI ~a* llf'(x) - J'(y)JI ~ e. 

Soit a = (ai)o:s;i:s;n une subdivision du segment [a, b] de pas inférieur à a. Soit i 
un entier compris entre 0 et ( n - 1). Montrons que 

Pour cela, il suffit d'établir les deux inégalités : 

et 

l(ai+1 - ai)llJ'(ai)ll - l~;+i llf'(t)lldtl ~ (ai+l - ai)e. 

On définit l'application Yi par 

---+ E 

1------+ f(t) - (t - ai)f'(ai)· 

L'application Yi est dérivable avec 

Donc 
Vt E (ai, ai+l], Jly~(t)JI ~ e. 

En utilisant un corollaire (8.19, page 113) de l'inégalité des accroissements finis, 
on obtient 

Ainsi, 

lllf(ai+1) - f(ai)ll - (ai+l - ai)llf'(ai)lll 
~ Jlf(ai+i) - f(ai) - (ai+l - ai)J'(aï)JI ~ (ai+l - ai)e. 
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D'autre part, 

En utilisant l'inégalité triangulaire et les deux dernières inégalités, on obtient 

On en déduit que, 

llf(aH1) - f(ai)ll;:::: l~;+i llf'(t)lldt - 2(ai+l - ai)é. 

En sommant, on obtient 

L(fu);:::: lb llJ'(t)lldt - 2(b - a)é. 

Ceci prouve que 

sup{L(fu)/a subdivision de [a,b]} =lb llf'(t)lldt. 

Ainsi, 

L(r) =lb llf'(t)lldt. 

13. 7 Exercices 

Exercice 13.2 Soit f une fonction positive et continue sur [a, b]. 

1. Montrer que : 

1 

lim (lb f(ttdt),,. = M où M = sup f(t). 
n-++oo a tE[a,b] 
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2. Soit g : [a, b] -t lR une fonction continue à valeurs strictement positives sur 
[a, b]. Montrer que : 

1 

lim (lb f(ttg(t)dt) n = M où M = sup f(t). 
n-++oo a tE[a,b] 

Solution. 
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1. Si M = 0, le résultat est évident. On suppose désormais pour cette question M 
strictement positif. On a, 

Soit e un réel strictement positif inférieur à M. L'application f étant continue 
sur le segment [a, b], il existe un segment (a, ,B] de longueur non nulle inclus 
dans [a, b] et vérifiant 

Vt E [a, ,B], f(t) ~ M - c. 

Donc, pour tout entier n supérieur à 1, 

Sachant que 

lim (b - a)!. .M = M et lim (,B - a)!. .(M - e) = (M - c) 
n-++oo n-++oo 

on peut trouver un entier naturel n0 vérifiant, 

Vn ~no, 
1 

(M -2e)::::; (,B-a)!..(M -c)::::; (1b J(ttdt)"'::::; (b-a)!.M::::; (M +e). 

D'où le résultat. 

2. L'application g est continue sur le segment [a, b] et strictement positive. La 
borne inférieure de g, que l'on note mg. est atteinte donc strictement positive. 
On note Mg la borne supérieure de g. Pour tout entier supérieur à 1, 

Les deux suites se trouvant à gauche et à droite des inégalités convergent vers 
la même limite M. Ceci prouve que la suite encadrée converge aussi vers M. 

Exercice 13.3 Pour tout n EN, on pose 
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1. Écrire, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, une relation entre In et 
In-2· 

2. Donner une expression explicite de In pour tout n E N. 

3. Montrer que 

1. I2n l lm --=. 
n->+oo I2n+l 

4. En déduire la formule de Wallis : 

. 1 [ 2n(2n - 2) · · · 2 ] 2 
hm - = 7r, 

n->+oo n (2n - 1)(2n - 3) · · · 1 

5. Montrer que 

Solution. 

1. Soit n entier naturel, supérieur ou égal à 2, 

In = 1~ sinn-2 x(l - cos2 x)dx = In-2 -1~ sinn-2 x cos x cos xdx 

D'où, 

l 1 [ . n-1 ] ~ 1 l l 1 l = n-2 - --1 COSXSlll X O - -- n = n-2 - -- n· 
n- n-l n-l 

n-l 
In= --In-2· 

n 

2. Par une récurrence simple, on obtient pour tout entier naturel n, 

3. 

(2n - 1)(2n - 3) · · · 1 
hn= ~ 

(2n)(2n - 2) · · · 2 

(2n)! 7r 

= (2nn!)2 '2' 
(2n)(2n - 2) · · · 2 

I2n+I = (2n + 1)(2n - 1) · · · 3 li 

(2nn!)2 

(2n + 1)! 

\ln EN, \lx E]O, ~], 0 < sinn+l x:::; sinn x. 

La suite (In)nEJ\I est donc strictement positive et décroissante. Ainsi, 

D'où le résultat. 
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4. Notons ( un)nEN*, la suite indiquée dans cette question. Nous avons 

D'autre part, 

Vn 2:: 1, 

nous permet d'écrire 

D'où 

5. En remarquant que 

On obtient 

Vn 2:: 1, 

Vn 2:: 1, 

Vn 2:: 1, 

- ~ [(2nn!)2] 2 
Un - n (2n)! 

lim Un= 1r. 
n-++oo 

1 2 2 
Un= -(2n+ 1) /2n+l• 

n 

) 2 n 
Vn 2:: 1, (2n+ 1 I2n+i = 2n+ 1 Un. 

On en déduit que 

lim (2n + l)I:~n+l = ~2 , 
n-++oo 

De plus la relation, 

VnEN, 2 2n I2n 2 ( ) ( )
2 

(2n)I2n = 2n + 1 I2n+1 (2n + l)I2n+i 

permet d'écrire, 

lim (2n)I?n = ~2 , 
n-++oo 

La suite (nI~)nEN est convergente puisque la suite extraite des termes d'in
dices pairs et la suite extraite des termes d'indices impairs sont convergentes 
vers la même limite. Ainsi, 

1. 12 n: 
im nn=-2 . 

n-++oo 

La suite (/n)nEN étant positive, 

lim y'rÎ,Jn = E2 . n-++oo V 2 
D'où, 
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Exercice 13.4 Soit <p : R --+ ][( (où ][( = R ou C) une fonction continue sur R 
T-périodique et vérifiant, 

loT <p(x)dx =O. 

1. Montrer que la fonction 'ljJ définie sur R par : 

\:/t ER, 'ljJ(t) =lot <p(x)dx, 

est périodique, continue sur R donc bornée. 

2. Montrer que si : 

(a) f est une fonction indicatrice d'un segment (éventuellement de longueur 
nulle) inclus dans [a, b], 

(b) f est une fonction en escalier sur l'intervalle [a, b], 
(c) f est une fonction continue par morceaux sur l'intervalle [a, b], 

alors, 

lim lb f(t)<p(nt)dt =O. 
n->+oo a 

3. (Application : Lemme de Lebesgue) Si f est continue par morceaux sur [a, b], 
montrer que : 

lim lb f(t)eintdt =O. 
n->+oo a 

Remarque 13.4 Nous retrouverons ce dernier résultat dans le chapitre sur les 
séries de Fourier, proposition 21. 7, page 382. 

Solution. 

1. Nous savons, grâce à la proposition 13.10, page 190, que l'application 'ljJ est 
dérivable donc continue sur R Pour tout réel t, 

'!jJ(t) =lot <p(x)dx =lot <p(x + T)dx. 

Effectuons le changement de variable u ~ x + T. 

t+T t+T 
'l/J(t) = JT <p(u)du = lo <p(u)du = '!jJ(t + T). 

L'application 'ljJ est T-périodique. De plus, l'application 'ljJ étant continue sur 
le segment [O, T], 

sup l'l/J(t)I = sup l'l/J(t)I. 
tEIR tE (O,Tj 
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2. (a) Soit [c, d] un segment inclus dans le segment [a, b] et n un entier stric
tement positif. 

1b :Il.[c,dJ(t)cp(nt)dt = 1d cp(nt)dt. 

En utilisant le changement de variable u t-t nt, 

1d 11~ 1 cp(nt)dt = - cp(u)du = - ('tfJ(nd) - 'tf;(nc)). 
c n ne n 

Donc, 

D'où le résultat. 

(b) L'application f étant en escalier, elle est combinaison linéaire de fonc
tions indicatrices de segment. La suite 

(l f(t)l'(nt)dt) nEN 

est une combinaison linéaire de suites convergentes vers O. Elle converge 
donc vers O. 

( c) Supposons f continue par morceaux. Soit c un réel strictement positif. 
Il existe g une application en escalier, vérifiant 

llg - J lloo ::; é, 

où ll·lloo est la norme du sup sur le segment [a, b]. Alors, pour tout entier 
naturel n, 

11b g(t)cp(nt)dt -lb f(t)cp(nt)dtl::; c(b- a) sup lcp(t)I. 
a a tE(O,T) 

Il existe un entier n0 , vérifiant 

Vn 2: no, Il g(t)l'(nt)dtl ,; e. 

On en déduit que, 

Vn ~no, l1b f(t)cp(nt)dtl ::; c[l + (b - a) sup lcp(t)IJ. 
a tE(O,T) 

Nous obtenons le résultat désiré. 
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3. L'application 
cp: R. -----+ <C 

t i------+ eit 

est continue, 27!'-périodique et vérifie, 

Il suffit d'appliquer les résultats précédents. 





Chapitre 14 

Intégrales généralisées 

Les fonctions indiquées dans ce chapitre sont continues par morceaux sur un 
intervalle de~ (définition page 98), à valeurs dans OC, où OC est égal à~ ou C. 

14.1 Définition de l'intégrale généralisée 

Intégrale généralisée sur un intervalle de la forme [a, b[ 

Définition : Soient [a, b[ un intervalle de ~ (avec -oo < a < b :::; 
+oo) et f: [a,b[~ OC une fonction continue par morceaux sur [a,b[. Si 
l'application F définie, pour tout réel x de l'intervalle [a, b[, par : 

F : [a, b[ ---t OC 

X ~ l: f(t)dt, 

admet une limite finie lorsque x tend vers b, on dit que l'intégrale 
généralisée (ou impropre) l: f(t)dt converge et on note 

rb f(t)dt = lim F(x) = lim {X f(t)dt. 
la x-+b x-+b la 

Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale l: f(t)dt diverge. 

Exercice 14.1 1. Pour quelles valeurs du réel a, l'intégrale généralisée 

!+oo dt 

1 to: 

est-elle convergente? Donner, dans ce cas, la valeur de l'intégrale. 

2. Pour quelles valeurs du réel a, l'intégrale généralisée 

rl dt 
lo (1 - t)o: 
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est-elle convergente? Donner, dans ce cas, la valeur de l'intégrale. 

Solution. 

1. Considérons F, l'application définie sur l'intervalle [1, +oo[ par 

F : [1, +oo[ ----+ ~ 

X I X dt 
1 t"' • 

(a) Cas où a:= 1. 

'<lx E [1,+oo[, F(x) = [lnt]~ = lnx. 

L'intégrale est divergente. 

(b) CÇl.S où a: =I 1. 

'<lx E [1,+oo[, F(x) = _1_ [-1-]x = _1_ (-1- -1) 
1 - a: ta-1 1 1 - 0: xa-1 . 

L'intégrale est convergente si et seulement si 

0: > 1. 

Dans ce cas, 
r+00 dt = _1_. 

11 t°' 0: - 1 

2. Considérons G, l'application définie sur l'intervalle [O, 1[ par 

G: [O, 1[ ----+ ~ 

X 
rx dt 

Jo (1-t)"' · 

(a) Cas où a:= 1. 

'<lx E [O, 1[, G(x) = [- ln(l - t)]~ = - ln(l - x). 

L'intégrale est divergente. 

(b) Cas où a: =I 1. 

'<lx E [0, 1, [, G(x) =---=!___ [(1 - t) 1 -°']~ = --=!__((1- x)l-a -1). 
1-o: 1-o: 

L'intégrale est convergente si et seulement si 

0: < 1. 

Dans ce cas, 
rl dt 

} 0 (1 - t)°' 
1 

1- 0:. 
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Exercice 14.2 Indiquer pour quelles valeurs du nombre complexe À, l'intégrale généralisée 

1+00 e>.tdt 

est convergente. Donner, dans ce cas, la valeur de l'intégrale. 

Solution. Considérons F, l'application définie sur l'intervalle JR+ par 

F : JR+ -----+ C 

1. Cas où A= O. 

L'intégrale est divergente. 
2. Cas où A =f. O. 

X rx Àt 
Jo e . 

Yx E JR+, F(x) = x. 

Yx E JR+, F(x) = [~e>.t[ = ~ (e>.x - 1). 

(a) Si ~{A) > 0, 
lim IF{x)I = +oo. 

x->+oo 

L'intégrale est divergente. 

{b) Si ~{A) < 0, 

lim F(x) = _.!.. 
x->+oo À 

L'intégrale est convergente et 

1+00 e>.tdt = -~. 

(c) Si ~{A)= 0, on a À= i~{A) =f. O. Montrons que l'application 

g : JR+ -----+ c 
X 

n'admet pas de limite lorsque x tend vers +oo. La suite (xn)nEN définie 
par 

YnEN, 
n1l' 

Xn = l~{A)I' 

admet pour limite +oo lorsque n tend vers +oo. On a 

La suite (g(xn))nEN est divergente, l'application g n'admet pas de limite 
en +oo. Il en est de même pour l'application F. L'intégrale est donc 
divergente. 
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En conclusion, l'intégrale est convergente si et seulement si 

~(À)< 0 

et, dans ce cas, 

Proposition 14.1 Soient [a, b[ un intervalle de R. (avec -oo <a< b ~ +oo) 
et f : [a, b[---t lK une fonction continue par morceaux sur [a, b[. Pour tout c E 

]a, b[, l'intégrale J: f(t)dt est convergente si et seulement si J: f(t)dt l'est. 
Dans ce cas lb J(t)dt =le J(t)dt + 1b f(t)dt. 

Preuve. 

Vx E [a, b[, lx f(t)dt =le f(t)dt + 1x f(t)dt. 

Ceci prouve que, si l'une des deux intégrales généralisées converge, l'autre aussi. 
Dans ce cas, en passant à la limite, 

lb J(t)dt =le f(t)dt + 1b J(t)dt. 

Intégrale généralisée sur un intervalle de la forme ]a, b] 

Définition : Soient ]a, b] un intervalle de R. (avec -oo ~ a < b < 
+oo) et f : ]a, b] ---t R. une fonction continue par morceaux sur ]a, b]. Si 
l'application définie pour tout réel x de l'intervalle ]a, b] par 

lb f(t)dt 

admet une limite finie lorsque x tend vers a, on dit que l'intégrale 
généralisée (ou impropre) J: f(t)dt converge et on note 

lb f(t)dt = lim lb f(t)dt. 
a x~a x 

Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale J: f(t)dt diverge. 
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Exercice 14.3 1. Donner, suivant le réel a, la nature de l'intégrale : 

2. Donner la nature de l'intégrale 

11 
lntdt. 

Solution. 

1. (a) Si a= 1. 

2. 

\lx E]O, 1], 11 dt 
- = [lnt]; = -lnx. 

X t 
Puisque 

lim (- lnx) = +oo, 
x-+O 

l'intégrale est divergente. 

(b) Si a# l. 

\lx E]O, 1], 11 dt [ tl-o ] 1 1 1-o 
-= - =-(l-x ). 

x t0 1-a x l-a 

L'intégrale est convergente si et seulement si a < l. Dans ce cas, 

11 :! = 1 ~a· 

\lx E]O, 1], 11 
lntdt =[tint- t]; = x - xlnx -1. 

Puisque 
lim(x - xlnx -1) = -1, 
x-+O 

l'intégrale est convergente et 

11 
lntdt = -1. 
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Proposition 14.2 Soient ]a,b] un intervalle de~ (avec -oo:::; a< b < +oo) 
et f :]a, b] --+ OC une fonction continue par morceaux sur ]a, b]. Pour tout c E 

]a, b[, l'intégrale J: f(t)dt est convergente si et seulement si J: J(t)dt l'est. 
Dans ce cas 

lb J(t)dt = le J(t)dt + 1b J(t)dt. 

Preuve. La preuve est similaire à celle de la proposition 14.l. 
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Intégrale généralisée sur un intervalle ouvert 

Proposition-définition 14.3 Soient ]a, b[ un intervalle de R (avec -oo :S 
a< b :S +oo) et f :]a, b[---t Rune fonction continue par morceaux sur ]a, b[. On 
suppose qu'il existe c0 E)a, b[ tel que les intégrales 

1co f (t)dt et 1: f (t)dt 

soient convergentes. Alors, pour tout réel c E]a, b[, les intégrales 

1c f(t)dt et lb J(t)dt 

convergent. On dit alors que J: f(t)dt est convergente et on note 

[b ro [b 
la J(t)dt =la J(t)dt + lco J(t)dt. 

Cette valeur est indépendante du réel Co choisi dans l'intervalle ]a, b[. 
Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale J: f(t)dt diverge. 

Preuve. Il suffit d'utiliser les propositions 14.l et 14.2. 

Proposition 14.4 Les propriétés élémentaires vérifiées par les intégrales 
sur un segment restent vraies pour les intégrales généralisées convergentes : 
linéarité, positivité. 

14.2 Cas des fonctions positives 

Toutes les propriétés indiquées dans cette section le sont pour des intégrales 
généralisées définies sur un intervalle [a, b[. On obtient des propriétés identiques 
pour des intégrales généralisées définies sur un intervalle ]a, b]. 

Proposition 14.5 Soit f une application continue par morceaux sur l'inter
valle [a, b[ et à valeurs réelles positives. Alors J: f(t)dt converge si et seulement 
si 

3M 2: 0, \lx E [a, b[, 1x J(t)dt :S M. (14.10) 

Preuve. 

1. Supposons que l'intégrale J: f(t)dt soit convergente. Soit x un réel apparte-
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nant à l'intervalle [a, b[. L'application f étant positive, 

\:/y E]x, b[, 1Y f(t)dt = 1x J(t)dt + 1Y J(t)dt ~ 1x f(t)dt. 

D'où, 

rb f(t)dt = lim r f(t)dt ~ r f(t)dt. 
~ y-b~ ~ 

Nous pouvons choisir M = J: f (t)dt. 

2. Supposons réciproquement la propriété (14.10) vérifiée. Notons Ms le réel 

Ms = sup { {x f(t)dt}. 
xE(a,b( la 

Soit e un réel strictement positif. Il existe un réel c appartenant à l'intervalle 
[a, b[ vérifiant 

Ms - ê < 1c J(t)dt. 

Alors, 

\:/x E [c, b[, Ms - ê < 1c J(t)dt S 1x f(t)dt S Ms. 

On en déduit que 

lim r f(t)dt =Ms. 
x-b}a 

L'intégrale est convergente et 

1b f(t)dt =Ms 

Remarque 14.1 L'application f étant à valeurs positives, l'application F est 
croissante. Si la propriété {14.10} n'est pas vérifiée, alors 

lim F(x) = +oo. 
x-+oo 

Dans ce cas, on notera 

1b f(x)dx = +oo. 

Proposition 14.6 Soient f et g deux applications continues par morceaux sur 
l'intervalle [a, b[ à valeurs réelles et vérifiant 0 S f S g. Alors : 

1. Si J: g(t)dt converge alors J: f(t)dt converge. 

2. Si J: f(t)dt diverge alors J: g(t)dt diverge. 
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Preuve. 
1. Considérons M un réel positif vérifiant 

'<lx E [a, b[, 1x g(t)dt:::; M. 

Alors 

'<lx E [a, b[, 1x f(t)dt :=:; 1x g(t)dt :=:; M. 

On en déduit que J: f(t)dt est convergente. 
2. Nous avons 

sup {lx f(t)dt} = +oo donc sup {lx g(t)dt} = +oo. 
xE[a,b[ a xE[a,b[ a 

On en déduit que J: g(t)dt est divergente. 

Proposition 14. 7 Soient f et g deux fonctions réelles positives. On suppose 
qu'au voisinage de b, on a f = Ob(g) {resp. f = ob(g)). Alors : 

. J,b J,b rb rb 1. Si a g(t)dt converge, a f(t)dt converge et Jx f(t)dt = Ob(Jx g(t)dt) 

(resp. J; f(t)dt = ob(f; g(t)dt)). 

2. Si I: f(t)dt diverge, I: g(t)dt diverge et fax f(t)dt = obu: g(t)dt) {resp. J: f(t)dt = Ob(fax g(t)dt)}. 

Preuve. Les preuves sont effectuées lorsque f = Ob(g). Elles sont relativement 
semblables lorsque f = ob(g). Supposons donc f = Ob(g). Alors, 

3K > 0, 3c E [a, b[, Vt E [c, b[ 0:::; f(t) :::; Kg(t). 

1. L'intégrale J: Kg(t)dt étant convergente, J; f(t)dt l'est aussi ainsi que J: f(t)dt. 
D'autre part pour tout réel x appartenant à l'intervalle [c, b[, on a 

Vy E [x, b[, 1y f(t)dt :::; K 1y g(t)dt. 

En passant à la limite lorsque y tend vers b, 

1b f(t)dt:::; K 1b g(t)dt. 

D'où le résultat. 

2. L'intégrale J: f(t)dt est divergente donc J: f(t)dt est également divergente. 

On en déduit que J: Kg(t)dt est divergente, ainsi que J: g(t)dt et J: g(t)dt. 
L'application g étant positive, nous avons 

lim r g(t)dt = +oo. 
x-+b}a 
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Il existe un réel c' appartenant à l'intervalle [c, b[ vérifiant, 

\:/x E [c',b[, lx g(t)dt?. le f(t)dt. 

Ainsi, 

\:/x E [c', b[, lx f(t)dt =le f(t)dt +lx f(t)dt 

:::; lx g(t)dt +lx g(t)dt:::; (K + 1) lx g(t)dt. 

D'où le résultat. 
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Proposition 14.8 Soient f et g deux fonctions réelles positives. On suppose 
qu'au voisinage de b, f,...., g. Alors 

b 

1. Les intégmlesJ: f(t)dt et J: g(t)dt sont de même nature. 

2. (a) Si les intégmles convergent, t f(t)dt,...., t g(t)dt. 
X b X 

{b} Si les intégmles divergent, f.x f(t)dt,...., r g(t)dt. 
a b a 

Remarque 14.2 La propriété reste vmie pour deux fonctions négatives. En re
vanche, elle tombe en défaut pour des fonctions de signe quelconque. Voir pour 
cela l'exercice 14.6. 

Preuve. Les deux applications f et g étant équivalentes au voisinage de b, nous 
avons f = Ob(g) et g =Ob(!). Les deux intégrales sont donc de même nature. Par 
définition de fonctions équivalentes, nous avons 

If - gj = Ob(g) 

1. Si les deux intégrales 

lb f(t)dt et lb g(t)dt 

convergent, alors 

lb lf(t) - g(t)jdt 

est convergente et, d'après la proposition précédente 14.7, 

(1b lf(t) - g(t)j dt) =Ob (1b g(t)dt). 

L'inégalité, 

\:/x E [a, b[, l1b f(t)dt -1b g(t)dtl :::; 1b lf(t) - g(t)I dt 
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nous permet d'écrire 

D'où le résultat. 

2. Si les deux intégrales divergent, deux cas se présentent. 

(a) L'intégrale 

lb lf(x) - g(x)Jdx 

est convergente. Dans ce cas, l'application qui, à tout réel x élément de 
[a, b[ associe 

est bornée. Sachant que 

lim r g(t)dt = +oo, 
x-+b}a 

on obtient le résultat désiré. 

(b) L'intégrale 

lb lf(x) - g(x)Jdx 

est divergente. Nous obtenons, à l'aide de la proposition 14.7 

(lx IJ(t) - g(t)J dt) =Ob (lx g(t)dt) . 

L'inégalité 

Vx E [a, b[, llx f(t)dt- lx g(t)dt':::; (lx lf(t) - g(t)J dt) 

nous permet d'écrire 

Ceci termine la preuve. 

Exercice 14.4 Donner, suivant le réel a, la nature de l'intégrale : 

1+= e-t 
-dt. 

0 t°' 
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Solution. Nous devons étudier la nature des intégrales 

11 -t 

:._dt et 
0 ta. 

i+oo e-t 
-dt. 

1 ta. 

Toutes les applications utilisées dans la solution sont positives. 
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1. Puisque et:' 'Q t~ , l'intégrale f0
1 et:' dt est convergente si et seulement si 

a < 1 {voir exercice 14.3). 

2. Pour tout réel a, 

Donc, au voisinage de +oo, 

_1 e 2 
lim - =0. 

t-++oo ta. 

On en déduit que Jt00 et:' dt est convergente, quel que soit le réel a. En 
conclusion, 

1+00 e-t 
-dt 

0 ta. 

est convergente si et seulement si a < 1. 

14.3 Propriétés des intégrales généralisées 

Dans cette section, IK représente ~ ou C. 

14.3.1 Critère de Cauchy 

Proposition 14.9 {Critère de Cauchy pour les intégrales). Soit f : [a, b[-+ IK 
une fonction continue par morceaux sur [a, b[. L'intégrale J: f(t)dt converge si 
et seulement si 

Ve > 0, :Je E [a, b[, 't:/(x, y) E ([c, b[) 2 , 11Y f(t)dtl < c. {14.11) 

Preuve. Nous supposons que b est un nombre réel. Si b = +oo, la preuve est 
similaire. Soit 

F: [a,b[ ---+ IK 

X ~ I: f(t)dt. 

1. Supposons que la propriété {14.11) soit vérifiée. Montrons que l'application 
F admet une limite lorsque x tend vers b. Considérons une suite (an)nEN 
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d'éléments de [a, b[ convergente vers b. Soit c un réel strictement positif. 
Choisissons un réel c E [a, b[ vérifiant 

V(x, y) E ([c, b[)2 , 11Y f(t)dtl < c. 

Choisissons un entier n0 vérifiant 

Vn 2: no an E [c, b[. 

Alors, 

On en déduit que la suite (F(an))nEN est de Cauchy donc convergente 
puisque ][{ est complet. Il suffit d'utiliser la proposition 3.6, page 36, pour 
affirmer que F admet une limite en b et donc que l'intégrale converge. 

2. Supposons que l'intégrale soit convergente, c'est-à-dire que l'application F 
admette une limite en b. Soit c un réel strictement positif. Choisissons un 
réel c E [a, b[ vérifiant 

Vx E (c,b(, IF(x) - limF(t)I < ~. 
t-+b 2 

Alors 

V(x, y) E ((c, b[)2 , 11Y f(t)dtl = IF(y) - F(x)I < c. 

Corollaire 14.10 On considère deux réels a et b vérifiant a < b. Soit f 
[a, b[-+ ][{ une fonction continue par morceaux et bornée sur [a, b[. Alors, 
l'intégrale J: f(t)dt est convergente. 

Preuve. Soit M un réel strictement positif vérifiant 

Vt E (a, b[, lf(t)I ::::; M. 

Soit c un réel strictement positif. Il suffit alors de choisir 

et utiliser la proposition précédente. 
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14.3.2 Intégrales absolument convergentes 

Proposition-définition 14.11 

Si lb lf(t)ldt est convergente, alors lb f(t)dt est convergente. 

On dit dans ce cas que l'intégrale généralisée de f est absolument convergente. 
Si l'intégrale généralisée de f est convergente mais non absolument convergente, 
on dit qu'elle est semi-convergente. 

Preuve. Supposons quel: lf(t)ldt soit convergente. Elle vérifie le critère de Cau
chy. Soit € un réel strictement positif. Choisissons un réel c E [a, b[ vérifiant, 

V(x,y) E ([c,b[)2 , 1Y lf(t)ldt < €. 

Alors 

V(x, y) E ([c, b[) 2 , 11Y f(t)dtl :::; 11Y lf(t)ldtl < €. 

L'intégrale l: f(t)dt est donc convergente. 

Exercice 14.5 Indiquer la nature de l'intégrale 

r+oo 1 ( 1) 
Jo Vx sin x dx. 

Solution. Cette intégrale est convergente si et seulement si les deux intégrales 

le sont. 

1. Nous remarquons que 

Vx 2: 1, - 1- sin (~) 2: O. Vx X 

De plus, 

_2_ sin(~) rv ~. Vx X +oo X'ï 

L'intégrale I2 est convergente. 

2. 

Vx E)O, 1), 1_1 sin (~)I:::; _1 . 
Vx X Vx 
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D'après l'exercice 14.3, f0
1 ~ est convergente donc 

l'est aussi. li est ainsi absolument convergente. On en déduit que 

fo+oo )x sin(~) dx 

est une intégrale convergente. 

14.3.3 Règle d'Abel 

Proposition 14.12 (Règle d'Abel} On considère deux fonctions f et g conti
nues par morceaux sur l'intervalle [a, b[ : 

1. f est à valeurs réelles positives, décroissante, avec limx-+b f(x) = 0, 

2. g est à valeurs réelles ou complexes et 

3M > 0, 'v'x E [a, b[, llx g(t)dtl ::; M. 

Alors J: f(t)g(t)dt est convergente. 

Preuve. On suppose dans un premier temps g à valeurs réelles. 
Soit e un réel strictement positif. Choisissons un réel c E [a, b[ vérifiant 

'v'x E [c, b[, 0 ::; f (x) ::; e. 

Considérons un couple (x, y) d'éléments de [c, b[ avec x < y. En appliquant la 
seconde formule de la moyenne (proposition 13.21, page 200), il existe un réel z 
appartenant à [x, y] vérifiant 

1Y f(t)g(t)dt = f(x+) 1z g(t)dt. 

On obtient 

11y f(t)g(t)dtl::; 2Me. 

L'intégrale 

lb f(t)g(t)dt 

est convergente puisqu'elle vérifie le critère de Cauchy. 
Sig est à valeurs complexes, on écrit g = ~(g) +iSS(g). Les deux applications ~(g) 
et SS(g) vérifient les hypothèses indiquées dans la proposition. Les intégrales 

lb f(t)~(g(t))dt et lb f(t)SS(g(t))dt 
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sont convergentes, donc 

1b f(t)g(t)dt 

l'est aussi. 

Exercice 14.6 1. Pour quelles valeurs du réel a strictement positif, l'intégrale 
r+oo . t 

Jo s~~ dt est-elle convergente? 

2. Pour quelles valeurs du réel a strictement positif, l'intégrale f0+00 c~~tdt est-elle 
convergente ? 

3. Pour quelles valeurs du réel a strictement positif, l'intégrale f0+00 ~~dt est-elle 
convergente ? 

J+oo · 2 t 4. Montrer que 1 81~ dt est divergente. 

5. En déduire que J0+00 si~tdt n'est pas absolument convergente. 

6. Donner la nature de l'intégrale, 

r+oo ( sint) 
} 1 ln 1 + Vt dt. 

Solution. 

1. (a) Étude de la nature de l'intégrale 

L'application 

l +oo sint 
-dt. 

1 t°' 

f : [1, +oo[ ----+ JR+ 

X 

est positive décroissante et admet une limite nulle lorsque x tend vers 
+oo. D'autre part, 

Vx;?: 1, llx sin tdtl = 1 cos x - cos li :=:; 2. 

Les hypothèses du critère d'Abel sont vérifiées. L'intégrale f1+00 s~~ t dt 
est convergente pour tout réel a strictement positif. 

(b) Étude de la nature de l'intégrale 

rl sint dt. 
} 0 t°' 

sin t 1 
~ 0 ta-1' 
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L'intégrale est convergente si et seulement si a - 1 < 1, c'est-à-dire 
a < 2. En conclusion, 

1+00 sint 
-dt 

0 t°' 
est convergente si et seulement si 

0 <a< 2. 

2. (a) On montre avec un raisonnement identique à celui de la question précédente 

3. 

que, pour tout réel a strictement positif, l'intégrale 

est convergente. 

J+oo cost 
-dt 

1 t°' 

(b) Étude de la nature de l'intégrale 

{ 1 cost dt. 
} 0 t°' 

cost 1 
--rv-

t°' 0 t 0 

L'intégrale est convergente si et seulement si a < 1. En conclusion, 

1+00 sint 
-dt 

0 t°' 

est convergente si et seulement si 

O<a<l. 

Vt E]O, +oo[, eit =cos t + i sin t. 

Donc, l'intégrale J0+00 ~~dt est convergente si et seulement si les intégrales 
J0+00 c~~tdt et J0+00 s~~tdt le sont, c'est-à-dire 0 <a< 1. 

4. Pour tout réel t, 
• 2 1 - cos2t 

sm t= 2 

En utilisant le critère d'Abel, on montre que l'intégrale 

J+oo cos2t 
--dt 

1 t 

est convergente. Or, l'intégrale, 

J+oo ~dt 
1 t 

est divergente. On en déduit que l'intégrale 

est divergente. 

J+oo sin2 t 
--dt 

1 t 
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5. 

Vt ~ 1, 0 sin2 t 1sint1 <--< - . 
- t - t 
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On en déduit que ltxi 1si~t1 dt puis ltxi 1si~t1 dt sont divergentes et que 

1+00 sint 
-dt 

0 t 

n'est pas absolument convergente. 
6. Le développement limité de ln(l + x) à l'ordre 2 en 0 est 

1 
ln(l + x) = x - 2x2 + x2ë(x) 

où ë est une application ayant pour limite 0 en O. Ainsi, 

1 ( 1 sin t) _ sin t 1 sin2 t sin2 t (sin t) 
Il +-- -------+--ë -- . vt vt 2t t vt 

D'après la première question, 11+00 si:!/ dt est convergente. D'autre part, 

(~ sin2 t + sin2 t ë (sin t)) ,..., ~ sin2 t 
2 t t Vf, +oo 2 t 

Ces fonctions sont à valeurs positives au voisinage de +oo. Les deux intégrales 

l +oo ( 1 sin2 t sin2 t (sin t)) l+oo 1 sin2 t --- + --ë - dt et ---dt 
1 2t t vt 1 2t 

sont de même nature. La seconde étant divergente, la première l'est aussi. 
On en déduit que l'intégrale 

f +oo ln ( 1 + s~t) dt 

est divergente. On peut remarquer que 

1 ( sint) sint 
Il 1 + fi. l'V fi. 

vt +00 yt 
et leurs intégrales en +oo sont de natures différentes. 

14.3.4 Intégration par parties 

Proposition 14.13 (Intégration par parties). Soient f et g deux fonctions à 
valeurs dans][( de classe C1 sur [a, b[. 

1. Si limx-bf(x)g(x) existe, les intégrales l: J'(t)g(t)dt et l: f(t)g'(t)dt 
sont de même nature. 

2. Si ces intégrales convergent, on a : 

l b J(t)g'(t)dt = [lim f(x)g(x) - f(a)g(a)] - rb J'(t)g(t)dt. 
a x-b L 
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Preuve. 

Vx E [a, b[, 1x J(t)g'(t)dt = 1x (fg)'(t)dt -1x J'(t)g(t)dt, 

c'est-à-dire 

Vx E [a, b[, 1x f(t)g'(t)dt = [f(x)g(x) - f(a)g(a)] -1x f'(t)g(t)dt. 

En supposant que f(x)g(x) admette une limite finie lorsque x tend vers b, la 
convergence de l'une des intégrales entraîne celle de l'autre. Dans ce cas, en passant 
à la limite, on obtient l'égalité indiquée dans la proposition. 9' 

14.3.5 Changement de variable 

Proposition 14.14 (Changement de variable). Soient u une application de 
classe C 1 bijective strictement croissante de l'intervalle [a, b[ sur l'intervalle 
[a, ,B[ et f une application continue par morceaux sur l'intervalle [a, ,B[, à va
leurs dans K Alors les intégrales 

1b u'(t)f(u(t))dt et 1: f(t)dt 

sont de même nature et égales en cas de convergence. 

Preuve. On considère les applications F et G définies par, 

F : [a, ,B[ --t lK 

y ~ l! f(t)dt, 

G: [a,b[ --t lK 

x ~ l: u'(t)f(u(t))dt. 

D'après le corollaire 13.16, page 194, nous avons 

Vx E [a,b[, 1x u'(t)f(u(t))dt = lu(x) f(t)dt. 

Ainsi, 
G = Fou et Go u-1 = F. 

1. Supposons que l'intégrale l: f(t)dt soit convergente. Nous avons, 

lim u(x) =,B. X->b 
Ainsi, 

lim G(x) = lim (Fou) (x) = lim F(y) = 1(3 f(t)dt. x->b x->b y->(3 °' 

L'intégrale l: u'(t)f(u(t))dt est donc convergente et l: u'(t)f(u(t))dt = J: f(t)dt. 
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2. Supposons que l'intégrale 1: u'(t)f(u(t))dt soit convergente. Nous avons, 

Ainsi, 

lim F(y) = lim Go u-1(y) = lim G(x) =lb u'(t)f(u(t))dt. 
y-+~ y-+~ x-+b a 

L'intégrale 1: f(t)dt est convergente et 1: f(t)dt = 1: u'(t)f(u(t))dt. 

Exercice 14.7 Nous savons, d'après l'exercice 14.6, que l'intégrale lo+oo si~tdt est 
convergente. Le but de cet exercice est de montrer que 

1+oo sint 7r 
-dt=-. 

0 t 2 

On considère pour tout entier naturel n, les intégrales In et Jn définies par 

In= 1~ sin(2~ + l)t dt, J -1~ sin(2n + l)td 
n - t. 

0 sint 

1. Vérifier que pour tout entier naturel n, les intégrales In et Jn sont convergentes. 

2. Montrer que la suite (In)nEN est convergente avec 

1+oo sint 
lim In= -dt. 

n-++oo 0 t 

3. (a) Montrer que l'application f définie sur l'intervalle JO,~] par 

f: JO,~] ---> ~ 

t 

est prolongeable par continuité en O. 

(b) En déduire, par exemple à l'aide du lemme de Lebesgue, exercice 13.4, page 
209, que la suite (Jn)nEN est convergente avec 

4. Montrer que 

lim Jn = lim In· 
n-++oo n-++oo 

7f 
Vn EN, Vt E]O, "2], 

kL=n (2k ) sin(2n + l)t 
cos t =--.-

smt k=-n 
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5. En déduire la valeur de l'intégrale 

1+oo sint 
-dt. 

0 t 

Solution. 

1. 
sin(2n + l)t sin(2n + l)t (2 ) 

'\:ln E N, . rv rv n + 1 . 
smt o t o 

Ces deux applications sont prolongeables par continuité en O. Les intégrales 
sont donc convergentes. 

2. Effectuons le changement de variable x = (2n + l)t. Nous obtenons 

(2n+l),.-

1 -1 2 sintd n - t. 
0 t 

'\:/nEN, 

On en déduit que la suite (In)nEN est convergente avec 

1. 1 - sm d 1+00 . t 
lm n - t. 

n->+oo 0 t 

3. (a) 

4. 

sint-t -~ t 
f(t) = t sin t 7: t26 7: -6 

L'application f admet pour limite 0 lorsque t tend vers O. Elle est 
prolongeable par continuité en O. 

(b) Nous savons, d'après l'exercice 13.4, page 209 (lemme de Lebesgue), 
que 

lim r1i f(t) sin(nt)dt =o. 
n->+oo Jo 

On en déduit que la suite (In - Jn)nEN est convergente vers O. La suite 
(In)nEN étant convergente, on obtient 

1+oo sint 
lim Jn = lim In = --dt. 

n->+oo n->+oo 0 t 

'\:ln E N, '\:/t E)O, ~], k~n cos(2kt) = !R c~n e2ikt) . 

Or pour tout réel t élément de JO,~], le nombre e2ikt est différent de 1. Ainsi, 

k=n 2(2n+l)it _ 1 
""' e2ikt = e-2int_e ____ _ 
L.,, e2it _ 1 

k=-n 

e-2int .e(2n+l)it e(2n+l)it _ e-(2n+l)it 
------ X ------,---.,.,---

ei t eit - e-it 

e(2n+l)it _ e-(2n+l)it sin(2n + l)t 

eit - e-it sin t 
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5. 

On obtient ainsi, 

Vn E N, Jn = ~ {~ cos(2kt)dt = ~· 
k=-nJo 

1~ sintd _ 7r - t--. 
0 t 2 

14.3.6 Comportement asymptotique 
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Quel est le comportement asymptotique au voisinage de +oo d'une application 
continue f si l'intégrale fa+oo f (x )dx est convergente? La proposition suivante nous 
indique que si la continuité est uniforme, alors l'application f admet 0 pour limite 
lorsque x tend vers +oo. Si l'application est seulement continue sur [a, +oo[, nous 
pouvons obtenir des comportements inattendus. Si l'application f est à valeurs 
réelles, elle peut être non bornée au voisinage de l'infini (exercice 14.8). Si l'appli
cation f est à valeurs complexes, elle peut même vérifier limx-++oo lf(x)I = +oo 
(exercice 14.9). 

Proposition 14.15 On considère une fonction f à valeurs dans ][{, uni
formément continue sur [a, +oo[. Si l'intégrale fa+oo f(t)dt est convergente alors 
limx-++oo f(x) =O. 

Preuve. On suppose dans un premier temps f à valeurs réelles. Soit f une ap
plication uniformément continue sur l'intervalle [a, +oo[. Effectuons la preuve par 
contraposée. Supposons que la fonction f n'admette pas pour limite 0 lorsque x 
tend vers +oo : il existe un réel strictement positif co, vérifiant -

VX 2 a, 3x 2 X, lf(x)I 2 co. 

L'application f étant uniformément continue sur [a, +oo[, il existe un réel stricte
ment positif a vérifiant, 

V(x, y) E ([a, +oo[)2 , 
co 

lx -yl :::; a=? lf(x) - f(y)I :::; 2· 

Soit c un réel appartenant à l'intervalle [a, +oo[. Il existe un réel Xe appartenant 
à l'intervalle [c, +oo[ tel que 

Alors, 
co 

lf(y) - f(xe)I :::; 2· 

On en déduit que sur l'intervalle [xe, Xe+ a], l'application f garde le même signe. 
De plus, 

w [ ] l/(y)I 2 c2° · vy E Xe, Xe+ a, 
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Ainsi, 

11:c+o f(t)dtl = 1:c+a lf(t)ldt ~ a;o. 
La propriété de Cauchy n'est pas vérifiée (proposition 14.9). L'intégrale fa+oo f(t)dt 
est divergente. Ceci termine la preuve dans le cadre des fonctions à valeurs réelles. 
Si l'application f est à valeurs complexes, il suffit de décomposer f en partie réelle 
et imaginaire pour obtenir le même résultat. 4't 

Exercice 14.8 On considère la fonction f, définie, continue et affine par morceaux 
sur [1, +oo[ : 

'in EN*, 

Montrer que f1+00 f (t)dt est convergente. 

Solution. Pour tout entier naturel k strictement positif, 

rk+l 1 
Jk f(t)dt = 2k. 

Donc pour tout entier naturel n strictement supérieur à 1, 

r n-1 1 1 
li J(t)dt = L: 2k = 1 - 2n-l :::; i. 

1 k=l 

L'application f étant positive, pour tout réel x supérieur à 1, 

r {E(x)+l 

11 f(t)dt :::; 11 f(t)dt :::; 1. 

On déduit la convergence de l'intégrale en utilisant la proposition 14.5. 
On peut remarquer que l'intégrale est convergente bien que la fonction f ne soit 
pas bornée au voisinage de +oo. 4' 

Exercice 14.9 On considère la fonction f définie sur [1, +oo[ à valeurs dans C par : 

Vx E [1, +oo[, 
. 3 

f(x) = xe•x 

1. Vérifier que limx->+oo lf(x)I = +oo 

2. Montrer que J1+00 f(x)dx est convergente. 
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Solution. 

1. 

Ainsi, 

Vx ~ 1, lf(x)I = lxl. 

lim lf(x)I = +oo. x-++oo 
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2. Utilisons la proposition d'intégration par parties pour les intégrales généralisées 
(proposition 14.13). On considère les applications g et h de classe C1 sur 
[1 + oo[ définies par, 

On a f = g' h. Or, 

g: [1,+oo[ --t <C 

X f---t 
1 ix3 

3ie ' 

h: [1,+oo[ --t ~ 

X 

Vx E [1, +oo[, 

f---t .!. 
X 

1 
lg(x)h(x)I = 3x' 

donc, la fonction gh admet pour limite 0 lorsque x tend vers +oo. On en 
déduit, d'après la proposition 14.13, que les deux intégrales 

l+oo g'(x)h(x)dx et l+oo g(x)h'(x)dx 

sont de même nature. Or, 

Vx E [1, +oo[, 
1 

lg(x)h'(x)I = 3x2. 

La deuxième intégrale est absolument convergente donc convergente. On en 
déduit que l'intégrale 

r+oo 
Ji f(x)dx 

est convergente. 





Chapitre 15 

Séries à valeurs dans un espace 
vectoriel normé 

Dans ce chapitre, on considère (JE, IJ .11) un espace vectoriel normé. 

15.1 Définitions 

Définition : Soit ( un)nEN une suite à valeurs dans JE. On appelle série 
de terme général Un, la suite (Sn)nEN définie par 

n 

Vn E N, Sn = U0 + U1 + · · · +Un = L Uk. 

k=O 

On note cette série Ln>o Un· Pour tout entier naturel n, Un s'appelle le 
terme d'indice n. La suite (Sn)nEN s'appelle la suite des sommes partielles 
de la série Ln~O Un. 

Définition : Soit (un)nEN une suite à valeurs dans JE. On dit que la 
série Ln>o Un converge si la suite des sommes partielles (Sn)nEN est 
convergente. Dans ce cas, 

1. On note et on appelle somme de la série, l'élément de JE 

+oo n 

'""Uk = lim '""Uk· L..,, n--++oo L..,, 
k=O k=O 

2. On appelle suite des restes la suite (Rn)nEN définie par 

+oo +oo n +oo 
Vn E N, Rn = L Uk - Sn = L Uk - L Uk = L Uk. 

k=O k=O k=O k=n+l 
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Proposition 15.1 Si une série Ln~O Un est convergente, alors la suite 
( un)nEN converge vers O. 

Preuve. 

\ln 2: 1, Un= Sn - Sn-1· 

D'où le résultat. 4 

Remarque 15.1 La réciproque est fausse. Voir, par exemple, le corollaire 15. 7, 
en prenant a E]O, 1]. 

15.2 Convergence des séries à termes réels 
positifs 

Proposition 15.2 Une série Ln>O Un à termes réels positifs converge si et 
seulement si la suite des sommes partielles (Sn)nEN est majorée. 

Preuve. La série étant à termes positifs, la suite des sommes partielles (Sn)nEN 
est croissante. Elle est donc convergente si et seulement si elle est majorée. 4 

Corollaire 15.3 On considère deux séries réelles Ln~O Un et Ln~o u~ telles 
que 

:lno EN*, \ln 2: no, 0:::; Un:::; u~. 

Si Ln>o u~ converge, alors Ln~o Un converge; si Ln~O Un diverge, alors 
Ln~O ~ diverge. 

Preuve. Notons (Sn)nEN la suite des sommes partielles de la série Ln>O Un et 
(S~)nEN la suite des sommes partielles de la série Ln~o u~. Nous avons -

Si la série Ln>O u~ est convergente, alors la suite (S~)nEN est majorée. La suite 
(Sn)nEN est alors majorée, donc convergente. La sérieLn>O Un est convergente. 
Supposons la série Ln>O Un divergente. Alors les suites ("Sn)nEN et (S~)nEN sont 
non majorées. La série Ln~o u~ est divergente. .fi 
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Proposition 15.4 On considère deux séries à termes positifs En>o Un et 
En~o u~. On suppose que u~ = o(un) (respectivement u~ = O(un)). -

1. Si En>O Un converge, alors En~o u~ converge. De plus, les suites des 
restes, définies par 

+oo +oo 
'<ln EN, Rn = L Uk, R~ = L u~ 

k=n+l k=n+l 

vérifient R~ = o(Rn) (respectivement R~ = O(Rn)). 

2. Si En>O u~ diverge, alors En~O Un diverge. De plus, les sommes par
tielles définies par 

VnEN, 

vérifient S~ = o(Sn) (respectivement S~ = O(Sn)). 

Preuve. Supposons d'abord que 

u~ = o(un)· 

Soit c un réel strictement positif. Choisissons un entier no vérifiant 

'<ln 2 no, 0 :::; u~ :::; Wn· 

1. Supposons que la série En>O Un soit convergente. La suite des sommes par
tielles est majorée. Considérons S un majorant. Alors 

n no 

'<ln 2 n 0 , S~ = Lu~ :::; Lu~ + cS. 
k=O k=O 

La suite de ses sommes partielles (S~)nEN est majorée. Les termes de la série 
En>o u~ étant positifs, celle-ci est convergente. 
D'autre part, pour tout entier n 2 no on a, 

N N 

'<IN 2 n + 1, L u~ :::; c L Uk· 
k=n+l k=n+l 

En passant à la limite lorsque N tend vers +oo on obtient, 

'<ln 2 no, R~ :::; €.Rn· 

D'où, R~ = o(Rn). 

2. Supposons que la série En>O u~ soit divergente. La suite des sommes par
tielles (S~)nEN est non majorée. Il en est de même de la suite (S~ -S~0 )nEN· 
Or, 
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On en déduit que la suite (Sn)nEN est non majorée et que la série Ln>O Un 
est divergente. -
La suite (Sn)nEN étant non majorée et croissante, il existe un entier naturel 
ni ~ no vérifiant 

Alors, 

no n n 

'v'n~n1, S~=I::U~+ L u~::=;t:Sn+t: L uk::=;2t:Sn. 
k=O k=no+l k=no+l 

D'où, S~ = o(Sn)· 

Si u~ = O(un), il existe un réel strictement positif K et un entier naturel no 
vérifiant, 

'v'n ~no, u~:::; Kun. 

Il suffit de remplacer dans la preuve ê par K pour obtenir les résultats désirés. 4 

Proposition 15.5 On considère deux séries à termes positifs Ln?:O Un et 
Ln?:O u~. On suppose 

Alors, 

1. les deux séries sont de même nature ; 

2. si les deux séries convergent, les suites des restes, définies par 

+oo +oo 
'v'n E N, Rn = L Uk, R~ = L u~ 

k=n+l k=n+l 

sont équivalentes. 

3. Si les deux séries divergent, les sommes partielles définies par 

n 

'v'n EN, Sn= Luk, 
k=O 

sont équivalentes. 

Preuve. 

n 

S~= Lu~ 
k=O 

1. En utilisant la proposition 7.17, page 89, on a Un= O(u~) et u~ = O(un)· 
On en déduit, à l'aide de la proposition précédente, que les séries Ln>O Un 
et Ln?:O Vn sont de même nature. -

2. Supposons les deux séries convergentes. D'après la définition de deux suites 
équivalentes (définition 7.8.3, page 89), 

lun - u~I = o(u~). 
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La série L:: lun - u~I est convergente. Notons (R~)nelll la suite de ses restes : 

+oo 
Vn EN, R~ = L luk -u~l-

k=n+1 

Pour tout entier naturel n, 

VN > n, 1 t (uk - u~)I ~ t luk - u~l-
k=n+1 k=n+l 

En passant à la limite, on obtient 

Vn EN, IRn - R~I ~ R~. 

D'après la proposition précédente, nous avons 

R~ = o(R'n). 

Donc, 

Ve > 0, 3no, Vn 2:: no, IRn - R~I ~ R~ ~ eR~. 

On en déduit que (Rn - R~) = o(R~), ainsi 

3. Supposons les deux séries divergentes. 

(a) Supposons la suite (Sn-S~)nelll divergente. Nous savons que lun-u~I = 
o(u~) et d'après la proposition précédente S~ = o(S~) où 

n 

VnEN, S~= Liuk-u~l-
k=O 

Donc pour tout réel strictement positif e, 

3no EN, Vn 2:: no, ISn - S~I ~ s~ ~ eS~. 

On en déduit que (Sn - S~) = o(S~). 
(b) Supposons la suite (Sn - S~)nelll convergente. Elle est alors bornée. La 

suite (S~)nelll admet pour limite +oo. La suite ( Sn~S~) est convergente 

vers O. On en déduit que, dans ce ca aussi, (Sn - S~) = o(S~). 

Ceci permet de conclure : 
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Proposition 15.6 Soit f : [1, +oo[-t JR+ une fonction continue par morceaux, 
décroissante sur [1,+oo[. Soit (un)nEl\I*, la suite définie par 

\ln EN*, Un = f(l) + /(2) + · · · + f(n) - ln f(t)dt. 

Alors, 

1. La suite ( un)nEN* est convergente. 

2. La série Ln?:l f(n) et l'intégrale Jt"' f(t)dt sont de même nature. 

3. Si l'intégrale Jt'° f(t)dt diverge, on a Sn = L:~=l f(k) ,..,,, J; f(t)dt. 

4. Si l'intégrale Jtxi f(t)dt est convergente et si la convergence de la suite 

(J,+00 f(t)dt) est lente, alors Rn = L:t;.+1 f(k) ,..,,, J,+00 f(t)dt. 
n nEl\I* n 

Remarques 15.2 1. On pourra trouver les différentes définitions de vitesse de 
convergence d'une suite au début du chapitre 11, page 147. 

2. On peut remarquer que le résultat du 4 tombe en défaut si la vitesse de 

convergence de la suite (J,+00 f(t)dt) n'est pas lente. On peut considérer 
n nEN* 

par exemple l'application t f-+ e-t. 

Preuve. 

1. L'application f étant décroissante, nous avons, 

\/k 2:: 1, \/t E [k, k + l], f(k + 1) :s; f(t) :s; f(k), 

d'où, 
rk+l 

\/k 2:: 1, f(k + 1) ::; Jk f(t)dt ::; f(k). 

Nous en déduisons que 

\ln 2:: 2, Un=~ (f(k) -1k+l f(t)dt) + f(n) 2:: O. 

De plus, 

1n+l 

\ln EN, Un+l - Un = f(n + 1) - n f(t)dt::; O. 

La suite (un)nEN* est décroissante et minorée donc convergente. 

2. On considère l'application F définie par 

F : [1, +oo[ -----t JR+ 

X t-----t ft f ( t )dt 
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et (Sn)neN• la suite des sommes partielles : 

n 

Vn 2 1, Sn= Lf(k). 
k=l 

Nous avons la relation 

Vn 2 1, Sn =Un+ F(n). 

La suite (un)neN• étant convergente, les suites (Sn)neN• et (F(n))neN• sont 
de même nature. 

(a) Supposons l'intégrale Jtx' f(t)dt convergente. L'application F admet 
une limite finie en +oo. La suite (F(n))neN• est convergente. Il en est 
de même de la suite (Sn)neN• et de la série En~l f(n). 

(b) Supposons la série En>l f(n) convergente. La suite (Sn)neN• étant 
convergente, la suite (F(n))neN• l'est aussi. Notons M un majorant 
de cette dernière. L'application f étant positive, 

r {E(x)+l 
"lx E [1, +oo[, 11 f(t)dt::::; 11 f(t)dt = F (E(x) + 1) ::::; M. 

Il suffit d'utiliser la proposition 14.5, page 218 pour établir la conver
gence de l'intégrale Jt'0 f(t)dt. 

3. Supposons la série En>l f(n) divergente. Cette série étant à termes positifs, 
la suite (Sn)neN• tend-vers +oo lorsque n tend vers +oo. D'autre part, la 
suite (Sn - F(n))neN• est convergente puisque la suite (un)neN• l'est. Ainsi, 

lim Sn - F(n) =O. 
n-++oo Sn 

On en déduit que (Sn - F(n)) = o(Sn) et Sn"" F(n). 
4. Nous avons établi au début de la preuve que 

fk+l 
Vk 2 1, f(k + 1) ::::; lk f(t)dt::::; f(k). 

Donc, 

Vk;::: 2, fk+l f(t)dt::::; f(k)::::; fk f(t)dt. 
lk lk-1 

Soit n un entier strictement positif. D'après la double inégalité précédente, 

D'après l'hypothèse, ces trois suites de variable N sont convergentes. En 
passant à la limite, on obtient 

1+00 1+00 
f(t)dt ::::; Rn ::::; f(t)dt. 

n+l n 
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Sachant que la suite (J,+00 f(t)dt) converge lentement vers 0, on obtient 
n nEN* 

puis 

Ainsi, 

1:+~ f(t)dt < Rn < 1 
1:00 f(t)dt - 1:00 f(t)dt - ' 

1. Rn 1 lm = . 
n-++oo 1:00 f(t)dt 

1+00 
Rn "' n J(t)dt. 

Nous reprenons les notations de la proposition précédente. 

Corollaire 15. 7 (Séries de Riemann.) Soit a un nombre réel. La série de 
Riemann 

+oo 1 

Lna 
n=l 

converge si et seulement si a > 1. De plus, 

1. Si a E)O, 1[, 

2. Si a= 1, 

3. Si a> 1, 

nl-a 
Sn rv --. 

1-a 

Sn"' Inn. 

1 
Rn"'( ) 1 . a-1 n°-

Preuve. Si a est un réel négatif ou nul, le terme général de la série ne converge pas 
vers O. La série est divergente. Si a est strictement positif, l'application t t--t t~ est 
continue et décroissante sur [1, +oo[. Les hypothèses de la proposition précédente 
sont vérifiées. 

1. Si a= 1, 

r dt= Inn. 
11 t 

L'intégrale et la série sont divergentes et 

Sn"' Inn. 

Si a est un réel strictement positif et différent de 1, 

nl-a -1 

1-a · 
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On en déduit que l'intégrale et la série sont convergentes si et seulement si 
a> 1. 

2. Si a E]O, 1[, 

Ainsi, 

3. Si a > 1, alors 

! n dt = nl-a - 1 ,....., nl-a. 

1 t"' 1-a 1-a 

Vn 21, 

nl-a 
Sn,....., -1--. -a 

1+oo dt 1 

n t"' = (a - l)n"'-1 . 

La vitesse de convergence de cette suite est lente puisque la suite de terme 
général 

(a-l){~H)" 1 = _n_ 1 ( )a-1 
(a-l)n" 1 n + 1 

est convergente vers 1. En utilisant la proposition précédente, nous obtenons 

Corollaire 15.8 La suite ( un)neN• définie par 

Vn 21, 
n 1 

Un= L k -lnn, 
k=l 

est convergente. Sa limite est notée 'Y et appelée constante d'Euler. 

Proposition 15.9 {Règle de D'Alembert). Soit Ln>O Un une série à termes 
strictement positifs telle que -

Alors 

1. Un+l , 
lm -- = /\. 

n--++oo Un 

1. si À < 1, Ln~O Un converge; 

2. si À> 1, Ln~o Un diverge. 

Preuve. 

1. Supposons À < 1. Choisissons un réel k appartenant à l'intervalle ]À, l[. Il 
existe un entier naturel no vérifiant 

Vn 2 no, Un+l < k. 
Un -



246 SÉRIES À VALEURS DANS UN ESPACE VECTORIEL NORMÉ 

Donc 

On montre par une récurrence évidente que 

La série de terme général kn-noun0 est une série géométrique convergente. 
Il suffit d'utiliser le corollaire 15.3 pour conclure. 

2. Supposons À > 1. Choisissons un réel k appartenant à l'intervalle ]1, À[. Il 
existe un entier naturel no vérifiant 

Vn :'.:'.no, Un+l > k. 
Un -

Donc 

On montre par une récurrence évidente que 

La série de terme général kn-noun0 est une série géométrique divergente. Il 
suffit d'utiliser le corollaire 15.3 pour conclure. 

Proposition 15.10 {Règle de Cauchy}. Soit Ln~O Un une série à termes 
strictement positifs telle que 

lim ytu,:;" = À. 
n-++oo 

Alors 

1. si À < 1, Ln~O Un converge; 

2. si À > 1, Ln~o Un diverge. 

Preuve. 

1. Supposons À < 1. Choisissons un réel k appartenant à l'intervalle ]À, 1[. Il 
existe un entier naturel no vérifiant 

V n :'.:'. no , ytu,:;" ::; k. 

Donc 

Il suffit d'utiliser le corollaire 15.3 pour conclure. 
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2. Supposons À > 1. Choisissons un réel k appartenant à l'intervalle ]1, .X[. Il 
existe un entier naturel no vérifiant 

'<:ln ~ no, y'u;; ~ k. 

Donc 
'<:/n ~ no, Un ~ kn. 

Il suffit d'utiliser le corollaire 15.3 pour conclure. 

15.3 Convergence des séries à termes réels 

Théorème 15.11 (Critère des séries alternées.) Soit (an)nEN une suite à 
termes positifs, décroissante et tendant vers O. Alors la série L.:n>o(-lran 
converge· et la suite des restes Rn définie par -

+oo 

VnEN, Rn= L (-l)kak 
k=n+l 

vérifie 

Preuve. On note (Sn)nEN la suite des sommes partielles. Nous avons 

'<:ln EN, S2n+2 - S2n = a2n+2 - a2n+l :::; 0, 

'<:ln EN, S2n+3 - S2n+1 = a2n+2 - a2n+3 ~ 0, 

'<:ln EN, S2n+l - S2n = -a2n+i· 

Les deux suites extraites (S2n)nEN et (S2n+i)nEN sont adjacentes donc conver
gentes vers la même limite. On en déduit que la suite (Sn)nEN est convergente vers 
cette limite commune. La série L.:n>o(-l)nan est convergente. Les deux suites 
(S2n)nEN et (S2n+i)nEN étant adjacentes 

2n+l +oo 2n 
'<:ln EN, L (-llak :::; L(-l)kak :::; L(-l)kak. 

k=O k=O k=O 
Donc, 

De même, 

2n+l +oo 2n+2 
'<:ln EN, L (-l)kak:::; L(-l)kak:::; L (-l)kak, 

k=O k=O k=O 

On en déduit que, 
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15.4 Séries à valeurs dans un Banach 

15.4.1 Critère de Cauchy 

Définition : On dit qu'une série Ln>o Un à valeurs dans un espace 
vectoriel normé JE est de Cauchy si elle vérifie la propriété : 

q 

Ve> 0, 3N EN, q?. p?. N => L uk < e. 
k=p 

On remarque qu'une série est de Cauchy si et seulement si la suite des sommes 
partielles est une suite de Cauchy. 

Théorème 15.12 {critère de Cauchy pour les séries.) Une série Ln>o Un à 
valeurs dans un espace vectoriel normé complet est convergente si et seulement 
si elle est de Cauchy. 

Preuve. On considère une série Ln>o Un à valeurs dans un espace vectoriel normé 
complet. Elle est de Cauchy si et sëülement si (Sn)nEN la suite des sommes par
tielles est de Cauchy donc si et seulement si (Sn)nEN est une suite convergente, 
c'est-à-dire si et seulement si la série est convergente. 4't 

15.4.2 Série absolument convergente 

Définition : Soit ( Un)nEN une suite à valeurs dans JE. On dit que la série 
Ln>O Un est absolument convergente si la série numérique L: llunll est 
convergente. 

Théorème 15.13 Soit (un)nEN une suite à valeurs dans un espace vectoriel 
normé complet. Si la série numérique Ln>o Un est absolument convergente, 
alors elle est convergente. -

Preuve. Nous avons pour tout couple d'entiers naturels (p, q) vérifiant q > p 

q q 

l:uk :=;I:llukll· 
k=p k=p 

La série Ln>O llun Il est convergente, elle vérifie donc le critère de Cauchy. On en 
déduit, avec Pinégalité précédente, que la série Ln>O Un vérifie le critère de Cauchy. 
Travaillant dans un espace vectoriel normé complet, cette série est convergente . .ft 
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Théorème 15.14 (Règle d'Abel.) Soit L:n>o u~ une série à valeurs dans un 
espace vectoriel normé complet (JE, 11.1D. On suppose que 

où 

(an)nEN est une suite positive, décroissante et convergente vers 0, 

la suite des sommes partielles Sn = L:~=O Uk est bornée. 

Alors la série L:n~o u~ est convergente. 

Preuve. Il suffit de montrer que la suite des sommes partielles (S~)nEN définie 
par, 

n 

'v'n EN, S~ =Lu~ 
k=O 

est convergente. 
n n n n 

'v'n 2: 2, s~ = L akUk = L ak(Sk-Sk-i)+aouo = L akSk-L akSk-1 +aouo 
k=O k=l k=l k=l 

n n-1 n-1 

= L:akSk - L:ak+lSk + aouo = L(ak - ak+i)Sk + anSn - aluo + aouo. 
k=l k=O k=l 

La suite (anSn)nEN est convergente vers 0 puisque la suite (an)nEN converge vers 
0 et que la suite (Sn)nEN est bornée. La suite (S~)nEN est convergente si la suite 
(An)n~2 définie par 

n-1 

'v'n 2: 2, An= L(ak - ak+i)Sk 
k=l 

l'est aussi. Montrons que cette dernière est une suite de Cauchy. Soit M un réel 
positif vérifiant 

'v'n EN, llSnll :::; M. 

Par hypothèse, la suite (an)nEN est décroissante et convergente vers O. Soit e un 
réel strictement positif. Considérons un entier naturel no vérifiant 

'v'n 2: no, 0 :::; an :::; e. 

Alors, 

Vn;, no, Vp > n, llA,,-A.11 ~ ll~(a, -aw)S•ll 
p-1 

:::; L M(ak - ak+1) = M(an - ap):::; Man:::; Me. 
k=n 

Nous venons de montrer que la suite (An)n~2 est convergente puisqu'elle est à 
valeurs dans un espace de Banach et vérifie le critère de Cauchy. On en déduit que 
la suite (S~)nEN et la série L:n~o u~ sont convergentes. 4' 
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15.4.3 Série commutativement convergente 

Définition : Soit ( un)nEN une suite à valeurs dans un espace vectoriel 
normé. On dit que la série Ln>o Un est commutativement convergente 
si elle est convergente et si pour toute permutation <T de l'ensemble N 
des entiers naturels, la série Ln~O Uu(n) est convergente avec 

+oo +oo 
L Uu(n) = L Un. 
n=O n=O 

Proposition 15.15 Soit (un)nEN une suite à valeurs dans un espace vectoriel 
normé complet. Si la série numérique Ln>o Un est absolument convergente, 
elle est commutativement convergente. -

Preuve. Pour tout entier naturel n, l'ensemble des entiers naturels inférieur ou 
égal à n sera noté [[O, n]J. 
Soient Ln>o Un une série absolument convergente et c un réel strictement positif. 
Considérons un entier naturel no vérifiant 

q 

Vp?. no, Vq?. p, L llunll :::; c. 
n=p 

On en déduit en passant à la limite que 

n=no 

Soit <Tune permutation de l'ensemble N. Notons I, l'ensemble 

I = <T-i ([[O, no]]). 

L'ensemble I est de cardinal (no+ 1), donc fini. Notons ni son maximum. 
Considérons un entier n vérifiant n ?. ni. On a, 

I c [[O,n]J 

Notons J le complémentaire de I dans l'ensemble [[O, n]J : 

J = [[O,n]J \I. 

Alors, 
n no 

L Uu(r) = L Uu(r) + L Uu(r) = L Uk + L Uu(r)· 
r=O rEl rEJ k=O rEJ 
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Remarquons que a(J) est un ensemble de cardinal fini, d'entiers supérieurs à no. 
Notons p le minimum de Jet q le maximum de J. Ainsi no~ p ~ q et 

llLUu(r)ll ~ Llluu(r)ll ~ tllukll ~é. 
rEJ rEJ k=p 

D'où, 

lit Uu(r) - ~ Ukll = llL Uu(r) - ~ Uk + L Uu(r)ll 
r=O k=O kEl k=O kEJ 

On en déduit que la série Er;:::o Uu(r)est convergente avec 

+oo +oo 

L Uu(r) = L Uk. 

r=O k=O 

La série Ek;:::o Uk est donc commutativement convergente. 

Remarque 15.3 La réciproque est vraie pour les séries à valeurs réelles ou com
plexes : 
Une série réelle ou complexe comutativement convergente est absolument conver
gente. La réciproque est fausse dans le cadre général d'un espace de Banach. Un 
contre-exemple est cité dans la remarque 15.4, page 257. 

Corollaire 15.16 La nature et la limite éventuelle d'une série à termes réels 
positifs est indépendante de l'ordre de sommation. 

15.4.4 Familles sommables 

La définition de la somme d'une série repose sur le fait que l'ensemble des 
indices est N et donc un ensemble canoniquement ordonné. Dans de nombreux 
problèmes, et en particulier pour les probabilités discrètes que l'on verra dans un 
chapitre ultérieur, l'ordre des termes ne joue aucun rôle. Le besoin se fait aussi 
sentir de définir la somme d'une famille indexée par un ensemble I dénombrable, 
indépendamment du choix d'une relation d'ordre dans I. 
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Proposition-définition 15.17 On considère (xi)iEI une famille indicée par 
un ensemble I dénombrable. On dit que cette famille est sommable s'il existe 
une bijection O' de N sur I telle que la série 

L Xq(n) 
n;::o 

soit absolument convergente. Dans ce cas, pour toute bijection 0'1 de N sur I la 
série 

L Xq'(n) 
n;::o 

est absolument convergente avec 

+oo +oo 
L x.,.'(n) = L Xq(n). 
n=O n=O 

On note alors 
+oo 

LXi = LXq(n)· 
iEJ n=O 

Proposition admise 15.18 (associativité généralisée) On considère I un en
semble dénombrable, (h)kEK une partition de I et (xi)iEI une famille indicée 
par I. La famille (xi)iEI est sommable si et seulement si pour tout élement 
k de K, la famille (xi)iEh est sommable et si la famille (LiEh Xi) kEK est 
sommable. Dans ce cas, on obtient 

15.4.5 Produit de Cauchy de deux séries à valeurs 
dans une algèbre de Banach 

Définition : Soient Ln>O Un et Ln>O Vn deux séries à valeurs dans 
une algèbre. On appelle produit de Cauchy (ou produit de convolution) 
de la série Ln>o Un avec la série Ln>O Vn, la série Ln>O Wn où Wn = 
Lp+q=n UpVq ,,;L;=o UpVn-p· - -
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Théorème 15.19 Soient Ln>O Un et Ln>O Vn deux séries à valeurs dans une 
algèbre de Banach, absolument convergentes. Alors le produit de Cauchy de la 
série Ln>o Un avec la série Ln>O Vn, noté Ln>O Wn, est une série absolument 
convergente et on a - -

Preuve. Pour cette preuve, on considère pour tout entier naturel n, les ensembles 
Tn et Cn définis par 

Tn = {(p, q) E N2 /p + q::; n} et Cn = {(p, q) E N2 /p::; n, q::; n}. 

On remarque que pour tout entier naturel n, 

On note ainsi les différentes sommes partielles : 

D'une part 

n 

Vn EN, Sn= L Uk, 
k=O 

n n k n 

n 

S~= LWk· 
k=O 

Vn EN, s~ = LWk = LLUpVk-p = L L UpVq = L UpVq· 
k=O k=O p=O k=O p+q=k (p,q)ETn 

D'autre part, 

SnS~ = (t Up) · (t Vq) = L UpVq· 
p=O q=O (p,q)ECn 

1. On suppose dans un premier temps que les séries Ln>o Un et Ln>O Vn sont 
à termes réels positifs. Alors, - -

VnEN, L UpVq ::; L UpVq ::; L UpVq, 
(p,q)ETn (p,q)ECn (p,q)ET2n 

c'est-à-dire, 
Vn EN, S~ ::; SnS~ ::; S~n· 

Par hypothèse, la suite ( SnS~)nEJ.11 est convergente vers ( I:~:C, Un) . ( I:~:C, Vn) . 

La suite (S~)nEJ.11 est croissante, majorée donc convergente: la série Ln>o Wn 
est convergente. D'après la double inégalité précédente et en passant à-la li
mite, on obtient 

D'où le résultat. 
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2. On suppose maintenant que les séries Ln>O Un et Ln>o Vn sont à valeurs 
dans une algèbre de Banach. Par hypothèse, ces séries sont absolument 
convergentes. En appliquant la première partie de la preuve, on peut dire 
que la série de terme général z:::::=o llukll·llvp-kll est convergente avec 

C'est-à-dire, 

C'est-à-dire, 

Cette limite commune étant réelle et pour tout entier naturel, l'ensemble Tn 
étant inclus dans l'ensemble Cn on a, 

lim 
n-++oo 

(p,q)ECn \Tn 

Revenons aux sommes partielles des séries initiales. Par hypothèse la suite 
(SnS~)nEN est convergente. Or, 

VnEN, llSnS~-S~ll = L UpVq - L UpVq = 
(p,q)ECn (p,q)ETn 

< 
(p,q)ECn \Tn (p,q)ECn \Tn 

On en déduit que 

lim (SnS~ - S~) = O. 
n-++oo 

L UpVq 

(p,q)ECn \Tn 

La suite (S~)nEN est convergente de même limite que celle de la suite (SnS~)neN· 
D'où, le résultat. 
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15.5 Exemples d'espaces lP(JR) 

15.5.1 Espaces l2 (~) 
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Proposition 15.20 On considère l2 (1R) l'ensemble des suites réelles (un)nEJ\I 
telles que la série 

soit convergente. 

1. l2 (1R) est un espace vectoriel sur R 

2. Si (un)nEJ\I et (vn)nEJ\I sont deux éléments de l 2 (1R), la série Ln>O Un.Vn 
est absolument convergente. -

3. L 'a,pplication définie sur l2 (IR) X l2 (IR) par 

+oo 
((un)nEJ\I, (vn)nEN) f----+ L Un.Vn, 

n=O 

est un produit scalaire sur l2(1R). On note 11-112 la norme euclidienne cor
respondante. 

Preuve. 

1. Montrons que l2 (1R) est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel des 
suites réelles. 

(a) l2 (1R) est non vide puisque la suite nulle en est un élément. 

(b) Considérons (un)nEJ\I et (vn)nEJ\I deux éléments de l2 (1R). En utilisant 
l'inégalité 

't:/(a, b) E IR.2 , (a+ b)2 :::; 2(a2 + b2 ), 

on vérifie que la suite (Un+ Vn)nEJ\I appartient à l2 (JR). 

( c) Il est évident que l 2 (IR) est stable par multiplication par un réel. 

L'ensemble l2 (1R) est donc un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel des 
suites réelles. 

2. En utilisant l'inégalité, 

't:/(a, b) E IR.2 , 

on en déduit 

VnEN, 

et la convergence absolue de la série Ln?:O UnVn· 

3. Il est évident que l'application citée dans la proposition est bilinéaire symétrique 
définie positive. Elle est donc un produit scalaire. 
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Proposition 15.21 L'espace vectoriel (l2(.IR), 11·112) est un espace de Hilbert. 

Preuve. On considère (Up)pEN une suite de Cauchy de l2(.IR). Pour tous entiers 
naturels pet n, on note up,n l'élément de Up d'indice n. Soit ê un réel strictement 
positif. Choisissons un entier naturel Po vérifiant 

+oo 
Vp ;=::Po, \/q ;=::Po, llUp - Uqll2 = ~:)up,n - Uq,n) 2 :'.S ê. 

n=O 

Ainsi, pour tout entier naturel n, on a, 

Vp ~Po, \/q ;=::Po, lup,n - Uq,nl :'.S ê. 

On en déduit que, pour tout entier naturel n, la suite réelle ( up,n)pEN est une suite 
de Cauchy donc convergente vers un réel que l'on notera 'Yn· 
Montrons que la suite hn)nEN est un élément de l2(.IR). La suite (Up)pEN, étant 
une suite de Cauchy, est bornée. Soit M un réel vérifiant 

Soit N un entier naturel. On a 

Or, 
N +oo 

\/p E N, L u;,n :'.S L u;,n :'.S M, 
n=O n=O 

entraîne, en passant à la limite 

N 

VNEN, L'Y;::;M. 
n=O 

La suite des sommes partielles de cette série à termes positifs est majorée. La série 
I: 'Y; est donc convergente. La suite r = hn )nEN est un élément de l2 (.IR). 
Montrons pour terminer que la suite de Cauchy (Up)pEN est convergente vers r. 
Soit ê un réel strictement positif. Choisissons p1 un entier naturel vérifiant 

+oo 
\/p ;=::Pi, \/q ~Pi, llUp - Uqll~ = L(Up,n - Uq,n) 2 :'.S ê. 

n=O 

Soit N et p deux entiers naturels. Alors, 

N N 

lim '°'(up n - Uq n)2 = '°'(up n - 'Yn)2. q~+oo L-J , , L..,.; , 
n=O n=O 



15.5. EXEMPLES D'ESPACES LP(!R) 

On suppose désormais p ~ Pl. 

N 

Vq ~Pi, ~)up,n - Uq,n) 2 ::; llUp - Uqll~::; é. 

n=O 

Ainsi, en passant à la limite, lorsque q tend vers +oo 

N 

Vp ~Pl, :~:)up,n - 'Yn)2 ::; é. 

n=O 

La majoration des sommes partielles permet d'écrire, 

On en déduit que la suite de Cauchy (Up)pEN est convergente vers r. 
(l2(1R), 11·112) est un espace de Hilbert. 
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Remarque 15.4 Pour tout entier naturel p, on considère la suite Up = ( Up,n)nEN 
définie par 

VnEN, 
1 

--1 l{p}(n). 
p+ 

Pour tout entier naturel p, la suite Up est un élément de l2(1R) de norme llUpll2 = 
p!l . La série L:p~o Up n'est donc pas absolument convergente. On montre pourtant 

qu'elle est commutativement convergente dans l 2 (1R) vers la suite U = (un)nEN 
définie par : 

VnEN, 
1 

Un=n+l· 

15.5.2 Espaces l1 (JR) 

Proposition 15.22 On considère l'ensemble l1 (1R) des suites réelles (un)nEN 
telles que la série 

soit convergente. 

1. l 1 (1R) est un espace vectoriel sur IR. 

2. L'application définie sur l 1 (JR) par 

+oo 
(un)nEN 1--+ L lunl, 

n=O 

est une norme sur l 1 (JR) notée l l · li 1 . 

3. L'espace (l1(JR), 11·111) est un espace de Banach. 

La preuve est laissée au lecteur. 
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15.6 Exercices 

Exercice 15.1 Indiquer pour quelles valeurs du complexe q, la série géométrique de 
raison q et de premier terme égal à 1 est convergente. Donner, dans ce cas, la somme 
de la série. 

Solution. 

1. Si q = 1, 
Sn= n+ 1. 

La série est divergente. 

2. Si q # 1, 
n k 1- qn+l 

Sn=Lq =--
k=O l - q 

La série est convergente si et seulement si la suite (qn+l )nEN est convergente. 
Le nombre complexe q étant différent de 1, elle converge si et seulement si 

lql < 1. 

Dans ce cas, la somme de la série est le nombre 

+= 1 n+l 1 
l = lim L -q 

k=O 
n-++ex> 1 - q 1 - q 

Exercice 15.2 Soit p un entier strictement positif. On considère .C(JRP) l'espace vec
toriel des endomorphismes de JRP. On munit .C(JRP) de la norme 11·11.c définie par 

tif E .C(JRP), llfll.c = sup llf(u)ll 
llull=l 

où 11·11 est une norme sur JRP. Nous savons proposition 12.7, page 169 que cette norme 
est une norme d'algèbre. 
On considère, pour cet exercice, un élément f de .C(JRP) de norme strictement inférieure 
à 1, c'est-à-dire 

llfll.c < 1. 

Pour tout entier naturel n, on note fn = f o ···of. Le but de cet exercice est d'étudier ..._,_.., 
n fois 

la nature de la série Ln~O r. On note (Sn)nEN la suite des sommes partielles. 

1. Montrer que la suite définie pour tout entier naturel n par 

(Id - f) o Sn 

est convergente et indiquer sa limite. 
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2. Montrer que la série Ln~o fn est convergente et indiquer sa limite. 

3. On considère g l'endomorphisme de ~2 • défini par 

{ g(l; 0) = (O; 5) 

g(O; 1) = (O; 0) 

(a) Calculer llYllc si l'on munit ~n de sa norme euclidienne canonique. 

(b) Montrer que la série Ln~o gn est convergente et indiquer sa limite. 

Solution. 

1. Nous avons 

n n n+l 
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Vn E N, (Id - f) 0 Sn = z)!k - Jk+l) = L fk - L fk = Id - r+1. 

k=O k=O k=l 

La norme ll·llc étant une norme d'algèbre, 

Vri EN, 11r11c :::; llfllê· 

Ainsi, la suite l(Id - f) o SnlnEN est convergente avec, 

lim (Id-f)oSn=Id. 
n-++oo 

2. Le réel 1 n'est pas valeur propre de f puisque par hypothèse llfllc < 1. On 
en déduit que (Id - f) est un endomorphisme inversible de ~n. On note 
(Id - f)- 1 l'endomorphisme inverse. L'application 

'1f: .C(~n) -----+ .C(~n) 

h 1-------+ (Id-f)- 1 oh 

est une application linéaire continue (car .C(~n) est de dimension finie). La 
suite (Sn)nEN est donc convergente avec 

lim Sn= lim (Id- f)- 1 o (id - f) o Sn= (Id - j)-1. 
n-++oo n-++oo 

Ainsi 
+oc 
L:r = (Id-f)- 1 . 

n=O 

3. (a) 
V(a, b) E ~2 , llg(a, b)ll = 5lal S 5ll(a, b)ll. 

De plus, 
llg(l, 0)11=511(1, 0)11· 

On en déduit que 
llYllc = 5. 
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(b) Nous avons g2 = O. Ainsi, la série Ln~o gn est convergente avec 

+oo 
'Lgn=1d+g. 
n=O 

Exercice 15.3 Déterminer la nature des séries de terme général 

1 u = ln n2+n+l 
· n n2+n-1' 

2. Vn = n+{-i)nyn' 

Solution. Nous remarquons que les deux séries sont à termes positifs. 

1. 

2. 

Vn ~ 1, Un = ln (1 + 2 
2 ) . n +n-1 

Ainsi, 
2 2 

U rv rv-
n n2 + n -1 n2 · 

La série Ln~O Un est convergente. 

La série Ln~O Vn est divergente. 

1 
Vn rv -. 

n 

Exercice 15.4 Montrer que la série 

1 
L n(n+ 1) 
n~l 

est convergente et calculer sa somme. 

Solution. 

n 1 n ( 1 1 ) n 1 n+l 1 1 
Vn ~ l, Sn = ~ k(k + 1) = ~ k - k + 1 = ~ k - ~ k = 1 - n + 1 · 

La suite (Sn)nEN* est convergente vers 1. Il en est de même de la série. 

+oo 1 

~ n(n+ 1) = 1. 
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Exercice 15.5 On considère une fonction à valeurs réelles définie et dérivable sur 
l'intervalle [1, +oo[. On suppose que limx-++oo f(x) = +oo et que la dérivée f' est 
bornée sur [1, +oo[. 

1. Vérifier que la série En~l f(n) est divergente et montrer que 

Sn = ~ J(k) "'ln J(t)dt. 

2. Application : Donner un équivalent des suites définies pour tout entier naturel 
n par 

(a) 
n 

Sn= 'L:lnk, 
k=l 

(b) 
n 

Sn= L./k. 
k=l 

Solution. 

1. La suite (f(n))nEN ne converge pas vers 0, donc la série En>l f(n) est di-
vergente. Soit M un réel positif vérifiant -

'<lx E [1, +oo[, lf'(x)I::::; M. 

Alors, 

'<ln~ 2, 11:1 f(t)dt - f(n)I = 11:
1 
(f(t) - f(n))dtl::::; 1:1 lf(t) - f(n)I dt::::; M. 

Ainsi, 
lim J;:_ 1 f(t)dt - f(n) = 0 

n-++oo J(n) 
et (1:

1 
f(t)dt - f(n)) = o(f(n)). 

Nous obtenons, 1:
1 

f(t)dt"' f(n). 

D'après la proposition 15.5, nous avons 

~ f(k) "'~ 1~1 f(t)dt. 

Ces suites ont pour limite +oo lorsque n tend vers +oo, 

~ J(k) "'~ J(k) "'ln J(t)dt. 
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2. Les fonctions t 1--+ ln t et t 1--+ Vt vérifient les propriétés énoncées au début 
de l'exercice. 

(a) 

ln Intdt =(tint- t]~ = nlnn -n + 1,...., nlnn. 

D'où, 

(b) 

D'où, 

n 

Llnk,...., nlnn. 
k=l 

Exercice 15.6 Donner, suivant la valeur du réel a, la nature de la série : 

Solution. 

L cosna. 

n;:::1 n 

1. Si a = 2k7r (k E Z) alors la série est la série de terme général ~- Elle est 
divergente. 

2. Si a n'est pas un multiple entier de 211", montrons que la série est convergente 
en utilisant la règle d'Abel. La suite (~)nEN• est décroissante et convergente 
vers O. Montrons que la suite (Sn)nEN* définie par 

est bornée. 

n 

'<ln EN*, Sn= L:coska, 
k=l 

'<ln EN*, Sn=~ (teika). 
k=l 

La suite (eina)nEN* est une suite géométrique de raison eia ':11. Donc, 

'<ln EN*, et 
2 

ISnl :::; I · 1. 1 - e'°' 

La suite (Sn)nEN• est bornée et la série Ln;:::i co':ina est convergente. 
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Exercice 15. 7 Étudier la nature de la série Ln~2 Un avec : 

Solution. Utilisons en 0, le développement limité à l'ordre 2 de la fonction x t-t 

ln(l + x). 

'<ln 2'.'. 2, un= (-1r - _.!._ + .!.c (-1 ) ' vn 2n n vn 
où c est une application ayant pour limite 0 en O. D'après le critère des séries 
alternées, la série de terme général 

est convergente. L'équivalence 

_ _.!._ + .!.C (-1-) rv _ _.!._ 
2n n ...fii, 2n 

permet d'affirmer que les deux séries correspondantes, dont les termes sont négatifs 
à partir d'un certain rang, sont de même nature. Elles sont toutes deux divergentes. 
On en déduit que la série Ln~l Un est divergente. On peut remarquer que 

(-1r 
U rv--

n Vn 

et les deux séries correspondantes ne sont pas de même nature. 

Exercice 15.8 Étudier, suivant la valeur du réel a strictement positif, la nature des 
séries de terme général : 

~ 1. Un= e n - 1, 

2. Vn =COS (n1"') -1, 

3. Wn = Un + Vn· 

Solution. 

1. À l'aide du développement limité en 0 à l'ordre 2 de la fonction exponentielle, 
nous obtenons le développement asymptotique suivant : 

(-l)n 1 ( 1 ) 
Un= ---;:;;a+ 2n2°' + o n2a 

D'après le critère des séries alternées, la série de terme général 
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est convergente. D'autre part, 

1 ( 1 ) 1 --+o - rv--
2n2o n2a 2n2o' 

Les séries correspondantes, à termes positifs, sont de même nature. Elles sont 
convergentes si et seulement si a > ! . La série En> 1 Un est convergente si 
et seulement si a > ! . -

2. À l'aide du développement limité en 0 à l'ordre 2 de la fonction cosinus, nous 
obtenons le développement asymptotique suivant : 

-1 ( 1 ) 
Vn = 2n2o +a n2o . 

Nous avons 
-1 

Vn,...., 2n2o. 

La série En;:=::i Vn est convergente si et seulement si a> !· 
3. À l'aide des développements limités en 0 à l'ordre 4 de la fonction exponen

tielle et de la fonction cosinus, nous obtenons le développement asymptotique 
suivant: 

(-l)n (-1r 1 ( 1 ) 
Wn = ~ + 6n3° + 12n4o +a n4o · 

Les séries de terme général 

et 

sont convergentes puisqu'elles vérifient le critère des séries alternées. On a 

--+o - rv--1 ( 1 ) 1 
12n4o n4o 12n40 · 

Les deux séries correspondantes sont de même nature. Elles sont convergentes 
si et seulement si a > i . La série En> 1 Wn est convergente si et seulement 

. 1 -
s1 a> 4. 

Exercice 15.9 Donner la nature de la série de terme général 

Un=r,;:; ( )' yn- -1 n 

Solution. On note (Sn)nEN la suite des sommes partielles : 

n 

Vn E N, Sn = L Uk. 

k=D 
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Considérons la suite ( Vn)nEN définie par 

On note (S~)nEN la suite des sommes partielles de la série LnEN Vn : 

n 2n+1 

\ln EN, s~ = I>k = L Uk = S2n+l· 
k=O k=O 

Or, 

2 1 
VnEN, 

1 1 2 + ( v'2n + 1 - ffn) 
Vn = - = --=,,..-'------,-----~--,-- r-.J - r-..1 - • 

ffn - 1 v'2n + 1 + 1 ( ffn - 1) ( v'2n + 1 + 1) 2n n 

La série LnEN Vn est divergente, la suite des sommes partielles (S~)nEN = (S2n+i )nEJ\I 
également. On en déduit que la suite (Sn)nEN est divergente ainsi que la série 
LnENUn. tft 

Exercice 15.10 Montrer que pour tout réel 0, la série 

'°' cosnO 
L.,, 2n ' 
n;::o 

est convergente et calculer sa somme. 

Solution. 

_ n coskO _ ( n eik9)- (1- (e~9 r+1 ) 
\ln E N, Sn - L ~ - ~ L 2k - ~ l _ fil!!. . 

k=O k=O 2 

Or, 
. 1 - ( e~9 r+l 1 2 

n.!!~00 1 _ fil!!. = 1 _ ei9 = 2 _ ei9 · 
2 2 

L'application qui, à un nombre complexe associe sa partie réelle étant continue sur 
C, la suite (Sn)nEN est convergente avec, 

lim Sn=~ (-2-_ ) = ~ (2 ((2 - cosO) + isinO)) = 2 (2 - cosO). 
n-++oo 2 - e•9 5 - 4cos0 5 - 4cos0 

D'où, 

~ cosnO = 2 (2 - cosO). 
L.,, 2n 5 - 4 COS () 
n=O 
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Exercice 15.11 1. Vérifier que pour tout réel positif a, la série 

est convergente. 
On considère (JE,+, x, .) une algèbre de Banach unitaire dont la norme est notée 
11.11. 

2. Soit A un élément de JE. Montrer que la série 

est convergente. On notera exp(A) la somme de cette série. 

3. Montrer que si A et B sont deux éléments de JE qui commutent, alors 

exp(A + B) = exp(A) x exp(B). 

4. En déduire que pour tout élément A de JE, exp(A) est un élément inversible de 
JE. 

Solution. 

1. Évident si a = O. Si le réel a est strictement positif, il suffit d'utiliser le 
critère de D'Alembert. 

2. Soit A un élément de JE. Nous avons, 

Vn E N, Il~~ Il ~ 11~\ln. 
La série Ln>o !7 est une série absolument convergente à valeurs dans une 
algèbre de Banach donc convergente. 

3. Soient A et B deux éléments de JE. Le produit de Cauchy de la série Ln>o !7 
avec la série Ln:::::o ~7 est la série Ln;:::o Cn telle que -

VnEN, 
n Ak Bn-k 1 n 

C _ '°' _ '°' CkAkBn-k 
n - L..J lJ ( - k) 1 - 1 L..J n ' 

k=O · n · n. k=O 

Par hypothèse, les deux éléments A et B commutent. Ainsi, 

VnEN, 
(A+Br 

Cn = 
n! 

Il suffit alors d'utiliser le théorème 15.19 page 253, pour obtenir, 

exp( A+ B) =exp( A). exp(B). 
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4. On note I l'élémént unité de cette algèbre. Nous avons exp(O) = I. Ainsi, 

'v'A E JE, I = exp(O) =exp( A). exp(-A) = exp(-A). exp( A). 

On en déduit que exp(A) est inversible, d'inverse exp(-A). 

Exercice 15.12 Existe-t-il une relation d'inclusion entre l1 (JR.) et l2 (JR.)? 

Solution. Montrons que 
l 1 (JR.) c l 2 (JR.). 

Soit (un)nEN un élément de l1 (JR.). La série l:n>o lunl est convergente. La suite 
(un)nEN est convergente vers O. Il existe un entier naturel no vérifiant, 

Ainsi, 
'v'n :'.'.'.:no, 0 :::; u~ :::; lunl· 

La série l:n>O u; est convergente et (un)nEN est élément de l2 (JR.). 
Remarquons-que l'inclusion est stricte car la suite (n~l )nEN appartient à l2 (JR.) 
mais pas à l1 (JR.). tft 





Chapitre 16 

Suites de fonctions. 
Divers types de convergence 

16.1 Convergence simple 

Définition: On considère une suite de fonctions Un)nEN et une fonction 
f, toutes définies sur un ensemble X et à valeurs dans un espace métrique 
(E, d). On dit que la suite Un)nEN converge simplement vers f sur X si, 
pour tout réel x élément de X, la suite Un(x))nEN est convergente vers 
f(x), c'est-à-dire 

'<lx EX, Ve> 0, 3Nx EN, '<ln:'.'.: Nx, d(fn(x), f(x)) :=:; e 

16.2 Convergence uniforme 

16.2.1 Définition 

Définition: On considère une suite de fonctions Un)nEN et une fonction 
f, toutes définies sur un ensemble X à valeurs dans un espace métrique 
(E, d). On dit que la suite Un)nEN converge uniformément vers f sur X 
si : 

Ve> 0, 3N EN, '<ln:'.'.: N, '<lx EX, d(fn(x), f(x)):::; e. 
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Proposition 16.1 On considère une suite de fonctions Un)nEN et une fonc
tion f, toutes définies sur un ensemble X à valeurs dans un espace métrique 
( E, d). La suite (! n )nEN converge uniformément vers f sur X si et seulement 
si : 

lim sup (d(fn(x), f(x))) = 0 
n->+00 xEX 

16.2.2 Critère de Cauchy uniforme. Cas des e.v.n. complets 

Définition : On considère une suite de fonctions Un)nEN définies sur 
un ensemble X à valeurs dans un espace métrique (E, d). On dit que la 
suite Un)nEN vérifie le critère de Cauchy uniforme sur X si : 

\iê > 0, 3N EN, \in?. N, \ip?. N, \ix EX, d(fn(x), fv(x)) 5:. ê 

Proposition 16.2 Une suite de fonctions Un)nEN définies sur un ensemble X 
à valeurs dans un espace métrique (E, d) vérifie le critère de Cauchy uniforme 
sur X si et seulement si : 

\7'€ > 0, 3N EN, \in?. N, \ip?. N, sup (d(fn(x), fv(x))) 5:. €. 
xEX 

On suppose pour la proposition suivante que l'espace métrique (E, d) est complet. 

Proposition 16.3 Une suite de fonctions Un)nEN définies sur un ensemble X, 
à valeurs dans un espace métrique complet ( E, d), converge uniformément sur 
X si et seulement si elle vérifie le critère de Cauchy uniforme sur cet ensemble. 

Preuve. Considérons une suite de fonctions Un)nEN définies sur un ensemble 
X, à valeurs dans un espace métrique complet ( E, d) et vérifiant le critère de 
Cauchy uniforme sur cet ensemble. Alors, pour tout réel x appartenant à X, la 
suite Un(x))nEN est une suite de Cauchy. Cette suite est à valeurs dans l'espace 
métrique complet (E, d) . Elle est donc convergente. On peut alors définir sur X, 
l'application f par 

f: X ----+ E 

X 1----+ limn->+oo f n(X ). 

Montrons que la suite Un)nEN converge uniformément vers f sur X. Soit€ un réel 
strictement positif. 

3N EN, \in?. N, \ip?. N, \lx EX, d(fn(x), fv(x)) 5:. ê 

Pour tout entier n supérieur à N et tout réel x de l'ensemble X, nous avons 

lim d(fn(x), fv(x)) = d(fn(x), f(x)). 
p->+oo 
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On en déduit, en passant à la limite, 

'<ln 2: N, '<lx EX, d(fn(x), f(x)) ~ é. 

La suite Un)nEN converge uniformément vers f sur X. 
Réciproquement, considérons une suite d'applications Un)nEN convergentes uni
formément sur un ensemble X vers une application f. Soit é un réel strictement 
positif. Il existe un entier naturel N vérifiant, 

'<ln 2: N,Vx EX, 
é 

d(fn(x), f(x)) ~ 2· 

Donc, 

'<ln 2: N, Vp 2: N, '<lx EX, d(fn(x), fv(x)) ~ d(fn(x), f(x)) + d(f(x), fv(x)) ~ é. 

La suite Un)nEN est uniformément de Cauchy sur X. 

16.2.3 Propriétés des limites 

Théorème 16.4 On considère (E,d), (E',d') deux espaces métriques, x0 un 
point de E et Un)nEN une suite de fonctions définies sur E, continues en xo, 
à valeurs dans E' et convergentes uniformément sur E vers une fonction f. 
Alors f est continue en xo. 

Preuve. Soit é un réel strictement positif. La suite Un)nEN étant uniformément 
convergente sur E, choisissons un entier naturel N vérifiant, 

'<lx E E, d'(!N(x), f(x)) ~ t:. 

L'application fN étant continue en xo, choisissons un réel a strictement positif 
vérifiant, 

'<lx E E, d(x,xo) ~a=? d'(!N(x),fN(xo)) ~ é. 

Ainsi, pour tout élément x de E vérifiant d(x, x0 ) ~ a, on a 

d'(f(x), f(xo)) ~ d'(f(x), fN(x)) + d'(!N(x), fN(xo)) + d'(!N(xo), f(xo)) ~ 3t:. 

L'application f est continue au point xo. 

Corollaire 16.5 On considère (OC, d) un espace métrique compact, (IF, li.li) un 
espace de Banach et C(OC,IF) l'espace vectoriel des fonctions continues sur OC à 
valeurs dans IF. L'application ll·lloo définie sur C(OC,IF) par, 

'<If E C(OC,IF), llflloo = sup llf(x)ll 
xEIK 

est une norme. Muni de cette norme, C(OC, IF) est un espace de Banach. 
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Preuve. D'après le corollaire 5.10, page 55, C(OC, IF) est un sous-espace vectoriel de 
B(OC, IF). D'après la proposition 4.6, page 43, B(OC, IF) l'espace vectoriel des fonctions 
bornées sur ][{ à valeurs dans IF muni de la norme uniforme est complet puisque 
IF l'est. Le théorème précédent nous indique que C(OC, IF) en est une partie fermée. 
Donc ( C (OC, IF), 11-11 00 ) est un espace vectoriel normé complet donc de Banach. .ft 

Pour la fin de cette section, IF représente un espace vectoriel normé complet. 

Théorème 16.6 Soient Un)nEN une suite de fonctions continues sur un seg
ment [a, b], à valeurs dans un espace de Banach IF et convergente uniformément 
sur ce segment vers une fonction f. Alors, 

lb f(t)dt = lim lb fn(t)dt. 
a n->+oo a 

Preuve. D'après le théorème précédent, l'application f est continue sur le segment 
[a, b], donc l'intégrale de f sur ce segment est définie. Soit c un réel strictement 
positif. Choisissons un entier naturel N vérifiant, 

Vn 2:: N, Vt E [a, b], llfn(t) - f(t)ll ~ c. 

Ainsi, 

Vn 2:: N, lllb fn(t)dt - lb f(t)dtll ~lb llfn(t) - f(t)ll dt~ (b - a)c. 

D'où, le résultat. 

Remarque 16.1 On considère l'espace vectoriel CM ( [a, b], IF) des applications conti
nues par morceaux sur [a, b] à valeurs dans l'e.v.n. complet IF. On munit cet espace 
de la norme uniforme. Nous avons vu {proposition 13.8, page 188} que l'application 

l: CM([a,b],IF) 

f 

est une application linéaire continue. 

------+ IF 

~ I: f(t)dt 

Dans le théorème précédent, la suite (/n)nEN converge uniformément vers f. L'ap
plication I étant continue, la suite (I(fn))nEN converge vers I(f). 
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Théorème 16. 7 Soit Un)nEN une suite de fonctions de classe ci sur un in
tervalle I à valeurs dans un espace de Banach lF. On suppose que 

1. Il existe un élément Xo de I tel que la suite (fn(xo))nEN soit convergente. 

2. La suite de fonctions (f~)nEN converge uniformément sur I. 

Alors, 

1. la suite Un)nEN converge simplement sur I vers une fonction f de classe 
ci vérifiant 

f' = lim f~. 
n-++oo 

2. Si l'intervalle I est borné, la convergence est uniforme. 

Preuve. Pour tout entier naturel n, l'application f n étant de classe ci nous avons, 

Vx E I, f n(x) = fn(xo) + r f~(t)dt. 
lxo 

Nous noterons l la limite de la suite Un(xo))nEN et g la limite de la suite (f~)nEN· 
Soit é un réel strictement positif. D'après les hypothèses, il existe un entier N 
vérifiant 

1. 
Vn ~ N, llfn(xo) - lll Se, 

2. 
Vn ~ N, Vx E I, llf~(x) - g(x)ll Se. 

L'application g est continue puisque limite uniforme d'applications continues. Nous 
pouvons alors définir sur I l'application 

f: I ----+ lF 

X 1-----+ l + J:0 g(t)dt. 

Cette application est de classe ci puisque dérivable sur I de dérivée g. Soit X un 
élément de I, 

Vn ~ N, llfn(x) - f(x)ll S llfn(xo)-lll + r llf~(t) - g(t)ll dt S e(l + llx-xoll). 
lxo 

Ainsi, 

1. La suite Un)nEN converge simplement vers f. 

2. Si I est un intervalle borné, la convergence est uniforme. En effet si l'on note 
L(I), la longueur de l'intervalle, 

Vn ~ N, llfn(x) - f(x)ll S e(l + L(I)). 
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16.3 Produit de convolution. 
Approximations de l'unité 

Dans cette section lK représente soit lR soit <C. 

Notation : On note CMBI(IR, JK), l'espace vectoriel des applications bornées 
définies et continues par morceaux sur lR à valeurs dans lK et dont l'intégrale 
sur lR est absolument convergente. 
Soit T un réel strictement positif. On note CMT(IR, IK), les éléments de 
CM(IR, JK) T-périodiques. Dans cette section, sur le produit de convolution 
et les approximations de l'unité, nous allons travailler conjointement dans les 
deux espaces CMBI(IR, JK) et CMT(IR, JK), les techniques d'analyse et de calcul 
étant similaires. 

16.3.1 Produit de convolution 

Proposition-définition 16.8 On considère deux applications f et g éléments 
de CMBI(IR,IK). Alors pour tout réel x, l'intégrale 

1+= 
-= f (t)g(x - t)dt 

est absolument convergente. On peut alors définir l'application notée f * g par 

(f*g): lR--+ ][{ 

X ~ r~:: f(t)g(x - t)dt. 

On a, de plus, 
f*g=g*f. 

L'application f * g est appelée produit de convolution de f par g. 

Preuve. 

'<lx E IR, Vt E IR, lf(t)g(x - t)I ~ llgll=lf(t)I, 

l'intégrale 

1+= 
-= lf(t)g(x - t)ldt 

est donc convergente pour tout réel x. L'application f * g est définie sur R Il suffit 
d'effectuer le changement de variable u = x - t pour vérifier que f * g = g * f. le 
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Proposition-définition 16.9 Soient T un réel strictement positif et f et g 
éléments de CMT(IR., OC). On définit l'application f * g par 

(f*g): lR. ~ oc 
X f-----+ r:J f(t)g(x - t)dt. 

2 

Alors, 

1. f * g est une application T -périodique. 

2. f * g = g * f. 
L'application f * g est appelée produit de convolution de f par g. 

Preuve. 

1. 

1+1:: 1+1:: 
't:/x E IR., (f*g)(x+T) = _1::

2 f(t)g(x+T-t)dt = _1::
2 f(t)g(x-t)dt = (f*g)(x). 

2 2 

2. Effectuons le changement de variable u = x - t. 

't:/x E IR., (! * g)(x) = 1-:'f f(t)g(x - t)dt = -1x+~'f f(x - u)g(u)du 
2 2 

x+l:: +1:: 

= 1_1::2 f(x - u)g(u)du = J:r.2 f(x - u)g(u)du = (g * f)(x). 
2 2 

16.3.2 Approximation de l'unité 

Les produits de convolution dans chacun des espaces CMBI(IR., OC) et CMT(IR., OC) 
n'admettent pas d'unité, c'est-à-dire d'élément neutre pour la loi *. Dans cette 
sous-section, nous allons définir l'approximation de l'unité. Cette appellation est 
justifiée par la proposition 16.10 

Définition : On appelle approximation de l'unité, une suite Un)nEN 
d'éléments de CMBI(IR., OC) vérifiant, 

1. 

:JM E JR.+, 't:/n EN, 1-:00 
lfn(t)idt::; M 

2. 

't:/n EN, 1-:00 
fn(t)dt = 1. 

3. 
Va >0, lim { lfn(t)ldt =O. 

n--->+oo }ltl>a 
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Exercice 16.1 On considère f un élément de ~MBI(IR, OC) vérifiant 

1
+00 

-oo j(t)dt = 1. 

On définit la suite Un)neN• par 

Vn E N*, Vt E IR, fn(t) = nf(nt). 

Montrer que la suite Un)nEN* est une approximation de l'unité. 

Solution. Soit n un entier strictement positif. Il est évident que fn appartient à 
CMB(IR, OC). En utilisant le changement de variable x =nt, d'une part, on vérifie 
l'appartenance de f n à l'espace vectoriel CMBI(IR, OC) car, 

1
+00 1+00 1+00 -oo Jf(x)Jdx = -oo Jnf(nt)Jdt = -oo lfn(t)Jdt 

et, d'autre part, 

1-+: fn(t)dt = 1-:00 
nf(nt)dt = 1-:00 

f(x)dx = 1. 

Soit a un réel strictement positif. 

Vn ~ 1, i+oo Jfn(t)Jdt = i+oo Jnf(nt)Jdt = 1:00 Jf(x)Jdx. 

Ainsi, 

1+00 
lim Jfn(t)Jdt =O. 

n-++oo a 
De même 

lim 1-a Jfn(t)Jdt =O. 
n-++oo _00 

La suite Un)neN• est ainsi une approximation de l'unité. 

Définition : Soit T un réel strictement positif. On appelle ap
proximation de l'unité T-périodique, une suite Un)neN d'éléments de 
CMT(IR, OC) vérifiant, 

1. 1+.T. 
3M E JR+,Vn EN, _;r.

2 Jfn(t)Jdt::::; M 
2 

2. 
+f 

Vn EN, 1-:r. fn(t)dt = 1. 
2 

3. 

T (1-a f+f ) Va E]O, 2(, n.!!!foo -f Jfn(t)Jdt +la Jfn(t)Jdt =O. 
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Proposition 16.10 Soient Un)neN une approximation de l'unité (respective
ment approximation de l'unité T-périodique) et f un élément de CMBI(IR, OC) 
{resp. CMT(IR, OC)). 

1. Six est un point de continuité de f, alors la suite (Un* f)(x))nEN est 
convergente et 

lim Un* f)(x) = f(x). n->+oo 
2. Si f est uniformément continue sur un intervalle I, la suite Un* f)neN 

converge uniformément vers f sur I. 

3. Si, pour tout entier naturel n, l'application fn est paire alors, la suite 
Un* f)nEN converge simplement sur lR avec 

'<lx E IR, 

Preuve. La preuve est faite dans le cadre d'une approximation de l'unité, la preuve 
dans le cadre d'une approximation de l'unité T-périodique étant similaire. 

1. Soit x un réel donné. 

'<ln EN, Un* f)(x) - f(x) = 1-:00 
fn(t)f(x - t)dt -1-+: fn(t)f(x)dt 

j +oo 
= -oo fn(t) U(x - t) - f(x)) dt. 

On suppose f continue en x. Soit é un réel strictement positif. Il existe un 
réel a strictement positif vérifiant 

\:/h E IR, lhl ~a=> lf(x + h) - f(x)I ~ é. 

Donc, 

'<ln EN, IUn * f)(x) - f(x)I ~ j+a élfn(t)ldt + 2llflloo { lfn(t)ldt 
-a }ltl>a · 

~ éM + 2llflloo { lfn(t)ldt. 
}ltl>a 

Le réel M est un réel vérifiant la condition 1 dans la définition précédente. 
Choisissons un entier naturel n0 vérifiant, 

'<ln~ no, { lfn(t)I ~ é. 
}ltl>a 

Alors, 
'<ln~ no, IUn * J)(x) - f(x)I ~ (M + 2llfllook· 

On obtient le résultat désiré. 
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2. On remarque que, si la continuité de f est uniforme sur un intervalle J, 
en reprenant la preuve de la première partie, on peut choisir a puis n0 

indépendamment de chaque réel de l'intervalle J. La convergence est ainsi 
uniforme sur I. 

3. Pour tout entier naturel n, l'application fn étant paire 

[
0

00
fn(t)dt=1+oo fn(t)dt = ~ 1:00 

fn(t)dt = ~· 
Soit x un réel. Montrons que 

lim r+oo fn(t)f(x - t)dt = -21 f(x-). 
n-++oo Jo 

Vn EN, 11+oo fn(t)f(x - t)dt - ~f(x_), = 11+oo fn(t) (f(x - t) - f(x-)) dt' 

:::; 1+oo lfn(t)l · lf(x - t) - f(x-)1 dt. 

Soit E: un réel strictement positif. Il existe un réel a strictement positif, 
vérifiant 

Vt E]O, a], lf(x - t) - f(x-) 1 :::; E:. 

On obtient 

1+oo lfn(t)l. IJ(x - t) - f(x-)1dt:::;E:1a lfn{t)I dt+2 llJll 00 l+oo lfn{t)I dt 

:::; cM + 211/11 00 l+oo lfn{t)I dt. 

La suite Un)nEN étant une approximation de l'unité, il existe un entier n0 

vérifiant, 1+00 

Vn 2'. no, a lfn(t)I dt:::; E:. 

Ainsi, 

Vn 2'. no, 11+oo fn(t)f(x - t)dt - ~f(x_),:::; (M + 2 llfll 00 )c. 

On en déduit que 

lim r+oo fn(t)f(x - t)dt = ! f(x-). 
n-++oo}0 2 

On montre de même que 

10 1 
lim fn(t)f(x - t)dt = -2 /(x+). n-++oo _00 

On en déduit alors que 

lim Un* f)(x) = -21 (f (x-) + f(x+)) . n-++oo 
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Quelle est la nature de la suite ((fn * f)(x))nEN lorsque l'application f n'est 
pas continue au point x ? La proposition précédente nous donne la réponse si les 
applications f n sont paires. Dans les autres cas, le comportement dépend essen
tiellement de l'approximation de l'unité choisie. L'exercice suivant expose divers 
cas. 

Exercice 16.2 Soit f un élément de CMBI(IR, IR) admettant au moins un point de 
discontinuité x vérifiant 

f(x+) =f. f(x_). 

On considère (gn)nEN* et (hn)nEN* deux suites d'applications numériques de variable 
réelle, définies par 

\ln~ 1, gn = n.n.(o,-A:J, 

\ln~ 1, hn = n.n.[--A:,OJ· 

1. Vérifier que (gn)nEN* et (hn)nEN* sont deux approximations de l'unité. 

2. Montrer que les suites ((gn * f)(x))nEN et ((hn * f)(x))nEN sont convergentes 
avec 

lim (gn * f)(x) = f(x-) et lim (hn * f)(x) = f(x+). 
n-+oo n-+oo 

3. Soit À un réel. On considère (kn)nEN* une suite d'applications numériques de 
variable réelle, définie par 

\ln ~ 1, kn = Àgn + (1 - À)hn. 

(a) Vérifier que (kn)nEN* est une approximation de l'unité. 

(b) Vérifier que la suite ((kn * f)(x))nEN est convergente avec 

4. On considère (ln)nEN* une suite d'applications numériques de variable réelle, 
définie par 

\ln~ 1, { 
hn-1 = 9n, 

hn = hn. 

(a) Vérifier que (ln)nEN* est une approximation de l'unité. 

(b) Vérifier que la suite ((ln* f)(x))nEN est divergente. 

Solution. 

1. On considère les applications g = ]_(O;l] et h = ]_(-l;OJ. Alors, 

VnEN*,VxEIR, gn(x)=ng(nx) et hn(x)=nh(nx). 

Il suffit de reprendre les résultats de l'exercice 16.1 pour conclure. 
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Vn ~ 1, (gn * f)(x) = j+oo 9n(t)J(x - t)dt = n [!. f(x - t)dt, 
-OO .Io 

1 

Vn ~ 1, (9n * f)(x) - f(x-) = n 1n f(x - t)dt - f(x-) 

1 

= n Ion (f(x - t) - f(x-))dt. 

Soit e un réel strictement positif. Choisissons un réel strictement positif a 
vérifiant 

Vt E IR, 0 < t:::; a=? lf(x - t) - f(x-)1:::; e. 

Choisissons un entier strictement positif no vérifiant n~ :::; a. Alors, 

1 

Vn ~no, l(9n * f)(x) - f(x-)1 :::; n Ion edt = e. 

D'où, 
lim (gn * f)(x) = f(x-). 

n->+oo 

On montrerait de même, 

lim (hn * f)(x) = f(x+). 
n->+oo 

3. (a) Évident 

(b) Pour tout entier n strictement positif, 

1:00 
kn(t)J(x-t)dt =À l:oo 9n(t)f(x-t)dt+(l-À) 1:00 

hn(t)f(x-t)dt 

= À(9n * f)(x) + (1 - .X)(hn * f)(x). 

En utilisant la question précédente, on déduit que la suite ((kn*f)(x))nEf>I• 
est convergente avec, 

Les deux réels f(x+) et f(x_) étant distincts, on peut remarquer que 

4. (a) Évident 

(b) f(x-) et f(x+) sont deux valeurs d'adhérence distinctes de lasuite((ln* 
f)(x))nEN· Elle est ainsi divergente. 
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Exercice 16.3 Dans cet exercice, on considère un segment [a, b]. Pour tout entier 
naturel n, on définit l'application 9n par 

9n : lR ----> JR+ 

t f---+ ].[-(b-a),(b-a)J (t). ( 1 - ( b~a )2) n, 

puis l'application fn par 

J n = J~: ::(t)dt. 

1. Montrer que la suite Un)nEf'il est une approximation de l'unité. 
On considère f une application définie et continue par morceaux sur lR à valeurs 
dans OC, nulle en dehors du segment [a, b] et dont la restriction à l'intervalle ]a, b[ 
est continue. 

2. Montrer que pour tout entier naturel n la restriction de l'application fn * f à 
l'intervalle [a, b] est une fonction polynomiale. 

3. En déduire que sur tout segment inclus dans l'intervalle ]a, b[ la suite de fonctions 
polynomiales fn * f converge uniformément vers f. 

Solution. 

1. Pour tout entier naturel n, l'application f n est continue et positive et bornée 
sur IR, d'intégrale 1 sur cet intervalle. Montrons que la suite Un)nEf'il est une 
approximation de l'unité. Il suffit pour cela de vérifier la troisième condition 
de la définition. 

\fn EN, 1:00 9n(t)dt 2 fo(b-a) 9n(t)dt 2 fo(b-a) ( 1 - ( b ~a)) n dt= ! + ~ 

Soit a un réel strictement positif que l'on peut supposer inférieur à (b - a). 
L'application 9n étant paire, 

t.I>· g.(t)dM r· (i- (b~sr dt s 2 f.'-· (i- (b:.rr dt 

S 2(b-a) (i -(b:J)" 
Donc, 

Nous pouvons conclure en remarquant que 

lim (n+l) (i-(-ba )2)n =Ü. 
n-->+oo - a 
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Vx E ~' Un* f)(x) = 1-:00 
fn(X - t)f(t)dt =lb f n(X - t)f(t)dt. 

La restriction de la fonction f n au segment [- ( b - a), ( b - a)] est une fonction 
polynomiale de degré 2n. En remarquant que, 

V(x, t) E [a, b]2, -(b - a) :::; x - t:::; b - a 

la fonction définie sur [a, b] 2 par (x, t) f-+ fn(x - t) est polynomiale dont le 
degré en x est 2n. Il existe ainsi (2n+l) fonctions polynomiales Po, Pi,··· , P2n 

vérifiant 
2n 

V(x,t) E [a,b]2, fn(x-t) = :~:::>kpk(t). 
k=O 

Donc, 

Vx E [a, bJ, (f. • f)(x) = J.' fn(X - t)f(t)dt = ~ x' ( J.' ll,(t)f(t)dt) . 

La restriction de Un*!) au segment [a, b] est une fonction polynomiale. 

3. L'application f est continue sur l'intervalle ]a, b[ donc uniformément continue 
sur chaque segment inclus dans ]a, b[. D'après la proposition 16.10, la suite 
de fonctions polynomiales f n * f converge uniformément vers f sur chaque 
segment inclus dans ]a, b[. 

De cet exercice, on peut déduire le 

16.3.3 Théorème de Weierstrass 

Théorème 16.11 (Weierstrass) Toute application f continue sur un segment 
[a, b], à valeurs dans ~ ou C est limite uniforme sur ce segment de fonctions 
polynômes. 

Preuve. Soit f une application continue sur un segment [a, b] à valeurs dans K. 
On considère l'application j définie sur~. nulle en dehors du segment [a -1, b + 1] 
avec 

{ 
Vx E [a, b], f(x) = f(x) 

Vx E [a -1,a[, f(x) = f(a) 

Vx E]b, b + l], f(x) = f(b) 

Il suffit alors d'appliquer les résultats obtenus dans l'exercice précédent. .S. 

Il existe d'autres preuves de ce théorème, en particulier une preuve probabiliste, 
page 454. 
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16.4 Convergences en moyennes 

Proposition 16.12 Soient a et b deux réels vérifiant a< b. L'application 11-111 
définie sur C([a, b], IR) par : 

'v'I E C([a,b],IR), 111111 = 1b ll(t)ldt, 

est une norme sur C ( [a, b], lR) appelée norme 1. 

Preuve. Évident. 

Il Définition : Si une suite de fonctions (/n)nEN converge en norme 1 vers 
une fonction 1, on dit qu'elle converge en moyenne vers f. 

Proposition 16.13 Soient a et b deux réels vérifiant a < b. L'application 
< ., . > définie sur (C([a, b], IR)) 2 par : 

'v'(f,g) E (C([a,b],JR))2 , < l,g >= 1b l(t)g(t)dt, 

est un produit scalaire sur C([a, b], IR). La norme euclidienne associée est notée 
11-112 et appelée norme 2. 

Preuve. Évident. 

Il Définition : Si une suite de fonctions Un)nEN converge en norme 2 vers 
une fonction 1, on dit qu'elle converge en moyenne quadratique vers 1-

Exercice 16.4 Pour tout entier n strictement positif, on considère la fonction ln 
définie sur [O, 1] par 

'v't E [0, 1], 

1. Montrer que, pour tout entier strictement positif n, l'application ln est continue 
sur le segment [O, 1]. 

2. Montrer que la suite (/n)nEN• est une suite de Cauchy dans l'espace C([O, 1], IR) 
muni de la norme 1 ou de la norme 2. 

3. Montrer que cette suite n'est pas convergente dans l'espace C([O, 1], JR) muni de 
la norme 1 ou de la norme 2. 
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4. En déduire que les espaces vectoriels normés (C([O, 1], JR.), li-Ili) et (C([O, 1], JR.), 11-112) 
ne sont pas complets. 

Solution. 
1. Soit n un entier strictement positif. La restriction de l'application fn à l'in

tervalle [O, n111" [ est continue. Il en est de même pour l'intervalle ] n~, 1]. De 
plus 

lim f(t) = lim f(t) = 0 = f (2-) . 
t-+(n1,, )- t-+(n1,, t mr 

L'application fn est continue sur le segment [O, 1]. 
2. Soient n et p deux entiers strictement positifs vérifiant p > n. Nous remar-

quons que 
1 1 

Vt E [0, -] U [-, 1], fn(t) = fp(t). 
prr nrr 

D'où, 

llfn - fpll1 = f n1
" lsin (!) 1 dt~ (2- - _!_) ~ 2-. 

...!... t nrr prr nrr 
P" 

On en déduit que la suite Un)nEN* est une suite de Cauchy de l'espace 
(C([O, 1], JR.), 11-111) et de l'espace (C([O, 1], JR.), 11-112). 

3. Soit g un élément de C([O, 1], JR.) vérifiant 

3to E]O, 1], g(to) #sin c~) . 
Il existe alors un segment [a, b] inclus dans l'intervalle ]O, 1] et contenant to 
tel que 

Soit no un entier strictement supérieur à a~. Alors, 

Vn 2: no, llg - fnll1 2: 1b lg(t) - fn(t)ldt 

= 1b lg(t) - sin(~) 1dt2: (b; a) lg(to)- sin(~) I · 
On en déduit que la suite Un)nEN* ne converge pas vers g dans l'espace 
(C([O, 1],JR.), 11-IJi). Donc si la suite Un)nEN* converge dans cet espace, sa 
limite, que l'on note f, vérifie 

Vt E]O, 1], f(t) =sin(~). 
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Une telle application n'admet pas de limite en O. Elle ne peut être continue 
sur le segment [O, 1]. On en déduit que la suite Un)neN• n'est pas convergente 
dans (C([O, 1],IR), 11-111). On peut faire un travail similaire pour montrer que 
la suite Un)neN• n'est pas convergente dans (C([O, 1],IR), 11-112). 

4. La suite Un)neN• est de Cauchy mais non convergente dans les espaces 
(C([O, 1],IR), 11-111) et (C([O, 1],IR), 11-112). Ils ne sont donc pas complets. 

16.5 Comparaison des différents 
types de convergence 

On considère, dans cette section, une suite Un)neN d'éléments de C([a, b], IR) 
et fun élément de C([a, b], IR). 

Proposition 16.14 Pour tout élément f de C([a,b],IR), on a: 

1. llfll1 ~ ./b - all/112, 
2. 11/112 ~ ./b - all/lloo 
3. 11/111 ~ (b - a)llflloo· 

Preuve. 
1. Utilisons l'inégalité de Cauchy-Schwarz. 

11/111 = 1b lf(t)l.ldt ~ llflldlll2 = ./b - all/112· 

2. 

11/112 = 1b f2(t)dt ~ 1b llfll~dt = ./b - allflloo· 

3. Il suffit d'utiliser les deux inégalités précédentes pour obtenir la troisième . 

Proposition 16.15 Si la suite Un)neN converge uniformément vers f sur le 
segment [a, b] alors elle converge, 

1. simplement sur [a, b], 

2. en moyenne sur [a, b], 

3. en moyenne quadratique sur [a, b]. 

Preuve. Il suffit d'utiliser la proposition 16.14 

Proposition 16.16 Si la suite Un)neN converge en moyenne quadratique vers 
f sur le segment [a, b] alors elle converge en moyenne vers f. 

Preuve. Il suffit d'utiliser la proposition 16.14 

• 





Chapitre 17 

Séries de fonctions 

1 7 .1 Définition 

Définition: Soit Un)nEN une suite de fonctions définies sur un ensemble 
X et à valeurs dans un espace vectoriel IF. On appelle série de fonctions 
de terme général fn, la suite (Sn)nEN définie par 

n 

Vn EN, Sn = fo +fi + · · · + f n = L fk· 
k=O 

On note cette série Ln>o fn· Pour tout n E N, fn s'appelle le terme 
d'indice n, Sn s'appelle la-somme partielle d'indice n de la série Ln2'.0 f n· 

17.2 Divers types de convergence d'une série 
de fonctions 

Définition : Soit Un)nEN une suite de fonctions définies sur un ensemble 
X et à valeurs dans un espace vectoriel normé (IF, li.li). On dit que la série 
de fonctions Ln2'.0 fn converge 

1. simplement sur X si pour tout x élément de X, la série Ln2'.0 fn(x) 
est convergente. 

2. absolument sur X si la série Ln>O llfnll converge simplement sur 
X. -

3. uniformément sur X si la suite des sommes partielles (Sn)nEl\I 
converge uniformément sur X. 
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Proposition 17.1 On considère une suite de fonctions Un)nEN et une fonc
tion f, toutes définies sur un ensemble X à valeurs dans un espace vectoriel 
normé (IF, li.li). La série Un)nEN converge uniformément vers f sur X si et 
seulement si 

n 

lim sup Il Lfk(x) - f(x)ll = 0 
n-++oo xEX k=O 

Preuve. Immédiat d'après la proposition 16.1 page 270. 

Proposition 17.2 Soit Un)nEN une suite de fonctions définies sur un en
semble X à valeurs dans un espace vectoriel normé (IF, li.ID· La série de fonc
tions Ln;:::o f n converge uniformément sur X si et seulement si 

1. La série Ln;:::o fn converge simplement sur X, 

2. la suite Rn = Et,:+1 fk des restes converge uniformément vers 0 sur 
X. 

17.3 Convergence normale d'une série 
de fonctions 

Définition: Soit Un)nEN une suite de fonctions définies sur un ensemble 
X à valeurs dans un espace vectoriel normé (IF, li.ID· La série de fonctions 
Ln;:::o fn converge normalement sur un ensemble X si la série 

L llfnlloo = L sup llfn(x)ll 
n<::O n;:::oxEX 

est convergente. 

Proposition 17.3 Soit Un)nEN une suite de fonctions définies sur un en
semble X à valeurs dans un espace vectoriel normé (IF, 11·11). Une série de fonc
tions Ln>o fn converge normalement sur un ensemble X si et seulement si il 
existe une suite de réels (an)nEN vérifiant 

1. \ln EN, \lx EX, llfn(x)ll:::; an, 

2. la série Ln;:::o an est convergente. 

Preuve. 

1. Supposons la série Ln>o f n normalement convergente sur X. Il suffit alors 
de choisir -

\ln EN, an= sup llfn(x)ll · 
xEX 
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2. Supposons qu'il existe une suite de réels (an)nEN vérifiant 

(a) \ln EN, \lx EX, llfn(x)ll :::; ani 

(b) la série l:n~o an est convergente. 

Nous avons alors 

\ln EN, sup llfn(x)ll:::; an. 
xEX 

la série l:n~o an étant convergente, il en est de même de la série 

L sup llfn(x)ll· 
n~oxEX 

La série l:n~o fn est normalement convergente sur X. 
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Théorème 17.4 Soit Un)nEN une suite de fonctions définies sur un ensemble 
X à valeurs dans un espace vectoriel normé complet (IF, li-ID· Si la série de fonc
tions l:n>o fn converge normalement sur X alors elle converge uniformément 
sur X. -

Preuve. On suppose la série l:n~o fn normalement convergente sur X. La série 
numérique 

L sup llfn(x)ll 
n~oxEX 

est convergente, donc de Cauchy. Soit c un réel strictement positif. 

p 

3no EN, \ln:'.'.:: no, Vp :'.'.::no, p > n =? L sup 11/k(x)ll:::; c. 
k=nxEX 

Soient n et p deux entiers supérieurs à n0 vérifiant p > n. Alors, 

p 

\lx EX, llSp(x) - Sn(x)ll:::; L sup 11/k(x)ll:::; c. 
k=n+l xEX 

D'où 

sup llSp(x) - Sn(x)ll :::; c. 
xEX 

La suite (Sn)nEN vérifie le critère de Cauchy uniforme sur X. L'espace vectoriel 
normé (IF, li-ID étant complet, elle est uniformément convergente sur X ainsi que 
la série l:n~O f n. • 
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17 .4 Propriétés des séries de fonctions 
uniformément convergentes 

Théorème 17.5 On considère (JE, d) un espace métrique, Un)nEN une suite 
de fonctions définies et continues sur JE, à valeurs dans un espace vectoriel 
normé (JF, 11-11). Si la série En>o fn est uniformément convergente sur JE vers 
une fonction S, alors S est coiilinue sur JE. 

Preuve. Évident d'après le théorème 16.4, page 271. 

Théorème 17.6 On considère Un)nEN une suite de fonctions définies et conti
nues sur un segment [a; b] à valeurs dans lF espace vectoriel normé complet. Si 
la série En~o fn est uniformément convergente sur [a; b], alors 

b +oc +oo b 1 L J n(t)dt = L 1 fn(t)dt. 
a n=O n=O a 

Preuve. Évident d'après le théorème 16.6, page 272. 

Théorème 17.7 Soit Un)nEN une suite de fonctions de classe ci sur un in
tervalle I à valeurs dans lF espace vectoriel normé complet. On suppose 

1. qu'il existe xo E I tel que la série En~o fn(xo) converge. 

2. que la série de fonctions En~o f ~ converge uniformément sur I. 

Alors, 

1. la série En>O f n converge simplement vers une fonction s de classe ci 
vérifiant -

+oo 
't:/x E J, S'(x) = L f~(x). 

n=O 

2. Si l'intervalle I est borné, la convergence est uniforme. 

Preuve. Évident d'après le théorème 16.7, page 273. 

17.5 Critère d'Abel uniforme 

On suppose pour le théorème suivant que (JF, li.li) est un espace vectoriel normé 
complet. 
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Théorème 17.8 Soient Un)nEN une suite de fonctions à valeurs dans un es
pace vectoriel normé complet lF et (gn) une suite de fonctions à valeurs réelles, 
toutes deux définies sur un intervalle I, vérifiant 

1. 3M > 0, 't:/n EN, 't:/x E I, Il I:;=O fv(x)ll :::; M, 

2. la suite (gn) converge uniformément sur I vers 0 en décroissant. 

Alors la série Ln~O gnfn converge uniformément sur I. 

Preuve. Notons pour tout entier naturel n, les applications Sn et Tn définies sur 
I par 

n n 

Sn= Lfk et Tn = L9kfk· 
k=O k=O 

Nous devons montrer que la suite (Tn)nEN converge uniformément sur I. 

n n n n 

't:/n 2'. 2, Tn = L9kfk = L9k(Sk-Sk-1)+gofo = LgkSk- LgkBk-1 +gofo 
k=O k=l k=l k=l 

n n-1 n-1 

= LgkSk - L gkHSk + gofo = L(gk - 9k+i)Sk + 9nBn - gifo + gofo. 
k=l k=O k=l 

Nous avons 
't:/x E I, llBn(x)gn(x)ll :::; Mllgn(x)ll· 

La suite (gn)nEN étant uniformément convergente sur I vers la fonction nulle, la 
suite (Sngn)nEN l'est aussi. Il suffit maintenant de prouver que la suite (An)n>2 
définie par 

n-1 

't:/n 2'. 2, An= L(gk - 9k+i)Sk 
k=l 

est uniformément convergente sur I. Pour cela nous allons montrer qu'elle vérifie 
le critère de Cauchy uniforme sur I. Soit M un réel positif vérifiant 

't:/n EN, llSnll:::; M. 

La suite (gn)nEN est uniformément convergente vers 0 en décroissant. Soit e un 
réel strictement positif. Considérons un entier naturel n0 vérifiant 

't:/n 2'. no, 't:/x E I, 0:::; 9n(x) :::; e. 

Alors, 

p-1 

:::; L M(gk(x) - 9k+i(x)) = M(gn(x) - gp(x)):::; Mgn(x):::; Me. 
k=n 
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Nous venons de montrer ·que la suite (An)n;:::2 vérifie le critère de Cauchy uni
forme. L'espace vectoriel normé (IF,11·11) étant complet, on en déduit qu'elle est 
uniformément convergente sur I ainsi que la suite (Tn)nEN· La série En>O 9nfn 
est donc uniformément convergente sur I. - tft 

17.6 Exercices 

Exercice 17.1 On considère (an)nEN une suite réelle. On définit sur JR.+ la série de 
fonctions 

L: an1[n,n+l[· 
n;:::o 

1. Montrer que cette série est simplement convergente sur JR.+ vers une fonction 
que l'on déterminera. 

2. À quelle condition sur la suite (an)nEN• la série est-elle uniformément conver
gente sur JR.+? 

3. À quelle condition sur la suite (an)nEN• la série est-elle normalement convergente 
sur JR.+? 

Solution. On note (Sn)nEN la suite des sommes partielles. 

1. Soit x un réel positif. Alors, 

Vn < E(x), Sn(x) = 0, et Vn 2: E(x), Bn(x) = aE(x)· 

La suite des sommes partielles (Sn ( x) )nEN est stationnaire et convergente 

vers aE(x)· La série (En>o an1[n,n+l[(x)) est donc convergente vers 
- nEN 

aE(x)· 
2. D'après la proposition 17.2, la série converge uniformément sur JR.+ si et 

seulement si la série des restes (Rn)nEN est uniformément convergente sur 
JR.+ vers O. 

+oo 
Vn EN, Vx E JR.+, Rn(x) = L ak],[k,k+l[(x). 

k=n+l 

Soit n un entier naturel, 

Vx < n + 1, Rn(x) = 0 et Vx 2": n + 1, Rn(x) = aE(x)· 

Donc, 
Vn E N, sup IRn(x)I = sup lakl. 

xER+ k;:::n+l 

La série converge uniformément sur JR.+ si et seulement si la suite définie par 

Vn EN, Un= sup lakl 
k;:::n+i 

est convergente vers O. Vérifions que (un)nEN est convergente vers 0 si et 
seulement si (an)nEN' converge vers O. 
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(a) Supposons la suite (un)neN convergente vers O. Soit c un réel strictement 
positif. Il existe un entier positif no tel que 

On obtient 

Un0 = sup lakl ~ é. 
k?.no 

Vn 2 no, lanl ~ c. 

La suite (an)neN est convergente vers O. 

(b) Supposons réciproquement la suite (an)neN convergente vers O. Soit c 
un réel strictement positif. Il existe un entier positif no tel que 

Ainsi, 
Vn 2 no, Un = sup lakl ~ c. 

k?.n 

La suite (un)neN est convergente vers O. 

En conclusion, la série Ln>O an].[n,n+l[ est uniformément convergente sur 
JR+ si et seulement si la suitë (an)neN est convergente vers O. 

3. Par définition, la série de fonction Ln>O an].[n,n+l[ converge normalement 
sur JR+ si la série -

est convergente. 

Exercice 17.2 Montrer que la fonction 

+oc 1 
f (x) = L -n~2 -+-s-in_n_x 

n=2 

est C1 sur IR. 

Solution. On définit la suite d'applications Un)n?.2 par, 

Vn 2 2, Vx E IR, 
1 

fn(x) = 2 • • 
n +smnx 

D'une part, la série numérique Ln?.2(fn)(O) est convergente. D'autre part, 

Vn 2 2,Vx E IR, 
, -ncosnx 

fn(x) = (n2 +sinnx)2 . 



294 SÉRIES DE FONCTIONS 

Ainsi, 

\ln;:::: 2, \lx E IR, lf~(x)I = (n2 : l)2. 

Or, 
n 1 

(n2 - 1)2 rv n3. 

La série En>2 f ~ est normalement convergente sur lR. Pour tout entier supérieur 
ou égal à 2, J~ est continue sur lR. On en déduit que f est de classe ci sur lR avec, 

\lx E IR, 
+oo 

1 '°"' -n cos nx 
f (x) = ~ (n2 +sinnx)2 ' 

Exercice 17.3 Étudier l'ensemble de définition, la continuité et la dérivabilité de la 
fonction 

+oo 1 

f(x) = L x2 +n2· 
n=i 

Solution. On définit la suite d'applications Un)n?.i par, 

\ln ;:::: 1, \lx E IR, 
1 

fn(x) = 2 2· 
X +n 

Pour tout entier n supérieur à 1, l'application f n est dérivable sur lR avec, 

\ln;:::: 1,Vx E IR, 

Soit a un réel strictement positif. 

\lx E [-a,a], 

-2x 
f~(x) = (x2 + n2)2. 

l!~(x)I s 2~. n 

La série En>i f~ est normalement convergente sur l'intervalle [-a, a]. En remar
quant que la-série En>i fn(O) est convergente, on en déduit que l'application f 
est définie et de classe ci sur tout intervalle de la forme l - a, a[ où a est un réel 
strictement positif. L'application f est définie et de classe ci sur Ua>ol - a, a[= lR 
avec, 

\lx E IR, 
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Exercice 17.4 Montrer que la fonction 

+oo 

f(x) = ~ yln(l: nx2)' 

est définie sur ~ et dérivable sur ~*. 

Solution. On définit la suite Un)n?.1 par 

\:/n ;::: 1, \:/x E ~' 
X 

fn(x) = yln(l + nx2)" 

Remarquons que 
\:/n 2'.'. 1, fn(O) =O. 

Donc f est définie en 0 avec f(O) ·=O. D'autre part, pour tout réel x non nul, 

X 1 
fn(x) = yin( 2 "' -3 • n 1 + nx ) xn2 

On en déduit que la série Ln>l fn(x) est convergente et que f est définie sur~
On peut remarquer que l'application f est impaire. Pour montrer sa dérivabilité 
sur ~*, il suffit de montrer sa dérivabilité sur ~+*. 

\:/n ;::: 1, \:/x > 0, 
, 1 1- nx2 

fn(x) = y1n· (1 + nx2)2. 

Donc, 

\:/n ;::: 1, \:/x > 0, 
, 1 1 + nx2 

lfn(x)I ~ y1n· (l + nx2)2 

Soit a un réel strictement positif. 

\:/n;::: 1, \:/x E]a, +oo[, lf~(x)I ~ ~- 1 1 
2 . 

yn +na 

Or, 
1 1 1 

yin" l + na2 rv n~a2 · 

On en déduit que la série de fonctions Ln>l f~(x) est normalement convergente 
sur l'intervalle ]a, +oo[ et que l'application] est dérivable sur cet intervalle. L'ap
plication f est ainsi dérivable sur l'ouvert 

avec, 

\:/x E)O, +oo[, 
+oo 1 1 - nx2 

f'(x) = ~ y1n· (1 + nx2)2. 
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L'application f étant impaire, elle est dérivable sur JR*, de fonction dérivée paire. 
D'où, 

\lx E lR*, 
1 +oo 1 1 - nx2 

f (x) = ~ ..;n· (1 + nx2)2. 

Cet exercice est un exercice préliminaire à l'exercice suivant 17.6. 

Exercice 17.5 On considère (D, d) un espace métrique, (JE,+, x, .) une algèbre de 
Banach de norme notée 11·11. f et g deux applications définies sur D à valeurs dans JE. 

1. Soit x un élément de D. Montrer que si f et g sont continues en x, alors 
l'application f x g est continue en x. 
On suppose dans les deux questions suivantes que D est un intervalle de lR que 
l'on notera I. On considère x un élément de I et on suppose f et g dérivables 
en ce point. 

2. Montrer que l'application f x g est dérivable en x et donner la dérivée en ce 
point. 

3. Soit n un entier strictement positif. On noter. l'application r = f X .•. X f. 
~ 

n fois 
Vérifier que r est dérivable en X et indiquer sa dérivée dans le cas où f(x) et 
f'(x) commutent. 

Solution. 

1. Soit e un réel strictement positif. Choisissons un réel a strictement positif 
vérifiant 

\/y ED, d( ) { llf(y) - f(x)ll::; min{e, 1}, 
x,y ::; a=? 

llg(y) - g(x)ll::; min{e, 1}. 

Soit y un élément de D vérifiant d(x, y) ::; a. 

llf(y) x g(y) - f(x) x g(x)ll 

::; llf(y) x g(y) - f(x) x g(y)ll + llf(x) x g(y) - f(x) x g(x)ll 

::; llg(y)ll·llf(y) - f(x)ll + llf(x)ll·llg(y) - g(x)ll::; (llg(y)ll + llf(x)ll) .e 

::; (llf(x)ll + llg(x)ll + 1) .e 

L'application f x g est ainsi continue en x. 

2. Les applications f et g étant dérivables en x, elles admettent un dévelop
pement limité en ce point. 

f(x + h) = f(x) + hf'(x) + he1(h), 

g(x + h) = g(x) + hg'(x) + he2(h), 
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où e1 et e2 sont deux applications définies sur un voisinage réel de 0, à valeurs 
dans JE et admettant une limite nulle en O. Ainsi, 

f(x + h) x g(x + h) = [f(x) + hj'(x) + he1(h)] x [g(x) + hg'(x) + he2(h)] 

= f(x) x g(x) + h [J'(x)g(x) + f(x) x g'(x)] + he3(h) 

où e3 est définie par 

e3(h) =f(x) xe2(h)+hf'(x) xg'(x)+e1(h) xg(x+h). 

Cette dernière application admet une limite nulle lorsque h tend vers O. 
L'application f x g admet ainsi un développement limité d'ordre 1 en x. Elle 
est donc dérivable en x avec 

(f x g)' (x) = J'(x) x g(x) + f(x) x g'(x). 

3. Évident, à l'aide d'une preuve par récurrence en utilisant la question pré
cédente. Dans le cas où f(x) et f'(x) commutent, on obtient 

Exercice 17.6 On considère l'application exponentielle définie par 

exp: JE ----+ JE 

A 

Cette application a déjà été définie dans l'exercice 15.11 page 266. 

1. Montrer que l'application exponentielle est continue sur JE. 

2. On considère I un intervalle réel et f une application définie et de classe C1 

sur I et à valeurs dans JE. On suppose que les applications f et f' commutent. 
Montrer que l'application 

'11: I ----+ JE 

t ~ exp(f(t)) 

est dérivable sur I et indiquer sa dérivée. 
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Solution. 

1. On considère R un réel strictement positif et B Ri la boule ouverte de centre 
0 et de rayon R. D'après la première question de l'exercice précédent, pour 
tout entier naturel n, l'application 

est continue sur JE. D'autre part, 

li An li:::;~:::; Rn. 
n! n! n! 

La série L::n>o !7 est normalement convergente sur BR. On en déduit, en 
utilisant le théorème 17.5, que l'application exponentielle est continue sur 
BR puis sur LJR>O BR= JE. 

2. Soit [a, b] un segment inclus dans J. Montrons que la restriction de l'applica
tion '1! à [a, b] est dérivable sur ce segment. Pour cela, utilisons le théorème 
17. 7. Pour tout entier naturel n, notons 9n, l'application définie par 

9n: l ---t lE 

t 1--t 
f"(t) 

n! . 

(a) Nous savons que, pour tout réel t élément de [a,b], la série 

L9n(t) 
n::'.'.0 

est convergente. 

(b) Les applications f et f' commutant, nous pouvons utiliser le résultat 
de la seconde question de l'exercice précédent. Ainsi, pour tout entier 
naturel n, l'application 9n est dérivable sur [a, b] avec 

Vn 2: 1, Vt E [a, b], 
, J'(t)r-1(t) r-1(t)f'(t) 

gn(t) = (n - 1)! = (n - 1)! · 

L'application f étant de classe C1 ' elle est, de même que sa dérivée !'' 
bornée sur le segment [a, b]. On note 

Ainsi, 

Mo= sup 11/(t)ll, 
tE[a,b] 

Vn 2: 1, Vt E [a, b], 

On en déduit que la série 

Mi = sup llf'(t)ll· 
tE[a,b] 

I:g~(t) 
n::'.'.1 
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est normalement convergente sur [a, b]. La restriction de l'application 
W au segment [a, b] est dérivable avec 

Vt E [a, bj, 
, += f'(t)r- 1(t) += f'(t)r(t) 

w (t) = ~ (n - 1)! = ~ n! 

= f'(t) x exp(f(t)) = exp(f(t)) x f'(t). 

On en déduit que W est dérivable sur I avec 

Vt E I, w'(t) = f'(t) x exp(f(t)) = exp(f(t)) x J'(t). 

17.7 La fonction zeta de Riemann 

Exercice 17.7 Pour touts> 1, on pose 

+oo 1 
((s) = '°"" -. L..t ns 

n=l 

1. Montrer que (est une fonction de classe C1 sur ]1, +oo[ et exprimer sa dérivée. 

2. En effectuant une comparaison série-intégrale, montrer que 

J+oo dt 1 
Vs> 1, ((s) - 1:::; 

1 
t; = s _ 1 :::; ((s). 

3. En déduire que lims-++oo ((s) = 1 et que ((s) :0'. 8~ 1 . 

4. Le but de cette dernière question est d'obtenir le développement asymptotique 
suivant lorsque s tend vers 1 + : 

1 
((s) = s _ 1 +'Y+ o(l), 

où 'Y désigne la constante d'Euler (voir corollaire 15.8 page 245). On définit pour 
cela, pour tout entier strictement positif n, l'application Un par 

s ..!... -J,n+l !!J. 
ns n t 8 

(a) Montrer que 

Vs> O,Vn ~ 1, 
1 1 

0:::; Un(s):::; ns - (n+ 1)s" 

(b) Soit A un réel strictement positif. Montrer que la série Ln>l Un est uni-
formément convergente sur l'intervalle [A, +oo(. -
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(c) Montrer que la série I:n~l Un est continue sur JR+*. 

{d) Vérifier que 

Vs> 1, 
+oo 1 "°' un(s) = ((s) - -. 
~ s-1 
n=l 

( e) Conclure. 

Solution. 

1. Nous savons que la fonction (est définie sur l'intervalle ]1, +oo(. On définit 
la suite de fonctions Un)n~l par 

Vn 2: 1, Vs E]l, +oo(, 
1 

fn(s) = -. ns 

Pour tout entier n strictement positif, l'application f n est dérivable sur 
]1, +oo( avec, 

Vs E]l, +oo(, f~ ( s) = - ln n. 
ns 

Soit a un réel strictement positif. 

Vn 2: 1, Vs E]l + 2a, +oo[, lf~(s)I :::; ~~+~a· 

Or, 
Inn 1 

n1+2a = o(nl+a). 

Ainsi, la série I:n>l f~ est normalement convergente sur l'intervalle]l + 
2a, +oo[. De plus, pour tout entier strictement positif n, l'application f~ 
est continue sur cet intervalle. On en déduit que l'application (est de classe 
C1 sur 

avec 

]1, +oo(= Ua>o]l + 2a, +oo[ 

Vs E]l, +oo[, 
+oo 

(' ( s) = "°' - ln n . 
~ ns 
n=l 

2. Soient s un réel strictement positif et k un entier strictement positif. L'ap
plication s ~ ;. étant décroissante sur le segment [k, k + 1], on a 

1 1k+l dt 1 ----,---- < - < -
{k+l}s- k ts-ks' 

(17.12) 

Pour tout réel s strictement supérieur à 1, les séries de termes général ~. et 

Jkk+l # étant convergentes, nous avons à la limite, 
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c'est-à-dire 
r+oo dt 

Vs> 1, ((s) - 1:::; }
1 

V:::; ((s). 

Un calcul évident nous donne, 

f,+oo dt= _1_. 
1 t 8 S - 1 

3. En utilisant l'inégalité de gauche et en remarquant que pour tout réel s 
strictement supérieur à 1, ((s) est la somme d'une série à termes positifs de 
premier terme égal à 1, on obtient 

Vs> 1, 

D'où, 

1 
1:::; ((s):::; 1 + - 1 . 

s-

lim ((s) = 1. 
s-++oo 

En utilisant l'inégalité obtenue dans la question précédente : 

Vs> 1, 
1 1 

- :::; ((s):::; - + 1. 
s-1 s-1 

D'où, 
Vs> 1, 1:::; (s - l)((s):::; s. 

On en déduit que 
1 

((s) rv - 1 . 
1+ s-

4. (a) Évident d'après les inégalités établies en (17.12). 

(b) Montrons que la suite des sommes partielles vérifie le critère de Cauchy 
uniforme sur [A, +oo[. Soient n et p deux entiers strictement positifs 
vérifiant n < p. 

Vs;::: A, ISp(s) - Sn(s)I = t Uk(s):::; t (:s - (k ~ l)s) 
k=n+l k=n+l 

1 1 1 1 
= (n + 1)8 - (p + 1)8 :::; (n + 1)8 :::; (n + l)A. 

Soit e un réel strictement positif. Soit n0 un entier vérifiant 

1 
-( n_o_+_l_)_A :::; e · 

Alors, 

Vn;::: no, Vp;::: no, Vs E [A, +oo[, ISp(s) - Sn(s)I :::; e. 

La suite des sommes partielles (Sn)nEN• converge uniformément sur 
[A, +oo[. Il en est de même de la série I:n~l Un. 
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( c) Soit A un réel strictement positif. Montrons que pour tout entier stric
tement positif, l'application Un est continue sur l'intervalle [A, +oo[. 
Pour tout entier n strictement positif, l'application s f-+ ;. est continue 
sur R 
L'application f définie par 

/: [A,+oo[x[n,n+ 1] 
(s, t) 

est continue sur [A, +oo[ x [n, n + 1]. De plus, 

..!.. 
t• 

V(s,t) E [A,+oo[x[n,n+ 1], 
1 

Ü:::; g(s, t) :::; tA. 

Cette dernière application est continue donc intégrable sur le segment 
[n, n + l]. On en déduit, d'après le théorème 23.14, page 477 que l'ap
plication F, définie par 

F : [A, +oo[ -----+ lR 

s J,n+l 4! 
n t• 

est continue sur [A, +oo[. 
Ainsi, pour tout entier strictement positif n, l'application Un est conti
nue sur l'intervalle [A, +oo[. La série I::n>l un(s) étant uniformément 
convergente sur [A, +oo[, elle est continue sur cet intervalle. On en 
déduit que la série I::n~l Un est continue sur 

u ]A, +oo[= JR+*. 
A>O 

(d) Sis est un réel strictement supérieur à 1, les séries de terme général ;. 

et J;:H !f!- sont convergentes respectivement vers ((s) et f1+00 !f!- = 8~ 1 • 
Ainsi, 

Vs> 1, 
+oo 1 L Un(s) = ((s) - 8 _ 1. 
n=l 

(e) On a I::!:i un(l) ='Y· L'application I::n~l Un est continue en 1. Ainsi, 

+oo +oo 
L Un(s) = L Un(l) + o(l) ='Y+ o(l). 
n=l n=l 

En remplaçant, on obtient le développement asymptotique en 1 + : 

1 
((s)= s-l +'Y+o(l). 



Chapitre 18 

Séries entières 

Dans ce chapitre, lK représente soit le corps des nombres réels soit le corps des 
nombres complexes. 

18.1 Séries entières, rayon 
et domaine de convergence 

Définition : On appelle série entière de variable réelle (resp. complexe), 
toute série de fonctions de la forme 

LanXn, 
nEN 

où x est une variable réelle (resp. complexe) et (an) est une suite à 
valeurs dans !K. 

Proposition-définition 18.1 Soit (an)nEN une suite à valeurs dans !K. On 
note E, l'ensemble défini par 

E = {r 2 O/(anrn)nEN soit une suite bornée}. (18.13) 

Cet ensemble est non vide et minoré par O. L'élément de [O, +oo] 

R=supE 

est appelé rayon de convergence de la série entière LnEN anxn. 

Proposition 18.2 On considère LnEN anxn une série entière de variable 
réelle ou complexe de rayon de convergence R. Soit x un élément de !K. 

1. Si lxl < R alors la série LnEN anxn est absolument convergente, 

2. si lxl > R alors la série LnEN anxn est divergente. 
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Preuve. 

1. Soit x un élément de lK vérifiant lxl < R. Il existe alors un réel r strictement 
positif appartenant à E, vérifiant, 

lxl < r 5: R. 

On note Mun majorant de la suite (lanlrn)nElll· Alors, 

La série L:nEN anxn est absolument convergente. 

2. Soit x un élément de lK vérifiant lxl > R. Alors le réel Jxl n'appartient pas 
à E. La suite (anlxln)ne!ll étant non bornée, la suite (anxn)neN ne peut 
converger vers O. La série L:nE!ll anxn est divergente. 

Proposition 18.3 Soit L:ne!ll anxn une série entière de variable réelle ou 
complexe. 

1. Si la suite (an)ne!ll est bornée alors 

R?: 1. 

2. Si la suite (an)ne!ll ne converge pas vers 0, alors 

R 5: 1. 

Preuve. 

1. Le réel 1 appartient à E, l'ensemble défini en (18.13), page 303. Il est donc 
inférieur ou égal à R, sa borne supérieure. 

2. La série L:ne!ll anl n est divergente donc non absolument convergente. D'après 
la proposition précédente, 1 ?: R. 

Exercice 18.1 Donner le rayon de convergence de la série entière L:nE!ll anxn si pour 
tout entier naturel n, 

1. an est la nième décimale du nombre e. 

2. an est le cardinal de l'ensemble des nombres premiers positifs inférieurs ou égaux 
à n. 

3. an= cosn. 
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Solution. 

1. Pour tout entier naturel n, an est un entier compris entre 1 et 9. La suite 
(an)nEN est bornée. Ainsi, R 2: 1. D'autre part, le réel e étant non décimal, 
pour tout naturel no, il existe un entier n 2: n0 vérifiant an 2: 1. La suite 
(an)nEN ne peut converger vers O. D'où R::::; 1. En conclusion R = 1. 

2. La suite (an)nEN n'étant pas bornée, la série En>O an est divergente. Ainsi, 
R ::::; 1. Remarquons que -

't:/n EN, 0 ::::; an ::::; n. 

Donc, 
't:/r E (0, 1(, lim anrn =O. 

n--++oo 

On en déduit que 
(0, l[c E. 

Ainsi R 2: 1. En conclusion R = 1. 

3. La suite (cosn)nEN est bornée. Elle est divergente d'après l'exercice 7.7, page 
81 ou l'exercice 7.8, page 82. Nous obtenons R = 1. 

18.2 Règles de calcul du rayon de convergence 

Proposition 18.4 On considère (an)nEN une suite réelle ou complexe et a un 
réel strictement positif. Alors les séries entières 

Lanxn, 
nEN 

LnaanXn 
nEN 

ont le même rayon de convergence. 

Preuve. Soit (an)nEN une suite à valeurs dans OC. On considère E l'ensemble défini 
en (18.13), page 303 et E' l'ensemble défini par 

E' = {r 2: O/(naanrn)nEN soit une suite bornée}. 

On note R = supE et R' = supE'. 
Il est évident que l'ensemble E' est inclus dans E. Ainsi, Rest un majorant de E'. 
On obtient 

R'::::; R. 

1. Si R = 0, alors R' = R =O. 

2. Supposons 0 < R < +oo. 
Soit e un réel strictement positif et inférieur à R. Choisissons un élément r 
de E vérifiant 

ê 
R- 2 < r::::; R. 
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La suite (anrn)nEN est une suite bornée. Nous avons 

é 
r- 2" > R-c >O. 

La suite (n°'an(r - ~)n)nEN vérifiant 

SÉRIES ENTIÈRES 

Vn EN, n°'an(r - ~ )n = (anrn).n°' ( r ~ ~) n 

est convergente vers O. Le réel (r - ~) est élément de E'. Ainsi, 

Ve E]O, R[, 3r' E E' / r' > R - c. 

Le réel Rest le plus petit majorant de E'. D'après la proposition 1.2, page 
1, on obtient 

R=R'. 

3. R = +oo. 
Soit A un réel positif. Choisissons un élément r de E vérifiant r ;::: A + 1. 
Alors, la suite (n°'an(r - l)n)nEN est convergente vers O. L'élément (r - 1) 
supérieur à A appartient à E'. On en déduit que E' est non majoré. Ainsi, 
R' = +oo. 
Pour terminer, en remarquant que 

Vn>O, an=n°'.(::), 

on déduit que les trois rayons de convergence sont égaux. 

Proposition 18.5 {Règle de D'Alembert) On considère Ln>O anxn une série 
entière réelle ou complexe. Si -

lim 1 an+l 1 = À 
n->+oo an 

avec À E [O, +oo], alors le rayon de convergence de la série entière LnEN anxn 
est 

R= _! 
À 

(en convenant à = +oo et +!x, = O}. 

Preuve. Soit r un réel strictement positif. Alors, 

D'après la règle de D'Alembert (proposition 15.9, page 245), sir < t alors la série 
Ln>O anrn est absolument convergente. Si r > !, la série Ln>O anrn n'est pas 
abs~ument convergente. On en déduit, à l'aide de la proposition-18.2, que R = t· 
... 
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Proposition 18.6 {Règle de Cauchy) On considère Ln~O anxn une série 
entière réelle ou complexe. Si 

lim vlaJ =À 
n-++oo 

avec À E [O, +oo], alors le rayon de convergence de la série entière LnEN anxn 
est 

(en convenant à = +oo et +~ = 0). 

Preuve. Soit r un réel positif. Alors, 

lim \!'lanrnl = Àr. 
n-++oo 

D'après la règle de Cauchy (proposition 15.10, page 246), si r < t alors la série 
Ln>O anrn est absolument convergente. Si r > t• la série Ln>o anrn n'est pas 
abs&ument convergente. On en déduit, à l'aide de la proposition-18.2 que R = t . 
• 
18.3 Dérivation d'une série entière 

Proposition 18. 7 Une série entière de variable réelle converge normalement 
sur tout segment de la forme [-a, a] où a est un réel strictement positif et 
strictement inférieur à R, son rayon de convergence. 

Preuve. On considère Ln>o anxn une série entière de rayon de convergence R et 
a un réel strictement positif et strictement inférieur à R. Soit r un réel élément de 
E vérifiant a < r ::::; R. Alors, 

La série numérique de terme général (lanlan) est convergente. En effet, notons M 
un réel positif vérifiant 

Alors, 

On en déduit que la série entière Ln>o anxn converge normalement sur le segment 
[-a,a]. - • 
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Théorème 18.8 On considère la série entière de variable réelle 

+oo 
f(x) = LanXn 

n=O 

de rayon de convergence R strictement positif. Alors f est dérivable sur l 'in
tervalle J - R, R[. De plus, on a, 

+oo +oo 
't:/x E] - R, R[, J'(x) = L nanxn-l = L(n + l)an+1xn. 

n=l n=O 

Cette série a pour rayon de convergence R. 

Preuve. D'après la proposition 18.4, le rayon de convergence de la série 

est égal à R. Considérons a un réel positif et strictement inférieur à R. Considérons, 
pour tout entier n, l'application fn définie par 

fn: ]- R;R[ --+ OC 

Alors, 

1. La série Ln~O fn(O) est convergente. 

2. La série Ln~o f~ est normalement convergente sur le segment [-a, a]. 

On déduit du théorème 17.7, page 290 que la restriction de l'application f au 
segment [-a; a] est dérivable et 

+oo +oo 
't:/x E]-a;a[, J'(x) = Lf~(x) = L:nanxn-1. 

n=O n=l 

Donc f est dérivable sur 

Uo<a<R] - a; a[=] - R; R[ 

avec 
+oo +oo 

't:/x E] - R; R[, J'(x) = L nanXn-l = L(n + l)an+iXn. 
n=l n=O 

D'où le résultat. 
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Corollaire 18.9 On considère la série entière de variable réelle 

+oo 
f(x) = LanXn 

n=O 

de rayon de convergence R strictement positif. Alors f est de classe C00 sur 
l'intervalle] - R, R[. On a pour tout entier strictement positif k, 

+oo 
'r/x E] - R, R[, f(k)(x) = L n(n - 1) · · · (n - k + l)anxn-k 

n=k 

~ (n+k)! n 
= L...; 1 an+kX 

n= 0 n. 

Ces séries ont pour rayon de convergence R. 

Preuve. Il suffit d'effectuer une récurrence évidente en utilisant le théorème 
précédent. '9 

Proposition 18.10 On considère une série entière Ln>o anzn et un nombre 
complexe z0 • On suppose que la série -

est convergente. Alors la série entière de variable t, Ln>O anzôtn converge 
uniformément sur le segment [O, 1] et la somme est continue sur ce segment. 

Preuve. On note, Rn = L:t;.+1 akz~. Pour tout réel t E [O, 1] et tout couple 
(p, q) E N2 vérifiant, 1 :::; p < q, nous avons : 

Soit é un réel strictement positif. Considérons un entier strictement positif no 
vérifiant 

'r/n 2:: no, IRnl :::; é. 

Pour tous entiers pet q strictement supérieurs à no vérifiant p < q, on a 

'rit E [O; 1], IL:i=vakz~tkj :::; ltPRv-11 + ltqRql + j:L:t;:~(tk+l - tk)Rkl. 

:::; é + é + é L::t;;,~ ( tk - tk+l) 

:::; 3é. 
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La série L, anzè)'tn est uniformément de Cauchy sur le segment [0;-1) donc uni
formément convergente sur le même segment. Pour la continuité, il suffit d'appli
quer le théorème 17.5, page 290. .ft 

Corollaire 18.11 Soient (an) et (bn) deux suites complexes. On pose Cn = 
"L;=O apbn-p pour tout n E N et on suppose que les séries de termes généraux 
an, bn et Cn convergent. Alors 

Preuve. Les rayons de convergence des trois séries entières 

LCnXn 
n2:'.0 

sont supérieurs ou égaux à 1. Ainsi, pour tout réel x E [O; 1[, les séries Ln>o anxn 
et Ln;:::o bnxn convergent absolument. D'après le théorème 15.19, page 253, 

+oo +oo +oo 
Vx E [O; 1[, L anxn. L bnxn = L CnXn. 

n=O n=O n=O 

D'après la proposition précédente, les sommes de chacune des séries entières sont 
continues sur le segment [O; 1). Donc, 

+oo +oo +oo 
Vx E [O; 1), L anXn. L bnxn = L CnXn. 

n=O n=O n=O 

On obtient, pour x = 1, le résultat désiré. 

Exercice 18.2 Donner l'ensemble de définition et expliciter les fonction fk pour k 
compris entre 1 et 5 : 

+oo 
fi(x) = Z:xn 

n=O 

+oo 
h(x) = Z:nxn 

n=O 

+oo n 

f3(x) = z:::: 
n=l 

+oo n 

f5(x) = z:::; 
0 n. n= 

Solution. En utilisant le critère de D'Alembert, on remarque que les cinq premiers 
rayons de convergence sont égaux à 1, et le dernier à ( +oo). 

1. L'ensemble de définition de fi est l'intervalle )-1; 1 [. La série est géométrique 
de raison x. 

\lx E) -1; 1[, 
1 

fi(x) = -1 -. -X 
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2. L'ensemble de définition de f2 est l'intervalle ] - 1; l[. D'après le théorème 
18.8, fi est dérivable sur l'intervalle] - 1; 1[ avec 

+oo 
Vx E] - 1; 1[, f{ (x) = L nxn-1. 

n=l 

Donc, 
+oo 

Vx E] - 1; 1[, xf{ (x) = L nxn = f2(x). 
n=l 

Ainsi, 

Vx E] -1; 1[, 
X 

f2(x) = (1-x)2' 

3. L'ensemble de définition de f3 est l'intervalle [-1; 1[. 

Vx E] - 1; 1[, 
+oo 1 

f~(x) = ""'xn-1 = --. 
L..t 1-x 
n=l 

/3(0) = 0 permet d'écrire 

Vx E] -1; 1[, l x dt 
h(x) = - = -ln(l -x). 

0 1- t 

D'après la proposition 18.10, l'application f3 est continue sur le segment 
[-1;0]. Ainsi, 

Vx E [-1; 1[, f3(x) = - ln(l - x). 

On remarque ainsi que 
+={-l)n 
L::--=-ln2. 
n=l n 

4. L'ensemble de définition de /4 est l'intervalle [-1; l]. 

+oo n-1 +oo n 

Vx E] -1; 1[, f~(x) = L ~ _ 1 = L: = f3(x). 
n=2 n=l 

Or, /4(0) =O. Ainsi, 

Vx E] - 1; 1[, f4(x) = 1"' -ln(l - t)dt = (1 - x) ln(l - x) + x. 

D'après la proposition 18.10, l'application /4 est continue sur le segment 
[-1; 1]. Ainsi, 

Vx E [-1; 1[, f4(x) = (1 - x) ln(l - x) + x, 

avec f4(l) = 1. 
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5. L'application / 5 est définie sur R.. 

VxE~, 

+oo n-1 +oo n 

f~(x) = L ( x - 1)1 = L; = fs(x). 
n=l n . n=O n. 

Nous avons / 5 (0) = 1. Ainsi, 

Vx E ~, fs(x) = expx. 

Ce résultat est cohérent avec la définition de l'exponentielle définie dans une 
algèbre de Banach dans le chapitre 19. 

18.4 Opérations de séries entières 

18.4.1 Somme de séries entières 

Il Définition : On appelle série entière somme de deux séries entières 
l:anzn, l:bnzn, la série entière l:(an + bn)zn. 

Proposition 18.12 Soient l: anzn et l: bnzn deux séries entières de rayons 
respectifs Ra, Rb et Ra+b le rayon de la série somme. Alors, 

1. Ra+b ~ min{Ra,Rb}, 

2. Ra+b = min{Ra,Rb} si Ra=/= Rb, 

Preuve. 

1. Pour tout nombre complexez vérifiant lzl < min{Ra, Rb}, la série 

est absolument convergente. Ainsi, 

2. Supposons Ra =/= Rb. Alors pour tout réel r vérifiant min{Ra, Rb} < r < 
max{ Ra, Rb}, la série l:n>o(an + bn)zn est divergente comme somme d'une 
série convergente et d'une-série divergente. Ainsi, Ra+b ::::; min{ Ra, Rb}· On 
en déduit que Ra+b =min{ Ra, Rb}· 
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18.4.2 Produit de Cauchy de séries entières 

Définition : On appelle produit de Cauchy des deux séries entières 
EnEN anxn et EnEN bnxn, la série entière EnEN CnXn avec 

n 

Vn E N, Cn = L akbn-k· 
k=O 

Proposition 18.13 Soient En>O anzn et En>o bnzn deux séries entières de 
rayons respectifs Ra, Rb et Re le rayon de convergence de En>O CnZn' produit 
de Cauchy des deux séries entières. Alors, -

1. Re~ min{Ra; Rb} 

2. Vz E C, lzl < min{Ra,Rb} * 
'°'+oo n ('°'+oo n) ('°'+oo b n) L...n=O CnZ = L...n=O anZ · L...n=O nZ · 

Preuve. Considérons z un nombre complexe vérifiant lzl < min{ Ra, Rb}· Alors 
les séries numériques 

L anZn et L bnzn 
n~O n~O 

sont absolument convergentes. Le produit de Cauchy de ces deux séries numériques 
est la série En~O Cn avec 

n n 

Vn EN, Cn = Lakzkbn-kZn-k = L(akbn-k)Zn = CnZn. 
k=O k=O 

Nous obtenons le résultat désiré en appliquant le théorème 15.19, page 253. tf, 

18.5 Fonctions développables en série entière 

Définition : On dit qu'une fonction f est développable en série entière, 
au voisinage de 0, s'il existe un réel strictement positif a et une suite 
(an)nEN vérifiant 

+oo 
Vx E] - a, a[, f(x) = L anxn. 

n=O 
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Proposition 18.14 Si une fonction f est développable en série entière sur un 
intervalle ]-a, a[, alors f est CCXl sur cet intervalle, le développement est unique 
et 

\:/x E] - a, a[, 
+CXl J(n)( ) 

f(x) = I:-,-0 xn. 
n=O n. 

Preuve. Soit f une application développable en série entière. Considérons a un 
réel strictement positif et une suite (an)neN vérifiant 

+CXl 

\:/x E] - a, a[, f(x) = L anxn. 
n=O 

D'après le corollaire 18.9, l'application f est de classe CCXl sur l'intervalle) - a, a[. 
D'autre part, d'après ce même corollaire 

Ainsi, 

\:/k EN, 
. J(k) (0) 

ak =-k-1-. 

Remarque 18.1 Soit g l'application définie par g(x) =exp(-~) six =f. 0 et 
g(O) = O. On montre que l'application g est de classe CCXl sur ~ et que pour 
tout entier positif k, g(k)(O) = O. Or pour tout réel x non nul, g(x) est un réel 
strictement positif. On en déduit que g n'est pas développable en série entière au 
voisinage de O. 

Proposition 18.15 Soit I un intervalle de ~ contenant un voisinage de O. 
Une fonction f définie sur I à valeurs dans ][{ de classe CCXl est développable en 
série entière sur un voisinage de 0 si et seulement si il existe un réel strictement 
positif a tel que la suite de fonctions (Rn)nEN définie par 

\:/n E N, \:/x E J, 
n J(k)(O) 

Rn(x) = f(x)- L:-k1-xk, 
k=O 

est simplement convergente vers l'application nulle sur] - a, a[. 

Preuve. Supposons qu'il existe un réel strictement positif a tel que la suite de 
fonctions (Rn) soit convergente vers l'application nulle sur l'intervalle J - a, a[. 

Alors la série entière Ln;?:OCXl t<~!(O) xn est convergente sur cet intervalle avec 

\:/x E) - a, a[, 
- +CXJ J(n) (0) n 

f(x) - I: -,-x . 
n=O n. 
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L'application f est donc développable en série entière. 
Supposons réciproquement que l'application f soit développable en série entière. 

Il existe un réel strictement positif a tel que la série entière En>Ooo i<~,(o) xn soit 
convergente vers f sur l'intervalle ] - a; a[. La suite de fonctions (Rn)nEN est 
convergente vers l'application nulle sur l'intervalle] - a; a[. 4' 

Proposition 18.16 Soit 1 un intervalle de lR. contenant un voisinage de O. On 
considère une application f définie sur 1 à valeurs dans OC de classe C00 et Rn 
l'application définie dans la proposition précédente. Alors, 

Vx E J, IR (x)I < Mn+1(x)lxn+ll 
n - (n + 1)! ' 

où pour tout entier naturel n et tout élément x de 1, Mn+l ( x) est un majorant 
de lf(n+l) 1 sur le segment [O, x] si x est positif et [x, O] si x est négatif. 

Preuve. Il suffit d'appliquer l'inégalité de Taylor-Lagrange théorème 8.20 page 
114 sur le segment (O; lxlJ à l'application f si le réel x est positif et à l'application 
g : x r-t f ( -x) si le réel x est négatif. 4' 

18.6 Développement en série entière 

18.6.1 D.s.e. des fonctions usuelles 

Proposition 18.17 1. 

+oo n 

VxEIR., expx=L:; 
n=O n. 

2. 
+00 2n 

Vx E IR., cosx = ~(-l)n (~n)! 

3. 

4. 
+00 2n 

Vx E IR., chx = ~ (~n)! 

5. 

Vx E IR., 
+00 x2n+l 

shx = ~ (2n+ 1)! 



7. En particulier, lorsque a prend les valeurs -1, ! , -.} 
(a) 

\lx E]-1,1[, 
+oo 

_1_ = 2)-1rxn 
l+x n=O 

{b} 

\lx E] -1, 1[, ~ = l ~ ~(-l)n-11.3 · · · (2n- 3) n 
V .L -r X + 2x + ~ 2.4 ... (2n) X 

(c) 

\lx E] -1, 1[, 1 =l+~(-ltl.3 .. ·(2n-l)xn 
Jl+x ~ 2.4···(2n) 

8. 

\lx E] -1, 1(, 
+oo n 

ln(l +x) = L(-l)n+l~ 
n=l n 

9. 

\lx E] -1, 1(, 
+00 2n+l 

arctanx = L(-l)n-2x 
n=O n + 1 

Remarque 18.2 1. Le développement en série entière de l'application arct 
gente converge pour x = 1. Ainsi, en utilisant la proposition 18.10, n 
obtenons, 

+oo (-1r 7r L 21 = arctanl = -4 . 
n=O n+ 

2. L'application Arctangente est de classe C00 sur ~. mais n'est développl 
en série entière que sur l'intervalle ] - 1; 1] . 

Preuve. 

1. 
\ln EN, \lx E ~. exp(n)(t) = expt. 

D'après la proposition 18.16, 

\lx E ~,Vn EN IR (x)I < exp(x+).Jxln+l 
n - (n + 1)! ' 
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où x+ = max(x;O). Pour tout réel x, la suite (Rn(x))nEN est convergente 
vers O. L'application exponentielle est développable en série entière sur lR 
avec pour coefficients, 

VnEN, 
exp(n)(O) 1 

an= 1 = 1· n. n. 

Nous remarquons que ce résultat est cohérent avec la définition de l'expo
nentielle définie dans une algèbre de Banach dans le chapitre 19. 

2. Nous avons 

Vn EN, Vx E IR, cos(n)(x) =cos ( x +ni). 

D'après la proposition 18.16, 

Vn E N,Vx E IR, 
jxjn+l 

IRn(x)I ~ (n + l)! · 

Pour tout réel x, la suite (Rn(x))nEN est convergente vers O. L'application 
cosinus est développable en série entière sur lR avec pour coefficients, 

VnEN, 
cosCn)(O) cos (nÎ) 

an= 1 = 1 • n. n. 

c'est-à-dire, pour tout entier naturel p, 

{ 
i=.!r'.. a2p = (2p)! , 

a2p+l =O. 

3. Nous avons 

Vn EN, Vx E IR, sin(n)(x) =sin ( x +ni). 

D'après la proposition 18.16, 

Vx E IR,Vn EN 
jxjn+l 

IRn(x)I ~ (n + l)! · 

Pour tout réel x, la suite (Rn(x))nEN est convergente vers O. L'application 
sinus est développable en série entière sur lR avec pour coefficients, 

VnEN, 
sin(n)(O) sin (n:!!:) 

an= = 2. 
n! n! 

c'est-à-dire, pour tout entier naturel p, 

{ 
- (-l)P 

a2p+1 - (2p+l)!' 

a2p =O. 
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4. Nous avons, 

Vx E JR, 
ex+ e-x 

chx=---
2 

Il suffit d'utiliser le développement en série entière de l'application exponen
tielle. 

5. Même remarque que précédemment avec 

Vx E JR, 
ex - e-x 

shx=---
2 

6. On considère pour tout réel a, l'application fa définie sur] - l; l[ par 

Vx E] - l; 1(, fa(x) = (1 + x)a. 

L'application fa est dérivable sur] - l; 1( avec 

Vx E] - l; 1(, f~(x) = a(l + x)°'- 1. 

Ainsi fa est l'unique solution sur l'intervalle ]-1; l[ de l'équation différentielle 
et de la condition initiale suivante 

{ 
y(O) = 1 

(1 + x)y' - ay = 0 
(18.14) 

Existe-t-il une série entière solution de ce système? Considérons une série 
entière de rayon de convergence supérieur ou égal à 1, 

+oo 

S(x) = :~:::>nxn. 
n=O 

L'application S est solution du système si et seulement si ao = 1 et 

+oo +oo +oo 
Vx E] - l; l[, L nanXn-l + L nanXn - L aanXn = 0, 

n=l n=l n=O 

c'est-à-dire, 

+oo +oo +oo 
Vx E] - l; l[, L(n + l)an+lXn + L nanxn - L aanxn =O. 

n=O n=l n=O 

S est solution du système si et seulement si 

{ 
ao = 1 

ai= a 

Vn 2:: 1, 

La série entière 

(a-n) an+l = n+l an 
~{ a0 = 1 

Vn 2:: 1, _ a(a-l) 00 ·(a-n+l) 
an - n! 

~a(a-l) .. ·(a-n+l) 
1 + L.J xn n=l n! 

admet, d'après le critère de D'Alembert, pour rayon de convergence 1. Elle est 
donc l'unique solution du système différentiel (18.14) sur l'intervalle] -1; 1[. 
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7. 

8. 

'<lx E] - 1; 1[, ln(l + x) = r _!:!___ = r f (-l)ntndt. 
Jo 1 + t Jo n=O 

Cette série entière est normalement convergente sur le segment [O; x] si x E 

[O; 1[ ou sur le segment [x; O] si x E] - 1; O[. Nous pouvons donc intervertir 
somme et intégrale. 

+oo 1x 

Vx E] -1; 1[, ln(l + x) = 2:)-1r tndt 
n=O 0 

+oo n+l +oo n 

= 2)-1r-x - = 2:)-1r+i~. 
n+l n n=O n=l 

Utilisons les mêmes arguments pour l'application suivante : 

'<lx E] -1; 1[, 1x dt lx +oo 
arctanx = -1 2 = z)-1rt2ndt 

0 + t 0 n=O 

+oo lx +oo 2n+ 1 
= :~::)-1)n t2ndt = 2:)-1r-x-. 

n=O 0 n=O 2n + 1 

Exercice 18.3 On considère l'application f définie sur l'intervalle] - :Îi :Ï[ par 

{ 
f(O) = 1, 
w ] 1 1 [\{O} J(x) = 1-v21x-4x. vXE -4;4 , 

Montrer que l'application f est développable en série entière sur l'intervalle] - :Ï; :Ï[ 
et donner son développement. 

Solution. En utilisant le d.s.e. de l'application y r-t .;r+Y sur ] - 1; 1[, nous 
obtenons 

v'l - 4x = 1 - 2x - ~ 1.3 · · · (2n - 3) 4nxn 
~ 2.4 · · · (2n) n=2 

~ 1.3 · · · (2n - 3) = 1 - 2x - ~ 2nxn 
n=2 n! 

= 1 _ 2 _ ~ 2n.(2n - 2)! n = 1 _ ~ 2n.(2n - 2)! n 
X ~ 12 X ~ 12 X. 

n=2 n. n=l n. 
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Ainsi, 

Et, 

1 1 
't:/x E] - 4; 4[\{0}, f(x) = ~ (2n - 2)! xn-l = ~ (2n)! xn 

L....J n.(n - 1)!2 L....J (n + 1).n!2 • 
n=l n=O 

Nous remarquons que l'égalité est vérifiée pour x = O. Ainsi, 

18.6.2 D.s.e. des fractions rationnelles 

Exercice 18.4 Soit a un complexe non nul. 

1. Montrer que la fonction de variable réelle f définie par 

1 
f(x)=-

a-x 

est développable en série entière sur l'intervalle ] - lal, lai[. 
2. Soit p un entier strictement positif. Montrer que la fonction fp définie par : 

1 
fp(x) = (a - x)P 

est développable en série entière sur l'intervalle J - lai, lai[ avec 

+oc ( l)n+p 
't:/x E] - lai, !al[, fp(x) = ~ C~+!-1 a xn. 

On pourra pour cela calculer les dérivées successives de la fonction f. 

Solution. 

1. 

't:/x E] - lai; lai[, 
1 1 1 +oc X n +oc 1 n 

f(x) - - - - - "' (-) - "'-X - a· 1 - ~ - a L....J a - L....J an+l · 
a n=O n=O 

2. l'application f est de classe coc sur l'intervalle ] - lai; lai[ et à l'aide d'une 
récurrence simple, on montre que pour tout entier naturel p, on a 

't:/x E] - lai; lai[, f (P)( ) - p! - If ( ) 
X - ( ) +l - p. p+l X • a-xP 
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Ainsi, pour tout entier p strictement positif 

Vx E) - lai; lai[, 

On obtient, d'après le corollaire 18.9, 

f(p-l)(x) 
fv(x) = (p _ l)! . 

Vx E) - lai; lai[, fv(x) 

= +oo (n + p- 1)! (~)n+p xn = +oo cp-1 (~)n+p xn. 
~ n!(p - 1)! a ~ n+p-l a 

321 

Proposition 18.18 Toute fraction rationnelle à coefficients dans C dont 0 
n'est pas un pôle est développable en série entière. 

Preuve. Soit f une fraction rationnelle à coefficients dans C dont 0 n'est pas 
un pôle. Il suffit de décomposer f en éléments simples et d'utiliser le résultat de 
l'exercice précédent. 

Exercice 18.5 Soit a un réel strictement compris entre 0 et 7r et f la fonction définie 
sur~ par : 

VxE~, 
sin a 

f(x) = 1 - 2xcosa + x2 · 

1. Montrer que f est développable en série entière sur l'intervalle )-1; 1[ et donner 
son développement. 

2. Calculer pour !xi < 1 et k E N* la valeur de : 

Solution. 

r sinasinka d 
} 0 1- 2xcosa + x2 a. 

1. L'application f est une fraction rationnelle ayant deux pôles éa et e-ia. 
Ces deux pôles étant de module 1, f est développable en série entière sur 
l'intervalle] - 1; 1[. La décomposition en éléments simples de f nous donne, 

En utilisant les résultats de l'exercice 18.4, nous obtenons 

Vx E] -1; 1[, J(x) = ~ (~ (ei(n+l)a _ e-i(n+l)a)) Xn 

2i n=O 
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+oo 
= L sin ((n + l)a) .xn. 

n=O 

2. On considère pour cette question un réel x vérifiant lxl < 1 et un entier k 
strictement positif. D'après la question précédente, 

Va E [O; n], 
. . k +oo 

smasm a '"""' . . n 
1 2 2 = ~sm(n+ l)a.smka.x . 

- xcosa + x n=O 

Remarquons que cette série est normalement convergente par rapport à la 
variable a sur lR. En effet, 

Va E JR, lsin(n + l)a.sinka.xnl ~ lxln 

et la série l::n>o lxln est convergente. Nous pouvons utiliser le théorème 17.6, 
page 290: -

1
11" . . k 111" +oo smasm a . . 

1 2 2 da= L:sm(n+l)a.smka.xnda 
0 - X cos a + X 0 n=O 

= f xn ( r sin(n+ l)a.sinka.da) 
n=O Jo 

= f ~n ( r cos ( n + 1 - k) ada - r cos ( n + 1 + k) ada) . 
n=O Jo Jo 

Chacune de ces intégrales est nulle sauf pour n = k - 1. Ainsi, 

1 11" sin a sin ka d n k-l 
a= -x . 

0 1 - 2x cos a + x2 2 

18.6.3 D.s.e. à l'aide d'équations différentielles 

Exercice 18.6 Soit f la fonction définie sur lR par : 

1. Montrer que f est solution d'une équation différentielle d'ordre 1. 

2. En déduire le développement en série entière de f. Préciser le rayon de conver
gence. 
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Solution. 

1. L'application f est dérivable sur ~ avec 

\lx E ~. J'(x) = 2xex2 fox e-t2 dt+ 1=2xf(x)+1. 

Ainsi, f est l'unique solution sur tout intervalle ] - a, a[ où a appartient à 
JO, +oo] du système différentiel 

{ 
y'-2xy=l 

y(O) =O. 
(18.15) 

2. On considère S une application développable en série entière sur un intervalle 
de la forme] - a, a[ où a appartient à JO, +oo]. Soit (an)nEN l'unique suite 
vérifiant 

+oo 
\lx E] - a, a[, S(x) = L anxn. 

n=O 

Nous avons 

+oo +oo 
\lx E] - a, a[, S'(x) = L nanxn-l = L(n + l)an+iXn. 

n=l n=O 

Ainsi, 

+oo +oo 
\lx E] - a, a[, S'(x) - 2xS(x) = L(n + l)an+1Xn - 2 L anxn+l 

n=O n=O 

+oo +oo 
= L(n + l)an+iXn - 2 L an-1Xn. 

n=O n=l 

L'application S est solution du sytème différentiel (18.15) si et seulement si 

C'est-à-dire, 

{ 
ao = 0, 

ai= 1, 

\ln~ 1, (n + l)an+l = 2an-1· 

{ 
\:/p EN, 

VpEN, 

a2p = 0, 
~ a2p+l = (2p+l)! 

En utilisant le critère de D'Alembert pour les séries numériques, on vérifie 
que pour tout réel x non nul, la série 

""' 4Pp! X2p+l 
~ (2p+ 1)! 
p_ 
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est convergente. On en déduit que le rayon de convergence de la série entière 
Ep~o (2~-fi)! x 2P+l est égal à +oo et que celle-ci est l'unique solution sur R 
du système différentiel (18.15). On en déduit que 

VxER, ex2 e-t2 dt= L p. x2p+1. l x 4P 1 

O p~O (2p + 1)! 

18. 7 Applications 

18. 7.1 Application à la combinatoire 

De nombreux problèmes de combinatoire peuvent se résoudre assez simplement 
à l'aide des séries entières. En voici deux exemples. 

Exercice 18.7 Soit n un entier strictement positif. On appelle dérangement du groupe 
symétrique Sn tout élément a de Sn vérifiant 

't:/k E {1, 2,. .. , n}, a(k) =f k. 

On désigne par dn le nombre de dérangements de Sn. On pose par convention do = 1. 

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, 

n 

LC~dk =ni 
k=O 

2. On considère la série entière f définie par 

+oo d 
f(x) = L --Txn. 

n=O n. 

Montrer que R, le rayon de convergence de cette série entière, est supérieur ou 
égal à 1. 

3. Donner le développement en série entière de la fonction ex f(x) sur l'intervalle 
J - 1; l[. En déduire que 

't:/x E] -1, 1[, 
e-x 

f(x) = -1 -. 
-x 

4. En déduire que 
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Solution. 

1. Pour n = 0, le résultat est évident. Soit n un entier strictement positif. Pour 
tout entier k compris entre 0 et n, on note Ik le nombre de permutations de 
{1, · · · , n} ayant exactement k éléments non invariants. Pour construire une 
telle permutation, il faut choisir les k éléments non invariants. Nous avons 
C~ possibilités. Il faut ensuite construire un dérangement restreint à ces k 
éléments. Nous avons dk possibilités. Ainsi, 

\/k E {O, · · · ,n}, Ik = C!.dk. 

Le nombre de permutations de {1, · · · ,n} étant égal à n!, nous obtenons, 

n n 

ni= :L1k = :Lc!.dk. 
k=O k=O 

2. Pour tout entier n strictement positif, le nombre de dérangements de Sn est 
inférieur au cardinal de celui-ci. Ainsi, 

\ln E N, 0 :::; d~ :::; 1. 
n. 

La suite ( *1-) nEN étant bornée, le rayon de convergence est supérieur ou égal 
à 1. 

3. Nous savons que 

Les séries Ln>o *1-xn et Ln>o :~ ont un rayon de convergence supérieur 
ou égal à 1. Pour tout entier naturel n, notons Cn le coefficient d'ordre n du 
produit de Cauchy des deux séries entières. Ainsi, 

VnEN, 

Ainsi, en utilisant la proposition 18.13, 

\lx E] -1; 1[, 
+oo +oo l 

xJ ( ) _ "' n _ "' n _ e X - L..J CnX - L..J X - 1 - X • 

k=O k=O 

D'où 

\lx E] -1; 1[, 
e-x 

f(x) = 1- X. 

4. En réutilisant la proposition 18.13, nous obtenons 
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L'unicité du développement en série entière, nous permet d'écrire, 

VnEN, 

D'où le résultat. 

Exercice 18.8 Pour tout entier strictement positif n, on considère An, l'ensemble des 
suites ( uk)o<k<2n définies sur {O, 1, · · · , 2n} à valeurs dans N vérifiant 

{ 
uo = U2n = 0, 

Vk E {O, .. · , 2n - 1}, luk - Uk+il = 1. 

Le but de cet exercice est de calculer le cardinal de An que l'on notera an. Par 
convention, on posera ao = l'. 
On note A;t, l'ensemble des éléments de An ne s'annulant seulement qu'en 0 et 2n, 
c'est-à-dire vérifiant en outre 

\:/k E {1, .. · , 2n - 1}, Uk ~ 1. 

On note a;t le cardinal de A;t. 

1. Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On définit l'application W qui, à tout 
élément (uk)O'.'O'.k9n de A;t, associe la suite (vk)O'.'O'.k'.'0'.2n-2 définie par 

Vk E {O, · · · , 2n - 2}, Vk = Uk+i - 1. 

(a) Vérifier que W est à valeurs dans An-1 

(b) Montrer que W réalise une bijection de A;t sur An-l et que a;t = an-l· 

2. Montrer que 
n-1 

Vn ~ 1, an= L apa(n-1-p)· 
p=O 

3. On considère la série entière 

Montrer que son rayon de convergence est supérieur ou égal à t· On définit 
alors, sur l'intervalle] - :l, H l'application f par 

4. Montrer que l'application f vérifie, sur l'intervalle] - :l, i[, l'équation fonction
nelle suivante 

xy2 -y+1 =O. 
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5. Montrer que 

{ 
f(O) = 1, 

Vx E) - ~; H\{O}, f(x) - 1-Vî=4x" 
- 2x · 

6. Donner la valeur de an pour tout entier n strictement positif. 

Solution. 

1. (a) Soit (uk)O$k:52n un élément de A;i et (vk)O$k:52n-2 son image par l'ap
plication W. Cette suite est à valeurs entières et vérifie 

Vk E {O, · · · , 2n - 2}, Vk = Uk+i - 1 ~ 1 - 1 ~ O. 

la suite (vk)O$k:52n-2 est à valeurs dans N. 
La suite (uk)O$k:52n étant un élément de An, nous avons nécéssairement 

Ainsi, 
Vo = V2n-2 = O. 

Enfin, 

La suite (vk)O$k:52n-2 est un élément de An-1· 

(b) Soit (vk)O$k:52n-2 un élément de An-1· Il est facile de vérifier que 
l'unique élément de A;i ayant pour image (vk)O$k$2n-2 par l'appli
cation West la suite (uk)O$k:52n définie par 

{ 
Uo = U2n = 0, 

Vk E {1, .. · , (2n - 1)}, uk = Vk-1 + 1. 

L'application West ainsi bijective et a;i = an-1· 

2. Pour tout entier p compris entre 1 et n, on note Tp, l'ensemble des éléments 
de An retombant en 0 pour la première fois en (2p), c'est-à-dire vérifiant 

{ 
U2p = 0, 

Vk E {1, ... '(2p - 1)}, Uk ~ 1. 

Le cardinal de Tp est égal à 

Les ensembles Tp pour p variant de 1 à n réalisent une partition de An. Ainsi 

n n-1 

an= Lap-lan-p = Lapa(n-1-p)· 
p=l p=O 
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3. Soit n un entier strictement positif. Un élément (uk)o99n de An est ca
ractérisé par la suite ( Uk+i - uk)o::;k::;2n-1 · Une telle suite est à valeurs dans 
{-1; 1 }. L'ensemble An admet donc au plus 22n éléments. On en déduit que 

4. 

et que le rayon de convergence de la série Ln>O anxn est supérieur ou égal 
' 1 -
a 4· 

+oo (n-1 ) 
f(x) = 1 +]; ?; apa(n-l-p) xn 

+oo ( n ) 
= 1 + X L L apan-p xn. 

n=O p=O 

En utilisant la proposition 18.13 sur le produit de Cauchy pour les séries 
entières, nous avons 

Ainsi, 
1 1 

Vx E] - 4; 4[, f(x) = 1 + xf2(x). 

D'où le résultat. 

5. Soit x un réel non nul de valeur absolue strictement inférieure à ~- Le réel 
f(x) est une solution de l'équation du second degré en y : 

Ainsi, 

Sachant que 

xy2 -y+1 =O. 

f ( ) { 1 - v'f-=4X. i + v'f-=4X} 
xE 2x ' 2x · 

{ 
lim,,-.o f(x) = f(O) = 1, 

lim IHYE4Xl-+oo x-+O 2x - ' 

Il existe un réel a E ]O; ~ [, vérifiant 

Vx E] - a;a[\{O}, { 
lf(x)I:::; 2, 

11+~1~ 3· 
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On en déduit que 

{ 
f(O) = 1, 

Vx E] - a;a[\{O}, f(x) = 1-ÇF. 

En utilisant les résultats de l'exercice 18.3, page 319, nous remarquons que ces 
deux applications sont développables en série entière sur l'intervalle ] - i ; H 
et égales sur l'intervalle ]-a; a[. Elles sont donc égales sur l'intervalle]- i; i [. 
Ainsi, 

{ 
f(O) = 1, 

't:/x E] - i; H\{O}, f(x) - 1-v'i=4X 
- 2x · 

+oo en 
f(x) = L ----1!!.._xn. 

n=On+l 

6. En utilisant l'unicité du développement en série entière et le résultat de 
l'exercice 18.3, nous obtenons, 

't:/n ~ 1, c~n 
an=--. 

n+l 

18.7.2 Divergence des suites trigonométriques 

Exercice 18.9 On considère k un entier strictement positif, des nombres complexes 
ai,a2,··· ,ak et des nombres réels 81,8i,··· ,8k tels que 

Pour tout n E N, on pose 

o = 81 < 82 < · · · < 8k < 27!". 

k 

Cn = L apeinlJv. 

p=l 

Le but de cet exercice est ~e montrer que la suite (cn)nEN est convergente si et 
seulement si 

a2 = · · · = ak =O. 

On remarque que, dans ce cas, elle est constante et égale à a1 . 

1. Montrer que, pour lzl < 1, la série 

est convergente et calculer sa somme que l'on notera f(z). 

2. On suppose, dans cette question, que la suite (cn)nEN est convergente vers O. 
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(a) On considère un réel O. Montrer que 

lim (1 - r)f(rei8) =O. 
r-+JL-

(b) En déduire que 
\fpE{l, .. ·k}, ap=O. 

On peut utiliser le résultat précédent en choisissant pour tout p compris 
entre 1 et k, () = -OP. 

3. Conclure. 

Solution. 
1. Soit p un entier compris entre 1 et k. La série de terme général ( einOv zn )nEN 

est géométrique de raison ( e iOv z). Elle est donc convergente si 1z1 < 1, avec 

+oo 1 
~ én8pzn = . . 
L..,, 1 - eiOp z 
n=O 

On en déduit que si lzl < 1, la série L: CnZn est convergente avec 

+oo k 

L n L ap CnZ = . . 
1 - ei8vz 

n=O p=l 

2. (a) Soit e un réel strictement positif. Choisissons un entier naturel stricte
ment positif ne vérifiant, 

\in 2': ne, lcnl :::; e. 

Pour r appartenant à l'intervalle JO, 1[, 

et 

Puisque 

lim (1 - r) lïl CnrneinOI = 0, 
r-+JL- n=O 

il existe un réel ro E]O; 1[ vérifiant 

Donc, 
ro < r < 1:::} (1- r) IJ(reeiO)I:::; 2e. 

On en déduit que 
lim (1 - r)(f(reeiO)) =O. 

r-+JL-
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(b) Soit Po un entier compris entre 1 et k. 

k 

Vr E]O, 1[, (1 - r)f(re-i6Po) = ap0 + (1 - r) " ~~ _6 ) · 
L...t 1 - rei p Po p=i 

Pi'PO 

Ainsi, 
lim (1 - r )J (re-i6Po) = ap0 . 

r--+l -

On en déduit que 
ap0 =O. 

3. Supposons que la suite (cn)EN soit convergente vers un nombre complexe l. 
Alors, la suite (c~)EN définie par 

k 

Vn EN, c~ = Cn - l = (ai - l) + L apeinBp 
p=2 

est convergente vers O. D'où, 

a2 = · · · = ak =O. 

et ai = l. La suite (cn)EN est donc constante et égale à l. 

18. 7.3 Équations différentielles et séries entières 

La résolution des équations différentielles linéaires est un problème délicat. 
Trouver les solutions d'une équation différentielle développables en série entière 
permet souvent d'éclaircir la situation. 

Exercice 18.10 Trouvez les applications développables en série entière, solutions de 
l'équation différentielle : 

xy" + (x - 2)y' - 2y = O. 

Solution. On considère une application y développable en série entière sur un 
intervalle ] - R, R[ avec 0 < R ::::; +oo. Il existe une unique suite réelle (an)nEN 
vérifiant 

+oo 
Vx E] - R, R[, y(x) = L anxn. 

n=O 
De plus, 

+oo 
Vx E] -R,R[, y'(x) = L nanxn-i 

n=i 
et 

+oo 
Vx E] - R,R[, y"(x) = L n(n - l)anxn-2 . 

n=2 
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Ainsi, 
Vx E] - R, R[, xy"(x) + (x - 2)y'(x) - 2y(x) 

+oo +oo +oo +oo 
= L n(n - l)anXn-l + L nanXn - L 2nanxn-l - L 2anxn 

n=2 n=l n=l n=O 

+oo +oo +oo +oo 
= L n(n + l)an+iXn + L nanXn - L 2(n + l)an+iXn - L 2anxn. 
~1 ~1 n~ n~ 

Le développement en série entière d'une application étant unique, y est solution 
de l'équation différentielle si et seulement si 

{ 
ai+ ao = 0, 

Vn;::: 1, (n - 2). [(n + l)an+l +an] =O. 

C'est-à-dire si et seulement si, 

si et seulement si 

Le rayon de convergence d'une série entière de terme général (-l)~+i est égal à n. 
+oo. Ainsi les solutions de l'équation différentielle développables en série entière 
sont les applications y vérifiant 

C'est-à-dire 

Vx E IR, 
x2 

y(x) = (ao + 6aa)(l - x + 2 ) - 6a3e-x 

où a0 et a3 sont deux réels. La famille ( (1; 0), (6; -6)) formant une base de IR2 , 

les solutions de l'équation différentielle développables en séries entières sont les 
applications de la forme 

Vx E IR, 
x2 

y(x) = a(l - x + 2 ) + ,Be-x 

où a et fJ sont deux réels. 



Chapitre 19 

Expo ne nt i e 11 e 
dans une algèbre de Banach 

19.1 Définition 

Dans cette section, on considère (JE, +, x, . ) une algèbre de Banach unitaire de 
norme notée 11-11 et d'unité notée I. Nous avons vu, dans l'exercice 15.11, page 266, 
que pour tout élément A de JE, la série 

est convergente. 

Définition : On appelle exponentielle et on note exp, l'application 
définie sur JE par 

exp: JE ----+ JE 

A 

Proposition 19.1 1. exp(O) = I. 

2. Pour tout couple (A, B) d'éléments de JE commutant, on a 

exp( A+ B) =exp( A) x exp(B). 

3. Pour tout élément A de JE, exp(A) est un élément inversible de JE et 

(exp(A))- 1 = exp(-A). 

4. l'application exponentielle est continue sur JE. 
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Preuve. Voir les exercices 15.11, page 266 et 17.6, page 297. 

Proposition 19.2 Soit f une application de classe C1 définie sur un inter
valle 1 à valeurs dans JE. On suppose que les applications f et sa dérivée f' 
commutent. Alors, l'application l}I définie par 

111: 1 ~ JE 

t f---t exp (f ( t)) 

est dérivable sur 1 avec, 

Vt E J, w'(t) = f'(t) x exp(f(t)) = exp(f(t)) x f'(t). 

Preuve. Voir l'exercice 17.6, page 297. 

19. 2 L'exponentielle réelle 

(IR,+, x, .) étant une algèbre de Banach, on peut définir dans R, l'application 
exponentielle que l'on appellera application exponentielle réelle et que l'on notera 
exp. 

19.2.1 Propriétés 

Proposition 19.3 1. Vt E IR, exp(t) >O. 

2. L'application exponentielle réelle 

(a) est dérivable sur IR avec, 

Vt E IR, exp'(t) = exp(t). 

(b} réalise une bijection strictement croissante de IR sur JR+*. 

(c) réalise un isomorphisme de groupes de (IR,+) sur (JR+*, x) 

Preuve. 

1. L'application exponentielle réelle étant continue sur IR, exp(IR) est un inter
valle réel contenant exp(O) = 1 et ne contenant pas O. Ainsi, exp(IR) C JR+*. 
D'où, le résultat. 

2. (a) Conséquence immédiate de la proposition 19.2 

(b) La dérivée étant strictement positive, l'exponentielle réelle réalise une 
bijection strictement croissante de IR sur son ensemble image. Or, 

Vt;?: 0, 
+oo tn 

exp(t) = L I ;?: t. 
0 n. 

n= 
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Ainsi, 

lim exp(t) = +oo et lim exp(t) = lim ~ ) =O. 
t-++oo t-+-oo t-+-oo exp -t 

L'ensemble image est donc JR+*. 

(c) Évident d'après la propriété précédente et la propriété 2 de la proposi
tion 19.1. 

Définition : On pose 

+oo 1 
e=expl = Lr· 

n=O n. 

1 Proposition 19.4 
Vr E Q, exp(r) = er. 

Notation : Pour tout nombre réel x, on pourra remplacer l'écriture exp(x) 
par ex. 

1 

Preuve. Soit x un nombre réel. On montre par une récurrence évidente, en utili
sant le 3 de la proposition 19.1, que 

Vn EN, exp(nx) = expn(x). 

Et, 

VnEN, 
1 

exp(-nx) = ( ) = exp-n(x). 
expn x 

Soit r un nombre rationnel. Écrivons r sous la forme :e. où p et q sont deux entiers, 
q étant non nul. Alors q 

eP = exp(p) = exp(q.r) = expq(r). 

Les nombres eP et expq(r) étant des nombres réels strictement positifs, on obtient 
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19.2.2 Application réciproque de l'exponentielle réelle 

Définition : L'application exponentielle réelle réalise (proposition 
19.3) une bijection strictement croissante de lR sur JR+*. L'application 
réciproque est appelée logarithme népérien et notée ln. 

Théorème 19.5 On a les propriétés suivantes : 

1. 

2. 

lnx= ['1'dt_ 
11 t 

V(x,y) E (JR+*) 2 , ln(x.y) = ln(x) +ln(y). 

Preuve. 

1. L'application exponentielle réelle est dérivable sur R L'application dérivée 
ne s'annulant pas, l'application logaritme népérien est dérivable sur JR+* avec 

1 
ln'(x) = --

exp'(lnx) 
1 

exp(lnx) 
1 

X 

Nous avons exp(O) = 1, donc ln 1 =O. Pour conclure, il suffit d'indiquer que 
l'application x 1--7 ~ est continue sur JR+*. 

2. La fonction exponentielle est un isomorphisme de groupes de (JR, +) sur 
(JR+*, x). Donc son application réciproque, la fonction logarithme népérien, 
est un isomorphisme de groupes de (JR+*, x) sur (IR,+). 

Définition : On définit pour tout réel t strictement positif et tout réel 
a, le réel t°' par 

Remarque 19.1 Cette définition est cohérente avec la définition d'une puissance 
rationnelle. 

Proposition 19.6 Pour tout réel strictement positif t fixé, l'application qui, 
au réel a, associe t°' est un_ homomorphisme de groupes de (IR,+) vers (JR+*, x) · 

Preuve. Évident d'après la définition. 
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Proposition 19. 7 Pour tout réel a strictement positif, on a 

1. 

2. 

Preuve. 

1. Nous avons, 

Vt ~ 0, 

lim t°'e-t = O. 
t-->+oo 

+oc tn tEnt(a)+2 t 
r°'et = r°' L - > r°' > -----

n=o n! - (Ent(a) + 2)! - (Ent(a) + 2)! 

D'où le résultat. 

2. Il suffit de passer à l'inverse. 

19.3 L'exponentielle complexe 

337 

(C, +, x, .), étant une algèbre de Banach, on peut définir dans C l'application 
exponentielle que l'on appelera application exponentielle complexe. Cette applica
tion est un prolongement de l'exponentielle réelle. Pour tout nombre complexe z, 
expz pourra être notée ez (voir proposition 19.4). Outre les propriétés des propo
sitions 19.1 et 19.2, nous avons les propriétés suivantes : 

1 Proposition 19.8 
Vz E C, exp(z) = exp(z). 1 

Preuve. On a 

exp(z) = L ; = lim L ; = lim L ; oc -=n ( N -=n) ( N n) 
n=O n. N -->+oo n=O n. N -->+oo n=O n. 

= lim (t z~) = (f: z~) = exp(z). 
N -->+oo n=O n. n=O n. 

Le passage de la première ligne à la deuxième s'effectue en indiquant que l'appli
cation qui, à un nombre complexe, associe son conjugué est continue sur C. 

Corollaire 19.9 
VzEC, lexpzl=exp(~(z)). 
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Preuve. 

't/z E C, 1 exp zl2 =exp z.exp z = exp z. exp(z) = exp(z + z) 

=exp (2m(z)) = exp2 (m(z)). 

Nous obtenons le résultat en indiquant que les nombres réels 1 exp zl et exp (m(z)) 
sont positifs. .ft 

1 Corollaire 19.10 

't/z E C, 1 exp zl = 1 <=> z E iR 

Preuve. 
i exp zl = 1 <=>exp (m(z)) = 1 <=> m(z) = 0 <=> z E iR 

Proposition 19.11 L'application exponentielle complexe réalise un homo
morphisme de groupe surjectif de ( C, +) sur ( C*, x). 

1 

Preuve. D'après la proposition 19.1, l'exponentielle complexe réalise un homo
morphisme de (C, +) vers (C*, x ). Montrons qu'il est surjectif. 
Dans un premier temps, considérons z un nombre complexe n'appartenant pas à 
~-. On note f et L les applications définies sur le segment [O, 1] par 

/: [O, 1] ---+ C* 

t 1-----+ t + (1 - t)z, 

L: [O, 1] ---+ c 
t 1-----+ J/ f'(x) o J(x) dx. 

D'après la proposition 19.2, l'application exp(-L) est dérivable sur le segment 
[O, 1], de dérivée -L' exp(-L) = -f exp(-L). Ainsi, l'application f exp(-L) est 
dérivable sur le segment [O, 1] avec 

Vt E [O, 1], [! exp(-L)]' (t) = J'(t). exp(-L(t)) - f(t) jg} exp(-L(t)) =O. 

L'application /.exp(-L) est constante sur le segment [O, l]. Nous obtenons, 

z = /(O).exp(-L(O)) = /(1).exp(-L(l)) = exp(-L(l)). 

Ainsi, le nombre complexe z appartient à l'image de l'application exponentielle 
complexe. 
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On considère désormais z un nombre réel strictement négatif. Il existe un nombre 
complexe zo vérifiant 

expzo = iFz. 
Alors 

exp(2zo) = i 2 (Fz) 2 = -(-z) = z. 

Ce qui termine la preuve. 

19.4 Le nombre 7r 

Proposition-définition 19.12 L'ensemble des nombres complexes de module 
1 est un sous-groupe du groupe multiplicatif ( C*, x) que l'on notera 1U. 

Preuve. Évident. 

Proposition 19.13 On considère cp l'application définie sur R par 

cp: R ---t 1U 

t t----t exp i t 

1. cp est un homomorphisme surjectif du groupe (R, +) sur le groupe (U, x), 

2. cp est dérivable sur R, de dérivée 

cp' : R ---t 1U 

t t----t i exp i t 

3. Il existe un unique réel strictement positif, noté 7r, vérifiant 

{ t E R/ exp it = 1} = 271'.Z. 

4. L'application cp est 2rr-périodique. 

Preuve. 

1. Évident d'après la proposition 19.11 et le corollaire 19.10. 

2. découle de la proposition 19.2. 

3. (a) L'application cp étant un homomorphisme de groupe continu, l'ensemble 
cp-1({1}) est un sous-groupe fermé de (R,+). 

(b) L'application cp étant non constante, cp-1({1}) n'est pas égal à R 
On déduit de (a) et (b) que cp- 1({1}) est un sous-groupe de (R,+) de 
la forme a.Z (voir exercice 7.5, page 79). 
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(c) <p- 1({1}) n'est pas égal à {O}. En effet, l'application <pétant sujective, 
nous pouvons considérer un nombre réel non nul to vérifiant 

<p(to) = -1. 

Nous obtenons 

<p(2to) = exp(2ito) = exp2 (it0 ) = (-1)2 = 1. 

Le réel non nul ( 2to) appartient donc à <p- 1 ( { 1}). 
On en déduit qu'il existe un unique réel strictement positif que l'on note n 
vérifiant <p-1 ( { 1}) = 2nZ. 

4. 
Vt E IR., expi(t + 2n) = exp(it). exp(2in) = expit 

19.5 Les fonctions cosinus et sinus 

19.5.1 Définition et propriétés 

Définition : On définit les applications cosinus et sinus notées respec
tivement cos et sin par 

cos : IR. --t IR. 

t i--+ lR(exp(it)) 

sin : IR. --t IR. 
et 

t i--+ ~(exp( it)) 

Proposition 19.14 On a 

Vt E IR., 
exp(it) + exp(-it) 

cost= 2 , 

Vt E IR., 
. exp(it) - exp(-it) 

smt = 2i . 

Preuve. 

exp(it) + exp(it) exp(it) +exp (il) exp(it) + exp(-it) 
cost = = = . 

2 2 2 
Vt E IR., 

Vt E IR., 
. exp( it) - ëXP{it) exp( it) - exp (il) exp( it) - exp( -it) 

sm t = 2i = 2i = 2i . ,, 
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Proposition 19.15 Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur~ et 

Vt E ~' cos' t = - sin t,· sin' t = cos t. 

Preuve. D'après la proposition 19.13, l'application t 1--t cp(t) = exp(it) est dérivable 
sur~' avec 

Vt E ~' cp' ( t) = i exp it = i( cos t + i sin t) = - sin t + i cos t. 

Ainsi les applications cosinus et sinus sont dérivables sur ~ et leur dérivée vérifie : 

Vt E ~' cos't = ~(iexp(it) = -sint, et sin't = ~(iexp(it) = cost 

Proposition 19.16 Les applications cosinus et sinus sont 21r-périodiques. 

Preuve. Les applications cosinus et sinus sont respectivement les parties réelle et 
imaginaire d'une application 27r périodique. D'où le résultat. 4't 

Corollaire 19.17 L'application cosinus est paire et l'application sinus est im
paire. 

Preuve. Évident d'après la proposition 19.14 

Proposition 19.18 On a, 

Preuve. 

Vx E ~' cos2 x + sin2 x = 1. 

V(x, y) E ~2 , cos(x +y)= cosxcosy - sinxsiny, 

V(x, y) E ~2 , sin(x +y)= sinxcosy + cosxsiny. 

Vx E ~' cos2 x + sin2 x = 1expixl2 =1. 

Pour le reste, les calculs sont évidents à partir de la proposition 19.14. 4't 

Remarque 19.2 À partir de ces formules, on déduit toutes les formules trigo
nométriques usuelles. 

Corollaire 19.19 Les applications cosinus et sinus sont développables en série 
entière sur ~' avec, 

Vt E ~' 
+oc t2n 

cost = ~(-lt (2n)!' 
+oc t2n+l 

sint= ~(-lt(2n+l)!' 



Preuve. L'application cp : t 1-+ exp it étant développable en série entière sur IR, les 
applications cosinus et sinus le sont aussi, avec : 

Vt E IR, 

Vt E IR, 
. +oo (in - (-ir)tn +oo (i{-l)n + i(-1r)t2n+l 

smt = L 2· r = L 2· {2 1)1 
n=O i.n. n=O 't. n + . 

+00 t2n+l 

= ~{-lt (2n+ 1)!' 

19.5.2 Étude des fonctions cosinus et sinus 

L'application cosinus étant paire et 27r-périodique et l'application sinus étant 
impaire et 27r-périodique, on peut restreindre l'étude de ces deux applications au 
segment [O, 7r). Au préalable, établissons les deux propriétés suivantes : 

1Proposition19.20 
Vt E)O, 7r[, sin t > O. 

Preuve. 

Ainsi, 

et 

sin t = 0 {:::} ÇS (exp( it)) = 0 {:::} exp( it) = ±1 

{:::} exp2 (it) = 1 {:::} exp(2it) = 1 {:::} t E 7rZ. 

sin 0 = sin 7r = 0 

Vt E)O, 7r[, sin t #- O. 

L'application sinus étant continue, elle garde un signe constant sur l'intervalle 
JO, 7r[. Or, 

sin' (0) = cos 0 = 1. 

On en déduit qu'il existe un réel a strictement positif vérifiant 

Vt E)O, a[, sin t > O. 

Ainsi, 

Vt E JO, 7r[, sin t > O. 
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Proposition 19.21 
cosO = 1, 

7r 
cos 2 = 0, 

COS7r = -1, 

sinO=O, 

. 7r 1 s1n 2 = , 

sin7r =O. 
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Preuve. Les applications cosinus et sinus sont respectivement les parties réelle et 
imaginaire de !'applications t 1--+ exp it, il suffit d'établir que 

1. expO = 1, 
2. expi7r = -1, 

3. expi~ = i. 
Nous avons 

1. expO = 1 d'après la proposition 19.1, 
2. 

3. 

exp2 (i7r) = exp(2i7r) = 1. 

Puisque 7r f/. 27rZ, nous obtenons exp( i7r) = -1. 

exp2(ii) = exp(i'Tr) = -1. 

Ainsi, exp(i~) = ±i. D'après la proposition 19.20, nous avons~ (exp(i~)) = 
sin~ >O. D'où, expi~ = i. 

Proposition 19.22 1. La restriction de l'application cosinus au segment 
bijection décroissante de ce segment sur le segment [O, 7r] réalise une 

[-1, 1]. 

2. (a) La restriction de l'application sinus au segment [O, ~] réalise une 
bijection croissante de ce segment sur le segment [O, 1]. 

(b) La restriction de l'application sinus au segment [i, 7r] réalise une 
bijection décroissante de ce segment sur le segment [O, 1]. 

Preuve. 

1. Nous avons, 
Vt E]0,7r[, cos'(t) = -sint <O. 

La restriction de l'application cosinus au segment [O, 7r] réalise ainsi une bi
jection décroissante de ce segment sur le segment [cos 7r, cos 0 J = [-1, 1 J. 

2. Ayant cos ~ = 0, nous obtenons, 

7r 
Vt E]O, 2 (, sin't = cost > 0, 

7r 
Vt E] 2 ,7r[, sin't = cost <O. 

Ainsi, 
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(a) La restriction de l'application sinus au segment (0, ~] réalise une bijec
tion croissante de ce segment sur le segment (sin 0, sin ~] = (0, 1] 

(b) La restriction de l'application sinus au segment rn, 7r] réalise une bijec
tion décroissante de ce segment sur le segment [sin 7r, sin ~] = [ 0, l] . 

19.6 L'exponentielle de matrice 

19.6.1 Introduction 

Soient n un entier strictement positif et OC représentant le corps des réels ou 
celui des complexes. On considère Mn(OC), l'ensemble des matrices carrées d'ordre 
n à coefficients dans OC. Nous savons que (Mn(OC), +, x, .) muni de la norme ll·llMn 
définie par 

llA.xll llAllMn = sup -
11
-

1
-
1 xEJKn\{O} X 

est une algèbre de Banach. On pourra voir le corollaire 12.10, page 171. L'expo
nentielle d'une matrice carrée d'ordre n est ainsi définie. Elle vérifie toutes les 
propriétés indiquées dans les propositions 19.1 et 19.2. 

19.6.2 Calcul d'une exponentielle de matrice 

Dans cette section, nous proposons quelques exercices simples permettant de 
s'initier au calcul pratique de l'exponentielle de matrice. 

Exercice 19.1 Soit a, b etc trois éléments de OC et D la matrice suivante de M 3 (0C) : 

Calculer exp(D). 

Solution. Nous avons, 

VnEN, 
n Dk - wk=O kf 

( 

~n ak 

I: k! - 0 
k=O 0 

A la limite, nous obtenons, 

0 

0 

exp(D) = lim t ~; = ( ~Oa e0~ e~c ) . 
n->+oo k=O • 

) 
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Exercice 19.2 Soit a un élément de OC et T la matrice suivante de M3(1K) : 

T=(~ ~ ~)· 
0 0 a 

Calculer exp(T). 

Solution. On peut décomposer T sous la forme T = D + N où 

Les deux matrices D et N commutent, Ainsi, 

exp(T) = exp(D + N) = exp(D). exp(N). 

D'après l'exercice précédent 

~p(D) ~ Ci .; ~ ) . 
e°' 

La matrice N est nilpotente. En effet, 

et 

Donc 

Ainsi, 

( 
0 0 1 ) 

N2 = 0 0 0 

0 0 0 

~:) 
e°' e"' ) 

( 

1 +oo Nk N2 
exp(N) = L kf = I + N + 2 = 0 

k=O Ü 

( 
e°' 

exp(T) = exp(D). exp(N) = ~ e°' e:, . 

0 e°' 
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Exercice 19.3 Soient n un entier strictement positif, Tet P deux matrices de Mn(IK), 
P étant inversible. Montrer que 

exp(P.T.P-1) = P.exp(T).P-1. 

Solution. On vérifie à l'aide d'une simple récurrence que 

Donc, 

~ (P.r.p-1 )k = p (~ Tk) p-1 
\:/n E N, ~ k! . ~ k! . . 

k=O k=O 
D'une part, par définition de l'exponentielle, on a 

. n (P.T.P-1 )k -1 
hm L k' = exp(P.T.P ). n-++oo . 

k=O 

D'autre part, l'application W définie sur Mn(IK) par 

w: Mn(IK) --) Mn(IK) 

M 1--+ P.M.P-1 

est linéaire. Elle est continue puisque Mn (JK) est un espace vectoriel de dimension 
finie. En utilisant cette continuité, on obtient 

( 
n Tk) ( n Tk) n.!!~oo P. L kT _p-1 =P. n.!!~oo L kT _p-1 = P.exp(T).P-1. 

k=O k=O 

D'où le résultat. 

19.6.3 Équation différentielle linéaire du premier ordre 

Exercice 19.4 Soit n un entier strictement positif. On considère A un élément de 
Mn(IK), t 0 un réel et u0 un vecteur de ocn. Dans l'espace vectoriel des applications 
définies sur lR et à valeurs dans ocn' résoudre les équations différentielles suivantes 

1. 
Y'= A.Y 

(On pourra effectuer le changememt de variable Y= exp(tA).Z.) 

2. 

Solution. 

{ 
Y'= AY, 

Y(to) = uo. 

(19.16) 

(19.17) 
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1. On effectue le changement de variable 

Y = exp(tA).Z. 

D'après la proposition 8.7, page 99 et la proposition 19.2, 

'v't E IR, Y'(t) = (exp(tA))' .Z(t) + exp(tA).Z'(t) 

= Aexp(tA).Z(t) + exp(tA).Z'(t). 

L'application Y est solution de (19.16) si et seulement si 

Aexp(tA).Z(t) + exp(tA).Z'(t) = Aexp(tA).Z(t) 

{:} exp(tA).Z'(t) =O. 
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Pour tout réel t, exp(tA) est une matrice inversible, ainsi Y est solution de 
(19.16) si et seulement si 

'v'tEIR, Z'(t)=O, 

c'est-à-dire si et seulement si Z est une application constante. Les solutions 
de l'équation différentielle (19.16) sont les applications de la forme 

'v't E IR, Y(t) = exp(tA).u, 

où u est un vecteur de ocn. 
2. Une application Y est solution de (19.17) si et seulement si 

'v't E IR, Y(t) = exp(tA).u 

avec 
uo = exp(toA).u, 

c'est-à-dire 
u = exp('-toA).uo. 

Ainsi, l'équation différentielle (19.17) admet comme unique solution l'appli
cation 

'v't E IR, Y(t) = -exp((t - to)A).uo. 





Chapitre 20 

Espaces préhilbertiens 

Les définitions du produit scalaire, d'un espace préhilbertien, de la norme eu
clidienne et de la norme hermitienne ont déjà été indiqués dans la section 1.4, page 
7. Nous les rappelons ici dans le cadre des espaces préhilbertiens. Dans ce chapitre, 
E représente un espace vectoriel sur OC = Ill ou C. 

20.1 Définition d'un espace préhilbertien 

20.1.1 Définitions 

Attention! Pour définir le produit scalaire, nous devons différencier les cas 
OC = Ill et OC = C. 

Définition : Soit E un Ill-espace vectoriel. On appelle produit scalaire 
sur E, toute application 

< ., . > : E X E --t Ill 

étant, 

l. symétrique i. e. V(x, y) E E 2 , <y, x >=< x, y> 

2. linéaire à droite i. e. 
V(x,y1,y2) E E 3 ,V(> .. ,µ) E lll2 < x,>..y1 +µy2 >= >.. < x,y1 > 
+µ < x,y2 > 

3. positive i. e. Vx E E, < x, x >E Jll+ 

4. définie i. e. Vx E E, < x, x >= 0 ===} x = O. 

Remarque 20.1 Les propriétés 1 et 2 permettent de dire que le produit scalaire 
réel est linéaire à gauche donc bilinéaire. 
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Définition : Soit E un C-espace vectoriel. On appelle produit scalaire 
sur E, toute application 

< ., . > : E X E --+ c 

étant, 

1. à symétrie hermitienne i. e. V(x, y) E E 2 , <y, x >= < x, y> 

2. linéaire à droite i. e. 
V(x,y1,Y2) E E 3,V(> .. ,µ) E C2 < x,Ày1 +µy2 >=À< x,y1 > 
+µ < x,y2 > 

3. positive i. e. \lx E E, < x, x >E JR.+ 

4. définie i. e. \lx E E, < x, x >= 0 ===? x = O. 

Il Définition : Un espace vectoriel muni d'un produit scalaire est appelé 
espace préhilbertien. 

20.2 Exemples 

Voici quelques exemples d'espaces préhilbertiens en plus des exemples indiqués 
à la section 1.4.2, page 8. 

1. Sur l'espace vectoriel :F des fonctions continues sur lR. et 27r-périodiques, 
l'application 

1111" (f,g) i-t; -71" f (x)g(x)dx 

définit un produit scalaire sur :F. 

2. Soit I = [a, b] un segment, et w une fonction continue sur [a, b] à valeurs 
réelles strictement positives, alors l'application : 

(f,g) i-t lb f(x)g(x)w(x)dx 

définit un produit scalaire sur C([a, b], JR.). 

3. L'ensemble l2 (JR.) des suites réelles ( Un)nEl\I vérifiant 

+= 
L::u~ < +oo, 
n=O 

est un espace vectoriel sur R L'application définie sur l2 (JR.) x l2 (JR.) par 

+= 
((un)nEl\I, (vn)nEN) f--+ L Un.Vn, 

n=O 

est un produit scalaire sur l2 (JR.). 

4. L'espace préhilbertien V, au menu du chapitre 21 sur les séries de Fourier. 
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Preuve. 

1. Voir l'exercice 12.1, page 165. 

2. Il est évident que cette application est une forme bilinéaire positive. Montrons 
qu'elle est définie. On considère une application f continue sur le segment 
[a, b] à valeurs réelles vérifiant 

L'application j2w étant continue et à valeurs réelles positives, on en déduit 
qu'elle est nulle sur le segment [a, b]. La stricte positivité de l'application w 
permet de conclure. 

3. Voir la proposition 15.20, page 255 et sa preuve. 

4. Réponse au prochain numéro. Soyez patient ! 

20.3 Propriétés 

Les propositions suivantes ont déjà été indiqués dans la section 1.4, page 7. 
Nous les rappelons ici. Vous pouvez retrouver les preuves dans la section citée. 

Proposition 20.1 Soit E un espace préhilbertien. L'application définie sur E 
à valeurs dans lR par 

X-----+ J< X,X >, 

est une norme appelée norme euclidienne. On note J< x,x > = llxll· 

Proposition 20.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz. 
Soit E un espace préhilbertien. Alors 

V(x,y) E E 2 , 1<x,y>1::; llxll.llYll 

Proposition 20.3 Soit E un espace préhilbertien. On a, 

V(x, y) E E 2 , llx + Yll 2 + llx - Yll 2 = 2 (llxll2 + llYll 2) · 

Cette égalité est appelée identité du parallèlogramme. Elle est caractéristique 
des normes euclidiennes. 

20.4 Orthogonalité 

Il Définition : Deux vecteurs x et y appartenant à un espace préhilbertien 
E sont orthogonaux si < x, y>= O. 
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Définition : Soit A une partie non vide d'un espace préhilbertien E. 
On appelle orthogonal de A noté A .l, la partie de E définie par 

A.L = {x E E/Va E A,< a, x >= O}. 

Proposition 20.4 Pour toute partie A non vide de E, A.l est un sous-espace 
vectoriel de (E, +, .). 

Preuve. Évident. 

Proposition 20.5 Pour tout sous-espace vectoriel F d'un espace préhilbertien, 
on a 

F c F.i.i. 

Preuve. 
F.L ={y E E/Vx E F, < x,y >= O}. 

Soit x un élément de F. Alors, 

Vy E F.l, < x, y >= O. 

Ainsi, x est un élément de F.l.l et F c F.l.l. 

Théorème 20.6 (Pythagore) Dans un espace préhilbertien, si deux vecteurs 
x et y sont orthogonaux alors : 

Attention ! La réciproque est vraie seulement dans un espace préhilbertien réel. 

Théorème 20.7 (Réciproque Pythagore) Dans un espace préhilbertien 
réel, si deux vecteurs x et y vérifient : 

alors ils sont orthogonaux. 

Preuves. En utilisant les propriétés du produit scalaire sur ~ ou C, on obtient : 

1. Si E est ~-espace vectoriel, 

V(x,y) E E 2 , llx + Yll 2 = llxll 2 + llYll 2 + 2 < x,y > · 
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2. Si E est C-espace vectoriel, 

V(x,y) E E 2 , llx + Yll 2 = llxll 2 + llYll 2 + 2~(< x,y >) · 

D'où les résultats. 

Définition : On appelle famille orthogonale d'un espace préhilbertien 
E toute famille ( ei)iEI de vecteurs de E vérifiant 

V(i,j) E 12 , i # j =>< ei, ei >=O. 

Si, de plus, 
Vi E J, lleïll = 1, 

on dit alors que cette famille est orthonormée ou orthonormale. 

Un petit rappel d'algèbre linéaire. 

Définition: On dit qu'une famille (ei)iEI d'un espace vectoriel (E, +, .) 
est libre si, pour toute partie J non vide et finie de I et pour toute famille 
de scalaires (Àj)jEJ indicée par J, on a 

I:>jej = 0 => Vj E J, Àj =O. 
jEJ 

Proposition 20.8 Une famille (ei)iEI orthogonale de vecteurs non nuls d'un 
espace préhilbertien E est une fa mille libre. 

Preuve. On considère une famille ( ei)iEI orthogonale de vecteurs non nuls d'un 
espace préhilbertien E, June partie non vide de I et (Àj)jEJ une famille de réels 
indicée par J et vérifiant 

Alors, 

avec llekll # 0 ainsi Àk =O. 
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Exemple Sur l'espace vectoriel :F des fonctions continues sur lR et 27r-
périodiques muni du produit scalaire : 

1111" (f,g) ~; -11" f (x)g(x)dx, 

la famille (~,cos (nt), sin (pt) 1 (n,p) EN* x N*) est orthonormée. 

20.5 Le procédé de Gram-Schmidt 

Théorème 20.9 (Orthogonalisation de Gram-Schmidt} 
Soit E un espace préhilbertien et n un entier strictement positif. Pour 
toute famille libre (xi, x2, · · · , Xn) dans E, il existe une famille orthogonale 
(ei, e2, · · · , en) dans E telle que : 

Vk E {1,2,··· ,n}, Vect{ei,··· ,ek} = Vect{xi,··· ,xk}· 

Preuve. On considère (xi, x2, · · · , xn) une famille libre de E. On construit une 
famille orthogonale (ei, e2, · · · , en) en procédant par récurrence. 

- On choisit e1 = x1. On a donc Vect{ei}=Vect{xi}. 
- Soit k E {2, · · · n}. On considère une famille orthogonale (ei, · · · , ek-d, 

vérifiant 

La famille (e1, · · · , ek-1) engendre un sous-espace de dimension (k -1), elle 
est donc une famille libre et tous ses vecteurs sont non nuls. On recherche 
un vecteur ek de la forme 

La condition d'orthogonalité 

Vi E {1, · · · , k - 1 }, < ei, ek >= 0, 

est réalisée si et seulement si on choisit 

ViE{l,··· ,k-1}, 

Le vecteur Xk n'appartenant pas à Vect{ xi,··· Xk-d= Vect{ e1, · · · ek_i}, le 
vecteur ek ainsi construit est non nul. La famille (e1, e2 · · · ek) est orthogo
nale, ses vecteurs sont non nuls, elle est donc libre. Les vecteurs ei, · · · , ek 
appartiennent à Vect{x1, · · · Xk}· On en déduit que 

Vect{ei, · · · ek} = Vect{x1, · · · Xk}· 

Ce qui achève la démonstration. 
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Remarque 20.2 
Schmidt 

1. On obtient ainsi l'algorithme d'orthogonalisation de Gram-

- el= X1 

- Pour k = 2 à n faire 

k-1 ""'< Xk,ei > 
ek = Xk - ~ lleill2 ei. 

2. On peut parfois préférer une famille orthonormale en normant les vecteurs 
ei. Il s'agit alors de l'algorithme d'orthonormalisation de Gram-Schmidt. On 
obtient 
- ei = X1 

- Pour k = 2 à n faire 

e' 
ek = llet11 · 

3. Si (xn)nEN est une famille dénombrable de vecteurs libres de E, on peut 
construire avec le même procédé une famille orthogonale ou orthonormale 
( en)nEN vérifiant 

\:/k E N*, Vect { ei,. .. , ek} = Vect { x1,. .. , xk} . 

Corollaire 20.10 Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie ou in
finie dénombrable de E, alors il existe une base orthonormée pour F. 

Proposition 20.11 Soit E un espace préhilbertien, F est un sous-espace vec
toriel de dimension finie de E et( e1 , · · · , en) une base orthonormée de F, alors 
tout vecteur x élément de F 

n 
1. x= L: <x,ek>ek 

k=l 

2. (a) Si E est un :IR-espace vectoriel 

n 

llxi12 = L < x,ek >2. 
k=l 

{b) Si E est un <C-espace vectoriel 

n 

llxll2 =LI< x, ek >12. 
k=l 
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Exercice 20.1 1. Montrer que, pour tout entier naturel k, l'intégrale 

est convergente et que 

2. En déduire que l'application définie sur R.[X] x R.[X] par 

r+oo 
(P, Q) 1--+< P, Q >= Jo P (t) Q (t) e-tdt, 

définit un produit scalaire sur l'espace vectoriel R.[X]. 

3. Construire une base orthonormée de R.3 [X]. 

Solution. 

1. Pour tout entier naturel k, notons Pk, la propriété : 

Nous avons la propriété Po. Soit k un entier strictement positif. Montrons 
que 

'Pk-1::::} pk· 

L'application t 1-+ tke-t admettant une limite en 0 et +oo, nous pouvons 
effectuer une intégration par partie : 

Donc 

Ce qui termine la preuve. On peut remarquer que l'on peut obtenir ce résultat 
grâce à la fonction r (exercice 23.5, page 482) puisque 

2. D'après la question précédente, il est évident que pour toutes fonctions po
lynômiales Pet Q, l'intégrale 

roo 
(P, Q) 1--+< P, Q >= lo P (t) Q (t) e-tdt 
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est convergente. Il est d'autre part évident que l'application 

r+oo 
(P, Q) ~ lo P(t)Q(t)e-tdt 

est bilinéaire, symétrique et positive. Montrons qu'elle est définie. Soit P un 
fonction polynôme vérifiant 

L'application t ~ P 2(t)e-t est positive et continue sur l'intervalle [O, +oo[. 
Elle estdonc nulle sur cet intervalle. On en déduit que 

'r/t E [O, +oo[, P(t) = O. 

Le polynôme P admettant une infinité de racines est ainsi le polynôme nul. 
L'application (P, Q) ~< P, Q > est un produit scalaire. 

3. En appliquant l'algorithme d'orthonormalisation de Gram-Schmidt, on ob
tient la base orthornormée ( e~» e~ , e~, e3) avec 
- e~ = 1, 
- e~ =X -1, 
- e~ = !(X2 -4X +2), 
- e3 = t(X3 - 9X2 + 18X - 6). 

20.6 Projection et symétrie orthogonale 
sur un sous-espace de dimension finie 

Proposition 20.12 Soient E un espace préhilbertien et F un sous-espace de 
E de dimension finie. Alors, 

1. 
E = FEBFl. 

2. 
F = pl.l.. 

Preuve. 

1. On considère (eih<i<n une base orthonormée de F. Montrons que, pour tout 
élément X de E, il existe un unique élément y de F tel que (x-y) appartienne 
à pl.. 
Soit y un élément de F. Notons (Yih<i<n ses coordonnées dans la base 
{eih:5i:5n· L'élément (x - y) appartient à. pl. si et seulement si 

'r/k E {1 · · ·n}, < ek,x -y>= 0, 
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si et seulement si 
n 

Vk E {1 · · ·n}, < ek,X >= LYi < ek,ei >= Yk 
i=l 

si et seulement si 
n 

y= L < ek,x > ek. 
k=l 

(20.18) 

Il existe donc un unique élément y de P tel que (x - y) appartienne à pl., 
Ainsi, 

E = P ffi pl., 

2. Nous savons que P c pl.l. (proposition 20.5). Soit x un élément de pl.l.. 
Cet élément s'écrit de manière unique sous la forme x = x1 + x 2 où x 1 

appartient à P et X2 appartient à pl.. Le vecteur x appartenant à pl.l., on 
a< x 2 , x >=O. Ainsi, 

On en déduit que X2 = 0, que x = X1 et que x appartient à P. Ainsi, 
pl.l. c P. Ce qui termine la preuve. 

Remarque 20.3 Pour tout sous-espace vectoriel P d'un espace préhilbertien E, 
on a P n pl. = {O}, mais pas nécessairement E = P $pl. si P est de dimension 
infinie. On considère par exemple l'espace vectoriel C([O, 1], JR) muni du produit 
scalaire 

< f,g >= fo1 
f (t)g(t)dt. 

On note 11·112 la norme issue de èe produit scalaire. D'après le théorème de Weiers
trass, on sait que JR[X] est dense dans C([O, 1],JR) muni de la norme ll·lloo (c'est
à-dire 11/lloo = supxE[O,lJ lf(x)I). En remarquant que 11·112 ~ ll·lloo, on déduit que 
JR[X] est dense dans C([O, 1],JR) muni de la norme 11·112· D'où JR[X]l. = {O} et 
C ([O, 1], JR) =!= JR[X] $IR[X]l.. On remarque également que JR[X]l.l. = C([O, 1], JR) =!= 
JR[X]. 

Définition : Soient E un espace préhilbertien et P un sous-espace vec
toriel de E de dimension finie. La proposition précédente nous indique 
que E = P$Pl.. . 

1. On appelle projection orthogonale sur P la projection sur P pa
rallèlement à pl.. 

2. On appelle symétrie orthogonale par rapport à Pla symétrie par 
rapport à P parallèlement à pl.. 

3. Ces deux applications sont des endomorphismes de E de norme 1 
(si P =/= {O} !). 
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Proposition 20.13 Soient E un espace préhilbertien, Fun sous-espace vecto
riel de E de dimension finie et p la projection orthogonale sur F. Si ( ei, · · · , en) 
est une base orthonormée de F, alors 

n 

Vx E E, p(x) = L < x, ek > ek. 
k=l 

Evident d'après la relation (20.18). 

20. 7 Meilleure approximation 
sur un sous espace vectoriel 

Attention! On se place dans cette première partie de section dans le cas d'un 
espace vectoriel normé non nécessairement préhilbertien. 

Définition : Soient E un espace vectoriel normé, F un sous-espace vec
toriel de E et x un élément de E. Si Yo est un élément de F vérifiant 

llx - Yoll = inf llx - Yll = d(x, F), 
yEF 

on dit que Yo est une meilleure approximation de x dans F. 

Remarque 20.4 Dans un espace vectoriel normé, l'existence ou l'unicité d'une 
meilleure approximation ne sont pas toujours assurées. 

1. Non existence. Reprenons l'exemple de l'espace préhilbertien C ([O, l], ~) in
diqué dans la remarque 20.3. ~[X] est un sous-espace dense. Donc, pour tout 
élément f de C ([O, l] , ~), on a d(f, ~[X]) = O. Si f n'est pas une fonction 
polynôme, il n'y a donc pas de meilleure approximation de f sur ~[X]. 

2. Non unicité. On considère ~1 [X], l'espace vectoriel des fonctions polynômes 
de degré au plus 1 à coefficients réels muni de la norme 11.11 00 

VP E ~i[X], llPlloo = sup IP(x)I. 
xE[0,1) 

On considère F la droite engendrée par la fonction polynôme fi : x i--+ x. 
Tout élément de F est de la forme fa : x i--+ ax où a E ~. Cherchons une 
meilleure approximation de la fonction constante 1 dans F. On remarque 
que 

Va E ~' Ill - falloo = sup Il - fa(x)I 2: Il - fa(O)I = 1. 
xE[0,1] 

Après quelques calculs, on remarque également que 

Va E [O, 2], Ill - falloo = 1. 

Ceci indique que, pour tout a E [O, 2], fa est une meilleure approximation 
de 1 dans F. On déduit qu'il y' a, dans ce cas, une infinité de meilleures 
approximations. 
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Proposition 20.14 Soient E un espace préhilbertien, F un sous-espace vec
toriel de dimension finie de E, (ei, · · · , en) une base orthonormée et x un 
élément de E. On note p la projection orthogonale sur F. Alors p(x) est l'unique 
meilleure approximation de x dans F. Et, 

n 

d(x, F)2 = llx - p(x)ll2 = llxll2 - llp(x)ll2 = llxll2 - L < x, ek >2 . 
k=l 

Preuve. Soit x un élément de E. En utilisant le théorème de Pythagore, on obtient, 

Vy E F, llx -yi12 = llx - p(x)ll2 + llY- p(x)ll2· 

On en déduit que 
Vy E F, llx -yll ~ llx - p(x)ll 

et l'on a égalité si seulement si y= p(x). 
De plus, 

llxll2 = llx - p(x)ll2 + llp(x)ll2· 
D'où, 

llx - p(x)ll2 = llxll 2 - llp(x)ll2-

Exemple : Sur l'espace vectoriel :F des fonctions continues sur lR et 27f
périodiques muni du produit scalaire : 

1111" (f,g) ~:;;: -11" f (x)g(x)dx, 

la meilleure approximation, pour la norme déduite de ce produit scalaire, d'une 
fonction f élément de :F dans le sous-espace vectoriel 

En= Vect{l,cost,sint, · · · ,cosnt,sinnt} 

est: 
1 111" 

27f -11" f (t) dt 

+~ t ( (1-: f (t) cos (kt) dt) cos kx + (1-: f (t) sin (kt) dt) sin kx) . 

20.8 Inégalité de Bessel et égalité de Parseval 

On considère E est un espace préhilbertien de dimension infinie et (en)nEN une 
famille orthonormée de E. 
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Théorème 20.15 (Bessel) Pour tout x E E, la série de terme général 
I< x, en >12 est convergente et : 

+oc 
LI< x, en >12 :::; llxll 2 · (20.19) 
n=O 

Preuve. La série Ln>O I< x, en >12 est à termes réels positifs. D'après la propo
sition 20.14, page 360-la suite des sommes partielles est majorée par llxll 2 • D'où, 
le résultat. tft 

En utilisant le fait que le terme général d'une série convergente tend vers 0, on 
déduit le résultat suivant. 

Corollaire 20.16 (Riemann-Lebesgue) Pour tout x E E on a : 

lim < x,en >=O. 
n-->+oo 

Preuve. La série Ln>O I< x, en >1 2 étant convergente, la suite (I< x, en >l2 )nEJ\I 

est convergente vers o-:-D'où, le résultat. 4 

Exemple : Dans le cas des séries de Fourier trigonométriques (exemple 20.7), 
l'inégalité de Bessel s'écrit sous la forme : 

où 
117T 117T an= - f(t)cosntdt et bn = - J(t)sinntdt 
7r -7T 7r -7T 

sont les coefficients de Fourier de la fonction f. Le théorème de Riemann-Lebesgue 
nous dit que : 

lim an (!) = lim bn (!) = O. 
n-->+oo n-->+oo 

Dans la suite de cette section, on donne une caractérisation des familles ortho
normées l3 qui assurent l'égalité dans le théorème (20.15) pour tout élément de 
E. 

Il 
Définition : On dit qu'une famille est totale dans un espace 
préhilbertien E si le sous-espace vectoriel de E engendré par cette famille 
est dense dans E. 
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Proposition 20.17 Si une famille orthonormée (en)nEN d'un espace 
préhilbertien est totale alors, pour tout élément x de E, la suite (Pn(x))nEN 
est convergente vers x, c'est-à-dire 

+oo 
'Vx E E, x = lim Pn(x) ='""' < x, ek > ek, 

n-++oo L.-t 
k=O 

où Pn est la projection orthogonale sur le sous-espace Vect{ eo, ei, · · · , en} 

Preuve. Soit x un élément de E et é un réel strictement positif. La famille ( en)nEJ\I 
étant totale, nous pouvons considérer un entier naturel no et (Ao, À1, · · · , Àn0 ) un 
(no+ 1)-uplets de scalaires vérifiant 

Nous savons que Pn(x) est la meilleure approximation de x dans le sous-espace 
engendré par (eo, ei, .. · , en)· Or, pour tout entier n supérieur à n 0 , le vecteur 
o=~~o Àkek) appartient au sous-espace engendré par la famille ( eo, ei' ... 'en)· 
Ainsi, 

La suite (Pn(x))nEJ\I est ainsi convergente vers x. La dernière égalité est évidente 
puisque pour tout entier naturel n, Pn(x) = L:~=O < x,ek > ek. 

Proposition 20.18 (Égalité de Parseval} On considère (en)nEJ\I une famille 
orthonormée et totale d'un espace préhilbertien E. Alors, pour tout élément x 
de E, la série 2:: I< x, en >1 2 avec, 

nEJ\I 

+oo 

LI< x, en >12 = llxll 2 • 

n=O 

Preuve. Nous savons que l'application définie sur E, qui à tout élément x associe 
llxll 2 est continue sur E. Il suffit d'utliser le résultat de la proposition précédente 
sachant que 

n 

'Vx E E, Vn EN, 11Pn(x)ll2 = L < x, ek >2 . 

k=O 
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20.9 Matrice de Gram, déterminant de Gram 

Remarque 20.5 Soient E un espace préhilbertien, F un sous espace de E de 
dimension n et (eih::S:i::S:n une base non nécessairement orthonormée de F, nous 
savons que la projection orthogonale sur F d'un vecteur x que l'on note p(x) est 
l'unique élément de F vérifiant 

Vi E {1, · · · n}, < x - p(x), ei >=O. 

Les coordonnées (>.ih::S:i::S:n de p(x) dans la base (eih::S:i::S:n sont donc l'unique so
lution du système linéaire 

n 

Vi E {1, · · · n}, L < ei, ei > Àj =< x, ei > . 
j=l 

Ce système est appelé système d'équations normales. 
Ceci nous amène à introduire les matrices de Gram. 

Définition : Soit E un espace préhilbertien. On appelle matrice de 
Gram d'une famille (xi)i::s;i::s;n de vecteurs de E, la matrice : 

< X1,X1 > < X1,X2 > 
< X2,X1 > < X2,X2 > 

et le déterminant de cette matrice, noté g (x1, · · · , Xn) , est appelé 
déterminant de Gram de la famille (xi)i::s;i::s;n. 

Théorème 20.19 Soient E un espace préhilbertien, n est un entier naturel 
strictement positif et (xi)i::s;i::s;n un n-uplets de vecteurs de E. Alors, 

rg(G(xi,··· ,xn))=rg(x1,··· ,xn)· 

Preuve. Soient n un entier strictement positif et (xih::S:i::S:n une famille de E. Pour 
tout entier i compris entre 1 et n, définissons xi l'élément de ~n par 

Soit I une partie finie non vide de {1, 2, · · · , n }. Alors, les équations en (>.ih::S:i::S:n 
dans ~n 

LÀiXi = 0 et LÀiXi = 0 
iEI iEI 

sont équivalentes. En effet, 
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{::} \:/k E {1,2, · · · ,n}, E>.i < Xk,Xi >= 0 
iEl 

{::} \:/k E {1, 2, · · · , n}, < Xk, L ÀïXi >= 0 
iEl 

{::} L ÀiXi = o. 
iEl 

Cette dernière équivalence vient du fait que, pour tout n-uplet (>.ih::;i::;n, le vecteur 
EiEI ÀiXi appartient au sous-espace engendré par les vecteurs xi,·· · , Xk, · · · , Xn. 
On en déduit que 

Proposition 20.20 Soient E un espace préhilbertien, n un entier naturel 
strictement positif et (xi)i::;i::;n un n-uplets de vecteurs de E. Alors, 

g(xi,"' ,xn) ~O. 

Le système est libre si et seulement si 

Preuve. Considérons n un entier naturel strictement positif et (xih<i<n une 
famille de E. 

1. Si la famille (xih:5i:5n est liée alors, d'après la proposition précédente le rang 
de la matrice de Gram est strictement inférieur à n et son déterminant est 
nul. Ainsi, 

2. Si la famille (xih<i<n est libre, considérons F, le sous-espace vectoriel en
gendrée par cette famille. La restriction du produit scalaire par rapport 
à F x F admet pour matrice dans la base (x1 ,x2, · · · ,xn) la matrice G. 
Considérons (ei, e2, · · · , en) une base orthonormée de F et Pla matrice de 
passage de la base (ei,e2, ... ,en) vers la base (xi,x2,· .. ,xn)· Si l'espace 
préhilbertien est réel, 

G=tPIP=tpp 

et 
detG = det(tPP) = (detP)2 >O. 

Si l'espace préhilbertien est complexe, 

G= tpfp= tpp 

et 
detG = det(tPP) = 1 detPl 2 >O. 
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Les déterminants de Gram nous permettent de donner une expression de la dis
tance d'un élément x de E à un sous-espace vectoriel F de dimension finie. 
Précisément, on a le résultat suivant. 

Théorème 20.21 On considère E espace préhilbertien, n un entier stricte
ment positif, F un sous-espace vectoriel de E de dimension n et (xi,··· , xn) 
une base de F. Alors, 

Vx E E, d(x,F) = 
g(xi,···,Xn,x) 
g(xi,··· ,xn) · 

Preuve. On considère F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, une 
base de F notée ( X1, · • · , Xn) et x un élément de E. On remarque que, 

et 

Vk E {1, ... 'n}, < Xk, X>=< Xk,p(x) > + < Xk, X - p(x) >=< Xk,p(x) > 

< x, x >= llxll 2 = llp(x) 11 2 + llx - p(x) 11 2 =< p(x), p(x) > +d(x, F)2 • 

= 
(xn 1 X1) 

(p(x) 1 X1) 

(xn 1 Xn) 

(p(x) 1 Xn) 

(xn 1 p(x)) 

< p(x),p(x) > +d (x, F)2 

Le vecteur p( x) étant élément de F, il existe un unique n-uplets de scalaires 
(Ài, · · · , Àn) vérifiant p(x) = L~=l ÀiXi· Pour tout entier i compris entre 1 et 
(n + 1), notons Ci, la ième colonne de cette matrice de Gram. Ainsi, 

où 

n 

Cn+l = LÀiCi + C~+l 
i=l 

C~+1 = 

0 

0 

d(x,F) 2 

En utilisant les propriétés du déterminant, nous obtenons 

g(xi, · · · , Xni x) = d(x, F) 2g(xi, · · · , Xn)· 

Les résultats de la proposition 20.20 permettent de conclure. 
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Exercice 20.2 On considère E = C([O, 1), IR) muni du produit scalaire : 

(f,g) t-t fo 1 f (x)g(x)dx. 

Soit n un entier naturel strictement positif. Calculer 

On pourra utiliser le déterminant de Cauchy : Soient n un entier strictement positif, 
deux n-uplets de nombres réels notés (ai,··· , an) et (bi, · · · , bn) vérifiant ai+ bi f:. o 
pour tout couple d'entiers (i,j) compris entre 1 et n. Alors, 

1 
a1+b1 

1 
a2+b1 

1 
a1+b2 

1 
a2+b2 

1 
a1+bn 

1 
a2+bn n:i=2 n{,:t(ai - aj)(bi - bj) 

= I17=1 I1~=1 (ai + bj) 
1 1 1 

an+bn an+b1 an+b2 

Solution. Nous avons, G(l, x, · · · , xn-l) = (gi,j )i:s,i:S,n avec 
l:S;j$n 

V(i,j) E {1, .. · ,n}2 , 
. 1 . 1 11 ·+ . 2 1 g· · =< x•- x1 - >= t' J- dt = ---

•,J ' 0 i + j - 1 . 

En utilisant le déterminant de Cauchy en prenant par exemple pour tout entier i 
compris entre 1 et n, ai = i et bi = i - 1, nous obtenons 

1 1 l 
2 n 

1 1 1 nn nj-1 ( . ')2 
g (l,x, · · · ,xn-l) = 

2 3 n+l j=2 i=l J - i 
= 

TI7=1 I1~=1 (i + i - 1) 

l 1 1 
n n+l 2n-1 

( n-1 ) 3 

- n;=2((j - 1)!)2 - JLio j! 
- TI7!' (j~n-1)! - n-1 

j=l (1-l)! n (n + j)! 
j=O 

D'après la proposition précédente, 

(1 n-1 n) g ,x,· ·· ,x ,x 
g (l, x, · · · , xn-l) · 

Ainsi, 

( TI7!' j!)3 nn-1( ')1 nn-l(n + ")I 
d2 ( n 1lll [X)) _ J=O j=O n + J · _ ( !)3 j=O J . 

X '~n-1 - 3 X nn - n. X +1 )1 
(nn-1 "') j=o(n + j + 1)! TI17!'=1 (n + j · 

J=O J. 
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(n!)4 
(2n!).(2n + 1)! · 

On en déduit alors que : 

d(xn,!Rn_i[X]) = ( /~· 2n ! 2n + 1 

20.10 Polynômes orthogonaux 

Pour les notions de fonctions intégrables, on pourra lire le chapitre 23. 

367 

Proposition-définition 20.22 Soient I un intervalle de longueur non nulle 
et w une application continue sur I à valeurs réelles strictement positives telle 
que pour tout entier naturel n, la fonction tnw(t) soit intégrable sur I. Alors 
l'application définie sur IR[X] x IR[X] par 

(P, Q) -t< P, Q >= 1 P(t)Q(t)w(t)dt. 

est un produit scalaire sur IR[X]. L'application w est appelée poids sur I. 

Preuve. 

1. Pour toutes fonctions polynômiales P et Q, l'application PQw est combi
naison linéaire d'applications intégrables sur l'intervalle I. Elle est donc 
intégrable sur I. L'application (P, Q) -t< P, Q >= f1 P(t)Q(t)w(t)dt est 
ainsi définie sur IR[X] x IR[X]. 

2. Cette application est trivialement bilinéaire symétrique et positive. Montrons 
qu'elle est définie. Soit P une fonction polynomiale vérifiant 

1 P 2 (t)w(t)dt =O. 

L'application t 1--+ P 2 (t)w(t) est positive et continue sur l'intervalle I. Elle 
est donc nulle sur cet intervalle. On en déduit que 

Vt E I, P(t) =O. 

Le polynôme P admettant une infinité de racines est ainsi le polynôme nul. 
L'application (P, Q) 1--+< P, Q > est un produit scalaire 

Il 
Définition : On appelle polynômes orthogonaux associés au poids w sur 
I, les éléments de la suite (Pn)nEJ\I obtenue à partir de la base canonique 
par le procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt. 
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Proposition 20.23 On considère I un intervalle et w un poids sur I. La suite 
de polynômes orthogonaux (Pn)nEN asociée au poids w est l'unique suite de 
JR[X] vérifiant 

1. Pour tout entier naturel n, le polynôme Pn est un polynôme de degré n 
dont le coefficient de plus haut degré est égal à 1. 

2. 

Preuve. Nous savons que la suite de polynômes orthogonaux vérifie les propriétés 
1 et 2. D'autre part, si une suite de polynômes (Qn)nEl':I vérifie les propriétés.1 et 
2, alors pour tout entier naturel strictement positif n, le polynôme Qn appartient 
à 

où Hn est l'hyperplan de !Rn[XJ passant par le polynôme X r-+ xn et dirigé par 
1Rn-dXJ et Dn est la droite passant par le polynôme nul et dirigée par l'orthogonal 
de 1Rn-1[X] dans !RnX]. Les deux sous-espaces Hn et Dn sont dirigés par deux 
sous-espaces vectoriels supplémentaires dans !Rn[X]. Leur intersection est donc 
réduite à un singleton. Ainsi, Pn = Qn. 

Proposition 20.24 Si (Pn)nneN est la suite de polynômes orthogonaux as
sociée à un poids w définie sur un intervalle I, alors pour tout entier naturel 
n, le polynôme Pn admet n racines simples réelles situées dans l'intervalle I. 

Preuve. On considère un intervalle J, w un poids sur I, n un entier naturel 
strictement positif et Pn le polynôme orthogonal correspondant. On note A = 
{xi, x2, · · · xk}, l'ensemble de ses racines de multiplicité impaires appartenant à 
l'intervalle /. On définit le polynôme Qn par 

k 

'<IX E IR, Qn(X) =II (X - Xi)· 
i=l 

On posera Qn = 1 si l'ensemble A est vide. Sur l'intervalle J, le polynôme PnQn 
n'admettant que des racines de multiplicité paire, nous avons soit 

soit 
'<lx E 1, Pn(x)Qn(x) :::; O. 

Le polynôme PnQn étant non identiquement nul, on obtient dans le premier cas, 

< Pn, Qn >= 1 Pn(x)Qn(x)w(x)dx > 0, 
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dans le second cas 

< Pn, Qn >= 1Pn(x)Qn(x)w(x)dx<0, 

et dans tous les cas < Pn, Qn >-f O. Le polynôme Pn étant orthogonal à tous les 
éléments de IRn-dX], on en déduit que le polynôme Qn est un polynôme de degré 
n. On a ainsi prouvé que Pn admet n racines distinctes sur I. ift 

20.10.1 Polynômes de Tchebychev 

On se place dans le cas où I =] - 1, 1[ et w le poids défini par 

w : ] - 1, 1[ --t IR 

t 1 
v'l-t2 

On sait que cette fonction est intégrable sur l'intervalle] - 1, 1[ et que 

On a également 

11 ~d=t~ -7r 
-1 vr=t2 - . 

1 
tn 1 1 Vn EN, Vt E] -1, 1(, Jf=t2 ~ Jf=t2' 

Donc pour tout entier naturel n, y1{~t2 est intégrable sur ] - 1, 1(. Le produit 
scalaire défini dans la proposition 20.22 s'écrit 

(P, Q) ~< P, Q >= 11 P~dt. 
-1 1 - t 2 

Les polynômes orthogonaux correspondants s'appellent polynômes de Tchebychev 
que l'on notera Tn (n EN). 

Exercice 20.3 1. Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe un unique 
polynôme Pn dont on donnera le degré et le coefficient dominant vérifiant 

VfJ E IR, Pn (cos 0) = cos nO. 

On pourra trouver une relation de récurrence d'ordre 2 en transformant l'expres
sion 

cos(n + 1)0 + cos(n - 1)0. 

2. Montrer que 

{ 
To =Po, 

Vn 2:: 1, Tn = 2n1-1 Pn. 

Pour la suite de /'exercice, on considère un entier n strictement positif. 

3. Expliciter les racines (akh:'.Sk~n de Tn. 
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4. Calculer, pour tout entier n strictement positif, 11Tnll 2 • 

5. Montrer qu'il existe un unique n-uplet de réels (>.k)i:=:;k:=:;n vérifiant 

VQ E IR.n-1[XJ, 

On pourra utiliser la théorie de la dualité. 

6. (a) Montrer que pour tout entier m compris entre 1 et (n - 1), 

(b) En déduire que 

n 

LTm(ak) = 0. 
k=l 

7r 
Vk E {1, .. .,n} Àk = -. 

n 

7. En utilisant la division euclidienne par le polynôme Tn, montrer que 

11 Q(t)dt = ~ t Q(ak)· 
-1 v'f-=t2 n k=l 

Dans la suite, on considère une fonction f de classe c2n sur [-1, 1] à vaieurs 
réelles. 

8. Montrer qu'il existe un unique polynôme P E IR.2n-l [X] vérifiant 

9. Dans cette question, Xo est un élément fixé de [-1, 1] non racine de Tn. On 
considère la fonction g définie sur [-1, 1] par 

Vx E [-1, 1], g(x) = f(x) - P(x) - >.,,0 T~(x), 

où >.,,0 est choisi tel que g(xo) =O. Montrer que g<2n> s'annule au moins 1 fois 
sur l'intervalle [-1, 1] et qu'il existe un réel Ç vérifiant 

10. Montrer que 

Vx E [-1, 1], lf(x) - P(x)I < jjJ(2n)llooT2(x) 
- (2n)! n · 

11. En déduire la majoration 

111 f(t)dt - ~ .ç... f (cos 2k - 1rr)1 :S 7r llf(2n) lloo· 
-1 /f-=t2 n ~ 2n (2n)!22n-l 
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Solution. 

1. (a) Existence. On note (Pn)nEN la suite de IR[X] définie par 

{ 
\:/x E IR, P0 (x) = 1, 

\:/x E IR, P1(x) = x, 

\:/n ~ 1, \:/x E IR, Pn+1(x) = 2xPn(x) - Pn-1(x). 

Considérons pour tout entier naturel n, la propriété Pn : 

Pn: '\:/() E IR, Pn(cosO) = cosnO. y 

Nous avons les propriétés Po et P 1 • Soit n un entier strictement positif. 
Montrons que 

A l'aide de formules trigonométriques, nous obtenons 

\:/() E IR, cos(n + 1)0 + cos(n - 1)0 = 2cos0cosn0. 

D'où, 

\:/() E IR, cos(n + 1)0 = 2 cos 0 cos nO - cos(n - 1)0 

= 2cos0Pn(cos0) - Pn-1(cosO) = Pn+1(cosO). 

Ainsi, 

Nous avons donc la propriété Pn pour tout entier naturel n. 

(b) Unicité. Considérons (Pn)nEN et ( Qn)nEN deux suites de polynômes 
vérifiant les hypothèses indiquées dans cette première question. Alors 
pour tout entier naturel n, nous avons 

\:/() E IR, Pn(cosO) = Qn(cosO) = cosnO. 

Ainsi, 
\:/x E [-1, 1], (Pn - Qn)(x) =O. 

Le polynôme (Pn - Qn) admettant une infinité de racines est le po
lynôme nul. 

( c) Le degré du polynôme Po est 0, son coefficient dominant est 1. On vérifie 
très simplement que, pour tout entier naturel strictement positif n, le 
degré du polynome Pn est égal à n et que le coefficient de plus haut 
degré est égal à 2n-1. 

2. Considérons n et p deux entiers naturels distincts. 

n n - jl Pn(t)Pp(t)d < .rn, .rp >- ~ t. 
-1 V 1- t-
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En effectuant le changement de variable t = cos(), nous obtenons 

1(' 
= 2" Jo (cos(n + p)() + cos(n - p)()) d() =O. 

On en déduit que la famille de polynômes (Tn)neN est une famille orthogonale 
et que pour tout entier naturel n le polynôme Tn est un polynôme de degré n 
normalisé. La suite (Tn)neN est ainsi la suite des polynômes de Tchebychev. 

3. D'après la proposition 20.24, le polynôme Tn admet n racines simples ap
partenant à l'intervalle] -1, 1[. Les deux polynômes Tn et Pn admettent les 
mêmes racines. 

4. 

7r 
Pn(cos()) = 0 {::} cosn() = 0 {::} n() = - 2 + k7r (k E Z) 

7r k'Tr 
{::} () = -- + - (k E Z). 

2n n 

Nous remarquons que pour entier k compris entre 1 et n, le réel ( - 2: + ~) 
appartient à l'intervalle ]O, 7r[. L'application cosinus étant strictement dé
croissante sur cet intervalle, nous obtenons les n racines simples du polynôme 
Tn que l'on notera a1, a2, ···an avec 

Vk E {1,2, ... ,n}, ak =cos ( 2k2: 17r). 

llT. 112=_1_11 P~(t) dt. 
n 22n-2 -1 v'f=t2 

En effectuant le changement de variable t = cos(), nous obtenons 

2 1 r 2 1 r 7r 
llTnll = 22n-2 Jo cos (n())d() = 22n-1 Jo (1 + cos(2n())) d() = 22n-l. 

5. Pour tout entier k compris entre 1 et n, notons W k la forme linéaire définie 
sur 1Rn-1 [X] par 

Montrons que (wk)l<k<n forme une base du dual de 1Rn_1(X]. Celui-ci étant 
de dimension n, il suffit de montrer que la famille (wk)1<k<n est libre. 
Considérons (akh:5k:5n un n-uplet de réels vérifiant - -
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On considère pour tout entier naturel i compris entre 1 et n, l'élément de 
~n-1[X] noté Qi définie par 

n 

'v'x E ~. Qi(x) =II (x - ai)· 
j=l 
;,,.; 

Alors, pour tout entier i compris entre 1 et n, nous avons 

n 

k=l 

Ainsi, 

·n 

j=l 
;,,.; 

'v'i E {1,2··· ,n}, ai= O. 

La famille (wk)l<k<n est une famille libre donc une base du dual de ~n-1[X] 
espace vectoriel ae -dimension n. 
L'application I définie sur ~n-1 [X] par 

l: ~n-1[X] 

Q Jl Q(t) dt 
-1 v'î=t2' 

est une forme linéaire sur ~n- 1 [X]. Elle s'écrit de manière unique comme 
combinaison linéaire de la base (wk)l<k<n· Il existe ainsi un unique n-uplet 
de réels (.Xkh:5k:5n vérifiant - -

D'où, le résultat. 

6. (a) Soit m un entier compris entre 1 et (n - 1). 

n n ( ((2k -1)7r)) ~ Pm(ak) =~Pm cos 2n 

= t cos (;:i (2k - 1) 7r) = lR (t e1':: (2k-1) ... ) 

k=l k=l 

Notons 
n 

Sm = Le 1':: {2k-l).,... 

k=l 

S im,..l-ém7r im.!tl-(-l)m 
m = e 2n . = e 2n . 

1-e'~" 1-e'~" 

Sim est pair, alors Sm= O. Sim est impair, 

2e;~,.. 2 
Sm = l .i.m1r. = _ im" im.E - e n e 2n - e 2n 

i 
- sin ( ';',:' )" 
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Quelque soit la parité de m, nous obtenons 
n 

LPm(ak) =~(Sm)= O. 
k=l 

On en déduit que 
n 

LTm(Œk) = 0. 
k=l 

Vm E {1, 2,. .. , (n-1)}, I(Tm) = 11 Tm(t) dt= 11 To(t)Tm(t) dt 
-1 Vî-=-t2 -1 Vr=t2 

n 

=<Ta, Tm >= 0 = L ~Tm(Œk)· 
k=l n 

Pour m = 0, nous avons également 

11 To(t) n 7r 
I(To) = VI-=-t2dt = 7r = L:-To(ak)· 

-1 1 - t2 k=l n 

En conclusion, 

\lm E {O, 1,. · · , (n - 1)}, 

La famille (T m)o~m~(n-1) formant une base de !Rn-1 [X], nous obtenons, 

VQ E 1Rn-1[XJ, 
n 

I(Q) = L ~Q(ak)· 
n 

k=l 

La famille (>.k)i~k~n étant unique, nous obtenons le résultat désiré. 

7. Soit Q un élément de IR2n-i!XJ. Effectuons la division euclidienne du po
lynôme Q par le polynôme Tn : 

Q = QlTn +R, 

où R est un élément de 1Rn-1[X]. Le polynôme Q1 est aussi élément de 
!Rn-1 [X] puisque le degré de Q est inférieur ou égal à ( 2n - 1). 
Nous avons, 

Le polynôme Tn étant orthogonal au sous-espace 1Rn-l [X] donc au polynôme 
Ql, nous obtenons, 

1
1 Q(t) dt= 11 Ql(t)Tn(t) dt+ 11 R(t) dt 

-1 yl - t 2 -1 Vî-=-t2 -1 Vî-=-t2 

11 R(t) 7r n 7r n 
=< Ql,Tn > + Vî-=-t2dt = - LR(ak) = - LQ(ak)· 

-1 1 - t n k=l n k=l 
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8. On considère l'application linéaire cp définie sur ~2n-dX] à valeurs dans ~2n 
par 

'P : ~2n-1 [X] --t ~2n 

p 1---+ (P(o:1), P'(o:1), ... , P(o:n), P'(o:n)). 

Un polynôme appartient au noyau de cp si et seulement si il est multiple 
des polynômes (X - o:k) 2 pour tout entier k compris entre 1 et n. Ces po
lynômes étant premiers entre eux, un polynôme appartient au noyau de cp si 
et seulement si, il est multiple de polynôme de degré 2n : 

Le seul polynôme de degré inférieur ou égal à (2n-1) vérifiant cette condition 
est le polynôme nul. On en déduit que ker cp = 0 et que cp est injective. De 
plus, 

dim~2n-dX] = dim~2n = 2n. 

L'application cp est ainsi bijective. Nous obtenons le résultat désiré. 

9. Nous avons, 
Vk E {1, · · · , n}, g(o:k) = g'(o:k) =O. 

De plus, g(xo) =O. Ainsi, g admet (2n + 1) zéros en comptant les ordres de 
mutiplicité. D'après le théorème 8.12, page 105, l'application g<2n) s'annule 
au moins une fois sur le segment [-1, 1]. Notons Ç l'un de ces points. Or, 

Pour x = Ç, nous obtenons 

Remarquons que 

J(2n) (Ç) 
Àxo = (2n)! . 

J(2n)(Ç) 2 
f(xo) - P(xo) = (2n)! Tn(xo). 

10. Soit xo un réel appartenant au segment [-1, 1] 

(a) Si xo est une racine de T, nous avons égalité. 

(b) Si x0 n'est pas racine de T, d'après la remarque précédente, 

11. 
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= 111 j(t) - P(t) dtl < llJ(2n)ll,"' 11 T~(t) dt 
-1 /f=t2 - (2n)! _1 /f=t2 

= llf(2n)lloo llT: 112 = llf(2n)lloo X _n_ 
(2n)! n (2n)! 22n-l · 



Chapitre 21 

Séries de Fourier 

Remarque préliminaire 

Nous rappelons (proposition 13.17, page 195) que, dans le cadre d'une applica
tion f définie et continue par morceaux sur ~, 27f périodique à valeurs réelles ou 
complexes, nous avons 

Va E ~, 1a+2
" J(x)dx = fo2

" J(x)dx. 

21.1 L'espace préhilbertien V 

Proposition 21.1 On note V l'ensemble des fonctions définies sur~ à valeurs 
dans C, 27r-périodiques, continues par morceaux, et vérifiant 

Vx E ~, f(x) = f(x+); f(x-). 

1. L'ensemble V muni de la loi d'addition et multiplication par un nombre 
complexe est un C-espace vectoriel. 

2. L'application 

< ., . >: v2 ----t c 
(f,g) t---t 2~ f~" f(t)g(t)dt. 

définit un produit scalaire sur V. On note 11·112, la norme issue de ce 
produit scalaire. 

Preuve. 

1. Évident. 
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2. En reprenant la définition d'un produit scalaire dans un <C-espace vectoriel 
(voir page 8), les trois premières assertions sont évidentes. Pour la dernière, 
considérons un élément f de V vérifiant < f, f >= O. Choisissons a0 un 
point de continuité de f et 

ao < ai < · · · < an = ao + 211" 

une subdivision adaptée à l'application f sur le segment (ao; ao + 211"]. On 
considère pour tout entier naturel k strictement inférieur à n, l'application 
fk continue sur le segment [ak; ak+i] et coïncidant avec f sur l'intervalle 
]ak; ak+i[· 

1ao+2w 

:::; lf(t)i 2 dt= o. 
ao 

La continuité de chaque application fk permet d'écrire 

'ik E {O, · · · n - 1 }, Vt E (ak; ak+1J, fk(t) =O. 

Ainsi, 
VkE{O,···n-1},VtE]ak;ak+i[, f(t)=O. 

L'application f étant élément de V et continue en ao, 

{ 
f(ao) = f((ao)+) = 0, 
Vk E {1, .. ·n -1}, f(ak) = f((ak)+)~f((ak)-) =O. 

L'application f est nulle sur l'intervalle [ao; ao + 211"[ et 27r-périodique. Elle 
est ainsi nulle sur ~-

21.2 Propriétés de l'espace préhilbertien D 

Notations: 

1. Pour tout k élément de Z, on note ek, l'élément de V défini par : 

On appelle polynôme trigonométrique, toute combinaison linéaire 
d'éléments de (ek)kEZ· 

2. On note P le sous-espace vectoriel de V engendré par la famille (ek)kEZ 
c'est-à-dire P = Vect(ek)kEZ· 

3. Pour tout entier naturel n, on note Pn le sous-espace vectoriel de 'D 
engendré par la famille (ek)-n:5k:5n c'est-à-dire Pn = Vect(ek)-n:$k:5n· 

4. Pour tout élément f de D, on note 

1 [2 ... 
Vk E Z, ck(f) =< ek, f >= 211" lo f(t)e-iktdt. 



21.2. PROPRIÉTÉS DE L'ESPACE PRÉHILBERTIEN V 379 

Proposition 21.2 1. La famille (ek)kEZ est orthonormée. 

2. (a) Pour tout entier naturel n, on a 

V= Pn œPj;. 

{b) La projection orthogonale Pn sur P n vérifie 

k=n 
Vf E 'D, Pn(f) = L Ck(f)ek. 

k=-n 

3. 
Vf E 'D,Vn EN, Il/ - Pn{/)112 = inf Il/ - 9112· 

gEPn 

4. (Inégalité de Bessel} Pour tout élément f de V, les séries En>l len(f)l2 
et En~l lc-n(/)12 sont convergentes avec -

Remarque 21.1 Pour la dernière assertion, nous avons plus de précision avec 
l'égalité de Parseval {Théorème 21.6). 

Preuve. 

1. 

VkEZ, 

Soient p et q deux entiers distincts. 

1 1211" 1 [ ei(q-p)t] 211" - - i(q-p)tdt - - - 0 < ep, eq >- 2 e - 2 "( ) - . 
7ro 7riq-po 

La famille (ek)kEZ est ainsi orthonormée. 

2. Utiliser les propositions 20.12, page 357 et 20.13, page 359. 

3. Utiliser la proposition 20.14, page 360 

4. Utiliser l'inégalité de Bessel, théorème 20.15, page 361. 

Corollaire 21.3 Pour tout élément f de V, la suite définie pour tout entier 
naturel n par 

Il/ - Pn(/)112 

est positive et décroissante. 
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Preuve. Soient f un élément de V et n un entier naturel. Pn (!) appartient à 
P(n+l). Ainsi, 

La question qu'il est alors légitime de se poser est la suivante : pour tout élément 
f de V, la suite (PnU))nEN converge-t-elle vers f dans l'espace préhilbertien V? 
Pour y répondre, voici deux propositions : 

Proposition 21.4 Le sous-espace vectoriel P des polynômes trigonométriques 
est dense dans l'espace préhilbertien V. 

Preuve. Notons C le sous-espace vectoriel de V constitué des applications conti
nues sur~ à valeurs dans Cet 211'-périodiques. Pour montrer que Pest dense dans 
V, il suffit d'établir d'une part que P est dense dans C et d'autre part que C est 
dense dans V. 

1. Soit f un élément de C. D'après le théorème de Féjer que nous verrons 
plus loin dans ce chapitre (théorème 21.14, page 386), la suite d'éléments de 
P, ( ~ L:~,:~ Pk (!) )nEN* converge uniformément sur ~ vers f donc converge 
également vers f en norme 11·112 (proposition 16.15, page 285). Ainsi, Pest 
dense dans C. 

2. Montrons que C est dense dans V. Soit fun élément de V. Considérons a0 

un point de continuité de f puis 

ao < ai < · · · < ak < ak+l = ao + 211' 

une subdivision adaptée à f sur le segment [ao, ao + 211']. Soit N un entier 
positif vérifiant -k S 2mino:=:;i9(aHi - ai)· Pour tout entier n supérieur à 
N, on définit fn l'élément de C tel que fn et f coïncident sur les segments 
suivants: 

[ao, ai - ~], 
[ai+ ~,ai+i - ~[pour tout entier i compris entre 1 et (k-1), 
[ak + n;.ak+il· 
et pour tout élément i appartenant à {1, · · · , k }, 

l 1 1 [ fn(x) -- n ((ai +2~) - x) f (a, - _nl) Vx E ai - -,ai+ - , . 
n n 

Il est évident que 

Vx E ~. lfn(x)I S 11/lloo· 



Ainsi, 
1 1ao+211" 

llfn - fil~= -2 lfn(x) - f(x)l2dx 
7r ao 

1 k r;+-!'; k 2 
= 27r ~la;-!; lfn(x) - f(x)l 2dx:::; 27r .411/ll~·n· 

On en déduit que la suite Un)n"?.N converge vers f. Ainsi C est dense dans 
V. 

Théorème 21.5 Pour tout élément f de l'espace préhilbertien V, la suite 
(PnU))nEN est convergente dans cet espace vers f. 

Preuve. Soient f un élément de V et c un réel strictement positif. Le sous-espace 
Pétant dense dans V, il existe un polynôme trigonométrique Qe vérifiant 

Notons ne le degré de Qe. Pour tout naturel n supérieur à ne, Qe est élément du 
sous-espace Pn· Ainsi, 

Ceci termine la preuve. 

21.3 Propriétés asymptotiques de la suite ( Cn)nEZ 

Théorème 21.6 (Égalité de Parseval). Soit f un élément de V. Les séries 
I:n"?.l lcn(/)12 et I:n"?.l lc-n(/)12 sont convergentes avec 

Preuve. Soit f un élément de V. D'après le théorème 21.6, la suite (PnU))nEN 
converge vers f dans l'espace préhilbertien V. La norme 11-112 est une application 
continue dans cet espace. Ainsi, 

lim llPn(/)11~ = 11/11~-
n-++oo 

C'est-à-dire 

lim ~ lck(/)12 = 2
1 { 2 

... lf(t)i2dt 
n-++oo ~ 7r}o 

k=-n 
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Proposition 21. 7 Pour tout élément f de V, les suites (cn)neN et (c-n)neN 
sont convergentes vers O. 

Preuve. C'est une conséquence immédiate de l'égalité de Parseval. 

Proposition 21.8 Soit f une fonction définie sur IR, 2rr-périodique, de classe 
ci par morceaux et continue. On considère 

0 = ao < ai · · · < ap = 2rr 

une subdivision adaptée à f sur le segment [O; 2rr] et g un élément de V vérifiant 

\:/k E {O, .. · ,p- 1}, \:/x E]ak; ak+i[, J'(x) = g(x). 

Alors pour tout entier n non nul, 

Preuve. Soit n un entier non nul. Pour tout entier k compris entre 0 et (p - 1) 
on obtient, à l'aide d'une intégration par parties 

On obtient, 

f(2rr) - f(O) 1 12,. ( ) -intd 
=- . +-:- gte t 

in in 0 

1 121T = -:- g(t)e-intdt. 
in 0 

D'où le résultat. 
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Corollaire 21.9 Soit f une fonction définie sur JR, 2tr-périodique, de classe 
C1 par morceaux et continue. Alors les séries Ln>O Cn (!) et Ln>o C-n (!) sont 
absolument convergentes. - -

Preuve. Reprenons les notations de la proposition précédente. Pour tout entier n 
non nul, 

La convergence des séries Ln>O lcn (g) 12 et Ln>O lc-n (g) 12 (théorème 21.6) permet 
de conclure. - - 4't 

Proposition 21.10 Soit p un entier strictement positif. Si f est une fonction 
2tr-périodique de classe CP alors 

Preuve. La preuve s'effectue par récurrence évidente en utilisant la proposition 
21.8 • 

Corollaire 21.11 Soit p un entier strictement positif. Si f est une fonction 
2tr -périodique de classe CP alors 

Preuve. Il suffit d'utiliser le corollaire précédent et la proposition 21.7. 
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21.4 Noyaux de Dirichlet et de Féjer, 
approximation de l'unité 

21.4.1 Définitions, premières propriétés 

Définition : On appelle noyau de Dirichlet la suite (Dn)nEJ\I de po
lynômes trigonométriques définie par 

n 

VnEN,VxEIR, Dn(x)= L eikx. 
k=-n 

On appelle noyau de Féjer la suite (Kn)nEJ\I* de polynômes trigo
nométriques définie par 

't:/n E N*, 't:/x E IR, 
l n-1 

Kn(x) = n L Dk(x). 
k=O 

Voici les premières propriétés de ces noyaux. 

Proposition 21.12 1. Pour tout entier naturel n, les applications Dn et 
Kn sont paires. 

2. 

3. 

4. 

Preuve. 

1 [27r 
't:/n EN, 271" Jo Dn(x)dx = 1, 

1 [27r 
't:/n EN*, 271" Jo Kn(x)dx = 1. 

't:/n E N, 't:/x E lR \ 2rrZ, ( ) sin(2n + 1)~ 
Dn X = . x . 

sm 2 

't:/n E N*, 't:/x E lR \ 2rrZ, 
• 2 X 

( ) sm n 2 
Kn X = 2 • 

nsin ~ 2 

1. La preuve est évidente pour n = O. Soit n un entier strictement positif. 

n 

't:/x E IR, Dn(x) = 1 + L (eikx + e-ikx). 
k=l 

Ainsi Dn, somme d'applications paires est également paire. L'application Kn 
est paire puisqu'elle est combinaison linéaire d'applications paires. 
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2. 
1 {27' 1 {27' 

2 71' Jo Do(x)dx = 2 71' Jo dx = 1. 

Pour tout entier k non nul, 

2_ 121' ikx - 2_ [ eikx ] 27' -
2 e dx - 2 .k - O. 

71' 0 71' i 0 

Pour tout entier n strictement positif, 

1 127' 1 127' 1 n 121' . . - Dn(x)dx = - dx + - L (eikx + e-ikx) dx = 1. 
271' 0 271' 0 271' 0 

k=l 

Puis, 
1 127' 1 n-1 1 127r 

-2 Kn(x)dx = - 2::-2 Dk(x)dx = 1. 
71' 0 n k=O 71' 0 

3. Soit x un réel n'appartenant pas à 27l'Z. Dn(x) est somme de termes consé
cutifs d'une suite géométrique de raison eix # 1. Ainsi, 

n . . e(2n+l)ix - 1 
Dn(x) = '°"' e•kx = e-inx __ . __ _ 

~ eiX -1 
k=-n 

. e< 2n2+1 )ix ( e< 2nll )ix - e<- 2nll )ix) 
= e-inx. . io: -io: 

elf eT - e-2-

e<~)ix - e<-~)ix sin(2n + 1)~ 
i:l: -ix eT - e-2- sin~ 

4. Soit x un réel n'appartenant pas à 27l'Z. 

l n-1 

Kn(x) = - L Dk(x) 
n k=O 

1 ~ X 1 (~ .(2k+1)0:) = -. -x ~sin(2k+ 1)- = -. -x <;)' ~ei 2 • 
nsm-2 2 nsm-2 k k=O =0 

Le nombre eix, raison de la suite géométrique ( ei C2ktl)o: )kEN étant différent 
de 1, 

• X 
- in~ smn2 - e • X • 

sm 2 
On en déduit que 

(~·~) <;)' ~ e' 2 

k=O 
Nous obtenons ainsi le résultat désiré. 

sin2 n>f. 
2 

sin~ 
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Proposition 21.13 Pour tout élément f de V et pour tout entier strictement 
positif n, nous avons 

1 
21f Dn * f = PnU) 

1 1 n-1 

et -2 Kn * f = - LPk(f). 
7r n 

k=O 

Preuve. Soit n un entier strictement positif et x un réel. 

1 1 1271' n n 1 1271' 
- (Dn * f) (x) = - L eik(x-t) f(t)dt = L eikx_ e-ikt f(t)dt 
27r 21f 0 k=-n k=-n 21f 0 

n 

= L ck(f)ek(x) = Pn(f)(x). 
k=-n 

La deuxième égalité est évidente. 

21.4.2 Noyau de Féjer 

Théorème 21.14 {Théorème de Féjer) 

1. La suite ( 2~Kn)nEN* est une approximation de l'unité 27r-périodique. 

2. Pour tout élément f de V, 

\lx ER., 
n-1 

lim .!_ '""'Pk(f)(x) = f(x). 
n->+oo n ~ 

k=O 

3. D'autre part, si la restriction de l'application f sur un intervalle I est 
continue, alors la convergence est uniforme sur cet intervalle. 

Preuve. 

1. Reprenons la définition d'une approximation de l'unité 27r-périodique in
diquée page 276. D'après la proposition 21.12, 

Le noyau (Kn)nEN* étant positif, les assertions 1 et 2 de la définition sont 
vérifiées. 
Soit a un réel strictement positif et inférieur à 7r. Alors 

\ln EN*, \lx E [a, ?r], 0 <sin(~) :::; sin(~). 
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Ainsi, en utilisant la proposition 21.12, 

Vn EN*, Vx E [œ,71'], 0 S Kn(x) S . 2 ( ) • 
nsm ~ 

1 

Ainsi, 

Nous obtenons 
1 111' lim -2 Kn(x)dx =O. 

n-++oo 11' a 

Le noyau (Kn)nEN* étant composé d'applications paires, l'assertion 3 de la 
définition est vérifiée. La suite ( 2~ Kn)nEN* est une approximation de l'unité 
271'-périodique. 

2. Il suffit d'appliquer la proposition 16.10, page 277. 

3. Idem. 

Corollaire 21.15 Soient f et g deux éléments de V vérifiant 

alors f = g. 

Preuve. On a, 

Vn E N, Pn(f) = Pn(g). 

Il suffit d'appliquer le théorème précédent pour conclure. 

21.4.3 Noyau de Dirichlet 

Proposition 21.16 La suite ( 2~Dn)nEN n'est pas une approximation de 
l'unité. 

Preuve. En effet, 

1. L'application t 1-t 1 sin ti est 71'-périodique et J011' 1 sin tjdt = 2. 

2. Ainsi, pour tous entiers positifs k et n on obtient, en utilisant le changement 
de variable x = (2n:il) t, 

2(k+l)" {k+l) 

J 2n+1 1 ( 2n + 1) 1 2 1 11' 4 sin -- t dt= -- 1 sinxjdx = -2 1 
2kw 2 2n + 1 k'll' n + 

2n+l 
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3. Supposons désormais que les entiers naturels k et n vérifient k :::; n - 1. Alors 
2~~t~) :::; 1 et 

w [ 2krr . 2(k + l)rr] 
vt E 2n + 1' 2n + 1 ' 1

. t 1 . t sm 2 = sm 2 

<sm < . . ( (k + l)rr) (k + l)rr 
- 2n+ 1 - 2n+ 1 

Puis, 

f 2~kn+;f" 1 sin (2n/l) t 1 (2n + 1) f 2~kn+;f" , . (2n + 1) 1 
dt> sm -- t dt 

2k" sin (-2t) - (k + l)rr 2k7r 2 
2n+l 2n+l 

4 
=...,....--..,...-

(k+l)rr" 

4. Pour tout entier n strictement positif, 

Nous obtenons 

1" IDn(t)I dt~ 1 clnn+l) IDn(t)I dt 

n-1 2(k+llj n-1 J (2n+l 4 
= L 2k1r IDn(t)I dt~ L (k + l)rr. 

k=O (2n+1) k=O 

lim r IDn(t)I dt= +oo. 
n-++oo}o 

Nous remarquons que, dans la définition d'une approximation de l'unité T
périodique (page 276), l'assertion 1 n'est pas vérifiée. 

5. On peut remarquer que l'assertion 3 n'est pas vérifiée non plus. Considérons 
a: un réel strictement positif et strictement inférieur à rr. 

n-1 4 n-1 rk+l 4dt 

~ L (k + l)rr ~ L Jk rr(t + 1) 
k=E(a<;:+ll)+l k=E(a<;:+ll)+l 

- r 4dt -i1n( n+l ) 
- } E( a(22n,,+1) )+1 rr(t + 1) - 7r E ( a{2;.,+1)) + 2 

Cette dernière suite est convergente vers le réel 

~ln(;) >O. 

On en déduit que la suite de terme général U: IDn(t)ldt) ne peut converger 
vers O. 
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La suite ( 2~Dn)nEN n'étant pas une approximation de l'unité, la convergence 
simple de la suite (PnU))nEN est établie avec des hypothèses plus fortes que celles 
énoncées dans le théorème de Féjer. 

Théorème 21.17 (Jordan-Dirichlet) Soit f un élément de V de classe C1 par 
morceaux sur~. Alors, 

1. 
\lx E~, lim Pn(f)(x) = f(x). 

n-++oo 

2. Si, de plus, l'application f est continue sur~. la convergence est normale 
sur~. 

Preuve. 

1. Soit x un réel. 

VnEN, 
1 

Pn(f)(x) = 27f (Dn * f)(x) 

1 111" 1 10 1 111" = -2 f(x-t)Dn(t)dt = 2 f(x-t)Dn(t)dt+2 f(x-t)Dn(t)dt. 
7f -11" 7f -11" 7f 0 

En utilisant le changement de variable u = -t, nous obtenons 

i r i r 
\ln EN, PnU)(x) = 27f Jo f(x + u)Dn(u)du + 27f Jo f(x - t)Dn(t)dt 

1 r = 27f Jo (f(x + t) + f(x - t)) Dn(t)dt. 

Grâce aux propriétés 1 et 2 de la proposition 21.12, 

ir 
\ln EN, f(x) = 27f Jo 2f(x)Dn(t)dt. 

Ainsi, 

i r \ln EN, Pn(f)(x) - f(x) = 27f Jo (f(x + t) + f(x - t) - 2/(x)) Dn(t)dt 

= 2_ 111" f(x + t) + f~x; t) - 2/(x) sin(2n + l)!dt 
27f 0 sm 2 2 

= _!_ [1i f(x + 2t) + f~x - 2t) - 2/(x) sin(2n + l)tdt. 
7f lo smt 

(21.20) 

L'application f étant un élément de V nous avons 2/(x) = f(x+) + f(x-). 
Ainsi, · 

f(x + 2t) + f(x - 2t) - 2/(x) 
sint 
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(f(x + 2t) - f(x+)) + (f(x - 2t) - f(x-)) t 
t sin t · 

Cette application admet pour limite 2(/'(x+) - f'(x-)) lorsque la variable 
t tend vers 0 par valeurs positives. On peut ainsi définir l'application 9x, 
élément de V, par 

Vt ]o. 2 [ (t) _ 1 (t) f(x + 2t) + f(x - 2t) - 2f(x) 
E , 7r, 9x - JO;~] · • t sm 

En reprenant (21.20), nous obtenons, 

Vn EN, Pn(/)(x) - J(x) = C2n+i(9x) - ~-(2n+1)(9x) 
i 

En utilisant la proposition 21.7, nous obtenons le résultat désiré. 

2. Supposons f continue sur JR. 

n 

Vn EN*, Vx E lR., Pn(/)(x) = co(f) + L ck(f)eikx + c_k(f)e-ikx. 
k=l 

Or, 

En utilisant le corollaire 21.9, on obtient la convergence normale sur lR. de la 
série 

co(f) + Lck(f)eikx +c-k(f)e-ikx. 
k;?:l 

Ce qui termine la preuve. 

21.5 Série de Fourier d'un élément de D 

21.5.1 Définitions 

Définition : Soit fun élément de V. On appelle coefficients de Fourier 
de f, les nombres complexes définis par : 

1. Vn E Z, Cn(/) =< en, f >= 2~ J~1r J(t)e-intdt, 

2. Vn EN, an(!)= en(!)+ C-nU) = ~ J~1r f(t) cosntdt, 

3. VnEN*, bn(f)=i(cn(f)-c_n(f))=~J~1rf(t)sinntdt. 

Remarque 21.2 1. Si f est une application paire, 

Vn E N*, bn = O. 
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2. Si f est une application impaire, 

\ln EN, an= O. 

3. les suites (an)nEN et (bn)nEN* ont les propriétés asymptotiques indiquées dans 
la section 21.3. 

Définition : On appelle série de Fourier associée à f, élément de V, la 
série trigonométrique 

Co+ L (cn(f)einx + C-nU)e-inx) = 
nEN* 

ao;f) + L (an(!) cosnx + bn(f) sin nx). 
nEJll* 

Proposition 21.18 Soit f élément de V. La suite des sommes partielles as
sociée à la série de Fourier de f est la suite des projections (Pn (!) )nEN : 

k=n 
\ln EN* \lx E lR., Pn(f)(x) = L Ck(j)eikx 

k=-n 

= ao;f) + t ak(f) cos kx + bk(f) sin kx. 
k=i 

21.5.2 Théorèmes de convergence d'une série de Fourier 

Il suffit de reprendre la section 21.4 pour obtenir les résultats suivants. 

Théorème 21.19 {Dirichlet). Soit f un élément de V de classe ci par mor
ceaux. Alors la série de Fourier de f converge simplement vers f sur lR. : 

\lx E JR., f(x) = co(f) + L (cn(f)einx + C-nU)e-inx) 
n;::::i 

= ao;f) + L (an(!) cosnx + bn(f) sin nx). 
nEJll* 

Théorème 21.20 {Dirichlet). Soit f une fonction définie sur JR., 211"
périodique, de classe ci par morceaux et continue. Alors la série de Fourier 
de f converge normalement vers f sur JR.. 
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Définition : Soient f un élément de V, (Pn) la suite des sommes par
tielles de sa série de Fourier. On note (an(!)) la suite des sommes de 
Cesaro (Pn)(f). 

Vn E N,Vx E ~. 
l n-1 

O'n(f)(x) = n LPk(f)(x). 
k=O 

Théorème 21.21 (Théorème de Féjer). Soit f un élément de V. Alors la 
somme de Cesaro de la série de Fourier de f 

l n-1 

O'n(f) = - L Pk(f) 
n k=O 

converge simplement vers f sur~. D'autre part, si la restriction de l'application 
f sur un intervalle I est continue, alors la convergence est uniforme sur cet 
intervalle. 

21.6 Applications 

21.6.1 Sommes exactes de séries numériques convergentes 

Exercice 21.1 On considère la suite de fonctions polynomiales (Pn)nEN définies par, 

{ 
Vt E ~. 
Vn ~ 1, 

Vn ~ 1, 

Po(t) = 1, 

P~ = Pn-1, 

f0
1 Pn(t)dt =O. 

1. Vérifier que pour tout entier n supérieur ou égal à 2, Pn(l) = Pn(O). 
Pour tout entier naturel strictement positif n, on note fn, l'élément de V défini 
par 

Vt E]O; 2rr[, fn(t) = Pn ( 2~). 
2. Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal à 2, 

(a) fn(O) = Pn(O), 

(b) l'application fn est continue sur R 

3. Montrer que, pour tout entier strictement positif n, les coefficients de Fourier 
de l'application f n vérifient, 

{ 
co(fn) = 0, 

Vp E Z*, Cp(/n) = (2i;,1;)n. 
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4. Montrer que pour tout entier k strictement positif, 

5. Calculer 
+oo 1 

Ln2' 
n=l 

+oo 1 

Ln4' 
n=l 

+oo 1 

Ln6' 
n=l 

+oo 1 

~ {2n-1)6 ' 

Solution. 

1. Soit n un entier supérieur ou égal à 2. 

2. Soit n un entier supérieur ou égal à 2. 

3. 

(a) 

et 

On en en déduit que 

{b) Il est évident que l'application ln est continue sur l'intervalle ]O; 27r[. 
D'après {2.a), elle est continue en O. L'application ln est donc continue 
en tout point de l'intervalle [O; 27r[, 27r-périodique donc continue sur ~. 

i r27r i r27r t rl 
'<ln~ 1, co(/n) = 27f Jo ln(t)dt = 27f Jo Pn( 21f)dt = Jo Pn(t)dt =O. 

Soit p un entier non nul. Montrons que la suite (cp(/n))n"2I est géométrique. 
On considère n un entier supérieur ou égal à 2. L'application ln vérifie les 
hypothèses de la proposition 21.8. Considérons 9n un élément de V vérifiant 

Vt E]O; 27r[, l~(t) = 9n(t). 

Nous avons 

D'autre part, 

î/t E]0;27r[, 9n(t) = l~(t) = 2~P~ ( 2~) = 2~Pn-1 ( 2~) = 2~1n-1{t). 
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Ainsi, 

On en déduit que 

'<ln~ 2, 
1 

cp(fn) = -2 . cvUn-1). 
ipn 

La suite (cp(fn))n?.1 est géométrique, de raison 2i~.,..· Il reste à obtenir son 

premier terme. À l'aide d'un calcul simple, 

Vt E IR, 

Ainsi, 

1 1 271" ( t 1) . 1 1 271" t . c (!1) = - - - - e-iptdt = - -e-iptdt 
P 2n 0 2n 2 2n 0 2n 

- -1 [ -ipt]271" 1 1271" -iptd - -1 
--4· 2 te o +-4· 2 e t--2 .. ipn ipn 0 ipn 

On en déduit que pour tout entier p non nul, 

\:/n ~ 1, 

4. Pour tout entier naturel k strictement positif, l'application hk, élément de 
V, est C1 par morceaux. Nous pouvons appliquer le théorème de Dirichlet. 

+oo 
\:/k ~ 1, P2k(O) = hk(O) = co(f2k) + L (cp(f2k) + cvU-2k)) 

p=l 

+oo -1 -1 (-l)k+l +oo 1 
= L (2ipn)2k + (-2ipn)2k = 22k-ln2k L p2k · 

p=l p=l 

On en déduit que 

5. Explicitons les premiers termes de la suite (Pn)nElll· 
\:/t E IR, P1(t) = t - !, 
\.J ( ) t 2 t 1 vt E IR, P2 t = 2 - 2 + 12 , 

( ) t 3 t 2 t \:/t E IR, P3 t = 6 - 4 + 12 , 

( ) t4 t3 t2 1 
Vt E IR, P4 t = 24 - 12 + 24 - 120, 

( ) t 5 t4 t3 t Vt E IR, Ps t = 120 - 48 + 12 - 120, 

( ) t 6 t 5 t4 t2 1 
Vt E IR, P6 t = 120 - 240 + 288 - 1440 + 30240 · 
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En utilisant le résultat précédent pour k = 1, 2 et 3, nous obtenons 

Pour tout entier N strictement positif, nous avons 

2N l N l N l 

~ n6 = ~ (2n)6 + ~ (2n-1)6 ' 

c'est-à-dire, 
N 1 2N 1 1 N 1 

~ (2n - 1)6 = ~ n6 - 64 ~ n6 · 

En passant à la limite, nous obtenons 

21.6.2 Valeur moyenne d'une fonction périodique continue 

Exercice 21.2 Soit a un réel tel que ~ soit irrationnel. Soit f une application continue 
sur lR et 211'-périodique. On pose : 

l n-1 
Vn E N* Un(!) = n L !(ka). 

k=O 

Montrer que la suite (un(!)) converge vers la valeur moyenne de f sur une période, 
c'est-à-dire 

1 1211' lim Un(!) = -2 f(t)dt. 
n->+oo 11' 0 

On pourra commencer par le cas où f est un monôme trigonométrique puis un po
lynôme trigonométrique. 

Solution. Le résultat est évident pour les applications constantes. On considère 
p un entier non nul et le monôme trigonométrique ep que l'on a défini par, 

Le réel ~ étant irrationnel, le réel pa ne peut appartenir à 27rZ. 

Vn EN*, ( ) - 1 nL::-1 ipka - 1 eipna - 1 
Unep-- e -- .. 

n n e'P°' - 1 
k=O 
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Ainsi, 

Vn EN*, 

et 

D'autre part, 
1 1211" . [ eipt ] 211" iptdt - - 0 -2 e - -2. - · 
7r 0 ip7r 0 

Ainsi, 

VpEZ, 

Par linéarité de l'intégrale et de la limite d'une suite convergente, nous pouvons 
prolonger ce résultat aux polynômes trigonométriques. 
On considère désormais une application f continue sur lR et 27r-périodique. Nous 
savons, d'après le théorème de Féjer que nous pouvons l'approcher uniformément 
par une suite de polynômes trigonométriques. Soit c un réel strictement positif et 
Pe un polynôme trigonométrique vérifiant 

Vt E JR, l/(t) - Pe(t)I ~ c. 

Alors, d'une part, 

Vn EN*, 
l n-1 

lun(f) - Un(Pe)I ~ n Lé= c, 
k=O 

d'autre part, 

'

_..!:._ f2
11" f(t)dt - 2

1 f2
11" Pe(t)dt' ~ _..!:._ { 2

11" cdt = é. 
27r lo 7r lo 211" lo 

Considérons un entier naturel N vérifiant 

Alors, 

Vn 2 N, lun(f) - 2~ 12
11" f(t)dtl 

~ lun(f) - Un(Pe)I + lun(Pe) - 2~ 12
11" Pe(t)dtl 

+ 1 2~ 12
11" Pe(t)dt - 2~ 12

11" f(t)dtl 

~ 3c. 

Nous obtenons le résultat désiré. 



Chapitre 22 

Probabilités 

Remarques préliminaires 

Dans ce chapitre, chaque ensemble que l'on utilisera est, en général, 
- soit fini, 
- soit dénombrable (en général N ou N*) 
- soit lR. ou un intervalle de !R., 
- soit un ensemble que l'on n'aura pas besoin d'expliciter, souvent noté n. 

, 
22.1 Tribus. Espaces probabilisables. Evénements 

Définition : Soit n un ensemble. On note P(O) l'ensemble des parties 
den. On appelle tribu den une partie A de P(O) vérifiant 

1. n E A, 
2. VA E A, Ac E A où Ac est le complémentaire de A dans n. 

3. Si (An)nEJ\I est une suite d'éléments de A alors UnEJ\IAn E A. 
Le couple (0, A) est appelé espace probabilisable. 

Proposition 22.1 Si A est une tribu, on a les propriétés suivantes : 

1. 0 E A, 
2. Si (An)nEJ\I est une suite d'éléments de A alors nnEJ\IAn E A. 

Preuve. 

1. 0 =ne E A. 
2. Soit (An)nEJ\I une suite d'éléments de A. 

nnEJ\IAn = (UnEJ\IA~t E A. 
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Remarque 22.1 Sin est fini ou dénombrable, on choisit en général P(O) pour 
tribu. 

Définition : Soit (n, A) un espace probabilisable. Nous avons les 
définitions suivantes : 

1. Tout élément A de A est appelé événement. 

2. n est appelé événement certain. 

3. 0 est appelé événement impossible. 

4. Si deux événements A et B vérifient An B = 0, on dit qu'ils sont 
incompatibles. 

5. Les événements Ai, A2, · · · , An forment un système complet 
d'événements si les parties Ai, A2, · · · , An forment une partition 
den. 

Notation : Si deux événements A et B sont incompatibles, leur union sera 
notée 

AÜB. 

Nous adopterons cette notation pour ce chapitre. Il n'existe, à ma connaissance, 
aucune notation officielle. 

Proposition 22.2 Soient n un ensemble, (A,;)iEI une famille de tribus den 
indicée par I, ensemble non vide. Alors, l'intersection de ces tibus 

est une tribu de n. 

Preuve. 

1. 
'<li E I, n E A,;. 

Donc, 

2. Soit A une partie de n appartenant à (niEIA,;). Alors, 

Ainsi, 
Ac E (niEIA,;). 

3. Soit (An)nEN une suite de parties den appartenant à (niEJA,;). Alors, 

'<li E I,'</n EN, An E A,;. 



22.1. TRIBUS. ESPACES PROBABILISABLES. ÉVÉNEMENTS 

Pour tout élément i de I, Ai étant une tribu, on a 

On en déduit que 
(UneNAn) E (niEIÂi) · 

Nous venons de prouver que (nieIAi) est une tribu den. 

399 

Proposition-définition 22.3 On appelle tribu engendrée par un ensemble C 
de P(n) la plus petite tribu de parties den contenant C. C'est l'intersection de 
toutes les tribus contenant C. 

Preuve. P(n) est une tribu contenant C. On en déduit que l'ensemble des tribus 
contenant C est non vide. L'intersection des tribus contenant C est ainsi la tribu 
engendrée par C. • 

Proposition 22.4 Si n est fini ou dénombrable, alors l'ensemble des single
tons engendre P(n). 

Preuve. On considère n un ensemble fini ou dénombrable et A la tribu engendrée 
par les singletons. Soit A une partie de n. Cette partie est finie ou dénombrable. 
Elle s'écrit ainsi comme une union au plus dénombrable de singletons. Elle appar
tient donc à A. On en déduit que A= P(n). • 

Il Définition : Soit (E, d) un espace métrique. On appelle tribu des 
boréliens, la tribu engendrée par les ouverts. Elle est notée B(E). 

Remarque 22.2 Sin muni d'une métrique forme un espace métrique séparable, 
c'est-à-dire contenant une partie dénombrable dense, on choisit la tribu des bo
réliens. C'est en particulier le cas pour IR, les intervalles de IR, !Rn. 

Proposition admise 22.5 Dans un espace métrique séparable, tout ouvert est 
réunion dénombrable de boules ouvertes. 

Cette proposition étant admise, nous obtenons le corollaire 

Corollaire 22.6 Dans un espace métrique séparable (JE, d), la tribu des 
boréliens B(IE) est la tribu engendrée par les boules ouvertes. 

Preuve. Notons B1 la tribu engendrée par les boules ouvertes. Toute boule ouverte 
étant un ouvert, on a 

Bic B(IE). 
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D'autre part, tout ouvert de JE étant union dénombrable de boules ouvertes est 
élément de B1. Ainsi 

B(JE) c B1. 

D'où, 
B1 = B(JE). 

La tribu 8 1 est la tribu des boréliens de JE. 

Proposition 22. 7 1. La tribu des boréliens sur JR, notée B(JR), est la tribu 
engendrée par l'ensemble des intervalles ouverts de la forme ]a, b[. 

2. La tribu des boréliens sur lR est la tribu engendrée par l'ensemble des 
intervalles fermés de la forme ] - oo, a]. 

3. La tribu des boréliens sur lR est la tribu engendrée par l'ensemble des 
segments de R 

Remarque 22.3 On pourrait énoncer cette proposition avec d'autres types d'in
tervalles. ] - oo, a[, [a; b[ etc. 

Preuve. 
1. Notons B1 la tribu engendrée par les intervalles de la forme ]a, b[, c'est-à-dire 

les boules ouvertes. D'après le corolaire 22.6, 

B1 = B(JR). 

La tribu B1 est la tribu des boréliens de R 

2. Notons B2 la tribu engendrée par les intervalles de la forme ] - oo, a]. Remar
quons que tout intervalle de la forme ] - oo, a] étant complémentaire d'une 
partie ouverte de lR est élément de B(JR). Ainsi, 

Tout intervalle de la forme] - oo, a[ appartient à B2. En effet, 

l-oo a[ = U -oo a - - . +oo] 1 ] 
' n=O ' 2n 

Par passage au complémentaire, les intervalles de la forme 

]a, +oo[ et [a, +oo[ 

appartiennent à 8 2 . On en déduit que toute boule ouverte ]a, b[ appartient 
à B2. En effet, 

]a, b[=] - oo, b[n]a, +oo[. 

Ainsi, B(JR) la tribu des boréliens de lR étant la tribu engendrée par les boules 
ouvertes est incluse dans B2. On obtient ainsi, 

La tribu B2 est la tribu des boréliens de R 
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3. Notons 83 la tribu engendrée par les segments. Remarquons que tout segment 
étant une partie fermée de~. appartient à B(~). Ainsi, 

83 c B(~). 

Tout intervalle de la forme] - oo, a] appartient à 83. En effet 

+oo 
]- oo,a] = LJ [a-n;a]. 

n=O 

Ainsi, 

Puisque 82 = 8, on obtient 
83=8. 

22.2 Probabilités. Espaces probabilisés 

Définition : Soit (n, A) un espace probabilisable. On appelle probabilité 
sur (n, A) une application lP définie sur A à valeurs dans [O, 1] vérifiant : 

i. JP(n) = 1, 

2. Pour toute suite (An)nEl\I d'événements de A deux à deux incom
patibles, 

lP (ÙnEl\IAn) = L JP(An)· 
nEl\I 

Le triplet (n, A, JP) est appelé espace probabilisé. 

Corollaire 22.8 Soit (n, A, JP) un espace probabilisé. Alors, 

1. 1P(0) = 0, 

2. Sin est un entier strictement positif et A1, · · · , An, n événements deux 
à deux incompatibles, on a 

n 

JP(ù~=lAk) = LlP(Ak)· 
k=l 

Preuve. 

1. Considérons la suite d'événements (An)nEl\I incompatibles deux à deux défi-
nie par 

'r/n EN, An= 0. 
Alors, 

+oo 
JP(ÙnEl\IAn) = L JP(0). 

n=O 
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Cette série est convergente. Donc l'unique terme général de cette série, lI»(0) 
est nul. 

2. Considérons la suite d'événements (Bk)kEN définie par 

Alors, 

{ 
Vk::; n, 

Vk ~n, 

+oo n 

lI»(ù~=l Ak) = lI»(UkENBk) = L lI»(Bk) = L lI»(Ak)· 
k=l k=l 

Voici une proposition bien utile. 

Proposition 22.9 On considère (0, A, lI») un espace probabilisé et 
Ai, A2, · · · , An un système complet d'événements. Alors, 

n 

VA E A, P(A) = L P(A n Ak)· 
k=l 

Preuve. Nous avons 

Donc, 
VA E A, A= An n =An (ù~=lAk) = ù~=1(A n Ak)· 

D'où le résultat. tft 

Proposition 22.10 Soit (0, A, lI») un espace probabilisé. On a les propriétés 
suivantes : 

1. V(A,B) E A2 , 

2. V(A,B) E A2 , 

lI»(A U B) + lI»(A n B) = lI»(A) + lI»(B). 

A c B:::} lI»(A) ::; lI»(B), 

3. Pour toùte suite croissante (An)nEN d'événements de A, lI» (UnENAn) = 
limn->+oo lI»(An)· 

4. Pour toute suite décroissante (An)nEN d'événements de A, lI» (nnENAn) = 
limn->+oo lI»(An)· 

5. Pour toute suite (An)nEN d'événements de A, lI» (UnENAn) < 
LnEN lI»(An)· 
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Preuve. 

1. Pour tout événement B, les événements E et Be forment un système complet 
d'événements. Ainsi, 

\f(A, B) E A2, IP'(A) = IP'(AnB)+IP'(AnBc) = IP'(AnB)+IP'(A \B). (22.21) 

De mêmei 
IP'(B) = IP'(B n A)+ IP'(B \A). (22.22) 

De plus, 

\f(A, B) E A2 , (AU B) = (An B) (J (A\ B) (J (B \A). 

et 
IP'(A U B) = IP'(A n B) + IP'(A \ B) + IP'(B \A). (22.23) 

On en déduit que 

IP'(A) + IP'(B) = 21P'(A n B) + IP'(A \ B) + IP'(B \A) = IP'(A n B) + IP'(A u B). 

2. 
\f(A,B) E A2, B = (BnA)ü(BnAc). 

Si A est inclus dans B alors, 

IP'(B) = IP'(A) + lP' (B n Ac) ~ IP'(A). 

3. La suite (An)nEJ\I étant croissante, la suite réelle (IP'(An) )nEJll est croissante 
et majorée par 1, donc convergente. L'existence de la limite est justifiée. La 
suite (An)nEJll étant croissante, nous avons 

UnENAn = ut,:O (Ak+1 \ Ak) ÜAo. 

lP' étant une probabilité, 

+oo 
1P' (UnEJllAn) = IP'(Ao) + L 1P' (Ak \ Ak-1). 

k=l 

Ainsi, 

n 

\fn E N*, IP'(Ao) + L lP' (Ak \ Ak-1) 
k=l 

n 

= IP'(Ao) + L (IP'(Ak) - IP'(Ak-1)) = IP'(An)· 
k=l 

D'où, 

n 

lP' (UnENAn) = IP'(Ao) + lim '"'lP' (Ak \ Ak-1) = lim IP'(An)· n~+oo.L...- n~+oo 
k=l 
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4. La suite (An)neN étant décroissante, la suite (A~)neN est croissante. Ainsi, 

= lim (1 - IP'(A~)) = lim IP'(An)· 
n-+oo n-+oo 

5. D'après la première propriété de la proposition, nous avons 

'v'(A, B) E A2 , IP'(A U B) ~ IP'(A) + IP'(B). 

À l'aide d'une récurrence et d'une majoration évidentes, on obtient 

n +oo 
'v'n EN, lP' (uk=oAk) ~ L IP'(Ak) ~ L IP'(Ak)· 

k=O k=O 

Ce dernier terme étant éventuellement égal à +oo. Ainsi, en passant à la 
limite, 

22.3 Probabilités sur un espace dénombrable 

Proposition 22.11 Soient n un entier strictement positif et n 
{ w1 , w2, · · · , Wn} un ensemble fini de cardinal n. Tout n-uplet (ai, a2, · · · , an) 
de ~n vérifiant, 

1. 'v'kE {1,2, .. ·n} ak ~o, 

2. :E~=l ak = 1, 

détermine une probabilité sur (n, P(S1)) avec, 

On obtient alors 

'v'k E {1, 2, .. · n}, JP>( {wk}) = ak. 

'v'A E P(n), IP'(A) = L ak. 
(k/wkEA) 

Exemple : Si n est un ensemble fini, on définit la probabilité uniforme par : 

On obtient ainsi 

'v'w E S1, 
1 

IP'({w}) = -dn· 
car u 

'v'A E P(S1), IP'( A) = cardA . 
cardn 
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Proposition admise 22.12 Soit n = {wn/n EN} un ensemble dénombrable. 
Toute suite réelle (an)nEN vérifiant, 

1. VnEN an~O, 

2. L:!:O an= 1, 

détermine une probabilité sur (n, P(r!)) avec, 

On obtient ainsi 

Vn EN, P({wn}) =an. 

VA E P(n), P(A) = L ak. 
(k/wkEA) 

Exemple : Sur l'espace probabilisable (N, P(N)) 

l. si p est un réel appartenant à JO, 1(, il existe une probabilité unique vérifiant : 

Vk EN, P({k}) = (1- p)pk. 

2. si À est un réel strictement positif, il existe une probabilité unique vérifiant : 

Vk EN, 

22.4 Probabilités sur (JR, ~(JR)) 

Définition : Soit P une probabilité définie sur (IR, B(IR)). On appelle 
fonction de répartition de P, l'application F définie sur IR par, 

Va E IR, F(a) = P(] - oo, a]). 

Proposition admise 22.13 Toute probabilité P définie sur (IR, B(IR)) est ca
ractérisée par sa fonction de répartition. 
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Proposition 22.14 On considère une probabilité IP' définie sur (IR., B(IR.)) et F 
sa fonction de répartition. On a les propriétés suivantes, 

1. F est croissante sur IR.. 

2. 
lim F(a) = 1. 

a-++oo 

3. 
lim F(a) =O. 

a--+-oo 

4. F est continue à droite sur IR.. 

5. F admet une limite à gauche en tout réel a avec, 

lim F(x) = IP'(] - oo,a[). 
x--+a-

6. 
\faEIR, IP'({a})=F(a)- lim F(x). 

x--+a-

Preuve. 
1. Soit a et b deux réels vérifiant a ~ b. Nous avons 

] - oo,a] c] - oo,b]. 

Ainsi, 
F(a) = IP'(] - oo, a]) ~ IP'(] - oo, b]) = F(b). 

2. Soit (an)nEN une suite croissante de réels ayant pour limite +oo. La suite 
d'événements (] - oo, anDnEN est croissante. Ainsi, 

lim F(an) = lim IP'(] - oo, an]) = 1P' (UnEN] - oo; an]) = IP'(IR.) = 1. 
n-++oo n-++oo 

3. Soit (bn)nEN une suite décroissante de réels ayant pour limite -oo. La suite 
d'événements (] - oo, bn])nEN est décroissante. Ainsi, 

lim F(bn) = lim IP'(] - oo, bn] = 1P' (nnEN] - oo; bn]) = IP'(0) = O. 
n-++oo n-++oo 

4. Soit a un réel. On considère une suite décroissante (xn)nEN convergente vers 
a. La suite d'événements (] - oo, xnDnEN est décroissante. Ainsi, 

lim F(xn) = lim IP'(] - oo, Xn] = 1P' (nnEN] - oo; Xn]) = IP'(] - oo, a]) 
n-++oo n-++oo 

= F(a). 

On en déduit que l'application F est continue à droite en a. 

5. On considère a un réel et (Yn)nEN une suite réelle strictement croissante 
convergente vers le réel a. La suite d'événements (] - oo, YnDnEN est crois
sante. Ainsi, 

lim F(yn) = lim IP'(] - oo, Yn] = 1P' (UnEN] - oo; Yn]) = IP'(] - oo, a[). 
n-++oo n-++oo 

L'application F admet le réel IP'(] - oo, a[ pour limite à gauche en a. 
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6. 

F(a) = IP(] -oo,a]) = IP(]- oo,a[) +IP({a}). 

D'où le résultat. 

Corollaire 22.15 On considère une probabilité IP définie sur (!R, B(JR)), F sa 
fonction de répartition et a un réel. L'application F est continue en a si et 
seulement si IP(a) =O. 

Preuve. Évident. 

Proposition admise 22.16 On considère une application F définie sur lR 
et vérifiant les 4 premières propriétés énoncées dans la proposition 22.14. F 
détermine alors une unique probabilité IP sur (IR, B(JR)) telle que, 

Va E IR, IP(] - oo, a]) = F(a). 

Remarque 22.4 On se restreint désormais aux probabilités IP définies sur l'espace 
probabilisable (IR, B(!R)) dont la fonction de répartition est 

1. Soit constante par morceaux. On dit alors que IP est une probabilité discrète 
sur (IR, B(JR)). 

2. Soit continue et C1 par morceaux sur R On dit alors que IP est une probabilité 
continue sur (IR, B(JR)). 

3. Dans le cas où la probabilité IP est continue, on a 

(a) Pour tout réel a 

IP({a}) = 0, 

(b) 

IP(] - oo, a[) = IP(] - oo, a]), 
IP(]a, +oo[) = IP([a, +oo[). 

V(a, b) E JR2 , a< b, IP(]a, b[) = IP(]a, b]) = IP([a, b[) = IP([a, b]). 

22.4.1 Probabilités discrètes sur (~, B(~)) 

On est dans le cadre de la section 22.3 



408 PROBABILITÉS 

22.4.2 Probabilités continues sur (JR, B(JR)) 

Proposition-définition 22.17 On considère IP', une probabilité continue de 
(IR, B(IR)) et F sa fonction de répartition. Une fonction f continue par mor
ceaux sur lR à valeurs réelles positives vérifiant en tout point x de dérivabilité 
de F 

f(x) = F'(x), 

est appelée fonction de densité de la probabilité IP' . . On a, de plus, les propriétés 
suivantes 

1. 'v'(a,b) E IR2 , a< b, IP'([a,b]) = J: f(x)dx. 

2. Au voisinage de +oo, l'intégrale généralisée de l'application f est conver
gente et 

'v'a E IR, 1+oo f(x)dx = IP'([a, +oo[). 

3. Au voisinage de -oo, l'intégrale généralisée de l'application f est conver
gente et 

'v'a E IR, J~ f(x)dx = IP'(] - oo,a]). 

4. r~: f(x)dx = 1. 

Preuve. 

1. L'application F est continue et ci par morceaux sur [a, b]. Considérons 
(ai)o<i<n une subdivision du segment [a, b] telle que pour tout entier i posi
tif et-strictement inférieur à n, il existe une application gi définie et ci sur 
[ai, aHi] vérifiant 

'v'x E [ai, aHi], gi(x) = F(x), 

'v'x E]ai,aHi[, g~(x) = F'(x) = f(x). 

Alors, 

n-i n-i 

= L (gi(aiH) - gi(ai)) = L (F(aiH) - F(ai)) 
i=O i=O 

= F(b)-F(a) = IP'(]-oo,b])-F(a) = IP'(]-oo,a])+IP'(]a,b])-F(a) = IP'(]a,b]). 

la remarque 22.4.3(a) permet de conclure. 

2. On considère un réel a, une suite croissante de réels supérieurs à a, vérifiant 

lim an= +oo. 
n-++oo 
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La suite ([a; anDnEN est croissante. Ainsi, 

1an 

IP([a; +oo[) = ]p> (UnEN[a; an]) = lim ]p> ((a; an]) = lim f(t)dt. 
n-+oo n-+oo a 

On en déduit que l'intégrale généralisée de l'application f sur l'intervalle 
[a; +oo( est convergente et 

1+00 

a f(x)dx = IP([a, +oo[). 

3. On considère un réel a, une suite décroissante de réels inférieurs à a, vérifiant 

4. 

lim an= -oo. 
n-+oo 

La suite ([an; a])nEN est croissante. Ainsi, 

IP(] - oo; a]) = ]p> {UnEN[an; a]) = lim ]p> ([an; a]) = lim la f(t)dt. 
n-+oo n-+oo an 

On en déduit que l'intégrale généralisée de l'application f sur l'intervalle 
] - oo; a] est convergente et 

/_~ f(x)dx = IP(] - oo; a[). 

1 = IP(IR) = IP(] - oo; O]) + IP(]O; +oo[) 

= /_0

00 
f(x)dx + fo+oo f(x)dx = 1_:00 f(x)dx. 

Exemples: 

1. Pour tout réel À strictement positif, l'application f>.. définie sur IR par 

Vx E IR, f>,(x) = Àe-Àx.ll.JR+(x) 

est une densité de la probabilité dont la fonction de répartition FÀ est définie 
par 

2. L'application g définie sur IR par 

Vx E IR, 
1 

g(x) = 7r(l + x2) 

est une densité de la probabilité dont la fonction de répartition G est définie 
par 

Vx E IR, 
1 1 

G(x) = :;;: arctan(x) + 2. 
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22.5 Probabilité conditionnelle 

Définition : Soient (0, A, IP') un espace probabilisé, A un événement et 
B un événement de probabilité non nulle. On appelle probabilité condi
tionnelle de A sachant B, le réel : 

IP'(A/ B) = IP'(A n B) 
IP'(B) . 

Proposition 22.18 Si B est un événement de probabilité non nulle, l'applica
tion 

A i-> IP'(A/ B) 

est une probabilité sur (O,A). 

Preuve. 

1. 
IP'(O/ B) = IP'(n n B) = 1 

IP'(B) . 

2. On considère (An)nEN une suite d'événements deux à deux incompatibles. 
La suite (An n B)nEN est aussi une suite d'événements deux à deux incom
patibles. Ainsi, 

+oo 
IP'((ÛnENAn) n B) = IP'(ÛnEN (An n B)) = L IP'(An n B). 

n=O 

D'où le résultat. 

Proposition 22.19 Soient A et B deux événements tels que IP'(B) -:/=O. Alors 

IP'(A n B) = IP'(A/ B)IP'(B). 

Proposition 22.20 Soient Bi, B2, · · · , Bn un système complet d'événements 
de probabilité non nulle. Alors pour tout événement A, 

n 

IP'(A) = L IP'(A/ Bk)IP'(Bk)· 
k=l 

Preuve. 
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n n 

= L IP'(A n Bk) = L IP'(A/ Bk)IP'(Bk)· 
k=l k=l 

Exercice 22.1 Trois enfants A, B et C jouent à la balle. Lorsque A a la balle, il la 
lance à B avec une probabilité 0,75 ou à C avec une probabilité 0,25. Lorsque B a 
la balle, il la lance à A avec une probabilité 0,75 ou à C avec une probabilité 0,25. 
Lorsque C a la balle, il la lance toujours à B. 

- On note Ao (respectivement Bo et Co), l'événement : le joueur A (respective
ment B et C) a la balle au début du jeu. 

- Pour tout entier n strictement positif, on note An (respectivement Bn et Cn). 
l'événement : le joueur A (respectivement B et C) a la balle après le n-ième 
lancer. 

- Pour tout entier naturel n, on note an, bn et Cn les probabilités respectives des 

événements A,., Bn et Cn et Xn le vecte"r colonne ( ~ ) . 

1. Montrer qu'il existe une matrice M de M3(JR.), vérifiant 

2. En déduire pour tout entier naturel n, Xn en fonction de M, net Xo. 

3. Montrer que M admet trois valeurs propres réelles 1, )q et À2 avec -1 < À1 < 
À2 <o. 

4. Montrer qu'il existe un unique vecteur u0 qui soit vecteur propre pour la valeur 
propre 1 et dont la somme des coordonnées soit égale à 1. 

5. On considère alors une base de vecteurs propres ( uo, u 1, u2) où uo est le vecteur 
indiqué dans la question précédente. Montrer que la première coordonnée du 
vecteur Xo dans la base (u0 ,u1 ,u2) est égale à 1. 

6. En déduire que les suites (an)nEN• (bn)nEN et (cn)nEN sont convergentes et 
calculer leur limite. 

Solution. 

1. En utilisant la proposition 22.20, on obtient pour tout entier naturel n, 

= 0, 75bn. 

IP'(Bn+l) = IP'(Bn+i/An)IP'(An) + IP'(Bn+i/ Bn)IP'(Bn) + IP'(Bn+i/Cn)IP'(Cn) 

= 0, 75an + Cn. 
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=0,25an +0,25bn. 

Soit 

( 
0 0, 75 0) 

M = 0, 75 0 1 . 

0,25 0,25 0 

2. A l'aide d'une récurrence évidente, on obtient, 

3. On remarque que la somme des termes de chaque colonne de la matrice M est 
égale à 1. Donc le vecteur (1, 1, 1) est vecteur propre de la matrice transposée 
de M pour la valeur propre 1. On en déduit que 1 est valeur propre de la 
matrice M. Après calcul du polynôme caractéristique, on obtient les deux 
autres valeurs propres >.1 = -~ et >.2 = -~. 

4 ::~::e r;e r:o: :::o:ro:~ 1 (~ra) droik ilirigW p~ le 
5. Notons (o:o, o:i, 0:2) les coordonnées du vecteur Xo dans la base (uo, ui, u2). 

Pour tout entier naturel n, les événements An, Bn et Cn forment un système 
complet d'événements. Ainsi, 

Donc, pour tout naturel n, la somme des composantes du vecteur Xn est 
égal à 1. Notons s1 et s2 les sommes des composantes des vecteurs u1 et u2. 
Alors, 

't:/n EN, 1 = o:o + >.f 0:1s1 + >.~0:2s2. 

Les réels >.1 et >.2 étant des réels dont la valeur absolue est strictement 
inférieur à 1, en passant à la limite on obtient o:0 = 1. 

6. Ainsi, 

't:/n EN, Xn = Uo + >.fo:1U1 + À~o:2u2. 

La suite (Xn)nEN est convergente vers le vecteur u0 • Ainsi, les trois suites 
( an)nEN, (bn)nEN et ( Cn)nEN sont convergentes respectivement vers ~~, ~~ et 
7 

35· 
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, 
22.6 Evénements indépendants 

Définition : Soient A et B deux événements. On dit que A et B sont 
indépendants si 

IP'(A n B) = IP'(A)IP'(B). 

Proposition 22.21 Soient A et B deux événements de probabilité non nulle. 
Alors 

A et B indépendants{::} IP'(A/ B) = IP'(A) {::} IP'(B /A) = IP'(B). 

De manière plus générale, on définit l'indépendance de plusieurs événements. 

Définition : Soient Ai, A2, · · · , An des éléments de A. On dit que 
Ai, A2, · · · , An sont indépendants si pour toute partie J non vide de 
{1,2, · · · ,n}, on a 

Exercice 22.2 Soient Ai, A2, · · · , An des événements indépendants. 

1. Montrer que Aî, A2, · · · , An sont des événements indépendants. 

2. En déduire que pour tout entier k compris entre 1 et n, les événements 

sont indépendants. 

1. Soit June partie de l'ensemble {1, · · · , n} contenant strictement le singleton 
{1}. Alors, 

niEJ\{i}Ai = (Ain (niEJ\{i}Ai)] (J (A! n (niEJ\{l}Ai)]. 

Donc, 

En utilisant l'hypothèse, 

P (Al' n (niEJ\{i}Ai)) = II IP'(Ai) - II IP'(Ai) 
iEJ\{i} iEJ 

= (1- IP'(Ai)) II IP'(Ai) = IP'(Al) II IP'(Ai)· 
iEJ\{i} iEJ\{i} 
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Si J ne contient pas le singleton {1}, il suffit d'utiliser l'hypothèse. 
Les événements Aî, A2, · · · , An sont donc indépendants. 

2. Il suffit d'effectuer une récurrence finie en utilisant le résultat de la question 
précédente. 

Exercice 22.3 On considère deux gènes a et b tels que la redondance de l'un d'entre 
eux (i. e. le fait de possèder aa ou bb) entraîne l'acquisition d'un caractère C. An
selme et Colette possèdent chacun la combinaison ab et attendent un enfant : ils lui 
transmettront chacun et indépendamment, soit le gène a, soit le gène b, avec la même 
probabilité (c'est-à-dire ~). On considère les événements: 

A = « Colette transmet le gène a», 
B = « Anselme transmet le gène b », 
C = « l'enfant présente le caractère C ». 

Montrer que les événements A, B, et C ne sont pas indépendants, mais seulement 
deux à deux indépendants. 

Solution. Par hypothèse, les événements A et B sont indépendants. Ainsi, 

IP'(C) = lP' (An Be)+ lP' (Ac n B) = IP'(A)IP'(Bc) + IP'(Ac)IP'(B) = ~· 

De plus, 

IP'(A n C) = lP' (An Be) = IP'(A)IP'(Bc) = ~. 

IP'(B n C) = lP' (Ac n B) = IP'(Ac)IP'(B) = ~· 
IP'(A n B n C) = IP'(0) = o. 

Les événements A, B et C ne sont pas indépendants mais seulement deux à deux 
indépendants. 4 

Exercice 22.4 (Fonction d'Euler). Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. 
On choisit au hasard un des nombres entiers compris entre 1 et n, tous les choix 
étant équiprobables. Soit p un entier naturel non nul inférieur ou égal à n. Soit Av 
l'événement : «le nombre choisi est divisible par p ». 

1. Calculer IP'(Av) si p divise n. 

2. Montrer que si p1,p2, · · · Pk sont des diviseurs premiers den distincts, les événe
ments Ap1 , Av2 , • • • APk sont indépendants. 

3. On appelle fonction indicatrice d'Euler la fonction <.P définie sur les entiers na
turels dont la valeur <.P(n) est égale au nombre d'entiers naturels premiers avec 
n et inférieurs à n. Montrer que 

<.P(n) = n Il. ( 1 - ~) . 
p premier 

et divisant n 
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Solution. On considère l'enemble n = {1, · · · , n} que l'on munit de la tribu P(f!) 
et de la probabilité uniforme, c'est-à-dire, 

Vk E {1,. .. ,n}, IP'( { k}) = .! . 
n 

1. Pour tout entier premier p divisant n, on a 

IP'(A ) = Card(Ap) = i_ 
P Card(f!) n 

1 

p 

2. Considérons une partie J de {1, 2, · · · k} non vide. Les nombres Pi, pour i 
appartenant à J, étant premiers et distincts, sont premiers entre eux. Un 
nombre est divisible par chacun d'eux, si et seulement si il est divisible par 
leur produit. Donc, 

Ainsi, 

Les événements Ap1 , Ap2 , • • • APk sont indépendants. 
3. Notons A l'événement : « le nombre choisi est premier avec n ». On a 

IP'(A) = Card(A) = <I>(n). 
n n 

On note P1,P2, · · · ,Pk les diviseurs premiers den. Le nombre choisi est pre
mier avec n, si et seulement si il n'est divisible par aucun diviseur premier 
den. Donc 

A= n:= 1 A~;· 
D'après la question précédente et l'exercice 22.2, ces événements sont indé
pendants. Ainsi, 

On obtient le résultat désiré. 

22. 7 Variable aléatoire réelle 

Définition : Soit (n, A, IP') un espace probabilisé. On appelle variable 
aléatoire réelle définie sur (n, A, IP'), toute application X définie sur n à 
valeurs réelles et vérifiant : 

VB E B(IR), x- 1(B) E A. (22.24) 
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Remarque 22.5 Important. D'après la proposition 22. 7, page 400, nous pou
vons remplacer les boréliens 

1. par les intervalles de la forme ]a; b[, 

2. ou par les segments, 

3. ou par les intervalles de la forme ] - oo; a]. 

Proposition admise 22.22 Muni des lois +, x, ., l'ensemble des variables 
aléatoires réelles, définies sur un espace probabilisé (S1, A, IP') est une algèbre 
sur R. que l'on notera V(S1). 

Remarque 22.6 La condition {22.24) sera toujours vérifiée dans ce chapitre. 

22.7.1 Loi d'une variable aléatoire réelle 

Théorème-définition 22.23 Soit (S1, A, IP') est un espace probabilisé et X une 
variable aléatoire réelle définie sur cet espace. L'application suivante définie sur 
B(R.) par, 

B ~ IP'(X- 1(B)) = IP'(w/X(w) E B), 

définit une probabilité sur (R., B(R)). Cette probabilité est appelée loi de X. 

Définition : Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle fonction de 
répartition de X, la fonction de répartition de sa loi de probabilité. On 
a ainsi : 

Va ER., F(a) = IP'(X :::; a). 

Proposition admise 22.24 La fonction de répartition caractérise la loi de la 
variable aléatoire réelle. 

Définition : Soit X une variable aléatoire réelle. 

1. Si sa loi de X est discrète, on dit qu'elle est une variable aléatoire 
discrète. 

2. Si sa loi de X est continue, on dit qu'elle est une variable aléatoire 
continue. 

Remarque 22. 7 1. On se restreint désormais à ces deux types de variables. 

2. Pour la caractérisation des lois de probabilité, on pourra se référer à la sec
tion 22.4. 



22.7. VARIABLE ALÉATOIRE RÉELLE 417 

22. 7.2 Variables aléatoires réelles indépendantes 

Définition : Des variables aléatoires réelles Xi, X2, · · · Xn sont 
indépendantes si, pour tous boréliens B1 , B 2 · · · Bn, on a: 

n 

IP[(X1 E B1) n (X2 E B2) n ... n (Xn E Bn)] = IIIP(Xi E Bi)· 
i=l 

Remarque 22.8 Important. D'après la proposition 22. 7 page 400, nous pou
vons remplacer la famille de boréliens (Bi)iEI 

1. par une famille d'intervalles de la forme (]ai; bi [)iEJ, 

2. ou par une famille de segments ([ai; bi])iEI, 

3. ou par une famille d'intervalles de la forme (] - oo; ai])iEI. 

4. Dans le cas où les variables sont discrètes, on peut remplacer la famille 
de boréliens (Bi)iEI par une famille de singletons ( { ki} )iEJ où, pour tout 
élément i de I, ki est un réel. 

Définition : On dit qu'une suite (Xn)nEN de variables aléatoires réelles 
est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, si pour tout 
entier positif N, les variables (Xi)o~i~N sont indépendantes. 

Exercice 22.5 Soient X1 , X2 , · • • Xn, n variables aléatoires réelles indépendantes, 
définies sur un espace probabilisé (n, A, P) et fi, f2,- · · fn. n applications définies 
et continues sur lR à valeurs réelles. Montrer que fi o Xi, ho X2, · · · f no Xn sont des 
variables aléatoires réelles indépendantes. 

Solution. Soit k un entier compris entre 1 et n et Bk un ouvert de IR. Alors, 

[fk(Xk)t 1(Bk) = x;;1 (f;; 1(Bk)). 

L'application fk étant continue sur IR, fï: 1 (Bk) est un ouvert de lR (voir la pro
position 3.8, page 37) et Xk étant une variable aléatoire, x;;1 (f;; 1 (Bk)) est un 
élément de la tribu A. Ainsi pour tout entier k compris entre 1 et n, (fk(Xk)) est 
une variable aléatoire réelle. 
On considère (Bkh~k~n une famille d'ouverts de R 

Jp> ([1 (fk(Xk)) E Bk)) = Jp> Côl (Xk E J;; 1(Bk))) 

n n 

= II IP(Xk E fï: 1(Bk)) = II IP(fk(Xk) E (Bk)). 
k=l k=l 

Les variables aléatoires fi o X1, ho X2, · · · fn o Xn sont indépendantes. 
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22.8 Variables aléatoires réelles discrètes 

Avant de débuter cette section, pour une bonne compréhension, je conseille de 
relire les sections 15.4.3, page 250 et 15.4.4, page 251. Dans cette section, toute 
variable aléatoire réelle X définie sur une espace probabilisé (n, A, IP) est discrète. 
Son ensemble image X(Sl) est fini ou dénombrable. Dans le cas où cet ensemble 
est dénombrable, nous l'indiçons sur N grâce à une bijectfon de N sur X(Sl). Nous 
noterons X(Sl) = (xi)iElll· Il est important de remarquer que les propriétés énoncées 
ou résultats obtenus sont indépendants de la façon d'indicer. En effet, toutes les 
séries rencontrées sont absolument convergentes ou à termes positifs. 
Les définitions et propriétés sont indiqués lorsque X(Sl) est dénombrable. Dans le 
cas fini, il suffit d'adapter chaque définition et proposition. 

Proposition admise 22.25 Muni des lois +, x, ., l'ensemble des variables 
aléatoires réelles discrètes définies sur un espace probabilisé (Sl, A, IP) est une 
algèbre sur lR que l'on notera Vd(Sl). 

22.8.1 Moments d'une variable aléatoire discrète 

Définition : Soit k un entier strictement positif. On dit qu'une variable 
aléatoire discrète X d'image X(Sl) = (xi)iel\I admet un moment d'ordre 
ksi la série 

L:xf!P(X =Xi) 
i~O 

est absolument convergente. Dans ce cas, la somme de la série est appelée 
moment d'ordre k de X et on note 

+oo 
mk(X) = L xf!P(X =xi)· 

i=O 

Proposition 22.26 Soient X une variable aléatoire discrète, k1 et k2 deux 
entiers vérifiant k2 > k1 > O. Si X admet un moment d'ordre k2 alors X 
admet un moment d'ordre k1. 

Preuve. On peut remarquer que, pour tout réel a positif, on a 

ak1 ~ 1 + ak2. 

Notons (xi)iel\I, l'ensemble image de la variable X. 

Vi EN, 0 ~ lxilk1 1P(X =Xi)~ IP'(X =xi)+ lxilk2 1P(X =xi)· 

Les séries Ei>O IP(X = Xi) et Ei>O lxilk2 JP>(X = Xi) sont convergentes. La série 
Ei~O lxdk1 IP'(X = Xi) est donc con~ergente. .. 
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Définition : Soient a un réel strictement positif et X une variable 
aléatoire discrète d'image X(f!) = (xi)iEN· On dit que X admet un 
moment exponentiel d'ordre a si la série 

est convergente. 

LH»(X = Xi)e"'lx;I 
i:?:O 

Proposition 22.27 Soit a un réel strictement positif et X une variable 
aléatoire discrète admettant un moment exponentiel d'ordre a. Alors, 

1. Pour tout réel /3 strictement positif et inférieur à a, la variable aléatoire 
X admet un moment exponentiel d'ordre /3. 

2. Pour tout entier strictement positif k, la variable aléatoire X admet un 
moment d'ordre k. 

Preuve. Notons (xi)iEN, l'ensemble image de la variable X. 

1. Soit /3 un réel vérifiant 0 < /3 < a. Alors, 

\:fi~ 0, 0 S n»(X = Xi)e.Blx;I S n»(X = xi)e"'lx;I. 

La convergence de la série Li>O n»(X = xi)e'tlxd entraîne celle de la série 
Li:?:O H»(X = Xi)e.Blx;I. -

2. Soit k un entier strictement positif. L'application 

f : JR+ ----T JR+ 

x 1-----+ xke-"'"' 

est continue sur JR+ admet pour limite 0 lorsque la variable x tend vers +oo. 
Cette application est donc bornée sur JR+. Soit M un majorant. Alors, 

Vi ~ 0, H»(X = Xi)lxilk S M.H»(X = Xi)e"'l"'d. 

La convergence de la série Li>O H»(X = Xi)e"'lx;I entraîne celle de la série 

Li::::on»(X = xi)lxilk. -

22.8.2 Espérance, variance, covariance 

Espérance 

Définition : Lorsque le moment d'ordre 1 d'une variable aléatoire 
discrète X existe, il est appelé espérance et noté 

+oo 
JE(X) = L XiH»(X =Xi)· 

i=O 



420 PROBABILITÉS 

Il Définition : On dit qu'une variable aléatoire discrète est centrée si elle 
admet une espérance nulle. 

Proposition 22.28 Une variable aléatoire discrète X admet un moment 
d'ordre k si et seulement si la variable aléatoire Xk admet un moment d'ordre 
1 avec 

Preuve. Évident 

Avant d'énoncer les propositions 22.30 et 22.35, établissons le lemme : 

Lemme 22.29 Soient (0, A, IP) un espace probabilisé, X et Y deux variables aléatoires 
réelles discrètes définies sur cet espace et admettant pour image respectivement 
(xi)iEN et (Y;);EN· Pour toute loi de composition interne * sur JR, pour tout réel 
z, notons 

Alors, 
IP(X *Y= z) = 2.: IP(X =xi n Y= Y;). 

(i,j)EA 

Preuve. Nous avons 

D'où, 

(X* y= z) = (J(i,j)EA(X =Xi n y= Y;). 

IP(X *y= z) = I.: IP(X =Xi n y= Y;). 
(i,j)EA 

Proposition 22.30 Soient (0, A, IP) un espace probabilisé, X et Y deux va
riables aléatoires réelles discrètes définies sur cet espace et admettant un mo
ment d'ordre 1, alors : 

1. La variable (X+ Y) admet un moment d'ordre 1 avec 

JE(X +Y) = JE(X) + JE(Y). 

2. Pour tout réel a, la variable (aX) admet un moment d'ordre 1 avec 

JE(aX) = alE(X). 
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Preuve. 

1. Notons (xi)iEN• (Yi)iEN et (zk)kEN les images respectives des variables X, Y 
et (X+ Y). 

+oo +oo ( +oo ) 
lE(X) = ~xilP'(X =Xi)=~ Xi ~IP'(X =Xi n Y= Yi) 

En utlisant la propriété d'associativité généralisée pour les familles som
mables (proposition 15.18, page 252), nous obtenons 

JE(X) = L xilP'(X =xi n Y= Yi)· 
(i,i)EN2 

De même, 

Ainsi, 

JE(Y) = L YilP'(X =xi n Y= Yi)· 
(i,i)EN2 

JE(X) + JE(Y) = L (xi+ Yi)IP'(X =xi n Y= Yi)· 
(i,i)EN2 

En notant pour tout entier naturel k, 

Ak = { ( i, j) E N2 ' /Xi + Yi = Zk} 

et en utilisant l'associativité généralisée, on obtient 

JE(X) + JE(Y) = L L (xi+ Yi)IP'(X =xi n Y= Yi) 
kEN (i,i)EAk 

kEN (i,i)EAk 

On en déduit que la variable (X+ Y) admet un moment d'ordre 1 avec : 

JE(X +Y) = JE(X) + JE(Y). 

2. Évident 

Corollaire 22.31 Soit (n, A), IP') un espace probabilisé. Muni des lois + et . , 
l'ensemble des variables aléatoires réelles discrètes dé.finies sur n et admettant 
un moment d'ordre 1 est un espace vectoriel sur~ que l'on notera VJ(!t). Dans 
cet espace, l'espérance est une forme linéaire. 

Preuve. Évident 
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Variance. Écart-type 

Proposition-définition 22.32 Soit X une variable aléatoire discrète ad
mettant un moment d'ordre 2. Alors la variable centrée (X - JE(X)) admet 
également un moment d'ordre 2. On appelle alors variance de X, le réel posi
tif, 

V(X) =JE [(X - JE(X))2]. 

Preuve. On peut remarquer que la variable aléatoire X admettant, un moment 
d'ordre 2, admet également un moment d'ordre 1 donc une espérance. 

(X - JE(X))2 = X 2 - 2JE(X).X + (JE(X))2. 

Les variables aléatoires X 2 , X admettent un moment d'ordre 1 ainsi que la variable 
déterministe (JE( X)) 2. La variable aléatoire (X - JE( X)) admet ainsi un moment 
d'ordre 2. .ft 

Proposition 22.33 Si une variable aléatoire discrète X admet un moment 
d'ordre 2, on a 

Preuve. 

V(X) = JE(X2) - (JE(X))2. 

V(X) = JE[(X - JE(X))2] = JE(X2) - JE[2JE(X)X] + (JE(X))2 

= JE(X2) - 2(JE(X))2 + (JE(X))2 = JE(X2) - (JE(X))2. 

Proposition 22.34 Soient a et b deux réels et X une variable aléatoire 
discrète admettant un moment d'ordre 2. On a, 

V(aX + b) = a2V(X). 

Preuve. On a JE(aX + b) = aJE(X) + b. Ainsi, 

V(aX + b) =JE [(aX + b - JE(aX + b))2] =JE [(aX - aJE(X))2] 

= a2JE [(X - JE(X))2] = a2V(X). 

Définition : On appelle écart-type de la variable X admettant un mo
ment d'ordre 2, le réel positif, 
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Il Définition : On dit qu'une variable aléatoire discrète est réduite si elle 
admet un écart-type égal à 1. 

Proposition 22.35 Soient (n, A, IP') un espace probabilisé, X, Y deux va
riables aléatoires réelles discrètes définies sur n admettant un moment d'ordre 
2, alors la variable produit XY admet un moment d'ordre 1. 

Preuve. Notons (xi)iEN, (y3)jEN et (zk)kEN les images respectives des variables 
X, Y et (XY). Par hypothèse, les variables X et Y admettent un moment d'ordre 
2. Ainsi, 

En utlisant la propriété d'associativité généralisée pour les familles sommables 
(proposition 15.18 page 252), nous obtenons 

IE(X2) = L xtlP'(X =xi n Y= Y3). 
(i,j)EJ\!2 

De même, 

et 

IE(Y2 ) = L yJIP'(X =xi n Y= Y3). 
(i,j)EJ\!2 

IE(X2) + IE(Y2 ) = L (xt + yJ)IP'(X =xi n Y= Y3). 
(i,j)EJ\!2 

En remarquant que 

V(i,j) E N2 , 

on en déduit que la famille 

L xiy31P'(X =xi n Y= YJ) 
(i,j)EJ\!2 

est sommable. En notant pour tout entier naturel k, 

on a 

+oo 
L xiy31P'(X =xi n Y= YJ) = L L XiYJIP'(X =xi n Y= y3) 

(i,j)EJ\!2 k=O (i,j)EAk 

+oo 
= L ZklP'(XY = Zk)· 

k=O 



424 PROBABILITÉS 

On en déduit que XY admet un moment d'ordre 1 avec 

Proposition 22.36 Soit (S1,A),IP') un espace probabilisé. L'ensemble que l'on 
notera VJ(S1), des variables aléatoires réelles discrètes définies sur n et admet
tant un moment d'ordre 2 est un sous-espace vectoriel de VJ(n). 

Preuve. D'après la proposition 22.26, page 418, l'ensemble VJ(S1) est inclus dans 
l'espace vectoriel VJ(n). 

1. La variable aléatoire réelle nulle définie sur n admet un moment d'ordre 2. 
L'ensemble VJ(S1) est non vide. 

2. Considérons X et Y deux éléments de VJ(S1) donc admettant un moment 
d'ordre 2. 

(X+ Y)2 = X 2 + Y2 + 2XY. 

Par hypothèse, les variables X et Y admettent un moment d'ordre 1 et 
d'après la proposition 22.35, la variable XY admet un moment d'ordre 1. 
On en déduit que la variable (X+ Y)2 admet un moment d'ordre 1 et que 
la variable (X+ Y) admet un moment d'ordre 2. 

3. Il est évident que, pour toute variable aléatoire X admettant un moment 
d'ordre 2 et pour tout réel a, la variable (aX) admet un moment d'ordre 2. 

On en déduit que VJ(S1) est un sous-espace vectoriel de l'espace (VJ(n), +, .). .. 

Covariance 

Proposition-définition 22.37 Soient (n, A), IP') un espace probabilisé, X et 
Y deux éléments de VJ ( n), alors la variable aléatoire discrète 

(X - JE(X))(Y - JE(Y)) 

admet un moment d'ordre 1 et on appelle covariance du couple (X, Y) notée 
Cov(X, Y), le réel 

Cov(X,Y) = JE[(X - JE(X))(Y - JE(Y))]. 

Preuve. Soit X et Y deux éléments de VJ(S1). Cet ensemble étant stable par 
addition les variables (X - JE(X)) et (Y - JE(Y)) admettent un moment d'ordre 
2. D'après la proposition 22.35, leur produit admet un moment d'ordre 1. Ceci 
justifie la définition de la covariance pour les couples de V~(n). .. 
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Proposition 22.38 Soient (n, A), IP') un espace probabilisé, X et Y deux 
éléments de VJ ( n), alors 

Cov(X, Y)= JE(XY) - JE(X)JE(Y). 

Preuve. Nous avons 

(X - JE(X))(Y - JE(Y)) = XY - JE(X)Y - JE(Y)X + JE(X)JE(Y). 

L'espérance étant une forme linéaire, on a 

Cov( X, Y) = JE( XY)- JE( X)JE(Y)-JE( X)JE(Y) +JE( X)JE(Y) = JE( XY)- JE( X)JE(Y) . 

.. 
Proposition 22.39 Soit (n, A), IP') un espace probabilisé. Dans l'espace 
(VJ(O), +, .), la covariance est une forme bilinéaire symétrique positive dont 
la forme quadratique associée est la variance. 

Preuve. Évident 

Remarque 22.9 Attention, la covariance est une forme bilinéaire symétrique po
sitive mais non définie. En effet une variable aléatoire admet une variance nulle 
si et seulement si elle est déterministe, c'est-à-dire constante. 

En utilisant la formule de polarisation pour une forme quadratique, nous obtenons, 

Corollaire 22.40 Soit (n, A), IP') un espace probabilisé. Pour tout couple 
(X, Y) de VJ(O), on a 

V(X +Y) = V(X) + V(Y) + 2 Cov(X, Y). 

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour une forme bilinéaire symétrique 
positive, nous obtenons, 

Corollaire 22.41 Soit (n, A), IP') un espace probabilisé. Pour tout couple 
(X, Y) de VJ(O), on a 

ICov(X, Y)I S a(X).a(Y). 

Corrélation linéaire 

Pour avoir une idée de la corrélation entre deux variables X et Y, nous nor
malisons la covariance ~ 
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Définition : Soit (0, A), P) un espace probabilisé. Pour tout couple 
(X, Y) de VJ ( 0), on appelle coefficient de corrélation linéaire le réel 

Cov{X, Y) 
p(X, Y) = a(X).a(Y). 

Proposition 22.42 Soit (0, A), P) un espace probabilisé. Pour tout couple 
(X, Y) de V,1(0), on a 

Jp(X, Y)J ::; 1. 

Preuve. Évident. 

Il 
Définition : Soit (0, A), P) un espace probabilisé. On dit que deux 
éléments X et Y de V,1(0) sont non corrélées si leur coefficient de 
corrélation linéaire est nul. 

22.8.3 Variables aléatoires discrètes indépendantes 

La définition des variables aléatoires indépendantes, ainsi que la remarque 22.8 
associée à cette définition, sont données dans la section 22. 7.2, page 417. 

Exercice 22.6 Soit n un entier strictement supérieur à 2 et n variables aléatoires 
indépendantes X1, X2, X3 · · · , Xn. 

1. Montrer que les variables aléatoires X1 + X2, X3 · · · , Xn sont indépendantes. 

2. En déduire que, pour tout entier k compris entre 2 et (n - 1), les variables 

sont indépendantes. 

Solution. 

1. On note (ai)iEI l'ensemble image de la variable X 1 . On sait que I est un 
ensemble au plus dénombrable. Soit x un réel. On a, 

Ainsi, 

P{X1 + X2 = x) = LP{X1 =ai n X2 = x - ai) 
iEJ 

= LP(X1 = ai)P(X2 = x - ai)· 
iEJ 



22.8. VARIABLES ALÉATOIRES RÉELLES DISCRÈTES 

On considère (x3, · · · , Xn) un (n - 2)-uplet de réels. Alors, 

Ainsi, 

(X1 + X2 = x) n (ni:=3(Xk = xk)) 

= (üiEI (X1 =ai n X2 = x - ai)) n (ni:=3(Xk = xk)) 

= (JiEI ((X1 =ai) n (X2 =X - ai) nk=3 (Xk = Xk)) 

n 

= LJP'(X1 = ai)JP'(X2 = x - ai) II lP'(Xk = Xk)· 
iEI k=3 

n 

= JP'(X1 + X2 = x) II JP'(Xk = xk)· 
k=3 

Les variables (X1 + X2, X3, · · · , Xn) sont indépendantes. 

2. Évident à l'aide d'une récurrence. 
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Proposition 22.43 Soient X 1, X2, · · · Xn sont des variables aléatoires 
discrètes indépendantes. 

1. Si X 1 , X 2 , · · · Xn admettent~ des moments d'ordre 1, alors la variable 
X1X2 · · · Xn admet un moment d'ordre 1 avec 

n 

IE(X1X2 · · · Xn) =II JE( Xi)· 
i=l 

2. Si X 1 , X 2, · · · Xn admettent des moments d'ordre 2, alors la 
variableL;~=l Xi admet un moment d'ordre 2 et: 

n n 

vcL:xi) = L:vcxi)· 
i=l i=l 

Remarque 22.10 Attention, l'hypothèse d'indépendance est nécessaire. En effet, 
considérons une variable aléatoire X admettant un moment d'ordre 1 mais pas un 
moment d'ordre 2. Alors la variable X.X n'admet pas de moment d'ordre 1. 

Preuve. Effectuons les preuves pour deux variables aléatoires indépendantes X 
et Y. Pour obtenir le résultat pour n variables, il suffit d'effectuer une preuve 
par récurrence. Il faut s'assurer que si les variables aléatoires X1,X2, · · · ,Xn sont 
indépendantes alors pour tout entier k strictement positif et strictement inférieur 
à n, les variables X1 + X2 · · · + Xk,Xk+l• · · · ,Xn sont indépendantes (exercice 
22.6) ainsi que les variables X1X2 .. · Xk, Xk+l• · · · , Xn (preuve comparable à la 
solution de l'exercice 22.6). 
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1. On considère X et Y deux variables aléatoires discrètes indépendantes ad
mettant un moment d'ordre 1 de support respectifs (xi)ieI et (y3)jEJ· Par 
hypothèse, 

L lxillP'(X = xi) < +oo, L IY3 llP'(Y = Y3) < +oo. 
jEJ iEl 

Ainsi, les variables aléatoires X et Y étant indépendantes, 

(i,j)ElxJ 

L lxiYj llP' ((X =xi) n {Y = y3 )] 
(i,j)Elx J 

iEl jEJ 

= (2: lxillP'{X =Xi)) · (L IY3llP'(Y = Y3)) < +oo. 
iEl jEJ 

La variable XY admet ainsi un moment d'ordre 1, avec 

IE(XY) = L xiy31P'[(X =xi) n (Y= y3)] 
(i,j)ElxJ 

= L XiY3IP'(X = Xi)IP'(Y = Yj) = L L XiY3IP'(X = Xi)IP'(Y = Yj) 
(i,j)Elx J iEl jEJ 

= (I:xilP'{X =Xi)). (LY3IP'(Y = Y3)) = IE{X)IE{Y). 
iEl jEJ 

Ces égalités et les permutations de termes sont légitimes puisque ces séries 
sont absolument convergentes. 

2. On considère X et Y deux variables aléatoires indépendantes et admettant 
un moment d'ordre 2. Alors 

V(X +Y)= JE [{X+ Y)2 - IE{X + Y)2] 

= IE{X2 ) + IE{Y2 ) + 21E{XY) + [IE{X + Y)] 2 - 21E{X + Y).IE(X +Y) 

= IE{X2 ) + IE{Y2 ) + 21E{XY) - [IE{X + Y)] 2 

= V(X) + V{Y) + 21E{XY) - 21E{X)IE{Y). 

Les deux variables aléatoires étant indépendantes, on obtient le résultat 
désiré. 

Corollaire 22.44 Soient (n, A), IP') un espace probabilisé et (X, Y) un couple 
de VJ(Q) de variables aléatoires indépendantes, alors 

Cov(X, Y) = O. 
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Preuve. Nous savons que 

V(X +Y) = V(X) + V(Y) + 2 Cov(X, Y). 

Les deux variables étant indépendantes, on a 

V(X +Y) = V(X) + V(Y). 

D'où, le résultat. 

22.8.4 Fonction génératrice d'une variable aléatoire discrète 

Exercice 22. 7 On considère X une variable aléatoire réelle définie sur (n, A, IP') à 
valeurs dans N. On appelle fonction génératrice de X, la série entière réelle gx définie 
par 

+oo 
gx(s) = L IP'(X = n)sn. 

n=O 

1. Montrer que le rayon de convergence de gx est supérieur ou égal à 1. 
(k)(O) 

2. Montrer que, pour tout k appartenant à N, IP'(X = k) = ~· 
3. (a) Montrer que si, X et Y sont deux variables aléatoires réelles, définies sur 

(n, A, IP') à valeurs dans Net indépendantes, alors 

Vs E [-1, 1], 9(x+Y)(s) = gx(s)gy(s). 

(b) Montrer que si (X1, X2, · · · , Xn) sont des variables aléatoires réelles indé
pendantes, définies sur (n, A, IP') à valeurs dans N, alors 

n 

Vs E [-1, 1], 9(X1+x2 +···Xn)(s) =Il 9xk(s). 
k=l 

4. Montrer que X admet un moment d'ordre 1 si et seulement si gx est dérivable 
à gauche en 1 et sous cette hypothèse 

IE(X) = 9Sc(:n.-). 

5. Montrer que X admet un moment d'ordre 2 si et seulement si gx est deux fois 
dérivable à gauche en 1 et sous cette hypothèse 

6. En déduire que si X admet un moment d'ordre 2 
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Solution. 
1. De l'égalité, 

2. 

+oo 
LIP(X = n) = 1, 
n=O 

on déduit que la série entière gx est convergente pour s = 1. Le rayon de 
convergence est supérieur ou égal à 1. 

+oo 
't/k EN, Vs E] -1, 1[, g<;> (s) = L n(n - 1) · · · (n - k + l)IP(X = n)sn-k 

n=k 

= ~ (n + k)!IP(X = n + k)sn. 
L..,, n! 
n=O 

En particulier, 
g<;>(o) = k!.IP(X = k). 

3. (a) Pour tout réels appartenant au segment [-1, 1], les séries 

+oo +oo 
L IP(X = n)sn et LIP(Y = n)sn 
n=O n=O 

sont absolument convergentes. On peut effectuer leur produit de Cau
chy. 

+oo 
Vs E [-1, 1], gx(s)gy(s) = L ansn, 

n=O 
avec 

n 

'tin EN, an= LIP(X = k)IP(Y = n - k). 
k=O 

Les variables aléatoires X et Y étant indépendantes, 

n 

'tin EN, an= LIP((X = k) n (Y= n - k)) = IP(X +Y= n). 
k=O 

D'où, 

+oo 
Vs E [-1, 1], gx(s)gy(s) = LIP(X +Y= n)sn = g(x+Y)(s). 

n=O 

(b) Évident à l'aide d'une récurrence en utilisant le résultat de l'exercice 
22.6. 

Pour la suite, notons 

+oo 
Vs E [-1, 1], gx(s) = L gn(s), 

n=O 
avec 

'tin EN, Vs E [-1, 1], gn(s) = IP(X = n)sn. 
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4. La variable X admet un moment d'ordre 1 si la série à termes positifs, 

+oo 
L:nlP'(X = n) 
n=l 

est convergente. 

(a) Supposons que X admette un moment d'ordre 1. Alors, 

\ln EN*, Vs E [-1, 1], lg~(s)I = lnlP'(X = n)sn-ll:::; nlP'(X = n). 

La série 
+oo 
LY~(s) 
n=l 

est normalement convergente sur [-1, 1]. La restriction de l'application 
gx au segment [-1, 1] est ainsi dérivable sur ce segment. On obtient, 

+oo 
g~(], -) = L nlP'(X = n) = JE(X). 

n=l 

(b) Supposons que la variable aléatoire X n'admette pas de moment d'ordre 
1. Alors, 

+oo 
L nlP'(X = n) = +oo. 
n=l 

Soit A un réel strictement positif. Il existe un entier naturel N tel que 

N 

L nlP'(X = n) ~ 2A. 
n=l 

Il existe un réel a E]O, 1[ tel que 

N 

Vs E]a, 1[, L nlP'(X = n)sn-l ~ A. 
n=l 

En conséquence, 

+oo N 

Vs E]a, 1[, g~(s) = L nlP'(X = n)sn-l ~ L nlP'(X = n)sn-l ~A. 
n=l n=l 

En utilisant le théorème des accroissements finis, on obtient, 

On en déduit que 

Vs E]a, 1[, 
gx(l) - gx(s) >A. 

1-s -

lim gx(l) - gx(s) = +oo 
s-+D.- 1 - S 

et que l'application gx n'est pas dérivable à gauche en 1. 
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5. La variable aléatoire X admet un moment d'ordre 2 si la série 
+oo 
L n2P(X = n) 
n=l 

est convergente. 
(a) Supposons que la variable aléatoire X admette un moment d'ordre 2 

donc un moment d'ordre 1. La série à termes positifs 

+oo 
L n(n - l)P(X = n) 
n=l 

est également convergente. 

\ln~ 2, Vs E (-1, 1), lg~(s)I = ln(n - l)]p>(X = n)sn-21 

:::; n(n - l)]p>(X = n). 

La série 

n=2 
est normalement convergente sur (-1, 1). La restriction de l'application 
gx au segment (-1, 1) est ainsi deux fois dérivable sur ce segment. On 
obtient, 

+oo +oo +oo 
g~(]_ -) = L n(n - l)P(X = n) = L n2P(X = n) - L nP(X = n) 

n=O n=O n=O 

= IE(X2) - IE(X). 

(b) Si la variable X admet un moment d'ordre 1 mais pas de moment 
d'ordre 2. Alors 

+oo 
L n(n - l)]p>(X = n) = +oo. 
n=2 

On montre, de la même manière que dans la question précédente, que 

lim 9x(l) - 9x(s) = +oo. 
s-+1- 1-s 

Ainsi gx n'est pas deux fois dérivable à gauche en 1. 

(c) Si la variable X n'admet pas de moment d'ordre 1, la fonction géné
ratrice n'est pas dérivable à gauche en 1. 

6. Supposons que X admette un moment d'ordre 2 

Dans cette section et la suivante, X désigne une variable aléatoire réelle définie 
sur un espace probabilisé (0, A, P). 
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22.8.5 Loi de Bernoulli 

Définition : Soit p un réel appartenant à [O, 1]. Une variable aléatoire 
réelle X suit une loi de Bernoulli de paramètre p si 

lP'(X = 1) = p, lP'(X = 0) = 1 - p. 

On note X rv B(p). 

Exemple : Soit (n, A, lP') un espace probabilisé. On considère A un événement de 
cet espace. L'application ].A définie sur n est une variable aléatoire réelle suivant 
une loi de Bernoulli de paramètre lP'( A). 

Proposition 22.45 Soit X, une variable aléatoire réelle suivant une loi de 
Bernoulli de paramètre p. On a, 

IE(X) = p, V(X) = p(l - p), 

Vs E ~. gx(s) = ps + (1 - p). 

22.8.6 Loi binomiale 

Définition : Soient n un entier strictement positif et p un réel apparte
nant à [O, 1]. Une variable aléatoire réelle X suit une loi binomiale de pa
ramètre ( n, p) si X est la somme de n variables aléatoires indépendantes 
suivant une loi de Bernoulli de paramètre p. 
On note X rv B(n,p). 

Proposition 22.46 Soit X, une variable aléatoire réelle suivant une loi bino
miale de paramètre ( n, p). On a, 

Vs E ~. gx(s) = (ps + (1 - p)t, 

Vk E {O, 1 · · · , n}, lP'(X = k) = C~pk(l - p)n-k, 

IE(X) = np, V(X) = np(l - p). 

Preuve. Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramètre 
(n,p) et Xi, X2, .. · Xn des variables aléatoires indépendantes, suivant une loi de 
Bernoulli de paramètre p et vérifiant 
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En utilisant le résultat de la question 3.b de l'exercice 22.7, lous obtenons, 
n 

Vs E [-1; 1], gx(s) = ITgxi(s) = (ps + (1- p))n. 
i=l 

Le support de la variable X étant fini, l'application gx est un polynôme. Ainsi, 

Vs E ~' gx(s) = (ps + (1 - p)t. 

Développons ce polynôme, 
n 

Vs E ~' gx(s) = L C~pk(l - p)n-ksk. 
k=O 

En identifiant avec les coefficients de la série génératrice, nous avons 

De plus, 
n 

IE(X) = LIE(Xi) = np. 
i=l 

Les variables Xi, X2, · · · Xn étant indépendantes 
n 

V(X) = :L:v(Xi) = np(l - p). 
i=l 

22.8. 7 Loi uniforme discrète 

Définition : Soit n un entier strictement positif. Une variable aléatoire 
réelle discrète X suit une loi uniforme sur {1, · · · , n} si 

P(X = i) = ~ pour tout i E {1, · · · , n} 
n 

On note X "' U ( { 1, · · · , n}). 

Proposition 22.47 Soit X une variable aléatoire réelle discrète suivant une 
loi uniforme sur {l, · · · , n}. On a 

et 

IE(X) = n + 1 
2 

IE(X2) = t k2 = (n + 1)(2n + 1) 
k=l n 6 

V(X) = IE(X2 ) - IE(X)2 = n2 
- l. 

12 
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22.8.8 Loi géométrique 

Définition : Soit p un réel appartenant à JO, 1[. Une variable aléatoire 
réelle X suit une loi géométrique de paramètre p si 

Vk EN*, IP'(X = k) = p(l - p)k-1 . 

On note X,...., Q(p). 

Proposition 22.48 Soit X, une variable aléatoire réelle suivant une loi 
géométrique de paramètre p. On a, 

Preuve. 

Vs E [-1, 1], 
ps 

9x(s) = 1- (1- p)s' 

IE(X) = ~' V(X) = (l ~ p). 
p p 

+oo 
Vs E [-1; 1], 9x(s) = LP(l - p)k-Isk. 

k=l 

Cette série est géométrique de raison (1 - p)s et de premier terme ps. Ainsi, 

Vs E [-1; 1), 
ps 

9x(s) = 1- (1-p)s· 

Le rayon de convergence de cette série entière est 1 ~P, strictement supérieur à 1. 

et 

1 1 
VsE]--·-[ 

1-p'l-p' 

1 1 
VsE]--1 -;-1-[, 

-p -p 

9~(s) = (1- (lp- p)s)2 

Il ( ) 2p( 1 - p) 
9xS =(1-(1-p)s)3 

On obtient 

Ainsi, 

9~(1) = ~' 91(1) = 2(1 ~ p). 
p 

IE(X) = 9~(1) = ~' 
p 

V(X) = 91(1) + 9~(1) - (9~(1)) 2 = l ~p. 
p 

Exercice 22.8 Soient p un réel appartenant à l'intervalle ]O, 1[ et X une variable 
aléatoire suivant une loi géométrique de paramètre p. Pour quels réels positifs a, la 
variable aléatoire X admet-elle un moment exponentiel d'ordre a? 
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Solution. Soit a un réel strictement positif. Alors, 

La série I::k>l JP(X = k)ek°' est une série géométrique de raison (1- p)e°'. Elle est 
convergente si et seulement si 

(1 - p)e°' < 1 {:::}a< - ln(l - p). 

On en déduit que la variable aléatoire X admet un moment exponentiel d'ordre a 
si et seulement si a appartient à l'intervalle ]O, - ln(l - p)[. 

22.8.9 Loi de Poisson 

Définition : Soit À un réel strictement positif. Une variable aléatoire 
réelle X suit une loi de Poisson de paramètre À si 

Vk EN, 

On note X rv P(.X). 

Proposition 22.49 Soit X, une variable aléatoire réelle suivant une loi de 
Poisson de paramètre À. On a, 

Vs E IR, gx(s) = eÀ(s-1>, 

JE(X) = À, V(X) = À. 

Preuve. 

Vs E IR, 

Ainsi, 
I (1) \ 9Xll (1) = \2, 9x = "'• "' 

et 

JE(X) = g~(l) =À, V(X) = g~(l) + g~(l) - (g~(1)) 2 = .X2 +À - .X2 =À. 
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Exercice 22.9 Soient À un réel X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson 
de paramètre À. Montrer que X admet des moments exponentiels de tous ordres. 

Solution. Soit a un réel strictement positif. On a, 

Àk (Àea)k 
IP'(X = k)eka = e->..-eka = e->.. __ _ 

k! k! . Vk EN, 

La série Ek:;:.:o IP'(X = k)eak est convergente avec 

+oo 
L IP'(X = k )eak = e->..e>..e" = e>..(e"-1). 

k=O 

Exercice 22.10 Soit n un entier strictement positif. On considère .X1 , · · · , Àn n réels 
strictement positifs, X 1 , · · · , Xn n variables aléatoires indépendantes. On suppose, 
que pour tout entier k, la variable Xk suit une loi de Poisson de paramètre Àk. 
Montrer que la variable aléatoire 

n 

X=LXk 
k=l 

suit une loi de Poisson dont on déterminera le paramètre. 

Solution. Pour tout entier k compris entre 1 et n l'application gk, fonction 
génératrice de la variable aléatoire X k, vérifie : 

Vs E ~' 9k(s) = e>-k(s-1)_ 

Les variables (Xkh~k~n étant indépendantes, l'application g, fonction génératrice 
de la variable X vérifie (voir exercice 22.7) : 

Vs E [-1; 1], g(s) = Ilk=19k(s) = Ilk=l exp (Àk(s - 1)) =exp ((s - 1) t Àk) . 
k=l 

La fonction génératrice caractérisant la loi de la variable aléatoire, la variable X 
suit une loi de Poisson de paramètre E~=l Àk· '9 

Exercice 22.11 On considère que, sur une journée, le nombre de personnes venant 
visiter la concession automobile Broumbroum est une variable aléatoire X suivant une 
loi de Poisson de paramètre À, où À est un réel strictement positif. On pense que 
chaque visiteur a une probabilité p (p E)O; 1[) de commander une automobile. On 
suppose que les décisions de commander ou de ne pas commander une automobile 
sont indépendantes entre les différents clients. 
On note Y une variable aléatoire comptabilisant, sur une journée, le nombre de clients 
ayant commandé une voiture. Donner la loi de Y. 
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Solution. Remarquons que la famille d'événements 

(X= n)nEN 

forme un système complet d'événements. 
La variable Y est une variable aléatoire discrète à valeurs entières positives. Soit 
k un entier naturel : 

(Y= k) = UnEN ((Y= k) n (X= n)). 

Ainsi, 
+oo 

IP'(Y = k) = LIP'((Y = k) n (X= n)). 
n=O 

En remarquant, que pour tout entier n strictement inférieur à k, les événements 
(X= n) et (Y= k) sont incompatibles, 

+oo +oo 
IP'(Y = k) = LIP'((Y = k) n (X= n)) = LIP'(X = n).IP'(Y = k/X = n). 

n=k n=k 

La loi de la variable aléatoire Y, conditionnée par l'événement (X = n), suit une 
loi binomiale de paramètre ( n, p). Ainsi, 

+oo +oo Àn 
IP'(Y = k) = L IP'(X = n).IP'(Y = k/X = n) = L e->.1c~pk(l - Pt-k 

n=k n=k n. 

Nous obtenons 

La variable aléatoire Y suit une loi de Poisson de paramètre Àp. 

22.9 Variables aléatoires réelles continues 

Proposition admise 22.50 Muni des lois +, x, ., l'ensemble des variables 
aléatoires réelles continues définies sur un espace probabilisé (0, A, IP') est une 
algèbre sur lR. que l'on notera Vc(O). 
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22.9.1 Moments d'une variable aléatoire continue 

Définition : Soit r un entier strictement positif. On dit qu'une va
riable aléatoire continue X, de densité f admet un moment d'ordre r si 
l'intégrale 1-:00 

xr f(x)dx 

est absolument convergente. Dans ce cas, on appelle moment d'ordre r 
de X le réel 

Remarque 22.11 L'application x 1-+ xr f(x) gardant un signe constant sur JR+ 
d'une part, et sur IR- d'autre part, la convergence de l'intégrale sur lR équivaut à 
l'absolue convergence de cette intégrale. 

Proposition 22.51 Soient X une variable aléatoire continue, r et s deux en
tiers strictement positifs vérifiant s > r. Si X admet un moment d'ordres alors 
X admet un moment d'ordre r. 

Preuve. Soient s et r deux entiers strictement positifs vérifiant s > r. On suppose 
que l'intégrale \.. 

f+oo 
-oo lxsl f(x)dx 

est convergente. Nous avons, 

Les deux intégrales 

étant convergentes, l'intégrale 

l'est aussi. 
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Définition : Soit a un réel strictement positif et X une variable aléatoire 
continue. On dit que la variable aléatoire X admet un moment exponen
tiel d'ordre a si l'intégrale 

1+00 
_

00 
e°'l"'lf(x)dx 

est convergente. 

Proposition 22.52 Soit a un réel strictement positif et X une variable 
aléatoire continue admettant un momerJ,t exponentiel d'ordre a. Alors, 

1. Pour tout réel f3 strictement positif et inférieur à a, la variable aléatoire 
X admet un moment exponentiel d'ordre f3 . 

2. Pour entier strictement positif k, la variable aléatoire X admet un mo
ment d'ordre k . 

Preuve. La preuve est similaire à celle de la proposition 22.27, page 419. 

22.9.2 Espérance, variance, covariance 

Espérance 

Définition : Lorsqu'il existe, le moment d'ordre 1 d'une variable 
aléatoire continue est appelé espérance et noté 

1+00 
IE(X) = -oo xf(x)dx. 

Il Définition : On dit qu'une variable aléatoire est centrée si son espérence 
est nulle. 

Remarque 22.12 Une variable aléatoire continue X suit une loi de Cauchy si 
elle admet pour fonction de densité la fonction f définie par : 

Vx ER., 
1 

f(x) = -7r(,..--l_+_x2.,,..,..)' 

On remarque qu'une telle variable n'admet pas d'espérance. 

Proposition admise 22.53 Une variable aléatoire continue X admet un mo
ment d'ordre r, si et seulement si la variable aléatoire xr admet un moment 
d'ordre 1 avec 
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Proposition admise 22.54 Soient (n, A, IP) un espace probabilisé, X et Y 
deux variables aléatoires réelles continues, définies sur cet espace et admettant 
un moment d'ordre 1, alors : 

1. La variable (X+ Y) admet un moment d'ordre 1 avec 

IE(X +Y) = IE(X) + IE(Y). 

2. Pour tout réel a, la variable (aX) admet un moment d'ordre 1 avec 

IE(aX) = alE(X). 

Corollaire 22.55 Soit (n, A), IP) un espace probabilisé. Muni des lois + et ., 
l'ensemble des variables aléatoires réelles continues définies sur n et admettant 
un moment d'ordre 1 est un espace vectoriel sur!R que l'on notera V~(n). Dans 
cet espace, l'espérance est une forme linéaire. 

Preuve. Évident 

Variance, écart-type 

Proposition 22.56 Soit X une variable aléatoire continue admettant un mo
ment d'ordre 2. Alors la variable centrée (X - IE(X)) admet également un 
moment d'ordre 2. On appelle alors variance de X, le réel positif, 

V(X) =JE [(X - IE(X))2] • 

Preuve. Identique à la preuve de la proposition 22.32 

Proposition 22.57 Si une variable aléatoire continue X admet un moment 
d'ordre 2, on a 

V(X) = IE(X2 ) - (IE(X))2 • 

Preuve. Identique à la preuve de la proposition 22.33 

Proposition 22.58 Soient a et b deux réels et X une variable aléatoire conti
nue admettant un moment d'ordre 2. On a, 

V(aX + b) = a2V(X). 

Preuve. Identique à la preuve de la proposition 22.34 
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Définition : On appelle écart-type de la variable X admettant un mo
ment d'ordre 2, le réel positif, 

a(X) = /V(X). 

Il Définition : On dit qu'une variable aléatoire continue est réduite si elle 
admet un écart-type égal à 1. 

Proposition admise 22.59 Soient {!l, A, IP') un espace probabilisé, X, Y deux 
variables aléatoires réelles continues, définies sur !l admettant un moment 
d'ordre 2, alors la variable produit XY admet un moment d'ordre 1. 

Proposition 22.60 Soit {!l,A),IP') un espace probabilisé. L'ensemble que l'on 
notera v; ( n)' des variables aléatoires réelles continues définies sur n et ad
mettant un moment d'ordre 2 est un sous-espace vectoriel de V1(!l) . 

Preuve. Identique à la preuve de la proposition 22.36. 

Covariance 

Proposition-définition 22.61 Soient {!l, A), IP') un espace probabilisé, X et 
y deux éléments de v; ( n)' alors la variable aléatoire continue 

(X - IE(X))(Y - IE{Y)) 

admet un moment d'ordre 1 et on appelle covariance du couple (X, Y) notée 
Cov(X, Y), le réel 

Cov{X, Y)= IE({X - IE{X))(Y - IE{Y))]. 

Preuve. Identique à la preuve de la proposition 22.37. 

Proposition 22.62 Soient {!l, A), IP') un espace probabilisé, X et Y deux 
éléments de v;(n), alors 

Cov{X, Y) = IE(XY) - IE{X)IE{Y). 

Preuve. Identique à la preuve de la proposition 22.38. 
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Proposition 22.63 Soit (fi, A), IP') un espace probabilisé. Dans l'espace 
(V;(n), +, .), la covariance est une forme bilinéaire symétrique positive dont 
la forme quadratique associée est la variance. 

Preuve. Évident 

Remarque 22.13 Attention, la covariance est une forme bilinéaire symétrique 
positive mais non définie. En effet une variable aléatoire admet une variance nulle 
si et seulement si elle est déterministe, c'est-à-dire constante. 

En utilisant la formule de polarisation pour une forme quadratique, nous obtenons, 

Corollaire 22.64 Soit (fi, A), IP') un espace probabilisé. Pour tout couple 
(X, Y) de v;(n), on a 

V(X +Y) = V(X) + V(Y) + 2 Cov(X, Y). 

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour une forme bilinéaire symétrique 
positive, nous obtenons, 

Corollaire 22.65 Soit (fi, A), IP') un espace probabilisé. Pour tout couple 
(X, Y) de v;(n), on a 

ICov(X, Y)I ::; a(X).a(Y). 

Corrélation linéaire 

Pour avoir une idée de la corrélation entre deux variables X et Y, nous nor
malisons la covariance : 

Définition : Soit (fi, A), IP') un espace probabilisé. Pour tout couple 
(X, Y) de v;(n), on appelle coefficient de corrélation linéaire le réel 

Cov(X, Y) 
p(X, Y) = a(X).a(Y). 

Proposition 22.66 Soit (fi, A), IP') un espace probabilisé. Pour tout couple 
(X, Y) de v;(n), on a 

lp(X, Y)I ::; 1. 

Preuve. Évident. 
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Il 
Définition : Soit (n, A), JP) un espace probabilisé. On dit que deux 
éléments X et Y de v;(n) sont non corrélées si leur coefficient de 
corrélation linéaire est nul. 

22.9.3 Variables aléatoires continues indépendantes 

La définition des variables aléatoires indépendantes, ainsi que la remarque 22.8 
associée à cette définition, sont données dans la section 22.7.2, page 417. 

Proposition admise 22.67 Soient Xi, X2, · · · Xn des variables aléatoires 
continues indépendantes, 

1. Si Xi,X2,- ··Xn admettent des moments d'ordre 1, alors la variable 
aléatoire X1X2 · · · Xn admet un moment d'ordre 1 et 

n 

JE(X1X2 · · · Xn) = Il JE( Xi)· 
i=l 

2. Si X1, X2,- · · Xn admettent des moments d'ordre 2, alors la 
variablel:~=l Xi admet un moment d'ordre 2 et: 

n n 

V(LXi) = LV(Xi)· 
i=l i=l 

Corollaire 22.68 Si X et Y sont deux variables aléatoires continues et 
indépendantes, alors 

Cov(X, Y) = O. 

Preuve. Évident d'après la proposition précédente. 

Proposition admise 22.69 Soient Xi, X2, · · · Xn des variables aléatoires 
continues indépendantes, et de fonctions de densité respectives Ji, /2, · · · fn· 
Alors l'application 

n 

S=LXk 
k=l 

est une variable aléatoire réelle continue admettant pour fonction de densité la 
fonction 

fi* f2 * · · · * fn 

où la loi *représente le produit de convolution défini dans la section 16.3.1, 
page 274. 



22.9. VARIABLES ALÉATOIRES RÉELLES CONTINUES 445 

22.9.4 Loi uniforme continue 

Définition: Soient a et b deux réels tels que a< b. Une v.a.r X suit une 
loi uniforme sur l'intervalle (a, b] si elle admet pour fonction de densité 
la fonction f définie par 

VxE~, 
1 

f(x) = b _a li[a,bJ(x). 

Proposition 22.70 Si une v.a.r X suit une loi uniforme sur un intervalle 
[a, b], alors 

IE(X) =a; b' V(X) = (a - b)2 
12 . 

Preuve. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur un segment [a; b]. 

Ainsi, X admet un moment d'ordre 1 et 

IE(X) =a+ b. 
2 

1+00 x2 1 lb 1 [x3] b 
-oo b - a ]_[a,bj(x)dx = b - a a x2dx = b - a 3 a 

b3 - a3 a2 + ab + b2 
= =----

3(b-a) 3 

Ainsi, la variable X admet un moment d'ordre 2 avec 

IE(X2) = a2 + ~b + b2. 

On obtient 

a+b 
2 

V(X) = IE(X2) - (IE(X)2) = a2 + ~b + b2 - (a; b) 2 = (a ~2b)2 

Exercice 22.12 On considère X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant 
une loi uniforme sur le segment (O; 1]. On considère c un réel strictement positif et 
strictement inférieur à 1. Calculer 

IP'(IX - YI :::; c). 
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Solution. Les variables X et (-Y) sont indépendantes (exercice 22.5 page 417), 
la loi de la variable (-Y) admet pour fonction de densité la fonction indicatrice 
du segment [-1; O] notée ].[-l;O]· La loi de la variable (X -Y) admet pour fonction 
de densité la fonction que l'on notera f, produit de convolution 

].[-1;0] * ].[O;l] · 

Ainsi, 

Vx ER., f(x) = 1:00 
].[-1;01(x - t).1[0;11(t)dt. 

Soit x un réel. Alors 

].(-l;Oj(X - t) = 1 <=> -1:::; X - t:::; Ü <=>X:::; t:::; X+ 1<=>].(x;x+lj(t)=1. 

Donc, 

Le réel f(x) est la longueur de l'intervalle, éventuellement vide, ([x; x + l] n [O; l]). 
On trouve 

{ 
f(x) = 0 si lxl > 1, 

f(x) = x + 1 si - 1 :::; x :::; 0, 

f(x) = 1 - x si 0 :::; x :::; 1. 

Nous remarquons que l'application f est paire. 
Soit é un réel strictement compris entre 0 et 1. 

IP'(IX -YI< é) = IP'(-é <X - Y< é) = [ee f(x)dx 

= 2 foe (1- x)dx = 1- (1- é)2 . 

22.9.5 Loi exponentielle 

Définition : Soit À un réel strictement positif. Une v.a.r X suit une loi 
exponentielle de paramètre À si elle admet pour fonction de densité la 
fonction f>, définie par, 
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Proposition 22.71 Si une v.a.r X suit une loi exponentielle de paramètre), 
alors 

1 
E(X) =A' 

1 
V(X) = ),2 • 

Preuve. Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramètre 
À. 

= 1+00 e->.xdx = ~· 

La variable X admet un moment d'ordre 1 avec 

1 
E(X) = :x· 

2 r+00 2 2 
= :x· Jo Àxe->.xdx = AE(X) = ),2 . 

La variable X admet un moment d'ordre 2 avec 

Ainsi, 

2 2 
E(X) = ),2 . 

2 2 2 1 1 
V(X) = E(X ) - (E(X) ) = .>,2 - ),2 = ),2 • 

Caractérisation des variables aléatoires « sans mémoire » 

Exercice 22.13 Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi exponentielle de 
paramètre À. 

1. Donner sa fonction de répartition. 

2. Montrer que : 

\f (s, t) E JR+ x JR+, P ((X> s + t) 1 (X> t)) = P (X> s). (22.25) 

La propriété (22.25) se traduit en disant que la variable aléatoire X est sans 
mémoire. 
Soit T une variable aléatoire réelle sans mémoire. Le but des questions suivantes 
est de montrer que cette variable aléatoire suit une loi exponentielle. On note 
Fr sa fonction de répartition. 
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3. Montrer que la fonction GT, définie sur JR.+ par : 

Vx E JR.+, GT(x) = 1 - FT(x) 

est strictement positive et vérifie 

V(x, y) E (JR.+)2 , GT(x +y)= GT(x)GT(y). 

4. Montrer que pour tout réel positif x et tout rationnel positif r, on a 

GT(rx) = (GT(x)t. 

5. Montrer qu'il existe un réel a vérifant 

6. Montrer que la variable aléatoire T suit une loi exponentielle. 

Solution. 

1. On note Fx la fonction de répartition de la variable X. On a: 

Vx E JR., Fx(x)={ Osix<O, J; >..e->.tdt = 1 - e->.x si x :'.'.". O. 

2. Pour tout t :'.'.". 0, on a P (X > t) = 1 - Fx (t) = e->.t >O. Ainsi, 

P ((X ) 1 ( X t)) = P ((X > s + t) n (X > t)) = P (X > s + t) 
> 8 + t > P (X > t) P (X > t) 

e->.(s+t) 
= = e->.s = P (X > s). e->.t 

3. On a, 
VxEJR.+, GT(x)=l-FT(x)=P(T>x). 

Dans la propriété (22.25), l'existence de la probabilité conditionnelle assure 
que, pour tout réel positif t, la probabilité de l'événement (X > t) est stric
tement positive. Ainsi, 

Vt E JR.+' GT(t) >o. 

De plus, 
GT(s) = IP(X > s) = P ((X> s + t) 1 (X> t)) 

D'où le résultat. 

P ((X> s + t) n (X> t)) 
P(X > t) 

GT(s + t) 
GT(t) . 

P(X > s+t) 
P(X > t) 
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4. On remarque que 

GT(O) = GT(O + 0) = (GT(0))2 • 

Le réel GT(O) étant strictement positif, nous obtenons 

GT(O) = 1. 

Soit x un réel positif. On vérifie alors, à l'aide d'une récurrence évidente, que 

Vn EN, GT(nx) = (GT(x)t. 

Soit r un rationnel positif. On considère deux entiers positifs p et q vérifiant 
r = ~·Alors 

(GT(rx))q = GT(qrx) = GT(px) = (GT(x))P. 

L'application GT étant à valeurs positives, on obtient 

GT(rx) = (GT(xr. 

5. Rappelons que l'application GT est à valeurs strictement positives. 

Vr E Q+, GT(r) = (GT(lr) = exp(rlnGT(l)). 

On considère le réel a= ln(GT(l)). Ainsi, 

Vr E Q+, GT(r) = ear. 

Soit x un réel positif. On note (dn)nEN la suite des approximations décimales 
par défaut de x et (en)nEN la suite des approximations décimales par excès 
de x. La fonction de répartition FT étant croissante, l'application GT est 
décroissante. 

Donc, 
Vn E N, eaen :::; GT(x) :::; eadn. 

L'application exponentielle étant continue sur ~ et en particulier en x, les 
suites ( eaen )nEN et ( eadn )nEN sont convergentes vers eax. Ainsi, 

On obtient 
Vx E ~+, GT(x) = ea"'. 

6. L'application FT étant une fonction de répartition, 

lim FT(x) = 1, 
x-++oo 

ainsi, 
lim GT(x) =O. 

x-++oo 
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On en déduit que le réel a est strictement négatif. On pose À = -a. On 
obtient: 

\lx E ~+, FT(x) = 1- GT(x) = 1- e-,\x. 

La fonction FT étant positive et croissante sur ~. on a : 

VxE~, FT (x) = { 0 six< 0, 
1 - e-,\x = si X ~ 0, 

L'application FT est la fonction de répartition d'une variable aléatoire sui
vant une loi exponentielle de paramètre À. La fonction de répartition ca
ractérisant la loi, on en déduit que T suit une loi exponentielle de paramètre 
À. 

22.9.6 Loi normale centrée réduite 

Définition : On dit qu'une variable aléatoire réelle X suit une loi nor
male centrée réduite si elle admet pour fonction de densité, la fonction 
f définie par, 

\lx E~, 

On note X,...., N(O, 1) 

22.10 Inégalités 

1 _,,2 

f(x) = rn=e-2 . 
y27f 

22.10.1 Inégalité de Markov 

Proposition 22. 72 Soit X une variable aléatoire réelle positive admettant un 
moment d'ordre 1 et a un réel strictement positif. Alors, 

JP>(X ~ a) ::; JE(X) 
a 

Preuve. On effectue la preuve dans le cas discret. 

JE(X) = L XkJPl(X = Xk) 
XkEX(O) 

> L Xk?(X = Xk) 

a?(X ~a) 
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22.10.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev 

Proposition 22. 73 Soit X une variable aléatoire réelle admettant un moment 
d'ordre 2 et a un réel strictement positif. Alors, 

IP'(IX - IE(X)I 2 a):::; V(~). 
a 

Cette inégalité montre l'intérêt de la variance pour mesurer la dispersion d'une 
v.a. 

Preuve. 

IP'(IX - IE(X)I 2 a) = IP'(IX - IE(X)l 2 2 a2 ) 

IE(IX - IE(X)l2) V(X) 
a2 ~· < 

Markov 

22.11 Convergences 

22.11.1 Convergence presque sûre 

Définition :Soient (Xn)nEN une suite de variables aléatoires réelles, 
définies sur un espace probabilisé (0, A, IP') et X une variable aléatoire 
réelle définie sur le même espace. On dit que la suite (Xn)nEN converge 
presque sûrement vers X si 

{w/la suite (Xn(w))nEN converge vers X(w)} 

est de probabilité 1. 

Exemple : On considère l'espace probabilisé ([-1; 1]; B([-1; 1]), U) où U est la 
probabilité uniforme sur le segment [-1; l]. Pour tout entier naturel n, on considère 
Xn la variable aléatoire réelle définie sur cet espace probabilisé par : 

't:/w E [-1; 1], Xn(w) = wn. 

La suite de variables aléatoires (Xn)nEN converge presque sûrement sur [-1; 1] vers 
l'application nulle. 
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22.11.2 Convergence en prùbabilité 

Définition : Soient (Xn)neN une suite de variables aléatoires réelles, 
définies sur un espace probabilisé (n, A, J?) et X une variable aléatoire 
réelle définie sur le même espace. La suite (Xn)neN converge en proba
bilité vers X si : 

Va E JR+*, lim I? (IXn - XI 2 a) = O. 
n-++oo 

Proposition 22. 74 Soient (Xn)neN une suite de variables aléatoires réelles, 
définies sur un espace probabilisé (n, A, J?) et X une variable aléatoire réelle 
définie sur le même espace. Si la suite (Xn)neN converge presque sûrement vers 
X, alors elle converge en probabilité vers X. 

Preuve. Soient (Xn)neN une suite de variables aléatoires réelles, définies sur un 
espace probabilisé (n, A, J?) et X une variable aléatoire réelle définie sur le même 
espace. On suppose que la suite (Xn)neN converge presque sûrement vers X. On 
considère a un réel strictement positif. Pour tout entier naturel n, on note An et 
Bn les événements suivants : 

+oo 
An = (IXn - XI < a)) et Bn = n Ak 

k=n 

La suite (Bn)neN est une suite croissante d'événements dont la limite contient 
l'événement de probabilité 1 : 

{w/la suite (Xn(w))neN converge vers X(w)} 

Ainsi, 

En outre 

On en déduit que 

et que 

lim l?(A~) = O. 
n-++oo 

D'où le résultat. 
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22.11.3 Loi des grands nombres 

Théorème 22. 75 Loi faible des grands nombres. On considère une suite de 
variables aléatoires réelles (Xn)nEN* indépendantes, de même loi et admettant 
un moment d'ordre 2. On note m l'espérance commune. Alors la suite définie, 
pour tout entier strictement positif n, par 

1 n - I:xk n 
k=l 

converge en probabilité vers m. 

Preuve. L'espérance est une forme linéaire. Ainsi, 

On note a2 la variance commune. Les variables (Xn)nEN* sont indépendantes: 

n n 

V(L Xk) = L V(Xk) = na2 
k=l k=l 

et 

V (.!. ~ xk) = na2 = a2. 
n L.,, n2 n 

k=l 

Soit a un réel strictement positif. Utilisons l'inégalité de Bienaymé-Thebychev : 

Nous obtenons le résultat désiré. 

(}"2 

::::;-2· na 
(22.26) 

Avec des hypothèses plus faibles, le théorème suivant nous donne une conclusion 
plus forte: 

Théorème admis 22. 76 Loi forte des grands nombres. On considère une 
suite de variables aléatoires réelles (Xn)nEN* indépendantes, de même loi et 
admettant un moment d'ordre 1. On note m l'espérance commune. Alors la 
suite définie pour tout entier strictement positif n, par 

converge presque sûrement vers m. 
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22.11.4 Théorème de Weierstrass 

Théorème 22. 77 (de Weierstrass) Toute application définie et continue sur 
le segment [O, 1], à valeurs réelles est limite uniforme sur ce segment d'une suite 
de polynômes. 

Preuve. On considère une application f continue sur le segment [O, 1], à valeurs 
réelles. Soit x un réel appartenant à ce segment. Pour tout n E N*, on note Bn,x 
une v.a.r. suivant une loi binomiale B(n, x). On considère Pn l'application 

Pn : [O; 1] -----+ lR 

X ~ JE [1 ( S~,x)] 
Ona 

n k 
Vx E [O, 1], Pn(x) = L 1(-)C~xk(l - x)n-k. 

k=O n 

On remarque que pour tout entier naturel n, l'application Pn est la restriction sur 
[O; 1] d'une fonction polynôme. 
Montrons que la suite de fonctions polynômes (Pn)nEN* converge uniformément 
sur le segment [O; 1] vers l'application f. 
Soit ê un réel strictement positif. La fonction I étant uniformément continue sur 
le segment [O, 1],choisissons un réel strictement positif ô, vérifiant 

V(x, y) E ([O, 1])2 , lx - YI < ô::::} ll(x) - l(y)I < ê. 

On peut écrire la variable aléatoire 11( 8~x) - l(x)I comme somme de deux va
riables : 

Ona, 

D'autre part, 

La variable aléatoire n. 1 s':.,x -xl;?:o suit une loi de Bernoulli de paramètre IP'(I s~,x -

xi ~ ô). Son espérance est donc égale à IP'(I B~x - xi ~ ô). On obtient, 

JE (11 ( B~x) - l(x)I) ::; ê + 21P' (1 S~,x - xi ~ Ô) 11111=· 

En utilisant l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a 
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On en déduit que 
Vn EN*, Vx E (O; 1], IPn(x) - f(x)I 

='JE (f ( S~x)) - f(x)I ='JE (f ( S~x) - f(x)) 1 

~JE (jt ( S~,x) - f(x)I) ~ € + 2n~2 llfll=· 

On considère un entier no strictement positif, vérifiant 

1 
0 ~ 2nô2 llf li= ~ e. 

Ainsi, 
Vn :'.:: no, llPn - fil= ~ 2e. 

La suite de polynômes (Pn)nEN converge uniformément sur [O; 1] vers f. 

22.11.5 Grandes déviations 

En probabilités, l'étude des grandes déviations concerne l'étude de probabilités 
d'événements rares. Dans cette section, nous améliorons la précision de la vitesse 
de convergence vers 0 de la suite (22.26), page 453, tout d'abord dans le cadre de 
variables aléatoires réelles indépendantes suivant une loi de Bernoulli (proposition 
22.78), puis dans un cadre plus général (exercice 22.14). 

Proposition 22. 78 Soit (Xn)nEN* une suite de variables aléatoires 
indépendantes et suivant une même loi de Bernoulli de paramètre p. On 
note pour tout n E N*, Sn = L~=l Xi. Soit e > O. Alors il existe des réels 
positifs a, b etc, strictement inférieurs à 1, dépendant de p et e, vérifiant, 

1. 

2. 

3. 

On dit que ~ converge vers p avec une vitesse géométrique. 

Preuve. On considère la fonction cp définie sur lR. par 

Vs E IR., cp(s) = JE(exp(sX1)) = l -p+pe8 • 

Les variables Xi sont indépendantes, donc les variables esX; le sont aussi. On a, 
ainsi, 

JE(exp(sSn)) = (cp(s))n. 

Soit e un réel strictement positif. 
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1. On peut écrire, pour tout réel s strictement positif, 

IP'(: ~p+e) =IP'(exps(Sn-n(p+t:)) ~ 1) 

:::; JE (exp s (Sn - n(p + e))) = (cp (s)t e-(p+e)ns = (cp(s)e-(P+e)s)n. 
Markov 

On en déduit : 

Vs> 0, lP' (: ~ p + t:) :::; ( cp(s)e-(p+e)s r. 
On considère l'application f définie sur R+ par 

f : R+ -----t R+* 

s t-----t cp(s)e-(p+e)s. 

En remarquant que f(O) = 1 et que f'(O) = -t:, on peut choisir un réel 
strictement positif so vérifiant 

0 < f(so) < 1. 

Notons a la valeur de f(so). On obtient le résultat désiré. 

2. On peut écrire, pour tout réel s strictement négatif, 

3. 

IP'(: :=;p-e) =IP'(exps(Sn-n(p-t:))~l) 

:::; JE (exp s (Sn - n(p - t:))) = (cp (s)t e-(p-e)ns = (cp(s)e-(p-e)s)n. 
Markov 

On en déduit : 

Vs < 0, lP' ( ~n :::; p - t:) :::; ( cp(s)e-(p-e)s r. 
On considère l'application g définie sur R- par 

g : R- -----t R+* 

s t-----t cp(s)e-(p-e)s 

En remarquant que g(O) = 1 et que g'(O) = e, on peut choisir un réel 
strictement négatif s1 vérifiant 

0 < g(s1) < 1. 

Notons b la valeur de g(s1). On obtient le résultat désiré. 

\ln ~ 1, lP' (1: -pl ~ e) = lP' (: ~ p + e) + lP' (: :::; p - e) 

:=;an+bn. 

Il suffit de choisir c = max{a;b}. 
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Exercice 22.14 On considère un réel a strictement positif et X une variable aléatoire 
discrète d'image (xi)iEJll admettant un moment exponentiel d'ordre a. (On pourra lire 
la définition page 419.) 

1. Vérifier, que pour tout réel s appartenant au segment [-a, a]. la variable aléa
toire e8 x admet un moment d'ordre 1. 
On peut ainsi définir l'application cp par : 

cp : [-a, aJ ----t JR+ 

s 1-----+ lE ( esX) . 

2. Montrer, que l'application cp est continue sur le segment [-a, aJ et dérivable sur 
l'intervalle J - a, a[ dont on déterminera l'application dérivée. 

3. On considère un réel (}et l'application Io définie par 

Io : [-a, aJ ----t JR+ 

s 1-----+ e-0scp(s). 

Donner les valeurs de lo(O) et lé(O). 
4. On considère (Xn)nEN* une suite de variables aléatoires indépendantes et de 

même loi que X. On définit pour tout entier n strictement positif la variable 
aléatoire Sn par 

k=l 

Montrer, que pour tout réel s appartenant au segment [-a, a]. la variable 
aléatoire réelle e88n admet une espérance que l'on déterminera. 
Pour la suite de l'exercice, on considère c un réel strictement positif. 

5. (a) Montrer que pour tout réel s appartenant à l'intervalle JO, aJ, on a 

lP' (: :'.'.: IE(X) + c) ~ l{Ê(x)+e)(s). 

(b) En déduire qu'il existe un réel a appartenant à l'intervalle JO, 1[, vérifiant 

\fnEN*, IP'(: 2'.IE(X)+c) ~an. 

6. (a) Montrer que pour tout réel s appartenant à l'intervalle [-a, O[. on a 

lP' (: ~ IE(X) - c) ~ l{Ê(x)-e)(s). 

(b) En déduire qu'il existe un réel b appartenant à l'intervalle JO, 1[, vérifiant 

\fnEN*, IP'(: ~IE(X)-c) ~bn. 
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7. Montrer qu'il existe un réel c appartenant à l'intervalle ]0.1(, vérifiant 

Remarque 22.14 Nous pouvons obtenir un résultat similaire pour une suite de 
variables aléatoires réelles indépendantes, suivant une même loi continue admet
tant un moment exponentiel. 
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Solution. 

1. 
Vi EN, Vs E [-a, a], ]p>(X = Xi)esx; ::; ]p>(X = xi)e°'lx;I. 

Ainsi, la série LieN ]p>(X = Xi)esx; est normalement convergente sur le seg
ment [-a, a] et l'on peut définir l'application cp par 

+oo 
Vs E [-a,a], cp(s) = IE(e8 x) = L]p>(X = Xi)e8 "';. 

i=O 

2. Pour tout élément i appartenant à J, l'application fi : [-a, a] 1-t ]p>(X = 
Xi)esx; est continue sur le segment [-a, a]. La série LieN Jp>(X = Xi)esx; 
étant normalement convergente sur le segment [-a, a], l'application cp est 
continue sur ce segment. 

3. 

Soit f3 un réel vérifiant 0 < f3 < a. Pour tout élément i de I, la restriction 
de l'application fi à l'intervalle] - /3, /3[ est dérivable, avec 

Vs E] -/3,/3[, Jf(s) = Xi]p>(X = Xi)e8 "';. 

Ainsi, 
Vi EN, Vs E] - /3,/3[, lff(s)I::; lxil]p>(X = Xi)e.Blx;I. 

L'application définie sur JR+ par x 1-t xe<.B-a)x est continue sur JR+ et admet 
une limite nulle en +oo. Elle est donc bornée. Notons M un majorant. 

Vi EN, lxil]p>(X = Xi)e.Blx;I ::; MJp>(X = Xi)e°'lx;I. 

On en déduit que la série LiEN lxil]p>(X = Xi)e.Blx;I est convergente et que la 
série LieN Jf est normalement convergente sur l'intervalle] - /3, /3[. L'appli
cation cp est ainsi dérivable sur Uo<.B<a] - /3, /3[=] - a, a[ avec, 

+oo 
Vs E] - a, a[, cp'(s) = L Xi]p>(X = Xi)esx;. 

i=O 

fu(O) = 1 et f~(O) = IE(X) - B. 

4. Soit s un élément du segment [-a, a]. On a, 

n 

ws E [ ,.., '""] esSn = II esXk. 
V -'-"•'-"' 

k=l 

D'après l'exercice 22.5, page 417, les variables aléatoires ( e8 xk )i9::=;n sont 
indépendantes. Et d'après la proposition 22.43, page 427 la variable e88n 

admet un moment d'ordre 1, avec 

n 

IE(e88n) =II IE(sXk) = cpn(s). 
k=l 
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5. (a) Pour tout réel s appartenant à l'intervalle ]O, a], nous avons 

lP' ( ~n ;:::: JE(X) + ê) = lP' (exp s (Sn - n(JE(X) + e)) 2: 1) 

S JE (exp s (Sn - n(JE(X) + e))) = (cp (s)t e-(IE(X)+e:)ns 
Markov 

= f(È(X)+e:)(s). 

(b) En remarquant que f(JE(X)+e:)(O) = 1 et que J(JE(X)+e:)(O) = -e, on peut 
choisir un réel so appartenant à JO, a] vérifiant 

0 < f(JE(X)+e:)(so) < 1. 

Notons a la valeur de f(so). On obtient le résultat désiré. 

6. (a) Pour tout réel s appartenant à l'intervalle [-a, O[, nous avons 

7. 

lP' (-; S JE(X) - ê) = lP' (exp s (Sn - n(JE(X) - e)) 2: 1) 

S JE (exp s (Sn - n(JE(X) - e))) 
Markov 

= (cp (s)t e-(IE(X)-e:)ns = f(È(X)-e:)(s). 

(b) En remarquant que f(JE(X)-e:)(O) = 1 et que f(JE(X)-e:)(O) = e, on peut 
choisir un réel s1 appartenant à [-a, O[ vérifiant 

Ü < f(JE(X)-e:)(s1) < 1. 

Notons b la valeur de f(s1). On obtient le résultat désiré . 

\in 2: 1, lP' (J: -JE(X)l 2: e) 
= lP' (: 2: JE(X) + e) + lP' (: S JE(X) - e) s an + bn. 

Il suffit de choisir c = max{a; b}. 

22.11.6 Convergence en loi 

Définition : Soit (Xn)n une suite de v.a.r. de fonctions de répartition 
respectives Fn. On dit que la suite (Xn)n converge en loi vers la v.a.r. 
X (de fonction de répartition F) si : 

lim Fn(a) = F(a) 
n-++oo 

pour tout a, point de continuité de F. 
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Il s'agit donc de la convergence simple de la suite de fonctions de répartition 
Fn (sauf au plus sur l'ensemble des points de discontinuité de F). 
Une conséquence de cette définition est la suivante : 

Exercice 22.15 Considérons une suite de variable aléatoire (Xn)nEN* vérifiant 

Vn EN*, 
1 

IP'(Xn = -) = 1 
n 

et X une variable aléatoire vérifiant IP'(X = 0) = 1. Montrer que la suite (Xn)nEN* 
converge en loi vers la variable X. 

Solution. Pour tout entier naturel strictement positif n, on note Fn la fonction de 
répartition de la variable aléatoire Xn et F la fonction de répartition de la variable 
aléatoire X. Nous remarquons que 

{ 
F = l[o,+oo[ 

Vn EN*, Fn = 1[~.+oo[ 

L'application Fest continue en tout point de IR*. 

1. Pour tout réel x strictement négatif, la suite (Fn(x))nEN* est constante et 
égale à O. Elle est donc convergente vers F(O) =O. 

2. Pour tout réel x strictement positif, la suite (Fn(x))nEN* est stationnaire et 
égale à 1 à partir d'un certain rang. Elle est donc convergente vers F(x) = 1. 

Nous obtenons le résultat désiré. 

Proposition 22. 79 On considère (Xn)n une suite de variables aléatoires et 
X une variable aléatoire toutes à valeurs dans N. Alors, 

( Xn !;;( X) {::=::} ( Vk E N, lim IP'(Xn = k) = IP'(X = k)) . 
n-++oo 

Preuve. Pour tout entier naturel n, on note Fn la fonction de répartition de la 
variable aléatoire Xn et F la fonction de répartition de la variable aléatoire X. 

1. Supposons que la suite (Xn)n converge en loi vers la variable X. La variable 
X étant à valeurs dans N, sa fonction de répartition F est continue sur IR\ N. 
Ainsi, pour tout entier naturel k, on a 

1 1 . 1 . 1 
IP'(X=k)=F(k+-)-F(k--2 )= hm Fn(k+-2)- hm Fn(k--2 ) 

2 n-++oo n-++oo 

lim (Fn(k + ~) - Fn(k - ~ )) = lim IP'(Xn = k). 
n-++oo 2 2 n-++oo 

D'où le résultat. 
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2. Supposons maintenant que pour tout entier naturel k, on ait 

lim IP'(Xn = k) = IP'(X = k). 
n-->+oo 

Considérons un réel x. Alors, 

F(x) = """' IP'(X = k) = lim """' IP'(Xn = k) = lim Fn(x). 
Ent(x) (Ent(:z;) ) 

L.,; n-->+oo L.,; n-->+oo 
k=O k=O 

Ce qui termine la preuve. 

Proposition 22.80 (Convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson) 
Soient À un réel strictement positif, (Xn)nEN* une suite de variables aléatoires 
suivant une loi binomiale de paramètre n et ~ et X une variable aléatoire 
suivant une loi de Poisson de paramètre À. Alors, 

X loi X 
n--->. 

Preuve. Soit k fixé. 

IP'(Xn = k) k (À)k ( À)n-k c - 1--
n n n 

n! (À)k( A)n-k 
(n-k)!k! n l-n 
Àk n! ( À)n-k 
k! (n - k)!nk 1 - n 
Àk (~n-1 ... n-k+l) (l-~)n-k 
k! n n n n 

Le second terme du produit tend vers 1. Pour le troisième on obtient : 

(1- ~)n-k = e(n-k)ln(l-*) = e(n-k)(-*-o(l/n)) = e->.+o(l) 

d'où 

En pratique, lorsque n est grand, on «approxime» IP'(Xn = k) par IP'(X = k). 

Théorème 22.81 (Théorème central limite) Soit (Xn) une suite de v.a.r. 
indépendantes et de même loi, d'espérances finies m et de variances finies a2 • 

On a: t (Xk-m) --->N(O,l). 
a...fii, loi 

k=l 
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En pratique, lorsque n est grand, on approxime 

IP'(a < L:::~=l (Xk - m) < b) IP'(a <_ N <_ b) - afa - par 

où N suit une loi normale réduite centrée. 





Chapitre 23 

Fonctions intégrables 

Dans ce chapitre, tous les intervalles considérés sont non vides. On pourra 
revoir la définition d'une application continue par morceaux, page 98. 

23.1 Intégrabilité d'une fonction positive 
sur un intervalle 

Définition : Soient I un intervalle de lR et f une application continue 
par morceaux sur I à valeurs réelles positives. On dit que f est intégrable 
sur I s'il existe un réel positif M tel que, pour tout segment [a, b] inclus 
dans I, on a 

1b f(t)dt:::; M. 

On note 

{ f(t)dt = sup fb f(t)dt. 
J1 (a,b]CI la 

Voici une première proposition, simple à prouver, mais très utile. 

Proposition 23.1 Soient I un intervalle de IR, f et g deux applications conti
nues par morceaux sur I à valeurs réelles positives. On suppose que l'applica
tion g est intégrable sur I et que 

Vt E J, f(t) :::; g(t). 

Alors l'application f est intégrable sur I. 

Preuve. Pour tout segment [a, b] inclus dans I, nous avons 

1b f(t)dt :::; 1b g(t)dt:::; 1 g(t)dt. 

On en déduit que l'application f est intégrable sur /. 
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Proposition 23.2 Soient I un intervalle de lR. et f une application continue 
par morceaux sur I et à valeurs réelles positives. S'il existe une suite croissante 
de segments ([an, bn])nEN dont la réunion est égale à I telle que la suite 

(t j(t)dt) nEN 

soit majorée, alors f est intégrable sur I. 

Preuve. Supposons qu'il existe une suite croissante de segments ([an, bn])nEJ\I de 

réunion I telle que la suite (tn f(t)dt) soit majorée. Considérons un segment an nEJ\I 

[a, b] inclus dans I. Il existe un entier naturel no tel que {a, b} C [an0 , bn0 ]. Alors, 

l b 1bn0 1bn f(t)dt:::; f(t)dt:::; sup f(t)dt. 
a an0 nEJ\I an 

On en déduit que f est intégrable sur I. 

Proposition 23.3 Soient I un intervalle de lR. et f une application continue 
par morceaux sur I et à valeurs réelles positives. Si f est intégrable sur I, 
alors, pour toute suite croissante de segments ([an, bn])nEN de réunion I, la 

suite (tn f(t)dt) est convergente avec an nEJ\I 

lim rbn f(t)dt = r f(t)dt. 
n->+oo lan 11 

Preuve. Considérons ([an, bn])nEN une suite croissante de segments vérifiant I = 

u~~[an, bnl· 

\ln EN, {bn f(t)dt:::; sup {b f(t)dt = { f(t)dt. 
lan [a,b]Cl la 11 

La suite (tn f(t)dt) est croissante et majorée donc convergente. an nEJ\I 

Soit E un réel strictement positif. Considérons un segment [a, b] inclus dans I 
vérifiant 

1b f(t)dt > 1 f(t)dt - E. 

Soit no un entier naturel vérifiant 

Nous obtenons 

\ln;:::: no, r f(t)dt - E < rb f(t)dt :::; rbn f(t)dt:::; r f(t)dt. 
11 la lan 11 
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La suite (tn f (t)dt) est convergente vers J1 f (t)dt. .ft 
an nEN 

Proposition 23.4 Soient I un intervalle de ~ et f une application continue 
par morceaux sur I et à valeurs réelles positives. Alors f est intégrable sur I 
si et seulement si l'intégrale généralisée de f sur l'intervalle I est convergente. 
Dans ce cas, les deux intégrales sont égales. 

Preuve. Soit f une application continue par morceaux sur l'intervalle I. On notera 
A et B les extrémités de l'intervalle I. 

1. Supposons que l'intégrale 

LB f(t)dt 

soit convergente. L'application f étant à valeurs réelles positives, en utilisant 
la relation de Chasles, pour tout segment [a, b] inclus dans I, nous obtenons, 

lb f(t)dt :::; LB f(t)dt. 

On en déduit que l'application f est intégrable sur l'intervalle I. 

2. Réciproquement, supposons que l'application f soit intégrable sur l'inter
valle I 

(a) Si I = [A,B] avec -oo <A< B < +oo. 
Pour tout segment [a, b] inclus dans [A, B], nous avons 

lb f(t)dt :::; LB f(t)dt. 

Ainsi, 

1 f(t)dt = sup {b f(t)dt = {B f(t)dt. 
(A,BJ (a,b)C(A,B] la }A 

(b) Si I = [A,B[ avec -oo <A< B:::; +oo. 
On considère l'application F, définie sur l'intervalle [A, B[, par 

F: [A,B[ --+ ~+ 

X ~ f~ f(t)dt 

et (bn)nEN, une suite strictement croissante d'éléments de [A, B[, ten
dant vers B lorsque n tend vers +oo. D'après la proposition 23.3, la 
suite (F(bn))nEN est convergente avec 

lim F(bn) = lim {bn f(t)dt = 1 f(t)dt. 
n->+oo n->+oo} A [A,B[ 
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On en déduit que l'application F admet une limite en B avec 

lim F(x) = 1 f(t)dt. 
x-+B (A,B( 

L'intégrale de f sur l'intervalle [A, B[ est convergente avec 

{B f(t)dt = 1 f(t)dt. 
jA (A,B[ 

(c) Si I =]A,B] avec -oo:::; A< B < +oo. 
Même raisonnement que précédemment. 

(d) Si I =]A, B[ avec -oo:::; A< B:::; +oo. 
Considérons un réel C vérifiant A < C < B. Pour tout segment [a, b] 
inclus dans l'intervalle )A, C) ou dans l'intervalle [C, B[, nous avons, 

l b J(t)dt :::; r J(t)dt. 
a j]A,B[ 

L'application f est ainsi intégrable sur les intervalles ]A, C) et [C, B[ et 
d'après (b) et (c), les intégrales 

Le f(t)dt, [B f(t)dt puis LB f(t)dt 

sont convergentes. Considérons (an)nEN, une suite décroissante d'élé
ments de l'intervalle )A, C) tendant vers A lorsque n tend vers +oo et 
(bn)nEN, une suite croissante d'éléments de l'intervalle [C, B[ tendant 
vers B lorsque n tend vers +oo. Ainsi, 

LB f(t)dt =Le f(t)dt + [B f(t)dt 

l e 1bn 
= lim f(t)dt + lim f(t)dt 

n-++oo an n-++oo e 

= lim 1bn f (t)dt = r f(t)dt. 
n-++oo an j]A,B[ 

23.2 Intégrabilité d'une fonction 

Définition : Soient I un intervalle de ~ et f une application continue 
par morceaux sur I à valeurs réelles ou complexes. On dit que f est 
intégrable sur I si la fonction à valeurs réelles positives lfl est intégrable 
sur I. 
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Proposition 23.5 Soient I un intervalle de IR, f une application continue par 
morceaux sur I à valeurs réelles ou complexes et g une application à valeurs 
réelles positives intégrable sur I. Si 

Vt E J, lf(t)I::; g(t), 

alors l'application f est intégrable sur I. 

Preuve. Il suffit d'utiliser la proposition 23.1 

Théorème-définition 23.6 Soient I un intervalle de IR, f une application à 
valeurs réelles ou complexes intégrable sur I. Alors, pour tout suite ([an, bn])neN 

croissante de segments de réunion I, la suite (Ji[ b 1 f(t)dt) est conver-
an, n nEN 

gente. Sa limite est indépendante de la suite ([an, bn])nEN et notée J1 J(t)dt. 

Preuve. Soit ([ani bnDneN une suite croissante de segments de réunion I. Nous 

savons que la suite (tn IJ(t)ldt) est convergente donc de Cauchy. Pour tous 
an nEN 

entiers naturels n et p vérifiant n :'.'.'. p, 

If f (•)dt_ f f (t)d•I ~ If f (•)dt+ f J(•)dtl 

::; 1:p IJ(t)ldt + 1:n IJ(t)ldt = 1:n IJ(t)ldt -1:p IJ(t)ldt. 

On en déduit que la suite (tn f(t)dt) est une suite de Cauchy à valeurs dans C 
an nEN 

donc convergente. Pour terminer, montrons que la limite de cette suite ne dépend 
pas de la suite de segments choisie. Considérons ([an, bn])neN, ([a~, b~])nEN deux 
suites croissantes de segments de réunion I. Définissons pour tout entier naturel 
n, 

et 

La suite de segments ([a~, b~])neN est croissante de réunion I. 

lt f (•)dt - t f (t)dtl ~ 11.;· f (•)dt+ t f (•)d•I 

::; l~n IJ(t)ldt +lb~ IJ(t)ldt = 1:~ IJ(t)ldt - lbn IJ(t)ldt. 
n n n n 

Nous savons que la suite 

(( lf(t)ldt-f lf(t)ldt) nEN 
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est convergente vers O. Ainsi, 

lim r n f(t)dt - r n f(t)dt =o. ( 
b" b ) 

n-++oo } a'r:. } an 

On en déduit que 

lim ( rb~ f(t)dt) = lim ( rbn f(t)dt) . 
n-++oo } a'r:_ n-++oo } an 

On montre de même que 

lim r n f(t)dt = lim r n f(t)dt . ( 
b" ) ( b' ) 

n-++oo } a';_ n-++ex> } a'n 

D'où, le résultat. 

Proposition 23. 7 Soit I un intervalle de IR et f une application continue par 
morceaux sur I à valeurs réelles ou complexes. Alors, 

1. L'application f est intégrable sur I si et seulement si l'intégrale 
généralisée de f sur I est absolument convergente. 

2. Dans ce cas, les deux intégrales sont égales. 

Preuve. 

1. Évident d'après la définition d'une application intégrable et la proposition 
23.4. 

2. Supposons maintenant que l'application f soit intégrable sur l'intervalle J. 
Utilisons le théorème-définition 23.6. 

(a) Si I=[A,B] avec -oo < A < B < +oo, il suffit d'utiliser les deux suites 
constantes (an)nEJ\I et (bn)nEN définies par 

Vn EN, an =A et bn =B. 

On obtient 

{B f(t)dt = i f(t)dt. 
}A [A,B} 

(b) Si I = [A, B[ avec -oo <A< B S +oo, considérons (bn)nEJ\I, une suite 
strictement croissante d'éléments de [A, B[, tendant vers B lorsque n 
tend vers +oo. Alors, 

{B f(t)dt = lim rbn f(t)dt = i f(t)dt. 
j A n-++oo j A [A,B[ 
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(c) Si I =]A, B] avec -oo::; A< B < +oo, considérons (an)nel\l, une suite 
strictement décroissante d'éléments de ]A, B], tendant vers A lorsque n 
tend vers +oo. Alors, 

{B f(t)dt = lim {B f(t)dt = 1 f(t)dt. 
J A n--++oo jan [A,B[ 

(d) Si I =]A, B[ avec -oo::; A< B::; +oo, considérons C un point de l'in
tervalle ]A, B[, (an)nel\l, une suite strictement décroissante d'éléments 
de ]A, CJ, tendant vers A lorsque n tend vers +oo et (bn)nel\l, une suite 
strictement croissante d'éléments de (C, B[, tendant vers B lorsque n 
tend vers +oo. Alors, 

LB f(t)dt = le f(t)dt + [B f(t)dt 

l e ibn = lim f(t)dt + lim f(t)dt 
n--++oo an n--++oo e 

= lim rbn f(t)dt = l f(t)dt. 
n--++oo Jan JA,B[ 

23.3 Exemples d'espaces L'f;(I) 

23.3.1 Espaces Lh(I) 

On considère I un intervalle réel. On note Lh(I), l'ensemble des applications, 
à valeurs réelles, intégrables sur I. 

Proposition 23.8 L'ensemble Lh(I) muni des lois+ et. est un espace vec
toriel réel. L'application qui à tout élément f de Lh(I) associe 

111111 = 1 IJ(t)ldt 

est un norme sur Lh(I). 

Preuve. Évident. 

23.3.2 Espaces Lb(!) 

On considère I un intervalle réel. On note Lb(I), l'ensemble des applications, 
à valeurs réelles, de carré intégrables sur I. 

Proposition 23.9 L'ensemble Lb(I) muni des lois+ et . est un espace vec
toriel réel. 
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Preuve. Vérifions que Lb(l) est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel des 
applications continues sur l'intervalle l. 

1. L'application nulle appartient à Lb(l). 

2. Soient f et g deux éléments de Lb(I). Alors, 

Ainsi, l'application (f + g) 2 est intégrable sur I et l'application (J + g) 
appartient à Lb(l). 

3. Il est évident que, si f appartient à Lb(l) et si À est un réel, alors V 
appartient à Lb(l). 

Proposition 23.10 Si f et g sont deux éléments de Lb(I), alors l'application 
f.g est intégrable sur l. 

Preuve. Nous avons 

(Ill + lgl)2 ;::: o. 

Ainsi, 

2lfgl:s;f2 +g2 • 

D'où, le résultat. 

Ceci permet de justifier l'existence de l'application suivante : 

Proposition 23.11 L'application 

V(f,g) E (Lb(I)) 2 , < f,g >= 1J(t)g(t)dt 

définit un produit scalaire sur (Lb(I)) 2 • 

Preuve. Évident. 
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23.4 Théorèmes de convergence 

23.4.1 Théorème de convergence monotone 

Théorème admis 23.12 Soient I un intervalle de lR et Un)nEN une suite 
croissante de fonctions positives intégrables sur I et convergent simplement 
vers une fonction f continue par morceaux sur tout segment inclus dans I. Si 
la suite 

cfr fn(t)dt)nEN> 

est majorée alors f est intégrable sur I et 

{ f(t)dt = lim { fn(t)dt. 11 n-++00 11 

23.4.2 Théorème de convergence dominée 

Théorème admis 23.13 Soient I un intervalle de IR, Un)nEN une suite de 
fonctions de I dans C continues par morceaux sur tout segment inclus dans 
I et convergente simplement vers une fonction f continue par morceaux sur 
tout segment inclus dans I. On suppose qu'il existe une fonction g : I ---+ JR+ 
intégrable sur I vérifiant 

\:/n EN, \:/t E I, lfn(t)I :::; g(t), 

alors f est intégrable et 

{ f(t)dt = lim { fn(t)dt. 11 n-++00 11 

Exercice 23.l Montrer que les suites proposées sont convergentes et indiquer leur 
limite. 

1. J0~ cosn x dx, 

2. Jo+oo lnn(l_;:z:)+e"' dx, 

3. fo+oo ~dx, 

4. J0+00 e-x2 sinn x dx, 

5 f +oo sin2n x d 
. -oo ----:tr- X. 
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Solution. 

1. Nous avons 
7r 

\ln E N, \lx E [O, 2], lcosn xi :::; 1. 

Toute application constante est intégrable sur un segment. De plus, 

7r 
\lx E [O, 2], 

En utilisant, le théorème de convergence dominée, on obtient 

2. 
\ln E N, Vx E JR.+, 

Cette dernière fonction est intégrable sur JR.+. De plus, 

v JR.+ r 1 1 ( ) -x 1 1 ( ) XE ' n-!~oo lnn(l + x) +ex = (O,e-1( Xe + 1 + ee-lu {(e-1)} X . 

En utilisant le théorème de convergence dominée, on obtient 

1
+00 dx 1e-l 

lim n = e-xdx = 1 - e1-e. 
n---++oo 0 ln (I+x)+ex 0 

3. On peut remarquer que la fonction n'est pas intégrable sur JR.+ pour n =O. 

\ln 2:'.: 1, \lx 2:'.: 0, 
1 1 

0:::; \i"x2n + 1 :::; l10,11(x) + x2 l[1,+00J(x) 

Cette dernière fonction est intégrable sur [O, +oo[. Après avoir vérifié que 

lim 1 = 11011(x) + 12111 +001(x), n---++oo \i"x2n + 1 ' X ' 

nous pouvons utiliser le théorème de convergence dominée et nous obtenons 

1
+00 1 11 f +00 dx lim dx = dx + - = 2. 

n---++oo 0 V'x2n + 1 0 1 x2 

4. Pour tout entier naturel n, on note fn et 9n les applications définies sur JR.+ 
par 

{ 
Vx E JR.+, fn(x) = e-x2 sinn x, 

9n = fn.llR\fZ· 

\ln E N, \lx E JR.+, 

On en déduit que, pour tout entier naturel n, les applications fn et 9n sont 
intégrables sur JR.+ et de même intégrale. Nous avons 

lim 9n(x) =O. n---++oo 
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2 
L'application x 1--+ e-x étant intégrable sur JR+, nous pouvons utiliser le 
théorème de convergence dominée : 

lim e-x2 sinn x dx = lim 9n(x) dx = O.dx =O. 1
+00 1+00 1+00 

n-++oo 0 n-++oo 0 0 

5. Pour tout entier naturel n, on note fn, l'application définie sur IR* par 

· 2n 
Vx E IR*, fn(x) = sm 2 x. 

X 

Nous remarquons que l'application fo n'est pas intégrable sur IR. Pour tout 
entier n strictement positif, l'application se prolonge par continuité en O. 

Vn > 0, Vx E IR*, 

Cette dernière application est intégrable sur lR. On en déduit que, pour tout 
entier naturel strictement positif n, l'application fn est intégrable sur JR+. 
Nous avons 

Utilisons le théorème de convergence dominée : 

1. sm xd - l' f ( ) d - { 2+nZ} d - 0 1+00 · 2n 1+00 1+00 1 " (x) 
lm 2 X- lm n X X- 2 X- . n-++oo _00 X 0 n-++oo 0 X 

Exercice 23.2 1. Montrer que, pour tout entier n strictement positif, on a 

r~ rrn ( t2)n vn Jo sin2n+l x dx = Jo 1 - n dt. 

2. Montrer que la suite définie dans la première question est convergente avec 

1Vn ( t2)n 1+00 2 lim 1 - - dt = e-t dt. 
n-++oo 0 n 0 

3. En utilisant la formule de Wallis (voir exercice 13.3, page 206), 

1~ sinP X dx rv .jii, 
montrer que 

r+oo e-t2 dt = .;;;r. 
Jo 2 
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Solution. 

1. Effectuons le changement de variable 

t: [O, ~] ~ [Ov'n] 
X t-----+ Vn COS X. 

On obtient dt= -ynsinxdx. Ainsi, 

[1i {!j rfii ( t2)n Vn lo sin2n+i xdx = Vn lo (1- cos2 xt sinxdx = lo 1 - n dt. 

2. Considérons, pour tout entier naturel n strictement positif, l'application fn 
définie sur JR+ par 

fn: JR+ ~ JR+ 

t 1-----+ 1ro,y'iïr(t) x (1- ~r. 

La concavité de l'application, xi--+ ln(l - x) sur l'intervalle J - oo, 1[, permet 
d'écrire 

Vx E] - oo, 1[, ln(l - x) :=:; -x. 

On en déduit que 

( t2)n Vt E [O, Vfi,[, 1 - n :::; e-t2
, 

puis que 

Vt E JR+, 0 :=:; fn(t) :=:; e-t2
• 

Cette dernière application est intégrable sur JR+. De plus, 

lim f n(t) = e-t2
• 

n-++oo 

Il suffit d'utiliser le théorème de convergence dominée pour conclure. 

3. On peut écrire, grâce à la formule de Wallis, 

Vn [1i sin2n+l xdx rv vnJ 7r rv Vif. 
lo 2(2n+l) 2 

Cette suite étant convergente vers ( J0+00 e-t2 dt), on obtient le résultat 

désiré. 
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23.5 Intégrales dépendant d'un paramètre 

23.5.1 Continuité 

Les deux thèorèmes suivants sont des conséquences du théorème de convergence 
dominée. 

Théorème 23.14 Soient I et J deux intervalles de JR, f : I x J -t <C une 
fonction continue sur I x J et g : J -t JR+ une fonction intégrable sur J. On 
suppose 

\/(x, t) EIX J, lf(x, t)i :::; g(t). 

Alors l'application F définie par 

\lx E J, F(x) = i f(x, t)dt 

est continue sur l'intervalle I. 

Preuve. Soit x un élément de l'intervalle J. Montrons que l'application F est 
continue en x. Considérons pour cela une suite (xn)nEN d'éléments de I convergente 
vers x. Définissons alors pour tout entier naturel n, l'application f n définie sur 
l'intervalle J par 

fn: J --+ <C 

t 1--t f (xn, t). 

Nous avons 

Vt E J, lim fn(t) = f(x, t). 
n->+oo 

\ln EN, Vt E J, fn(t) :::; g(t). 

Cette dernière application étant intégrable sur J, nous pouvons utiliser le théorème 
de convergence dominée. Ainsi, 

lim F(xn) = lim { fn(t)dt = { f(x, t)dt = F(x). 
n->+oo n->+oo } J } J 

On en déduit que Fest continue au point x puis sur l'intrvalle J. 
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23.5.2 Dérivabilité 

Théorème 23.15 Soient I et J deux intervalles de R, f : I x J --t <C une 
fonction définie sur I x J et g : J --t R+ une fonction intégrable sur J. On 
suppose 

1. Pour tout x élément de I, l'application t --t f(x, t) est continue par mor
ceaux et intégrable sur J, 

2. f est dérivable par rapport à x sur I x J et 

Alors l'application F définie par 

\lx E J, F(x) = 1 f(x, t)dt 

est dérivable sur I et 

\lx E J, F'(x) = 1 ~~ (x, t)dt. 

Preuve. Soit x un élément de l'intervalle J. Montrons que l'application F est 
dérivable en x. Considérons pour cela une suite (xn)nEN d'éléments de I conver
gente vers x telle que pour tout entier naturel n on ait Xn =f. x. Pour tout entier 
naturel n, définissons l'application Tn par 

t f----+ 
f(xn ,t)- f(x,t) 

Xn-X 

Nous avons, 

Vt E J, 
âf 

lim Tn(t) = -8 (x, t). 
n---++oo X 

D'autre part, en utilisant le théorème des accroissements finis, nous pouvons choi
sir, pour tout réel t élément de l'intervalle J et pour tout entier naturel n, un 
élément de I noté Yt,n compris entre x et Xn vérifiant 

T. (t) = f(xn, t) - f(x, t) = âf ( t) 
n â Yt,n, · Xn-X X 

Ainsi, 

Nous pouvons appliquer le théorème de convergence dominée : 

lim F(xn) - F(x) = lim { Tn(t)dt = { ââf (x, t)dt. 
n---++oo Xn - X n---++oo}J }J X 
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L'application F est dérivable en x de dérivée 

F'(x) = 1 ~~ (x, t)dt. 

23.5.3 Exercices 

e_.,2(1+t2) 
Exercice 23.3 1. Vérifier que, pour tout réel x, l'application t f-+ l+t2 est 

intégrable sur le segment [O, l]. 
On considère les applications F et G définies sur lR par : 

2. Montrer que Fest de classe C1 sur lR et que /'(x) + e;(x) =O. 

3. En déduire la valeur de I = J0+00 e-t2 dt. 

Solution. 
_.,2(l+t2) 

1. Pour tout réel x, l'application t f-+ e Ht2 est continue sur le segment [O, l] 
donc intégrable sur ce segment. 

2. On note f l'application définie par 

f: lR X [0, l] 

(x, t) 

\t(x, t) E lR X [0, l], 8f(x, t) __ 2 -x2(1+t2) 

ax - x.e . 

Soit a un réel strictement positif. Alors, 

1
8fa(xx, t) 1 <_ 2a. \lx E] - a, a[, \tt E [O, l], 

Toute application constante étant intégrable sur le segment [O, l], on en 
déduit que Fest dérivable sur le segment [-a, a] avec, 

On en déduit que F est dérivable sur lR avec, 

\lx E IR, F'(x) = -2x fo 1 e-x2 (1+t2 ldt = -2xe-x2 fo 1 
e-(xt)2 ldt. 
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Pour tout réel x non nul, effectuons dans l'intégrale, le changement de va
riable u = xt. 

\lx E IR*, F' (x) = -2e-x2 fox e-u2 du. 

Nous remarquons que nous avons cette égalité pour x =O. D'autre part, G 
est dérivable sur lR avec, 

On en déduit que 
\lx E IR, F'(x) + G'(x) =O. 

3. Ainsi, 

\lx E IR, F(x) + G(x) = F(O) + G(O) = f1 l dt 2 
} 0 +t 

Nous remarquons que 

Ainsi, 
limx-++ooF(x) = 0, 

et G étant une application à valeurs positives sur JR+, 

lim G(x) = ~4 puis 
x-++oo 

lim y'G(X) = ..fa. 
x-++oo 2 

On en déduit que 

Exercice 23.4 On définit sur (JR+*)2, l'application f par 

f: (JR+*)2 

(x, t) 

1. Vérifier que, pour tout réel x strictement positif, l'application t 1---+ si~2 te-xt est 
intégrable sur JR+. 
On définit ainsi sur JR+* l'application F par : 

\lx> 0, F(x) = ~e-xtdt. 1+00 . 2t 

0 t 

2. Montrer que F est dérivable sur JR+*. 
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3. Donner une expression de F' puis de F à l'aide des fonctions usuelles. 

Solution. 

1. 

2. 

3. 

(23.27) 

Ainsi, pour tout réel x strictement positif, l'application t 1-t f(x, t) est inté
grable sur R.+*. Ceci justifie l'existence de l'application F. 

\f(x, t) E (R.+*)2 , ~~ (x, t) = - sin2 te-xt. 

Soit a un réel strictement positif. Alors, 

\f(x, t) E]a, +oo[ X JO, +oo[, 1 ~~ (x, t) 1 :::; e-at. 

Cette dernière application est intégrable sur R.+*. Ainsi, l'application F est 
dérivable sur ]a, +oo[ avec, 

\fx >a, F'(x) = -1+oo sin2te-xtdt. 

On en déduit que l'application F est dérivable sur R.+* avec 

\fx > 0, F'(x) = -1+oo sin2 te-xtdt. 

\fx > 0, 1+00 11+00 F'(x) = - sin2 te-xtdt = - (-e-xt +cos 2te-xt) dt 
0 2 0 

= _2_ + ~~ ( r+oo e(2i-x)tdt) . 
2x 2 } 0 

Or, 

\fx > 0, r+oo e(2i-x)tdt = [-1-e(2i-x)t] +oo = _1_ = X+ 2i. 
} O 2i - X O X - 2i x 2 + 4 

On en déduit que 

\fx > 0, 

Ce qui permet d'écrire, 

\fx > 0, 

'( ) 1 1 X F X=--+---. 
2x 2 x 2 + 4 

1 x2 +4 
F(x) = 41n --;2 + K 
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où K est une constante réelle; D'après (23.27), 

Vx > 0, IF(x)I :::; r+= e-xtdt = .!.. 
lo X 

On en déduit que l'application F admet une limite nulle en +oo et que 
K =O. Ainsi, 

Vx > 0, 

23.5.4 La fonction Gamma 

Exercice 23.5 On considère la fonction de variable réelle : 

1. Montrer que la fonction r est définie et continue sur JR+*. 

2. Montrer que : 
Vx E JR+*, I'(x + 1) = xI'(x). 

3. En déduire la valeur de I'(n) pour n EN*. 

4. En déduire que r(x) '"" ~· 
x--+O 

Solution. 

1. Sachant que, pour tout réel x, 

on déduit que, pour tout réel x négatif ou nul, l'application t r-t tx- 1e-t n'est 
pas intégrable sur JR+. Montrons désormais que la fonction r est définie et 
continue sur JR+* Considérons a et b deux réels strictement positifs vérifiant 
a< b. 

Cette dernière application est intégrable sur JR+. De plus, la fonction 

f : ]a, b[ xJR+ ----t lR 

(x, t) 1----> tx-le-t 

étant continue sur ]a, b[ xJR+, on en déduit en utilisant le théorème 23.14 que 
l'application r est continue sur l'intervalle ]a, b[ puis sur Uo<a<b<+oo]a, b[= 
JR+*. 
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2. Pour tout réel x strictement positif, 

Effectuons une intégration par parties en posant 

u = tx du= xtx-l, 

dv = e-tdt v = -e-t. 

Ainsi, 

3. À l'aide d'une récurrence évidente, nous obtenons pour tout entier naturel 
n strictement positif, r(n) = (n - 1)!. 

4. L'application r étant continue en 1 avec r(l) = 1 (# 0), 

Ainsi, 

r(x+ 1) rv 1. 
0 

r(x) rv r(x + l) rv .!:.. 
0 X 0 X 





Chapitre 24 

Calcul d~ valeurs approchées 
d'une intégrale 

24.1 Interpolation polynomiale 

24.1.1 Interpolations de Lagrange et Hermite 

Théorème 24.1 On considère un intervalle réel I, une application f: I--+ lR 
et n un entier naturel strictement positif. Si xi, · · · Xn sont n points distincts 
de I, il existe un unique polynôme L de degré au plus ( n - 1) vérif ant 

Vi E {1, · · · , n }, L(xi) = f(xi)· 

Ce polynôme L est appelé polynôme d'interpolation de Lagrange de f relatif 
aux points xi, · · · Xn. On a 

avec 

n 

Vx E IR, L1(x) = Lf(xi)li(x), 
i=l 

n 

ViE {1,··· ,n} li(x)= II x-xi. 
j=l Xi - Xj 
j,,.i 

Les polynômes li sont appelés polynômes élémentaires d'interpolation de La
grange relatif aux points X1, · · · Xn. 

Preuve. Considérons l'application cp définie par, 

cp: 1Rn-1(X] ---+ !Rn 

P 1--t (P(x1), P(x2), · · · , P(xn)). 
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Cette application est trivialement linéaire. Nous remarquons qu'un élément P de 
1Rn_1(X] appartient au noyau de <psi et seulement si, il est multiple du polynôme 

n 

Q = II (X - Xk)· 
k=l 

Ce polynôme étant de degré n, le seul élément de IR.n-1 [X] multiple de Q est 
le polynôme nul. L'application <p est ainsi injective. Les deux espaces vectoriels 
IR.n-l [X] et IR.n étant de même dimension, l'application <p est bijective. Soit f une 
application définie sur I à valeurs réelles. L'unique polynôme L vérifiant 

\fi E {1,. .. ,n}, L(xi) = f(xi)· 

est le polynôme <p-1 (f(x1), f(x2), · · · , f(xn)). 

Théorème 24.2 Soient I un intervalle réel et k un entier naturel strictement 
positif. On considère x1,···Xk, k points distincts de I et 0:1,·· ·ak, k entiers 
naturels strictement positifs. Étant donné une application numérique f définie 
sur I admettant des dérivées d'ordre (ai -1) aux points Xi, il existe un unique 

polynôme H de degré au plus n - 1 (avec n = 0:::::=1 o:i)) vérifiant 

Ce polynôme H est appelé polynôme d'interpolation d'Hermite de l'application 
f relativement aux points X1, · · · Xk et aux entiers 0:1, · · · O:k. 

Remarque 24.1 Le polynôme d'interpolation de Lagrange d'une fonction f re
latifs aux points xi,··· Xk est le polynôme d'interpolation d'Hermite relatifs aux 
points x1, · · ·Xk et aux entiers ai (1 ~ i ~ k) tous égaux à 1. 

Preuve. Considérons l'application Psi définie par, 

W: 1Rn-1[X] --+ JR.n 

P 1---t (P(x1), · · · p(ai-l)(x1), · · · ,P(xk), · · · p(ak-l)(xk)). 

Cette application est linéaire. Nous remarquons qu'un élément P de 1Rn-ifX] ap
partient au noyau de Il! si et seulement si il est multiple du polynôme 

k 

R = Il(X - Xi)°'i. 
i=l 

Ce polynôme étant de degré n, le seul élément de 1Rn_1(X] multiple de R est 
le polynôme nul. L'application Il! est ainsi injective. Les deux espaces vectoriels 
1Rn-l [X] et IR.n étant de même dimension, l'application Il! est bijective. Soit f une 
application définie sur I à valeurs réelles. L'unique polynôme H vérifiant 
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est le polynôme 

Exercice 24.1 On considère une fonction f à valeurs réelles définie sur un intervalle I 
et dérivable en un point x 1 élément de I et H le polynôme d'interpolation d'Hermite 
de f relatif aux point X1 affecté de l'entier a1 = 2. On note CH et Ct les courbes 
représentatives de l'application polynomiale H et de la fonction f dans le plan euclidien 
muni d'un repère. Que représente CH pour Ct? 

Solution. CH est la tangente à la courbe Ct au point d'abscisse x1. 

24.1.2 Majoration de l'erreur d'interpolation 

Théorème 24.3 En reprenant les notations du théorème 24.2, si l'on suppose 
que f est de classe en sur l'intervalle I alors 

\:/a E I, 3Ça E I, f(a) - H(a) = iN(a)f(n)(Ça)· 
n. 

où 
k 

N(x) = IT(x - xi)°'ï. 
i=l 

N est appelé noyau de l'interpolation. 

Preuve. Soit a un élément de I. Le résultat est évident si a appartient à l'ensemble 
{x1, · · · , xk}. Sinon, définissons la fonction 9a par, 

\:/x E J, 9a(x) = f(x) - H(x) - >.N(x), 

où À est l'unique réel tel que a soit un zéro de 9a· Pour tout entier i compris entre 
1 et k, le réel Xi est zéro de 9a de multiplicité ai. On en déduit que 9a admet 

k 

1+ Lai= n+ 1 
i=l 

zéros en comptant les ordres de multiplicité. D'après le second théorème de Rolle 
8.12, page 105, la dérivée nième de 9a admet au moins un zéro. Notons Ça l'un 
d'entre eux. Or, 

Ainsi, 
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On obtient À= JCn>~~a). En remplaçant dans l'expression initiale, n. 

Vx E J, 9a(x) = f(x) - H(x) - N(x)f(n)~Ça). 
n. 

Pour x = a, on obtient le résultat désiré. 

Corollaire 24.4 Sous les hypothèses du théorème précédent, si a et b sont 
deux éléments de I vérifiant a< b, on a 

Il f (t)dt - l H(t)dtl :5 SUP<E[•.~,11(•l(t)l J.' IN(t)ldt. (24.28) 

Preuve. Évident d'après le théorème précédent. 

24.2 Méthodes exactes sur ~p[X] 

Soient p un entier naturel et [a, b] un segment. Dans IRp[X], l'application qui 

à un polynôme P associe J: P(t)dt est une forme linéaire. Si xo, X1 • · · , Xp sont 
(p + 1) réels distincts, on peut écrire cette forme linéaire en fonction des formes 
linéaires Ôj : P --t P(xj)· En effet : 

Théorème 24.5 Soient p un entier naturel, IRp[X] l'espace vectoriel des po
lynômes à coefficients réels de degré au plus p et xo, X1 · • • , Xp (p + 1} réels 
distincts. On note pour tout entier k compris entre 0 et p, Ôk la forme linéaire 
sur IRp[X] qui au polynôme P associe P(xk)· Alors le (p + 1)-uplet 

(ôo, ôo, · · · , ôp) 

forme une base de l'espace dual de IRp[X]. 

Preuve. Pour tout entier naturel k inférieur ou égal à p, notons Ôk la forme linéaire 
définie sur IRp[X] par 

Montrons que (ôk)o::;k:;p forme une base du dual de IRp[X]. Celui-ci étant de di
mension (p+ 1), il suffit de montrer que la famille (ôk)o:;k:;p est libre. Considérons 
(ak)o:;k:;p un (p + 1)-uplet de réels vérifiant 
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On considère pour tout entier naturel i inférieur ou égal à p, l'élément de 1Rp[X] 
noté Qi défini par 

p 

'v'x E :IR, Qi(x) = II (x - Xj)· 
j=O 
;,H 

Alors, pour tout entier i compris entre 0 et p, nous avons 

Ainsi, 

p p 

I>kôk(Qi) =ai II (xi - Xj) =O. 
k=O j=O 

;,H 

'v'i E {O, 1, 2 · · · ,p}, ai= O. 

La famille (ôk)o::;k::;p est donc une base du dual de 1Rp[X]. 

On obtient ainsi une méthode exacte. 

Corollaire 24.6 Soient xo, x1 · · · , Xp (p+l) réels distincts. Il existe un unique 
(p + 1 )-uplet de réels Ào, À1, · · · , Àp tel que : 

[b -f.. 
'v'P E lRp[X], la P(t)dt =Li ÀjP(xj)· 

a j=O 

Preuve. Évident d'après le théorème précédent. 

Remarque 24.2 Le problème principal est alors de trouver les coefficients réels 
(>.i)o::;i::;p- D'une part, on remarque en choisissant le polynôme constant et égal à 
1 que 

D'autre part, 

p 

Z:>.3 =b-a. 
j=O 

'v'i E {O, · · · ,p}, lb li(t)dt = Ài, 

où les (li)o::;i::;p sont les polynômes élémentaires de Lagrange. 

24.3 Méthodes élémentaires et composées 

24.3.1 Méthodes élémentaires 

On considère f une application continue sur un segment [a, b]. Le but est la re
cherche de valeurs approchées de l'intégrale de f sur le segment [a, b]. On considère 
un entier naturel pet on introduit un système interpolateur S = {xo,x1 · · · ,xp} 
de (p+ 1) points du segment [a, b]. On effectue alors pour l'application f une inter
polation de Lagrange ou <l'Hermite. Il n'est pas nécessaire d'expliciter le polynôme 
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interpolateur. L'intégrale de f sur [a, b] est alors approximée par l'intégrale du po
lynôme interpolateur. Si f est suffisamment régulière, on pourra majorer l'erreur 
à l'aide de la majoration (24.28) du corollaire 24.4. Ainsi, on approche : 

I(f) = 1b f(t)dt par 
p z= >-jf(xj)· 

j=O 

Les coefficients >.0 , Ài, · · · , Àp étant ceux indiqués dans le corollaire (24.6). Cette 
méthode est exacte pour toutes les fonctions polynômes de degré inférieur ou égal 
àp. 

Il Définition : On dit qu'une méthode élémentaire est d'ordre psi elle est 
exacte sur ~p[X]. 

24.3.2 Méthodes composées 

Soit f une fonction continue sur un segment [a, b]. Pour obtenir des valeurs 
approchées de 

1b f(t)dt, 

on effectue une subdivision à pas constants du segment [a, b]. On choisit un entier 
N strictement positif. Sur chaque segment de la forme 

k k+l 
[a+ N(b-a),a+JV(b-a)] 

où k est un entier compris entre 0 et (N - 1), on utilise une méthode élémentaire. 
Nous remarquerons, plus loin, que si l'application f est suffisamment régulière, la 
suite des approximations d'une méthode composée converge vers l'intégrale de f 
sur le segment [a, b] lorsque N tend vers +oo. 

24.4 Méthodes des rectangles et du point milieu 

24.4.1 Méthode des rectangles 

Méthode élémentaire des rectangles 

Cette méthode est d'ordre O. Nous considérons un segment [a, b] et nous 
prenons p = O. Le système interpolateur est réduit au point x0 = a. D'après la 
remarque 24.2, >.0 = (b - a). Pour tout polynôme P de degré 0, on a 

I(P) = 1b P(t)dt = (b - a)P(a). 

À toute fonction continue f sur [a, b], on associe L1 son polynôme interpolateur 
de Lagrange au point a et on approxime 

l(f) = 1b f(t)dt par R(f) = (b- a)f(a). 
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Le noyau de l'interpolation est N(t) = (t - a). 

lb IN(t)I dt= lb (t - a)dt = (b ~ a) 2
. 

Si f est de classe ci, on a, d'après le corollaire 24.4, 

ll
b f(t)dt - R(f)I ::; (b - a) 2 sup lf'(t)I. 

a 2 tE[a,b] 

Méthode composée des rectangles 

Soit N un entier strictement positif. On effectue sur le segment [a, b] une sub
division à pas constant 

b-a 
h =--y:[• 

Sur chaque segment [a+~ (b - a), a+W (b - a)], où k est un entier compris entre 
0 et (N - 1), on applique la méthode élémentaire des rectangles. On approxime 

I(f) =lb f(t)dt par 

Si f est de classe ci, on a 

II(!) - RN(f)I::; (b ;;)2 sup IJ'(t)I. 
tE[a,b] 

24.4.2 Méthode du point milieu 

Méthode élémentaire du point milieu 

Cette méthode est d'ordre 1. Nous considérons un segment [a, b] et nous 
prenons p =O. Le système interpolateur est réduit au point x0 = a!b. D'après la 
remarque 24.2, Ào = (b - a). Pour tout polynôme P de degré 0, on a 

I(P) =lb P(t)dt = (b - a)P (a; b) . 

On remarque que, contrairement au cas précédent, pour tout polynôme P de degré 
au plus 1 (il suffit de le vérifier pour le polynôme X f--+ X), on a également 

I(P) = lb P(t)dt = (b - a)P (a; b) . 

La méthode du point milieu est d'ordre 1. À toute fonction continue f sur [a, b], 
on associe Hf son polynôme interpolateur <l'Hermite associé au point a!b et à 
l'entier 2. On approxime 

I(f) =lb f(t)dt par ( a+b) PM(!)= (b- a)f - 2- . 
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Le noyau de l'interpolation est N(x) =(X - ~)2 . 

Si f est de classe C2 , on a d'après le corollaire 24.4, 

11b f(t)dt - PM(f)I ~ (b ; 4a) 3 sup lf"(t)I. 
a tE[a,b] 

Méthode composée du point milieu 

Soit N un entier strictement positif. On effectue sur le segment [a, b] une sub
division à pas constant 

b-a 
h=~· 

Sur chaque segment [a+~ (b - a), a+ k"J;1 (b - a)], on applique la méthode élémen
taire du point milieu. On approxime 

I(f) = 1b f(t)dt par 

Si f est de classe C2 , on a 

II(!) - PMN(f)I ~ (~~;t sup lf"(t)I. 
tE[a,b] 

24.5 Méthodes de Newton-Cotes 

24.5.1 Propriétés de la méthode de Newton-Cotes 

Soit p un entier strictement positif. Dans la méthode de Newton-Cotes de 
rang p, qu'on désignera par NCp, les (p+ 1) points x0 ,x1 ,···Xp sont répartis 
régulièrement sur le segment [a, b]. Ainsi, 

\:/i E {0, · · · ,p}, Xi= a+ !:._(b - a). 
p 

La proposition suivante permet des simplifications pour les calculs des coefficients 
(.Xi)o::;i::;p· 

Proposition 24. 7 Dans la méthode de Newton-Cotes de rang p, les coeffi
cients (.Xi)o::;i::;p vérifient 

\:/i E {O, · · · ,p}, Ài = Àp-i· 
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Preuve. Pour tout entier i compris entre 0 et p, on note li, le polynôme élémentaire 
de Lagrange, unique polynôme de degré au plus p vérifiant 

Nous savons que 

Vi E {O, 1, · · · ,p}, lb li(t)dt = Ài· 

On note cp la symétrie centrale sur lR par rapport au point atb, c'est-à-dire, 

cp: lR --t lR 

t 1--+ a+b-t 

Nous remarquons que, pour tout entier i compris entre 0 et p, (li o cp) est un 
polynôme de degré au plus p. De plus, 

On en déduit que 
li 0 cp = lp-i· 

Pour tout entier i compris entre 0 et p, en effectuant le changement de variable 
(x = a+ b - t), nous obtenons 

Proposition 24.8 Si p est un entier naturel pair, l'ordre de la méthode de 
Newton-Cotes est (p + 1). 

Ceci fait que, hormis le cas p = 1, les méthodes de Newton-Cotes ne sont utilisées 
que pour p pair. 

Preuve. Soit p un entier naturel strictement positif pair. Montrons que la méthode 
de Newton-Cotes est d'ordre (p+ 1). Il suffit pour cela de vérifier qu'elle est exacte 
pour un polynôme de degré (p + 1). Choisissons le polynôme P défini par 

P: lR --t lR 

t 1--+ (t - atb)P+l. 

On remarque que 

Vi E { 0, 1, ... 'Œ- 1)}' (X . - a+ b) + (x · - a+ b) = x· + x · - a - b 
i 2 p-i 2 i p-i 
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i p-i 
=a+ -(b- a)+ a+ -(b- a) - a - b =O. 

p p 

Donc, 

Vi E { 0, 1, · · · , Œ -1)}, P(xi) = -P(xp-i)· 

De plus, X~ = atb et p (X~) =o. Nous obtenons 

p ~-1 

L ÀiP(xi) = À~P ( x~) + L Ài (P(xi) + P(xp-i)) =O. 
i=O i=O 

D'autre part, 

1b 1b ( a+ b)p+l [ (t _ a+b)P+2] b 
P(t)dt = t - -- dt= 2 =O. 

a a 2 p+2 
a 

La méthode est ainsi de rang (p + 1). 

24.5.2 Méthode des trapèzes 

Pour cette méthode p = 1 et la méthode est d'ordre 1. 

Méthode élémentaire des trapèzes 

On considère un segment [a,b]. Le système interpolateur est alors S = {a,b}. 
Les deux réels )..0 et )..1 vérifient le système 

{ 
Ào + À1 = b - a, 

Ào = À1. 

Ainsi, pour tout polynôme P de degré au plus 1, on a 

I(P) = 1b P(t)dt = (b; a) (P(a) + P(b)). 

À toute application continue f sur (a, b], on associe Lf son polynôme interpolateur 
de Lagrange aux points a et b et on approxime 

I(f) = 1b f(t)dt par T(f) = (b; a) (!(a)+ f(b)). 

Le noyau de l'interpolation est N(x) =(X - a)(X - b). 

[b IN(t)I dt= [b(t - a)(b- t)dt = (b- a)3 . 

la la 6 

D'après le corollaire 24.4, si f est de classe C2 , on a 

fb f(t)dt -T(f)I ~ (b ~2a)3 sup lf"(t)I. L ~~~ 
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Méthode composée des trapèzes 

Soit N un entier strictement positif. On effectue sur le segment [a, b] une sub
division à pas constant 

b-a 
h=Jïi· 

Sur chaque segment [a+~ (b - a), a+ k·j/ (b - a)], où k est un entier compris 
entre 0 et (N -1), on applique la méthode élémentaire des trapèzes. On approxime 

I(f) = lb f(t)dt 

par 

TN(f) = b; a [ f~a) +}; f (a+ k b; a) + f;b) l 
Si f est de classe C2 , on a 

II(!) - TN(f)I :::; (~;;t sup lf"(t)i. 
tE[a,b] 

24.5.3 Méthode de Simpson 

Pour cette méthode, p = 2 et, d'après la proposition 24.8, la méthode est 
d'ordre 3. 

Méthode élémentaire de Simpson 

On considère un segment [a, b]. Le système interpolateur est S = {a, ~, b}. 
Nous savons d'après la proposition 24. 7 et la remarque 24.2 que, 

{ 
Ào + Ài + À2 = (b - a), 

Ào = À2· 

En utilisant encore la remarque 24.2, nous pouvons calculer par exemple Ài car 

Ài =lb li(t)dt, 

où li est le polynôme élémentaire de Lagrange de degré au plus deux vérifiant 

{ 
li(a) = li(b) = 0, 

li (a!b) = 1. 

Nous obtenons ainsi 

't:/t E .IR, 
4 

li(t) = (b _ a) 2 (t - a)(b - t) 

et rb rb 4 2(b-a) 
Ài =la li(t)dt =la (b- a)2 (t - a)(b- t)dt = 3 , 
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puis 

{ 
Ài = 2(b~a), 

Ào = À2 = b6a. 

Pour tout polynôme de degré au plus 3, nous avons ainsi 

I(P) = 1b P(t)dt = (b ~a) (P(a) + P(b) + 4P(a; b)). 

À toute fonction continue f sur [a, b], on associe H1 son polynôme interpolateur 
<l'Hermite associé aux points a, a!b et b et respectivement aux entiers 1,2 et 1. 
On approxime 

I(f) = 1b f(t)dt par S(f)= (b~a) (P(a)+P(b)+4P(a;b))· 

Le noyau de l'interpolation est N(x) =(X - a)(X - b)(X - a!b) 2 . 

lb lb ( a+b) 2 (b a)5 
a IN(t)I dt= a (t - a)(b - t) t - - 2- dt= 120 · 

Ainsi, si f est de classe C4 , on a, d'après d'après le corollaire 24.4, 

Méthode composée de Simpson 

Soit N un entier strictement positif. On effectue sur le segment [a, b] une sub
division à pas constant 

b-a 
h = ---r:1· 

Sur chaque segment [a+ ~ (b- a), a+ kt/ (b - a)], où k est un entier compris 
entre 0 et (N -1), on applique la méthode élémentaire de Simpson. On approxime 

I(f) = 1b f(t)dt 

par 

= b6~a (f(a) + 2}; f (a+kb; a) +4t,f (a+ (2k- l)b2~a) + f(b)). 

Si f est de classe C4 , on a 

(b - a)5 (4) 
II(!) - SN(f)I :S 2880 N 4 sup If (t)I. 

· tE[a,b) 
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24.5.4 Méthode de Boole-Villarceau et de Weddle-Hardy 

Méthode de Boole-Villarceau 

Pour cette méthode p = 4 et elle est d'ordre 5. 

Méthode de Weddle-Hardy 

16 
À1=À3= 45 (b-a), 

Pour cette méthode p = 6 et elle est d'ordre 7. 

9 
À1 = À5 = 35 (b-a), 

34 
À3 = 105 (b - a). 

2 
À2 = -(b-a). 

15 

24.5.5 Méthode de Newton-Cotes pour p 2:: 8 

Les méthodes de NCp ne sont donc utilisées en pratique que dans les 4 cas 
précédents. Pour p supérieur ou égal à 8, il apparaît des coefficients Ài strictement 
négatifs, ce qui pose un certain nombre de problèmes, en particulier, 

1. L'intégrale de certaines applications continues positives peuvent être ap
proximées par un réel strictement négatif. 

2. Les méthodes sont beaucoup plus sensibles aux erreurs d'arrondis. Suppo
sons que les valeurs de f soient calculées avec des erreurs d'arrondi inférieur 
à e. L'erreur d'arrondi qui va en résulter par application d'une méthode 
élémentaire sera majorée par 

Si tous les coefficients Ài sont positifs cette erreur d'arrondi est majorée par 

p 

e L l.Xil = e(b - a). 
i=O 

Si, en revanche, certains coefficients sont négatifs, alors e I.:f=o l.Xil > e(b-a). 
L'erreur totale due aux arrondis peut dépasser e(b - a). 

24.6 Méthodes de Gauss 

24.6.1 Introduction 

On considère deux réels a et b vérifiant a < b et une application w, à valeurs 
réelles strictement positives, continue et intégrable sur l'intervalle ]a, b[. L'applica
tion définie sur C([a, b], ~)2 par 

(f,g) 1--t lb f (x)g(x)w(x)dx 
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est un produit scalaire sur l'espace C([a, b], R.). On notera (Pn)nEN la suite des 
polynômes orthogonaux relatifs à ce produit scalaire (voir la définition page 367). 
Le but .des méthodes de Gauss est d'obtenir des valeurs approchées de 

lb f(x)w(x)dx 

où f est une application continue sur le segment [a, b]. 

24.6.2 Méthodes exactes 

On sait, d'après la proposition 20.24, page 368, que, pour tout entier naturel 
p, le polynôme orthogonal Pp+1 a (p+ 1) racines simples appartenant à l'intervalle 
]a, b[, notées 

ao < a1 < · · · < ap. 

Proposition 24.9 Il existe un unique (p + 1)-uplet de réels Ào, Ài, · · · Àp 
vérifiant 

rb f.. 
't:/P E IR.p[X], la P(x)w(x)dx = ~ ÀiP(ai)· 

a i=O 

Preuve. Il suffit d'appliquer le théorème 24.5, page 488. 

Cette méthode est d'ordre (2p + 1). En effet, 

Proposition 24.10 

't:/P E IR.2p+i[X), lb P(x)w(x)dx = t ÀiP(ai)· 
a i=O 

Preuve. Soit Q un élément de IR.2p+1 [X]. Effectuons la division euclidienne du 
polynôme Q par le polynôme orthogonal Pp+l : 

Q = QiTp+i + R, 

où Rest un élément de IR.p[X]. Le polynôme Q1 est aussi élément de IR.p[X] puisque 
le degré de Q est inférieur ou égal à (2p + 1). 
Nous avons, 

Le polynôme Pp+l étant orthogonal au sous-espace IR.p[X] donc au polynôme Qi, 
nous obtenons, 

lb Q(t)w(t)dt =lb Qi(t)Pp+i(t)w(t)dt +lb R(t)w(t)dt 
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Proposition 24.11 Soit p un entier naturel. Il existe une méthode exacte 
d'intégration et une seule de la forme {24.29} à (p+ 1) points, d'ordre (2p+ 1). 
Elle est obtenue en choisissant pour points les (p + 1) racines du polynôme 
orthogonal Pp+l pour le poids w. 

Preuve. 

1. Existence. Nous savons que la méthode de Gauss est d'ordre {2p + 1). Elle 
n'est pas d'ordre (2p + 2). En effet, 

lb P;+l (t)w(t)dt > 0 et 
p 

L>.iP;+i(ai) =O. 
i=O 

2. Unicité. Considérons (p + 1) points 

Xo < X1 < · · · < Xp 

et (p + 1) réels µo, µi, · · · , µp tels que 

rb ~ 
VP E ~2p+i[X], Ja P(x)w(x) = L.....JµiP(xi)· 

a i=O 

Soit Qp+l le polynôme de degré (p + 1) défini par 

Alors, 

p 

Vx E ~. Qp+i(X) =II (X - xi)· 
i=O 

VP E ~p[X], < P, Qp+l >=lb P(t)Qp+i(t)w(t)dt 

p 

= L µiP(xi)Qp+l (xi) = O. 
i=O 

On en déduit que les polynômes Pp+l et Qp+l appartiennent à l'orthogonal 
de ~p[X] dans ~p+i[X]. Ils sont donc colinéaires. D'où, 

Vi E {O, 1, · · · ,p}, ai= Xi· 

D'autre part, si, pour tout entier i compris entre 0 et p, on note li le ième 

polynôme de lagrange, alors 
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24.6.3 Méthode de Gauss et erreur d'approximation 

Une méthode de Gauss consiste à approximer pour f élément de C((a, b], JR), 

1b f(x)w(x)dx par 
p 

2:>-d(ai)· 
i=O 

(24.29) 

Proposition 24.12 Si l'on suppose qu'une application f est de classe C2p+2 
sur le segment [a, b], on peut majorer l'erreur dû à la méthode de Gauss (24.29}: 

1 
{b p 1 SUPtE[a,b) IJ(2p+2l(t)l 1b 2 

la f(x)w(x)dx- ~>.d(ai) S (2p+ 2)! a Pp+l(t)w(t)dt. 

Preuve. Soit f une application de classe C2p+2· Il suffit d'interpoler à l'aide du 
polynôme d'hermite aux points ao, ai,··· , ap affectés chacun du coefficient 2. On 
peut alors conclure à l'aide du théorème 24.3, page 487. .ti 



Chapitre 25 
, 
Equations différentiel les 1 i néa ires 

scalaires du premier ordre 

Dans ce chapitre, OC désigne ~ ou C. 

25.1 Définitions 

Définition : On appelle équation différentielle linéaire scalaire du pre
mier ordre, toute équation de la forme 

(E) y'= ay + b 

où a et b sont deux fonctions continues sur un intervalle I à valeurs dans 
OC. On appelle solution de cette équation, toute fonction 

dérivable sur I telle que 

y:I~oc 

t t-t y(t) 

Vt E J, y'(t) = a(t)y(t) + b(t). 

Si b est la fonction nulle, l'équation est dite linéaire homogène. 

(H) y'= ay. 

Remarque 25.1 1. Les applications a et b étant continues sur I, toute solution 
Y est de classe C1 sur I. 

2. Si les applications a et b sont de classes Ck, alors toute solution Y est de 
classe Ck+1 . 
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25.2 Solutions de l'équation homogène (H) 

L'application a étant continue sur I, elle admet des primitives sur cet intervalle. 

Proposition 25.1 Soit A est une primitive de a sur l'intervalle I. On note SH 
l'ensemble des solutions de l'équation linéaire homogène (H). Alors (SH, +, .) 
est l'espace vectoriel de dimension 1 engendré par l'application 

Yo : I ----t 1K 
t f-----+ eA(t). 

Preuve. Il est évident que S H est un sous-espace vectoriel des applications déri
vables sur I à valeurs dans !K. On considère A une primitive de a. On peut vérifier 
que l'application Y0 définie par 

est solution de l'équation différentielle homogène. Pour trouver l'ensemble des 
solutions, on va effectuer un principe de la variation de la constante : Pour toute 
application Y dérivable sur I à valeurs dans IK, il existe une unique application C 
dérivable sur I vérifiant 

Vt E J, Y(t) = C(t)eA(t). 

On a 
Vt E J, Y'(t) = C'(t).eA(t) + C(t)a(t)eA(t). 

Ainsi, Y est solution de l'équation homogène si et seulement si 

Vt E J, C'(t).eA(t) + C(t)a(t)eA(t) = a(t)C(t)eA(t) 

{::} Vt E J, C'(t).eA(t) = O 

{::}î/tEJ, C'(t)=O. 

L'application Y est solution si et seulement si l'application C est constante. D'où 
le résultat. · • 

25.3 Solutions de l'équation (E) 

Proposition 25.2 Soit to un élément de I. Les solutions de (E) sont les ap
plications Y définies par 

Vt E J, Y(t) = (1: b(x)e-A(x)dx) eA(t) + KeA(t), 

où K est une constante scalaire. 



25.4. PROBLÈME DE CAUCHY 503 

Solution. On utilise le principe de variation de la constante. On reprend le chan
gement de variable utilisé dans la preuve de la proposition 25.1, définie par 

Vt E I, Y(t) = C(t)eA(t). 

L'application Y est solution de (E) si et seulement si : 

Vt E I, C'(t).eA(t) + C(t)a(t)eA(t) = a(t)C(t)eA(t) + b(t) 

{::} Vt E I, C'(t).eA(t) = b(t) 

{::} Vt E I, C'(t) = e-A(tl.b(t). 

{::} 3K E IK, Vt E I, C(t) = t e-A(xl.b(x)dx +K. 
lto 

D'où le résultat. 

25.4 Problème de Cauchy 

Étant donné une équation différentielle, le problème de Cauchy consiste à trou
ver les solutions de cette équation vérifiant une condition initiale. Dans le cadre 
des équations étudiées dans notre chapitre, si l'on considère un intervalle I, deux 
applications a et b continues sur I et (to, Yo) un élément de I x IK, un problème de 
Cauchy s'écrit 

{ 
y' = a(t)y + b(t), 

y(to) = Yo· 
(25.30) 

Proposition 25.3 Il y a existence et unicité du problème de Cauchy {25.30}. 
L'unique solution est déterminée par 

Vt E I, Y(t) = (1: b(x)e-A(x)dx) eA(t) + y0eA(t)-A(to). 

Preuve. Évident. 

, 
25.5 Equation : a(t)y' + b(t)y = c(t) 

Remarque 25.2 1. On appelle également équation linéaire scalaire du premier 
ordre, une équation de la forme 

a(t)y' + b(t)y = c(t), 

où a, b etc sont trois applications continues sur un intervalle I, la fonction 
a ne s'annulant pas sur I. 

2. Dans le cas où l'application a s'annulle sur I, on effectue l'étude de l'équation 
différentielle sur chaque intervalle maximal inclus dans I et sur lequel l'ap
plication a ne s'annule pas. 
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3. On peut éventuellement faire l'étude de raccordement : celle-ci consiste à 
rechercher les solutions sur l'intervalle I. 

Exercice 25.1 Résoudre l'équation différentielle suivante puis étudier le problème de 
raccordement. 

Solution. 

I t 
ty +2y=-1 2· +t 

1. On recherche les solutions de l'équation différentielle sur les intervalles IR+* 
et IR-*. On notera I l'un de ces intervalles. 

(a) Solutions de l'équation homogène : 

-2 
(H) y'= -t y. 

L'application A : t 1-7 -2 ln ltl est une primitive sur l'intervalle I de 
l'application a: t 1-7 ~2 • Ainsi, les solutions de l'équation homogène sur 
chacun des intervalles IR+* et IR-* sont t 1-7 ~ où C est une constante. 

(b) Solutions de l'équation différentielle. On utilise la méthode de la varia
tion de la constante. On effectue le changement de variable 

y(t) = c;;). 
Nous avons 

Vt E J, y'(t) = c'(t) _ 2c(t) 
t2 t3 

et 

Vt E J, ty'(t) + 2y(t) = c'(t) _ 2c(t) + 2c(t) = c'(t). 
t t2 t2 t 

Ainsi, l'application y est solution sur I de l'équation différentielle si et 
seulement si 

Vt E J, 
t2 

c' ( t) = 1 + t2 . 

Les solutions de l'équation différentielle sur l'intervalle IR+* sont de la 
forme 

Vt E IR+*, (t) = t - arctan t + ki 
Yi t2 

où k1 est une constante réelle. Les solutions de l'équation différentielle 
sur l'intervalle IR-* sont de la forme 

Vt E IR-*, y (t) = t - arctant + k2 
2 t2 

où k2 est une constante réelle. 
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(c) Étudions le problème de raccordement en O. En utilisant le dévelop
pement limité en 0 à l'ordre 3 de l'application arctangente, nous obte-
nons 

t - arctant t 
rv -

t2 0 3 

L'application Y1 solution de l'équation différentielle sur JR+* admet 
une limite à gauche en 0 si et seulement si k1 = 0 et dans ce cas 
limt_,o- Yi(t) = O. De même, l'application Y2 solution de l'équation 
différentielle sur JR-* admet une limite à droite en 0 si et seulement si 
k2 = 0 et dans ce cas limt_,o+ Y2(t) =O. 
Une solution de l'équation différentielle sur lR doit donc vérifier : 

Vt E IR*, ( ) t - arctan t 
y t = --.,---

t2 

et y(O) =O. Nous remarquons que cette application est dérivable en 0 de 
dérivée égale à! et que c'est l'unique solution de l'équation diférentielle 
surR 

Exercice 25.2 Résoudre l'équation différentielle suivante 

(1 - t2)y' - ty = 1. 

Solution. 

1. On recherche les solutions de l'équation différentielle sur les intervalles ] -
oo, -1, [, J - 1, 1( et ]1, +oo(. On notera I l'un de ces intervalles. 
Solutions de l'équation homogène : 

(H) y' = 1 ~ t2 y. 

L'application A : t 1-t -! ln Il - t2 1 est une primitive sur l'intervalle I de 
l'application a : t 1-t l~t2 • Ainsi, les solutions de l'équation homogène sur 
chacun des intervalles J - oo, -1, [, J - 1, 1( et ]1, +oo( sont les applications 
t 1-t J 0 

2 où C est une constante. 
11-t 1 

(a) Solutions de l'équation différentielle sur l'intervalle J - 1, 1[. 
On utilise la méthode de la variation de la constante. On effectue le 
changement de variable 

Nous avons 

\:/t E] - 1, 1(, 

C(t) 
y(t) = Vf=t2" 

I C'(t) t.C(t) 
y (t) = vr=t2 + J[f=t2)3 
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et 
Vt E] -1, 1(, (1- t2)y'(t) - ty(t) 

= C'(t)Jl=t2 + t.C(t) _ t.C(t) = C'(t)Jl=t2. 
v'f-=t2 v'f-=t2 

L'application y est solution si et seulement si 

On obtient, 

Vt E] - 1, 1(, C'(t)= h· 1-t 

(t) = arcsin t + ki 
Vt E] - 1, 1(, y v'f-=t2 

où k1 est une constante réelle. 
(b) Solutions de l'équation différentielle sur l'intervalle ]1, +oo(. 

On utilise la méthode de la variation de la constante. On effectue le 
changement de variable 

Nous avons 

et 

t _ C(t) 
y()-~· 

, C'(t) t.C(t) 
Vt E]l, +oo[, Y (t) = ~ - J(t2="1)3 

Vt E]l, +oo(, (1 - t2)y'(t) - ty(t) 

= -C'(t)Jt2=1 + t.C(t) _ t.C(t) = -C'(t)Jt2=1. 
~~ 

L'application y est solution si et seulement si 

wt ]1 [ C'() -l vE,+oo, t=~, 

On obtient, 
wt ]l [ ( )- -argcht+k2 v E , +oo , y t - ~ 

vt2 -1 
où k2 est une constante réelle. 

(c) Solutions de l'équation différentielle sur l'intervalle] - oo, -1(. En ef
fectuant les mêmes calculs que dans le cas précédent, nous obtenons 

Vt E] - oo, -1(, 
-1 

C'(t) = ~· 
t -1 

Ainsi, les solutions de l'équation différentielle sur l'intervalle] - oo, -1( 
sont les applications définies sur ] - oo, -1 [ par 

(t) = argch(-t) + k3 
Vt E]-oo,-1[, y ~ 

où k3 est une constante réelle. 



Chapitre 26 

Systèmes différentiels 1 i néa ires 

Dans ce chapitre, lK désigne JR ou C, n en entier strictement positif et Mn (IK) 
l'ensemble des matrices d'ordre n à coefficients dans !K. 

26.1 Définitions 

Définition : On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre 
toute équation de la forme 

(E) Y'= AY + B, 

où A est une application continue d'un intervalle I vers Mn(IK) et B 
une application continue sur l'intervalle I à valeurs dans ocn. Si B est la 
application nulle, l'équation est dite homogène 

(H) Y'= AY. 
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Définition : 

1. On appelle solution de (E), équation différentielle linéaire d'ordre 
1, toute application 

Y : J ---t :ocn 
t 1-----t Y(t) 

dérivable sur l'intervalle 1 vérifiant 

'Vt E J, Y'(t) = A(t)Y(t) + B(t). 

2. Soit (t0 , u0 ) un élément de 1 x :ocn. On dit qu'une solution Y de 
(E) vérifie la condition initiale (to, u0 ) ou condition de Cauchy si 
de plus, 

Y(to) = uo. 

On appelle problème de Cauchy en (to, u0 ), l'étude des solutions de (E) 
vérifiant cette condition initiale. 

Remarque 26.1 1. Les applications A et B étant continues sur 1, toute solu-
tion y est de classe C1 sur 1. 

2. Si les applications A et B sont de classes Ck, alors toute solution Y est de 
classe Ck+l. 

3. Une équation différentielle linéaire du premier ordre est également appelée 
système différentiel linéaire. 

26.2 Théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire 

Théorème 26.1 {de Cauchy-Lipschitz linéaire) On considère A une applica
tion continue sur un intervalle 1 à valeurs dans Mn (OC), B une application 
continue sur l'intervalle 1 à valeurs dans :ocn et (t0 , u0 ) un couple de 1 x :ocn. 
Le problème de Cauchy 

{
Y' =AY+B, 

Y(to) = uo. 

admet une solution unique définie sur 1. 

Preuve. 

(26.31) 

1. Remarquons qu'une application Y est solution du problème de Cauchy (26.31) 
si et seulement si elle est solution dans C(J, :ocn) de l'équation : 

'Vt E J, Y(t) = uo + lt (A(x)Y(x) + B(x))dx. 
to 

(26.32) 
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En effet, 

(a) Considérons Y un élément de C(I,OCn) solution de l'équation (26.32). 
L'application définie par 

f: I ---+ ocn 

t ~ A(t)Y(t) + B(t) 

étant continue sur I, l'application 

F: I ---+ ocn 

t ~ ft:(A(x)Y(x) + B(x))dx 

est dérivable sur I de dérivée f. On en déduit que l'application Y, 
solution de l'équation (26.32), est dérivable sur Ide dérivée f = AY +B. 
L'égalité Y(t0 ) = u0 , permet d'en déduire que Y est solution de (26.31). 

(b) Supposons Y solution du problème de Cauchy (26.31). D'après lare
marque 26.1, Y est de classe C1 sur I. Nous obtenons, 

Vt E I, Y(t) = Y(to) + t Y'(x)dx = u0 + t (A(x)Y(x) + B(x))dx. 
lto lto 

Ainsi, Y est solution de (26.32). 

(c) On en déduit que Y est solution du problème de Cauchy (26.31) si et 
seulement si Y est point fixe de l'application 8 r définie sur C ( l, ocn) à 
valeurs dans C ( I, ocn) par : 

\fF E C(I, ocn), \ft E I, 8r(F)(t) = uo + t (A(x)F(x) + B(x))dx. 
lto 

Montrons que l'application e I admet un point fixe unique. 

2. Existence du point fixe. 

(a) On suppose, dans un premier temps, que I est un segment [a,b]. On 
choisit une norme sur ocn que l'on note 11-11· On munit C([a, b], ocn) de la 
norme uniforme que l'on note 11-lloo· Nous savons que cet espace vectoriel 
normé est complet (corollaire 16.5, page 271). On munit Mn(OC) d'un 
norme d'algèbre notée 11-llMn(OC) et on considère M le réel 

M = sup llA(t)llMn(OC)· 
tE[a,b] 

Soient F1 et F2 deux éléments de C([a, bj, ocn). Montrons par récurrence 
que 

\fk E N, \ft E [a, b], 

k k (Mit - tol)k 
ll81a,bJ(F1)(t) - 81a,bJ(F2)(t)ll ::; k! -llF1 - F2lloo· 



510 SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS LINÉAIRES 

- On a la propriété Po. 
- Soit k un entier naturel. Montrons que Pk ::::} Pk+i · Pour tout réel t 

élément de [a, b], 

llefa~bJ (F1) (t) - e[a~ti (F2)(t) Il 

= 111: A(x) ( e~,bJ(F1)(x) - 8fa,bJ(F2)(x)) dxll 

:::; M 11: (Mlx k~ tol)k -llF1 - F2lloodxl 

(Mit - tol)k+1 

(k + l)! -llF1 - F2lloo· 

Donc Pk ::::} Pk+i · 
Nous avons ainsi montré que 

\:/k EN, 

La suite réelle ( Mk(~~a)k) nEN étant convergente vers 0, nous pouvons 

considérer un entier strictement positif k tel que e~,b] soit une appli
cation contractante. D'après le théorème 10.2, page 135, l'application 
e[a,b] admet un unique point fixe et toute suite (e~,b)(F))nEN, où F 
est un élément de C([a, b], ocn), converge uniformément sur [a, b] vers 
l'unique point fixe de e[a,b]· 

(b) On suppose désormais que I est un intervalle quelconque. On considère 
F un élément de C(I, ocn). Pour tout segment [a, b] inclus dans I et 
contenant to, 

\:/n EN, \:/t E [a, b], 8j(F)(t) = e~,bJ(F)(t). 

La suite (8j(F))nEN converge uniformément sur [a, b] vers l'unique 
point fixe de e[a,b]· On en déduit que (8j(F))nEN converge simplement 
sur I vers un point fixe de 8r que l'on notera G. 

3. Unicité du point fixe. 
Supposons que G1 et G2 soient deux points fixes de e I. Alors pour tout 
segment [a, b] inclus dans I et contenant to, les restrictions de G1 et G2 à 
ces segments sont égales à l'unique points fixe de e[a,bJ. On en déduit que 
G1 = G2. 

26.3 Solutions de l'équation homogène (H) 

Dans cette section, on considère A une application continue sur un intervalle I 
à valeurs dans Mn(IK). 
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Proposition 26.2 L'ensemble des solutions de l'équation différentielle ho-
mogène 

Y'=AY 

est un sous-espace vectoriel de C1 (I,0Cn) que l'on notera SH. 

Preuve. L'application 

1/J: C1(J,][{n) ~ C(I,OCn) 

Y 1----t Y' - Ay 

est linéaire. Son noyau est SH. Il est donc sous-espace vectoriel de C1(J,0Cn). -" 

Proposition 26.3 On considère ( U1' U2' ... 'Un) une base de ocn et to un 
élément de I. Pour tout entier naturel i inférieur ou égal à n, on note Yi 
l'unique solution du problème de Cauchy, 

{
Y' =AY, 

Y(to) = ui. 

Alors, (Yi, Y2, · · · , Yn) est une base SH. 

Preuve. Considérons (>.1 , >.2 , · • · , >.n) un élément de ocn vérifiant 

n 

.L:>-iYi =o. 
i=l 

Alors, 
n n 

L Àiui = L ÀiYi(t0 ) =O. 
i=l i=l 

( U1, U2, · · · , un) formant une base on obtient, 

La famille (Y1, Y2, · · · , Yn) est ainsi libre. Montrons que (Y1, Y2, · · · , Yn) est une 
famille génératrice. Soit Y un élément de S H. On note ( a1, a2, · · · , Œn) les coor
données du vecteur Y(to) dans la base (ui, u2, · · · , un)· L'application 

est l'unique solution du problème de Cauchy 

{ 
Y'= AY, 

Y(to) =O. 
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L'application nulle étant également solution, on en déduit que 

n 

Y-Lail'i=O, 
i=i 

et que Y est combinaison linéaire de la famille (Yi , Y2, · · · , Yn). 

Corollaire 26.4 Le triplet (SH,+,.) est un K-espace vectoriel de dimension 
n. 

Preuve. Évident d'après la proposition précédente. 

Il Définition: Une famille de solutions formant une base de SH est appelée 
système fondamental de solutions. 

26.4 Wronskien 

Dans cette section, on considère A une application continue sur un intervalle 
I à valeurs dans Mn(OC), l'équation homogène (H) : Y' = AY et SH l'espace 
vectoriel des solutions de cette équation différentielle. 

Définition : Soit (Yi, Y2, · · · , Yn), un n-uplet de solutions de l'équation 
homogène (H). L'application W définie sur I par 

Vt E J, W(t) = det(Yi (t), Y2(t), · · · , Yn(t)) 

est appelée wronskien du n-uplet de solutions (Yi, Y2, · · · , Yn)· 

Proposition 26.5 Soit (Yi, · · · , Yn) un n-uplet de S H. Les 3 propositions sui
vantes sont équivalentes : 

1. (Yi,··· , Yn) est une base de SH. 

2. Il existe to un élément de I tel que W(to) "#O. 
3. Vt E J, W(t) -:j:. O. 

Preuve. 
2::::} 1 Soit (Ài, · · · Àn) un élément de Kn vérifiant 

n 

L:>.iYi =o. 
i=i 

Ainsi, 
n 

L:: Àïl'i(to) =o. 
i=i 
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On en déduit que Àl = · · · = Àn = 0 puis que la famille (Y1, · · · , Yn) est une 
base de 81. 
1 ::::} 3 Soit t un élément de I. On considère (Ài, · · · Àn) un élément de Kn 
vérifiant 

n 

I: ÀiYi(t) =o. 
i=l 

Alors (l:~=l ÀïYi) est un élément de SH vérifiant 2:~1 ÀïYi(t) =O. Grâce à 
l'unicité du problème de Cauchy, on en déduit que (l:~=l ÀïYi) = 0 puis que 
Àl = · · · = Àn =O. La famille (Y1(t), · · · , Yn(t)) est ainsi libre et W(t) "::IO. 
3 ::::} 2 Évident. 

Proposition 26.6 L'application W est solution sur I de l'équation 
différentielle : 

Y' =Tr(A)Y. 

Preuve. Considérons t un élément de I. 

W(t) = det (Y1(t), Y2(t), · · · , Yn(t)). 

Pour tout réel h tel que t + h appartienne à J, 

W(t + h) = (Y1(t) + hY{(t) + he1(h), · · · , Yn(t) + hY~(t) + hen(h)), 

où e1, e2, · · · , E:n sont des applications qui admettent une limite nulle lorsque la va
riable h tend vers O. Le déterminant étant une application n-linéaire, nous pouvons 
développer : 

n 

W(t + h) - W(t) = h L det (Y1 (t), · · · , Yi-1 (t), Y/(t), Yi+i (t), · · · , Yn(t)) + he(h) 
i=l 

où e est une application qui admet une limite nulle lorsque la variable h tend vers 
O. On en déduit que W est dérivable en t avec 

n 

W'(t) = Ldet(Y1(t),··· ,Yi-1(t),Yi'(t),Yi+i(t),··· ,Yn(t)) 
i=l 

n 

= Ldet(Y1(t),.·· ,Yi-1(t),AYi(t),Yi+i(t),··· ,Yn(t)). 
i=l 

Il est évident que l'application 

cp: 

est une forme n-linéaire. Montrons qu'elle est antisymétrique donc alternée. Consi
dérons deux entiers j et k vérifiant 1 :::; j < k :::; n. 
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n 

= Ldet(ui,· ·· ,uj,··· ,Aui,· ·· ,uk,···un) 
i"'k 
i=l 
i"'j 

+det (u1, · · · , Auk, · · · , Uj, ···Un)+ det (ui, · · · , Uk, · · · , Auj, ···un) 

=0. 

L'espace vectoriel des formes n-linéaires altenées est de dimension 1. Il existe donc 
une constante C vérifiant 

On note ( e1, · · · en) la base canonique de ocn. Pour tout entier naturel i compris 
entre 1 et n, nous avons 

det(e1 · · · Ae· · · · e ) =a· · , , i, , n i,i, 

où ai,i est le terme de la ième ligne et de la ième colonne de la matrice A. On en 
déduit que 

n 

<p(e1, .. · , en)= L ai,i = Tr(A). 
i=l 

L'application W vérifie ainsi l'équation différentielle Y' = Tr(A)Y. 

Proposition 26. 7 Pour tout réel to élément de I, on a 

Vt E I, w (t) = w (to) eftto Tr(A(x))dx. 

Preuve. Évident d'après la proposition précédente. 

Proposition 26.8 Soit (Y1, · · · , Yn) un système fondamental de solutions de 
l'équation homogène (H): Y'= AY. Tout élément Y de C1(I, ocn) (respective
ment c0 (I,!Kn)) s'écrit de manière unique 

n 

Y= 2:>.iYi, 
i=l 

où pour tout entier i compris entre 1 et n, Ài est un élément de C1 ( I, OC) ( res
pectivement c0 ( I, ocn)). 
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Preuve. On note W le wronskien du système fondamental (Yi,··· , Yn)· On consi
dère Y un élément de ci (I, ocn) (respectivement C0 (I, ocn)) . Pour tout entier 
naturel i compris entre 1 et n, on considère l'application Wi définie sur I par 

Wi: I --+ lK 

t 1-+ det (Yi(t), · · · , Yi-i(t), Y(t), Yi-i(t), · · · , Yn(t)). 

Soit t un élément de I. Le scalaire W(t) étant non nul, le système d'équation 

n 

Y(t) = L XiYi(t) 
i=i 

est un système de Cramer. L'unique solution est 

( Wi(t) W2(t) ... Wn(t)) 
W(t) ' W(t) ' ' W(t) . 

Pour tout entier i compris entre 1 et n, on considère l'application Ài définie sur 
l'intervalle I par 

t 1-+ 
Wi(t) 
W(t)' 

L'application Y s'écrit ainsi de manière unique 

n 

y= L:>.iYi· 
i=i 

De plus, pour tout entier i compris entre 1 et n, Àï est de classe ci (respectivement 
c0). En effet les applications Wi et W sont de classe ci (respectivement C0), 

l'application W ne s'annulant pas sur I. 4' 

26.5 Solutions de l'équation (E) 

Dans cette section, on considère A une application continue sur un intervalle I 
à valeurs dans Mn(IK), l'équation homogène (H) : Y'= AY, SH l'espace vectoriel 
des solutions de cette équation différentielle et B une application continue sur 
l'intervalle I à valeurs dans ocn. 

Proposition 26.9 L'ensemble des solutions de l'équation 

Y'= AY +B. (26.33) 

est un espace affine dirigé par SH l'espace vectoriel des solutions de l'équation 
homogène ( H). 

Preuve. D'après le théorème de Cauchy-Lipschitz, l'ensemble des solutions est 
non vide. On note Yo une solution. Alors Y est solution de (E), si et seulement si 
(Y - Y0 ) est solution du système homogène (H). D'où le résultat. 4' 
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Proposition 26.10 Soient (Yi,··· , Yn) un système fondamental de solutions 
de l'équation homogène (H) et >.i. >.2, · · · , Àn, n applications de classe C1 sur 
l'intervalle I et à valeurs dans K L'application 

est solution de l'équation différentielle 

(E) Y'= AY +B 

si et seulement si 

(26.34) 
i=l 

où les applications >.i, >.~, · · · , >.~ sont les dérivées respectives des applications 
À1,À2,··· ,Àn. 

Preuve. 
n n 

Vt E I, Y'(t) = L >.~(t)Yi(t) + L Ài(t)Yi'(t) 
i=l i=l 

n 

= L >.~(t)Yi(t) + A(t) L Ài(t)Yi(t) = L >.~(t)Yi(t) + A(t)Y(t). 
i=l i=l i=l 

L'application Y est solution de l'équation (E) si et seulement si 

n 

Vt E I, L >.~(t)Yi(t) = B(t). 
i=l 

26.6 Systèmes différentiels linéaires 
à coefficients constants 

26.6.1 Résolution de l'équation homogène (H) 

Proposition 26.11 Soit A un élément de Mn(OC). Les solutions de l'équation 
différentielle homogène 

(H) Y'= AY 

sont les applications 
Y(t) = etAz, 

où z est un vecteur arbitraire de ocn. 

Preuve. Voir l'exercice 19.4, page 346. 
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Proposition 26.12 Soient A un élément de Mn(OC) et (to, u0 ) un élément de 
oc X ocn. L'unique solution du problème de Cauchy 

est l'application Y définie par 

Vt E ~. Y(t) = e(t-to)Au0 . 

Preuve. Voir l'exercice 19.4, page 346. 

26.6.2 Résolution de l'équation (E) 

Proposition 26.13 On considère l'équation 

(E) Y' = AY + B, 

où A est un élément de Mn (OC) et B une application continue sur un intervalle 
I à valeurs dans ocn. Si t0 est un élément de I, les solutions de (E) sont les 
applications Y vérifiant : 

Vt El, Y(t) = 1t e(t-x)A B(x)dx + etAu, 
to 

où u est un élément quelconque de ocn. 

Preuve. Effectuons le changement de variable 

Vt E ~. Y(t) = éA Z(t). 

Nous avons, 

Vt E ~. Y'(t) = AetA Z(t) + etA Z'(t). 

Ainsi, 

Vt E ~. Y'(t) = AY(t) + B(t) {::} Vt E ~. etA Z'(t) = B(t) 

{::} Vt E ~. Z'(t) = e-tAB(t). 

L'application Y est solution si et seulement si il existe u un élément de ocn vérifiant 

Vt E ~. Z(t) = 1t e-xA B(x)dx + u. 
to 

D'où le résultat. 
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Proposition 26.14 Soit (to,uo) un élément de 1 X ocn. L'unique solution du 
problème de Cauchy sur 1 

{ 
Y' = AY + B(t), 

Y(to) = uo. 

est l'application Y déterminée par : 

Vt E J, Y(t) = 1t e<t-x)AB(x)dx + e<t-to)Au0 . 

ta 

Preuve. 

Ainsi, 



Chapitre 27 
, 
Equations différentielles linéaires 

scalaires d'ordre deux 

27 .1 Définition 

Dans ce chapitre, ][{ désigne lR ou C. 

Définition : On appelle équation différentielle linéaire scalaire du second 
ordre toute équation de la forme 

(E) y" + ay' + by = c, 

où I est un intervalle réel et a, b, c sont trois éléments de c0 (I, OC). 
Une solution de (E) est une application f : I ---+ ][{ deux fois dérivable, 
vérifiant 

\:/t E J, J"(t) + a(t)f'(t) + b(t)f(t) = c(t). 

L'équation homogène associée à (E) est l'équation 

(H) y" + ay' + by = O. 

Remarque 27.1 1. Les applications a et b et c étant continues sur I, toute 
solution de (E) est de classe C2 sur I. 

2. Si les applications a et b et c sont de classes Ck, alors toute solution de (E) 
est de classe Ck+2 • 
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27 .2 Système du premier ordre équivalent 

Dans cette section, A et B sont les applications, à valeurs respectivement dans 
M 2 (lK) et lK2 , définies sur I par 

Vt E I, A(t) = ( -~(t) _:(t) ) et B(t) = ( O ) . 
c(t) 

Proposition 27.1 Une application de classe C2 y : I---+ lK est solution de (E) 
si et seulement si l'application de classe C1 Y : I---+ lK2 définie par 

est solution du système 

(SE) Y' = AY +B. 

Réciproquement, si Y : I ---+ lK2 est une application de classe C1 solution de 
(SE) avec 

alors 

1. l'application y1 : I---+ ][{ est solution de (E) sur I, 

2. l'application Y2 est la dérivée de l'application YI· 

Preuve. Soit y une application solution de l'équation (E). Alors, 

( y'(t) ) ( 0 1 ) ( y(t) ) ( 0 ) 
y"(t) = -b(t) -a(t) y'(t) + c(t) · 

L'application ( ;, ) est solution de (SE)· Réciproquement, considérons Y 

( ~: ) élément de C1 (I,lK2), solution de l'équation (SE)· Alors, 

{ 
Vt E l, y~ (t) = Y2(t), 

Vt E I, y~(t) = -b(t)y1(t) - a(t)y2(t) + c(t). 

L'application y1 est solution de l'équation (E) et l'application Y2 est l'application 
dérivée de l'application Y1. 4't 
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27.3 Problème de Cauchy 

Proposition 27.2 On considère trois applications a, b etc définies et conti
nues sur intervalle I à valeurs dans IK, un élément to de I et (xo, x1) un élément 
de IK2 • Le système 

{ 
y" + ay' + by = c, 

y(to) = xo, y'(to) =xi, 
(27.35) 

admet une solution unique sur I. 

Preuve. Une application y est solution du problème de Cauchy (27.35) si et 

seulement si l'application ( ;, ) est solution du problème de Cauchy (27.36) 

{ 
Y'=AY+B 

Y(to) = ( :: ) . 
(27.36) 

Nous savons que ce problème admet une solution unique sous la forme ( ~~ ) . 

L'application Y1 est alors l'unique solution du problème de Cauchy (27.35). '9 

27.4 Solutions de l'équation homogène 

On considère, dans cette section, l'équation homogène 

(H) y"+ ay' + by =O. 

On note SH l'ensemble des solutions. 

Proposition 27.3 L'ensemble SH est un sous-espace vectoriel de l'espace vec-1 
toriel (C2 (J,IK),+,.). 

Preuve. Évident. 

Proposition 27.4 Si t0 est un élément de I, l'application cp définie sur SH à 
valeurs dans IK2 par 

cp ; SH ----+ IK2 

y t---+ (y(to), y'(to)) 

est un isomorphisme d'espace vectoriel. 
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Preuve. L'application cp est trivialement un homomorphisme d'espace vectoriel. 
La proposition 27.2 indique que c'est un isomorphisme. 4' 

Corollaire 27.5 L'espace vectoriel (SH, +, .) est de dimension 2. 

Définition: Soit (y1 , Y2) un couple de solutions de l'équation homogène. 
On appelle wronskien de (yi, Y2) l'application w définie par : 

w: I 

t 

][{ 

w (t) = 1 Y1(t) 
y~ (t) 

Y2(t) 

y~(t) 

Proposition 27.6 Pour tout réel to élément de I, on a 

VtEJ, w(t)=w(to)e-f:oa(x)dx. 

Preuve. Évident d'après les propositions 27.1 et 26.7, page 514. 

Proposition 27. 7 Soit (y1, Y2) un couple de S H. Les 3 propositions suivantes 
sont équivalentes : 

1. (y1,Y2) est une base de SH. 

2. il existe to E I tel que w(to) =J O. 

3. Vt E J, w(t) =JO. 

Preuve. Évident d'après les propositions 27.1 et 26.5, page 512. 

27.5 Résolution de l'équation homogène 

Il n'y a pas de méthode générale pour expliciter un système fondamental de 
solutions. On pourra résoudre explicitement dans certains cas : 

27.5.1 Recherche de solutions développables en série entière 

Cette méthode convient en particulier lorsque les applications a et b sont po
lynomiales. On pourra voir, par exemple, l'exercice 18.10, page 331. 
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27.5.2 Cas où l'on a une solution particulière 
ne s'annulant pas sur 1 
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Proposition 27.8 Soit y1 une solution de l'équation homogène ne s'annulant 
pas sur I. On obtient une autre solution linéairement indépendante par varia
tion de la constante de la forme 

Y2 = zy1, 

où z est une application de classe C2 sur I. 

Preuve. Effectuons le changement de variable y2 = zy1. Nous obtenons 

y~+ ay~ + by2 = z"y1 + z' (2y~ + ay1). 

L'application y2 est solution de l'équation homogène (H) si et seulement si l'ap
plication z' est solution de l'équation différentielle : 

y'y1 +y (2y~ + ay1) =O. 

~y'= y (-2~~ - a) . 
Nous savons, depuis le chapitre 25, que l'ensemble des solutions de cette équation 
différentielle est un sous-espace vectoriel de dimension 1 de C1(J,JK). Soient a une 
solution non nulle et t 0 un élement de I. On note zi, l'application définie par 

Z1 : I ----+ ][{ 

t t----> ft: a(x )dx. 

L'application z1y1 est solution de l'équation homogène (H) et cette solution est 
linéairement indépendante de la solution YI· En effet, d'une part, l'application z1 

est non constante sur I et, d'autre part, l'application y1 ne s'annule pas sur cet 
intervalle. 4't 

27.6 Solutions de l'équation (E) 

On considère dans cette section l'équation 

(E) y" + ay' + by = c. 

On note SE l'ensemble des solutions. 

Proposition 27.9 L'ensemble SE est un sous-espace affine de dimension 2 de 
(C2 (J,IK),+,.) et dirigéparSH. 

Preuve. D'après la proposition 27.2, l'ensemble des solutions SE est non vide. 
Soit y0 une solution. Alors, une application y est solution de l'équation (E) si et 
seulement si l'application (y -y0 ) est solution de l'équation homogène (H). D'où, 
le résultat. 4't 
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27. 7 Résolution de l'équation (E) 

Proposition 27.10 Soit (yi, Y2) un système fondamental de solutions de 
l'équation homogène (H). Une application y E C1(J,IK) : 

est solution de l'équation différentielle 

(E) y"+ a(t)y' + b(t)y = c(t), 

si et seulement si le vecteur (À~ ( t), À~ ( t)) vérifie pour tout t E I : 

{ 
À~Y1(t) + À~Y2(t) = 0, 

À~y~(t) + À~y~(t) = c(t). 

Preuve. Évident en utilisant les propositions 27.1 et 26.10. 

27 .8 Exercices 

Exercice 27.1 Résoudre l'équation différentielle : 

x 2y" - 2xy1 + (x2 + 2)y = 0 

à l'aide des séries entières. 

Solution. On considère (an)n E N une suite réelle telle que la série entière L:n>O 
admette un rayon de convergence R strictement positif et éventuellement infini. 
On note f, l'application 

Alors, 

f : ] - R, R[ --t lR. 

X """°'+oo n Lm=oanX . 

Vx E] - R, R[, x 2 J"(x) - 2xf'(x) + (x2 + 2)f(x) 
+oo +oo +oo +oo 

= L n(n - l)anXn - L 2nanxn + L anxn+2 + L 2anxn 
n=2 n=l n=O n=O 

+oo 
= L(n - l)(n - 2)anxn + L an-2Xn. 

n=O n=2 
L'application f est solution de l'équation différentielle si et seulement si 

{ 
ao = 0, 

Vn 2: 3, an= (n-l)(n-2) · 

(27.37) 
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La suite (an)neN vérifie le système (27.37) si et seulement si 

{ 
ao = 0, 

Vp;:::: 0, 

Vp;:::: 1, 

Sous cette hypothèse, nous avons 

Vn;:::: 1, 

Ainsi, sous cette hypothèse R = +oo. L'application f est solution sur~ si 

( 
+oo (-l)P-ix2p-i +oo (-l)Px2P) 

Vx E ~' f(x) = x a2 L (2 _ l)! +ai L (2 )! 
p=i p p=O p 

= x (a2 sinx +ai cosx). 
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Sur chaque intervalle ~+* et ~-*, l'espace vectoriel des solutions est engendrée 
par les applications x 1--t x sin x et x 1--t x cos x. .ft 

Exercice 27.2 Chercher les solutions de l'équation différentielle : 

4xy" + 2y' + y = 0 

développables en série entière. 

Solution. On considère (an)n EN une suite réelle telle que la série entière Ln>o 
admette un rayon de convergence R strictement positif et éventuellement infini. 
On note f, l'application 

f : J - R, R[ -+ ~ 
""+oo n X i------t Lm=O anX . 

Alors, 
Vx E] - R, R[, 4xf"(x) + 2f'(x) + f(x) 

= L 4ann(n - l)xn-i + L 2annXn-i + L anXn 
n~ n=i n~ 

+oo +oo +oo 
= L 4an+in(n + l)xn + L 2(n + l)an+iXn + L anxn. 

n=i n=O n=O 

L'application f est solution si et seulement si 

{ 
2ai + ao = 0, 

Vn;:::: 1, an+l = (2n+l)C2n+2) 
{::::::::? Vn E N, 
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Sous cette hypothèse R = +oo et 

Vx E JR.+, 
+CXJ (-1r 2n 

f(x) = ao ~ (2n)! (v'X) = aocosy'X, 

Exercice 27.3 On considère un réel w. Résoudre l'équation différentielle : 

xy" + 2y' - w2xy = 0 

en cherchant d'abord les solutions développables en série entière. 

Solution. On considère (an)n E N une suite réelle telle que la série entière L:n>o 
admette un rayon de convergence R strictement positif et éventuellement infini. 
On note f, l'application 

f : ] - R, R[ -t lR. 

X 

Alors, 
Vx E] - R, R[, xf"(x) + 2f'(x) -w2xf(x) 

+CXJ +CXJ +CXJ 
= Ln(n+l)an+iXn+ L2(n+l)an+iXn- 2:w2an-1Xn. 

n=l n=O n=l 

L'application f est solution de l'équation différentielle si et seulement si 

{ 
ai= 0, 

Vn 2:: 1, w2 an-1 
an+l = (n+l)(n+2) 

Sous cette hypothès~ .R = oo et 

~{ VpE N, 

VpEN, 
a2p+1 = 0, 

_ aow2P 
a2p - (2p+l)! 

Vx E IR., 
+CXJ (wx )2P+l 

(wx)f(x) = ao ~ (2p+ l)! = aosh(wx). 

L'application f est une solution de l'équation différentielle si et seulement si il 
existe un réel a0 vérifiant 

{ 
f(O) = ao, 

Vx i= 0, f (x) = ao sh~~x). 
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Recherchons maintenant sur les intervalles JR.+* et JR,-*, une solution linéairement 
indépendante des précédentes. Effectuons le changement de variable 

y= yoz 

où l'application y0 est définie sur JR.+* ou JR,-* par 

Yo(x) = sh(wx). 
X 

Alors 

= z"xyo + z'(2xyb + 2yo). 

L'application y est solution de l'équation différentielle si et seulement si l'applica
tion z' est solution de l'équation différentielle en Z : 

xyoZ' + (2xyb + 2yo)Z = 0 

{::::::::} Z' = - (2yb + ~) z. 
Yo x 

Les solutions sont donc de la forme 

in 1 K K 
Z(x) = Ke <"'Yo<"'»2 = -- = 2 

(xyo) 2 (shwx)) 

où K est une constante réelle. En prenant par exemple K = -w, recherchons une 
application z vérifiant z'(x) = {sh:x)2 • Nous pouvons choisir par exemple 

Nous obtenons ainsi la solution 

( ) _ chwx 
z x - shwx· 

y(x) = chwx. 
X 

Les solutions de l'équation différentielle sont donc sur l'intervalle JR.+* ou JR,-* de-
la forme ~~ 

1 
y(x) =; (Àshwx + µchwx) ~-:-..:--~-· 

où À et µ sont deux réels. 

Exercice 27.4 Résoudre l'équation différentielle : 

x2y" - 2xy' + 2y = 2(1 + x3 sinx). 

On pourra chercher des solutions de l'équation homogène de la forme x i---+ xa où a 
est un réel. 
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Solution. Nous nous plaçons sur l'intervalle I égal à JR+* ou JR-*. Recherchons 
des solutions de l'équation différentielle homogène de la forme !a : x f--+ xo: où a 
est un réel. Une telle application est solution de l'équation différentielle homogène 
si et seulement si 

'<lx E J, a(a - l)xo: - 2axo: + 2xo: =O. 

Cette application est solution si et seulement si 

a 2 -3a+ 2 = 0 

c'est-à-dire si et seulement si a = 1 ou a = 2. Après avoir vérifié que la famille 
(/1, /2) est une famille libre, on en déduit que le couple (!1, /2) forme une base 
de (SH) espace vectoriel des solutions de l'équation homogène. Pour trouver une 
solution particulière de l'équation différentielle, utilisons la proposition 27.10. Re
cherchons les couples d'applications >.1 et >.2 de classe C1 sur l'intervalle I vérifiant 

'<lx E J, { 
x>.i(x) + x2 >.~(x) = 0 

>.i (x) + 2x>.~(x) = 2 (;fa+ x sinx) 

{ 
>.i (x) + x>.~(x) = 0 

{::::::::}'<lx El, 
>.i(x) + 2x>.~(x) = 2 (;fa+ xsinx) 

{ 
>.~(x) = 2 (~ + sinx) 

{::::=}'</XE J, 
>.i(x) = -2(;fa +xsinx) 

{::::=}'</XE J, { 
>.2(x) =-;fa - 2cosx + K 

À1(x) = ~ + 2x cosx - 2sinx + K' 

où K et K' sont deux constantes réelles. Les solutions de l'équation différentielle 
sur l'intervalle I = JR+* ou JR-* sont les applications y définies par 

'<lx E J, y(x) = 2 + 2x2 cosx - 2xsinx - 1- 2x2 cosx + Kx2 + K'x, 

où K et K' sont deux constantes réelles. 
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