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Introduction 

Les Statistiques interviennent aujourd'hui dans tous les secteurs d'activite d'un ingenieur et 
doivent donc faire partie de ses connaissances de base. Un Centralien les utilise aussi bien en 
controle-qualite, qu'en fiabilite, qu'en etude de marche mais aussi en recherche medicale, en 
finance ou en politique. 

« Le mot statistique designe a la lois un ensemble de donnees 
d'observation et l'activite qui consiste dans leur recueil, leur traitement et leur 
interpretation» (E. Universalis). 

Dans un exemple, nous etudions des releves concernant 10 000 vols d'une grande compagnie 
aerienne : retards eventuels au depart ou a l'arrivee, duree de roulement avant Ie depart, duree 
de vol. .. Ce releve constitue une statistique. 

Faire de la statistique sur ces donnees consiste, par exemple, a : 

./ calculer la duree moyenne de vol (facile), 

./ relever les retards eventuels, 

./ prevoir Ie retard maximal dans certaines conditions (deja plus complexe) ... 

Le groupe ou l'ensemble d'objets sur lequel on fait de la statistique s'appelle la population 
(denomination heritee des premieres applications de la statistique qui concernaient la 
demographie ). 

Les elements de la population s'appellent les individus. Dans l'exemple que nous avons 
choisi, les individus sont les vols ayant eu lieu durant la periode etudiee. L'etude de tous les 
individus d'une population finie s'appelle un recensement. Lorsqu'on ne s'interesse qu'a une 
partie de la population, on parle de sondage, la partie etudiee s'appelant echantillon. On peut 
ainsi, dans notre exemple, ne s'interesser qu'aux vols «Londres, New-York ». 

Chaque individu est decrit par un ensemble de caracteristiques appelees variables ou 
caracteres. Celles-ci peuvent etre quantitatives (s'exprimant par des nombres reels) ou 
qualitatives (s'exprimant par l'appartenance a une categorie ou a une modalite). La duree des 
vols est de nature quantitative, Ie type d' avion utilise est de nature qualitative. 

Les variables quantitatives sont de deux sortes : 

./ les variables discretes, ne prenant qu'un nombre fini de valeurs, 

./ les variables continues prenant leurs valeurs dans un intervalle reel. 

L'analyse statistique trouve sa justification dans la variabilite. Des individus en apparence 
identiques peuvent prendre des valeurs differentes : ainsi un certain type d'avion sur une ligne 
donnee aura des durees de vol differentes ; de meme un processus industriel de fabrication ne 
fournira jamais des caracteristiques techniques parfaitement constantes. 
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L'etude de cette variabilite constitue la raison d'etre essentielle de l'analyse statistique. On 
etudie cette variabilite (description), on cherche a la prevoir (estimation), a l'expliquer 
(modeles) ; on peut aussi chercher a la reduire, voire a l'augmenter. 

Ce cours de Probabilites et Statistique est presente en trois parties: 

1. Calcul des probabilites 

Dans cette partie, nous ferons une expose simple de la theorie des probabilites, nous 
etudierons la notion de concept probabiliste, d' experience aleatoire, de variables aleatoires, 
nous decrirons les principales lois de probabilite ainsi que Ie comportement asymptotique des 
variables aleatoires. 

2. La statistique exploratoire 

Elle consiste a recueillir des donnees, ales structurer et ales synthetiser sous forme de 
tableaux, de graphiques, de resumes numeriques (statistique descriptive)... mais aussi a 
visualiser des donnees multidimensionnelles (analyse des donnees). 

Nous ferons Ie point sur les diverses methodes simples de statistique descriptive. 

Nous verrons quelques exemples de methodes factorielles appliquees a de grands tableaux de 
donnees, a l'aide de logiciels statistiques performants. 

3. La statistique inferentielle 

A l'aide des concepts de la theorie des probabilites, elle permet de savoir s'il est possible de : 

./ generaliser a toute la population des caracteristiques constatees sur un echantillon, 

./ confirmer (ou d'infirmer) des hypotheses formulees apres une etude restreinte, 

./ prevoir les valeurs de certaines variables par modelisation. 

Nous etudierons l'estimation ponctuelle, l'estimation par intervalle et les tests statistiques les 
plus usuels. A la fin de ce cours, seront abordees quelques methodes simples de modelisation. 

Ce premier polycopie est consacre a la premiere partie de ce cours : Ie Calcul des probabilites. 
Les deux parties suivantes, la Statistique exploratoire ainsi que la Statistique inferentielle, font 
l'objet d'un deuxieme polycopie. Enfin un troisieme polycopie reunit les tables statistiques les 
plus frequemment utilisees. 
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Ch. I Le modele probabiliste 

1- 1) INTRODUCTION 

Des phenomenes soumis aI' effet du hasard apparaissent a 1 'heure actuelle dans de nombreux 
domaines tels que les sciences sociales, la medecine, la production... Le terme de 
« probabilite », du latin «probare» signifiant prouver, est passe dans Ie langage courant et 
garde quelquefois une connotation liee a la chance. D'autres termes du calcul des probabilites 
montrent leur lien avec les jeux de hasard comme celui d'esperance mathematique qui 
correspond alors a l'esperance du gain (ou la perte ... ). 

Les debuts d'une theorie des probabilites se situent au 1 i me siecle, en liaison avec l'etude des 
jeux de hasard; les premiers resultats mathematiques sont introduits par Pascal et Fermat. 
Puis Huyghens, Bernoulli, de Moivre, Bayes, Laplace, BoreL.. apportent des concepts 
supplementaires, voire differents. 

Dans l'expose de ce cours, nous choisirons l'approche axiomatique de Kolmogorov, theorie 
logique construite a partir d'axiomes. Elle repose sur des resultats mathematiques generaux, 
en particulier sur la theorie de la mesure. 

1- 2) ESPACE PROBABILISABLE 

1-2-1 Experience aleatoire, evenements aleatoires 

Une experience est qualifiee d'aleatoire si on ne peut pas prevoir par avance son resultat et 
si, repetee dans les memes conditions, elle peut donner des resultats differents. 

Exemples: 

./ lancers repetes d'un de, 

./ releve des durees de vie d'un lot de 1000 lampes, 

./ me sure du diametre d'une piece mecanique ... 

Les resultats possibles de cette experience constituent l'ensemble fondamental n appele 
aussi univers des possibles. 

Un evenement aleatoire est une assertion relative au resultat de l'experience. 

A la realisation d'un evenement, on peut donc associer tous les resultats de l'epreuve 
correspondante et on identifie usuellement l'evenement aleatoire et la partie de Q pour 
laquelle cet evenement est realise. 

Exemple : dans Ie lancer simultane de deux des, on s'interesse aux chiffres inscrits sur les 
faces superieures . 

./ L'ensemble fondamental est Q = {(1, 1), (1, 2), ... , (6, 6)}. II possede 36 elements . 

./ « la somme des deux chiffres est inferieure ou egale a 5 » est un evenement aleatoire 
possible ; la partie Q' de Q correspondante est : 

Q' = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2)}. 
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1-2-2 Algebre des evenements 

Nous allons nous referer a des proprietes ensemblistes usuelles : 

./ a tout evenement A, on associe son contraire A , 

./ aux evenements A et B , on associe leur union A u B ou leur intersection A (I B , 

./ l'evenement certain est represente par 0, 

./ l'evenement impossible est represente par 0. 

C'est ainsi que nous sommes amenes aux definitions suivantes : 

• On appelle tribu de parties d'un ensemble n un ensemble C de parties de 0 verifiant : 

./ OE C 

./ \j A E C, A E C 

./ Pour tout ensemble fini ou denombrable de parties Ai de C, U Ai E C 
iE I 

• On appelle espace probabilisable un couple (0, C) ou C est une tribu de parties de 
l'ensemble O. 

• A et B sont deux evenements incompatibles si la realisation de l'un exclut celIe de 
l'autre, c'est a dire si les parties A et B sont disjointes. 

• AI, A 2, •.• , An forment un systeme complets d'evenements si elles constituent une 
partition de 0 : elles sont disjointes deux a deux et leur reunion forme 0 tout entier. 

1- 3) ESPACE PROBABILISE 

1-3-1 Probabilite 

1-3-1-1. Definitions 

• On appelle probabilite sur l'espace probabilisable (n, C) une application P de C dans 
[0, 1] telle que: 

./ P (0) = 1, 

./ pour tout ensemble denombrable AI, A 2 , ... Ai, ... d' evenements incompatibles: 

• Le triplet (0, C, P) est appele espace probabilise. 

1-3-1-2. Remarque 

Une loi de probabilite est simplement une me sure positive de masse totale 1 et la theorie des 
probabilites est partie de la theorie de la mesure. 
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1-3-2 Proprietes 

Des axiomes on deduit : 

1-3-3 

./ P(0) = 0 

./ peA) = 1- peA) 

./ AcB~P(A)~P(B) 

./ peA u B) = peA) + PCB) - peA n B) 

./ P(U Ai) ~ I P( Ai) 

Theoreme des probabilites totales 

Soit (BDi un systeme complet d'evenements de Q, alors : 

1-3-4 

'VA E n peA) = I,P(A n Bi ) 
i 

Espaces probabilises eIementaires 

7 

Considerons un espace Q fini ou denombrable. A tout element a de Q, on associe un nombre 
reel positif ou nul P( a) tel que : 

IP(a) =1 
a 

A toute partie A de Q on associe alors Ie nombre: peA) = IP(a) 
aEA 

On definit ainsi une probabilite sur la tribu des parties de Q. 

Soit Q un ensemble fini. Supposons que l' on attribue Ie meme poids a chaque evenement 

elementaire: P( a) = 1 
card(Q) 

On definit une probabilite uniforme sur cet ensemble et la probabilite associee a une partie A 
quelconque de Q est alors definie par : 

1-3-5 Exemple 

Reprenons Ie lancer de deux des. 

peA) = card(A) 
card(Q) 

La probabilite de l'evenement A decrit precedemment est: 

L'evenement aleatoire B : «au moins un des chiffres est egal a 5 » est incompatible avec 
l'evenement A ... 
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1- 4) LOIS CONDITIONNELLES. INDEPENDANCE 

Considerons deux evenements A et B. Supposons qu'on ne s'interesse a la realisation de A 
que sous la condition que B so it deja realise. Cela revient a rechercher la realisation de A (1 B 
par rapport a B. 

1-4-1 Definition 

Soit (0, C, P) un espace probabilise et Bun evenement de probabilite non nulle. 

On appelle probabilite conditionnelle sachant B l'application de C dans [0, 1], notee 
P( . I B) , definie par: 

'v'Ae C, peA / B) = peA (1 B) 
PCB) 

Cette application definit une probabilite sur Ie meme espace probabilise. 

1-4-2 Exemple 

Dans Ie jeu du lancer de deux des, on rappelle que A est l'evenement elementaire: «la 
somme des deux chiffres est inferieure ou egale a 5 ». 

On definit l'evenement C comme etant l'evenement : «les deux chiffres sont pairs ». 

Seulle couple (2, 2) satisfait aux deux exigences. 

P (A (1 C) = 1/36 P (A) = 9/36 P(AIC)=1/9. 

1-4-3 Independance 

• Definition: 

L'evenement A est independant de l'evenement B si : 

P(AI B) = P(A). 

• Consequences: 

1-4-4 

./ Si A est independant de B, alors Best independant de A. 

./ A et B sont independants si et seulement si : 

peA (1 B) = peA) X PCB) 

Independance mutuelle 

Les evenements AI, A2, ... , An sont dits mutuellement independants si, pour toute partie I 
de l'ensemble {I, 2, ... , n} : 

P( n Ai) = n P(Ai) 
ieI ieI 

Cette propriete est plus forte que l'independance deux a deux qm en est une simple 
consequence. 



Ch. I • Le modele probabiliste 

1-4-5 Formules de Bayes 

La definition des probabilites conditionnelles nous permet d' ecrire : 

peA n B) = P(AI B)xP(B) = PCB I A)xP(A) 

On en deduit la premiere formule de Bayes : 

PCB I A) = P(AI B)xP(B) 
peA) 

Soit (BDi un systeme complet d'evenements. Le theoreme des probabilites totales s'ecrit : 

P(A) = "LP(AnBi)= "LP(AIBi)XP(Bi) 

On en deduit la deuxieme formule de Bayes: 

PCB. I A) = P(AI Bi)xP(Bi ) 
I IJP(AI Bk)xP(Bk )] 

k 

9 
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Ch. II Variables aleatoires reelles 

11- 1) VARIABLE ALEATOIRE REELLE 

II -1-1 Definitions 

Une application mesurable X de l'espace probabilise (0, C, P) dans R muni de sa tribu de 
Borel (R, B) est appelee Variable Aleatoire Reelle. 

On appelle loi de probabilite de X la mesure image de P par X; on la note Px. Elle est 
definie sur (R, B) par : 

'VBe B, Px(B) = P({a/ X(a)e B}) = P[X-1(B)] 

On definit bien ainsi une probabilite sur (R, B). 

II -1-2 Exemple 

Dans l'exemple du lancer des deux des, on a vu que l'univers des possibles 0 est constitue 
des 36 couples. La probabilite d' obtenir un quelconque de ces couples est de 1/36. Si on 
s'interesse a la sornrne des deux chiffres obtenus, on definit une application X de 0 dans 
l'ensemble E = {2, 3, ... , I2}. X est une variable aleatoire definie sur Ie triplet (0, C, P) ou C 
est la tribu des parties de O. Pour obtenir la probabilite d'une valeur quelconque de E, il suffit 
de chercher la partie de C antecedent de cette valeur par X. 

Ainsi: Px (6) = P [Xl (6)] = P [{(I, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, I)}] = 5/36. 

11- 2) FONCTION DE REPARTITION 

II -2-1 Definition: 

On appelle fonction de repartition d'une variable aleatoire X l'application F de R dans [0, 1] 
definie par : 

F(x) = P(X < x) 

II -2-2 Proprietes: 

./ F est monotone croissante, continue a gauche, 

./ Si la variable aleatoire est continue, la fonction de repartition est de plus continue a 
droite et derivable, 

./ F(-oo) =0 et F(-too) =1, 

./ P(a:::; X < b) = F(b) - F(a) pour tout intervalle [a, b] de R . 

./ Reciproquement toute fonction monotone croissante continue a gauche telle que 
F( -00) = ° et F( +00) = I definit une loi de probabilite unique sur R. 
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11- 3) VARIABLES CONTINUES 

On parle de variable continue des que cette variable admet une densite de probabilite et 
reciproquement. 

II -3-1 Densite de probabilite 

Une loi de probabilite Px admet une densite f si, pour tout intervalle I de R : 

Px(I) = J f(x)dx 
I 

Fest alors derivable et admet f pour derivee. On a done: 

b 

P(a ~ X < b) = J f(x)dx = F(b) -F(a) 
a 

II -3-2 Proprietes 

./ Une densite est une fonction positive d'integrale egale a 1 : 

./ P(X = x) = 0 

./ P(x:::;;X < x + dx) = f(x)dx 

f f(x) dx = 1 
R 

11- 4) VARIABLE Y FONCTION D'UNE VARIABLE X 
Soit X une variable aleatoire de densite f, de fonction de repartition F et soit Y une variable 
aleatoire fonction de X : Y = qJ (X). 

Nous allons chercher la densite g et la fonction de repartition G de Y, en fonction de f et F. 

11-4-1 Y est fonction bijective de X 

II-4-1-1. Soit (J) est croissante 

G(y) = P(Y < y) = P(cp(X) < y) = P[X < cp-l(y)] = F[cp-l(y)] 

En derivant, on obtient : g(y) = f(x) = f[cp-\y)] 
cp'(x) cp'[ cp -\y)] 

II-4-1-2. Soit (J) est decroissante 

G(y) = I - F[ cp -1 (y)] et 
f(x) 

g(y)=~ 

g(y) = f[qJ-\Y)] 

IqJ' [qJ -1 (y)]1 

Ainsi, cette demiere formule est generale pour toute fonction <p bijective. 
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II -4-2 Y est fonction quelconque de X 

On ecrit alors la fonction de repartition G(y) en recherchant pour X l'antecedent de 
l'evenement {Y < Y = <p (x)}. 

Par exemple : Soit X une variable aleatoire reelle et soit Y = X2. Pour tout y positif, on a : 

G(y) =P(Y < y) =P(X2 < y) =P(-/y < X </y) =F(/y)-F(-/y). 

11- 5) MOMENTS n'UNE VARIABLE ALEATOIRE 

Une loi de probabilite se caracterise par certaines valeurs particulieres liees aux notions de 
valeur centrale, de dispersion et de forme de la distribution. 

II -5-1 Esperance mathematique 

II-5-1-1. Definitions 

X etant une variable aleatoire detinie sur (n, C, P), l'esperance mathematique de X, si elle 
existe, est l'integrale de X par rapport a la me sure P : 

E(X) = J x dP 
n 

Cette integrale s'ecrit aussi grace ala mesure image: E(X) = f x dPx (x) 
R 

./ Si X est une variable discrete, son esperance a pour expression: 

E(X) = LXiP(X = xi) 
i 

./ Si X est une variable continue de densite f son esperance est obtenue par l'integrale 
suivante quand elle existe : 

E(X) = J x f(x) dx 
R 

./ Si <p est une fonction reelle Lebesgue-mesurable de la variable X, on definit 
l'esperance mathematique de la variable <p (X) par: 

II-5-1-2. Proprietes 

E[q>(X)] = f q> (x) dPx (x) 
R 

Pour tout a reel et tout couple de variables aleatoires (X ,Y) : 

./ E(a)=a 

./ E(aX) = aE(X) 

./ E(X +a) =E(X)+a 

./ E(X + Y) = E(X) + E(Y) 
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II-5-1-3. Remarque 

Certaines lois n'admettent pas d'esperance, comme, par exemple, la loi de Cauchy. 

II-5-1-4. Esperance du produit de deux variables aleatoires 

Elle est donnee par l'integrale suivante, quand celle-ci a un sens : 

E(XxY) = f xxydPXY(x,y) 
R2 

Si les variables aleatoires sont independantes: dPxy (x, y) = dPx (x) @ dPy (y) et l'integrale 
double se factorise : 

E (X x Y) = f xdP x (x) x f ydPy (y) 
R R 

On en deduit la propriete suivante : 

Si X et Y sont independantes alors E(X x Y) = E(X) E(Y) 

Attention: 

La reciproque est fausse: l'egalite E(X x Y) = E(X) E(Y) n'entraine pas 

l'independance des variables X et Y. 

II-5-1-5. Definition d 'une variable centree 

Une variable aleatoire X est centree si son esperance mathematique est nulle : 

E (X) = 0 

Si X est une variable aleatoire d'esperance mathematique m, la variable (X - m) est centree. 

11-5-2 Variance d'une variable aleatoire 

II-5-2-1. Definitions 

Soit X une variable aleatoire d' esperance m. 

• On appelle variance de X, la quantite notee V (X) ou Var (X) ou encore cl : 

IV(X) = .,.' = E[(X -m)'] =! (x-m)'dPx(x) 

• () s'appelle l'ecart-type de X. 

II-5-2-2. Remarques 

./ La variance est Ie carre de l'ecart-type . 

./ La variance est une mesure de la dispersion de X autour de m. 
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II-5-2-3. Expression usuelle de fa variance 

Soit X une variable aleatoire reelle ; sa variance, quand elle existe, s'ecrit : 

Cette propriete est tres utilisee pour Ie calcul d'une variance. La demonstration est tres simple 
et repose sur les proprietes de linearite de l'esperance : 

II-5-2-4. Proprietes 

Soit X une variable aleatoire et a et b deux constantes reelles, 

• V(a)=O 

• V (X + a) = V (X) 

• V(aX +b) = a2V(X) 

II-5-2-5. Inegalite de Bienayme - Tchebychev 

Soit X une variable aleatoire reelle d'esperance E(X) et d'ecart-type 0' : 

demonstration: 

1 
p(IX - E(X)I > ka) ~ -

k 2 

a 2 = f (x - m)2 dPx (x) 2 f (x - m)2 dPx (x) par restriction du domaine d'integration 

R IX-ml>k<J 
d'une fonction positive. 

a 2 > k 2a 2 f dPx (x) par minoration de (x - m)2 par k2 (32 a l'interieur de l'integrale. 

Ix -ml>k<J 

On en deduit : a 2 2 k 2a 2 x p(IX - E(X)I > ka). D'ou l'inegalite proposee. 

Cette inegalite a pour interet qu' elle ne depend pas de la loi de X. Dans la pratique, la 
majoration qu'elle foumit est trop grande et il est plus judicieux de se rapporter a la loi suivie 
par la variable quand on la connait. 

II-5-2-6. Definition 

On appelle variable centree reduite une variable dont l'esperance mathematique est nulle et 
dont la variance est egale a 1. 

Soit X une variable d'esperance m et d'ecart-type (3 ; on appelle variable centree reduite U 
X-m 

associee it la variable X, la variable : U = --
a 
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II -5-3 Covariance de deux variables ah~atoires 

II-5-3-1. Definition de la Covariance 

On appelle covariance des deux variables X et Y, l'expression : 

Cov(X, Y) = E [(X - E(X))X(Y - E(Y))] = E(Xx Y) - E(X)x E(Y) 

II-5-3-2. Variance d'une somme de variables ateatoires 

Si on developpe l'expression de la variance de X+Y, on obtient : 

VeX + Y) = E[(X + y)2 -[E(X) + E(y)]2 = VeX) + V(Y) + 2[E(XY) -E(X)E(Y)] 

La variance de la somme des variables X et Y s'ecrit alors : 

VeX + Y) = VeX) + V(Y) + 2Cov(X,Y) 

II -5-4 Independance de deux variables aleatoires 

Si deux variables aleatoires X et Y sont independantes, alors : 

Cov(X,Y) =0 

VeX + Y) = VeX) + V(Y) 

On a vu que si X et Y sont independantes, E(X x Y) = E(X) x E(Y) donc Cov(X, Y) = 0 . 
Toutefois, la covariance peut etre nulle sans que les variables soient independantes. 

II -5-5 Autres moments 

On definit les moments centres d' ordre k, quand ils existent par: 

l,uk = E[(X _m)k]1 

On peut remarquer que /-11 = 0 et /-12 = V (X). 

Les moments /-13 et /-14 caracterisent la fonne de la distribution a l'aide des coefficients 
suivants: 

• coefficient d' asyrnetrie ou skewness: 

• coefficient d'aplatissement ou kurtosis: 

Ces coefficients sont sans dimension. Ils sont souvent calcules par les logiciels statistiques car 
leurs valeurs pennettent de conforter Ie choix d'une loi a ajuster a une distribution donnee. 
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II -5-6 Fractiles 

On appelle fractile d' ordre a de la variable X, Ie nombre Xo tel que : 

Pr(X < xo) = a 

Si a est egal a 'is, Ie fractile correspondant est la mediane. 

Pour a egal a Y4 (respectivement %), Xo est Ie premier quartile (respectivement Ie troisieme 
quartile) ; la mediane correspond au deuxieme quartile. 

Pour a egal a 10%, 20%, ... 100%, les fractiles s'appellent des deciles (premier decile, 
deuxieme decile ... ) 

Pour a egal a 1 %,2% .... on definit les centiles. 
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Ch. III Lois de probabilites discretes 

111- 1) INTRODUCTION 

En Statistique, la maitrise des lois de probabilites, dans leur diversite, est essentielle pour 
l'analyse d'un ensemble de donnees. En effet, afin d'etudier un phenomene statistique il sera 
necessaire, la plupart du temps, de faire appel a une loi de probabilite. La forme de sa 
representation graphique (histogramme, diagrarnrne ... ), les valeurs des diverses 
caracteristiques numeriques (moyenne, mediane, ecart-type ... ), Ie nombre de parametres dont 
depend Ie phenomene mais aussi la nature meme de celui-ci permettent d' orienter Ie choix 
d'une loi de probabilite discrete ou continue pour l'etude des donnees. Nous allons donc 
consacrer deux chapitres a l'etude de ces diverses lois, Ie premier etant consacre aux lois 
discretes. 

111- 2) DEFINITIONS, PROPRIETES 

III -2-1 Definition 

Une variable aleatoire X est dite discrete si elle ne prend qu'un nombre fini ou 
denombrable de valeurs Xl, X2, ••• , Xn ••• 

La loi de probabilite d'une telle variable est dite discrete egalement. Elle est caracterisee par: 

./ l'enumeration des Xi 

./ les probabilites associees : Pi = P(X = xi) 

La fonction de repartition est une fonction en escalier constant sur tout intervalle [xi' Xi + 1 [ et 

de saut, en chaque point xi' la probabilite Pi + 1 = P( X = xi + 1) . 

Les lois discretes sont utili sees pour la modelisation des jeux de hasard, l'analyse des 
sondages, l'etude des processus aleatoires tels que les files d'attente mais aussi en Biologie ou 
en Production. 

III -2-2 Esperance et Variance 

L' esperance mathematique et la variance sont donnees par : 

n 

E(X) = LXiPi 
i=l 

Var(X) = fx; Pi -[E(X)]2 
i=l 

Nous allons dans ce chapitre presenter les lois discretes les plus couramment rencontrees. 
Auparavant nous allons revenir sur un exemple. 
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III -2-3 Exemple 

Dans Ie jeu du lancer de deux des, on a vu qu'on pouvait definir une variable aleatoire S en 
considerant la somme des deux chiffres inscrits sur les faces superieures des des; elle peut 
prendre une des valeurs de E = {2, 3, ... ,12}. Les probabilites associees sont simples a 
calculer et presentees dans Ie tableau suivant : 

S 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

P(S=s) 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36 

On calcule alors aisement l'esperance et la variance de la variable S de la fayon suivante : 

1 2 3 2 1 252 
E(S) = (2 x - + 3 x - + 4 x - + ... + 11 x - + 12 x -) = - = 7 

36 36 36 36 36 36 
1 1 2 3 1 2 1974 

V(S) = 36 (4x 36 +9x 36 +16x 36 + ... +144x 36)-E(S) = 36- 49 = 5,83 

L'ecart-type de cette distribution est egal a a = .J5,83 = 2,41 

Sa fonction de repartition est definie simplement par: 

F(s) = peS < s) 

Ainsi, F(5) = peS < 5) = P(2 s, S s, 4) = ~ = .!... 
36 6 

111- 3) LOI DE DIRAC 

III -3-1 Definition 

On appeUe loi de Dirac au point a la loi de probabilite ()a definie sur R par: 

~a(a) = 1 

La loi de Dirac est la loi d'un phenomene de resultat a. 

III -3-2 Moments 

• E(X) = a 

E(X) = aOa(a)+ 0 = a 

• V(X) = 0 

V (X) = E (X 2 ) - [E (X 2 )] = a 2 0 a (a) + 0 - a 2 = 0 
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111- 4) LOI UNIFORME 

III -4-1 Definition 

Soit X une variable aleatoire prenant chaque valeur de l'ensemble {I, 2, ... , n}. 
La loi de X est dite uniforme sur [1, n] si : 

III -4-2 Moments 

E(X) = n+l 
2 

• 

\1'ke[l,n] 
1 

P(X = k) =-
n 

en effet, la definition de l'esperance nous pennet d'ecrire : E(X) = ..!..(1 + 2 + ... + n) = n(n + 1) 
n 2n 

• 
2 

VeX) = n -1 
12 

E(x2) = ..!.. (1 + 22 + ... + n2) = (n + 1)(2n + 1) 
n 6 

2 
V(X)=E(X2)-[E(X)]2 = (n+1)(2n+1) _ (n+1) = (n+1)(n-1) 

6 4 12 

111-4-3 Domaine d'application 

Cette loi intervient dans l'etude de divers jeux (pile ou face, des, jeu de cartes, loterie ... ) mais 
aussi dans les sondages ... 

111- 5) LOI DE BERNOULLI 

III -5-1 Definition 

C'est la loi d'une variable aleatoire X ne pouvant prendre que deux valeurs 
notees 1 ou 0, appelees communement suCct~s ou echec. Soit p la probabilite que la 
variable X soit egale it 1, alors 1- pest la probabilite que X soit egale it 0 : 

P(X = 1) = p P(X = 0) = 1- P 

X peut etre consideree comme la fonction indicatrice d'un evenement A de probabilite p. 

III -5-2 Moments 

• E(X) = P 

E(X) = lxP(X = 1) + OxP(X = 0) = p 

• VeX) = p(l- p) 
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VeX) = 12 P(X = 1) + 02 P(X = 0) _ p2 = P _ p2 

111-5-3 Domaine d'application 

Cette loi, imagee par les jeux de pile ou face, permet de modeliser les materiels «en 
fonction» ou « a 1'arret ». 

111- 6) LOI BINOMIALE B (n, p) 
Cette loi s'appelle aussi loi des tirages avec remise. 

III -6-1 Definitions 

III-6-l-l. Definition 1 

Supposons que l' on repete n fois, dans des conditions identiques, une experience aleatoire 
dont l'issue se traduit par l'apparition ou la non-apparition d'un evenement A de probabilite p. 
Le resultat de la ieme experience est note Xi et la loi de Xi est la loi de Bernoulli de parametre 
p. On suppose que chaque resultat est independant du precedent. On appelle X la variable 
aleatoire egale au nombre d'apparitions de A dans les n epreuves. 

On dit alors que X suit une loi binomiale de parametres n et p, notee B(n, p). 

III-6-1-2. Definition 2 

De la definition precedente, on peut deduire une deuxieme definition de la loi binomiale : 

Soit X la somme de n variables Xi independantes, suivant toutes la loi de 
Bernoulli de parametre p. La loi suivie par X est, par definition, la loi binomiale de 
parametres n et p. 

III-6-1-3. Expression de la probabilite 

Pour rechercher 1'expression de P (X = k), on remarque tout d'abord que: 
X prend la valeur k si k variables Xi prennent la valeur 1 et et les (n -k) autres variables 
prennent la valeur O. 

II y a C~ fayons de repartir les k valeurs 1 et les n -k valeurs 0 comme resultats des n 

variables Xi. 
De plus les Xi sont independantes : 

n n x. I-x. 
P(XI = xl n ... n Xn = xn) = IT P(Xi = xi) = ITp 1(1- p) I 

i=l i=l 
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III-6-1-4. Remarques 

• L'expression de P(X = k) justifie la denomination de loi binomiale; en effet pour k 

variant de 1 a n, on retrouve les termes du developpement du bincme: [p + (1- p )]n . 
n 

• Par definition de P(X = k), on a bien: LP(X = k) = l. 
k=l 

• Cette loi a ete tabulee (voir polycopie de tables). 

III -6-2 Moments 

• E(X) = np 
n n 

Ce resultat provient de la linearite de l'esperance : X = LXi donc E(X) = I,E(Xi) = np 
i=l i=l 

• VeX) = np(l- p) 
n n 

X = LXi et les Xi sont independantes, aussi VeX) = I,V(Xi ) = np(1- p). 
i=l i=l 

III -6-3 Proprietes 

• Si X suit la loi binomiale B(n,p), la variable Y = n - X suit la loi B(n, 1- p). 

• Par definition de la loi binomiale : 

Si L(X)=B(nbP), L(Y)=B(n2'p) etsiXetYsontindependantes, 

alors L(X +Y) = B(n! +n2,p) 

III -6-4 Exemple 

Dans une usine de fabrication d'interrupteurs, il a ete prouve par divers contrcles qu'il y a 
10% de defectueux. Un nouveau contr61e a lieu a l'aide d'un echantillon de taille 20. La loi 
suivie par la variable X representant Ie nombre d'interrupteurs defectueux dans l'echantillon 
est une loi binomiale de parametres n = 20 et p = 0,1. La probabilite d'observer exactement 2 
defectueux dans I' echantillon est alors : 

P(X = 2) = cio X (0,1)2 x (0,9)18 

111-6-5 Domaines d'application 

• Cette loi decrit des phenomenes formes de repetitions d'une meme epreuve ayant deux 
possibilites s'excluant mutuellement : «pile ou face », arret / marche d'un materieL .. 

• Elle est utilisee en contrcle qualite pour determiner la probabilite de defaillance d'un 
materiel technique. Pour I' appliquer, on suppose les experiences non exhaustives: les 
elements contrcles sont replaces dans la population. 
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111- 7) LOI HYPERGEOMETRIQUE 

On a vu que la loi binomiale etait la loi des tirages avec remise ou tirage non exhaustif. On 
suppose, dans Ie cas de la loi binomiale, que les elements selectionnes sont remis dans la 
population de telle sorte que p demeure constant. En fait, cette hypothese reste vraie pour un 
taux de sondage faible (grande population et population selectionnee de petite taille). 

Toutefois, en pratique, de nombreux tirages se font de nature exhaustive c'est a dire que les 
elements selectionnes ne sont pas remis dans la population. La composition de la population 
est alors modifiee au cours du tirage. 

III -7 -1 Definition 

Dans une population de taille N, soit p la proportion d'individus possedant une 
propriete Po partieuliere. On preleve un eehantillon de taille n dans eette population, Ie 
tirage s'effeetuant sans remise. 

La variable aleatoire X egale au nombre d'individus de l'eehantillon possedant la 
propriete Po suit la loi hypergeometrique notee H (N, n, p) definie par: 

C X C n- x 
P(X = x) = Np N-Np 

CN 

Le nombre d'echantillons de taille n dans la population est eN. 
Dans un quelconque echantillon de taille n, il y a : 

• x individus possedant la propriete Po, choisis panni les Np individus de la population 
entiere possedant Po. 

• (n -x) autres individus ne la possedant pas; ils sont choisis panni les (N-Np) individus de 
la population ne possedant pas Po. 

~ est appele taux de sondage. 
N 

Remarques : 

• cette loi depend de trois parametres: N, net p. 

• Elle a ete tabulee (voir polycopie de tables). 

111-7-2 Proprh~te 

X est la somme de n variables de Bernoulli, non independantes, eorrespondant 
aux tirages sueeessifs des n individus. 

Soit Xl la variable aleatoire correspondant au tirage du premier individu. Xl suit une loi de 
Bernoulli de parametre p. 
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Soit X2 la variable aleatoire correspondant au tirage du deuxieme individu. X2 suit donc une 
loi de Bernoulli de parametre inconnu . On determine la valeur de ce parametre en appliquant 
Ie tht':oreme des probabilites totales : 

P(X2 = 1) = P(X2 = 11 Xl = I)P(XI = 1) + P(X2 = 11 Xl = O)P(XI = 0) 

Np-I Np 
P(X 2 = 1) = P + -- (1 - p) = p . 

N-I N-I 

X2 ne prend que les deux valeurs 1 et 0, on en deduit que: 

P(X 2 = 0) = 1- p. 

On procede ainsi pour toutes les variables Xi. Chaque Xi suit la loi de Bernoulli de parametre 
p. En revanche, elles ne sont pas independantes. 

111-7 -3 Moments 

• E(X) =np 

Ce resultat est une consequence de la linearite de l'esperance. 

N-n 
• VeX) = np(l- p)-

N-l 

Les Xi n'etant pas independantes, la variance de X s'ecrit : 

VeX) = LV(Xi )+2 LCov(Xi,Xj ) 
i i=F j 

Les Xi etant des variables de Bernoulli, V(Xi ) = p(1- p) 

Par definition de la covariance : 

2 Cov(Xi,Xj ) = E(XiXj ) -E(Xi)E(Xj ) = P(XiXj = 1)- P 

2 Np-I 2 
Cov(Xi,Xj)=P(Xi =lIXj =I)P(Xj =I)-p = N-I p-p 

VeX) = np(1- p)+ n(n-I)[p Np -1_ p2] = np[I- p+ (n-I) p -1] = np(1- p) N -n 
N-I N-I N-I 

N - n s'appelle Ie facteur d'exhaustivite. 
N-l 

II tend vers 1 quand Nest tres grand devant n. 

On peut aussi calculer E (X) et V (X) en utilisant l'expression de P (X = x). 

III -7 -4 Domaine d' application 

Cette loi est utilisee dans Ie domaine du contrale qualite dans Ie cas OU les elements 
dMaillants sont retires au fur et a mesure. 
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111- 8) LOI DE POISSON 

III -8-1 Definition 

C'est la loi d'une variable aleatoire discrete prenant to utes les valeurs entieres 
positives ou nulles avec les probabilites associees, OU A est un parametre reel: 

'v'keN Ip(X = k) = e-~;k 
On peut aisement verifier que L P( X = k) = 1 . 

k 

Comme pour les lois precedentes, il existe des tables donnant les valeurs des probabilites 
elementaires et cumulees (voir polycopie de tables). 

III -8-2 Moments 

• E(X)=A. 

-A, 1k 1k-1 
E (X) = L k e /l. = e - A, A L /l. = A 

k k! k (k-l)! 

• VeX) =A. 

111-8-3 Remarque 

La loi de Poisson est la seule loi discrete verifiant E(X) = V(X). 

111-8-4 Propriete 

Si X et Y sont deux variables aleatoires independantes suivant des lois de Poisson 
de parametres A et Jl, la variable X+Y suit une loi de Poisson de parametre A+Jl. 

La demonstration sera faite au chapitre V. 

III -8-5 Processus de Poisson 

Un processus ponctuel (voir chapitre IX) est dit processus de Poisson s'il represente une 
succession d'evenements aleatoires verifiant : 

• Les temps d'attente entre deux evenements consecutifs sont des variables independantes 
(processus sans memoire). 

• La loi du nombre d'evenements arrivant dans l'intervalle {t, t+T} ne depend que de T. 

• Deux evenements ne peuvent arriver simultanement. 

La probabilite d' obtenir n evenements pendant un temps Test alors : 
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(cT)n 
peN = n) = exp(-cT)-

n! 

E(N) = cT ou c est la cadence, nombre moyen d'evenements par unite de temps. 

111-8-6 Domaines d'application 

La loi de Poisson est la loi des petites probabilites ou loi des evenements rares. 

27 

On utilise cette loi pour decrire des evenements tels que : les accidents dans un atelier de 
grande taille ou sur la route, les suicides, Ie nombre de pieces dMectueuses dans une livraison 
importante et de bonne qualite. On la retrouve aussi dans les processus des files d' attente. 

111- 9) LOI GEOMETRIQUE, LOI DE PASCAL 

III -9-1 Loi geometrique 

C'est la loi suivie par la variable X egale au nombre d'essais necessaires pour 
faire apparaitre, pour la premiere fois, un evenement de probabilite p. 

P(X = x) = p(l- p)x-l pour x;;::: 1 

Son esperance et sa variance sont : 

III -9-2 Loi de Pascal 

E(X) = .! 
p 

Le nombre X d'essais necessaires pour observer n fois un evenement de 
probabilite p suit la loi de Pascal definie par: 

pour x;;::: n 

On peut remarquer que, si X est Ie nombre d' essais necessaires pour observer n fois cet 
evenement particulier, alors durant les (x-I) essais precedents il y a eu (n-I) succes et la 
demiere observation est un succes. 

Son esperance et sa variance se calculent aisement : 

E(X) =!!.
p 

V(X) = 1-P 
p2 
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111- 10) ApPROXIMATIONS 

III -10-1 Definition 

Vne suite de variables aleatoires discretes (Xn)n converge en loi vers une variable 
aleatoire discrete X si : 

P(Xn = x) ~ P(X = x) quand n ~ 00 

111-10-2 Approximation de la loi hypergeometrique par la loi binomiale 

Soit X une variable aleatoire suivant la loi hypergeometrique H (N, n, p). Quand 
N tend vers +00, la loi de X tend vers la loi binomiale B(n, p). 

eX e n - x (7\T )' (7\T )' (N-)' P(X=x)= Np N-Np =e~ rip. lVq. n. (q=l-p) 
eN (Np-x)!(Nq-n+x)! N! 

Pour N tres grand: (Np)! ~ (Np)X 
(Np-x)! 

car x est alors negligeable devant Np 

de meme: (Nq)! ~ (Nq)n-x 
(Nq-n+x)! 

et N! ~Nn 
(N -n)! 

En pratique, on utilise cette approximation des que: .!!....:S;;10% 
N 

Cette approximation est tres utilisee dans la pratique des sondages: un sondage sur un 
echantillon de 5 000 personnes sera aussi valable dans une ville de 500 000 habitants que dans 
une ville 10 fois plus grande. 

111-10-3 Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson 

Soit (Xn)n une suite de variables aleatoires binomiales B(n, p) telles que: 

et n X p ~ A , (A valeur finie). 

Alors la suite des variables (Xn)n converge en loi vers une variable de Poisson de 
parametre A. 

Quand n --7 + 00, tous les termes (1_'!") ... (1- x-I) tendent vers 1, ainsi que leur produit. 
n n 
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De meme, en decomposant : (1- p)n-x = (1- p)n(1- p)-X Ie deuxieme terme du produit tend 

A-
vers 1 quand p tend vers 0 et (1- p)n z (1- _)n tend vers exp (-A). 

n 

Finalement: C~pX(l- p)n-x ~ A-~ e-/t 
x. 

En pratique, on utilise cette approximation des que: n > 50, P < 0,1, n X p restant fini. 

Attention: 

La loi binomiale prend ses valeurs dans l'intervalle [0, n] alors que la loi de Poisson prend ses 
valeurs sur l'ensemble N tout entier. II sera necessaire d'en tenir compte dans l'utilisation de 
cette approximation. 
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Ch. IV Lois de probabilite continues 

IV- 1) INTRODUCTION 

IV -1-1 Densite de probabilite 

On appelle variable aleatoire continue X une variable aleatoire pour laquelle il 
existe une fonction f non negative definie sur R telle que, pour toute partie A de R : 

P(X E A) = J f(x)dx 
A 

Cette fonction f s'appelle densite de probabilite de la variable aleatoire X. L'ensemble des 
valeurs prises par une variable aleatoire continue est infini non denombrable. 

La fonction de repartition F de la variable X est alors definie par: 

x 
F(x) = P(X < x) = J f(t)dt 

-00 

On a vu les proprietes de f et F au chapitre II. 

IV -1-2 Esperance mathematique et variance 

L'esperance et la variance d'une variable aleatoire continue X sont definies par: 

E(X) = J x f(x) dx 
R 

V(X) = J x 2 f(x) dx - [E(X)]2 
R 

Dans ce chapitre, nous allons etudier les principales lois continues. 

IV- 2) LOI UNIFORME SUR [0, a] 

IV -2-1 Definition 

Une variable aleatoire reelle X suit une loi uniforme sur l'intervalle [0, a] Sl sa loi de 
probabilite admet pour densite : 

1 
f(x) = - ZrO,a] 

a 

ou X[O,a] est la fonction caracteristique du segment [0, a]. 

La densite s' ecrit aussi : 

1 
f(x) = -

a 
pour X E [0, a] f(x) = 0 ailleurs 
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On calcule sirnplernent sa fonction de repartition: 

x 
F(x) =-

a 

F(x) = ° 
F(x) = 1 

IV -2-2 Courbes representatives 

X E [0, a] 

X E ]-00, 0] 

X E [a, +oo[ 

Sur la representation graphique suivante, figurent les courbes de f et F densite et fonction de 
repartition de cette variable uniforrne sur [0, a[. 

IV -2-3 Esperance et variance 

• E(X) = ~ 

en effet 
all a 2 a 

E(X) = f - x dx = - - = -
o a a 2 2 

2 
• VeX) =~ 

12 

a 2 2 2 2 
Par definition: VeX) = f'!' x 2dx - ~ = ~ - ~ = ~ 

o a 4 3 4 12 

IV -2-4 Domaine d'utilisation 

f(x) 

La loi uniforrne traduit l'hypothese d'equirepartition sur l'intervalle. 

Les tables associees sont les tables de nornbres au hasard. 

F(x) 

x 
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IV- 3) LOI EXPONENTIELLE 

IV -3-1 Definition 

Une variable aleatoire reelle positive suit une loi exponentielle de parametre A, 
positif, si sa densite de probabilite est definie par: 

f(x) = AX R+ (x) exp (-A x) 

ou X R+ (x) est la fonction caracteristique de R+. 

x 

Sa fonction de repartition est egale a: F(x) = f A exp(-,1,u) du = 1- exp(-Ax) 

IV -3-2 Moments 

• E(X) = ~ 

o 

F(x) = 1- e -AX pour x;;::: 0 

+00 1 +00 1 
eneffet E(X) = fAxexp(-Ax)dx = - f uexp(-u)du =-

o A 0 A 

• VeX) =~ 
A 

VeX) = fAx 2 exp(-Ax)dx __ 1 =_1 
,1,2 ,1,2 

R+ 

• Coefficient d' asymetrie 

• Coefficient d'aplatissement 

Yl = E[(X - E(X»)3] = 2 
(j3 

Y2 = E[(X - ~(X»)4] = 9. 
(j 

1 
• On peut remarquer que: E(X) = (J = A 

IV -3-3 Domaines d'application 

Cette loi est utilisee en fiabilite: elle permet de modeliser la duree de vie de circuits 
electroniques ou de materiel subissant des dMaillances brutales. 

E (X) est appelee MTBF (Mean Time Between Failure) et A s'appelle Ie taux de defaillance. 
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IV- 4) LOI GAMMA 

IV -4-1 Rappel 

r, la fonction d'Euler, est definie par: 

+-
r(r) = J e- y yr-t dy 

o 
Ses principales proprietes sont : 

• rcr) = (r -1)r(r -1) 

• rcn) = (n -1)! pour tout entier n positif. 

IV -4-2 Definition de la loi Gamma 

Une variable aleatoire reelle positive X suit une loi Gamma r(r, A) de parametres 

positifs r et A, si sa densite de probabilite est donnee par: 

f(x) = ~ X + (x) e-Ax (Ax)r-l 
r(r) R 

On peut verifier que f est bien une densite car elle est positive et son integrale sur R+ est egale 
a 1 par definition de la fonction r. 
Les lois Gamma, avec r entier superieur a 1, s'appellent aussi lois d'Erlang. 

IV -4-3 Esperance et Variance de la loi Gamma 

r 
• E(X) = A 

E(X) = -1-+f u r e-u du = rcr + 1) =!.... 
Ar(r) 0 Ar(r) 1 

• VeX) =-;
A 

r (r + 2) r 2 r(r + 1) - r 2 
VeX) = E(X2) - [E(X)]2 = - - = 

12 rcr) 12 12 

IV -4-4 Cas particulier A = 1 

r 
= 

Une variable aleatoire positive X suit une loi Gamma de parametre r, notee Yr, si 
sa densite est donnee par: 

f(x) = _l_X (x)e- x x r - 1 
r(r) R+ 

• Si X suit une loi Gamma r( r, A), et si A. differente de 1, la variable Y = AX suit la loi 

Gamma 'Yr. 
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• On remarque que E(X) = V(X), comme dans Ie cas de la loi de Poisson. Toutefois, la 

loi Gamma Yr est continue et la loi de Poisson est discrete. 

IV -4-5 Propriete 

Si la variable aleatoire X suit une loi exponentielle de parametre A, la variable 
aleatoire AX suit la loi exponentielle de parametre 1 qui est la loi 110 

X suit une loi exponentielle de densite: I(x) = Aexp(-Ax). 

Po sons Y = Ax. Sa densite g veri fie g(y)dy = I (x )dx = exp( - y )dy . g(y) = exp(-y) 

On retrouve la densite d'une loi exponentielle de parametre 1. La loi exponentielle est un cas 
particulier de la loi Gamma. 

IV -4-6 Courbes representatives 

Ci-dessous, figurent les courbes representatives des densites de lois Gamma pour trois valeurs 
distinctes du parametre r. 

0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 

IV -4-7 Theoreme 

Si X et Y sont deux variables aleatoires independantes, suivant respectivement 
des lois 1r et 1s, alors la variable X + Y suit une loi 1r+so 

La demonstration sera faite dans Ie chapitre suivant traitant des fonctions caracteristiques. 

IV -4-8 Domaines d'utilisation 

• En fiabilite, la loi Gamma perrnet de modeliser les temps de defaillance de materiels. 

• Dans la theorie des files d'attente, la loi Gamma represente la loi de probabilite d'arrivee 
de t evenements dans un processus poissonnien. 
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IV- 5) LOI DE LAPLACE-GAUSS OU LOI NORMALE 

Cette loi joue un role fondamental en Statistique : c'est un modele tres utilise dans un grand 
nombre de domaines: fabrication industrielle, mesures ... De plus, elle apparait comme loi 
limite de certaines caracteristiques d' echantillons de grandes tailles. 

IV -5-1 Definition 

Une variable aleatoire reelle X suit une loi de Laplace - Gauss de parametres m et 
0' si sa den site, definie sur R, a pour expression : 

1 1 x-m 2 
I(x) = exp[--(--) ] 

(j.J21C 2 (j 

Cette loi est notee : LG (m, cr) ou N(m, cr). 

Sa fonction de repartition s'ecrit alors : 

1 x 1 t-m 2 
F(x) = .J2ii J exp[--(--) ]dt 

(j 21C -00 2 (j 

Elle n' a pas d' expression mathematique plus simple et a ete tabulee pour m = 0 et cr = 1 (cf: 
poly de Tables). 

IV -5-2 Esperance et variance 

IV-5-2-1. Esperance et Variance d'une variable normale 

Soit X une variable aleatoire suivant une loi de Laplace-Gauss LG(m, cr) . 

• E(X)=m 
2 

E(X) = f 5exp[_2.(x-m)2]dX= ~ fuexp(-~)du+mff(x)dx ou u = x-m 
R(j 2n 2 (j v2n R 2 R (j 

La premiere integrale est nulle (integration sur R d'une fonction impaire) et la deuxieme est 
egale a 1 donc on obtient bien Ie resultat annonce. De la meme fayon on demontre que: 

• VeX) = (j2 

Ces resultats expliquent Ie choix des parametres caracterisant la loi. 

IV-5-2-2. Esperance et variance d'une variable centree reduite 

On a vu que si une variable aleatoire suivait une loi d'esperance m et de variance cr2, la 
variable centree reduite associee etait la variable U : 

X-m u=-
(j 

L'esperance mathematique d'une variable centree reduite est egale a 0 et sa variance est egale 
a1. 

La fonction U : X ~ U(X) etant monotone croissante, on obtient la densite de la loi de U : 
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112 
feu) = -exp(--u ) 

.J2n 2 

37 

La variable aleatoire V, centree reduite, suit une loi de Laplace-Gauss LG (0, 1). 

IV -5-3 Courbes representatives 

IV-5-3-1. Courbe representative de la densite 

La courbe representative de la densite f de la loi norrnale LG (0, 1) est: 

f(t) 

1-F(to) 

t 
to 

De meme, la courbe representative de la densite de la loi de Laplace-Gauss LG (m, cr) 
presente une symetrie autour de l'axe x = m et son etalement depend de cr. 

F (to) represente, par definition de la fonction de repartition, l'aire de la surface hachuree. Sa 
courbe representative est la suivante : 

IV-5-3-2. Courbe representative de la [onetion de repartition 

F(t) 
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IV-5-4 Valeurs remarquables 

En Statistique, on utilisera frequemment certaines valeurs particulieres de la fonction de 
repartition de cette loi et il est necessaire de les connaitre : 

p(IX ~ ml< 1,64) = 90% 

IV-5-5 Moments d'ordre superieurs it deux 

On peut rappeler qu'ils sont definis par: 

l,uk = E [(X - m)k]1 

Dans Ie cas de la loi norrnale, ils existent pour tout ordre et on va les calculer pour une 
variable centree reduite : 

./ Les moments d' ordre impair k = 2n+ 1 sont nuls (la fonction integree est impaire) . 

./ Calculons les moments d' ordre pair: 

1 f 2n 1 2 2 f 2n 1 2 112n = -- u exp( --u )du = -- u exp( --u )du 
.J2n R 2 .J2n R+ 2 

u2 
On pose t=-

2 
dt = udu = J2idu 

1 
2n f n-"2 ()d 2n r( 1) 2n 1x3x5 ... x(2n-1) c 

112n =- Y exp -t t=- n+- =-x "n 
.In R+ .In 2.Jn 2n 

2n! 
112n =-n-

2 n! 

Dans Ie cas d'une variable norrnale quelconque on a : 

• Le coefficient d' asymetrie (Skewness) : 

• Le coefficient d'aplatissement (Kurtosis) : 

(2n)! 2n 
112n = --(J 

2n , n. 
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IV -5-6 Theoreme 

Soit X et Y deux variables aleatoires independantes suivant les lois LG( mba 1 ) 

et LG(m2,a2), alors la variable aleatoire X+Y suit la loi normale : 

LG(ml +m2,Jar +ai). 

La demonstration de ce theoreme sera faite dans Ie chapitre suivant. 

IV - 6) VARIABLES FONCTIONS DE VARIABLES NORMALES 

IV -6-1 Loi de la moyenne 

Considerons un echantillon de n variables aleatoires Xi independantes, extrait d'une 
population X suivant la loi de Laplace-Gauss LG (m, cr). 

- 1 n 
Po sons X = - LXi. 

n i=l 

Cette variable est une combinaison lineaire de n variables aleatoires independantes suivant la 
loi LG (m, cr). Elle suit elle-meme une loi de Laplace-Gauss dont les parametres sont : 

2 

V(X)=~. E(X)=m 
n 

La variable X, moyenne de n variables independantes extraites d'une population 

suivant la loi LG (m, 0), suit la loi normale LG(m, ~). 

IV -6-2 Loi du carre d'une variable normale 

Si U suit une loi de Laplace-Gauss LG (0, 1), la variable T = U2 a pour densite : 

f(Ji) 1 -1/2 t 
get) = r: = ~ t exp(--) pour t > 0 

'\It '\I2n 2 

2 
Si U est une variable gaussienne centree reduite, la variable Z = ~ suit une loi 

2 

Gamma YYz. 
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IV- 7) AUTRES LOIS 

IV-7-1 Loi log -normale 

IV-7-1-1. Definition 

X, variable aleatoire positive suit une loi log-normale si Ie logarithme neperien de 
X suit une loi normale. 

Si la loi de (LnX) est la loi LG (m, cr), par changement de variables, on obtient la densite de la 
loi de X: 

2 
f( ) 1 [ (In x - m) ] x = exp - -'-----'--

a x.J2n 2a 2 

IV-7-1-2. Moments 

a 2 
• E(X) = exp(m +-) 

2 

• VeX) = [exp(2m + ( 2 )][exp(a 2 ) -1] 

IV-7-2 Loi de Weibull 

IV-7-2-1. Definition 

X suit une loi de Weibull a 3 parametres (<l, (3, y) si la variable associee 

Y xP - r. I . . II = SUIt une 01 exponentle e. 
a 

X represente en general une duree de vie. Elle est tres utilisee en fiabilite des materiels. 

On I' applique frequernrnent avec y = 0 et a = 1, la densite est alors : 

f(x) = f3 x P- 1 exp(-xp ) pour x > 0 

IV-7-2-2. Taux instantane de de(aillance 

II est defini par : 

P(x < X < x + dx / X> x) = f(x) = f3 xP-1 
dx I-F(x) 

On retrouve les cas suivants pour un materiel donne : 

./ P> 1 : materiel qui se degrade avec Ie temps (usure) 

./ P < 1 : materiel presentant des dMauts de jeunesse . 

./ P = 1 : materiel sans usure (loi exponentielle) 
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IV -7 -3 Loi de Gumbel 

IV-7-3-1. Definition 

La variable aleatoire X suit la loi de Gumbel si la variable Y = exp( - X) suit la loi 

La densite et la fonetion de repartition de eette loi sont donnees par: 

f(x) = exp[-x - exp(-x)] 

F(x) = exp[ -exp( -x)] 

IV-7-3-2. Moments 

• E (X) = 0,57722 ... (Constante d'Euler) 

2 

• VeX) =!!.-
6 

IV-7-3-3. Applications 

Cette loi est utilisee pour les distributions de valeurs extremes. Elle perrnet de modeliser des 
phenomenes tels que : 

./ erne maximale annuelle d'une riviere, 

./ magnitude du plus grand tremblement de terre enregistre en un an. 
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Ch. V Convolution, fonctions caracteristiques 

V-I) CONVOLUTION 

Etant donne deux variables aleatoires X et Y independantes ou non, il est frequent d' avoir 
besoin de trouver la loi de la somme Z = X + y. 

V -1-1 Cas discret 

Le theoreme des probabilites totales nous permet d'ecrire : 

P(Z = z) = IJP(X = x)n(Y = z-x)] = LP(X = x)P(Y = z-x/ X = x) 
x x 

Si X et Y sont independantes, l'expression devient alors : 

ip(z=Z)= ~P(X=X)P(Y=Z-X)i 

Dans la sommation, X prend les seules valeurs compatibles avec Z = z. 

Exemple 

Soit Z = X + Y la somme de deux variables de Poisson independantes de parametres 
respectifs A et !l : 

z 1X z-x -A-f.l z 
P(Z = z) = L e-A _/1, e-f.l p = e L C:Ax pZ-x 

x=o x! (z - x)! Z! x=o 

-A-f.l 
e 1 Z P(Z = z) = (/1, + p) 

Z! 

On montre ainsi la propriete suivante : 

Si X et Y sont deux variables de Poisson de parametres A. et Jl, independantes, 
leur somme X + Y suit une loi de Poisson de parametre A. + Jl. 

V -1-2 Cas general 

V-J-2-1. Theoreme 

La loi de probabilite de la somme Z de deux variables independantes est la me sure 
image de Px Q9 Py par l'application : 

(x , y)~ x + y de R2 dans R. 

C'est Ie produit de convolution des deux mesures. 

Pour tout bore lien B : 

PZ(B) = Sf XB(x+ y)dPx(x)dPy(y) 
R2 
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V-1-2-2. X et Y sont des variables continues 

Pz(B) = If XB(x+ y)f(x) g(y)dx dy 
R2 

On pose z = x + y et u = x et on applique Ie theoreme de Fubini : 

k(z) = 5 f(u)g(z - u)du = 5 g(y)f(z - y)dy 

DX Dy 

Dx et Dy sont les domaines de valeurs des variables X et Y, compatibles avec Z = z. 

Par integration, on obtient : 

P(Z<z)= 5 f(x)G(z-x)dx= 5g(y)F(z-y)dy 

DX Dy 

Exemple 

Soit X et Y deux variables aleatoires independantes suivant des lois Gamma de parametres 
respectifs r et s. Leurs densites de probabilite sont les suivantes : 

f() 1 -x r-1 x =--e x 
r(r) 

( ) _ 1 e-Y s-l 
g y - res) y 

La densite de X + Y est alors donnee par: 

k() 5z 1 -u r-l 1 -z+U( )s-l d e-z 5z r-l( )s-l d z = --e u --e z-u u= u z-u u 
o r(r) l(s) l(r)r(s) 0 

En posant u = t z : 
-z r+s-l 1 

k() e z 5 t r- 1(1_t)s-l dt 
z = r(r)r(s) 0 

1 
, C 1 5 r-l(l )s-l d ou = t -t t. 

r(r)r(s) 0 

On sait que k est une densite. On reconnait que k est une densite de loi Gamma et done : 

1 c=--
r(r+s) 

On en deduit Ie theoreme suivant : 

La somme de deux variables ah!atoires independantes, suivant des lois Gamma de 
parametres respectifs r et s, suit une loi Gamma de parametre r + s. 

Remarque: 

On a demontre au passage la forrnule suivante : 

1 5 t r- 1(1- t)s-l dt = r(r)l(s) 
o l(r+s) 
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v- 2) FONCTIONS CARACTERISTIQUES 

V -2-1 Definition 

On definit la fonction caracteristique <px d'une variable aleatoire reelle X comme etant la 
transforrnee de Fourier de sa loi de probabilite. 

(f'x(t) = E[e itx ] = J e itx dPx(x) 
R 

Cette fonction existe toujours car Px est une mesure bomee et lexp(itX)1 = 1. 

V -2-2 Fonction caracteristique d'une variable continue 

Lorsque la variable X possede une densite f, sa fonction caracteristique s'ecrit simplement : 

V -2-3 Proprietes 

(f'x(t) = J eitx f(x) dx 
R 

La fonction caracteristique <px d'une variable reelle X possede les proprietes d'une 
transforrnee de Fourier. Ainsi : 

• <px est une fonction continue. 

• (f'u (t) = ({) X (At) 

• ({)x +a (t) = eita ({) x(t) 

• ({)x(O) =1 

V-2-4 Application de la formule de Mac -Laurin 

• quand les derivees jusqu'a l'ordre k de la fonction caracteristique existent, on montre que: 

• Si la fonction caracteristique est indefiniment derivable, la forrnule de Mac-Laurin donne: 

V -2-5 Fonction caracteristique d'une somme de variables 

La fonction caracteristique de la variable somme X + Y de deux variables 
aleatoires independantes est Ie produit de leurs fonctions caracteristiques. 

La fonction caracteristique de X + Y est: (() X +y(t) = E(eit(X +Y)) = E(eitX e itY ) 
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Les variables X et Y sont independantes done les variables eitX et eitY sont elles aUSSl 
independantes et l'esperanee du produit est alors egale au produit des esperanees. 

q> x + Y (t) = E( eitX eitY ) = E( eitX )E( eitY ) = q> x (t)q>y (t) 

V-2-6 Unicite et inversion de la transformee de Fourier 

V-2-6-1. Unicite 

D'apres les proprietes des transforrnees de Fourier, si deux variables aleatoires X et Y ont 
meme fonetion earaeteristique, alors elles ont meme loi de probabilite. 

La fonction caracteristique determine une unique distribution de probabilite, 
comme son nom Ie Iaissait supposer. 

V-2-6-2. Theoreme d'inversion 

Le resultat suivant est obtenu en appliquant une forrnule d'inversion de la transforrnee de 
Fourier: 

Si J Icp x (t)1 dt < +00 , alors X admet une densite f continue donnee par: 
R 

1 J . [(x) = - cp X (t) e- ltx dt 
21C R 

V -2-7 Fonctions caracteristiques des lois discretes usuelles 

V-2-7-1. Loi de Bernoulli de parametre p 

cp x (t) = pe it + 1 - P 

La fonetion earaeteristique est definie par: q> x (t) = E( eitX ). Or la variable X ne prend que 

deux valeurs 1 et 0 done: q> x (t) = p X eit1 + (1 - p) X eitO . 

V-2-7-2. Loi binomiale Brn. p) 

CPx(t) = (pe it + 1- p)n 

La loi binomiale est la somme de n variables independantes de Bernoulli de parametres p. On 
applique Ie resultat sur la fonetion earaeteristique d'une somme de variables independantes. 

V-2-7-3. Loi de Poisson de parametre A 

CPx(t) = exp[A(e it -1)] 

+00 Jok +00 [Jo (·t)]k 
q>X(t) =E[exp(itX)] = Lexp(itk)e-A_=e-A L exp 1 =e-AeAexp(it) 

k=O k! k=O k! 
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V -2-8 Fonctions caracteristiques des lois continues usuelles 

V-2-8-1. Loi uni(Orme sur [-a, aT 

() sin(at) 
({J x t = ---'---"':"" 

at 

Ce resultat a ete demontre en seances d' exercices de Mathematiques. 

V-2-8-2. Lois Gamma 

• n=l I(x) = exp( -x) 

1 
({Jrl (t) = 1- it 

• n entier quelconque : la loi 'Yn est la somme de n lois 'Y, independantes : 

1 
cP (t)=--

Yn (1- it)n 

• pour r quelconque, la formule ci-dessus se generalise: 

1 
({J (t)=---

rr (1- it)r 

La demonstration repose sur une integration dans Ie champ complexe. 

V-2-8-3. Loi de Laplace-Gauss 

• Variable normale centree reduite: LG (0, 1) 

t 2 
((Ju(t) = exp(--) 

2 

On obtient Ie resultat, de fayon simple, en appliquant la formule de Mac -Laurin: 

E(U 2k+1) = 0, E(U2k ) = (2k)! , 
2k k! 

+00 k +00 2k (2k)' +00 2k 2 
( ) _ " t .kE(Uk ) _ "t .2k . _ "( l)k t _ (t) CPu t - .£... -1 - .£... -1 -- - .£... - -- - exp --

k=O k! k=O 2k! 2k k! k=O 2k k! 2 

• Variable norma Ie de parametres m et cr: LG (m, cr) 

_ t 2(12 
({J x (t) = exp(itm) exp( ) 

2 

47 

La demonstration utilise simplement Ie resultat precedent et les proprietes de linearite de la 
fonction caracteristique. 
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V -2-9 Somme de deux variables normales independantes 

La somme de deux variables independantes suivant les lois norm ales LG(mbad 

et LG( m 2, (j 2) suit la loi normale : 

Soit X et Y deux variables independantes de lois respectives : LG( ml, 0"1) et LG (m2, 0"2). 

La fonction caracteristique de la somme X + Y est : 

q> x + Y (t) = q> x (t) x q>y (t) 

Or, les fonctions caracteristiques de X et Y sont donnees par la formule du paragraphe 
precedent et on obtient donc la fonction caracteristique de la somme : 

t 2 
q>x+y(t) =e it(mj+m2) exp[--(a-r +ai)] 

2 

On reconnait la fonction caracteristique d'une variable suivant la loi normale 

LG(m1 + m2, ~af + ai) . 
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Ch. VI Convergences de suites de variables 
Dans ce chapitre, on va etudier les differents types de convergence que l'on rencontre en 
Probabilites. 

VI- 1) CONVERGENCE EN PROBABILITE 

VI -1-1 Definitions 

• La suite de variables aleatoires (Xn)n converge en probabilite vers la constante a si : 

'tie et" arbitrairement petits, il existe no tel que: 

n > nO => p(IXn -al > e) <11 

• La suite de variables aleatoires (Xn)n converge en probabilite vers la variable X si la 
suite de variables (Xn - X)n converge vers O. 

VI-I-2 Remarque 

D'apres l'inegalite de Bienayme Tchebychev, 

p(IXn -E(Xn)1 >e) < V(~n) 
e 

Lorsque E (X n) ----7 a, il suffit de montrer que V (X n) ----7 0 pour etablir la convergence de la 

suite (Xn)n vers a quand n tend vers l'infini. 

VI- 2) CONVERGENCE PRESQUE SURE 

VI-2-1 Definitions 

• Deux variables aleatoires X et Y sont presque surement egales si : 

P({wl X(w) -::F Yew)}) = 0 

• La suite de variables aleatoires (Xn)n converge presque surement vers la variable X 
si : 

VI-2-2 Remarques 

./ La limite presque sure d'une suite de variables aleatoires n'est pas unique mais deux 
limites eventuelles sont presque surement egales . 

./ La convergence presque sure implique la convergence en probabilite. 
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VI- 3) CONVERGENCE EN MOYENNE D'ORDRE P 

VI -3-1 Definition 

La suite de variables aleatoires (Xn)n converge vers la variable X en moyenne 
d'ordre psi: 

E[IX n - Xl p] ~ 0 quand n~ + co 

VI-3-2 Remarques 

• La convergence en moyenne d' ordre p implique la convergence en probabilite. 

• La convergence en moyenne quadrati que d' ordre 2 est la plus couramment utilisee. 

VI- 4) CONVERGENCE EN LOI 

VI -4-1 Definitions 

• La suite de variables aleatoires (Xn)n de fonctions de repartition F n, converge en loi 
vers la variable X de fonction de repartition F quand n tend vers l'infini si, en tout 
point de continuite de F, la suite des (Fn)n converge vers F. 

• Une suite de variables discretes (Xn)n convergent vers la variable discrete X si : 

'V x, P(X n = x) ~ P(X = x) quand n ~ +co 

VI-4-2 Proprietes 

• La convergence en loi implique la convergence simple des densites respectives. 

• La convergence en probabilite entraine la convergence en 101 

VI -4-3 Theoreme de Levy - Cramer - Dugue (admis) 

La convergence en loi de la suite de variables aleatoires (Xn)n vers la variable X 
implique la convergence de la suite de fonctions caracteristiques des Xn vers la fonction 
caracteristique de X, la convergence etant uniforme sur tout intervalle ferme de R. 

Si les fonctions caracteristiques d'une suite de variables aleatoires (Xn)n 
convergent, quand n tend vers l'infini, vers une fonction cp dont la partie reelle est 
continue it l'origine, alors cp est la fonction caracteristique d'une variable X telle que la 
suite des variables aleatoires (Xn)n converge en loi vers X. 
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VI- 5) HIERARCHIE DES CONVERGENCES 

Les diverses convergences en Probabilites verifient les implications suivantes : 

Moyenne d' ordre p 

Probabilite 

Presque sure 

VI- 6) THEOREME DE DE MOIVRE - LAPLACE 

VI-6-1 Theoreme 

(Xn)n etant une suite de variables aleatoires binomiales de parametres n et p, la 

variable aleatoire : U = X n - np converge en loi vers une variable LG (0, 1). 
~np(l- p) 

La demonstration repose sur les fonctions caracteristiques : 

cP x (t) = (pexp(it) + 1- p)n 
n 

it itnp 
CPu(t) = (pexp(~ )+ 1- p)n exp(- ~ ) 

np(l- p) np(1- p) 

it itnp 
Ln[cpu(t)] = nLn[l + p(exp(~np(1- p)) -1)] -----;~=np=(1==-=p=) 

Ln[ CPu (t)] == nLn[l + itp _ pt2 ] _ itnp 
~np(1- p) np(1- p) ~np(l- p) 

L [ ( )] _ (itp (p2 - P )t2 ) itnp t2 
n CPu t = n + - -

~np(1- p) 2np(1- p) ~np(l- p) 2 

t 2 
CPu (t) == exp( --) 

2 

A la limite, on retrouve bien la fonction caracteristique de la loi norrnale. 

VI-6-2 Approximation d'une loi binomiale par une loi normale, correction 
de continuite 

Pour n assez grand, on peut considerer qu'une variable aleatoire suivant une loi 

binomiale de parametres n et p, suit une loi de Laplace-Gauss LG[np,~np(l- p)]. 

On considere que les conditions m!cessaires pour cette approximation sont : 
np > 5 et n(l- p) > 5 

Cette approximation est une consequence du theoreme precedent. Toutefois elle demande 
quelques precautions, en effet : la loi binomiale est une loi discrete, prenant ses valeurs dans 
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[0, n] alors que la loi de Laplace-Gauss est une loi continue prenant ses valeurs dans R. Dans 
Ie cas d'une loi discrete, un point a une probabilite non nulle, ce qui est faux dans Ie cas d'une 
loi continue. 

La representation de la densite de la loi normale est une courbe en cloche tandis que celle de 
la loi binomiale est un diagramme en batons. 

On est done amene a effectuer la correction de continuite suivante : 

Une valeur approchee de P (T = to) est donnee par l'aire comprise entre la courbe en cloche et 
les droites x = to - 0,5 et x = to + 0,5. 

peT = to) = P(to - 0,5 - np < U < to + 0,5 - np ) 
.J np(1- p) .J np(1- p) 

et de meme, si on cherche la probabilite que T soit inferieur ou egal a une valeur donnee to : 

Exemple: 

peT ~ to) = P(U < to + 0,5 - np ) 
.Jnp(1- p) 

f(t) 

to 

Soit X une variable aleatoire suivant la loi binomiale de parametres n = 40 et p = 0,3. 

On remarque que: np = 12 et n(1 - p) = 28. On peut done considerer que X suit 
approximativement une loi normale; de plus np(1- p) = 8,4 done cette loi normale est 

LG(12, ,J8,4) . 

P(X = 11) = cH (0,3)11 (0,7)1 = 0,1319 

P(10,5 < X < 11,5) = 0,131. L' approximation est tres satisfaisante. 
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VI- 7) CONVERGENCE DE LA LOI DE POISSON 

VI-7-1 Theoreme 

Soit (XA.h. une famille de variables aleatoires telle que chaque variable XI.. suit la 

loi de Poisson P(A.) ; la suite de variables X ~ A converge en loi vers une variable 

aleatoire U suivant la loi LG (0,1) quand A. ~ +00. 

Demonstration: 

q> x;. (t) = exp[A(eit -1)] 

it -itA it. 01 
q> x;. -/t (t) = exp[ A( exp( 01) -1)] exp( 01) = exp[ A( exp( 01) - A -ltv A) 
-- vA vA vA 

J"i 

t 2 t 2 
q> x;. -/t (t) == exp[A + itJ"i ---A-itJ"i) == exp(--) 
-- 2 2 

J"i 
On retrouve 1:1 encore la densite de la loi normale. 

VI-7-2 Approximation de la loi de Poisson par la loi normale 

Soit X une variable suivant une loi de Poisson de parametre A.. Pour A. assez 

grand, on peut considerer que X suit une loi de Laplace-Gauss: LG(A, Ji) . 
eette approximation est tres satisfaisante pour A. > 18. 

II est necessaire, 1:1 encore, de faire une correction de continuite. 

VI- 8) LOIS DES GRANDS NOMBRES 

VI-8-1 Loi faible des grands nombres 

Soient (Xn)n une suite de variables aleatoires independantes centrees telles que les 
1 n 

variances V (Xn) existent et verifient : 2 LV (X i ) ~ 0 quand n~+OO. 
n i=1 

La suite des moyennes X n =.!. f Xi converge en probabilite vers 0 quand n tend vers 
n i=1 

l'infini. 

Pour demontrer ce resultat, il suffit d'appliquer l'inegalite de Bienayme-Tchebychev. 
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VI-8-2 Loi forte des grands nombres 

Soient (Xn)n une suite de variables aleatoires independantes centrees telles que les 

" V(Xi ) L. _--:-'- < 00 • 
. 2 

i::::l l 

variances V(Xn) existent et verifient : 

La suite des moyennes X n = .!.. i X; converge presque surement vers 0 quand n tend 
n ;=1 

vers l'infini. 

La demonstration repose sur l'inegalite de Kolmogorov que l'on admettra : 

Si (Xn) est une 

alors: 

suite de variables aleatoires independantes, centrees et de variances finies, 
kIn 

P(SuPkLXi ~£):::;;2LV(Xi) 
i=l £ i=l 

VI- 9) THEOREME DE LA LIMITE CENTRALE 

La distribution normale fut introduite par Ie mathematicien De Moivre en 1733 comme 
approximation de la loi binomiale avec n suffisamment grand. Ce resultat fut generalise par 
Laplace et d'autres pour devenir Ie «theoreme central-limite» puis «theoreme de la limite 
centrale» donnant les conditions dans lesquelles une variable aleatoire tend vers une variable 
normale. 

VI-9-1 Theoreme 1 

Soit (Xn)n une suite de variables aleatoires independantes suivant toutes la meme 
loi inconnue d'esperance m et d'ecart -type 0'. 

Xl +X2 + ... +Xn -nm 
La variable: r converge en loi, quand n ~ +co, vers une variable 

avn 
normale centree reduite. 

Demonstration: 

Xl +X2 + ... +Xn -nm = i Xi -m 

aJ;; i=l aJ;; 

Chaque variable Xi 7. a pour esperance 0 et pour variance lin. La fonction caracteristique 
a n 

t 2 
<p de cette variable a donc pour premIers termes: 1- 2n' les termes suivants etant des 

2 n X·-m 
infiniment petits d' ordre lin. La fonction caracteristique <pn de la variable L I est 

i=l aJ;; 
2 2 

donc equi valente a (1- _t -) n et tend vers exp( - ~ ) quand n--7 +00. 
2n 2 
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VI-9-2 Theoreme 2 (admis) 

Ce theoreme est dft a Lindeberg : 
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Soit (Xi)i une suite de variables aleatoires independantes d'esperances 
mathematiques mi et de variances Vi = V(Xi). Soient Fi les fonctions de repartition des 

n 
variables Xi - mi et soit : S; = LVi 

i=1 

1 n J 2 Si la limite de: -2 L x dFi(x) est nulle quand n tend vers +00, alors la 
Sn i=1Ix l>Sn 

variable aleatoire ~ f (Xi - mi) converge en loi vers une variable aleatoire V 
Sn i=1 

normale centree reduite. 

On peut remarquer que les variables Xi n' ont pas necessairement la meme loi. 

VI- 10) RESUME DES APPROXIMATIONS 

Le tableau ci-dessous perrnet de resumer les diverses approximations avec les conditions 
minima a respecter. 

Loi hypergeometrique Loi binomiale 
H(N,n,p) n<O.10N 

" 
B(n,p) 

C k C n- k 
, 

Pr(X = k) = 
Np N-Np P(X=k)=C~pk(1- p)n-k 

C~ 

p<O.lO np>5 

n>50 n(1-p»5 

,~ 

Loi de Poisson 
A-,=np>18 Loi de Laplace-Gauss 

e-AA-,k ... 
LG(np,~np(l- p)) P(X =k)= 

,. 

k! 
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Ch. VII Couple de variables aleatoires 
Dans Ie chapitre I, nous avons etudie Ie conditionnement d'un evenement par un autre 
evenement. Plus generalement, beaucoup d'etudes statistiques metient en jeu plusieurs 
variables aleatoires et nous nous interessons a leurs lois conjointes, conditionnelles ... 

Dans ce chapitre, nous allons exposer les generalites concernant un couple de variables 
aleatoires. Nous donnerons ensuite quelques resultats essentiels concernant les vecteurs 
aleatoires. 

Usuellement, la loi de probabilite d'un couple (X, Y) de variables aleatoires reelles est une 
application de l'espace probabilise (n, C, P) dans R2 muni de sa tribu de Borel. Toutefois 
dans la premiere partie de ce chapitre, nous allons nous interesser a deux variables prenant 
leurs valeurs dans des ensembles finis ou denombrables. 

VII- 1) COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES 

Soit X et Y deux variables aleatoires prenant leurs valeurs respectives Xi et Yj dans deux 
ensembles au plus denombrables. 

y Yl ... Yj ... yq 

X 

Xl 

... ... 

Xi ... Pij ... pi. 

... 

Xp ... 

p.j 

VII-l-l Loi conjointe 

VIJ-J-J-J. Definition 

La loi du couple (X, Y), appelee loi conjointe, est definie par la donnee des nombres Pi) 

VIJ-J-J-2. Proprietes 

./ Pij E [0,1] 

./ I,I,Pij = 1 
i j 



58 Ch. VII • Couple de variables aleatoires 

VII-I-2 Lois marginales 

On appelle loi rnarginale de X, la loi de X prise separernent : 

q 

P(X = xi) = LPij = Pi. 
j=l 

On detinit, de rnerne, la loi rnarginale de Y. 

VII -1-3 Lois conditionnelles 

Considerons deux evenernents {X = Xi} et {Y = yj} de probabilites non nulles. On peut alors 
definir deux lois conditionnelles en rappelant que X et Y peuvent etre des variables 
qualitatives (cf chapitre I) : 

VII-1-3-1. Loi conditionnelle de X sachant Y = l:i 

P(X = xi / Y = y}) = 
P(X = Xi n Y = y}) Pi} 

= 
P(Y = y}) P.} 

VII-1-3-2. Loi conditionnelle de Y sachant X = xi 

P(Y = y} / X = xi) = 
P(X = Xi n Y = y}) Pi} 

= 
P(X = Xi) Pi. 

VII-1-3-3. Remarques 

• II est frequent d'utiliser la connaissance que l'on a d'une loi conditionnelle et de la loi 
rnarginale correspondante pour determiner la loi du couple, ceci a l'aide du theorerne des 
probabilites totales : 

P(X = xi n Y = y}) = P(X = Xi / Y = y}) x P(Y = y}) = P(Y = y} / X = Xi )P(X = Xi) 

• Les formules de Bayes permettent d' exprirner une loi conditionnelle en fonction de 
l'autre, ainsi par exernple : 

P(Y = y} / X = xi)P(X = xi) 
P(X = Xi /Y = y}) = ----'---------

p 

VII -1-4 Independance 

LP(Y = y} / X = Xi)P(X = Xi) 
i=l 

Les variables X et Y sont independantes si : 

V(i, j) Pij = Pi. X P.j 

Les p lois conditionnelles de Y a X = Xi fixe, OU i varie, sont donc toutes identiques a la loi de 
Y et de rnerne les q lois de X a Y = Yi fixe, OU j varie, sont toutes egales a la loi de X. 
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VII-1-5 EsperanCe conditionnelle 

Supposons que Y est une variable n~elle. On va definir des moments conditionnels sous 
reserve qu'ils existent. 

VII-1-5-1. Definition de l'esperance conditionnelle 

On definit l'esperance conditionnelle de Y sachant X = x, notee E(Y / X = x), 

comme l'esperance de Y prise par rapport it sa loi conditionnelle : 

E(Y / X = x) = LY P(Y = Y / X = x) 
y 

On remarque que c'est une fonction de x appelee aussi fonction de regression de Y en X. 
Son ensemble image est l'ensemble des moyennes conditionnelles de Y sachant X. 
• On definit alors une variable aleatoire appelee esperance conditionnelle, comme la 

variable prenant les valeurs E(Y / X = x) avec les probabilites respectives P(X = x) . 

Cette variable est lineaire : 

E(11 +Y2 / X) =E(11 / X)+E(Y2 / X) 

VII-1-5-2. Theoreme de l'esperance totale 

IE[E(Y / X)] = E(y)1 

Revenons a la definition de l'esperance mathematique de la variable consideree c'est-a-dire la 
variable E(Y / X) : 

E[E(Y / X)] = LE(Y / X = x)P(X = x) = L[LYP(Y = Y / X = x)]P(X = x) 
x x y 

E[E(Y / X)] = LY[LP(Y = y/ X = x)P(X = x)] = LYP(Y = y) = E(Y) 
y x y 

VII-1-6 Variance conditionnelle 

VII-1-6-1. Definition de la variance conditionnelle de Y sachant X = x 

Cette variance conditionnelle de Y sachant X = x, notee V(Y / X = x), est definie 

par: 

V(Y / X = x) = E[{Y - E(Y / X = x)}2 / X = x] 

On remarque la encore que c' est une fonction de x. 

On peut donc definir une variable aleatoire appeh!e variance conditionnelle cornrne la 
variable prenant les valeurs V(Y / X = x) avec une probabilite egale a P(X = x) . 
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VII-1-6-2. Theoreme de la variance totale 

IV(Y) = E[V(Y / X)] + V[E(Y / X)]I 

V(Y) = E([Y - E(y)]2) = E([Y - E(Y / X) + E(Y / X) - E(y)]2) 

V(Y) = E([Y - E(Y / X)]2) + 2E([Y - E(Y / X)][E(Y / X) - E(Y)]) + E([E(Y / X) - E(y)]2) 

• E([Y - E(Y / X)]2) = E(E([Y - E(Y / X)]2 / X» d'apres Ie theoreme de l'esperance totale. 
On reconnait l'expression de l'esperance de la variance conditionnelle : 

E([Y - E(Y / X)]2) = E[V(Y / X)] 

• E([E(Y / X) - E(y)]2 = E([E(Y / X) - E(E[Y / X])] 2 = V[E(Y / X)] en appliquant Ie 
theoreme de l'esperance totale. 

• E[([Y - E(Y / X)][E(Y / X) - E(Y)])/ X] = [E(Y / X) - E(Y)]E([Y - E(Y / X)]/ X) car Ie 
terrne E(Y / X) - E(Y) est constant a x fixe (esperance conditionnelle). 

De plus en developpant, on montre que E ([Y - E (Y / X)] / X) = 0 donc I' esperance 
conditionnelle du double produit est nulle ; on en deduit que l'esperance du produit est nulle 
aussi. Le theoreme est demontre. 

VII- 2) VARIABLE CONTINUE ET VARIABLE DISCRETE 

VII-2-1 Fonction de repartition conditionnelle 

Soit X une variable aleatoire discrete et soit Y une variable aleatoire continue. On definit 
simplement la [onction de repartition conditionnelle par: 

G(y / x) = P(Y < Y / X = x) = P(Y < Y n X = x) 
P(X = x) 

La densite conditionnelle g(y/x), quand elle existe, est, par definition, la derivee de G. 

VII-2-2 Densite marginale 

La densite marginale de Y est obtenue par: 

g(y) = I,g(y / x)P(X = x) 
x 

VII-2-3 Moments 

Si l'esperance mathematique de Y existe, l'esperance mathematique de la loi conditionnelle 
existe aussi et : 

E(Y / X = x) = J y g(y / x)dy 
R 

Les theoremes de l'esperance totale et de la variance totale sont toujours valables. 
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De plus, grace a la fonnule de Bayes, on a : 

P(X = x/Y < y) = G(y/ x)P(X = x) 
G(y) 
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En revanche, il n'est pas question d'ecrire ici une quelconque egalite entre «densites 
ponctuelles ». 

VII- 3) COUPLE DE VARIABLES ALEATOIRES CONTINUES 

VII-3-1 Lois conjointes et lois marginales 

Soit (X, Y) un couple de variables a valeurs dans R2. On detinit ainsi les fonctions suivantes : 

VII-3-1-1. Fonction de repartition 

H(x,y) = P(X < x nY < y) 

VII-3-1-2. Fonctions de repartition marginates 

F(x) = H(x,oo) =P(X < x) 

G(y) = H(oo,y) = P(Y < y) 

VII-3-1-3. Densite 

Si Ie couple (X, Y) est absolument continu, c'est-a-dire s'il admet une densite h (x, y) : 

les densites marginales s'obtiennent par: 

f(x) = J hex, y) dy 
R 

g(y) = J h(x, y) dx 
R 

Rappelons que les variables aleatoires X et Y sont independantes si et seulement si : 

Vx,Vy h(x, y) = f(x) X g(y) 

VII-3-2 Densites conditionnelles d'un couple de variables continues 

VII-3-2-1. Definition 

Si Ie couple de variables aleatoires reelles (X, Y) admet une densite h(x, y), les 
densites conditionnelles respectives des variables X et Y sont donnees par: 

( / x) = h(x,y) 
g y f(x) 

f(x/ y) = h(x,y) 
g(y) 
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La deuxieme formule de Bayes nous permet d' ecrire : 

g(y / x) = I(x/ y)g(y) 
f I(x/ y)g(y)dy 
R 

VII-3-2-2. Esperance conditionnelle 

On definit l' esperance conditionnelle de Y sachant X = x par: 

E (Y / X = x) = f yg(y / x )dy 
R 

On definit de la meme fayon l'esperance conditionnelle de X sachant Y = y. 

Les theoremes de l'esperance totale et de la variance totale sont egalement valables dans Ie 
cas des variables continues. 

On peut remarquer la encore que E(Y / X = x) est une fonction de x. 

La courbe de regression de Y en X est l'ensemble des points {x, E(Y / X = x)}. 

VII- 4) COEFFICIENT ET RAPPORT DE CORRELATION 

VII-4-1 Espace de Hilbert de classes de variables aleatoires 

L'ensemble de toutes les variables aleatoires definies sur un meme domaine n, muni du 
produit scalaire : (X,y) = E(XY) , forme un espace de Hilbert V. 

Dans cet espace, la norme est donc : IIXII = ~ E (X 2 ) . 

Si une variable est centree, on remarque que sa norme est egale a son ecart-type. De meme, 
pour deux variables centrees, la covariance est leur produit scalaire. 

Considerons l'ensemble des variables aleatoires constantes, c'est une droite D de l'espace de 
Hilbert V. 

L'esperance mathematique d'une variable X est la projection de cette variable 
sur la droite des variables constantes. 

Demonstration: La projection de X sur D realise Ie minimum de IIX - all. 

E[(X - a)2] = VeX) + [E(X) _a]2 

Ce minimum est atteint pour a = E(X). 

On en deduit que, au sens de la norme L2, E(X) est la meilleure approximation de la 
variable X par une con stante. 

Cornrne Cov(X, Y) = ([X - E(X)], [Y - E(Y)]) , par l'inegalite de Schwarz, on montre que: 

ICov(X, Y)I ~ IIX - E(X)II·IIY - E(Y)II· 
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Soit X et Y deux variables aleatoires. 

Le cosinus de Pangle forme par X - E(X) et Y - E(Y) est egal it cov(X,Y) . 
CTXCTy 

En effet: cov(X, Y) = ([X - E(X)],[Y - E(Y)]) 

a Xay Ilx - E(X)II·IIY - E(Y)II 

VII-4-2 Coefficient de correlation lineaire p 

VII-4-2-1. Definition 

Soient X et Y deux variables aleatoires, on appelle coefficient de correlation 
lineaire : 

cov(X,Y) p = -""""'---'----'-
CTXCTy 

VII-4-2-2. Proprietes 

• pest une me sure de dependance symetrique 

• p = ±1 si X et Y sont en liaison lineaire. 

Le cosinus de 1'angle [X - E(X), Y - E(Y)] etant egal a ± 1, on a: Y - E(Y) =a [X - E(X)] 

• Si P est nul, X et Y ne sont pas en relation lineaire mais cela n' exclut pas l' existence de 
toute autre relation entre ces deux variables (cf: exemples en exercices). 

VII-4-3 Interpretation geometrique de l'esperance conditionnelle 

Considerons de nouveau l' espace de Hilbert V des variables aleatoires definies sur un 
domaine donne; il adrnet Ie sous espace V x constitue des variables aleatoires ne dependant 
que d'une variable X donnee comme sous-espace de Hilbert. 

L' operateur associant a toute variable aleatoire son esperance conditionnelle a X est un 
projecteur orthogonal. E(Y / X) s'interprete comme la projection orthogonale de Y sur Vx. 

E (Y / X) realise done Ie minimum de E ([Y - q>( X)] 2 ) a q> variable et est done la meilleure 
approximation de Y par une fonction de X. 

On en deduit que Y - E(Y I X) est non coITHe avec X et Ie tMoreme de la variance totale est 
simplement Ie tMoreme de Pythagore applique au triangle Y, E(Y) et E(Y IX) : 

IIY - E(Y)112 = V(Y) = IIY - E(Y I X)11 2 + IIE(Y I X) - E[E(Y I X)]11 2 

IIY - E(Y)112 = V(Y) = V[E(Y I X)] + E[V(Y I X)] 



64 Ch. VII • Couple de variables aleatoires 

VII-4-4 Rapport de correlation 1'\2 

VII-4-4-1. Definition 

Le rapport de correlation de la variable Y en la variable X est la mesure de liaison, non 
symHrique, definie par: 

2 V[E(Y / X)] 

11% V(Y) 

VII-4-4-2. Proprietes 

• 11% est Ie carre du cosinus de l'angle fonne par Y - E(Y) et Ie sous-espace Vx . 

• 2 
0:=::;11% :=::;1 

en effet V(Y) = V[E(Y / X)] + E[V(Y / X)] et E[V(Y / X)] ~ 0 

VII-4-4-3. Rapport de correlation maximal 

2 
11% =1 alors Y = cp(X) 

Par Ie theorerne de la variance totale, si Ie rapport de correlation est egal a 1, alors 
E[V(Y / X)] est nulle. On en deduit que V(Y / X) est presque surernent nulle (variable 
positive). Si on fixe X, V(Y) est nulle, donc Y ne prend qu'une valeur. On en deduit que Yest 
fonction de X. 

VII-4-4-4. Nullite du rapport de correlation 

Si X et Y sont independantes, alors Ie rapport de correlation 11 Vx est nul 

La reciproque est fausse: en effet, si Ie rapport de correlation est nul, il y a absence de 
dependance en rnoyenne rnais on ne peut pas conc1ure que les variables sont independantes. 

Si 11Yx = 0, alors on dit sirnplernent que la variable Y est non correlee avec la variable X : il 

y a absence de dependance en rnoyenne. Y - E(Y) est alors orthogonale a l'espace Vx. 
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VII-4-4-S. Rapport de correlation et coefficient de corrt!lation 

11% ~ p2 car p2 est Ie carre du cosinus de l'angle forme par Y-E(Y) avec Ie sous

espace de V engendre par X et la droite D des constantes. 

• Si 11% = p2 alors E(Y / X) = aX +h. En effet, l'egalite du coefficient et du rapport 

signifie que E(Y/X) appartient au sous-espace engendre par X et D. 

C'est Ie cas de la regression lineaire (voir poly de statistique). 
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Ch. VIII Vecteurs aleatoires 

VIII- 1) GENERALITES 

VIII-l-l Definition 

Un vecteur aleatoire X est une application de l'espace probabilise (0, C, P) dans un espace 

vectoriel reel, en general R n . 

En pratique, R n est muni de sa base canonique ; on identifiera alors X au n-uplet de variables 
aleatoires forme par ses composantes sur cette base : 

VIII-1-2 Fonction de repartition et densite 

VIII-1-2-1. Fonction de repartition 

La fonction de repartition F du vecteur aleatoire X est une application de R n dans R definie 
par: 

VIII-1-2-2. Densite 

La densite f d'un vecteur aleatoire continu est definie par: 

VIII-1-2-3. Changement de variables dans une densite 

Soit Y = cp(X) un changement de variables biunivoque (X et Y sont des vecteurs deRn). 

Si fest la densite du vecteur X, la densite g du vecteur Y est donnee par: 

-1 
g(y) = ![cp (y)] 

Idet(J)1 

ou det (1) est Ie jacobien de la transformation (determinant des derivees premieres). 

La demonstration est faite dans Ie cours de Mathematiques des classes preparatoires. 

VIII-1-3 Fonction caracteristique 

Soit a un vecteur non aleatoire de composantes (aI, ... , an). On appelle fonction 

caracteristique du vecteur aleatoire X la fonction de a definie par: 
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VIII-1-3-1. Theoreme 1 

Les composantes Xl, X 2, ••• , Xn de X sont independantes si et seulement si la 
fonction caracteristique de X est egale au produit des fonctions caracteristiques de ses 
compos antes : 

n 

f!Jx(a) = n f!JXj (ai) 
i=1 

Si les Xi sont independantes, l'esperance du produit est egale au produit des esperances et la 
fonction caracteristique de X s'ecrit bien comme Ie produit des fonctions caracteristiques des 
Xi. 

La reciproque est admise ; elle fait appel a l'inversion d'une transformee de Fourier. 

VIII-1-3-2. Theoreme 2 

La loi de X est entierement determinee par la connaissance des lois de toutes les 
combinaisons lineaires de ses composantes. 

Ce theoreme, admis ici, permet donc de determiner la loi d'un vecteur a partir des lois des 
combinaisons lineaires de ses composantes. On va l'utiliser pour les vecteurs gaussiens. 

VIII- 2) ESPERANCE, MATRICE DE COVARIANCE 

VIII-2-1 Esperance 

Si E(XD est l'esperance de la variable Xi, l'esperance du vecteur X est definie comme Ie 

vecteur colonne E(X) de R n dont les composantes sont les E(Xi) : 

[E(X)]; = E(X;) pour tout i 

VIII-2-2 Matrice de Variance-Covariance 

La matrice de variance-covariance l: de X est definie comme la matrice carree symetrique 
d' ordre p dont les elements e ij sont : 

e·· = V(X·) II l 

VIII-2-3 Theoreme de Cramer-Wold 

Vne condition necessaire et suffisante pour qu'une matrice symetrique soit la 
matrice de variance-covariance d'un vecteur aleatoire est que cette matrice soit positive. 
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VIII- 3) VECTEURS GAUSSIENS. LOI MULTINORMALE 

VIII-3-1 Definition 

X vecteur de R n est un vecteur aleatoire gaussien si toute combinaison lineaire 
de ses composantes est une variable aleatoire normale. 

On remarquera que : 

• la loi de X est parfaitement determinee grace au theoreme de Cramer-Wold. 

• il n' est pas suffisant a un vecteur aleatoire d' avoir toutes ses composantes variables 
gaussiennes pour qu'il soit lui-meme gaussien. 

VIII-3-2 Theoreme 

La fonction caracteristique de X, vecteur gaussien suppose centre est : 

n 

1 
qJ x (a) = exp(--a'1:a) 

2 

En effet, si on pose Y = a' X = I,aiXi ' la fonction caracteristique de Y s'ecrit : 
i=l 

q>y (t) = E(eitY ) = E(eita'x). 

On a alors q>y (1) = E(eia' X) = q> X (a) 

Or Y est une variable gaussienne centree de variance: V(Y) = a'La comme combinaison 
lineaire gaussienne de variables gaussiennes centrees. Sa fonction caracteristique s'ecrit: 

t 2 t 2 
q>y(t) = exp[--V(Y)] = exp[--(a'La)] 

2 2 

En posant t = 1, on obtient I' expression voulue pour q> x (a) . 

VIII-3-3 Propriete 

Les composantes d'un vecteur gaussien X sont independantes si et seulement si la 
matrice 1: est diagonale c'est-a-dire si et seulement si elles ne sont pas correh!es. 

Si la matrice Lest diagonale de termes V(XD, la variance de Y s'ecrit comme la somme des 
n n 

variances des Xi: a'La = I,alV(Xi ) ou a' est la transposee de a et q> x(a) = IT q> Xi (ai) . 
i=l i=l 
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VIII- 4) LOI NORMALE A DEUX DIMENSIONS 

VIII-4-1 Definition de la densite 

La matrice L de variance-covariance d'une loi normale a deux dimensions est la suivante : 

Le determinant de la matrice Lest : 

Soit X = (X" X2) un vecteur gaussien. Sa densite [(x" X2) est donnee par: 

1 exp{- 1 [(Xl - m1)2 _ 2p (Xl - m1)(x2 - m2) + (X2 - m2 )21} 
21C0'10'2 ~ 1 - P 2 2(1 - P 2 ) 0' 1 0' 1 0'2 0' 2 

VIII-4-2 Proprietes 

On suppose, ici, pour alleger les notations, que les esperances m, et m2 sont nulles. 

La densite du couple gaussien peut s'ecrire : 

• 

• 

La distribution marginale de la variable X, (respectivement X2) est la loi normale de 
parametres LG(O, 0",) (respectivement LG(O, 0"2)). 

La distribution conditionnelle de X2 sachant X, a pour loi: LG(p 0' 2 Xl' 0' 2 ~1 _ P 2 ) 
0'1 

La courbe de regression est la droite d'equation: E(X2 / Xl) = p 0'2 Xl 
0'1 

VIII-4-3 Theoreme 

Soit X = (Xt, X2) un couple gaussien it valeurs dans R2. Les variables Xl et X2 sont 
independantes si et seulement si elles ne sont pas correlees. 

Si les variables sont independantes, on sait qu'elles ne sont pas correlees. 

Si les variables ne sont pas correIees, alors COY (Xl, X2) = ° donc p = 0. La densite du vecteur 
X se decompose en un produit de deux densites gaussiennes LG (ml' O"l) et LG (m2, 0"2). 
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VIII- 5) LOI DU X2 (CHI-DEUX) 

VIII -5-1 Definition 

Xl, x 2, ••• , xn etant n variables normales, eentrees, reduites, independantes, on 
appelle loi du Chi-deux a n degres de liberte, la loi de la variable : 

n 

LxI 
i=1 

C'est donc la loi de la somme des carn':s des composantes d'un vecteur gaussien centre et de 
matrice de variance-covariance la matrice identite. 

VIII-5-2 Densite 

La densite de eette loi X2 s'eerit : 

1 U !!.-l 
g(u) = ---e 2 u 2 

n 

Les valeurs de sa fonction de repartition ont ete tabulees. 

VIII-5-3 Courbes representatives 
Dans la representation graphique ci-dessous, figurent les courbes representatives des densites 
des lois du Chi-deux pour les valeurs n = 2, n = 4, n = 8, n = 10 et n = 16 du parametre. 

0,5 

0,45 

0,4 Lois du Chi-deux 

0,35 

0,3 

0,25 

0,2 

0,15 

0,1 

0,05 

2,5 7,5 10 12,5 15 17,5 20 22,5 25 27,5 30 
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VIII-5-4 Theoremes 

VIII-5-4-1. Somme de lois du chi-deux 

Si la loi de X est la loi X2 (m), si la loi de Y est la loi X2 (n) ,et si X et Y sont 

independantes alors la loi de leur somme X+Y est la loi X2 (m + n). 

Par definition, X + Y est la somme de m+n variables norrnales centrees reduites 
independantes. 

VIII-5-4-2. Loi du chi-deux et loi Gamma 

Soit X une variable aleatoire suivant une loi Gamma de parametre r. La variable 
2X suit une loi du Chi-deux a 2r degres de liberte. 

L(X) = rr ::::} L(2X) = X2 (2r) 

La densite d'une variable du chi-deux a un degre de liberte est celle du carre d'une variable de 
1 _1/ t 

J(t) = -t /2 exp(--) 
.J2n 2 

Laplace-Gauss U2 . Elle s'ecrit : 

2 

On en deduit que la variable T = ~ suit une loi Gamma de parametre ~ . 
2 2 

VIII-5-5 Fonction caracteristique 

Elle se deduit de celle de la loi Gamma : 

1 
qJ X 2 (t) = ---p 

(1- 2it) 2 

VIII-5-6 Moments 

Soit X une variable aleatoire suivant une loi du Chi-deux a n degres de liberte : 

E(X) = n 

VeX) = 2n 

Par definition, la loi du chi-deux a n degres de liberte est la loi de la somme de n variables 
carres de variables norrnales centrees reduites independantes. Grace aux proprietes de 
l' esperance et de la variance : 

E(Ixl) = n 
i=1 

Si la loi de X est une loi x2(n) la loi de Y = X / 2 est une loi "(nl2. 

V(Y) =!!.-
2 

n 
V (X = 2Y) = 4 x - = 2n 

2 
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VIII- 6) LOI DE FISHER-SNEDECOR 

VIII-6-1 Definition 

Soit X et Y deux variables aleatoires independantes suivant des lois du Chi-deux 
a, respectivement, n et p degres de liberte ; on appelle loi de Fisher-Snedecor la loi de la 
variable: 

Z= Yn 
% 

Cette loi est tres importante en Statistique en particulier pour les intervalles de confiance (voir 
polycopie de Statistique). Decouverte en 1924 par Fisher, elle a ete tabulee par Snedecor en 
1934. 

VIII-6-2 Densite 

~ ~-1 
(!!.)2 t2 

Elle s'ecrit (de fayon peu simple) : (t) = r(n) p 
g 2 n ---=---n+-p-

VIII-6-3 

VIII-6-4 

Moments 

r (-) n 
2 (1 + - t) 2 

E(Z) = ~ pourp > 2. 
p-2 

P 

p2 n+p-2 
V(Z) = 2 --;- (p _ 2)2 (p _ 4) pour p > 4. 

Tables de la loi de Fisher 

Les valeurs donnees par la table dependent du seuil a et des degres de liberte n et p. Les 
tables 10 et 11 du polycopie de tables statistiques donnent les valeurs k et k' telles que: 

P(F(n,p) > k) = 0,05 et P(F(n,p) > k') = 0,01 

On peut remarquer si Z suit une loi de Fisher F(n, p) alors liZ suit une loi de Fisher F(p, n) 
et: 

1 1 
P(F(p,n) < -) = 0,05 et P(F(p,n) < -) = 0,01 

k k' 
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VIII- 7) LOI DE STUDENT 

VIII-7-1 Definition 

Soit X une variable normale centree reduite et Y une variable suivant une loi du 
Chi-deux de parametre n, independante de X. On definit la loi de Student it n degres de 
liberte comme la loi de la variable T definie par: 

X 
T=--

fln 
Une variable de Student est une variable centree. 

Les valeurs de sa fonction de repartition ont ete tabulees. 

VIII-7-2 Densite 

r(n + 1) 2 n+l 

La densite de la loi de Student a n degres de liberte est: J(t) = 2 (1 + ~) 2 

~r(!)r(n) n 
2 2 

VIII-7-3 Representations graphiques 

Dans Ie graphique ci-dessous, sont representees les densites des lois de Student pour les 
valeurs n = 1, n = 2, n = 4 et n = 9. 

-6 -5 -4 -3 -2 -1 o 2 3 4 5 6 

VIII-7-4 Moments de la loi de Student 

La variable etant centree, les moments d'ordre impair sont nuls : 

E (T) = 0 pour n > 1 

n 
V (T) = -- pour n > 2 

n-2 
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J.L3 = 0 pour n > 3 
3n 2 

J.L4 = pour n > 4 
(n - 2)(n - 4) 

VIII-7-5 Relations avec les lois de Laplace-Gauss et de Fisher-Snedecor 

• La loi de Student converge vers la loi normale centree reduite LG (0, 1) quand n ---7 +00. 

• Si Test une variable aleatoire de Student de parametre n, alors la variable T2 est une 
variable de Fisher - Snedecor F(1, n). 

VIII-7-6 Cas particulier de la loi de Cauchy 

Pour n = 1, la loi de Student correspondante est la loi du quotient de deux variables aleatoires 
normales independantes. Cette loi est appelee loi de Cauchy et a la caracteristique de ne 

posseder aucun moment. Sa densite est: f(t) = 1 2 . 
n(l + t ) 
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Ch. IX Processus aleatoires 
On dit qu'un systeme evolue de fayon aleatoire s'il prend au cours du temps une serie d'etats 
successifs dont on ne peut pas prevoir sa configuration a l'instant n+ 1 ni son evolution future. 
On cherche alors un modele mathematique susceptible de decrire Ie comportement de tels 
systemes a l'aide des observations des etats passes. En particulier, on a fait appel aux 
probabilites pour analyser ces evolutions. 

L'analyse de ces systemes debouche sur de nombreuses applications telles que l'etude des 
files d'attente, des arrivees de clients dans un service ou l'etude de phenomenes plus 
specifiquement physiques tels que la pression, Ie debit. .. 

IX- 1) GENERALITES SUR LES PROCESSUS ALEATOlRES 

On ne parlera ici que de processus aleatoires reels. 

IX-l-l Definition 

On appelle fonction aleatoire reelle une application de l'espace probabilise (n, C, P) dans un 
espace de fonctions de variables reelles, qui associe a tout element a de n, une fonction de la 
variable reelle t : 

ou Xt ( a) est la fonction : 

a ---7 X t (a) 

t ---7 Xt (a)(t)= X (a, t). 

Si t represente Ie temps, on parle de processus aleatoire ou stochastique. Si t prend des 
valeurs discretes equidistantes, on parle de series chronologiques. 

Pour a fixe, Xt (a), fonction du temps, est appelee trajectoire de a. 

A t fixe, Xt fonction de a est une variable aleatoire reelle sur (n, C, P). 

Un processus est donc decrit par une suite de variables aleatoires, indicee par Ie temps. 

IX-1-2 Moments 

Si la variable Xt admet pour tout tune esperance mt et une variance 0/ finies, celles-ci 
definissent des fonctions du temps. 

Toutefois des processus peuvent avoir meme esperance et meme variance et etre tres 
differents. C'est pourquoi on introduit deux caracteristiques du processus qui permettent de 
resumer sa regularite : 

./ Fonction de covariance: 

./ Fonction d'autocorrelation : 

( ) C(t,s) 
P t, s = ----'--'---...::... 

(Jt(Js 



78 Ch. IX • Processus aleatoires 

IX-1-3 Continuite 

Un processus aleatoire (Xt)t est continu en moyenne quadratique si : 

E[(Xt+h - X t )2] ~ 0 des que h ~ 0 

La continuite en moyenne quadrati que implique la continuite de l'esperance, de la variance et 
de la [onction de covariance. En revanche, elle ne permet pas d' en deduire la continuite des 
trajectoires. 

IX-1-4 Processus stationnaires 

IX-1-4-1. Definition 

Un processus est dit stationnaire si sa loi de probabilite est invariante par 
translation : 
P[(Xt1 < xl) fI ... fI (X tn < Xn)] = P(Xt1 +h < Xl) fI ... fI (X tn +h < Xn)] 'V(ti)i, 'Vh 

Les processus physiques sont pour la plupart stationnaires. En revanche, ce n' est pas Ie cas de 
la plupart des processus economiques. 

IX-1-4-2. Proprietes 

X t et XHh ont alors memes caracteristiques : 

IX-1-4-3. 

'Vt 

'Vt 

'V(t, s) 

Autres definitions 

E(Xt ) = m 

V(Xt ) = (12 

C(t, s) = C 

• Lorsque seules les proprietes ci-dessus sont verifiees, on dit que Ie processus est 
stationnaire au sens large. 

• Un processus tel que XHh - X t est stationnaire pour tout h, est dit a accroissements 
stationnaires. 

IX-1-5 Processus ponctuel 

On definit un processus ponctuel comme etant un processus caracterise par une 
famille de variables de Bernoulli (Xt)t, chaque variable Xt etant egale it 1 si un 
evenement se produit it l'instant t. Le nombre d'evenements arrives entre 0 et t definit 
une fonction aleatoire. 

Ces processus ponctuels sont tres utilises dans les etudes des phenomenes suivants : 

./ accidents dans une usine, 

./ arrivee de clients dans un service, arrivee de bateaux dans un port, 

./ appels telephoniques a un standard ... 
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IX- 2) PROCESSUS PONCTUEL DE POISSON 

IX-2-1 Definitions 

IX-2-1-1. Processus de Poisson 

Un processus ponctuel est dit processus de Poisson s'il represente une succession 
d'evenements aleatoires (Ei)ie [l,nl verifiant : 

./ Les temps d'attente entre deux evenements consecutifs sont des variables 
independantes (processus sans memoire) . 

./ La loi du nombre d'evenements arrivant dans l'intervalle {t, HT} ne depend 
que de T . 

./ Deux evenements ne peuvent arriver simultanement. 

IX-2-1-2. Cadence d 'un tel processus 

On appelle cadence du processus l'esperance de la loi du nombre d'evenements 
arrivant dans l'intervalle {t, HI}. 

IX-2-2 Lois associees au processus de Poisson 

IX-2-2-1. Etude de la probabilite qu'aucun evenement ne se produise pendant 
une duree h 

Soit Po(h) la probabilite qu'il ne se passe rien durant l'intervalle [t, t+h[. D'apres la deuxierne 
assertion sur les processus de Poisson, elle ne depend que de h. On en deduit que si h et k sont 
deux durees, en considerant les intervalles [t, t+h+k[,[t, t+h[ et [t+h,t+h+k[ et d'apres la 
troisierne assertion: 

'v'(h, k) PO(h + k) = Po(h)x Po(k) 

On en deduit Ie resultat suivant, ou c > 0 : 

PO(h) = exp(-ch) 

IX-2-2-2. Etude de la duree T separant deux evenements consecuti(s 

La probabilite que cette duree T soit superieure a test la probabilite qu'il ne se passe rien dans 
un intervalle de duree t, soit : 

P(T > t) = exp(-ct) 

On en deduit la [onction de repartition: 

P(T < t) = 1- exp(-ct) 

Cette [onction de repartition est celle de la loi exponentielle de pararnetre c. Son esperance est 
egale a : 

E(T) = 1/ c 
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On sait que cT suit alors une loi YI. 

IX-2-2-3. Etude de fa duree e separant n evenements consecutifs 

8 est la duree separant n evenements consecutifs EI, ... , En. Alors T I, ... , Tn-I est la 
succession des durees separant les evenements Ei et : 

E> = Tt + ... + Tn - t 

8 est la somme de n variables aleatoires independantes toutes de meme loi. Chaque CTi suit 
une loi YI donc c8 suit une loi Yn-l. La densite de 8 est donc : 

( 0)n-2 
fn-t (0) = exp(-cO) c c 

(n - 2)! 

La duree E> separant n evenements consecutifs suit une loi Gamma de parametre 
n-l. 

IX-2-2-4. Etude du nombre d'evenements se produisant pendant une duree T 

Soit N Ie nombre d'evenements se produisant pendant une duree T. La probabilite que N = n 
est: 

P(N = n) = P(N ~ n)-P(N ~ n+l) 

Soit 8 la variable aleatoire separant n evenements consecutifs. 

e 
P(8)O)= 1 fe-ct(ct)n-2dt 

r(n -1) 0 

T 
Donc P(N) n / T) = 1 f e-ct (ct)n-2 dt 

r(n -1) 0 

T T 
On en deduit : P(N = n) = _1_ f e-ct (ct)n-l dt - 1 f e-ct (ct)n dt 

r(n) 0 r(n + 1) 0 

En integrant par parties la premiere integrale, on obtient : 

(cT)n 
P(N = n) = exp(-cT)""""'---""""'--

n! 

On en deduit les resultats suivants : 

• E(N) = cT 

• c est la cadence c'est-a-dire l'esperance mathematique du nombre 
d'evenements aleatoires observes par unite de temps. 
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IX-2-2-S. Repartition des dates EIz ... , En dans l'intervalle de temps [0, T[ 

La probabilite pour que Ie premier evenement se passe entre t, et t, + dt, est: 

PCtI < El < tl + dtl) = e exp( -etl )dtl 

La probabilite conditionnelle que Ie deuxieme evenement se passe entre t2 et t2 + dt2 sachant 
la date a laquelle E, a eu lieu est : 

P(t2 < E2 < t2 + dt2 / El ) = e exp[ -eCt2 - tl)]dt2 

La probabilite qu' aucun evenement n' arrive apres En sachant la date de En est : 

exp[-e(T - tn )] 

On en deduit la densite de la loi de probabilite de (El, E2, ... ,En, N) : 

fCtl,t2, ... ,tn ,n) = en exp(-eT) 

D'ou la densite de la loi conditionnelle : 

g(t},t2, ... ,tn / N = n) = en exp(-eT) x n! 
(eT)n exp(-eT) 

n! 
g(tl,t2, ... ,tn / N = n) =-

Tn 

Les temps tl, t2, ... , tn constituent un echantillon ordonne de la loi uniforrne sur [0, T]. Si on 
s'interesse aux dates seules et non a leur ordre, la densite est divisee par n!, nombre d'ordres 
possibles. 

IX-2-2-6. Etude du processus 

Le processus Nt, nombre d'arrivees pendant un temps t, suit une loi de Poisson P(ct). On en 
deduit l'esperance et la variance: E(Nt ) = et et V(Nt ) = ct. 

On en deduit que Ie processus n'est pas stationnaire. En revanche, il est a accroissements 
stationnaires : la variable (NHh - Nt) suit une loi de Poisson de parametre h 

Cherchons la fonction de covariance de ce processus : 

./ Si s > t: N s = Nt + X ou X est une variable independante de Nt (processus 
stationnaire) et : 

C(t, s) = Cov(Nt , Nt + X) = V(Nt ) + Cov(Nt, X) = V(Nt ) car X et Nt sont independantes. 

On en deduit que: C(t, s) = et 

./ Si s < t on demontre, de la meme fayon, que C(t, s) = es 

On obtient enfin : 

C(t,s) = eXlnf(t,s) 

Cette fonction est continue en t = s. Le processus est continu en moyenne quadratique. 
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IX- 3) ApPLICATIONS AUX PHENOMENES D' ATTENTE 

Ces phenomenes sont decrits pour representer des arrivees aleatoires de clients a un guichet 
comportant plusieurs postes ou ils resteront durant un temps lui aussi aleatoire. 

Le cas Ie plus courant (et Ie plus simple) est celui pour lequel : 

./ Les arrivees suivent un processus de Poisson de cadence A 

./ Le temps de service obeit a une loi exponentielle de parametre /..l ou /..l est l'esperance 
du nombre de clients pouvant etre servis par poste et par unite de temps. 

On suppose que la file d' attente est illimitee et que l' ordre d' arrivee est respecte. 

On pose : 
A 

lfI=-
f1 

II est necessaire que: lfI < k ou k est Ie nombre de guichets, smon la file s'allongera 

indefiniment car Ie nombre moyen d'arrivees sera superieur au nombre moyen de departs. 

IX-3-1 Probabilites elementaires 

IX-3-1-1. Probabilite d'une arrivee pendant un temps dt infiniment petit 

On sait que Ie nombre d'arrivees X obeit a un processus de Poisson de cadence A. Donc la 
probabilite d' aucune arrivee pendant dt est : 

P(X = 0) = exp( -Nit) 

La duree dt est un infiniment petit donc, on en deduit : 

P(X = 0) == 1 - Nit P(X = 1) == Nit 

IX-3-1-2. Probabilite d'un depart pendant la duree dt 

La probabilite qu'il n'y ait aucun depart est celle d'une duree de service au moins egale a dt, 
c' est-a-dire : 

peT > dt) = exp( -f1dt) == 1- f1dt 

1 - peT > dt) == f1dt 

IX-3-1-3. Probabilites etementaires des evenements arrivant pendant Ie temps dt 

On a admis qu'il ne pouvait pas y avoir deux evenements simultanes donc il ne peut y avoir 
un depart et une arrivee pendant Ie temps dt. La probabilite qu'il y ait une arrivee et aucun 
depart est Ie produit Nit x (1- f1dt) == Adt, Ie terrne en dt2 etant considere comme 

negligeable. On obtient finalement : 

Un depart Aucun depart 
Une arrivee 0 Adt 

Aucune arrivee f1dt 1- Adt - f1dt 

Attention: s'il y a s postes de service, la probabilite d'un depart est sf1dt. 



Ch. IX • Processus aleatoires 83 

IX-3-2 Equations d'etat 

Nous recherchons les probabilites des etats du systeme Pn (t), c'est-a-dire les probabilites qu'il 
y ait n clients dans Ie systeme a l'instant t. Pour cela, nous allons examiner les differentes 
eventualites compatibles avec la definition du processus. 

IX-3-2-1. Premiere equation d'etat 

On cherche poet + dt). Deux possibilites apparaissent et seulement deux: 

./ II n'y a aucun client au temps t et il n'en arrive pas dans l'intervalle ]t, t + dt] 

./ II y a un client au temps t et il part durant l'intervalle ]t, t + dt] 

On en deduit l'equation: 

Po (t + dt) = (1- Mt)Po (t) + PI (t)Jldt 

IX-3-2-2. Equations d'etat pour n < k 

Cherchons Pn(t + dt) comme precedemment : 

./ II y a n clients au temps t et il n'y a aucun depart et aucune arrivee 

./ II y a (n+ 1) clients au temps t et il y a un depart 

./ II y a (n-l) clients au temps t et il y a une arrivee et aucun depart 

L'equation d'etat s'ecrit alors : 

Pn (t + dt) = (1- Mt - nJ1dt)Pn (t) + Pn+I (t)(n + I)Jldt + Pn- I (t)Mt 

IX-3-2-3. Equations d'etat pour n > k 

Le raisonnement est Ie meme que ci-dessus mais la probabilite elementaire d'un depart durant 
un temps dt est egale a lq..ldt. On obtient l'equation suivante : 

Pn (t + dt) = (1- Mt - kJldt)Pn(t) + Pn+I (t)kJ1dt + Pn- I (t)Mt 

IX-3-2-4. Resolution des equations 

L'evolution du systeme est decrit par les equations d'etat ci-dessus auxquelles il faut ajouter 
la relation: 

et les conditions initiales : 

Po (0) = 1 

Vn, Pn(O) = 0 

La resolution de ces equations fait appel a la transformation de Laplace et aux fonctions de 
Bessel. Toutefois, on s'interesse au regime stationnaire. 
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IX-3-3 Regime stationnaire 

IX-3-3-1. 

Sous la condition: 

Definition et etude du regime stationnaire 

A 
-<1 
J.Lk 

les probabilites Pn (t) peuvent etre considerees comme independantes du temps. C'est la 
caracterisation du regime stationnaire. 

En supposant donc, que ces probabilites ne dependent pas du temps, on obtient : 

APo = J111 

J1(n + l)Pn+l = (A + nJ1)Pn - APn-l 

J1kPn+1 = (A + kJ1)Pn - ,1,Pn- 1 

En resolvant ces equations de proche en proche, on obtient : 

1 A n 
Pn = - X (-) X Po 1 ::;; n < k 

n! Il 

1 A n 
Pn = k X ( - ) X Po n ~ k 

k! k n- Il 

On obtient Po en ecrivant que la sornrne des probabilites est egale a 1 : 

1 
Po = -----------

k-1 Ai Ak 
1 + It --. + -------,--

i=l i! Il I k! Il k (1 _ ~) 
Ilk 

IX-3-3-2. Cas extremes 

• Si Ie centre ne possede qu'un guichet, (k = 1) : 

Pn = (1- A)(A)n 
Il Il 

On retrouve une distribution geometrique de fonction de repartition: F(n) = 1- (A)n+1 
Il 

• Si Ie centre possede un grand nombre de guichets, Ie risque de file d'attente est tres faible. 
A la limite, Ie nombre d'usagers dans Ie centre est distribue suivant une loi de Poisson: 

1 A n A 
Pn = - (-) exp(--) 

n! Il Il 
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IX-3-3-3. Caracteristiques moyennes du regime stationnaire 

Appelons: 

N : Ie nombre d'usagers dans Ie centre 

F : Ie nombre d'usagers dans la file d'attente 

F = N - k pour N > k 

F = 0 sinon 

I : Ie nombre de postes inoccupes 

A : Ie temps d' attente 

A 
Po sons l/J = -

J.L 

On obtient par calcul toutes les caracteristiques suivantes : 

ql+l 
E (F) = Po x -----'-------::

(k - I)! (k _ cjJ)2 

E(I) = k - cjJ 

cjJk 
E( A) = Po x ---'-----::

p(k -l)!(k _ cjJ)2 

En regime stationnaire, on p eut remarquer que 

E(F) = AE(A) 

Enfin, dans Ie cas d'un guichet unique, on a les expressions tres simples suivantes : 

E(I) = Po = 1 - cjJ 

2 
E(F) = -cjJ- = cjJ E(N) 

1-cjJ 

E(A) cjJ 
p(1- cjJ) 
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