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PREFACE.

Le Calcul des probabilités est une des branches les plus attrayantes
des Sciences mathématiques et cependant 'une des plus négligées.
Le beau Livre de Laplace en est peut-étre une des causes. Deux
opinions, en effet, se sont formées, sans rencontrer presque de con-
tradicteurs : on ne peut bien connaitre le Calcul des probabilités sans
avoir lu le livre de Laplace ; on ne peut lire le livre de Laplace sans
s'y préparer par les études mathématiques les plus profondes.

La seconde de ces propositions est incontestable, et le Traité
analytique du Calcul des probabilités commence par deux cents
pages, au moins, dans lesquelles ’exposition des théories mathéma-
tiques qui doivent servir au calcul des chances est complétement
indépendante de toute application ultérieure. Laplace, aprés avoir
trouvé des méthodes nouvelles, devait leur donner la préférence : les
problémes sont choisis et les solutions proposées de maniére & mettre
en évidence l'utilité des fonctions génératrices.

Jai cherché dans ce Livre, résumé de Lecons faites au Collége de
France, a faire reposer les résultats les plus utiles et les plus célébres
du Calcul des probabilités sur les démonstrations les plus simples.
Bien peu de pages, je crois, pourront embarrasser un lecteur familier
avec les éléments de la Science mathématique. Si le signe f s'intro-
duit quelquefois; il suffit presque toujours d’en connaitre la définition.

Je me suis efforcé, a loccasion de chaque question, de marquer
avec précision le degré de certitude des résultats et les limites néces-
saires de la Science. La plupart des réflexions suggérées par l'étude
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approfondie des questions souvent controversées ont été proposées
dans un Travail dégagé de toute intervention des signes algébriques,
imprimé déja depuis plusieurs années. Il servira d’Introduction a

I’exposé complet des théories.

LES LOIS DU HASARD.

Comment oser parler des lois du hasard ? Le hasard n’est-
il pas I'antithése de toute loi? En repoussant cette définition,
je n’en proposerai aucune autre. Sur un sujet vaguement
défini on peut raisonner sans équivoque. Faut-il distraire le
chimiste de ses fourneaux pour le presser sur l’essence de la
matiére ? Commence-t-on ’étude du transport de la force
par définir I’électricité ? '

I.

Le mot hasard, intelligible de soi, éveille dans l’esprit
une idée parfaitement claire. Quand un joueur de tric-trac
jette les dés, s’ils ne sont pas pipés, s’il ne sait ni ne veut
amener aucun point plutdt qu’aucun autre, le coup est’ceuvre
du hasard. Les grands noms de Pascal, de Fermat, de Huy-
gens décorent le berceau du Calcul des hasards. On est
injuste en oubliant Galilée. Un amateur du jeu, qui observait
les coups et discutait les chances, lui proposa, comme cin-
quante ans plus tard le chevalier de Méré & Pascal, une
contradiction et un doute. Au jewde passe-diz, on jette trois
dés et 'on gagne si la somme des points surpasse ro. Les
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chances sont égales ; les combinaisons qui passent 1o forment
la moitié du nombre total. L’ami de Galilée, trés familier
avec les dés, s’étonnait de gagner par le point 11 plus souvent
que par le point 12 et de voir sortir 1o plus souvent que g.
Ces quatre points arrivent cependant chacun de six maniéres,
et pas davanlage. Pourquoi 12 est-il plusrare que 11 ? Faut-
il nier 'expérience ou douter du calcul? Il faut les accorder
en faisant mieux le compte. Les cas que 'on dénombre ne
sont pas pareils; 4, 4, 4, par exemple, qui donne 12, n’est
pas comparable a 4, 5, 2, qui donne 11 ; la premiére de ces
combinaisons est unique, chacun des trois dés doit amener 4;
4, 5, 2, au contraire, représentent six combinaisons, par
la méme raison qu’avec trois lettres distinctes on peut
écrire six mots différents. Attentif 4 tout circonstancier,
Galilée, au lieu de six chances, en montre distinctement
vingt-sept pourle point 11, vingt-cinq seulement pour le point
12. Le calcul, le compte, pour parler mieux, s’accorde, comme
toujours, avec I'expérience des joueurs. Gralilée n’en faisait
aucun doute. Quoique ce grand géométre Jacques Bernoulli,
pour avoir établi la loi sur des preuves, ait pris un rang
élevé entre les plus illustres, la conviction universelle des
joueurs a précédé ses profonds travaux. Quand un dé lui
montrait trop souvent la méme face, Panurge, qui s’y con-
naissait, pour y voir biffe et piperie, n’invoquait rien que
I'évidence. Ainsi faisait I’ami de Galilée : en comptant ro8o
fois le point 11 contre 1000 fois le point r2, il devinait une
cause et voulait la connaitre.

Un jour, & Naples, un homme de la Basilicate, en présence
de I'abbé (aliani, agita trois dés dans un cormet et paria
d’amener rafle de 6 ; il Pamena sur-le-champ. Cette chance
est possible, dit-on; ’homme réussit une seconde fois, et
I'on répéta la méme chose ; il remit les dés dans le cornet,
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trois, quatre, cinq fois, et toujours rafle de 6. « Sangue di
Bacco! s’écria 'abbé, les dés sont pipés! » et ils I'étaient.
Pourquoi ’abbé jurait-il? Toute combinaison n’est-elle pas
possible? Elles le sont toutes, mais inégalement. Galilée
nous en avertit. Commencons, pour aller pas & pas, par
jeter deux dés ensemble ou deux fois un seul dé, — les deux
cas n’en font qu’un. Si deux joueurs parient, I'un pour deux
6, 'autre 6 et 5, les chances, pour eux, sont inégales. Sonnesz
représente 1'une des trente-six combinaisons possibles; le 6
et 5 en réunit deux. Si I'un arrive deux fois plus que l’autre,
faudra-t-il accuser le hasard de partialité? attribuer au point
6 une antipathie occulte pour son semblable ? Cette interpré-
tation n’est pas & craindre.

Si, prenant soixante dés, on compare la réunion des
soixante 6, équivalente & trente sonnez de suite, avec la
combinaison qui contient chacun des six points précisément
dix fois, les nombres par leur immensité se dérobent a I'ima-
gination, et ’esprit troublé par une telle abondance cherche
les causes d’un mystére qui n’existe pas.

Avec soixante dés, pour amener soixante fois 6, une seule
combinaison est possible : chaque dé doit montrer le
point 6. Dix 6, au contraire, et dix fois chacun des autres
points, peuvent se distribuer et s’arranger avec tant de
variété que, si chacun des arrangements possibles était pré-
paré dans une boite d’'un décimétre carré sans que, dans
aucune boite, les mémes dés présentassent les mémes faces,
la cent-millioniéme partie de celles que la combinaison dési-
gnée enveloppe sous un méme nom pourrait couvrir un
million de fois la surface de la terre sans y laisser aucun vide.
Jeter les soixante dés & la fois, c’est charger le hasard de
désigner une des boites, et si, dans cette abondance, les
combinaisons peu nombreuses ne se montrent jamais, est-ce
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lui qui les exclut? La boite qui contient les soixante 6,
toutes celles méme qui en contiendraient plus de cinquante,
sont introuvables dans la masse comme des gouttes d’eau
désignées dans 1'Océan.

Sur le Pont-Neuf, pendant une journée ou pendant une
heure, on peut prédire résolument que les passants de taille
inférieure & deux métres 'emporteront par le nombre. Le
pont écarte-t-il les géants ? Quand, au jeu de dés, on annonce
quelles combinaisons prévaudront, c’est, comme pour les
passants du Pont-Neuf, une question d’arithmétique; les
combinaisons qu'on ose exclure forment, dans le nombre
total, si les épreuves sont nombreuses, une proportion beau-
coup moindre que, parmi les Parisiens, les hommes de six
pieds de haut.

Buffon, qui, ce jour-la, manqua de patience, fit jeter
une pi¢ce de monnaie en I'air 4040 fois ; il obtint 2048 fois
face au lieu de 2020. Un tel écart n’a rien d’inattendu.
Le jeu étudié par Buffon était moins simple que pile ou face.
Quelques millions d’épreuves ne pourraient ni en révéler ni
en infirmer la loi. L.a piéce jelée en lair est jetée de nouveau
et de nouveau encore, s'il le faut, jusqu’a I'arrivée de face.
Buffon, ayant amené face 2018 fois, a joué 2048 parties.

Un paradoxe singulier rend ce jeu, — ce probléme de
Saint-Pétersbourg, c'est le nom qu’on lui donne, — mémo-
rable et célébre. Pierre joue avec Paul; voici les conditions :
Pierre jettera une piéce de monnaie autant de fois qu’il sera
nécessaire pour qu’elle montre le coté face. Si cela arrive au
premier coup, Paul lui donnera un écujsi ce n’est qu'au
second, deux écus; s’il faut attendre un troisiéme coup, il
en donnera quatre, huit au quatriéme, toujours en doublant.
Tels sont les engagements de Paul. Quels doivent étre ceux
de Pierre ? La Science, consultée par Daniel Bernoulli, donne



X PREFACE.

pour réponse : Une somme infinie. Le part/ de Pierre, c'est
le mot consacré, est au-dessus de toute mesure.

Les géométres ont interprété de plusieurs fagons et dés-
avoué, comme excessive, la réponse irréprochable de la
théorie du jeu. D’Alembert écrivait en 1768 : « Je connais
jusqu’a présent cinq ou six solutions au moins de ce probléme
dont aucune ne s’accorde avec les autres et dont aucune ne
me parait satisfaisante. » Il en ajoute une sixiéme ou septieme,
la moins acceptable de toutes. L’esprit de d’Alembert, habi-
tuellement juste et fin, déraisonnail complétement sur le
Calcul des probabhilités.

Buffon, pour expliquer le paradoxe de Saint-Pétershourg,
allégue que posséder ne sert de rien si 'on ne peul jouir.
« Un mathématicien, dans ses calculs, — cesont les propres
paroles de Buffon, — n’estime I'argent que par sa quantité,
c’est-a-dire par la valeur numérique ; mais ’homme moral
doit I'estimer par les avantages et les plaisirs qu'il peut
procurer. » On promet & Pierre de doubler son gain &
chaque coup qui retarde l'arrivée de face, on ne peut dou-
bler que ses écus. Pierre ne demande rien de plus, Buffon
peut en étre certain. « L'accroist de chevance, avait dit avant
lui Montaigne, n’est pas l'accroist d’appétit au boirc, manger
et dormir... »; chacun peut allonger la liste. Daniel Ber-
noulli, réduisant cette distinction en formule, oppose a la
richesse mathématique une richesse morale que 'or accroit,
mais si lentement, que toutes les unilés, jusqu'a la derniére,
procurent un égal contentement.

Cette théorie condamne tous les jeux de hasard. Le con-
seil de ne jouer jamais, si excellent qu'il soit, ne peut étre
proposé pour une théorie du jeu. Supposons en présence deux
disciples de Bernoulli. «Si je gagne, dirait Pierre. qui est
pauvre, en proposant a Paul une partie d’écarté, votre enjeu
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de 3™ payera mon diner. — Repas pour repas, répondrait
Paul, vous me devrez 20™ encas de perte, car tel sera le prix
de mon souper. — Si je perdais 20", s’écrierait Pierre effrayé,
je ne dinerais pas demain ; vous pouvez, sans en venir la,
perdre 1oo0o00™, déposez-les contre mes 207 ; l’avantage,
Daniel Bernoulli I'atfirme, restera de votre cété. » — Ils ne
s’entendront pas.

Ceux qui suivent Condorcet et Poisson, sans contester la
bonne foi de Paul, tiennent ses engagements pour nuls. Si le
hasard amenait pile soixante quatre fois, Paul devrait payer
autant d’écus que le sultan des Indes ne put donner de
grains de blés & l'inventeur du jeu d’échecs Une telle pro-
messe esl léméraire ; si riche qu'on le suppose, Paul, ruiné
dés le trentiéme coup, ne pourra plus payer double. Ne
comptanl plus sur ses promesses, Pierre ne doit pas les payer,
ct le calcul régle le droit de Paul & 15 écus.

On propose a 50 personnes possédant chacune 20 millions
ct pas davanlage d’organiser une loterie a 20 millions le billet.
Le gagnant deviendra ’homme le plus riche du monde, les 49
autres seront ruinés. Les 50 vigésimillionnaires acceptent. Ils
sont peu sensés, mais équitables. La justice et la raison sont
choses distinctes. Au jeu de Saint-Pétersbourg, tout aussi
bien qu’a cette loterie, les espérances doivent étre payées;
il ne s'agit plus d'un seul, mais d’un nombre illimité de
milliards. Le probléme imaginé par Daniel Bernoulli dissi-
mule ingénieusement cette énorme mise. 1.’Algebre, en la
dégageant, met la chance & son juste prix.

Les conditions d’un jeu peuvent étre équitables et dange-
reuses ; iniques dans d’autres cas, mais acceptables. Est-il
déraisonnable, malgré le o, le double o et le refait, de risquer
5% 3 la roulette ou au trente-et-quarante ?

Quant ay probléme de Saint-Pétersbourg,il faut approuver
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absolument et simplement la réponse réputée absurde. Pierre
posséde, je suppose, un million d’écus et les donne & Paul en
échange des promesses convenues. Il est fou! dira-t-on. Le
placement est aventureux, mais excellent ; I'avantage infini
est réalisable. Qu'il joue obstinément, il perdra r partie,
1000, 1000 millions, 1 million de milliards peut-étre ; qu’il
ne se rebute pas, qu’il recommence un nombre de fois que la
plume s’userait & écrire, qu'’il différe surtout le réglement des
comptes, la victoire, pour lui, est certaine, la ruine de Paul
inévitable. Quel jour ? quel si¢cle ? On l'ignore ; avant la fin
des temps certainement, le gain de Pierre sera colossal.

Une fourmi transporte un grain de poussiere de la cime
du mont Blanc dans la plaine, retourne sur la hauteur, des-
cend une nouvelle charge et recommence toujours. Aprés
combien de voyages aura-t-elle comblé les vallées et nivelé la
chaine des Alpes? Le premier écolier, sans consulter I'aré-
naire d’Archiméde, fera le calcul sans erreur. Le dessein de
la fourmi dépasse ses forces, s’écrieront des gens sages ; elle
mourra & la peine. Condorcet et Poisson ne sont pas moins
sages. Pierre est un imprudent ; il entreprend, au dela de son
crédit, une opération beaucoup trop longue ; il est aussi cer-
tain pourtant de ruiner Paul que la fourmi de niveler la
Suisse.

Dans un probléme plus célebre et plus grave, la vie
humaine servait d’enjeu. L’inoculation, avant la vaccine,
était, contre la variole, le meilleur parti qu’on ptit prendre ;
mais 1 inoculé sur 200 mourait des suites de opération.
Quelques-uns hésitaient ; Daniel Bernoulli, géométre impas-
sible, calculait doctement la vie moyenne, la trouvait accrue
de trois ans et déclarait par syllogisme 'inoculation bienfai-
sante. D’Alembert, toujours hostile 4 la théorie du jeu, qu’il
n’a jamais comprise, repoussait, avec grande raison cette
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fois, I'application qu’on en voulait faire : « Je suppose, dit-il,
que la vie moyenne d’'un homme de trente ans soit trente
autres années et qu'il puisse raisonnablement espérer de
vivre encore lrente ans en s'abandonnant & la nature et en ne
se faisant pas inoculer. Je suppose ensuite qu’en se soumet-
tant a cette opération la vic moyenne soit de trente-quatre
ans. Ne semble-t-il pas que, pour apprécier 'avantage de
I'inoculation, il ne suffit pas de comparer la vie moyenne de
trente-quatre ans & la vie moyenne de trente, mais le risque
de 1 sur 200, auquel on s’expose, de mourir dans un -mois,
par l'inoculation, & I’avantage éloigné de vivre quatre ans de
plus au boul de soixante ans? »

On argumente mal pour vider de telles questions : sup-
posons que I'on puisse, par une opération, accroitre la vie
moyenne, non plus de quatre, mais de quarante ans, a la
condition qu'une mort immédiate menacera le quart des
opérés : un quart des vies sacrifié pour doubler les trois autres,
le bénéfice est grand. Qui voudra le recueillir ? Quel médecin
fera 'opération? Qui se chargera, eny invitant 4ooo habitants
robustes et bien portants d’une méme commune, de com-
mander pour le lendemain 1ooo cercueils ? Quel directeur de
collége oserait annoncer a 50 meéres, qu'empressé & accroitre
la vie moyenne de ses 200 éléves, il a joué pour eux ce jeu
avantageux et que leurs fils sont les perdants? Les parents
les plus sages acceptaient 1 chance sur 2003 aucun, sur la foi
d’aucun calcul, ne s’exposerait & 1 chance sur 4.

Un jeu, sans blesser la justice, peut causer de grands
dommages ; il peut éLre périlleux d’y échanger les chances de
perte et de gain, les régles que doivent suivre ceux qui
veulent commettre cette imprudence n'en regoivent aucun
changement.

+ Uningénieur calcule la charge capable d’abaisser dé o=, 50-
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le tablier d’'un pont. L’épreuve est inutile, imprudente, dan-
gereuse : le poids calculé est-il moins juste ? Il est mauvais de
trop charger un pont, mauvais aussi de jouer trop gros jeu.
Cela ne change ni la théorie du jeu ni celle de 1'élasticite.

Revenons au thépréme de Bernoulli.

S'il pleut un jour entier sur la place du Carrousel, tous les
pavés scront également mouillés. Sous une forme simplifi¢e,
mais sans rien retrancher, c’est 1a le théoréme de Bernoulli.
Il pourrait se faire assurément, lorsque tout alentour la pluie
tombe a torrents, qu'un certain pavé restit sec. Aucune
goutte n’a pour lui de destination précise, le hasard les dis-
perse, il peut les porter toutes sur les pavés voisins ; personne
ne le supposera sérieusement.

Telle est la puissance des grands nombres. Le hasard a des
caprices, jamais on ne lui vit d’habitudes. Si 1000 gouttes
tombent sur 1000 paveés, chaque pavé n’aura pas la sienne ;
§'il en tombe 1000 millions, chaque pavé recevra son million
ou bien peu s’en faudra. Si I'on jette deux dés 36 millions
de fois, le double-six, au lieu de 1 million de fois, pourrait
ne se présenter que 100000, et peut-étre n’arriver jamais.
Une telle exclusion soumise au calcul, d’aprés notre fagon de
parler, est déclarée impossible.

L’analogie va & lidentité. Considérons en effet, sur la
place, pendant la pluie, un carré de o™,6 de c6té. Partageons
la base, aussi bien que la hauteur, en 6 parties, portant
chacune un numéro d’ordre; découpons le carré, par des
paralléles aux cotés, en 36 cases égales désignées chacune
par les deux numéros placés en téte des bandes auxquelles
elle appartient ; une case répondra a 6,6 ; une autre a 5,6 ;
une troisiéme a 6,5 ; elles auront mémes noms que les coups
possibles avec deux dés. Chaque goutte de pluie tombant sur
le carré représente un coup de dés. Le hasard, dans les deux

I



LES LOIS DU HASARD. XV

épreuves, décide entre les mémes points. A la fin de la
journée, la pluie a également mouillé les 36 cases, les dés ont
amené les 36 points également : ou est la différence ?

Rien ne manque au rapprochement et le méme tempéra-
ment est nécessaire aux deux assertions trop précises. Il serait
fort étrange que les pavés, quoique mouillés également,
n’eussent pas recu dans le cours d'une journée quelques cen-
taines de gouttes en plus ou en moins ; de méme, sur quelques
millions de coups de dés, quelques points se montrent sans
doute un peu plus, d’autres un peu moins souvent.

Les rapports sont cerlains, non les différences, et c’est
malheureusement la différence qui ruine. On joue roo parties
a un jeu de hasard, I'enjeu est 207; il est peu probable, mais
possible, que 'on perde 65 parties. La perte de 30 louis
représente 30 pour 1oo du nombre des parties jouées.

Au lieu de 100 parties, on en joue 10000; une perte de 3o
pour 100, c'est-a-dire de 6500 parties, doit étre tenue pour
impossible. 5150 parties perdues supposeront, d’'aprés le
calcul, une fortune aussi adverse que 65 sur une série unique
de 100 parties; la perte correspondante, 300 louis, repré-
sente 3 pour 100 du nombre des parties jouées.

Sur 1 million de parties, une perte de 3 pour 100 suppo-
serait, contre les lois du hasard, un déréglement qui jamais
ne s’est vu ; 3 pour 1ooo représente une chance défavorable
équivalente a celle des deux hypothéses précédentes. Trois
parties sur rooo, pour 1 million de parties, feraient une
perte de 3000 louis; un jeu égal devient & la longue dange-
reux. Non seulement les lois du hasard permettent la ruine
du joueur, elles la prédisent. Tout joueur se ruinera si le
temps ne lui manque pas. Lagrange, Laplace et Ampére 'out
démontré ; leurs raisonnements n’onl corrigé personne, ils
intéressent tout le monde.

B. b
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Si deux joueurs jouent sans cesse jusqu'a la ruine de l'un
d’eux, le moins riche sera probablement vaincu. Le rapport
du nombre des parties gagnées ou perdues différera de moins
en moins de I'unité, mais la différence augmentera, comme
nous I’avons dit ; tant6t I'un sera en perte, tantdt 'autre. La
différence, petite d’abord, deviendra grande. La perte, dans
ses oscillations, frappera chacun des deux joueurs alterna-
tivement ; quand elle dépassera la fortune du perdant, la
ruine pour lui sera consommée. Le danger menace surtout,
on le comprend, le moins riche des deux joueurs. L’homme
qui joue sans limite et sans cesse accepte tous les adversaires,
dont ’ensemble, sans changer son sort, peut recevoir un
nom collectif : le public, qui n'est jamais ruiné, ruine les
imprudents qui l'attaquent.

Tout change quand les condilions du jeu sont inégales.
Le moindre avantage fait pencher la balance. Pour le jouevr
que les conditions favorisent, le gain augmente sans limite.
Au trente-et-quarante, par exemple, ’avantage du banquier
estun peu plus de 0,6 pour 100. Si I'on joue 100 partics, en
évaluant 3 1000™ la somme des enjeux pour chacune d’elles,
I’avantage réservé au banquier par les régles du jeu représente
6oo'. Les accidents du hasard produiront un écart dont la
valeur moyenne, indiquée par le calcul, est 8ooo™. Le
banquier, sur une série de 100 parties, adonc chances égales,
a trés peu prés, de perdre ou de gagner. La perte moyenne,
c'est tout son avantage, est un peu moindre que le gain
moyen. '

Sur 10000 parties, en supposant toujours l'enjeu de
1000™, 'avantage ménagé au banquier par les régles du jeu
représente 60000%. L’écart moyen, dix fois plus grand seu-
lement pour un nombre centuple de parties, est 80000™. La
perie du banquier sur 10000 parties sera donc un événement
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trés ordinaire; mais, en ce cas, la valeur moyenne de la
somme perdue sera 200007, tandis que, dans I'’hypothése
plus vraisemblable du gain, la valeur moyenne est 40000,

Sur 1 million de parties, le bénéfice régulier, équivalent &
I'avantage réservé au banquier, serait 6 millions; I'écart
moyen en plus ou en moins, 800000" seulement ; s’il gagne
moins de 5 millions, le banquier a eu du malheur; un gain
inférieur 4 4 millions serait invraisemblable, et il y a plus de
10000 4 parier contre 1 que son gain ne s’abaissera pas
au-dessous de 2 millions.

Laloi de Bernoulli, quand elle est mise en défaut, révéle
une cause perturbatrice du hasard.

Tels se montrent souvent les résultats du suffrage universel.
Supposons 1o millions d’électeurs. Attribuons 6 millions de
votes & un parti, celui de la majorité. 4 millions seulement &
la minorité. On forme 1000 colléges de toooo électeurs
chacun : tout candidat qui réunira plus de 5000 suffrages sera
élu. L'opinion approuvée par les quatre dixiémes des votants
serait représentée proportionnellement par 4oo députés sur
1000. Les lois du hasard ne lui accordent rien. Sur 1000
représentants, pas un seul pour elle. Le calcul réduit a zéro,
pour ainsi dire, la vraisemblance de toute autre hypothése.
Supposons, pour donner une idée des chiffres, que, saisissant
l'occasion pour tenter la chance, un joueur s’engage, dans
les conditions électorales supposées, a payer autant de
millions qu'il se trouvera de députés de la minorité vainqueurs
dans la lutte. On ne pourrait pas, en échange de ses pro-
messes, c’est la réponse rigoureuse, sinon acceptable, du
calcul, lui offrir équitablement plus d'un centime.

Ce centime pourrait lui cotiter cher. Les minorités, méme
beaucoup moindres, obtiennent quelques représentants. Les
électeurs n’étant pas associés par le sort, les influences
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locales triomphent des lois du hasard. C’est avec grande
défiance qu'il faut, sur les traces de Condorcet, éclairer les
Sciences morales el politiques par le flambeau del’ Algébre.

Les étoiles, sur la votite céleste, semblent semées sans
ordre et sans loi; 3000 environ, pour qui a la vue bhonne,
brillent au-dessus du notre horizon. Ptolémée, dans son Cata-
logue, n’en inscrivait que 1020. Un astronome dont le nom
est resté obscur sans injustice, 1'archevéque Mitchell, a fait
d’une idée ingénieuse et juste une application trop hardie.
Si le hasard distribuait sur la voite du ciel 3000 points bril-
lants, quelle serait la distance moyenne de chacun d’eux
a son voisin le plus proche? Le probléme est intéressant ;
Mitchell ne le résout pas ; mais, remarquant dans la constel-
lation du Dragon deux étoiles situées 4 3" 'une de l'autre, il
trouve que contre un tel rapprochement on pourrait, a priori,
parier 8o contre 1; dirigeant ensuite ses calculs sur le groupe
des Pléiades, Mitchell conclut & 500000 chances contre 1
pour qu'une cause, en dehors du hasard, ait rapproché les
six étoiles.

En proposant la mesure précise d’assertions aussi vagues,
on peut compromettre la Science. Si Mitchell, soupconnant
entre les étoiles un lien mécanique, avait tiré avantage de
leur rapprochement singulier, s'il avait déclaré vraisemblable,
trés vraisemblable, presque certain, qu'une cause particuliére
a tro.ublé pour elles les lois générales, il serait sans reproche,
mais la précision du chiffre ;7755 ne peut trouver d’ap-
probateurs. Les appréciations sans chiffres n’engagent a
rien, un chiffre engage la Science, et c'est sans aucun
droit.

L’application du calcul aux questions de ce genre est une
illusion et un abus.

«Les motifs de croire que, sur 10 millions de boules
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blanches mélées & 1 noire, ce ne sera pas la noire que je
tirerai du premier coup est de méme nature, a écrit Condorcet,
que le motif de croire que le Soleil ne manquera pas de se
lever demain. » I’assimilation n’est pas permise : I'une des
probabilités est objective, I'autre subjective. La probabilité
de tirer la boule noire du premier coup est 55555, DI plus
ni moins. Quiconque I’évalue autrement se trompe. La pro-
babilité pour que le Soleil se léve varie d’un esprit a I’autre.
Un philosophe peut, sans étre fou, annoncer sur la foi d’une
science que le Soleil va bientdt s'éteindre; il est dans son
droit comme Condorcet dans le sien ; tous deux I’'excéderaient
en accusant d’erreur ceux qui pensent autrement. L’assimila-
tion & une urne est le procédé de démonstration. Une urne
contient des boules blanches, peut-&tre aussi des noires ; on 'y
fait 1 million de tirages, tous donnent des boules blanches;
quelle est la probabilité pour qu'un nouveau tirage améne
une noire? Le calcul répond : 77555 «On a vu, conclut
Condorcet, 1 million de fois le Soleil se lever du coté de
l'orient, quelle est la probabilité pour qu’il manque demain?
La question n’est-elle pas la méme? » Elle est différente.
L’urne, dans le premier cas, est invariable; qui peul, dans
le second, savoir le train des choses ?

Paul, sur la foi de Condorcet, veut parier que le Soleil se
lévera demain. La théorie fixera les enjeux. Paul recevra 1
si le Soleil se léve et donnera 1 million s’il fait défaut. Pierre
accepte le pari. Au lever de chaque aurore, il perd 1f et le
paye. La chance pour lui diminue chaque jour, puisque le
Soleil compte un lever de plus. Paul consciencieusement
augmenle son enjeu ; consciencieusement aussi, Pierre con-
tinue a lui payer 1. Les conventions demeurent équitables.
Les parieurs voyagent, on parcourt vingt contrées, de 'oeci-
dent 4 D'orient, Pierre perd toujours; il poursuit sa chance
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cependant, conduit Paul vers le nord ; on franchit le cercle
polaire ; le Soleil reste un mois au-dessous de I’horizon ; Paul
perd 3o millions, croit I'ordre de nature perverti et soup¢onne
que 'urne est changeée.

Tarquin 'ancien, rebelle aux prétentions de I'augure Accius
Neevius, osa, dit-on, le mettre au défi. Ce que je pense est-il
possible ? demanda le roi. L’augure accepta I'épreuve. « Tu
peux donc couper ‘cette pierre? » Naevius prit un rasoir et
coupa le caillou. Avec une trés louable impartialité, Condor-
cet a cherché la chance de vérité. Le point de départ de son
calcul estle nombre des cailloux que, depuis l'invention des
rasoirs, on n'a pas réussi  couper, et, sans répondre du détail
des chiffres, il évalue & —;57757 la probabilité de I'anecdote. Il
est un peu naif. Un caillou que I'on coupe comme un radis
est un caillou miraculeux ou un faux caillou. La saine
philosophie dont il se vante repousse tout miracle ; 'accord
fait sous main entre Navius et le roi sauverait la vraisem-
blance. Pour résoudre le probléme, au lieu de compter des
cailloux, il faut comparer, si on le connait, le nombre des
princes capables d’imposture a celui des augures complaisants
et des historiens sans critique.

Le hasard, & tout jeu, corrige ses caprices. Les irrégula-
rités mémes ont leur loi.

Supposons qu’a un jeu de pur hasard une série de parties
ait été jouée. Précisons, pour plus de clarté : le jeu est pile
ou face ; la série de 100 parties. Pour chacune, on marque la
différence entre ie nombre des gains et le nombre normal 50.
SiI'on a gagné 44 ou 56 fois, on marque 6 dans les deux cas.
Chaque série, de cette maniére, se trouve caractérisée par
un nombre que nous appellerons ’écar? ; supposons obtenus
1t million d’écarts. Le hasard décide leur grandeur, comme
si I'on puisait 1 'million de fois dans un sac contenant des:
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boules de lolo. La différence est grande cependant : tandis
que toutes les boules sortiront également ou peu s’en faut,
les petits écarts seront les plus nombreux. Chacun se présen-
tera, & la longue, un nombre de fois proportionnel a la
probabilité que I'on peut calculer ; la régularité des résultats
peut recevoir une forme apparente et visible. Marquez sur
une ligne droite, a distances égales et petites, les chiffres o,
1,2, 3, ... représentant les écarts possibles. Par chacun de
ces points élevons une hauteur égale au nombre de fois que
I'écart s’est produit; les extrémités de ces lignes feront
paraitre une courbe, toujours de méme forme; le sommet
correspond au point o ; 'abaissement, & partir de ce point,
trés lent d’abord, s'accroit suivant une loi prévue par le
caleul. Si quelques irrégularités déparent le dessin, doublez,
décuplez le nombre des éprenves, I’exactitude des prédictions
est a peine croyable.

Les grands nombres régularisent tout. La moyenne de
tous les écarts peut étre prédite avec confiance : elle sera 4
si la série est de 100 épreuves, 40 sielleest de 10 000. Laméme
certitude s’altache & la moyenne des carrés des écarts, a celle
de leurs cubes, de leur quatriéme puissance. Pour des séries
de 100, par exemple, la moyenne des carrés est 25. Ces
prédictions sont stires. N’est-ce pas, pour ainsi parler, miracle
de voir un hasard aveugle dicter des résultats exactement
prévus ?

Aidée de ces théorémes singuliers, la dextérité des géo-
métres a su, chose merveilleuse, rencontrer sur ces voies
détournées une solution de la quadrature du cercle. Si, dans
une série d’épreuves suffisamment nombreuses, on divise la
moyenne des carrés des écarts par le carré de la moyenne, le

.

quotient est, & trés peu prés, la moitié de la surface du cercle -

I3

de rayon unité. Avec de la patience, le succés est certain.
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Beaucoup de joueurs, préoccupés de cette régularité
nécessaire dans les moyennes, cherchent, dans les coups qui
précédent celui qu'ils vont jouer, uneindication et un conseil.
Ce n’est pas bien entendre les principes. La Science, & ces
chiméres, ne reste pas sans réponse. La décision du bon sens
suffit, elle est nette et claire : & quoi bon la traduire en
Algebre? Le préjugé est opiniatre. Les géométres perdraient
a le combattre leur temps et leurs formules.

L’illusion repose sur un sophisme : on allégue la loi de
Bernoulli comme certaine ; elle n'est que probable. Sur
20000 épreuves, dit-on, & la roulette, la noire ne peut pas
sortir plus de 10500 fois, I'assertion de la Science est formelle.
Si les 10000 parties ont donné 6ooo noires, les 10000 .
suivantes ont donc contracté une dette envers la rouge. On
fait trop d’honneur 4 la roulette : elle n’a ni conscience ni
mémoire. En supposant qu’a une rencontre inouie succédera,
pour la réparer, un nouvel écart de la régle, on n’efface pas
Pinvraisemblance, on la redouble.

La certitude des lois de Bernoulli est celle d’un chasseur
trés adroit, qui, connaissant son arme, est certain d’abattre
une béte féroce a dix pas. La béte se présente, il la manque ;
en la voyant, furieuse, se ruer et 'assaillir, doit-il rester
impassible, confiant dans la certitude de I’avoir tuée?

I1.

Le hasard, sans choisir, régularise tout; la raison en est
que, si toutes les combinaisons, dont le nombre est immense,
étaient présentes matériellement, les moins nombreuses
deviendraient introuvables. Le hasard reste libre, mais la
carte est forcée.
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Appliquée aux dés, aux cartes, au jeu de rouge et de noire,
aux numeéros pairs ou impairs, a pile ou face, la théorie des
chances estindiscutable : rien n’y altére larigueurdes preuves;
I'Algébre exécute plus rapidement les dénombrements qu'avec
de la patience et du temps on pourrait faire sur ses doigts.
Tous les arrangements sont également possibles ; que les plus
nombreux se présentent, il n’y a pas de sujet d’étonnement.

La Physique, I’Astronomie, les phénoménes sociaux,
semblent, dans plus d'un cas, régis par le hasard. Peut-on
comparer la pluie ou le beau temps, I'apparition ou I’absence
des éloiles filantes, la santé ou la maladie, la vie ou la mort,
le crime ou I'innocence & des boules blanches ou noires tirées
d'une méme urne? Le méme désordre apparait dans les
détails, cache-t-il la méme uniformité dans les moyennes ?
Retrouvera-t-on dans les écarts les traits connus et la phy-
sionomie des effets du hasard ?

Tout événement qui alterne avec son contraire est com-
parable aux boules blanches ou noires puisées dans un sac ;
le sac est-il toujours le méme? est-il ouvert? Une force
intelligente, se proposant une fin, intervignt-elle dans une
mesure petite ou grande pour corriger les caprices du sort?
Le raisonnement ne peut devancer I'expérience ; les observa-
tions, soigneusement discutées, condamnent, en méme temps
que les sceptiques rebelles a tout rapprochement, les esprits
absolus qui prétendent tout soumettre au calcul.

L’empreinte du hasard est marquée, trés curieusement
quelquefois, dans les nombres déduits des lois les plus
précises. Une Table de logarithmes en témoigne. Pour 10000
nombres successifs, dans les Tables & 10 décimales de Véga,
je prends la septiéme figure du logarithme : rien dans ce
choix n’est laissé au hasard. L’Algébre gouverne tout, une
loi inflexible enchaine tous les chiffres. Si I'on compte cepen-
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dant les résultats, on aura, a trés peu preés, sur 10000, 1000
fois le chiffre 0, 1000 fois le chiffre 1 et ainsi des autres ; la
formule se conforme aux lois du hasard. Vérification faite,
sur 10000 logarithmes, le septiéme chiffre s’est trouvé ggo
fois égal & 03 997 fois & 1; 993 fois & 2; 1012 fois & 4. En
partageant les 10000 nombres en dix séries et prenant pour
chacune les moyennes des écarts, j'entends la différence entre
le nombre des apparitions de 1'un des chiffres et le nombre
normal 100, et les comparant & la moyenne du carré des
écarts, le rapport des nombres, qui, d’aprés les lois du
hasard, devrait étre 1,570796, moitié du nombre que les
géomeétres désignent habituellement par la lettre =, se trouve
égal 4 1,561 ; le méme calcul fait 4 ’aide du chiffre 1 donne
1,508, et la moyenne de ces deux résultats est 1,579. Les
trois premiers chiffres sont exacts.

La marque du hasard semble visible. Pouvait-on cepen-
dantle mieux tenira1'écart? Nos lois expriment une propriété
commune aux combinaisons les plus nombreuses ; elles se
vérifient quand on ne choisit pas, il ne suffit pas de choisir
pour s’y soustraing.

Le partage des naissances entre les deux sexes a été étudié
sur plusde 200 millions d’enfants. Depuis prés de deux siécles
le nombre des gargons a dépassé celui des filles ; aucun pays
ne fait exception ni aucune époque. Le rapport varie peu : le
nombre des garcons, pour 100 filles, est compris, pour un
grand nombre de naissances, entre 104 et 108. On s’est
demandé si cette supériorité observée chez toutes les races,
dans les villes comme 4 la campagne, au midi comme aunord,
chez les plus pauvres comme chez les plus riches, est une loi
de ’humanité ou un accident fortuit.

A notre époque et pour notre état social, ’évidence est
compléte ; ni les calculs ne sont nécessaires ni les raisonne-
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ments. Ils le sont pour un second probléme. Les variations
observées d'une année & l'autre pour un méme pays, d'une
province a l'autre pour une méme année, sont-elles assimi-
lables aux résultats capricieux du hasard? Peut-on voir dans
la constance approchée du rapport un témoignage suffisant de
laloyauté du jeu? Je précise la question : une urne, loujours
la méme, contient des boules noires et blanches ; on y puise
une boule au moment de chaque naissance. Pourrait-on sans
invraisemblance représenter par le nombre de bounles de
chaque couleur la proportion variable des naissances? Le
nombre des noires, bien entendu, I’emporte sur celui des
blanches dans la proportion qui convient au succés.

Les écaris de la moyenne produits par le hasard sur
1 million d’épreuves, pour un événement dont la probabilité
difféere peu de 3, ont pour valeur moyenne 4o00. De plus
grands écarts sont possibles assurément, mais leur proba-
bilité diminue rapidement. On peut parier 1000 contre I
pour un écart moindre que 1600. La probabilité d’un écart
supérieur a4 2000 est rrross- 1elles sont les indications du
calcul.

2000 naissances masculines en plus sur 1 million accroi-
traient de moins d'un centiéme le rapport du nombre de
garcons & celui des filles. Les rapports extrémes fournis par
la Statistique, 1,04 et 1,08, différent trop I'un de 'autre pour
permetire I'assimilation pure et simple aux effets du hasard.
Les conditions ne peuvent donc étre, en tout temps et en tout
pays, identiquement les mémes, mais la variation est petite.
Pendant 'année 1837, le nombre des gargons nés & Paris
est descendu & 10074 pour 10000 filles. Dans les hasards
d’un tirage au sort dont les conditions seraient invariables,
sur un nombre d’épreuves égal a celul des naissances an-
nuelles & Paris, on pourrait parier plus de 1 million contre. i:
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dant les résultats, on aura, a trés peu pres, sur 10000, 1000
fois le chiffre o, 10vo fois le chiffre 1 et ainsi des autres ; la
formule se conforme aux lois du hasard. Vérification faite,
sur roooo logarithmes, le septiéme chiffre s’est trouvé ggo
fois égal & 03 gg7 fois & 1; 993 fois & 2; 1012 fois & 4. En
partageant les 10000 nombres en dix séries et prenant pour
chacune les moyennes des écarts, j’entends la différence entre
le nombre des apparitions de I'un des chiffres et le nombre
normal 100, et les comparant & la moyenne du carré des
écarts, le rapport des nombres, qui, d’aprés les lois du
hasard, devrait étre 1,570796, moitié du nombre que les
géometres désignent habituellement par la lettre =, se trouve
égal & 1,561 ; le méme calcul fait a I'aide du chiffre 1 donne
1,598, et la moyenne de ces deux résultats est 1,579. Les
trois premiers chiffres sont exacts.

La marque du hasard semble visible. Pouvait-on cepen-
dant lemieux teniral'écart? Nos lois expriment une propriété
commune aux combinaisons les plus nombreuses ; elles se
vérifient quand on ne choisit pas, il ne suffit pas de choisir
pour s’y soustrairg.

Le partage des naissances entre les deux sexes a été étudié
sur plus de 200 millions d’enfants. Depuis prés de deux sié¢cles
le nombre des garcons a dépassé celui des filles ; aucun pays
ne fait exception ni aucune époque. Le rapport varie peu : le
nombre des garcons, pour 100 filles, est compris, pour un
grand nombre de naissances, entre 104 et 108. On s’est
demandé si cette supériorité observée chez toutes les races,
dans les villes comme a la campagne, au midi comme aunord,
chez les plus pauvres comme chez les plus riches, est une loi
de ’humanité ou un accident fortuit.

A notre époque et pour notre état social, 1'’évidence est
compléte ; ni les calculs ne sont nécessaires ni les raisonne-
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ments. Ils le sont pour un second probléme. Les variations
observées d’une année a I'autre pour un méme pays, d’'une
province & l'autre pour une méme année, sont-elles assimi-
lables aux résultats capricieux du hasard? Peut-on voir dans
la conistance approchée du rapport un témoignage suffisant de
laloyauté du jeu? Je précise la question : une urne, toujours
la méme, contient des boules noires et blanches ; on y puise
une boule au moment de chaque naissance. Pourrait-on sans
invraisemblance représenter par le nombre de boules de
chaque couleur la proportion variable des naissances? Le
nombre des noires, bien entendu, I'emporte sur celui des
blanches dans la proportion qui convient au succés.

Les écaris de la moyenne produits par le hasard sur
1 million d’épreuves, pour un événement dont la probabilité
différe peu de ;, ont pour valeur moyenne f4oo. De plus
grands écarts sont possibles assurément, mais leur proba-
bilité diminue rapidement. On peut parier 1000 contre 1
pour un écart moindre que 16oo. La probabilité d’un écart
supérieur & 2000 est 755555s- Lelles sont les indications du
calcul.

2000 naissances masculines en plus sur r million accroi-
traient de moins d'un centiéme le rapport du nombre de
garcons & celui des filles. Les rapports extrémes fournis par
la Statistique, 1,04 et 1,08, différent trop 'un de I'autre pour
permettre 'assimilation pure et simple aux effets du hasard.
Les conditions ne peuvent donc étre, en tout temps et en tout
pays, identiquement les mémes, mais la variation est petite.
Pendant I'année 1837, le nombre des garcons nés & Paris
est descendu & 10074 pour roooo filles. Dans les hasards
d’un tirage au sort dont les conditions seraient invariables,
sur un nombre d’épreuves égal a celui des naissances an-
nuelles 4 Paris, on pourrait parier plus de r million contre 1
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qu’une telle anomalie ne se produira pas. Que s'est-il passé
en 1837 2 On doit s’attendre & l'ignorer toujours. Dans
plusieurs départements, depuis le commencement du siécle,
le nombre des naissances annuelles des filles a surpassé excep-
tionnellement celui des garcons. L’anomalie a moins d’im-
portance que ’écart observé & Paris, elle se rapporte & des
nombres cing fois moindres.

La recherche des causes est délicate et obscure. Il est &
regretter, dit M. Quetelet aprés de longues et patientes
recherches, qu’on ait si peu de documents pour s’éclairer.

L’4ge des parents joue sans doute un grand role. Cette
explication semble la meilleure. Si on ne I'accepte qu’avec
doute, c’est que, masquée par le hasard, l'influence reste mal
connue ; I'4ge moyen du pére et celui de la mére varient peu
dans un méme pays. La variation des Ages peut cependant
expliquer, en partie au moins, les anomalies observées.

Allons plus avant et cherchons dans les eftets troublés les
traits généraux du hasard.

La quadrature du cercle déduite approximativement du
nombre des naissances ne laisse guére subsister de doutes.
En appliquant la formule des écarts aux 86 départements
pendant I’année 1878 etprenant dansl’ Annuaire du Bureau
des Longitudes les écaris entre le nombre des naissances de
garcons correspondant & 10000 filles pour chacun des dépar-
tements et la moyennepour la France entiére, etla comparant
& la moyenne de leurs carrés, au lieu du quotient 1,57 prévu
par la théorie, on obtient 1,75. La petitesse de 'erreur parait
digne d’attention.

La recherche des causes est le grand probléme : on le
transforme sans le résoudre. En enchainant les inconnues
aux inconnues, la Science s'agrandit et s'éléeve. Si chaque
effet n’avait qu'une seule cause, les énoncés au moins seraient
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faciles. La complication est plus grande. Dans le monde
immense des faits, les parentés existent & tous les degrés.
[’énuméralion des observations révéle les liens quand les
nombres sont grands. La discussion est délicate, le bon sens
la dirige, le calcul prononce.

L’inventeur d’un systéme associe, je suppose, la chute de
la pluie & un phénomeéne astronomique ; il a observé vingt
fois, sans une seule exception, qu'une pluie plus ou moins
forte suivait le phénoméne indiqué; ce rapprochement est
digne d’atlention. Mais c’est & Brest qu'on a observé; les
jours sans pluie, & Brest, sont une rare exception. Que vaut
alors la démonstration? Au Caire, elle serait décisive.

Il faut rapprocher, dans les cas semblables, le nombre des
coincidences observées de celui qui le remplacerait proba-
blement, si tout était réglé par le hasard. Si deux phénoménes
se présenlent chacun g jours sur 10, les coincidences, méme
trés fréquentes, ne prouvent rien. Si chacun d’eux revient
deux fois par an seulement, la coincidence, plusieurs fois
observée, sera difficilement attribuée au hasard. Difficile-
ment : l'indication est vague! elle doit I'étre. Quand les
géomeétres, dans les cas semblables, ont donné un chiffre
précis, ils ne tenaient aucun compte de la probabilité a prior:
du rapprochement qu’on a voulu faire, ou ils évaluaient, ce
qui revient au méme, tout & fait au hasard. Une cométe a
précédé la mort de César. Quelque nombreux et bien cons-
tatés que fussent les événements de ce genre, oserait-on
croire, sur la foi du calcul, que telles dmes sont tant nobles
et héroiques que de leur délogement et irépas nous est
certains jours devant donné signification des cicux?

Un géomeétre a trouvé une démonstration nouvelle du
théoréme de Bernoulli. J’en examine le principe, j’en parcours
les calculs, j’en vérifie quelques-uns, et, n’apercevant aucune
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objection et aucune méprise, je déclare avec confiance
I’exactitude de la méthode.

Le méme auteur propose une démonstration du célébre
théoréme énoncé par Fermat. J'examine le principe, je par-
cours les calculs, j'en vérifie quelques-uns, et, n’apercevant
aucune objection et aucune méprise, je continue & chercher la
faute. Pourquoi cette différence ? Si les cas sont identiques,
l'inégalité est-elle juste ? Les cas sont différents. I ’auteur qui
démontre le théoréme de Bernoulli enfonce une porte
ouverte, il ne peut guére trébucher au passage. Celui qui
démontre le théoréme de Fermat suit un sentier sans issue
connue ; les chances d'une chute, d’aprés l'expérience du
passé, y surpassent 100 contre 1 pour les plus habiles.

Toujours exact et précis dans I'énoncé des régles, Laplace
n'a pas manqué d’introduire cette probabilité a priori comme
point de départ et base nécessaire du calcul. Quelles que
soient les conditions du probléme, elle entre comme facteur,
presque toujours inconnu, dans la formule qui la résout.
L'illustre auteur de la Théorie analytique des probabilités
a plus d'une fois cependant donné des chiffres précis qu'il
faudrait changer avec I'hypothése arbitrairement adoptée
sur la probabilité a priori. Quand il assigne 1 826214 & parier
contre 1 comme mesure de la probabilité pour que le Soleil
se léve demain, 'affirmation, quelles que soient les atténua-
tions qui la suivent, repose sur une pure illusion.

Le rapport du nombre des décés a la population n’a pas
été moins soigneusement étudié que celui des naissances. Les
Compagnies d’assurances ont intérét & le connaitre et a en
grossir I'évaluation. La Statistique le montre a peu prés
constant. Les variations, quoique petites, sont supérieures a
celles du rapport des naissances des deux sexes. L’assimilation
a des boules tirées d'une urne de composition invariable n’est
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donc pas acceptable. La vicissitude des événements régle
sans cesse la composition de I'urne. Tantét c’est le choléra
qui passe et y verse des boules noires. Ce sont les eaux plus
pures et plus fraiches qui apportent des boules blanches. C’est
la disette qui rend les maladies plus abondantes et plus
graves, la guerre qui accroit les mauvaises chances dans
I'urne sans cesse renouvelée.

M. Dormoy, dans un livre savant et bien composé sur la
théorie des assurances, a cherché curieusement dans les
documents de la Statistique la confirmation de la loi des
écarts. Il introduit, sous le nom de coefficient de divergence,
le rapport de 1'écart observé & 1'écart moyen prévu par le
calcul.

Un phénoméne semble régulier, les chiflres quilerésument,
sans étre constants, varient peu d'une année i l'autre. On
peut composer une urne qui, sous l'influence du hasard,
représentera en moyenne, dans un grand nombre de tirages,
par les boules noires amenées, la loi de 'arrivée de ’événe-
ment. On nomme écart, pour l'urne, la différence avec la
moyenne annoncée par le calcul. L’écart, pour 1'événement,
est la différence enire le chiffre relatif & une année et la
moyenne générale. Si le hasard régle le phénoméne, le coef-
ficient de divergence différera peu de l'unité. Un rapport
plus grand révéle, s'il se maintient, I'influence d’une cause
perturbatrice. Un coefficient de divergence plus petit que
I'unité ferait deviner, au contraire, une action régulatrice
qui, surveillant pour ainsi dire le hasard, amoindrit les
inégalités et en efface le caractére. Tel est le cas d’un
observateur trop avisé qui, dans les cas douteux, altére et
corrige les observations pour en accroitre la vraisemblance.

Pour les naissances des filles et des gargons, le coefficient
de divergence & été 1,17 pour la France entiére, de 18324
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1841, et 1,38 de 1851 a 1864. Il confirme pour ces périodes
la supposition d’une probabilité constante.

Le rapport du nombre des naissance naturelles au nombre
total des naissances est moins régulier. Le coefficient de
divergence, de 1817 a4 1826, est égal a 15; pour le rapportt
du nombre des mariages a la population, le coefficient de
divergence, de 1829 a 1848, s’est élevé & 25.

Le rapport du nombre des décés & la population a pour
coefficient de divergence 86 | Les anomalies sont continuelles.
Le coefficient ne porte que sur des écarts, il faut le remarquer.
Le nombre des décés pendant une année étant supposé pour
la France entiére égal & 1 million et au trente-sixiéme de la
population, I'assimilation des Tables mortuaires annuelles
aux tirages faits 36 millions de fois dans une urne contenant
1 boule noire et 35 boules blanches peut étre tentée. Le
nombre des boules noires, comme celui des déces, différera
peu de 1 million ; mais, tandis que I’écart moyen, pour le
nombre des boules noires, sera égal & 8oo, celui des décés
sera 86 fois plus grand ; 86 fois 8oo font 68800, c’est moins
de 2 pour 1000 de la population. Une épidémie produisant a
Paris 4000 décés pour une année pourrait, pour le départe-
ment de la Seine, expliquer le coefficient 86. Le choléra de
1849 a fait périr 20000 Parisiens.

Les lois du hasard sont invariables, ce sont les conditions
du jeu qui changent. Poisson, pour les plier & lous les acci-
dents, a cru compléter I'ceuvre de Bernoulli en énongant sa
loi des grands nombres.

Pour que le hasard régularise 1’arrivée d’un événement et
que, sur un grand nombre d’épreuves, les rapports soient
certains, aussi bien que la loi des écarts, il faut que la pro-
babilité soit constante. Poisson supprime cette condition.

Un cas fictif trés simple montrera la portée du nouveau
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principe. Une urnc contient des boules numérotées, on y fait
une série de tirages ; mais, en remettant chaque fois la boule
quon a tirée, on néglige d’agiter et de faire le mélange:
les chances, peu a peu, deviennentinégales ; certaines boules
sorlent plus souvent que les autres, la théorie semble mise
en défaut. Continuez, dit Poisson ; pour prolongé que soit
le désordre, il est embrassé lui-méme dans la loi des grands
nombres; certaines boules sont dessus, vous les verrez
dessous un aulre jour;’homme peu soigneux a faire le
mélange aura un successeur plus consciencieux ou dont la
négligence, qu'il faut prévoir, profitera 4 des combinaisons
nouvelles ; tout & la longue se compensera. Citons ses propres
paroles : « Les choses de loute nature sont soumises 4 une
loi universelle qu’on peut appelerla loi des grands nombres.
Elle consiste en ce que, si 'on observe des nombres trés
considérables d'événements de méme nature, dépendant de
causes qui varient irréguliérement, tantét dans un sens,
tantot dans un autre, c’esl-a-dire sans que leur variation soit
progressive dans aucun sens délerminé, on trouvera entre
ces nombres des rapports a trés peu prés conslants ; pour
chaque nature de choses, les rapports auront une valeur
spéciale dont ils s’écarteront de moins en moins & mesure que
la série des événements observés augmentera davantage el
qu’ils atteindraient, s’il étail possible de prolonger cetle série
a I'infini. »

Tel est le résumé fait par Poisson lui-méme d’une décou-
verle qui se distingue bien peu des Jois du hasard, et &
laquelle il a, & peu prés seul je crois, attaché une grande
importance.



XXXTI PREFAGE.

III.

Aucune mesure n’est certaine, mille opérations succes-
sives donnent mille résultats différents. Non que I'observa-
leur, de mieux en mieux instruit, corrige ses défauts et
s'avance vers la perfection. Il n’en va pas ainsi. Les derniers
résultats ne ressemblent en rien & une limite dont on s’appro-
cherait par continuel progrés;les évaluations, tantét trop
petites, tantdt trop grandes, se succedent en confusion et sans
ordre comme des boules blanches ou noires puisées dans
une urne.

Bessel, aprés un siécle écoulé, comparail les observations
de Bradley aux résultats connus d’une théorie devenue
certaine. En classant les différences, dont le désordre est
complet, il trouva, sur 470 observations, 94 erreurs infé-
rieures a {5 de seconde, 88 comprises entre -5 et %, puis,
successivement, entre -5 el 5, entre -5 et &, ..., jusqu’a 17,
la plus grande des erreurs commises par Bradley, lesnombres
décroissants 78, 58, 51, 36, 26, 14,10, 7 et 8. Si les plus
petits sont les plus nombreux, I’honneur n’en revient ni a
ce grand observateur Bradley, ni aux constructeurs des
instruments de Greenwich ; leur excellence fait la petitesse,
non la loi des erreurs; un instrument médiocre, un obser-
vateur moins soigneux, remplaceraient les dixiémes de
seconde par des secondes, les secondes peut-éire par des
minutes ; & cela prés tout resterait pareil. La courbe des
erreurs en s’élevant conserverail la méme forme.

L’origine des erreurs est trés diverse. Les unes sont for-
tuites, I'enchainement en est infini; c’est tantdt l'air agité
par le vent, tant6t un ébranlement du sol, un nuage qui
passe, un rayon de soleil qui trouble I'observateur, tantét
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une attention précipitée ou distraite ; le hasard décide, mille
causes imprévues se réunissent, ajoutent quelquefois leurs
effets, quelquefois les retranchent, suspendent ou repren-
nent leur action : tout est incertain, tout change, sans incli-
nation dans aucun sens.

Il n’en va pas-ainsi des causes permanentes; c’est une
balance mal construite, les fils d’une lunette mal placés, un
métre trop court, un chronomeétre trop rapide. Les mesures
prises sous de telles influences n’entourent plus la valeur
exacte, mais une aulre, souvent fort différente ; une nouvelle
série de mesures, sous l'influence permanente des mémes
causes, se groupera autour de la méme moyenne.

Tout observateur soigneux étudie les erreurs constantes
et les corrige sans retrancher la cause ; rien ne trompe moins
qu’'une balance trompeuse. Qu'importe que les bras soient
inégaux, pourvu qu'on le sache? Qu’un gramme ait ggg mil-
ligrammes, un décimétre gg millimétres, 'observation ré-
duite conserve toute sa valeur. Toute mesure est comparable
4 un jeu; les erreurs possibles en plus ou en moins sont les
chances de gain ou de perte; les erreurs constantes chan-
gent les régles du jeu, les erreurs fortuites laissent le jeu
équitable.

La loi que doivent suivre, d’aprés une ingénieuse théorie,
et que suivent a trés peu prés, quand elles sont nombreuses,
les erreurs corrigées de toute inclination fixe, a éié propo-
sée par Gauss. L’histoire en est singuli¢re. En proposant
en 1809 une hypothése sur la théorie des erreurs, l'illustre
auteur ne prétendait nullement établir la vérité, mais la
chercher. Laplace, par une voie différente, sans beaucoup
de rigueur & son tour, avait obtenu la méme formule qui,
trés voisine souvent de la vérité, pourrait s’en éloigner sans
démentir la Science.
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Le principe de Gauss est fort simple : quand une gran-
deur a été mesurée plusieurs fois, les erreurs constantes
¢lant écartées (la précaution est nécessaire), entre plusieurs
résultals également dignes de confiance, la moyenne est, en
’absence de tout autre renseignement, la valeur la plus pro-
bable. Les conséquences de cet axiome sont belles et impré
vues, mais incertaines; Gauss en convient volontiers. Le
rapprochement des observations peut affaiblir la confiance
en quelques-unes d’elles. Si quatre pesées successives onl
donné 20%&, puis 27", 26™8 et 288, on se décidera sans
doute, quelles que soient les circonstances, a écarter la pre-
miére mesure pour adopter la moyenne des suivantes. Quoi
qu’il en soil, Gauss, sur ce fondement, établit ingénieuse-
ment une formule que l'expérience confirme. Le hasard,
quand les épreuves sont nombreuses, amenant chaque évé-
nement en raison de sa probabilité, il suffit, pour juger la
formule, de faire mesurer un grand nombre de fois une gran-
deur que I'on connail trés exactement a I’avance.

La probabilité des erreurs suit, d’aprés la formule, préci-
sément la loi des écarts dans les épreuves répétées. La ren-
contre n’est pas fortuite, Laplace I'a expliquée. Les erreurs
constantes étant écartécs, les accidents fortuils Lroublent
seuls chaque épreuve, ils sont analogues aux tirages fails
dans une urne. Laplace développe ce rapprochement, le
rend précis, transforme le probléme, et retrouve la formule
de Gauss.

Cette admirable et trés simple formule s’étend 4 toutes les
grandeurs, s’applique & tous les instruments, régit toutes les
observations et embrasse tous les procédés de mesure; les
différences, d’un cas a l'autre, si grandes qu’elles puissent
étre, se résument dans un nombre caracléristique représen-
tant la précision, U'erreur probable, le poids de l'observa—
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tion; peu importe le nom, un seul nombr» connu permet de
calculer loules les chances et de prédire, sur un grand nombre
d’épreuves, la distribution certaine des écarts.

Sil'on caractérise une séric de mesures par l'erreur pro-
bable qu'il y a chance d’atleindre ou de ne pas atleindre, en
prenant cetle erreur pour unilé, la probabilité d'une erreur
double différe peu de 5, celle d’une erreur quintuple
s’abaisse a 453 pour une erreur dix fois plus grande que
I'erreur probable, le nombre donné par la formule vaut une
déclaration d’impossibilité.

L'instrument, il ne faul pas l'oublier, est, aussi bien que
I'observateur, supposé sans défaut; on n’accepte en lui que
des défaillances, des accidents fortuils qu'aucune cause con-
stante n'incline dans aucun sens.

Les épreuves du tir, soil au canon, soit & la carabine,
mettent en évidence les effets du hasard; les erreurs for-
tuites ont pour origine, outre le coup d'eeil plus ou moins
juste el les distractions du pointeur, le poids variable du
projectile, les inégalités de sa structure, le tassement irré-
gulier de la poudre, les courants, les vibrations, '’humidité
des couches d’air traversées ; c'est pour cela que, sans chan-
ger en rien les conditions du tir, on voit les coups s’¢carter
les uns des aulres, en se groupant autour d'un point central,
autour du but lui-méme, si les erreurs constantes sont
écarlées.

Un savant professeur, M. Jauffret, a défini, par une image
fort nette, les lois de distribution des coups, idenliques,
d’apres le théoréme de Bernoulli, a celles des probabilités.
i, visant pendanl un long temps un méme but placé sur le
sol, on arréte chaque boulel au point méme de sa chute,
I’amas des projectiles présentera l'aspect d'une cloche dont
la base circulaire aurait le but pour centre; un tireur plus



X\XVI PREFACE.

adroit rétrécirait la cloche et la rendrait plus haute; une
moindre précision donnerait naissance a un solide moins
élevé, s’abaissant plus lentement vers le sol.

N’est-il pas merveilleux et presque incroyable qu’on puisse,
par le raisonnement seul, prédire ainsi la disposition des bou-
lets sans connaltre 'adresse du pointeur ni demander la pré-
cision de I'arme ?

Les formules, a dit Poinsot, ne donnent que ce qu'on y a
mis. Aucun raisonnement ne fait davantage; le dernier an-
neau d'une chaine de déductions est, pour qui sait 1y voir,
tout entier dans les hypothéses. Nous avons expressément
supposé, il ne faut pas I'oublier, qu'il n’existe dans I'arme ni
dans la maladresse du pointeur aucune cause d’erreur con-
stante ; il n’y a donc pas plus de chance, c’est I'hypothése
méme, de tirer & droite plutdt qu’a gauche, trop prés plutét
que trop loin. Faut-il s'¢tonner que le but se trouve au
centre des divers points alteints dans une longue série
d’épreuves ? Si plus de la moitié se trouvait & droite, on en
conclurait qu'une cause les y porte, et ce serait une erreur
constante.

Un doute peut s’élever encore. Les erreurs constantes
sont celles que I'on peut corriger, la maladresse est une
cause fortuite, un tireur maladroit atteint bien rarement le
but; au lieu de le cacher sous le sommet d’'un déme de pro-
jectiles, ne le laisserait-il pas au centre d’un grand vide?
Diogéne pensait ainsi : « Un jour, voulant s’esbattre, il visita
les archers qui tiroient a la butte ; entre iceux, un étoit tant
fautier, impérit et maladroit, que lorsqu’il estoit en ranc de
tiver, tout le peuple spectateur s'escartoit de peur d'étre par
lui féru. Diogénes I'avoit un coup vu si perversement tirer,
que la flesche tomba plus d’un trabut loin de la butte;
au second coup, le peuple, loin de cété et d’autre, s’escar-
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tant, il accourut et se tint en pied, jouxte le blanc, affirmant
cetuy lieu étre le plus siir et que I'archer fériroit tout autre
lieu, le blanc seul étre en seureté de traict. » La plaisanterie
fit rire. Il n’aurait pas fallu recommencer souvent; les
gouttes d’eau, guidées par le hasard, n’épargnent a la longue
aucun pavé. Pourquoi les projectiles, non moins nombreux,
c’est I’hypothése, éviteraient-ils le point vers lequel, adroi-
tement ou non, on s’étudie & les diriger tous?

Dans la formule de probabilité des erreurs, la rigueur,
nous I'avons avoué, n’a pas été mise; ’axiome supposé est
loin d’étre évident ; les conséquences sont comme lui discu-
tables. Dans les concours de tir 4 la carabine, chaque tireur
ayant droit & un certain nombre de balles, on décide du mé-
rite de chacun par la distance moyenne de ses balles au but.
La théorie consultée prescrirait une autre régle : la plus
petite moyenne du carré des écarts caractérise mieux le plus
adroit. La décision, je crois, a été prise pour ’armée belge.
Le changement est de petite conséquence, et sur un grand
nombre d’épreuves toutes les méthodes s’accorderaient;
toutes deux, la seconde surtout, traitent trop sévérement le
tireur, si adroit qu’il se soit montré, dont un coup s’est égaré
des autres. Supposons, pour donner des chiffres simples,
qu’un tireur ayant placé neuf balles & la distance moyenne 1
du but, la dixiéme s’en écarte a4 la distance 10. D'aprés la
premiére régle, la moyenne générale étant 1,9, il sera pré-
féré a celui dont toutes les balles seraient & la distance 2
cela parait juste. La seconde régle, celle qui s’appuie sur la
loi de probabilité des écarts, placerait avant lui le tireur
dont Loutes les balles seraient a la distance 3. Peut-éire vau-
drait-il mieux, sans tant raffiner, s’en tenir a la vieille mé-
thode, qui réserve le prix & qui le plus souvent touche la
mouche, sans rechercher I’écart des balles moins heureuses.



XANVIIL PREF ACE.

[.a formule de Gauss déclare, pour ainsi parler, certains
cas impossibles. N'invite-t-elle pas par la, quand ils se pré-
sentent, & se défier un peu d'elle? Les cas exceplionnels
échappent & toute régle. Le bon sens ne perd jamais ses
droits : opposer & I'évidence une formule démontrée, c’est a
peu prés comme si, pour refuser & un homme le droit de
vivre, on alléguait devant lui un acte de décés authentique.

La moyenne d'un grand nombre de mesures, quand on
écarte les erreurs conslantes, esl une mesure plus précise
que celles qui I'ont fournie: l'erreur probable est diminuce,
et la précision augmente comme la racine carrée du nombre
des épreuves.

Fourier connaissait ou soupconnait cette regle : pour
prendre la hauteur de la pyramide de Chéops, il fit simple-
ment mesurer par des soldats les 203 marches de ce gigan-
tesque escalier. « Vos hommes manquent d’habitude, disait-
on: les surfaces sonl irréguli¢res, les arétes sonl inclinées ;
aucune précision n'est possible, et I'erreur commise sur
chacjue marche sera multipliée par 203. — Ellelesera par 14
seulement, répondit-il résolument, car 14 est la racine carrée
de 203. » La comparaison avec une mesure plus exacte aurait
pu le contredire; on ne la fit pas.

Entre les grandeurs inconnues enchainées par les for-
mules, la Science, dans chacue probléme, choisit pour la
déterminer direclement la plus accessible aux mesures.
Pour peser I'obélisque il n'existe pas de balance; une chaine
d’arpenteur donnerait Lrés lentement et trés mal la distance
de Paris & Rome. La théorie fournit des équations, on les
accepte loules, chacune est irréprochable; ' Algehre dégage
les inconnues; les chiffres malheureusement se contredisent
toujours. Que doit-on faire? Entre des mesures discordantes
on prend la moyenue: pour des équations, ce mot n’a pas
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de sens; & chacune, cependant, il faut un réle; la méthode
des moindres carrés enseigne et prescrit la meilleure com-
binaison.

Cette méthode, inventée par Gauss, proposée pour la
premicre fois par Legendre, a procuré plus d’une déception.

La masse de Jupiter, déduite par Newton de I'étude des
satellites, corrigée peu & peu par les progrés des observa-
teurs, calculée de nouveau par Bouvard a 'aide des pertur-
balions de Saturne, semblait fixée & -5 de celle du Soleil.
Les principes du calcul des chances permetlaient de parier,
suivant Laplace, 999 308 contre 1 que I’erreur n’est pas la
cenliéme partie de la valeur trouvée. Quelle ostentation de
consciencieux savoir! C'est ggg 308", ni plus ni moins, que
I'on peut risquer countre 1. On aurait eu tort de risquer dix
sous; on les aurait perdus; les perturbations de Junon I'ont
prouvé. Sans contester ce témoignage irréprochable de la
petite planéte, Poisson maintenait les principes. « Les caleuls
de Laplace, dit-il, ont donné, avec une précision voisine de la
certitude, une masse plus petite qu’elle n’cst réellement. Cela
ne provient d’aucune inexactitude dans les formules dont il a
fait usage; il y a Jieu de croire que la masse de Jupiter, un peu
trop petite, résulte de quelques termes fautifs dansl’expression
des perturbations. » Poinsol, son spirituel adversaire, pour
transformer l'apologie en épigramme, ne change rien au
trait que l'accent : « Aprés avoir calculé la probabilité d’une
erreur, il faudrait calculer la probabilité d’une erreur dans
le calcul. »

Peut-on, par des combinaisons habiles, s'assurer sur les
résultats d’observations imparfaites, puisées a4 des sources
douteuses? Onle peut, répond la théorie, pourcu qu’on n’ait
pas & craindre d’erreurs constantes. Le calcul échouera,
répond le bon sens. Les deux réponses sont d’accord.
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Lorsqu'en 1761, aprés soixante-dix années d’attente, les
astronomes de tous les pays distribuérent sur la portion du
globe désignée par Halley plus de cent observateurs du
passage de Vénus, -- la crainte du mauvais temps et I’émula-
tion du zéle pour la Science en accrurent ainsi le nombre, —
on croyait la méthode infaillible, et deux observateurs soi-
gneux, Halley I’avait prouvé, pouvaient sans aucun associé
donner la parallaxe exacte au centiéme de seconde. 60 ob-
servations, au lieu de 2, faisaient espérer par leurs combi-
naisons 1770 déterminations identiques. La déception fut
grande; les résultats variaient entre 7” et 11”. En combinant
15 observations européennes avec celle du Cap de Bonne-
Espérance, Short trouva une moyenne de 8”,47. L’obser-
vation de Tobolsk, combinée avec 15 autres, donnait g”,56;
en en supprimant 4, il restait 8”,69. Ces 4 observations,
2 de Stockholm et 2 de Tornéa, comparées a celle de Tobolsk,
auraient donné plus de 11”. L'opération était & refaire. Rien
ne fut épargné en 1769, le succés fut pareil. En combinant
les observations sans régle et sans méthode, les calculateurs
du xviu® siécle n’en purent montrer que 'incertitude. Encke,
en 1822, voulut reprendre dans leur ensemble les résultats
des deux expéditions, et, par un prodigieux travail, appli-
quant dans toutes ses prescriptions la méthode des moindres
carrés, il obtint 8”, 5776. L’erreur probable était o”, 0370.

Cette expression d’erreur probable exige une explication :
Perreur probable est celle qu'il y a chance égale d’atteindre
ou de ne pas atteindre; de celle-]a, nous 'avons dit, on
déduit toutes les autres. Contre une erreur huit fois plus
grande il n'y a pas, dit la théorie, 1 chance sur 1 million.
C’est justement celle-la qui s’est produite. La parallaxe,
aujourd’hui bien connue, surpasse le résultat d’Encke de
huit fois son erreur probable. Tous ces calculs devaient &tre
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stériles, rien ne garantissait contre les causes constantes, et
le nombre des observations douteuses n’était pas assez grand
pour assurer une compensation.

IV.

Tout semblait débattu sur les universaux, et tout oublié.
M. Quetelet, sans réveiller ce vieux probléme, a cru sérieu-
sement le résoudre, et, dans un livre riche de faits judicieu-
sement recueillis, a voulu définir et préciser le mot homme
indépendamment des hommes particuliers considérés comme
accidents. Sans discussion ni subtilités, le patient auteur
attribue a son type, par définition, la moyenne de chaque
élément variable d'un homme & l'autre. En relevant, par
exemple, les tailles de 20000 soldats, on a trouvé pour
moyenne 172,75; telle est la taille de '’homme moyen; au-
tour d’elle, dans la série des mesures, se groupent les tailles
plus grandes ou plus petites, exactement graduées suivant la
loi des écarts. Rien ne distingue les tailles des conscrits des
mesures qu'un observateur trés maladroit aurait prises
20000 fois de suite sur un méme homme de 1™,75, avec
des instruments bien grossiers, il faut le supposer, mais cor-
rigés de toute erreur constante.

M. Quetelet, dans ce rapprochement, voit une identité;
nos tailles inégales sont pour lui le résultat des mesures trés
mal prises par la nature sur un modele immuable, qui, seul,
révéle tout son savoir. 12,75 est la taille normale; pour
avoir un peu plus, on n’en est pas moins homme, mais ce
qui manque ou dépasse pour chacun est erreur de nature et
monstruosité.

Abailard, si habile & raisonner des choses, aurait réduit
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'argument en forme, mais on ne remue plus de telles subti-
lités. M. Quetelet, sur ce vieux champ de hataille des écoles,
n’a rencontré ni défenseurs ni adversaires.

La thése a cependant plus d'un inconvénient. L’homme
idéal, dit-on, représente en toute chose la moyenne de I'hu-
manité. Cela parait trés simple et trés clair, mais ces détails,
définis par régle et par compas, comment s’ajustent-ils? La
hauteur de la téte, par exemple, pourra, pour I’homme
moyen, se calculer par deux méthodes : on peut prendre la
moyenne des longueurs, ou, pour chaque individu, le rap-
port de la téte & la hauteur du corps, puis la moyenne de
ces rapports. Les résultats sont différents : comment les
accorder?

Grave difficulté et inévitable écucil! Pour le montrer avec
évidence, cherchons entre deux sphéres la sphére moyenne;
I'une a pour rayon 1; nous choisirons les unités de maniére
a représenter également la surface et le volume par 1. La
seconde sphére a, je suppose, pour rayon 3, pour surface g
ct pour volume 27; ces chiffres sont forcés. Les moyennes
2, 5 et 14 sont incompalibles; une sphére de rayon 2 aurait
pour surface 4 et pour volume 8 trés exactement; aucune
concession n’est possible, nulle sphére n’est difforme. Un
homme malheureusement pent I'étre, et M. Quetelet en pro-
fite; en associant le poids moyen de 20 000 conscrits a leur
hauteur moyenne, on fera '’homme type ridiculement gros
et, quoi quen ait pensé¢ Reynolds. un mauvais modéle
pour un peintre. Cet artiste éminent, dans ses lecons sur les
Beaux-Arls, avait, avant Quetelet, signalé dans ’homme
moyen le type de la beauté parfaite. Si tel élait le cas, a dit
Sir John Herschel, la laideur serait l’exception. Je n’en
apercois pas la raison. Aucun trait de la heauté parfaite ne
serait rare; distribués sans convenance, ils seraient sans mé-
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rite. L’harmonie fait la grice. Le hasard ap};ellerait sans
doute peu d’élus, et, n’en dé¢plaise a Sir John Herschel, dans
les assemblages incohérents, si la laideur formait I’exception,
le grotesque deviendrail la végle.

Dans le corps de 'homme moyen, Iauteur belge place
unc ame moyenne. Il faut, pour résumer les qualités mo-
rales, fondre vingt mille caractéres en un seul. L’homme
type sera donc sans passions et sans vices, ni fou ni sage, ni
ignorant ni savant, souvent assoupi : c’est la moyenne entre
la veille et le sommeil ; ne répondant nioui ni non; médiocre
en tout. Aprés avoir mangé pendant trente-huit ans la ration
moyenne d'un soldat bien portant, il mourrait, non de vieil-
lesse, mais d’une maladie moyenne que la Statislique révé-
lerait pour lui.

V.

L’application du calcul aux décisions judiciaires est, dit
Stuart Mill, le scandale des Mathématiques. L’accusation est
injuste. On peut peser du cuivre et le donner pour or, la
balance reste sans reproche. Dans leurs travaux sur la théorie
des jugements, Condorcet, Laplace et Poisson n’ont pesé que
du cuivre.

La réunion, quelle qu’elle soit, qui peut juger bien ou
mal, est remplacée dans leurs études par des urnes ou I'on
puise des boules blanches ou noires. « On peut, dans plu-
sieurs cas, — a dit Laplace, le plus grand des trois, le moins
imprudent, et 1ncomparable aux deux autres, — résoudre
des questions qui ont beaucoup d’analogie avec les questions
qu'on se propose, et dont les solutions peuvent &tre regar-
dées comme des approximations propres & nous guider et
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4 nous garantir des erreurs et des dangers auxquels les mau-
vais raisonnements nous exposent. Une approximation bien
conduite est toujours préférable aux raisonnements les plus
spécieux. »

Rien n’est plus sage : les bonnes approximations valent
mieux que les mauvais raisonnements; mais il n’y a, malgré
cela, moyen ni apparence de les réduire en acte pour rendre
la justice meilleure que les juges. On peut assurément sup-
poser le nombre des boules noires égal a celui des jugements
mal rendus, les deux problémes n’en restent pas moins fort
différents et, pour tout dire, sans analogie.

Un juge, supposons-le, se trompe une fois sur dix. Con-
dorcet et Poisson |'assimilent & une urne contenant g boules
blanches et 1 noire. Le sort des accusés resterait-il le
méme?

Sur 1000 épreuves, la boule noire sortira 100 fois, tout
comme, sur 1000 jugements, 100 seront mal rendus. Les
nombres se ressemblent, tout le reste différe. Quand un juge
se trompe, c’est que le cas sans doute est complexe et ardu.
On condamne & coup str le coupable qui avoue, on acquitte
en hésitant celui que 'on n’a pu convaincre; les 100 boules
noires de 'urne se montreront le méme nombre de fois,
mais tout autrement. Condorcet répondrait peut-étre que
pour la société, qui seule I'intéresse, le dommage et ’alarme
resteraient les mémes et qu'ils dépendent du nombre des
crimes impunis et des innocents déclarés coupables. Mais
une autre objection est sans réplique : 'indépendance des
tirages est supposée; les urnes, dans les calculs, échappent
a toute influence commune. Les juges, au contraire, s’éclai-
rent les uns les autres, les mémes faits les instruisent, les
mémes témoignages les troublent, les mémes sollicitations
les tourmentent, la méme éloquence les égare, cest sur les
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mémes considérants qu’ils font reposer la vérité ou ’erreur.
I ’assimilation est impossible.

« Condorcet a pris possession de 'univers moral pour le
soumettre au calcul. » C'est la louange qu’on lui a donnée;
on s’est demandé si c’est aprés I’avoir lu. Dans son Livre sur
La probabilité des jugements, il se propose d’abord deux
problémes. Premiérement : Quel est, pour chaque jugement
et pour chaque juge, la probabilité de rencontrer juste? En
second lieu : Quelle est la probabilité d’erreur & laquelle la
société peut se résigner sans alarmes?

La premiére question lui semble facile.

« Je suppose, dit Condorcet, que I’on ait choisi un nombre
d’hommes véritablement éclairés et qu'ils prononcent sur la
vérité ou sur la fausseté de la décision. Si, parmi les déci-
sions de ce tribunal d’examen, on n’a égard qu’a celles qui
ont obtenu une certaine pluralité, il est aisé de voir qu’on
peut, sans erreur sensible, les regarder comme certaines. »

C’est un concile infaillible, tout simplement, qu'il définit
et prétend convoquer. Sans douter, il hésite; non que les
hommes véritablement éclairés soient rares, gardons-nous
de le croire, mais leur temps est précieux; pour I’épargner,
Condorcet propose une seconde méthode dont Poisson, plus
tard, n’a pas apercu l'illusion. La probabilité d’erreur étant
supposée pour un juré, on peut, en augmentant leur nombre,
la diminuer sans limite pour I'ensemble. L’instrument est
trouvé, on n'a plus qu'a choisir. « Que I'on compte, dit
Condorcet, combien il périt de paquebots sur le nombre de
ceux qui vont de Calais & Douvres, et qu’on n’ait égard qua
ceux qui sont partis par un temps regardé comme bon par
les hommes instruits dans la navigation. Il est clair qu'on
aura, par ce moyen, la valeur d’un risque que, pour les
autres comme pour soi, on peut négliger sans imprudence. »

‘
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Préfere-t-on le danger de périr au Pont-Saint-Esprit, quand
on descend le Rhone de Lyon & Avignon? Les honnétes gens
s’y exposent sans fraycur. Veut-on, pour le faire courl, la
probabilité -2 Il ne faut que dire oui. Je n’invente ni
n’exagére. Dans une assemblée de 65 volants, on exigera la
majorité de g voix. Deux conditions seulement sont sup-
posées : chaque juge, isolément, ne doit se tromper qu'une
fois sur cinq. En jugeant la méme cause, le raisonnement
proposé le suppose, ils ne doivent pas non plus étre exposés
aux mémes chances d’erreurs.

Lorsque, 8 ans plus tard, Condorcet préférait le poison
4 une justice suspecte, s'il elit pu s’assurer en des juges cou-
rageux el honnétes, il n’en aurait pas exigé 65.

Laplace aborde trés modestement le probléme des juge-
ments : « La probabilité des décisions d’une assemblée
dépend, dit-il, de la pluralité des voix, des lumiéres et de
I'impartialité des juges. Tant de passions et d’intéréts parti-
culiers mélent si souvent leur influence qu'il est impossible
de soumettre le résultat au Calcul des probabilités. » I1 I'y
soumet pourtant, et Poisson, en fondant, dans son Livre, sur
des principes certains, des applications & peine douteuses,
a cru suivre son illustre exemple. Laplace cherche d’ahord,
pour les assemblées, le meilleur systéme de vote. Il est rare
que I'on puisse, en répondant oui ou non, exprimer toute
son ‘opinion. Plusieurs propositions, presque toujours, sont
relatives aux mémes objets. Le calcul, suivant Laplace, ne
conseille pas de les mettre aux voix successivement. Voici ce
qu'il faut faire : chaque votant recevra un nombre illimité
de boules, et I'on passera, pour recueillir les votes, autant
d’urnes qu'il y a d’'opinions en présence, en invitant chaque
votant & verser dans chaque urne un nombre de boules pro-'
portionnel 4 la probabilité qu'il attribue a la proposition.
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correspondante. Docile 4 la théorie du probabilisme, chacun
résistera 4 la tentation de verser sa provision tout entiére
dans I'urne favorable a I'opinion qui lui agrée le plus.

Les assemblées n’ont pas tenté I’épreuve; elles cherchent
le stir, comme Pascal, le probable ne leur suffit pas.

Laplace, reprenant une idée de Condorcet, cherche dans
le compte des votes concordants ou discordants des divers
juges la chance qu'ils ont de prononcer juste. Se séparant
pourtant de Condorcet sur un point de grande importance,
il fait varier cette probabilité d’une cause a I’autre, mais la
fait, dans chaque cause, égale pour tous les juges; la seule
donnée introduite est le nombre des juges favorables a chaque
opinion. Si un jury de douze négres prononce sur le vol
d’une banane, la probabilité de bien juger sera, d’aprés la
formule, précisément la méme, a majorité égale, que pour
douze conseillers 4 la Cour de cassation décidant une ques-
tion de droit.

La probabilité, dans les calculs de Poisson, reste la méme
pour toutes les causes; il n’ignore pas qu’elle peut varier,
mais il croit obtenir, sans doute, une de ces approximations
bien conduites dont parle Laplace.

Une urne contient des boules noires ou blanches; la pro-
portion est inconnue; il suffira, pour la découvrir, de faire
un grand nombre de tirages. Le rapport du nombre des
boules blanches sorties au nombre total des tirages fera con-
naitre leur proportion dans I'urne. La vérité, malheureuse-
ment, aussi différente de I’erreur que la couleur blanche I'est
de la noire, ne s’en distingue pas si facilement. .

Supposons, en second lieu, deux urnes en présence. On
ignore la proportion des boules noires ou blanches, et, &
chaque tirage, on fait connaitre, non la couleur des boules,
mais leur accord seulement ou leur désaccord. On nelpourra

B. d,



XLVIII PREFACE.

par de telles épreuves, si souvent qu’elles soient répétées,
déterminer la composition des urnes, mais seulement ren-
fermer le doute dans des limites plus ou moins étroites.

En consultant irois urnes au lieu de deux, le probléeme se
résout exactement. Si, tirant une boule de chacune, on sait
quelles urnes s’accordent & donner méme couleur, 'épreuve,
suffisamment répétée, fera connaitre, avec telle probabilité
qu’on voudra, la composition des trois urnes, sans distinguer
toutefois les cas ou les noires seraient changées en blanches,
et réciproquement.

Poisson et Cournot substituent aux trois urnes les trois
juges d’'un méme iribunal. Si Pierre, Paul et Jacques pro-
noncent sur un grand nombre d’affaires, on pourra, sans
savoir si leurs décisions sont justes ou injustes, connaitre
leurs différences d’opinion. La formule qui révéle les boules
blanches des urnes s’appliquera aux chances de bien juger,
en repoussant toutefois, pour chaque magistrat, la proba-
bilité de se tromper plus d'une fois sur deux. Mieux vaudrait
sans cela, aprés avoir vu, lu, relu, paperassé et feuilleté les
piéces du procés, jouer, comme faisait Bridoye, la sentence
a trois dés.

Les deux problémes assimilés par Poisson sont, en réalité,
tres différents. Si Pierre et Paul s’accordent souvent contre
Jacques, il peut se faire qu’ils aient, sur certains cas douteux,
une opinion pareille et que, en la repoussant, Jacques com-
prenne mieux la loi. Peut-étre Pierre et Paul montrent-ils
pour certains plaideurs une méme indulgence, pour d’autres
une égale.rigueur. Pour étre plus éclairé, plus droit, plus
impartial, Jacques alors serait diffamé par la formule. Si
Paul, quand un de ses collégues a opiné le premier, n’a pas
la hardiesse de le contredire, la formule y verra une preuve
de son mérite. Est-elle digne de confiance? Sans s’arréter a
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des difficultés aussi visibles, Poisson n’a pas craint d’assigner,
pour un juré pris au hasard, la probabilité de décider juste.
D’apres I'ensemble des documents interprétés par ses calculs,
chaque juré, en France, se trompe une fois sur trois. C'est
beaucoup : Condorcet n’en demanderait pas davantage.
Quelques centaines de ces jurés sans lumiéres lui suffiraient
pour promettre, au nom de la Science, aux accusés innocents
toute la sécurité d’un joyeux touriste qui, par un temps
serein, s’embarque sur une mer sans écueils.

VI.

L’action libre des étres humains, celle aussi des animaux,
quoi qu’en ait dit Descartes, méle & I’enchainement des effets
et des causes un élément inaccessible au calcul. La liberté
du choix produit, & parler rigoureusement, les seuls cas
fortuits.

Les lois du hasard étendent plus loin leur domaine. Un
homme agite un cornet, lance les dés, doucement ou avec
force, & droite ou & gauche, use sans contrainte de son libre
arbitre; il ameéne sonnez 1 fois sur 36.

On substitue au bras de chair des organes de cuivre et
d’acier. Une machine jette les dés, les ramasse, les lance
encore, mue par la force aveugle d’un ressort entretenue par
d’autres ressorts. Tout est déterminé; un géomeétre calcule a
I'avance la succession des points. La formule donne sonnez
1 fois sur 36.

Tous les soldats d’une nombreuse armée sont appelés tour
a tour 4 dire un nombre moindre que 7, le premier venu..
Dans leurs réponses, inscrites deux par deux, on rencontre
deux 6 1 fois sur 36. o

!
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D’ot1 vient cela? Les lois du hasard génent-elles la liberté
des efforts musculaires? réglent-elles 'ordonnance d’'un mé-
canisme aveugle? troublent-elles le caprice de 100000 ima-
ginations qui les ignorent? Il n’en est pas ainsi. Si l'on
influence la volonté de ces hommes; si le mécanicien, rebelle
4 la loi de Bernoulli, prend plaisir 4 la mettre en défaut; si le
joueur de dés s’y applique avec ou sans adresse, toutes nos
assertions seront fausses. A tout effort le hasard est docile;
sans souci de la régle, il suit les gros bataillons.

Le hasard est sans vertu : impuissant dans les grandes
affaires, il ne trouble que les petites. Mais, pour conduire
les faits de nature a une fin assurée et précise, il est, au
milieu des agitations et des variétés infinies, le meilleur et le
plus simple des mécanismes. Les vapeurs s’élévent, les vési-
cules se forment, les nuées s’épaississent, les vents les dis-
persent, les mélent, les entre-choquent, engendrent la tem-
péte et la pluie; le hasard conduit tout sans surveillance ni
délibération aucune, et, précisément parce qu’il est aveugle,
il remplit le lit de tous les fleuves, arrose toutes les cam-
pagnes et donne a chaque brin d’herbe sa ration nécessaire
de gouttes d’eau.
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CHAPITRE L

ENUMERATION DES CHANCES.

On estime la probabilité d un événement par le nombre
des cas favorahles divise par le nombre des cas possibles
La difficulte ne consiste que dans 'enumération des cas

LAGRANGE

1. Définition de la probabilité. L'égalité des chances est supposée dans la défini-
tion. — 2. Exemple d’'une énumération incorrecte. — 3. Autre exemple. —
4. Le nombre des cas ne doit pas étre 1ofini. Contradiction résultant de oubli
de cette condition. — 5. Second exemple. — 6 Troisiéme exemple. — 7. Qua-
triéme exemple. — 8, 9, 10, 11, 12, 13. Solution de quelques problémes par
'énumeération des chances. — 14. Prétendu paradoxe du chevalier de Méré. —
15. Combien faut-il tenter de coups pour obtenir une probabilité donnée de
produire au moins une fois un événement dont la probabilité est connue? —
16. Probléme du jeu de rencontre. — 17. Problemes relatifs aux tirages de boules
numérolées sans les remettre aprés chaque tirage. — 18. Probléme relatif au
dépouillement d'un scrutin de ballottage. — 19. Une urne contient des boules
numérotées, quelle est la probabilité pour que sur » tirages la somme des
points tirés ait une valeur donnée. — 20. Application au cas de trois dés.

1. La probabilité d’un événement est estimée par ’énumération
des cas favorables, rapprochée de celle des cas possibles.

On parie, en jetant un dé, qu'il montrera le point 4. Le dé a
six faces : six cas sont possibles, un seul est favorable. La proba-
bilité est 4. C'est une définition.

B. I
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On jette deux dés; les six points du premier, en s’associant aux
six du second, peuvent former trente-six combinaisons : la pro-
babilité d’amener une d’entre elles, double deux par exemple,
est 3.

La probabilité d’amener 3 et 4 est & : chacun des dés pouvant
donner 3 lorsque I’autre donne 4, il y a deux combinaisons favo-
rables 3 et 4, 4 et 3; on leur donne le méme nom, 3 et 4, mais
elles sont réellement distinctes.

La probabilité d’'un événement est le rapport du nombre des
cas favorables au nombre total des cas possibles. Une condition
est sous-entendue : tous les cas doivent étre également possibles.
La définition, sans cette restriction, n'aurait aucun sens. Ll peut se
faire que ’événement arrive, il se peut aussi qu’il n’arrive pas; ce
sont deux cas possibles, un seul est favorable. Toute probabilité
serail donc 4. L’errenr est grossiére. D’Alembert a élevé 'objec~
tion et refusé de passer outre.

Avant de compler les chances, il laut conslaler qu’elles ont

méme vraisemblance.

2. Trois coffrets sont d’apparence identique. Chacun a deux
uiroirs, chaque tiroir renferme une médaille. Les médailles du
premier coffret sont en or; celles du deuxiéme coffret en argent;
le troisi¢me coffrel contient une médaille d'or et une médaille
d’argent.

On choisit un coffret; quelle est la probabilité pour trouver,
dans ses Liroirs, une piéce d’or et une piéce d’argent?

Trois cas sonl possibles et le sont également puisque les trois.
coffrets sont d’apparence identique.

Un cas seulement est favorable. La probabilité est 3.

Le coffret est choisi. On ouvre un tiroir. Quelle que soit la
médaille qu'on y trouve, deux cas seulement restent possibles. Le
tiroir qui reste fermé pourra contenir une médaille dont le métal
différe ou non de celui de la premiére. Sur ces deux cas, un seul
est favorable au coffret dont les piéces sont différentes. La proba-
bilité d’avoir mis la main sur ce coffret est donc 4.

Comment croire, cependant, quil suffira d'ouvrir un tiroir
pour changer la probabilité et de § I'élever & 4?

Le raisonnement ne peut éire juste. Il ne P’est pas en effel.
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Aprés 'ouverture du premier tiroir deux cas restent possibles.
Sur ces deun cas, up seul est favorable, cela est vrai, mais les deux
cas n’ont pas méme vraisemblance.

Si la piéce qu’on a vue est en or, I'autre peut étre en argent,
mais on aurail avantage A parier pour qu’elle soit en or.

Supposons, pour en faire paraitre I’évidence, qu’au lieu de trois
colfrets on en ait trois cents. Cent contiennent deux médailles
d’or, cent deux médailles d’argent et cent une médaille d’or et
une médaille d’argent. Dans chaque coffret on ouvre un tiroir, on
voil par conséquent Lrois cents médailles. Cent d’entre elles sont
en or et cent en argent, cela est certain; les cent autres sont dou-
teuses, elles appartiennent aux coffrets dont les piéces ne sont pas
pareilles : le hasard en réglera le nombre.

On doit s’attendre, en ouvrant les trois cents tiroirs, & y voir
moins de deux cents piéces d’or : la probabilité pour que la pre-
miére qul se présente appartienne & I'un des cent coffrets dont
’autre piéce est en or est donc plus grande que j.

3. Supposons, pour second exemple, que Pierre et Paul jouent
aux boules; celui qui placera la boule la plus rapprochée du but
gagnera. Ils sont également habiles; mais Pierre a deux houles &
jeter, Paul v’en a qu'une. Quelle est la probabilité pour que Pierre
gagne?

Sur trois boules jetées par des joueurs également habiles, Pierre
en a deux. La probabilité de gagner est pour lui 3.

Ne pourrait-on pas dire cependant :

Chacune des boules de Pierre peut étre meilleure ou meins
bonne que la boule de Paul; quatre cas <ont donc possibles. Sur
les quatre, un seul fait perdre Pierre, celui ou ses deux boules
sont 'une et l'autre moins bonnes que celle de Paul, les trois
autres cas lui sont favorables. La probabilité de gagner, pour
Pierre, est 3.

L’énumération est exacte, mais les cas n’ont pas méme vrai-
semblance.

Paul a de bons et mauvais coups. Si la boule qu'il a lancée
"emporte sur la premiére boule de Pierre, il est & croire, sans
rien savoir de plus, qu’'elle n’est pas parmi les mauvaises. La
chance pour qu’elle soit moins bonne que la seconde boule de
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Pierre est diminuée. Parmi les quatre cas possibles, ceux dans
lesquels Pierre vaincu dans un coup est vainqueur dans l'autre
sont moins vraisemblables que ceux dans Jesquels ses deux boules
ont le méme sort.

4. Une remarque encore est nécessaire : l'infini n'est pas un
nombre; on ne doit pas, sans explication, l'introduire dans les
raisonnements. La précision 1llusoire des mots pourrait faire
naitre des contradictions. Choisir au Aasard, entre un nombre
infini de cas possibles, n’est pas une indication suffisante.

On demande, par exemple, la probabilité pour qu’un nombre,
entier ou fractionnaire, commensurable ou incommensurable,
choisi au hasard entre o et 100, soit plus grand que 50. l.a
réponse scmble évidente : le nombre des cas favorables est la
moiti¢ de celui des cas possibles. La probabilité est .

Au liea du nombre, cependant, on peut choisir son carré. Sile
nombre est compris entre 30 et 100, le carré le sera entre 2500
et 10000.

La probabilité pour qu’un nombre choisi au hasard entre o
et 10000 surpasse 2500 semble évidente : le nombre des cas favo-
rables est les trois quarts du nombre des cas possibles. La pro-
babilité est 2.

Les deux problémes sont identiques. D'odt vient la différence
des réponses? Les énoncés manquent de précision.

Les contradictions de ce genre peuvent étre multipliées &
I'infini.

3. On wace au hasard une corde dans un cercle. Quelle est la
probabilité pour qu’elle soit plus petite que le cé6té du triangle
équilatéral inscrit?

On peat dire : si 'une des extrémités de la corde est connue, ce
renseignement ne change pas la probabilité; la symétrie du cercle
ne permet d’y attacher aucune influence, favorable ou défavorable
a 'arrivée de I'événement demandé.

L’une des extrémités de la corde étant connue, la direction doit
étre réglée par le hasard. Si l'on trace les deux cétés du triangle
équilatéral ayant pour sommet le point donné, ils forment entre
eux et avec la tangente trois angles de 60°. La corde, pour étre
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plus grande que le co6té du triangle équilatéral, doit se trouver
dans celui des trois angles qui est compris entre les deux autres.
La probabilité pour que le hasard entre trois angles égaux qui
peavent le recevoir le dirige dans celui-la semble, par définition,
égale 4 3.

On peut dire aussi : si’on connait la direction de la corde, ce
renseignement ne change pas la probabilité. La symétrie du cercle
ne permet d’y attacher aucune influence, favorable ou défavorable
a l'arrivée de I'événement demandé.

La direction de la corde étant donnée, elle doit, pour étre plus
grande que le c6té du triangle équilatéral, couper I'un ou I'autre
des rayons qui composent le diamétre perpendiculaire, dans la
moitié la plus voisine du centre. La probabilité pour qu’il en soit
ainsi semble, par définition, égale & 1.

On peut dire encore : choisir une corde au hasard, c’est en
choisir au hasard le point milieu. Pour que la corde soit plus
grande que le c6té du triangle équilatéral, il faut et il suffit que
le point milien soit a une distance du centre plus petite que la
moitié du rayon, c’est-a-dire & I'intérieur d’un cercle guatre fois
plus petit en surface. Le nombre des points situés dans 'intérieur
d’une surface quatre fois moindre est quatre fois moindre. La pro-
babilité pour que la corde dont le milieu est choisi au hasard soit
plus grande que le c6té du triangle équilatéral semble, par défini-
tion, égale a 1.

Entre ces trois réponses, quelle est la véritable? Aucune des
trois n’est fausse, aucune n’est exacte, la question est mal

posée.

6. On choisit au hasard un plan dans Pespace; quelle est la
probabilité pour qu'il fasse avec I'horizon un angle plus petit

k
ue - ?
aeg
On peut dire : tous les angles sont possibles entre o et ;, la
probabilité pour que le choix tombe sur un angle inférieur & ’-4:-

est 1.
On peut dire aussi : par le centre d’une sphére, menons un
rayon perpendiculaire au plan en question. Choisir le plan au
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hasard, c’est choisir au hasard le point ou cette perpendiculaire
perce la sphere.

Pour que I'angle du plan avec ’horizon soit plus petit que Z—C,
il faut que la perpendiculaire coupe la sphére dans lintérieur

d’une zone dont la surface est
~ . T
'a'rrR2<x — cns-',—) = j=R? sin? &
3

Le rapport de la surface de cette zone a celle de la demi-sphére
est

2 sin? = = 0,29.

UD

La probabilité est donc o,29.
Cette question, comme la précédente, est mal posée et les deux
réponses contradictoires en sont la preuave.

On fixe au hasard deux points sur la surface d’une <phére;
quelle est la probabilité pour que leur distance soit inférieure
3 10/?

Le premier point peut &ire supposé connu, la position qu’il
occupe, quelle qu’elle soit, ne change rien 4 la probabilité cher-
chée,

Le grand cercle qui réunit les deux points peut étre également
supposé connu, les chances possibles sont les mémes dans toutes
les directions. Si l'on partage ce cercle en 2160 arcs de 10'. de ma-
niére que le point commun soit un point de division, les points
situés dans les deux arcs séparés par le point donné n-mplissent
seuls la condition demandée : la probabilité est donc 535 = 1547 -

On peut dire aussi : le premier point étant connu, pour que le
second soit & une distance moindre que 10/, il faut qu'il soit situé
dans une zone dont la surface est

4w R2sin? 5’ = {wR2 sin?

2160
Le rapport de la surface de celte zone & celle de la sphére est

0,0000012308 = !
' + = 236362

plus de deux cents fois plus petite que ;.
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Les probabilités relatives a4 la distribution des étoiles, en les
supposant semées au hasard sur la sphére céleste, sont impos-
sibles 4 assigner si la question n’est pas précisée davantage.

8. L’application directe de la définition, lorsque les cas pos-
sibles sont en nombre déterminé et d’égale vraisemblance, est
souvent, au contraire, un probléme facile appartenant a la théorie
des combinaisons.

Prosiiwe [. — On jette une piéce de monnaie n jfois de
suite. Quelle est la probabilité pour que pile et face se suc-
cédent dans un ordre assigné?

Pile et face, & chaque épreuve, sont également possibles. Toutes
les successions présentent des chances égales. Leur nombre, pour
n épreuves, est 27, car chaque jet nouveau présente deux cas pos-
sibles qui, 'un et l'autre, peuvent s’associer 4 chacune des combi-
naisons précédentes, dont le nombre est par conséquent doublé.
Parmi ces 2" combinaisons, une seule est demandée. La proba-

re . I ., . . ..
bilité est —. L'arrivée de face ou de pile est prise ici comme le

type d’un événement dont la probabilité est .

La probabilité de voir, a la roulette, la rouge et la noire se suc-
céder dans un ordre assigné serait exactement la méme.

Quelle est, par exemple, la probabilité pour que, la rouge se
montrant au premier coup, la couleur change sans interruption a
chacun des 29 coups suivants?

La probabilité est

S0 = 0,00000000093133.

La probabilité pour que, pendant les trente premiers coups, la
rouge et la noire se succédent sans que la méme couleur sorte
deux fois de suite est double de la précédente. La suite alternée
peut commencer par rouge ou par noire. Cela fait deux cas pos-
sibles.

9. Prosiime II. — Quelle est la probabilité pour obtenir
avec un dé & siz faces n fois de suite le pornt 3?
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A chaque jet, six cas sont possibles et peuvent s’adjoindre &
chacune des combinaisons précédentes, dont le nombre est ainsi
sextuplé. Le nombre des combinaisons possibles sur n épreuves

. ., I
est donc 67; une seule est demandée, elle a pour probabilité &

10. Prosrime IlI. — Quelle est la probabilité pour amener
avec deux dés une somme de points égale a 7?

Le nombre des cas possibles quand on jette deux dés est 36.
La somme 7 peut étre obtenue par 6 et 1, 5 et 2, 4 et 3. Chacune
de ces maniéres représente deux cas; 6 et 1, par exemple, peut
résulter de 6 donné par le premier dé avec 1 donné par le second,
ou de 1 donné par le premier avec 6 donné par le second.

Sur 36 cas possibles, 6 sont favorables; la probabilité est %
ou -:-;.

11. Prosrive IV. — Quelle est la probabilité pour amener
avec deuzx dés n fous de suite le point 7?

Le nombre des combinaisons possibles sur n épreuves faites
avec deux dés est 36~

Chacune des six combinaisons qui, 2 chaque épreuve, peuvent
amener la somme 7, en s’associant & toutes les précédentes, mul-
tiplie par 6 le nombre des cas favorables. Le nombre total de ces
cas pour les » épreuves est donc 62. La probabilité, rapport du
nombre des cas favorables & celui des cas possibles, est

62 1
36n — 6n
12. Provrime V. — Quelle est la probabilité, en jetant deur
dés, pour avouwr une somme de points égale it 8?

La somme 8 peut étre comme la somme 7, oblenue de trois
maniéres : 6 et 2, 5 et 3, 4 et 4; mais ces trois maniéres repré-
sentent cinq cas et non six. Le doublet 4 et 4 ne peut se produire,
en effet, que si les deux dés donnent 4. Le nombre des cas pos-
sibles est 5 et la probabilité est i5-
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13. Prosiime VI. — Quelle est la probabilité, en jetant

deux dés trois fois de suite, pour amener une fois au moins un
doublet.

Le nombre des combinaisons possibles sur trois épreuves est
363 = 46656.

A chaque coup, six combinaisons sont des doublets, trente n’en
sont pas. Le nombre total des combinaisons qui ne contiennent
aucun doublet est donc, sur trois épreuves, 303 ou 27000. Le
nombre des combinaisons qui contiennent un doublet au moins
est

363 — 303 = 19656.

La probabilité demandée est

-

9656
6656

= 0,421296.

EEN

14. Prosrime VI. — Quelle est la probabilité pour qu’en

Jetant deux dés n fois de suite on améne sonnez au moins une
Sfois?

A chaque fois que I'on jette deux dés, le nombre des associa-
tions de points possibles est 36; 35, sur ces 36, sont autres que
sonnes.

Le nombre des combinaisons possibles en n coups est 367; le
nombre de celles dont sonnez est exclu est 357; le nombre des
combinaisons qui contiennent une ou plusieurs fois sonnezs est

36n— 357,
La probabilité demandée est

36n — 357 35\~
36 T ('375)

Sil'on veut que cette probabilité soit 4, il faut déterminer n

par Uéquation
35 n— 1
' 36) =3
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On en déduit

l2

n= m = 2,|,603-

Si I'on parie d’amener sonnes en 24 coups, les chances de perte
'emportent sur celles de gain. C'est le contraire si 'on accorde
25 coups.

Le probléme précédent, proposé a Pascal par le chevalier de
Méré, a été occasion des premiéres recherches sur le Calcul des
probabilités.

« Je n’ai pas le temps, écrivait Pascal 4 Fermat, de vous envoyer
la démonstration d'une difficulté qui étonnait fort M. de Méré;
car il a un trés bon esprit, mais il n’est pas géomeire. Clest,
comme vous savez, un grand défaut. Il me disait donc qu'il avait
trouvé difficulté sur les nombres pour cette raison : Si I'on entre-
prend de faire 6 avec un dé, il y a avantage de I’entreprendre par
4 coups. Si l'on entreprend de faire sonnes avec deux dés, il y a
désavantage de ’entreprendre en 24 coups, et néanmoins 24 est
a4 36, qui est le nombre des faces des deux dés comme 4 est a 6,
qui est le nombre des faces d’un dé.

» Voila quel était son grand scandale et qui lui faisait dire
hautement que les proposilions n’étaient pas constantes et que
P’Arithmétique se dément. »

La réponse ne pouvait embarrasser ni Pascal ni Fermat.

11 semble que I’exemple d’un dé a deux faces, c’est-a-dire d’une
piéce de monnaie, aurait suffi pour ouvrir les yeux de Méré. Sur
1 coup, avec une piéce de monnaie, on peut parier sans avantage
ni désavantage, d’amener une fois pile. Avec un dé a six faces,
Méré le savait, il y a avantage a entreprendre d’amener un point
donné en 4 coups. La proportion est donc en défaut, et la peti-
tesse des nombres permet d’en apercevoir aisément la raison.

Lorsque le nombre des faces d’un dé s’accroit et lorsque ’on
augmente le nombre des tirages, le nombre total des cas possibles
et celui des cas qui contiennent un point donné ne croissent pro-
portionnellement ni au nombre des faces ni & celui des coups.

On peut s’en assurer soit par ’examen des cas les plus simples,
soit par la recherche d'une formule. La premiére méthode était



CHAP. I. — ENLMERATION DES CHANCES. 11

seule accessible au chevalier de Méré. Pascal, en voulant lui
expliquer P'autre, a apergu son grand défaut : il n’était pas géo-
métre,

15. Prosrime VIII. — La probabilité d’un événement est p,
combien faut-il tenter d’épreuves pour que la probabilité de
voir U'événement se produire au moins une fors dépasse une
Jraction donnée r?

Supposons que, dans une urne, soient contenues m boules
blanches et n boules noires, m et n étant telles que

m
m-+n

=1).

11 faut chercher combien de tirages doivent étre tentés pour que
la probabilité d’amener une boule blanche soit plus grande que r.

La boule sortie est remise dans ’urne aprés chague épreuve, de
telle sorte que la probabilité reste, & chaque tirage, égale 3 p.

Le nombre des combinaisons possibles, sur & épreuves, est

(m =+ n)f;

le nombre de celles qui ne contiennent pas de boules blanches
es! nk,
Le nombre des combinaisons contenant une boule blanche au

moins est
(m ~+ n)k— nk.

La probabilité demandée est donc

(m +n)k—nk n L p
T manp '—(m+n> =1—(—p).

Le nombre & des épreuves a tenter pour que cette probabilité
soit égale & r est donné par I'équation
1—(1—pY=r,
d’ou
_la—=r)

. =1

Cette valeur de k& n’est pas, en général, un nombre entier. Pour
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un nombre d’épreuves plus petil que 4, la probabilité de voir une
boule blanche sortir sera moindre que r; elle surpassera r si le
nombre des épreuves est plus grand que 4.

Le chevalier de Méré se scandalisait de ne pas voir & inverse-
ment proportionnel a p.

« Pourquoi, disait-il, pour p = ¢, k n’est-il pas six fois plus
grand que pour p=¢? »

La formule (1) sert de réponse pour les géométres; elle montre
que, pour de petites valeurs de p, la proportionnalité supposée par
de Méré s’éloigne peun de la vérilé.

On a, en effel,

l(l—-—p):—p———?—....

Si p est trés petit, on peat supposer
{(1—p) =—p.

Le nombre 4 des épreuves est donc, a trés peu prés, pour une
, . LI . .
valeur donnée de r, proportionnel a 2, pourvu que p solt trés
petit.
On a, en supposant les logarithmes népériens, ce qui est permis
dans la formule (1), dont cela ne change pas les rapports,

Yy =— [l2 =-—o0,6931.
3y =— 13 =—1,0986,
&% =— lio =—2,3025,
lygs =— l1oo =—4,6051,
l1o%55 =— l1000 =—6,9077,
I 15595 = — [10000 = — g,210.

La formule (1) donne donc les théorémes suivants :

Si un ¢vénement a pour probabilité NI" N étant assez grand pour

qu’on puisse négliger ﬁlz et prendre — 1—; pour le logarithme népé-
rien de 1— ﬁ, le nombre des épreuves qu’il faut tenter pour

Syey litds 4 2 9 99 999 9999 . H
acquérir les probabilités 4, 3, 3%, 5 o k¥ de voir I’événe-
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ment se produire au moins une fois est :

Pour la probabilité 1..... ... o,6gN
» 2. .. 1,008N
» .- .- 2,3025N
» 85 - . 4,605N
» 255 .- - 6.9o7N
» T IR g.210N

On peut s'expliquer sans calcul comment, avec le nombre des
épreuves, la probabilité s’accroit pour devenir rapidement une
quasi-certitude.

Le chevalier de Méré aurait accepté sans étonnement le premier
chiffre du Tableau. Il y a chance égale, il I'avait reconnu, pour
que sonnes, dont la probabilité est 4, arrive ou n’arrive pas en
24 coups, environ. 24 est les  de 36, comme 0,69N est, & peu
prés, les$ de N.

La proportion n’est pas exacle, mais approchée.

Quand le nombre des épreuves est 9,2N, on peut le partager en
14 groupes, environ, de 0,69N chacun. Celui qui a parié pour
Parrivée de I'événement une fois au moins en 9,2 N coups est dans
le méme cas que s’il était admis & renouveler quatorze fois une
épreuve qui dunne probabilité égale pour gagner ou pour perdre.

Ne pas voir une seule (ois 'arrivée de 'événement est, pour lui,
aussi peu vraisemblable que de perdre quatorze fois de suite &
pile ou face.

16. Prosiive 1X. — Quelle est la probabilité pour quen
tirant n boules de suite dans une urne qui en contient p., mar-
quées 1, 2, 3, ..., w1, et remettant la boule sortie aprés chaque
tirage, k numéros désignés soient sortis au moins une fois?

Lorsque % est égal & 1, un seul numéro étant désigné, le nombre
des combinaisons qui le contiennent est
(2) pr—(p—1)"

Il faut, en effet, retrancher du nombre total des combinaisons,
n. le nombre des combinaisons qui restent possibles quand le
numéro désigné est laissé en dehors.
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Pour avoir le nombre des combinaisons qui contiennent deux
numéros désignés, il faut retrancher de (2) le nombre des combi-
naisons qui, ne contenant pas le second, contiennent le premier;
ce nombre est donné par la méme formule, dans laquelle p est
remplacé par p —1,

(p—1pr— (p— 2.

Le nombre des combinaisons qui contiennent une ou plusieurs
fois deux numéros désignés est donc

(3) pr— 2 (= 1) — 20

Pour avoir le nombre des combinaisons qui contiennent trois
numéros désignés, il faut, de (3), retrancher le nombre des com-
binaisons qui, ne contenant pas le troisiéme, contiennent les deux
premiers. Ce nombre s’obtient en remplagant dans (3) p par
*—1; il est

(p—1)t—a2(p — 2)"+ (p—3)".

Le nombre des combinaisons qui contiennent une ou plusieurs
fois trois numéros désignés est

4) pr—3(p—1)r+ 3 (e — 2 — ( — 3)m

La méthode est générale. Le nombre des combinaisons qui con-
tiennent £ numéros désignés est

(.{

pr—k(p —1)t+ (H ). = (—k)n.

En divisant ce nombre par p”, nombre des combinaisons pos-
sibles, on aura la probabilité demandée.
s - S .
Sil'on suppose k = p, on aura la probabilité pour que n tirages
fassent sortir tous les numéros .

(35) I—P(x——) +‘J’(p'—1)< %)fl—....

La suite contient w -+ 1 termes.
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Si n et p sont grands, on a approximalivement

Ces formules d’approximation sont applicables aux premiers
termes de (5); les autres sont négligeables, et l'on peut représen-
ter approximativement la probabilité pour que tous les numéros
soient sortis en n lirages par

(x—e— ’&)P-

17. Proerime X. — Une urne contient yp boules marquées
1, 2, 3, ..., &. On les tire successivement, sans les remettre
dans Uurne quand elles sont sorties. Quelle est la probabilité
pour que, parmi k boules désignées, aucune ne sorte @ un rang

égal au numéro dont elle est marquée?

Les combinaisons dans lesquelles une boule désignée n’est pas
4 son rang sont au nombre :

(6) .2.3...p—r1.2.3...(p—1).

lL.e nombre de celles dans lesquelles deux boules désignées ne
sont ni 'une ni I'autre a leur rang s’obtiendra en retranchant de
(6) le nombre de celles dans lesquelles, la seconde boule étant a
son rang, la premiére, dans 'arrangement des p.—1 autres, ne
serait pas au sien. Ce nombre s’obtient en remplagant dans (6)
o par p—r1; il est

1.2.3...(p—1)—r1.2.3.. . (p—2).

Le nombre des combinaisons dans lesquelles deux boules dési-
gnées ne sont ni 'une ni Pautre & leur rang est, par conséquent,

(7) 1.2.3...p—2..2.3. . (g —1)+1.2.3. . . (r—2).
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Pour avoir le nombre des combinaisons dans lesquelles trois
boules désignées ne sont pas & leur rang, il faut retrancher du
nombre (7) le nombre des combinaisous dans lesquelles, la troi-
siéme étant & son rang, les deux autres ne sont pas aux leurs dans
les p.—1 boules restantes. Ce nombre s’obtient en remplagant
dans (7) w par g —1; il est

(8) 2.3 (p—1)—2.0.2.3.. (p—2)+1.2.3...(p—3).

La différence avec (7) est

2.3 . p—3.n2.3 . (p—1)+3.n2.3. . (p—2)—r1.2.3...(r—3)

La méthode est générale. Le nombre des combinaisons dans
lesquelles % boules ne sont pas a leur place est

( 1.2.3...0—k.r.o. 3. (p—1)

( ; ¢k —
9 | -'r%2—]1.2.3...(p.-—2)-—...i[.2.3...(p.—-/\").

La probabilité pour qu’aucune des boules désignées ne sorte &
son rang est le quotient de (9) par le nombre 1.2.3...u des com-
binaisons possibles.

En supposant & = p., on obtient la probabilité pour que, dans
le tirage de toutes les boules, aucune ne sorte a son rang; elle est

. 1 1 1
10 [—t — — — - ——— — ...
(1) 1.2 1.2.3 1.2.3.4

Le nombre des termes dont la loi est évidente est celui des nu-
méros de 'urne augmenté de un.

La série (10), si on la prolongeait indéfiniment, représenteraitﬁ-
Si donc p n'est pas un trés petit nombre entier, la probabilité

. . . .. 1
devient. quel que soit le nombre des boules, trés voisine de -
[

= 0,36787944.

I
e

Iy

La probabilité pour qu'un numéro au moins sorte & son rang
est

1— L = 0,63212055
e
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Voici. du reste, les valeurs, pour

=1, 2 ..., 10, II,

de la probubilité py,, 4 moins d’une demi-unité du septitme ordre
décimal :
P1 = 0.0000000,
P2 = 0,5000000,
0,3333333,
pu = 0.3730000,
ps = 0,3666667,
Ps = 0.3680536,

3
I

p: = 0.3678571,
ps = 0,3678819,
py = 0,3678792,
P1o=0,3678795,
P11 = 0,3678794.

On voit donc que, dés que p.est égal ou supérieur @ g, la diffé-

I . <y N
rence entre p et - r’atteint pas un millioniéme.

18. Prosrime XI. — Pierre et Paul sont soumis & un scrutin
de ballottage; Uurne contient m bulletins favorables & Pierre,
n favorables & Paul; m est plus grand que n, Pierre sera élu.
Quelle est la probabilité pour que, pendant le dépouillement
du scrutin, les bulletins sortent dans un ordre tel que Plerre
ne cesse pas un seul instant d’avoir ’avantage.

Le nombre des combinaisons possibles est celui des arrange-
ments de m + n lettres, parmi lesquelles m semblables entre elles
représentent le nom de Pierre et les n autres, semblables aussi,
représentent le nom de Paul.

Le nombre de ces arrangements est

1.2.3...{m+n)
1.2.3...m.1.2.3...n

Cherchons le nombre des arrangements dans lesquels Paul, a
an certain moment, aura le méme nombre de voix que Pierre.

Parmi ces arrangements, il faut compter tous ceux qui com-
B. 2
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mencent par le nom de Paul. Leur nombre est celui des arrange-
ments de m + n —1 lettres, parmi lesquelles m semblables entre
elles représentent le nom de Pierre, et les n — 1 autres celui de
Paul. Ce nombre est

1.2.3...(im+n—1) .
() 1.2.3...m.1.2.3. .. (n—1)’

ils forment la moitié, précisément, du nombre que nous cher-
chons.

Nous allons démontrer, en effet, que tous les dépouillements
commencant par le'nom de Pierre, et dans lesquels I'égalité des
suffrages se produit & un cerlain moment, correspondent un 2 un,
d’une maniére parfaitement délerminée, aux arrangements de
m + n—1 lettres dont le nombre est représenté par la for-
mule (11).

Représentons par la lettre A les bulletins qui portent le nom
de Pierre et par B ceux qui portent le nom de Paul.’

Considérons une combinaison commencgant par A et dans la-
quelle, 3 un certain moment, quand on appelle tous les termes &
partic du premier, le nombre des B est égal & celui des A. Arré-
tons-nous dans cetle énuméralion faile de gauche a droite la pre-
miére fois que cette égalité se produit. Enlevons le groupe déja
appelé, transportons-le & la fin de la combinaison, aprés avoir
enlevé le B qui le termine nécessairement. Nous formerons la
combinaison de m + n —1 lettres, conjuguée de celle que nous
avons choisie.

Par exemple, la combinaison

AABBABAB,

qui contient quatre A et quatre B, donnera

ABABAAB,

qui contient quatre A et trois B.

La combinaison de m + n —1 lettres, déduite, comme nous
P’avons dit, de l'une des combinaisons commengant par A dont
nous voulons faire le compte, permet, quand elle-méme est donnée,
de retrouver celle dont on I'a déduite. Il suffiv d’y appeler les
lettres en commengant par la droite jusqu’au moment, qui ne peut
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manquer de se produire, puisque les A sont en majorité, ou le
nombre des A surpassera d'une unité celui des B. On enlévera
alors le groupe ainsi défini pour en faire le commencement de la
combinaison, en le transportant & la gauche aprés 'avoir séparé
des termes non transportés, qui gardent leur ordre, par la lettre B
ajoutée a la fin.

Le nombre total des dépouillements dans lesquels le nombre
des lettres B, & un certain moment, atteint I’égalité est donc

1.2.3...(m+n—1)
"1.2.3...m.1.2.3...n —1

En le divisant par le nombre total des arrangements distincts

1.2.3...(m-+n)
1.2.3 ..m.1.2.3...n

2
le quotient

2n
m-n

(r2)

est la probabilité pour que Pierre, pendant la durée du scrutin,
perde, & un certain moment, l’avantage.
[La probabilité pour que Pierre garde toujours I'avantage est

. 2n m—n
m-+n_ m-+n

(13)
Clette ingénieuse démonstration est due a4 M. André.

19. Prosrime XII. — Ure urne contient . boules numé-
rotées 1, 2, 3, ..., x. Quelle est la probabilité pour que, dans
r tirages, la somme des numéros sortis soit égale a k?

On suppose qu’aprés chaque lirage la boule sortie soit remise
dans 'urne.

Le nombre des combinaisons possibles est u?, puisque chacun
des w. numéros peut sortir 3 chacun des n tirages.

Le nombre des cas favorables a4 1’événement demandé est le
nombre des maniéres de former une somme égale & kavec nnombres
inférieurs & p + 1. Cette somme est, évidemment, le coefficient
de ¢* dans le développement de

(1) (E+ 24 . th)”
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ordonné suivant les puissances de ¢. Par quelque voie que Pon
effectue ce développement, les coefficients des puissances de ¢
feront connaitre les numérateurs des diverses probabilités dont le
dénominateur commun esl p”.

Ona

-+t — g

P2 =
t—1

L’expression (1) peut donc s'écrire

(g — 1) (¢t —r1)n.

Les développements du deuxiéme et du troisiéme facteur se
feront par la formule du binome.

Le troisiéme donnera un développement illimité; mais la multi-
plication fera disparaftre tous les termes dans lesquels ’exposant
est négatif.

Le Tableau suivant a été formé par cette méthode. On ya inscrit
en regard de chaque somme demandée, et pour un nombre de
tirages inférieur 3 huit, le nombre des combinaisons qui la pro-
duisent en supposant p. = 6.

Les tirages peuvent étre remplacés par des dés, en nombre égal
a n, quel'on jette a la fois sur le tapis. La somme des points est
inscrite dans la premiére colonne verticale, le nombre des dés en
téte de chaque autre colonne, et le nombre des combinaisons sur
la colonne horizontale commengant par la somme demandée.

Nombre
demandé 1dé. 2dés. 3dés. 4dés. 5 dés. 6 dés. 7 dés. 8 dés.
1... b4 o 0 o o o o [
2.. I 1 o o o o o o
[ 1 2 1 [ o o [ o
oot 1 3 3 b o o [ o
Boo... I 4 6 4 e o () o
6...... I 5 10 10 5 I o o
Touu... o 6 15 20 15 6 1 o
8.utn o 5 21 35 35 21 7 I
9..... ) 4 25 56 70 56 28 8
10...... o 3 27 8o 126 126 84 36
M...... o 2 27 104 205 252 210 120
12... o I 25 125 305 456 462 330
13...... o o 21 140 420 756 917 792
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Nombre

demandé. 1dé. 2dés. 3dés. 4idés. 5dés. bdés. 7 dés. 8 dés
Y...... o o 15 146 540 1161 1667 1708
15...... o o 10 140 651 1666 2807 3368
16...... o o 6 125 733 22475 4417 6147
17...... o o 3 104 780 2856 6538 10480
18...... o o I 80 780 3431 9142 16808
19...... 0 o o 56 735 3906 12117 25488
20.. o o o 33 651 4221 15267 36688
21...... o o o 20 540 4332 18327 50188
22...... o o o 10 420 4221 20993 65808
23.. 0 o o 4 305 3906 22967 82384
... o o o I 205 3431 24017 98813
28...... o o o o 126 2856 24017 113688
26...... o o o o 70 2247 22967 123588
27.... o o o o 33 1666 20993 133288
28...... o o o [ 3 1161 18327 135954
29...... o o o o 5 756 13267 133288
30...... o o o o I 436 12117 125588

20. Prosriue XIII. — Combien faut-il jeter de fois tiois dés
pour avoir la probabilité p d’amener une fois au moins le
point 15?

La probabilité z d’amener 15 en jetant trois dés est, d’aprés le
Tableau précédent,
#% = 0,0462963.

La probabilité d’amener 15 une fois au moins en n coups est
I—(1—3z)7,
Le nombre n est donc donné par I’équation

(1—3)t=1—p;

on trouve, en faisant

={. .......... n= 14,62
P=% coeiienn n = 29,24
P=g. e n = 48,57

Eu jetant quinze [ois les trois dés, la probabilité d’amener 15
est plus grande que 3; elle est plus grande que } en les jetant
trente fois et que ;% en les jetant quarante-neuf fons
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21. Le jeu du passe-dix, autrefois fort en vogue, donnait aux
deux adversaires chance égale de gagner.

Pietre jetait trois dés et gagnait si la somme des points surpas-
sait 10; 1l perdait dans le cas contraire.

Le Tableau montre que, dans le cas de trois dés, les points
supérieurs sont précisément en méme nombre que les points non
supérieurs & 10; 11 a aulant de chances que 10, 12 que 9, 13
que 8, etc.

La méme symétrie se rencontre pour les points obtenus avec
cing ou sept dés. Avec quatre, six ou huit, il existe un maximum
pour lequel il n’y a pas de poinl conjugué.

La raison en est simple. Sur un dé, le point 6 et le point 1 sont
sur des faces opposées, le point 5 est opposé 4 2 et 44 3. Si donc
on jette sur une table 27 +1 dés, la somme des points marqués
par les faces posées sur la Table, ajoutée a celle des points mar-
qués par les dés, sera 7(2n +1). Si I'une des deux sommes est
plus grande que 7n -+ 3, 'autre sera au plus égale & 7n 4 3.
Celui qui parierait d’amener un point supérieur & 77 + 3 a donc
pour lui la moitié des chances; lorsque 27 + 1= 3, n est égal 4 1
et 7n 4 3 est égal a 10. Sil'on jouait avec cing dés, il faudrait au
passe-dix, pour laisser les chances égales, substituer le passe-dix-
sept.

C’est pour cette raison que les derniers chiffres du Tableau ont
éLé supprimés. Veut-on savoir, par exemple, le nombre des maniéres
d’amener 44 avec 8 dés. Ce nombre est le méme pour 28 16 et
pour 28 — 16, ou 12; il est donc 330.
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CHAPITRE II.

PROBABILITES TOTALES ET PROBABILITES COMPOSEES.

Un des pomts les plus importants de la théorie des
probabilites et celur qui préte le plus aux illusions est
la manidre dont les probabilités augmentent ou dimi-
nuent par leurs combinaisons mutuelles

LAPLACE
Q2. Les solutions de problémes isolés ne font pas une théorie. — 23. Théoréme
des probabilités totales. — 24 Probabililés composées. — 25 Cas ou le premier
événement influe sur la probabilité du second. — 26. Le- théorémes ne sont

démontrés que dans les cas pour lesquels la probabilité est définie; on compléte
les définitions. Les théorémes deviennent généraux, — 27. Erreur commise
dans la théorie du tir & la cible, — 28. Erreur commise dans la théorie des
gaz. — 29 Erreur commise dans 'appréciation des pronostics sur le temps. —
30. Probléme relatif aux tirages faits dans une urne FKausseté d’un raisonne-
ment en apparence trés plausible. — 31. Probabilité du brelan au jeu de la
bouillotte. — 32. Avantage du banquier au jeu de trente-et-quarante. —
33. Etudes sur le jeu du baccarat — 34%. Probléme de la poule.

22. La solution des problémes précédents n'a pas exigé de
principes nouveaux. Le compte des cas favorables rapproché de
celui des cas possibles appartient & la théorie des combinaisons.
L’ingénieux et bizarre Cardan, bhon géométre et grand ami des
dés, connaissait pour chaque coup le nombre exact des chances;
il ’a publié sans devenir, pour cela, I'inventeur de la Science du
hasard.

Une Science doit enchainer les cas simples aux cas composés et
reposer sur des principes. Ceux du Calcul des probabilités sont
aussi simples que féconds.
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Deux théorémes fondamentaux rencontrent des applications &
chaque page pour ainsi dire de la théorie des chances. Nous les
démontrerons d’abord dans les cas ot la probabilité a été définie.
L’étude des autres cas ne peut précéder, évidemment, la défini-
tion du sens exact attaché aux mots qui y figurent.

93. Probabilités totales. — La probabilité d’'un événement
étant, par définition, le rapport du nombre des cas favorables a
celui des cas possibles, si fon partage les cas favorables en
plusteurs groupes, la probabilité de Uévénement sera la somme
des probabilités pour qu’il appartienne & chacun des groupes.
On ajoute en effet les fractions de méme dénominateur en ajou-
tant les numérateurs.

La probabilité d’amener avec trois dés une somme de poinis
supérieure & 14 est la somme des probabilités pour obtenir 15, 16,
17 ou 18.

Le choix des groupes est arbitraire, sous la seule condition,
bien entendu, d’y enfermer tous les cas possibles sans qu’aucun
s'v rencontre deux fois.

Si, par exemple, pour calculer la probabilité d’amener sonnez
une fois au moins en 20 coups, on faisait la somme des probabi-
lités calculées pour chaque coup, on appliquerait mal le principe.
Le sonnesz obtenu & un coup n’empéche pas celui du coup sui-
vant; on compterait vingl [ois, de cette maniére, la série de coups
dans laquelle sonnez arrive vingt fois.

La probabilité d’amener avec deux dés le point 3 ou le point 4
n’est pas la somme de la probabilité pour amener 3 et de celle
pour amener 4. On peut, en effet, les amener tous deux; et le
point 3 et 4, compté une premiére fois comme contenant 3, ne
doit pas I'étre une seconde comme contenant 4.

24. Probabilités composées. — Un événement composé est
défini par le concours de plusieurs événements simples que le
hasard doit amener successivement. ou simultanément. L.e nombre
N des cas possibles, lorsque les événements simples sont indépen-
dants, est le produit u@s. . .k des nombres de cas possibles dans
chacun d’eux, chaque cas de l'un des groupes pouvant s’associer
avec tous les cas des autres groupes. Le nombre des cas favorables
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au concours des événements simples dont la réunion forme I'évé-
nement composé est, par une raison semblable, le produit des
nombres de cas m,, my, ..., my favorables & 'arrivée de chacun
d’eux.

La probabilité de I'événement composé est donc

mymyms...me <m1)<_n2> (m_k\_
[PIRTTrNNTYS e/ \pe /"0 wc-)’
c’est le produit des probabilités des événements simples.

25. La probabilité d’un événement composé est le produit
des probabilités des événements simples dont il exige la réunion.
Un cas doit étre prévu, c’est celui ou la probabilité du second évé-
nement est influencée par la maniére dont se produit le premier.
Si, par exemple, ung urne contient deux boules blanches et deux
boules noires, quelle est la probabilité, en tirant deux boules de
suite ~ans les remettre dans 'urne, pour obtenir les deux boules
blanches? La probahrhté d’en obtenir une au premler tirage est §
mais, au second, el|¢ est douteuse : égale a # sile premier tnrage a
enlevé une boule nojre, elle sera 3 seulement si la boule dlsparue
est blanche. Quelle est celle de ces deux fractions qui doit servir
de multiplicateur? C’est la seconde, évidemment. Dans le premier
des deux cas supposés, I’événement demandé est devenu impos-
sible. Peu importe la probabilité des épreuves qui viennent
ensuite. \

La probabilité d’un événement composé est le produit de la
probabilité du premier événement par la probabilité qu'acquiert
le second quand on sait que le premier est arrivé.

On a souvent commis des erreurs graves en oubliant les der-
niers mots de cet énoncé.

26. Les deux théorémes précédents sont el doivent étre incom-
plétement démontrés. La probabilité, en effet, n'a été définie que
pour une classe trés restreinte d’événements. 1l en existe d’autres,
incertains comme eux, dans lesquels ’énumération des cas ne
peut rien apprendre. Les principes leur sont-ils applicables?
Sonl-ils dés & présent démontrés pour eux ?

Les principes sont applicables.
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Ils ne sont pas encore démontrés. Comment le seraient~ils? Les
probabilités dont ils donnent la mesure n’ont pas méme été définies.

Quelle est la probabilité pour que la Seine soit gelée a Paris
dans le courant de 'année 1995?

Pour qu’un médecin appelé prés d’un malade sache découvrir
la nature, la cause et le reméde du mal?

Pour qu'un homme 4gé de quarante ans, aujourd’hui bien por-
tant, atteigne I’age de soixante ans?

11 faut compléter la définition ; Lous ces cas lui échappent.

La probabilité d’un événement, quelle qu’en soit la nature, est
dile egale & une fraction donnée p, lorsque celui qui attend 'évé-
nement pourrait échanger indifféremment les craintes ou les espé-
rances, les avantages ou les inconvénients atlachés 4 'arrivée de
cet événement conlre les conséquences supposées identiques de la
sortie d’une boule puisée dans une urne dout la composition fait
naftre une probabililé égale & p.

Comment, dans des cas tels que ceux qu'on a cités, justifier
une telle assimilation? Ce n’est pas en ce moment la question. Si
Passimilation est impossible, on ne le fera pas. Si on la fait, il
taudra la justifier.

La défimition, dans les deux cas, reste irréprochable.

Lorsque V'assimilation sera faite et justifiée, on en acceptera les
conséquences.

On aura le droit de dire, par exemple :

Si, aprés avoir appelé un médecin, on évalue a & la probabilité
pour qu'il vienne et & ; la probabilité pour qu’il pm(,ure, s'il vient,
la guérison du malade; sans discuter ces chiffres, celui qui les
admet peut ajouter : La probabilité pour que le malade soit visité
el guéri par le médecin est, pour moi,

9 1_ 3
10 X 3= To-

Celut qui accepte, en effet, les probab:htés et 3 est, par défi-
pition, dans le méme doute que si, en présence de dix urnes
indiscernables dont neuf renlerment une boule blanche el deux
boules noires, il cherchait la probabilité pour mettre la main sur
'une des neuf urnes dont la composition est connue et en tirer
une boule blanche. L'identité des deux problémes est admise ; elle
fait partie de 'énoncé. Si on allégue l'impossibilité de mesurer en
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chiffres les probabilités dont nous parlons, I’objection serait aussi
peu fondée que si, évaluant la longueur d’'un champ d’apparence
rectangulaire 4 300™ el la largeur & 100™, on contestait le droit
d’ajouter, indépendamment de toule vérificalion, ces mesures, si
douteuses qu’elles soient, et ces appréciations assignent au champ
une surface de trois hectares.

La regle des probabilités totales et celle des probabilités com-~
posées s'appliqueront a toutes les combinaisons de probabilités
simples supposées évaluées en nombres. L'évaluation sera plus ou
moins judicicuse, plus ou moins juslifiée, les conséquences vau-
dront ce qu’elle vaut elle-méme, mais sans introduire aucun doute
nouveau.

Les précautions prescrites dans Papplication des deux principes
sont indispensables, bien entendu, quand on les transporte aux
€as nouveaus.

Il ne faudrait pas dire, par exemple :

La probabilité pour que la Seine soit gelée & Paris en 1995 est
la somme des probabilités pour qu’elle ~oit gelée pendant chacun
des mois qui composent l'année.

Llle peut geler, en effet, en plusieurs mois différents, et (23)
l'application du principe des probabilités Lotales n’est pas permise.

Si I'on a évalué la probabilité pour qu’il géle demain a 3, celle
pour qu’il Lombe de la neige a 4, la probabilité pour voir 4 la tois
de la glace el de la neige n’est pas {5. La gelée, en eflet, si elle se
présente, change la probabilité de la neige.

Nous citerons Lrois exemples intéressants d’erreurs commises
par I'oubli de ces conditions nécessaires dans I'énoncé des prin-
cipes.

27. Prosrime XV. — On tire a la cible. L’arme, sans étre
parfaite, ne présente aucun défaut systématique; les dévia-
tions ont en tous sens méme probabilité. L’hypothése est-elle
réalisable ? On le suppose.

Quelle est la probabilité pour que le point frappé soit & une
distance du but comprise entre r et + dr?

Les données sont insuffisantes, cela semble évident. On a résolu
cependant le probléme par une fausse application des principes.
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Rapportons le point ou frappe la balle & deux axes de coordon-
nées ayant pour origine le centre de la cible, c’est-a-dire le point
que Pon veut atteindre. Soient o(2z) dz la probabilité inconnue
pour que I’abscisse du point frappé tombe entre z et z + dz,
o(y)dy la probabilité pour que l'ordonnée tombe entre y et
¥ - dy. La probabilité pour que la balle frappe le rectangle dz dy,
dont les coordonnées sont z et y, est, d’aprés le principe des pro-
babilités composées,

o(2) ¢(y) dz dy.

Cette probabilité, d’aprés notre hypothése, ne doit dépendre
que de la distance du point frappé a l'origine, et I'on doit avoir

o(z)e(y) = F(22+ »?).

Cette équation suffit pour déterminer la tonction ». On en
déduit, en prenant les dérivées successivement par rapport a x et

ay,

’(

l.a fraction

est par consequeut coustante, etl’on en conclut

)

que la foncuou o(z), qui doit s’annuler quand z est infini, est de
la forme
o(z) = Ge k12,

Ce résuliat, fort remarquable, n’est pas, malheureusement,
acceptable.

La connaissance de la valeur de  changerait, en effet, la proba-
bilité de celle de y el le lacteur par lequel il faudrait multiplier
o(x)dz, pour obtenir la probabilité d’un écarl y dans un sens,
associé & un écart x dans ’autre, serait une fonction inconnue de
z et de y, trés différente peut-étre de o ().

La déviation de la balle dépend, en effet, du somn plus ou moins
grand et plas ou moins habile avec lequel le coup a été préparé.
Si l'on a réussi sous un certain point de vue, il y a plusde chances
pour que le coup soit bon et que tous les écarts soient petits en
méme temps. La démonstration précédente ne tient aucun compte
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de celte remarque; les probabilités y sont traitées comme indé-
pendantes.

28. Un physicien justement céleébre, Maxwell, a proposé dans
Pétude des gaz un raisonnement dont l'illusion est semb)able.

Les molécules d’un gaz, suivant une théorie que nous n’avons
pas & discuter, se meuvent en Lous sens avec de grandes vitesses.
Les directions sont réglées par le hasard aussi bien que les vitesses,
mais toutes les vilesses ne sont pas également probables; la
vitesse maxima et la vilesse moyenne varient avec la température.
Clest la probabilité pour qu’une molécule ait une vitesse donnée
qu’on espére découvrir, sans introduire d’autres conditions.

Soit ©(z) la probabilité pour que la composante paralléle 2
I'axe des X de la vitesse d’'une molécule prise au hasard soit z. La
probabilité pour que les trois composantes soient x, ¥, z paralle-
lement aux trois axes sera, d’aprés le théoréme des probabilités
composées, proportionnelle &

o(z)9(y) o(5).

Mais la probabilité pour qu’une molécule ait une vitesse donnée,
sans que I'on indique dans quel sens, doit éire une fonction de
cetle vitesse, puisque toules les directions sonl supposces égale-
ment possibles. On doit donc avoir

?(2) 9(¥) 9(z) = F(a+ y2 + 32),

et cette condition suffit pour déterminer la forme de la fonction ¢.

On en déduit, comme (27),
o (z) = Ge=F2,

La démonstration n'est pas acceptable. Le principe des proba-
bilités composées n’a pas été correctement appliqué. Si la compo-
sante de la vitesse d’'une molécule parallélement 3 I'axe des X est z,
la valeur de 2 supposée connue influe sur la probabilité pour que
la vilesse composée parallélement & I'axe des Y soit y. Si, par
exemple, x est égal & la vitesse maxima, le mouvement est certai-
nement dirigé parallélement & 'axe des X, et la probabilité de y
est nulle.



30 CALCUL DES PROBABILITES.

La conclusion obtenue, indépendamment des objections que la
théorie peul faire naitre, ne mérite donc aucune confiance.

29. On pourrait multiplier les exemples; nous en citerons un
troisiéme :

Un météorologiste annonce chaque soir le temps qu'il fera le
lendemain. La probabilité pour qu'il pronostique juste est supposée
égale a p.

Un second observateur fait, de son c6té, des prédictions dont
I'exactitude a pour probabilité p’.

Les deux observateurs s’accordent pour prédire quhl pleuvra
demain. Quelle est la probabilité pour qu’ils se trompent tous les
deux?

La probabilité pour que le premier se trompe est 1 — p.

La probabilité pour que le second se trompe est 1 — p/.

La probabilité pour qu'ils se trompent tous les deux est une
probabilité cemposée, mais elle n’est pas mesurée par le produit
(1—p) (1—p))-

La probabihité composée est le produit de (1 — p) par la proba-
bilité pour que le second observateur se Lrompe, quand on sait
que le premier a fait un faux pronostic.

Les données du probléme laissent cette probabilité compléte-
ment inconnue.

Si les deux observateurs ont recu les mémes legons, s’ils ont
adopté les mémes principes, en présence des mémes faits ils por-
teront le méme jugement. Si I'un se rompe, l'autre se trompera
aussi; le second facteur du produit sera l'unité. L’accord certain
des deux prédictions ne diminue pas la chance d’erreur.

Si les deux méthodes sont différentes, les conclusions pourront
'étre aussi, sans pour cela devenir indépendantes. Certains sym-
ptomes sont nécessairement appréciés de la méme maniére, et leur
nombre inconnu laisse le probléme insoluble,

Si I'un des météorologistes annonce qu’il pleuvra, 'autre qu’il
ne pleuvra pas, la probabilité pour qu’ils disent Juste tous deux
n’est pas pp' : elle est nulle.

30. Prosiime XVI. — Une urne contient trois boules mar—
quées 1, 2 et 3. On en tire deuz successiwement, en remetiant
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dans l'urne, aprés le premier tirage, la boule qui en est sortie.
Quelle est la probabilité pour que le plus grand numéro
sorti sott 2?

Pour que 2 soit le plus grand des numérss sortis, il faut que 3
ue se soit pas montré et que Pon n’ait pas tiré deux fois le n° 1.

Pour qu’al’une des épreuves 3 ue sorte pas, la probabilité est 3.
Pour qu’il ne sorte ni au premier ni au second tirage, elle est 3.
Pour que 1 sorte deux fois, la probabilité est §; 3 est par consé-
quent la probabilite pour qu'il ne sorte pas & l'un et autre
tirage.

L’événement demandé semble donc composé de deux autres
dont les probabilités sont et £; il ne faut pas cependant faire le
produit de ces deux fractions. Il faut (23) multiplier # par la pro-
babilité pour que 1 ne sorte pas 2 fois, lorsque fon sait que 3
r’est pas sorti. Cette probabilité est £; le numéro 3 étant écarté,
il n’en reste en elfet que deux. La probabilité pour que 1 sorte
est 3, pour qu'il sorte deux fois ¢, et pour qu’il ne sorte pas deux
fois, par conséquent, elle est 2.

La probabilité demandée est

9 3 __
Ixi=1%

On aurait pu dire : Pour que le plus grand des numéros sortis
soit 2, il faut que 2 soit sorti et que 3 ne le soit pas.

LLa probabilité de n’amener 2 & aucune des deux épreuves est 3,
celle de 'amener une fois au moins ést, par conséquent, 3.

La probabilité & doit étre multipliée par la probabilité de ne pas
amener 4, sachant que 2 est sorti.

Si 2 est sorti au premier tirage, la probabilité de ne pas amener
3 au second est 2.

Si 2 est sorti au second tirage, la probabilité de ne pas avoir
amené 3 au premier est 2. Acceptons donc cettte probabilité 3 qui
convient aux deux cas, nous trouverons pour la probabilité de-
mandée

ol
o
]
¥

2|
-3

<

Le désaccord avec le résultat précédent est un avertissement. It
n’était pas permis, comme nous l’avons fait, de partager la sortie
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supposée de 2 en deux cas distincts et de supposer successivement
2 sorti 3 la premitre ou & la seconde épreuve. Il a pu sortir &
toutes deux ; notre calcul fait entrer deux fois en compte le cas ol
les deux tirages auraient, I’un et I'autre, amené le point 2.

31. Prosrime XVIL. — Probabilité des brelans au jeu de la
bouillotte.

La bouillotte se joue avec vingt cartes. On enléve d’nn jeu de
trente-deux cartes les sept, les valets et les dix.

Chacun des quatre joueurs regoit trois cartes. On retourne la
treiziéme.

Un joueura brelanlorsque ses trois cartes sont de méme espéce,
trois rois, trois as, elc. 1l a brelan carré lorsque toutes trois sont
de méme espéce que la retourne.

Soit p; la probabilité pour que 7 joueurs désignés aient des
breluns. On déduit du théoréme des probabilités composées

sorig 15 = o

16.3.2
17.16.13

P1=

P2=p1 = 0,0004128,

12.3.2
P3s=p2 T06.00 0,000013608,

8.3.2
P.=p3 Tﬂ = 0,00000065981.

On peut avoir brelan en effet quelle que soit la premiére carte;
la probabilité pour avoir une premiére carte est 22, celle pour
que la deuxiéme soit de méme espéce que la premiére est 5 el
pour que la troisi¢me soit de méme espéce que les deux autres la
probabilité est 2.

Cette probabilité p, calculée pour un premier joueur a qui Pon
donnerait trois cartes, sans s'occuper des autres, convient 3 |'un
quelconque des trois, car la maniére de distribuer les cartes est
indifférente.

Lorsqu’un premier joueur a brelan, la probabilité pour qu’un
second l'ait aussi est changée. Il faut d'abord que la premiére

carte rende le brelan possible. La probabilité est 42, car elle ne
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doit pas étre celle qui compléte le brelan déja fait; pour que Ia

deuxiéme carte soit pareille & la premiére, la probabilité est 0

et pour que la troisi¢éme soit pareille aux deux autres elle est &
Oan en conclat

I;

o

P2=pi- 1% 5 1

o
-

les autres formules se démountrent de la méme maniére.

Piy P2, P3y ps sont des probabilités totales. Si I'on représente
par =, la probabilité pour que Z joueurs désignés aient des bre-
lans et qu’ils soient seuls & en avoir, on aura les relations

(Pe=w, pa=w+®m, Pr= W+ 2T+ By,

(1)
P1= @1+ 3w+ 3w+ w,.

Il est clair, en effet, que la probabilité pour qu'un joueur ait
brelan se compose de la probabilité @, pour qu’il I'ait seul  de la
probabilité 3w, pour qu’il I’ait en méme temps que I'un ou 'autre
de ses adversaires, de la probabilité 3w, pour qu’il 'ait avec deux
d’entre eux, ce qui fait trois cas, et de la probabilité =, pour que
les quatre joueurs ajent brelan.

On déduit des équations (1)

W, = Py W3= P3— Pl Wy = Pa— 2P3+ Pi,
@ =p1— 3pa+3ps—ps
<t, par conséquent,

W, = 0,000000659,
w3 = 0,000012918,
@y = 0,000386244,
W = 0,016345764.

La probabilité pour qu’il n’y ait aucun brelan est ,
Q=(0—Ry)(1—Re) t—R;)(1—Ry),

R; étant la probabilité d’avoir brelan pour le joueur de rang :
quand les précédents n’en ont pas.
On a évidemment

R5==E‘1, Ra‘:“- @) -+ T, R.g='m'|+2Wz+U3,
Ri= w1+ 3@+ 33+ o,
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La probabilité R, pour que le quatriéme joueur ait brelan, les
autres ne I'ayant pas, ne différe pas en effet de =,.

Rs. probabilité pour que le troisiéme joueur ait brelan, les deux
premiers ne ’ayant pas, est une probabilité totale. Il peut avoir
brelan tout seul, la probabilité est w,; ou ’avoir en mime temps
que le quatridme joueur, la probabilité estw,. Les autres formules
se justifient par des raisons semblables.

On en conclut

R; = p1=0,017554,

R, = p;— py=0,0171312,

R3 = p;— 2ps—+ p3 = 0,016782,

Ry = py — 3pa—+ 3ps— pr= 0,1634576,
Q = 0,93395.

32. Prosrime XVIIL. — Quelle est la probabilité de la
chance favorable réservée au banquier dans le jeu de trente
et quarante?

Le jeu de trente el quaranle se joue avec un grand nombre de
cartes, réunion de divers jeux complets mélés en un seul, bien
entendu.

On abat une & une assez de cartes pour obtenir une somme
de points supérieure & 3o, les figures étant comptées pour 10 et
les autres cartes pour le nombre de points qui s’y trouvent mar-
qués.

Une seconde épreuve suit la premiére.

Le hasard donne ainsi deux sommes toutes deux plus grandes.
que 30 et egales au plus a 4o.

Le joueur parie pour celle des deux sommes qu’il choisit et
gagne si elle est plus grande que Pautre.

Si les sommes sont égales, le coup est nul. Un seul cas est
excepté, celui ot 'on a deux fois 31.

Ce refait de 31 est le seul avantage réservé au banquier; il a
droit, dans ce cas, 4 la moitié des mises.

Nous supposerons le nombre des cartes assez grand pour que,
pendant les deux premiers lirages, on puisse négliger 'influence
des cartes sorties sur les probabilités des divers points. S'il y a
huit jeux, par exemple, et par conséquent trente-deux sept, la
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sortie d’un sepl diminue la probabilité d’eun voir sortir un second.
Il serait difficile de dire quelles sont les cartes dont la sortie
accroft ou diminue la probabilité du refait de 31. Nous néglige-
rons cette trés petite influence.

Soit P, la probabilité pour que, en abattant successivement les
cartes, la somme prenne a un certain moment la valeur 7.

La somme 1 ne peut se produire qu’au premier coup, si l'on
abat un as. La probabilité pour cela est 75; on a

1
Pi= ~
13
La somme 2 peut se produire de deux maniéres : 2 au premier
coup ; as au premier, as au second. On a

1 1 1 1
H=§=m—ﬁ@+ﬁ)

La somme 3 peut se produire de trois maniéres : 3 au premier
coup ; passer par la somme 2 obtenue en une ou en deux fois
et la faire suivre d'un as; commencer par un as, puis amener

un 2.
On en déduit

1 T I 1 2
Pa=gm+ghrm= m@+m>

On a, en général, tanl que n est inférieur 4 10,

1
I’,,,=l—3 P1+ Po4...+ _I_?) Phy.

3

On trouve ainsi
P, = 0,076927,

P, = 0,082846,
P3 = 0,089212,
P, = 0,096075,
P; = 0,108465,
Ps=0,111424,
Py = 0,11799%,

Ps = 0,129226,
Py = 0,139166.
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A partir du point 10, les conditions changent; quatre cartes
différentes, en effet, les dix et les trois figures, peuvent amener

CALCUL DES PROBABILITES.

dix points. On a

Po= &

3

-+ ;—3(P1+ Py+ Py+...+ Py) = 0,380641.

Au-dessus de n = 10, la formule évidente

P,= ;%(P,,_,-,_ Prg—ts.ePrg) +

donne

P;; = 0,120218,
P12 = 0,124908,
Py3=o0,129613,
Py, = 0,134304,
Pys=0,139398,

13

Psy = 0,142640,
Po3 = 0,145089,
Pa, = 0,147362,
Pyy = 0,149543,
Py = 0,151192,

Pys = 0,143167, Pyr = 0,152728,
Py = 0,147143, Pys = 0,154272,
Py = 0,151978, Pyg = 0,155382,

P4y = 0,156021,
Pyy = 0.213024,

P3, = 0,168488,
P3; = 0,148218.

7
3
Y Pn—-io

Pay = 0,140033,

La probabilité d’obtenir 31 étant Pj,, celle de l'obtenir deux
fols est
(P31)2= 0,0219686.

Poisson, dans un Mémoire de lecture difficile, a trouvé, pour
valeur approchée de la probabilité du refait de 31,

0,021967.

Il tient compte de l'influence des cartes déja passées sur la pro-
babilité de celles qui suivent et suppose huit jeux réunis. L'in-
fluence est petite, on le voit par la concordance du résultat exact
du calcul fait en supposant le nombre des jeux infini avec le résul-
tat approché de 'autre.

Il ne faut pas croire que I'influence augmente lorsque, le jeu
continuant, les cartes deviennent moins nombreuses. Il s'agit,
en effet, de calculer 'apantage du banquier et non son bénéfice,
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variable avec le hasard des coups. Le calcul doit étre fait avant
que la premiére carte soit abattue ; si I’on doit, avant d’épuiser les
huit jeux, faire cinquante tailles, les probabilités de la cinquan-
tiéme sont, a ce moment, identiquement les mémes que celles de
la premiére.

Les cartes sorties n’auraient d’influence que si un joueur avait
assez de mémoire pour se les rappeler toutes, et assez d’habileté
pour calculer en quelques secondes leur influence sur la probabi-
lité d'un refait. Le mérite serait grand, J’avantage bien petit.

33. Prosuime XIX. — FH'si-il avantageux pour le ponte ou
pour le banquier de demander une carte au jeu du baccarat
quand il a le point 5?

L’étude mathématique du jeu de baccarat est compliquée par la
nécessité d’énumeérer les cas, toujours nombreux, en faisant pour
chacun un petit calcul.

Le ponte regoit deux cartes, le banquier en prend deux. Le
ponte a droit de demander une carte qui s’adjoint aux deux pre-
miéres, ou de s’y tenir en gardant son jeu.

Le banquier a les mémes droits, mais il a I'avantage, avant de
prendre sa décision, de savoir si I’adversaire a demandé une carte
et de connaitre celle qu'il a regue.

Chaque carte vaut, comme au trente et quarante, le nombre des
points marqués sur elle. Les figures valent 1o. Le gagnant est
celui qui a le point le plus fort, les chiffres des dizaines ne comptant
dans aucun cas : 11 vaut 1; 12 vaut 2; 23, sil'on a trois cartes,
vaut 3.

Le jeu se termine immédiatement si 'un des joueurs regoit,
quand on donne les cartes, 'un des points 8 ou 9. Il abat et
gagne si I'adversaire n’a pas un point meilleur. Dans ce cas, il
n’est pas donné de carles nouvelles.

Tous les points, & I'exception de 10 (ou zéro) ont méme pro-
babilité quand on donne les cartes : la probabilité de 10 est
25 =0,1479, celle de chacun des autres ;%% = 0,09467. La dé-
monstration ne présente aucune difficulté.

Quand un joueur demande une carte, quel que soit le point
qu’il ait, il a probabilité % de le conserver en recevant un dix et



38 CALCUL DES PROBABILITES.

probablhte de le changer pour un quelconque des autres points,
qui devxennent tous également probables.

Nous traiterons une seule question.

Lorsque le ponte a regu le point 5, est-il avantageux pour lui
de demander une carte?

11 faut résoudre quatre problémes :

Le ponte ayant 5 et ne demandant pas de carte, quelle est pour
lui la probabilité de gagner et quelle est celle de faire coup nul,
lorsque le banquier, ignovant qu’il a le point 5, sait qu'il a I'’habi-
tude, quand il a ce point, de ne pas demander de carte?

Le ponte ayant 5 et ne demandant pas de carte, quelles sont
pour lui les probabilités de gagner ou de faire coup nul, lorsque
le banquier, ignorant qu’il a le point 5, croit qu'il a 'habitude,
quand il a ce point, de demander une carte?

Le ponte ayant 5 et demandant une carte, quelles sont pour
lui les probabilités de gagner ou de faire coup nul, lorsque le ban-
quier connaft son habitude de demander une carte dans cetle
circonstance ou lorsqu’il croit savoir qu’il n’en demande pas?

Résolvons le premier probléme.

Le ponte a 5. Le banquier I'ignore. En le voyani s’y Lenir, il
apprend qu'il a 5, 6 ou 7. Ces trois cas ont chacun pour probabi-
lité 5. Huit suppositions peuvent étre faites : le banquier peut
avoir o, 1, 2,3, 4, 5, 6 ou . Les probabilités des huit hypothéses
élalent “H, pour le pomL o el 7035 Mg pour les aulres, au moment o
les cartes ont été donnédes. Mais on n’a pas abattu; les points 8
et 9 ne sont plus possibles. Les probabilités deviennent

25

F = 0,!8248
et

16

E} = 0,01679.

Que fera le banquier? S’il a o, 1, 2, 3, 4, il prendra une
carte.

Il pourra hésiter s’il a 5 ou 6, et il faut résoudre cette question
incidente : Dans les circonstances supposées, c’est-3-dire le ponte
s’y étant tenu et ayant I’habitude de ne pas tirer 4 5, le banquier
doit-il tirer & 6? doit-il tirer & 57



CH\P. II. — PROBABILITES TOTALES ET COMPOSEES. 39

Nous ferons le calcal pour le cas ot le banquier a le point 6; il
se compose de deux autres :

Quelle est la probabilité de gagner pour le banquier qui,
ayant 6, demande une carte dans les conditions sapposées?

Quelle est la probabilité s’il ne demande pas de carte?

Sile banquier ne tire pas ayant 6, il a prohabilité 3 de perdre le
ponte ayant 7, + de gagner le ponte ayant 5, 4 de faire coup nul.

Sile banquler, ayant 6, demande une carte il acquiert la pro-
babilité % d’avoir chacun des neuf points autres que 6 et % d’avoir
celui- la.

La probabilité de perdre contre I'adversaire dont le point est 5,
6 ou 7 doit s’évaluer par 'énumération des cas :

Ilyala probabnhle de perdre avee les pomts 0, 1, 2, 3, 4;
la probabilité & ponr avoir, avec le point 5, pvobablhté -5 de
faire coup nul et 3 de perdre ; la probabilité <% pour avoir, avec le
point 6, pvobabilité 1 de gaguer, § de faire coup nul et § de perdre;
probabnhte 75 pour acquérir, avec le pomt 7 prob'xbxhte 2 de ga-
gner, ¢ de faire coup nul; probabilité %, enfin de gagner avec le
point 8 ou avec le point g.

La probabilité de gagner est, d’aprés cette énumération,

FItmitac=u
celle de faire coup nul
I 4 1 I I 2
B3ITBITBITE
La probabilité de gagner était §; elle devient  : elle a diminué.

Celle de faire coup nul a également dlmmué, le banquier, dans
les conditions supposées, ne doit pas tirer 3 6.

Un calcul fondé sur les mémes principes et tout aussi facile
montre que, dans les conditions supposées, le banquier doit
tirer a 5.

Sans énamérer les cas possibles, qui deviennent plus nombreux
quand le ponte a re¢u une carte supposée connue, nous nous bor-
nerons & donner les résultats.

Le ponte se tient & 5, le banquier sachant qu'il a cette habi-
tude.
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Le sort du ponte qui a 5 est le suivant :

Probabilité de gagner........... 0,444694
» de faire coup nul.... o0,085907
» de perdre.... ...... 0, 469400

Le ponte qui a 5 demande une carte, le banquier sait que telle

est son habitude.
Le sort du ponte qui a 5 est le suivant:

Probabilité de gagner......... o. 0,454348
» de faire coup nul.... 0,120935
» de perdre........... 0,434717

Tels sont les résultats du calcul lorsque le ponte ne cherche pas
a tromper le banquier sur ses habitudes.

Si le ponte qui a 5 s’y lienl, faisant croire au banquier qu’il a
I’habitude de demander des cartes, le sort est le suivant :

Probabilité de gagner........... 0,489612
» de faire coup nul.... o0,0948g0
» de perdre..... eeaes 0,415497

Si le ponte, ayant 5, demande une carte en faisant croire an
banquier qu’il a I'habitade de s’y tenir, son sort est le suivant :

Probabilité de gagner........... 0,447113
» de faire coup nul.... 0,126463
» de perdre........... 0,426424

L’étude n’est pas compléte. Si le banquier ignore ce que fait le
ponte quand il a 5, doit-il tirer & 6? Quelle est, dans cette indé-
cision, la chance du ponte qui a 5?

Il est impossible de la calculer: elle dépend de la chance qu’il
ya, quand il aura pris son parti, pour que le banquier se trompe
ou devine juste en se demandant ce qu'’il fait quand il a 5.

En résumé, le ponte doit-il se tenir 3 5, doit-l tirer?

Si, sans jouer au plus tin, dés le début de la partie, il déclare
franchement ses habitudes, il doit tirer a 5.

Si les conventions du jeu permettent la ruse, il doit se tenira 5,
en faisant croire au banquier, s'il le peut, qu’il a ’habitude de
tirer.
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34. Prosrimr XX. — n 1 joueurs Ay, Aq, ..., Apyy jouent
auz conditions suivantes: A, et A, Jouent une premiére partie ;
A; remplace le perdant; Ay, As, ... luitent successivement
contre le perdant de la partie précédente. La poule continue
ainst jusqu’a ce qu’un joueur ait gagné successivement tous
les autres, et par conséquent n parties de suite. Quelle est la
probabilité pour que la partie se termine au coup de rang z?

Le joueur qui gagne la poule au coup de rang z est entré au
jeu au coup de rang z — n +1; il a gagné ce coup et les n —1
suivants. On peut partager cette hypothése en n —1 aulres, en
distinguant les cas d’aprés le nombre des parties gagnées par I'ad-
versaire du joueur dont nous parlons au moment oiu celui-ci est
entré au jeu.

Soit p, la probabilité pour que ce premier adversaire ait gagné
une seule partie, la probabilité pour que cette hypothése se pré-
sente et fasse gagner la poule au coup de rang z est

mais on a évidemment
Yax—1=P1 o1

Car, si la partie se termine au coup de rang z — 1, le joueur qui
la gagne avait une partie gagnée déja au coup de rang z —n +1,
etil en a ensuite gagné n — 1 sans interruption.

La probabilité pour que la poule se termine au coup de rang z,
le joueur qui la gagne ayant rencontré d’abord un adversaire qui
n’avait gagné qu’une seule partie, est, d’aprés cela,

1
Y Yx—1-

Soit! p, la probabilité pour que le gagnant de la poule au coup
de rang z ait eu pour premier adversaire un joueur ayant gagné
deux parties déja, le terme correspondant de la valeur de y, sera

I
n

P2
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On a, évidemment,
I
Ya—2 = P2 595

par conséquent,
I
Yx—2 2—2

est le second terme de la valeur de y,.
Le raisonnement successivement appliqué a chacun des cas
donnera

1 I I I
(1) Y= EJ’:—!+Z,}’:—2+§_)’.¢—3 ‘+’---+;u__"i}’x—n+!-

On a, évidemment,

4
Y1 =0, Y2 =0, Y3 =0, LT} Yn—1=0, J’n—‘—z,;:-l'

I.’équation (1), 4 ’aide de ces données initiales, fera connaitre y,,
pour z = n + 1 et pour les valeurs suivantes.

335. Nous donnerons, pour terminer ce Chapitre, I’énoncé de
quelques problémes empruntés pour la plupart & Moivre et dont la
solution est facile.

Prosrime XX1.— Probabilité pour obtenir une foisle point 1,
et une fois seulement, en jetant quatre dés.

500
1296

= 0,3838.

ProsLime XXII. — Pierre parie que, en jetant cing dés, il
obtiendra une fois le point 1 et pas davantage. Quelle est la
probabulité de gagner?

4—(’-5—1.- = 0,59813.

Prosuime XXUI. — Quelle est la probabilité pour que, sur
cent essais successifs avec un seul dé, on obtienne une fois au
moins une succession de cing as sans interruption?

0,01026.
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Prosrime XXIV. — Pierre parie d’amener en trois coups,

avec deux dés, le point 5 et le point 7, chacun une fois. Quelle
est sa probabilité pour gagner?

31
524 = 0,0956.
ProsLime XXV. — Pierre entreprend d’obtenir le point g

avec deuz dés avant qu’aucun autre ne se soit produit deuzx
JSois. Quelle est la probabilité de gagner?

7303
13860

= 0,5269.

ProsLive XXVI. — Pierre jette trois piéces de monnaie,
Paul en jette deux; celui des deuxr qui aménera le plus de
faces gagnera. Si les nombres sont égauz, on recommencera
l’épreuve jusqu’a ce gu’elle donne un résultat. Quelle est la
probabilité pour que Pierre gagne?

8

II

ProsLime XXVII. — Pierre lance un dé et recommence au-
tant de fois qu’il faudra pour amener, soit deux fois le point 1,
sott L’un des points 2 ou 3. Quelle est la probabilité d’amener
deuz fois le point 1?

1
9

ProsLeme XXVIII. — Pierre et Paul jouent avec deux dés,
Pierre gagnera par le point 7, Paul par le point 6. Paul joue
le premier et ils jettent les dés alternativement jusqu’a ce que
Uun d’euz ait amené le point qui le fait gagner. Quelle est la
probabilité de Pierre?

31_
61

Prosrime XXI1X. — Pierre et Paul jouent avec deuz dés;
Pierre jette les dés deux fois. S’il obtient le méme point, il
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gagne. Si les points sont dijférents, il continue o jeter les dés
Jjusqu'a ce qu’il ait obtenu l’un des deux premiers points. Il
gagne si c’est le premier. Quelle est la probabilité de gagner?

721
1296 = 0,5563.

Prosrime XXX. — On jette en Uair cing piéces de monnale.
Quelle est la probabilité pour qu’elles montrent trois piles et
deux faces?

3.
16

Prosrime XXX1. — Pierre et Paul jouent & un jeu d’adresse.
Le gagnant, aprés chaque partie, marque un point. Le jeu
devient égal lorsque Pierre, plus habile que Paul, lui rend
deuz points sur trois, qui font gagner la partie. Quelle est, &
chaque partie, la probabilité du gain pour Pierre?

1
-3\/—5 = 0,7937.

ProsLime XXXII. — Pierre et Paul jouent aux conditions
énoncées dans le probléme précédent. Pierre peut, sans désa-

vantage ni avantage, rendre un point sur trois. Quelle est pour
lui la probabilité p de gagner une partie?

Le rapport - ;P = 3 est donné par l'équation

1443 = 3%+ 423 4+ 632,
On en déduit approximativement
z=0,627, p=o0,614.
Prosrime XXXIII. — Unre loterie contient un irés grand
nombre de billets; le nombre des lots est le quarantiéme du

nombre des billets. Combien faut-il prendre de billets pour
avoir probabilité 5 de gagner ou de ne pas gagner un lo¢?

27 ne suffisent pas, 28 donnent au gain une chance plus grande
1
que 3.
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Prosrime XXXIV. — Dans une loterie de 4o ooo billets, il y
a trots lots. Pierre prend 8000 billets. Quelle est la probabilité
d’avoir un lot?

— =0,188, 4 peu pres.
Quelle est celle de les avoir tous les trois?
[—;3- = 0,008, & peu prés.
ProsLime XXXV. — Combien Pierre devrait-il prendre de

billets, a la loterie indiquée au probléme précédent, pour avoir
chance } de gagner un des lots?

8259.

Prosreme XXXVI. — Une loterie, sur 100000 billets, doit
donner 10000 lots. Combien faut-il prendre de billets pour
avoir chance % de gagner un lot?

Le calcul donne 6,6. Avec 7 billets, la probabilité de gagner un
lot, au moins, est 0,52172; avec 6 billets, elle est 0,46857.

ProsLime XXXVII. — Ure loterie, sur 1000 billets, promet
trois lots. Quelle est la probabilité, avec trente billets, de
gagner un lot?

8714976
@753220—0 = 0,0874.

ProsrLime XXXVIII. — On a dans une urne trente boules, dix
blanches, diz noires, diz rouges; onen prend trois au hasard.
Quelle est la probabilité pour avoir une boule de chaque cou-
leur?

190 = 0,2463.

406

ProsLime XXXIX. — E'n combien de coups, avec trois dés,
_peut-on parier, avec chance égale, d’amener trois as deux

JSois?
361 coups.
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ProsLime XL. — En combien de coups, avec trois dés,
peut-on parier, avec chance égale, d’amener deuz fois le

point 15?
45 coups.

PeosLime XLI. — En combien de coups, avec un seul dé,
peut-on parier, avec chance égale, de voir les siz faces?

13 coups.

Prosrime XLII. — En combien de coups, avec deux dés,
peut-on parier, avec chance égale, d’amener tous les doublets?

79 coups.
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CHAPITRE IIL.

ESPERANCE MATHEMATIQUE.

Hoc utrobique utar fundamento : nimirum, in alese
lwio tanti @stumandum est cujusque sortem, seu expec-
tationem ad aliquid obtinendum, quantum s1 habeat, pos-
sit denuo ad similem sortem sive expectationem perve-
nire, ®qua conditione certans.

HuyGens.

36. Définition de l’espérance mathématique. — 37. Assertion exagérée de Pois-
son. — 38. La recherche de I’espérance mathématique et celle de la probabilité
sont deux problémes distincts. — 39. Exemple de la simplification d’un pro-
bléme par la recherche directe de l’espérance mathématique. — 40. Second
exemple. — 4i. Troisiétme exemple. — 42. Quatrieme exemple dans lequel la
recherche de 'espérance mathématique fait connaitre la probabilité. — 43. Cal-
cul d’une espérance mathématique déduite des probabilités des divers cas pos—
sibles. — 44. Probléme sur le jeu de dés. — 45. Discussion de la formule ob-
tenue. — 46. La valeur probable d’une fonction n’est pas déterminée par celle
des grandeurs dont elle dépend. — 47. Exception relative aux sommes et aux
produits quand les facteurs sont indépendants. — 48. Paradoxe de Saint-Pé-
tersbourg. — 49. Insuffisance des explications proposées par Condorcet et par
Poisson. — 50. La réponse du calcul est parfaitement raisonnable et n’a be-
soin d’aucune justification. — 51. lnsignifiance de I’explication proposée par
Daniel Bernoull: et devenue célébre sous le nom de théorie de l'espérance
morale.

36. Le sort des joueurs a été la premiére préoccupation des
créateurs de la théorie du hasard. On le nomme aujourd’hui espé-
rance mathématique, il est la valeur équitable des avantages en-
core incertains que font espérer les conditions du jeu. -

L’espérance mathématique, dans un jeu équitable, est, pour
chaque joueur, égale & sa mise qui, livrée au jeu, ne lui appar-
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tient plus. Cette égalité traduit la définition : le joueur échange sa
mise contre une espérance mathématique. Si I’équivalence n’existe
pas, le jeu n’est pas équitable.

L’espérance mathématique de celui qui a la probabilité p de re-
cevoir la somme S est mesurée par le produil pS.

Si 2 personnes, en effet, ont sur la somme S des droits égaux,

elles peuvent équitablement la partager et prendre chacune % ou la

. e, I . .
tirer au sort et accepter pour part la probabilité = d’obtenir S. Si
quelques-uns des ayanls-droit, au nombre de m, s’'associent, on
pourra leur offriv équitablement, soit le partage donnant 3 leur

.. mS . g, m .
association ——; soit la probabilité — de recevoir S. Les deux offres

sont donc équivalentes.

37. Poisson a écrit: « Sile gain espéré par une spéculation est
60000 et que 3 soit la probabilité de I'obtenir, la personne qui
devra recevoir cetle somme éventuelle pourra considérer le tiers
de 60 000 comme un bien qu’elle posséde et quel’on devrait com-
prendre dans l'inventaire de sa fortune. »

Poisson va trop loin. Le plaideur engagé dans un procés qu'il
a neuf chances sur dix de perdre et qui, en cas de gain, doit lui
rapporter 1 million, menlirait en disant qu’il posséde 100 00of.
Un homme prudent, sur une telle garantie, refuserait de lui pré-
ter 500f. Son espérance mathématique vaut 100 000, mais vrai-
semblablement il ne trouvera pas d’acheteur.

Cette confusion entre une espérance mathématique et la certi-
tude d’une somme équivalente a fait naitre de grandes difficultés.
Nous aurons a y revenir.

38. Si la somme espérée est connue, la recherche de la proba-
bilité et celle de I'espérance mathématique forment un méme pro-
bléme. Il en est autrement lorsque les conditions du jeu impliquent
la possibilité de gagner ou de perdre, suivant les cas, plusieurs
sommes différentes.

Si des événements ayant pour probabililés p,, pa, ..., p, donnent
droit aux sommes Sy, S,, ..., S,, 'espérance mathématique est

p151+p,S,+...+an,,.
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Celui qui doit, suivant les css encore incertains, recevoir 'une
ou l'autre des sommes S, S,, ..., S,, peut vendre ses droits et,
par des marchés équitables, échanger ses chances contre les sommes
P1S4, p2Si. ..., paSpquidonneront droit a n acheteurs différents
de toucher en son lieu et place, le premier la somme S, si c’est
celle qui luwr échort, le second la somme S,, ..., et entin le dernier
la somme S,.

Le réglementdes comptes ne tera naitre aucune difficulté puisque
deux acheteurs, d’aprés les conventions, n’auront jamais a réclamer
la méme somme.

L'espérance mathématique est connue quand les probabilités
des divers cas possibles ont été calculées. Mais il est plus aisé, quel-
quefois, de la chercher directement sans s’occuper des termes qui
la composent.

39. Prosreme XLIIL. — Plerre et Paul jouent au jeu de ren-
contre. Une urne contient p. numéros marqués i, 2,3, ..., (.
Paul tire successivement les p. boules et s’engage a donner &
Pierre 1* chaque fois qu'un numéro sortira & son rang. Quelle
est Uespérance mathématique de Pierre?

8’1l fallait évaluer la probabilité des divers cas possibles, le pro-
bléme, sans étre difficile, exigerait de longs calculs.

En nommant p, la probabilité pour qu'il y ait i rencontres, Pes-
pérance demandée est

P1+2p2—+3ps ...+ ppy.

La somme est plus aisée a calculer que chacun des termes qui la
composent.
i . . . . 1
L’espérance mathématique de Pierre est, a4 chaque tirage, <

La somme espérée est en effet 1, et la probabilité de I'obtenir ;l:.

La probabilité au moment ou le tirage va se faire dépend des
numéros sortis antérieurement. Si le numéro ¢ est sorti déja, la pro-
babilité de le voir au 7®=° tirage est nulle. S'il n’est pas sorti, elle

i
p—i+1
la probabilité est alors i

B. 4

est - Mais c’est au début du jeu qu’il faut la calculer, et
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L’espérance mathématique de Pierre, étant pour chaque lirage

1 . ! .
—, esl, pour les w tirages, m—, c¢'est-a-dire 1.
i k) l A = L] P' n

40. ProsLime XLIV. — Une urne contient des boules noires
et des boules blanches; la probabilité de la sortie d’une boule
blanche est p, celle de la sortie d’une boule roire est q. On
Jait u tirages en remettant chaque fois dans l'urne la boule
qut en est sortie. Pierre recevra 1 chaque fois gu’une boule
blanche sortira, précédée et suivie par une boule noire. Quelle
est, pour ’ensemble des p. tirages, 'espérance mathématique
de Pierre?

La probabilité pour que le tirage de rang i donne & Pierre le
droit de recevoir 1" est pg?, car il faut le concours de trois ¢véne-
menls dont les probabilités sont ¢, p et ¢. L'espérance mathéma-
tique élant, pour chaque tirage, égale 3 pg?, elle est, pour ’ensemble
des  lirages, égale & upg?2.

L'espérance mathématique est la méme que si les p tirages se
faisaient dans une urne donnant & la sortie d'une boule blanche la
probabilité pg2, et que Pierre dti recevoir 17 pour chaque boule
blanche sortie, sans qu'aucune condition fiit imposée a celle qui
la précéde ni a celle qui la suit. Les deux jeux donnent & Pierre
des avantages équivalents, mais non idenliques. Dauns le premier,

sur w tirages, la plus grande somme qu’il puisse gagner est s, dans

le second elle est p. Si I'on voulait, pour obtenir I'espérance ma-
thématique, calculer les termes qui la composent et, pour cela,
chercher la probabilité pour que sur p tirages Pierre edt un
nombre donné n de francs a recevoir, la difficulté des deux pro-
blémes serait fort inégale. La considération, parfaitement rigou-
reuse, del'espérance mathématique dispense de lesrésoudre. Pierre,
en effet, pelit, pour chacun des tirages, vendre la chance qu’il ade
gagner 1™ sans avoir 3 tenir compte de 'influence exercée par les
chances de I'un des coups sur celles du suivant. Il est certain que,
si I'acheteur du coup de rang i est favorisé par le sort, celui du
coup suivant ne le sera pas; la boule qui Jui appartient sera noire.
Peu leur importe : la chance qu'’ils achétent, au moment ou ils la
payent, n’est ni augmentée ni diminuée.
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41. Prosrime XLV. — U'ne urne contient un grand nombre n
de boules marquées des numéros 1, 2, 3,...,n. On fait succes-
sivement . tirages, en remettant chaque fois dans l'urne la
boule qui en est sortie. Pierre recevra 17 chaque fois que la
série des numéros écrits dans leur ordre de sortie présentera
un mazimum ou un minimum. Quelle est I'espérance mathé-
matique de Pierre?

8i 'on considére un tirage désigné, la probabilité pour que le
num éro correspondant soit dans la suite un maximum ou un mi-
nimum est 3. Si 'on compare en effet le numéro sorti a celui qui
le précéde et a celui qui le suit, il sera maximum s’il est le plus
grand des trois : la probabilité pour cela est §, el minimum s’il est
le plus petit : la probabilité est également ;; en écartant comme
ayant une probabilité négligeable, si n est trés grand, le cas ou
deux numéros conséculifs seraient égaux, la probabilité pour que
le numéro dont le rang est donné soit maximum ou minimum est 3.
L'espérance mathématique de Pierre pour chacun des termes de
la série est donc #; elle est pour les p termes de la série Fp.

Le raisonnement peut, comme le précédent, laisser un doute
qu'il faut discuter.

Si, dans la suite, un numéro est maximum ou minimum, cela
change la probabilité pour que le suivant le soil aussi.

La probabilité pour que le vingtiéme terme de la suite soit
maximum est 3.

l.a probabilité pour que le vingt et uniéme soit maximum est
aussi .

La probabilité pour qu'ils le soient tous deux n’est pas 3, elle
est nulle.

L’objection serait fondée si nous calculions les probabilités.
Quand il s’agit des espérances mathémaliques, elle perd toute sa
force. '

Pierre, en effet, peut vendre & des acheleurs différents chacun
des francs qu’il peuat espérer; tous les marchés sont équitables.
Chaque acheteur a bien réellement probabilité £ de recevoir 1f;
peu lui importe que son gain, s’il est obtenu, diminue les chances
d’un autre : les conventions partielles n'en sont pas moins équi-
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tables. Pierre a pu vendre équitablement ses droits 3u'. Telle est
donc son espérance mathématiyue.

42. Si, une urne contenant deux boules blanches et une houle
noire, on fait successivement i tirages, ’espérance mathématique
de celui qui doitrecevoir 17 par boule blanche sortie sera § . comme
dans le cas précédent; la s'arréte la ressemblance des deux pro-
blémes. La probabilité d’extraire de l'urne un certain nombre de
boules blauches n’est pas égale a celle d’avoir un méme nombre
de maxima ou minima.

La probabilité pour que toutes les boules soicnt noires est (3)¥,
celle pour qu’elles soient toutes blanches (2)#. Les probabilités
de n’avoir ni maximum ni minimum et celle de n’avoir que des
maxima et des minima sont trés différentes.

L'égalité entre les espérances mathématiques n'implique nulle-
ment celle des diverses probabilités qui figurent dans leur expres-
sion.

43. Prosrime XLVI. — On trace sur un plan indéfini des
lignes paralléles équidistantes. Une aiguille est lancée au
hasard sur le plan. Pierre receora 1% par rencontre de Uai-
guille avec une des paralléles. Quelle est Uespérance mathé-
matigue de Pierre?

L’espérance mathématique de Pierre est proportionnelle a la
longueur de l'aiguille et indépendante de sa forme, droite ou
courbe.

Il n’en est pas de méme de la probahilité de la rencontre, et ce
probléme, comme le précédent, montre la différence eutre le cal-
cul de la probabilité et celui de I'espérance mathématique.

Une aiguille est droite; on la courbe; la probabilité de la ren-
conlre est changée: 'aiguille ne pouvait, si elle est plus petite
que la distance des deux paralléles, procurer deux rencontres i la
fois; elle le peut quand, sans changer sa longueur, on I'a pli¢e en
courbe. On peut méme étre certain, si la courbe estfermée, qu'une
premiére rencontre en rend une seconde nécessaire.

Les conditions du probléme sont donc changées. L'espérance
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mathématique de celui qui doit recevoir 1'* par rencontre reste la
méme. Chaque élément de l'aiguille donne, en effet, une espé-
rance indépendante des autres éléments qui lui sont attachés. Celui
qui doit recevoir 17 par rencontre (c’est la méme chose que 1™ s’il
y a rencontre, quand une seule rencontre est possible) peut vendre
a des acheteurs différents les droits résultant pour lui de chaque
élément de I'aiguille, et la valeur de ces droits reste lJa méme, soil
que l'aiguille soit droite ou courbe.

Soient @ la distance de deux paralléles, { la longueur de U'ai-
guille, plus petite que a. Si la probabilité d'une rencontre est p,
p est aussi Iespérance mathématique de Pierre. Remplagons I'ai-
guille par un cercle de méme longueur. Le rayon R de ce cercle

l -
sera — - La probabilité pour que le cercle rencontre une des pa-
27T

ralleles est%)‘- Si on partage, en effet, Ja distance @ des deux

paralléles entre lesquelles tombe le centre du cercle en n parties, il
y a chance égale pour qu’il tombe sur chacune d'elles, et il faut,
pour qu’il y ait rencontre, qu’il soit a une distance moindre que R
de I'une ou 'autre des deux lignes. Le nombre des divisions favo-

2R o
rables est Tn; feur nombre total est n, et la probabilité de la ren-

contre est, par conséquent,

2R

a

Si le cercle rencontre une des paralléles, 1l la rencontre deux
fois; I'espérance mathématique est donc

4R _ al
a ~ am
Telle est la probabilité pour la rencontre de l'aiguille.
. L’'ingénieuse substitution d’un cercle a une aiguille rectiligne
est due & M. Emile Barbier.

44. ProsLime XLVIL. — Pierre a trois piéces de 5, Paul en
a deux; ils conviennent que chacun jettera ses piéces. Celui
qui obtiendra le plus grand nombre de faces prendra les cing
piéces. Le jeu est-il équitable?
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Pierre expose 15 et Paul 10™ seulement; mais Pierve a plus
grande chance de gagner. La compensation est-clle exacte?

Dans ce cas, comme dans un grand nombre d’autves, la méthode
la plus simple pour calculer I'espérance mathématique est de cher-
cher la probabilité de chacun des cas possibles.

Pierre peut, avec ses trois piéces, amener o, L, 2 0u 3 fois face.
Les probahilités sont §, 2, 3 et .

Paul peut avoir o, 1 ou 2 fois face; les probabilités sont , S et §.

S1 Pierre n'a pas face une seale fois, sa probabilité de gagner
est o, celle de perdre est §.

S'il a face une fois, sa probabilité de gagner est {, celle de
perdre ;.

S'il a face deux fois, sa probabilité de gagner est $, celle de
perdre o.

S’il a face trois fois, sa probabilité de gagner est 1.

La probabilité de Pierre est donc

oo i3 iln)=18_1
8 §7 3787578 )

celle de Paul est

5 _
32

(2]

(1 3 3 I 3 I )
sX =4+ =X-+=<X0+ 3 X0 -

874 874 8 8

La somme des deux probabilités n’est pas égale & I'unité, parce
que la partie peut étre nulle; maig, s'il est convenu qu’on recom-
mencera jusqua ce qu'un des joueurs ait gagné, les probabilités
3 et % représentent deux fractions de méme dénommateur ayant
pour numérateur les nombres de cas favorables, dont le rapport
reste constant quand le nombre des parties augmente. Il faut done,
pour avoir les deux probabilités, partager I'umité en deux parties

qui soient dans le rapport de £ a % ; elles sont
8 3
= et —.
I I

L’espérance mathématique de Pierre est

8 200

I 1

’

25 %<

-

elle esi plus grande que sa mise.
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L’espérance mathématique de Paul est

3 _ 75

25 X

I n’

elle est plus petite que sa mise.
Le jeu est avantageux a Pierre.

45. ProsLime XLVIII. — Un nombre n de joueurs ayant
déposé chacun 1 jettent un nombre . de dés. L'enjeu total
appartiendra & celui qui aménera la plus grande somme de
points, ou sera partagé entre ceux qui auront amené le méme
nombre de points, plus grand que celui des autres joueurs.

Puerre joue le premier, il améne k points. Quelle est, avant
que les adversaires aient joué, son espérance mathématique?

Les nf qui forment l'enjeu total appartiendront a Pierre si
aucun des adversaires n’améne un point égal ou supérieur a k&; ils
seront partagés entre m —+ 1 joueurs si, aucun n’amenant un point
supérieur & &, m des adversaires aménent k.

La probabilité d’amener avec p dés un point donné est connue
par le Tableau donné (19), qu’il serail aisé d’étendre au cas d’un
plus grand nombre de dés. Nommons g la probabilité d’un point
supérieur 3 k et pji celle d’un point précisément égal a k: la pro-
babilité d'un point inférieur & £ serva

re=I1—piL—qr

Pour que Pierre ait part 4 I'enjeu, il faut qu’aucun des points
ne soil supérieur a k; la probabilité pour qu’il en soit ainsi est
(1 —gx)?*~*. Soient p; la probabilité, dans cette hypothése,
d’amener le point & et ry celle d’amener un point inférieur.

La probubilité pour que Pierre partage avec ¢ de ses adversaires
est

1. 3. .'.;.2;1.5(-’.".(,"')_1- i )p}f'.%“i—l'

L’espérance mathématique de Pierre est

3 —
(1= guytn[rg=t e S =)t

l(n-[)(lL——‘z)I

1
=2 2 I n—1
- .« - o
3 .2 k “Pr nP/. ]1
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égale évidemment a

11— qy )Il—l ,

U [t pldn — ),

P

R . v ' C e IR

et, & causc de 7} — p; =1, puisque ry et p; sont les probabilités
de deu\ événements conlraires,

1 — n—1
(0 ( qlﬁ) (""’J/.");

Py

il reste a calculer 7} et p;.

Le rapport de 7; a pj est le méme que celui de 74 & px. L'hypo-
thése faite qu'aucun numéro supérieur & k n'est sorti diminue
en effet le nombre des cas possibles, sans changer celui des cas
favorables a 'arrivée d'un nombre de points égal ou inférieur & A.
Les numérateurs de 7} et de p; sonl, avec un méme dénomina-
teur devenu plus petit, ceux de ry el de p;. On a done

rp . i
D Pk
et, puisque 7', + p, =1,
V) Tk
r) = —
Tp=+pi
Ph
pPr= —Lf—-:
Ti=+pi

46. Un probléme intéressant peut étre résolu :

Pierre ayant obtenu le point k, quel est le nombre d’adyver-
saires le plus favorable & ses intéréts, ¢’ est-a-dire quel est celui
qui lui laisse la plus grande espérance mathématique?

En accroissant le nombre des joueurs, on accroit la somme &
partager, mais on diminue la chance d’y avoir part et celle de
'avoir tout entiére. Il faut déterminer n de maniére a rendre (1)
maximum.

En égalant 4 zéro la dérivée par rapport 4 n, on obtient

l(l—q;.)

(2) rg:lrk-&-l(l—-qk)'

Cette équation fera connaitre la valeur de n.
Si Pierre a amené le point le plus élevé possible, on a gx=o0;
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rn

ry est nul et n infini. Pierre, dans ce cas, certain d’avoir une
part, a avantage 4 accroitre sans limite le nombre de ses adver-
saires.

L'espérance mathématique de Pierre ne grandit pas indéfini-
ment. La formule (1), quand on y suppose gy==o0 et n infini, se

réduil &

1
— -

Pk

L’enjeu total n devant étre pariagé entre tous ceux qui auront
le point maximum, pour que chaque part soit —, il faut que le
nombre des partageants soit np,. p;, quand k est le plus grand
des points possibles, ne différe pas de pz. npx est le nombre pro-
bable de ceux d’entre les n adversaires qui améneront le point
maximuom dont la probabilité est ;.

Le Tableau suivant donne les résultats relatifs au cas ou I'on
joue avec trois dés. Pierre ayant amené au premier coup l’un des
points inférieurs au maximum 18, la premiére colonne donne le
point obtenu, les deux suivantes donnent les probabilités dési-
gnées dans la formule par px et gz; le nombre d’adversaires le
plus avantageux pour chaque valeur de & est inscrit dans la qua-
tri¢gme colonne; la cinquiéme donne la valeur de (1 — ¢x)?, proba-
bilité pour que Pierre ait une part.

k. Qe Pr- n. (1—g)"
iy E:—e ??'6 98.15600  0,634140
16 2—% z?ﬁ 31,4127 0,555902
15 2—’1% fé 13,4234 0,529248
14 % ;I% 6,5174 0,530862
13 % :T[s 3,2013 0,558870
12 fxﬁﬁ 71.% 1,64045 o,6r1215
10 58?% '2?776' » »
108 27

9 36 216
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Si Pierre ayant lancé six dés a obtenu cing 6 et un 5. on aura

Le nombre d’adversaires le plus avantageux est 15144 et la pro-
babilité de recevoir une part, dans ce cas,

0,723035.

47. Lorsque les valeurs probables de plusieurs grandeurs sont
connues, on ne connait pas pour cela la valeur probable d’une
fonction donnée de ces grandeurs,

La valeur probable d’une grandeur inconnue a est, par défini-
tion, I'espérance mathématique de celui qui devrait recevoir une
somme ¢gale & a.

Si a peut prendre, selon les décisions du hasard, les valeurs «;,
Oz, « ., Oy, €t que, pour chacune d’elles, les probabilités soient
P1s P2y -+, Pa, la valeur probable de a est

P10~ Palo—t...+ Pp2p.
La valeur probable de a2 est
Praj = prad ..o+ ppad;
elle est tres différente du carré de la valeur probable de a.
Si deux grandeurs @ et b ont pour valears probables A et B, la
a A N
valeur probable de Z n’est pas 5 On peat méme remarquer ue,
si o est une des valeurs possibles de b, si peu probable gu’elle

soit, la valeur probable de % est infinie.

48. Deux cas importants sont a noter.

La valeur probable d’une somme est la somme des valeurs pro-
bables des parties de la somme.

C’est la conséquence immeédiate de la définition.

La valeur probable d’un produit, guand les facteurs sont in-
dépendants, est le produit des valeurs probables des facteurs.
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Soient @ et b deux grandeurs. La premiére peut recevoir les va-
leurs 2y, ,, ..., a,, dontles probabilités sont py, p,, ..., pa.
La seconde peut avoir les valeurs 8, 3,. ..., Bn, dont les proba-
bilités sont ¢, ga. ..., gm. Les valeurs probables sont

P11 pada ...+ Ppin,
q1 B+ g2 Be+ ..+ qmﬁm;

lear produit est la somme des termes tels que
Piqi% @z’,

qui représentent les produnits de toutes les valeurs possibles o, 3,
du produit @b par leurs probabilités p,g,.

Si Parrivée de I'événement a exercait une influence sur celle
de b, la probabilité de I'association de «, avec 3, ne serait pas (23)
le produit p, gy.

Si, par exemple, b est égal 4 a2, les valeurs possibles de @ étant
Uys Xy, .o, Oy, cellesde & sonval, a2, ..., «f. Si @ est égal & oy,
il esl certain que b sera o).

49. Paradoze de Saint-Pétersbourg. — On a opposé les in-
dications du bon sens aux décisions de la théorie et pour con-
damner les principes allégué leurs conséquences.

La discussion, jusqu’ici, n’a pas dissipé la méprise. La théorie,
pourtant, est irréprochable; 11 n’est pas juste de lui opposer
Pabsurdité de ses conseils : elle n’en donne pas. 1l est déraison-
nable (’exposer an jeu une forte somme, indélicat d’accepter un
risque qui peut rendre insolvable. Le Calcul des probabilités doit
ignorer ces sages appréciations.

On joue, c'est ’hypothése. A-t-on tort ou raison? La question
n’esl pas posée.

On cherche les conditions équitables du jeu sans se demander
si elles sont raisonnables, ni établir ancune relation entre cette
question, que l’on ne veut pas aborder, et le probléme a résoudre.

Le parti raisonnable, si les risques sonl grands, est de ne pas
jouer.

Oun peut, en acceptant des conventions strictement équitables,
faire un acte de folie ou commettre une escroquerie. La remarque,
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pour étre incontestée, ne change pas la théorie du jeu équitable.
La confusion est analogue a celle que faisait Poisson (37), en por-
tant une espérance mathématique dans I'inventaire d'une fortune.

Pierre, pour toute fortune, posséde 1000007, il veut avoir une
chance de gagner 100 millions.

Rien n’est plus facile, répond sans s’émouvoir le géometre qu'il
cousulte. Si le jeu est équitable, vous aurez ggg chances sur 1000
de perdre vos 100000f.

La réponse doit s'arréter la. Si Pierre trouve ggg personnes dé-
sireuses comme lui de gagner 100 millions et résignées comme lui
a la presque certitude de perdre 100000, ils organiseronl une
loterie de 1000 billets & 100 000 le billet.

Le jeu sera équitable, la théorie le déclare, le bon sens le dé-
montre, et Pierre, cependant, sera trés justement interdit comme
insensé.

Le probléme de Saint- Pétershourg est devenu célebre par I'in-
génieuse combinaison des conventions failes pour dissimuler
I'énormité des mises, ou, pour étre plus exact, des engagements.

Pierre et Paul jouent aux conditions suivantes :

Pierre jette une piéce de monnaie. Si elle montre face, il don-
nera 1 a Paul. Si elle montre pile, il jettera la piéce de nouveau.
Si face arrive an second coup il donnera 2 3 Paul. La piéce sera
jetée jusqu’a la premiére arrivée de face qui termine la partie. S'il
a fallu la jeter n fois, Paul recevra on—ttr,

Quelle est I’espérance mathématique de Paul?

Elle est infinie.

Paul, en effet, recevra, selon le nombre des coups qui seront
joués, une somme égale & I'un des termes de la suite illimitée

I, 2, 4,8, ..., a2

Les probabilités pour lui de recevoir ces différentes sommes

sont
1 1 I
3 Zy g s o+’

L'espérance mathématique de Paul est, par conséquent,

1 i 1 I
— - — n — .
1><2+2><4,+4><8+...+2 xzn-z-l""'"
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elle se compose d’'un nombre infini de termes qui sont tous égaux
as.

Quel que soit le prix dont il paye la promesse qui lui est faite,
le marché sera avantageux a Paul.

Quu voudrait cependant risquer 100 a un tel jeu?

50. Les réponses proposees au prétendu paradoxe sont nom-
breuses. 1)’Alembert écrivait & Lagrange : « Volre Mémoire sur
les jeux me fait désirer beaucoup que vous nous donniez une solu-
tion du probléme de Pétershourg, qui me parait impossible en
admettant les principes connus. »

Les conditions du jeu impliquent contradiction, ont dit Con-
dorcelL et Poisson. Pierre prend des engagements qu'il ne peut
tenir. Si face ne se présente qu’au cenhiéme coup, le gain de Paul
représentera une masse d'or plus grosse que le soleil. Pierre le
trompe en la lui promettant.

L’observation est juste, mais n’éclaircit rien. Si I'on joue des
centimes au heu de francs, des grains de sable au lien de cen-
times, des molécules d’hydrogéne au licu de grains de sable, la
crainte d’étre insolvable peut diminuer sans limite. La théorie ne
doit pas faire la différence. Elle ne suppose pas non plus qu’avant
chaque jet de la piéce on dépose la mise. Quclle que soit la dette
de Pierre, la plume peut I’écrire, on réglera les comptes sur le
papier; la théorie triomphera s’i}s confirment ses prescriptions. Le
hasard irés probablement, on peut dire trés certainement, finira
par favoriser Paul. Quel que soit le prix dont il paye, & chaque
partie, la promesse de Pierre, le jeu, s’il est tenace, I'enrichira sans
limite. Pierre, insolvable ou non, lui devra une somme immense.

B4. Si une machine pouvait jeter 100000 piéces par seconde
et enregistrer les résultats, Paul, en payant 1000 par partie,
s’endetterait sans doute d'une centaine de millions par seconde;
il n’en ferait pas moins, aprés quelques millions de milliards de
siécles, un bénéfice colossal. Les conditions du jeu le favorisent,
et la théorie a raison.

On peut, sans calculs, rendre Vassertion évidente :

Supposons, pour ne pas aborder de trop grands nombres, que
Pierre s’engage a faire 1 milhiard de parties.
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Cherchons quelle somme Paul peut espérer recevoir, sans pré-
sumer pour lui le hasard bénévole.

Sur 1 milliard de parties, il faul s’attendre & en voir 500 millions
pour lesquelles Paul ne recevra que 1. On ne peut s'étonner
d’amener face une fois sur deux. Si le nombre est moindre, Paul
aura du bonheur; noas ne voulons pas lui eu supposer.

La seconde moitié des parties jouées commencent loutes par
l’arrivée de pile. Le second coup aménera face vraisemblable-
ment 250 millions de fois : une (ois sur deux. Paul, pour chacune
de ces parties recevra !7; il doit, de ce chef, espérer 500 millions.

Les 250 millions de parties restantes commencent par deux tois
pile; pour la moitié d’entre elles, on doit s’y attendre, face arri-
vera au troisiéme coup, Paul recevra 4%; c’est encore 500 millions
gu’il peul raisonnablement espérer. On peut renouveler trente fois
le méme raisonnement et voir clairement que l’ensemble des par-
ties doit vraisemblablement rapporter & Paul, d’aprés les condi-
tions convenues, une quinzaine de milliards. Le hasard, évidem-
ment, peut le favoriser el accroitre la somme, ou le maltraiter el
la diminuer; mais, en donnant 157 par partie, il a des chances
sérieuses de ne rien perdre.

Si Pierre doit faire 100 parties seulement, les chances sont diffé-
rentes; Paul, en donnant 15 par partie, aurait grande chance de
se trouver en perte. Les conditions du jeu lui seraient toujours
avantageuses; mais son avantage tvésullerait des gros bénélices
possibles, dont la chance est petite.

Si, au contraire, au lieu de 1 milliard de parties, on en devait
faire 1000 milliards, Paul, au lieu de 15, pourrait donner 20f
par parlie, avec chance sérieuse de recouvrer 20000 milliards,
sans compter, bien entendu, pour rien dans eette appréciation
sommaire la possibilité de gagner des sommes immenses, dont le
calcul exact a di tenir compte.

52. La réponse la plus singuliére faite au prétendu paradoxe
est celle de Daniel Bernoulli qui, le premier, a tiré de I'oubli cette
question autrefois proposée par son cousin Nicolas.

100 millions, suivant Daniel Bernoulli, ajoutés & une lortune
déja acquise de 100 millions, ne sufffisent pas pour la doubler.
Quels avantages nouveaux peuvent-ils procurer. \
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Il substitue, en conséquence, a l'espérance mathématique l'es-
pérance morale, dans le calcul de laquelle une fortune dépend non
du nombre d’écus dont elle se compose mais des satisfactions
qu’elle procure

Le probléme étant ainsi posé, Bernoulli a Paudace de le ré-
soudre. La solution est simple. Un accroissement dz ajouté a une

d
fortune z vaut ~-. Celui dont la fortune était « et devient b gagne

un avanlage mesuré par

b
f 2 _ 1.
a x

Jamais compte n'a été ni ne sera réglé de la sorte; mais, grice a
d’illustres approbations, la théorie de |'espérance morale n’a pas
moins contribué a la célébrité de Daniel Bernoulli que ses admi-
rables travaux de Physique.

53. Buffon a accru par son éloquence 'importance, je veux dire
le retentissement de I'idée de Bernoulli.

La théorie de I'espérance morale est devenue classique, jamais
le mot ne put étre plus exactement employé : on I’étudie, on l'en-
seigne, on la développe dans des livres justement célébres. Le
succeés s’arréte la, on n'en a jamais fait et n'en pourra faire aucun
usage.

L'importance d’'une somme d’argent diminue avec la fortune de
celui qui la recoit.

« L’avare, dit Buffon, est comme le mathématicien : tous deux
estiment l'argent par sa quantité numérique. |’homme sensé n’en
considére ni la masse ni le nombre. Il n'y voit que les avantages
qu'il peut en tirer. Il raisonne mieux que le mathématicien. L’écu
que le pauvre a mis & part pour payer un impét de nécessité et
P’écu qui compléte les sacs d’un financier n’ont pour I'avare et le
mathématicien que la méme valeur. Celui-ci les comptera par
unités égales, 'autre se les appropriera avec un plaisir égal, au lieu
que I’homme sensé comptera ’écu du pauvre pour un louis et

I’écu du financier pour un liard.

Un commentateur, qui n’est pas sans mérite, Quételel, a ajouté,
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pour faire mieux comprendre une théorie qu’il expose et ap-
prouve :

« Ainsi 1000 pour celui qui ne posséde que 2000% ont la
méme importance que 300000 pour celui qui posséde 1 mil-
lion. »

Si, par ce fier dédain de la fortune lorsque le nécessaire est
assuré, on échappe au reproche d’avarice, c’est pour en mériter
un plus grave. Celui qui possédant un million en acquiert un se-
cond changera fort peu, pas du tout peut-étre, les habitudes de sa
vie.

Est-ce 13, pour qui n’est pas avare, le seul fruit de la richesse?

Si 'homme sensé dont parle ‘Buffon n’est pas un cynique
égoiste, il pourra, sans thésauriser, faire bon usage des millions
qu’on lui suppose. On pourra les doubler, les décupler et les dou-
bler encore, sans ralentir la progression constante du bien qu'il
peut faire. N’a~t-il pas une famille & enrichir, des miséres 3 sou-
lager, de grandes ceuvres i créer ou a faire naitre? 1l évitera, s’il
est sage, de¢ jouer gros jeu, méme & des conditions équitables;
mais, s'il ne porte pas, si riche qu'il soit, 100000 par jour a la
roulette, la crainte de la perte l'arrétera beaucoup plus que le
mépris du gain.
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CHAPITRE IV.

THEOREME DE JACQUES BERNOULLI

Hoe imtur est allwl problema, quod evulgandum hoc
loco proposui, postquam jam per vicennium pressi, et
cuus (um novitas, (um summa utilitas cum pars conjuncta
dithicultate ommbus reliqus hnjus doetrine capitibus
pondus et prelium superaddere potest

Jacosrs BErNouLLI

33. Régularité observée des resultats du hasard — 5% Probabihté des épreuves
repétées — 33. Evénemenls dont la probabilité est maximum. — 36. Valeur
approchée du produit 1 2.3. .n. -- 57. Probabihité maxima dans une série
d’éprecuves. — 8. Probabilité d’un événement peu différent du plus probable.
— 59. Fiction d’un écart représenté par une variable continue — 60. Premiére
vérification. — (1 Seconde vérification. — §2. Calcul exact de la valeur pro-
bable du carre de l'écart; ellec ne différe pas de la valeur approchée. —
63. Troisiéme vérification. — 4. Calcul exact de la valeur probable de I’écart,
elle n’est pas égale & la valeur approchée. — 3. La probabilite pour que I’écart
soit 1nférieur 4 une houte donnée est donnée par une intégrale que lon a
réduite en Table. — 66 La probabilité d’un ¢cart absolu inférieur & une limite
fixe tend vers zéro; quand le nombre des épreuves augmente, c’est I’écart rela-
tif qui tend vers zéro. — 67. La probabilité d’un écart «, sur w épreuves, dépend

de \/i_ . exemples numériques. — 68 Ecart probable et écart moyen; leur rap-
>

port. — 69 Représentation du nombre probable d'arrivées en 1ntroduisant
un facteur dont la valeur délermine la contiance méritée par la formule. —
70. Ce qu’on doit entendre par jouer plus ou moins gros jeu, expression de
laquelle dépendent les chances de perte sur un grand nombre de parties —
71 Application du théoréme de Bernoulli aux chances éleciorades. — T2, Dif-
férences entre les conditions réelles et les données du probléme précédent. —
73. Le théoréme de Bernoulli suppose la probabilité d’un événement inva-
riable, 1l suppose aussi que cette probabilité ait une valeur objective; re-
marques sur cette question. — 74. Exemple d’une serie d'épreuves faites avec
probabilité variable.

53. Le hasard corrige le hasard. Une vague expérience révéle
la justesse de cette maxime & ceux mémes qui en ignorent la
B. 5
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rigueur. Le mot rigueur n'est pas exagéré. Les résultats de Pac-
tion libre du hasard sont prédits avec certitude, sans génev en
rien ses caprices.

La certitude n’est pas celle d’un théoréme de Géométrie. 1l
faut Paccepter dans le sens qu’indique Jacques Bernoulli, véri-
table inventeur de 1’nn des plus admirables résultats de la Science
mathématique : [n wusu vitee civili ubi moraliter certum pro
absolute certo habetur.

Vous sortez sans abri par un violent orage, vous serez mouillé,
cela est certain.

La certitude du théoréme de Bernoulli est de méme sorte. La
ressemblance va & I’identité. La méme objection peut v’appliquer
avec autant, osons dire avec aussi pea de raison dans les deax
cas.

La pluie, dites-vous, me mouillera, qu'en savez-vous? Chaque
goutte esL dirigée par le hasard, aucune n’a de destination; rien
ne prouvant pour aucune d'entre elles qu’elle ira s’abattre sur le
promeneur, de quel droit affirmer de I’ensemble ce qui est incer-
tain pour chacune?

Sans que l'assertion soit certaine 4 la maniére du carré de
Phypoténuse, on peut la produire avec entiére confiance. Il y a
plus : si deux promeneurs sortent ensemble et marchent sans se
quitter sous la méme pluie, non seulement ils seront mouillés
tous deux, mais ils le seront également. Si I'un d’enx accusait le
hasard de lui avoir donné la plus grosse part, il ne rencontrerait
pas plus de créance que s’il affirmait n’avoir rien recu.

Les événements fortuits ressemblent aux gouttes de pluie.
Pourvu qu'ils soient assez nombreux, le hasard les distribue équi-
tablemeunt entre tous les cas possibles, sans en favoriser aucun.
Tel est le théoréme que nous allons démontrer avec précision et
dont 'importance méme justifiera plusieurs démonstrations.

La prem:ére repose sur plusieurs propositions, dont chacune
par elle-méme est de grande importance.

84. Prosrime XLVII. — La probabilité d’un événement
est p, celle de l’épénement contraire est q; on fait p épreuves
dans les mémes conditions. Quelle est la probabilité pour que
le premier événement se présente n fois, le second u — n fous?
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Si I'ordre daus lequel les événements doivent se succéder étail
assigné, la probabilité demandée serait (24) le produit de » fac-
teurs égaux a p et de p — n égaux a g

(1) prgu—n,

L’ordre restant indéterminé, I’événement peut étre décomposé
en autant d’autres, de probabilités égales, qu’il y a de combinai-
sons possibles de @ objets dont n sont égaux a A et & — na B. Ce
nowmbre est

1.2.3...1%
1.2.3...n.1.2.3...0u—n

La probabilité demandée est donc

1.2.3...% .
l.2.3...n.1.2.3...p.—npnqp' "3

(2)

c’est le terme général du développement de (p + ¢)®.
Si l'on écrit
B

BT pu2g24 .4 gu,

(p+ @)= pt+ uph-tg + 3

le premier terme représente la probabilité pour que I’événement
dont la probabilité est ¢ ne se présente pas une seule fois; le
deuxiéme, la probabilité pour que cet événement arrive une fois;
le troisiéme, pour qu’il arrive deux fois, etc.

La somme des & premiers termes est la probabilité pour que cet
événement, donl la probabilité est ¢, arrive au plus k£ — 1 fois sur
. épreuves.

La somme de tous les termes est la probabilité pour que I'évé-
nement arrive au plus p fois, c’est la certitude, et la somme des
termes est égale en effet & I'unité, puisque p + g =1.

35. Prosrime XLVIIL. — La probabilité d’un événement
est p, celle de I événement contraire est q; on fait p. épreuves
dans les mémes ‘conditions. Quel est, pour chacun des deux
événements, le nombre d’arrivées le plus probable?

Il faut trouver pour quelle valeur de n, u élant donné,
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’expression (2)

1.2.3...1%
1.2.3...n 1.23...(p—nr)

prge—n

acquiert la plus grande valeur.

Si I'on range les expressions (2), c’est-a-dire les termes du
développement de (p + ¢)¥, suivant l'ordre des valeurs décrois-
santes de n, le rapport d’un terme au précédent est

n+1 g

p—nop
La valeur cherchée de ~ doit rendre ce rapport plus grand que
Punité, et le rapport suivant, obtenu en changeant n en n—1,

doit étre plus petit que 'anité.
Nous avons done, pour déterminer 7,

n-+1gq
kB ALY
v—np”

n q
E—axip b

(n+1)g > pp—np,
ng <pp—np+p

et, dcausede p +¢g =1,

n>pp—g.
n< pp—+ p.

Le nombre entier n est compris, d’aprés ces formules, entre
deux limites dont la différence p + ¢ est égale a 'unité.

1l est donc déterminé.

On peut dire, en néghgeant la fraction, que pp est le nombre
le plus probable d’arrivées pour ’événement dont la probabilité
est p; le nombre d’arrivées le plus probable pour 'événement dont
la probabilité est g est « — pp = pq.

La combinaison dont la probabilité est la plus grande est donc
celle dans laquelle les événements se produisent en nombre pro-
portionnel & leurs probabilités.

86. Pour rendre possible I'application des expressions Lrouvées.
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pour la probabilité, il faut transformer les produits qui y figurent.
Le nombre des facteurs, quand les épreuves sont nombreuses,

vendrait les calculs interminables.
La transformation repose sur la célébre formule de Stirling

Led...n= e—"n"\/mrn.

Les deux membres ne sont pas égaux, leur différence grandit
sans limite quand » augmente; mais leur rapport tend vers 'unité,
et cela suffit. Nous devons d’abord démontrer cette formule.

Posons

(1) 1.2.3...n =n"4(n),

et cherchons, lorsque n est grand, une valeur approchée de ¢ (n).
On a rigoureusement, en changeant dans (1) n en n + 1 et divi-
sant la seconde équation par la premiére,

o(r—+1) (n 1)+t

=n-1Ij
e(n) nn ’

par conséquent,

o(n+1)= qa(n)(x—i— %)HL-

1\~ ‘s 1
(1 + ’—z> » lorsque n est grand, différe peu de --
S donc on pose
¢(n) = e y(n),
la fonction ¢(n), par le changement de 2 en n -1, se multipliera
par un facteur peu différent de 'unité. Nous pourrons écrire
1.2.3...n =nren4(n),

avec la certitude que 4 (n) varie lentement quand » augmente.
¢ (n) varie lentement, mais il n’est pas constant et ne tend pas

4 le devenir. On a, en effet,

Y(rn+1) l>—".
Hotmo(on

Posons, pour évaluer le second membre,

1 —-—n
e<l+—) = 33
n
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l:=|——nl<1+ i)
n

X .
et, en remplacant l(x—l—- ;) par les deux premiers termes de son

on en déduit

. . qe L, q- 1
développement en série, c’est-a-dire en négligeant —

1 1 1
lz=1—n(—-—— )= —"
n 2 n? an

Par conséquent

et, en remplagant €'” par les deux premiers termes de son déve-
loppement,

. . 1
Nous pouvons écrire, en négligeant —,

Y(rn+1) 1
BT

On a au méme degré d’approximation

n-+1i I )
_—= H——-=1+~—
n Zn

. . ) . 1 .
la fonction §(n) varie donc, quand on néglige — » suivant la méme

loi que /n.
Sil'on pose
¥(n) = /rF(n),

par conséquent
1.2.3...n = nte-ny/n F(n),

F(n+1)

“F(n)

la fonction F(n) variera trés lentement, le rapport

. s s
réduisant  'unité quand on néglige — -
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On pourrait continuer le méme mode d'approximation pour
chercher la valeur approchée de F(n), comme nous avons cherché
celles de »(n) et de $(n); mais il est permis de s’arréter, parce
F(n+1)
“F(n)
peut démontrer que F(n) tend vers une valeur constante par
laguelle on peut dés lors le remplacer si n est trés grand.

F(n—+1)

F(n)
poser

que, d’aprés I’évaluation obtenue pour le rapport » on

Ly e, - 1
se réduisant a l'unité quand on néglige i’ on peut

Erry A,
F(n) =

A\ ne grandissant pas indéfiniment avec n, nous en déduirons, en
changeant la valeur de n,

F(n-+2) Ao
Farn) T m+nt
F(n+3) A
F(n+2) 7 (n+2)"
..................... ,
F(n+p) - Ap

F(n+p—1) T +p—1)t’

M, Ag, ..., Ap n'augmentant pas sans limite avec p. En multipliant
les équations précédentes, on a

F(n+p) _ Ay Ao Ap ]
) —Fm '("'"n")[H'(n+1>2]”'[‘+(n+p—r)z’

le second membre, et par conséquent le premier qui lui est égal,
tend vers l'unité lorsque, n étant de plus en plus grand, on donne
a p une valeur quelconque, grande ou petite. On a, en effet,

~ A A
(.4) l(\t+’§>=-’§(+6),

B tendant vers zéro lorsque n augmente. Le logarithme du second
membre de (3) est

l<1+ )"> +l[1+-—)i—-—,] -1-...+l[x+——)‘p———]
n? r(n41)* (n+p—1)
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et, a cause de (4),

e
! (14 0) +. ..+ Ap (1 6,).

A,
F(H_ﬂz)_‘—(n-i-l)- (n+p—1)

Celte expression tend vers zéro quand n augmente, parce que la

o £k 1
série dont le terme général esl — est convergente: la somme des

. , . . I .
termes qui, dans cette série, suivent — est donc trés petite, quel-
qui, ’ e » q

que loin qu’on la prolonge, et elle veste trés petite quand les
termes sont multipliés par des facteurs qui ne grandissent pas
sans limite.

Nous pouvons donc poser, en nommant G la limite constante
vers laquelle tend F(n),

1.2 3...n= Gnure—ny/n.

Le théoréme, sous cette forme, élait connu de Moivre; Stirling
a trouvé la valeur de la constante.
On a, d’aprés un théoréme célébre de Wallis,

™ 2244 2n 2N

2 133 2 —12n+1
que l'on peut écrire

] o (1.2.3...n*

9 (1.2.3...20)2 (2R +1)

Si, dans cette formule, nous remplagons 1.2.3...n et 1.2.3...2n
par leurs valeurs déduites du théoréme de Maivre,

1.2.3...n = Ge—nnnry/n,

1.2.3...22 = Ge—2n(2n)2n /2_n,

elle devient

wla
I
@

2(2nr-+1)
et, lorsque n devient infini,

G=y2m
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Nous pouvons écrire enfin
(5) 1.2.3...n=e—"n”\/27:n.

Pour éprouver l'exactitude de cetie formule, véritablement
indispensable dans les calculs de probabilités, faisons n=20;
nous trouverons

1.2.3.4.5...20 = 2432902008176646000,

e-202020/Jo = 2422786385510400000.

Le rapport de ces deux nombres est 1,00417.

B7. Les probabilités de deux événements contraires étant p
et ¢, la combinaison la plus probable, sur w épreuves, est celle
dans laquelle le nombre d’arrivées du premier événement est p.p et
celle du second p.g.

Cette probabilité maxima est

1.2.3...
1.2.3...up.1.2.3...0q

(6) PEP gy,
L’application de la formule de Stirling donne pour valeur
approchée
et /2 plr gia
—————p
e~bp (up)pry/ampp et (ng)My/2mpg

ce qui se réduit, en ayant égard & la condition p —¢g =1, 2

I

<7> Vimri

Cette probabilité, la plus grande de toutes, contient /. en divi-
seur. Elle tend vers zéro, quand le nombre des épreuves aug-

mente.

58. Cherchons la valeur approchée du terme dans lequel I'expo-
sant de p est pp — h, en supposant ce terme assez voisin du terme

. h . .
maxhnum pour que ; el méme 7 solent petits.
M
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L’expression exacte est

1.2.3...p.pr—rquat+h )
®) 1.2.3...(up — A)1.2.3...(pg+h)

Le théoréme de Stirling la réduit a

I I
Varupg N

(- )

On a, en négligeant ;'-I—‘,

1
A P'P—h+-2- . . A e )
(=) (et i) (-~ )

! ) 2_( +h+1< _h__._h:)
(H-?L? =\* 'A> ng  aplg

Sy | pyl
N Ars PN h? /1 L th/l I
(= )T e YT sy ik,
rp g9 2 \p q9 2 p\g P
Ona
1 1 I
- —-= —
p 9 Ppg
el 'on conclut
1
\p.p—-lm-é y.fl-(-/t+§ he i 11
(I—i <I+-£-) = g? P‘Ie“*(ll P);
®p/ rq

le second facteur différe fort peu de I'unité; on peut le supprimer
et remplacer le terme (8) par

(9)

La démonstration de cette formule suppose 4 petit par rapport
& (13 on I'étend cependant i toutes les valeurs de 4, sans qu’il en
résulte, lorsque p est grand, aucane erreur sur les chiffres.
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La fonction
h?
e 2Wpq

décroit, en effet, lorsque A augmente, avec une telle rapidité que
sa valeur numérique n’a plus d’influence sur les chiffres con-
servés. La probabilité dans 'expression de laquelle on I’introduit
est elle-méme d’une extréme petitesse et, quoique la formule
acceplée n’en soit plus la valeur approchée, la substitution de
deux quantités négligeables l'une et lautre est sans inconvé-
nient.

On étend méme I’expression approchée de la probabilité a des
valeurs de A pour lesquelles cette probabilité n’existe pas; £, en
effet, ne peut étre plus grand que up, et on le fait varier sans que
cela exerce d’influence sur les chiffres, entre — o0 et .

59. Par une fiction qui vendra les calculs plus faciles, nous
remplacerons le nombre entier A par une variable continue, en
assignant 3 un écart compris entre 5 et 5+ d3 la probabilité

=2

L e 2PP7 ds.

Vamppg

Ce mot écart doit étre défini. On considére la valeur pp du
nombre d'arrivées de ’événement dont la probabilité est p comme
une valeur normale, la plus probable de toutes, et les autres sont
définies par leur différence avec celle-1a. Cette différence prend le
nom d’écart.

Si, par exemple, on fait 10000 épreuves & pile ou face et que
pile se présente 5021 fois, I'écart sera 21. Si U'on jette deux dés
36000 fois et que sonnes se présente 99 fois, I'écart sera — 5.

La substitution de la fonction continue (10) & I’expression qui
convient aux écarts entiers, les seuls possibles, est comparable a
celle d'une courbe & un polygone.

Supposons, par exemple, p.= 1000, p =g =73.

La formule (9) devient, pour 4 == 4o,

(10)

2
V2 e—32 = 0,0010285;
y/1ooo™
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pour i = 6o,

/>
Y e~72 = 0,00001883;
V1ooow
pour 2t = 100,
V; h]
————¢—20= 0,00000000052006.
V1000

Linfluence d’un nombre aussi petit dans les formules est insi-
gnifiante; on peut le supprimer s'il existe, I'introduire s'il n’existe
pas, le remplacer par un autre de méme ordre, les chiffres utiles
du résultat n’en seront pas modifiés.

60. Quelques épreuves’justifieront la confiance accordée a la
formaule (10).

La probabilité d’une erreur comprise entre 5 el 5 + ds étant

=2

¢ P ds,

Varppg

il est nécessaire ue la somme des probabilités de toutes les erreurs
possibles représente la certitude; on doit donc avoir

z2

1 fw _Ep.pqd =
-— e z =1.
Vamppg J—w

Si I'on pose, en effet,

3z .

—_—_ =,

Voupg

cette intégrale devient

. w
—_— C_ls dt
/= /_, :

égale & 'unité en vertu d’un théordme trés connu.

L’épreuve réussit mieux qu’on n’était en droit de 'espérer;
toute formule approchée doit en effet laisser craindre une erreur.
Le résultat, ici, est rigoureusement exact.
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61. Cherchons, d'aprés la formule (10), la valeur probable du
carré de l'écart, c’est-a-dire l'espérance mathématique de celui
qui doit recevoir une somme égale & 32. Cette espérance est la
somme des produits de chaque valeur de 52 par sa probabilité :
elle a pour expression, d’aprés notre formule,

— e YPIz2 s,
Vamupg o
Posons
- =
V2upg

la formule devient

(x1) % et dt = ppg.

62. Nous allons chercher directement la valeur exacte de 'espé-
rance mathématique dont la formule (11) donne la valeur appro-
chée. Posons

(p—+q)p=ph+ A pb—lg + Aspb—2q2 ...+ AgupPPqit—+....

Les termes de cette formule représentent rigoureusement les pro-
babilités dont (g) donne la valeur approchée.
La probabilité qui correspond & un écarl 4 est

Anpt—mg”,
ol l'on a

n=ypgq—h,

h=pg—n.

L’espérance mathématique de celui qui attend une somme égale
4 h? est donc

(11) Z(pg — n)*Apptrgh,

la somme X s’étendaal 4 toutes les valeurs de n.
L’expression (11) peut s’écrire

(12) Sp2gA,pbrgt— 22 pgnrAy phigh+ Xt Apptrgn.

On a
b l"'! q: Anpp.—n,qn — P_zqz"
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puisque l’on multiplie par u?¢? tous les termes d’une somme égale
a 'unité.
I'identité
(13) (p+ q)=ZA,pr—ngr

donne, en égalant les dérivées parrapport 2 g, préalablement mul-
tipliées par g,

(P +gqitig=ZnA,ptrgq”,

et, en remplagant (p + ¢) par l'unité dans I’équation précédente,
qui est une identité, on en déduit

ZnA,pb-rgh =g
et, par conséquent,
ZpgnAy,pt—rgn = pigt.

Lidentité (13), différentiée par rapport 3 ¢, donne, en multi-
pliant ensuite les deux membres par g,

p(p—1)(p+ g 2g>+ pu(p+gq)tg =EnA,pt—rg”
el, 3 cause de p +¢q =1,
Zn2Appbrgr = p(p —1)g* + pg.
Ces formules réduisent la somme (12) &
prg? —2p2g? 4 p(p— 0 g2+ pg = pg(t—g) = ppg.

C’est le résultat obtenu (61) La substitution des valeurs appro-
chees aux valeurs exactes n’a donné aucune erreur.
" Il ne peut pas toujours en é&tre ainsi. Faisons une troisiéme

épreuve. .

63. Cherchons la valeur probable de I'écart z considéré en gran-
deur absolue; cela est nécessaire. car sans cela les termes négatifs
détruiraient les termes positifs et le résultat serait nul.

La valeur probable de z, d’aprés la formule adoptée pour repré-
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senter la probabilité d’une erreur s, est

s

—‘/———%——f ze'—ﬁp—q dsz.
27ppg Jo

L’intégration s’étend de o a l'infini seulement, parce que nous
ne considérous pas les valeurs négatives, dont on tient compte ce-
pendant en introduisant le multiplicateur 2.

Posons
2

= {.
Vappg

L’intégrale devient

avappg (., . _V2upg.
e—ttdt =
[}

2Vappg Iz
=

™

telle est 'expression approchée de la valeur probable de z.

64. Calculons exactement la valear probable de I’écart.

La probabilité d’un écart égal & z est le terme du développe-
ment de (p + g)¥, dans lequel I'exposant de p est wp + 5 et celui
de g, g — 3.

Il faut multiplier ce terme
Azpp.p-f—qu.q—z

par z, afin de former ’espérance mathématique de celui qui attend
une somme égale & z. On a, 4 cause de p + g =1,

2=q(pp+32)—p(pg—3z);

up —+ 5 et pg — z sont les exposants de p et de ¢ dans le terme
de (p =+ g)*. Or, multiplier un terme

gpP
par
—ap=pg (E—2
Bg—ap =pg ( 2 q>
<’est prendre la dérivée par rapport & p, en retrancher la dérivée
par rapport & g et multipher la différence par pq.
Nous devons donc prendre les termes de développement de
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(p + q)* pour lesquels 5 est positif, c’est-a-dire

p.(p.——) - r.2.3...p P gl
PET +l.2.3...p.p.l z.3...y.gp 7%

ph-pptig 4+
et retrancher la dérivée par rapport a ¢ de la dérivée par rapport
a p, pour multiplier ensuite le résultat par pg.

Les termes, on le voit aisément, se détruisent deux a deux: la
dérivée par rapport a ¢ du second est égale & la dérivée du pre-
mier parrapport & p; la dérivée du troisiéme par rapport a ¢ est la
dérivée du second par rapport i p, et ainsi de suite; il ne reste
que la dérivée du dernier par rapport a p.

1.2.3.. p
1.2.3...pp 1.2.3 .. nq

pYrgiapgp.

C’est le produit par ppg du terme maximum, ¢’est-a-dire, d’aprés
la valeur approchée (37) de ce terme,

ppg  _ Viepg.
Veumpg  /am

Il faut doubler ce résultat, puisque nous n’avons pris que les va-
lears positives de 5 : il s’accorde avec I'expression ohtenue (63).

63. Nous pouvons donc accepter avec confiance I’expression (g)
pour la probabilité d’un écart égal a z

La probabilité pour que 3z soit inférieur 4 une limite donnée «,
c’est-a-dire pour qu’il soit compris entre — « et - a, sera

52

I o
[ e 20pq ds

Vo=
ou, ea posant
PSP Verm 7
o
VIU-Pg
(14) By = -3-_f BPT o .
\/"T 0

Cette probabilité s’obtiendra dans chaque cas particulier a I'aide
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de la Table des valeurs de la fonction

i

2

—_— e-t’dt=6(t),
7= h

que 'on trouvera a la fin du Volume.

@(t), on peut le voir a l'inspection de la Table, tend rapide-
ment vers |'unilé; on a

8(3) =0,9999779:
8(3,70) = 0,9999998.

66. On peut, sans consulter la Table des valeurs de la fone-
tion ®, déduire de la formule (g) d'importantes conséquences.

L’écart zéro est le plus probable. I a cependant une probabilité
infiniment petile lorsque le nombre des épreuves devient infini.

La formule qui représente la probabilité d'un écart. inférieur 3 «
s’annule pour o= o. Il faut remarquer qu’en substituant une va-
riable continue & I’écart, qui nécessairement est entier, nous de-
vons, pour représenter I’écart nul, prendre tout Vintervalle entre
a=o0 et a=1. Nous n’avons plus alors une probabilité rigoureua-
sement nulle, qui devrait diminuer la confiance inspirée par la
formule.

Si lon assigne a o« une valeur déterminée, quelque grande
qu’elle soit, la probabilité pour qu'il ne la dépasse pas tend vers
zéro lorsque p augmente sans limite.

On peut regarder comme certain, par conséquent, que, le
nombre des épreuves croissant indéfiniment, I’écart croitra sans
limite. La probabilité pour qu'il reste au-dessous d’une limite
donnée est infiniment petite.

Ce résultat fixe le sens du beau théoréme de Bernoulli; 1'écart
relatif est de plus en plus petit, I'écart absolu de plus en plus
grand.

67. La certitude, quand Jes épreuves se maultiplient, de voir
’écart absolu grandir sans limite peut se démontrer a priori, indé-
pendamment de toute formule.

Le résultat le plus probable de p épreuves successives est I’ar-
rivée pp fois de I'événement dont la probabilité est p. Cette pro-

B. 6
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babilité maximum, quoique plus grande que toutes les autres,
. . s 1
tend vers zéro; elle est (87) proportionnelle & 7
ol

Les autres, qui sont plus petites, tendent a fortiori vers zéro;
et, si 'on en prend un nombre désigné, quel qu'’il soit, leur somme
ne peut manquer de tendre vers zéro lorsque, ce nombre restant
fixe, u augmente indéfiniment.

68. Il faut insister, en donnant un exemple, sur cette distinc-
tion entre I'écart absolu, qui doit grandir, et P'écart relatif, qu
tend vers zéro.

On joue & pile ou face. Combien doit-on faire d’épreuves pour
que la probabilité d’obtenir pile ou face, sans préciser lequel, un
million de fois au moins de plus que l'autre surpasse 0,017

Il faut déterminer p par I’équation

1000000 »

P
Ve
—%:f e—*dit = 0,99.
\/7‘ )]
On trouve dans Ja Table de la fonction ()
8(1,83) =o0,99.

Nous poserons donc

1000 000
n

2

=1,83;

on en déduit
= 597 211 millions.

69. La probabilité =, d’un écart plus petit que o est, en gé-
néral,

()

appg)’

il dépend du rapport ;: et tend rapidement vers I'unité quand ce
i

rapport augmente. Si 1'écart relatif % reste constant, —— =Vp -
-

Vi

augmentera sans limite, et la probabilité d’un écart moindre qué
o se rapprochera de la certitude.
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Cherchons, par exemple, le nombre d’épreuves qu’il faut tenter
a la roulette pour avoir gg & parier contre 1 de voir le zéro sortir
plus d’une fois sur quarante en moyenne. Le nombre de sorties le
plus probable est une sur trente-sept; si le zéro sort moins d’une
fois sur quarante, l’écart est négatif et plus grand que

o
3 (0,002027).
Nous avons

0(1,65) =o0,98.
La probabilité d’un écart plus grand gue 2, si I'on pose

o©

—_— 1,65,

V2wrpg

est donc 0,02; le signe étant donné, elle est o, 01.
Nous poserons donc

R

;:.- = 0,002027,
a
—_— I,Gs.
. V2ppg
En prenant
=L 36
P=37 973
on trouvera
w = 34 848.

Quelque petit que soit I'écart relatif assigné, on pourra faire un
nombre d’épreuves assez grand pour rendre la probabilité de ne
pas l'atteindre aussi grande que 'on voudra.

70. Deux écarts remarquables ont recu des noms qu'il faut
connailre.

On a
8(0,4769363) = i
L'écart o défini par 'équation
= 0,476936
Vappg

a donc probabilité égale d’étre ou de ne pas étre surpassé.
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Cet écart

0,47693 Y2 pg

se nomme ’écart probable sur p. épreuves.
L’écart moyen est la valeur probable de ’écart; 1l a pour va-

leur (64)
“;—E Viepg = 0,79789 vV i1pg.

Le rapport de I’écart probable & I’écart moyen est 0,8463. lls
sont 'an et 'autre proportionnels & la racine carrée du nombre
des épreuves.

71. On représente souvent le nombre d’arrivées de I’événement
dont la probabilité est p, sur u épreuves successives, par

wp =pvappg.

En assignant a p une valeur numérique donnée, la probabilité pour
que le nombre d’arrivées soit compris entre les limites indiquées
par cette formule est un nombre fixe, indépendant de y, de p et
de g.

Dans une série quelconque d’épreuves, il y a un a parier contre
un de voir le nombre d’arvivées de I'événement dont la probabi-
lité est p compris dans les limites

up £ 0,4769 Vappg;
neuf & parier contre un qu’il sera dans les limites
pp 1,163 \/2—}%,
et mlle & parier contre un qu’il ne sortira pas des limites

pp 2,327 Vappg.

72. La formule (14) permet de définir avec précision ce qu'om
doit entendre par jouer plus ou moins gros jeu.

Pierre joue 1000 parties, I’enjeu est 17; Paul en joue 100, mais
Ienjeu est 10,

Tous deux peuvent perdre 1000™. [ls courent les mémes risques,,
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mais n’y sont pas également exposés. Supposons un jeu équitable;
la probabilité de gagner est p, celle de perdre est g. La mise de
Pierre est a, celle de son adversaire est b, et 'on a

pb = qga.
Si Pierre gagne wp +h parties, il en perdra ug — A; son béné-
fice sera
(pp+h)b—(prg—h)a=h(a—+20b).
Il est proportionnel & 4.

La probabilité pour que la somme perdue ou gagnée soit infé-
rieure 4 A(a + b) =S est donc

k
W
=~ [ “”%—z*m:a[___s.___].
A (a—+b)Vaupg

La situation faite aux joueurs par les conditions du jeu et par le
aombre des parties est déterminée par le produit (a + &) \/m

Pierre expose 10 par partie et joue 20000 parlies, avec chance
égale de gagner ou de perdre.

Paul expose également 1o'", mais sa chance de gain est g5 seule-
ment; il doit, en cas de gain, recevoir 350™. Combien Paul doit-il
faire de parties, a4 ce jeu équilable, pour courir les mémes risques
que Pierre? )

Le nombre p des parties est donné par I'équation

20 {5000 = 360‘/%,

20 000
35

= 571.

La situation de Paul, qui joue 571 parties, serait exactement la
méme que celle de Pierre qui en joue 20000, siles formules étaient
rigoureuses: elles ne sont qu'approchées. Il ne faudrait pas les ap-
pliquer & de petits nombres.

73. Supposons que, dans nn pays qui compte 10 millions
d’électeurs, on en désigne 20000 par un tirage au sort, pour leur
faire élire un représentant. En supposant que le pays soit partagé
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entre denx opinions, 4300000 d'un cété et 5500000 de l'autre,
quelle est la probabilité pour que le candidat élu appartienne 2 la
minorité.

Le probléme est identique a celui-ci :

La probabilité d'un événement est 0,45, celle de I’événement
contraire 0,55; on fait entre eux 20000 épreuves, quelle est la
probabilité pour que I’écart dépasse 1000 en faveur de l’événe-
ment le moins probable.

La combinaison la plus probable donnerait 4 la minorité
gooo électeurs sur 20000. Pour que le hasard la transforme en
majorité, il faut un écart supérieur & 1000, dont la probabilité
s'évaluera en divisant par 2 l'indicalion fournie par la for-
mule (14), qui se rapporte 4 un écart inférieur & o dans un sens
ou dans I’autre.

La probabilité pour avoir un écart supérieur 4 1000 est

1—© <———-l°°° Y=1—0 (10).
Verrerd,

0(10) differe tellement pea de I'unité que I'événement peut étre

regardé comme absolument impossible. La probabilité de gagner

deux quines de suite & la loterie serait beaucoup plus grande.

L’expérience semble démentir la théorie. Les minorités sont
représentées, et, sans qu'il y ait aucune relation entre leur nombre
dans le pays et celui de leurs élus, celui-la est loin d’étre nul.

Le calcul précédent suppose, en effet, que, tous les électeurs
étant inscrits sur une seule liste, on y prenne 20000 noms au
hasard pour composer le collége électoral. Il n’en est pas ainsi;
les électeurs d’un méme département, d’'un méme arrondissement
quelquelois ou d’'une méme ville ayant des intéréls communs, ne
pouvant manquer de subir les mémes influences, ne sont nulle-
ment assimilables & un groupe de votants désignés indépendam-
ment les uns des autres sur le pays tout entier.

74. Lorsque la probabilité d’un événement est connue, on pent
prédire avec presque certitude la valeur approchée du nombre
d’arrivées de cet événement sur un nombre conna d’épreuves.

Il fant cependant faire d'importantes réserves.

Le théoréme reste vrai quand la probabilité de I’événement est
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inconnne. Le rapport du nombre des arrivées de |’événement au
nombre total des épreuves s’approchera certainement de cette
probabilité inconnue, si l'on augmente sans cesse le nombre des
épreuves. Si, par exemple, on puise dans une urne contenant des
boules blanches et des boules noires, en remettant aprés chaque
tirage la boule qui est sortie, le rapport du nombre de boules
blanches sorties au nombre des tirages convergera vers la proba-
bilité assignée par la composition de I'urne.

Mais deux conditions sont nécessaires : la probabilité ne doit
pas changer pendant les épreuves, et elle doit avoir une valeur
déterminée.

Un événement incertain n’a-t-il pas toujours une probabilité
déterminée connue ou inconnue?

Il faut se garder de le croire.

Quelle est la probabilité pour qu’il pleuve demain?

Elle n’existe pas.

Non pas parce qu’elle varie d’un jour a I'autre avec I'étal du
ciel et la direction des vents; mais parce que dans aucune circon-
stance elle n’a de valeur odjective, la méme pour tous ceux qui
I’évaluent sans se tromper.

Il pleuvra ou il ne pleavra pas, 'un des deux événements est
certain, dés a présent, et I'autre impossible. Les forces physiques
dont dépend la pluie sont aussi bien déterminées, soumises & des
lois aussi précises que celles qui dirigent les planétes.

Oserait-on demander la probabilité pour qu’il y ait éclipse de
lune le mois prochain?

Un homme est agé de quarante ans, quelle est la probabilité
pour qu’il vive dans dix ans?

Ni I’événement cette fois, ni ’événement contraire n’cut, dés a
présent, certitude égale a celle d’une éclipse, mais la probabilité
n’a pas davantage, pour cela, de valeur objective, indépendante
des renseignements connus et du bon jugement de celui qui en
fait usage.

Le roi de Siam a quarante ans, quelle est la probabilité pour
qu’il vive dans dix ans? Elle est autre pour nous que pour ceux qui
ont interrogé son médecin, autre pour le médecin que pour ceux
qui ont regu ses confidences; trés différente enfin pour des con-
jurés qui prendraient leurs mesures pour I’étrangler le lendemain.
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Toutes ces probabilités sont subjectives, il n’en existe pas d’ob-
jective. L’esprit se refuse 4 concevoir une urne contenant des
boules blanches et des boules noires que l'on puisse composer
chaque matin de telle sorte que la chance de vie pendant la jour-
née puisse éire remplacée, pour un individu désigné, par le tirage
d’une boule dans cette urne.

Les cas précédents ne peuvent étre pris pour exemple de 'apphi-
cation du théoréme de Bernoulli. Que le roi de Siam meure ou
vive, il est impossible de renouveler I'épreuve.

Il faut considérer, au lieu d’'un événement isolé, une classe
d’événements définis lous ensemble sans distinction. La réponse
alors est moins évidente.

Quelle est la probabilité pour qu’il pleuve dix lois & Paris pen-
dant le mois de janvier? On ne diL pas de quelle année.

Pour qu’un habitant de Paris 4gé de quarante ans vive encore
dans dix ans? On ne désigne pas I'habitant.

Ces deux questions, semblables en apparence a celles qui ont
été posées d’abord, en sont réellement trés diflérentes. Nous réu-
nissons en eflet, sans distinguer entre eux, tous les jours du mois
de janvier de toutes les années et tous les hommes 4gés de qua-
rante ans, au lieu de désigner un seul jour et de s’occuper d’un
seul homme.

Supposons que les progrés de la Science permetlent la prédic-
tion des jours de pluie avec une certitude égale a celle des échpses.
Le Tableau dressé a 'avance soustrairait le probléme a la théorie
du hasard, mais pour I'y fare rentrer s’il s’agit d’un jour indé-
terminé du mois de janvier choisi dans une année indéterminée.

L’assimilation & une urne devient possible alors. Le nowmbre des
boules est le nombre des journées de janvier pendant un grand
nombre de siécles ; celui des boules blanches, le nombre des jours
de pluie.

Une différence subsiste. Dans les épreuves relatives aux jours
de pluie, on ne peat ni agiter les boules ni les remettre dans
Vurpe. En termes plus clairs, I’événement observé un jour n’est
pas sans influence sur celui du jour suivant.

S’il s'agit des chances de mort pour un Francais 4gé de qua-
rante ans, la question est moins évidente encore. On ne peut plus
supposer le tableau des événements dressé a I’avance avec certi-
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tude ni accepter, a priori, I'assimilation avec les tirages dans une
urne.

Il n’est pas permis d’affirmer la régularité de la proportion des
décés dans une grande ville ou méme dans un grand pays.

Cette régularité est révélée par la statistique; elle est treés
remarquable, mais nullement nécessaire.

Le rapport du nombre des déceés & celui des survivants est, pour
un 4ge donné, & peu prés invariable.

Le rapport du nombre des naissances masculines 4 celui des
naissances féminines est constant & trés peu prés, & toutes les
époques el dans tous les pays.

Il serait impo-sible de le démontrer a priori.

L.e nombre d’hectolitres de blé récoltés dans un département
varie d'une année & I'autre.

Pourquoi celui des naissances est-il invariable?

On ne saurait en dire la raison.

La constance des rapports, quand elle est constatée, donne-t-elle
le droit d’assimiler les chances des décés et celles des naissances
pour Pun et Pautre sexe & des tirages faits dans une urne de com-
position invariable ?

La conséquence n’est nullement permase.

Les tirages au sort, si I'urne est composée pour cela, seront
d’accord, en moyenne, avec la statistique. C’est une vérité iden-
tique.

Mais de 1'égalité des moyennes peut-on conclure celle des
chances d’écart? Ce serait admettre ce qui est en question.

Substituons aux hommmes d’une méme ville les moutons d’un
méme troupeau’et faisons la statistique de I'abattoir; un marché
fait pour un grand nombre d’années régle le nombre des victimes,
la 1égularilé est parfaite. On peat composer 'urne dans laquelle
on tirera avec certitude, pour un nombre suffisant d’épreuves, un
nombre moyen de boules noires égal  celul des moutons sacrifiés
chaque jour.

I’assimilation n'ira pas plus loin. Le nombre des boules noires
variera d’un jour & I’autre; le nombre des moutons sera invariable.

On fait une expérience sur les dés. On les introduit dans un
corpet, on agite, on les lance et on note le coup. L'épreuve répétée
20000 fois confirme les prévisions théoriques. Tous les cas se pro-
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duisent proportionnellement & leurs probabilités. L'expérimen-
tateur se fatigue; une seule chose importe aprés tout, c’est de
mettre le hasard a I'épreave. 1l dicte les points sans jeler les dés,
il s’'interdit le choix, le hasard parle par sa bouche.

Obtiendra-t-il les mémes résultats? Aura-t-il 1000 doublets
environ sur 6000 épreuves? Le nombre des poinls impairs sera-
t-il peu différent de celui des points pairs? Il serait téméraire de
I'affirmer. L’improvisateur des coups de dés peul se dire :ily a
longtemps que je n’ai appelé le double six, I'impartialité veut qu’il
ait son tour. Le sort n’a pas de tels scrupules, et il pourra arriver
qu’une trop grande conforrmté aux proportions prévues trahisse
I'intervention d’une cause pertnrbatrice.

Si l'on jette deux dés 6ooo fois de suite, le nombre
le plus probable des doublets est 1000, l’écart probable est

0,475693

Si, en falsant 1000 séries de 6000 coups, tous les écarts sont
inférieurs & 20 si la valeur moyenne des écarts, au lieu d’éire 23,
estinférieure 4 10, on pourrait affirmer avec une certitude presque
miaillible I’existence d’une cause régulatrice corrigeant les écarts
du hasard.

3000

= 19,4706 et I’écart moyen 5_\/0000 = 23,0329.

78. Lorsque la probabilité d’un événement est variable d’une
épreuve a l'autre, le théoréme de Bernoulli n’est plus applicable.

La généralisation proposée par Poisson sous le nom de loZ des
grands nombres manque non seulement de rigueur, mais de pré-
cision. Les conditions supposées dans ’énoncé échappent par le
vague & toute apprécialion mathématique. On peut, dans un cas
simple et digne d’intérét, appliquer le théoréme de Bernoulli,
malgré la variation des chances pendant les épreuves.

Supposons une urne contenant un nombre A de boules blanches
ou noires, la probabilité d’en extraire une boule blanche est p,
celle d’extraire une boule noire est ¢.

On fait p tirages sans remettre dans 'urne les boules qui en
sortent. Si A et p sont de grands nombres, il est trés probable que

.

le rapport du nombre des boules blanches sorties & celui des

boules noires différera peu de‘-g- En ne remettant pas les boules,
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on change & chaque épreuve la probabilité de choisir une boule
blanche ; mais ce changement est, en quelque sorte, un régulateur
de la proportion prévue par le théoréme de Bernoulli. Quand la
proportion d’une des couleurs est inférieure a ce rapport normal,
la probabilité pour elle augmente et les épreuves suivantes ont
plus de chance pour corriger 'irrégularité.

On peut préciser cet indication.

Soient A le nombre total des boules, Ap celui des boules blan-
ches, Ag celui des boules noives. La probabilité de tirer sur
p épreuves pwp — k boules blanches et pg + 4 boules noires est,
comme on le voit aisément,

1.2.3...p
2.3 up —kar.2.3. . pg + £
1.2.3...Ap.1.2.3...hAg.1.2.3...(A — )
1.2.3...(F—p)g + AT 2.3...% 1.2.3.. .(A—p)p—K]

>

On a trouvé (88) approximmativement

2.3.. [ k.
np—k gng+k — 2npg
I. (np—/r)(l 1:5 nq+A)p 7 ‘/zﬂgpqe

et, par conséquent,

k2

1.2 3...n e_ Enpqplc—-np q—lc—nq_

1
1.2.3...(np—k)1.2.3.. .(ng + k) V2 umpg

En remplagant les fractions

1.2.3...1
1.2.3..(pp—k)1.2.3.. (pg+ k)’
1.2.3...(h—p)
[12.3...(0A—0)p —K[1.2.3...(A—p)g + &]
1.2.3...Ap.1.2.3...A¢q
1.2.3...A

par leurs valeurs déduites de cette formule, on trouve

I P kA
‘/ —— e PIBA-w),
VamupgV A=t

C’est précisément la formule qui convient au cas ou 'on ne




92 CALCUL DES PROBABILITES.

remet pas les boules, dans laquelle le nombre p des tirages est

multiplié par )‘_)\_ gl

Si ’on tire la moitié des boules sans les remettre, la probabilité
d’un méme écart absolu entre le nombre des boules blanches et le
nombre le plus probable sera la méme que si I'on tirait un quart
seulement en remettant les boules.
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CHAPITRE V.

DEMONSTRATIONS ELEMENTAIRES DU THEOREME
DE BERNOULLI.

L’emplor du calcul est comparable a celm d'un instru-
ment dont on connait exactement la precision

FOURIER.

76. Lorsqu’un événement douteux peut se présenter de plusieurs maniéres et
qu’une certaine grandeur résulte de chaque épreuve, la valeur probable différe
de moins en moins de la moyenne des valeurs obtenues. — 77. Application 2
une série de parties faites 4 un méme jeu de hasard. — 78. Cas ou le jeu est
équitable, les énoncés se trouvent en défaut. — 79. Epreuves successives de
deux événements contraires. — 80. Troisiéme démonstration du théoréme
de Bernoulh.

76. Le calcul dont parle Fourier est celui des moyennes.

Lorsqu’un événement douteux peut se présenter de plusieurs
maniéres entre lesquelles prononce le hasard et qu’une certaine
grandeur résulte de chaque épreuve, la valeur probable définie (47)
différera de moins en moins de la moyenne des valeurs obtenues.

La probabilité d'une différence supérieure a un nombre donné,
si petit qu'il soit. tend vers zéro quand le nombre des épreuves
augmente.

Soient Ay, A3, ..., A, les valeurs possibles d’une grandeur, p,,
P2» -+  Pn leurs probabilités. La valeur probable de la grandeuar
est par définition

PihM=4paha...4+pphp= G.
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Si I’épreuve renouvelée un grand nombre de fois donne succes-
sivement les valeurs z,, 2y, «.., Zy, la moyenne arithinétique

2y To. ..+ Ty
{J.

différera peu, si p. est grand, de la valeur probable G.
Rien n’est certain, bien entendu, mais la valeur probable du
carré de la différence

Zy+ Zr+.. + Ly
lJ.

G

3
tend vers zéro lorsque p. augmente. Lorsque la valeur probable

d’une grandeur tend vers zéro, on n’en peut rien conclure. De
grandes valeurs positives peuvent avoir grande probabilité, auss:
bien que les grandes valeurs négatives qui les compensent; il en
est aulrement quand la valeur probable d’un carré est trés petite.
Toutes les valeurs possibles étant de méme signe, aucune ne peut
a la fois n’étre pas trés petite et ne pas avoir une probabilité trés
petite. La probabilité pour que la valeur surpasse un nombre
donné tend nécessairement vers zéro.

Nous considérerons, dans le cas actuel, 'expression essentielle-
ment positive

T+ Zo+...+ & 2
) (BEmteet % g
23
pour démontrer que sa valeur probable tend vers zéro.
L’expression (1) peut éire remplacée, en adoptant une notation
bien connue, par

Szl 4+ 2Zx ” Gz,

3 + G
p n

(2)
My e, . oo, A, désignant, comme on I’a supposé, les valeurs pos-
sibles de ., £3, <.+, Zn €t Py, Py, - .., pnlears probabilités, la
valeur probable de z? est

. PiA} 4+ P} = .4 pahd.
Représentons-la par H; 2}, 23, ..., z3 ont méme valeur pro-
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bable, puisque rien ne les distingue. La valeur probable de Sz? est
donc pH.

La valeur probable de z, 2, est (48) le produit de la valeur pro-
bable G de z, par la valeur égale G de z,.

La valeur probable de z, est G.

La valeur probable de la somme (2) est donc

+ G2,

H - “('u,,_l)Gi— 2,.;G2

B w2

qui se réduit &

(3)

Quels que soient H et G, elle tend vers zéro lorsque u aug-
mente.

77. Le théoréme précédent a de nombreuses applications.

Pierre joue a un jeu de hasard. Sil gagne, il recevra une somme
b, enjeu de son adversaire; s’il perd, il donnera une somme a. La
probabilité de gagner est p, celle de perdre est ¢g. Le gain pro-
bable a chaque partie est

pb—ga=G.
La valeur probable du carré du gain est
pb2:+ g (— a)=pb2+ ga?= H,.

Si donc, aprés p parties, on nomme X le gain, positif ou néga-
tif, résultant de ces @ parties, la valeur probable de

(3o

est

H—G* pb2+ga’—(pb—ga)? =pgq (a+b)*
B w 2

En multipliant 'expression (4) par p2, la valeur probable sera
multipliée par p2, et

ppg(a—+b)?
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est, par conséquent, la valeur probable de
(5) (X — p(pb—gqa)
Si I’on représente ce carré (5) par €2, on aura
(6) X = p(pb —gqa)=£-=.

Le gain X fait sur p. parties a un jeu quelconque est donc repré-
senté par Ja somme de deux termes : I'un, complétement connu,
proportionnel au nombre des parties jouées; l'autre ¢, qui dépend
du hasard et dont le signe méme est inconnu.

Un Lel énoncé, sil’on n’ajoutait rien, seraitinsignifiant. Ignorer
dans une somme la valeur et le signe de I'un des termes, c’est ne
rien savoir sur Ja somme. Mais, sans connaitre &, nous avons sur
lui un renseignement. La valeur probable de ¢* est w(a + &6)%pg,
elle est proportionnelle & p.; celle de ¢ est donc de l'ordre de /.
et le second terme de (6) deviendra de plus en plus petit par rap-
port au premicr lorsque p croitra sans limite.

Nous comparons, il est vrai, la valeur certaine du premier terme
4 la valeur probable du second. Nos conclusions peuvent étre en
défaut; mais, lovsque p. augmente, la probabilité pour qu’il en soit
ainsi tend vers zéro. Il faudrait que le hasard rendit ¢2 infiniment
grand par rapporl & sa valeur probable.

Si & désigne la probabilité d'une valeur supérieure & «, il en
résulte dans la valeur probable de cetie grandeur essentiellement
positive un terme wa?, qui deviendrait & lui seul plus grand que la
somme dont il fait partie, si, lorsque o augmente, @ me devenait
pas trés petit. )

En réduisant I'évaluation du gain fait en p parties au premier
terme

() X = p(pb —gqa),
on pourra affirmer avec une certitude croissante que l'erreur rela-

tive tend vers zéro lorsque . augmente sans limite.

78. Le cas ou le jeu est équitable doit étre traité a part.

On a alors
pb—qga=o,

et le théoréme est en défaut.
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Le premier terme de la valeur (6) de X étant nul, le gain fait
en p parties se réduit &

X ===,

On ne peut rien aftirmer sur son signe. Quelque grand que
soit ., Pierre, 4 un jeu équitable, peut perdre ou gagner. La va-
leur probable du carré du gain positif ou négatif est proportion-
nelle au nombre des parties. On peuat donc tenir pour certain

P \ . X
qu'aprés un grand nombre de parties la valear moyenne = du
}
gain fait' 3 chaque partie par celui des joueurs que le hasard a

. . Xe -
favorisé sera trés pelite. La valeur probable de =, carré du gain
¢

moyen par partie, est en effet

ppgla+06) _ pgla+b),

2
n w

elle tend vers zéro quand @ augmente.

79. Le théoréme démontré (77) peut s’appliquer aux épreuves
successives entre deux événements contraires.

Soient p et ¢ les deux probabilités. Leur somme est égale & l'u-
nité; une série de w épreuves amenant, dans un ordre réglé par le
hasard, I’'un ou l'autre de ces deux événements peut donner lieu a
un jeu équilable. Pierre gagnera la |partie si I’événement dont la
probabilité est » se présenle; sa mise sera égale a p, celle de ’ad-
versaire égale a g.

On aura, en adoptant les notations du théoréme (77),

G=pg+g(—p)=o,
H=pg*+qp* =pg-
Si, sur w parties, Pierre en gagne m et en perd u.— m, son gain
seia

mg—(p—m)p=m—pp.

La valeur probable de

(2522) - (20
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est donc (76)
B_rpg,
T

elle tend vers zéro lorsque w augmente. On peut donc affirmer
. . s m
avec une certitude croissante que la différence entre le rapport m

et la probabilité p lend vers zéro lorsque le nombre des épreuves
augmente. C'est le théoréme de Bernoulli.
La valeur probsble de I’expression (8) a été obtenue déja sous

une autre forme.
La valeur probable (62) du carré de I'écart sur p. épreuves

est upqg.
Cetécartest ladifference m — pp. Lavaleurprobable de(m — pp)*
m * Pq
étant upg, celle de (II —-p) est S5

C’est le méme théoréme.

80. Nous donnerons du théoréme de Bernoulli une démonstra-
tion plus simple encore que la précédente.

Supposons deux événements contraires ayant pour probabilités
p etq.Surp épreuves faites entre eux, les nombres d’arrivées les
plus probables sont p.p et pg; nommons écart la différence entre
le nombre d’arrivées de |'événement dont la probabilité est p el le
nombre le plus probable up.

On promet 3 Pierre une somme égale 4 la valeur absolue de
’écart, et non plus & son carré comme on I'a supposé dans la dé-
monstration précédenie. Sans calculer I'espérance mathématique
de Pierre, nous allons démontrer que, le nombre p des épreuves
grandissant indéfiniment, cette espérance est trés petite par rap-
port a w.

Désignons par ¢ () I’espérance mathématique de Pierre.

Si I’on double le nombre des épreuves, ¢ () deviendra o(2p),
trés différent de 2¢(w).

Partageons, en effet, les ap. épreuves en deux séries de p.. L’écart
peut, dans les deux séries, avoir le méme signe ou des signes dif-
férents. Dans le premier cas, I'écart total est la somme des deux
écarts partiels; dans le second, il est leur différence. L’espérance
mathématique, si I'on sait que le premier cas se produit, est 20 (u);



CHAP. V. — DEMONSTRATIONS DU THEOREME DE BERNOULLI. 99

dans le second, elle est évidemment plus petite. Désignons-la par
200 (), o étant plus petit que I'unité.

Soient p, la probabilité pour que, sur i épreuves, I’écart soit
positif, g; pour qu’il soit négatif; la probabilité pour que, dans
les deux séries de w épreuves, les deux signes de I'écart soient sem-
blables est p?+ g?; pour qu’ils soient différents, elle est 2p,¢,.
On en conclut

e(2p) =2(pf +91) 9(p)+4pr1grap(p).
On a

PI+gqi+2p1gi=1;
par conséquent
P} +gi+2aq1p1 <I.

o(2w) est donc plus petit que 29(p).
La somme
pi+gi+2upigs

ne pourrait tendre vers 'unité lorsque p augmente que dans deux
cas : ou bien 'une des probabilités p, ou ¢, tend vers zéro, ou bien
o tend lui-méme vers 'unité.

La premiére hypothése est impossible. Si, en effet, p, tend
vers zéro, il en résulterait que, sur un nombre d’épreuves indéfi-
niment croissant, on pourrait regarder comme certain que ’écart
sera d'un certain signe. En jouant alors au jeu équitable, défini (79),
U'un des joueurs, aprés un grand nombre de parties, serait certain
de gagner.

La seconde hypothése est également inadmissible.

L’espérance mathématique de celui qui attend la différence de
deux écarts ne peut éire la méme que sl attend leur somme.

Nous pouvons donc écrire

e(2p) =2G19(p),

G, érant plus petit que I'unité et ne s’en approchant pas indéfi-
niment.
On en conclut

o(4p) =2Gr9(2p),
P(81) =2Gs9(4p),

g(2np) =2Gng(2""'p)
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et, en mulupliant ces équations,

o2t p) =2"G1Ge...Gro(p).
On en conclut

(211 .U. )

‘F_n__) = G,Gy...G, 2,

em m

Les facteurs Gy, G,, .... G, étant plus petits que I'anité et ne

tendant pas vers J’unité, leur produit tend vers zéro. En posant
2"y = 3, on a, lorsque 5 grandit sans limite,

lim -?g = o.

L’espérance mathématique de celui qui attend une somme égale
a I’écart absolu sur z épreuves est donc trés petite par rapport
au nombre des épreuves, et I'on peut regarder, par conséquent,
comme certain qu’aprés un nombre indéfiniment croissant d’é-
preuves I’écart est infiniment petit par rapport au nombre des
épreuves.
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CHAPITRE VI.

LA RUINE DES JOUEURS.

S1 le nombre des parties est indéfini, l'avantage du
Joueur le plus riche serait infini si sa fortune pouvait
P’étre c'est pour cela que c’est courir a une ruine cer-
taine que de jouer indifféremment avec tous ceux qui
se rencontrent.

AMPERE

81. Lorsqu’un joueur joue indéfiniment a un jeu équitable, sa ruine tét ou tard
est certaine. La proposition semble contradictoire, elle ne l’est pas. — 82. Lors-
que deux joueurs luttent 1ndéfiniment, quelles que soient les conditions du jeu,
I’'un des deux doit fimr par se ruiner. — 83. Calcul numérique. — 84. La perte
peut entratner la ruine avant la fin du nombre convenu de parties. Cela accroit
les chances de ruine. — 85. Deux maniéres d’énoncer le probléme de la ruine
des joueurs. — 86. Cas ou Pierre possédant m francs joue indéfiniment & un jeu
équitable. — 87. La valeur probable du nombre des parties est infinie. Il n’y
a pas contradiction. — 88. Démonstration de ’énoncé précédent. — 89. Calcul
des chances de ruine dans un nombre donné de parties. — 90. Exemples numé-
riques. — 91. Cas ou deux joueurs ont des fortunes données. Chance de ruine
de chacun. — 92. Cas ou le jeu n’est pas équitable. — 93. Autre maniére d’ob-
tenir le méme résultat. — 94. Cas ou les deux joueurs ont méme fortune et
exposent la méme mise. — 95. Probabilité pour qu’un joueur qui joue indé-
finiment finisse par se ruiner. Trois cas peuvent se présenter. — 96. Le cas
ou la ruine n’est pas certaine est celur ot le joueur a un avantage. —
97. Exemple numérique. — 98. Probabilité d’étre ruiné précisément aprés un
nombre donné de, coups. — 99. Valeur approchée de la probabilité. — 100. Pro-
babilité pour que la ruine soit postérieure au p*=¢ coup. — 101. Valeur maxima
de la probabilité. — 102. Valeur maxima de la valeur approchée. — 103. Valeur
probable du nombre des parties jouées avant la ruine de I'un des joueurs. —
104. Cas ou le jeu n’est pas équitable. Théoréme de M. Rouché. — 105. Evi-
dence apparente du théoréme. — 106. Insuffisance de la démonstration. —
107. Réduction du cas ol le jeu est équitable au cas général. — 108. Cas ou les
fortunes sont égales en commencant le jeu. — 109. Cas ou deux joueurs luttant
I'un contre l'autre peuvent I'un et Pautre étre ruinés. Insuffisance d'un raison-
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nement qui semble fort simple. — 110. Cas ou Pierre et Paul possédent cha-
cun 2ff. — 111 Cas ou 1ls possédent 3. — 112. Cas général. — 113. Examen
d’une combinaison proposée pour accroitre les chances de gain.

81. Le jeu ruine ceux qui s’y livrent. Il n’y a exception que
pour les joueurs auxquels les conditions acceptées accordent un
avantage.

Le fermier des jeux & Monte-Carlo peut accroitre sans crainte
le nombre des coups. La menace ne s’adresse qu’aux pontes.

Lorsque le jeu est équitable, la ruine tot ou tard est certaine.

La proposition semble contradictoire. En ruinant l'un des
joueurs, le jeu enrichit 'autre; en s’exposant a perdre une for-
tune, on a I’espoir de la doubler.

Cela n’est pas douteux ; mais, quand la fortune est doublée, le
théoréme s’y applique avec la méme certitude : elle peut doubler
encore, centupler peut-étre, tout sera emporté a la fois par un ca-
price du hasard. En combien de temps ? Nul ne le sait; la proba-
bilité augmente avec le nombre des parlies et converge vers la
certitude. C’est cette progression extrémement lente, il faut le
déclarer tout d’abord, a I'étude de laquelle est consacré ce Cha-
pitre.

82. Lorsque deux joueurs luttent constamment l'un contre
P'autre, quelles que soient leurs fortunes et les conditions, équi-
tables ou non, du jeu qu’ils renouvellent sans cesse, I'un des deux
finira par rainer’autre ; la probabilité pour qu’ils puissent faire un
nombre donné de parties tend vers zéro quand ce nombre
augmente.

Lorsque deux joueurs, en effet, font un grand nombre de par-
ties, la probabilité de la répartition la plus probable entre les par-
ties gagnées et perdues par l'un d’eux tend vers zéro quand le
nombre des parties augmente. Elle est (57) inversement propor—
tionnelle a la racine carrée du nombre des parties.

Si la probabilité de la combinaison la plus probable tend vers
zéro, il en est de méme, & plus forte raison, de toute autre com-
binaison désignée et, par conséquent, aussi d'un ensemble de
combinaisons quel qu’il soit, dont le nombre ne croitrait pas indé-
finiment avec le nombre des parties.
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Quelles que soient les mises des deux joueurs, on peut assigner
une répartition des pertes et des gains, telle que la compensation
soit parfaite et que chaque joueur, & la fin, se retrouve avec sa for-
tune primitive. Si, prenant pour point de départ ce mode de ré-
partition, on accroit le nombre des parties gagnées par 'un des
joueurs, le gain sera pour lui, pour chaque partie gagnée de plus,
et par conséquent pour chaque partie perdue de moins, égal 4 la
somme des deux mises, et tout écart de cette répartition qui
équilibre les pertes et les gains ruinera 'un ou l'autre joueur, si,
multiplié parla somme des mises, il donne un produit plus grand
que la fortune du plus riche.

En caractérisant les combinaisons par le nombre total des par-
ties gagnées par I'un des joueurs, le nombre de celles qui, ne
ruinant aucun des deux joueurs, permettent la continuation du
jeu est donc indépendant du nombre des pacties jouées, et la pro-
babilité pour que I'une ou I'autre de ces combinaisons se produise
tend vers zéro quand le nombre des parties augmente.

83. Supposons, par exemple, que l'on joue & pile ou face,
I'enjeu étant 17 la partie. Si le nombre des arrivées de pile est
égal & celui des arrivées de face, il n’y aura ni perte ni gain.

Cherchons combien il faut faire de parties pour que la probabi-
lité d'une perte de 100000 pour I'un des joueurs soil égale
2 0,999-

Pour que, en jouant 1" la partie, I'un des joueurs perde 100000,
il faut que I’écart, dans un sens ou dans l’autre, soit plus grand
que 50000.

On entend par écart, il n’est pas inutile peut-étre de le rap-
peler, la différence entre le nombre des parties gagnées et le
nombre relatif & la combinaison qui rend les pertes nulles. Cette
combinaison correspond, dans le cas actuel, a 'égalité des pertes
et des gains.

Si p est le nombre des parties jouées, la probabilité de la com-
binaison la plus probable est (57)

——
Vamupg



104 CALCUL DES PROBABILITES.
. 7 |
et, dans le cas actuel, puisque p et g sont égaux a 3,

I

T

)

La probabilité pour que le hasard améne une des 100000 com~
hinaisons pour lesquelles la perte est inférieure 3 100000" est

plus petite que

Si donc on a

100 000 I
——— < )
/“P’ 1000

V=

la probabilité d’une perte moindre que 100000 sera plus petile
que 175 et, par conséquent, celle d’une perte plus grande surpas-

()

1000
sera 0,999.
L’inégalité (1) donne
1016, 2
n

7 millions de milliards de parties suffiraient pour donner la pro-
babilité demandée.

Si deux joueurs pouvaient faire ce nombre immense de parties,
il y aurait pour chacun d’eux probabilité presque égale a § de
perdre plas de 1000007 et probabilité égale de les gagner.

Cette évaluation numérique pourra rassurer ceux que la certi-
tude de ruine effrayait plus qu'il ne faut.

La probabilité d’un écart reste la méme (88), lorsque 'écart
diminue ou augmente proportionnellement a la racine carrée du
nombre des parties. Si I'on divise le nombre des parties par 1 mil-
lion, en les réduisant & 7 milliards, la somme dont la perte par
["un des joueurs aura ggg chances sur 1000 sera réduite & 100.

La méthode précédente ne donne qu’une limite. Le calcul exact
est facile.

La probabilité pour qu’en jouant & un jeu équitable, les mises
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étant @ et b et les probabilités de gagner a chaque partie p et g,
la somme perdue ou gagnée soit inférieure & une limite S a été
donnée (72); elle est

S

5 ul—-o-bp\,/Z(.qu
o [ e[S,
Vo (a@a-b)y2ppg
en la retranchant de I'unité, on aura la probabilité pour que la
perte de 'un des joueurs soit plus grande que S.

On trouve dans la Table

8(0,09) = 0,10.
Sil'on pose
S

— = = 0,09,
(a+b)Vappg

on en déduira le nombre u des parties nécessaires pour que la
probabilité d’une perte supérieure & S soit égale & %.
Soient

1
p=-2-, q=;’ a=I, b=I,
on trouvera
10000 S2
= —— = 62,452

SiI'on suppose S = 100000, on aura

@ = 6245000 millions.

En prenant S =100, on a

. = 624 000.

Il faut laire 624000 parties & 1% pour que la probabilité de

perdre ou de gagner 100 soit égale a .

84. Les chiffres précédents, donnés sans commentaire, feraient
paitre une idée trés fausse sur les chances de ruine.

Nous supposons le nombre des parties convenu a 'avance. On
réglera & la fin : telle a été notre hypothése. La chance de perle
n’a rien alors de bien effrayant, il y a une chance sur dix pour
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qu’aprés 624000 parties jouées tout se réduise a une perte infé-
rieure 4 100,

La chance de ruine que nous voulons étudier est bien diffé-
rente. On doit & chaque partie déposer la mise; si donc, & un cer-
tain moment, la perte du joueur dépasse sa fortune, il ne sera pas
admis & continuer et perdra toute chance de se relever. La pro-
babilité qu’il faut connattre n’est pas celle de la perte finale, mais
celle de la perte maximum a I'un des instants de la série de

parties.

83. Le probléme peut étre posé de deux maniéres. On peut
considérer deux joueurs jouant l'un contre l'autre & des condi-
tions données, et chercher les chances de ruine pour chacun
d’eux et les probabilités relatives 4 la durée du jeu, c’est-a-dire au
nombre des parties jouées avant la ruine de 'un d’eux. On peut,
et c’est une étude trés différente, étudier le sort du premier joueur
sans se préoccuper du second, supposer qu'il change d’adversaire,
qu’il en trouve toujours un disposé a jouer aux mémes conditions,
ou, ce qui revient au méme, que celui contre lequel il entreprend
la lutte ait une fortune infinie.

Dans le premier cas, nous 'avons vu (82), le jeu doit finir tét
ou tard par la ruine de I'un des joueurs. La probabilité pour que
le nombre des parties nécessaires atteigne une limite donnée tend
vers zéro quand cette limite augmente.

Dans le second cas, quand un seul des deux joueurs peut étre
ruiné, la ruine est également certaine si le jeu est équitable; la
probabilité pour que le nombre des parties dépasse Loute limite
est infiniment petite.

On peut le démontrer sans calcul. Supposons que Pierre pos-
séde m francs et qu’il ait résolu de risquer une méme somme 2
un jeu équitable, tant qu’il pourra déposer sa mise.

Nous pouvons supposer qu'une premiére lutte s’établisse entre
Pierre et un adversaire de fortune égale. Le jeu est équitable.
Pierre a chance § de sortir vainqueur de cette lutte : il possé-
dera alors 2m francs. Supposons-lui alors un second adversaire
possédant’ comme lui 2m francs, Pierre a chance  d’étre ruiné
par lui, mais chance § aussi de le ruiner et de posséder 4m francs.

Pierre luttera alors contre un adversaire possédant 4m francs, et
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il aura chance 3, en le ruinant, d’en posséder 8m. La série est in-
définie. On voit que, pour échapper a toutes les chances de ruine,
Pierre devrait avoir aulant de bonheur que si, jouant sans cesse
a pile ou face, il ne perdait jamais une seule partie. Une telle per-
sistance doit étre évidemment considérée comme impossible el
Pierre, t6t ou tard, se ruinera.

L’assimilation avec le jeu de pile ou face est évidente. Pour en
effacer toute différence, il faut supposer aux parties de pile ou
face des durées croissantes. Si'une d’clles ne finissait pas, la dé-
monstration perdrait toute sa force. Un tel hasard (82) doit étre
tenu pour impossible.

86. La démonstration précédente, en montrant la ruine du
joueur inévitable, n’apprend rien sur les probabililés relatives au
nombre de parties qui doivent 'amener. Nous pouvons, dés a pré-
sent, démontrer que la valeur probable de ce nombre de parties
est infinie. La contradiction semble choquante.

La ruine est certaine, dit-on, et la valeur probable du nombre
des parties qui la procurent est infinie. Si le nombre des parties
est Infini on ne pourra pas les jouer, la ruine ne s’accomplira pas:
elle n’esi donc pas certaine.

La ruine est certaine. I1 ne faut pas confondre le nombre des
parties qui, vraisemblablement, seront jouées avec le nombre pro-
bable des parties; il faut surtout ne pas oublier ce que nous en-
tendons par certitude. Quand on dit la ruine est certaine, tét ou
tard, on n’entend pas affirmer qu’aprés un nombre de parties, s
grand qu'il soit, la ruine est assurée comme un théoréme de Géo-
métrie. S'il en était ainsi, le nombre probable des parties ne pour-
rait pas, évidemment, surpasser ct serait certainement trés loin
d’égaler cette limite infranchissable.

La ruine est certaine, cela veut dire : la probabilité pour que le
nombre des parties qui s’accompliront surpasse une limite donnée
tend vers zéro quand cette limite augmente.

La valeur probable du nombre de parties est infinie, cela veut
dire : ’espérance mathématique de celui qui doit recevoir autant
de francs qu'on jouera de parties est infinie.

Les propositions ainsi comprises ne sont nullement contradic-
toires.
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Supposons que Pierre, se mettant au jeu avec 1ft seulement,
c’est le cas le plus défavorable, soit décidé  jouer, sans interrup-
tion, jusqu’a ce que ce franc soit perdu. La probabilité pour qu’il
le perde, t6¢ ou tard, est une certitude; mais, quelle que soit la
limite qu'on voudra assigner, il y a posstbilité pour que le nombre
des parties joudes la surpasse. La probabilité pour qu’il en soit
ainsi tend vers zéro quand la limite augmente. En disant que le
nombre des parties ne peut pas étre infini, on ne veut pas dire
aulre chose.

Si I'on promet a Paul 1 par partie que jouera Pierre avant
d’avoir perdu le franc qu’il posséde en entrant au jeu, I'espérance
mathématique de Paul est, par définition, le nombre probable des
parties. Il faudra, pour la calculer, multiplier chaque nombre pos-
sible par la probabilité correspondante. Or les nombres possibles
vont & l'infini - il n’y a rien de contradictoire & annoncer qu’en les
multipliant par des probabilités de plus en plus petites qui, sui-
vant notre fagcon de parler, expriment des impossibilités, la somme
des produits augmente sans limite.

Le résultat est analogue au paradoxe de Saint-Pétersbourg,
dans lequel nous avons rencontré déja une espérance mathéma-
tique rendue infinie par ’énormité des sommes dont la probabi-
lité paraissait assez petite pour qu'on n'y attachat aucun prix.

87. Démontrons que la durée probable du jeu est infinie pour
un joueur qui change d’adversaire et veut risquer la méme mise,
a un jeu équitable, tant qu’il aura possibilité de la mettre en jeu.

Considérons d’abord deux joueurs, Pierre et Paul, possédant
chacun 2m francs. lls luttent & un jeu équitable jusqu’a la ruine
de I'un deux. Soit ¢(2m) le nombre probable des parlies qu’ils
joueront, p(m) désignant, par la méme notation, le nombre pro-
bable des parties quand les deux joueurs possédent chacun 7 francs.
La lutte entre Pierre et Paul pourra, sans que rien soit changé
aux chances de chacun, commencer par deux épreuves distinctes.
Paul, dans une premiére série de parties, risquera m f(rancs
contre m francs de Pierre, et dans une seconde série il exposera
la seconde moitié de son avoir contre la seconde moitié de celui
de Pierre.

Deux casfpourront se présenter : ou les deux luttes, quand
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elles seront terminées, auront le méme vainqueur, qui aura ruiné
son adversaire ; ou chacun gagnera I'une des deux séries, et les
Joueurs se retrouveront dans la situation primitive, possédant
chacun 2m franes.

On en conclut

(2) 9(2m)=29(m}—*—£?(2m).

Le nombre des parties se compose, en effet, des nombres de
parties faites dans les deux séries, et dont chacune a pour va-
leur probable ¢(m), et de plus, éventuellement, du nombre de
celles qu'il faudra faire encore si, a la suite des deux séries, on
se retrouve dans la situation primitive, ce dont la probabilité
est 5.

L’équation (2) donne

(3) plam)=4eim).

Supposons maintenant que Pierre, possédant m francs, ait ré-
solu de jouer sans limite contre tout adversaire qui se présentera.
On peut régler son jeu de la maniére suivante : il luttera d’abord
contre un premier adversaire possédant comme lui m francs. S'il
le ruine, il possédera 2 m francs; on lui opposera un second adver-
saire de fortune égale. S’il ruine le second, il possédera 4 m francs
et pourra lutter, & chances égales, contre un adversaire ayant
comme lui 4m francs. Le jeu continuera jusqu’a la rencontre d’'un
adversaire qui, a ce jeu toujours égal, réussira a le ruiner.

On voit tout d’abord, comme on I'a remarqué déja (83), que la
ruine de Pierre est certaine; il ne pourrail I’éviter qu’en étant
toujours favorisé par le hasard dans une série indéfinie d’épreuves
pour chacune desquelles la probabilité est §.

Le nombre probable des parties est, d’aprés ’analyse précé-
dente,

(4) go(m)—l—%cp(zm)+i-cp(!;m)—i—-écp(Sm)-a—....

Pierre, en effet, est certain de jouer la premiére série, pour
laquelle le nombre probable des parties est ©(m): il a probabi-
lité + de jouer la seconde : il suffit pour cela qu’il sorte vainqueuar
de la premieére ; il a probabilité } de jouer la troisiéme, car il suffit
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qu'il gagne les deux premiéres, etc. En ayant égard & la rela-
tion (3), la somme (4) devient

e(m)+29(m)+ jo(m)+8¢(m)—+...;

elle est infinie quel que soit ¢ (m).

89. Les chances de ruine d’un joueur, & un jeu équitable, se
calculent aisément lorsque, le nombre des parties étant fixé a
l’avance, on doit les faire, quoi qu’il arrive, et régler les comptes
a la fin. N

p et g désignant les probabilités de perte et de gain a chacune
des p. parties, la probabilité pour que le nombre des parties per-
dues surpasse ;g + A, c’est-a-dire pour que la perte surpasse le
produit de A par la somme des mises, est

5 w"q ds.
(5) F____...z_‘mp
Si 'on pose
2
z —n
2p.09
elle devient
A

I f@ o g 1 f\/;l’-l’—’} g
—_ c—tdt — — e—tdt
\/’N 0 \/1_7 0

Le premier terme est égal 4 4, le second tend vers zéro quand p
augmente.

La probabilité pour qu’un joueur, aprés un nombre croissant
de parties, fasse un gain supérieur & une somme donnée, tend
vers 3, quelle que soit cette somme, quand le nombre des parties
augmente sans limite.

La probabilité pour qu’il soit en perte d’une somme égale tend
aussi vers 3, et la probabilité pour que la perte ou le gain restent,
pour un nombre croissant de parties, inférieurs 2 un nombre donné
tend vers zéro, quel que soit le nombre. Le jeu, on ne doit pas
I'oublier, est supposé équitable.

90. La probabilité d’une perte donnée pour un nombre donné
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de parties diminue rapidement quand la perte assignée est
grande.

Supposons que l'on joue 1000 parlies, p et ¢ étant I'un el
I'autre égaux a ;. La probabilité pour I'un des joueurs de perdre
un nombre de parties supérieur a 500 + /4, par conséquent d’étre
en perte de 2mA, m étant la mise, est

hy/2

/1000

¥

T 1 N
N
2 VR

Le Tableau suivant donne la probabilité pour que le joueur qui
posséde 24 francs soit ruiné en jouant mille parties.

k3
A= -— — ‘/ e—tdt.
2 V= Yo

h A h A h A

R SO 0,175 18...... 0,129 3B...... 0,01}
2 ..., 0,450 19...... 0,115 36 0,019
RN 0,125 20...... 0,103 37...... 0,010
doo.... 0,400 21... .. 0,093 38 0,009
Bo..... 0,377 22...... 0,083 39 ... 0,007
6...... 0,353 23.. 0,073 40...... 0,006
7 0,330 2. ..., 0,065 i ... 0,003
8... .. 0,307 23...... 0,058 42...... 0,004
9...... 0,285 2...... 0,051 43 ... 0,004
10...... 0,204 D 0,045 4b...... 0,003
11 0,274 28 . 0,039 4B...... 0,003
12...... 0,225 29...... 0,034 46...... 0,002
13... .. a,206 30...... 0,099 47... .. 0,002
14...... 0,188 3...... 0,026 48...... 0,002
15.. ... 0,172 2. 0,022 49... .. 0,001
16...... 0,136 33...... 0,019 50. .... 0,001
17...... 0,142 34...... 0,016 82... .. 0,000004

Le Tableau suivant donne le nombre des parties qu'il faut jouer
pour que, les deux adversaires ayant a chaque partie probabilité 4
de gugner, et I'enjeu étant 1%, celui des deux qui sera favorisé par
le hasard ait une probabilité § de gagner une somme supérieure &
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un nombre donné :

Bénéfice assigné
dont la probabilité est 3. Nombre des parties.

50 5493
100 21975
200 87900
400 251603
600 791108

1000 2197522

Les parties, comme dans le cas précédent, seront jouées, quoi
qu’il arrive. Si le jeu devait se terminer dés qu’un joueur a obtenu
le bénéfice demandé ou dés qu’il ne peut plus déposer sa mise, les
résultats seraient trés différents.

91. Prosuime XLIX. — Pierre et Paul font un nombre illi-
mité de parties & un jeu dont les conditions sont équitables ;
leurs fortunes sont m et n. Quelle est, pour chacun d'euz, la
probabilité de ruwner I'autre? '

Le jeu devant se prolonger jusqu’a la ruine de 'un des joueurs
g q
peut étre assimi}é & une seule partie dans laquelle celur qui risque
m francs devrait, s’il est vainqueur, en obtenir m + n. l’espé-
rance mathématique doit étre égale a la mise, et, si 'on nomme p
la probabilité pour que Pierre ruine son adversaire, I’équation
I P 1 ,

p(m+n)y=m
donne
m
m,-l—n,.

P=

On peut calculer directement cette probabilité. Soit y, la pro-
babilité poar que Pierre ruine Paul au moment ou il posséde
z francs et ou Paul, par conséquent, en posséde m +n —z. On
pourra écrire

(5) Y= PYr+b—t+ QVx—a-

Lorsque Pierre, en effet, posséde z francs, il peul, a lafin de
la partie suivante, selon qu'il la gagne ou qu'il la perd, posséder
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Z -+ b ou z — a francs; il y a donc probabilité p pour que y» se
change en j7,5, et probabilité g pour qu’il devienne y,_,. L’équa-
tion (5) en est la conséquence.

pb étant égal & ga, puisque le jeu est équitable, la solution

générale de 'équation (5) est
Ye=oaz+ B,

o et 3 étant arbitraires.

Cette valeur de y, satisfait, on le vérifie immédiatement, et,
renfermant deux constantes arbitraires, elle est la solation la plus
générale.

On a, pour déterminer les conslantes,

Yo = 0, Ym+n=1,
on en déduit
I
B= 0, =
m-4n
et, par conséquent,
_ x
Y= n

qui s’accorde avec la solution précédente.

Cette solution peut donner lieu & une difficulté. Si les enjeux
@ et b ne sont pas égaux a ['unité, I'un des joueurs pourra
étre forcé de cesser le jeu avant d’avoir tout perdu, possédant
encore une somme inférieure & la mise exigée. Nous négligeons
cette petite somme, qui, cependant, mettrait la formule en défaut
dans le cas ou elle formerait une partie notable de la fortune du
joueur.

92. Prosrime L. — Les conditions restant celles du probléme
précédent, on ne suppose plus les conditions du jeu équitables.
Quelle est, pour chacun des joueurs, la probabilité de ruiner
Uautre?

Un ingénieux arlifice de Moivre permet de déduire la solution
de la théorie de ’espérance mathématique.

Donnons a Pierre, au lieu des m francs qu'il posséde, m jetons de
waleur a, a2, ..., 27; « sera choisi ultérieurement. Remplagons

B. PRNPFRTY NF B
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également les n francs de Paul par » jetons de valeur o™i,
@m+2 .., a™+2 qui continuent la progression.

Le jeu se faisant dans les conditions supposées, la mise de
Pierre sera a jetons, au lien de a francs, et celle de Paul & jetons.
On conviendra qu’a chaque partie Pierre exposera toujours les
jetons dont la valeur est exprimée par les plus hautes puissances
de a, et Paul, au contraire, ceux donl la valeur est représentée par
les plus petites.

La série des jetons restant toujours la méme, la séparation apres.
chaque partie se fera en un point différent, mais Pierre aura tou-
jours les premiers termes de la série, et Paul tous les suivants.

La chance, pour chaque joueur, de perdre tous ses jetons est
indépendante de Ja valeur qu’on leur attribue et, par conséquent,
du choix de a. Le jeu sera équitable sil’on pose

B e T e i
a1 Z+a-re Zra+b
o —+ o ...t

QI

Celle équation se réduit, quel que soit 2, &

%t —1 V4
==

au—i—b__.aa - q

c'est-a-dire, p + ¢ étant égal a 1,
(6) pattb—ad4 g =o.

Le jeu, gréce  cet artifice, élant devenu équitable, I'espérance-
mathématique de chaque joueur doit ére égale & sa mise; el,
si 'on nomme P,, la probabilité pour que Pierre, qui a m jetons,.
ruine Paul, qui en a n, on aura

Po(a4atad.. .~ amth) = o+ a24. ..+ a”,

am—T7

P, =

a”l.+l! —_1 °

93. Le calcul de P, peut se faire directement.
Soit ¥, la probabilité, au moment ol Pierre posséde z francs,.
pour qu'il finisse par ruiner Paul, on aura, comme (91),

Yz=PYx+bt qVz—a;

pb n’étant plus égal 2 ga, I'intégrale de cette équation est, comme-
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on le vérifie aisément,
(7) Yz= Cy+ C, 27,

C, et G, étant des constantes arbitraives et « satisfaisant a la con-
dition

1
x=pab+q;l7

c¢’est-a-dire 4 I'équation (6) déja obtenue
pretb—at4 g =o.

Les constantes G, et C, se détermineront par les condilions
évidentes
Jo= 0, Ym+n=1,4
et 'on trouve
oM —q

Ym = Py

c’est le résultat déja obtenu (92).
L’équation (6) a pour racine « =1 qui, évidemment, ne con-
vient pas ou qui, plutdt, sert a former le premier- terme de la

formule (7), Cy12.

94. Silon suppose a=5b =1 et m =n, la formule donne un
résultat signalé par Huygens dans un cas particulier.
On trouve

_ pm.
Ym= P4 gm
et
_ qm
I—¥Ym= m

Les chances de ruine pour les deux joueurs qui possédent
chacun m francs, et exposent 1 par partie 3 un jeu dans lequel
les probabilités de gagner chaque partie sont p pour I'un et g pour
I'autre, sont daus le rapport de p™ & ¢g™. On peut le démontrer
directement.

Les deux joueurs ayant méme fortune et les enjeux étant égaux,
les successions de perte et de gain qui peuvent ruiner Pierre cor-



116 CALCUL DES PROBABILITES.

respondent une & une aux successions de gain et de perte qui peu-
vent ruiner Paul; il suffit de changer les pertes en gains, et réci-
proguement, pour passer d'une série & l'autre. Dans I'une des
séries, le nombre des parties surpassera de m celui des gains;
dans l'autre, ce sera le contraire. Les probabilités des deux com-
binaisons sont donc entre elles dans le rapport de

Pm+hqh pm

qm+lzph = ?l-:
Ce rapport est celui des probabilités totales dont les termes sont
en méme nombre.

95. Prosiime LI. — Pierre joue & un jeu équitable ou non,
mais dans des conditions invariables d’une partie a [’autre,
contre tout adversaire qui se présente. Quelle est la probabilité
pour qu’il finisse par se ruiner?

La solution de ce probléme, déja résolu en partie (85), peut se
déduire des résultats précédents.

La chance e ruine est la méme, évidemment, pour Pierre que
s’il luttait contre un adversaire de fortune infinie.

Lorsque, Pierre possédant m francs, son adversaire en pos-
séde n, la probabilité pour que Pierre soit ruiné est (92)

an -1
(8) am 1’

a« étant la racine de I'équation

gusth—aby p =o;

p el g sonl les probabilités de gain pour chaque joueur a chaque
partie, @ la mise de Pierre, b celle de son adversaire. Il faut, dans
cette formule, supposer n infini. Trois cas peuvent se présenter :
« est plus petit que l'unité, égal & I'unité ou plus grand que
P'unité.

Si a est plus petit que I'unité, I'expression (8), en y supposant
n infini, se réduit & 'unité. Il est certain que Pierve sera ruiné.

Si o est égal a l'unité, la formule prend la forme 3, elle a pour
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valeur le rapport des dérivées de ses termes par rapport 3 «

n
s
m-+n

égal 4 'unité quand » est infini.

Dans ce cas, comme dans le précédent, la ruine de Pierre est
certaine.

Lorsque o est plus grand que 'unité, la formule (8) a pour

. . I e . .
limite P La probabilité de la ruine de Pierre dans sa lutte contre

un adversaire de fortune infinie n’est égale, dans ce cas, ni & zéro,
ni a Punité.

96. Il importe de chercher & quelles hypothéses correspondent
les trois valeurs de a.
L’équation
qadtb—gbr p=o

a, dans tous les cas, la racine o =1. Pour que l'autre racine réelle
et positive soit égale a l'unité, il faut que I'équation ait deux
racines égales et que, par conséquent, o soit racine de I'équation
dérivée

g(a —+ b)aa+b—t —bab-1 = o.

Cette racine double étant égale a 'unité, on doit avoir

g(a—l—b):b.

Le jeu, par conséquent, est équitable.

Pour celui qui joue indéfiniment a un jeu équitable, « est égal &
P'unité et la ruine est certaine. Ce résullat a été obtenu (83).

Le seul cas ou la ruine ne soit pas certaine est celui de a plus
grand que I'unité : le jeu alors n’est pas équitable et les conditions
favorisent celui des joueurs dont la fortune est limitée.

L’avantage, quelque petit qu’il soit, fail disparaitre la certitude
de ruine.

Clest le cas du banquier dans les jeux publics. Dans tout autre,
sa ruine serait certaine.

Un avantage est pour lui juste et nécessaire; il importe seule-
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ment de ne pas l’exagérer. La chance de ruine

I
et |

am

lorsque o est plus grand que 1, est petite. On peut, dans les
conditions ou se placent habituellement les maisons de jeu, la

considérer comme nulle.

97. Supposons, comme a la roulette ordinaire,

Les mises étanl supposées égales & 17, 2 est donné par 'équation
gat—a—p =o0:

une des racines, comme toujours, est égale a I'unité. C'est 'autre
qu’il faut prendre; on a

<N
=ls

La chance de ruine du banquier est donc

(%)

- bl

9

n étant le rapport de I'avoir du banquier 4 la mise totale de 'un
Pl q

des coups.
Si I'on suppose n =1000, on a

18 1000 r
(5) RTES

98. Prosiime LII. — Pierre joue a un jeu dans lequel il a
a chaque partie la probabilité p pour gagner et pour perdre
la probabilité q. L’enjeu est 1™ pour chacun des deux adver-
saires. Quelle est la probabilité pour que Pierre, qui posséde
m francs, soit ruiné précisément aprés avoir fait u parties, de
telle sorte que la p**=* partie lui enléve son dernier franc?
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Pour que Pierre ait perdu m francs en p. parties, il faut qu'’il

p+m . (p—
5 parties et gagné —

ait perdu

Le nombre y étant tel que ces deux fractions soient des
nombres entiers, c'est-a-dire de méme parité que m, la probabi-

. . . —m 9
lité pour que, sur w parties, Pierre en gagne P'—z——, est (54)

b—m W+m

p? g’

{9)

Cette probabilité est plus grande que celle que nous cherchons.
On compte, en effet, comme séries de parties faisant perdre Pierre
en p coups, toutes celles dans lesquelles, 4 la fin de la p**™¢ partie,
il est en perte de m francs. On doit exclure celles qui, avant de
procurer la ruine de Pierre au w™¢ coup, I'ont procurée déja a
un coup antérieur.

Pierre une fois ruiné, en effet, le jen doit cesser: il n’est pas
admis & exposer I'argent qu’il n’a pas.

Le probléme résolu (18) nous fait connaitre le rapport du
nombre des combinaisons qui ruineront Pierre en p coups au
nombre total de celles qui assurent en . coups, joués quoi qu'il
arrive, la perte de ses m francs.

Si I'on considére, en effet, I'une de ces combinaisons et que 1'on
range les pertes et les gains dans l'ordre ou ils se sont produits,
en les appelant en commengant par la derniére partie, I'excés du
nombre des pertes sur celui des gains étant m, le rapport du
nombre des combinaisons dans lesquelles, & aucun moment, les
pertes et les gains ne seront en méme nombre, au nombre total

. . m , e
des combinaisons est (18) = m étant la différence et . la somme

des nombres de parties gagnées et perdues. Le nombre des cas qui
procurent la ruine de Pierre doit donc étre multiplié par la frac-

tion —- La probabilité pour que Pierre soit ruiné pour la premiére

b

fois au wme coup est

g—m Y4+m
m _—— 1.2.3...1
10 —_ 2 2
(10) LP g ——

B+ m
2

F.2.3... .1.2.3...

w
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99. L’expression précédente peut étre remplacée, lorsque p
et g sont égaux & i, par une valeur approchée trés simple. Le fac-

. . e . m
teur qui multiplie l”'l; estalors le terme dont le rang s’écarte de

du plus grand, dans le développement de (p +¢)¥; il o éLé cal-
culé (38).

La probabilité de ruiner en p coups précisément celui qui joue
4 un jeu équitable & 1" la partie, et qui posséde m francs, est

mf '—'2—
v PN

100. La probabilité pour que la ruine s’accomplisse en i coups
précisément permet de calculer celle pour qu’elle ait lieu aprés le
pleme coup.

Cette probabilité est la somme des valeurs que prend l'expres-
sion (10) quand on y remplace successivement p par les valeurs
p—+ 2, b+ 4, ... de méme parité, seuls nombres possibles de
parties qui puissent procurer la ruine.

Si ¢ () désigne 'expression (10), la somme

o()+g(p+2)+¢(r—+4)+...

prolongée indéfiniment est la probabilité pour que la ruine de
Pierre soit postérieure au "¢ coup. Cette somme, pour de
grandes valeurs de ., peut étre remplacée par

- [m‘?(z)dZ;

2up_
? 3 1 ? . T A -
c’est-a-dire, d’aprés la valeur approchée de o(3),

ds

= "‘“'

La probabilité pour que Pierre soit ruiné avant le y.ié”“’ coup
sl, par conséquent,

m?
m “ —57 dz
I— — e %5 .
Vary 2y s
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. m?2 - .
Si I'on pose 55 = 1 celle expression devient

/2
1— —2:f e—t* dt.
&/‘W 0

La Table des valeurs de la fonclion

1§

=

t

‘/i_f e~ dt = 8(z)
™ Jo

se trouve 3 la fin du Volume.

On en déduit, en appliquant la formule au cas d’un joueur qui
posséde 100" et dont la mise est de 1™ par partie, avec probabi-
lité § de gagner ou de perdre :

Probabilité d’étre ruiné

Avant d’avoir fait 2000 parties............. 0,026
2
» 4000 »  L..iiiiee.. . 0,I14
» TO000 M e. tieieiaeen 0,3154

Le Tableau suivant, calculé & l'aide de la formule (10), que
pour des petits nombres la formule approchée remplace mal,
donne la probabilité de perdre 10" en un nombre précis de parties
inférieur a 1vo.

o 1.2.3.4...(22z —1).10 (l 2z

”2‘—1.2.3...(.z'~5)x.z.3...(x+5)\2> ’
Z10... 0,00097656 Z49... 0,00Q01427 379... 0,00654715
Z1a... 0,00244141 4. .. 0,00886698 Z74. . 0,00640106
Z14... 0,00396730 S46... 0,00870864 Z16... 0,00625906
Z15... 0,00534057 Zyg-.. 0,00854268 3:8... 0,00612700
Z1g-.. 0,000648498 Z50... 0,00837182 Zgg... 0,00598692
Z99... 0,00739290 Z59... 0,00819821 3y2... 0,00585677
33;... 0,00808596 Zi4. .. 0,00802353 Zg4... 0,00573047
Zg4... 0,00859558 Zgg- .. 0,00784911 3Zgs... 0,00560795
Z9... 0,00895373 Zs55... 0,00767597 Z3g... 0,00548910
Zsg... 0,00918936 Zgo... 0,00530490 Zyo... 0,00537382
Z39... 0,00932720 Zgg... 0,00733653 392... 0,00526203
Z39... 0,00938780 Zg4... 0,00717130 Zgi... 0,00515361
Z34... 0,00938780 Zgg... 0,00700953 Zgg... 0,00504846
Z3g... 0,00934067 Zgg... 0,00683150 Zyg... 0,0049i647
Z33... 0,00925727 Z79... 0,00669733 Z199.. 0,00484754

Z40... 0,00914618
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101. Il est inléressant de chercher pour quel nombre p de
parties la probabilité de voir la ruine du joueur s’accomplir au
p'e™e coup précisément a la valeur maxima. L’expression de cette
probabilité, en supposant les enjeux égaux a 1™ et la probabilité
de gagner chaque partie égale a 1, est

1.2.3...n ﬂ‘l.(l

w—rm . —m 2
C2.3...8 2.3, 8 # A
2 2

si 'on change . en .+ 2, elle se multiplie par

( r ‘) 2 )
{1+r)((f¢4:—)nz <i) ((J.:—z)’

(57 ')

c’esl-a-dire
plp~—n
(p+2)2—m?

L'expression augmente avec &, lant que l'on a

p(p—+1)>(p+2)2— m
c’est-a-dire
< m2— 4,

et la probabilité maxima correspond &

m2— %
p=—g
sl m = 100. .
On a
m2—4 9996
3 =3 = 333a.

La probabilité maxima est égale 4 0,0000925.

102. Si I'on remplagait I’expression (10) par la valeur approchée

my2 -
e 2P~
RV p

la valeur maxima s’obtiendrait en égalant & zéro la dérivée par
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rapport 4 w; on trouve
5

La différence des résultats est, par sa pelitesse, une vérification
de la formule approchée.

103. ProsLime LII. — Pierre et Paul jouent a un jeu de
hasard. La probabilité de gagner chagque partie est p pour
Pierre et g pour Paul. L’enjeu de Pierre est a francs, celui de
Paul b francs. Pierre posséde m francs, Paul n francs; le jeu
est équitable. Quelle est la valeur probable du nombre des
parties qui seront jouées avant la ruine de l’un des joueurs?

En nommant y, cette valeur probable lorsque Pierre posséde
z francs, c¢’est-a-dire P’espérance mathématique de celui qui aurait
promesse de recevoir 1™ par partie jouée, on aura

(12) V=14 PYzrb+ @Y r—a-

Il est clair, en effet, que le nombre des parties jouées comprend
d’abord la partie par laquelle on commence, qui certainement aura
lieu, et qu’aprés cette partie ’espérance mathématique cherchée
est devenue »z 5 ou yz_,, selon celul des deux joueurs qui a
gagné.

La probabilité pour que la valeur de ’espérance mathématique
devienne yz,; étant p, et pour qu'elle devienne y,_, étant g,
Péquation (12) est la conséquence immédiate des principes.

La solution générale de I'équation (12) doit contenir deux
constantes arbilraires, et ne peut évidermment en contenir davan-
tage.

Posons

¥y =a2z*+ Bz +;

en supposant pb = ga, I’équalion sera satisfaite si I’on pose

O == —

ab

B et y restant arbitraires.
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La solution générale est donc
2

V. =—-—x——o—3$+“(.
ST ab b

Les conditions évidentes

Jo=0,
Ym4n=0

donuent
¢ =o0,

m-n
p= ab

et
mn

Ym= "'ZT‘

Le nombre probable des parties est donc proportionnel au pro-
duit des fortunes des deux joueurs; il devient infini (88) lorsque
'une des fortunes esl infinie.

104. M. Rouché a étendu la solution précédente au cas ou le
jeu n’est pas équitable. 1l a résolu le probléme suivant :

ProsLime LIV. — Pierre et Paul jouent aux conditions
énoncées dans le probléeme précédent; mais le jeu n'est pas
équitable, la différence pb — ga n’est pas nulle. Trouver la
valeur probable du nombre des parties qui précéleront la
ruine de l’un des joueurs.

L’équation
x=1+pPYr+rb+ @YVx—a

définit, comme dans le cas précédent, le nombre probable des
parlies qui restent a jouer lorsque Pierre posséde z francs el Paul
m —+ n — z francs.

On satisfait 4 cette équation, quelles que soient les constantes
qui y figurent, excepté dans le cas Lraité précédemment, en posant

(13) Ye=Cat+ C'z + (",
o étant la racine de I’équation

P“‘H_b‘“““_q = 0,
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et en prenant
7 —1

“la+o)p—a

Ces valeurs sont données par la substitution de (13) dans
I'équation, en écrivant qu’elle devient identique. C et C” restent
arbitraires. Quelles que soient leurs valeurs, I’équation est satis-
faite. On les déterminera par les conditions

JYo=0, Y m+n= 0.

En nommant P la probabilité calculée (92) pour que Pierre
finisse par ruiner Paul, on trouve, en effectuant les calculs,

(m—+n)P—m

(l-/l) Ym= Pb_qa ]

résultat élégant qui peut s’énoncer ainsi :

Le nombre probable des parties est égal au rapport de Uavan-
tage total de l'un des joueurs & U'avantage du méme joueur
dans chaque partie.

(m + n)P est en effet 'espérance mathématique du joueur qui
a probabilite P de posséder I’enjeu total (m + n), m est la for-
tune de ce joueur, et le numéraleur est I'avantage qui résulte pour
lui de la décision prise de continuer le jeu indéfiniment. Le déno-
minateur est, pour chaque partie jouée, I'excés de son espérance
mathématique sur sa mise.

103. 1l semble facile de démontrer ce théoréme directement.
Supposons pb — ag positif, le jen est avantageux au premier
joueur. Soit n le nombre de parties qui seront joudes. Si p,,
P2y - -+, Pu sont les probabilités pour que le jeu finisse en z,,
Zay - .., Zy parties, le nombre probable des parties est

(15) p1x1+p,x2+p3w3+...+ppxp_.

Celui qui aura droit & une somme égale a (15) pourrait con-
clure avec des acheteurs différents des marchés équitables pour
leur vendre en détail les avantages qui, suivant les cas, pourront
pour lui résulter du jeu. Si le nombre des parties est z,, un ache-
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teur recevrait la promesse du bénéfice correspondant; il devra
pour cela payer
pizi+ (pb—ag),

puisque chaque partie jouée équivaut pour Pierre a un avantage
pb —agq.

Les ventes simultanées failes 3 des acheteurs différents ne
peuvent faire naitre aucune difficulté pour le réglement des
comptes. Quel que soit, en effet, le nombre des coups joués, I'un
des acheteurs se substituera au vendeur, el les aulres n’auront
rien 3 réclamer. La somme payée en échange de la totalité du
gain espéré sera

(P12 —+ pa2a—+.. -+Puxu)(}’b —qa).

Celte somme est I'excés, sur la fortune de Pierre, de I'espérance
mathématique résultant pour lui de la détermination de conti-
nuer le jeu jusqu’a la ruine de 'un des joueurs, & un jeu inégal
dont les conditions lui sont avantageuses. Cette espérance mathé-
matique est le produit de 'enjeu (m + n) par la probabilité P de
le gagner, et l'avantage du joueur est l'excés de cette espé-
rance mathématique sur la somme qu’il possédait avant d’entrer
au jeu, mais qui, une fois le jeu commencé, ne lui appartient
plus.

On peut donc écrire

(P1&y+ p2Za—t-. .+ pudp)(pb — ga) =P(m+n)—m

el, par conséquent,
P(im+n)—m

P12+ PeZy—t. ..+ puTp= Pb—ga

C'est le théoréme de M. Rouché.

106. Nous avons plusieurs fois signalé des raisonnements plau-
sibles, qui, lorsqu’on y regarde de prés, manquent de rigueur et
conduisent & des conclusions fausses. Celui qui précéde conduit
a une formule exacte. On peut cependant élever contre lui une
objection fondée.

Lorsqu’un joueur est admis & jouer une partie inégale, dont les
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conditions lui sont favorables, la probabilité de gagner la mise &
de Padversaire étant p, et celle de perdre une mise égale 4 a
étant g, I'avantage de jouer une partie dans ces conditions a pour
valeur équitable pb — ga; le droil de jouer un nombre 2 de par-
Lies doit &tre payé z(pb — ga); c'est ce qu’il vaut.

Mais quand ce nombre z, au lieu d’étre donné, est désigné
comme le nombre de parties jouées jusqu’a la ruine de l'un des
joueurs, ces parties, quoique le détail des pertes et des gains soit
inconnu, ne présentenl pas les mémes chances que si I’on connais-
sait seulement leur nombre fixé 4 ’avance et les conditions du jeu.
Si, par exemple, le nombre de ces parties est assez pelit pour que
la fin du jeu, que par hypothése elles procurent, ait exigé la perte
continuelle du second joueur, le droit, pour le premier, de jouer
chaque partie ne vaut plus pb — ga, il vaut b.

Le calcul de M. Rouché était donc nécessaire, et le raisonne-
ment, quoique trés spécieux, qui conduit au résultat exact, n’est
cependant pas rigoureux.

107. La démonstration (105) ne s’applique pas au cas od le jen
est équitable. L’expression (14) prend la forme §; on peut en
trouver la vraie valeur.

La valeur probable du nombre des parties est

P(m—+n)—m,

pb—ga °’
on a (92) \
P=

1— am
1 — gm+n’

« étant racine de I'équation
postb—ogi4 g =o.
Si ’on suppose pb — ga =&, ¢ étant infiniment petit, « différe in-
finiment peu de 'unité. Posons
a = ek,
La valeur de P devient

I
mh 4~ — m2h?
1— ek h 2 h

f — elm+nl = h?
A(m-—+n)—+ —‘;(m—i—n)!-i—...
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et, en négligeant le carré de A,

p=._’"_(l_/}.’i);

m-+n D)

I’expression du nombre probable de parties devient, par la sub-
stitution de cette valeur de P,

hmn
z 2

le rapport -{f est indépendant de m el de »: le nombre probable des

parties est donc
Cmn,

C étant une constante; el, comme le nombre des parties est égal

a I'upnité quand on a m =@, n=">5, il faut supposer C = ;’b-- On

retrouve le résultat déja obtenu.

108. Dans le cas ou les deux joueurs possédent au début la
méme somme, on peut trouver la valeur probable du nombre des
parlies par une méthode trés différente des précédentes.

Soit ¢ (m) le nombre pi1obable des parties lorsque chaque joueur
posséde m francs. Supposons que l'avoir de chacun soit doublé,
le nombre probable des parties deviendra ¢ (2 m). Si 'on fait dans
l'avoir de chaque joueur deux parts égales a m, on peut supposer
que chacun expose d’abord, dans deux luttes séparées, la moitié m
de ses francs contre la moitié de ceux de son adversaire. Aprés
cette premiére série de parties, de deux choses 'une, l'un des
joueurs a gagné deux fois, et 'autre esi ruiné, ou bien chacun
a gagné une série et ils se retrouvent tous deux avec 2m francs.
La valeur probable du nombre des parties est alors, comme au
début, o(2m). La probabilité pour que le premier joueur ruine
son adversaire, lorsque tous deux possédent m [rancs, est (92)

T
1= am

et, pour qu'il soit ruiné,

am
I+am
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La probabilité pour que I'un des joueurs gagne une série et
perde 'autre est le produit de ces deux probabilités, qu’il faut
doubler puisqu’on ne dit pas dans quel ordre les événements
doivent se succéder; on doit donc avoir

(16) 9(zm)=zq>(m)—|—u—j_a—w1?<p(zm),

o étant (92) la racine de I’équation

pra+tb— st g = o.

L’équation (16) donne

1+ a2m
(17) <p(2m)m=ch(m).
Cette équation, si on la suppose vraie pour toute valeur de m,
permet de déterminer la fonction de ©. Nous nous bornons a
mentionner ce probléme, qui n'intéresse pas le Calcul des proba-

bilités.

109. La probabilité dans un nombre donné de parties de la
ruine d’un joueur, dont 'adversaire est infiniment riche, a été
donnée par Lagrange, puis par Ampére dans le Mémoire sur la
théorie du jeu, lequel a été son début dans la Science.

Lorsque deux joueurs luttent I'un contre I'autre et que chacun
peut ruiner son adversaire, le probléme est trés différent. La solu-
tion suivante, qui se présente d’abord, n’est pas exacte.

Soient m et n les fortunes des deux joueurs. Supposons le jeu
équitable : la probabilité pour chaque joueur de gagner une partie
est 1, Uenjeu est 1%,

La probabilité pour que le premier joueur ruine le second est

.

m-+n
Si I'on sait que I'un des joueurs doit &tre ruiné, on peut, sans

changer les chances, supposer a ’adversaire une fortune infinie.
Si donc on nomme @(/m, p) la probabilité pour qu’un joueur qui
posséde m francs soit ruiné, en p coups précisément, par un ad-
versaire dont la fortune est infinie, la probabilité pour que la
partie engagée entre deux joueurs, dont l'un posséde m francs et

B. 9

. . e . n
» pour qu’il soit ruiné lui-méme elle est
. m-+n
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'autre n [rancs, se termine en . coups précisément sera

n
m-—+n

p(m, p).

m (n )+
—_— }
manlHE

Le raisonnement n’est pas exact.

Si I’on sait que Pierre a éLé ruiné par un adversaire dont la
forlune est finie, on en peut conclure que le hasard ne I’a pas
favorisé : les combinaisons qui, débutant par un grand nombre de
parlies gagnées, auraient ruiné son adversaire doivent étre exclues,
celles dans lesquelles il gagne au début plus souvent (u’il ne perd
sont rendues moins probables. La probabilité pour que la 1uine se
soit produite en p coups n’est plus égale & o(m, w).

110. Prosrime LV. — Pierre et Paul possédent chacun 2,
ils jouent jusqu’a la ruine de l'un d’eux. La probabilité
de gagner chaque partic étant % et U’enjeu égal & ', quelle
est la probabilité pour que le jeu se termine précisément en
2@ parties?

Le nombre des parties doit étre évidemment pair. Si le jeu n’est
pas terminé, chaque joueur possédera 2f; car, en un nombre pair
de parties, la perie de chacun est un nombre pair; si donc elle
n’était pas nulle, le perdant serait ruiné.

Soit y,. la probabilité pour que le jeu ne soit pas terminé en
21 parties, on aura

(18) VPJ-F1=§7H'

1 est clair en effet que, sile jeu n’est pas terminé en 2 par-
ties, ce dont la probabilité est 3, pour qu’il ne le soiL pas par
les deux parties qui suivent, il faut que chacun des joueurs gagne
une partie el perde l'autre. La probabilité pour qu'il en soitainsi est .

De I’équation (18), on conclut

(19) re=(%)"c

et comme, pour p=1, on a y, = 3, C est égal a unité. La pro-
babilité pour que le jeu ue soit pas terminé aprés 2y parties est
donc (3)¥. Pour que le jeu se termine précisément en 2 parlies,
il faut qu’il ne soit pas lerminé en 2 . — 2, ce dont la probabilité
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esl (3)¥4, et que le méme joueur perde les deux parties suivantes,
ce dont la probabilité est 3. Le produit (§)¢ est la probabilité pour
que le jeu se termine a la 2 '™ partie.

114. Prosrime LVI. — Pierre et Paul possédent chacun 3',
ils jouent dans les conditions définies dans l’énoncé précédent.
Quelle est la probabilité pour que l'un des deuz soit ruiné
précisément au coup de rang p.?

Le nombre de parties doit étre impair. Aprés 2 -+ 1 parties,
si le jeu n’est pas terminé, la perte et le gain seront un nombre
impair, il doit éire moindre que 3, il est donc 'unité : 'un des
joueurs possédera 2f et I'autre 4. Soit y, la probabilité pour que
le jeu ne soit pas terminé au (2 p—+ 1)*™¢ coup, on aura

3
(20) Yp+1= Z)’u-

Si, en effet, le jeu n’est pas terminé au (2 —+ 1)*™ coup, ce
dont la probabilité est yy, il faut, pour qu’il ne le soit pas au
(2% 3)eme, ou que chacun des joueurs perde une partie et
gagne 'autre, ou que celui qui a conservé 4t perde les deux par-
ties; la probabilité pour que I'un ou l'autre de ces événements se
produise est 3.

De I'équation (20), on conclut

On a d’ailleurs

3
I
i

car, pour que la parlic soit terminée en trois coups, il faut que le
méme joueur gagne les Lrois premiéres parties, ce dont la proba-
bilité est +. 1l faut donc prendre C=1, et I'on a

=

Pour que la partie se termine précisément au coup 2p 1, il
faut qu’elle ne le soit pas au coup 2p — 1 et que le joueur qui
posséde 2 seulement perde les deux parties suivantes, ce dont la
probabilité est ;.
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La probabilité pour que le jeu se termine au coup de rang 2. x + ¥

précisément est donc
I (3‘ p—t
i(z)

112. M. Rouché a traité avec beaucoup d’élégance et de bon—

heur le cas général.

Prosrime LVII. — Pierre et Paul jouent I’un contre ’autre
avec des probabilités égales. Ils possédent chacun n francs
avant d’entrer au jeu; a chaque partie le perdant donne 1
au gagnant, et le jeu ne cesse que lorsque l'un quelconque des
deux joueurs est ruiné. Quelle est la probabilité P pour que
le jew se termine précisément & la fin d’une partie de rang
assigné?

Si, aprés u parties, le jeu doit encore se continuer, c’est que
I"état des fortunes est alors 'un des suivants :

(t,2n—1), (2,2n—2), ..., (n,n),

la notation (4, 2n — ) indiquant que I'un quelconque des deux
joueurs posséde ¢ francs et, par suite, I'antre 22 — Zfrancs.

Désignons par o;() la probabilité pour que, aprés | parties, le
jeu ne soit pas encore terminé et que l’état des fortunes soit.
(¢, 2n — &). On aura, par le principe de la probabilité totale,

(21) Qu(p 1) = pi 9 () + Phoa(p) +. ..+ pho(p),

Py désignant la probabilité de passer en une partie de I'état
(k,2n — k) alétat (i, 2n — ).

Or on voil avec un peu d’attention que p2~' est égal & 1, et que
pour les autres valeurs des indices p} est égal 4 4 ou & zéro, suivant
que la valeur absolue de { — £ est égalea 1 ou différe de 1. D’aprés.
cela, la formule (21) donne les 7 relations

207 (B +1)= ¢p(p),

29n—1(p+1) = ¢Qpna(p) + 20, (1),

(22) 2¢n—a(ft -+1) = 9p—3(1t) + @p—g (),
202( 1) = @1 (1) + o3(p),
201(p +1) = @a();
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d’ot il faut tirer @i (); car, cette quantité étant connue, on aura,
pour la probabilité cherchée,

1
2

P=-o(p—1).

Or, si 'on adjoignait aux équations (22) celles qu’on obtient ¢cn
changeant p en -+ 1 dans la seconde, wen w4 1. 4+ 2 dans
la troisiéme, ..., pen p—+1,u+2, ..., p+~n—1 dans la
derniére, on aurait +n(n -+ 1) relations qui, par I'élimination des
sn(n 1) —1 quantités ¢ dont I'indice différe de 1, conduiraient
a une équation de la forme

(23) oi(p+n)+Aje(p+n—1)+...+~A,p () =o.

Dlailleurs, si @y, @, ..., @, désignent les racines de l’équation
caractéristique que l'on obtient en faisant dans (23) ¢, (p) = a¥,
"expression générale de o, (1) sera Ycpayf, et, par suite, la valeur
de P sera 3¢, a¥™', les constantes ¢y, €s, ..., ¢, étant détermi-
nées par les conditions iniliales du probléme.

Cette détermination se fait élégamment de la facon suivante :
d’abord, ni Pierre ni Paul ne peuvent étre ruinés avant la fin de la
n*me partie; d’autre part, la probabililé pour que le jeu cesse
juste aprés la nme partie, c'est-i-dire la probabilité pour gue
Pierre ou Paul perde £ fois de suite, est

1 L
_—— — = —
on 1 un oun—1

De 13 résultent les relations linéaires

- - 1
(24) Zcg=o0, Zerar=0, ..., Zciap =o, Xckak‘=;,;_—2,

qui permettraient d’obtenir ¢, ¢3, ..., ¢, et, par suite, P, en
fonction des racines @;, @, ..., @,. Mais ce que nous voulons,
, , . ] . ), .
c’est 'expression de Py en fonction des coefficients de 1’égnation
caractéristique.
Or, si I'on pose

(z—a ) (z—ar)...(3—ap)=0(3)

et si l'on ajoute les équations (24) aprés les avoir multipliées res-
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pectivement par les coefficients de ¢y, £, ¢2, ..., t*~' dans le
quotient
fiz)—6(1)
on obtient
< e B(3) !
“z—a;  ar?

2

ou, en multipliant par

-1
Ckaz 1 skl
s—ap  2728(5)

E(s)+=

On voit par la que le coefficient de -;- dans le développement du
premier membre est 2Py; la probabilité cherchée P, est donc

égale au coefficient de % dans le développement de

sp—!
2r—19(3) "

Il reste a trouver I'équation caractéristique. Au lieu de la cher-
cher par le procédé laborieux ci-dessus mdiqué, nous 'obtien—
drons rapidement comme il suit : les relations (22) montrent que,
si 'on pose

o(p) = ak,
ona

() =abtdi(a),  or(p—+1)= ak+r(a);
de 1a résultent les équations

ZYp+ py=o,
2+ 2Upg+ Upa= o0,
d{rl--i -+ -T‘-!Jn—-z -+ "'_le-—s =0,

v et e,
Y3+ z e+ ¢y = o,
df2+'z‘q’l=07
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ou z désigne la quantité — 2a; et I’élimination des ¢ donne

x 1 6] o

2 & 1

(¢} H zr 1 o

Vo= =0

o] I @x 1

(6] 1 x
Les valeurs évidentes
V1=7‘, V2=.z'2—9.,

et I'échelle de relation

Va=aVp1—Vuo,

que 'on oblientimmédiatement en développant le déterminant par

rapport aux deux derniéres lignes, prouvent que la fonction V,

est celle que I'on rencontre dans la théorie de la division du cercle

en parties égales et (ui a pour expression

n(n—3)
1.2

Vp(z) = x?— nzr—2 4- zn—h 4,

(n—r—u1)...(n—2r-+1)

xZr—2r,
I.2...7r

(=1l

r désignant le plus grand nombre entier contenu dans L n.
. 1
. Donc Py est le coefficient de — dans le développement de

(—r1)2.25k 1
Vu(—253)

ou, ce qui revient au méme, en posant

1

—23=~)

P, est le coefficient de y#~" dans le développement de

(= 1
ap—1 1+A,y’l+A,y*—l—...'

A; désignant le coefticient de 72 dans V(&) et, par suite, étant
égal 4 zéro quand l'indice i surpasse in.
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Ce quotient a pour expression

(_2-—3?(:—(-&;’2-& By yt4. .. Bry2k+...),

B, désignant le déterminant d’ordre k&

Ay 1 o
A.z Al 1
Bi=(—1)f | Ay A, Aq .. 0 |

Ar Ajy Az ... Ay
On voit par 1a que, si . — n est impair, Py est nul, et que, si

w— 7 est pair et égal 4 2k, on a

ap—l

Une vérification s’offre 1ci d’elle-méme. Pour n =2 oun =3,
le déterminant B se réduit & son terme principal, et 'on retrouve
immédiatement les résultats obtenus directement aux n° 110

et 111.

113. On peut rattacher au probléme de la ruine des joueurs
I'espérance, acceptée souvent, d’accroitre les chances de gain par
une ingénieuse disposition des mises et du nombre des parties
jouées. Toutes ces combinaisons sont illusoires. Si les conditions
du jeu rendent pour chaque partie I'espérance mathématique égale
a la mise, I'égalité existera, quoi qu’on [asse, quel que soit le
nombre des parties.

Nous nous bornerons i examiner un procédé plausible pour
accroitre les chances de gain en laissant celles de perte petites.

Un joueur entre au jeu avec la résolution de continuer tant (ue
le sort lui sera favorable et de se retirer aprés sa premiére perte.
Le vombre des parlies qu’il jouera peut étre illimité et le bénéfice
immense; la perte, au contraire, sera nécessairement petite, égale
tout au plus & la mise pour une seule partie.

Lorsque ’on compare, cependant, les chances de perte a celles
de gain, on les trouve, comme cela doit étre, équivalentes, lorsque
les conditions du jeu, & chaque purtie, sont équitables.
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Soient
p la probabilité de gagner une partie;
« la somme 3 recevoir;
¢ la probabilité de perdre;

b la somme a payer dans ce cas;

on a
pPH+qg=1.

Le joueur a une probabilité ¢ de perdre la somme &; une pro-
babilité pg de gagner @ — b; une probabilité p*¢g de gagner
2a— b, etc.; une probabilité p2g de gagner na — 6. Son espé-
rance mathématique, au moment ol il se met au jeu, est donc

prg(a—b)y+p2g(2a—0b)+...+prg(na—>b)+...—qb,
c’est-a-dire

rga(t—+2o2p +3p2+...) —pgb(1+p + p?+...)—qgbd

et, en remplagant les deux séries par leurs valeurs (‘T;I’f)i et
I
(—p)’
pge_ _ Pgb P2 _
G—pp 1—p =G %

c’est-a-dire zéro si le jeu est équitable.

L’avantage prétendu de la combinaison se réduit a accroitre la
valeur possible du gain, en diminuant proportionnellement la pro-
babilité de ’obtenir.
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CHAPITRE VII.

PROBABILITE DES CAUSES.

Un jour, a Naples, un homme de la Basilicate, en pré-
sence de I'abbé Gahani, agita trois dés dans un cornet
et paria d’amener rafle de 6, 1l 'amena sur-le-champ.
Cette chance est possible, dit-on, I'homme réussit une
seconde fois, et l'on répéta la méme chose, il remit les
dés dans le cornet trois, quatre, cinq fois, et toujours
rafle de 6 « Sungiee di Bacco! s'écria l'abbé, les des
sont pipést » et ils I'étarent

DipeRoT.

114. Ce que, dans le Calcul des probabilités, on entend par le mot cause. —
115. Enoncé du probléme a résoudre. Formule qui en donne la solution. —
116. Autre démonstration de la formule. — 117. Probléme relatif 4 la composi-
tion inconnue d’une urne — 118, 119 Autre maniére de comprendre 1’énoncé.
— 120. Probléme plus général. — 12. Lot approchée des probabilités.
— 122. Autre maniére de préciser I'énoncé — 123 Applcations incorrectes
des résultats précédents. — 124. Discussion d’une expérience de Buffon, —
125. Discussion de la méthode d’approximation adoptée. — 126. Cas extréme ot
la conclusion du raisonnement souvent accepté serait évidemment sans valeur.
— 127. Régularité des naissances masculines et féminines. — 128. Quelle est
la régularit¢ dont on serait en droit de s'étonner? — 129. Exemple cité par
Buffon. — 130. Exemple cité par Laplace. — 131. Les conditions (’un probléme
dorvent étre définies avec détail. — 132, 133. Quelques exemples — 134. Ap-
plication faite par Mitchel & la théoric des etoiles doubles. — 135. Probabilité
des événements futurs. — 136. Applications ridicules de la formule 2 la proba-
bilité du lever du Soleil.

114. Ewdier les faits pour remonter aux causes est le but le
plus élevé de la Science. Notre curiosité est ici moins ambitieuse.
Nous n’aurons dans ce Chapitre aucune loi de la nature & discuter,
aucune énigme & résoudre. Les causes sont pour nous des acci-
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denls qui ont accompagné ou précédé un événement observé. Le
mot n’implique pas qu'au sens philosophique I’événement soit un
effet produit par la cause.

Pierre a parié d’amener avec trois dés un point supérieur & 16 ;
il a gagné : tel est I'événement. Le point amené peut étre 15 ou
18 : telles sont les causes possibles du succés.

On a, sous un méme nom, réuni plusieurs cas distincts : ce
sera, par exemple, un point plus grand que 16 qui peut étre 175
ou 18; la sortie, au loto, d'un numéro divisible par 5 qui peut
éire 3, 10, 13, ...; le tirage, dans unc urne, d’'une boule de
coulear qui peut étre rouge, verle ou jaune; la retourne, dans
une partie de cartes, d’une figure qui peut étre roi, dame ou
valet. L’événement s’est produit, on le sait ; les causes qui, dans
ces différents cas, restent possibles sont les maniéres diverses dont
il a pu se présenter. On sait qu'une riviére a débordé en Espagne :
c’est & la Géographie, non a la Météorologie, qu'il appartient, par
I’énumération des cours d’eau, de faire connaitre la diversité pos-
sible des causes.

De tels cas sont les plus simples. Les causes dont on cherche la
probabilité ne peuvent, si elles agissent, produire qu'un seul évé-
nement dont l'arrivée, supposée connue, diminue le dénominateur
de la probabilité sans en changer le numérateur. On sait, par
exemple, qu’en donnant les cartes on a retourné uue figure. Quelle
est la probabilité pour qu'elle soit un r0i? Le numérateur de la
probabilité est le méme qu’avant le renseignement donné : c’est le
nombre des rois; mais le dénominateur, nombre des cartes pos-
sible, a diminué : les figures seules doivent y étre complées.

On sait qu’au loto le numéro sorti est divisible par 5, on de-
mande la probabilité pour qu’il soit 25. Le numérateur de cette
probabilité est 1, comme avant le renseignement donné; mais le
dénominateur, qui élait go, nombre total des uuméros, est de-
venu 18, nombre des multiples de 5.

Le numérateur de la probabilité, dans d’autres cas, est changé,
en méme temps que le dénominateur, par la connaissance de I’évé-
nement observé. Quelquefois aussi, les cas restés possibles ne
sont pas également vraisemblables.

Deux urnes, par exemple, sont d’aspect identique : I'une con-
tient une boule blanche et une boule noire; l'autre, dix boules
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poires et une blanche. On choisit une des urnes, on en fait sorlir
une boule, elle est blanche ; quelle est la probabilité d’avoir choisi
la premiére urne?

Deux causes sont possibles : la premiére urne et la seconde
urne; mais, contrairement a ce qui avait lieu dans les cas précé-
dents, aucune de ces deux causes, supposée véritable, ne rend
certain I’événement observé. On pourrait considérer comme causes
possibles les deux boules blanches qui ont pu sortir, 'une de la
premiére urne, autre de la seconde; mais ces boules n’ont pas
méme vraisemblance. La seconde, associée a dix autres boules, a
moins de chances de sortir que la premiére et sortira certaine-
ment moins souvent si I'épreuve est renouvelée un grand nombre
de fois.

115. Le probléme général peut s’énoncer comme il suit :

Diverses causes Ey, Eo, ..., E, ont pu produire un événe-
ment observé. Les probabilités de ces causes, lorsque le résul-
tat n’était pas encore connu, étaient wy, @y, +.., ©,. L'événe-
ment se produit; la cause E;, lorsqi’on est certain que c’est elle
qui agit, donne & lévénement la probabilité p;. Quelle est la
probabilité de chacune des causes qui sont, on ladmet, les
seules possibles?

Le type des problémes dont nous parlons peut étre représenté
par une urne conlenant des boules blanches et des boules noires.
L’événement est la sortie d’une boule; elle est blanche, on le sait.
Mais chaque boule est marquée parun des numéros 1,2, 3, ..., n.
Quelle est la probabilité pour que la boule blanche sortie soit
marquée d’un numéro donné? Ces numéros représentent ici ce
que 'on nomme les causes possibles de 1’événement, sans avoir
rien de commun, bien entendu, avec l'idée de causalité.

Si p désigne le nombre total des boules, ., le nombre de celles
qui sont marquées ¢ et, dans ces wi, m; le nombre des boules
blanches, le nombre total des boules blanches est

my—+mey—+ mg—+...+ my.

Elles sont toutes également possibles, puisque, placées dans la
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méme urne, chacune, considérée individuellement, a chance égale
de sortie. La probabilité pour que la boule blanche que I'on a tirée
et dont on n’a pas vu le numéro soit marquée d’un ¢ est

m,
my =+ my—...+ my

Telle est la solution du probléme. Il reste & I'exprimer en fonc-
tion des données. On a

ny, M
o = Pu =

e *
par conséquent,
My = Py Ly = P, [Le
La probabilité est donc, en supprimant le facteur .,

P
P1T+ DT+ ...+ PnW,

Le dénominateur est le méme pour toutes les valears de i, et les
probabilités des diverses causes sont proportionnelles, par consé-
quent, aux produits de la probabilité de chacune, avant P’événe-
ment (w;), par la probabilité qu’elle donne & I'événement (p,)
quand on la suppose certaine.

116. La démonstration peut se faire autrement.

La probabilité cherchée est celle pour que I'événement qui est
arrivé, on le sait, soit di a la cause représentée par 'indice :.

La probabilité pour que, avant I'épreuve, I'événement en ques-
tion se produisit et fit dd & la cause désignée est un événement
composé, et cela de deux manidres :

1* Il faut que la cause soit mise en jeu;
2* 1l faut qu’elle produise I’événement.

Ou bien :

1* 1l faut que I’événement se produise;
2¢ 1l faut que, étant produit, il soit dit & la cause désignée.
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On en déduit deux expressions de la méme probabilité
P, =(p1B1+ paBa—+...+ PrBn)T,

et, par conséquent, la probabilité z pour que I'événcment, élant
produit, soit d & la cause désignée par 'indice 7 est celle qui a
été obtenue (113)

Q) z= s -

P1O1+ DByt .. == PpTp

117. Prosrive LVII. — Une urne contient p. boules : les unes
sont blanches, les autres noires, on ignore en quelle pro-
portion. On tire k boules, en remettant & chaque fois la
boule sortie. Il ne sort que des boules blanches. Quelle est
la probabilité pour que [’urne ne contienne que des boules
blanches?

La question est mal posée.

On ignore, dit 'énoncé, la proportion dans urne des boules
blanches et des boules noires. Toutes les hypothéses sont possibles.
Il faudrait dire, en outre, quelle est, @ priori, la probabilité de cha-
cune. Si, toutes les combinaisons possibles ayant éLé préparées
dans des urnes d’apparence identique, le hasard a décidé entre
elles, les conditions sont autres que si I’on a puisé au hasard dans
une urne de composition convenue, pour composer avec les boules
ainsi lirées 'urne nouvelle dont nous parlons.

Nous admettrons d’abord, pour préciser la question, que toutes
les compositions de l'urne soient, a prior:, également possibles.
Toutes restent possibles aprés I'épreuve, a I’exceplion d’une réu-
nion de boules noires, mais les probabilités ne sont plus égales.

La combinaison dans laquelle, sur p boules, le nombre des
blanches est » donne 4 ’événement observé la probabilité

(&)
P-) ’
Les probabilités désignées par w,, w,, ..., ®, dans 1’énoncé

général sont supposées égales entre elles; en les supprimant
comme facteur commun dans la formule (1), on trouve la probabi-
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lité pour que le nombre des boules blanches soit n

nk
1+ 2k 3hor, .k

La probabilité pour que toutes les boules de I'urne soient
blanches est donc

wk
1ok 3k pk

Si I'on suppose, par exemple, u =135, k£ =6, aprés avoir tiré six
fois de suite une boule blanche d’une urne qui contient cinq
boules, la probabilité pour que les cinq boules soient blanches est

36

— = 0,76163.
I+ 26—+ 364 64 56 [

118. Si, au lieu de supposer toutes les combinaisons également
possibles @ priori, on avait composé 'urne en tirant au sort, &
pile ou face par exemple, la couleur de chaque boule, le probléme
serail Lrés différent.

Les hypothéses possibles sur la composition de 'urne, au lieu
d’étre également vraisemblables @ prior:, ontles probabilités sui-
vanles :

3 blanches ou 3 noires,

I <1>“= 0,03125;
2

4 blanches et 1 noire ou 4 noires et 1 blanche,
1\$%
5<-> = 0,15625;
2

3 blanches et 2 noires ou 3 noires et 2 hlanches,

1\5
10( - ) =o0,3125.
2

Les probabilités désignées par w,, ., ..., w, dans la formule (1)
sont proportionnelles aux nombres 1, 5, 10, 10, 5, 1, et la proba-
bilité, quand six fois de suite on a extrait une boule blanche, pour
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que les cinq boules de I'urne soient blanches est
56

— = 0,35479.
5+ 10,25+ 10.36—+ 5,464 56 192479

119. Si, aprés avoir extrait les boules de I'urne, on ne les
remettait pas, les résultats seraient différents.

Tl est clair, d’abord, qu’on ne peut, dans cette hypothése, extraire
plus de cinq boules, et que, si on les extrait toutes les cing, il n’y
a plus de probléme.

Supposons donc que I'événement observé soit la sorlie de quatre
boules blanches; les probabilités, @ priori, des diverses composi-
vons de 'urne étant proportionnelles & 1, 5, 10, 10, 5, 1, cher-
chons la probabilité pour que la cinquiéme boule qui reste dans
I'urne, la seule que I'on n’ait pas vue, soit blanche.

L’événement observé est la sortie de quatre blanches. Les
hypothéses possibles lui donnent pour probabilités : 1, {, o, o,
o, o.

La formule (1) devienl, en y substituant les valeurs de =; et
de P,

I

N~

1+5X £ +0

5

Ce résullat est évident a priort.
Aprés avoir vu quatre des boules, sachant que pour les cinq la
couleur a été tirée au sort, on n'a acquis sur la derniére aucun
renseignement. Les circonstances pour elle sout les mémes que si,
lorsque l'on procédait & la formation de lurne, le hasard avait
désigné la couleur blanche aux quatre premiéres épreuves. On ne
devrait y voir aucune raison pour qu’il la désignat une cinquiéme

fois.

120. Prosrime LVIIL &is. — Une urne contient des boules noires
ou blanches en proportion inconnue. On y fait yu tirages, en
remettant dans U’ urne, aprés chaque tirage, la boule qui en est
sortie. On aobtenu m boules blanches et n boules noires. Quelle
est la composition la plus probable de I’urne?

L’énoncé, comme celai du probléme précédent, n’est pas suffi-
samment précis.
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Toutes les hypothéses sur la composition de P'urne étaient pos-
sibles avant 1'épreuve. L’étaient-elles également? Il est nécessaire
de le dire. Nous le supposerons d’abord.

Soit 2 la probabilité assignée & la sortie d’une boule blanche
par la composition de I'urne.

La probabilité de I'événement observé, la sortie de m boules
blanches et de n noires, est

zm(1—z ).

Le nombre des combinaisons qui peuvent se présenter est indé-
pendant de z, et la probabilité de I’événement observé, que l'on
connaisse ou non 'ordre de sortie des boules, est proportionnelle 2

xm(1— 2)".

Ce produit doit remplacer la probabilité désignée par p; dans la
formule (1); les probabilités m; sont supposées égales entre elles,
et la probabilité de chaque valeur supposée pour #, proportion-
nelle au produit p,w;, est, dans le cas actuel, proportionnelle &

zm (1— 2 ).

La valeur de x la plus probable rendra ce produit maximum.
En égalant la dérivée a zéro, on trouve

I—2
n

38

La composition la plus probable est celle qui rend les probabi-
lités de sortie des boules blanches ou noires proportionnelles aux
nombres de fois qu’elles se sont montrées.

121. Chaque hypothése sur la valeur de z a une probabilité.
Nous devons en chercher la loi. Il ne peut étre question d’assigner
la valeur de ’'une de ces probabilités. Toutes les hypothéses ayant
é1é supposées possibles et leur nombre étant infini, la probabilité
de I'une d’elles, rigoureusement désignée, est o; mais la probabi-
lité pour que z soit compris entre z et z -4 dz est proportionnelle
a da.

B. 10
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La loi des probabilites est celle des valeurs de la fonction
.z-'"(x —z)n,

a laquelle elles sont proportionnelles.
Pour étudier cette fonction dans le voisinage du maximum,
posons

Le maximum étant

m ‘m( n n
= pmgn
‘m+n) \m+n) PTI

la valeur voisine sera, en posant z =p — ¢, 1 — z = ¢ + ¢,

\ m €\
(p—zc)n g )= pmn “<I__E_ 4 - s
p—e)m(g P"q =) (1+3)

p™q* élant indépendant de ¢, la probabilité est proportionnelle au
produit

ta) (=5)"(+3)

ou a

H

(m n) [m(m—l) amn n(n—l)]e2
I—(—— =)e+ —t — -+ . —
P q P rq 7° 2

en négligeant les puissances de e supérieures & la seconde. Or, 3
cause de

Pexpression précédente peut étre remplacée par

1— M g2
2pq9
ou, au méme degré d’approximation, par

_E(m+n)
e P9
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et, par conséquent, la probabilité pour que la composition de
Purne donne i la sortie d’une boule blanche Ia probabilité

-
P=ota

et a celle d’'une boule noire

7= wxn
est proportionnelle &
_ E2(m—+n)
e 2pq ,
et peutl étre représentée par
_ 22 im-+n)
Ge 2pq ,

G étant indépendant de «.

Cette lormule équivaut & celle qui a été trouvée (58). On a,
dans les deux cas, obtenu n fois sur p épreuves un événement
dont la probabilité est p. La différence ¢, égale a iy est rem-

placée par A égule & n — pp. La probabilité d’une valeur désignée
de & est proportionnelle &

La seule différence des deux théorémes consiste en ce que, dans
un cas (38), p est donné exactement, le doute porte sur la valeur
de n; dans la formule actuelie (121), n est donné exactement, le
doute porte sur la valeur de p.

122. La formule précédente est déduite d'une hypothése qui se
réalisera rarement. Toutes les probabilités désignées par z ont, en
général, @ priori, des valeurs inégales.

ProsLime LIX. — Une urne contient N boules. On a tiré au
sort la couleur noire ou blanche, avec probabilité ; pour cha-
cune des boules. Sur p. tirages, faits dans 'urne ainsi com-
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posée, on obtient m boules blanches et n notres. Quelle est la
composition la plus probable de l’urne?

La probabilité pour que, dans une urne ainsi composée, le

nombre des boules blanches soitg — z estapproximativement (58),

si N est grand et z petit,

La probabilité de la sortie d’une boule blanche est, dans cette
hypothése,

Posons % =y; la probabilité d’une valeur désignée de y est

proportionnelle &

2352

(4) e N =N,

La probabilité de 'événement observé est proportionnelle a

() (o)

Les probabilités désignées par @, et p, dans la formule géné-
rale (116) doivent étre remplacées par (4) et (5).

La probabilité de la cause, c’est-a-dire de la valeur y, est pro-
portionnelle au produit

s (2) ()’

En égalant & zéro la dérivée du logarithme, on obtient, pour
délerminer la valeur de y qui rend (6) maximum, I'équation

—aNy— 2
Y l—zy+t+2y

ou, comme ¥ est pelit,

Fob —aNy —m(1+2y)+n(1—a2y).=o,
n—m

y= 2(N+m+n)’
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La plus grande probabilité correspond a
_ n—m
V= N+ m+n)
La composition la plus probable de l'urne donne & la sortie
d’une blanche la probabilité

n—m _ N+2m
2(N+m-+n)  2(N+m-+n)

I
2

()

- On aurait pu le

m
m--n
prévoir. Avant le tirage d’aucune boule, les chances pour les deux
couleurs étaient égales, le rapport le plus vraisemblable était celui
qui donne la probabilité §. Si le tirage indique pour I'une des
couleurs la proportion de m & m + n, c¢’est une raison pour croire
au méme rapport dans I’ensemble des boules. Si ces deux indica-
tions ne s’accordent pas, la probabilité la plus plausible est entre
les deux.

Si N est trés grand, la formule (5) est trés voisine de 3, quels
que soient les nombres m et n; si, au contraire, m el m + n sont

Cette fraction est comprise entre + et

. .. m .
trés grands, elle est voisine de ———, quel que soit N.
m-+n

Ces conclusions du calcul pouvaient également se prévoir.

Si le nombre N est trés grand, on a fait, pour choisir les cou-
leurs des boules de I'urne, un trés grand nombre d’épreuves, don-
nant chacune a la couleur blanche une probabilité 3. Il est certain,
d’aprés le théoréme de Bernoulli, que le rapport du nombre des
boules blanches & celui des boules de I'urne différe peu de 3. Cette
certitude est assez grande pour ne pas étre notablement amoindrie
par les couleurs, quelles qu’elles soient, de quelques boules tirées
de P'urne. Si cependant, aprés un nombre immense d’essais, on
trouve entre le nombre des boules blanches et le nombre des
boules sorties un rapport trés différent de 3, on se trouvera en
présence de deux certitudes inconciliables.

Nous adoplons, on le voit, le sens vulgaire du mot certitude. On
tire au sort mille fois entre la couleur blanche et la couleur noire,
en leur donnant des probabilités égales. Dans I'urne contenant les
boules dont les couleurs sont ainsi désignées se Llrouveront, &
trés peu prés, autant de boules blanches que de boules noires :
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on peut le tenir pour certain. Sur m—+n tirages, on obtient
m boules blanches; le rapport du nombre des boules blanches au

e} m . .
nombre total difféere peu de » on peut aussi le tenir pour
m+n

certain. Les deux rapports cependant sont trés inégaux. On est
évidemment dans un cas exceptionnel, possible assurément, mais
fort rare.

Supposons, par exemple, N=1000. Dans I'urne composée de
1000 boules, contenant vraisemblablement, d’aprés la maniére
dont elles ont été choisies, 500 blanches environ, on fait 4 tirages.
On tire 4 boules blanches. La composition la plus probable de
I'urne, d’aprés la formule (), est telle que le rapport du nombre
des boules blanches au nombre total soit

La démonstration supposant un grand nombre d’épreuves faites
dans I'urne n’est plus applicable, il est vrai, au cas ol le nombre
m+ n se véduit 2 4. Le résultat est cependant pdu différent du
véritable. On a vu 4 boules blanches; amenées par le hasard,
elles sont presque certainement différentes; on ne sait rien sur les
996 autres. Le nombre des boules blanches le plus vraisemblable
est, pour cette portion de 'urne, 498; cela fait, en lout, 502 pour
le nombre le plus probable des boules blanches et pour probabi-
lité la plus vraisemblable

502 251
1000 500

Si, dans la méme urne composée de 1000 boules, on a fait
40000 tirages el obtenu 22000 houles blanches, le rapport le plus
probable donné par la formule () est

45000 5
8rooo 9’

e o4 2 . . , .
peu différent du rapportZ—o indiqué par le résultat du tirage; les

A

motifs qu’on avait d’abord de croire 4 un rapport voisin de } se
trouvent en quelque sorte annulés par les 40000 épreuves qui les
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contredisent. Tous ces chiffres, nous devons le répéter, sont pos-
sibles, mais absolument invraisemblables.

La probabilité pour que, sur 1000 boules dont la couleur a é1é
désignée par le sort, avec chance égale pour blanc et pour noir, le
nombre des blanches soit inférieur a 350 est (63)

50

1 A T z
—+——f e—tdt =~ + -8(/5).
2 /mJ 2 2
Deux cas, en effet, sont possibles : ou les noires sont en majo-
rité, ce dont la probabilité esL §; ou 'écart est positif et compris

entre o et 30.

On a
50

V500

0(2,23) = 0,99838,

= /5 = 2,2361,

11
5+ 56(9.,).3) = 0,999T.

Il y a plus de mille & parier coulre un, @ priori, qu’un tel écart
ne se produira pas. Nos hypothéses cependant le rendent pro-
bable. La sortiec de 22000 blanches sur 40000 tirages dans une
urne contenant nombre égal de blanches et de noires présenterait
une anomalie plus singuliéire encore. Si la probabilité de tirer
1 boule blanche est %, la probabilité d’en obtenir moins de 22000
sur 40000 tirages est

2000

Visom Do
-+ f e~tdt=-+ -8(14).
Jy 2 2

-

N =

©(14) est tellement voisin de 'unité, que I’événement doit étre
considéré comme certain, I’événement contraire comme impos-
sible. On pourrait renouveler 'essai des milliards de milliards de
fois sans avoir chance d’obtenir, sur 40000 épreuves, 22000 fois
un événement dont Ja probabililé est 4.

123. On a assimilé sans raison au probléme précédent des ques-
tions en réalité fort différentes.
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Lorsque les observations démentent des prévisions dont la pro-
babilité semblait grande, on présume, naturellement, 'influence
d’une cause perturbatrice et I'on est conduit & chercher la proba-
bilité de son existence.

La question est insoluble. On n’a pas, d’une part, les données
nécessaires. Le dilemme, d’autre parl : ou il existe une cause, ou
il n’en existe pas, n’a pas la nettelé promise par la forme de
Pénoncé.

Qu’entend-on, siI'on dit: il y a une cause?

On a jeté une piéce de monnaie 1000 lois, elle a montré face
510 fois. Quelle est la probabilité pour que cet écarl soit di au
hasard ou pour qu'il résulte de 'imperfectior de la piéce?

Les hypothéses possibles sont en nombre infini.

La piéce peut étre parfaite.

Elle peut donner & I'arrivée de face une probabilité quelconque
plus grande ou plus petite que 3.

I’événement observé, 'arrivée de 510 fois face sur 1000 coups,
est compatlible avec toutes les hypothéses : il se peut que, la piéce
étant parfaite, le hasard ait amené ce petit écart; que, la piéce
favorisant I'arrivée de face de maniére a rendre 1’écart le plus pro-
bable plus | etiL que 10, le hasard ait complété la différence; que
la piéce rende probable un écart plus grand, beaucoup plus grand
méme que 10, ou que, inégale en sens opposé, elle donne proba-
bilité a arrivée de pile plus [réquente que celle de face, et que le
hasard cependant ait amené I’excés 10.

Cest précisément, dira-1-on peul-éire, parce que tant d’hypo-
théses sont possibles qu’il y a lieu de chercher la probabilité de
chacune.

La recherche ne peut aboutir : les données sont insuffisantes.
La solution varie, en effet, avec la probabilité a priori de telle
ou lelle imperfection de la piéce, et celle probabilité n’est pas
connue.

Si I'expérience est faite dans un pays ol la fabrication des mon-
naies a une grande perfection, les grands écarts, a priori, sont
presque impossibles, et, parmi les petits, ceux qui favorisent face
ont méme probabilité que ceux qui favorisent pile.

Si les piéces, par leur relief exagéré, favorisent Loutes le méme
résultat, le probléme est autre que si, par un autre accident de la
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fabrication, elles favorisaient le résultat contraire. Il faut remplacer
par une hypothése les renseignements qui font défaut.

L’hypothése adoptée est inouie.

Toutes les probabilités, depuis o jusqu'a 1, données par la
piéce a I'arrivée de face sont supposées, & priori, également vrai-
semblables.

On a cherché quelquefois, non la probabilité de chaque hypo-
thése, mais la probabilité pour que la chance donnée & I'arrivée
de face soit plus grande que §. Surpasse-t-elle 4 de un cent-millio-
ni¢me seulement, il faudra donner a cette différence imperceptible
le nom de cause et laisser croire, d’aprés la dénomination adoptée,
que I'écart ohservé est dti a cette imperfection de la piéce.

1I n’est pas inutile de traiter, pour ne laisser aucun doute, un
cas célebre pris pour exemple par Poisson.

124. Buffon a jeté une piéce de monnaie 4o4o [ois et obtenu
2048 fois face.

Poisson a cherché la probabilité pour que la piéce de Buffon
donunét a I'arrivée de face une probabilité plus grande que celle de
pile.

Avant de résoudre la question, il semble naturel de chercher si
cet écarl de 28, qui substitue 2048 fois face au chillve probable
2020, est assez invraisemblable par lui-méme pour rendre suspecte
la piéce qui I’a donné.

La probabilité d’un écart A pour un événement dont la probabi-
lité est p est

h2
L i,

Va2pmpg

p désignant le nombre des épreuves et g la probabilité 1 — p de

I’événement contraire.
La probabilité d’un écart moindre que %, en valeur absolue, est

h
o _= Vitpg
——E__——_/ e ’!’-P‘Idz:—?i-f qe-”dt=8<——-h——)-
Vapmpg Yo VEJo V21pq

Il faut, dans cetle formule, faire A = 28, = 4o40. On peut,
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-
(52
=N

sans erreur sensible, remplacer pg par +; on aura

h 28

Voppg  y2020

[.a Table des valeurs de la fonction ® donne

=0,6236.

08(0,62) =o0,619.

La probabilit¢ de I’événement contraire, c’est-a-dire la probabi-
lité pour que, la piéce élant parfaite, 'écart soit égal ou supérieur
a 28, est donc 0,38.

Si Pon recommencait 1000 fois 'expérience de Buffon. avec des
piéces parfaites, on obtiendrait 380 fois environ un écart supé-
rienr & 28. Si donc le hasard est la cause du résultat oblenu, il n’y
a pas sujet d’étonnement.

Résolvous cependant le probléme.

Soient §+ 5 la probabilité donnée par la piéce de Bulfon a
Parrvivée de face; 4 — 5 celle qu’elle donnait, par conséquent, &
Parrivée de pile. Toutes les valeurs de z, entre —4 et &, sont
supposées également probables a priori.

La probabilité de I'événement observé ¢tait, avant I’épreuve,
proportionnelle an produit

1 Y\ 2048 /) ) 1992
-+ 3 - —F .
2 2

En prenant le logarithme de ce produit, remplagant

1(5—4—:) par lé—!—l(l—i—zz):lé—{-zz_zz?’
l’-l-—;; par ll+l(1—iz)=l-l-—2;_252
(2 2 DY ?

on voit qu'en supprimant un facteur constant dont la présence ne
change rien, la probabilité de I’événement éLail, pour une pelite
valeur de 5, proportionnelle a

e—808052+11235

La probabilité pour que s soit positif est donc proportionnelle &

L
f —80803%+1125 oz
0
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et, pour qu’il soit négaltif, a

0
/ £—80805* 1125 (Jz ;

“0
on a
o B’ ™ - B *
f e—“’="+23=dz=eﬁf e_(a"—“) dz
0 0
et, en osant a5 — £ =1¢
) P 3 a O

LB e an R RE (),

-3

on a également

/we—“”’—?ﬁ‘dz = ‘/—;e%—ﬁege<g>.

0 20 2% %

Le rapport de la probabilité pour que 5 soit positif 4 celle pour
qu’il soit négatif est donc

148 (
\/‘3060 — 4,263.

- = 4,263,
L 4,263
P'=5 g =85

Poisson a trouvé o,81043.

125. Une difficulté pourrait s’élever, le principe du calcul étant
admis, sur la formule d’approximation employée. Aprés avoir
désigné la probabilité cherchée par § 4 z, et annoncé que toutes
les valeurs de z seraient traitées comme également vraisemblables
a priori, nous avons négligé les puissances de z supérieures 4 la
seconde.

Cela est permis. Lorsque z en effet n’est pas petit, la probabi-
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lité de I'événement observé peut étre considérée comme nulle,
aussi bien que I’exponentielle qui la remplace. C'est pour la méme
raison que, z étant compris entre o et , nous pouvons étendre les
intégrations de o a co.

126. Si Buffon, au lieu de jeter la piéce 4o4o fois, I'avait jetée
1 fois seulement et qu'il et obtenu face, I’événement, on en
conviendra sans peine, n'apprendrait rien sur la qualité de la piéce.

Cherchons cependant, en appliquant les mémes principes, la
probabilité pour que la piéce ait une tendance a favoriser face.

Soit z la probabilité que la piéce donne & l'arrivée de face. La
probabilité de I’événement observé étant z et les probabilités de
toutes les hypothéses étant supposées égales a priori, la probabi-

lité de chaque valeur de  est proportionnelle & z; la probabilité
pour que z soit compris entre § et 1 est proportionnelle &

et, pour qu’il soit compris entre o0 et 1, &

I
.[xdz=§,

le rapport est 3 et les probabilités dont la somme est I'unité sont
3 1
7 et g

Nl

Une telle conséquence suffirait pour condamner le principe.

127. La régularité du rapport des naissances masculines et fé-
minines a beaucoup occupé les géoméires. On a commis, en étu-
diant des anomalies Loujours petites, des erreurs semblables
celles que je viens de signaler. On a assimilé les naissances & des
lirages au sort faits dans une urne de composition constante, dans
laquelle le rapport du nombre des boules blanches a celui des
boules noires différerait peu de celui des nombres de naissances
indiqué par la Statistique.

Une telle substitution n’est légitime que si les écarts obser-
vés sont compris dans les limiles et suivent les lois que la
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théorie montre certaines dans une suite d’épreuves réglées par le
hasard.

S’il arrivait que, dans la France entiére, le rapport, d’une année
a l'autre, présentit de trop grandes variations ; ou si, au contraire,
il se maintenait dans de trop étroites limites, il faudrait conclure,
avec grande probabilité, qu'une cause intervient pour régler le
hasard ou pour le troubler.

La régularité de la proportion & Londres entre les années 1629
et 1710 a été admirée comme un miracle par un savant, novice
encore a la théorie du hasard. Nicolas Bernoulli, digne héritier de
son oncle Jacques et éditeur de son beau Livre, montra au con-
traire dans les chiffres signalés la confirmation des principes.
Admettant Passimilation des naissances & un tirage au sort, sur
14000 naissances annuelles, tel était le chiffre moyen pour la ville
de Londres, il est trés vraisemblable que I’excés du chiffre des
garcons sur la valeur moyenne ne surpassera pas une fois en
cent ans 163 ; c'est Pécart le plus grand que 'on ait observé &
Londres.

La probabilité d’un écart inférieur & unelimite ) entre le nombre
des naissances masculines, sur 14000 enfants nés annuellement, et
le nombre supposé le plus probable, 7200, a pour expression

trés approchée
by

2 f\/“"‘l”/ ng o A
—_— e~tdt = —_—).
Vo <Vzvp9>

On suppose, bien entendu, que, par une régle de trois, on raméne
toujours le nombre des naissances 4 14000.

Si l'on fait p.= 14000, A =163, le produit pg pouvant étre
remplacé par i, on trouve pour probabilité

8(1,949) = 0,994;

il y a donc plus de cent & parier conire un, chaque année, pour
que le hasard n’améne pas I’anomalie dont Arbuthnot admirait la
petitesse et qui s’est produite une fois seulement en cent ans.

128. On peut se demander jusqu’ol devrait aller la régularité
pour qu’il y edt lieu de s’en étonner. Cherchons, pour préciser la
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question, quel est I’écart qu'il y a dix mille & parier contre un de
franchir une fois au moins en cent ans.
Nous avons vu (13) que, si la probabilité d’un événement est

1 . . . \ .
2 iy a dix mille & parier contre un que, sur 9,2 n épreuves, I'évé-

nement se produira au moins une fois. Sil’on a

9,27 = 100, c'esl-a-dire = 0,092,

1

n

il y aura dix mille a parier contre un pour que I'événement dont
e, T . . .

la probabilité est - se produise une fois au moins sur cent

épreuves. La probabilité pour que I'écart, pendant une année,
sur 14000 paissances soit plus grand que A est

3

e
1——2-f e—”dt=1—9<—)‘——>.
[]

Vv Vappg
Déterminons A de telle sorte que cette probabilité soit 0,092 et,
par conséquent,
e(—l— = 0,908.

Varpg
La Table donne

—_— =1,19.

Vappg

On peut remplacer 2 upg par 7000; on en déduit
A= 99.

Si, dans un siécle, I'écart n’avait pas une seule fois dépassé gg;
si, sur 14000 naissances annuelles, le nombre des gargons s’était
maintenu entre 7300 et 7100, une cause régulatrice serait presque
certaine; il y a dix mille & parier contre un, @ priori, pour que
le hasard, sur cent épreuves tentées dans la méme urne, ne main-
tienne pas une telle régularité.

129. Buffon a signalé une commune de Bourgogne dans laquelle,
sur 2000 baptémes enregisirés pendant cing ans, le nombre des
filles a surpassé de 20 celui des garcons. Il est né dans cette com-
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mune, sur 2000 enfants, 39 garcons de moins que le chiffre nor-
mal. La formule donne 0,92 pour la probabilité d’un écart, en
plus ou en moins, inférieur 4 39; 0,08 est, par conséquent, celle
d’une anomalie au moins égale a celle qu'a signalée Buffon; les
statisticiens la rencontreraient souvent, s'ils la cherchaient.

130. Laplace a trouvé, pendant le xvin® siécle, la proportion
des garcons aux filles plus petite & Paris que dans I’ensemble du
pays, 3 au lieu de 32, chiffre normal adopté alors, auquel les do-
cuments nouveaux el plus nombreux ont substitué {£.

Quelle est, se demande Laplace, la probabilité pour que cette

difference soit due & une cause?

« A Paris, dit-1l, les baptémes des enfants des deux sexes
s’écartent un peu du rapport de 22 & 21. Depuis 1543, époque &
laquelle on a commencé & distinguer les sexes sur les registres des
naissances, jusqu’a la fin de 1784, on a baptisé dans cette capitale
393386 garcons et 377555 filles. Le rapport de ces deux nombres
est & peu prés celui de 25 a 24; 1l parait donc qu’a Paris une
cause parliculiére rapproche de P'égalité les baplémes des deux
sexes.

» Si 'on applique a cet objel le Calcul des probabilités, on
trouve qu'il y a 238 4 parier conlre 1 en faveur de l'existence de
celle cause. »

Laplace supprime les détails. Ni ses calculs ne sont rapportés,
ni les principes sur lesquels ils reposent.

1381. Faul-il croire & un écart fortnit ou affirmer I’existence
d’une cause? Les données ne sont pas sulfisantes. Comment se
prononcer de la méme maniére siles études antérieures ontappris
que le rapport varie trés rarement, ou si l'on constate, partoul o
les documents sont nombreu\, des écarts comparables & ceux dont
s’élonne Laplace? La solidité plus ou moins grande de la régle
qui se trouve en défaut doit faire apprécier différemment les con-
séquences.

Il n’est pas inutile d’insister.

Si l'on assimile la distribution des naissances entre les deux
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sexes a des tirages [aits dans une urne, la probabilité pour que le
hasard produise, sans 'intervention d’aucune cause perturbatrice,
sur 770041 naissances, un écart relatil’ égal ou supérieur a

22 Eé—-ooon{m est ’
43 49 7T

2

{ — —

Vo

Si donc on dresse des listes pendant un temps suffisant, le ha-
sard seul, on peut I'affirmer, produira 13 fois sur 1000 environ,
dans un sens ou dans l’autre, un écart égal ou supérieur a celui
dont s’est préoccupé Laplace.

Si des causes autres que le hasard aménent aussi des anomalies,
le statisticien, en classant par groupes de 770000 naissances les
registres de tous les temps et de tous les pays, trouvera un certain
nombre de rapports anomaux égaux ou supérieurs a celui de Paris.
Parmi ceux-la, quelques-uns seront dus au hasard, 13 sur 1000
environ, cela peut étre tenu pour certain, si les chiffres sont suffi-
samment grands. D’autres écarts seront dus & des causes; nous en
saurions 4 peu prés le nombre, si la statistique était faite en
retranchant du nombre total le nombre probable de ceux que
le hasard a produits. Nous n’avons qu’un seul fait : est-il dt au
hasard ? Il serait téméraire, impossible méme, d’en rien dire sans
accepler sur les probabilités a priori quelque convention arbi-
traire.

0,00142 /770 941 /2
/ e—¥dt =1— 8(1,762) = 0,013.

132. Le possesseur d’un chronométre a remarqué un rctard
de 1%, quand la température de la chambre dont le chronométre
ne sort pas s’éléve de 10°.

L’observation a éLé renouvelée vingt fois.

Quelles sont les probabilités pour que la chaleur soit la cause
du ralentissement et pour que le concours des deux faits soit for-
tuit?

Le possesseur d’un chronométre a remarqué une avance de 1*
le lendemain de chaque jour ou les artilleurs se sont exercés au
champ de tir voisin.

L’observation a été renouvelée vingt fois.

Quelles sont les probabilités pour que 'ébranlement causé par
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le tir ait changé la marche du chronométre et pour que le con-
cours soit fortuit ?

Le possesseur d’nn chronométre a remarqué un ralentissement
de 1*, chaque fois que la planéte Mars passe au méridien entre
minuit et 1® du matin.

L’observation a été renouvelée vingt fois.

Quelles sont les probabilités pour que la planete influe sur le
chronomeéire et pour gue le concours soit fortuit ?

Les problémes sont identiques. Les réponses ne peuvent cepen-
dant éire les mémes : n’est-ce pas une raison pour reconnaitre les
données insulfisantes ?

133. Les habitants de Saint-Malo s’élaient persuadé, il y a un
siécle, que, dans leur ville, le nombre des décés a ’heure de la
marée haute était plus grand qu’d marée basse.

Admettons le fait.

Supposons que, sur les cdtes de la Manche, on ait remarqué
une plus grande proportion de naufrages par le vent du nord-
ouest que par aucun autre.

Les chiffres recueillis & I'appui des deux remarques étant sup-
posés en méme nombre et inspirant méme confiance, on sera loin
d’en déduire les’ mémes conséquences.

Lorsqu’on sera conduit & accepler comme une certitude I'in-
fluence du vent de nord-ouest sur les naufrages, les gens prudents
exigeront des preuves nouvelles pour reconnattre seulement vrai-
semblable I'influence de la marée sur la derniére heure des Ma-
lonins.

Les problémes, cette (ois encore, sont identiques; I'impossibi-
lité d’accepter une méme réponse montre la nécessité de faire
intervenir la probabilité a priori de la cause qu’on ventapprécier.

134. Le fermier d’une maison de jeu a installé une roulette nou-
velle. L'instrument, sur 10000 coups, a amené la rouge 5300 fois
et 4700 fois la noire. L’acheteur refuse le payement et demande une
indemnité : les joueurs ont remarqué les sorties plus fréquentes
de la rouge et en ont profité. Un procés s’engage. On allégue le
Calcul des probabilités. Jamais, dit le fermier, machine bien con-
struite n’a donné un tel écart. 300 coups sur 10000 ne peuvent étre

B. 11
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I’effet du hasard. La probabilité de la rouge n’est pas 3 comme elle
devrait. Peu importe, répond le mécanicien, la statistque des
parties jouées : on ne peut pas garantir les caprices du hasard; la
machine, construite par d’excellents ouvriers, a été vérifiée avec
soin. Aucune piéce n’est imparfaite; on ne montre ni roue mal
centrée, ni cases inégales, ni nivellement défectueux. Le tribunal
nomme un expert. Quelle décision doit-il conseiller?

[.’écart observé est un indice. Quelle en est I'importance? L'ap-
plication du principe (145) suppose des données qu’on n’a pas.

Les probabilités des diverses hypothéses, que nous nommons
les causes, sont proportionnelles au produit de leur probabilité
a priori par la probabilité qu'elles donnent a I'événement.

L’événement est I'arrivée de 5300 fois rouge sur 10000 épreuves.
La cause inconnue, c’est la valeur de la probabilité, dounée parla
machine, & l'arrivée de la couleur rouge.

La probabilité a priori désignée par w; dans la formule (115),
est complétement inconnue ; en supposant, comme on Va fait dans
des cas analogues, toutes les valeurs également probables, on pro-
poserait une hypothése inacceptable. Si, réellement, la roulette
favorise la rouge, un trés petit écart est plus probable qu’un grand,
un trés grand est impossible. Les grands écarts sont, en outre,
d’autant moins probables que le mécanicien a meilleure réputation
et qu'il a employé de meilleurs ouvriers.

L'’expert doit répondre :

Les fails connus de la cause ne permettent pas I’évaluation des
probabilités : il manque 'appréciation @ priori de la probabilité
qu’on veut connafire @ posterior:.

Le calcul serait sans issue.

1l faut simplifier la question.

l.a machine, suivant I'une des parties, donne & la sortie de la
rouge une probabilité peu différente de 0,53.

Le résultat de 10000 épreuves ne permet pas, suivant Jui, d’en
douter.

La machine, suivant I'adversaire, donne, comme elle doit, a
la sortie de la rouge une probabilité voisine de 0,500. Le soin
apporté & la construction ne permet de croire & aucun défaut
grave.

Précisons les deux dires :
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La probabilité de la rouge, dans I'un des systémes. serait com-
prise entre 0,499 et 0,501 ; suivant ’autre, entre 0.529 et 0,531.

Laissons de c6té le cas trés possible ot les plaideurs se trompe-
raient tous deux, et cherchons le rapport des probabilités de leurs
asserlions.

Soient z la probabilité pour que la roulette donne a la couleur
rouge une chance comprise entre 0,529 et 0,531; y la probabilité
pour que la chance soit comprise entre 0,499 et 0,501, Z +y

N - z . N
n’est pas égal & Punité. Le rapport;, sans faire connaitre les deux

probabilités, apportera un renseignement utile.

Soient w, la probabilité @ priori pour que la machine, d’aprés
ce qu'on savait avant sa mise en ceuvre, en tenant compte de sa
bonne apparence, de la bonne renommée du constructeur et de
Papparente sincérité de ses déclarations, donne a la sortie de la
couleur rouge une valeur comprise entre 0,499 et 0,501; =, la
probabilité, évaluée loujours avant I'épreuve, pour que, malgré
les garanties énumérées, elle donne une probabilité comprise entre
0,529 et 0,531.

w, et m, sont inconnus.

Soient p, et p, les probabilités que les deux hypothéses sur le
mérite de la roulette donneraient a4 l'événement observé, on
aura (113)

Z_Tip,
Y W2 P2

En nommant X la probabilité de la sortie de la rouge, la pro-

babilité qu’elle donne & événement obscrvé est proportionnelle &

X300 (1 — X j#100,
Si 'on suppose

X;=o0,500 et X = 0,530,
on trouve
X ;8300 (1 — X, )+700
m = 0,00000001508.
Le rapport varie peu quand X, et X, restent dans les limites as-
signées. On peut donc supposer
P

“— == 0,000000015;
P2
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par conséquent,

z 15 @ I w

vy 1000000000 Wy . 66606666 @y )

21 est inconnu. Si le constructeur est trés habile, ce rapport est
w2

trés grand; il est invraisemblable qu'une piéce détestable sorte
d’ateliers dignes de confiance ; mais, quelle que soit la confiance,
en divisant le rapport qui la mesure par 66666666, il esta c:;aindre
que le quotient soil petil.

Si vous croyez qu’un défaut tel que celui qu'on soupgonne ne
peut se produire qu’une [ois sur un million, il restera 66 & parier
contre 1 qu'il s’est produit cette fois-13.

133. Les restriclions proposées peuvent s’appliquer aux con-
séquences déduites par Mitchell du rapprochement fréquent de
deux étoiles dans le ciel. Deux hypothéses sont possibles :

Pour étre apercues dans la méme direction, deux éloiles n'ont
rien de commun, leur vraie distance est immense;

Les deux étoiles, au contraire, sont voisines dans I'espace; c’est
pour cela qu’clles sont rapprochées dans le ciel.

En comptant les éloiles de 17, de 2¢ et de 3° grandeur et les
supposant indépendantes les unes des autres, Mitchell a calculé le
nombre probable des groupes dont la distance est inférieure a une
limite donnée.

Il ne faudrait pas croire ue toutes les distances angulaires
soient, a priort, également probables : les petites le sont moins
que les grandes. Considérons une premiére étoile, peu importe la
position qu’clle occupe. Si une seconde étoile est placée au fa-
sard, pour qu’'elle se trouve 3 une distance angulaire de la pre-
miére comprise entre § et 6+ d8, il faut que le hasard la place
dans une zone comprise entre deux cercles ayant pour pdles la
premiére éloile et pour rayoas sphériqnes 8 et 6 4+ d0. La surface
de celte zone est d’autant, plus grande que § s’approche davantage

T . .
de = ; elle est proportionnelle au sinus de 'angle § dont on cherche

la probabilité. La probabilité pour qu'une étoile se trouve 3 une
distance inférieure 3 v d’une étoile donnée est le rapport de la
zone & une base terminée par le petit cercle dont v est le rayon
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sphérique a la surface de I'hémispheére sar laquelle on suppose
I’étoile placée au hasard. Ce rapport, égal & 1 — cos vy, peat étre
senté. si T
repreésenté, si y est petit, par T
Si, par exemple, on prend

, ™~

. y=10"= To80 = 0,0029089,

on aura

Yo 0,0000042307 = !
2 7= 336362
L.e nombre des étoiles des trois premiéres grandeurs étanl égal

30.229
2

< B 2 . . . <
4 230, on peut former — 26 335 combinaisons deux a deux.

La probabilité pour que le hasard procure deux étoiles 3 distance
inférieure 3 10’ est celle d'obtenir 1 boule blanche en 26335 u-
rages dans une urne contenant une seule blanche et 236 362 noires.
Cetle probabilité est

T as3ss
11— (1 — m) = 0,103503.

L’ingénieux argument de Mitchell ne peut pas cependant four-
nir d’évaluation numérique. La recherche plus ou moins rigou-
reusement faite de la probabilité pour que le hasard ait produit
les groupes observés n’est pas le seul élément de la question. Clest
le seul, cependant, que I’on fasse intervenir. Si l'on trouvait, en
étudiant le ciel, trois étoiles de 1** grandeur ayant, a 1* prés, la
méme ascension droite, la probabilité pour que le hasard produise
un tel rapprochement est plus petite assurément que la formation
fortuite du groupe des Pléiades.

En conclura-t-on, avec la méme vraisemblance, que ce rappro-
chement doit avoir une cause et que ces étoiles, dont la déclinai-
son difféere de 40° ou 30° peut-8tre, sont solidaires et forment un
systéme? ' A

Personne, assurément, n’y songera, et la raison en est que la
probabilité @ priori, désignée par w, dans nos formules, est trop
petite. .

Comument définir, d’ailleurs, la singularité dont on juge le hasard
incapable? )
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Les Pléiades semblent plus rapprochées les unes des autres qu’il
n’est naturel. L’assertion est digne d’intérét; mais, si 'on veul
traduire la conséquence en chiffres, les élémeants font défaut.
Faut-il, pour préciser cette idée vague de rapprochement, cher-
cher le plus petit cercle qui contienne le groupe? la plus grande
des distances angulaires? la somme des carrés de toutes les dis-
tances ? P'aire du polygone sphérique dont quelques-unes des
étoiles sont les sommets et qui contient les autres dans son
intérieur ? Toutes ces grandeurs, dans le groupe des Pléiades,
sont plus petites qu’il n’est vraisemblable. Laquelle d’entre elles
donnera la mesure de l'invraisemblance? Si trois étoiles forment
un triangle équilatéral, faut-il faire entrer cette circonstance, assu-
rément peu probable @ priori, au nombre de celles qui révélent
une cause ?

L’intervention du hasard dans la formation de l'univers est
inacceptable. Une loi régle tout, cela n’est pas douteux. Quelle
est cette loi? voila la question. Il n’est pas admissible qu'on de-
mande s’il y en a une el que 'on évalue la probabilité de la
réponse.

Si I’étude du ciel suggérait plusieurs lois, on pourrait les mettre
en balance et non choisir I'une d’elles, celle du groupement par
attraction matuelle, pour 'opposer & I’ensemble des autres, réu-
nies sous le nom vague de kasard.

Lorsque plusieurs étoiles semblent voisines sur la voite céleste,
leur proximité dans l'espace est la premiére explication qui se pré-
sente. Ne peut-on en imaginer d’autres ?

Si ’ensemble des éioiles forme un réseau régulier, si le Soleil
en est un sommet, les lois géométriques de cette immense cristal-
lisation peuvent exiger des alignements. La Terre, voisine du
Soleil, apergoit, pour ce motif, beaucoup d’étoiles dans une méme
direction. L’hypothése, dira-t-on, ne mérite pas examen. Raison
de plus, si on la condamne par I"appréciation des probabilités a
priori, pour ne négliger dans aucun cas le réle indispensable
qu’elles doivent jouer.

136. On a attaché beaucoup d'importance a la recherche de la
probabilité des événements futurs, déduite des événements ob-
servés comme corollaire de la probabilité des causes.
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Le probléme peut s’énoncer ainsi :

Plusieurs causes peuvent produire un méme événement dont la
probabilité dépend a la [ois de la probabilité pour que chaque
cause agisse et de la probabilité que, dans ce cas, elle donne a
'événement.

Si les probabilités des causes sont @y, ®,, ..., @, et celles
qu’elles donnent & P'événement py, ps, ..., pa, la probabilité, a
priori, pour que I’événement se produise, est

P1®1+ P2yt .+ PrBp.

On fait un certain nombre d’épreuves, dans des conditions
telles que la méme cause, on ignore laquelle, a agi dans toutes. Si
les causes sont des urnes de compositions diﬁ'éreqles, que le hasard
peut désigner pour qu’on y fasse le tirage, une méme urne a servi
a tous les tirages. La connaissance des résultats obtenus change
les probabilités, qui ne sont plus, pour les différentes causes,
@y, Bay + .., Tp. On demande la probabilité pour qu’'une nouvelle
épreuve, faite dans les mémes conditions que les précédentes,
procure 'arrivée d’un événement désigné.

Une urne, par exemple, contient des boules noires et des boules
blanches en proportion inconnue. Toutes les suppositions sont
également possibles.

On a fait p lirages; il est sorli m boules blanches et » noires.
Quelle est la probabilité pour que le (p + 1)*¥™¢ tirage améne une
boule blanche?

Soit z la probabilité donnée par la composition de l'urne & la
sortie d'une boule blanche. Toutes les valeurs de z sont, a priori,

également probables.
La probabilité qu'une valeur z donne 4 I’événement observé est

zm(1— z)".

La probabilité pour que z soit compris entre z et x + dz peut
donc étre représentée par

Gam(1— z)dz,

G étant indépendant de z. La probabilité pour que x soit compris
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entre o et 1 est la certitude. On doit douc avoir

T(m~+1n)T(n—+1),

1
1= G/ zn(1—z)yde =G 5
o T(m—+n-+2)

donc
I'(m+n+2)

G= T(m+0)l(n+1)

et la probabilité pour que le rapport du nombre des boules blan-
ches au nombre total des houles soit compris entre z et z + dz

est
T'(m4+n-+2) m n
\merT2) —z)d
I‘(m—&—n)l‘(n-—r—x}x (t—az)de,
c’est-a-dire

1.2.3...m~+n-+1
1.2.3...m.1.2.3...n

am(1—z)rdz.

La probabilité pour qu’une nouvelle épreuve améne une boule
blanche est la somme des produits des diverses valeurs de la pro-
babilité z par la probubililé pour que chacune soit la véritable,
c’est-a-dire

T(m+n+2)T'(m+2)L'(n+1),
Mm~+ 1)l (rn+1)I'(m+n+3)’

P(m~+~n-—+2)
'(m-+1)C(n-+1),

1
[ g+ (1 — g dy =
0

on a
(m+n+2) 1

T(m+n+3) m+n+z

I'(m—+2)

T(m+7)

=+1,

et la probabilité demandée est

m —+ 1
m-+—n-—+2

137. Les applications faites de cette formule ont été presque
toutes sans fondement.

On a osé chercher la probabilité pour que le Soleil se léve
demain.

Pour chercher la probabilité d’un événement, il faut accepter
son contraire comme ,possible. Une urne est donc supposée qui
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contient des boules blanches et des boules noires. La probabilité
d’en trer 1 boule blanche représente celle de voir le Soleil se
lever. Jamais il n’a manqué : cela dure depuis six mille ans. L'urne,
consultée 2191 500 fois, a donné 2 191 500 boules blanches.
La formule donne pour la probabilité d’un nouvean tirage sem-
blable aux précédents
2191501

2191502 0,999999543.

Est-il besoin d’insister sur I’insignifiance d’un tel calcul?

Représentons-nous le premier homme aua premier coucher du
Soleil. 11 devrait, pendant sa premiére nuit, s’il raisonne comme
CondorcelL, assigner la valeur % a la probabilité de le revoir. S’il
comprend la question et s’il se la pose, les chances pour lui seront
beaucoup moindres. Le Soleil a disparu; s’il est ¢teint, qui le ral-
lumera? S'il est tombé dans la mer, comment en sorlirait-il?

Sans avoir cependant la science parfaite que lui supposent les
théologiens, le premier homme se persuadera sans doute, aprés
cent apparitions, que le Soleil tourne autour de la Terre; rien
alors ne doit lui faire craindre un arvét brusque, I'absence du
Soleil au cent et uniéme jour ne ’étonnerait pas moins que celle
des objets éclairés chaque matin par ses premiers rayons ; faudra-
t-il, en invoquant la formule, supposer qu’aprés cent jours la pro-
babilité de les revoir est #34? L’absurdité serait précisément la
méme. .

Le lever duSoleil, aprés une année, sera pour le premier homme
une certitude.

Si le temps doit la confirmer et I'uccroitre, c’est parla décou-
verle des lois astronomiques et non par le succés renouvelé d’un
méme jeu de hasard.
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CHAPITRE VIII.

LOI DES ERREURS D’'OBSERVATION.

In der Astronomie ist die Praxis eine Aufgabe der
‘Wahrscheinlichkests-Rechnung, die Theorie emne Auf-

gabe der hoheren Mechanik
BesseL,

138. Postulatum de Gauss. — 139. Autre hypothése faite implicitement. —
140. Cas dans lequel le postulatum est rigoureusement cxacl. — 141. Con-
séquence des suppositions acceptées. — 142. Comparaison du résultat avec
une formule connue; accord apparent, mais non réel. — 143. Autres con-
tradictions résultant de la loi admise. — 144. Conséquence d’un autre mode
de combinaison des mesures. — 145. L’observation confirme la régle de Gauss,
les erreurs constanles étant écartées. — 146. Méthode de vérification. —
147. Résultats de Bradley discutés par Bessel. — 148. Détermination du para-
métre k; diverses formules. — 149. Vérifications possibles. — 150. Valeur pro-
bable du carré de I’erreur commise en adoptant la premiére formule. —
151. Valeur probable pour la seconde. — 152. Comparaison des deux résultats.
— 133. Les forinules peuvent étre remplacées par d’autres qui sont préférables.
— 154. Autre modification accroissant la confiance méritée par la formule. —
155. Autres méthodes pour calculer k. — 156. Groupement des observations
deux par deux; valeur probable de la plus grande erreur. — 157. Autre dé-
monstration du résultat. — 158. Valeur probable du carré de la plus grande
des erreurs considérées deux a deux. — 159. Groupement des erreurs trois par
trois. — Distinction nécessaire entre I'erreur véritable et I’erreur présumée. —
160. Cas plus général. — 161. Discussion de la démonstration précédente. —
162. Expression qui caractérise la précision d’un systéme de mesures —
163. Ce qu’on entend par poids et par précision. — 164 Si la lo1 de probabilité
était autre, ces deux mots n’auraient plus de sens précis. — 165. Est-1l permms
d’ecarter les mesures rendues suspectes par leur différence avec la moyenne?
— 166. Valeur probable de la plus petite des erreurs commises — 167. Com-
binaison d’observations qui n’inspirent pas égale confiance. — 168. Partage
d’une grandeur en plusieurs parties mesurées séparémeat. — 169, Evaluatioa
donnée par Fourier en Egypte. — 170. Discussion relative a la détermination
de la constante k déduite d’un systéme d’observations.

138. La loi rigoureuse de probabilité des erreurs d’observation
varie sans doute avec la grandeur mesurée, comme avec le choix
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de Pinstrument et I’habileté de ’observateur; elle est inaccessible
aux géomeétres.

Euler, Bernoulli, Lagrange et Laplace ont fait des hypothéses
démenties par les faits et mal justifiées par des preuves sans vrai-
semblance.

Gauss, plus heureux, a déduit d’an raisonnement fort simple
une loi que la démonstration laissecait douteuse, mais que les con-
séquences justifient.

Lorsque plusieurs mesures d’une grandeur inspirenl une con-
fiance égale, la valeur la plus probable est la moyenne de celles
qu’on a obtenues.

Tel est le postulatum de Gauss. Tous les observateurs, avant
qu’il fit pris pour base de la théorie, y avaient adhéré en en fai-
sant usage.

S’il suffisait d’admettre une régle aussi plausible, la théorie
serait parfaite.

A la condition énoncée, il faut, inalheureusement, en ajouter
plusieurs autres qu’on ne dit pas. Nous devons signaler d’abord
une différence essentielle entre la valeur la plus probable d’une
grandeur et la meilleure valeur & adopter.

La valeur la plus probable est celle dont la probabilité est la
plus grande. Pea importent les auatres. Elles doivent toutes, ce-
pendant, diriger le choix a faire. S’il est utile d’accroitre la pro-
babilité des petites erreurs, il est désirable aussi de diminuer
celle des grandes. S’attacher seulement & choisir la valeur la plus
probable, c’est imiter le joueur qui, pouvant espérer un grand
nombre de gains différents et craindre un grand nombre de
pertes, prendrait ses décisions de maniére & accroitre la chance
de gagner le plus gros lot, sans aucunement se soucier des
autres.

En disant : « En présence de plusieurs mesures d’ane méme
grandeur, le parti le meilleur est d’adopter la moyenne », et :
« La moyenne entre plusieurs mesures est la valeur la plus pro-
bable », on énonce deux propositions différentes. On a eu tort de
les confondre.

Supposons, pour donner un exemple, que I'on cherche [lori-
gine probable d’une plante d’espéce connue cueillie en France.

Dans la liste des 100 localités ou I'espéce se rencontre, ou en
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trouve trois dans la méme commune du Cantal et les autres dans
97 communes différentes du Finistére.

La commune la plus probable est en Auvergne; I'origine pro-
bable de la plante, la Bretagne.

139. Aprés avoir proposé le postulatum qui a été admis sans
difficulté, Gauss représente par ©(A)dA la probabilité pour que
I’erreur d’une mesure soit comprise entre A et A+ dA: la fonc-
tion ©(A) est I'inconnue qu'il veut déterminer.

Ici encore s’éléve une objection. La probabilité d’une erreur A
est-elle une fonction de A?

Ne dépend-elle pas de la grandeur mesurée? Si l'on fait une
pesée, si 'on mesure un angle, lorsque le poids est un nombre
exact de milligrammes, lorsque I’angle contient un nombre exact
de secondes, n'a-t-on pas plus de chances d’évaluer juste que s'il
faut ajouter une [raction? Si cette fraction, que I"instrument ne
donne pas, est exactement égale 4 §, n’a-t-on pas, en I’évaluant,
moins de chances d’erreur que si elle est 0,27 ?

En disant, sans explication : Soil ©(A)d A la probabilité d’une
errenr A, on s’écarte, dés les premiers mots, de la rigueur pro-
mise en quelque sorte par la forme géométrique de la démonstra-
tion.

440. 1l est un cas ou, le postulatum étant rigoureusement dé-
montrable, la conclusion cependant n’est qu'approchée. C’est une
preuve décisive contre P’exactitude de la théorie.

Supposons que la grandeur 4 mesurer soit le rapport du nombre
des boules blanches au nombre total des boules, dans une urne de
composilion inconnue.

On tire un certain nombre de boules; nous le désignerons
par p.

Sur ces p boules, m sont blanches.

. m S 1.2
La fraction — peut étre considérée comme une mesure du rap-
port cherché. L'instrument qui I’a donnée est d’antant plus précis

que le nombre des tirages est plus grand. L’opération recommen-
cée n fois donne les mesures successives

vy my mp -
! - ? ? *

esay

P M
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La valeur la plus probable du rapport cherché déduite des nw
tirages est
My Mmy~+. .+ Mg,
nu ’

elle est, on le voit, la moyenne entre les valeurs successivement
obtenues par n mesures qui méritent méme confiance. Si la dé-
monstration que nous allons donner était irréprochable, la con-
clusion devrait, dans ce cas, s'appliquer en toute rigueur.

141. Soient z,, Za, ..., 2, les valeurs d’une méme grandeur
données par n mesures successives, faites dans les mémes condi-
tions et dignes de la méme confiance.

La valeur la plus probable de la grandeur inconnue est, on le
suppose, la moyenne

X Btk 2
n

Si 5 est la valeur véritable, les erreurs successivement commises
ont été 5 —zy, 5— &y, ..., Z— Z,. La probabilité, avant
I’épreuve, de ce concours de mesures, c¢’est-a-dire celle de I'évé-
nement observé, est proportionnelle au produit

(1) 0(5—21)9(8 —22)...9(3 — Z5.

La probabilité pour que la valeur exacte soit z est proportion-
nelle & (1); la valeur la plus probable est celle qui rend ce produit
maximum : elle doit donc rendre nulle sa dérivée et, par consé-
quent, aussi celle de son logarithme, et I'on doit avoir

Y(z—2)  ¢(s—a) | ¢(5—2)
$(z—21)  9(z— ) ?(5—2n)

(2) .
Cette équation, d’aprés le postulatum, doit étre satisfaite par la

valeur
z = T+ Te—-.e.+ 2,
- n

Si l'on pose

@) i

o(u)

~—r

= F(u),

I’équation (2) peut s'énoncer de la maniére suivanle :
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La somme des valeurs de la fooction F(u) doit étre nulle
lIorsque celle des valeurs de la variable est elle-méme égale a
zéro.

Si Pon considére deux valeurs u, et u, de la variable, on doit
avoir

F(uy) +F(—u)=o0;

la fonction est impaire.
Si ’on en considére Lrois, u,, u, et — u, — U,, ont doit avoir
F(u,) -+ F(UQ) = F(u[—l- UQ).
On déduit de celte équation bien connue la forme de la fonc-
tion F; elle est proportionnelle & Ia variable.
L’équation (3) donne

o' (u)
i— = Cu.
guy ¢
On en déduit, en inlégrant,

lo(u)= %_;u—2 +c

et, en remarquant que ¢(u) doit s’annuler quand  est infini,
¢(u) = Gehn,
G et £ étant des constantes.

On peut déterminer le facteur G.
La probabilité d’une crreur comprise entre 3 el z + dz étant

G e ds,

celle d’une erreur comprise entre — oo et -+ oc est

S adad
f e—*s'dz;
—

elle représente la certitude. Il faut I'égaler & I'unité. On en déduit,
en se rappelant I'équation bien connue

+ o Lo
f e—Ms'dz = 7 ‘/1':,

6=X,

Vr
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et la loi de probabilité des erreurs est représentée par

(4) £ kzgg,

V=

une seule constante servant a distinguer el a caractériser les cas.

142. La vérification dont nous avons parlé (140) semble confir-
mer le résultat.

Si, sur w lirages faits dans une urne, on a rencontré m boules
blanches, la probabilité pour que la composition de l'urne donne

m
—+3
n
pour rapport du nombre des boules blanches au nombre total des

boules est (121)

52
5 — B T Tmp—m.
(3) ‘/me 2m(—m)

Le théoréme semble confirmé; il est mis en défaut : la for-
mule (5) est seulement approchée, elle devrait étre rigoureuse-
ment exacte.

¢

143. La régle des moyennes, il importe d’insister sur ce point,
n’est ni démontrée ni exacte. S’il était admis que la moyenne entre
plusieurs mesures fit toujours la valeur la plus probable, il en
résulterait des contradictions. Quand on mesure une grandeur,
on mesure, par cela méine, toutes les fonctions de cette grandeur,
son carré par exemple, ou le logarithme du nombre qui la repré-
sente. Pourquoi la valeur la plus probable du carré ne serait-elle
pas la moyenne des valeurs obtenues pour le carré, et la valeur
probable du logarithme, la moyenne des logarithmes?

La valeur la plus probable d’une grandeur dont les mesures
successives sont Z;, Zg, ..., Z, serait alors représentée par I'une
ou l'autre des formules

g Vx%+x§+...+x,’-,
2
n

(6) ?
n
V%13 T2y -0y ZTn;
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le carré de la premiére est, en effet, la moyenne des carrés, et le
logarithme de la seconde, la moyenne des Jogarithmes.

Il ne faut pas, pour écarter I'objection, faire une distinction
entre les grandeurs directement mesurées et celles qui résultent
d’un calcul. Un mécanicien pourrait, bien aisément, annexer a
une balance une aiguille marquant le carré ou le logarithme du
poids. Ce carré ou ce logarithme deviendrait alors la grandeur
mesurée. Le postulalum admis dans un cas devient donc impos-
sible dans les autres.

La seconde supposition indispensable 4 la démonstration, la
possibilité d’exprimer la probabilité d’une erreur en fonction de
cette erreur seulement, implique également contradiction. Une
grandeur étant égale & X, on lui trouve, en la mesurant, la va-
leur z,; lerreur est X —z,. L’erreur sur le carré est X2— z7.
Si 'on pose

X—zy =23,
on aura

la probabilité d'une erreur 5 étant (5), celle de l'erreur 22, 5 + 22
sur le carré sera aussi ¢(3). Elle n’est pas une fonction de I'erreur
commise.

144. L’importance du résultat justifie I'étude et la discussion
minulieuses des détails. Nous résoudrons encore le probléme sui-
vant :

Si Gauss avait adopté, au lieu de la moyenne, un autre mode
de combinaison des mesures, quelle loi des erreurs en aurait-il
déduite?

En supposant que
) ?(zh Loy «evy Tn)

représente la valeur la plus probable d’une grandeur dont les
valeurs successivement obtenues sont z,, Z,, ..., Z,, quelle est la
loi correspondante pour la probabilité des erreurs?

En général, nous allons le démontrer, il n’existe pas de loi,
exprimant la probabilité d'une erreur A en fonction de A, qui
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puisse justifier I'adoption de la fonction ¢. Le probléme ne peut
étre résolu que pour certaines formes trés particuliéres.

En désignant par 5 la valeur de la grandeur mesurée et par
4(A) la fonction de A a laquelle est proportionnelle la probabilité
d’une erreur A, la valeur la plus probable z doit rendre maximum
le produit

Yiz—z)U(3—2)...4 (5 —2).

La dérivée par rapport a z de ce produit doit étre nulle et, si

'on pose
(u
$ = Fw,
on doit a\oir
(8) F(s—z)+F(zg—x)+...+F(s—2,)=o,
z étant lié 4 2, 1, ..., z, par la relation

z2=0(Z1, Zay o+, Zn)-

Pour que ’équation (8) puisse étre satisfaite par une fonction F,
il faut que les valears z — 2y, 23— 25, ..., 5 — 2, de la variable,
auxquelles correspondent les valeurs de la fonction dont la somme
doit éLre nulle, ne soient pas indépendantes les unes des autres.
Les n fonctions de n variables

?—wh Q@— Xy .oy ?—Z'”,
doivent étre liées par une relation. Il faut et il suffit, pour cela, que

leur déterminant fonctionnel soit nul.
On doit avoir

do do de de

dr; ' = dz, ' dm

dp e _, e

dJ‘g, dxg T e d$g = 0,
A3 dyp SR

dry, - dzy, dzy,

ce qui donye I'équation linéaire .

do do de
d.Z‘1 d—z—l-“._l_ﬂ:_l’

B. 12
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dont 'intégrale est

(9) ¢= w +Flayg— 21, 25— 21, -y Zp— 1).

Telle est la seule forme possible de la fonction @, pour laquelle
la recherche, telle qu’on I’a faite, puisse donner une loi de proba-
bilité.

La forme obtenue pour ¢ peut se définir simplement. La fonc-
tion o est telle qu'en donnant A toutes les mesures prises un
méme accroissement a, elle augmente elle-méme de a. Cette con-
dition est nécessaire et suffisante pour que la fonction ait la
forme (g).

Sil'on prenait

(t0) | 9(21, @2y ooy 0) =V} + 23+, .2},
le(zs, @0y ooos 2 =V a1, 24, - 2s 20,
la condition ne serait pas remplie.
Aucune loi de probabilité des erreurs, en fonction de U’erreur
commise, ne peut donc justifier ’adoption des formules (10).

145. Malgré les objections précédentes, la formule de Gauss
doit étre adoptée. L’observation la confirme : cela doit suffire dans
les applications. Les conséquences minutieusement étudiées se sont
toujours trouvées d’accord avec les faits. Il est bien entendu que
les erreurs constantes sont en dehors des formules; chaque obser-
vateur doit étudier son instrument et sa méthode pour les écarter.
La moyenne, évidemment, ne peut donner que la mesure entachée
de D'erreur systématique inhérente & linstrument. Si P'on pése
avec de faux poids, si les fils de la lunette sont mal placés, les
moyennes ne pourront pas faire les corrections; c’est & la grandeur
mesurée accrue de I'erreur conslante que se rapportent alors les

formules.

146. Disons d’abord comment la vérification de la formule a
été faite.

Bessel, le premier, a fait la comparaison des erreuss commises
dans de nombreuses observations avec les conséquences de la for-
mule de Gauss.
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Le théoréme de Bernoulli permet d’affirmer que, dans une série
suffisamment nombreuse, si 'on partage les erreurs en groupes
bien définis, chaque groupe se présentera un nombre de fois & peu
prés proportionnel & sa probabilité.

Bessel a étudié quatre cents observations de Bradley portant
sur les coordonnées, parfaitement connues aujourd’hui, d’une
méme étoile. Les erreurs ont été classées par ordre de grandeur;
on a compté le nombre de celles qui sont inférieures & 0",4 en
valeur absolue, le nombre de celles qui sont comprises entre o, 4
et 0”,8, eLe.

On a comparé ces différents nombres avec le Tableau des
nombres probables de chaque groupe d’erreurs, d’aprés la loi de
probabilité admise

k

—_ e—hs?,
T

Le calcul exige la connaissance de la constante 4. Les méthodes
pour la calculer sont nombreuses; leur accord numérique est une
des meilleures vérifications de la théorie.

Nous reviendrons sur cette importante question. Bornons-nous
4 faire remarquer en ce moment que chacun des calculs qui vont
donner, en fonction de & supposé connu, le nombre probable des
erreurs d'un certain groupe, suffit, par la condition d’égaler le
résultat du calcul a celui de I’expérience, pour fournir une valeur
de k. Si Pon n’avait qu'un groupe, la détermination de la constante
par la condition de satisfaire a ’égalité qu’on veut vérifier forme-
rait un cercle vicieux. Mais les égalilés sont nombreuses. Chacune
d’elles délerminera une valeur de &; on adoptera la moyenne et
les vérificalions ultérieures auront toute leur valear.

Nous aurons d’ailleurs & revenir sur ce probléme trés important
de la détermination de 4.

La probabilité d’une erreur comprise entre s et 5 -+ dz étant

k
= ekt d,
T

celle d’une erreur plus petite que «, en valeur absolue, sera

. o« Ao
*—Iff et ds = if e—tdt = 6(ka).
\/’T‘? v \/“_T 0
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Cette formule donnera la probabilité pour qu'une erreur soit
comprise entre o et «, entre o et 2, o el 3a, etc. La différence de
deux termes consécutifs sera la probabilité pour qu’elle soit com-

prise entre deux multiples.

147. Le Tableau suivant a été formé par M. Nikolaus Wuich,
professeur a I’Ecole d'Artillerie de Vienne.

Les erreurs sont évaluées dans la premiére colonne par leur rap-
port & Uerreur probable, c’est-i-dire a celle qu’il y a probabilité 4
de surpasser ou de ne pas surpasser. La moitié des erreurs sur un
grand nombre de mesures doivent étre par définition, pour ainsi
dire, plus grandes, 'autre moitié plus petiles que Uerreur pro-
bable. On voit en effet dans le Tableau, en regard de 1, le nombre
5000 indiquant que la moitié des erreurs sont inférieures 3 1. On
lit en regard de 2, 8227; sur 10000 erreurs, par conséquent, il y
en a 8227 plus petites que le double de 'erreur probable; 9570,
d’aprés le Tableau, sont plus petites que le triple, 9930 que le

quadrup'e et 9993 que le quintuple.

Sur 10000 observations, nombre probable des erreurs plus
petites que mh, A étant erreur probable :

Nombre Nombre Nombre Nonibre
m. sur 10000. m. sur 10000. m. sur 10000. m. sur 10000.

0,00... o000 0,15... 8ob 0,30... 1604 0,48... 2385

0,00... 34 0,i6... 859  0,3l... 1656  0,46... 2436
0,02... 108 0,17... o913 0,32... 1709 0,47... 2488
0,03... 161 0,18... 966 0,33... 1761 0,48... 2339
0,0%... 215 0,19... 1020 0,34... 1814 0,49... 23go

0,03... 269 0,20... 1073 0,33... 1866 0,580... 2641
0,06... 323 0,21... 1126 0,36... 1919 0,51... 2691

0,07... 377 0,22... 1180 0,37... 1971 0,52... 2742
0,08... 430 0,23... 1233 0,38... 2023 0,583... 2793
0,09... 484 0,24... 1286 0,39... 2075 0,84... 2843
0,10... 538 0,25... 1339 0,40... 2127 0,55... 2893
0,1L... 591 0,26... 1392 0,41... 2179 0,86... 2944
0,12... 645 0,27... 1445 0,42... 2230 0,87... 2994
0,43... 699  0,28... 1498  0,43... 2282  0,38... 3044

0,15... 752  0,29... 155t  0,4d... 2334  0,59... 3093
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Nombre Nombre Nombre Nombre
m. sur 10000. m. sur 10000. m. sur 10000. . sur 10000.

0,60... 3143 0,96... 4827 1,62... 7255 -2,80... 9411
0,61... 3192 0,97... 4871 1,64... 7313 2,83... 0434
0,62... 3242 0,98... 4014 1,66... 7371 2,90... 9495
0,63... 3291 0,99... 4957 1,68... 7428 2,95... 9534
0,64... 3340 1,00... 5o000 1,70... 7485 3,00... g570
0,63... 3389 1,02... 3083 1 .. 73j0 3,03... g6o3
0,66... 3438 1,04... 5150 1,74... 7594 3,10... 9635
0,67... 3487 1,06... 5254 1,76... 7648 3,13... 9664
0,68... 3333 1,08... 5337 1,78... 7701 3,20... gbgr
0,69... 3584 1,10... 3419 1,80... 7733 3,25... 9716
0,70... 30632 1,12... 5500 1,82... 7804 3,30... 9740
0,71... 30680 1,14... 5381 1,84... 7834 3,38... 9762
0,72... 3728 1,16... 5660 1,86... 7904 3,40... 9782
0,73... 3775 1,18... 3739 1,88... 7952 3,48... 9g8oo
0,74... 3823 1,20... 5817 1,90... 8ooo 3,80... 9818
0,75... 3870  1,22... 5894  1,92... 8ofy  3,55... 9834
0,76... 3918 1,24... 5971 1,94... 8093 3,60... 9848
0,77... 3965 1,26... 6046 1,96... 8138 3,68... ¢862
0,78... 4or12 1,28... 6121 1,98... 8183 3,70... 9870
0,79... 4059 1,30... 619§ 2,00 .. 8227 3,78... 9886
0,80... 4105 1,82... 6267 2,08... 8332 3,80... 9896
0,8L... 4152 1,34... 6339 2,10... 8433 3,83... ggob
0,82... 4198 1,36... G410 2,15... 8330 3,90... go15
0,83... 4244 1,38... 6480  2,20... 8622  3,93... 9923
0,84... 4290 1,40... 6550 2,28... 8709 4,00... 9930
0,85... 4336 1,42... 6618 2,30... 8792 4,10... 9943
0,86... 4381 1,44... 6686 2,35... 8870 4,20... 9934
0,87... 4427 1,46... 6733 2,40... 8945 4,30... 9963
0,88... 4472 1,48... 6818 2,43... 9o1b 4,40... 9970
0,89... 4517 1,80... 6833 2.80... ¢o82 4,80... 9976
0,90... 4562 1,82... 6917 2,88... 9146 4,60... 9981
0,91... 4606 1,84... o1l 2,60... 9205 4,70... 9985
0,92... 4651 1,86... 7o73 2,658... 9261 4,80... 9988
0,93... 4695 1,88... 7134 2,70... ‘9314 4,90... g99r
0,94... 4739 1,60... 97195 2,75... 9364 5,00... 9993
0,95... 4583 '
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La valeur de £ esl inversement proportionnelle a I'erreur pro-
bable. Si I'on a posé, en effet,
12

kot . 2 . I
— / ekt ds = ——_f e~ tdt= -,
\/’._".-t/ V"E 0 2

0

on trouvera
k) = 0,47693

et, par conséquent, A désignant I'erreur probable, la valeur cor-
respondante de & est
r = 0,47693 .
- X

148. Bessel a trouvé par la discussion des 470 observations de
Bradley, en réduisant les nombres par une proportion  ’hypo-
thése de 100 observations seulement, les nombres suivants pour
les erreurs variant de 0", 4 :

Déclinaison d’une étoile.

k = o”,§353g.

Nombre
Erreurs. des erreurs. Nombre calculé,
o:o a oI;A 22,0 19,5
0,4 0,8 19,3 18,3
0,8 1,2 18,3 16,2
1,2 1,6 9,3 13,6
1,6 2,0 9,0 10,6
2,0 2,4 757 719
2,4 2,8 3,3 5,5
2,8 3,9 5,0 3,6
3,2 3,6 2,7 2,2
3,6 4,0 1,3 1,3
4,0 ces 2,0 1,4

[étude des observations d’ascension droite de la méme étoile a
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donné :
k = 0",2283.

Nombre
Erreurs. des erreurs, Nombre calculé.
o',’o a oI:r 38,0 33,5
0,1 0,2 28,0 28,0
0,2 0,3 17,7 ' 19,2
0,3 0,4 8,0 10,9
0,4 0,5 4,7 5,1
0,5 0,6 2,0 2,0
0,6 0,7 1,0 0,7
0,7 0,8 0,3 0,0

Cent déterminations de l’ascension droite de 1’étoile polaire
faites a I’observatoire de Konigsberg, de 1813 4 1815, ont donné :

k =1",3093.
Nombre
Erreurs. des erreurs.- Nombre calculé.
o':o a oI:4 25 24,9
0,4 0,8 22 21,9
0,8 1,2 19 18,2
1,2 I,6 1T 13,7
1,6 2,0 9 9,3
2,0 2,4 8 6,0
2,4 2,8 2 3,4
2,8 3,2 3 1,8
3,2 3,6 1 0,9
3.6 o 0,6

149. Nous devons dire maintenant comment on détermine le
paramétre k.

Deux cas peuvenl se présenter : si les mesures ont porté sur
une grandeur exactement mesurée avant ou aprés les observations
qu’on discute, toules les erreurs sont connues avec certitude. Si,
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au contraire, les mesures ont été prises sur une grandeur qui n’est
connue que par elles, les erreurs sont incertaines comme la gran-
deur elle-méme; et, en donnant cc nom d’erreur a la différence
entre chaque valeur observée et Ja moyenne, on ne peut avoir
qu'une évaluation vraisemblable et approchée.

Nous traiterons d’abord le premier cas, auquel sc raméne le
second.

La détermination approchée de &k peut se faire d’un grand
nombre de maniéres. Il suffit, en effet, de calculer la valeur pro-
bable d’une fonclion quelconque de I’erreur commise dans une
observation. La moyenne des valeurs de cette fonction, dans une
série suffisamment nombreuse, en vertu du théoréme de Bernoulli,
différera peu de la valeur probable. En les égalant, on obtiendra
la valeur de 4.

On peut ainsi déduire la valeur approchée de & de la valeur pro-
bable de I’erreur prise en valeur absolue, du carré de I'erreur, du
cube et, en général, d’une puissance quelconque de Perreur.

La probablhte d’une erreur 3z étant

k

— k%32,
™

la valeur probable de z, considéré comme essentiellement positif,

est
2% k [” ze_‘,:, dz =
‘/u. <0 ky/7

I-

La valeur probable de 32 est

2k 1
—= / ek dz = Pyt
/11:. 0 2

celles de z® et de s,

2k f" I
2z e—Kis2 53 g — _
vz “x/ﬂ’
3—’—‘ e""z’z‘ dz = ——-

4 k‘

0

En admettant que, sur un grand nombre d’épreuves, la moyenne
des valeurs d’une grandeur différe peu de la valeur probable, en
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nommant e;, €,, ..., e, les erreurs successivement commises dans
n observalions, on pourra écrire

e +ey +...+€, Sy 1
n RV
efrej+...+ef Sy 1
hA N Sl il R ,
n n Py
e}+ej+...+e} S, 1 ,
n n ok /z
ef+ef+...+ep S, 3
n n A

130. Chacune de ces équations donne une valeur de 4; elles
doivent s’accorder et s’accordent, en effet, dans les applications,
d’une maniére trés satisfaisante. On en déduit ces relations remar-
quables. S,, S,, S;, S, désignant la somme des erreurs, prises en
valear absolue, la somme des carrés, la somme des cubes, la
somme des qualri®mes puissances, on doit avoir approximative-
ment

_S_,

n T
-] 3 — 3?
(2

_S_s

S’:. 3 — T
(%)

_&

n _ 3=n®

v

%)

Ces formules singuliéres, dont le premier membre est fourni
par le hasard, méritent tant de confiance qu’un calculateur & qui
des observations sont remises et qui trouve ces égalités en défaut
peut tenir pour certain qu’on a retouché el altéré les résultats
immédiats de 'expérience.

~
S

131. 1l importe d’évaluer la confiance méritée par les valeurs
de la constante & que nous venons d’obtenir. Cette appréciation
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counsistera dans le calcul de la valeur probable de l'erreur com-
mise en adoplant une des équations précédentes.
Lorsque nous écrivons, par exemple,
e+ ey ..+ e, t

(11) —-———n————m-0,

I’équation n’est pas rigoureuse. Nous savons que, pour de grandes

valeurs de 7, la moyenne des erreurs différe peu de ‘/_: qui est

la valeur probable. Quel que soit n, une grande différence est pos-
sible, cela est évident; mais elle est peu probable.

Nous aurons une appréciation de la confiance méritée par
I'équation (11) en cherchant la valeur probable de

e +e+...-—e I 2
(12) (l 2 n__ >

n P

On comprend la nécessité d’élever I'expression au carré. Elle peut
étre posilive ou négative : sa valeur probable est nulle, cela ne
prouve nullement la précision des mesures; les grandes valeurs
peuvent étre détruites dans la somme par des lermes de signes
contraires.

On a

_—— —Se+ = Se,e,— Ze e+ oo

n k f n? n? nk ‘/,.:

La valeur probable de chacun des termes du second membre est
connue.

<e1+eg+...+en 1 >‘-’ 1 2

Le carré d’une erreur ¢? a pour valeur probable Ierreur e,

/3’

. . . . 1
qui est prise ici en valeur absolue, a pour valeur probable —
ks

et le produit e;er de deux erreurs a, par conséquent (48), pour
valeur probable —z. La valeur probable de I’expression (12) se

réduit, en ayant egard au nombre des termes de chaque somme, 2

1, rnr—1/1 LI 1 2\,
2nk? n? P kim ' k*m T ank? 1_1;)’

elle tend vers zéro lorsque n augmente.
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152. Cherchons la valeur probable de

3 e}+e3+...+ e r 2
(13) bt B S R S
n 242

cette valeur étant calculée, bien entendu, de méme que la précé-
dente, avant les opérations faites et sans qu'on puisse prévoir ni
présumer quelles sont les plus grandes erreurs.

L’expression (13) peut s’écrire

I
Gk

2 __

Sele, T

Se}+

~e
w| -

Ze} +

S

1
n?

La valeur probable s’obtiendra en remplacant e}, quel que soit 7
! P G q q ’

3
par sa valeur probable ek ele? par o et e} par — . On a ainsi
pour valeur probable de (12)
3 - n.n—1 1 1 - 1 I
4 nk* n? 4% 2k .ilx'* 2 nk*

132. On peut se demander quelle est, entre ces deux évalua-
tions d’erreur & craindre, celle qui jusiifie le mieux la formule
correspondante,

Il ne faut pas se borner & comparer les résultats ( 3)
/c* T

> ? - 3
et m pour donner 'avantage au plus petit. En admeu,ant que
ces expressions donnent une appréciation de I'erreur a craindre,
ces erreurs ne portent pas sur la méme inconnue. La premiére est

. ¢ . I I
commise dans I’évaluation de —=; l'autre, dans celle de —- Ce
ky=m 2 k2

qu'il faut assurer évidemment, c’est la petitesse de I'erreur com-

. . ) o1 1
mise sur k. Soit y cette erreur, I'erreur sur 7 Sera — 5, et sur

Y53
. 1 I 7
I’erreur commise sur —= est donc m‘y?, et le carré de l'erreur

k\/f_r

commise suz' est. - 5.7

1 1 . 2 ;
75 elle sera, en négligeant bien entendu y*, — =y le carré de

Les résullats obtenus doivent donc s’énoncer de [a maniére sui-
vante :

La valeur probable de — ,v- est — A (l — g);

1:o
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La valeur probable de kiay‘-’ est 2;,“-

Par conséquent, en adoplant la premiére formule, celle qui
déduit k de la moyenne des erreurs, la valeur probable de y? est
E—Af <1 — 3) = E 1,3141,

2n T 2n

et, en adoptant la seconde, c'est-a-dire en déduisant £ de la
moyenne des carrés des erreurs, la valeur probable de 32 est

k2

2n

La seconde formule doit étre préférée.

153. Les formules précédentes peuvent étre remplacées par
d’autres qui donnent une plus grande chance d’exactitude.

Nous résoudrons d’abord le probléme suivant :

Déterminer la valeur de 1 qui rend minima la valeur probable de

(14)

(l )\61'1—62-4—...*—'}—8"\2
)

Cetle expression peut s'écrire

- . 1 2A Se, ,Sed  ak2 ,
(1) BTF w TR T Eas

En remplagant les erreurs e, et leurs carrés par les valeurs pro-
bables, on a, pour valeur probable de (15),

I 2 A2 22 (n—1) 1

F—kz/§+2k1/z+ n pers
ou

IS ESE 2 2 1

F(ri— e TELTE

Le minimum correspond a
a— 2 _ 2y
—< I 2 2 ) o (-n.' — 2)
Vr(~+ = — — 2—
n ™ nwT n

Il convient donc, pour diminuer les chances d’erreur, de rem-
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placer la formule

1 _(61+82+-..+3”
EF-YT \—_n——>
par
(16) 1_ V= <e1+ez+...+en>_
k EE n
an

154. Nous déterminerons le facteur ) par la condition que la
valeur probable de I’expression

(17)

s _}\eﬁ—l- e3—4+...+ el \?
k2 n )

soit la plus petite possible.
Cette expression peut s’écrire

1 2 A2 2A2
—_—— 2 — T e2e2
Yo nk’xe‘—*‘n‘-‘-‘e?_‘— ~7 Zejel

En faisant le calcul comme au n° 183, on trouve pour valeur
probable de cette expression

(% M1 n
I c* n/c‘<5+2 ’

Le minimum correspond a

On diminuera donc la valeur probable du carré de I'erreur 2
craindre, en substituant & la formule

T a(elited ...+ e}) L

L
k2 n

. s

la formule, probablement plus exacte,

1 2(ef+ei+...+e€f)
; CokrT n+2 . )

(18)
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155. Les déterminations de Ja valeur approchée de k sont en
nombre infini.

On peut poser le probléme d’une maniére différente.

Les observations sont faites, on connait les erreurs, quelle est
la valeur la plus probable de &, la valeur probable de & et celle de 42?

On sail que la valeur la plus probable n’est pas la valeur pro-
bable et que la valeur probable du carré n’est nullement égale au
carré de la valeur probable.

Soient e,, &a, ..., €, les erreurs successivement commises, A& la
valeur inconnue du paramétre caractéristique de la série d’obser-
vations.

L’événement observé étant l'arrivée successive de n erreurs ey,
€s, ..., €a, la probabilité de cet événement était, avant I’épreuve,
proportionnelle au produit

Jen
—— g—hietreit.red)
n

=¥
des probabilités simples.
La valeur de k la plus probable est celle qui rend ce produit
maximum.
Le maximum correspond a celui du logarithme

nlhk —Fk*(e}+e3+...+ €}),

c'est-a-dire 2 la valeur de & qui annule la dérivée

n

Z—2/€(€%+e§+...-{-e}’;),
T e%+e§+...+e,%_
2k? n

C’est une des formules déja obtenues.

Au lieu de la valeur la plus probable de 4, on peut chercher la
valeur probable, qui doit, en général, étre préférée; la valeur pro-
bable est I’espérance mathématique de celui qui, aprés les mesures
prises, attendrait une somme égale a 4.

La probabilité d’une valeur de & est proportionnelle &

kn e—keij+et...+el)

En désignant la somme des carrés des erreurs par S,, on peut
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la représenter par

Glne-h*S,,

On déterminera G par la condition

G f ek gk = I,
0

qui exprime que la probabilité pour que & soit compris entre o
et oo est égale & I'unité. On a

( n-+1I )
f Jen e—k8s dfc = R

par conséquent,

La valeur probable de 4 est la somme des produits obtenus en
multipliant chaque valeur de & par la probabilité qui lui corres-
pond

n+1

n-4-1 <+)

25,2 /wlc"-\‘—le—S:K’ db — 28,2
n-+1 n-+1 ._+_£

(= ()
2 2

[ r(’i-r-r)
)

Si I'on suppose n trés grand, en remplagant la fonction T'(z)
par sa valear approchée

J

qui se réduit a

I'(z)=:rexx>lyazz,
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on trouvera

\/ ~— peut, n étant trés grand, étre remplacé par 'unité
— e -
2 2

n_ 1

et, en supprimant le facteur commun ¢ * “, on peut écrire

n
2

1
—a 2
. —3 e P .
Le produit e <1 -+ n_‘_() a pour limite l'unité, et 'on voit
aisément que, pour de grandes valeurs de n, le rapport
S
n
o . [
a pour limite —-. i
La formule nouvelle est donc d’accord avec celles qui donnent
LS
- 2kt n’
I S,

lorsque n devient trés grand.

136. La loi de probabilité étant admise, on peut chercher a
I'avance la probabilité d’une combinaison quelconque des résul-
tats des mesures. La valeur moyenne de la quantité calculée, si le
nombre des mesures devient grand, différera peu de sa valeur pro-
bable.

Nous résoudrons quelques problémes dont les solutions, remar-
quables par leur simplicité, pernmettent d’élégantes vérifications.

Si, aprés avoir fait un grand nombre d’observations, on les
groupe deux par deux en chargeant le hasard de les associer, et
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que, dans chaque groupe, on choisisse la plus grande des deux
erreurs, la valeur probable de cette erreur peut se calculer : elle
est le produit par /2 de la valeur probable d’une erreur prise au
hasard. La probabilité pour que, sur deux errcurs prises au hasard,

Pune soit comprisc entre z et 5 + ds et I'autre plus petite que 3
est

2 ‘)'—fe“"‘ dz /«zﬂ e—*3* ds.
= o Y=

Le premier [acteur est, en effet, la probabilité pour que I’erreur,
positive ou négative, soil comprise enlre 5 et z + dz; le second,
la probabilité pour que la seconde erreur soit plus petite que s.
On multiplie par 2, parce que 'une ou 'autre des erreurs cher-
chées peut éire la plus grande et égale a 5.

La valeur probable de z s’obtiendra en multipliant la probabilité
par 5 et faisant la somme pour toutes les valeurs de =

®© o Ja 3 .
>f )'I: e—R*dz. 5 2—/: e—h*3* gz,
0 /ﬁ [ \/‘ﬂ

En intégrant par parlies et remarquant que le terme 101égré dis-
parait aux deux limites, cette expression devient

_ifae—ﬁﬁsz’dz__—_ L/l_;
ﬁ 0 ky=n

c'est le produit par /2 de la valeur probable d’une crreur.

La valeur probable d’une grandeur quelconque différant peu,
sur un grand nombre d’épreuves, de la moyenne arithmétique des
valeurs fournies par le hasard, I'application de ce théoréme a une
série de mesures d’une grandeur connue donnera el a donné 4 plu-
sieurs reprises une vérification des formules.

187. Le théoréme précédent, remarqué expérimentalement par
M. le commandant Delauney, peut s’obtenir plus directement.

. - - 2+ 22
Soient z; et z, deux mesures prises successivement, ————

peut éire considéré comme une mesure.
En nommant e, et e, les erreurs commises sur e; et ¢,, le carré
B. 13
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de l'erreur sur cette mesure nouvelle sera

e}+ e} +2eres

(19) 7

La valeur probable de e ¢, est nulle, puisque les valeurs posi-
tives de ¢, et de e, ont méme probabilité que les valeurs négatives.
La valeur probable de (19) est donc

c¢’est précisément la valear probable du carré de I'errear pour un
systéme de mesures dans lequel le paramétre caractérislique & serait

remplacé par ky/2.

21— 2y

La valeur probable de l'erreur commise sur est donc

—Z . Mais cetle erreur peut &tre la somme ou la différence des
ky2y=

deux erreurs commises sur Z; et 2, : la somme, si ces erreurs sont
de méme sigune; la différence, si elles sont de signes contraires. Les
deux suppositions ont chacune pour probabilité 1; on a donc, en
nommant G et P la valeur probable de la plus grande et celle de la

plus petite des deux,

I 1 I
-(G+P)+ ~-(G—P)= ——
5 )+ 5 ( ) ﬁk\/n’
c'est~-a-dire
6= Y2,
ky=
On a aussi
I 1
—(G+P)= —;
5 ¢ ) e

par conséquent,

P=1f:/;<"_‘/5)'

158. On peat, en chargeant le hasard de grouper les erreurs
deux 3 deux comme dans le calcul précédent, calculer la valeur
probable du carré de la plus grande.

L’expression de celte valeur, obtenue par un raisonnement tout
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22—15 f’z?e-“f-’dz‘/‘ llle—""d'
‘/TE- 0 0 ‘/R

En intégrant par parties, faisant porter I'intégration sur ze=%'=" ds
et remarquant que le terme inlégré disparait aux limites, celte
expression devient

—i 20 s 4 ©
= f e ds e Mt ds 4 = se—3 gz,
) 0 = Jo

e s élant la différentielle de I'intégrale par laquelle il est mul-
tiplié dans le premier terme. On a

4 o s 1

= f e—kis a’z./ et dzs = -0

T 2K=
0

0
= I
—24232 - —
S rerda=
0 +

et la valeur probable du carré de la plus grande erreur est
.2/\2(‘ - )

159. On peut grouper les erreurs trois par trois, en chargeant
le hasard de les associer, et chercher la valeur probable du carré
de la plus grande des trois.

Un raisonnement identique aux précédents donne pour cette

valeur probable
73 = H 2
24k z2e—hs? gz (f e—kstdz ) .
TY T o 0

Intégrons par parties, en faisant porter lintégration sur
se~%" ds; en posant, pour simplifier I'écriture,

f e~ dz w(3),
()

et n’écrivant pas le terme intégré, qui s'annule aux deux limites,

semblable, est

—h2s2

on a aussi
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nous aurons

o J £ 2 k Ll .

12k e+ 5 (z)2 ds + —4——;/ eFPsw(3) ' (3)ds:
0

(20) —= T

TY T

mals on a
w'(35) = eA

fe—“ﬁm(z)’dz = P—%'-—)-’-.

* 222 © A252 ¢ ae_.gpzs ’ 3
[ swis)w(s)eitds= f e—2 *zm(z)=‘f0 e w'(3) ds

o ]

» e_3[.ﬂ;:d \/E
-—[ 2k zkzﬂ'

La substitution de ces résultats dans I’expression (20) donne,
pour la valeur probable cherchée,

1 2v/3).
(127

160. Dans toutes les formules précédentes, que les observalions
soient faites ou projetées seulement, ce sont les erreurs véritables
qui sont introduites.

Il arrivera urés souvent (dans I'immense majorité des cas, on
peut le dire) que, la grandeur élant délerminée par les observa-
tions seulement, les erreurs, évaluédes par la différence de chaque
mesure avec la moyenne, différeront des erreurs véritables qui
restent mconnues.

En remplagant l'erreur véritable par I'erreur présumée, on ob-
liendra une valeur approchée de la counstante k. On a proposé,
dans ce cas, des régles de correction fort simples, dont la démon-
stration, malheureusement, peut laisser des doutes.

Le probléme est celui-ci :

Zy, Zs, ..., Z, 6lant les mesures successivement prises d’une
grandeur X, si U'on adopte la valeur

BT Ty
A St AR el N
n

X

I'erreur probable est d'autant moindre que r est plus grand,
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pourvu que I'on ait pu, comme nous le supposons toujours dans ce
Chapitre, écarter les erreurs constantes.

l.a formule

(21) e}+e3+...+e} _ !
n 2 k2
scra remplacée par
(1) (X—ml)!—i—(}(—m,)‘!-i—...-a-(x—x,,;-'___x_.
o n 24k}
Cette valeur dg o n ’esl pas, je n’ose pas dire exacte (il ne faut
pas, j p

espérer dans aucun cas qu’elle le soit), mais conformea la formule
qu’on voudrait appliquer.

La formule (22) donnera — A°

de (21). La correction la plus plausible consiste. nous allons le

. T . no .
montrer, & multiplier la formule (22) par ~— ¢e qui, lorsque n

est grand, en changera trés peu la valeur.

L’expression (22) proposée pour représcater — peut étre Lrans-
formée par Uintroduction de l'erreur E commise en adoptant la
moyenne X pour valeur de la grandeur mesurée.

Les différences X — 2, X — 2,, ..., X — 2z, sont rigoureuse-
ment égales aux différences E —e,, E—e¢,, ..., E — ¢, et la for-
mule (22) peut s'écrire

(E—e; 2+ (E—e)2+...+(E—en
>
n

identique &

e}+e}+...4+e2 nE2—aE(e;+er+...4¢,)
i B n .
2

n n

(23)

mais E, élant 'erreur commise sur la moyenne, est égale 3 lu
moyenne des erreurs, el la somme e; 4 e,+...4 ¢, est égale
a nE; Pexpression (22) se réduit donc

1 e§+e§+...+e,§_E2‘

(24) Y »

R

. ’ I
Le premier terme représente la valeur de — telle que la for-
2k2
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mule (21) doit la donner. Cetle valeur est diminuée de IE*; par
conséquent, k% est plus grand que k2, et la substitution des erreurs
présumées aux erreurs véritables, en accroissant la valeur de 42,
conduit & attribuer aux observalions une précision plus grande
qu’il ne faot.

On a exactement

e1+e2-...+ €,

E = H
par conséquent,
- el +ed...+ e} 2
(25) h1=—‘-—“'————”-—:-23.‘le,e,r.

n2

Les crreurs e;, ey sont les unes positives, les aulres négatives,
et, les mesures n’exposant, c’est I’hypothése, & aucune erreur
constante, la valeur probable du produit e,e, est nulle. On se
permet pour cette raison de supprimer le second terme de la
formule (23). 11 peul en résulter une erreur nolable; une gran-
deur dont la valeur probable est pelile est certainement petite
elle-méme, quand elle est essentiellement positive; mais, quand
elle peut, comme ici, changer de signe, la valeur probable étant
nulle, cela prouve seulement que les valeurs posilives ont méme
probabilité que les négatives. Elles peuvent éire fort grandes.
Quoi qu’il en soit, les observaleurs, sur le conseil el a Pexemple

. - I .
de Gauss, suppriment le second terme de (23) et PV devient
1

1 1 1 I /n—r\,
2k}~ 2k 2nk?2 " 2k2 n )’

. I . .
on conseille, en conséquence, pour calculer sz’ de diviser la
)

somme des carrés des errcurs présumées par n—1 et non par n,
dénominateur prescrit pour la somme des carrés des erreurs
réelles.

161. La formule précédente prend, dans un cas plus général,
une forme différente, trés élégante et trés souvent appliquée.

Soient X4, X, ..., X,, p grandeurs de méme espéce mesurées
par les mémes procédés, avec le méme instrument et les mémes
chances d’erreur. Chaque mesure a éLé reproduite plusieurs fois :
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la premiére, n, fois; la denxiéme, n, fois, ...; la derniére,
np fois, les erreurs successivement commises étant ¢}, ey, ..., €,
pour la premiére mesure; e}, €;, ..., €, pour la deuxiéme; ¢/,
e, ..., e’ pour la derniére. La formule (21), évidemment appli-
cable, donnera

I eP+ed ... relteP el et P e

26) — =
(26) 242 Ry Rg—+...+ Ny

Supposons que, les valenrs véritables des grandeurs mesurées
restant inconnues, on remplace chacune d’elles par la moyenne
des résultats obtenus en la mesurant. Si E® est ’erreur ainsi com-
mise sur I'une d’elles, les erreurs apparentes seront

(El‘—'eli)a (Ei"—elz)a LR ] (Ef—eﬁ,‘f),

el la substitution de ces erreurs apparentes aux erreurs véritables
remplacera, comme on 'a vu (160), la formule (26) par

el eR+...+e . eP-+ef+.. .+ e

(27) I n; n,
- L
/ 242 R4 Ny Ry

Mais e, e, .., e, étanl les erreurs commises dans la mesure
d’une méme grandeur et le paramétre de précision étant 4, on a
approximativement

eR+el+...+el? T

ng 2 k2

La méme réduction peut se faire pour les fractions relatives aux
autres grandcurs, et la formule (27) devient

N désignant le nombre total ny+4-ny+4...4 np des mesures
, prises.
La formule conseillée dans ce cas est, d’aprés cela,
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S(X;—z,)? étant la somme des carrés de toutes les crreurs pré-
sumées et N — p l'excés du nombre total des mesures sur le nombre
des grandeurs mesurées.

Si les erreurs réellement commises étaient connues, il faudrait
diviser la somme de leurs carrés par N et non par N — p.

La démonstration suppose, malheurcusement, que I'on puisse
regarder comme nulle la somme des produits des erreurs consi-
dérées deux & deux.

162. Les erreurs ey, €, ..., e, étant approximativementl con-
nues dans chaque application de la méthode, on pourra, dans
chaque cas, vérifier approximativement aussi ’exactitude de I’hy-
pothése faite en supprimant le termne Ze,e,.

Cetle vérification, si n est grand, entrainerait, il est vrai, des
calculs hors de proportion avec I'importance du résultat.

11 est digne de remarque que, dans I'expression

Ze ey,

dont les termes, les uns positifs, les autres négatils, ont tous, a
priori, si on les considére isolémenl, méme valeur probable, le
nombre des termes négalifs doit, le plus souvent, I'emporter sur
celui des termes positifs. '

Soit 2 le nombre des épreuves. Le cas le plus probable est
celui ou, parmiles erreurs, il s’en Lrouverait u positives et p néga-
tives; le nombre des produits e e, dont le signe est négatif se
trouve alors égal a p* et le nombre des produits positifs est
(. —1). La différence est u. C’est une raison, dans ce cas, si
I'on ne sait rien de plus, pour présumer que cette somme arbi-
trairement négligée sera négative.

Si I'on nomme p—« le nombre des erreurs positives et u +a
celui des erreurs négalives, le nombre des produils e;e; obtenus
en multiplianl une erreur positive par une erreur négative sera

p2— a2;

celui des produits positifs est

S(pra)(pora—n+ S (p—a) (p—a — 1) = pt o —
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Le nombre des produits négalifs sera le plus grand, si I'on a

2 p— %2

La probabilité pour qu’une erreur soit positive est §; par consé-
quent, la probabilité pour que, sur 2 erreurs prises au hasard,
I'écart, différence entre le nombre des erreurs positives et le

nombre le plus probable ., soit plus petit que \/% est (63)

1

2 V2
—:f e~ dt = 0,68.
l/ﬁ 0

Lia probabilité pour que le nombre des produits négatifs 'emporte
sur celui des produits positifs est donc plus grande que 3.

163. La formule

1 T+~ Xo+...+~x, |2 1
8 -S|l ———| =
(28) n [ : n ] 2 k2

caractérise la précision d’'un systéme de mesures dans lesquelles
une grandeur a été successivement trouvée égale & z,, z,, ..., Z,.
Oun peut lui donner une forme plus élégante et plus commode.
z; el 2, étant deux quelconques de n mesures, l'expression est
identiquement égale &
|

(29) i (@ — @)t

Les deux formules (28) et (29) sont composées des mémes

lermes.
On a, identiquement aussi,

r}4+xi+...+ 2} (z,—l— xz—i—...—i—xn‘)i

I
=S 3(z—ar)t= =

n? n

La valeur de E‘F est donc donnée par la différence entre la

moyenne des carrés des mesures prises et le carré de leur moyenne.
Si toules les mesures sont égales, 'expression se réduit a zéro. La

précision doit éire supposée infinie.
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164. Lorsqu’on a pris plusienrs mesures d’'une méme grandeur,
calculé la moyenne, déterminé la valeur de la conslante spéci-
fique k, cette constanle est souvent nommée la précision et k2 le
poids de chaque observation.

Il importe d’expliquer ces locutions.

La précision d’une mesure est dite a fois plus grande que celle
d’une autre mesure, lorsque la probabilité d’une erreur comprise
enlre z et z - dz pour une mesure du premier syst¢tme est la
méme que celle d'une erreur comprise enlre 2z et o(5 -+ ds)
pour le sccond. Si, par exemple, les erreurs commises sur les
minutes, en mesurant un angle, ont mémes probabilités que les
erreurs sur les secondes commises en se servant d’un aulre
instrument, la précision du second systéme de mesures esl dite
60 fois plus grande que celle du premier.

Le poids d'une observation est dit 8 fois plus grand que celui
d’une autre observation, lorsque les conséquences que I'on peut
déduire sur la valeur de la grandeur mesurée par une observalion
du premier systéme équivalent & celles que I'on peut déduire de
B observations du second systéme donnant toutes le méme ré-
sultat.

Si B n’est pas entier et qu'il soit égal 4 une fraction %1, il faudra
que m observalions concordantes du premier systéme puissent
étre remplacées par n observations identiques du second.

Le systéme d’observations qui donne & l’erreur 5 une proba-
bilité proportionnelle &

aura k pour précision et k* pour poids, si 'on prend pour unités
la précision et le poids d’une observation d’un systéme dans lequel
la probabilité d’une erreur z serait proportionnelle a e=='.

La probabilité d’une erreur comprise enlre 5 et 3+ dz élant,
en effet, supposée égale 2

I z2
~ e ds
Vr ’

en remplagant 5 par £z, la probabilité d’une errear comprise enire
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kz et kz+ kds sera

l.
—=e—k*3 dz;
™
c'est précisément celle d’une erreur comprise entre 5 eL 5+ ds

dans le premier systéme.
. m 1%, 2 ¢
Si I'on suppose k2= —, la probabilité d’une erreur z éLant pro-
portionnelle a
e,
celle de m erreurs égales &4 z, commises dans m observations suc-
cessives, sera proportionnelle &

e—mz?,

La probabilité de n erreurs égales & z, commises dans n obser-
vations successives faites dans le second systéme de mesures, sera
proportionnelle &

(e—lﬂsﬁ)n = e—m3?,

Les probabilités des deux systémes d’erreurs sont donc propor-
tionnelles et par conséquent égales pour toutes valeurs de z, si
Pon a

nk2=m;
par conséquent,

ye

Le poids du premier systéme d’observations, celui du second

. . . . m a . T
étant pris pour unité, est donc égal & =, c’est-a-dire & A*.

165. 1l est intéressant de remarquer que, si la loi de probabilité
n’avait pas une forme toute spéciale, les mots poids et précision,
dont les physiciens font souvent usage, ne pourraient pas avoir de
sens exact el précis.

Supposons deux systémes d’observations. Soient, dans le pre-
mier, »(z) dz la probabilité pour que ’erreur commise soit com-
prise entre 5 et 3+ ds et U(z)ds la probabilité d'une méme
erreur dans le second systéme. Pour que le rapport des précisions
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soit A, il faut et il suffit que le rapport ?‘;(hf)) soit constant, et,

pour que le rapport des poids d’une observation dans les deux
systémes soit égal a 4, il faut que le rapport

ol

?(s)
Y(3)

soil constant.

Pour que le systéme caraclérisé par la fonction ¢(z) donne, par
rapport & un autre systéme quel qu’il soit, caractérisé par J(z),
un poids déterminé et unc précision définie, il faut que le rapport

o(hs)
e(3)t
soit indépendant de z.
Posons donc
(30) o(hz)= (‘.;‘vgs(z)‘,

G élant indépendant de s, ct déterminons les formes pussibles de
la fonction o(3).

On peut remplacer I'équation (30) par
lo(hz)=1G+klg(3)
et aussi, en prenant les dérivées, par

ho'(hz) kcp'(z).
o(hs) — ()

En posant
2'(w)

o(u)

= F(u)v

la fonction F est définie par la condition

F(hz)=AF(3),

A représentant le rapport -2—

Soit A= A,
On aura '
(31) F(hz)= htF(z).

La fonction F est donc multipliée par A# quand la variable est
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multipliée par &. On apercoit la solution
F(s)=Hav,

H étant une constante; on en déduit

9(s) = Cleast";

¢(2) devant rester invariable quand on change z en — z, I'expo-
sant p -+ 1 doit étre pair.

Le cas de w.=1 correspond a la loi de Gauss.

On a dans ce cas .

Le poids k& estle carré de la précision 4. 1’équation (31) n’admet
pas d’autres solutions; mais la démonstration, d’ailleurs facile, est
sans intéréL pour le Calcul des Probabilités.

166. Entre plusieurs mesures d’une méme grandeur, celles qui
s’écartent le plus de la mojyenne sont présumées avec raison,
presque avec cerlitude, étre moins bonnes que les autres : il
semble naturel de les écarter.

La question est délicale. Les observaleurs ne se permettent une
telle suppression qu’aprés avoir reconnu une cause vraisemblable
et intrinséque a DPinfériorité de la mesure suspecte. On croirait
manquer a la sincérité due c¢n omeltant une mesure, d’ailleurs
irréprochable, par cela seul qu’elle s’écarte du résultat présumé.

Il est incontestable que, si I’on est certain d’avoir opéré de la
méme maniére et avec le méme soin, toutes les observations ont
le méme droit & exercer Jeur influence sur la moyenne adoptée.
Mais, si I'on opérait toujours de la méme maniére, on obliendrait
toujours le méme résultat.

L’assimilation des erreurs forluites & des lirages au sort dauns
une urne composée de maniére a donner a chaque errveur la pro-
babilité qui lui convient estL une fiction, non une réalité. Si l'urne
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existait et qu'elle fat composée avec une perfection infinie, s’il
arrivait qu’une série de lirages fails dans les conditions normales
démentissent 'ensemble des autres, il faudrait les conserver assu-
rément. Mais, si celui qui tirait les boules vient déclarer qu’il a
négligé de les agiter, peul-étre aussi de plonger la main dans les
parties inférieures; s’il a pris et remis sa boule Loujours a la
surface, les tirages ainsi fails seront a rejeter. lls le seront éga-
lement si, le lireur n’avouant pas sa négligence, on le soupgonne
d’élre peu soigneux; peul-étre aussi, la question est délicate je
le répéte, si la seule raison de le soupgonner est I'écart observé
quand il a tiré les boules.

Cherchons les conséquences de l'abandon des mesures pré-
sumées Jes moins bonnes.

La question se pose de la maniére suivante :

On a pris nmesures d’'une méme grandeur; tout semble régulier,
la moyenne est obtenue; la constante caractéristique &, déduite
de loutes les observations, a une valeur trés grande; aucun indice
n’éveille la défiance. On est en droit de regarder comme trés pro-
bable la valeur de la moyenne; comme irés probable aussi la
valeur obtenue pour k. La probabilité d’une crreur z est regardée
avec confiance comme égale &

k
— e—h*3* g3,
ks

Dans ces conditions, je calcule I'erreur A, telle que la proba-
bilité pour qu’une erreur soit inférieure & X ait une valeur p
arbitrairement choisie. 11 suffit de résoudre I'équation

kX
(32) p= 2 e~tdt=0(k\).
Ve e

A étant ainsi déterminé, je supprime parmi les n observalions
celles dont la différence avec la moyenne est plus grande que };
il en restera np a peu prés, dont une moitié environ sera plus
grande, I'autre moitié plus petite que la moyenne. On recom-
mencera les calculs en considérant ces observations comme les
seules,

Supposons, pour justifier la hardiesse de ce parti, que, dans le
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laboratoire ou les mesures sont prises, se trouve un surveillant
d’une rare habileté qui, sans obserier lui-méme, suive des yeux
les observateurs, et qui, trés au courant des méthodes, trés instruit
des détails relatifs & chaque instrument, des erreurs de division,
des inégalités des pas de vis, des petiles imperf(ections des poids,
de l'influence de la température, etc., déclare, aprés chaque
mesure, son opinion en un seul mot : bien ou mal.

Personne ne contestera que, si ce surveillant est, comme nous
I'avons supposé, trés habile, la suppression des mesures qu’il a
condamnées accroitrait d’autant plus la confiance qu’il en aarait
écarté davantage.

Quoi qu'il en soit, acceptant le principe, nous remplacerons les
observalions 2y, Za, ..., Z, par ¥y, Y2, --., ¥m, m différant peu
de np. Si ces m observations sont données a un calculateur
soigneux, il n’aura pas besoin d’en connaitre l'origine pour les
déclarer suspectes. Le rapport de la moyenne du carré des erreurs

\ I ™
au carré de la moyenne pourra différer beaucoup de > (149).

Pour aucune valeur de %, les erreurs des observations main-
tenues ne s'accorderont avec la formule

k ~h2z?

— e

T

Le calculateur prévenu renoncera a la formule et prendra la

moyenne
Vit Yot m
m

pour représenter la grandeur inconnue.
Soient g, €3, ..., &, les erreurs successives. La valeur du carré
de 'erreur commise sur la moyenne sera

€1+ +...4€p\2_ ef-+e}+...4€}, - 25¢e,8,
m - m2 m?2

Négligeons e;ep, dont la valeur probable est nulle. La valeur
probable du carré de l’erreur moyenne s’obtiendra en divisant
par m la moyenne

e 4+ed+...4+¢k
SimEy e B
m
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peu différente, tiés probablement, de la valeur probable du carré
des erveurs maintenues.

Celle moyenne sera plns pelile évidemment qu’avant la sup-
pression des observations rejetées; mais il faudra, pour obtenir le
carré de I'erreur probable, la diviser par m, et la fraction qu’elle
remplace devait étre divisée par n.

La valeur probable da carré z2 d’une erreur plus petite que A
est, lorsque les autres ont été écartées,

3

(33) ?'_f 22 e~k dg.
pYEss

Le nombre des erreurs ayant été maltiplié par la fraction p, la
probabilité de chacune d’elles, dans I'intervalle o elles sont com-
mises, est divisée par p. Le numérateur de la fraction qui repré-
sente la probabilité reste le méme, en effet, et le dénominateur,
nombre des erreurs commises, est multiplié par p. En intégrant
par parties, ’expression (33) devient

_ 2k & A’s’)l +‘/‘)‘ 2k ds e—h2s? .
p¢;< 2k ) Uy pyE 2k’
c’est-a-dire, d’aprés I'équation (32) qui définit 2,

khe—k T 1 (x zk)‘e—““)

e G

En divisant par m, égal approximalivement a np, on a, pour
représenter le carré de I'erreur & craindre,

I L 21:7\e—’~’)\’)
2n/r=’p( pym ?

/

en posant, selon la notation habituelle,

t
%‘[ et dt = a(t).

O (kL) est, par définition, égal 4 p, et la valeur probable du

carré de erreur devient
O(kN) — );/k—)\e—/f“l’
T

2nk? | O(kX)?
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La fonction

e(t)—%e—"

CIQIE

est nulle pour z=o0; elle augmente avec ¢ et devient égale & I'unité
pour une valeur infinie de ¢.
Voici quelques-unes de ses valeurs :

o~

OO OO0 OOCCO

0" o e o 1o
SooSoSoSo
o
14
©
w

1
ank?’
diminuer sans limite. On ne doit pas oublier que, pour appliquer

Le multiplicateur de évalué approximativement, peut

la formule, il faut que les observations conservées, de méme que
les observations faites, soient en grand nombre.

167. La loi de probabilité des erreurs dont I'exactitude a été
vérifiée expérimentalement en quelque sorte (143) permet de
prévoir, lorsque les épreuves sont nombreuses, tous les détails
relatifs a la série des erreurs commises.

Nous donnerons un dernier exemple en cherchaut la valeur
probable de la plus petite des erreurs commises dans un grand
nombre de mesures successives.

Soit z la plus petite des erreurs commises sur » mesures. La
probabilité pour qu’une erreur désignée soit égale a z et soit la
plus petite de toutes est

ok 2k * =t
—eFldz | 1— — / e—kiz? dz) .
Foma (=R

Le premier facteur exprime la probabilité pour que l’erreur
soit z; le second, pour que toutes les autres soient plus grandes
B. 14
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que 3. Chacune des n mesures pouvant produire celte erreur
minima, il faul multiplier I’expression par r; puis, pour avoir la
valeur probable de I’erreur z dont elle représente la probabilité, il
faut multiplier par z et intégrer entre o et .

La valeur probable de la plus petite des n erreurs est donc

onk @ k z n 1
(34) — f ze—k=dz (I — = / e—kz? dz> .
‘/7: 0 x/‘ff 0

Intégrons par parties, en faisant porter l'intégration sur le fac-
teur qui multiplie 5, dont P'intégrale est

= n
—_ l—z—ﬁ‘/‘ e~k dz ) ,
Vo

el, en remarquant que le terme intégré est nul aux deux limites,
P'expression (34) devient

(34) f °°<1 — ;—; fo :e“"’=’dz>”dz.

Lorsque z est petit, ‘/m/‘ e*# dz différe peu de ks, et, lorsque

z cesse d’étre petit, la puissance n placée sous le signe d’intégra-
lion est négligeable. On peut donc, en désignant par A une
valeur arbitraire de z, remplacer (34’) par

A
- n — ___I_._ — pu— 125
[ (x—k3z) dz-(n—i—l)/f[l (1 — kA)n+1].

n élant grand et A n’étant pas trés petit, le second terme de la
parenthése est négligeable, et la valeur probable approchée de la
plus petite erreur est

[
(n—l—l)k'

168. Si I'on calcule par une méthode semblable la valeur pro-
bable de la seconde des erreurs classées par ordre de grandeur, on
la trouve double de la plus petite; la troisiéme est triple, et ainsi
de suite, tant que les formules d’approximation sont applicables.
Il peut sembler étrange que, en classant les erreurs par ordre de



CHAP. VIII. — LOI DES ERREURS D OBSERVATION. 21T

grandeur absolue, la valeur probable de la seconde ne soit pas
égale a celle de la.premiére. Tout est symétrique, en effet, entre
les erreurs positives et les erreurs négatives. Pourquoi la valeur
probable de la plus petite errenr négative différe-t-elle de celle de
{a plus petite erveur positive?

Elle n’en différe pas.

La singularité apparente provient d’une confusion qui s’établit
entre la valeur probable d’'une grandeur et la valeur qu'il est pro-
bable de lui voir prendre.

Pierre et Paul doivent se partager un héritage. On sait que
I'une des parts, on ignore laquelle, sera double de 'autre.

Les deux parts ont méme valeur probable, égale pour chacune &
{a moitié de la somme totale.

La valeur probable de la plus grande part est double de la
valeur probable de la plus petite.

169. La valeur probable m de la plus petite erreur est

plus petite que la valeur probable de l'erreur commise sur la
moyenne.
La valeur probable du carré del’erreur commise sur la moyenne

e+ €ey+...+ €,
A 2.,
n

égale a la valeur probable de

e} +ei+...+ej
n? ?
est, en effet,

1
2k2n

Le carré de l'erreur commise sur la movenne étant de méme
Yy

ordre que %, celle de 'erreur est de I'ordre —‘71'—_3, beaucoup plus
grande par conséquent que la valeur probable des plus petites
erreurs.

On accroitrait beaucoup la précision d’une mesure si l'on
pouvait découvrir les évaluations les meilleures et les adopter de
préférence a la moyenne générale; il gn serait de méme si I'on
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pouvait prendre la moyenne des observations les meilleures. Elles
sont malheureusement confondues avec les autres sans que rien
les décele avec certitude.

170. La régle acceptée comme postulatum prescrit, entre plu-
sieurs mesures d'une méme grandeur, d’adopterla moyenne. Cette
régle suppose deux hypothéses : la premiére, que nous avons faite
constamment dans 1’étude de la théorie des erreurs, est I'absence
de loute erreur constante; la seconde, que toutes les observations
méritent Ja méme confiance et qu’elles aient été faites, par
exemple, par le méme observaleur, suivant la méme méthode,
avec le méme instrument.

Lorsque cette seconde condilion n’est pas remplie, il faut
apprécier ces valeurs relalives.

Supposons que les constantes caractéristiques de chaque sys-
téme de mesures soient connues : soiént &y, ks, ..., k, ces con-
stantes, les poids des observations sont k%, A3, ..., A2.

Supposons que lon ait 2, mesures prises dans le premier
sysléme, a, dans le deuxiéme, ..., o, dans le nime,

Ramenons loutes ces mesuves 4 d’autres dont le poids soit I'unité
et supposons celle unité choisie de telle sorte que 4§, 43, ..., &}
soient des nombres entiers.

Chaque mesure de poids &? sera remplacée par le systéme équi-
valent de k2 mesures avant chacune un poids égal & I'unité. Toutes
les valeurs mises en présence ayant ainsi méme poids, il suffira
de prendre la moyenne. a, désignant le nombre des mesures de
poids &% et z, la moyenne de ces mesures, on obtiendra ainsi la
valeur
w1 K3z + 0a kS Zo+.. .+ zx,,/c,izn_

ark} + o k3 4. ..+ an k3

(33)

On peut énoncer ce résultat en disant que chaque mesure est
multipliée par le poids de I'observalion correspondante et que la
somme des produits est divisée par la somme des multiplicateurs.

Le poids de la valeur (35) est

ok} 4ok 4. ..+ k3.

La moyenne entre plusieurs observations équivaut 2 une obser-
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vation unique ayant pour poids la somme des poids des observa-
tions partielles.

171. 1l arrive quelquefois que, pour mesurer une grandeuar, on
la partage en plusieurs parties a,, @,, ..., @,; on mesure chacune
d’elles et ’on fait la somme.

Supposons que toutes ces mesures aient le méme poids A2.

Quel est le poids de la somme @, + @a+...~+ @,?

Soient ¢,, €1, ..., ¢, les erreurs, inconnues bien entendu, com-
mises sur chacune des mesures, I'erreur sur la somme est

€+ Er ...+ Ep;
on a
(e1+€ea+.o.+€p)2= Ze} + Zg,ep0

Cherchons la valeur probable des deux membres. Celle des
produits tels que ;¢ est nulle, puisque les erreurs positives ont,
par hypothése, méme probabilité que les erreurs négatives.

Les valeurs probables des termes tels que <} sont égales (148)

. I . C
& —7 et, pat conséquent, puisqu’il y a n termes, la valeur probable

du carré de I'erreur commise est

n
2 k2

Si la probabilité d’une erreur 5 commise sur la somme était
représentée par
P p ¥
o e_k':;s’
V=

la valeur probable du carré d’une erreur serait

1
2k

Si donc nous posons

k' est la précision d’une mesure qui donnerait au carré de 'erreur
commise mnéme valeur probable que la somme étudiée.
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La confiance méritée par la moyenne de n mesures est inver-
sement proportionnelle & /n.

172. L’armée francaise, pendant I'expédition d’Egypte, voulut
déterminer la hauteur de la pyramide de Chéops. Les assises suc-
cessives, formant pour ainsi dire les 203 marches d’un gigantesque
escalier par lequel on s’éléve au sommet, furent mesurées succes-
sivement par les soldats du Génie. L’erreur commise 203 fois,
disait-on, sera multipliée par 203. L’erreur a craindre, répondit
Fourier, est multipliée par 14, racine carrée de 203. On ignore
sur quels principes I'llustre savant faisait reposer cette régle, que
personne avant lui n’avait proposée.

173. Je terminerai ce Chapitre par I'examen d’une question
trés délicate. On a pris plusieurs mesures d’'une méme grandeur
Zy, Z3y ..., zn; elles ne s’accordent pas. Une formule démon-
trée (163) fait connaitre I'évaluation de la précision des observa-
tions, déduite de la somme des carrés des différences entre les
valeurs obtenues ou, ce qui revient au méme, de l'excés de la
moyenne de la somme des carrés sur le carré de la moyenne. II
faut appliquer cette régle avec beaucoup de prudence; elle suppose,
en effet, que le mérite des observations soit, @ priori, inconnu et
que la discordance qu’elles présentent soit le seul indice dont on
dispose pour leur appréciation.

Il en sera trés rarement ainsi. Si les observations sont faites par
un observateur habile avec un instrument excellent, elles méritent
plus de confiance, lors méme qu’elles s’accorderaient moius, que
des observations plus concordantes d’un observateur mediocre. I}
n’est pas admissible, pur excmple, qu’en détachant sur les registres
de Bessel quelques observations d’une méme étoile on prétende
en déduire une appréciation de son habileté et du mérite de son
instrument.

La constante désignée par £, prise pour inconnue dans les for-
mules trouvées (163), est souvent assez bien connue a Pavance
pour que des renseignements nouveaux n’autorisent pas a en
changer la valeur.

Le probléme alors devient trés différent.

La constante qui caraciérise la précision du systéme d’observa-
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lions étanl connue, quelle doit étre l'influence de I'accord plus
ou moins grand des mesures sur la confiance méritée par la
moyenne? ,

Si, par exemple, on a mesuré les trois angles d’un triangle indé-
pendamment les uns des autres, leur somme se trouvant exac-
tement égale & deux droits, faut-il, pour cette raison, accorder
plus de confiance aux mesures que si la somme avait surpassé de
0,25 la valeur qu’elle doit avoir?

La réponse doit varier suivant les cas. Si l'observateur est
inconpu aussi bien que 'instrument, on devra appliquer la for-
mule trouvée (163), et la concordance des mesures déterminera la
précision présumée des observations.

Si la constante appelée £ est assez bien connue. @ priori, pour
qu'on écarte l'idée d’en changer la valeur, la concordance des
observations ne doit pas accroitre la confiance qu’elles inspirent.

La conclusion semble inacceptable.

Si les observations sont discordantes, si leurs différences dé-
passent l'erreur probable de l'instrnment, peut-on leur accorder
autant de confiance qu’avant cet indice défavorable?

Si un observateur, quelle que soit son habileté reconnue, donne
du méme angle trois mesures trés différentes, on n’échappera pas
a I'idée que, ce jour-la, soit faligue, soit oubli d’une précaution
nécessaire, il a moins bien observé que de coutume. Cl’est sur
cetle conviction que repose la défiance éveillée par le résultat,
et c’est elle, précisément, que nous écartons dans ’énoncé du
probléme.

L’application du Calcul des probabilités & 1'étude des erreurs
d’observation repose sur une fiction dont il ne faudrait pas faire
une réalité. Les erreurs sont supposées tirées au sorl dans une
urne dont la composition est définie par la loi de probabilité
acceptée.

Si P'observateur est malade, si 'on a dérangé les fils de sa lu-
nette, exposé & I’humidité les poids de sa balance, changé son
thermomeétre habituel, il fait, ce jour-13, le tirage dans une autre
urne, les résultats échappent 4 toute théorie.

Nous écartons, dans le calcul suivant, Loutes les suppositions
de ce geure. L'observateur s’est appliqué comme de coutume, son
instrument est en bon état, les erreurs sont soumises aux chances
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habituelles; la constante 4 est connue et ne peut étre changée par
le succés de quelques observations nouvelles.

Il faut admelire, en outre, pour que les hypothéses n’impliquent
pas contradiction, que les écurts n’aient rien d’exceptionnel.

174. Le calcul, lorsque ces réserves sont légitimes, justifie les
conclusions qui précédent.

Supposons que n mesures d'une méme grandeur aient été
prises. Soient ¥y, ¥a, ..., ¥ les erreurs commises successivement.
Chacune d’elles est inconnue, bien entendu.

La probabilité d'une erreur comprise entre 5 et z -+ d3 étant,
pour ’observation de rang ¢,

—k—'_e-"‘fz’ dz,
T
et les valeurs de £, étant connues, la probabilité du concours des
erreurs supposées sera

VST

(36) ® A hi——hah dyy dys. . dy .

~

4

w0

T

Soit 5 la moyenne des diverses mesures, prise en ayant égard
a l'erreur probable de chacune d’elles, c’est-a-dire (171) en attri-
buant & chaque détermination de la méme grandeur un poids
inversement proportionnel a la valeur probable du carré de I'er-

reur.
On aura
(37) 5= lc‘f)q:- k‘;‘ﬁ{g+...+‘/c$,yn_
I+ k3. +Lp
Posons
Y1 =23+,
Ve = 3+ g,
........... s
Yn=23-+d,

et substituons dans l’expression de la probabilité (36), considérée
comme un élément d'intégrale multiple, les variables z, ay,
%2y «+vy %uet & Y4y Y3, -y Vn; @, D'est pas une vaviable indépen-
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dante, car on a identiquement
k% oy + /f%dz-!—. .o kﬁd,,,: 0.
212
élément
d‘yl d}’g. s dyn

doit étre remplacé, comme on sait, par le produit

dz day dag. . .da,—y [D __._}’ﬂz_lp_] ,

5.y Age . En—y

p_Yire---Fn

By %o . Ly

étant le déterminant fonctionnel des variables yy, ¥, ..., ¥ par
rapport & celles qu’on leur substitue.
Ce déterminant est

I I [o] o o o
I I o (o] o
I o] I o o o
. . .o 9
I (o] [¢] .o . .o 1 o
. *;_z"? :kfz e ___—]’:f'—z :__/f;’z—t
‘n n n n

les dérivées de z + a, qui forment la derniére ligne étant déduites
de la relation (37).
Le déterminant est égal &

kY4 k3+...+ K}
k3

La probabilité (36) peut donc &tre remplacée par

f‘ikinﬁ =22 k3R )R KR 03]

(38) Ls
= dzday day. . .day,

73 (k}+ k+...+k}).
tn

Le terme du premier degré en z, dans I’exposant de e, disparait
de Pexpression (38), 4 cause de la relation (37).
Lorsque ay, a2, ..., an_y sonl donnés, la probabilité est de la
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forme

(39) G e—\ht+i+.. k33 dz,

et comme il faut bien que, dans cette hypothése, z ait une valeur
comprise entre — o et —- o, 'équation

Gf e~ (kfhir..+A3)z% gz = |

donne

_ VR k3. AR

E:

La valeur probable du carré de I’erreur commise sur z, déduite
de la formule (39g), est

G

T
2(Ai+ k3 +...+ k3)

indépendante des valeurs supposées connues de x,, aa, - .-, %-

Dans le plus grand nombre des cas, quand on entreprend une
série de mesures, I’habileté de I'observateur n’est ni parfaitement
connue, comme nous venons de le supposer, ni complétement
inconnue, comme on I’a admis (148); cc sont deux cas extrémes.
Il arrivera presque toujours que, toutes les valeurs de £ étant pos-
sibles, elles seront, a priori, inégalement vraisemblables. Si la
loi de leurs probabilités avant I’épreuve estinconnue, le probléme
est insoluble.
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CHAPITRE IX.

ERREURS DE SITUATION D'UN POINT.

Sit p locus ohjecti alicujus ex ohservatione prima de-
finitus, ¢, 7, s, . ejusdem object1 loca 1n observatio-
mbus sequentibus, sint insuper P, Q, R, S pondeia
reciproce proportionalia spatiis evagatiouum, per qure
se difundere possint errores ex observationibus singu-
lis prodeuntes, quee dantur ex datis errorum limitibus,
et ad puncta p, ¢, r, 5, .. posita 1atelligantar pon-
dera P, , R, S, .., et inveniatur corum gravitati»
centrum Z  dico punctum Z fore locum obgecti, gu:
pro vero ejus loco tutissime haber: potest

Rocer Cotes.

175. Confiance de Bravais dans la loi élémentlaire de la probabilité des erreurs
proposée et abandonnée par Gauss. — 176. Conséquence dans le cas ol I'erreur
sur chaque coordonnée est la résultante de deux erreurs élémentaires. —
177. Formule de Bravais déduite d’un postulatum. — 178. Détermrnation du
facteur que la démonstration laisse indéterminé. — 179. Probabililé des écarts
dans le tir & la cible. — 180. Ellipse dans I'interieur de laquelle il y a proba-
bilité donnée de voir la balle se placer — 181. Moyenne probable des valeurs
de la constante. — 182, 183. Quelle est la mesure de ’habileté d’un tireur.
Difficulté d’une réponse précise. — 184. Vérifications de la formule. — 185. Er-
reur & craindre sur la moyenne des valeurs de la constante. — 186. Valeur pro-
bable du carré de lerreur commise dans l'évaluation du nombre des balles
intérieures 4 une certaine ellipse. — 187. Calculs relatifs & 1000 balles tirées
dans une méme cible.

175. Lorsque les coordonnées d’un point sont déterminées in-
directement par I'observation de grandeurs dont elles dépendent,
'erreur commise sur sa véritable place et la probabiliié d’un écart
donné dépendent de la loi de probabilité des erreurs comimises
dans les diverses mesures.
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Les études faites sur cetle question, particuliérement par Bra-
vais dans un Mémoire remarqué, supposent une confiance absolue
dans la loi proposée par Gauss sur la probabilité des erreurs élé-
mentaires ; la probabililé d’une erreur z est proportionnelle & e~
la constante k& variant seule avec la précision des mesures.

Les formules déduites de cette hypothése sont confirmées par
les faits connus.

Bravais exprime les coordonnées du point observé en fonction
linéaire des grandeurs mesurées; cela revient & prendre pour va-
riables les différences entre les grandeurs mesurées et les valeurs
observées, en supposant ces différences assez petites pour qu’il

soit permis d’en négliger le carré.

176. Supposons, par exemple, que, Z et y élant les coordon-
nées d’un point inconnu dans un plan, on ait

z =X+ au —+ by,
y=Y+au+"byv,

X et Y étant les valeurs approchées obtenues en acceptant les
mesures comme exactes et u et ¢ les erreurs commises sur ces
mesures.
La probabilité pour que ’erreur u soit comprise entre a et a~dx
étant
* e~k gy

k1

et celle pour que lerreur ¢ soit comprise entre § et § + df,
X e ap,
T
la probabilité pour que le point dont les coordonnées sont x et y
se trouve dans la partie du plan qui correspond aux limites indi-
quées est
KR gmwror—io8* .

™
On peut, dans cet élément d’intégrale double, substituer aux
variables « et § les différences
z—X =z,
y—Y =y
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Le produit dadp, d’aprés la théorie de la transformation des
intégrales, sera remplacé par

dxi dy1 . d:l'j d_}’i
dzy dy, dzy dy; ab—bd’

dx df dp  dx

et la probabilité pour que le point soit compris dans le rectangle
infiniment pelit dx; dy, prendra la forme

G e-kizt—Day~kyt dy dyy,

I'exposant de ¢ étant la somme — k24 — A'282 exprimée en fonc-
tion de 2, et de y;.

177. La méthode peut étre étendue au cas d’un nombre quel-
conque de variables élémentaires. On transformera, dans tous les
cas, la probabilité d'un systéme d’erreurs mis sous la forme d’un
élément dintégrale multiple, en introduisant au nombre des
variables les coordonnées du point étudié auxquelles il faudra,
dans le cas général, associer d’autres variables. Ces variables,
arbitrairement choisies, disparaissent & la fin du calcul; mais les
transformations intermédiaires sont fort compliquées.

On obtient lrés simplement le méme résultat en acceptanl un
postulatum équivalent & celui de Gauss (138), énoncé par Cotes,
en 1709, et employé ingénieusement par M. Schols pour démon-
trer le théoréme de Bravais.

Si plusieurs positions d’un méme point ont été successivement
obtenues et méritent la méme confiance, la position la plus pro-
bable est le centre de gravité du systéme des différents points
considérés comme de méme masse.

Soit ¢(a, B) dadpf la probabilité pour que 'erreur commise sur
I'abscisse du point inconnu soit comprise entre « el % - da et
Uerreur sur l'ordonnée entre § et 3+ df, le point se trouvant
compris, par conséquent, dans un rectangle infiniment petit de
surface dx df.

Si z,¥1, Z2¥a, -y Tnynsont les coordonnées des positions pré-
sumées d’'un méme point et z, y les coordonnées véritables, les
erreurs successivement commises dans les diverses détermina-
tions des coordonnées inconnues sont représentées par £ — xy,
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Y —Y1, -+, et la probabilité de leur concours est proportionnelle
au produit

(1) w(@—2,y—y1)(2 =2y Yy —Y2). - (T —Zny ¥ — Yn)-

La position la plus probable a pour coordonnées, d’aprés le
postulatum,

‘ Zy+ T2+ .. Tp
Zz = )

n

(2)
=y|+y2+ A yn'

2 7 n
Ces valeurs de x et de y doivent rendre le produit (1) maximum
el, par conséquent, annuler les dérivées de ce produit par rapport
aux variables z et y.

Si ’on pose

dz =Fy(2, y),

z dl‘?(xy ¥)
dy

g dle(z, y)

(3)
= Fz(“n}’):

les coordonnées z et y définies par les équations (2) doivent
satisfaire aux équations

Fue—az, y—y)+Fi(z—zs, y—y2)+...+F(z—2n, y — ya) =0,
Fg(m—ml,y—y,)-f—F,(x—-xg,y—y2)+...+F,(w—x,,,_y—-y,,)=o.

La somme des variables 2 — 2, £ — z,, ..., £ — z, est, en
vertu des équations (2), égale a zéro, ainsi que celle des va-
riables y — 3y, ¥ — %2, ...y ¥ — ¥n; aucune autre condition ne
leur est imposée. Les fonctions F, et F, sont donc définies par les
conditions que les équations

Fy(%1, 91) +F1(tay 02) +...+Fi(Un, 0p) =0,
Fa(w1y 01) +Fa(ue, 03) +...~4 Fy(uy, 05) =0

soient les conséquences nécessaires des relations

U+ Us+. .o Up =0,
P1+ V2 ...+ 9, =0

entre les variables.
En réduisant 4 deux le nombre des variables, la condition se
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réduit a
Fi(uh 91)+Fl(— Ug, —91)= 03

la fonction F, change de signe quand les deux variables changent
de signe.

Si ’on suppose trois variables, on obtiendra, en tenant compte
du résultat précédent,

(%) Fi(ug, 01) + Fi(us, 03) = F1(ug+ g, 01+ 92),

quelles que soient les variables u,, ¢, U2, va. On en déduit, en

dF (z, y)
posant T

=o.(2, ),

P1 (U1, 01) = @ (U1 s, 01+ 02),
P1( Uz, 92) = @1 (U1 + Us, 01+ 92);

par conséquent,
@1 (w1, 91) = 91Uy, 03).

La dérivée de F, par rapport & 2 est donc une constante. En
différentiant I’équation (4) par rapport & ¢, et & ¢,, on verra
qu’il en est de méme de la dérivée par rapport a y. Les dérivées
de la fonction F, étant constantes, cette fonction est linéaire par
rapport aux deux variables; il en sera de méme de F,, et nous
pouvous poser, en remplagant F; et Fp par les dérivées qui les
définissent (3),

dlo(z, y)

o =axz + by,
dlo(z, y) _ Lo
—a =ad x4+ by;

az + by et d z + b'y étant les dérivées d’une méme fonction, on

doit avoir
dlaz +by) d(a'z+by),
ay - dz ’

par conséquent, b=ga/. La fonction l¢(z, y) définie par ses
deux dérivées est nécessairement de la forme

2 102
l<p(x,y)=9zi+bwy+-b—i,— -+ G,

a, b, b’ et C étant des constantes.
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Les erreurs infinies étant impossibles, ¢(z, y) doit s’annuler
quand z et y sont infinis, les constanles @ et b’ seront néga-

tives.
La probabilité d’une erreur comprise entre ¥ et u + du pour z

et ¢ et ¢ + dp pour y est donc de la forme

G e—hur—2duv—F£202 oy dv,

G étant une constante et A, constant aussi, pouvant étre positif

ou négatif.
Les points d'égale probabilité sont sur une méme ellipse ayant

pour équation

k2u?+ohue + k202 = H,

u et v désignant les différences entre les coordonnées du point
considéré et la position véritable, centre commun de toutes les
ellipses semblables entre elles dont les dimensions sont propor-

tionnelles 3 /H.

178. Les quatre constantes G, A, k, &’ sont liées dans tous les
cas par la relation nécessaire

(5) G f f P L O

Il faut bien, en effet, que les erreurs aient des valeurs comprises
entre — oo et -+ o, et la somme des probabilités relatives & toutes
les erreurs possibles est égale a ['unité.
Posons
ku+2due + ko2 = H;

a chaque valear de H correspond une ellipse dont la surface est

©H

VEREI—

Tous les points de la couronne comprise entre les ellipses cor-
respondant aux valeurs H'et H+ dH du paramétre ont méme pro-
babilit¢, et la somme des probabilités relatives aux éléments de
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cette couronne est
7 dH

GeH—rn——
ViR k32 ’

aH
le facteur ———ars — représentant la surface de la couronne.
[Tk 2— )2

La condition (5) devient

Gn

VR — 12 .

f e~HdH =1,
0

[ e~HdH =1.
0

et, comme

on déduit de (3)

I XS AT Y
G=_yREF—e,

La probabilité pour que le point se trouve entre les deux ellipses
qui correspondent aux paramétres H et H + dH est

e HJH.

179. La formule précédente s’applique & la probabilité¢ des
écarts dans le tir & la cible.

La premiére question & résoudre dans I’étude des questions rela-
tives &4 une arme donnée et 3 un tireur qui en fait usage est de
déterminer pour cette arme el pour ce tireur les constantes carac-
téristiques k, &’ et \. Nous chercherons pour cela, en considérant
ces constantes comme connues, les valeurs probables de w2, o2
et v, u et ¢ désignant les coordonnées du point ou frappe la
balle par rapport & deux axes passant par le cenire de gra-
vité de tous les points frappés, supposés, bien entendu, trés nom-
breux. .

Les valeurs probables, en vertu du théoréme de Bernoulli,
doivent différer trés peu des valeurs données aux moyennes par
le hasard.

Les coordonnées du point ou frappe la balle par rapport anx
axes donl l'origine est au centre de gravité des points frappés
étant désignées par u et ¢, la probabilité pour que ce point se

B. 15
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trouve dans le rectangle du dv élant

2 jz __ )2 .
_‘/L_l_f_)‘ e-—/r‘u’—imw—-lr'!u‘J du dp,
™

la valeur probable de 2 est

(6) VA2 /‘.: _ )‘2f z fw w2 e —hur—=2uv—h2 gy dy.

On peut 'écrire

= 7‘11 A2
JETTE e = _4n _ 2
(7) yRA =W f uﬁe—"""’du.f e (e+35) dve ¥
™ — -_—
on a
. Qu =
® ko4 ™
/ e (v "“) dy = -‘//{, s
-~

et I'expression (7) devient

(8)

_ I 2
VK2 )ﬁf ue (*-1) du.

k’/ﬂ

La tormule
f Z2e—W* s = ——-‘/ﬂ
- 2 !

donne pour (8) la valeur

2k"
(9) (k)

Telle est la valeur probable de 2.
La valeur probable de u¢ est exprimée par

VEFT=E = .. =

— & — ke .

~_—'n——f ue—kue duf pe—hkwt—2huw dV,
—c — o

on a

—L"i(uq-);!_‘ 2 Eﬂ.

=),

e—kvt—2huv — o A

Posons

>t
8

£,
i’

<
+
3
19
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on aura
® v+)'—," ! * kt—Au e
f ve ( %) do=f et = — dt=-7,3 V.
— —_—
La valeur probable de u¢ se réduit donc a

t//ﬂlx'z—l )\f u’d e——n’(l\’ ) X

/c-’w/'r YIS

La valeur probable de v2, calculée comme celle de «?, est

2

(o) BRI

En égalant les valeurs probables aux valeurs moyennes données
par I'ensemble des résultats obtenus, on obtiendra des équations
dont les deux membres, si les observations sont nombreuses, dif-
féreront probablement trés peu. Posons donc

wl+ud+...+uj

=A

n 1

0+ 03+, 0] =B

n Al

ULPs—t Us Pyt oo+ Up¥n =C

n

Nous aurons, pour déterminer &, £’ et %, les équations

K
s, = M
AQ
TERE— = B
— A
soermi— = &
on en déduit |
1
R~ A(AB— O,
B
k= mE=cy’
A
' R=rmE—ay
r=— =0

2(AB—C2)’
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180. Les constantes 4, &' et X élant connues pour une certaine

arme et pour un certain tireur, si on pose

kut4odluy 4+ k202=H,

la probabilité pour que la balle soit placéc entre les deux ellipses
qui correspondent aux valeurs H et H + <H sera (178)

e~ dH,

La probabilité pour que la balle frappe en dehors de ellipse
correspondant & une valeur H; du paramétre est

f e—HJdH = e—H,
H

4
Si l'on pose
H;=0,69315,

la probabilité sera 3. L'ellipse correspondant  cette valeur de H,
contiendra, si les coups sonl nombreux, la moitié des points
frappés a trés peu preés.

Si I'on donne successivement 4 H les valeurs

0,10536,
0,22315,
0,35669,
0,51082,
0,69315,
0,91329,
1,20677,
1,60944,
2, 30359,

les neuf ellipses semblables correspondant & ces valeurs du para-
metre pariageront le plan en dix régions contenant chacune,
vraisemblablement sur un trés grand nombre de coups, la dixi¢me
partie & peu prés du nombre des balles. La premiére de ces ré-
gions est la plus petite des ellipses; la dermeére est la portion du
plan située au dela de la plus grande.

181. A chaque point frappé par la balle correspond une valeur
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de H. La valeur probable de H est

f HeHgH =1.
*70

Telle doit donc éire, avec une probabilité d’autant plus grande que
les épreaves seronl plus nombreuses, la moyenne des valeurs
de H correspondant aux points frappés.

182. Une question fort importante doit rester indécise. Quelle
est, dans un concours de tir, la régle a4 conseiller pour juger les
tireurs? Le probléme ne me semble pas comporter de solution
absolue.

Si les balles tirées par deux concurrents peuvent étre classées
de telle sorte que chaque point frappé par le premier soit plus
prés du centre que le point correspondant frappé par le second,
la décision semble facile. Dans ce cas-la méme, si les différences
sont petites, le tireur dont les balles sont moins approchées du
but peut quelquefois prétendre au premier rang, en allégnant I'im-
portance d'un écart horizontal plus grande que celle d’un écart
qui laisse la balle dans I’alignement vertical.

1l semble naturel, & premiére vue, de mesurer le mérite d’un
tireur par la surface de l'ellipse a U'intérienr de laquelle il y a
probabiliié donnée de voir la balle se placer.

La valeur de la différence

ke ka2

représenterait alors le mérite de chacun.

Cette appréciation peut, dans des cas extrémes, qui, trés proba-
blement, ne se sont jamais présentés et ne se présenteront jamais,
donner des conséquences inacceptables.

Si T'un des tireurs plagait toutes ses balles sur une ligne droite
passant par l'origine des coordonnées qui sert de bat, la régle
proposée lui assignerail le premier rang, quelle que fit la distance
de ses balles au centre de la cible. La surface de l'ellipse caracté-
ristique serail nulle, en effet, dans ce cas qui, véritablement,
n’est pas a craindre. Il suffit qu’il soit possible pour condamner
la régle. La théorie n’en regoit aucune alleinte.
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183. Si I'on regardait @ priori toutes les directions comme in-
différentes, il faudrait supposer A =o, k= £’; la probabilité pour
frapper la cible & une distance comprise entre R et R 4 <R serait

ak2e—**B*R dR.

La valeur probable de R et celle de R2 seraient %% et a—lﬁ; elles
représentent, pour un grand nombre d’épreuves, la valeur moyenne
des distances au centre de la cible et celle de leurs carrés.

Si dans un concours de tir on accorde le premier rang au
tireur pour lequel une des deux moyennes désignée & l'avance
a la plus petile valeur, les deux régles, si les épreuves sont
nombreuses, donneront le méme résultat; celui des tireurs
pour lequel & a la plus grande valeur sera certainement vain-
queur.

Si les épreuves sont peu nombreuses, le concours devient un
jeu de hasard dans lequel, comme il est juste, un avantage est fait
an plus adroit. La valeur de 4, déduite de Ja moyenne des dis-
tances au centre de la cible, mérite moins de confiance que celle
qui résulte des carrvés. Le rapport des carrés des erreurs a craindre
sur k, dans les deux hypothéses, se calculera comme (152); il est
égal 2 16 — 4.

184. La difficulté, on peut dire méme I'impossibilité de donner
une régle précise de préférence entre deux séries de coups résulte
d’une aulre circonstance encore. Le~ formules précédentes suppo-
sent que, sur un grand nombre de coups, le centre de gravité des
points frappés coincide avec le centre de la cible. Nous avons
écarté, en un mot, les erreurs constantes. Elles ne sont jamais
nulles cependant, et, quand un grand nombre d’épreuves auront
été faites, 'examen du mérite de leur ensemble devra commencer
par la détermination du centre de gravité du systéme des points
frappés. La distance de ce centre & celui de la cible représentera
avec une grande probabilité la partie constante de I’écart. Pour
déterminer les constantes caractéristiques &, A’ et \, on devra
rapporter les coordonnées des points frappés a deux axes ayant
pour origine le centre de gravilé. Le mérite d’un tireur se trou-
vera ainsi défini par cinq paramétres : les deux coordonnées @ et b
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du centre de gravité G de I’ensemble des points frappés et les
constantes 4, &', A, déterminées au moyen des coordennées prises
par rapport 4 des axes passant par le point G. La somme a2+ 5*®
pourrait mesurer 'imperfection systématique de 'arme employée
ou le défaut constant du tireur dans sa maniére de viser, et
la différence A2%'2— A2 représenterait la précision. Le tireur
est d’autant plus habile que ces quantités sont plus petites,
mais il est impossible de leur assigner une importance rela-
tive.

Supposons deux tireurs, Pierre et Paul, ayant tré chacun
100 balles. Les balles de Pierre sont toutes 2 o™, 1 du centre de la
cible dans un cercle de o™,05 de rayon. Il y a dans sa maniére de
tirer une cause d’erreur commune i tous les coups; & cela prés,
son tir approche de la perfection.

Paul, au contraire, n'a pas dans son tir d’erreur systématique.
Les points frappés par ses balles entourent le centre de la cible;
ils sont tous dans un cercle de o™,15 de rayon.

Entre ces deux tireurs, donl 'un tire avec plus de précision,
mais dont Iautre est exempt de toule erreur syslématique, quel
est le plus habile? La question ne peut étre résolue. On pourrait
la comparer & la suivante : Deux chronométres ont été étudiés.
Lorsque la température est constante, la marche du premier est
plus réguliérve ; mais, sil’on échauffe ou refroidit I'enceinte, il subit
une influence plus considérable. Comment décider la préférence
méritée par I'un d’eux?

Le probléme est évidemment impossible & résoudre.

183. J'ai appliqué les résultats précédents a l'examen de
1000 coups tirés par des tireurs habiles & 200™ de distance avec
dix armes de méme modéle, chaque tireur tirant dix coups avec
chaque arme.

Le centre de gravité des 1000 points frappés avait pour coor-
données

X = o™, 08,

Y = o™, 21;

on a trouvé, en nommant u et ¢ les coordonnées par rapport & des
axes passant par ce centre de gravité, pour I’ensemble des points
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frappés,

2
2W 568,255 = A,
n
29 _ 648,666 = B,
n
S
Z%8 _ 33,201 =G
n
Les équations
A= SRy
k2
B=stmr—ny
— 2
¢= a(k2hE— 22)
donnent
k? = 0,0008825,
k2= 0,0007732,
A =— 0,d000452.

L’équation d’une ellipse d’égale probabilité est
k2u?4 oXuv + K20t = H;
4 chaque point du plan correspond une valeur de H. En faisant le

calcul pour les 1000 points frappés par les balles, on a formé le
Tableau suivant :
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<0,105

0,001
0,002
0,003
0,003
0,004
0,004
0,008
0,011
0,012
0,013
0,013
0,015
0,016
0,016
0,016
0,010
0,017
0,020
0,021
0,021
0,022
0,023
0,023
0,023
0,026
0,027
0,027
0,028
0,029
0,031
0,032
0,032
0,034
0,035
0,037
0,037
0,038
0,039
0,040
0,042
0,042
0,043
0,043
0,045

Tir pe 1000 BALLES. — Valeurs de H.

<0,223

0,108
0,110
0,110
0,!11
0,112
0,112
0,112
0,112
0,112
0,112
0,115
0,118
0,118
0,118
0,119
0,122
0,123
0,124
0,124
0,129
0,130
0,130
0,131
0,131
0,131
0,131
0,132
0,133
0,133
0,134
0,134
0,134
0,136
0,137
0,137
0,138
0,138
0,140
0,141
0,141
0,141
0,141
0,143
0,147
0,149

<0,356

0,224
0,224
0,225
0,225
0,226
0,226
0,229
0,227
0,229
0,231
0,232
0,232
0,232
0,235
0,235
0,236
0,242
0,249
0,251
0,251
0,252
0,252
0,252
0,253
0,255
0,256
0,257
0,259
0,264
0,207
0,268
0.274
0,274
0,277
0,278
0,279
0,279
0,281
0,283
0,284
0,285
0,286
0,286
0,286
0,287

<0511

0,357
0,357
0,357
0,358
0,358
0,339
0,359
0,359
0,339
0,360
0,360
0,360
0,361
0,362
0,363
0,363
0,363
0,366
0,369
0,372
0,374
0,375
0,375
0,376
0,377
0,377
0,380
0,382
0,385
0,386
0,386
0,388
0,388
0,389
0,390
0,394
0,395
0,396
0,397
0,40%
0,404
0,405
0,406
0,407
0,409

<0,693

0,514
0,519
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<0,913

0,695
0,695
0,697
0,704
0,703
0,706
0,706
0,707
0.707
0,709
0,711
0,711
0,712
0,713
0,714
0,717
0,718
0,719
0,719
0,719
0,719
0,722
0,731
0,733
0,735
0,739
0,742
0,743
0,744
0,745
0,747
0,743
0,748
0,751
0,753
0,753
0,757
0,759
0,739
0,764
0,765
0,767
0,768
0,768
0,770

< 1,206

0,914
0,015
0.916
0,924
0,935
0,037
0,939
0,9%0
0,941
0,942
0,915
0,945
0,947
0,947
0,950
0,95
0,950
0,950
0,954
0,958
0,961
0.965
0,967
0,969
0,969
0,972
0,973
0,976
0,976
0,977
0,978
0,990
0,993
0,995
0,998
1,002
1,005
1,009
1,016
1,020
1,024
1,024
1,028
1,037
1,041

< 1,609

1,208
1,208
1,215
1,218
1,219
1,219
1,223
1,232
1,232
1,232
1,236
1,241
1,241
1,241
1,241
1,244
1,254
1,264
1,270
1,274
1,277
1,280
1,282
1,285
1,300
1,302
1,306
1,310
1,315
1,313
1,320
1,324
1,324
1,329
1,330
1,341
1,342
1,343
1,343
1,343
1,349
1,355
1,357
1,361
1,367

<2,303

1,620
1,648
1,655
1,664
1,664
1,672
1,675
1,680
1,683
1,687
1,688
1,689
1,704
t,704
1,507
1,710
1,713
1,713
1,714
1,720
1,724
1,724
1,737
1,737
1,738
1,742
1,745
1,747
1,747
1,759
1,761
1,766
¥,799
1,801
1,803
1,804
1,810
1,813
1,821
1,833
1,889
1,857
1,862
1,883
1,884

233

>2,303

2,306
2,325
2,329
2,34
2,353
2,368
2,379
2,387
2,387
2,400
2,413
2,415
2,445
2,446
2,460
2,468
2,510
2,516
2,543
2,601
2,608
2,666
2,672
2,673
2,65
2,6gr
2,695
2,706
2,707
2,710
2,717
2,739
2,742
2,762
2,772
2,806
2,827
2,891
2,005
2,923
2,959
2,970
2,976
2,980
3,029
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Tir pE 1000 BALLES. — Valeurs de H. (Suite.)

<0,105

0,046
0,047
0,047
0,050
0,050
0,054
0,056
0,056
0,056
0,057
0,061
0,062
0,06/
0,064
0,067
0,068
0,068
0,068
0,069
0,06g
0,069
0.06g
0,072
0,072
0,073
0,073
0,074
0,075
0,073
0,077
0,077
0,078
9,079
0,080
0,080
0,080
0,082
0,083
0,089
0,089

< 0,223

0,150
0,150
0,153
0,154
0,154
0,154
0,157
0,158
0,158
0,159
0,159
0,159
0,160
0,101
0,161
0,161
0,164
0,168
0,168
0,170
0,171
0,172
0,173
0,174
0,174
0,174
0,176
0,176
0,177
0,178
0,178
0,179
0,180
0,183
0,183
0,183
0,188
0,191
0,191
0,19
0,194
0,195
0,195
0,197
0,197
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<0,356

0,287
0,287
0,287
0,288
8,288
0,288
0,290
0,292
0,293
0,295
0,295
0,296
0,296
0,296
0,297
0,208
0,299
0,301
0,303
0,306
0,309
0,309
0,310
0,310
0,310
0,310
0,311
0,311
0,315
0,318
0,319
0,320
0,320
0,321
0,322
0,322
0,328
0,328
0,330
0,331
0,336
0,337
0,337
0,3%
0,340

<0511

0,410
0,410
0,410
0,411
0,411
0,412
0,414
0,421
0,422
0,422
0,424
0,425
0,427
0,427
0,427
0,428
0,429
0,431
0,435
0,437
0,441
0,442
0,445
03447
0,448
0,448
0,449
0,451
0,451
0,458
0,461
0,463
0,464
0,464
0,464
0,46%
0,467
0,468
0,470
0,470
0,472
0,473
0,474
0,475
0,480

<0,693

0,589
0,589
0,596
0,597
0,598
0,602
0,603
0,604
0,604
0,607
0.608
0,609
0,610
0,610
0,611
0,614
0,618
0,623
0,623
0,633
0,634
0,636
0,637
0,640
0,641
0,643
0,643
0,645
0,646
0,646
0,649
0,649
0,651
0,652
0,652
0,632
0,654
0,656
0,657
0,657
0,657
0,660
0,660
0,662
0,664

<0,913

0,770
0,571
0,777
0,779
0,779
0,780
0,782
0,785
0,792
0,794
0,794
0,800
0,801
0,804
0,806
0,806
0,806
0,807
0.812
0,814
0,820
0,821
0.821
0,823
0,823
0,825
0,826
0,827
0,831
0,836
0,836
0,840
0,840
0,840
0,842
0,843
0,846
0,847
0,84
2,850
0,852
0,852
0,835
0,858
0,859

< 1,206

1,044
1,044
1,033
1,035
1,056
1,057
1,059
1,059
1,039
1,060
1,068
1,069
1,069
1,069
1,079
1,081
1,082
1,003
1,004
1,098
1,100
1,100
1,109
1,116
1,118
1,122
1,124
1,130
1,134
1,145
1,147
1,148
1,153
1,155
1,159
1,163
1,168
1,179
1,180
1,181
1,186
1,192
7,197
1,197

"

< 1,609

1,370
1,375
1,376
1,377
1,384
1,389
1,393
1,397
1,406
1,406
1,407
1,415
1,419
1,426
1,427
1,430
1,430
1,430
1,435
1,437
1,437
1,450
1,455
1,459
1,462
1,475
1,482
1,486
1,486
1,490
1,500
1,503
1,500
1,513
1,513
1,519
1,528
1,534
1,561
1,561
1,562
1,566
1,568
1,579
1,582

< 2,303

1,885
1,885
1,888
1,891
1,895
1,901
1,908
1,934
1,953
1,960
1,969
1,970
1,971
1,981
1,988
1,999
2,001
2,000
2,018
2,023
2,029
2,039
2,048
2,053
2,081
2,083
2,086
2,107
2,114
2,115
2,117
2,127
2,131
2,142
2,193
2,105
2,212
2,238
2,240
2,242
2,249
2,265
2,273
2,281
2,300

>2,303

3,114
3,125
3,145
3,168
3,225
3,270
3,348
3,357
3,382
3,382
3,386
3,392
3,402
3,402
3,413
3,502
3,61x
3,611
3,619
3,622
3,680
3,704
3,716
3,740
3,787
3,795
3,806
3,924
3,025
3,946
3,949
4,135
4,155
4,161
4,252
4,361
4,372
4»hgo
4,837
4,710
4.896
4,943
5,613
5,868
5,892
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pE 1000 BALLES. —

<0,223

0,198
0,199
0,200
0,202
0,203
0,204
0,206
0.208
0,209
0,214
0,214
0,215
0,215
0,215
0,217
0,225

"

”

”

<0511

0,485
0,485
0,486
0,486
0,489
0,489
0,491
0,491
0,494
0,494
0,495
0,500
0,501
0,503
0,507
0,509
0,510
0,510

”

”

”

”

14

”

”n

< 0,693

0,667
0,668
0,670
0,673
0,676
0,67
0,682
0,687
0,687
0,690

14

14

”

”

”

”

4

<0913 1,208

0,859
0,859
0,865
0,863
0,866
0,869
0,869
0,870
0,872
0,881
0,886
0,887
0,888
0,893
0,894
0,897
0,897
0,899
0,900
0,901
0,903
0,90}
0,906
0,909
0,913

Valeurs de H.

(Fin.)

235

<1,809 <2,303 >>2,303

1,586
1,588
1,603
1,609

”

”

”

”

”

”

1

”

n"

”

”

”

”

n

”

”

”

”

n

”

”

"

”

5.955
5,980
7,609
8,125
8,181
9,645
10,657
(@)

"

”

14

7

”

Les nombres de halles placées dans les divers intervalles aux-
quels correspondent des probabilités égales & % sont, d’aprés ce
Tableau, g9, 106, 100, 108, 100, 1135, 89, 94, 90, 97.

Aucun d’eux ne s’écarte assez du nombre le plus probable 100
pour démentir la théorie.

A chacune des limites adoptées pour H correspond, nous I'avons
dit, une probabilité ;, et 100 balles par intervalle représente-
raient I’événement le plus probable. L’événement le plus probable
se présente rarement, il y a toujours un écart. La valear probable
du carré de I'écart calculée plus loin (187) est

9000
100

= go.

(1) Plus deux balles mrises hors la cible.
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La somme des carrés des écarts observés est

I+ 36 + 64 + 225 121+ 36 + 100 + 1 = 624;

la moyenne est 62,4.

Le carré de 'écart moyen est donc inférieur & sa valeur pro-
bable, et I'accord de la théorie avec les faits est aussi satisfaisant
que possible.

La valeur probable de H est, nous l'avons démontré, égale a
Punité. La valeur moyenne des gg8 valeurs données par le ha-
sard est 0,981. L’accord, on le voit, est de nouveau trés satis-

faisant.

186. Nous avons trouvé (181) la valeur probable du paramétre H,
caractéristique des ellipses de probabilité donnée, égale & I'unité.
1l est intéressant de chercher la valeur probable du carré de 'erreur
commise en égalant & I'unité la moyenne des valeurs de H, c’est-
a-dire de calculer la valeur probable avant I’épreuve de

(H,+H,—|—...-+—H,L )2
n —! ’

H,, H,, ..., H, étant les valeurs de H relatives aux diverses

épreuves.
On a
H,+ H, cee H 2 )
(ny (=2t le Vo LsHrg 2SHH— 2SHo 41
n n L 7X n

La valeur probable de H? est

/ eUH2 dH = 2;
0

celle de H, est I'unité, et la somme (11), en ayant égard au nombre
de termes compris dans chaque somme 3, est

n—i
-+

—2 1=

2 1
n n

Telle est la valeur probable du carré de 'erreur commise en
égalant la moyenne des valeurs de H 2 I’unité.



a2

a3y
187. Nous avons trouvé la valeur de H pour laquelle la proba-
bilité de voir la balle se placer 4 I'intérieur de Pellipse correspon-
dante est -%.
Soient N le nombre des balles qui frapperont dans l'intérieur de
Pellipse, n celui des balles Lirées; la diflérence

CHAP. IX. — ERREURS DE SITUATION D'UN POINT.

n
N— 2
10

sera petite si n est grand. Cherchons la valeur probable du carré

(12) (N— -’—2—)2;
10

on a
; 2 2
(N_l) = N2— -2nN+£_‘
10 10 100
La valeur probable de N est —: par conséquent, celle de zno‘I

Q ? o 'y . o
est -I-E(;, etl CXPICSSIOD (12) peut étre remplacee par

SYLC
100
n? . . .
g est douné, puisque n est le nombre des balles qui ont été

tirées; nous devons chercher seulement la valeur probable de N2.
N est le nombre de balles placées dans l'intérienr de Iellipse.
Le probléme est donc celui-ci :

Un événement a poar probabilité 7;; quelle est la valeur pro-

bable du carré du nombre de [ois qu'il se présentera sur n épreuves?

Soient p la probabilité de 'événement (p est ici égal a /) et g
la probabilité de I’événement conlraire.
*Le développement

(p+gq)t=pr+nptig+ _"2:1})"_2?,_, g

donne, par ses différents Lermes, les probabilités des combinaisons

qui peuvent se produire.
Si donc on représenle cette somme par

z Aum:
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la valeur probable du carré du nombre m d’arrivées de l'événe-
ment dont la probabilité est p est

Zm2A,,pn;
on a
(p+gq)=Z2Anpm.

En prenant la dérivée par rapport & p et multipliant par p,
n(p+g)—ip=ZmAn,p™;

prenant de nouveau la dérivée par rapport & p et multipliant
par p,

n(p+glip+nn—1)(p-+q)ipt=ZmAyp™
et, puisque p + g =1,

2 m2A,,pm=np+n(n—1)p2= np2-+ npq.
i

p est 75, g est %; la valeur probable de N2 est donc

n? qn

-+
100 100

n?
E F
et, par conséquent, celle de N2— — est

La différence N — % doit trés probablement augmenter indéfi-

niment, comme le font toujours les valeurs des différences abso-
lues entre les grandeurs dont les valeurs probables sont égales;
mais la différence des valeurs relatives

(.1‘_‘_5 :

n, 10

tendra vers zéro, car la valeur probable de
N 1\2
n 10

. It lgn _ 9
n? (100 ~ 1o00n

est
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Le rapport du nombre N des balles qui se placeront dans l'inté-
rieur de la petite ellipse, au nombre total  des balles tirées, Lend
vers & quand 7~ augmente, puisque la valeur probable du carré de

9
1oon

.

la différence avec 15 est
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CHAPITRE X.

LA THEORIE DES MOYENNES.

Errorum regularium consideratio proprle ab instituto

nosiro excluditur
Gauss.

188. Abandon nécessaire de la lot de Gauss. — 189. Conditions imposées 4 la loi
inconnue qui devrait la remplacer. — 190. Détermination expérimentale de la
partie constante de l'errear — Evaluation de I'erreur & cramndre. — 191. La
moyenne des mesures converge vers la valeur véritable augmentée de I’erreur
constante. — 192. Valeur probable de la constanie caraciéristique désignée
par m?. L’évaluation de I'erreur & craindre dépend d’une constante nouvelle. —
193. La constante m? diminue quand on retranche I'erreur constante. — 194, Im-
portance de la valeur de m?; insuffisance de la formule la plus simple. Cor-

rection proposée sans preuve bien satisfaisante. — 195. Observations de mérite
mégal. — Poids d’une observation. — 196 Objection de Poisson & la théorie
des moyennes. — Cause de I'exception.

188. Ni le succés pres des observateurs de sa loi de probabilité
des erreurs, ni la simplicité des conséquences, ni leur accord con-
stant avec les faits n’ont décidé son illustre inventeur 4 y voir une
vérité démontrée. Nous avons indiqué les graves objections que
laisse subsister (138) la démonstration. Jamais Gauss ne les a pro-
posées, mais 'abandon de sa premiere théorie permet de croire
qu’elles s’étaient présentées i son esprit.

Sans renoncer aux méthodes déduites de cette théorie et deve-
nues indispensables, Gauss a voulu les éiablir sur des principes
plus certains.

La recherche d’une loi rigoureuse pour représenter la probabi-
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lité des erreurs ne semble laisser aucun espoir de succes : les plus
illustres y ont échoué et les données du probléme ne semblent
donner prise a aucune recherche théorique.

Gauss, sans chercher cette loi inaccessible, variable sans aucun
doute d’un cas & I'autre, a su, tout en laissant la fonction indéter-
minée, résoudre rigoureusement le probléme.

La fonction inconnue, d’aprés I'ingénieuse maniére dont il pose
la question, figure seulement dans des intégrales définies dont les
valeurs numeériques deviennent les constantes caractéristiques d’un
systtme d’observations.

189. Supposons qu’en mesurant une grandeur la probabilité
d’une erreur comprise enlre 3 et 5+ dz soil représentée par
¢ (z) ds. Lafonction inconnue ¢ (5) doit satisfaire & quelques con-
ditions qu’il faut dire :

On a rigoureusement

(1) I:?(z)dz= .

Il faut bien, en effet, que 'erreur ait une valeur, et la somme
des probabilités pour tous les cas possibles, entre — o0 et + o,
représentant la certitude, doit étre égale a I'unité.

Si les mesures n’ont pas d’erreur systématique et que !'instra-
ment rende les erreurs posilives aussi probables, exactement, que
les erreurs négatives, on aura

?(5) = ¢(—%)-

(Vest ce que nous avons supposé jusqu’ici, admettant qu’avant
Pétude d’un cas particulier on ait déterminé I'erreur constante de
Vinstrument, pour la faire disparaitre ou pour en corriger les

résultats.
Ne faisons pas d’abord cette hypothése, et posons
(2) fwch(z)dz=a;

a sera une constante que 'on peut appeler 'erreur probable.
Gauss la nomme la partie constante de I’erreur. Quand on I’aura
B. 16
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délerminée pour un instrument donné et un observateur désigné,
on la retranchera de chaque mesure; l'erreur, qui était 5, devien-
dra 5 — a. En posant

z—a=y,

Ja probabilité de I’erreur y sera toujours o (5) ds; si on lanomme
S(¥)dy, on aura

f yf(y)dy= f (35— a)¢(s)ds
et, a cause des conditions (1) et (2),
f ySf(y)dy=o.

La valeur probable des erreurs corrigées est donc égale a zéro
et. ce qui revient au méme, leur partie constante est nulle.

Nous parlons de la différence entre la valeur exacte et la valeur
observée, qui peut élre positive ou négative, et non de l'erreur
absolue, toujours positive, dont la valeur probable, évidemment,
ne saurait étre nulle.

190. La détermination de la constante a sera facile, en géné-
ral : on mesurera un grand nombre de fois une grandeur bien

connue.
Soient ey, €, ..., €, les erreurs successivement commises, on
prendra
(3) e,+eg+...+e,,=
n

La valeur probable de I’erreur doit, en effet, d’apres le théoréme
de Bernoulli, différer peu de la moyenne des erreurs.

On peut aller plus loin et donner une appréciation de 'erreur 3
craindre, en acceptant I'équation (3).

Posons

) fwzlcp(z)dz=m=.

La constante m? est déterminée pour chaque systéme d’expé-
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rience. On en trouvera la valeur approchée, expérimentalement
comme on a trouvé celle de «.

Cherchons la valeur probable de

. e+ ex+...+e¢ \ 2
(5) <_%___n_a);

elle donnera, évidemment, une indication de 'erreur a craindre
quand on accepte comme nulle la grandeur positive qu’elle repré-
sente.
Cette expression (5) peut s’écrire
Se?  2leep

2a
St T TR et

La valeur probable de e} est, quel que soit Z,

fwz29(z) dz = m2?;

—_

‘[:z?(z)ds=a

et, par conséquent, celle de e;e, est a2.

Ces valeurs sont les mémes pour toutes les valeurs de Z, car
Pappréciation de 'erreur & craindre est supposée faite a 'avance :
elle est relative aux instruments dont on dispose, aux méthodes
employées et 4 I'habileté connue de l'observateur. Sa valear n'a
rien de fortuit.

L’expression (5) devient, en ayant égard au nombre des termes
de chaque somme,

celle de ey,

m? n(n—1)a® 2na?
— + r —
n n n

c’est-a-dire
m2-— q?
(6) T
La valeur probable du carré de I'erreur commise en prenant
pour @ la moyenne des erreurs tend donc vers zéro lorsque n

augmente.

191. La moyenne d’'un nombre de mesures de plus en plus
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grand convergera vers la valeur véritable augmentée de I'erreur
constante a.

On aura, en effet, en nommant 2z, Za, ..., Zp les évaluations
successives d’une méme grandeur z el e, €2, ..., €n les erreurs

correspondantes,

2y = 2+ €y,

Ty = 3+ €,

Tp= 23 ~+ €p,

TikTate A In e+ e2+...+e,,’
n n
et, puisque la moyenne des erreurs différe peu de a quand n est
grand, la moyenne des valeurs de x diflérera peu de s+ a;et,sia
a été douné par I'étude préalable de I'instrument et de la méthode,
en le retranchant de la moyenne, on aura une évaluation de la gran-
deur mesurée d’autant plus certaine que les mesures seront plus
nombreuses. .
L’erreur commise sera exactement

e+ ey—+.. +¢€en
n

-_—

la valeur probable de son carré est inversement (190) propor-

tionnelle & n : on peut donc la regarder elle-méme comme de
I

I'ordre —-
Vn

La confiance méritée par la moyenne d’une série de mesures

s’accroit comue la racine carrée de leur nombre.

192. Pour obtenir, dans un systéme donné d’observations, la
valeur probable de la constante m?2, on fera une série de mesures
Zy, %2, ..., &, d'une grandeur bien connue 3 l'avance. e,
€ay ..., €p étant les erreurs successivement commises, on pourra
prendre

e} +ef4...+e}
n

L’erreur & craindre en adoptant cetlte équalion sera d’autant
moindre que}le nombre r des mesures sera plus grand. Il faut,
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pour P’évaluer, chercher la valeur probable de

2 2 2 \ 2
(e,+ez-;...-+—e,, —m?) )

f zho(5)ds = ht;

h sera une nouvelle constante liée a la perfection du systéme d’ob-
servation et, comme m, d’autant plus petite que le systéme de
mesures sera meilleur.

h* est la valeur probable de la quatri¢éme puissance de lerreur
commise dans une observation.

Ona

e} +e3+...+ e 2
(7) (1 2 - h e m2 —

Posons

23eke? om?

>
=€ T2

g

+ Se} +mt.

I
n?

La valeur probable de e; est A%, quel que soit Z; celle de e est
m? et celle de e? e, par conséquent, m*. La valeur probable de (7)
est, par conséquent,

ht n(n—i am*n
__|___£___)mk_. _

™ i -+ mkb,

c’est-a-dire

(8) —
elle tend vers zéro lorsque » augmente.

193. Lorsque I'on étudie un instrument, si 'on ne peut pas
faire disparaitre les erreurs conslantes, le premier soin doit étre
de déterminer l'erreur probable a; elle sera retranchée de chaque
résultat donné par 'instrument, la différence devenant I'évaluation
acceptée.

La valeur de m?2, relative aux mesures ainsi prises, est toujours
plus petite qu’avant la correclion; plus petite méme quesi, au lieu
de retrancher a, on faisait une autre correction constante, quelle
qu’elle fat.

Lorsque z est remplacé par (z -— a), la valeur probable du carré
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de ’erreur devient

fw (z—a)’q(z)dz:f”z’cp(z)dz-—zafwz o( %) dz+a=£ o(2)ds

et, & cause des équations

/ucp(z)dz=1, .f_:ch(z)d".:a,

fn(z— a)?9(3)ds = m*— a?,

«©

plus petite que m2. Il n’y a pas & craindre que a? soit plus grand
que m2, car le premier membre est essentiellement positif.

Si, au lieu de @, on retranchait de z une autre constante o, on
aurait

S ta—arota s

—c

= /mz’e?(z) dz—2mf”zq(z)dz+a2fn?(z)dz

v —w —_—

=m2—2au+ = m2— at+ (a — a)?,

plus grande que m*— a2.

194. La valeur de m?, quand on la calcule, comme on doit le
faire, aprés avoir corrigé chaque observation de sa partie con-
stante, est la mesure du degré de confiance 4 accorder au systéme
considéré.

Si m? est petit, toute erreur qui n’est pas trés petite en valeur
absolue a une probabilité trés petite. La valeur probable du
carré de I'erreur ne pourrait pas évidemment, sans cela, &tre trés
petite.

Si m?* est grand, on peut craindre de grandes erreurs; leur pro-
babilité ne peut pas éire petite.

La détermination de m? est donc importante. La régle donuée
la fait dépendre de I’équation

ef+ed+...+e}
n

= mz,
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et, pour connaitre m, il faut, par conséquent, connaitre d’abord
les erreurs commises dans une série de mesures.

Si cette condition n’est pas remplie, on procédera comme on a
fait (160) pour un probléme semblable, ou, plutét, pour résoudre
le méme probléme que nous avons déja rencontré. Nous avions
trouvé, en étudiant une loi de probabilité d’erreurs,

e} +e3+...+e} 1 ,
n 2k2
€yy oy ..., €, 6tant les erreurs successivement commises. Clest

précisément la méme formule, démontrée de la méme maniére,

I
2 k2

dans laquelle représente l'intégrale

© k
f — 22 e—M* d3,
e VT

f z20(z)ds,

lorsque la probabilité d’une erreur z, au lieu d’étre ¢ (3), est

qui remplace

k —htz2

71_1-6 .

Nous pourrons, comme nous I’avons fait (160), remplacer les
erreurs e, €a, ..., €,, si elles ne sont pas connues, par leurs va-
leurs approchées, qui seront les différences entre chaque mesure
et la moyenne, et I'on devra, comme il a été expliqué, remplacer
aprés cette substitution le dénominateur n par n — 1.

La démonstration, nous Iavons vu, suppose que l'on néglige
un terme donl la petitesse nécessaire est trés imparfaitement dé-
montrée.

195. Lorsqu’une méme grandeur X a été mesurée par des pro-
cédés différents, ou par divers observateurs avec des instruments
de mérite inégal, on ne doit pas prendre la moyenne. Les obser-
vations les plus dignes de confiance doivent garder une influence
plus grande.

Soient z,, 3, . .., 2, n évaluations d’une méme grandeur.

Supposons que chacune des évaluations soit corrigée de la partie
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constante, de telle sorte que la valeur probable de I'erreur ait été
rendue nulle.

Soient m2, m2, ..., m2 les valeurs supposées connues dc la
constante m pour chacun des ~ysiémes de mesures qui ont fourni
ces n valeurs. Si I'on fait entrer dans la détermination plusieurs
mesures prises dans les mémes circonstances, on supposera les

valeurs de m égales.
Cherchons parmi les expressions de la forme

(9) X=)\|z‘1+)\g$g+.-.+)\n$n

celle qui doit inspirer le plus de confiance. La valeur d adopler est
celle, évidemment, qui rendra minima la valeur probable du carré
de I'erreur commise.

On doit avoir nécessairement

(10) M+ Agdeo - Ap=13

car, sans cela, toutes les mesures étant supposées exactes, la valeur
qu'on en déduit ne le serait pas.
L’erreur commise dans ’évaluation (g) sera

)\161—1- heert+...+ 2, ep;
elle a pour carré
Sh2e+23% Are e,

Lia valeur probable de e, est nulle; par conséquent aussi, celle
de e, e;; celle de e} est m?. La valeur probable du carré de ’erreur
commise est, par conséquent,

A3m?2 4+ Aim} +...4 A3 m}.

Il faut choisir les valeurs de );, Ay, ..., A, qui rendent cette
somme minima en satisfaisant a 'équation (10).
Il faut égaler a zéro les deux différentielles

d)\g—i—d)\z—l—-- B d)\n= o,
amih dhi+ 2mdy dhg—+. ..+ 2mphp dhp = o.

La seconde de ces équations doit étre la conséquence nécessaire
de la premiére. Il faut pour cela que les coefficients des différen~
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tielles soient égaux et que I’on ait

mihi=mils=...=m2h,;

on en déduit, & cause de (10),

2

A = mi
= H
1 1 |8
— gt —5
m3 m32 m2

et la valeur de X qu’il faut adopter est

C’est la moyenne des valeurs successivement obtenues aprés que
chacune a été multipliée par un facteur égal & 'inverse de la valeur
correspondante m?2.

)l . 1 .
Ce facteur —3» d’autant plus grand que m?* est plus petit et que,

par conséquent, la mesure mérite plus de confiance, se nomme le
poids de ’obsercation.

r observations semblables équivalent, d’aprés la formule, & une
seule qui aurait un poids 7 fois plus grand.

Si la probabilité d'une erreur z est

on a

Le poids d’une observation est proportionnel a k2.
La définition nouvelle se trouve d’accord avec celle qui a été

donnée.
Le mol précision ne peut pas (165), dans le cas général, étre
défini avec la méme rigueur.

196. Larégle relative aux moyennes, et la sécurité qui en résulte,
est démontrée indépendamment de toute hypothése sur la loi de
probabilité des erreurs.
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Poisson a signalé comme une objection le cas ot la fonction ¢(z)

serait proportionnelle a
]
7+ 22

En la représentant par

on doit avoir

on en déduit

La probabilité d’une erreur comprise entre 5 et z -4 ds est
alors

k_ds |
(1) n k24 z°
Dans ce cas, 'intégrale
k [~ z2ds

Lres
' k2 -+ z2
-—

désignée dans la démonstration par m?, est infinie. Le poidsm—',_;
d’une observation est nul.

Il n’y a pas lieu de s’étonner si la conclusion est en défaut.

L’hypothése est réalisée par une girouette qui tourne librement
sans que rien la dirige. Considérée comme un instrument destiné
a montrer une direction, celle du nord par exemple, elle donnera
précisément la probabilité d’erreur exprimée par la formule (11).

Nommons z, en effet, la distance a laquelle la direction pro-
longée de la girouette coupera une perpendiculaire & la ligne que
Pon prétend déterminer, si la girouette fait avec cette ligne un
angle ¢, on aura

(12) (p=arctang’7zc--
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Toutes les valeurs de ¢ comprises entre — :;-r et + g sont éga-
lement probables.

La probabilité pour que I’angle désigné par le hasard Lombe
entre ¢ et © + dvp esl

do

Iy

4
L’équation (12) donne

kdsz

dy = ke

La probabilité d’'une erreur, sur z, comprise entre 5 et 5 + ds
est donc

C’est précisément la formule (11).
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CHAPITRE XI.

COMBINAISONS DES OBSERVATIONS.

Nachdem der Observator das Seinige gethan hat, ist
es an dem Geometer die Unsicherhert der Beobachtun-
gen und der Rechnung daraus abgeleiteten Grossen,
nach streng mathematischen Principien zu wurdigen.

GAuss.

197. La théorie des moyennes n’est pas applicable, en général, & la détermination
simultanée de plusieurs grandeurs. — 198. Lorsque plusieurs valeurs d'une
méme inconnue sont mmdépendantes, on peut prendre la moyenne en ayant égard
a leur poids; premier exemple. — 199. Deuxiéme exemple. 200. Troisiéme
exemple. — 201, 202. Probléme dans lequel les valeurs d’'une méme 1nconnue
ne sont pas indépendantes, resolu en suivant le principe de la démonstration, dont
il faut changer le détail. — 203. Probléme général; premiére solution de Gauss.
— 204. En ne faisant, en apparence, aucune hypothése sur la lor de probabi-
lité, on ne change pas essentiellement les conditions de 1’énoncé. — 205 Sub-
stitution de la plus petite valeur probable du carré de l'erreur a l’erreur la
plus probable. — 206 Lorsque le nombre des équations surpasse celui des
nconnues, 1l existe entre les erreurs des relations nécessaires qui ne sont pas
salisfaites. — 207. Expression adoptée pour l'une des inconnues; on rend le
carré de la valeur probable de I'erreur minimum. — 208. Les erreurs étant trés
petites, la solution est la plus générale. — 209 Valeur probable du carré de
Verreur & craindre — 210. Premier exemple. — 211. Second exemple. —
212. Les valeurs probables des carrés des erreurs commises sont indépendantes
de la concordance des résultats; explication de ce paradoxe. — 213. Les for-
mules sont démontrées pour des observations qui ne sont pas encore faites. —
214. On peut se placer 2 un point de vue trés différent; le probléme devient
insoluble. — Développement sur un exemple. La valeur probable a priori de
'inconnue que l'on veut calculer @ posteriori est un élément nécessaire de
la solution. — 215. La question appartient a la théorie de la probabilité des
causes; faute de 'une des données indispensables, la solution est impossible. —
216. Discussion d’un probléme analogue. — 217. Ktude du probléme général;
les solutions sont en nombre infini. — 218. Premier exemple. — 219. Second
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exemple. — 220. Evaluation, dans un cas trés simple, de I'erreur a craindre
en égalant la valeur vraie & la valeur probable — Calculs numériques. —
221. Théoréme des moindres carrés. — 222. Simphfication des calculs --
223. Exemple. — 224. Théorie de Gauss — 223. Objections de Bienaymé. —
226. Les corrections prescrites par la méthode des moindres carrés sont des
fonctions déterminées des crreurs réellement commises. — 227 Kxapression de
la somme des carrés de ces corrections. — 228 Valeur probable de cette somme.
— 229. Exemple. — 230 Incertitude de quelques assertions compiomettantes
pour la théorie.

197. Lorsqu’une méme grandeur a été mesurée plusieurs fois
et que les résultats ne s’accordent pas, s’ils inspirent une égale
confiance, il faut en prendre la moyenne; si leurs poids sont
inégaux, on tient compte (193) dans le calcul de leurs valeurs
relatives.

Lorsque plusieurs grandeurs ont été mesurées et qu’elles doi-
vent servir 4 déterminer des inconnues par des équations plus
nombreuses qu’il n’est nécessaire, le probléme semble de méme
sorte. On posséde, en effet, aulant d’appréciations différentes de
chaque grandeur que de groupes d’équations pouvant les déter-
miner ; mais ces appréciations ne sont pas indépendantes : cela
exige un changement de méthode.

Si I'on a, par exemple, mesuré les trois angles A, B, G et les
trois cOtes @, b, ¢ d’'un méme triangle, on pourra adopter comme
valeur de I'angle A, soit la mesure A directement obtenue, soit le
supplément de la somme B+ (, soit celle que 1’on obtient en
associant B ou (G a deux quelconques des c6tés, soit enfin prendre
pour données les trois c6tés.

Lors méme que ’on aurait évalué les poids relatifs de ces neuf
valeurs de Pangle A, la théorie des moyennes ne serait pas appli-
cable. La combinaison qu’elle prescrit vaudrait mieux, peut-étre,
que l'une des mesures adoptée sans correction, mais elle n’est
pas la plus plausible entre toutes. La théorie des moyennes sup-
pose, en effet, 'indépendance des mesures associées. La valeur
probable de chaque erreur est supposée nulle, ainsi que celle des
produits de deux erreurs. Les erreurs positives, en d’autres termes,
ont, par hypothése, méme probabilité que les erreurs négatives:
cette condition n’est pas remplie dans le cas qui nous occupe. Si
I'on s’est trompé, par exemple, en mesurant un angle, et cela est
inévitable, les calculs par lesquels on fera servir cet angle & deux
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déterminations d’un autre angle donneront, vraisemblablement,
des erreurs de signes contraires & celles du premier. La valeur pro-
bable du produit de ces deux erreurs sera posilive.

198. Lorsque la dépendance des erreurs n’exisle pas, on peat
appliquer la théorie des moyennes. Nous en donnerons quelques
exemples.

On veut déterminer la direction d’une ligne droite partant d’un
point pris pour origine des coordonnées. On mesure pour cela les
ordonnées ¥y, ¥2, ..., ¥n de n points de cette droite correspon-
dant & n abscisses connues z;, Zs, ..., Zn. Quelle valeur faut-il
adopter pour le coefficient angulaire de la droite? Les mesures
prises donnent, en désignant ce coefficient par a,

21 X2 X,

a= *—, a = =—» sy a=:*
2% Zo Zn
Ces déterminations indépendantes ont des poids inégaux qu’il

faut calculer.
Si I'on nomme m} la valeur probable du carré de I'erreur com-

mise sur ¥,, le carré de I'erreur commise sur ‘gi, x; étant exacte-
12
m} .
ment connu, a pour valeur probable ;l,f-; le poids de la valeur

z} .
correspondante de a est, par conséquent, —5. On doit, avant de
? m? ’

prendre la moyenne, multiplier chaque valeur de @ par son poids.
On aura

121 122 z
ymz +Z—2- +...+‘7"2"
a= i ms3 M
Tz @3 my
1 _ 2 R
e T
I 2 n

Si les mesures des ordonnées inspirent toutes la méme con-
fiance, l'expression se réduit &

@ = Z1 Y1+ e Yo .. A+ ZnYn
zi+ 23 +...+ 2L

199. Prenons pour inconnues, dans un second exemple, les
trois angles directement mesurés d’un triangle. La somme des trois
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mesures ne se trouvant pas égale 2 deux angles droits, quelles
corrections faut-il adopter?
En nommant les angles A, B, C, on a deux mesures de I'angle A :

A et 180°—B — C.
Ces mesures sont indépendantes; on peut donc en prendre la
moyenne, mais il faut calculer leur poids.
Soient m? le carré de ’erreur & craindre sur chacune des Lrois

mesures ; e;, €5, €3 les erreurs réellement commises. L’erreur sur
180°— B — C est e, + ey ; elle a pour carré

e3 + e} +2ee;,
dontla valeur probable est 2 m2. Les poids des deux déterminations

1 I
de I’angle A sont donc —; et — et 1’on adoptera la valeur
m? " am?

A+ é(lSO"-—-B—C)

=A+;—(180"—-A—B—C).

I
1+ =
2

L’erreur commise est

\

La valeur probable du carré de cette erreur est

(4 1 [) 2m?
m2( =4 — 4+~ ) + .
9 9 9 3

200. Le calcul précédent suppose les chances d’erreur dans la
mesure d'un angle indépendantes de la grandeur de 'angle. Quand
les mesures sont prises dans les mémes conditions, cela est, en
effet, presque absolament vrai.

Si, au lieu de mesurer les trois angles d’un triangle, on mesu-
rait les trois parties d'une ligne trés bien connue par des mesures
antérieures, le probléme, en apparence identique, serait, en réalité,
trés différent.

Soit { la longueur, supposée parfaitement connue, d’une ligne
dont les trois parties @, &, ¢ sont directement mesurées; on
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trouve
a+b+c=10+a.

Comment doit-on répartir V’erreur o enire les trois mesures? On a
deux évaluationsde a : @ etl — b —c.

Si e,, e, es sont les erreurs commises sur a, b, c, les erreurs
commises sur les deux mesures sont e, et e, -+ €3 ; mais les valeurs
probables de €2, e2, e? sontinégales : c’est ce qui distingue ce pro-
bléme du précédent. Soient m?, m2, m; les valeurs probables

2 2 2.
de e3, e3, e5; ona

(ex+e3)2= e} + e} 4+ 263€e3.

La valeur probable de e, e; est nulle s’il n’y a pas d’erreur con-
stantc; les carrés des erreurs commises sur les valeurs de o ont
donc pour valeurs probables m} et mj -+ m} et les poids des

. . ¢ L I
deux déterminations sont —y et —5——-
my mz -+ mj3

On devra prendre pour valeur de a

a 1
— +(l—=b—c)—g— .
mi m3 +mj} I b ) m?
; : =a+U—a—b—0) T
-+ 1 2 3
m:  m + m}

La difficulté est d’évaluer les erreurs probables.

Si les mesures ont été prises en portant sur chaque ligne une
unité de longueur, la valeur probable du carré de I'erreur com-
mise, dont chaque partie peut étre positive ou négative, est pro-
portionnelle (171) au nombre des unités; on prendra donc m? = a,
m3 = b, m} = ¢, et la valeur la plus plausible de a est

a
a—l—(l—a—b—c)m-

201. Résolvons un probléme trés simple auquel la théorie des
moyennes n’esl pas applicable.

Supposons que, d’une station O, on ait observé quatre points
Ay, A,, Ay, A,. On a mesuré, en les réduisant a Phorizon, les
angles sous lesquels sont vues les cinq distances A, Ay, A, as,
A Ay, AsAy, AsA,. Soient U, Ly, Uy, U, U5 les cinq valeurs
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obtenues; elles donnent évidemment trois mesures de l'angle
A|OA_3
Uy la— 1y, Iyt l;—1,.

Ces valeurs ne sont pas indépendantes. Les erreurs commises
sur {3 — I, et sur ly+ [y — [, sont lides I'une et 'autre & P’exacti-
tude de /;. La probabilité pour qu’elles soient de mémes signes
est plus grande que pour qu’elles soient de signes contraires. La
théorie des moyennes n’est pas applicable.

Cherchons sans changer de méthode, en modifiant seulement
la démonstration, la meilleure combinaison a adopter.

Nous résoudrons deux problémes :

Quelle est la meilleure combinaison des deux mesures {3 — /,
et [y~ {5— {4 qui ne sont pas indépendantes?

Quelle est la meilleure combinaison de /, avec la valeur déduite
des deux autres mesures ?

Pour déduire de £y — /, et de ls+ I5— [, la valear la plus plau-
sible de l'angle dont ces expressions représentent deux valeurs
approchées, nous prendrons pour cet angle

(1) )\1(13—'—15)4-)\2([2—!- l;— Za),
avec la condition nécessaire
A=+ Ae=1;

car il faut bien que, dans le cas ol les deux évaluations s’accorde-
raient, leur moyenne soit égale a leur valeur commune.

En nommant e, e,, e, €, e5 les erreurs commises sur les cing
mesures, 'erreur commise en adoptant (1) est

Ai(es—ey) +ha(ea+es—e,) =Dpea+ hes—( A+ hs) es+ daes.

La valear probable du carré de V'erreur commise, en nommant
m? la valeur probable des carrés e?, e3, ..., e, est

m2[A} + Af + (hy 4+ A2 )2+ A3] =m2(2AF 323 + 22y Xz).
Il faut déterminer A, et X, de-telle sorte que, en supposant

M+ lg: 1,
la somme
203 +3A% 4+ 27 he
soit minima.

B. 17
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On trouve

)\1= 27 )\2=_;’
et la valeur la plus plausible est
1 2 1
(2) U= l)+ g b+ li— b)) =g L+ b— U+ 3 b

Le carré de I'erreur commise sur cette détermination a pour
valeur probable

m2 (2X3 + 373 +2X7 %) = gmﬂ.

La valeur probable du carré de l'erreur commise sur /, étant

. , . . I .
m?, le poids de cette détermination sera —; celui de l'expres-

. 3 N
sion (2), ——;; ces deux valeurs du méme angle sont indépen-
' 5m2

dantes. On prendra donc, enfin, pour valeur la plus plausible
déduite de I’ensemble des mesures,

3/1 2 I
- - - —_— 5
l""5<3‘7’+3l3 l‘)"'sl)_511-\-12-;-2:3—31‘.;_1,
143 - 8

5

L’erreur commise sera

bei+ es+ 23— 3e,+ ¢
8 >

dont le carré a pour valeur probable

m2 5m?2
6—4(25+1+4+9+1)= <

202. Si, oubliant que les évaluations ne sont pas indépendantes,
on avait cherché les poids des trois mesures

111 lS_ l'ﬂ Zl+ ZS_' l\n
ils sont

Ao,

m?’ Imz 3me’
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on aurait adopté pour valeur de l'angle

L+t — L, —1
1+2(13 lk)-’— 3(l-+15 l‘) _6[(+').lg—|—3l-;—~5lr,—r~‘lls

I I L
1+ =+

2 3

-
/

. 8 N
Le carré de l’erreur aurait pour valeur probable “=m?, c'est-
a-dire 0,644 m? au lieu de 0,625 m>*.

203. Le probléme général qu’il faut résoudre est le suivant :

On a fait, pour déterminer » grandeurs inconnues, » + p me-
sures, dont les résultats s’y rattachent par des équations néces-
saires. Les équations se trouvent incompatibles; quel est le meil-
leur systéme de valeurs & adopter?

Sil’on accepte pour loi de probabilité des erreurs la formule
k
‘/—;e
toutes les grandeurs directement mesurées, la théorie devient fort
simple.

l.es mesures obtenues étant I, ls, ..., {y p, on devra, pour
rendre les équations compatibles, leur faire subir des corrections
€y, €2, ..., enyp. La probabilité pour que ces erreurs supposées
aient été réellement commises est proportionnelle au produit

az2 .
dz, en supposant a la constante & une méme valeur pour

e—hlet+elt..+el P) ;

elle sera maxima quand la somme des carrés des corrections sera
la plus petite possible.

Le meilleur systéme de corrections est celui pouar lequel la
somme des carrés des erreurs supposées commises est un mini-
mum.

204. Aprés avoir proposé le théoréme précédent, dont il a
suivi les conséquences avec une merveilleuse habileté, Gauss,
dans ses derniers Mémoires sur la combinaison des observations,
a voulu s’affranchir de toute hypothése sur la loi de probabilité
des erreurs.

Les régles prescrites n’ont pas changé pour cela.
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1l doit sembler étrange que la loi de probabilité des erreurs soit
sans influence sur les conclusions d’une théorie dans laquelle elle
joue un si grand réle.

L’explication est simple : une hypothése, compatible en appa-
rence avec toutes les lois, est introdujte dans la démonstration;
elle impose en réalité la méme forme a toutes.

Nous supposons, dit Gauss, les observations assez exactes pour
que les carrés et les produits des erreurs soient négligeables.

Toutes les équations se trouvent par la réduites au premier
degré, et toutes les lois sont équivalentes.

Si 'on nomme o (z) dz la probabilité pour qu’une erreur d’ob-
servation soit comprise entre 5 et 5 d3, on peut, 5 étant trés
petit, remplacer ¢ (5) par le développement

et

.2,

"

(0) +

2, 33
(3) :p(:):g(o)-q—zc_a’(m-a—:ag’(o}—'r-;—._—z_—- ZQJV(O)

Les erreurs constantes étant écartées, on doit avoir
?(3) =0 (—=3);

?/(0> et ‘?”/<°) sont donc nuls:
Le droit de négliger 22 devant = donne, a fortiori, celui de
négliger 5% devant 32 et de réduire I’équation (3) &

mais on a, en négligeant toujours 5% devant 32,

bs:
a+b32l=qea.

La founction o (5) estdonc, en réalilé, assimilée 4 une exponen—

tielle de la forme
G e-4%2,

203. Gauss, on le voit, aurait pu, dans les conditions oi il se
place, conserver sa théorie primitive. Il a fait beaucoup mieux.
Cette théorie conseille, en effet, 'adoption du systéme de correc-
tions dont la probabilité est maxima. La théorie nouvelle semble
préférable. La valeur probable du carré de l'erreur commise est
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rendue minima. Les deux conditions s’accordent, mais les prin-
cipes sont trés différents. Il aurait pu arriver que les corrections
les plus probables eussent accru, dans le cas ou elles ne sont pas
les véritables, les chances de commettre de trés grandes erreurs.
Toutes les probabilités doivent intervenir pour décider le meilleur
choix 2 faire.

206. Soient

les équations qui raltachent n inconnues z, », 5, ... & n+p
grandeurs mesurées /,, l,, ..., [, ,. Elles sont incompatibles et
donneront seulement une valeur approchée de chaque inconnue.
Nous supposerons les carrés des erreurs commises dans cette pre-
miére approximation négligeables. La théorie, sans cette simplifi-
cation, serait inextricable.

Le théoréme de Taylor permettra d’exprimer @, s, ..., Onyp €0
fonction lindaire des accroissements dont on néglige les carrés. En
éliminant entre les n -+ p équations ainsi transformées les erreurs
commises sur z, y, 3, ... dans la premiére approximation, on
obtiendra, entre les erreurs ey, es, .. ., €, cOmmises sur les gran-
deurs directement mesurées Iy, {s, ..., lnip, p équations du pre-
mier degré de la forme

\ P;e,-—l— P282+. o=t P,H_,,e,H.,, = hh
VQues+Qaea+...+ Quaplnip = hay
Riei+ Raea+. ..+ Ruspprp = As,

(5)

207. Pour ne pas compliquer les calculs, nous supposerons six
grandeurs observées et trois inconnues, dont elles sont des fouc-
tions déterminées ; les équations (5) seront alors an nombre de

trois et n + p sera égal a six.
Nous adopterons, pour représenter la grandeur dont la mesure

a été trouvée égale a /,, la somme

(6) L=+ hihy == Ao ko4 A3 by
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L’expression (6) se réduirait 3 /, si les mesures étaient parfaites;
mais de pelites erreurs ayant éLé commises, en les nommant e,, e,,
€3, €1, €5, eg, celle qui en résulte pour (6) est

\ e1+l1(P,el+ Pzeg—I—.. o= Pses)

(7) [ +)\2(Q131+Q232—r-.--+ Qseg)+7~3(Rle|+R232+...+R365).

Il faut choisir X,, Ay, A3 de maniére & rendre minima la valeur
probable du carré de cette erreur.

En supposant les mesures dignes d’une égale confiance, et nom-
mant m?* la valeur probable du carré e¢? de l'erreur commise sur
I'une quelconque d’entre elles, les valeurs probables de ¢; et
de e;ey étant nulles par hypothése, la valeur probable du carré
de (7) est

(8 m2(1+ A$SP24-A232Q24+ A2 R2+ 24, 2,2 PQ
) { +2)\27\32QR+ZKSXIZRP—F‘2)\1P1+2)\2Q1—2)\3R1).

Pour rendre cette expression minima, il faut égaler & zéro les
dérivées par rapport aux facteurs arbitraires X,, Ay, Ag; on écrira
donc les équations

j )\12])2 +122PQ+7\33PR+P1=0,

MEPQ+2SQ2 +~ L,E2QR + Q =0,
{ )\12PR+122QR+)\32R2 -+ R’=O-

(9)

Les facteurs .\Ag )\2 )\3 étant déterminés par ces équations
? Ll L4
l’expression

(IO) 11+)\1h1+)\gh2+ )\3h3

sera la meilleure valeur & adopter pour /,.

208. Une objection se présente. L'expression (7), dans laquelle
les indéterminées J,, X2, A5 ont été choisies le plus avantageu-
sement possible, n’est pas la plus générale parmi celles qui, si les
mesures étaient exacles, se réduiraient 2 /,. On pourrait obtenir
d’autres valeurs approchées en nombre infini. Pourquoi ne pas
chercher entre toutes celle qui donne la plus petite errear pro-
buble?

Si les erreurs n’étaient pas trés petites, 'objection serait fondée
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mais, les carrés étant négligeables par hypothése, toute fonction
qui se réduit & zéro quand A, A, ... sont nuls peut étre supposée
du premier degré par rapport & ces quantités.

209. Les équations (9) font connaitre les coefficients les meil-
leurs & adopter pour la formule (10). La valeur probable du carré
de lerreur est rendue minima; elle est représentée par la
somme (8), dans laquelle A, Ao, A3 seront déduits des équa-
tions (9).

L’expression (8) peut s’exprimer plus simplement. Si 'on ajoute
les équations (g) aprés avoir multiphé la premiére par A4, la
deuxiéme par A, et la troisiéme par X3, en retranchant du coef-
ficient de m? dans (8) la somme qui est égale a zéro, la valeur pro-
bable du carré de I’erreur commise sur /; prend la forme

m‘-’~(1+P1)\1+Q17\2+ R1)\3),

elle est proportionnelle & m2. Les valeurs de P,, Q,, Ry, A,
A2, A3 ne dépendent nullement de la concordance plus ou moins
parfaite des observations, révélée par les valeurs A, h,, h; des
fonctions qui devraient étre nulles.

210. Supposons, pour donner un exemple trés simple, que z,
¥, 3, u soient les quatre angles d’un quadrilatére. On a trouvé
pour ces angles, directement mesurés,

z =1,
y=1,
z =1,
u=1I0,.

Si les mesures étaient exactes, on aurait

Ly lo+ I+ [; = 360".

Cette condition n’est pas remplie; on a
L+ lo+ U3+ l:,—- 360°= A,

h élant supposé trés petit. .
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On adoplera alors pour 'angle 2z la valeur

X =l \h.

Si ey, ey, €3, e, sont les erreurs respectivement commises sur

les quatre mesures, Perreur E commise sur X sera
E=e¢ +Ale,+es+ e3+6,).

En nommant m2 la valeur probable du carré de chacune des
erreurs de mesure, la valeur probable du carré de E est
(11) m2 (14 4 A2+ 2)).
Elle est minima pour la valeur

I
A=—1,

4
et I'on doit prendre

X=h-%h

La valeur probable du carré de I’erreur est donnée par U'expres-

sion (11) quand on y suppose A = — ; Elle est donc
4
3m?
4_'7

indépendante, on doit le remarquer, de la valeur de 4.

211. Supposons, pour donner un second exemple, que, d’une
méme station O, on ait observé quatre points A;, A,, A;, A,. On
a mesuré, en les véduisant & Phorizon, les angles sous lesquels les
distances A As, Ay Ay, Ay Ay, A A, et Ay A, sont vues du point O,
en désignant par I, ly, ls, 4, 5 les valeurs trouvées. On veut en
déduire les valeurs les plus plausibles des angles z, j-, z formés
par OA, avec les trois autres directions OA,, OA,, OA,.

On aurait, si les mesures étaient parfaites,

(12) z =, y =/l 3=/, 33—z =1, s—y=1I
et, par conséquent,

(13) l:,+l1——/3=0,

ls+ lg——ls= 0.



CHAP. XI. — COMBINAISON DES OBSERVATICNS. 265

Les équations (13) ne sont pas satisfaites et, & cause des erveurs
d’observation, on a

\ [,‘-—‘- l.—l,:hl.
1 .
(4) ( 15-&-[3— l;:]ll.
On prendra pour z la valeur

(15) X=[1+)»1]l|+)\3112.

Si ey, es, €3, €;, €5 sont les erreurs commises sur les quatre
mesures, ’errear commise sur X sera

(16 E = e+ M(e,—+ e,—e3) + hales+ ea— e3).

Si m? désigne la valeur probable du carré de chaque erreur de
mesure e, ex, €3, €;, €5, la valeur probable de E2 est

(17) m2(1 =+ 3% + 303 + 21— 2 Ag).
Le minimum de cette expression correspond a
p p

)\:=——§’ )\gz

8

:
8

Nous adopterons donc, pour I'angle z, la valeur

I

3 /lg.

(18) X::ll——:-hl—i—
Elle s'accorde, on le voit en remplagant 4, et A, par leurs va-
leurs (14), avec la solution oblenue (201) par une voie différente.
Le carré de l'erreur commise en adoptant l'expression (18) est
{ m2; elle est indépendante de A, et de Ay, par conséqueni de
Iexactitude des mesures.
On trouverait, par des calculs semblables,

s

3
8h1_§h21

Y= l2—|—

7= lx-e—%lz,-i- %bz.

, . ' 5m?2
Les carrés des erreurs commises ayant pour valeurs probables -
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et 7—';12' les valeurs les plus plausibles des angles /; et /5 sont

Ll.=[.5,‘_‘§hl+ 112,

1
3
Li= b+ 5 hu— -:-hg.

212. Les valeurs probables des carrés des erreurs commises sont,
dans tous les cas, indépendantes de I'accord plus ou moins parfait
des observations. Les quantités désignées par A, Ag, ..., qui
seraient nulles si les observations étaient parfaites, ne figurent pas
dans Pévaluation de P’erreur a craindre.

Nous avons déja (173) rencontré et expliqué ce paradoxe. 1l
n’est pas inutile d’y revenir.

Dans la détermination de ’erreur probable, la précision des
observations a été supposée connue. Le facteur m? représente la
valeur probable du carré de I'errear commise sur chaque mesure.
En supposant ainsi 'habileté de I'observateur évaluée & l'avance,
sans qu’il soit tenu compte dans cette appréciation des discor-
dances révélées par la comparaison des mesures, il ne faut pas
s'étonner de ne pas voir figurer ces discordances dans le calcul de
I'erreur & craindre.

On mesure, par exemple, les trois angles d’un triangle; on a vu
déja l'observateur 4 I'euvre, il fait usage d’excellents instruments ;
on apprécie en conséquence la constante m? : I’erreur probable
est 0’,50. La somme des angles obtenus surpasse cependant 180°
de 12". L'observateur ne méritait pas la confiance accordée. La
valenr de m? était trés probablement mal choisie. Mais, pour en
adopter une autre, on manque de données suffisantes.

213. Les formules démontrées sont applicables & des observa-
tions qui ne sont pas encore faites; elles indiquent les calculs par
lesquels les inconnues devront se déduire des grandeurs direc-
tement mesurées. Les valeurs probables des carrés des erreurs a
craindre dépendent de la précision espérée pour les mesures qu’on
va prendre. Le cas ol cette précision est assez bien connue, a
priori, pour que les résultats obtenus n'y puissent rien changer,
quoi qu’il arrive, est tout  fait exceptionnel.

C’est 4 lui que se rapportent les formules.
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Y

214. On s’est placé quelquefois & un point de vue absolument
opposé. La précision des mesures est supposée inconnue; la con-
cordance plus ou moins parfaite des observations est le seul ren-
seignement d’aprés lequel on puisse 'apprécier.

Ce probléme est le contraire du précédent. Nous supposions la
précision connue a priori; le résultat plus ou moins heureux des
observations n’y pouvait rien changer; pour rendre cette hypo-
thése acceptable, nous supposions méme que les observations ne
fussent pas faites encore.

On suppose, au contraire, dans le nouveau probléme, la préci-
sion complétement inconnue. Il faut la calculer d’aprés les résul-
tats, qui sont, cette fois, la seule donnée.

Gauss a fait reposer la solution de ce probléme sur une formule
trés élégante, qui sera démontrée a la fin de ce Chapitre.

La formule est irréprochable; mais I'application est rarement
permise.

Le probléme n’est pas nettement posé.

Quelques exemples rendront la difficulté trés claire.

On a mesuré les trois angles d’un triangle; l'excés de leur
somme sur deux angles droits peut-il faire connaitre, indépen-
damment de tout autre renseignement, la valeur probable du carré
de U'erreur commise dans la mesure de chacun des angles?

Si I'on admet, comme il est vrai, qu’a chaque instrument manié
par un observateur désigné correspond, objectivement, une valeur
probable déterminée du carré de I'erreur et que, en donnant la
somme des trois angles obtenus, on demande la valeur vraie de
cette constante caractéristique de la précision, le probléme est
insoluble.

Une valeur vraisemblable est, évidemment, tout ce qu’il est
permis d’espérer.

En réduisant le probléme a ces termes trés vagues, une lacune
subsiste dans ’énoncé; elle doit enlever toute confiance dans le
résultat.

La connaissance de la valeur probable a priori de I'inconnue
dont on veut déterminer a posteriori la valeur vraisemblable est
un élément essentiel de la question; on ne donne sur lui aucune
indication.

Les trois angles d’un triangle ont été mesurés par un observa-
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teur trés habile; il a fait usage d’un excellent instrument; chaque
mesure a été prise trois fois; les résultats proposés sont les
moyennes des trois observations. La somme des angles, aprés
toutes ces précautions, surpasse 180° de o, 25.

Les mémes angles sont mesurés par un débutant qui s’exerce;
V'instrument qu’on lui a confié est médiocre. Chaque angle n’est
mesuré qu’une fois; les angles obtenus different des précédents
de plusieurs secondes chacun. La somme des angles, pour ces
secondes mesures, est exactement 180°.

Quels sont les résultats les plus dignes de confiance?

Les premiers, évidemment.

Les formules qui déduiront la précision des mesures de ’accord
plus ou moins parfait des résultats ne peavent manquer de donner
Pavantage aux seconds.

Le cas, pourrait-on répondre, n’est pas celui qu’on a supposé.
Les deux séries de mesures sont faites dans des conditions telles
qu'avant d’en connaitre le résultat, sans donner la mesure numé-
rique des deux précisions, on les propose comme trés inégales.
L'énoncé du probléme résolu par Gauss suppose, au contraire,
que I’'on ne sache rien sur la précision des mesures.

Est-il possible, quand on combine des mesures, de ne rien
savoir sur leur précision? Savoir, comme on I'admet, que toutes
les valeurs de I’erreur probable sont @ priori également vraisem-
blables serait un renseignement trés précis qui, vraisemblablement,
n'a dans aucun cas représenté la vérité.

Sans avoir étudié un instrument, le nom du fabricant, le prix
dont on I'a payé, la situation de I'observateur qui s’en sert, font
que certaines évaluations de sa précision, sans étre tenues pour
impossibles, seraient accueillies avec étonnement. Cela sulfit pour
changer les conditions de I’énoncé.

215. La question appartient 4 la théorie de la probabilité des
causes. Le désaccord entre les mesures prises est un fait observé.
Les causes possibles, en nombre infini, sont la précision de chaque
mesure. Quelle que soit celte précision, 1’événement observé est
possible. Le plus adroit peut avoir une défaillance; le plus mal-
adroit peut, par un heureux hasard, oblenir de bons résultals :
les résultats trés inexacts peuvent se compenser fortuitement.
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Plus la concordance est grande, assurément, plus il est probable
qu’elle a pour cause I'exactitude des mesures et que celle-ci est
due a I’habileté de l'observateur.

La probabilité assignée & chaque cause dépend (113) de deun
facteurs : la probabilité que la cause donne a I’événement observé
et la probabilité, a priori, pour que la cause ait agi.

On veul, d’aprés I'énoncé, comme on I’a fait trop souvent en
d’autres circonstances (123, 124, 130), se passer complétement de
la seconde donnée. Cest une faute contre les principes. [La lacune
laissée dans ’énoncé sera forcément remplacée dans chaque solu-
tion obtenue par une condition introduite arhitrairement.

216. Supposons, pour faire connaitre le principe de la méthode
adoptée, qu’on veuille déterminer la chance pour qu'une pigce de
monnaie désignée retombe sur le coté face quand on la jette en
Pair.

La piéce est jetée W [ois : elle a montré m fois face et n fois pile.

Soient p la probabilité inconnue qu’elle donne & I'arrivée de
face, ¢ celle qu’elle donne & I'arrivée de pile.

L’événement le plus probable sur u épreuves est pp fois face.
En égalant la valeur probable & la valeur vraie, nous aurons

rp=m.

La valeur vratsemblable de p serait donc %

Le principe, appliqué & un petit nombres d’épreuves, donnerait
des résultats inaccepiables. Si, sur trois épreuves, la piéce a
montré deux fois face, oserait-on proposer 3§ comme valeur vrai-
semblable de la probabilité qu’elle donne a l'arrivée de face?

Lorsque le nombre des épreuves est grand, le résultat cesse
d’étre choquant. La précision de la valeur proposée pour la pro-
babilité p n’est pas pour cela mieux justifiée.

Une méme piéce a été jetée 1000000 de fois : on a obtenu
500391 fois face; on en conclut que la piece donne, vraisembla-
blement, i la sortie de face, la probabilité

(19) p = 0,500391.

Aucune de ces six décimales ne mérite confiance.
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La probabilité p a une valeur objective. A chaque piéce,
d’aprés sa structure, correspond une valeur déterminée de p.
Personne n’a pu croire, bien entendu, que cette valeur soit égale
a4 (19); mais il n'est pas méme trés probable qu'elle soit plus
grande que 0,50.

Supposons que, la piéce étant bien connue, la valeur exacte

de p soit

(20) P =0,499609,

Cest-a-dire qu’elle s'écarte de § précisément autant que la va-
leur (1g) indiquée par le calcul, mais en sens inverse.

Cherchons quelle serait, dans cette hypothése, la probabilité
de ’événement observé.

Le nombre le plus probable des arrivées de face est
499609.

L’événement observé est l'arrivée de 500391 fois face; Iécart
est 782.
La probabilité d’un écart égal & & est

k2

L PPY;

Vapmpg

on a
2 (782)2
21pg 500000

= 1,223 05.

La probabilité donnée par I’hypothése 4 I’événement observé est

1

Varppg

celle que donne au méme événement I’hypothése la plus plausible
pour laquelle il correspond & un écart nul est

e—1,22805;

I

V2pmpg

Le rapport est
e—1,22305 — 0, 294 332.

Le rapport des probabilités de deux causes également probables
@ priori est exactement celui des probabililés observées. La va-
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leur (19) de p n’est donc pas quatre fois plus probable que la
valeur (20), que nous avons choisie, on peut le dire, absolument
contraire.

217. Reprenons la question générale.

On a mesuré n —+ p grandeurs U, &, I3, ..., l,4p. Elles sont
liées par des équations rigoureuses & n inconnues &, ¥, 3, ....
En éliminant les inconnues, on obtient p équations nécessaires
entre les n + p grandeurs mesurées :

Fi(lii l!) arey ln-i—p): 0,
Fg(l“ lg, ooy l”+p)= o,

Fp(l], 12, ceey ln+p)= O.

Les mesures n’étant pas parfaites, ces équations ne seront pas
satisfaites : les premiers membres auront de petites valeurs — A,
— ks, ..., —h, qui seront exactement connues, puisque les
mesures Iy, la, ..., Lo p le sont.

Si I'on nomme e,, €a, ..., €,,p les erreurs commises sur ces
mesures et qu'on en néglige les carrés, la fonction F,, qui est
égale & — A, et qui doit étre nulle aprés les corrections, recevra
un accroissement k,; on obtiendra ainsi p équations du premier
degré
Pies+ Poea+...4+ Pripenip=hy,

Qie1+ Qeea—+...+ Quipenip= ha,

(21) '
R]€1+ Ree;+...+ Rn+peﬂ+p= h3a

Ayy Ry, ..., h, étant des nombres connas dans chaque probléme.

Le principe admis est celui-ci :

Il est permis, & titre d’approximation, d’égaler une fonction des
premiers membres de (21), dont la valeur est exactement connue,
a la valeur probable calculée avant 'épreuve.

Cette égalité, bien entendu, n’a jamais été proposée comme
certaine : Valor verus, dit Gauss, prout fors errores obtulit,
major minorve medii fieri potest.

Ces deux grandeurs, la valeur véritable et la valeur probable,
que le hasard peut faire plus grandes ou plus petites l'une que
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Vautre dans une proportion inconnue, sont égalées cependant
pour former I'équation dont la solution est déduite.

La critique est rendue difficile. Quand on a dit : le second
membre de I’équation proposée peut étre, suivant la décision du
hasard, plus grand ou plus petit que le premier, on s’est mis en
régle avec la rigueur : le lecteur averti sait qu’on n’y prétend pas.
De quel droit reprocher une cause d’erreur nettement signalée?

Le résultat est donné comme une approximation; il est tout
natweel, au contraire, de chercher quelle confiance mérite le prin-
cipe sur lequel elle repose. Nous montrerons que, le principe
étant admis, on peut en déduire, pour la précision, des valeurs
trés différentes et dont aucune, par conséquent, ne mérite con-
fiance.

Formons un polynome

(22) )\,hf—i—-)\ghg—a—...-a-l,,h;-:—)\,,_,.,hmg—i- vy

homogéne et du second degré par rapport aux seconds membres,
numériquement connus, des équations (21). Quels que soient les
coefticients choisis, Ay, Ay, ..., expression (22) est connue,

On peut en déterminer la valeur probable, avant les épreuves
faites, en fonction de la valeur probable m? du carré de 'erreur
commise sur chaque mesure.

hiy hay ..., hpsont exprimés par les équations (21) en fonction
des erreurs ¢,, ¢, ..., eryp- Le polynome (22) est donc une
fonction connue des erreurs commises dans les mesures; on en
peut former la valeur probable en remarquant que celle de e?
est m* et que celle de e,e, est nulle, quels que soient ¢ et /. La
valeur probable du polynome (22) sera donc de la forme Gms2,
G étant connu. En Iégalant 4 sa valeur vraie, puisque tel est le
principe accepté, on obtiendra une valear de m? dans laquelle
figureront les facteurs arbitraires désignés par A.

218. 1l ne sera pas inutile de donner une application.

On a mesuré les trois angles d’un triangle; les erreurs com-
mises e, e,, e; sont inconnues, mais leur somme est exactement,
connue; on a
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h, étant I'excés de la somme des angles mesurés sur deux angles
droits.
On en déduit

h} =e}+e3+ e} ~2e e+ 2ee5-+2€5€;.

S1 m? est la valeur probable du carré de chacune des erreurs ey,
es, e3, la valeur probable du second membre est 3m2, et l'on
écrira, en égalant cette valeur probable a la valeur vraie,

h? =3 m?2;
par conséquent,
= h?
-3

Comme il n'y a qu’une seule équation entre les erreurs, il n’y
a pas, dans ce cas, de choix a faire entre les combinaisons.

219. Reprenons le probleéme résolu (203). On a mesuré cing
angles Uy, &y, &5, Ui, 5, entre lesquels les conditions géométriques
du probléme donnent les relations nécessaires

lg+l1*—l3= o,
ls+Ul—1Il3=0

Les mesures étant imparfaites, on a trouvé

I+ ll——l3= h;,
l5—|— lg-— l3= hg.

En désignant les erreurs réellement commises par e,, e, e3, e,, 5,
on a donc
e~ ey — ey = hy,

eg—+ Cp— €3 = }22.
Quels que soient les facteurs Ay, Az, A3, le trinome
(25) )\1}!% —}—)\ghg —!—)\3}21’7-2

est connu.

Ce irinome est une fonction homogéne du second degré des
erreurs e,, €, €3, €;, €5, et, si 'on nomme m?2 la valeur prohable
du carré de I'une de ces erreurs, celle du produit de deux d’entre

B. 8
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? "
elles étant nulle, on trouvera pour valeur probable de I'expres-
sion (23), calculée avant les mesures prises,

mMA(3N] 4+ 323+ dg).
En égalant cette valeur probable 4 la valeur vraie, on aura

)\, hZ 4~ M h3+ hyh by
(24) mn SA‘—r—S)\z-*)—)\; ;

hi+ ha, Ag sont arbitraires.

Si I'on voulait choisir entre les valeurs en nombre infini repré-
sentées par la formule (24), il faudrait chercher la valeur pro-
bable du carré de la différence des deux membres et disposer de
Ais ko, As de maniére a la rendre minima.

Mais la formule (24), qui peut évidemment donner des valeurs
de m? trés inégales, reste, quels que soient les facteurs A,, A,. Ag,
la conséquence de I'égalité admise entre la valeur vraie d’une
grandeur et la valeur probable.

220. 11 est aisé¢ de prouver par un exemple combien sont
grandes les erreurs & craindre en égalant les valeurs vraies aux
valeurs probables.

Un observateur mesure les trois angles d’un triangle; la proba-
blhté d’une erreur comprise entre 5 et 5+ dz est, pour lui,

“ e dz. Quelle est la probabilité d’une erreur y sur la somme
T

des trois angles?

On peut dire :

La valeur probable du carré de l’erreur commise sur chaque
angle est — Ic2’
La valeur probable du carré de I'erreur commise sur la somme

des trois angles est — k’
Si donc on représente la probabilité d’une errear ¥ sur la somme
. kK .
des trois angles par ﬁe—""f’, il faudra supposer
I —
2k
k=

)

3,
YN
*
V:

wl
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La probabilité d’une erreur plus petite que o sur la somme des
trois angles est donc

L /‘ae“"'"*f' ds = e (A 2).
\/n:: 4
La démonstration peut laisser un doute. En acceptant la loi
représentée par ¢~**=* pour les probabilités d’erreurs partielles sur
chaque angle, est-il permis d’en conclure une expression de méme
forme pour l'erreur totale? L’assertion n’est pas évidente; on peut
la démontrer.
Soient z, 3, 5 les erreurs commises sur les trois angles d'un
triangle; posons
T Ay -2 =0,
22+ y2 4 2=

L.a probabilité du concours des trois erreurs était, a priori,

k3
—e—R*0* do dy ds,
Ty

.
. k3 .
elle est le produit de —/_e"’P’ par I'élément de volume dz dy dz,
Ty
en considérant z, ¥, 3 comme des coordonnées rectangulaires.
La probabilité pour que, 2 + y -+ 5 étant compris entre x et

« +da, p le soit entre p et p —+ dp sera le produit de k

Ty T
par le volume compris entre les deux sphéres qui correspondent
aux rayons o et p + dp et les plans dont les équations sont

e__ppa

rT+y+z=a,
Z+y +3=a+da
‘Ce volume est
2mp dp do.

V3

La probabilité a priori pour que, la somme des erreurs étant
.comprise entre a et a —+ da, celle de leurs carrés le soit entre p2
et (p -+ dp)? est égale &

(25)

3 g—htp?
(26) 2k% e #*P'pdodn

V= V3



276 CALCUL DES PROBABILITES.

La probabilité pour que la somme des trois erreurs soit com-
prise entre o et o+ do est la somme des valeurs de (26) pour

. . . A%
toutes les valeurs possibles de o qui sont comprises entre 7; el oo.

La probabilité pour que la somme des trois erreurs soit comprise
enire o et a. 4+ do. est donc

2k3 da ®
27 — — e—**0%0 dp;
( /) ‘/;" \/3 ‘/E.‘ P P7
V3
ona
P Aot
—A2 G2 — —73
\/o“ e PPodp = s ¢ .
Vi
La formule (27) se réduit a
k da B2
—_— =€ 3 3
V= /3

précisément celle que nous avions admise.
&

221. Supposons, pour entrer au détail, qu'en mesurant les trois

angles d’un triangle I’erreur probable sur chaque mesure soit égale
T

4 2", la valeur correspondante de £ est
2y T

La probabilité d’une erreur plus petite que 1” sur la somme des
trois angles est, dans ce cas,

8 ——) =o,15.
N 2y 3w

L’événement n’a rien d’invraisemblable.

Sl arrive cependant qu’en mesurant les trois angles d’un
triangle, on trouve une somme d’erreurs égale a 1”, la théorie
adoptée donnera, pour déterminer la valeur vraisemblable du
carré de I'erreur sur chaque mesure, la relation acceptée

Im2=1;
par conséquent,

|-
I
S
[

[
[
W~

>~
»
[
wlw
-
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ce qui correspond & une erreur probable de chaque mesure

' V3 o_ o

e —‘/,=_ = o"5.

Lorsque, dans une seule épreuve, l'erreur commise sur la
somme des angles d’un triangle est égale & 1”, est-il possible de
proposer avec confiance o”,7 comme la valeur vraisemblable de
'erreur probable sur chaque observation?

La valeur probable, pour I'observateur qui a mesuré les angles,
est un nombre parfaitement déterminé; en la supposant égale & o,
c’est-a-dire triple de la solution proposée, la probabilité d'une
erreur moindre que celle qui s’est produite serait o,15.

La valeur o”,7 adoptée pour l'erreur probable donnerait a
Pévénement observé, c’est-a-dire & une somme d’erreurs moindre
que 1”7, une probabilité plus petite que 4 égale a

Io 4
9(- \/3_7:> =07
/

La probabilité pour qu’en adoptant o’,7 pour valeur probable
de I'erreur on s’écarle peu de la vérité est, on le voit, fort éloignée
de la certitude.

222. Pour expliquer plus clairement les principes théoriques
de la méthode des moindres carrés, nous n’avons tenu aucun
compte de la longueur des calculs. On peut, dans presque tous
les cas, les abréger considérablement.

Les corrections prescrites par la méthode exposée (210) pour
les grandeurs directement mesurées I, 0y, ..., l,.p satisfont &
une condition remarquable qui peut servir de base 4 une détermi-
nation plus rapide des inconnues.

La somme des carrés des corrections faites aux mesures est un
minimum.

Reprenons pour le démontrer la question déja résolue (210),
en supposant toujours, pour éviter la longueur des formules, trois
inconnues seulement, entre lesquelles on a six équations.

En nommant {;, I,, ..., [ les grandeurs mesurées et e,, ey, ..., &
les erreurs trés petites commises dans leur évaluation, les condi-
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tions du probléme donneront trois équations du premier degré
entre les six erreurs

‘ P181+Pgeg—l-Pges-i—Pge;—i—Pues—l—Pﬁeb:}Lj,
(28) { Q181+Qz€g+Q3e3—:—Q585+Q565+ Q636=h2s
( R181+ Rzeg—f—Raeg-l— R#eh—!— R585+ Rﬁeli:ha-

A

Nous allons chercher & déterminer entre les solutions de ces
équations le systéme pour lequel la somme

(29) e} +e3+e3+e}+el+ et

est minima. Nous constaterons I’identité des corrections ainsi dé-
termindes avec celles qui résultent des conditions adoptées (210).
Pour rendre la somme (29) minima, il faut égaler sa différen-
tielle & zéro en méme temps que celle des expressions (28).
Nous aurons ainsi les équations

(30) ey de .+ esdes+ esdes—+ e, de,+ esdes—+ eqdesg= 0}
Py de,+ Py des+ P3 des+ P, de,+ P; des+ Py deg = o,

(3[) . Ql de;-(—Qg de,—+ Q3 dez—+ Q5 de,',-l— Q-; des—i— Qsdee= o,
[ R, d81—|— Rg de,—{-— R3 des+ R, de,,—l— Rs des+ Rg des = 0.

On ajoutera, conformément & la méthode de Lagrange, ces
quatre équations, aprés avoir multiplié trois d’entre elles par des
facteurs p,, w2, w3, et on égalera a zéro les coefficients des six
différentielles. Les équations

ey -+ [.I.1P1+ (-J-:Q1+ [J-aR1= 0,
&y —+ [J.lpg-i— }L}_Qg—l— 22 Rl_)= o,
(32) &3+ H1P3+H2Q3+{13R3=0,

€5+ pqu—l- [J.ZQG—F- {J-sR.g: o,

jointes aux trois équations (28), détermineront les corrections e,
€1, €3, €, €5, ¢ et les multiplicateurs uy, po, .

En ajoutant les équations (32) apreés les avoir multipliées par
les coefficients de chacune des inconnues p;, s, ps, et en ayant
égard aux relations (28), on formera les équations

S{-L:fpf) + pe(P1Qg) + ps (P Ry) = Ay,
(33) pPQU + 12 (Q3) 4 ps(R Qq) = o,
? Pl(Plﬁt)‘l‘Fz(QtRl)"—Hs(R?) = hs,
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ou (P?), (P,Q)), ... représentent les sommes

P} +P: —+P3
P;Q;+ P2Qs+ P3Qy,

Les équations (33) feront connaitre w;, pa, t3. On déduira
ensuite de (32) ey, ey, €3, ...

Les corrections ainsi obtenues sont idenliques a celles qui ont
été déduites (209) du Calcul des probabilités. Reprenons, en
effet, les équations (7) qui font connaitre %, A, Xy elles ne
different de (33) que par le changement des termes indépendants
des inconnues.

Cherchons par les deux méthodes la correction désignée par e;.

Les valeurs de A, Aq, s étant données par les équations

)\Q(P%) +7\2(P1Q1)+13(P1R1)=—P1~

(34) M(P1Qi) +22(Q3) +M(QR)=—Q,
M(R{Py) +2(R1Q1)+ 2N (R}) =—Ry,

la correction prescrite est
e1=2Ahyi4+ A hy+ A3 hg.
La condition du minimum donne
eg=—p Pi— 12 Qi — 3 Ry,

En ajoutant les équations (33) multipliées par A, ko, As et les
équations (9) multipliées par ., @, us, on constate I'identité des
deux sommes.

223. Le principe des moindres carrés étant admis, on peut s’en
servir pour obtenir les meilleures valeurs des inconnues, sans
s'astreindre au calcul préalable des erreurs commises sur les
grandeurs directement déterminées.

Les équations imposées aux inconnues étant
e1(z, ¥, 3, ...) =14,

(35) P (2, ¥y 3 oo )=y,

On+p(®, 3y 3, ...) = lnwpy
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et leur nombre n + p surpassant le nombre » des inconnues, on
devra d’abord déterminer des valeurs approchées X, Y, Z, ... de
Z, ¥, %, ... pour lesquelles ils subsistera entre les deux membres
des équations (35) des différences trés petites oy, das «ory Gnyp- Sl
on nomme z,, 4, 5, ... les corrections qu'il faul faire a X, Y,
Z,...,et ey, e ..., enyp celles de 4, &y ..., lyyp, On aura, en
négligeant les carrés de ces corrections, des équalions nécessaires
de la forme

Pyxi+Poy)—+ Pysi—+.. .4 = ey,
Qi+ Qoy1+ Qs+ . .- ay = €,

(36)
Rizi+Rarvi+Rys +. .. 23=e3,

Pour rendre minima la somme
ef+e3+e3+...,
1l faut, aprés ’avoir formée, égaler a zéro les dérivées par rapport
&2y, ¥, 51, -.., et ['on aura ainsi, entre les inconnues véritables
de la question,

Pj(Pgwx)—P QI(Q1x1)+R1(R1$1) -+ e P,al—l- Qldg-l—. .= 0,

Py(Pyay) + Qa(Qi21) + Re(Ryzy) +...+ Paag+ Qeaz+...=0o,
P,,(Pm',) -+ Qa(le‘i) -+ Rg(R{.Z‘i) [ T Paal-l- Q3d2+. L= 0,
(Pyzy), (Qyzy), ... désignant P’ensemble des termes qui, dans
les équations (36), précédent a,, 0y, .. . On est conduit & la régle

suivante :

On ajoutera les premiers membres des équations du premier
degré, dont les seconds membres sont les corrections a faire subir
aux grandeurs directement mesurées, aprés les avoir multipliées
successivement par le coefficient de chaque inconnue.

Les éqnations ainsi formées, en nombre égal a celui des incon-
nues, donneront la solution du probléme.

224. Supposons que cinq points A, A,, Ag, A,, Ay aient été
visés d’une méme station O. Sur les dix angles que forment deux
& deux les lignes de visée, on en a mesuré huit. En nommant z,,
@3, Z3, x4 les angles de la direction OA avec les quatre autres,
ces angles déterminant tous les autres, les mesures choisies sont
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telles qu’en nommant 1,, 0, 1, L. l5, ls. L, (3 leurs valeurs
exactes, on a

= la, Zo—x3= Iy, z,— 2y =L,

=1/,
I, x3— 2y = L,, zy = Is, ry—x) = lg.

G |

x>
Les relations entre les angles mesurés doivent étre

lg— li—l;,:‘ o,
(38) 12—l5—15=0,
l1— 17— 16= o,

ls—li—ly=o.

Ces expressions ne seront pas nulles, mais auront des valeurs
trés petites. Nommons ces quatre valeurs o, a,, o3, o;; elles don-
neront, indépendamment de tout calcul, une premiére idée des
erreurs commises.

Pour appliquer la méthode des momndres carrés, il est inutile de
former les équations (3); nous ajouterons le~ équations (37) aprés
avoir maltiplié chacune par le coeflicient de I'une des inconnues
successivement choisies. Nous aurons ainsi

3oy—xy —wy= L — g — Iy,
3ry—xy— 2y = I3+ [s— 14,
3zy—zy,—wy =101 — I3+ U,
32, — T3+ wo= {4+ I3+ {,.

On en déduira les valeurs des inconnues

wi= gh+ b= Sl— bt gl — S Lu— Ay,
o= 2l gh+ Sl sho+ Tl v 1+ A,
o= Tt pl— Rl Sl 2l Lo+ 2t~ 2,
2, = ;li—n--lzgl,q- 5—513—&— [4—515—1— %ls-s—i%l,-,-x— 1251—'—151

2235. lLorsque les corrections -eront calculées, on devra cher-
cher, en tenant compte des réserves faites, la valeur probable du
carré de 'erreur & craindre pour chaque inconnue.
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Gauss a donné pour ce calcul, comme pour tous les détails de
cette théorie, une méthode devenue classique de laquelle résulte
une démonstration du principe des moindres carrés trés différente
de celle que nous avons adoptée. Nous la reproduisons textuelle-
ment.

Prosikve. — Désignons par v, ', o', ... les fonctions linéaires
suivantes des indéterminées z, v, 5, ... :

v=ar + by +c3+...+1,

(Gy) V=a r+by+cz+...+1,
1

V=u'r+=by+c's—+...+0,

Parmi tous les systémes des coefficients %, ¥, ', ... qui don-
nent identiquement

2o +r 0 = =2 —k,
k étant indépendant de x, y, s, ..., trouver celui pour lequel
2 A2 %2 est minimum.

Posons

S av+-a'v+a v +...=E,
1,1 o — .

(Gs) be + 00"+ 0" .. .=,

( o +cv " .=,

€, n, { seront des fonctions linéaires de z, ¥, 3, etl’on aura

§=2%a? +ylab-+ 3Sac—+...+ 2al,
(Gs) n=a3ab+yIb? +33bc ...+ 2bl,
{=2Zac+yZbec + 35¢* +.. + Zel,

ou
Tat=al+a+a" ...,
et de méme pour les autres .

Le nombre des quantités &, v, {, ... est égal au nombre w des
;connues Z, y, 3, ...; on pourra donc obtenir, par élimination,
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une équation de la forme suivante (*)
z=A4(az2)f+ (2B)n+ (29){ +...,

qui sera satisfaite identiquement lorsqu’on remplacera &, %, § par
leurs valeurs (G;). Par conséquent, si l'on pose

5 a () +b (aB)+ec (ay)+...= 2,
(Gs) a'(an)+ b (a8)+c' (2y) +...= o,
a'(ax)+ 0"(28) +c"(ay) +... =2,

on aura identiquement
(Gs) 20 420+ 2" . =2 —A.

Cette équation montre que, parmi les différents systémes de
coefficients %, #', #’, ..., on doit compter le systéme

On aura d’ailleurs, pour un systéme quelconque,
(r—2)p 4+ (' —a ) (' —a" )W +...= A —F,

el celte équation, étant identique, cntraine les suivantes :

(x—z)a+ (' — o' )a'+ (2" —d")a"+...= o,
(x—a)d 4+ (2 —a' )b 4+ (" —d")b"+... =0,
(x —a)e + (' —a')e' +("— 2")¢" +...=0o,

Ajoutons ces équations aprés lés avoir multipliées, respective-
ment, par (aa), (28), («y), ..., nous aurons, en vertu du sys-

téme (G4),
(x—a)a+ (X —2)d+("—a")d"+...=0,
c’est-a-dire

K ® 2 = a2 (ke a)2 - (K — )2

(1) On verra plus loin la raison qui a conduit & désigner les coefficients de
cette formule par la notation (aa), (af).
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par conséquent, la somme
R SRR R AR S

aura une valeur minimum, lorsque I'on aura

" "
®=a, ®'=d, ®'=a,

D’ailleurs, cette valeur minimum s’obtiendra de la maniére sui-
vante.
L’équation (Gy) montre que l'on a

ar+a'd+a" L +...=o,
a % ' 4...=o0,
b +bl I+bll "+ o
co+ca+c"d"+.. =o,

teie s te e s iec e

Multiplions ces équalions, respectivement, par (aa), (¢f), (o), ...,
et ajoutons; en ayant égard aux relations (G,), on trouvera

o424 a2, . = (aa).

Lorsque les observations auront donné des équalions approxi-
matives

¢ =0, v'=o0, o' =o, ceey

il faudra, pour déterminer l'inconnue 2, choisir une combinaison
de la forme suivante

%o 420 %" +.. . =0,

telle que I'inconnue x acquiére un coefficient égal & 1 et que les
autres inconnues se trouvent éliminées.
Le poids de cette détermination sera

I
PPV RV P

On obtiendra la détermmation la plus convenable en prenant

®=a, ®=d, ®=d, R

alors z aura la valeur A. On obtiendrait évidemment la méme
valeur sans connaitre les multiplicateurs a, o/, o, ..., en effec-
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tuant I'élimination sur les équations

P v

§=0, 0 =0, §=0, LD
le poids de cette détermination sera

I
(22)’

et ’erreur moyenne a craindre

myp(aa)=m'/p'(az) = m"\/p"(az) =....

Une marche analogue condurait aux valeurs les plus conve-
nables des autres inconnues y, z, ..., qui seront celles que l'on
obtiendrait en effectuant I’élimination sur les équations

§=o, n=o, {=o,
Si nous désignons par Q la somme
020" |
ou. ce qui revient au méme,
P(V—=Lp2+p(V—=L)24p"(V'—L")2+. ,

on aura évidemment

o L _do . _aa
Zz ay dz ;
par conséquent, les valeurs des inconnues, déduites de la combi-
naison la plus convenable, et que nous pouvons appeler les valeurs
les plus plausibles, sont précisément celles qui donnent & Q une
valeur minimum. Or V — L représente la différence entre la valeur
observée et la valeur calculée; donc les valeurs les plus plausibles
des inconnues sont celles qui rendent minimum la somme des
carrés des différences entre les valeurs calculées et observées des
quantités V, V', V', .., ces carrés étant respectivement multipliés
par le poids des observations. Ces principes ont été depuis long-
temps établis par d’autres considérations (Zheoria motus cor-
porum ceelestium).
Si I'on veut assigner la précision relative de chacune des déter-
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minations, il faut déduire des équations (Gy;) les valeurs de z, y,
Z, ..., qui se présenteront sous la forme suivante :

S 2z =A+ (ax)E+ (28)n+(2y){+...,

=B+ (B)E+(BB)n+(Br)C—+-.us

(Gr)
( 2 =0C+(yx)E+(yB)n+(yy)L+-..

Les valeurs les plus plausibles des inconnues z, ¥, 2, ... seront
A, B, G, .... Les poids de ces déterminations seront

L S
(@)’ (BB ()

et les erreurs moyennes & craindre

Pourz.............. myp(ax) = m’\/;_)—’(za) = ..,
POUr ¥euuvnvnn vennn my/p(BB) = m'Vp' (BB)=...,
Pour z............ .. myplyy) =m'VP (yy) =...,

ce qui s’accorde avec les résultats obtenus antérieurement ( Tkeoria
motus corporum ceelestium).

Le cas ot il n’y a qu'une seule inconnue est le plus fréquent et
le plus simple de tous. On a alors

V=g, V=g, Vi=a

, vee}

il sera utile d’en dire quelques mots.
On aura

a=yp, a'=yp, a"=vp', oo
=—Lﬁ, l’=—L’\/}7’, l”:-—L”‘/F,

et, par conséquent,

E=(p+p'+p'+.. Do —(pL+p L' +p L +..);

d’ou
1
p+p+p+..."
(A)= pL-*-p’I;’+p””L”+...
p+p+p—+...

(2a2) =

Ainsi, si, par plusieurs observations qui n’ont pas la méme pré-
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cision et dont les poids respectifs sont p, p, p. ..., on a trouvé,
pour une méme quantité, une premiére valeur L/, une deuxiéme L/,
ane troisiéme L’, ..., la valeur la plus plausible sera

pL+p L'+ p'L'+...
p+p +=p+...

b

et le poids de cette détermination sera
p+p+pi+....

Si toutes les observations sont également plausibles, la valeur
la plus probable sera

L+L'+L"+...
w

’

c’est-a-dire la movenne arithmétique entre les valeurs observées ;
en prenant pour unité le poids d’une observation isolée, le poids
de la moyenne sera w.

226. Quoique les formules proposées pour exprimer la valeur
probable du carré de I'erreur a craindre, & quelque point de vue
qu’on se place pour les obtenir, méritent peu de confiance, il
n’est pas inutile de les défendre contre un reproche injustement
adressé.

Bienaymé, auteur de I'objection, a proposé « une modification
profonde » ; il parle de la « défectuosité du calcul ordinaire ». Le
défaut qu’il signale lui parail si simple, « qu'aux premiers mots
tout le monde en reconnaitra ’existence ». — « L’erreur consiste,
dit-il, & calculer la probabilité d'une erreur commise comme si
elle était la seule. Un des premiers principes de la théorie des pro-
babilités est que, quand plusieurs événements arrivent simultané-
ment, la probabilité de leur concours est le produit des probabi-
lités de chacun, de sorte que la probabilité de ce concours est infé-
rieure 3 la probabilité de chaque événement pris & part; elle est
d’autant plus petite qu’il y a plus d’événements. »

« Evidemment, ajoute Bienaymé, il en est de méme des erreurs
.de plusieurs inconnues. La probabilité que ces erreurs resteront
toutes 4 la fois dans certaines limites ne peut étre que le produit
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des probabilités séparées pour que chacune ne s'écarte pas de ses
limites propres et, par conséquent, cette probabilité du concours
des erreurs de grandeur limitée doit étre notablement inférieure
a la probabililé des limites de chaque erreur considérée isolément,
quelles que puissent étre les autres. »

L’assertion est évidente; mais le tort est d’accuser les auteurs
de la théorie et des applications qu’on en a faites de I'avoir ignorée
ou oubliée.

Quand on a calculé une inconnue, il importe de savoir quelle
confiance mérite le résultat. Les formules de Gauss répondent
plus on moins rigoureusement & cette question. Si une seconde
inconnue est calculée, le méme probléme sera résolu pour elle.

Si I’on connait les probabilités pour que les erreurs commises
sur deux angles soient plus petites que o’,10, on pourra, les deux
résultats n’étant pas contestés, chercher la probabilité pour que
les deux épreuves soient toutes deux plus petites que o”,10; I'in-
térét de cet autre probléme sera plus ou moins grand, mais cest
une étrange prétention d’accuser d’errewr ceux qui n'ont pas
désiré le résoudre.

Prenons un exemple.

On veul connaitre un angle A. Cet angle fait partie d'un
triangle ABC. On mesure les trois angles A, B, G et I'on prend
pour A la valeur

(38) A—(—%(ISO"—A—B—C).

Si m? est la valeur probable du carré de I’erreur i craindre dans
la mesure d’un angle, le carré de ’erreur 4 craindre en adoptant
Uexpression (38) est (199) 2m?2.

L'objection consiste & dire : Sur les deux angles B et G vous
avez des erreurs 3 craindre; elles doivent entrer en compte; elles
ont leur part nécessaire dans ’évaluation du mérite de la solu-
tion. Cela est vraisi le probléme est de résoudre le triangle; mais,
sile calcul est entrepris pour déterminer I'angle A, on n’aura nul
souci des deux autres.

Le triangle a trois c6tés; on peut y inscrire un cercle, ou le cir-
conscrire, déterminer la surface, calculer les bissectrices, etc., et
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résoudre cent problémes différents pour chacun desquels, puisque
le triangle est imparfaitement connu, une erreur sera a craindre.
Cherchera-t-on la probabilité pour que toutes ces erreurs soient
inférieures & des limites données? Sipersuadé qu’on soit qu’il faut
le faire, le nombre des grandeurs qui dépendent du triangle étant
infini, il faudra s’arréter ; olt commencera la faute commise?

Un exemple réduira 'objection & sa véritable valeur.

On construit une carte géographique. Les villes, willages et
bourgades y sont inscrits par milliers. On étudie 1’un des points
principaux et I'on cherche l'erreur probable i craindre sur cha-
cune de ses coordonnées géographiques. Les calculs sont irrépro-
chables; l'auteur de I'objection, sans y contredire, signale une
faute trés grave. Votre carte, dit-il, contient mille détermina-
tions ; il fallait, en vertua d’un principe dont la vérité frappera
tout le monde, faire pour les mille points marqués le calcul exé-
cuté pour un seul et multiplier les mille probabilités.

Les erreurs n’étant pas indépendantes, la solution aurait le mé-
rite d’'une difficulté vaincue, mais elle condamnerait la carte la
plus admirée d’autant plus sévérement qu’elle serait plus riche de
détails. Comment espérer que le produit de mille probabilités ne
soil pas trés petit?

Le produit étant supposé connu, on accueillerait certainement
comme un grand progrés la recherche isolée de chaque facteur.
C’est elle seulement qui peut intéresser.

227. Nous terminerons ce Chapitre par la démonstration d’un
élégant théoréme de Gauss, annoncé (214) et dont les consé-
quences relatives & la détermination de la précision d’un systéme
d’observations ne me paraissent pas acceptables.

On a mesuré directement n -+ p grandeurs. Les mesures inspi-
rent la méme confiance; mais la valeur probable 72 du carré de
I'erreur commise sur I'une d’elles est @ priori complétement in-
connue. Ces n + p grandeurs mesurées sont lides par des équa-
tions, que l'énoncé du probléme fait connaitre, & n grandeurs
inconnues. La méthode des moindres carrés détermine ces incon-
nues par la condition que les corrections sur les grandeurs direc-
tement mesurées, qui rendent les équations compatibles, aient
une somme de carrés minima.

B. 19
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les calculs font connaitre exactement cette somme de carrés,
plus petite par I’énoncé méme de la condilion imposée, que la
somme des carrés des erreurs réellement commises.

Le théoréme de Gauss se compose de deux parties :

La somme des carrés des corrections prescrites par la mé-
thode des moindres carrés est une fonclion homogéne du second
degré, parfaitement déterminée, des erreurs réellement com-
mises.

En désignant par m* la valeur probable, a priori, du carré de
erreur commise sur une observation, la valeur probable de la
fonction qui représente la somme des carrés des corrections pres-
crites par la méthode, el par conséquent la valeur probable de
cette somme de carrés dont la valeur numérique est connue, est
égale a pm?.

Nous allons démontrer ces deux théorémes, sans pouvoir accep-
ter qu'il soit permis ensuite d’égaler la valeur vraie de la somme
des carrés des corrections & la valeur probable et d’en con-
clure pour valeur probable du carré de 'une des erreurs d’obser-
valions

e} +el+...+ e?,.,,p’

p

€1y €ay - +., €nyp btant les corrections faites aux grandeurs me-
surées et le dénominateur p élant I'excés du nombre n + p des
mesures prises sur le nombre n des inconnues qu'on en a dé-
duites.

Non seulement la somme des carrés des corrections, mais
chaque correction en particulier peuat s’exprimer en fonction des
erreurs réellement commises. Si ces errears, en effet, sont con-
nues, les équations auxquelles les inconnues satisfont, et qui de-
viennentincompatibles, sont parfaitement déterminées ; elles s'ac-
corderaient si I'on ajoutait & chaque grandeur l'erreur commise
en la mesurant, mais elles peuvent s’accorder d’une infinité de
maniéres. Les corrections véritables étant inconnues, on rend la
somme des carrés minima. Le calcul 4 faire pour cela est parfaite-
ment déterminé, et le résultat ne peut contenir, outre les don-
nées de la question et les grandeurs mesurées, que les erreurs
réellement commises.
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La méthode exposée (207) permet de calculer cette fonction,
dont Vexistence est évidente a priori.
Soient
Piey+Poes+...+Phipenip=2ay

(39) Qier+ Qaey+...+ le+pen+p=°‘27

Ties+Tees+...+Thipenip=ap

les équations qui lient les erreurs possibles ey, es, ..., ey p aux
évaluations des grandeurs /y, lo, ..., loyp, dont oy, oy ..., %p
sont des fonctions numériquement connues et trés petites, puis-
qu’elles seraient rigoureusement nulles si les mesures étaient
exactes. Les corrections ey, €2, ..., €pyp, prescrites par la mé-
thode des moindres carrés, sont des fonctions de oy, a2, ..., dp
que la méthode fait connaitre. La somme de leuars carrés est une
fonction homogéne du second degré de o, %, ..., up. Mais les
équations (39) sont satisfaites par tous les systémes de corrections
compatibles avec les données du probléme; elles le sont donc par
les corrections égales aux erreurs véritablement commises, et, en
remplacant a,, %a, ..., @, par leurs valeurs données par (39) en
fonction des erreurs véritables ¢;, €3, ..., &4.p, On aura exprimé
la somme des carrés des corrections en fonction de ces erreurs vé-
ritablement commises qui restent inconnues.

Pour obtenir les corrections prescrites par la méthode des
moindres carrés, il faut rendre minima la somme

e} +ef +...+ejip;
adjoindre, par conséquent, & I’équation
ejdey+ esdeg+...+ €prpdeprp=0

les p équations obtenues en différentiant le systéme (39).

On devra, conformément & la théorie des maxima et minima,
ajouter ces équations aprés les avoir multiplides par des facteurs
indéterrinés, et écrire le systéme

e+ ]J~1P1+ {J-2Q1+...+ }LPT1= o,
€+ [J-ng-I— [J.zQz—{-...-l— ,U-pT-3= o,

tesacessseerattsas s ssar oo e M

(40)

entp—+ P Poap+ 12 Quip+.o o+ ppThrp=o0;
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les facteurs ., 2, . ... pp et les inconnues e,y €2, - ... €nip se€
déduiront de ces n -+ p équations adjointes aux p équations (39).

Pour obtenir les facteurs [y, pa, - .., {p, ajoutons les équa-
tions (40), aprés les avoir multipliées par Py, Py, ..., puis par
Q4, Qz, ..., et ainsi de suite, nous aurons

ay+ 1 (P?) + pa(PQ) +...4+ pp(P1T) =0,
as+ 1 (Q1P) + 122(Q2) +.. +P-11(Q1 )=o,

........................ . R

ap=+ 1 (TP) +F°(TQ)+~ +#p(T2) =o,

(41)

(P2), (PQ), ... représentant la somme des carrés des valeurs
DY
de P}, de P, Q,, ....
A joutons les équations (40), aprés les avoir multipliées par e,
€3, « .., €zyp, DOUS AUTONS

zel! el LR Bl Y L e e o Rp%p=0,

el cette équation fera connaitre Ze}, exprimé, comme nous I’ayions
annoncé, en fonction de oy, %y, ..., @, qui sont eux-mémes des
fonctions connues d'un systéme quelconque de corrections possi-
bles et par conséquent, en particulier, des erreurs réellement
commises.

228. Il nous reste a chercher la valeur probable de ’expression
(42) W1 %= PaZa . o oo MpSp.

Si ey, €2, «v., enyp sont les erreurs réellement commises, la
valeur probable de e est, quel que soit Z, la quantité inconnue m?2
qui représente la précision des observations, et, les mesures étant
indépendantes, la valeur probable de ¢;, e, quels que soient Zet 7/,
est égale a zéro.

La valeur probable de (42) est donc le produit par m? de la
somme des coefficients des carrés de €, €3, v v+, &pyp.

En substituant aux « dans la somme (42) leurs valeurs en fonc-
tion des ¢, données par le sysiéme (39g), I’expression devient, en
ayant égard aux équations (40),

(43) E1€1 4 €289+ ..+ Enn;
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et, comme les corrections e sont des fonctions linéaires des p et
des a, par conséquent des ¢, on voit que la somme des coefficients
des carrés e, ¢g, ..+, €oyp dans (42) est égale a

de de de
des  dor o Bener,
dzy de, dzpip

c’est-a-dire, d'aprés le systéme (39), égale, au signe preés,

d 3 dJ.
Pldfh““QiL—*- Tldap
duy d, dup
P Qg g
e csececetacrsensracntesasssenas
dy dis,,
—_— e+ T Ld 28
-+ Pn+p dan-}-p Qn-l—p T . -+ Lagp dsn—o—p

On a, en remarquant que les ¢ satisfont au systéme (3g) et que
les w sont des fonctions linéaires des o,

dps _ dp dp s g
E = (‘i—Pi—‘- —-Q1+-.-+ dm,,Tl,

on en déduit les équations

dpy _ duig,  du aw
P1E;—d—P1+";;;‘P1Ql+...+ d—:‘PiTl,
A _ ditip, A dp,
P, d di P dﬁg P, Qg—l". .ot E— P,T,.
............................................ ,
a d dp. dp
Prip da::}, d‘*' Pi.p + d“‘P,.+,,Q,,+,,+...+ s 11>,,+,,'r,z+,,.

La somme des premiers membres est donc égale &

(52) P+ G2 PQ) ... (55) (PT),

(44) day

c’est-3-dire 4 l'unité; car celte expression (44) est précisément le
résullat de la substitution dans la valear de ., déduite de (40), des
coefficients de p, aux termes tout connus &y, %a, .., %p.

La premiére colonne du Tableau est égale & I'unité.

Il en est de méme de toutes les autres, et la somme est égale

ap.
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Cette élégante démonstration a été donnée par M. Guyou.
Lors donc que I'on résout un probléme par la méthode des
moindres carrés, n -+ p mesures ayant été prises et le carré de
Perreur 4 craindre sur chacune d’elles étant m?2, la valeur pro-
bable de la somme des carrés des erreurs réellement commises est

(n -+ p)m?;

mais la valeur probable, nécessairement plus petite, de la somme
des carrés des corrections indiquées par la méthode comme les
plus plausibles est seulement pm?.

229. Reprenons, pour donner un exemple, le probléme ré-
solu (214). A, A,, Ay, A, étant quatre points observés du point O,
et les anglessouslesquels A, As, A Ay, AA,, ALA; et AjA, sont
vus du point O étant 4y, l,. s, I,, I5, en posant

L+h—l=u,

ls+ la— I3 = 0,

a4 et oy étant trés petits, les corrections & faire aux angles mesu-
rés sonl

3 « 1
-3 1+ g

I 3

g % — 8 %o,

! I

Zai+ 7%

1 3

gdl— E“’
La somme de leurs carrés est -
(45) %(ami + 323 — 2a;a,).

On a, en nommant ¢, ¢,, ¢, g4, €5 les erreurs réellement com-
mises,
%4 = &+ &1 — &3,

Oy == €5t €9 ~— E3.

La valeur probable de a? est 3m?; celle de a2, 3m? et celle de
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o as, m?; la valeur probable de (43) est donc
é(gm2+ gm2—2m?) =2m?,
Q

c’est-a-~dire, conformément au théoréme de Gauss, le produit de
m?2 par Pexcés 5 — 3 du nombre des angles mesurés sur celui des
angles inconnus réellement distincts.

En égalant cette somme 27m? & la somme des carrés des correc-
tions prescrites par les formules pour les huit angles directement
mesurés, la valeur ainsi obtenue pour m? ne peut nullement étre
acceptée pour mesure certaine ou vraisemblable de 'erreur a
craindre dans les observations.

On peut affirmer seulement, et c'est [a le point important, que,
s1 la somme des carrés des correclions est petite, la probabilité est
grande pour que les observations aient été bien faites.

230. Indépendamment de l'incertitude du principe sur lequel
la démonstration repose, je veux dire le droit d’égaler la somme
des carrés des corrections & leur valeur probable, une autre cause,
non moins grave que la premiére, suffirait, dans le plus giand
nombre des cas, pour enlever toute confiance dans I'évaluation
précise des chances d’erreur proposées aprés chaque application
de la méthode.

On suppose, a priori, toutes les mesures également précises;
il est impossible, dans la plupart des cas, de crouire a cette éga-
lité : c’est faute de connaitre aucune raison de préféreace qu'on
accepte I'équivalence des résultats. Mais, connues ou inconnues,
ces raisons, si elles existent, doivent exercer une influence sur
Verreur réellement commise, et c’est celle-la dont on prétend
donner les chances.

Il ne faudrait pas dire : On obtient une précision moyenne. Des
mesures dont la précision est inégale ne donneront nullement le
méme résultat qu’on nombre égal de mesures prises avec une pré-
cision uniforme de quelque maniére qu’on la choisisse.

Les formules, enfin, supposent pour toules les observations les
erreuis conslantes absolument écartées; c’est une condition dif-
ficilement remplie quand on combine des observations d’origine
différente.
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Le caleul de la précision d’un systéme d’observations et I'éva-
luation qu’on en déduil pour la confiance méritée par le résultat
ont compromis plus d’une fois la méthode des moindres carrés.

Apres avoir discuté par d’'immenses calculs les observations du
passage de Vénus sur le Soleil en 1761, Encke a trouvé pour la
parallaxe du Soleil 8,49 et pour erreur probable 0o”,06. Il y
avait, en conséquence, plus de 300000 & parier contre 1 que l'er-
reur n'alteindrait pas o', 42, représentant sept fois l'erreur pro-
bable. '

Les astronomes, cependant, acceptent aujourd’hui pour paral-
laxe 8",91, qui correspond précisément a erreur o', 42.

Sur un nombre total de 14g observations, Encke, par des rai-
sons dont il serait difficile de donner le détail, en avait consi-
déré go comme meilleures que les 59 autres. Les premiéres avaient
méme poids dans les calculs et les secondes un poids moitié
moindre. Il n’en faut pas davantage, indépendamment de toute
objection théorique, pour expliquer, j'oserai dire pour pré-
voir, des erreurs plus grandes encore que celles qu'on a com-
mises.

Si le résultat final est exact, I’un des observateurs, Short, s’est
trompé de 25" sur 'instant du second contact et Justander de 40"
sur celui du premier.

L’un et I'autre, cependant, sont admis dans la premiére classe,
comme Lacaille, qui se serait trompé de 2" seulement, el Lalande
de 1”,7.

L’erreur probable sur I'instant du premier contact, pour lous
les observateurs de premiére classe, étant 77, il y aurait, si l'on
s'en rapporte aux formules, 19000 A parier contre 1 qu'une erreur
de 40" ne sera pas commise ; n’était-ce pas une raison suffisante
pour faire passer Justander dans la seconde classe, peut-&tre méme
pour supprimer ses chiffres, en voyant qu'a la sortie il s’est
trompé de 20"?

Encke, en poenani ce parti, aurait manqué, je le sais, & un
principe que je n’accepte pas : les observations sont des témoins;
si_elles sonl, avant 'épreuve, jugées dignes de confiance, lenr
déclaration, quelle yu’elle soit, doit étre recueillie et con-
servée.

Laplace a évalué la masse de Jupiter 5%; de celle du Soleil.
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L’erreur commise, affirmait~il, est plus petite que <% du nombre
proposé, et le Calcul des probabilités démontre qu’il y a 100000
contre 1 & parier pour qu’elle n’atteigne pas cette limite. La limite
cependant a été dépassée : aucun astronome n’en doute aujour-
d’hui.

Il serait intéressant de relaire et de discuter de tels calculs. Je
veux parler ici des principes seulement. Lorsque des inconnues
sont déterminées par un grand nombre de mesures, les équa-
tions étant plus nombreuses qu’il ne faut, le calcul fait con-
naitre les corrections pour lesquelles la somme des carrés est
minima.

Quelle est la confiance méritée par les résultats?

Nous avons résolu deux problémes différents :

Les observations n’étant pas faites encore, ou, ce quirevient au
méme, leur résultat étant encore inconnu, mais leur précision
étant appréciée d’aprés I'habileté de 'observateur, quelle est la
précision du résultat? La solution est irréprochable, mais sans
intérét dans la plupart des cas. Lorsque les observateurs sont
différents et les observalions nombreuses, il est impossible, évi-
demment, d’exprimer @ priori par un nombre la confiance méritée
par chacun, en écartant les circonstances particuliéres qui ont pu
le troubler, comme, par exemple, dan® les observations du pas-
sage de Vénus, ce phénoméne imprévu de la goutle qui rendait
les contacts incertains.

C’est aprés les avoir obtenus qu’il faut juger les résultats, et le
véritable probléme est celui-ci : Les observations sont faites, les
calculs terminés, la somme des carrés des corrections est connue
en chiffres; en déduire la précision supposée égale des observa-
tions combinées.

Nous devons répéter ce qui a été dit (174) :

Quand on entreprend une série de mesures, I’habileté des ob-
servateurs n’est ni parfaitement connue ni complétement incon-
nue. Ce sont des cas extrémes. Il arrivera presque toujonrs que,
toutes les valeurs de la précision étant possibles, elles seront, a
priori, inégalement vraisemblables. La loi de leurs probabilités
avant |'épreuve étant inconnue, le probléme est insoluble.

Si les observations étaient mal faites, les équations seraient
discordantes. La probabilité pour que le hasard, et non la perfec-
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tion des mesures, les rende compatibles aprés de petites correc-
tions, peut étre considérée comme une impossibilité. On peut, en
conséquence, quand la somme des carrés des erreurs est petite,
accepter sans crainte le résultat, mais il est téméraire d’évaluer en
chiffres la confiance qu’il doit inspirer.
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CHAPITRE XII.

LES LOIS DE LA STATISTIQUE.

‘Were this calculus founded on the experience of a
very great number of years, 1t would very well be
worth the while to think of methods to facilite the
computation of two, three or more lives.

HaLLEY.

231. Il existe plus d’'une maniére de consulter le sort; quand la probabilité est
la méme, la moyenne est la méme sur un grand nombre d’épreuves, mais les
chances d’écart peuvent étre différentes. — 232 Expression algébrique du pro-
bléme a résoudre. — 233. Laplace et Poisson, dans leurs études sur la slatistique
des naissances, ont néghigé cette remarque. — 234. Le tirage dans plusieurs
urnes donne, pour une méme probabilité moyenne, une valeur plus petite au
carré de I’écart. — 235. Influence de 'importance des sommes assurées sur les
chances d’écart de la moyenne. La formule obtenue en supposant les tirages
faits dans la méme urne n’est pas acceptable. — 236, Loi de mortalité de
Gompertz.

231. Les géométres ont tacitement assimilé les événements
fortuits & une série de Llirages au sort faits dans une urne de com-
position inconnue. Rien n’autorise, @ priori, une telle hypothese.
Toutes les maniéres de consulter le hasard ne sont pas équiva-
lentes. Sans vouloir le contester, on s’est montré souvent Lrop peu
sévére dans le choix A faire entre elles. Une premiére condition
est évidente, c’est I'invariabilité approchée du rapport entre le
nombre des événements et celui des épreuves.

Quand cette premiére vérification réussit, on s’en contente
presque loujours ; le rapport conslant fait connaitre la composi-
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tion d’une urne dans laquelle doivent se faire les Lirages fictifs; on
en déduit, pourun grand nombre d’épreuves, les conséquences
estimées de plus en plus probables.

Si I'on observe, par exemple, dans un pays dont la population
est stationnaire, le nombre des décés, celui des naissances, le rap-
port du nombre des filles & celui des gargons, le nombre des in-
cendies, celui des jours ou le vent souffle dans une direction dé-
signée, elc., on trouvera, avec une approximation inégale, mais
toujours grande 4 la longue, un rapport invariable entre le nombre
d’événements d’un genre désigné et le nombre des épreuves. On
comprend dans quel sens est pris le mot épreuve. S'il s’agit, par
exemple, des incendies, chaque maison sert d’épreuve, et le rap-
port dont nous parlons est celui de leur nombre total & celui des
sinistres.

Chaque événement fortuit acquiert par ces relevés, quand ils
portent sur de grands nombres, une probabilité déterminée sur
laquelle, lorsque les rapports restent constants, ne peut s'élever
aucun doute.

Si, sur 10000 individus 4gés de 3o ans, 5000 atteignent
I'4ge de 63 ans, on conclura, trés légilimement, que pour un
homme de 30 ans choisi au hasard la probabilité de vivre 35 ans
est 4.

La conclusion étant acceplée, elle n'autorise pas l’assimilation
des chances de décés des hommes de 30 ans, dans une période
de 35 ans, a celles du tirage au sort dans une urne contenant
1 boule blanche et 1 boule noire.

Si dans une telle urne on fait 10000 lirages, le nombre des
boules blanches obtenues sera 5000 environ, un peu plus ou un
peu moins, selon les caprices du hasard.

81, sur 10000 individus 4gés de Lrente ans, on compte les survi-
vants 35 ans aprés, ce nombre, d'aprés les Tables qui sont trés
exacles, sera 5000 environ, un peu plus, un peu moins, suivant
des circonstances que nul ne peut prévoir.

Les deux cas sous ce'rapport sont identiques.

Est-ce 1a tout ce qu’on doit demander?

Les nombres comparés différent peu de 5000.

Mais ’écart dans un cas, celui des décés, est complétement in-
connu ; nous n’en pouvons rien dire, moins encore affirmer. Dans
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le cas des tirages au sort dans une urne, il esL soumis & des lois
précises.

La moyenne de ses valeurs absolues, celles des valeurs de son
carré peuvent étre, avec confiance, calculées & 'avance.

On peut affirmer que, dans le cas pris pour exemple, sur
10000 tirages renouvelés un grand nombre de fois, la valeur
moyenne de I’écart sera 40; celle de son carré, 2500.

Si, en considérant un grand nombre de groupes de 10000 hommes
de 30 ans, la moyenne générale des décés en 35 ans étant égale &
5000, la moyenne des écarts, au lieu d’étre 4o, se trouve égale
4 100, on pourra, sans en conclure I’existence d’une cause pertur-
batrice, accuser de la discordance la prétention d’assimiler deux
problémes trés différents.

Il'y a, nous P’avons dit, bien des moyens de consulter le hasard;
quand ils donnent le méme résultat moyen, ils ne donnent pas
pour cela les mémes probabilités d’écart. Au lieu de tirer des
boules dans une urpe de composition donnée, on peut associer
plusieurs urnes de composition différente et puiser alternative-
ment dans chacune d’elles : les résultats moyens sonL les mémes
que pour des tirages faits dans une urne de composition moyenne,
les chances d’écart ne le sont pas.

Si, pour prendre un cas extréme, au lien de puiser 10000 fois
dans une urne contenant 1 boule noire et 1 boule blanche, on
puisait alternativement dans deux urnes contenant, l'une la boule
noire, 'autre la boule blanche, on obtiendrait avec certitude
5000 fois la boule blanche, et ’écart deviendrait nul.

La substitution de plusieurs urnes & une seule pour repré-
senter les Tables de mortalité parait, @ priori, trés plausible.
Parmi les individus du méme 4ge, il est impossible de ne pas faire
des catégories pour lesquelles les chances de vie sont inégales.
Elles ne sont pas les mémes pour la ville et pour la campagne;
on doit tenir compte des habitudes d’oisiveté ou de travail, de la
profession exercée, de I'intempérance ou de la sobriété, de la lon-
gévité des parents, etc. La statistique confond tous les cas et
donne une moyenne; on approcherait davantage de la vérité en
formant une Table pour chaque catégorie : chaque Table alors
serait remplacée par une urne et les compositions seraient diffé-

rentes.



302 CALCUL DES PROBABILITES.

Si I’événement étudié est la chute de la pluie et que, dans un
lieu déterminé, on observe, en moyenne, sur un grand nombre de
siecles, g2 jours de pluie par an, la probabilité sera, pour qu’il
pleuve un jour donné, A, cela n’est pas contesté; mais, chaque
année, le nombre des jours de pluie s’écartera plus ou moins de
92 : Ja moyenne des écarts n’a rien de commun avec celle qui se
produirait si, chaque année, on faisait 365 tirages dans une urne
contenant g2 boules blanches et 273 boules noires.

La cause de la différence, trés probablement, est autre dans ce
cas que dans le précédent. La probabilité poar qu’il pleuve un
jour désigné longtemps a I’avance est %% ; mais, pour qu’il pleuve
deux jours de suite, elle est trés différente de (3%%)2. Quand il fait
mauvais temps, ce n’est pas d’habitade pour un jour seulement;
la probabilité d’un tirage est influencée par celle du tirage pré-
cédent. Cela ne change rien aux moyennes, puisque I'urne a été
composée précisément pour les rendre égales; mais il n’y a plus
entre les écarts, indépendamment de toule cause perturbalrice,
aucune relation nécessaire.

232. La question générale semble devoir étre posée de la ma-
niére suivante :

Un événement fortuit peut, sur p épreuves, arriver un nombre
inconnu de fois : la probabilité pour quil arrive n fois est p,; le
nombre probable des arrivées sera

(1) P1+2p2+3p3+. o4 Py

en le désignant par wp, la statistique indiquera le nombre p
comme probabilité de 'événement & chaque épreuve.

Si 'on renouvelle n fois les w épreuves, le nombre d’arrivées
s’écartera, pour chaque série, de la valear moyenne pup. En nom-
mant N,, Na, ..., N, les nombres successifs sur i épreuves, la
moyenne

N1+ Ng+ N3—|—. oot Nn
n

(2)

différera peu de up. Nous pouvons méme la regarder comme
égale a pp, car c’est ce rapport seul qui nous fait connaitre la pro-
babilité moyenne désignée par p.
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L’écart dans les p épreuves formant la série du rang Z sera

N; 4+ Np+ N3—+...+ N,
(3) 1 2 n3 L—N,.

La moyenne des carrés des valeurs de cette différence aurait (62)
une expression Lrés simple, up(1— p), sil’événement était le ti-
rage au sort dans une urne ; elle pourra, sans qu'on s’en étonne,
prendre dans le cas général une valeur trés différente.

L’étude de ces valeurs dans tous les cas possibles serait intéres-
sante.

La moyenne des carrés de Iexpression (3) est identique-

ment (163)

) N§+N‘§’+...+N,’,_<N1+N2+...+N,;>2.

n n

Le second terme différera peu de p2p?; cela résulle, nous l’avons
dit, de la définition méme de p.
Le premier terme

N} + N3 +...+ N3
n

n’est pas une fonction délerminée de p.

Si les nombres Ny, N,, ..., N, résultent de tirages au sort
dans une urne donnant a la sortie d’'une boule blanche la proba-
bilité p, on aura approximativement, pour un grand nombre
d’épreuves,

(5) N1+N2-’|2-...+N,, = pp.
N% + N3 +...+N}
n

=wpi+pp(—p).

L’équation (5) est évidente.

Le premier membre de (6) peut, si n est grand, étre remplacé
par la valeur probable de N2, c'est-a-dire par le carré du nombre
d’arrivées sur . épreuves de I’événement dont la probabilité est la
somme des termes du développement de (p—+ g)* multipliés
chacun par le carré de l'exposant de p. Cette somme a été cal-

culée (183).
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Si 'on ne connait sur les probabilités py, p2, ..., pu que la
seule équation

Pi+ 2P+ 3ps—+.. . RPu= PP,
a laquelle il faut adjoindre la condition identique
Pitpetpst.. Hpu=1

Péquation (6) n’est plus démontrée. Il est impossible de con-
naitre, d’aprés les données, la valeur probable de

N2 4+ N2 +...+ N§
n

égale a
P1-+b4pr+9p3+...+ pIpy;

et par conséquent aussi la valeur probable de I'écart représentée
par 'expression (4) doit rester inconnue.

233. Lorsque Laplace et Poisson ont cherché les probabilités
de certaines anomalies locales dans le rapport du nombre de nais-
sances masculines et féminines, ils n’ont pas tenu compte des
différences trés grandes que nous venons de signaler. Leurs cal-
culs sont faits comme si, la naissance d’un gar¢on ayant une cer-
taine probabilité, les résultats possibles d’un nombre quelconque
de naissances avaient, 4 moins de causes perturbatrices, les mémes
chances que si I'on lrait des boules d’une méme urne convena-
blement préparée.

234. Lorsque la probabilité d’un événement est p, la valeur
probable du nombre d’arrivées sur p épreuves est up, et celle du
carré de I’écart entre le nombre véritable et le nombre probable up
est (62) up(1— p).

Si, 4 une urne donnant une probabilité p & I'événement, on sub-
stitue n urnes différentes donnant les probabilités py, ps, ..., pa,
dans lesquelles on puisera alternativement, la probabilité moyenne
étant égale & p, la valeur moyenne du carré de 1’écart sera di-
minuée.

Si I’on tire, en effet, successivement dans les diverses urnes et
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que, le nombre tolal des tirages étant p.n, on ait puisé u fois dans
chacune, le nombre probable des boules blanches sorties sera

p(p1~+ P2+ ps—+...~+ Pn)-

Sur un méme nombre p.n de tirages dans la premiére urne, le
nombre probable des boules blanches serait

wrp.
Ces nombres sont égaux, puisque, par hypothése, la moyenne

P11+ pPe—t+pPs—t...+ DPn
n

est égale & p.

Les chances d’écart sont trés différentes.

Dans le cas des p.n tirages faits dans 'urne qui donne & la sortie
d’une boule blanche la probabilité p, si I'on désigne le nombre
des boules blanches sorties par

wnp + 5
la valeur probable de z2 est (62)
(7) pnp(1—p).

Dans le cas des n séries de u tirages qui forment la seconde
épreuve, les nombres de boules blanches pourront étre repré-
sentés par

WP+ By, WPa+ Bay .eey WPnZn;
Pécart entre leur nombre total et le nombre le plus probable sera
By~ Zg—t... 4 3p,
dont le carré peut étre représenté par
(8) 232+ 25550,

La valeur probable de z;z est nulle, quels que soient £ et Z';
celle de z? est
pp1(t—p1).

La valeur probable du carré de l'écart dans I’ensemble des p.n

B. 20
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épreuves faites dans » urnes différentes est
(9) p[p1(x = p1) +pa(t — pa) 4.4 pn(1—Pn)]:

La différence des expressions (7) et (9) est, on le voit aisément,
% E(pr—pr)?;

elle est essentiellement posilive, et la valear probable du carré de
’écart dans le cas d'une seule urne est, pour une méme probabi-
lité moyenne, plus grande que pour les urnes associées.

238. Les remarques précédentes peuvent s'appliquera la théorie
des assurances. Le bénéfice d’'une Compagnie d’assurances sur la
vie, par exemple, dépend du nombre des décés qui surviendront
dans 'année parmi les assurés. Ce nombre se compose de deux
parties : un terme fixe, proportionnel au nombre des assurés et
donné par les Tables, et un terme aléatoire, incounu de grandeur
et de signe, que nous nommerons I’écart. l.e premier terme fait
connaitre la valeur équitable de la prime & payer, le second repré-
sente les variations du bénéfice annuel; il est trés probablement
petit par rapport au premier, si le nombre des affaires est consi-
dérable.

L’appréciation réduite a ces termes vagues n'est pas contes-
table; mais il n’est pas permis de la réduire en formule en assimi-
lant les écarts & ceux que peuvent produire des tirages au sort
dans une urne de composition fixe.

Si l'on considére, par exemple, une Compagnie d’assurances
mutuelles contre I'incendie, la part de chacun dans la répartition
des sinistres variera d’autant moins, toutes choses égales d’ail-
leurs, d’'une année & l'autre, que le nombre des assurés sera plus
grand et que les sommes assurées 3 chacup différeront moins de
I'égalité.

Soient :

4 le nombre des assurés a qui la prime 3 payer en cas de sinislre
est o, ;
(2 le nombre de ceux pour qui la prime est a,;

D T N T T T T A D ] .y

i le nombre de ceux pour qui elle est a,.
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Soient :

€y, es, ..., €y les écarts relatifs a chacune de ces catégories;
p la probabilité d’un sinistre.

La somme probable 4 payer sera
P12+ oo+ Bpty),
et la part proportionnelle de celui qui doit recevoir o, est

pd1([~l141+ Moy —t. .. [J.,,an).
Oy Oy . oo Op

L’écart de la somme & payer, c’est-a~dire la différence entre la
somme prévue et celle qui sera réellement due, est pour la Com-
pagnie

A1€q+ Ag €y ...+ Apep.

Les écarts e,, e, ..., e, ayant des valeurs probables égales a
zéro, ainsi que leurs produits deux a deux, le carré de cette
expression a méme valeur probable que

(10) afel+alei+...4aje.

Si le sinistre dont la probabilité est p était assimilé & un tirage
au sort dans une urne de composilion invariable, la valeur pro-
bable de e serait u(p(1— p), et celle de la somme (10) aurait
pour valeur

(1) p(—p)(pal+ paad+...+ paai).
La part correspondante de 1'assuré qui doit recevoir «; serait

a,p(1—p)( i of+ pead+...+ Br o)
Oy == Og=t.. .-~ Ay

Cette évaluation, déduite d'une assimilation que rien n’autorise,
ne doit inspirer aucune confiance.

236. Je terminerai ce Chapitre en indiquant une loi remar-
quable de probabilité proposée par Gompertz, et qui, dans des
limites assez écartées, parait s’approcher de la vérité.

La condition arbitrairement imposée & la fonction inconnue est
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que la probabilité pour que deux individus d’4ges connus vivent
'un et Pautre aprés un nombre donné d’années soit proportion-
nelle a celle pour qu’un troisiéme individu, d’4ge convenablement
choisi, vive lui-méme aprés ce méme nombre d’années.

Si ¢(z) désigne, pour un nombre donné de naissances, le
nombre des survivants a 1’4ge z, la condition demandée est
exprimée par I’équation

ola+x) o(b+z) ch(c+x)_
¢(a) o(b) e(e)

(12)

Cette équation doit avoir lieu quel que soit z, quand on choisit
pour G une fonction convenable de a et de b.

e+ ) est, en effet, la probabilité pour qu’un individu dont
?(a)
I’4ge est a vive encore dans n années.
En prenant les logarithmes des deux membres de (12) et posant

lo(u) =F(u), la condition devient
Fla+z)+F(b+2)=F(c+2)+H,

H étant une fonction de @ et de b indépendante de z. En prenant

la dérivée par rapport & z et posant

F'(u) = § (),
on a

(13) Y(a+2)+ (b +2z)={(c+a);
par conséquent, en faisant z = o,

(14) b(a)+$(8) = d(e);

on doit avoir aussi ‘

(15) Y(a+dz)+ (b + dz) = $(c + dx)
et, en retranchant,

(16) Y(a)+¢'(8) =¢'(c).

Les seconds membres des équations (14) et (15) sont fonctions
de c; ils dépendent donc I'un de I'autre. Il doit en étre de méme
des premiers membres, et une relation doit exister entre les deux
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fonctions
Y(a)+4(d),
U(a)+ ¢ (b).

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soil ainsi est
que le déterminant fonctionnel soit nul. Ecrivons done

(@) ¥ (b) — " (a) ¥ (b) =o. .

Telle est ’équation qui détermine . Si 'on suppose que ni ¢/ ni ¢
ne soient nuls, on aura

¢r/<a) _ d{”(b) .

V' (a) — ¥(b)’

on en déduit aisément

Y(2)=Geks

et, successivement,

U(z) = Hets + Gy,
F(Z)=H16k5+ CLS+C2,
(P'(z) — el-[;e“—;—(:i:-(-cg;

H,, C,, C; et &k sont des constantes.
Cette formule, plus générale que celle de Gompertz, a été pro-

posée par Makeham.
Gompertz suppose C; et C, égaux a zéro et prend

0 (5) = Gellel,

J’al déterminé les coefficients par la condition d’accorder autant
que possible les coefficients avec les meilleures Tables connues.
Les résultats sont donnés par le Tableau suivant :

p(z)= GeHets)

?(30)———'8901 '?(60)=5841 CP(QO)= 16,
K= 0,071485, logK = 8,85421486,
H=— 0,0065461, logH = 7,8159811,
G = 941,160. log G = 2,9736634.
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z.

30....
35....
40....
...

50...

33....

60....

65....
70....

73..

80....

83...

90....

o(s5)
Calcul.

890,00
868,88
839,56
799,35
745,18
674,06
584,00
475,74
354,87
233,39
124,85

54,44

16,00

CALCUL DES PROBABILITES.

Tables
des 20 Crer de de de
anglaises Duvillard. Deparcieux. Northampton.
890 890,00 8go,00 890,00
854 820,359 8ji1,50 813,89
813 750,30 796,63 737,78
769 678,54 754,20 659,23
718 603,38 704,48 579,87
657 522,39 637,79 496,86
584 433,78 561,40 413,64
491 337,93 478,95 331,24
382 238,97 375,88 250,05
259 145,72 255,84 168,87
112 70,49 143,08 95,19
59 19,44 58,20 37,75
16 7,78 12,33 ‘9,33

Les différences enire les valeurs de ©(z) et celles que donnent
les Tables des vingt Compagnies anglaises sont moindres que les
différences des diverses Tables entre elles.
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CHAPITRE XIIL

PROBABILITES DES DECISIONS.

Cela fait, comment sentenciez-vous, mon amy?

Comme vous autres, messieurs, répondit Bridoye, pour
celuy je donne scntence duquel la chance livrée par le
sort des dez judiciaires premier advient.

RABELAIS.

237. Résumé critique des tentatives faites pour appliquer le Calcul des probabilités
aux décisions judiciaires.

237. L'assimilation la plus téméraire d’'un tirage au sort aux
effets de causes inconnues et variables a été proposée par Con-
dorcet.

Le Livre trop longtemps admiré sur la probabilité des décisions
prises a la majorité repose tout entier sur cette confusion. Aucun
de ses principes n’est acceptable, aucune de ses conclusions n’ap-
proche de la vérité.

La théorie de Condorcet a été commentée, refaite méme en en-
tier par des savants illustres ou célébres; aucun progrés n’a pu en
corriger 'impuissance.

Les successeurs de Condorcet, tout en le louant d’avoir porté
le flambeau de la Science dans ces mystérieuses questions, ont
reconnu linsuffisance de ses formules : ils n’en ont pas proposé
de meilleures.

Laplace a rejeté les résultats de Condorcet, Poisson n’a pas
accepté ceux de Laplace; ni 'un ni I'autre n’a pu soumettre au
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calcul ce qui ¥ échappe essentiellement : les chances d’erreur d’un
esprit plus ou moins éclairé, devant des faits mal connus et des
droits imparfaitement définis.

Dans la discussion d'une loi sur le jury, Arago allégua l’autorité
de Laplace.

On pouvait, disait-il, diminuer les errears judiciaires dans le
rapport de 5 & 7. La théorie le démontre. Ces chiffres sont aussi
certains que la parallaxe du Soleil.

Un député osa exprimer un doute, Arago le traita fort mal.
Quand il parlait au nom de la Science, il n’appartenait pas a des
ignorants de le contredire.

On a changé la parallaxe du Soleil pour une autre plus exacte.
Les chiffres de Laplace n’ont pas & étre changés, ils ne méritent
que 'oubli.

L’analyse du Livre de Condorcet est difficile & faire. Les erreurs
y sont tellement évidentes, la confiance qu’elles inspirent telle-
ment naive, que l’approbation connue de juges trés justement
illustres rend les citations invraisemblables.

Comment croire qu’a cdté des aberrations singuliéres, textuelle-
ment rapportées, ne se trouve pas quelque idée de génie qu'il
serait juste de produire?

Le Livre n’est pas rare, chacun peut chercher.

Tout se passe, suivant Condorcet, comme si les magistrats, imi-
tant Bridoye, juge de Myrelingues, senlenciaient par le sort des
dés. L’assimilation de l'opinion d’un juge au tirage d’une boule
dans une urne de composition déterminée est pour lui une iden-
tité. Si la boule est blanche, la décision sera bonne. Le juge se
trompera s’il tire une boule noire. L'urne dans laquelle puise un
juge éclairé et honnéte contient beaucoup de boules blanches;
les boules noires abondent dans celle d’un juge sans conscience.

Le difficile est de trouver la composition de l'urne. Telle n’est
pas I'opinion de Condorcet. Il suppose qu'une méme urne serve a
tous les juges, pour toutes les causes el pour tous les tribunaux
d’un méme pays. Le probléme n’a plus qu'une seule inconnue.
Dans cette hypothése, favorable au calcul, Condorcet est en droir
de rassurer les innocents en menagant les coupables d’un inévi-
table chatiment; on doit supposer, dans I'urne dont tout dépend,
les boules blanches en majorité. En douter serait faire injure 2 la
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magistrature. Si les juges se trompaient plus d’une fois sur deux,
il faudrait supprimer les proces.

On doit les conserver, mais assurer de bons jugements. Rien
n’est plus facile; il faat accroitre le nombre des juges. Quand les
boules blanches sont en plus grand nombre que les noires, leur
sortie en plus grand nombre est probable; elle devient certaine si
les tirages sont nombreux : la probabilité d’une décision prise par
la majorité peut approcher ainsi de la certitude.

Nous supposerons, dit Condorcet, les assemblées composées de
votants ayant une égale justesse d’esprit et des lumiéres égales;
nous supposerons qu’aucun votant n’ait d’influence sur les voix
des autres et que tous opérent de bonne foi. ’

Plus le nombre des votanls augmentera, plus la probabilité de
la décision sera grande : la limite de cette probabilité est la certi-
tude.

Les illusions de Condorcet ne s'étendent pas a toutes les
assemblées.

Une assemblée nombreuse ne peut pas, dit-il, étre composée
d’hommes trés éclairés : il y aura un grand nombre de questions
sur lesquelles la probabilité de la voix de chaque votant sera au-
dessous de 4. Alors, plus I’assemblée sera nombreuse, plus elle
sera exposée & rendre des décisions fausses.

On peut dire plus, elle en sera certaine.

Une assemblée nombreuse, dont chaque membre se trompe
plus d'une fois sur deux, se prononcera certainement contre la
vérité : elle donnera un moyen str de la connaitre. Condorcet ne
I'a pas proposé, mais il résulte de ses formules; il serait injuste
de lui en refuser 'honneur.

Tous les calculs ont pour base la probabilité pour qu'un juge
se trompe; on ne dit ni quel juge ni dans quel procés : c’est une
constanle qu'il faut déterminer. Condorcet donne plusieurs so-
lutions.

La plus assurée, malheureusement d’une exécution difficile,
consisterait & réunir pour former un tribunal d’examen un assez
grand nombre d’hommes véritablement éclairés pour que leurs
décisions fussent considérées comme certaines. On saurait alors
combien de fois les juges se seront trompés dans leurs décisions
prises a la majorilé; en admettant pour tous la méme chance d’er-

B. 20.
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reur on dégagera aisément des formules qui ne contiendront pas
d’autre inconnue Ja valeur exacte de cette chance.

Cette méthode, dit Condorcet, ne peut avoir qu’un inconvé-
nient. Il en énumeére trois cependant :

La difficulté de composer un tribunal d’examen, le long temps
qui serait nécessaire pour examiner un grand nombre de déci-
sions, les embarras qui peuvent rendre l'examen dilficile.

Condorcet, on le voit, ne dissimule pas les dilficultés. Mais,
quand on les aura surmonlées, quel dédommagement!

La certitude d’un bon jugement pourra croitre sans limite, il
n'y aura qu’a choisir.

Si le risque de Verreur, dit Condorcet, est tel quon néglige un
risque semblable quand 1l s'agit de sa propre vie, les plus exi-
geants devront s’en contenler.

Beaucoup de gens réputés sages prennent & Lyon le bateau
pour se rendre & Avignon. Le pont Sainl-Esprit cependant est sur
la route.

Que faudrait-il penser d’un tribunal qui donnerait aux inno-
cents autant de chances d’étre pendus qu’un voyageur en a de se
noyer an pont Saint-Esprit?

Cette idée ne lui plait pas complétement.

Supposons, dit-il, que I'on sache combien il périt de paquebots
sur le nombre de ceur qui vont de Douvres & Calais ou qui
reviennent de Calais 2 Douvres, et qu’on n’ait égard qu’a ceux qui
sonl partis par un temps regardé comme bon et sir par les
hommes instruits dans la navigation. Il est clair qu’on aura ainsi
la valeur d’un risque qu’on peut négliger sans imprudence.

Apres de longues et consciencieuses recherches, Condorcet se
décide & accepter la [raction 5545 : C'est la derniére concession
qu'il puisse faire. C'est la, dit-il, le risque le plus considérable
qu’il soit permis de négliger. C'est la probabilité d’erreur qu’une
nation bien gouvernée peut laisser subsister dans les jugements et
dans les décisions des assemblées délibérantes: Une erreur sur
144768 jugements est le dernier mot de Condorcet.

Laplace promet moins, mais ne tient pas mieux sa promesse;
il assimile, comme Condorcet, 'opinion d’un juge & un Lirage fait
dans une urne, mais il repousse 'hypothése d'une probabilité
invariable.
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Laplace suppose toutefois que, dans une méme cause, tous les
juges ont chance égale de se tromper; il admet aussi, supposition
non moins étrange, que cette chance, & I'ouverture des débats,
soit complétement inconnue.

Qu'il s’agisse d’'un jury d’expropriation, d’un tribunal de pre-
miére instance, d’une Cour d’appel ou de la Cour de cassation,
d’une question de droit ou d’une question de fait, d’un crime
contre les personnes ou contre les propriétés, ses formules et ses
chiffres n’en regoivent aucun changement. Un seul renseignement
figure dans ses formules : le nombre des voix émises en faveur de
chaque opinion. Deux jugements portés i la majorité de cing
conlre trois se valent, quels que soient les juges. Si le partage se
fait dans la proportion de sept contre un, celui des juges qui s’est
séparé des sept autres puise, comme eux, dans la presque unani-
mité la méme garantie de sagacilé. La chance d’erreur est la méme
pour tous, telle a été la base du calcul. Ces huit juges puisent
dans la méme urne, les boules blanches y sont en grande majorité.
Si le hasard a mis une boule noire dans les mains du huitiéme
juge, c’est un pur accident : il n’en faut rien conclure contre lui.

Les conséquences de ces hypothéses sont moins assurées, quoi
qu’en ail dit Arago, que la théorie du Soleil.

Dans les tribunaux ot cinq voix sont nécessaires pour une con-
damnation, la probabilité d’une erreur est &%, el cela quels que
soient les juges.

Si le tribunal est réduit & six membres qui ne pourraient con-
damner qu’a la pluralité de quatre voix, la probabilité d’une
erreur & craindre serait au-dessous de 4.

Dans le jury de douze membres, si la pluralité exigée pour la
condamnalion est de huit voix sur douze, la probabilité de l'er-
reur & craindre est $953; elle est & peu prés 55 si la pluralité est de
neuf voix. Dans le cas de 'unanimité, la probabilité d'une erreur
est réduite 3 55

Telle serait, suivant le calcul, la mesure de la sécuriié assurée
aux innocents par la loi anglaise.

Poisson n’accepte pas la solution de Laplace, il le déclare timi-
dement.

Laplace, dit-il, fait une hypothése qui n’est point incontestable.

L’insuccés de son maitre ne le décourage pas : il fait reposer a son
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tour des calculs exacts sur des hypothéses sans fondement et propose
le résultat avec la méme confiance qu'un théoréme de Géométrie.

Avant 1831, dit-il, ct pour la France enliére, la probabilité
qu’un juré ne se tromperait pas dans son vote était un peu supé-
rieure & 2 dans le cas des crimes contre les personnes, et a peu
prés égale a 42 dans le cas des crimes contre les propriétés. Sans
distinction de 'espéce de crimes, cette chance était trés peu infé-
rieure 4 2 pour toute la France et un peu supérieure & cette frac-
tion pour le département de la Seine.

La probabilité de la culpabilité de I'accusé se trouverait, pour
la France entiére, comprise entre 0,53 et 0,54 : elle surpasse 2
dans le cas des crimes contre les propriétés.

Dans les années qui ont précédé 1831 el pour la France en-
tiére, la probabilité de I'erreur d’une condamnation prononcée a
la majorité minima de sept voix contre cinq était, & peu prés,
0,16 ou 0,04, selon qu'il s’agissait d’un crime contre les personnes
ou d’un crime contre les propriétés. Sans distinction de l'espéce
de crime, elle avait pour valeur 0,06.

Que faut-il croire de tout cela?

Absolument rien.

Poisson, comme Condorcel et comme Laplace, assimile les jurés
a des urnes. Comme Laplace, il suppose la probabilité la méme
pour tous ceux qui jugent une méme cause; comme Condorcet, il
la suppose égale pour toutes les causes.

Il déclare formellement, il est vrai, ces hypothéses inaccep-
tables; elles n’en sont pas moins la base de ses calculs : il croit tout
concilier en substituant dans les énoncés ce qu'’il appelle une pro-
babilité moyenne a la constante introduite dans les démonstra-
tons, erreur de principe moins excusable peut-&tre que les hypo-
théses les plus hasardées.

Si, sur douze jurés, sept ne se trompent jamais et cinq se
trompent toujours, la probhabilité moyenne d’erreur sera -%. Elle
le sera aussi si chaque juré tire sa décision bonne ou mauvaise
dans une urne contenant cinq boules noires ou sept blanches. Le
jury cependant, dans le premier cas, ne se trompe jamais; les
boules noires, dans le second cas, seront souvent en majorité.
Poisson dans ses calculs ne distingue pas les deux hypothéses.

L’une des formes les plus étranges de I'illusion, dont on fait
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honneur a Coadorcet, a été proposée par Cournot. Il déduit des
formules par un calcul trés exact le mérite des trois juges qui
composent un méme tribunal, non seulement le mérite relatif,
mais le mérite absolu, la probabililé pour chacun d’eux de ne pas
se tromper dans une cause qui leur est soumise. On a peine a
comprendre gu’un tel résultat n’ait pas mis en défiance un esprit
rigoureux et subtil.

Le tribunal se compose de trois juges. Trois inconnues seule-
ment sont & déterminer. Cournot, qui fait un pas vers la réalité,
en supposant aux juges une sagacité inégale, leur attribue la méme
chance d'erreur dans toutes les causes qui leur sont soumises,
croyant, comme Poisson, obtenir par cette singuliére hypothése
ce qu'il nomme une probabilité moyenne; il suppose en outre, et
c’est 1 la moins acceplable de ses erreurs, la chance de bien juger
indépendante, pour chaque juge, de celle des deux autres. Si
chaque juge se trompe une fois sur quatre, ils se tromperont tous
les trois ensemble une fois sur soixante-quatre.

C’est se placer trop loin de la vérité pour que I'application des
formules puisse donner méme une grossiére approximation. Que
I'on veuille faire ou non la fiction contraire, quand un juge se
trompe il y a pour cela des raisons : il n’a pas réellement mis la
main dans une urne ou le hasard 1’a mal servi. Il a ajouté foi & un
faux témoignage, le concours fortuit de plusieurs circonstances a
éveillé & tort sa défiance, un avocat trop habile I’a ému, de hautes
influences peut-étre 'ont ébranlé. Ses collégues ont entendu les
mémes témoins, on les a instruits des mémes circonstances, le
méme avocat a plaidé devant eux, on a tenté sur eux la méme
pression : la chance d’opiner dans le méme sens n’est aucunement
comparable & celle de tirer trois boules de méme couleur dans
trois lirages indépendants les uns des autres.

Si, comme le demande trés sérieusement Cournot, on invitait
le grelfier 2 noter, aprés chaque jugement, l'opinion de chacun
des juges, pour appliquer, quand les chiffres sont nombreux, la
formule qui donne leur mérite, la perspicacité de chacun étant
contrélée par celle de ses deux collégues, le juge le mieux noté de
France serait celui qui, sans discuter ni réfléchir, voterait toujours
comme son président : s’il faut en croire la formule, un tel juge
ne se trompe jamais.
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Ni Cournot ni Poisson n’ont commis la plus petite faute comme
géomeétres; ils traduisent rigoureusement leurs hypothéses. Mais
les hypothéses n’ont pas le moindre rapport avec la situation d’un
accusé devant les juges.

Ils ont apergu les différences et croient, en les signalant, acquérir
le droit de ne pas en tenir compte.

Poisson, qui, comme Condorcet, a consacré i la théorie des
jugements un volume entier rempli des plus savants calculs, croit
atténuer les objections qu’il ne pouvait manquer d’apercevoir, en
altérant, dans ses énoncés, la signification du mot coupable. On
rendrait, dit-il, le langage plus exact en substituant le mot con-
damnable, qui est toute la vérité, au mot coupable qui avait
besoin d’explications et que nous continuerons d’employer pour
nous conformer & 1'usage.

L'innocent, accablé sous des indices trompeurs ou victime de
machinations trop habiles pour qu'aucun juge puisse les soup-
gonner, est un accusé condamnable. Poisson, pour se conformer
a l'usage, le classe parmi les coupables. L'erreur unanime des
Juges devient alors une preuve de sagacité dont l'algébre leur tient
compte en évaluant leur mérite avec son infaillible précision.
Dans cette suite de calculs stériles, qui resteront, comme I’a dit
justement Stuart Mill, le scandale des Mathématiques, Condorcet
seul a donné un sage conseil : celui de choisir pour composer les
assemblées des hommes véritablement éclairés.
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... 0,9987377 2,72.. 0,9998803 3,16.. 0,9999921
«... 0,9987986 2,73.. 0,9998870 3,17.... 0,9999926
0,9988568 2,74.. 0,9998933 3,18.... 0,9999931
0,9989124 2,75.. 0,9998994 3,19.... 0,9999936
0.9989655 2,76.. 0,9999031t 3,20.. 0,99999.40
0,9990162 2,77.... 0,9999103 3,21. .. o0,9999944
0,9990646 2,78.... 0,9999156 3,22.... 0,9999¢47
0,9991107 2,79.. 0,9999204 3,23.... 0,9999951
0,9991348 2,80.. 0,99992350 3,24.... 0,9999954
0,9991968 2,81.... 0,9999293 3,25 ... 0,9999957
0,9992369 2,82.. 0,9999334 3,26.... 0,9999960
0,9992751 2,83.... 0,9999372 3,27.... 0,9999962
0,9993115 2,84.... o0,9999409 3,28.... 0,99999065
0,9993462 2,85.... 0,9999443 3,29.... 0,9999967
0,9993793 2,86.... 0,9999476 3,30.... 0,9999969
0,999 {108 2,87.... 0,9999507 3,31.... 0,9999971
0,9924408 2,88.. 0,9999536 3,32.... 0,9999973
0,9994694 2,89.... 0,9999363 3,33 ... 0,9999973
0,999966 2,90.... 0,9999589 3,34... 0,9999977
0,9995226 2,91.. 0,9999613 3,35.. 0,9999978
0,9995472 2,92.. 0,9999636 3,36.... 0,9999980
0,9995707 2,93.... 0,9999658 3,37.... 0,9999981
0,9995930 2,9.... 0,9999679 3,38.... 0,9999982
0,9996143 2,95.... 0,9999698 3,39 . . 0,0999984
0,9996345 2,96... 0,9999716 3,40.... 0,9999985
0,9996537 2,97.... 0,9999733 3,41.... 0,9999986
0,9996720 2,98. 0,9999750 3,42 ... 0,9999987
0,9996893 +2.99.. 0,9999765 3,43.... 0,9999988
0,9997038 3,00.... 0,9999779 3,44.... 0,9999989
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z. 0. t. 0. t. 0.
3,45... 0,9999989 3,67... 0,99999978990  3,88... 0,99999995915
3,46. . 0,99999900780  3,68... 0,99999980528 3,89 .. 0,99999996230
3,47... 0,99990907672  3,69... 0,99999981957  3,90... 0,99999996522
3,48... o,99999914101  3,70... 0,099999983285 3,9l... 0,99999996790
3,49... 0,99999920097 3,71... 0,99999984517 3,92... 0,99999997039
3,50... 0,99999925691 | 3,72... 0,99999985663 3,93... 0,99999997260
3,51... 0,99999930905 3,73... 0,99999986726 3,94... 0,99999997482
3,52... 0,99999935766  3,74. . 0,99999987712  3,95... 0,99999997678
3,83... 0,99999940296 3,73... 0,99999988629 3,96... 0,99999997860
3,84... 0,99999944519  3,76... 0,99999989477 3,97... 0,99999998028
3,55... 0,99999948452  3,77... 0,99999990265  3,98... 0,99999998183
3,86. . 0,99999952115 3,78... 0,99999990995 3,99... 0,99999998327
3,87... 0,99999955527  3,79... 0,99999991672  4,00... 0,99999998459
3,58... 0,99999958703  3,80... 0,99999992200 4,10... 0,99999999330
3,89... 0,99999961661  3,81... 0,99999992881  4,20... 0,99999999714
3,60 .. 0,99999964414  3,82... 0,99999993421  4,30... 0,99999999880
3,61... 0,99999966975 3,83... 0,99999993921  4,40... 0,99999999951
3,62... 0,99999969358  3,84... 0,99999994383  4,30... 0,99999999981
3,63... 0,09999971574 3,85... 0,99999994812  4,60... 0,99999999992
3,64... 0,99999973636  3,86... 0,99999995208  4,70... 0,99999999997
3,65... 0,99999975551  3,87... 0,99999995575  4,80... 0,99999999999
3,66... 0,99999977333

-

FIN.
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