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Preface 

A Helene, Anne-Sophie et Genevieve. 

Le present ouvrage a pour objectif de fournir des outils it la modelisation 
et l'evaluation quantitative des risques en actuariat sur une periode. Les 
modeles de risque sur plusieurs periodes sont traites dans un deuxieme 
ouvrage it paraitre. L'ouvrage est destine it une audience large. Il peut 
etre utilise it des fins pedagogiques it un niveau sous-gradue ou gradue. Le 
principal pre-requis pour cet ouvrage est un cours de base en probabilite. 
Une part du contenu de cet ouvrage se retrouve classe generalement sous 
la rubrique de la theorie du risque en actuariat, qui est appliquee dans 
les differents domaines de l'actuariat. En raison de l'evolution recente de 
la science actuarielle, les outils developpes dans Ie cadre de la theorie du 
risque peuvent etre aussi appliques dans Ie cadre plus large de la gestion 
quantitative des risques pour les institutions financieres (Quantitative Risk 
Management) et des compagnies en general (Entreprise Risk Management). 

A notre avis, pour parvenir it bien sentir les notions traitees dans 
cet ouvrage, il est essentiel de les appliquer concretement. Pour cette 
raison, on a pris un soin tout particulier it la mise en pratique des notions 
traitees dans cet ouvrage, par Ie biais d'exemples et d'exercices. Plusieurs 
resultats des exemples et plusieurs reponses aux exercices sont obtenus 

it l'aide d'un outil informatique en utilisant generalement R, Excel ® et 
c . ® C 'd' 1 . . paflOls Maple . et ouvrage pe agoglque a connu p USleurs verSlOns 

au cours des annees. Son contenu a ete experimente aupres de plus de 
mille etudiants dans Ie cadre de cours sous-gradues et gradues it l'Ecole 
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d'actuariat (Universite Laval, Quebec, Canada), l'Institut des sciences 
financieres et actuarielles (U niversite Claude-Bernard, Lyon, France), 
l'Institut des sciences actuarielles (UCL, Louvain-la-Neuve, Belgique) et 
l'INSEA (Rabat, Maroc). 

L'ouvrage est construit comme suit. 
Le chapitre 1 propose un bref rappel des notions en theOl'ie des 

probabilites qui seront utiles dans cet ouvrage, incluant aussi des notions 
sur les mesures de risque et de primes stop-loss. 

Le chapitre 2 presente les modeles de base en actuariat pour decrire Ie 
comportement des risques en assurance sur une periode. On explique aussi 
comment ce modele peut etre ada pte pour decrire les pertes liees it titres 
comportant des risques de defaut. De plus, Ie chapitre comporte une section 
comparant Ie risque propre it l'assurance et les risques financiers. 

Dans Ie chapitre 3, on examine la mutualisation de risques independants 
et de risques dependants au sein d'un portefeuille d'assurance. La 
mutualisation des risques est Ie fondement des mecanismes d'assurance. 
Le risque global du portefeuille, resultant de la mutualisation des risques, 
peut etre quantifie it l'aide de mesures de risques qui sont couramment 
utilisees dans Ie contexte des compagnies d'assurance et des institutions 
financieres. Les mesures de risque telles que la mesure Value-at-Risk (VaR) 
ou la mesure Tail- Value-at-Risk (TVaR) servent eventuellement it etablir 
Ie niveau de capital economique associe au portefeuille d'une compagnie 
d'assurance ou d'une institution financiere. A partir du capital economique, 
la compagnie peut determiner notamment la provision pour se proteger 
contre une experience adverse du portefeuille. Un resultat fondamental 
de la theorie des probabilites, l'inegalite de Tchebychev, est evoque pour 
demonter l'importance de demander une prime superieure it l'esperance 
des couts pour un contrat d'assurance. On traite aussi de l'impact de la 
mortalite stochastique et de l'impact des catastrophes sur la mutualisation 
des risques. 

En assurance, l'esperance des couts pour un contrat d'assurance 
correspond it la prime pure. Dans Ie chapitre 3, il est demontre qu'une 
prime superieure it la prime pure, que l'on designe par la prime majoree, 
doit etre demandee par la compagnie d'assurance afin d'eviter un risque 
certain d'insolvabilite. Dans Ie chapitre 4, on fournit une breve introduction 
aux principaux principes de calcul de la prime majoree. 

Pour une bonne comprehension des couts d'un portefeuille ou pour 
l'application de differents outils de gestion des risques, il est essentiel 
de pouvoir evaluer Ie comportement aleatoire d'une somme de variables 
aleatoires ou d'une fonction de variables aleatoires. En plus des methodes 
d'approximation fondees sur les moments dont certaines sont traitees 
au chapitre 3, il est essentiel de recourir it des methodes basees sur la 
simulation stochastique et it des methodes d'agregation numeriques. Le 
chapitre 5 presente les notions de base it la simulation stochastique et des 
applications pour l'evaluation quantitative des risques. Dans Ie chapitre 6, 
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on traite des methodes numeriques qui sont proposees pour l'evaluation de 
somme finie et de somme aleatoire des variables aleatoires. L'algorithme de 
Panjer et la transformee rapide de Fourier, les methodes de discretisation 
et l'approximation Poisson composee sont presentes. 

Dans Ie chapitre 7, on presente une breve introduction aux ordres 
stochastiques univaries, qui sont utilises afin de com parer et d'expliquer 
qualitativement Ie comportement des coUts d'un risque ou d'un portefeuille 
de risques. 

Traditionnellement, il etait suppose dans les modeles de risque sur une 
periode que les risques d'un portefeuille etaient independants. Cependant, 
dans un bon nombre de situations, cette hypothese n'est pas verifiee. 
Depuis la fin des annees 1990, il est maintenant reconnu en actuariat 
et en gestion quantitative des risques qu'il est tres important de tenir 
compte des relations de dependance entre les risques. Ignorer les relations 
de dependance entre les risques peut conduire 11 une sous-evaluation ou 
11 une sur-evaluation des mesures de risques liees aux couts totaux d'un 
portefeuille. De plus, cela peut conduire 11 etablir des moyens inefficaces 
de gestion des risques. Dans les chapitres 8 et 9, on traite des modeles 
multivaries de risque et de la theorie des copules. On aborde aussi les 
methodes d'agregation et les methodes de simulation stochastique pour 
evaluer Ie comportement d'une somme et d'une fonction de variables 
dependantes. 

Pour un portefeuille compose d'un nombre fini de risques, on utilise les 
mesures VaR et TVaR pour determiner Ie montant de capital economique 11 
partir du comportement aleatoires des couts totaux du portefeuille. Dans Ie 
chapitre 10, on presente une introduction aux regles d'allocation de capital 
qui servent 11 determiner la part allouee 11 chaque risque du portefeuille. 

Un tel projet n'aurait pas connu son aboutissement sans l'aide et 
l'implication de plusieurs personnes. Je remercie les personnes ayant relu 
des extraits de l'ouvrage et ayant travaille 11 resoudre les solutions et les 
reponses aux exercices : Guillaume Gilbert, Michel Jacques, Elisabeth 
Lamarche, David Landriault, Etienne Larrivee-Hardy, Jean-Philippe 
LeCavalier, Jean-Philippe Lemay, Melina Mailhot, Mhamed Mesfioui, 
Etienne Morin, Khouzeima Moutanabbir et Julien Trufin. Je tiens 11 
souligner tout specialement Marie-Pier Cote pour Ie formidable travail 
qu'elle a accompli au cours de l'annee 2011, dans la relecture de la totalite 
de l'ouvrage et la verification d'une grande part des exemples et des 
exercices de l'ouvrage. Je tiens aussi 11 remercier tout particulierement 
Helene Cossette qui a relu la totalite de l'ouvrage, 11 plusieurs reprises. Je 
remercie aussi ces deux dernieres pour m'avoir donne leurs exhortations afin 
de terminer l'ouvrage. Je suis aussi reconnaissant 11 toutes les etudiantes et 
11 tous les etudiants qui, tout au long des dernieres annees, m'ont souligne 
les differentes erreurs dans les versions precedentes de l'ouvrage. 

Je tiens 11 remercier mes principaux collaborateurs de recherche: Mathieu 
Barges, Mathieu Boudreault, Helene Cossette, Marie-Pier Cote, Michel 



xx Preface 

Denuit, Jan Dhaene, Thierry Duchesne, Patrice Gaillardetz, Christian 
Genest, David Landriault, Jean-Philippe Lemay, Stephane Loisel, Melina 
Mailhot, Fouad Marri, Esterina Masiello, Veronique Maume-Deschamp, 
Mhamed Mesfioui, Khouzeima Moutanabbir, Pierre Ribereau, Jacques 
Rioux et Florent Toureille. 

Je suis aussi reconnaissant de l'aide financiere fournie par la Chaire 
d'actuariat, de l'Universite Laval, permettant d'engager trois etudiants 
qui ont travaille sur les precedentes versions de cet ouvrage. J'exprime 
toute rna reconnaissance a Jean-Claude Augros, Michel Denuit, Stephane 
Loisel et Veronique Maume-Deschamp pour leurs invitations a enseigner 
des cours OU une partie du contenu de l'ouvrage a ete presente. Je tiens 
aussi a remercier Christian Genest pour avoir propose cet ouvrage a l'equipe 
editoriale de Springer-Verlag France. Je tiens aussi a remercier Robert 
Rousseau et Guy Gendron pour leur support et leurs encouragements. 
Je remercie Yalodah Dodge, president du comite scientifique, et Nathalie 
Huilleret (directrice), Claire Viader, Charles Ruelle et Dalila Goual de 
l'equipe editoriale chez Springer-Verlag France, pour leur confiance, leurs 
encouragements et leur patience. 

Je remercie aussi mes amis, mes proches, rna famille, Louise Hebert, 
David Landriault, Jean-Philippe Lemay, Stephane Loisel, Esterina 
Masiello, Claire Madame la Marquise Renoirte et Pierre Ribereau pour 
leurs mots d'encouragement. Je voudrais aussi saluer Frangois Dufresne, 
Frangois Grenon et Hubert Tremblay pour leurs conseils et a qui j'avais 
deja confie Ie desir de realiser un tel livre. J'aimerais saluer la memoire 
du professeur Florian Etienne De Vylder notamment pour sa passion, sa 
generosite et sa gentillesse. 

A rna femme Helene et ames enfants Anne-Sophie et Genevieve, je vous 
dois toute rna gratitude de m'avoir soutenu, encourage et endure pendant 
cette vaste entreprise. 

J'ai aussi une pensee pour mon etudiant au doctorat, Florent Toureille, 
qui nous a quitte subitement Ie 15 decembre 2010. 



1 
Quelques notions de la theorie 
des probabilites 

1.1 Introduction 

Depuis ses debuts, l'actuariat a progresse au rythme des avancements de 
la theorie des probabilites. 

Notamment, Christian Huygens (14 avril 1629 - 8 juillet 1695), qui 
fut un mathematicien, un astronome et un physicien neerlandais, a ete 
l'auteur du premier livre sur Ie calcul des probabilites, inspire de la 
correspondance de Blaise Pascal et Pierre Fermat. C'est dans ce livre 
qu'il introduit la notion d'esperance, liee 11 une situation d'incertitude. 
La notion d'esperance est fondamentale en actuariat. Blaise Pascal (19 
juin 1623 - 19 aout 1662), qui a ete mathematicien, physicien, inventeur, 
philosophe, moraliste et theologien fran<:;ais, a contribue 11 la fondation de 
la theorie des probabilites et il a reflechi 11 des problemes lies 11 l'assurance. 
Un peu plus tard, on doit 11 Jacques (Jakob) Bernoulli (27 decembre 1654 
- 16 aout 1705), mathematicien et physicien suisse, la loi de Bernoulli et 
la premiere version de la loi des grands nombres, contribuant aussi 11 la 
fondation de la theorie des probabilites. La loi des grands nombres est 
aussi essentielle en actuariat. C'est 11 Thomas Bayes (env. 1702 - 17 avril 
1761), mathematicien britannique et pasteur de l'Eglise presbyterienne, 
que l'on doit Ie fameux theoreme de Bayes. On lui do it la definition de la 
probabilite conditionnelle. Le neveu de Jacques Bernoulli, Daniel Bernoulli 
(9 fevrier 1700 - 17 mars 1782), medecin, physicien et mathematicien 
suisse, est l'auteur, notamment, de l'essai Theorie sur la mesure du 
risque. Il y a introduit les notions d'aversion au risque, de prime de 
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risque et d'utilite (aux frontieres de la finance, de l'economie et de la 
theorie du risque). Abraham DeMoivre (26 mai 1667 - 27 novembre 1754), 
mathematicien fran<:;ais, am is de Newton, Leibniz et Halley, contribua 
de maniere importante 11 l'avancement de la theorie des probabilites (et 
de l'actuariat), en publiant Ie traite The Doctrine of Chances: a method 
of calculating the probabilities of events in play, dans lequel il presente 
un premier expose de la distribution normale. L'ouvrage traite aussi de 
l'evaluation des primes pour des contrats de rente et il contient des tables 
actuarielles de mortalite. On mentionne aussi Antoine Deparcieux (28 
octobre 1703 - 2 septembre 1768), mathematicien fran<:;ais, qui est l'auteur 
de l'ouvrage Essais sur les probabilites de la vie humaine, d'ou l'on deduit 
la maniere de determiner les rentes viageres (. . .), precede d'une courte 
explication sur les rentes a terme, ou annuites, et accompagne d 'un grand 
nombre de tables, qui est generalement considere comme Ie premier ouvrage 
en actuariat. L'ouvrage fut tres populaire et les tables de mortalite qu'on 
y trouve furent utilisees par les compagnies d'assurance-vie pendant tout 
Ie XIXe siecle et Ie debut du xxe. 

Marie Jean Antoine Nicolas de Caritat, marquis de Condorcet (17 
septembre 1743 - 29 mars 1794), philosophe, mathematicien et homme 
politique fran<:;ais, a examine Ie probleme de ruine pour une compagnie 
d'assurance (maritime dans son illustration) afin de determiner la prime 
par contrat. Il est considere comme un precurseur de la mesure VaR. 
Pierre-Simon de Laplace (23 mars 1749 - 5 mars 1827), mathematicien, 
astronome et physicien fran<:;ais, a contribue considerablement au 
developpement des probabilites et de la statistique. On lui do it notamment 
Ie theoreme central limite, les fonctions generatrices des moments, les 
fonctions generatrices des probabilites, etc. Laplace a propose une methode 
pour evaluer approximativement la solution 11 un probleme de Condorcet 
(voir la note historique dans la chapitre 4) qui a conduit au theoreme 
central limite. Il est interessant de mentionner que Laplace a ete ministre 
de l'Interieur sous Ie Consulat, comte d'empire (sous Napoleon 1 er) et 
marquis so us la Restauration. C'est 11 Johann Carl Friedrich Gauss (30 
avril 1777 - 23 fevrier 1855), mathematicien, astronome et physicien 
allemand, que l'on doit la fameuse loi normale (ou gaussienne), mais c'est 
11 Laplace que l'on doit Ie theoreme central limite. Enfin, Simeon-Denis 
Poisson (21 juin 1781 - 25 avril 1840), mathematicien fran<:;ais, geometre 
et physicien, a propose la loi de Poisson pour decrire Ie comportement de 
l'arrivee d'evenements sur un intervalle de temps fixe (dans Recherches 
sur la probabilite des jugements en matiere criminelle et en matiere 
civile (1838)). Ses superviseurs au doctorat furent Louis Lagrange et 
Pierre-Simon Laplace. La loi de Poisson est fondamentale en actuariat. 

On mentionne aussi Harald Cramer (25 septembre 1893 - 5 octobre 
1985), mathematicien suedois, actuaire et statisticien, et Bruno de Finetti 
(13 juin 1906 - 20 juillet 1985), probabiliste italien, statisticien et actuaire, 
qui ont gran dement contribue 11 la theOl'ie des probabilites, 11 la statistique 
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et la theOloie du risque en actuariat. Emil Julius Gumbel (18 juillet 1891 
- 10 septembre 1966), mathematicien et actuaire allemand, qui fut un des 
peres fondateurs de la theorie des extremes, a notamment publie l'ouvrage 
La duree extreme de la vie humaine. 

Les notions de probabilite sont essentielles it la modelisation des risques 
en actuariat. Le present chapitre vise it rappeler certaines notions de 
base en probabilite et it introduire certains concepts utiles en actuariat. 
Notamment, Ie nombre de sinistres, Ie mont ant d'un sinistre, Ie taux de 
rendement sur un investissement, les couts d'un contrat d'assurance, les 
couts pour un portefeuille d'assurance, les pertes liees it un portefeuille 
de placement et les couts lies it une catastrophe sont modelises par des 
variables aleatoires, qui peuvent etre discretes ou continues. Les notions 
d'esperance et de variance servent it avoir une idee des couts ou des 
pertes esperes ainsi que de leur variabilite. On a recours it des mesures de 
risque pour quantifier de fagon adequate les engagements d'une compagnie 
d'assurance, d'une banque, etc. Les actuaires sont confrontes it l'evaluation 
du comportement aleatoire des couts totaux ou des pertes totales d'un 
ensemble de risques, comme un portefeuille de contrats d'assurance, ce qui 
les conduit it devoir evaluer Ie comportement d'une somme de variables 
aleatoires. 

Dans ce chapitre, on presente quelques notions de base de la theOloie 
des probabilites qui serviront it la modelisation et it l'evaluation des 
risques en actuariat. On commence en traitant des notions relatives aux 
variables aleatoires et it l'esperance de fonctions de variables aleatoires. On 
presente les definitions des fonctions quantiles, stop-loss et exces-moyen 
ainsi que les definitions de mesures de risque. On aborde aussi brievement 
la construction de variables aleatoires par melange et l'evaluation de la 
distribution de sommes et de differences de variables aleatoires. 

1.2 Variables aleatoires 

1.2.1 Definitions 

On definit une variable aleatoire (v.a.) comme etant Ie resultat d'une 
experience ou d'un phenomene aleatoire. Une v.a. X est une fonction, 
souvent it valeurs reelles, definie sur un espace echantillonal. Cet espace 
correspond it l'ensemble des resultats possibles d'une experience ou d'un 
phenomene aleatoire. 

La v.a. X peut representer e.g. Ie mont ant it verser it la suite d'un 
accident de voiture, les couts it encourir pour un portefeuille d'assurance 
collective, les pertes liees it un investissement, les pertes encourues par tous 
les assureurs d'une region specifique it la suite d'une catastrophe naturelle 
ou encore Ie mont ant total des rentes it verser par un regime de retraite 
pour la pro chaine annee. 
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Par convention, les v.a. sont designees par des lettres majuscules et les 
realisations des v.a. sont designees par des lettres minuscules. On definit la 
fonction de repartition de la v.a. X par Fx OU 

Fx (x) Pr (X -s: x) 
Pr (v.a. X prenne une valeur inferieure ou egale it x). 

Une fonction de repartition Fx possede les proprietes suivantes : 

• Fx est non decroissante (croissante au sens large) ; 

• Fx est semi-continue it droite ; 

• Fx (-00) = 0 et Fx (00) = 1 

• 0 -s: Fx (x) -s: 1, x E Jl{. 

Le complement de Fx, note Fx (x), est appele la fonction de survie de 
X et il est defini par Fx (x) = 1 - Fx (x). 

Il y a deux classes import antes de v.a. : les v.a. discretes et les v.a. 
absolument continues. 

1.2.2 Variables aleaioires discreies 

Une v.a. est dite discrete si elle prend un nombre fini ou denombrable de 
valeurs dans l'ensemble Ax = {Xl,X2,X3, ... }. On definit sa fonction de 
masse de probabilite par fx OU 

fx (x) = Pr (X = x), x E Ax c Jl{, 

avec 0 -s: fx (x) -s: 1, x E Ax et I: fx (x) = 1. Le support Ax et la 
xEAx 

fonction de masse de probabilite fournissent une description complete du 
comportement aleatoire de X. La plus importante classe de v.a. discretes 
non positives est l'ensemble des v.a. avec support arithmetique i.e. Xk = kh, 
kEN et h > 0 est un scalaire. 

Une description des principales distributions discretes est fournie en 
annexe : binomiale, Poisson, binomiale negative, geometrique. Comme il 
est explique au chapitre 2, ces 4 lois discretes sont souvent utilisees comme 
lois de frequence en actuariat. Leurs fonctions de repartition Fx et de 
masse de probabilite fx sont fournies dans plusieurs logiciels (e.g. en R et 

® Excel ). 
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1.2.3 Variables aleatoires continues 

On dit qu'une v.a. X est absolument continue s'il existe une fonction 
Ix (x) 2 0, definie sur Jl{, de telle sorte que 

Pr (X E Jl{) = L Ix (x) dx = 1 

et 

Pr (X E C) = 10 Ix (x) dx, 

ou C est un sous-ensemble de Jl{. Par exemple, l'ensemble C peut etre 
]-00, a]. Ainsi, on a 

Pr(X E C) = Pr(X E ]-oo,al) = Pr(X -s: a) = Fx (a). 

Si C = la, b], alors 

Pr(X E C) Pr(X E ]a,b]) = Pr(a < X -s: b) 

Pr(X -s: b) - Pr (X -s: a) = Fx(b) - Fx (a). 

On nomme Ix la fonction de densite de la v.a. X. On etablit la relation 
suivante entre Fx et Ix : 

Fx (x) = Pr (X -s: x) = Pr (X E ]-00, xl) = [Xoo Ix (y) dy. 

Puis, en derivant des deux cotes de l'egalite, on obtient 

d d jX 
dx Fx (x) = dx -00 Ix (y) dy = Ix (x) . 

La fonction de densite Ix peut donc etre obtenue en derivant la fonction 
de repartition. Contrairement 11 la fonction de repartition F x, la fonction 
de densite Ix peut etre superieure 11 1. Vne interpretation heuristique de 
Ix est don nee par 

Ix (x) dx Pr (X E (x, x + dxl) 

Pr (v.a. X prenne une valeur entre x et x + dx). 

En annexe, on presente une description des principales distributions 
continues utilisees en actuariat telles que les distributions normale, 
uniforme, beta, exponentielle, gamma, Erlang, Pareto, lognormale, Weibull. 
Pour toutes ces distributions, l'expression de la fonction de densite est 
analytique. Pour les lois uniforme, exponentielle, Erlang, Pareto et Weibull, 
la fonction de repartition est explicite ce qui n'est pas Ie cas pour les lois 
normale, lognormale et gamma avec un parametre a qui n'est pas entier. 
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Les fonctions de repartition Fx et de densite fx pour plusieurs de ces 

d · 'b . c· l' l' . 1 ( ® ) lstn utlOns sont lourmes avec p USleurs oglcle s e.g. R et Excel . 
Comme on l'explique au chapitre 2, les lois exponentielle, gamma, 
Erlang, Pareto, lognormale et Weibull sont utilisees notamment pour 
la modelisation des montants de sinistres. La loi normale est fondamentale 
en theOl'ie des probabilites, en actuariat et en gestion quantitative des 
risques. Comme on Ie verra dans cet ouvrage, elle n'est toutefois pas 
directement utilisee pour la modelisation des montants de sinistres. 

1.3 Esperance d'une variable aleatoire 

1.3.1 Definition 

L'esperance d'une v.a. X designe la valeur esperee que peut prendre cette 
v.a. 

Si X est une v.a. discrete avec support fini i.e. prenant un nombre fini 
de valeurs {Xl, X2, X3, ... , Xm} et avec une fonction de masse de probabilite 
fx, l'esperance de cette v.a. est don nee par 

m m 

i=l i=l 

Si X est une v.a. discrete avec support denombrable i.e. qui prend des 
valeurs dans l'espace denombrable Ax = {X1,X2,X3,"'} E lR et avec une 
fonction de masse de probabilite fx, l'expression de son esperance est 

00 

xEAx i=l 

en supposant que la somme converge. 
Lorsque X est une v.a. continue avec fonction de densite fx, l'esperance 

de X est definie par 
00 

E [X] = J xfx(x)dx. 

-00 

L'esperance possede la propriete de linearite 

E [aX + b] = E [aX] + b = aE [X] + b, 

que X soit une v.a. discrete ou continue. 
En actuariat, la notion d'esperance est importante. Par exemple, si la 

v.a. X represente les couts pour un contrat d'assurance pour la pro chaine 
annee, alors on verra que l'esperance de X correspond it la prime pure de 
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ce contrat. Generalement, la prime chargee pour Ie contrat est superieure 
11 l'esperance de X. Difi'erents modeles pour X sont etudies au chapitre 2. 

On a Ie result at suivant pour une v.a. continue positive. 

Proposition 1.1 Boit une v.a. X continue positive dont l'esperance existe. 
(Xl 

Alors, on a E [Xl = J Fx(x)dx. 
o 

Preuve. On a 

(Xl (XlY 

E [Xl = J yfx(y)dy = J J fx(y)dxdy 

o 0 0 

qui devient 
(Xl (Xl (Xl 

E [Xl = J J fx(y)dydx = J Fx(x)dx. 
o x 0 

• 
On a aussi un resultat similaire pour une v.a. discrete definie sur un 

support arithmetique {O, Ih, 2h, ... }. 

Proposition 1.2 Boit une v.a. X discrete dejinie sur {O, Ih, 2h, ... } dont 
l'esperance existe. Alors, on a E [Xl = h L:~=o Fx(kh). 

Preuve. On deduit 

(X) (X) j 

E [Xl = Ljhfx(jh) = h L L fx(jh) 
j=O j=Ok=O 

qui devient 

(Xl (Xl (Xl 

E [Xl = h L L hfx(jh) = h LFx(kh). 
k=Oj=k+l k=O 

• 

1.3.2 Esperance d 'une fonction 

On examine l'esperance d'une fonction 9 de X. 
Dans Ie cas OU X est une v.a. discrete avec support fini et avec une 

fonction de masse de probabilite fx, l'expression de E [g (X)l est 

m 

E [g (X)l = Lg (Xi) fX(Xi)' 
i=l 
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Lorsque X est une v.a. discrete definie sur un support denombrable et 
avec une fonction de masse de probabilite ix, on a 

00 

E [X] = LXi iX(Xi), 
i=l 

en supposant que la somme converge. 
Si X est une v.a. continue avec fonction de densite ix, l'esperance de 

g (X) est donnee par 

E [g (X)] = J g (x) ix (x) dx. 

R 

1.3.3 Moment d'ordre n 

Un exemple important de fonction g est Ie cas OU g (y) = yn, pour n E N+. 
On definit E [xn] comme Ie moment d'ordre n de la v.a. X. Ainsi, si la v.a. 
X est discrete avec support fini, on a 

m 

E [Xn] = LxUx(xi). 
i=l 

Si la v.a. X est discrete avec support denombrable, l'expression de E [xn] 
est 

00 00 

i=l i=l 

en supposant que la somme converge. Pour une v.a. continue X, on a 

en supposant que l'integrale existe. 

1.3.4 Esperance d 'une fonction indicatrice 

Soit la fonction g definie par g (y) = l{YEc}, ou l{YEc} est une fonction 
indicatrice telle que 

Y E C 
Y ~ C ' 

OU C est un so us-ensemble du support de X. Ainsi, on a E [l{xEC}] 
Pr (X E C). 

Si C = (-00, b], alors la fonction indicatrice l{YE( -oo,b]} est equivalente 
it l{y:s;b}, ou 
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y~b 

y > b ' 

et l'expression de l'esperance devient 

La fonction de repartition de la v.a. X peut donc s'ecrire comme l'esperance 
de fonction indicatrice l{y:s;b}' De fagon similaire, a partir d'une fonction 
indicatrice l{y>b}, soit 

y>b 
y ~ b ' 

on a 

qui correspond a la fonction de survie de X. 

1.3.5 Integrale de Riemann - Stieltjes 

Il peut aussi advenir que la distribution d'une v.a. X so it mixte i.e. 
l'expression de sa fonction de repartition est Fx (x) = BFo (x) + 
(1 - B) FI (x), OU Fo est une fonction de repartition discrete avec fonction 
de masse de probabilite fo et FI est une fonction de repartition absolument 
continue avec fonction de densite de probabilite JI. Alors, l'esperance de 
g (X) est definie en fonction de l'integrale de Riemann - Stieltjes 

E [g (X)] I: g (x) dFx (x) 

BLg(x)fo(x)+(l-B) 1(XJ g(x)JI(x)dx, 
xEA -(XJ 

OU A correspond a l'ensemble de tous les points de sauts de Fx (x). 

1.4 Esperance tronquee 

1.4.1 Definition 

L'esperance tronquee d'une v.a. X est un cas particulier de l'esperance 
d'une fonction g OU g (y) = y x l{y<:;d}' On definit l'esperance tronquee a d 

de la v.a. X par E [X x l{x<:;d}]' On peut aussi s'interesser au complement 
de cette esperance qui est 

(1.1 ) 
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Les esperances E [X x l{x::;d}] et E [X x l{x>d}] sont utiles notamment 
pour definir l'expression de la mesure de risque TVaR, comme il est explique 
11 la section 1.11. 

Si X est une v.a. discrete avec un support fini, on a 

m 

E [X x l{x::;d}] = L Xi 1{x,::;d}fx (Xi). 
i=l 

Si X est une v.a. discrete avec un support denombrable, on a 

00 

E [X x l{x::;d}] = L Xi 1{x,::;d}fx (Xi), 
i=l 

en supposant que la somme converge. 
Lorsque X est une v.a. continue, l'expression de E [X x l{x::;d}] est 

1.4.2 Exemples 

Dans cette sous-section, on developpe les expressions E [X x 1 {X ::;d}] et 

E [X x l{x>d}] pour certaines lois continues. 

Exemple 1.3 Boit la v.a. continue positive X rv Exp(f3) dont la fonction 
de densite est fx (x) = f3e-(3x, X E JR.+. L'expression de l'esperance 
tronquee est 

De (1.1), on deduit aussi 

E [X X l{x>d}] 
rOO 1 1 

Jd xfx (x) dx = 73 + de-(3d - 73 (1 - e-(3d) 

(1.2) 

Exemple 1.4 Boit la v.a. continue positive X rv Ga( C\;, 13) ou la fonction 

de densite est /C:) x Ct - 1e-(3x, x E JR.+. La fonction de repartition est 

notee H (x; C\;, 13) et la fonction de survie, H (x; C\;, 13). L 'expression de 
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E [X x l{x:S;d}] est donnee par 

On deduit que 

E [X]- E [X x l{x:S;d}] 

E [X] (1- H (d; a + 1,;3)) 

E[X]H(d;a+1,;3). D 

11 

(1.3) 

Exemple 1.5 Boit la v.a. continue X ~ N (fJ, (}2) ou la fonction de 
(:r_p,)2 

densite est (J"~e-~, x E JR.. On a la relation X = fJ + (}Z, att la v.a. 

Z obeit a la loi normale standard, soit Z ~ N (0,1), dont la fonction de 
repartition Fz est no tee if> et la fonction quantile, if>-l. Alors, la fonction 
de repartition de X est notee comme suit: 

(
X - fJ) Fx (x) = if> -()- . 

L'expression de E [X x l{x:S;d}] est donnee par 

On deduit que 

(1.4) 
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Exemple 1.6 Boit la v.a. continlLe positive X ~ LN (fJ, (}2). Comme X = 
eY 01'1 Y ~ N (fJ, (}2), alors I 'expression de la fonction de repartition pOlLr 
X est 

( In (x) - fJ) 
Fx (x) = Fy (In (x)) = <I.> () • 

Bi c E JR, alors on a cX ~ LN (fJ + In (c) ,(}2), car cX = ceY = eY +In(c) et 

Y + In (c) ~ N (fJ + In (c) ,(}2). De pllLs, on a X-I ~ LN (-fJ, (}2), plLisqlLe 

X-I = e-Y et -Y ~ N (-fJ, (}2). L'expression de l'esperance tronqlLee est 

qlLi devient 

[ ] 2 (In (d) - fJ - (}2 ) 
E X x l{x<:::d} = exp(fJ + () /2)<1.> () . 

Par la slLite, on obtient 

- (In (d) - fJ - (}2 ) 
E [X X l{x>d}] = E [Xl <I.> () . D (1.5) 

Exemple 1. 7 Boit la v. a. continlLe positive X ~ Fa (O!, j3) avec O! > 1 et 
dont la fonction de densite est fx (x) = (A:;)':+ 1 , x E JR. L 'expression de 

E [X x l{x<:::d}] est donnee par 

l d O!>.'" 
x dx 

o (>. + x)"'+1 

( >')'" r >.'" 
-d >'+d + Jo (>.+x)",dx 

qlLi devient 

E [X x l{x<d}] = -d -- + -- 1- -1' ( >')'" >. ( >."'-1) 
- >. + d O! - 1 (>. + d)'" 
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Ensuite, on obtient 

(1.6) 

1.5 Variance 

1.5.1 Definition 

Soit une v.a. X dont Ie moment d'ordre 2 existe. On definit la variance de 
la v.a. X par 

Var (X) = E [(X - E [X])2] . (1.7) 

Si X est une v.a. discrete avec support fini ou denombrable, l'expression 
de (1.7) devient 

ou 

m 

Var (X) = L (Xi - E [X])2 fx (Xi) 
i=l 

00 

Var (X) = L (Xi - E [X])2 fx (Xi). 
i=l 

Dans Ie cas OU X est une v.a. continue, on a 

Var (X) = I: (x - E [X])2 fx (x) dx. 

La variance de X s'interprete com me etant une mesure de la variabilite ou 
de la dispersion de la v.a. X par rapport 11 son esperance. Clairement, la 
variance est toujours positive ou nulle. Elle prend une valeur nulle dans Ie 
cas OU la v.a. X est une constante. 

En developpant (1.7), on obtient l'expression 

(1.8) 

qui est couramment utilisee pour calculer la variance de X. 
Soit la v.a. Y definie comme une transformation lineaire de X, i.e. Y = 

aX + b. Alors, la variance de Y est donnee par 

Var (Y) = Var (aX + b) = Var (aX) = a 2Var (X) . 
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1.5.2 Ecart type 

On definit l'ecart type de la v.a. X par JVar (X), qui est aussi une messure 
de dispersion ou de variabilite de la v.a. X par rapport a son esperance. 
L'ecart type est de la meme echelle que les valeurs pouvant etre prises par 
la v.a. X. Comme la variance, l'ecart type est posit if ou nul. De plus, pour 
Y = aX + b, on a 

JVar (Y) = aJVar (X). 

1.5.3 Coefficient de variation 

On a egalement recours au coefficient de variation de la v.a. X, defini par 

~. Le coefficient de variation est pergu com me une mesure relative 
de variabilite ou de dispersion et il est aussi appele Ie risque unitaire en 
gestion quantitative des risques. 

Le coefficient de variation de la loi exponentielle est de 1, servant de 
point de comparaison pour les autres lois continues positives. Une loi avec 
un coefficient de variation superieur (inferieur) a 1 est consideree comme 
une loi avec une variance elevee (faible). 

Le coefficient de variation de la loi gamma est donne par Ja et on observe 

qu'il est superieur (inferieur) a 1 si Ie parametre a est inferieur (superieur) 
a 1. Le coefficient de la loi Erlang est toujours inferieur a 1. Le coefficient de 
variation d'une loi tres utilisee en actuariat, la loi lognormale, est donne par 
veIJ2 - 1 et il est toujours superieur a 1. Si a > 2, Ie coefficient de variation 

de la loi de Pareto, dont l'expression est V a~2' est aussi toujours superieur 

a1. 

1.6 Moments centres 

Soit une v.a. X dont Ie moment d'ordre n existe. On definit Ie moment 
centre d'ordre n par E [(X - E [Xltl. La variance est un cas particulier 
de moment centre avec n = 2. 

Si X est une v.a. discrete avec support fini ou denombrable, l'expression 
de E [(X - E [Xltl est donnee par 

m 

E [(X - E [Xltl = L (Xi - E [Xlt Ix (Xi) 
i=l 

ou 
00 

E [(X - E [Xltl = L (Xi - E [Xlt Ix (Xi). 
i=l 
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Pour une v.a. continue X, on a 

E [(X - E [Xltl = [: (x - E [Xlt Ix (x) dx. 

En developpant son expression, on a la relation suivante : 

E [(X - E [Xltl = ~ G) (-It- j E [xj] E [Xr- j . (1.9) 

Les moments centres sont invariants 11 la translation. Soit la v.a. Y = 
X + c. Alors, on a 

E [(Y - E [Yltl = E [(X - E [Xltl. 

De plus, pour la v.a. Y = cX, on a 

E [(Y - E [Yltl = cn E [(X - E [Xltl. 

Outre la variance, on est aussi interesse par Ie moment centre d'ordre 3, 
qui permet de definir Ie coefficient d'asymetrie. 

1. 7 Coefficient d' asymetrie 

Soit la v.a. X dont les trois premiers moments existent. Le coefficient 
d'asymetrie de la v.a. X, note, (X) , est defini par 

E [(X - E [X])3] 
,( X) = ------=--------0-" ------=-

Var (X)2 

ou Ie troisieme moment centre est donne par 

selon (1.9). 

(1.10) 

Le coefficient d'asymetrie donne une information quant 11 la symetrie de 
la distribution de X par rapport 11 son esperance. 

Dans Ie cas OU ,(X) = 0, la distribution de la v.a. X est symetrique 
par rapport 11 son esperance. La loi normale est un exemple de distribution 
avec un coefficient d'asymetrie nul. 

Si ,(X) > 0, l'asymetrie de la distribution de X est 11 gauche (positive), 
ce qui signifie que la distribution est plus etalee 11 droite de l'esperance. 
Ainsi, la probabilite que la v.a. X prenne une valeur beaucoup plus elevee 
que son esperance est elevee. 
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Le coefficient d'asymetrie de la distribution gamma est donne par ]a et il 

decroit quand Ie parametre de forme 0: augmente. Le coefficient d'asymetrie 
de la loi exponentielle est 2. Les distributions lognormale et de Pareto 
(0: > 3) ont aussi des coefficients d'asymetrie positifs. La loi de Poisson, 
la loi binomiale negative et la loi binomiale avec q < ~ possedent une 
asymetrie positive. 

Quand I (X) < 0, l'asymetrie de la distribution de X est 11 droite. Par 
exemple, la loi binomiale avec q > ~ possede une asymetrie negative. 

1.8 Fonction gEmeratrice des moments 

La fonction generatrice des moments (f.g.m.) d'une v.a. X est definie par 

en supposant que l'esperance existe pour un ensemble de valeurs de t # o. 
La f.g.m. est un cas particulier de l'esperance d'une fonction g de X OU 
g(y) = e ty . 

Si X est une v.a. discrete avec support fini ou denombrable, l'expression 
de la f.g.m. de X est 

m 

Mx (t) = E [etX ] = 2)tx i fX(Xi) 
i=l 

ou 
00 

Mx (t) = E [etX ] = 2)tx i fX(Xi), 
i=l 

si la somme converge pour un ensemble de valeurs de t # O. Dans Ie cas 
d'une v.a. continue X, on a 

Mx (t) = E [etX ] = I: etx fx (x) dx, 

si l'integrale existe pour des valeurs de t # O. 
La f.g.m. des distributions e.g. exponentielle, gamma et normale existe. 

En revanche, la f.g.m. des distributions e.g. de Pareto et de Burr n'existe 
pas. Quand elle existe, la f.g.m. de X permet d'identifier sa distribution. 

Si la f.g.m. d'une v.a. X existe, Ie moment d'ordre m de X correspond 
11 la m-ieme derivee de la f.g.m. evaluee 11 t = 0 
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En effet, on a 

-Mx (t) d
m 

I 
dtm t=o 

qui devient 

1.9 Fonction gEmeratrice des probabilites 

Soit une v.a. discrete X definie sur N. La fonction generatrice des 
probabilites (f.g.p.) de la v.a. X est definie par 

(Xl 

Px (t) = E [tX] = i)k fx(k) (1.11) 
k=O 

si la somme converge pour un ensemble de valeurs de t -=I- 1. On deduit les 
valeurs de fx(k) en derivant (1.11) k fois par rapport it t, en posant t = 0 
et en divisant par k! selon la relation suivante : 

1 dk I fx (k) = k! dtkPX (t) t=o' 

pour k E N+ et avec fx (0) = Px (0). De plus, on a 

E [Xl = ~Px (t)1 . 
dt t=! 

1.10 Fonction quantile 

1.10.1 Definition de base 

On debute avec la definition de base de la fonction quantile. 

Definition 1.8 Boit la v. a. X avec fonction de repartition Fx. On dejinit 
la fonction inverse Fi! de Fx par 

Fi! (u) = inf {x E lR: Fx(x) ::;, u} = sup {x E lR: Fx(x) < u}, 

pour u E (0,1). Par convention, inf0 = +00 et sup0 = -00. La fonction 
inverse Fi! est aussi appelee la fonction quantile de x. 

A partir de la definition 1.8, on deduit les proprietes suivantes. 
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Proprietes 1.9 La fonction quantile satisfait les proprietes suivantes: 

1. Fi! est non decroissante (croissante au sens large) ; 

2. Fi! est semi-continue a gauche; 

3. Fi! (Fx (x)) ::; x ; 

4. Fx (Fi! (x)) ::;> u. 

1.10.2 Variables aleatoires continues 

Si la v.a. X est continue, alors Fi! correspond a la seule valeur Xu telle 
que Fx (xu) = u. Pour certaines lois continues, il est possible d'obtenir une 
expression explicite pour la fonction quantile. Cette demarche est illustree 
dans les exemples suivants pour quelques lois continues. 

Exemple 1.10 Soit la v.a. X ~ Exp(j3) dont la fonction de repartition 
est Fx (x) = 1- e-,6x. L'expression analytique de la fonction quantile est 
determinee en isolant x dans la relation Fx (x) = u. On obtient Fi! (u) = 
-i-ln(l-u). D 

Exemple 1.11 Soit la v.a. X ~ Fa (0:, >.) dont la fonction de repartition 

est F x (x) = 1 - ('\~x) ex. On determine la fonction quantile en cherchant 

x tel que Fx (x) = 1 - ('\~x) '" = U OU u est fixe entre (0,1). On obtient 

Fx-!(u) = >. 1 ->., UE(O,l).D 
(1 ) --u n: 

Exemple 1.12 Soit la v.a. X = bU ou b E lFt+ et U ~ Beta (0:, 1) avec 
Fu (x) = x"', x E [0,1]. Alors, il suffit d'isoler x dans l'equation u = 
Fx (x) = (~r et on deduit que Fi! (u) = bu±. D 

Pour d'autres lois continues, on dispose d'une expression analytique pour 
Fx (x) pour laquelle il est impossible d'isoler l'expression de la fonction 
quantile. Dans ces circonstances, on do it recourir a un outil d'optimisation 
pour calculer la valeur de la fonction quantile. C'est Ie cas notamment de 
la loi Erlang dont la fonction de repartition est 

n-! j 

Fx (x) = 1 - e- i3x L (j3~) . 
j=O J. 

Les fonctions quantiles Fi! pour plusieurs distributions continues sont 

programmees dans des logiciels (e.g. R et Excel ®). 
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1.10.3 Variables aleatoires discretes 

Pour les v.a. discretes, il suffit d'appliquer directement la definition 1.8 
com me il est illustre dans l'exemple suivant. 

Exemple 1.13 Boit la v. a. discrete X #finie avec 

Pr (X = 0) = 0.2, Pr (X = 100) = 0.3, Pr (X = 500) = 0.35 

et Pr (X = 1000) = 0.15. Les expressions des fonctions de repartition et 
qlLantile sont 

0, x<o 
0, o :::; 1L :::; 0.2 

0.2, 0:::; x < 100 
100, 0.2 < 1L :::; 0.5 

0.5, 100:::; x < 500 
500, 0.5 < 1L :::; 0.85 F x (") ~ 1 "F;;'(u) ~ { 

0.85, 500:::; x < 1000 
1000, 0.85 < 1L :::; 1 

1, x::;' 1000 

D 
Les fonctions quantiles Fx 1 de plusieurs distributions discretes sont 

fournies dans des logiciels (e.g. R et Excel ®). 

1.10.4 Cas non standards 

L'identification de la fonction quantile devient plus delicate lorsque la 
fonction de repartition presente une forme non standard avec des portions a 
la fois monotones croissantes et des plateaux (ou des portions horizontales). 
Dans Ie prochain exemple, on presente Ie cas d'une v.a. X ayant une telle 
fonction de repartition non standard. 

Exemple 1.14 Boit la v.a. X dont la fonction de repartition est donnee 
par 

{ 
C~O)2, 0:::; x < 100 

Fx (x) = 0.25, 100 ~ x < 200 . 

1 - (3gg~X) , x::;' 200 

La fonction de repartition est representee SlLr Ie graphiqlLe de la figlLre 1.1. 

D 

Alors, l'expression de Fx 1 est donnee par 

{ 
200 ( 1L ~ ), 0:::; 1L :::; 0.25 

Fx1 (1L) = 200, 0.25 < ~ :::; 0.64 

300 ((1-1L)-2 -1), 0.64:::; 1L < 1 
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'" o 

100 

FIGURE 11. Cmnhe de Fx (xl ~ { 
( 2~O ) 2, 0 <::: x < 100 
0.25, 100 <::: x < 200 

1 - (3gg~x r, x:;:' 200 

1.10.5 Deuxieme definition 

Dans certaines situations, on a aussi recours 11 une seconde definition donnee 
ci-dessous de la fonction quantile. 

Definition 1.15 Boit la v.a. X avec fonction de repartition Fx. On dejinit 
lLne delLxieme version de la fonction inverse F"XH de Fx par 

F"XH (1L) = inf {x E lR: Fx(x) > 1L} = sup {x E lR: Fx(x) <::: 1L}, 

pOlLr 1L E (0,1). Par convention, inf0 = +00 et sup0 = -00. Cette 
delLxieme version de la fonction inverse F"XH est alLssi appelee lLne 
delLxieme version de la fonction qlLantile de X. 

Les proprietes de F"XH sont : 

• F"X H est non decroissante (croissante au sens large) 

• F"XH est semi-continue 11 droite. 

Si la v.a. X est continue, alors F"XH (1L) = F"XI (1L). 
Si X est une v.a. discrete et si 1L correspond 11 une partie horizontale 

de Fx (x), alors F"XI (1L) correspond 11 l'extremite gauche de l'intervalle et 
F"XH (x) correspond 11 l'extremite droite de l'intervalle. 

On illustre la distinction entre les deux fonctions F"XH et F"XI dans les 
exemples qui suivent. 

Exemple 1.16 Boit la v.a. discrete X avec Pr (X = x) = i, OU x E 

{I, 5, 10, 18}. Alors, F"XI (0.4) = F"XH (0.4) = 5 mais F"XI (0.5) = 5 et 
F"XH (0.5) = 10. D 
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Exemple 1.17 Soit la v. a. discrete X dejinie a l 'exemple 1.lS. Pour u E 
[0,1] \ {0.2, 0.5, 0.85}, on a Fi1+(u) = Fi!(u). De plus, Fi1+(0.2) = 100, 
Fi1+(0.5) = 500 et Fi1+(0.85) = 1000. D 

Exemple 1.18 Soit la v. a. X dont la fonction de repartition est de,finie a 
l'exemple 1.14. On a Fi1+ (u) = Fi 1 (u) pour to ute valeur de u # 0.25. 
Pour u = 0.25, on a Fi1+ (0.25) = 200 et Fi! (0.25) = 100. D 

1.10.6 Proprietes de la fonction quantile 

On a Ie theoreme suivant, dont l'une des applications import antes conduit 
11 la methode inverse utilisee dans la simulation stochastique (voir chapitre 
5). 

Theoreme 1.19 Theoreme de la fonction quantile. Soit une v.a. X 
avec fonction de repartition Fx et fonction quantile Fi 1 . Soit une v.a. 
U ~ U (0, 1). Alors, la fonction de repartition de Fi! (U) est Fx. 

Preuve. On fait la preuve en trois temps. 
On suppose que la v.a. X est continue, ce qui implique 

Pr (Fi! (U) ::; x) = Pr (U ::; Fx (x)), 

car les evenements {Fi! (U) ::; x} et {U::; Fx (x)} coincident. De la 
fonction de repartition de U ~ U (0, 1), on deduit 

Pr (Fi! (U) ::; x) = Pr (U ::; Fx (x)) = Fx (x). 

On suppose que la v.a. X est definie sur 1'1. Alors, pour kEN, on a 

Pr (Fi! (U) = k) = Pr (Fx (k - 1) < U ::; Fx (k)), 

puisque l'evenement {Fi! (U) = k} correspond aussi 11 l'evenement 
{Fx (k - 1) < U ::; Fx (k)}. Ensuite, on obtient 

Pr (Fi! (U) = k) Pr (Fx (k - 1) < U ::; Fx (k)) 

Fx (k) - Fx (k - 1). 

lVIaintenant, on considere Ie cas general incluant les deux cas precedents 
mais aussi Ie cas d'une v.a. X dont la fonction de repartition peut avoir des 
sauts et des portions horizontales. D'abord, on suppose que x::;, Fi 1 (u), ce 
qui implique, d'apres les proprietes 1.9 de Fi!' que Fi! (u) ::;, x. Ensuite, 
on suppose que Fx (x) ::;, U, ce qui implique x ::;, Fi! (u). Par consequent, 
on a auss! 

Pr (Fi! (U) ::; x) = Pr (U ::; Fx (x)) = Fx (x). 
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• 
La pro chaine proposition est aussi importante. 

Theoreme 1.20 . Theoreme "Probability Integral Transform". Soit 
lLne v. a. continlLe X avec fonction de repartition F x et fonction qlLantile 
Fx 1 . Soit lLne v.a. U ~ U (0, 1). Alors, Fx (X) ~ U (0, 1). 

Preuve. Pour tout 1L E (0,1), on developpe l'expression de la fonction de 
repartition de Fx (X) 

Pr(Fx (X) -s: 1L) = Pr (X -s: Fx1 (1L)) = Fx (Fx 1 (1L)) = 1L, 

ce qui permet de deduire au result at desire. • 
Selon la proposition suivante, la fonction quantile d'une transformation 

croissante et continue d'une v.a. s'exprime comme la transformation de la 
fonction quantile de cette v.a. 

Proposition 1.21 Soit lLne v. a. X. Si i.p est lLne fonction strictement 
croissante et continlLe, alors on a 

pOlLr 1L E (0,1). 

Preuve. Voir e.g. [24] .• 
On a Ie resultat suivant 11 propos de la relation entre la fonction quantile 

et l'esperance. 

Proposition 1.22 Soit lLne v. a. X avec fonction de repartition Fx , 
fonction qlLantile Fx 1 et dont l'esperance existe. Alors, on a 

E [X X l{X>F~1 (Kl)] (1.12) 

+Fx1 (Ii:) (Fx (Fx 1 (Ii:)) - Ii:) 

E [X x l{X<:::F~I(K)}] (1.13) 

+Fx1 (Ii:) (Ii: - Fx (Fx1 (Ii:))) , 

ce qlLi impliqlLe qlLe 

11 Fx1 (1L) dlL = E [Xl. 

Preuve. Le resultat est evident pour une v.a. discrete et pour un v.a. 
continue. Dans Ie cas general, on peut consulter [1]. • 

Les deuxiemes termes permettent de tenir compte des sauts eventuels 
dans la distribution de X. Si la v.a. X est continue, on a Ie resultat suivant. 
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Corollaire 1.23 Lorsque la v.a. X est continue, Fx (Fx 1 (u)) u et 
(1.12) et (1.13) deviennent 

1.11 

11 Fx1 (u) du 

1K Fx 1 (u) du 

Mesures de risque VaR et TVaR 

(1.14) 

(1.15) 

Dans cette section, on presente les principales mesures de risque utilisees en 
actuariat et gestion quantitative des risques. Les proprietes de ces mesures 
sont etudiees au chapitre 3. 

1.11.1 Definitions 

La mesure Value at Risk (VaR) est une mesure de risque tres populaire en 
gestion des risques et en science actuarielle. 

Definition 1.24 Boit 0 < K, < 1. La mesure VaR avec un niveau de 
confiance K, associee a la v. a. X est de.finie par VaRK (X) = Fx 1 (K,). 

Ainsi, la probabilite que la v.a. X prenne une valeur superieure a la 
VaR est moindre ou egale a 1 - K,. Toutefois, la mesure VaR ne donne pas 
d'information sur Ie comportement de la distribution au del a de la VaR. 
Par exemple, pour une v.a. continue X et pour K, = 99.99%, cela signifie 
qu'il y a une probabilite de 0.01 % que la v.a. X prenne une valeur qui est 
superieure a VaR99 .99% (X) sans nous preciser l'ampleur de la valeur que 
X peut prendre si elle excede la VaR. 

La mesure Tail Value at Risk (TVaR) est prop osee comme une 
alternative a la mesure VaR. 

Definition 1.25 Boit 0 -s: K, < 1. La mesure TVaR avec un niveau de 
conjiance K, est dejinie par 

1 11 TVaRK(X) = -- VaRu (X)du, 
1- K, K 

(1.16) 

avec TVaRo(X) = Jo1 VaRu (X) du = E [Xl. 

En utilisant (1.12) avec (1.16), on obtient une expression alternative pour 
la mesure TVaR : 

E [X x l{x>vaR h (Xn] + VaRK (X) (Fx (VaRK (X)) - K,) 
TVaRK (X) = , 

1-K, 
(1.17) 
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ou E [X x I{X>VaR, (X)}] est calculee directement ou en utilisant la 
relation 

E [X x l{x>vaR,,(x)}] = E [X]- E [X x l{x::;vaR,(x)}]. 

Selon (1.16), la mesure TVaR", (X) peut etre consideree comme une 
moyenne arithmetique des mesures VaRu (X) pour des valeurs de u 
superieures a K,. Alors que la mesure VaR indique un seul point de la queue 
de la distribution, la mesure TVaR fournit une meilleure indication de 
l'epaisseur de la queue. 

On presente aussi la definition de la mesure Conditional Tail Expectation 
(GTE). 

Definition 1.26 Boit 0 -s: K, < 1. La mesure CTE avec un niveau de 
confiance K, associee a la v. a. X est de.finie par 

qui peut aussi s 'ecrire comme suit: 

La mesure GTE est l'esperance de la v.a. X dans les cas OU cette v.a. 
prend des valeurs superieures a la VaR. La mesure GTE correspond a la 
moyenne des 100(1 - K,) % valeurs les plus elevees que peut prendre X. On 
a GTEo(X) = E [Xl. 

On analyse la relation entre les mesures de risque TVaR et GTE. Si la 
v.a. X est continue alors Fx (VaR", (X)) - K, = 0 et il en resulte que 

De plus, comme 

TVaR", (X) = E [X x l{x>vaR,,(x)}]. 
l-K, 

Pr (X> VaRK (X)) = Fx (VaRK (X)) = 1- K" 

on obtient 

TVaR", (X) = E [X x l{x>vaR,,(x)}] = GTE", (X). 
l-K, 

(1.18) 

(1.19) 

On constate que la mesure GTE est egale a la mesure TVaR lorsque la v.a. 
X est continue, ce qui n'est pas Ie cas de fa<:;on generale. En fait, la mesure 
TVaR a ete prop osee initialement selon la definition 1.24 et la relation 
(1.19) a mene a la definition de la mesure GTE. 
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Pour eviter toute confusion, on utilise uniquement la mesure TVaR 
dans cet ouvrage. En gestion quantitative des risques, la mesure TVaR est 
souvent appelee expected-shor~fall. 

Exemple 1.27 Boit une v.a. discrete X avec support 

{O, 100,200,500, 1000} 

et dont les valeurs de la fonction de masse de probabilite sont fournies dans 
le tableau suivant : 

x 0 100 200 500 1000 
fx (x) 0.3 0.4 0.15 0.10 0.05 
Fx (x) 0.3 0.7 0.85 0.95 1.00 

La valeur de E [X] est 170. Dans le tableau suivant, on indique les valeurs 
de VaR,,(X), TVaR,,(X) et CTE,,(X) pour"" = 0.22, 0.3, 0.39, 0.8501, 
0.95 et 0.9999 : 

Ii, 0.22 0.3 0.39 0.8501 0.95 0.9999 
VaR K (X) 0 0 100 500 500 1000 

TVaR" (X) 217.9487 242.8571 263.9344 666.7779 1000 1000 
GTEK (X) 242.8571 242.8571 433.3333 1000 1000 indefinie 

Comme VaR039(X) = 100, on obtient 

TVaR039(X) 

et 

E[X x 1{x>vaRo.J9 (Xn] 
1 - 0.39 

VaR039(X)(Fx (VaR039(X)) - 0.39) 
+ 1- 0.39 
200 x 0.15 + 500 x 0.1 + 1000 x 0.05 + 100(0.7 - 0.39) 

1 - 0.39 
263.934426 

CTEo.39 (X) E[XIX > VaRO.39(X)] 

xPr(X = x) 
L Pr(X> 100) 

xE{200,500,lOOO} 

200 x 0.15 + 500 x 0.1 + 1000 x 0.05 
1- 0.7 

433.333333. 

On constate que la valeur de CT EK (X) pour"" > 0.95 n'est pas dejinie, 
fournissant un argument supplementaire a utiliser la mesure TVaR. D 

1.11.2 Proprieies 

Le result at suivant est important pour la mesure VaR. 
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Proposition 1.28 Boit une v.a. X. Pour une fonction croissante et 
continue rp de X, on a 

VaR" (rp (X)) = rp (VaR" (X)). 

Preuve. Le resultat decoule de la proposition 1.21. _ 
De la proposition 1.28, on deduit les deux proprietes suivantes. 

Propriete 1.29 Invariance a La multiplication par un scalaire 
positif. Pour un scalaire a E Jl{+, on a 

VaR" (aX) = aVaR" (X) et TVaR" (aX) = aTVaR" (X). 

Preuve. Comme la fonction rp (x) = ax est croissante et continue, 
l'application de la proposition 1.28 mene au premier resultat. Le deuxieme 
result at decoule de la definition de base de la TVaR et du premier resultat. 

-
Propriete 1.30 Invariance a La translation. Pour un scalaire b E Jl{, 

on a 

VaR" (X + b) = VaR" (X) + b et TVaR" (X + b) = TVaR" (X) + b. 

Preuve. La fonction rp (ax) = x + a est croissante et continue. Alors, avec 
la proposition 1.28, on obtient Ie premier resultat. On rempla<:;e ce dernier 
dans la definition de base de la TVaR ce qui mene au second resultat. _ 

Les propretes des mesures VaR et TVaR sont traitees en detail au 
chapitre 3. 

Vne autre illustration de la proposition 1.28 est fournie dans Ie pro chain 
exemple. 

Exemple 1.31 Boient les v. a. X et Y = eX. Alors, VaR" (Y) 
eVaR".(X) , car rp (x) = eX est une fonction croissante et continue. D 

1.11.3 Exemples 

On developpe les expressions de la VaR et de la TVaR pour quelques lois 
continues. 

Exemple 1.32 Boit la v.a. X ~ Exp(j3). L'expression de la VaR est 

1 
VaR" (X) = -73 In (1- K,). 
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Si d = VaR", (X) = -~ In (1- /'{,) dans (1.2), alors e-;3VaR" (X) = 1 - /'{,. 

On remplace cette derniere expression dans (1.18) et on deduit 

TVaR", (X) = E [X x l{x>vaR,,(Xn] = VaR", (X) +~. D 
I-/'{, ~ 

Exemple 1.33 Soit la v. a. X rv Ga (o:,~). II n'y pas de forme analytique 
pour la VaR. Sa valeur est calculee a I 'aide d 'un outil d 'optimisation. On 
peut aussi utiliser la fonction quantile de la loi gamma programmee dans 
plusieurs logiciels (e.g. R) pour calculer sa valeur. Avec (1.3) et (1.18), on 
obtient 

TVaR", (X) = E [X x l{x>vaR,,(Xn] = E [Xl H (VaR", (X); 0: + 1, ~). D 
I-/'{, I-/'{, 

Exemple 1.34 Soit la v.a. X rv N (fJ, (}2). On a la relation X = fJ + () Z, 
ou la v.a. Z rv N (0,1), dont la fonction de repartition Fz est no tee (j) et 
la fonction quantile, (j}-l. L 'expression de la VaR de X est 

II n'y pas de forme analytique pour la VaR. On peut avoir recours a la 
fonction quantile de la loi normale qui est programmee dans plusieurs 

logiciels (e.g. R et ExceL@). 
Avec d = VaR", (X) = fJ + (}(j}-l (/'{,) dans (1.4) et (1.18), on deduit 

TVaR", (X) 
E [X x l{x>vaR,,(Xn] 

I-/'{, 

qui devient 

(1.20) 

A partir de (1.20), on obtient 

ce qui permet de deduire que 

TVaR", (X) = fJ + (}TVaR", (Z), 
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confirmant les proprietes de mlLltiplication par lLn scala ire positif 1.29 et de 
translation 1.30 de la TVaR. D 

Exemple 1.35 Boit la v.a. X rv LN (IL, 0-). Comme on pelLt ecrire X = eY 
OU Y rv N (IL,U2 ), on dedlLit VaRK (X) = eIL+(J<!>-l(K)avec la proposition 
1.28. En appliqMnt conjointement (1.5) et (1.18) avec d = VaRK (X), on 
obtient 

TVaRK (X) 
E [X] (j) Cn (d)-:-IL-(J2) 

I-/'{, I-/'{, 

E [X](j) (<1>-1 (/'{,) - u) 
------~------~. D 

I-/'{, 

Exemple 1.36 Boit la v.a. X rv Pa (a, A), avec a > 1. On lLtilise 

conjointement (1.6) et (1.18) avec d = VaRK (X) = A (~- 1) et on 
(l-K)a 

developpe l' expression de la TVaR 

Dans l'exemple suivant, on compare deux lois ayant des esperances 
identiques et des VaR identiques pour une certaine valeur de /'{,. 

Exemple 1.37 Boient delLx v.a. Xl rv Ga (0.5,2000- 1 ) et X 2 rv Pa (a, A) 
telles qlLe E [Xl] = E [X2 ] = 1000 et 

VaRO.995 (Xl) = VaRO.995 (X2 ) = 7879.4387. 

Alors, on dedlLit qlLe a = 4.474496 et A = 3474.495631. Enfin, on constate 
qlLe 

TVaRO.995 (Xl) = 9714.0349 

et 
TVaRo.995 (X2 ) = 11 147.2322 

confirmant qlLe la meSlLre VaR ne donne pas lLne indication claire dlL 
comportement de la qlLelLe de la distriblLtion. D. 

1.11.4 Multiplication par un scalaire negatiJ 

Soit une v.a. X pour laquelle on peut calculer VaRK (X) et TVaRK (X). 
On definit la v.a. Y = -X OU l'expression de la fonction de repartition est 
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donnee par 
Fy (y) = Pr(Y::; y) = Pr(X 2 -y). (1.21) 

On considere en premier lieu Ie cas OU la v.a. est continue et on traite Ie 
cas plus general par la suite. Lorsque la v.a. X est continue, (1.21) devient 

Fy (y) = 1 - Fx (-y) 

et on deduit l'expression suivante de VaR", (Y) en fonction de VaR", (X) 

V aR", (Y) = - VaR1 _", (X) . (1.22) 

Ensuite, on a 

1 11 1 11 TVaR", (Y) = -- VaRu (Y) du = --- VaR1- u (X) duo 
1-fi: '" 1-fi: '" 

(1.23) 
En posant s = 1 - u avec du = -ds dans (1.23), on obtient 

TVaRK (Y) 1 /,0 
1- fi: 1-", VaRs (X) ds 

1 11-'" - -- VaRs (X) ds. 
1- fi: 0 

(1.24) 

En utilisant (1.12), (1.24) devient 

(1.25) 

A partir de (1.24), on a aussi 

TVaRK (Y) __ 1_ r1 VaRs (X) ds + _1_ /,1 VaRs (X) ds 
1 - fi: Jo 1 - fi: 1-", 

1 
- 1 _ fi: (E [X] - fi:TVaR1_", (X)) . (1.26) 

On illustre les relations (1.22) et (1.26) dans l'exemple qui suit. 

Exemple 1.38 Un individu investit une somme V (0) = 10 000 au temps 
o dans un fonds mutuel. Il ne fait aucun retmit et aucun depot au cours 
de la prochaine periode. La valeur au temps 1 de son investissement est 
representee par la v.a. V (1) = V (0) Y OU Y est une v.a. continue positive 
avec E [Y] = 1.12. La valeur de la perte liee a l'investissement est dejinie 
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par L = V (0) - V (1). On dispose de l'information suivante : 

K VaR" (Y) ElY x l{Y<VaR~(YnJ 
0.005 0.44444 0.00197 

0.01 0.49014 0.00431 
0.05 0.63192 0.02728 
0.95 1. 72122 1.02406 
0.99 2.04150 1.09782 

0.995 2.16755 1.10831 

Alors, E [L] = V (0) - V (0) E [Y] = 10 000 (1 - 1.12) = -1 200. Ensuite, 
en appliquant la propriete de translation de la VaR et (1.22), on deduit 

VaRO.995 (L) VaRO.995 (V (0) - V (0) Y) 

V (0) + V (0) x (-VaR0005 (Y)) 

10 000 + 10 000 x (-0.44444) = 5555.6. 

Selon la propriete de translation de la TVaR, l'expression de la TVaR de 
Lest don nee par 

TVaR" (L) = TVaR" (V (0) - V (1)) = V (0) + TVaR" (-V (1)), 

V(O) x TVaR"(-Y) 

1 11
-1< V (0) X --- VaRs (Y) ds 

1 - II: 0 

1 
V (0) x -1 _ II: E [Y x l{X::;VaRl_"(Y)} 1 ' 

avec (1.24) et (1.25). Alors, on deduit 

Pour II: = 0.995, on obtient 

( 0.00197 ) 
TVaRo.995 (L) = 10 000 x 1- 1- 0.995 = 6060. D 

On considere Ie cas general, OU l'on suppose que la distribution de la v.a. 
X peut admettre des sauts, ce qui inclut Ie cas des distributions discretes, 
continues ou mixtes. Il en resulte que l'expression de VaR" (Y) devient 

VaRI< (Y) = -VaRt-1< (X), (1.27) 
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ou VaR;;(X) = Fx1+(u) pour u E (0,1). En fait, il est a preciser que 
VaRu (X) et VaR;; (X) different uniquement lorsque u se trouve sur un 
plateau de Fx , comme c'est Ie cas lorsque la v.a. X est discrete. 

Avec (1.27), l'expression de la TVaR est 

1 11-'" TVaRK (Y) = --- VaRt (X) ds. 
1 - K: 0 

(1.28) 

En adapt ant (1.13), Ie developpement de (1.28) conduit a 

TVaR",(Y) = -1~K:E[XX1{x:s;vaRi_,,(x)}] 
+ 1 ~ K: VaRtK (X) (Fx (VaRtK (X)) - (1- K:)). 

On illustre cette definition de VaR", (Y) dans les deux prochains 
exemples. 

Exemple 1.39 Boit une v.a. X ou Ix (x) = i et x E {I, 5, 10, 18}. On 
de.finit la v.a. Y = 21 - X. D'apres (1.27), on deduit que 

VaRO.3 (Y) = 21 - VaRtO.3 (X) = 21 - 10 = 11 

et 
VaRO.75 (Y) = 21 - VaRi-o.75 (X) = 21 - 5 = 16. 

A.fin de veri.fier les valeurs obtenues, on calcule directement les valeurs de 
VaRO.3 (Y) et V aRo. 75 (Y). De plus, on a 

1 (1 + 5 + 10 ) TVaRo.3 (Y) = 21- 1- 0.3 4 - 10 x (0.75 - 0.7) = 16 

et 

1 (1 + 5 ) TVaRo.75 (Y) = 21- 1- 0.75 -4- - 5 x (0.5 - 0.25) = 20. 

Clairement, on determine que fy (y) = i, ou Y E {3, 11, 16, 20}, a 
partir de laquelle on con,firme que VaRO.3 (Y) = 11, VaRO.75 (Y) = 16, 
TVaRo.3 (Y) = 16 et TVaRo.75 (Y) = 20. D 

Exemple 1.40 Boit une v.a. R representant Ie taux de rendement 
instantane pour un fonds mutuel au cours de la prochaine periode dont les 
valeurs de la fonction de masse de probabilite sont les suivantes : 

On investit une somme V (0) = 1000 au debut de la periode et la valeur a 
la fin de la periode est la v.a. V (1) = V (0) eR dont les valeurs de fV(I) (v) 
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et de FV(l) (v) sont fournies dans Ie tableau suivant : 

v 818.73 904.84 951.23 1000 1020.20 1051.27 1105.17 

fvCl) (v) 0.05 0.05 0.1 0.2 0.3 0.25 0.05 

FV(l) (v) 0.05 0.1 0.20 0.40 0.70 0.95 1.00 

On de.finit la perte liee a cet investissement par la v.a. L = V (0) - V (1) 
et, a partir de (1.27), on deduit les valeurs suivantes de VaRK (L) : 

K 0.01 0.05 0.50 0.95 0.99 

VaRl-" (V(l)) 1105.17 1051.27 1020.20 818.73 818.73 

VaRi_" (V(l)) 1105.17 1105.17 1020.20 904.84 818.73 

VaR" (L) -105.17 -105.17 -20.20 95.11 181.27 

Par exemple, on obtient aussi 

TVaRo.95 (L) 1000 _ (818.73 + 904.84) x 10~~~5(904.84 (0.1 - 0.05)) 

181. 27 

et 

TVaRo.99 (L) 1000 _ (818.73 x 0.05 ~ ~~~~~3 (0.05 - 0.01)) 

181. 27. 

On peut obtenir directement les valeurs de VaRK (L) et TVaRK (L) en 
determinant les valeurs de h (I) et de FL (I) qui sont fournies dans Ie 
tableau suivant : 

I -105.17 -51.27 -20.20 0 48.77 95.11 181.27 

h (v) 0.05 0.25 0.30 0.20 0.10 0.05 0.05 
FL (v) 0.05 0.30 0.60 0.80 0.90 0.95 1.00 

D 

1.12 Fonction stop-loss et esperance limitee 

1.12.1 Definitions 

La fonction stop-loss 7rx (d) correspond 11 l'esperance d'une fonction g (x) = 
max (x - d; 0) telle que 

7rx (d) = E [max (X - d; 0)] , (1.29) 

ou d E R On note que 7rx (0) = E [X]. Cette fonction est import ante en 
actuariat, notamment en reassurance. 
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Si la v.a. X oMit it une loi continue, (1.29) devient 

7rx (d) = 100 (x - d) Ix (x) dx. (1.30) 

De plus, si la v.a. X est continue positive, l'expression (1.30) pour la 
fonction stop-loss devient 

Si la v.a. X = Kh (h E l!{+) OU K oMit it une loi discrete dont Ie support 
est 1'1 et si d = hko avec ko EN, on a 

00 00 

7rx (d) = L max (kh - koh; 0) Ix (kh) = h L Fx (kh). 
k=O k=ko+l 

Comme max (X - d; 0) = X X l{x>d} - d x l{x>d}, on a aussi 

7rx (d) = E [X x l{x>d}]- dFx (d). 

En posant 9 (x) = min (x; d), on obtient l'expression de l'esperance 
limitee, soit E [min (X; d)]. Si la v.a. X oMit it une loi continue, (1.29) 
devient 

E [min (X; d)] = £~ (x - d) Ix (x) dx. (1.31 ) 

Lorsque la v.a. X est continue positive, l'expression (1.31) devient 

E [min (X; d)] = lad Fx (x) dx. 

Quand la v.a. X = Kh (h E l!{+) OU K oMit it une loi discrete dont Ie 
support est 1'1 et si d = hko avec ko E 1'1, on a 

(Xl ko 

7rx (d) = L min (kh; koh) Ix (kh) = h L Fx (kh). 
k=O k=O 

Comme X = min (X; d) + max (X - d; 0), on a egalement la relation 

E [min (X; d)] = E [X] - E [max (X - d; 0)]. 

1.12.2 Exemples 

On identifie l'expression de la fonction stop-loss pour certaines lois 
continues. 
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Exemple 1.41 Boit la v.a. X ~ Exp (j3). La fonction stop-loss est donnee 
par 

Exemple 1.42 Boit la v. a. X ~ Ga (a, j3). La fonction stop-loss est 
donnee par 

E [max (X - d; 0)] = E [X x l{x>vaR,(Xn 1 - dFx (d) 

E [X] H (d; a + 1, j3) - dH (d; a, j3). 0 

Exemple 1.43 Boit la v.a. X ~ LN (fJ, 0-). En utilisant (1.29), la fonction 
stop-loss est 

7fx (d) E [X X l{x>d} 1 - dFx (d) 

E [X] <I> Cn (d) ~fJ - (J2) _ d<I> Cn (d~ - fJ) . 0 

Exemple 1.44 Boit la v.a. X ~ Pa (a, .\), avec a > 1. La fonction 
stop-loss est obtenue a partir de (1.29) 

7fx (d) E [X X l{x>d} 1 - dFx (d) 

.\ .\",-1 (.\)'" (.\)'" -- +d -- -d--
a-I (.\ + d)",-l .\ + d .\ + d 

.\ .\a-1 
-- .0 
a-I (.\ + d)",-l 

1.13 Fonction d'exces-moyen 

1.13.1 Definition 

Pour l'analyse des durees de vie et de la distribution du mont ant d'un 
sinistre, on a recours 11 la fonction d'exces-moyen (esperance de duree de 
vie residuelle en analyse des durees de vie) que l'on definit par 

ex (d) = E [X - dl X > d] = 7f x (d~ ) 
1-Fx d 

(1.32) 

Cette fonction est notamment utile dans l'analyse graphique effectuee lors 
de l'estimation des parametres de lois continues. 
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1.13.2 Exemples 

L'expression de la fonction d'exces moyen est developpee pour certaines 
lois continues en appliquant (1.32). 

Exemple 1.45 Boit la v. a. X rv Exp (jJ). La fonction d 'exces moyen est 
donnee par 

7rx(d) -b e- 6d 1 
ex (d) = (d) = ~ = r-i' D 1- Fx e ' fJ 

Exemple 1.46 Boit la v. a. X rv Ga (a, jJ). La fonction d' exces moyen est 
donnee par 

ex (d) 
E [Xl B (d; a + 1, jJ) - dB (d; a, jJ) 

H (d; a, jJ) 

E [Xl B (d; a + 1, jJ) _ d. D 
H (d; a, jJ) 

Exemple 1.47 Boit la v. a. X rv LN (IL, 0"). La fonction d 'exces moyen est 
donnee par 

ex (d) 

Exemple 1.48 Boit la v.a. X rv Fa (a, A), avec a> 1. La fonction d'exces 
moyen est donnee par 

ACt - 1 

ex (d) = _A_ (>'+:r 1 = E [Xl (1 + ~) . D 
a-I (>.+d)" /\ 

1.14 Lois conjointes de n variables aleatoires 

1.14.1 Definitions et proprietes 

Soit un vecteur de v.a. X = (Xl, ... , Xn). La fonction de repartition 
conjointe de X est definie par 
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Avant de presenter les proprietes de FK_-' on definit l'operateur 6 a ."b.i OU 

II en resulte que 

6 aj ,bj FK (Xl, ... , bi) ... , Xn) - 6 aj ,bj F2£ (Xl, ... , ai, ... , Xn) 

FX (Xl, ... , bi, ... , bj ... , xn) - FK (Xl, ... , bi) ... , aj ... , Xn) 

-FK (Xl, ... , ai, ... , bj. "' Xn) + FK (Xl, ... , ai, ... , aj ... , Xn). 

Pour n = 2, on ecrit 

Pr (g < X:::;!2) Pr (X E (aI, bl ] x (a2' b2]) 

6 a" b, 6 a2h FK C~) 

FK (b l , b2 ) - FK (aI, b2) 

-FK (b l , a2) + FK (aI, a2), 

Proprietes 1.49 Une fonction de repartition multivariee FK est une 
application de Jl{n vers [0,1] telle que: 

1, FK est non decmissante sur Jl{n ; 

2, FK est continue a dmite sur Jl{n ; 

3, lim Fx (Xl, .. " Xn) = 0, pour i = 1, .. " n ; 
X,i-----7-(X) -

5, pour tout x, on a 

pour s'assurer que 

Si FK est derivable, (1,33) est equivalent a 

On definit la fonction de repartition marginale de Xi par 

FXi (Xi) = Pr (Xi:::; Xi) = FX" .. "x" (00, .. " 00, Xi, 00, .. " (0) , 

(1.33) 

pour tout i = 1, .. " n, On utilise frequemment l'expression «marginale» au 
lieu de «fonction de repartition marginale», 
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La fonction de survie conjointe de X est definie par 

Pour n = 2 et n = 3, on a 

et 

1 - FXl (Xl) - FX2 (X2) - Fx; (X3) 

+FX" X2 (Xl, X2) + FX"Xl (Xl, X3) 

+FX2 ,x" (X2,X3) - FX"X2,X" (XI,X2,X3). 

La fonction de survie marginale de la v.a. Xi est definie par 

pour i = 1, ... , n. 
La f.g.m. multivariee est definie par 

M (t t) - E [tlXl tnX,,] Xl, .. ,Xn l'O",n - e ... e 

si l'esperance existe. 
Les v.a. Xl, ... , Xn sont independantes si et seulement si on a 

FX" ... ,X" (Xl, ... , Xn) FXl (Xl) ... FXn (Xn), 

Fx" ... ,X" (XI, ... ,Xn) F x " (Xn) ... F x , (Xn) . 

De plus, si les v.a. Xl, ... , Xn sont independantes, on a 
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pour toutes fonctions integrables gl, ... , gn' Par exemple, l'esperance du 
produit des v.a. Xi et Xj devient 

pour i -Ij E {l, ... ,n}. 
Les notions concernant les lois conjointes sont traitees de fa<;on detaillee 

aux chapitres 8 et 9. 
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1.14.2 Variables aleatoires a support denombrable 

Soit Ie vecteur de n v.a. discretes (Xl, ... , Xn). La fonction de masse de 
probabilite conjointe de (Xl, ... , Xn) , designee par ix, , ... ,x", est definie par 

La fonction ix" ... ,x" prend des valeurs dans [0,1]. 
Afin de simplifier la presentation, prenons Ie cas particulier OU Xi E 

{O, 1h, 2h, ... J, i = 1,2, ... , et h est un scalaire strictement positif On ales 
expressions suivantes : 

00 00 

L ... L gl (mlh) .. ·gn (mnh) ix" .. ,X" (mlh, ... , mnh) 
ffil=O mn=O 

et 

00 00 

L ... L gl (mlh, ... , mnh) ix"oo.,x" (mlh, ... , mnh). 
ffil=O ffin=O 

En particulier, la f.g.m. multivariee est 

00 00 

Mx"oo.,x"(tl, ... ,tn ) = L'" L emlhtl ... emnhtnix"oo,x" (mlh, ... ,mnh). 
ffil=O ffin=O 

De plus, on definit aussi la fg. p. multivariee par 

00 00 

PX"oo.,x" (tl, ... ,tn) = L ... L t'{',h ... t,;"hix"oo.,x" (mlh, ... ,mnh). 
m,=O m,=O 

Pour n = 2, on a la relation suivante pour la fm.p. conjointe de (Xl, X 2 ) : 

F X" X2 (mlh, m2h) - F X" X2 (mlh - h, m2h) 

-FX"x2 (mlh,m2h - h) 

+FM , ,NhX, ,X2 (mlh - h, m2h - h), 

pour (ml, m2) E 1'8' x 1'8' et avec F M" M 2 (mlh, m2h) = 0 si ml < 0 ou 
m2 < O. 
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1.14.3 Variables aleatoires continues 

Soit Ie vecteur de n v.a. continues (XI"",Xn)' La fonction de densite 
conjointe est definie par 

La fonction de densite ix, , ... ,x" prend des valeurs positives qui peuvent 
etre superieures a 1 avec la propriete 

00 00 J ... J ix",x" (xI, ... ,Xn)dxI ... dxn = 1. 
-(Xl -(Xl 

Une interpretation heuristique de la fonction de densite conjointe est 

N otamment, on a 

b 1 bn 

Pr (n~=l Xi E (ai, bil) = J ... J ix" ... ,x" (Xl, ... , Xn) dXI···dxn, 

00 00 n J ... J II g, (X,) fx""',X n (Xl, ... , Xn) dXI···dxn, 
-CXJ -CXJ 2=1 

00 00 

E [g (Xl, ... , Xn)l = J ... J gl (Xl, ... , Xn) ix" .. ,X" (Xl, ... , Xn) dXI ... dxn 
-(Xl -(Xl 

et 

00 00 

MX" ... ,x" (tl, ... , tn) = J ... J etl Xl ... etnxn ix"oo.,X" (Xl, ... , Xn) dXI ... dxn. 

-CXJ -00 

1.15 Covariance et correlation lineaire 

Soit une paire de v.a. (X, Y). On definit la covariance entre X et Y par 

Cov(X, Y) = E [(X - E [Xl) (Y - E [Yl)] = E [XYl - E [X] E [Y]. 

La covariance entre X et Y per met de mesurer la relation de dependance 
lineaire entre deux v.a. 
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Si les v.a. X et Y sont discretes et denombrables, l'expression de E [XY] 
est donnee par 

On a aussi 

00 00 

E[XY] = LLxi YjfX,y(Xi,Yj). 
i=lj=l 

00 00 

Cov(X, Y) = LL (Xi - E [Xl) (Yj - E [Yl) fX,Y(Xi, Yj)· 
i=lj=l 

Si les v.a. X et Y sont continues, l'expression de E [XY] est 

E [XY] = I: I: xy fx,Y (x, y) dxdy. 

De plus, on a 

Cov(X, Y) = I: I: (x - E [Xl) (y - E [Y]) fx,Y (x, y) dxdy. 

La covariance peut etre positive, nulle ou negative. Une valeur positive 
(negative) indique une relation de dependance lineaire positive (negative) 
entre X et Y. 

Lorsque les v.a. X et Y sont independantes, on a E [XY] = E [X] E [Y] 
et il en resulte que la covariance entre elles est nulle. 

En revanche, comme il est illustre dans Ie prochain exemple, une 
covariance nulle entre les v.a. X et Y n'implique pas qu'elles soient 
independantes entre elles. 

Exemple 1.50 Boit la paire de v.a. discretes (X,Y) OU X E {-I, 0, I} et 
Y E {-2, 0, 2}. Les valeurs de la fonction de masse de probabilite conjointe 
de (X, Y) sont fournies dans le tableau suivant : 

x\y -2 0 2 
-1 0 

* 
0 

0 ~ 0 ~ 
1 0 ~ 0 

Clairement, on a fx (-1) = fx (0) = fx (1) = ~, jy (-2) = jy (2) = i 
et fy (0) = ~. On calcule que la valeur de Cov (X, Y) est O. Toutefois, 
fx,Y (0,0) # fx (0) jy (0) = ~. Alors, les v.a. X et Y ne sont pas 
independantes bien que leur covariance soit nulle. D 

Les proprietes de la covariance sont fournies dans l'enonce qui suit. 
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Proprietes 1.51 Soient les v.a. X, Y, Z, W et les scalaires a, b, c, d E JR. 
Alors, on a 

ou 

Cov(X,X) 

Cov(X, Y) 

COY (aX, bY) 

COY (X + c, Y + d) 

COY (aX + c, bY + d) 

COY (X, Y + Z) 

COY (X + W, Y + Z) 

Var (X), 

Cov(Y,X) , 

abCov (X, Y), 

Cov(X, Y), 

abCov (X, Y), 

COY (X, Y) + COY (X, Z), 

COY (X, Y) + COY (W, Y) 

+Cov (X, Z) + COY (W, Z). 

On definit Ie coefficient de correlation lineaire de Pearson pp par 

COY (X, Y) 
pp (X, Y) = JVar (X) Var (Y)' 

-1 ::; pp (X, Y) ::; 1. 

Si les v.a. X et Y sont independantes, alors Ie coefficient de correlation 
lineaire de Pearson est nul. Toutefois, la reciproque n'est pas vraie car Ie 
coefficient de correlation lineaire de Pearson ne mesure que la relation de 
dependance lineaire entre les deux v.a. X et Y. Si pp (X, Y) = 0, les v.a. 
X et Y sont dites non correlees lineairement. 

La notion de dependance et les mesures de dependance sont tres 
importantes en actuariat. Elles sont traitees aux chapitres 8 et 9. 

Soit un vecteur de v.a. (Xl, ... ,Xn). La matrice variance-covariance 
associee 11 (Xl, ... , Xn) est definie par 

( 

Var (Xl) 

COY (~2,Xl) 

COY (Xn , Xl) 

COY (X l ,X2 ) 

Var (X2 ) 
COY (Xl,Xn ) ) 
COY (X2 ,Xn ) 

. . 

Var (Xn) 

On definit les v.a. S = L:~=l aiXi et T = L:~=l biXi , ou les scalaires 
aI, ... , an, b1 , ... , bn E JR. Alors, on a les relations suivantes : 

n n 

i=l i=l 

n n n 

i=l i=l j=l,#i 
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n n n 

i=l i=l j=l,j#i 

n n 

Cov(S,T) = LLaibjCov(Xi,Xj). 
i=l j=l 

De fagon similaire, on definit aussi la matrice de correlation composee 
des coefficients de correlation lineaire pour toutes les paires du vecteur 
(Xl, ... , Xn) comme suit: 

( 
pp (X~,XI) 

Pp (Xn, Xl) 

Pp (XI,Xn ) J 
Pp (X2,Xn ) . 

1 

1.16 Esperance condi tionnelle 

Soient les v.a. X et Y. L'esperance conditionnelle d'une fonction g de la v.a. 
X sachant que la v.a. Y a pris la valeur Y est designee par E [g (X) IY = y]. 
Cela signifie que l'on utilise cette information sur la v.a. Yet une relation de 
dependance eventuelle entre X et Y pour evaluer la valeur esperee de g (X). 
Toutefois, si les v.a. X et Y sont independantes, alors cette information 
est superflue et E [g (X) IY = y] = E [g (X)]. On fournit un bref apergu 
sur les esperances conditionnelles, que l'on applique frequemment dans cet 
ouvrage. 

Soient les v.a. discretes X et Y definies sur les supports denombrables 
{ Xl, X2, ... } et {YI, Y2, ... }. La fonction de repartition conditionnelle de X 
sachant Y est definie par 

Pr (X = XilY = Yj) 

Pr(X=xi,Y=Yj) 

Pr(Y = Yj) 
!X,Y (Xi,Yj) 

Jy (Yj) 

pour Xi E {Xl, X2, ... } et Yj E {YI, Y2, ... }. L'expression de l'esperance 
conditionnelle de g (X) sachant Y = Yj est donnee par 

00 

E [g (X) IY = Yj] = L g (Xi) !XIY=y; (Xi) , 
i=l 
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pour Yj E {Y1, Y2, ... J. Ainsi, on a la fonction de repartition conditionnelle 
de X sachant Y = Yj qui est 

00 

FXIY=Yj (x) = L l{xi<::x}fXIY=Yj (Xi), 
i=l 

pour Yj E {Y1,Y2, ... }. 
Soient les v.a. continues X et Y. La fonction de densite conditionnelle 

de X sachant Y = Y est definie par 

fx,Y (x,y) 
fXIY=Y (x) = jy (y) , 

pour x, Y E 1Ft et quand fy (y) > O. On obtient l'expression de l'esperance 
conditionnelle de g (X) sachant Y = Y avec 

E [g (X) IY = y] = I: g (x) fxlY=y (x) dx 

pour Y E 1Ft. 

1.17 Quelques formules utiles 

Les formules de l'esperance totale et de la variance totale sont tres utiles 
en actuariat. 

1.17.1 Formule de l' esperance totale 

Soient deux v.a. X et Y dont les esperances existent. Alors, selon la for mule 
de l'esperance totale, on a 

E [X] = E y [E [XIY]]. (1.34) 

Si Y est une v.a. discrete avec support denombrable, (1.34) devient 

00 

E [X] = L E [XIY = Yi] jy (Yi) . (1.35) 
i=l 

Si Y est une v.a. continue, on reecrit (1.34) sous la forme suivante : 

E [X] = I: E [XIY = y] jy (y) dy. (1.36) 

On mentionne que E [XIY] est aussi une v.a., puisqu'elle est une fonction 
de la v.a. Y. 
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La for mule de l'esperance totale peut aussi etre adaptee pour l'esperance 
d'une fonction g de X telle que 

E [g (X)] = Ey [E [g (X) IYll . (1.37) 

1.17.2 Formule de la variance totale 

Soient deux v.a. X et Y dont les moments d'ordres 1 et 2 existent. Alors, 
selon la formule de la variance totale, on a 

Var (X) = Ey [Var (XIY)] + Vary (Ey [XIY]) . (1.38) 

Si Y est une v.a. discrete avec support denombrable, on deduit de (1.35) 

00 

Ey [Var (XIY)] = LVar (XIY = Yi) jy (Yi) 
i=l 

et 
00 

Vary (E [XIY]) = L (E [XIY = Yi] - E [X])2 jy (Yi). 
i=l 

Quand Y est une v.a. continue, on obtient les relations suivantes a l'aide 
(1.36) : 

Ey [Var (XIY)] = £: Var (XIY = y) jy (y) dy 

et 

Vary (E [XIY]) = £: (E [XIY = y]- E [X])2 jy (y) dy. 

1.17.3 Formule de la covariance totale 

Soient trois v.a. X, Y et Z OU la covariance entre X et Y est finie. La 
for mule de la covariance est donnee par 

Cov (X, Y) = E [Cov (X, YIZ)] + Cov (E [XIZ] ,E [YIZ]) , (1.39) 

OU Cov (X, YIZ), E [XIZ] et E [XIZ] sont des v.a. qui sont des fonctions 
de la v.a. Z. 

Lorsque Y est une v.a. discrete avec support denombrable, on a 

00 

E [Cov (X, YIZ)] = L Cov (X, YIZ = Zi) fz (Zi) 
i=l 
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et 

Cov (E [XIZ] , E [YIZl) 
(Xl 

L (E [XIZ = Zi] - E [Xl) (E [YIZ = Zi]- E [Yl) fz (Zi). 
i=l 

Si Y est une v.a. continue, on ecrit 

E [Cov (X, YIZ)] = I: Cov (X, YIZ = z) fz (z) dz 

et 

Cov (E [XIZ] , E [YIZl) I: (E [XIZ = z]- E [Xl) (E [YIZ = z]- E [Yl) fz (z) dz. 

En appliquant la for mule de l'esperance totale, on obtient la formule en 
(1.39) de la covariance totale. 

1.17.4 Formule des probabilites ioiales 

Soient deux v.a. X et Y. Soit la fonction g (y) = l{y-C::: x }. Alors, selon (1.37), 
on a 

Fx (x) Pr(X ~ x) = E [l{x-c::: x }] = E y [E [l{x-c:::x }IY]] 
E y [Pr (X ~ xlY)] , (1.40) 

qui correspond 11 la loi des probabilites totales pour la fonction de 
repartition de X. Si Y est une v.a. discrete avec support denombrable, 
l'expression en (1.40) s'ecrit so us la forme suivante : 

(Xl (Xl 

Fx (X) = L Pr (X ~ xlY = Yi) jy (Yi) = L FX!Y=Yi (x) jy (Yi). 
i=l i=l 

Si Y est une v.a. continue, (1.40) devient 

Fx (X) = I: Pr (X ~ xlY = y) jy (y) dy = I: FX1Y=y (x) jy (y) dy. 

1.18 Construction de distributions avec melange 

La construction de distributions avec melange est frequemment utilisee 
dans la modelisation en actuariat. 
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Boit une v.a. discrete 8, dite de melange, OU 8 E A = {BI' B2 , ... J avec 
Pr (8 = B) = Ie (B), B E A. Alors, la distribution de X est dite avec 
melange si sa fonction de repartition est de la forme 

Fx (x) = L Fx1e=e (x) Ie (B), (1.41) 
eEA 

OU la fonction de repartition conditionnelle de X sachant 8 = B, Fx1e=e, 
est la fonction de repartition d'une loi connue dont les parametres varient 
selon Bi , i E N+. Ainsi, selon la for mule de l'esperance totale, on a 

E [g (X)] = L E [g (X) 18 = B]Je (B), (1.42) 
eEA 

si les esperances existent. Par exemple, on deduit de (1.42) les expressions 
suivantes : 

E[X] LE[XI8=B]Ie(B), 
eEA 

L E [X x 1{x>d}18 = B] Ie (B), (1.43) 
eEA 

E [min (X; d)] L E [min (X; d) 18 = B] Ie (B). 
eEA 

De meme, en supposant les conditions d'existence respectees, on a 

Mx (t) = L MXle=e (t) Ie (B). 
eEA 

Dans Ie cas OU la distribution conditionnelle de (X18 = B) est continue, on 
a 

Ix (x) = L IXle=e i (x) Ie (B). 
eEA 

On suppose maintenant que la v.a. de melange 8 est continue avec 
fonction de densite Ie. Alors, la fonction de repartition de X est donnee 
par 

Fx (x) = I: Fx1e=e (x) Ie (B) dB 

et l'expression de l'esperance de g (X) est 

E [g (X)] = I: E [g (X) 18 = B]Je (B) dB. 
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Exemple 1.52 On suppose que 8 ~ Bin (2, 0.2) et 

Selon (1.41), la fonction de repartition de X est donnee par 

Comme E [XI8] = 10 (8 + 1), on deduit en appliquant la formule de 
l 'esperance totale 

E [X] = Ee [E [X18ll = Ee [10 (8 + 1)] = 14. 

La valeur VaRO.99 (X) = 77.3672 est obtenue par optimisation numerique. 
On obtient TVaRo.99 (X) = 100.1224 en utilisant (1.43). D 

La distribution de Pareto peut etre representee sous la forme d'un 
melange de lois exponentielles, tel qu'il est illustre dans Ie pro chain 
exemple. 

Exemple 1.53 Soit la v.a. 8 ~ Ga(a,I). Si (XI8=e) ~ Exp(~), 
l'expression de la fonction de survie de X est donnee par 

Fx (x) 

qui correspond a la fonction de survie de la distribution de Pareto. D 

1.19 Somme et difference de v.a. independantes 

Dans cette section, on traite brievement du comportement d'une v.a. S 
definie par la somme d'un nombre fini n de v.a. independantes Xl, ... , X n , 

i.e. S = L~=l Xi. En raison de la propriete de linearite de l'esperance, on 
a 
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Par ailleurs, puisque les v.a. Xl, ... , Xn sont independantes, l'expression 
de la variance de 5 est donnee par 

En actuariat, on s'interesse fortement au comportement aleatoire de 5, 
en examinant en details les caracteristiques de 5 et de l'evaluation de 
sa distribution. Les chapitres 3, 5 et 6 traitent de ce sujet primordial en 
actuariat. 

Dans cette section, on examine aussi Ie comportement aleatoire de 5 = 
Xl - X 2, OU les v.a. Xl et X 2 sont independantes. L'expression de E [5] 
est donnee par 

en vertu de la propriete de linearite de l'esperance. Comme les v.a. Xl et 
X 2 sont independantes, on a 

2 

Var (5) = Var (Xl) + Var (-X2) = L Var (Xi)' 
i=l 

Le comportement de sommes et de differences de v.a. dependantes est 
examine de maniere plus elaboree aux chapitres 8 et 9. 

1.19.1 Somme de 2 v.a. discretes independantes 

Soient deux v.a. independantes discretes Xl et X 2 definies sur Ie support 
arithmetique {O, 1h, 2h, 3h, ... J avec ix, (kh) = Pr (Xl = kh) et iX2 (kh) = 
Pr (X2 = kh), pour kEN. On veut calculer la fonction de masse de 
probabilite de 5 = Xl + X 2, notee is (kh) = Pr (5 = kh) pour kEN. En 
conditionnant sur les valeurs possibles de Xl et en raison de l'hypothese 
d'independance entre Xl et X 2, on deduit que 

k 

is (kh) = L ix, (jh) iX2 ((k - j) h). 
j=O 

Cette operation est appelee Ie produit de convolution de iX1 et ix2, et elle 
est designee sous la notation ix, *iX2' Ainsi, on a is (kh) = ix, *iX2 (kh), 
kEN. 

Exemple 1.54 50ient les v.a. independantes Xl ~ Bin (5, 0.3) et X 2 ~ 
Bin (10, 0.2). On de,finit 5 = Xl + X 2 . Lorsque l'on effectue directement 
le produit de convolution avec h = 1, les valeurs obtenues de is (k) pour 
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k = 0, 1, ... , 13 sont les suivantes : 

k 0 1 2 3 4 5 6 

is (k) 0.01805 0.08379 0.18058 0.23967 0.21909 0.14614 0.07348 
k 7 8 9 10 11 12 13 

is (k) 0.02837 0.00848 0.00196 0.00035 0.00005 0.00001 0.00000 

De plus, is (k) = 0, pour k = 14,15. La v.a. S n'obeit pas a une loi connue. 

II est possible de verzfier que E [S] = L;~:o kis (k) = 3.5 qui est aussi egal 
a E [Xl] + E [X2 ] = 1.5 + 2 = 3.5. D 

1.19.2 Somme de 2 v.a. continues independantes 

On considere deux v.a. independantes continues positives Xl et X 2 avec 
fonctions de densite iX1 et iX2 respectivement. L'expression de la fonction 
de densite is de S = Xl + X 2 est donnee par 

is (x) = l x ix, (y) iX2 (x - y) dy, 

que l'on obtient en conditionnant sur les valeurs possibles de Xl et en 
utilisant l'hypotMse d'independance entre Xl et X 2. Ainsi, is correspond 
au produit de convolution de ix, et iX2 que l'on designe par is (x) = 
iX1 * iX2 (x), x E JR+. 

Exemple 1.55 Soit S = Xl +X2 OU Xl et X 2 sont des v.a. independantes 
avec Xi rv U (0, bi ), i = 1,2 et 0< bl ::; b2 . L'expression de is est donnee 
par 

is (x) 

D 

Exemple 1.56 Soit S = Xl +X2 OU Xl et X 2 sont des v.a. independantes 
avec Xi rv EXP(!3i), i = 1,2 et!31 # !32' L'expression de is est 
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qlLi correspond a la ionction de densite de la loi Erlang generalisee. Il est 
aise de montrer qlLe E [S] = 1000 xis (x) dx = {3l, + J2 qlLi correspond alLssi 

a E [Xl] + E [X2]. D 

Exemple 1.57 Soient les v.a. independantes Xl et X 2 OU Xl = cYl , C E 
Jl{+, Yl rv Beta (2, 1) et X 2 rv Exp((3). On de.finit la v.a. S = Xl +X2 . On 
obtient l'expression slLivante pOlLr is (x) : 

is (x) l min (x;c) 2 (~) ~jJe-f3(X-Y)dy 

~e-BX {(min(X;c)ceBmin(X;C») _ ;c (eBmin(x;c) -I)}. 

D 

1.19.3 Somme de v.a. et f.g.m. 

Une methode pour identifier la loi d'une somme d'un nombre fini de v.a. 
S = L:~=l Xi est d'utiliser la f.g.m. En effet, on a 

(1.44) 

L'idee est alors d'identifier la loi de S 11 partir de l'expression obtenue avec 
(1.44). On presente ci-dessous des exemples d'application de cette approche. 
Les resultats de ces exemples seront utiles tout au long de cet ouvrage. 

Exemple 1.58 Soient les v.a. Xi rv Pais (Ai) pOlLr i = 1, ... , n. Alors, 
la v.a. S = L:~=l Xi obeit egalement a lLne loi de Poisson de parametre 
Al + ... + An. POlLr le demontrer, on appliqlLe {1.44} 

qlLi correspond a la .f.g.m. de la loi de Poisson de parametre Al + ... + An. 
D 

Pour chacun des pro chains exemples, Ie resultat est demontre de maniere 
identique 11 celle utilisee dans l'exemple 1.58. 

Exemple 1.59 Soient les v.a. Xi rv Bin (ri' q) pOlLr i = 1, ... , n. Alors, 
la v. a. S = L:~=l Xi obeit egalement a lLne loi binomiale de parametres 
rl + ... + r n et q. D 

Exemple 1.60 Soient les v.a. Xi rv BN (ri' q) pOlLr i = 1, ... , n. Alors, 
la v. a. S = L:~=l Xi oMit egalement a lLne loi binomiale negative de 
parametres rl + ... + rn et q. D 
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Exemple 1.61 Soient les v.a. Xi ~ Ga(ai,f3) pOlLri = 1, ... ,n. Alors, la 
v. a. S = L:~=l Xi obeit a lLne loi gamma de parametres a1 + ... + an et f3. 
D 

Exemple 1.62 Une v.a. de loi Erlang pelLt etre representee comme la 
somme de v.a. i.i.d de loi exponentielle. Soient les v.a. i.i.d. X1"",Xn 
de loi exponentielle avec parametres f3i = f3 pOlLr i = 1, ... , n. Alors, la v.a. 
Tn = Xl + ... + Xn obeit a lLne loi Erlang de parametres n et f3 car 

Dans la proposition suivante, on utilise aussi la f.g.m. afin d'identifier la 
fonction de densite de la somme de n v.a. de loi gamma avec des parametres 
f31, ... , f3n differents. 

Proposition 1.63 Soient n v.a. independantes Xi ~ Ga (ai, f3i), 
1, ... , n. On dejinit S = L:~=l Xi. Alors, on a 

(Xl 

is (x) = LPkh (x; a + k, f3), (1.45) 
k=O 

f3 (T = IT (f3 i )"'i 
i=l f3 

t~i(l_f3i)k 
i=l f3 

(k=1,2, ... ), 

~o 
1 k 

1, ~k = k L ic'i~k-i' (k = 1,2, ... ). 
i=l 

Remarque 1.64 Dans le theoreme 1.45, la distriblLtion de S correspond 
a lLn melange de lois gamma. Les probabilites Po, PI, P2, ... sont calclLlees 
reclLrsivement. 

Preuve. Voir [82] .• 

Exemple 1.65 Soient les v.a. independantes Xl ~ Ga (3.2, i) et X 2 ~ 

Ga (1.4, 110)' On dejinit S = Xl + X 2 ott l'on dedlLit E [S] = 30. A partir 
dlL theoreme 1.45, on a calclLle a = 4.6, f3 = 0.2 et (T = 0.3789 ainsi qlLe les 
valelLrs de Pk pOlLr k = 0, 1, ... , 5 : 
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On obtient Fx (30) = 0.5711 et Fx (100) = 0.9989. De pllLs, on dedlLit 
VaRO.9 (X) = 49.6950, VaRO.99 (X) = 75.9118, TVaRo.9 (X) = 61.2128 et 
TVaRo.99 (X) = 86.6667. D 

1.19.4 Difference de 2 v. a. discretes independantes 

Soient deux v.a. independantes discretes Xl et X 2 dont Ie support est 
arithmetique et avec ix; (kh) = Pr (Xi = kh), kEN (i = 1,2) et hE Jl{+. 

Pour identifier l'expression generale de la fonction de masse de probabilite 
de S = Xl - X 2 , on distingue les trois cas (k = 0), (k < 0) et (k > 0) : 

k = 1, ... ,ml 

k = -m2, ... ,-1 

Exemple 1.66 On SlLppose qlLe Xl = 1000MI et X 2 = 1000M2 avec MI rv 

Bin (4,0.2) et M2 rv Bin (6,0.4). On observe qlLe 

E [Sl = 1000 (E [MIl - E [M2 ]) = -1600. 

On obtient les valelLrs slLivantes de is (1000k) pOlLr k E {-6, -5, ... , 0, ... , 4} : 

k -6 -5 -4 -3 -2 -1 

Is (1000k) 0.001678 0.016777 0.072352 0.175636 0.262832 0.249908 
k 0 1 2 3 4 -

Is (1000k) 0.150626 0.056181 0.012442 0.001493 0.000075 -

D 

1.19.5 Difference de 2 v.a. continues independantes 

Soient deux v.a. continues positives independantes Xl et X 2 avec fonctions 
de densite iX1 et ix2 • On definit la v.a. S = Xl - X 2 dont l'expression de 
is est fournie par 

{ 
1000 ix , (y) iX2 (y) dy, x = 0 

is(x)= Io:ix1(x+ y)ix2 (y)dy, x>O . 
10 ix , (y) iX2 (y - x) dy, x < 0 

Exemple 1.67 On considere la v.a. S = Xl - X 2 OU Xl et X 2 sont des 
v.a. independantes avec Xi rv Exp (;3i), i = 1,2. L'expression obtenlLe pOlLr 

is est 

{ 

(3 !(3' x = 0 
" 1 2 -(3 x 

is (x) = (31+(32e " , y > 0 
_1_e-(32I x l y < 0 
(3 1+(32 ' 
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et correspond a la ionction de densite de la loi de Laplace (01L dOlLble 
exponentielle). POlLr le verzfier, on constate E [5] = 1000 xis (x) dx = Il, -
J2' ce qlLi correspond alLssi a E [5] = E [Xl] - E [X2]. D 

1.20 Notes bibliographiques 

Il existe un important nombre d'ouvrages traitant des notions de base en 
probabilite (voir e.g. [53] et [94]). Pour un bon apen;u des notions de base 
en probabilite presentees dans un contexte actuariel, on suggere e.g. [89] et 
[93]. On peut consulter [1] et [81] ainsi que leurs references pour un expose 
sur les mesures de risque. La construction de distributions par melange est 
abordee dans e.g. [89] et [93]. L'evaluation de la distribution de la somme de 
v.a. independantes est traitee dans e.g. [89]. Pour les passionnes d'histoire 
et d'actuariat, ils sont invites 11 lire [91] et [90]. 

1.21 Exercices 

1. On considere une v.a. discrete X avec les caracteristiques fournies 
dans Ie tableau suivant : 

i 1 2 3 4 5 6 
Xi 0 100 500 1000 5000 10000 

Pr (X = Xi) 0.5 0.3 0.1 0.05 0.043 0.007 

(a) Calculer E [X] et Var (X). 

(b) Calculer VaRO.4 (X), VaRO.95 (X), VaRO.995 (X). 

(c) Calculer TVaRo.4 (X), TVaRo.95 (X), TVaRo.995 (X). 

(d) Calculer E [max (X - 3000; 0)] et E [min (X; 7000)]. 

2. Pour les lois Weibull, Burr et log-logistique, developper les expressions 
de E [X x l{x<:::d} l, VaR", (X) et TVaR", (X). 

3. Soit X ~ Exp (;3). Pour VaRO.995 (X) = 2000, calculer TVaRo.995 (X). 
Pour Y = -2X + 500, calculer VaRO.995 (Y) et TVaRO.995 (Y). 

4. Soit une v.a. continue X dont l'esperance est 2000 et la variance est 
84 000 000. Dans les questions ci-dessous, certaines valeurs de VaR 
doivent etre calculees avec un ordinateur. 

(a) Si X oMit 11 une loi gamma, determiner ses 2 parametres et les 
valeurs VaRO.995 (X) et TVaRO.995 (X). 

(b) Si X obeit 11 une loi lognormale, determiner ses 2 parametres et 
les valeurs VaRO.995 (X) et TVaRO.995 (X). 
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(c) Si X obeit it une loi inverse gaussienne, determiner ses 2 
parametres et les valeurs VaRO.995 (X) et TVaRo.995 (X). 

(d) Si X obeit it une loi de Pareto, determiner ses 2 parametres et 
les valeurs VaRO.995 (X) et TVaRo.995 (X). 

(e) Si X oMit it une loi F-generalisee avec T = 2, determiner les 2 
aut res parametres et les valeurs VaRO.995 (X) et TVaRO.995 (X). 

5. Soit une v.a. Y = 200 OOOX avec X ~ Beta (2, (3 = 1). Calculer 
VaRO.995 (Y) et TVaRO.995 (Y). 

6. Soit une v.a. X dont la fonction de survie est F x (x) = 0.8e- lo'~O + 
0.2e- 60"00, x ::;-. O. 

(a) Calculer E [X] et Var (X). 

(b) Cacluler VaRO.995 (X), TVaRo.995 (X) et Jrx (10 000). 

7. Soit une v.a. X = R x Y, OU R et Y sont des v.a. independantes 
avec Y ~ Burr (A = 10 000,0:= 2, T = 2) et Pr (R = 1) = 0.5, 
Pr (R = 1.3) = 0.4, Pr (R = 2) = 0.1. Calculer E [X], Pr (X -s: 200) 
et E [max (X - 200; 0)]. 

8. Soient les v.a. i.i.d. Zl ~ Z2 ~ N (0, 1). On definit les v.a. Xl = Zl 

et X 2 = pZI + ~Z2' 

(a) Identifier les lois marginales de Xl et X 2 . 

(b) Developper l'expression de Cov (Xl, X2)' Developper l'expression 
de E [etIXlet2X2]. Identifier la distribution du couple (XI,X2)' 

9. Soient les v.a. independantes X ~ Bin (2, 0.2) et Y ~ Bin (2, 0.3). 
On definit les v.a. 8 = X + Y et T = X - Y. 

(a) Determiner les valeurs possibles que peuvent prendre 8 et T ainsi 
que les valeurs des fonctions de masse de probabilite associees. 

(b) Calculer E [8], E [T], Var (8) et Var (T). 

(c) Calculer VaRO.9 (8), VaRO.9 (T), TVaRo.9 (8) et TVaRo.9 (T). 

10. Soient deux v.a. independantes X ~ Beta (2,1) et Y ~ Beta (1, 2). 
Developper l'expression de Fs pour 8 = X + Y. 

11. On considere deux risques independants representes par les v.a. Xl 
et X 2 OU Xl = 2000YI (OU YI ~ Beta (2, 1)) et X 2 ~ Exp COIOO)' On 
definit la v.a. 8 par 8 = Xl + X 2 . 

(a) Developper l'expression de is (x). 

(b) Calculer Fs (x) pour x = 1500 et 3000. 
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12. Soient deux v.a. independantes Xl ~ U (0, 1) et X 2 ~ Pa (2, 1). On 
definit la v.a. Spar S = Xl + X 2 . 

(a) Montrer que 

Fs(y) = min(Y;1)-C1+y_~in(Y;1))-1~Y)'y:::::o, 

{ 
y -11 - l~Y) , 0 :::; y :::; 1, 

1 - .! - _1_) y > 1. 
y l+y' -

(b) Developper l'expression de VaRK, (S) pour 0.5 < "" < 1. Note: 
Fs (1) = 0.5. 

(c) Calculer VaRO.99 (S). 

13. Soit une v.a. X ~ Pa (0:, A) OU 0: est Ie parametre de forme et A est Ie 
parametre d'echelle. Le parametre 0: a un fort impact sur la mesure 
de risque TVaRK, (X) et la fonction stop-loss Jr x (d). Les parametres 
0: > 1 et A sont fixes de telle sorte que E [X] = p,. 

(a) Montrer que Jrx (d) = p,(/L(~~~nd)a-l et 

(b) Pour E [X] = P, = 1000, calculer TVaRo.995 (X) et Jrx (10 000) 
pour 0: = 1.1, 2.5, 5 et 100. 

(c) Soit Y ~ Exp (;3) telle que E [Y] = 1000. Calculer TVaRo.995 (Y) 
et Jry (10 000). 

14. Soient les v.a. independantes X, Y et Z OU E [X] = 100, E [Y] = 200, 
E [Z] = 1.1, Var (X) = 3002 , Var (Y) = 5002 et Var (Z) = 1.9. On 
definit la v.a. S = (X + Y) Z. Calculer l'esperance et la variance de 
S. 

15. Soient deux v.a. independantes Xl ~ Ga (2.5, 0.1) et X 2 ~ 

Ga (5, 0.2). On definit S = Xl + X 2 . 

(a) Montrer que l'expression de Fs (x) est donnee par 

(Xl 

Fs (x) = LPkH (x; 7.5 + k, 0.2), 
k=O 

( 1)2.5 avec Po = '2 . 

(b) Calculer Fs (100) et VaRO.99 (S). 
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16. Boient les v.a. independantes Xi ~ Ga (ai, f3i) avec ai ~ 0.5i et 

f3i = liO' i = 1,2,3. Pour 8 = L~=l Xi, calculer Fs (X) pour x = 30, 
40 et 50, et Irs (d), pour d = 30, 40, 50. 

17. Boit Ie couple de v.a. (Xl, X 2 ) dont la fonction de repartition 
conjointe est definie par 

2 2 

FXI •X2 (Xl, X2) = L LPij (1 - e-TIl;-) (1 - e- :02j ) 

i=l j=l 

pour Xl, X2 2 O. Hypothese A : Pn = 0.75, P22 = 0.15, Pl2 = P21 = 
0.05. Hypothese B : Pll = 0.61, P22 = 0.01, Pl2 = P21 = 0.19. Les 
calculs se font pour les hypotheses A et B. 

(a) Identifier les lois de Xl et X 2 . Calculer FXl (20). 

(b) Calculer Pr (Xl> 20, X2 > 20) et Pr (Xl> 20lX2 > 20). 

(c) Developper l'expression de la fonction de densite conjointe de 
(Xl, X2)' 

(d) Calculer Cov (Xl, X 2) et PP (Xl, X2)' 

(e) Calculer E [Xl x l{x2>20}], 

(f) Calculer E [XIIX2 = 20] et E [XI IX2 > 20]. 

(g) Boit 8 = Xl + X 2 . Calculer E [8], Var (8), Fs (20) et 
E [max (8 - 20; 0)]. 

18. Boit Ie couple de v.a. (MI' M 2 ) dont la fonction de masse de 
probabilite conjointe est definie par 

pour kl' k2 E {O, 1, ... , n}. La f.g.p. conjointe est 

Hypothese A : Poo = 0.65, Pn = 0.25, POI = PIa = 0.05. Hypothese 
B : Poo = 0.41, Pn = 0.01, PIa = POI = 0.29. 

Les calculs se font pour les hypotheses A et B et en supposant n = 5. 

(a) En posant 82 = 1, identifier la loi de MI. Refaire pour identifier 
la loi de M2 . Calculer hll (2). 
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(b) Calculer iM
"

M 2 (1,1), Pr (MI = 11M2 = 1) et 

Pr(MI = 11M2> 1). 

(c) Calculer COy (MI' M 2) et pp (MI' M2)' 

(d) Calculer E [MI X 1{M2=1}] et E [MI x l{Nh>I}]' 

(e) Calculer E [MIIM2 = 1] et E [MIIM2 > 1]. 
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(f) Soit N = MI +M2. Calculer E [N], Var (N), iN (k) (k = 0,1,2), 
E [N x l{MFI}] et E [NIM2 = 1]. 

1.22 Reponses 

1. Reponses 11 la question 1 : 

(a) 415 et 1 680 775 

(b) 0, 1000 et 10 000 

(c) 691.666, 5700 et 10 000 

(d) 135 et 394 

2. Reponses 11 la question 3 : 2377.47678, 496.2157486 et 498.109396 

3. Reponses 11 la question 4 : 

(a) 0: = 1/21, f3 = 1/42000,63378.58 et 94 546.13 

(b) f-J, = 2.278178, (J'2 = 10.64545, 39 499.3350762 et 82 706.52 

(c) f-J, = 2000, f3 = 42 000, 58 096.26 et 34 695 110 

(d) 0: = 2.1, A = 2200,25225.29 et 50 157.37 

(e) 0: = 2.023256, A = 1023.256, 22 883.05 et 46 586.56 

4. Reponses 11 la question 5 : 199 499.3734 et 199 749.7913 

5. Reponses 11 la question 6 : 

(a) 2000, 12 000 000 

(b) 22 133.28, 28 133.28 et 226.6870 

6. Reponses 11 la question :95.81858, 0.9197135 et 7.550436 

7. Reponses 11 la question 9 : 
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(a) S E {O, 1,2,3,4} avec probabilites 

{0.3136; 0.4256; 0.2116; 0.0456; 0.0036} 

et T E {-2, -1,0, 1,2} avec probabilites 

{0.0576; 0.2976; 0.4516; 0.1736; 0.0196} 

(b) 1, -0.2,0.74 et 0.74 

(c) 2, 1, 2.528 et 1.196 

8. Reponse a la question 10 : On obtient 

9. Reponses a la question 11 : 

( a) 20~02 e- "i"ilO (rnini~~20000) e min\~:l~lOOO) - 1000 ( e min\~)i~~OO) - 1) ) 
(b) 0.20093 et 0.79116 

10. Reponses a la question 12 : 

(a) Aucune reponse 

(b) -(1-K)+V(1-K)2H(1-K) 
2(1-K) 

(c) 9.5125 

11. Reponses a la question 13 : 

(a) Aucune reponse 

(b) TVaRo.995 (X) : 135 805.85, 19 313.83, 10427 et 6441.19, 
1f10 000 (X) : 630.33, 47.11, 6.66 et 0.0729 

(c) TVaRo.995 (Y) = 6298.32 et 1fy (10000) = 0.0454 

12. Reponses a la question 14 : 330 et 1 228 400 

13. Reponses a la question 15 : 

(a) Aucune reponse 

(b) 0.982833 et 106.9051 

14. Reponses a la question 16 :0.926288, 0.977254, 0.992807 ; 0.632217, 
0.199291,0.064521 
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15. Reponses it la question 17 : 

(a) A et B : 0.181844 

(b) A: 0.039016 et 0.214556 ; B : 0.031445 et 0.172923 

(c) Aucune reponse 

(d) A: 11 et 116 ; B: -3 et -3/176 

(e) A: 2.437928 et B : 2.112366 

(f) A : 12.368581 et 13.406692 ; B : 11.899478 et 11.616357 
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(g) A: 24, 372, 0.474911, 8.707156 ; B : 24, 346, 0.483182, 8.600402 

16. Reponses it la question 18 : 

(a) A : 0.3087 ; B : 0.3087 

(b) A: 0.236864, 0.657682, 0.166729 ; B : 0.1173380025,0.3258031444, 
0.4278232715 

(c) A : 0.8, 0.761905 ; B : -0.4, -0.3809523810 

(d) A : 0.403025, 1.03695 ; B : 0.608825, 0.54303 

(e) A: 1.119047619 ; 2.197952436 ; B : 1.690476190 ; 1.151023782 

(f) A: 3, 3.7, 0.116029, 0.089253, 0.250595, 0.763175, 2.119048; B : 
3, 1.3, 0.011586, 0.081947, 0.233263, 0.968975, 2.690476) 



2 
Modelisation des risques 

2 .1 Introduction 

L'objectif de ce chapitre est de presenter les modeles de base utilises pour 
decrire Ie comportement aleatoire d'un risque en actuariat pour une periode 
fixe. Les couts ou les pertes lies au risque sont representes par la v.a. X. 
L'approche pour modeliser la v.a. X depend du type de risque et de la 
nature de la perte qui peut etre associee a ce risque. 

On aborde dans un premier temps la modelisation de la v.a. X selon 
l'approche frequence-severite OU les couts sont definis en fonction du 
nombre de sinistres et du montant d'un sinistre. Cette approche peut 
etre utilisee par exemple pour modeliser, pour une periode fixee, les 
couts en sinistres d'un contrat d'assurance lARD ; les couts en sinistres 
pour un contrat d'assurance en soins de sante ; ou Ie montant total 
des sinistres pour une ligne d'affaires. On examine les proprietes de ce 
modele, notamment l'esperance, la variance, la fonction de repartition et 
l'evaluation des mesures de risque. 

On presente les principales distributions pour Ie mont ant d'un sinistre et 
pour Ie nombre de sinistres. On aborde aussi certaines generalisations des 
principales lois de frequence. On discute aussi de la classe de distributions 
pour les montants eleves de sinistres. On examine la modelisation des pertes 
liees aux risques financiers, e.g. les pertes decoulant d'une position sur les 
marches financiers. On compare la modelisation des couts dans Ie contexte 
de l'assurance a celle des pertes liees a un investissement sur les marches 
financiers. 
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Dans tous les cas, l'actuaire a recours a des modeles pour decrire les 
risques actuariels. Dans la modelisation des risques actuariels, il doit a la 
fois avoir un modele assez simple pour qu'il so it aisement manipulable et 
assez elabore afin de tenir compte de la complexite des risques actuariels 
analyses. 

Dans Ie cas de l'assurance, il convient d'analyser les risques actuariels 
individuels puis d'examiner Ie risque actuariel global que represente Ie 
regroupement de ces contrats pour la compagnie d'assurance. Ces modeles 
jouent un role capital dans la comprehension de la mutualisation des risques 
notamment. Les modeles cons ide res dans ce chapitre se limitent a analyser 
les risques actuariels sur une courte periode de temps, so it d'un an par 
exemple. 

Les contextes d'application de l'assurance non vie sont e.g. l'assurance 
automobile, l'assurance habitation, l'assurance responsabilite, l'assurance 
maladie, la reassurance et l'assurance collective. 

2.2 Modele stochastique pour un risque X 

2.2.1 Modele general pour X 

Selon Ie modele general, on definit la v.a. X par une somme aleatoire 

X = { 2:~~1 B k , M > 0 
0, M=O ' 

ou la v.a. discrete M represente Ie nombre de sinistres et la v.a. positive 
Bk correspond au montant du k-ieme sinistre. La fonction de masse de 
probabilite et la f.g.p. de M sont notees par fM et PM. Les v.a. B l , B 2 , 

... sont supposees independantes entre elles et independantes de la v.a. M. 
De plus, les v.a. B l , B 2 , ... sont supposees identiquement distribuees et 
on convient que B k ~ B, pour k E N+. La fonction de repartition et la 
f.g.m. de B sont notees par FE et ME. Selon les hypotheses du modele, Ie 
nombre de sinistres n'a pas d'influence sur les montants des sinistres. De 
plus, les montants de chaque sinistre ont Ie meme comportement aleatoire 
et Ie mont ant du premier sinistre n'a pas d'incidence sur Ie mont ant du 
deuxieme sinistre et ainsi de suite. 

La v.a. X obeit a une loi dite composee. La v.a. M est appelee la v.a. 
de frequence (de l'anglais frequency), de comptage (de l'anglais counting) 
ou de denombrement. Le montant d'un sinistre est appele severite (de 
l'anglais severity) ou gravite, d'ou l'appellation frequence-severite pour 
cette approche. Le choix de la loi pour la v.a. de frequence M et de la 
loi pour Ie mont ant d'un sinistre B sont cruciaux. Les principales lois 
discretes pour la v.a. M sont presentees aux sections 2.3 et 2.7. On discute 
des principales lois continues pour la v.a. B utilisees en actuariat dans 
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les sections 2.4 et 2.5. Dans les sous-sections qui suivent, on identifie les 
expressions de l'esperance, de la variance, de la fonction de repartition, de 
l'esperance tronquee, de la TVaR et de la f.g.m. de la v.a. X. 

2.2.2 Esperance de X 

On identifie l'expression de l'esperance de X en conditionnant sur M et en 
utilisant la for mule de l'esperance totale 

E [X] = EM [E [XIMll , (2.1) 

ou E [XIM = 0] = 0 et 

E [XIM = k] = E [EI + ... + E k ] = k x E [E] (k E N+). 

Ainsi, on deduit que 
E[XIM] = M x E[E]. (2.2) 

En rempla<:;ant (2.2) dans (2.1), l'expression pour E [X] est donnee par 

E [X] = E [E [XIMll = E [M x E [Ell = E [M] E [E]. (2.3) 

Selon (2.3), l'esperance des coUts pour un risque (E [X]) correspond au 
produit du nombre espere de sinistres (E [M]) et du mont ant espere d'un 
sinistre (E [E]). En actuariat, dans Ie contexte de l'assurance, l'esperance 
de la v.a. X correspond it la prime pure. 

2.2.3 Variance de X 

Afin d'obtenir l'expression de la variance de X, on conditionne it nouveau 
sur la v.a. M en ayant recours it la formule de la variance tot ale 

Var (X) = EM [Var (XIM)] + VarM (E [X 1M]) (2.4) 

ou Var (XIM = 0) et 

Va, (XIM ~ k) ~ Vac (~n,) ~ ~va, (nj) ~ k x Va, (n) (k E 11+). 

Alors, on a 
Var (XIM) = M x Var (E). 

En rempla<:;ant (2.5) ainsi que (2.2) dans (2.4), il en resulte que 

Var (X) E [M x Var (E)] + Var (ME [E]) 

E [M] Var (E) + Var (M) (E [E])2 . 

(2.5) 

(2.6) 
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Selon (2.4) ou (2.6), la variance des couts pour Ie risque Var (X) est egale 
11 la somme de la variance des couts lies aux montants des sinistres, so it 
E [Var (XIM)] = E [M] Var (B), et de la variance des couts lies au nombre 
de sinistres, soit Var (E [X 1M]) = Var (M) (E [B])2 . 

2.2.4 Fonction de repartition de X 

La fonction de repartition de X est obtenue en conditionnant sur la v.a. 
M telle que 

(Xl 

Fx (x) Pr(X -s: x) = LPr(M = k)Pr(X -s: xlM = k) 
k=O 

(Xl 

k=l 
(Xl 

!IV[ (0) + L iNI (k) FB,++Bk (x). (2.7) 
k=l 

Si Pr (M = 0) > 0, on note la presence d'une masse de probabilite 11 O. Cette 
masse de probabilite est elevee pour des contrats individuels d'assurance 
non vie ou lARD (ex: automobile, habitation). Comme on Ie verra plus 
loin, l'expression (2.7) de Fx est interessante lorsque l'on dispose d'une 
expression analytique pour FBI +".+B,,' Des exemples seront presentes dans 
Ie present chapitre. Dans ce cas, la fonction de repartition Fx nous permet 
notamment de calculer la valeur VaRK (X). Generalement, on do it avoir 
recours 11 un outil d'optimisation pour la calculer. 

2.2.5 Esperance tronquee de X 

On conditionne sur M pour developper l'expression de l'esperance tronquee 
de X, so it 

(Xl 

k=O 
(Xl 

LiM (k) E [(Bl + ... + B k ) x l{Bl++Bk:s;b}]' 
k=l 

On deduit 

(Xl 

E [X x l{x>b}] = LiM (k)E [(Bl + ... +Bk ) x l{B,+".+Bk>b}]' (2.8) 
k=l 
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II est possible d'evaluer (2.8) quand on possede une forme analytique pour 

E [(BI + ... + B k) x 1{B 1 + ... +B,,>b}]' 

2.2.6 Mesure TVaR 

En rempla<:;ant (2.7) et (2.8) dans (1.17), l'expression de TVaRK (X) 
devient 

TVaRK (X) 

L:~=l iNI (k) E [(BI + ... + B k) X l{Bl+ ... +B,,>VaR~(X)}] 
I-/'{, 

VaRK (X) (Fx (VaRK (X)) - /'{,) 
+ 1 ' -/'{, 

(2.9) 

qui peut etre evaluee 11 la condition que l'on puisse calculer explicitement 

et Fx (VaRK (X)). 
Supposons que la v.a. B est continue et strictement positive (i.e. elle 

n'admet pas de masse de probabilite 11 0). Alors la distribution de X est 
mixte avec une masse de probabilite 11 0 et une partie continue pour x > O. 
Si /'{, < Pr (M = 0) alors VaRK (X) = O. De plus, quand /'{, > Pr (M = 0), 
cela implique que VaRK (X) > 0 de telle sorte que F x (VaRK (X)) = /'{,. Il 
en decoule que Ie deuxieme terme dans (2.9) est egal 11 0 dans les deux cas 
et que l'expression pour TV aRK (X) devient 

TVaRK (X) = L:~=l iNI (k) E [(BI + ... + B k) X l{Bl+ ... +B,,>vaR~(X)}]. 
I-/'{, 

(2.10) 
Il est 11 noter que (2.10) est interessante quand BI + ... + Bk appartient 11 
une famille de distributions qui est fermee sous la convolution, telle que la 
distribution gamma. 

2.2.7 Fonction generatrice des moments 

On suppose que la f.g.m. de Bet que la f.g.p. de M existent, ce qui imp Ii que 
que la f.g.m. de X existe aussi. Afin d'obtenir l'expression de la f.g.m. de 
X, notee Mx(t) = E [etX ] , on conditionne sur la v.a. M 

(2.11) 

Pour M = 0, E [etX 1M = 0] = 1 et pour M E N+, on deduit 
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car les v.a. B l , ... , Bk sont independantes. Comme elles sont aussi 
identiquement distribuees, il s'ensuit que 

(2.12) 

On rem place (2.12) dans (2.11) et on obtient 

(2.13) 

ou PM est la f.g.p. de M. 

2.3 Distributions de frequence 

En actuariat, les principales lois pour la v.a. de frequence sont les lois de 
Poisson, binomiale et binomiale negative. Les lois de X correspondantes 
sont alors appelees lois Poisson composee, binomiale composee et binomiale 
negative composee. Comme la loi de Poisson est au camr de la modelisation 
des risques en assurance lARD, on s'interesse aussi aux extensions de 
cette loi obtenues par melange. Pour cette raison, on decrit les lois 
Poisson-gamma (qui est aussi la loi binomiale negative), Poisson-inverse 
gaussienne et Poisson-lognormale. Pour chaque loi de frequence, on 
indique les expressions de l'esperance, de la variance et de la f.g.m. de la 
loi composee correspond ante , qui sont obtenues 11 partir de (2.2), (2.6) et 
(2.13). 

2.3.1 Loi de Poisson 

La loi de Poisson est fondamentale dans la modelisation du nombre de 
sinistres pour les risques en assurance lARD. Elle constitue en quelque 
sorte la loi de base. L'esperance et la variance de la loi de Poisson sont 
egales. Cette propriete est appelee l'equidispersion. 

Lorsque M ~ Pais (A), il en decoule que la v.a. X oMit 11 une loi 
Poisson composee avec les parametres A et FE, notee X ~ PCamp (A; FE). 
L'esperance de X est E[X] = AE [B] et l'expression de la variance de X 
est 

Var (X) = AVar (B) + AE [B]2 = AE [B2]. 

La f.g.m. de X est Mx (t) = eA(MH(t)-l). 

Le moment centre d'ordre 3 est determine avec la relation (1.10) et Ie 
moment d'ordre 3 donne par 
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que l'on obtient en derivant Mx (t) a 3 reprises. On obtient 

E [(X - E [X]n = AE[B3] 

a partir duquel on determine l'expression suivante pour Ie coefficient 
d'asymetrie : 

E [(X - E [X])3] E[B3] 
I (X) = (Var (X))3/2 = JAE[B2J3 > O. 

On constate que la distribution Poisson composee est toujours positivement 
asymetrique. 

2.3.2 Loi binomiale 

Quand M ~ Bin (n, q), il en resulte que X oMit a une loi binomiale 
composee avec les parametres n, q et FB, notee X ~ BComp(n,q;FB)' 
L'esperance de X est E[X] = nqE [B] et la variance de X est don nee par 

Var (X) = nqVar (B) + nq (1 - q) E [B]2 . 

La f.g.m. de X est 

Mx (t) = (1 - q + qMB (t)t . 

En fixant nq = A, la loi binomiale tend vers la loi de Poisson de parametre 
A lorsque Ie nombre n tend vers 00. En effet, so it la v.a. Mn ~ Bin( n, ~). 
Alors, on a 

lim p. (t) = lim 1 + = e'\(t-l) ( A(t-1))n 
JI.In , 

n---+(X) n---+(X) n 

qui correspond a la f.g.p. de la loi de Poisson. 
Le moment centre d'ordre 3 est donne par 

avec lequel on obtient Ie coefficient d'asymetrie I (X). En rearrangeant les 
termes de l'equation (2.14), on obtient 

E[(X-E[X])3] =E[M]X{ E[(B-E[B])3] +3(1- q)E[f]Var[B] }. 
+ (1 - q) (1 - 2q) E [B] 

(2.15) 
Selon (2.15), I (X) est positif si E [(B - E [B])3] > 0, propriete souvent 
satisfaite pour la distribution d'un mont ant de sinistre (s'il existe), et si 
q < 0.5, ce qui est souvent les contextes d'application en actuariat. 
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2.3.3 Loi binomiale negative 

Quand M rv BN (r, q), on deduit que la v.a. X oMit 11 une loi 
binomiale negative composee avec les parametres r, q et FE, notee X rv 

BNCamp (r, q; FE)' L'esperance et la variance de X sont respectivement 

et 

1-q 
E [X] = r-E[B] 

q 

1-q 1-q 
Var (X) = r-2-E[B]2 + r--Var (B) . 

q q 

La f.g.m de X est Mx(t) = (1- l~q(ME(t) -1)) -r. 

Le moment centre d'ordre de X est 

E [(X -E[X]n r(l- q) E [B3] 
q 

+3r (1 ~ q) 2 E [B2] 

+E [B] + 2r (1 ~ q) 3 E [B]3 . 
q 

(2.16) 

Puisque (2.16) est toujours positif, on constate que la loi binomiale negative 
composee possede toujours une asymetrie positive. 

2.3.4 Comparaison des variances des trois lois composees 

Pour les lois de Poisson, binomiale et binomiale negative, on sait que 
Var (M) = E [M], Var (M) -s: E [M] et Var (M) ::;, E [M]. On compare 
les variances de la loi binomiale composee et de la loi binomiale negative 
composee 11 la variance de la loi Poisson composee. Pour la binomiale 
composee, on a 

Var (X) = nq (Var (B) + (1 - q) E [B]2) -s: nqE [B2]. 

Pour la loi binomiale negative composee, on a 

Var (X) 
1-q 1-q 
r-2-E[B]2 + r--Var (B) 

q q 

r-- -E[B]2 + Var (B) ::;, r--E[B2]. 1- q (1 ) 1-q 
q q q 

Par consequent, si les parametres des trois lois de frequence pour M sont 
fixes de telle sorte que leur esperance est identique et si la loi de Best 
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identique pour les trois lois composees, on constate que 

et 

2.4 Distributions du mont ant d'un sinistre 

Le choix de la distribution du mont ant d'un sinistre est crucial dans 
la modelisation du risque X. En actuariat, on a generalement recours 
it une loi continue avec un support compris dans lFt+ pour modeliser Ie 
comportement aleatoire du mont ant d'un sinistre. Dans la majorites des 
contextes d'application en assurance dommage et en assurance maladie, 
les distributions des montants de sinistre possede une asymetrie positive. 

Les principales lois considerees pour Ie mont ant d'un sinistre sont les 
lois exponentielle, gamma, lognormale et Pareto. Il y a aussi les lois Burr, 
Weibull (avec T E ]0, 1[), log-logistique, F-generalisee et inverse-gaussienne. 

Des lois construites it l'aide de melange telles que la loi melange 
d'exponentielles et la loi melange d'Erlang sont aussi utilisees. 

Dans la presente section, on presente brievement les principales lois pour 
modeliser Ie mont ant d'un sinistre. Les principales caracteristiques de ces 
lois sont fournies en annexe. Les expressions de la fonction quantile, de la 
VaR, de la TVaR, de la fonction stop-loss et de la fonction d'exces-moyen 
sont developpees au chapitre 1. 

Le classement des distributions du mont ant d'un sinistre selon leur 
comportement dans leur queue, i.e. pour les valeurs eleves de mont ant de 
sinistre, est examine it la section 2.5. 

2.4.1 Loi exponentielle 

La loi exponentielle est une loi fondamentale en actuariat et elles possedent 
de nombreuses proprietes interessantes. Elle sert souvent de loi de reference 
par rapport aux aut res lois continues utilisees pour la description du 
comportement d'un mont ant de sinistre. Elle est definie en termes d'un 
seul parametre. Son mode est it 0 et la fonction d'exces moyen est 
une constante. Son coefficient d'asymetrie est egal it 2. En supposant 
B ~ Exp (;3), il est aussi possible d'obtenir des expressions analytiques de 
quantites definies en fonction de X, notamment la fonction de repartition, 
la TVaR et la prime stop-loss associees it X. En revanche, il est rare que 
la loi exponentielle soit utilisee directement pour modeliser un mont ant de 
sinistre. 

La propriete suivante est propre it la loi exponentielle et elle est appelee 
la propriete sans memoire. 
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Proposition 2.1 Boit lLne v.a. X ~ Exp((3). On dejinit la v.a. W(d) = 
(X - d) IX > d, correspondant a l'excedent de la v.a. X par rapport a d 
sachant qlLe X depasse d. Alors, W (d) ~ Exp ((3). 

Preuve. On identifie la distribution de W (d) a partir de sa fonction de 
survie qui est don nee par 

FW(d) (x) 

• 

Pr (W (d) > x) = Pr ((X - d) > xiX> d) 

e-;3(x+d) 
__ ;;-;-_ = e -;3 x . 

e-;3d 

On mentionne aussi la propriete suivante relative au minimum de n v.a. 
independantes de loi exponentielle. 

Proposition 2.2 Boient les v. a. independantes Xl, ... , Xn de loi exponentieZZe 
avec parametres (3i > 0 pOlLri = 1, ... , n. Alors, la v.a. Tn = min (Xl; ... ; Xn) 
obeit alLssi a lLne loi exponentieZZe de parametre (31 + ... + (3n 

Preuve. La fonction de survie de Tn est donnee par 

Pr (min (Xl; ... ; Xn) > x) = Pr (Xl> x, ... , Xn > x) 
n II Pr (Xi> x) = e-(;3,+···+;3,,)x, 

i=l 

ce qui conduit au result at desire .• 
Cette propriete est utilisee notamment pour la contruction de la loi 

exponentielle bivariee de Marshall-Olkin au chapitre 8. 

2.4.2 Lois gamma et Erlang 

La loi gamma est une generalisation de la loi exponentielle. Avec ses deux 
parametres a et (3, elle offre plus de flexibilite dans la modelisation du 
mont ant d'un mont ant de sinistre. Si a > 1, son mode est superieur a 0 et 
sa fonction d'exces moyen est decroissante. Si 0 < a < 1, Ie mode se trouve 
a 0 et la fonction d'exces moyen est croissante. La loi exponentielle est un 
cas particulier de la loi gamma avec a = 1. 

Dans Ie graphique de la figure 2.1, on represente la fonction de densite 
de la loi gamma pour des valeurs de a = 0.5, 1, 5, et 100 et (3 = % tel que 
E[B] =5. 

De meme que la loi exponentielle, on obtient des expressions analytiques 
de Fx , E [X x l{x>b}] et TVaRK (X) lorsque Ie mont ant d'un sinistre 
obeit a une loi gamma. Ces expressions sont presentees dans la pro chaine 
proposition. 
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FIGURE 2.1. Valeurs de JB (x) OU B ~ Ga (0:, %), pour 0: = 0.5,1,5 et 100. 

Proposition 2.3 Supposons que B rv Ga (0:, {3). Alors, on deduit 

et 

D 

00 

Fx (x) = !IV[ (0) + L iNI (k) H (x; o:k, {3) , 
k=l 

E [X X l{x>b} 1 = fJ!vdk) k{3O: H (b; o:k + 1, {3) 
k=l 

1 ~ ko:-
TVaR" (X) = --~ hI (k) -{3 H (VaR" (X); ak + 1,{3). 

1-{>' 
k=l 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

Preuve. Dans Ie cas au B rv Ga (0:, {3) avec H (x; 0:, {3), on sait que Bl + 
... +Bk rv Ga(o:k,{3). Alors, on remplace FB, + ... +B " (x) par H(x;o:k,{3) 
dans (2.7) et on obtient (2.17). De plus, en remplagant 

par 
ka-
(-iH (b; ak + 1, {3) 

dans (2.8) et (2.10), on obtient (2.18) et (2.19) .• 

Remarque 2.4 La valeur de VaR" (X) est calculee a partir de (2.17) en 

utilisant un outil d'optimisation (e.g. soLveur en ExceL@ ; optimize ou 
uniroot en R). 
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La loi Erlang est aussi un cas particulier de la gamma avec a E N+, ce 
qui implique que sa fonction de repartition a la forme analytique suivante : 

n-1 j 

F ( ) - H (. (3) - 1 -f3x'" ((3x) 1lll+ X X - x,n, - - e ~ -.-,-, x Em,.. 
j=o J. 

Ce n'est pas Ie cas lorsque Ie parametre a de la loi gamma n'est pas entier. 
Bien que l'on n'utilise pas directement la loi Erlang dans la modelisation de 
la distribution d'un mont ant de sinistre, elle intervient frequemment d'un 
point de vue calculatoire. 

On illustre les resultats de la proposition 2.3 dans Ie pro chain exemple. 

Exemple 2.5 Bait une v.a. X PComp(A,FB) au A 1.4 et 
B ~ Ga (a = 1.8, (3 = 1000-1), avec E [Xl 2520. On abtient les 
valeUTS suivantes de VaR", (X) et TVaR", (X) : 

K VaR", (X) TVaR", (X) 
0 0 2520 

0.5 1834·662 4521·468 
0.95 7767.176 9872.881 
0.99 11 175.341 13127.725 

0.995 12558.726 14 464·824 

D 

2.4.3 Loi lognormale 

La loi lognormale est frequemment utilisee en actuariat, notamment 
pour la modelisation des montants de sinistres dans la modelisation des 
mont ants de sinistres en assurance dommage (e.g. lARD ou non-vie), et 
en gestion quantitative des risques. Son mode est superieur a 0 et son 
coefficient d'asymetrie est positif. Sa fonction d'exces moyen est croissante. 
Avec ces deux parametres, elle possede une tres grande flexibilite pour la 
modelisation. 

A la figure 2.2, on presente les graphiques de la fonction de densite et de 
la VaR de loi lognormale pour trois couples de parametres (/-1>,0-). Dans les 
trois cas, les valeurs des parametres ont ete choisis de telle sorte que les 3 
esperances soient identiques. 

Si un mont ant d'un sinistre obeit a une loi lognormale, il n'est pas 
possible d'obtenir des expressions analytiques de Fx , E [X x l{x>b}] et 
TVaR", (X). Toutefois, il est aise d'appliquer les approches decrites aux 
chapitres 5 et 6 pour les evaluer approximativement. 

2.4.4 Loi Weibull 

Avec ses deux parametres T et (3, la loi Weibull est une generalisation de la 
loi exponentielle. Si T > 1, elle est utile dans la modelisation des durees de 
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FIGURE 2.2. Valeurs de la la fonction de densite et de la VaR de X ~ LN (IL, a) 
pour les couples suivants de (IL, a) : (2.375,~) (ligne avec petits traits), (2,1) 
(ligne continue) et (0.875,1.5) (ligne pointillee). Pour les 3 couples, l'esperance 
de X est 12.1825. 

vie. Si T < 1, son mode se trouve 11 0, son coefficient d'asymetrie est positif 
et sa fonction d'excedent moyen est croissante. Alors, avec 0 < T < 1, elle 
peut etre consideree pour modeliser la distribution d'un montant de sinistre. 
En revanche, si cette distribution est choisie, il n'est pas possible d'obtenir 
des expressions analytiques de Fx , E [X x l{x>b}] et TVaR", (X). Dans 
ce cas, il est conseille d'appliquer les approches decrites aux chapitres 5 et 
6 pour les evaluer approximativement. 

La loi exponentielle correspond 11 un cas particulier de la loi Wei bull avec 
T=1. 

2.4.5 Lois Pareto, Burr et F-generalisee 

La loi de Pareto est aussi une loi fondammentale en actuariat pour la 
modelisation des montants de sinistres. Elle possede 2 parametres et elle 
est frequemment utilisee pour la modelisation des sinistres de montants 
eleves. Avec un mode se trouvant 11 0, son esperance existe si a > 1 et sa 
variance existe si a > 2. Le moment d'ordre n existe 11 la condition que 
a > n. Parmi ses caracteristiques importantes, on mentionne aussi que sa 
fonction d'excedent moyen est lineaire et croissante. A la section 1.18, on 
demontre que la loi Pareto peut etre representee com me un melange de lois 
exponentielles ou la loi melange est gamma. 

Les distributions Burr et F -generalisee sont deux generalisations de 
la loi Pareto. Leurs trois parametres permettent notamment plus de 
flexibilite que la loi Pareto dans la modelisation, offrant la possibilite 
d'un mode superieur 11 O. Tout com me la loi Pareto, elles sont utilisees 
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pour la modelisation de montants de sinistres pouvant prendre des valeurs 
elevees. Elles font partie de la famille de lois ayant de comportement de 
type Pareto. La loi Burr peut etre representee comme un melange de 
lois Weibull OU la v.a. de melange est de loi gamma. Quant 11 elle, la loi 
F -generalisee peut etre representee comme un melange de lois gamma et 
la v.a. de melange est aussi gamma 

On ne peut obtenir des expressions analytiques de Fx , E [X x l{x>b}] 
et TVaR" (X) si Ie montant d'un sinistre obeit 11 une loi Pareto, Burr ou 
F-generalisee. lVIalgre cet inconvenient, on peut evaluer approximativement 
ces quantites en utilisant les approches decrites aux chapitres 5 et 6. 

2.4.6 Lois melanges d'exponentielles et d'Erlang 

Les lois obtenues par melange permettent une plus grande flexibilite dans 
la modelisation de la distribution d'un mont ant de sinistre. Souvent, 
l'utilisation de melange conduit 11 des lois de type heavy tailed. Il existe 
des lois avec melanges finis, telles que la loi melange d'exponentielle, des 
lois avec melanges denombrables, telles que la loi melange d'Erlang, et des 
lois avec melanges non denombrables. A la section 1.18, on presente un 
exemple de cette troisieme categorie OU il est demontre que la loi Pareto 
est un melange non denombrable de lois exponentielles. La loi Pareto tend 
vers la loi exponentielle de parametre f3 lorsque Ie parametre a de la loi 
Pareto tend vers (Xl tout en satisfaisant la contrainte que -''''I = ~. 

La loi melange d'exponentielle possede un mode 11 0 et elle peut etre une 
candidate dans la modelisation d'un mont ant de sinistre. Son coefficient 
de variation est toujours superieur 11 1. Au chapitre 6, on obtient des 
expressions analytiques pour Fx , E [X x l{x>b}] et TVaR" (X) pour la 
loi melange d'exponentielle. 

La loi melange d'Erlang offre une grande flexibilite dans la modelisation. 
Cette loi comprend comme la loi exponentielle et la loi Erlang comme 
cas particulier. Il est aussi possible de representer un loi melange 
d'exponentielles comme une loi melange d'Erlang. De plus, il est 
possible d'approximer toute distribution avec support positif par une 
loi melange d'Erlang. Si on modelise un mont ant de sinistre par une loi 
melange d'Erlang, on on obtient des expressions analytiques pour Fx , 
E [X x l{x>b}] et TVaRK(X). On examine de fa<;on plus detaillee les 
proprietes de la loi melange d'Erlang au chapitre 6. 

2.4.7 Comparaison des lois gamma, lognormale et de Pareto 

Dans Ie prochain exemple, on compare les lois gamma, lognormale et de 
Pareto dont les 2 parametres sont fixes de telle sorte que leur esperance et 
leur variance soient identiques. On illustre notamment que l'esperance et 
la variance d'une v.a. n'offre qu'une connaissance pat'tielle et tres limitee 
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FIGURE 2.3. Combes de fBI' fB2 et fE" OU Bl ~ LN (In(3) - ln~3) ,In (3)), 

B2 ~ Ga(1/2, 1/6) et B3 ~ Pa(3, 6). 

du comportement aleatoire de cette derniere, car il existe une panoplie de 
lois satisfaisant ces deux contraintes. 

Exemple 2.6 Soient les v.a. B 1 , B2 et B3 representant Ie montant d'un 
sinistre dont I 'esperance et la variance sont 3 et 18 OU 

( In(3) ) Bl ~ LN In(3) - -2-' In (3) , 

B2 ~ Ga(1/2,1/6) et B3 ~ Pa(3,6). Dans la figure 2.3, il est clair que 
leurs fonctions de densite de B 1 , B2 et B3.L 'impact du choix de la loi sur 
les valeurs des mesures VaR et TVaR est significatif comme on l'observe 
dans les deux tableaux ci-dessous : 

K VaR" (Bl) VaR" (B2) VaR" (B3) 
0 0 0 0 

0.5 1.7821 1.8648 1.5595 
0.95 9.7119 11.5244 10.2865 
0.99 19.8392 19.9047 21.8495 

0.995 25.7685 28.6888 29.0882 

K TVaR" (Bl) TVaR" (B2) TVaR" (B3) 
0 8 8 8 

0.5 5.1163 5.5720 5.3393 
0.95 16.5211 16.7460 18·4298 
0.99 30.1768 25.3475 35.7743 

0.995 87.9774 29.1421 46.6828 
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Par consequent, il est important, pour obtenir des resultats adequats, de 
connaftre la distribution du montant de sinistre. D 

2.5 Distributions de sinistres light et heavy tailed 

En actuariat, on a l'habitude de classifier les distributions 11 support positif 
pour les montants de sinistres en termes de distributions light et heavy 
tailed. Les distributions heavy tailed sont import antes pour modeliser des 
sinistres avec montants eleves, en particulier en reassurance. Generalement, 
on retrouve les distributions Pareto, lognormale, Wei bull avec parametre 
T E ]0,1[, Burr, F-generalisee et log-logistique au sein de cette classe. Les 
distributions exponentielle, gamma et Weibull avec parametre T E [1,(0) 
font partie de la classe des distributions light tailed. 

Il existe quelques criteres pour etablir la classification. 

2.5.1 Existence de la f.g.m. 

Les distributions dont la f.g.m. n'existe pas sont des distributions heavy 
tailed, alors que celles dont la f.g.m. existe font partie de la classe des 
distributions light tailed. Soit une v.a. X avec une fonction de repartition 
F x. On dit que F x appartient 11 la classe des distributions heavy tailed si 
on a 

limerx Fx (x) ---+ 00, 

pour tout r > 0. Autrement, Fx fait partie de la classe des distributions 
light tailed si on a 

pour tout r > 0. 
Selon ce critere, les distributions Pareto, lognormale, Weibull avec 

parametre T E ]0,1[, Burr, F-generalisee et log-logistique sont heavy tailed 
alors que les distributions exponentielle, gamma et Weibull parametre 
T E [1,(0) sont light tailed. 

2.5.2 Fonction d'exces-moyen 

On peut aussi recourir 11 la fonction d'exces-moyen definie par ex (d) = 
E [X - dl X> d] = 7rx(d)Fx(d)-I. Si lim ex (d) tend vers 00, alors la 

d-HXJ 

distribution appartient 11 la classe des distributions heavy tailed. Lorsque 
lim ex (d) tend vers une constante, la distribution est light tailed. La 

d-HXJ 

fonction d'exces-moyen de la loi exponentielle est une constante peu 
importe la valeur de d, ce qui en fait une distribution frontiere. 

A nouveau, en se fondant sur ce critere, les distributions Pareto, 
lognormale, Weibull avec parametre T E ]0,1[, Burr, F-generalisee et 
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log-logistique sont heavy tailed alors que les distributions gamma et 
Weibull avec parametre T E [1,00) sont light tailed. 

2.5.3 Distribution sub-exponentielle 

On dit que la distribution de X est sub-exponentielle si, pour tout n ::::: 2, 
on a 

Pr (Xl + ... + Xn > x) ~ nFx (x), quand x ---+ 00, (2.20) 

ou les v.a. Xl, ... , Xn sont i.i.d. et Xi ~ X pour i = 1, ... , n. 
Ce critere est equivalent 11 

Pr (Xl + ... + Xn > x) ~ Pr (max (Xl; ... ; Xn) > x), quand x ---+ 00, 

ce qui revient 11 dire que Ie comportement du sinistre Ie plus eleve explique 
en grande partie Ie comportement de l'ensemble du portefeuille. 

En se basant sur ce critere, les distributions citees comme heavy tailed 
sont aussi sub-exponentielles. 

Soit une v.a. X obeissant 11 une loi composee en fonction de la v.a. de 
frequence M et de la v.a. du mont ant d'un sinistre B. Si la distribution de 
la v.a. Best sub-exponentielle, cela implique que 

00 00 

Fx (x) = LiN! (k) F B1 + ... +Bk (x) ~ L 1M (k) kFB (x) = E [M] FB (x), 
k=l k=l 

(2.21 ) 
quand x ---+ 00. En d'autres termes, Ie comportement aleatoire de X pour 
les valeurs elevees de x est grandement explique par Ie mont ant du sinistre 
Ie plus eleve. Ce result at asymptotique est examine 11 l'exemple 6.23. 

2.6 Approches indemnitaire et forfaitaire 

A la section 2.2, on a presente un modele general pour modeliser la v.a. 
X. Si M oMit 11 une loi Bernoulli (qui est un cas particulier de la loi 
binomiale), on convient de dire que la v.a. X est modelisee selon l'approche 
indemnitaire ou forfaitaire 

{ B M=l 
X = M x B = 0,' M = 0 . 

D'un point de vue mathematique, les deux approches sont identiques. Seule 
l'interpretation de chacune d'elles differe. 
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2.6.1 Approche indemniiaire 

Selon l'approche indemnitaire, on suppose qu'un evenement (sinistre ou 
perte) peut survenir pendant une periode. Les couts lies 11 l'evenement 
fortuit sont definis par une v.a. positive B. Cette approche peut etre 
appliquee pour decrire les couts d'un contrat d'assurance vie temporaire 1 
an, les couts du volet de la protection incendie d'un contrat d'assurance 
habitation ou les pertes liees 11 un titre avec risque de defaut. 

Les expressions (2.7), (2.2) et (2.6) de la fonction de repartition, de 
l'esperance et de la variance de X deviennent 

Fx (x) = 1- q+qFB (x), x E jR+, (2.22) 

E [X] = qE [B] et Var (X) = qVar (B) + q (1 - q) E [B]2. On deduit de 
(2.22) une expression analytique pour la mesure VaRK (X) qui est donnee 
par 

{ 
0, 0 < K, < 1 - q 

VaRK (X) = VaR,,-(l-q) (B), 1- q < K, < 1 
q 

L'expression (2.8) de l'esperance tronquee devient 

et, de la me me fagon, on obtient 

A partir de (2.9), on deduit l'expression suivante pour TVaRK (X) 

Dans l'exemple qui suit, on considere Ie cas particulier d'un contrat 
d'assurance vie temporaire 1 an. 

Exemple 2.7 Pour un contrat d 'assurance vie temporaire 1 an, les couts 
correspondent a la prestation en cas de deces et ils sont nuls si aucun deces 
ne survient. On de.finit la v.a. X par X = bI, OU I rv Bern (q) et la 
constante b correspond au montant de prestation a verser en cas de deces. 
La v.a. X peut prendre les valeurs 0 ou b avec les probabilites Pr (X = 0) = 
Pr(I=O) = 1- q et Pr(X=b) = Pr(I=l) = q. L'esperance et la 
variance des couts sont donnees par E [X] = bE [X] = bq et Var (X) = 
b2 Var (I) = b2q (1 - q). La f.g.m. de la v.a. X est donnee par Mx (t) = 
1 - q + qebt . Il est a noter que la probabilite de deces depend des differentes 
caracteristiques de l' assure telles que l' age, le sexe, les habitudes de vie, 
etc. D 
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2.6.2 Approche forfaiiaire 

Selon l'approche forfaitaire, Ie modele decrivant les coUts pour un contrat 
en assurance non vie ou lARD est contruit de telle sorte que 

I = { 1, si au moins un sinistre se produit 
0, sinon ' 

avec Pr (I = 1) = q et Pr (I = 0) = 1 - q. La v.a. B correspond au coUt 
total en sinistres encourus pour Ie contrat si au moins un sinistre se produit 
pendant la periode. Par exemple, en assurance sante, la v.a. B represente 
la somme de tous les frais encourus si au moins une reclamation est faite 
au cours d'une periode. 

2.6.3 Remarques 

L'appellation approche frequence-severite est souvent utilisee lorsque 
l'on suppose que la v.a. M peut prendre des valeurs superieures 11 1. 
La frequence designe Ie nombre de sinistres et la severite, Ie mont ant 
d'un sinistre. En fait, on peut voir l'approche indemnitaire comme un 
cas particulier de l'approche frequence-severite. L'approche forfaitaire est 
uniquement valide lorsqu'on ne possede pas les donnees sur Ie nombre de 
sinistres et Ie mont ant des sinistres. 

2.7 Generalisation des principales lois de frequence 

Il est possible de pro ceder de differentes fa<;ons pour generaliser les trois 
principales lois discretes : melange de la loi de Poisson ; modication de la 
masse 11 0 ; et composition. 

2.7.1 Lois Poisson-melange 

Souvent, dans les applications pratiques, la loi de Poisson n'offre pas 
une description adequate du comportement des donnees. Dans ces 
circonstances, les lois Poisson-melange jouent un role important dans 
la modelisation du comportement de la frequence. 

Soit une v.a. G positive de telle sorte que E [G] = 1, Var (G) < (Xl et 
Me (t) existe. La v.a. G influence la v.a. M de la fa<;on suivante. On suppose 
que la loi conditionnelle de M est donnee par (MIG = 8) ~ Pais (A8) avec 
A > O. Cela signifie que E [MIG] = GA, Var (MIG) = GA et PM1e (t) = 
E [tMIG] = ee.\(t-ll. On peut s'imaginer que M correspond au nombre de 
sinistres pour un contrat d'assurance automobile. Comme on ne connait 
pas les habitudes de conduite du conducteur, on introduit une incertitude 
quant au parametre de la loi de Poisson. 
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QueUe est la loi de M ? Tout d'abord, en conditionnant sur 8, on constate 
que 

E [M] = Ee [E [M18ll = E [8A] = A x 1 = A. (2.23) 

Puis, en conditionnant it nouveau sur 8, on obtient 

Var (M) Ee [Var (MI8)] + Yare (E [MI8]) 

E [8A] + Yare (8A) = A + A2Vare (8). (2.24) 

En poursuivant l'interpetration fournie plus haut, l'incertitude quant au 
comportement du conducteur n'affecte pas l'esperance mais son influence 
conduit it une variance de M qui est superieure it son esperance. Ainsi, 
la presence du melange ajoute de la surdispersion par rapport it la loi de 
Poisson dans Ie comportement du nombre de sinistres. 

On identifie la loi de M par l'intermediaire de sa f.g.p. qui est donnee 
par 

PM (t) = E [t M ] = Ee [E [tM I8]] = E [eeA(t-1)] = Me (A (t - 1)). 

(2.25) 
La v.a. 8 peut etre discrete ou continue. Si la v.a. 8 est continue positive 

avec une fonction de densite Ie alors la fonction de masse de probabilite 
de M est donnee par 

Autrement, si la v.a. 8 est discrete avec support N+, la fonction de masse 
de probabilite de M est donnee par 

Pr(M=k)= fe-A8(A:t Pr(8=e), kEN+. 
8=1 

Le choix de la loi de 8 a un impact important sur Ie comportement de la 
v.a. M. 

On examine trois cas particuliers de loi Poisson-melange : la loi 
Poisson-gamma (ou binomiale negative), la loi Poisson-inverse gaussienne 
et la loi Poisson-lognormale. 

2.7.2 Loi Poisson-gamma ou binomiale negative 

Soit une v.a. 8 rv Ga (0: = r, f3 = r) de teUe sorte que E [8] = ~ = 1, 

Var(8) = ;2 = ~ et Me(t) = (r':'tf. Alors, la v.a. M oMit it la loi 

Poisson-gamma, notee M rv P - Ga (A, r). En fait, la loi Poisson-gamma 
correspond it la loi binomiale negative. A partir de (2.23), (2.24) et (2.25), 
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FIGURE 2.4. Courbes de Fx (x) OU X ~ BNComp(r,q;FB), avec B ~ Exp(1) 
et 4 couples de valeurs pour (r,q) : (1, 2~1)' (2, l~l)' (5, iI) et (25, ~). 

on obtient E [M] = >., Var (M) = >. + Ar2 et 

(2.26) 

En fixant .0. = 1-q (ce qui implique q = -1 1 A ), on retrouve la premiere 
r q +-

parametrisation de la loi binomiale negative o~ 

avec E [M] = >. = r 1- q et 
q 

>.2 1- q 
Var(M) = >.+ - = r-2-. 

r q 

Dans l'exemple suivant, on illustre l'impact du choix des parametres r 
et q de la loi binomiale negative sur Ie comportement aleatoire des couts 
d'un contrat d'assurance. 

Exemple 2.8 Les couts pour une ligne d'affaires sont de.finis par la v.a. 
X ~ BNComp(r,q;FB ), avec B ~ Exp(f3 = 1). Les parametres r et 
q de la v.a. de frequence M sont .fixes de telle sorte que E [M] = 200. 
On considere 4 couples de valeurs pour (r, q) : (1, 261)' (2, 161)' (5, 4\) 
et (25,~). On presente dans la figure 2.4 les courbes de la fonction de 
repartition Fx (x) de X pour les quatre couples d'hypotheses. 
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FIGURE 2.5. Courbes de VaR K (X) au X ~ ENCamp (r, q; FE), avec 
E ~ Exp(l) et 4 couples de valeurs pour (r,q) : (1, 2~1)' (2, 1~1)' (5, iI) et 
(25, i). 

On observe I 'impact sign~ficatif des parametres de la loi binomiale 
negative SlLr Ie comportement de la v. a. X. 

Dans Ie tablealL slLivant, on indiqlLe les valelLrs de VaRO.5 (X), 
VaRO.995 (X), TVaRo.5 (X) et TVaRo.995 (X) : 

r q VaRo.s (Xl VaRo.99S (Xl TVaRo.s (Xl TVaRo.99s (Xl 
1 ~ 188 .. '120 1068.959 889.820 1264·959 
2 '*' 167. 509 748·435 306.217 861·415 
5 -,!c- 186·499 511.316 271.108 567.148 

25 ~ 196.978 882.189 285·481 852.004 

Dans la .figlLre 2.5, on reprodlLit les valelLrs de VaRK (X) pOlLr les qlLatre 
cOlLples de parametres. 

Les cOlLrbes de TV aRK (X) pOlLr les qlLatre cOlLples de parametres sont 
tracees dans Ie graphiqlLe de la figlLre 2.6. 

POlLr lLne valelLr de K, fixee, on observe qlLe la valelLr de TVaRK (X) 
alLgmente lorsqlLe Ie parametre r diminlLe (de telle sorte qlLe I' esperance dlL 
nombre de sinistres reste identiqlLe). L 'explication de ce comportement sera 
traite alL chapitre 7. D 

On observe egalement 

lim E [M] 
r--+oo 

lim Var (M) 
r--+oo 

lim PM (t) 
r-->oo 

),2 
lim..\ + - =..\ 

r---+(X) r 

( )

r 
1 lim = e.\(t-l) 

r--+oo 1 - ~ (t - 1) 
(2.27) 
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FIGURE 2.6. Courbes de TVaRK (X) OU X ~ ENCamp (r, q; FE), avec 
E ~ Exp(l) et 4 couples de valeurs pour (r , q) : (1 , 261)' (2, 161)' (5,:h) et 
(25, i). 

D'apres (2.27), si r --+ CXl de telle sorte que l'esperance de M reste egale A, 
la variance de M tend vers A et la loi de M tend vers la loi de Poisson de 
parametre A. 

Exemple 2.9 Soient les v.a. M I , ... , M5 att 

Mi rv BN (r = ri,q = (1 + ~) -1), i = 1,2,3,4, 

avec rI = 0.5, r2 = 1, r3 = 2, r4 = 100, et M5 rv Pois (A = 2) de telle 
sorte que E [Mil = 2, i = 1,2, ... , 5. Dans Ie tableau ci-dessous, on fournit 
les valeurs de la fonction de masse de pro babilite pour les cinq v. a. : 

k hvI (k) hlI2 (k) fMc (k) hvI (k) fMc (k) 
0 0·447214 0.888888 0.250000 0.188088 0.185885 
1 0.178885 0.222222 0.250000 0.270653 0.270671 

2 0.107331 0.148148 0.187500 0.267999 0.270671 
8 0.071554 0.098765 0.125000 0.178668 0.180447 

4 0.050088 0.065844 0.078125 0.090209 0.090224 
5 0.086068 0.048896 0.046875 0.086791 0.086089 

10 0.008461 0.005781 0.002686 0.000049 0.000038 
15 0.002278 0.000761 0.000122 0.000000 0.000000 
20 0.000646 0.000100 0.000005 0.000000 0.000000 

Quand la valeur de r augmente, les valeurs des fonctions de masse de 
probabilite tendent comme prevu vers celles de la loi de Poisson. D 
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2.7.3 Loi Poisson-inverse gaussienne 

Soit 8 rv IG (1, /3) de telle sorte que E [8] = 1 et Var (8) = /3. On dit 
alors que la v.a. M obeit 11 la loi Poisson-inverse gaussienne, notee M rv 

P - IG (A, /3). D'apres (2.23), (2.24) et (2.25), on deduit que E [M] = A, 
Var (M) = A + A2/3 et 

PM (t) = exp (~(1- vlI- 2/3A(t -1))). 
Il n'y pas d'expression analytique pour hVI car on ne peut evaluer 
explicitement 

100 -Ae (A8)k 1 (1 2) 
1M (k) = e -k'- ~ exp - /38 (8 -1) d8. 

o . V 27r/383 2 

On a recours 11 une relation recursive pour determiner les valeurs de 1M (k). 
Les points de depart sont 

hvI (0) = PM (0) = exp (~ (1 - vII + 2/3A) ) 

et 

dPM (t) I A PM (t)1 
dt t=O JI-2/3A(t-l) t=o 

1 
VI + 2f3A hv[ (0) . 

Pour k = 2,3, ... , on utilise la relation recursive 

2A/3 ( 3 ) hvdk) = 1+2A/3 1- 2k hdk-l) 

A2 1 (k - 2) 
+(1+2A/3)k(k+l) M . 

2.7.4 Loi Poisson-lognormale 

Soit une v.a. 8 rv LN (IL, 0-2) OU IL = _~0-2 de telle sorte que E [8] 
exp (IL + ~0-2) = 1 et 

Il en resulte que la v.a. M obeit 11 une loi Poisson-Iognormale avec 
parametres A et 0-, notee M rv P - LN (A, 0-2 ). A partir de (2.23), (2.24), 
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on obtient E [M] = A et Var (M) = A + A eO"- - 1 . II n'y a pas de forme 2 (OJ ) 

explicite pour la fonction de masse de probabilite. On doit utiliser des 
methodes d'integration numerique pour evaluer 

iN! (k) = e-.\8--f8 (e) de = e-.\8-----e - 2aT de. 100 (Ae)k 100 (Ae)k 1 (In 0+ a 2 )2 

o k! 0 k! e(J'y'27f 

Dans l'exemple, on compare les valeurs obtenues des fonctions de masse 
de probabilite pour la loi Poisson-gamma (binomiale negative) et la loi 
Poisson-Iognormale. 

Exemple 2.10 Soient les v.a. Ml ~ P - LN (A = 2, (J'2 = 1) et M2 ~ 

BN (r, q) OU r = eO" - 1 = 0.5820 et q = (1 + ~) = 0.2254. Les (
2 ) -1 

parametres des deux lois sont .fixes de telle sorte que E [M1 ] = E [M2] = 2 et 
Var (Ml) = Var (M2) = 8.8731. Les valeurs obtenues de !IV!1 (k) et !IV!2 (k), 
pour k = 0, 1, ... , 5 sont indiquees dans Ie tableau ci-dessous : 

k hII (k) fM2 (k) 
0 0.3325 0·4202 
1 0.2506 0.1894 
2 0.1526 0.1161 
3 0.0910 0.0774 

4 0.0556 0.0587 
5 0.0352 0.0381 

D 

2.7.5 Modification de la masse a 0 

Dans certaines applications, les lois de Poisson, binomiale, binomiale 
negative ou Poisson-melange n'ofi'rent pas une description adequate de 
la masse it O. Alors, il est possible de modifier la masse it 0 d'une loi 
discrete. Soient la v.a. discrete M' avec fonction de masse de probabilite 
!Iv!' et la v.a. I ~ Bern (q). On definit la v.a. discrete M avec une 
fonction de masse de probabilite iN! (0) = (1 - q) + qf M' (0), k = 0, 
et iNI (k) = qfM, (k), k E PJ+. Il en resulte que E [M] = qE [M'] et 

Var (M) = qE [M'2] - q2 E [M]2 et PM (r) = 1 - q + qPM, (r). 

2.8 Somme aleatoire et allocation 

Soit une v.a. X definie selon une somme aleatoire X = L~~1 B k , si M > 0, 
et X = 0 si M = O. On suppose que la v.a. B est continue et positive 
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impliquant 

On presente deux regles pour expliquer la valeur de TVaR", (X) en fonction 
des deux sources qui definissent Ie comportement de X, so it les v.a. Met 
B. 

Definition 2.11 Regle basee sur la variance. Comme premiere 
approche, on peut recourir a une regie basee sur la Var (X). En effet, les 
parts allouees aux v. a. M et B sont de.finies par 

c;:,ar (M) Var (E [X 1M]) TVaR", (X) = Var (M) E [B]2 TVaR", (X) 
Var (X) Var (X) 

c;:,ar (B) E [Var (XIM)] TVaR", (X) = E [M] Var (B) TVaR", (X). 
Var (X) Var (X) 

La regIe basee sur la variance a l'avantage d'etre simple et intuitive. De 
plus, elle se base sur l'expression (2.6) de la variance de X. Toutefois, cette 
approche se fonde uniquement sur les variances et esperances des v.a. M 
et B. 

Definition 2.12 Regle basee sur la TVaR. La deuxieme approche se 
base sur la decomposition suivante : 

E [X X l{x>b}] EM [(X - E [XIM] + E [XIM]) x l{x>b}] 

EM [(X - E [X 1M]) x l{x>b}] 

+E [E [XIM] x l{x>b}]. 

Comme 

(Xl 

EM [E [XIM] x l{x>b}] = L kE [B] x hdk) Pr (Bl + ... + Bk > b), 
k=l 

on deduit la part allouee a la v.a. M donnee par 

La part allouee a la v. a. Best 

c;;VaR (B) = TVaR", (X) - Part" (M). 

D 
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Dans l'exemple qui suit, on illustre l'impact du choix de la loi du mont ant 
d'un sinistre sur la TVaR ainsi que les parts allouees aux v.a. M et B. 

Exemple 2.13 On considere une v.a. X ~ PComp (A, FE) avec B 
Ga (It, 13). On .fixe les parametres lt et 13 de telle sorte que E [B] = 2. De 
plus, on a A = 2 i.e. E [M] = 2, ce qui implique que E [X] = E [M] E [B] = 
4. Dans Ie tableau ci-dessous, on presente les valeurs de VaR" (X) et 
TVaR" (X) pour trois paires de parametres (It, 13) et pour"" = 0.995 : 

a (3 V aRo.995 (X) TVaRo.995 (X) 
0.1 0.05 57.74695 75.10465 

1 0.5 19·48198 22·47014 
10 5 13.66158 15.22953 

En supposant que Ie capital correspond a TV aRK. (X), on indique les valeurs 
des contributions selon les deux approches pour trois paires de parametres 
(It,f3) et pour"" = 0.995 : 

a (3 C~995 (M) CO.995 (B) C6.~9ft (M) C6.~95 (B) 
0.1 0.05 6.82770 68.27695 6.59984 68.50481 

1 0.5 11.28507 11.28507 10.00647 12·46867 
10 5 13.84502 1.38451 13.57499 1.65454 

D 

2.9 Pertes financieres 

Jusqu'a present, on s'est interesse principalement a la modelisation des 
risques lies a des activites d'assurance ou a des activites similaires. Dans 
cette section, on traite brievement de la modelisation des pertes liees a un 
investissement sur une periode. 

Soit un individu ou une societe qui invest it une somme V (0) dans un 
fonds ABC pendant une periode. Selon Ie contexte, la periode est de 1 
journee, 10 journees (banques), 1 mois, 1 trimestre ou 1 annee. La valeur de 
l'investissement a la fin de la periode est V (1). Dans la gestion quantitative 
des risques, on est preoccupe par Ie fait que la valeur de V (1) soit inferieure 
a l'investissement initial (ou a un objectif fixe), ce qui implique une perte 
financiere L positive. On definit la perte Me a cet investissement par la 
v.a. Lou L = V(O) - V(l) avec E[L] = V(O) - E[V(l)] et Var(L) = 
Var (V (1)). On definit Ie rendement instantane pour la periode par la v.a. 
R. La valeur de l'investissement V (1) correspond alors a V (1) = V (0) eR 

et on a la perte L = V (0) - V (0) eR . On fera une perte si V (1) prend des 
valeurs peu elevees c'est-a-dire si Ie rendement pour la periode est negatif. 

Supposons que la v.a. R est continue, ce qui implique que la v.a. V (1) 
est aussi continue. En utilisant (1.22), on deduit que 

VaRK. (L) = V (0) + VaR" (-V (1)) = V (0) - VaRI-K. (V (1)). (2.28) 
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Ensuite, en appliquant (1.25) ou (1.26), on a 

v (0) + TVaRK (-V (1)) 

1 11 V (0) - 1- "" K VaR1- u (V (1)) du 

qui devient 

TVaRK(L)=V(O)- {E[Xx1{x<:;VaR1 _,,(Xn]} (2.29) 
1-"" 

ou 
1 

TVaRK (L) = V (0) - 1- "" (E [X]- ""TVaR1_ K (X)). 

La valeur V aR1- K (V (1)) corrrespond au mont ant tel que la probabilite 
que la valeur de l'investissement au temps 1 soit inferieure it ce mont ant 
est 1-"". La quantite {E [X x l{x<:;vaR,_,(Xn]} correspond it l'esperance 
des valeurs de V (1) inferieures it la VaR (V (1) ). 

Exemple 2.14 Boit une v.a. R ~ N (p" (J"2) representant le rendement 
instantane du fonds ABC pour la prochaine periode. La valeur de 
l'investissement a la .fin de la periode correspond a la v.a. V (1) = V (0) eR . 

Alors, E [L] = V (0) - V (0) e{,+u2
2 et 

Var (L) = V (0)2 Var (e R ) = V (0)2 e2{'+0-2 (e0-2 - 1) . 
Avec (2.28), l'expression de VaRK (L) est donnee par 

ou Z ~ N (0, 1). En utilisant (2.29), l'expression de TVaRK (L) devient 

TVaRK (L) V (0) + TV aRK ( - V (1) ) 

1 11
-

K 

V(O)--- VaRs(V(l))ds 
1- "" 0 

V (0) - V (0) 1 ~ "" E [eR x l{eH <:;vaR,_K(e H n] . 

Puis que eR obeit a une loi lognormale, on a 

E [eR x l{e"<:;VaR ,_, (e"n ] = exp(p, + (J"2/2)Fz (VaR1-K (Z) - (J") , 
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ce qlLi condlLit a 

D 

1 
V (0) - v (0) 1 _ K, E [x x l{X<:::VaRl _~(X)} 1 

1 
V (0) - v (0) -- exp(p, + (J2/2)Fz (VaRI-", (Z) - (J) . 

1-K, 

On applique les resultats de l'exemple 2.14 dans l'exemple suivant. 

Exemple 2.15 On slLppose qlLe V (0) = 10 000, P, = 0.08 et (J = 0.2. 
L'esperance et la variance de la perte sont E [L] = -1051.71 et Var (L) = 
4 984 639.22. Dans Ie tablealL ci-dessolLs, on presente les valelLrs VaR", (L) 
et TVaR", (L) pOlLr K, = 0, 0.01, 0.5, 0.99 et 0.995 : 

'" 0 0.005 0.01 0.5 0.99 0.995 
VaR,,(L) -00 -8188.82 -7250.78 -882.87 8197.88 8528·48 

TVaR", (L) -lU51.71 -10lU.00 -976.50 700.20 3631.16 3914·81 

D 

Il est important de souligner que, dans les contextes pratiques, la loi 
normale n'ofi're pas un choix adequat pour modeliser Ie rendement R. Dans 
Ie prochain exemple, on presente une autre loi pour R. 

Exemple 2.16 Un individlL investit lLne somme V (0) = 10 000 dans Ie 
fonds mlLtlLel ABC pendant lLne annee. La valelLr de l'investissement a la 
.fin de l'annee est V (1) = V (0) eR OU Ie rendement instantane Rest la 
somme des delLx composantes RI et R 2 , avec RI rv N (P,I = 0.2, (Jr = 0.22). 
La composante R2 oMit a lLne loi Poisson composee avec 

R = { 2:~~I B k , M> 0 
2 0 M=O ' , 

att Ie nombre de salLts dans les rendements est la v.a. M rv Pais (A = 0.2) 
et les tailles des salLts B I , B 2, B 3 , ... se comportent comme B rv 

N (-0.5,0.042 ) (les salLts ont lLne esperance negative). Les v.a. RI et R2 
sont independantes. On de.finit la perte liee a l'investissement par la v. a. 
L = V (0) - V (1). L'esperance et la variance de R sont 

E [R] = E [RIJ + E [R2J = 0.2 + 0.2 x (-0.5) = 0.1 

et 
Var (R) = Var (RI) + Var (R2) = 0.09032. 
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L'esperance de V (1) est 

E[V(l)] 

et on a E [L] = V (0) - E [V (1)] = -1518.89. Le deuxieme moment de 
V (1) est 

E [V (0)2 e2R] = V (0)2 E [e2R] 

V (0)2 E [e2Rl ] E [e2R2 ] 

10 0002e2XO.2+4X O.J2 eO.2(e-2XrI.5+40.~42 -1) = 142 448 694. 

On a Var(V(l)) = Var(L) = 9 763 864. En conditionnant sur M, 
l'expression de FV (I) (x) = Pr (V (1) -s: x) est 

FV (I) (x) = !IV[ (0) Pr (10 OOOeRl -s: x) 
00 

+ Lhdk)Pr(10 OOOeR,+B,+ ... +Bk -s: x) 
k=1 

f hdk) Fz (lnx -:1 -k:2) . 
k=O JU1 + kU2 

L 'expression de la fonction de repartition de Lest donnee par 

Pr (V (0) - V (1) -s: x) 

Pr(V(l) >V(O)-x) 

~ _ (In (V~O(O)x) - fJl - kfJ2) 
~!Ivr(k)Fz J 2 2 
k=O u 1 + kU2 

avec x E (-00, V(O)]. On obtient e.g. Pr(L -s: 5000) = 0.9830, VaRO.995 (L) = 
6142.08 et TVaRo.995 (L) = 6730.64. D 

2.10 Pertes financieres vs couts en assurance 

En assurance, les coUts sont positifs et peuvent etre nuls avec une forte 
probabilite. Dans cette section, on examine 11 l'aide d'un exemple l'impact 
de modeliser conjointement Ie risque d'assurance et Ie risque financier pour 
une seule entite. Ce theme est traite de fa<:;on plus detaillee au chapitre 3. 
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Exemple 2.17 On definit les prestations de deces versees par un assureur 
ala .fin de la prochaine annee par la v.a. 5 = bN, OU N rv BN(r = 5, q = ~) 
et b = 1000. L 'assureur recolte les primes V (0) au debut de la periode et 
les investit pour la duree de la periode. Il compte utiliser les revenus totaux 
afin de payer les cmUs en sinistres a la fin de la periode. On suppose que 
l'assureur a deux options: (AJ investir dans un titre sans risque avec un 
rendement instantane constant Ij de 4 % ou (B) investir dans un titre avec 
risque dont Ie rendement instantane est represente par la v. a. R. L' assureur 
calcule Ie montant V (0) = vE [5] OU la valeur de vest .fixee selon I 'option 
choisie. Approche A : v = e-8 avec Ij = 4 % ; la perte de l'assureur est 
LA = 5 - VA(0)eO.04 • Approche B : v = E[~I1l OU R rv N(0.08,0.2 2 ) ; la 

perte de l'assureur est LB = 5 - VB(O)e R . On compare les comportements 
aleatoires des pertes LA et LB. 

Tout d'abord, la valeur de VA (0) est 19 215.789 et celle de VB (0) est 
18 096.748. A premiere vue, l'option B semble plus avantageuse. De plus, 
pour les deux options, les esperances de LA et LB sont nulles ou 

E[LA] = E[5] - V (0) eO 06 = 0 

et 

Toutefois, les variances different: 

et 

Var (LA) = Var (5) = 100 000 000 

Var (5) + V (0)2 Var (eR ) 

100 000 000 + V (0)2 Var (e R ) 

116 324 309.026 > Var (LA) . 

On constate que l'option B est plus risquee en comparant seulement les 
variances de LA et LB. En effet, I 'option B combine a la fois Ie risque 
d'assurance et Ie risque .financier rattache a l'investissement. 

Les fonctions de repartition de LA et LB sont 

( bE[N] +x) 
FLA (x) = Pr (5 -s: VA (0) eO.04 + x) = Pr N -s: b 
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et 

Pr (8 -s: VB (0) eR + x) 
00 

LiN (k) Pr (lOOOk -s: VB (0) eR + x) 
k=O 

~ (R 1000k - x) 
~iN(k)pr e > VB (0) . 

La probabilite que l'assureur ne remplisse pas ses engagements selon 
l'option A et l'option B sont PA = Pr (LA> 0) = 0.42067 et PB 
Pr (LB > 0) = 0.4538l. 

Les expressions de E [LA x l{LA>d}] et E [LB x l{Ln>d}] sont 

E [LA x l{LA>d}] 

E [(8 - VA (0) eO 04 ) x l{ (8- v:~ (O)eOO ! »d}] 
00 

LiN (k) (lOOOk - VA (0) eO 04) x 1{(1000k-VA(0)e001»d} 
k=O 

et 

E [LB x l{Ln>d}] 

E [(8 - VB (0) eR ) x l{ (8-Vn(O)eH»d}] 
00 

k=O 

f. iN (k) E [lOOOk x l{eH< 1000''-<1}] 
k=O -~ 

- VB (0) f. iN (k) E [e R x l{e H < 1000"-d}] 
k=O - VH(O) 

Les valeurs de VaR", (LA)' VaR",(L B ), TVaR",(L A ) etTVaR",(LB ) sont 
presentees dans le tableau ci-dessous : 

K VaR,,(LA) VaR,,(LB) TVaR,,(LA) TVaR,,(LB) 
0.005 -17000 -22333.38 92.05 0 

0.5 -1000 -1207.58 7760.86 876.82 
0.99 30000 306:n54 35823.86 252226.00 

0.995 34000 35109.83 40088.90 346849.70 

L 'option A a le desavantage de requerzr un investissement initial plus 
eleve que celui exige par l'option B. En revanche, l'ajout du risque 
d'investissement augmente la variabilite et l'importance de la perte 
eventuelle a la fin de l'annee. D 
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2.11 Notes bibliographiques 

Parmi les ouvrages de reference, on mentionne e.g. [89], [66] et [93]. Les 
distributions univariees continues et discretes sont traitees dans [59], [60] 
et [61]. Dans Ie contexte de l'actuariat, on consultera [27] pour un expose 
fort elabore sur les distributions de frequence et [66] pour un expose aussi 
complet sur les distributions du mont ant d'un sinistre. On peut consulter 
[81] pour un expose detaille concernant les pertes financieres dans une 
perspective de gestion quantitative des risques. Les distributions light et 
heavy tailed sont traitees de maniere fouillee dans [34]. 

2.12 Exercices 

1. On considere un contrat d'assurance vie temporaire 1 an emis 11 un 
individu de 60 ans. Selon son age et son etat de sante, sa probabilite 
de deces est de 0.013. Le mont ant de la prestation de deces est de 
100 000. On ne tient pas compte de l'interet. 

(a) Calculer l'esperance et l'ecart type des couts associes au contrat. 

(b) Calculer la probabilite que les couts du contrat soient nuls. 

2. On considere un contrat d'assurance vie temporaire 1 an emis 11 un 
individu de 35 ans. La prestation de deces de base est de 100 000. 
En cas de deces accidentel, la prestation de deces de base est triplee. 
La probabilite de deces non accidentel est de 0.02 et la probabilite 
de deces accidentel est de 0.005. La v.a. X represente l'ensemble des 
coUts eventuels pour Ie contrat. 

(a) Calculer l'esperance et la variance de coUts pour Ie contrat. 

(b) Si un deces survient, calculer la probabilite que les couts soient 
de 300 000. 

(c) Calculer VaR" (X) pour K, = 0.95,0.99 et 0.995. 

3. On definit la v.a. X par X = B x l{R<::-O.l}, representant les couts 
pour une institution financiere 11 la suite d'une debacle sur les marches 
financiers. La v.a. R ~ N (0.06,0.22 ) correspond au rendement 
quotidien d'un indice boursier connu. La v.a. B ~ Pa (1.5,1000) est 
independante de la v.a. R. 

(a) Developper l'expression de Fx (x). 

(b) Calculer E [X]. 

(c) Calculer Fx (0) et Fx (10 000). 

(d) Calculer VaRO.999 (X) et TVaRO.999 (X). 
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4. Les couts pour un contrat d'assurance sante sont definis par X ~ 
BComp(n,q;FE) ou n = 1, q = 0.3 et B ~ LN(7,1.12) sont 
independantes. 

(a) Calculer E [Xl et JVar (X). 

(b) Calculer Pr(X -s: 10000). 

(c) Calculer VaRO.99 (8) et TVaRO.99 (X). 

5. Les coUts d'un contrat d'assurance habitation pour Ie volet protection 
incendie pour residences unifamiliales sont definis par la v.a. X ~ 
BComp(n,q;FE) ou n = 1 et q = 0.1. Par hypothese, au plus un 
incendie peut survenir pour une residence pendant une periode. On 
definit B = U x C, OU C = 200 correspond 11 la valeur de la residence 
et la v.a. U est la proportion de dommages 11 la suite d'un incendie. 
Compte tenu de la structure de la residence, U ~ Beta (1.2, 1). 

(a) Calculer E [Xl et Var (X). 

(b) Calculer la probabilite que X excede 150. 

(c) Calculer VaRO.99 (X) et TVaRo.99 (X). 

6. Les couts pour un contrat d'assurance lARD sont definis par la v.a. 
X ~ PComp (A; FE) ou A = 0.2 et B ~ Exp (10100)' 

(a) Calculer E [Xl et Var (X). 

(b) Calculer Pr (X > 3000). 

(c) Calculer VaRO.99 (X) et TVaRo.99 (X). 

7. On examine Ie risque associe 11 un contrat d'assurance automobile 
emis 11 des assures de la region ABC. L'actuaire croit que la 
population de la region ABC est composee de bons conducteurs 
(avec une proportion de 80 %) et de mauvais conducteurs (avec une 
proportion de 20 %). On modelise les couts pour un contrat par 
l'approche frequence-severite. Si l'assure est un bon conducteur, Ie 
nombre de sinistres obeit 11 une loi de Poisson de moyenne 0.1. Si 
l'assure est un mauvais conducteur, Ie nombre de sinistres obeit 11 une 
loi de Poisson de moyenne 0.25. En cas de sinistre, Ie mont ant d'un 
sinistre oMit 11 une loi Erl(2, j3) de moyenne 3000 peu importe Ie 
type de conducteur. Au moment de l'emission d'un nouveau contrat, 
on ne dispose pas d'information sur Ie type de conducteur. 

(a) Pour un nouveau contrat, calculer la probabilite que Ie contrat ne 
produise aucun sinistre. Calculer la probabilite qu'il en produise 
2 ou plus. 
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(b) Calculer l'esperance et la variance du nombre de sinistres pour 
un nouveau contrat. 

(c) Calculer l'esperance et la variance des couts pour un nouveau 
contrat. 

8. Soit une v.a. M de frequence obeissant 11 une loi Poisson melange. 
Les valeurs de la fonction de masse de probabilite de la v.a. melange 
8 sont donnees ci-dessous : 

De plus, (M18 = e) rv Pais (0.2 x e), e E {O.25, 0.5, ... , 2.5}. 

(a) Calculer E [8] et Var (8). 

(b) Calculer E [M] et Var (M). 

(c) Calculer VaRK (M) et TVaRK (M) pour "" = 0.9, 0.99 et 0.999. 

(d) Soit une v.a. X representant les couts d'un contrat d'assurance 
lARD OU 

X = { 2:~~1 B j , M> 0 
0, M=O ' 

selon les hypotheses habituelles avec B j rv B rv Ga (2, 10100)' 

j E N+. 

i. Calculer E [X] et Var (X). 
ii. Calculer VaRO.99 (X) et TVaRo.99 (X). 

iii. Calculer les parts allouees de TVaRo.99 (X) aux v.a. M et 
B selon les regles de la variance et de la TVaR. 

9. Soit une v.a. M de frequence obeissant 11 la loi Poisson generalisee de 
parametres A > 0 et T E [0, 1[ OU 

iNI (k) 
A (1 - T) (A (1 - T) + Tk)k-l -('\(I-T)+Tk) k 

k! e , EN, 

E[M] 
A 

AetVar(M)= 2. 
(1 - T) 

La loi Poisson generalisee est aussi un exemple de loi Poisson-melange. 
Si T = 0, M rv Pais (A). 

(a) Pour A = 0.25 et T = 0.5, calculer E [M] et Var (M). 

(b) Calculer VaR", (M) et TVaRK (M) pour "" = 0.99 et 0.999. 

(c) Soit une v.a. X representant les couts d'un contrat OU 
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selon les hypotheses habituelles avec B j ~ B ~ Ga (2, 10100)' 

j E N+. 

i. Calculer E [X] et Var (X). 
n. Calculer VaRO.99 (X) et TVaRo.99 (X). 

iii. Calculer les parts allouees de TVaRo.99 (X) aux v.a. M et 
B selon les regles de la variance et de la TVaR. 

10. Les couts pour un contrat d'assurance automobile sont definis par la 
v.a. X = (l+R)Y OU Y ~ BNCamp(r,q;FE ), OU r = 2, q = ~ 
et B ~ Exp (j3). La v.a. R correspond it l'indexation eventuelle avec 
R E {0.05,0.2}, OU Pr (R = 0.05) = 0.9 et Pr (R = 0.2) = 0.1. Les 
v.a. Y et R sont independantes. 

(a) Evaluer l'esperance et la variance de X. 

(b) Evaluer la probabilite que X excede son esperance. 

11. Soit une v.a. X ~ BNCamp (1, q; FE) ou B ~ Exp (j3). 

(a) Montrer que l'on peut exprimer la v.a. X so us la forme 

X = { B*, 
0, 

1=1 
1= 0 ' 

ou I ~ Bern (q*) et B* ~ Exp (j3*). 

(b) Si E [M] = 1.4 et E [B] = 1000, identifier les valeurs de q*et j3*. 
Calculer Pr (X > 3000). 

12. Soit une v.a. X ~ BNCamp (r, q; FE) ou r E N+ et B ~ Exp (j3)). 

(a) Montrer que l'on peut exprimer la v.a. X so us la forme 

{ 
lvI* * 

X = 2:: j =1 B j , M* > 0 
0, M* = 0 

ou M* ~ Bin (r, q*), Br, B5, ... sont i.i.d. (Br ~ B5 ~ ... ~ 
B* ~ Exp (j3*)) et independantes de M*. 

(b) Si r = 3, q = 0.2 et j3 = 1000-1, identifier les valeurs de q*et j3*. 
Calculer Pr (X > 3000). 

13. Vne compagnie doit financer un mont ant X = 1000eRi au temps 1, 
OU Ri ~ N (0.02,0.012). Au temps 0, elle veut investir une somme 
V (0) dans un fonds dont Ie rendement instantane pour une periode 
est Rf. La valeur accumulee au temps 1 de la somme investie est la 
v.a. V (1) = V (0) eRf . 

Calculer V (0) de telle sorte que Pr (V (1) -s: X) = 0.01 pour les 3 
hypotheses suivantes : 
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(a) Rf = 0.04. 

(b) Rf ~ N (0.08,0.22 ) ; Rf et Ri sont independantes. 

(c) Rf ~ N (0.08,0.22 ) ; coefficient de correlation entre Rf et Ri 
est de 60 %. 

14. Au debut des 2 pro chaines annees, un individu veut investir 
une cotisation c de 10 000. Il choisit Ie fonds ABC. Le facteur 
d'accumulation pour l'annee k (k = 1,2) correspond 11 la v.a. 
Uk, ou Pr (Uk = 1.10) = 0.8 et Pr (Uk = 0.85) = 0.2, avec 
E lUll = E [U2 l = 1.05. Les v.a. UI et U2 sont independantes. 
La valeur accumulee de l'investissement 11 la fin de l'annee k est 
V (k), avec V (k) = (V (k - 1) + c) Uk, pour k = 1,2 et avec 
V (0) = O. L'horizon de placement est n = 2. 

(a) Determiner l'esperance de V (2). 

(b) Indiquer l'ensemble des valeurs que peut prendre V (2). Calculer 
la fonction de masse de probabilite de V (2). 

(c) Calculer la probabilite que V (2) soit inferieure ou egale 11 la 
somme des cotisations versees, soit 20 000. 

(d) On definit la perte Me 11 cet investissement par la v.a. L = 
20000 - V (2). Indiquer l'ensemble des valeurs que peut prendre 
la v.a. L. Calculer la fonction de masse de probabilite de la v.a. 
L. 

(e) Determiner VaRO.95 (L) et TVaRo.95 (L). 

15. Un individu investit une somme V (0) = 10 000 dans Ie fonds mutuel 
ABC pendant une annee. La valeur de l'investissement 11 la fin de 
l'annee est V (1) = V (0) eR OU Ie rendement instantane Rest la 
somme de deux composantes RI et R2 avec RI ~ N (0.2,0.22 ) et 
R2 ~ BComp(n,q;FE ) ou n = 1, q = 0.2 et B ~ N (-0.5,0.042). 
Les v.a. RI et R2 sont independantes. 

On definit la perte Me 11 l'investissement par la v.a. L = V (0) - V (1). 

(a) Calculer l'esperance et la variance de V (1) et de L. Que signifie 
pour l'individu une perte negative? une perte positive? 

(b) Developper les expressions de FV(I) (x) et FL (x). Calculer la 
probabilite que la perte soit positive. 

16. Un individu investit une somme V (0) = 10 000 dans Ie fonds mutuel 
ABC pendant une annee. La valeur de l'investissement 11 la fin de 
l'annee est V (1) = V (0) eR OU Ie rendement instantane Rest la 
somme de deux composantes RI et R2, avec RI ~ N (0.2,0.22 ) et 
R2 ~ PComp (A; FE) ou A = 0.2 et B ~ N (-0.5,0.042 ) (les sauts 
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ont une esperance negative). Les v.a. R1 et R2 sont independantes. 
On definit la perte liee 11 l'investissement par la v.a. L = V (0) - V (1). 

(a) Calculer l'esperance et la variance de R. 

(b) Calculer l'esperance et la variance de V (1) et de L. 

(c) Developper les expressions de FL (x) et FV (l) (x). Calculer 
FL (5000) (pour des fins de calculs, on convient que Pr (M > 6) = 
0). 

(d) Developper l'expression de la mesure TV aRK (L). Si VaRO.99 (L) = 
6142, calculer TVaRo.99 (L). 

17. On definit les prestations de deces versees par un assureur 11 la fin de 
la pro chaine an nee par X = bN, ou N ~ Bin( n, q = 10100) et b = 
1000. L'assureur recolte les primes V (0) au debut de la periode et les 
investit pendant la periode. Il compte utiliser les revenus totaux afin 
de payer les couts en sinistres 11 la fin de la periode. L'assureur prevoit 
d'investir dans un titre avec risque dont Ie rendement instantane est 
represente par la v.a. R. L'assureur calcule Ie mont ant V (0) = vE [S] 
ou la valeur de vest fixee selon la politique d'investissement choisie: 
v = E[~H] ou R ~ N(0.06,0.22). La perte de l'assureur est L = 
S - V(O)Y, OU Y = exp (R). Note: on a v = ElY]' 

(a) On sait que L E (-00, nb]. Developper l'expression de FL (x). 

(b) Pour n = 1000, calculer E [X], E [Yl, V (0), E [L] et FL (0). 

(c) Pour n = 1 000 000, calculer E [X], E [Yl, V (0), E [L] et FL (0). 

18. Les couts d'un contrat d'assurance automobile sont definis par la v.a. 
X ~ PComp (A; FE) ou A = 2 et B ~ Pa(1.5, 5). 

(a) Calculer la probabilite que les couts soient nuls pour ce contrat. 

(b) Calculer l'esperance des couts pour ce contrat. 

(c) Sachant que Ie nombre de sinistres pour Ie contrat est 1, calculer 
la probabilite que les couts pour Ie contrat soient superieurs 11 
700 et calculer la valeur de la VaR associee 11 ces couts pour 

"" = 0.999. 

(d) Utiliser l'approximation pour les distributions sub-exponentielles 
pour evaluer Pr (X > 700) et VaRO.999 (X). 

2.13 Reponses 

1. Reponses 11 la question 1 : 



2.13 Reponses 

(a) 1300 et 11 327.40041 

(b) 0.987 

2. Reponses 11 la question 2 : 

(a) 3500 et 637 750 000 

(b) 0.2 

(c) 0, 100000 et 100000 

3. Reponses 11 la question 3 : 

99 

(a) Fx (x) = 1 - q + qFB (x) avec q = Pr (R -s: -0.1) = 0.2118554 

(b) 423.7108 

(c) 0.7881446 et 0.994193017 

(d) 34538.0034755 et 36 538.0034756 

4. Reponses 11 la question 4 : 

(a) 602.4636 et 1922.065 

(b) 0.9933258 

(c) 8244.537 et 13947.056 

5. Reponses 11 la question 5 : 

(a) 10.909 et 1380.991557 

(b) 0.029193 

( c) 183.1887 et 191.6190 

6. Reponses 11 la question 6 : 

(a) 200 et 400 000 

(b) 0.01194641 

(c) 3192.006 et 4286.101 

7. Reponses 11 la question 7 : 

(a) 0.879630091 et 0.009042876 

(b) 0.13 et 0.1336 

(c) 390 et 1 787400 

8. Reponses 11 la question 8 : 

(a) 1 et 0.28 
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(b) 0.2 et 0.2112 

(c) 1,2,3 ; 1.231809,2.221929,3.185116 

(d) On obtient : 

1. 400, 1 244 800 

ii. 5354.046 et 6851. 703 

iii. parts allouees aux v.a. M et B selon Ia regIe de Ia variance: 
4649.999 et 2201.704 ; selon Ia regIe de Ia TVaR : 3329.779 
et 3521.924 

9. Reponses a Ia question 9 : 

(a) 0.25 et 1 

(b) 5, 12 ; 7.6231, 15.23454 

(c) On obtient : 

i. 500, 4 500 000 

ll. 10 193.43, 16 274.93 

iii. parts allouees aux v.a. M et B selon Ia regIe de Ia variance: 
144 66.61 et 1808.32 ; selon Ia regIe de Ia TVaR : 14 313.60 
et 1961.33 

10. Reponses a Ia question 10 : 

(a) 10650 et 284265000 

(b) 0.528742143 

11. Reponses a Ia question 11 : 

(a) Aucune reponse 

(b) 0.583333 et 2]00 ; 0.1671277982 

12. Reponses a Ia question 12 : 

(a) Aucune reponse 

(b) 0.8 et 50100 ; 0.8900408 

13. Reponses a Ia question 13 : 

(a) 1003.26881 

(b) 1500.578646 

(c) 1479.486475 

14. Reponses a Ia question 14 : 
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(a) 21 525 

(b) V (2) E {15 725,17850,20350,23 100} avec probabilites 

{O.04, 0.16, 0.16, 0.64} 

(c) 0.20 

(d) L E {-3100, -350,2150, 4275} avec probabilites 

{0.64, 0.16, 0.16, 0.04} 

(e) 2150 et 3850 

15. Reponses it la question 15 : 

(a) E [L] = -1510.71702 et Var (L) = 90664033.22 

(b) 0.3127916 

16. Reponses it la question 16 : 

(a) 0.1 et 0.09032 

(b) 11 518.89014, 9 763 864.143, -1518.89014 et 9 763 864.143 

( c) 0.9830334 

(d) -163.4617 

17. Reponses it la question 17 : 
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(a) L:~=o Pr (N = k) Pr (Y > ~(O)) OU Y rv LN (IL, (}2) avec IL = 
0.06 et () = 0.2 

(b) 1000 ; 1.083287; 1153.895 ; -250 ; et 0.6800672 

(c) 1 000000 ; 1.083287; 1153895 ; -250000 et 0.8427244 

18. Reponses it la question 18 : 

(a) 0.13534 

(b) 20 

(c) 0.00059727 et 495 

(d) 0.0011945 et 788.700526 



3 
Mutualisation des risques 

3.1 Introduction 

La mutualisation des risques est fondamentale en actuariat. Les operations 
d'assurance sont fondees sur la possibilite de mutualiser les risques. 

On considere un ensemble ou un conglomerat de risques Xl, ... , Xn que 
l'on convient d'appeler un portefeuille de risques. Ces risques peuvent 
etre independants ou dependants entre eux. Le risque global correspond a 
l'ensemble des couts du portefeuille, que l'on represente par la v.a. S = 
L:~=l Xi. Par exemple, cela peut etre un portefeuille d'une compagnie 
d'assurance avec n contrats pour une periode fixe. Le portefeuille peut 
etre aussi constitue de n risques (tit res) avec risque de defaut. Comme 
autre exemple, Ie portefeuille peut etre constitue de n lignes d'affaires d'une 
compagnie d'assurance ou de toute autre compagnie. La connaissance du 
comportement de S est cruciale pour l'institution qui detient ce portefeuille. 
Connaitre la distribution de S est essentielle pour calculer les mesures de 
risque liees a un portefeuille, pour evaluer la solvabilite du portefeuille, etc. 

Dans ce chapitre, on presente les caracteristiques et certains resultats 
analytiques relatifs a la distribution du mont ant total des sinistres. On 
decrit aussi des methodes d'approximation de la distribution de S fondees 
sur les premiers moments de S. On examine l'effet de la mutualisation 
de risques independants et on demontre la necessite d'inclure une marge 
relative de securite dans les primes. On s'interesse aussi a l'adaptation 
de la mutualisation dans Ie contexte des risques extraordinaires. On 
considere l'impact du risque catastrophique et du risque financier sur la 
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mutualisation des risques. On traite aussi de l'impact de la presence d'un 
facteur aleatoire tel que Ie risque d'epidemie, Ie phenomene d'amelioration 
de la mortalite ou Ie risque climatique sur la mutualisation des risques. On 
etudie aussi Ie comportement aleatoire du mont ant maximal des sinistres 
pour un portefeuille en tenant compte de l'effet du choix de la distribution 
du mont ant d'un sinistre. Les methodes basees sur la simulation et les 
methodes recursives d'agregation des risques sont presentees aux chapitres 
5 et 6. La modelisation de la dependance est traitee dans les chapitres 8 et 
9. 

3.2 Agregation des risques 

3.2.1 Definitions et camcteristiques de base 

On s'interesse au comportement aleatoire de la v.a. 5 = L:~=l Xi, 
representant les coUts d'un portefeuille de n risques. On commence par les 
caracteristiques de base. 

L'esperance de 5 est donnee par 

Il est important de noter qu'il n'est pas necessaire que les risques individuels 
Xi soient independants pour trouver E [5n J. La variance de la v.a. 5 est 
donnee par 

Var (5) 

n n n 

i=l i=lj=l 
i#j 

n n-1 n 

i=l i=l j=i+1 

On suppose que les f.g.m. des v.a. Xl, ... , Xn existent. On developpe 
l'expression de la f.g.m. de 5 pour 2 cas particuliers . 

• Cas 1 : On suppose que les v.a. X 1 ,X2 , ... ,Xn sont independantes. 
On a 

Ms (t) = E [et I:;'=l Xi ] = rrn E [etXi ] = rrn MXi (t). (3.1) 
1=1 1=1 
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Cette hypothese etait tradionnellement faite pour faciliter les calculs. 
Toutefois, il existe plusieurs situations pratiques OU cette hypothese 
n'est plus appropriee . 

• Cas 2: On suppose que les v.a. X 1 ,X2, ""Xn sont i.i.d. Il en resulte 
que rrn n 

Ms (t) = i=1 Mxi. (t) = (Mx (t)) . 

La f.g.m. de S permet notamment de trouver E [Sk] pour k = 1,2, ... et 
11 identifier, si possible, la distribution de S. Le developpement de la f.g.m. 
de S dans Ie cas general est traite au chapitre 8. 

3.2.2 Methodes d'agregation 

Pour bien quantifier Ie risque global auquel la compagnie d'assurance fait 
face en emettant des contrats, la connaissance de la fonction de repartition 
de S est importante. 

On debute avec deux exemples simples. 

Exemple 3.1 Portefeuille d'assurance vie temporaire 1 an. On 
considere un portefeuille de 10 contmts d'assumnce vie tempomire 1 an. Les 
cmUs pour Ie contmt i sont dejinis par la v.a. Xi = biIi ou Ii ~ Bern (qi) 
pour i = 1,2, ... , 10. Les couts totaux pour Ie portefeuille sont de.finis par la 
v. a. S = L:i~1 Xi. Les v. a. h, ... , ho sont independantes. On suppose que 
qi = O.OOli et bi = 1000 (11 - i), i = 1,2, ... , 10. L 'espemnce et la variance 
des cmUs du portefeuille sont 220 et 1 161 600. Les valeurs de la fonction de 
masse de probabilite fs (1000k) de S pour k = 0, 1, ... ,5 sont les suivantes : 

Par exemple, fs (0) = m~dxi. (0) = m~dli (0) et 

fs (5000) 

D 

frn (1) rrt!!l,i#6h (0) 

+ fh (1) ho (1) rr;~1#7#10h (0) 

+ h (1) fro (1) m!!I#8#9h (0). 

Exemple 3.2 Portefeuille de deux contrats. Pour une exposition a 
un risque specijique i, les couts au cours de la prochaine annee pour un 
portefeuille sont dejinis par la v. a. 

Xi = { Di , 
0, 

Ii = 1, 
Ii = 0, 

mt les v.a. Ii ~ Bern(qi =O.li) (i = 1,2), Di ~ Ga(a=i,(3i = 10100) 
(i = 1,2). Les v.a. Dl et D2 sont independantes entre elles et independantes 
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dlL cOlLple (h,I2). On sait qlLe fr"h (1,1) = Pr (h = 1, h = 1) = 0.06. On 
de.finit les couts totalLX pOlLr Ie portefelLille par la v. a. S = Xl + X 2 . On 
observe qlLe E [S] = 500 et Var (S) = 1 390 000. L'expression de Fs est 
donnee par 

Fs(x) fr,,J2 (0,0)) + fr,,J2 (1,0) FDI (x) 

+ h,J2 (0,1) FD2 (x) 

+ h,h (1,1)FD1+D2 (x) 
fr,,J2 (0,0)) + fr,,J2 (1,0) H(x; 1;,6) 

+ fr,,J2 (0,1) H(x; 2;,6) 

+ h,J2 (1,1) H(x; 3; ,6), 

OU Dl + D2 rv Ga (3, 10100) et H (x; a,,6) est la fonction de repartition d'lLne 
loi gamma de parametres a et ,6. Par exemple, Fs (4000) = 0.972160. D 

Avec ces deux exemples, on constate rapidement que Ie calcul de 
la fonction de repartition de la somme de v.a. peut s'averer difficile. En 
actuariat, plusieurs methodes d'agregation ont ete proposees, en particulier 
pour des portefeuilles constitues de v.a. independantes. Recemment, 
plusieurs chercheurs se sont aussi interesses aux methodes d'agregation 
pour des sommes de v.a. dependantes ou toute autre fonction de v.a. 
dependantes. 

Dans ce chapitre, on examine tout d'abord l'agregation de risques Xl, 
... , Xn OU les v.a. Xi sont modelisees de telle sorte qu'ils nous permettent 
d'obtenir une forme explicite pour la fonction de repartition de S. Pour la 
majorite des aut res modeles de Xi, on doit avoir recours 11 des methodes 
d'agregation pour evaluer Fs. Ces methodes sont expliquees aux chapitres 
5 et 6 pour les portefeuilles de risques independants et aux chapitres 8 et 
9 pour les portefeuilles de risques dependants. 

On regroupe en trois categories les methodes d'approximation pour 
evaluer Fs. La premiere categorie est constituee des methodes basees sur les 
moments et elle sera traitee dans Ie present chapitre. La deuxieme categorie 
correspond aux methodes de simulation stochastique (ou Monte-Carlo) 
et ses methodes seront abordees au chapitre 5. La troisieme categorie 
regroupe les methodes numeriques recursives et l'etude de ces methodes 
fait l'objet du chapitre 6. 

3.3 Agregation et cas particuliers 

Dans cette section, on examine des cas particuliers pour lesquels il est 
possible d'identifier la loi de S = L:~=1 Xi. 
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3.3.1 Loi Poisson composee 

La proposition suivante contient un resultat important en actuariat. 

Proposition 3.3 Soient les v.a. independantes Xl, ... , Xn att 

Alors, S = L:~=l Xi rv PC amp (AS , Fe), au As = L:~=l Ai et 

Le resultat de la proposition 3.3 est valide peu importe que les f.g.m. 
de B I , ... , Bn existent ou non. Neanmoins, on a choisi d'utiliser les f.g.m. 
pour demontrer ce resultat. Vne demonstration 11 l'aide des transformees 
de Laplace est fournie dans [93]. 
Preuve. La f.g.m. de Xi est don nee par 

(i=1,2, ... ,n). 

A partir de (3.1), l'expression de la f.g.m. de S = L:~=l Xi est 

Ms (t) E letS,,] = E [et(I:;'~1 Xi)] = rr~=l MXi (t) 

rrn e.Ai(MHi(t)-I) = e({.\s(Mr:(t)-I)}) 
i=l ' 

en posant As = Al + ... + An et 

On deduit de (3.2) que la distribution de C est un melange des distributions 
de B I , ... , Bn. D'apres (3.2), cela implique que Fe est une combinaison 
convexe de FB" ... , FBn, soit 

Comme 
Ms (t) = e.As(Mc(t)-I) = PN (Me (t)) (3.3) 

est la f.g.m. d'une loi Poisson composee, on deduit de (3.3) que S = 
L:~=l Xi rv PC amp (AS , Fe) telle que 

N 

L: Ck , N> 0 
k=l 
0, N=O 
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avec les hypotheses usuelles, N = L:~=l Mi ~ Pais (As) et Ck ~ C pour 
k E N+ .• 

Vne interpretation de ce result at fondamental en actuariat est fournie 
dans la remarque suivante. 

Remarque 3.4 Le risque global s'analyse en considerant le portefeuille 
comme une seule entite. Il importe peu de savoir de quel assure (risque) 
provient un sinistre. Comme S oMit a une loi Poisson composee, tous 
les resultats lies a cette loi sont valides pour ce cas particulier. Pour 
que ce resultat soit valide, il n'est pas necessaire de supposer que les 
v.a. M I , M 2 , ... , Mn soient identiquement distribuees ou que les v.a. 
B I , B 2 , ... , Bn soient identiquement distribuees. 

3.3.2 Loi binomiale negative composee 

Le result at de la pro chaine proposition est moins general que celui de la 
proposition 3.3. 

Proposition 3.5 Soient les v.a. independantes Xl, ... , Xn OU 

Xi ~ BNComp (ri' q; FE), i = 1,2, ... , n. 

Alors, S = L:~=l Xi ~ BNComp (rs, q; FE), ou rs = L:~=l rio 

Preuve. On sait que la f.g.m. de Xi est donnee par 

Mx; (t) = PM; (ME; (t)) = (1- (1 ~ q) (ME(t) -1)) -r;, i = 1,2, ... ,n. 

On developpe l'expression de la f.g.m. de S comme suit: 

Ms (t) 

avec rs = L:~=l rio Posons N 
BinN eg (rs, q) avec 

L:~=l Mi. Alors, on deduit que N ~ 

( (1 _ q) ) -rs 
PN (t) = 1 - -q-(t - 1) 
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On deduit 

( (l-q) )-rs 
Ms (t) = 1 - -q-(ME(t) - 1) = PN (ME (t)), 

ce qui implique que S obeit 11 une loi binomiale negative composee avec 

ou N est Ie nombre de sinistres pour l'ensemble du portefeuille et Bk 
correspond au mont ant du kieme sinistre produit par Ie portefeuille avec 
Bk ~ B pour k E 1'1+ .• 

L'interpretation du result at de la proposition 3.5 est semblable 11 celle 
fournie 11 la remarque 3.4. On deduit de la proposition 3.5 que 

(Xl 

Fs (x) = Pr (N = 0) + L Pr (N = k) FEI +E2++E, (x), X ::;-0 O. 
k=I 

Il est important de mentionner que, si l'on relache la contrainte sur les 
parametres des lois de M I , ... , Mn ou la contrainte sur les lois des montants 
de sinistres, la loi de Sn n'est pas binomiale negative composee. 

3.3.3 Loi binomiale compose£ 

Le pro chain result at est semblable 11 la celui de la proposition 3.5. 

Proposition 3.6 Soient les v.a. independantes Xl, ... , Xn att 

Xi ~ BComp (ni' q; FE), i = 1,2, ... , n. 

Alors, Sn = L:~=I Xi ~ BComp (ns, q; FE), att ns = L:~=I ni· 

Preuve. La preuve est semblable 11 celle de la proposition 3.5. • 

3.4 Mesures de risques et proprietes 

3.4.1 Contexte 

Les principales mesures de risque sont la Value-at-Risk (VaR) et la 
Tail- Value-at-Risk (TVaR). On rappelle leurs definitions presentees 11 la 
section 1.11. Avec un niveau de confiance K" la mesure VaR associee 11 la 
v.a. X est definie par 
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La definition de la mesure TVaR est donnee par 

_1_11 VaRu (X) du 
1 - II: K 

E [X x l{x>vaR~(X)} 1 
1-11: 

VaRK (X) (Fx (VaRK (X)) - 11:) + . 
1-11: 

En actuariat et en gestion quantitiative des risques, les mesures de risque 
servent notamment it etablir Ie niveau de capital economique associe au 
portefeuille d'une compagnie d'assurance ou d'une institution financiere. 
On definit les couts pour un portefeuille de n contrats d'assurance par la 
v.a. Sn = L:~=1 Xi ou la v.a. Xi correspond aux couts pour Ie contrat 
i, i = 1,2, ... , n. On determine Ie capital total pour Ie portefeuille avec 
<:;K (S), OU <:;K designe une me sure de risque, notamment les mesures VaR et 
TVaR qui ont ete definies au chapitre 1. L'indice II: correspond au niveau 
de confiance (e.g. 99 % ou 99.5 %). Le capital economique est en quelque 
sorte un coussin, soit 

CEK (S) = <:;K (S) - E [S], 

qui correspond it une provision servant it se proteger contre une experience 
adverse du portefeuille. 

Parmi les autres applications des mesures de risque, on voit au chapitre 
4 que les mesures de risque peuvent etre utilisees pour calculer la prime 
majoree. Elles servent aussi it quantifier des pertes eventuelles liees it 
des positions financieres prises par un investisseur. De plus, elles sont 
aussi utilisees pour quantifier et com parer des strategies d'investissement, 
notamment dans Ie contexte de gestion actif-passif. Enfin, les mesures de 
risque sont aussi appliquees com me outil de gestion dans Ie contexte des 
operations de transaction des institutions financieres. 

3.4.2 Proprietes desirables et coherence 

On presente les proprietes desirables d'une mesure de risque <:;K' 

Propriete 3.7 Homogeneite. Soient un risque X et un scalaire a E Jl{+. 

Une mesure <:;K est homogene si 

pour 0 < II: < 1. 
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Vne modification d'unite monetaire apportee au risque X conduit a une 
modification du meme ordre pour la valeur obtenue avec la mesure de 
risque. 

Propriete 3.8 Invariance a la translation. 80ient un risque X et un 
scalaire a E JR. Une mesure C;'" est invariante a la translation si 

C;'" (X + a) = C;'" (X) + a, 

pour 0 < K, < 1. 

Par exemple, pour la v.a. perte definie par L = X - Jr OU Jr correspond 
a la prime associee a X, il est justifie d'avoir C;'" (L) = c;'" (X) - Jr. 

Propriete 3.9 Monotonocite. 80ient deux risques Xl et X 2 tels que 
Pr (Xl:::; X 2 ) = 1. Une mesure C;'" est monotone si 

pour 0 < K, < 1. 

Si Ie risque X 2 est plus dangereux que Ie risque Xl, il est raisonnable 
que la mesure de risque conduise a un capital plus eleve pour Ie risque X 2 

que celui calcule pour Ie risque Xl. 

Propriete 3.10 8ous-additivite. 80ient deux risques Xl et X 2 . La 
mesure C;'" est sous-additive si 

pour 0 < K, < 1. 

La propriete de sous-additivite est tres importante relativement a la 
mutualisation des risques. En effet, il est interessant d'examiner Ie benefice 
de mutualisation qui correspond 

n 

B~ (8) = L C;'" (Xi) - c;'" (8) 
i=l 

et qui resulte de la mise en commun des risques Xl, ... , X n . Comme 
la mutualisation des risques est Ie fondement de l'assurance, il serait 
souhaitable que B~ (8) so it positif. 

La notion de mesure coherente est due a [4]. 

Definition 3.11 Mesure de risque coherente. On dit qu'une mesure de 
risque C; '" est coherente si les proprietes 3.7, 3.8, 3.9 et 3.10 sont satisfaites. 
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3.4.3 Autres proprietes desirables 

Dans la litterature actuarielle (voir e.g. [24]), les trois proprietes suivantes 
sont aussi jugees desirables. 

Propriete 3.12 Marge de risque non excesswe. La meSlLre C;", ne 
doit pas indlLire lLne marge de risqlLe excessive. Bi X -s: xmax , alors on 
a C;'" (X) -s: X max , pOlLr 0 < K, < 1. 

Il est injustifie de detenir un capital en excedent du mont ant maximal 
que les couts d'un risque ou d'un portefeuille peut prendre. 

Propriete 3.13 Marge de risque positive. On doit avoir c;'" (X) > 
E [X], pOlLr 0 < K, < 1. 

Le capital minimum doit exceder les couts esperes sinon il y aura ruine 
certaine. 

Propriete 3.14 Marge de risque justifiee. Boit a lLne constante 
qlLelconqlLe. On doit tOlLjolLrs avoir C;'" (a) = a, pOlLr 0 < K, < 1. 

Il n'est pas justifie de detenir un capital different de a si les couts pour 
un portefeuille correspondent 11 la constante a. 

3.4.4 Mesure VaR 

Comme i.p (x) = ax et i.p (x) = x + a sont des fonctions croissantes et 
continues, on deduit 11 l'aide de la proposition 1.21 que la mesure VaR est 
invariante 11 la translation et homogene. 

La mesure VaR est monotone. Si Pr (Xl -s: X 2 ) = 1, alors on observe 
FXl (x) ::::: FX2 (x) pour tout x, ce qui implique VaR", (Xl) -s: VaR", (X2 ) 

pour tout K,. 

La mesure VaR n'est pas sous-additive comme il est illustre avec Ie 
contre-exemple suivant. 

Exemple 3.15 Boient les v.a. independantes Xl et X 2 OU Xi rv Exp (0.1). 
On sait qlLe Xl + X 2 rv Erlang (2, 0.1). Il est clair avec les valelLrs de 
VaR", (Xl + X 2 ) et VaRk (Xl) + VaRk (X2 ) qlLi sont fOlLrnies dans le 
tablealL slLivant qlLe la meSlLre VaR n'est pas sOlLs-additive : 

K 0.1 0.2 0.5 0.8 0.9 

VaRk (Xl) + VaRk (X2) 0.2107 0·4468 1.8868 8.2189 4·6052 
VaRk (Xl + X2) 0.5318 0.8244 1.6783 2.9943 3.8897 

D 

Dans plusieurs exemples numeriques de cet ouvrage, on obtient l'inegalite 
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Cela signifie que la mesure n'est pas sous-addtive et cela conduit it un 
benefice de mutualisation qui est negatif. 

Comme VaRK (X) :::; Xmax pour tout I'>, et VaRK (a) = a, la mesure VaR 
n'introduit pas une marge de risque excessive et la marge introduite par 
cette mesure est justifiee. En revanche, la mesure VaR peut introduire une 
marge de risque negative. 

3.4.5 Mesure TVaR 

La mesure TVaR est homogene. Pour a ::::: 0, on a 

TVaRK (aX) 1 11 1- I'>, K VaRu (aX) du 

1 11 a-- VaRu (X) du = aTVaRK (X), 
1 - I'>, K 

ce qui implique que la mesure TVaR est homogene. 
La mesure TVaR est invariante it la translation. En effet, on obtient la 

relation desiree en procedant comme suit : 

TVaRK (X + a) 1 11 1 _ I'>, K VaRu (X + a) du 

1 11 1 11 -- VaRu (X) du + -- adu 
1-1'>, K 1-1'>, K 

TVaRK (X) + a. 

La mesure TVaR est monotone. Lorsque l'inegalite VaRK (Xd < 
VaRK (X2) est verifiee pour tout 1'>" alors il est clair que TVaRK (X1) < 
TV aRK (X2 ) pour tout 1'>,. 

Dans Ie but de verifier que la mesure TVaR est sous-additive, on suit 
l'approche expliquee dans [81]. On a recours au lemme suivant. 

Lemme 3.16 Bait une v.a. X avec fonction de repartition Fx. Bait une 
suite de v.a. i.i.d. Xl, ... , Xn au Xi ~ X, i = 1,2, ... , n. Alors, on a 

() . L:7=[nK]+1 X j :n ( ) 
TVaRK X = hm [( )] p.s. , 

n--+oo n 1 - I'>, 
(3.4) 

au X1:n :::; X2:n :::; ... :::; X n- 1:n :::; Xn:n sont les statistiques d'ordre de Xl, 
... , Xn et [u] correspond a la partie entiere de u. 

Preuve. Voir la preuve de la proposition 4.1 dans [1] amSl que Ie 
developpement aux pages 1494 et 1495 de cet article .• 

Le result at du lemme fournit une interpretation interessante pour la 
mesure TVaR. Vne version adaptee du resultat du lemme est utilisee dans la 



114 Mutualisation des risques 

section 5.5 lorsque l'on a recours a la simulation stochastique pour evaluer 
la mesure TVaR. 

Proposition 3.17 La mesure TVaR est sous-additive. 

Preuve. On suit la demonstration fournie dans [81]. Il est aussi 
recommande de consulter la demonstation presentee dans l'annexe A 
de [1]. Vne autre demonstration est fournie dans [24]. 

Soit une suite de v.a. i.i.d. Xl, ... , Xn OU Xi rv X, i = 1,2, ... ,n. Pour 
un entier m tel que 1 :::; m + 1 :::; n, l'egalite suivante est verifiee 

n 

L X j :n = sup {Xim+l + ... + Xi,,; 1:::; im+l :::; ... :::; in :::; m + I} . 
j=m+l 

Soit un couple de v.a. (X, Y) dont la fonction de repartition est designee 
par Fx,Y' Soient la suite de couple de v.a. i.i.d. (Xl, Yl ), (X2' Y2), ... , 
(Xn' Yn) OU (Xi, Yi) rv (X, Y) pour i = 1,2, ... n. On definit 8 = X + Yet 
8 i = Xi + Yi, pour i = 1,2, ... , n. Par Ie lemme 3.16, on a 

. L:7=[nK]+1 8 j :n 
TVaR" (8) = hm [( )] (p.s.), 

n-+oo n 1 - "" 

OU 8 l :n :::; 82 :n :::; ... :::; 8n - l :n :::; 8n :n sont les statistiques d'ordre de 8 1 , ... , 

8n et [u] correspond a la partie entiere de u. On a 

n 

L 8j :n 

j=[nK]+l 

< sup {X i [n"J+l + ... +Xi ,,; 1:::; i[n,,]+l :::; ... :::; in:::; [n",,] + I} 

+ sup {Yi["~J+l + ... + Yi,,; 1 :::; i[nK]+l :::; ... :::; in :::; [n",,] + I} 
n n 

L X j :n + L }jon. 
j=[nK]+l j=[nK]+l 

Il suffit de diviser par [n (1 - "")] et de faire tendre n ----+ CXl et on deduit Ie 
result at voulu en appliquant Ie lemme 3.16 .• 

On sait que TVaRo (X) = E [X]. Pour verifier que TVaR" (X) ::;, E [X], 
on derive l'expression de la TVaR par rapport a "" et on obtient 
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Puisque 

TVaRK (X) 1 11 -- VaRu (X) du 
1 - K: K 

1 11 -- VaRK (X) du = VaRK (X), 
1 - K: K 

> 

1 dTVaR .. (X) > 0 .. l' 1 TV R . a ors on a dK" _, ce qm Imp Ique que a a est crOlssante en 
K:. On deduit que 1a mesure TVaR introduit une marge de risque positive. 

La mesure TVaR ne conduit pas it une marge de risque excessive, car 

TVaRK (X) _1_11 VaRu (X) du 
1 - K: K 

_1_11 Xmax du = X max • 

1 - K: K 
< 

Comme 

TVaRK (a) = _1_11 adu = a, 
1 - K: K 

on conclut que 1a mesure TVaR introduit une marge justifiee. 

3.4.6 Mutualisation et mesures de risque 

Dans l'exemp1e suivant, on examine 1a mutua1isation des risques en ayant 
recours aux mesures VaR et TVaR. On met en evidence notamment que 1a 
mesure VaR ne satisfait pas 1a propriete de sous-additivite. 

Exemp1e 3.18 On considere un portefeuille de n contrats d'assurance vie 
temporaire 1 an. Toutes les durees de vie des assures sont i. i. d. avec une 
probabilite de deces de 0.0017 (qui correspond a la probabilite de deces d 'un 
individu d'une quarantaine d'annee en Amerique du Nord). Le montant 
de prestation de deces est 100 000. Alors, les couts pour le contrat i 
correspondent a Xi = 100 OOOIi ou Ii rv Bern (0.0017) pour i = 1,2, ... , n. 
La prime pure pour un contrat est E [Xi] = 100 OOOq = 170. De plus, on 
observe que VaRO.995 (Xi) = 0 et TVaRo.995 (Xi) = 34 000 (i = 1, ... , n). 
On fournit dans le tableau ci-dessous les valeurs de VaRO.995 (L:~=1 Xi) et 
TVaRo.995 (L:~=1 Xi) pour n = 100, 1000,100 000 et 1 000 000 : 

n 100 1000 100 000 1 000 000 

VaRo.995 (2:: n_ X;) 200 000 600 000 20 400 000 180 700 000 

TVaRo.995 (2::7-1 Xi) 214 640.5 646 849.1 20 889 484 182086101 

Les valeurs sont exactes puisque L:~=1 Xi rv Bin (n, 0.0017), d 'apres 
la proposition 3.6. Selon la mesure VaR, on observe que le benefice de 
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mlLtlLalisation est negatiJ qlLelle qlLe soit la taille n dlL porteJelLille : 

Br~~ (8) = ~vaR0995 (Xi) -VaRO.995 (~Xi) -s: O. 

Comme la meSlLre TVaR est sOlLs-additive, le benefice de mlLtlLalisation est 
positif pOlLr tOlLt n : 

Br~~ (8) = ~TvaRO.995 (Xi) -TVaRO.995 (~Xi) ::;> O. 

L'lLtilisation des VaR individlLelles pOlLr determiner le capital total pOlLr 
l 'ensemble dlL porteJelLille pelLt condlLire a des conseqlLences financieres 
desastrelLses. En effet, en prenant le point de VlLe d'lLn gestionnaire de 
risqlLe pOlLr lLne institlLtion financiere, on SlLppose qlL'il demande a chaqlLe 
entite i (i = 1, 2, ... , n) dont le risqlLe est de.fini par Xi d 'etablir le montant 
de capital a mettre de cote pOlLr faire face a chaqlLe risqlLe et d 'en faire le 
total. 8i on lLtilise la VaR, il n'est pas necessaire de financer le risqlLe de 
deces plLisqlLe la probabilite de slLrvie est slLperielLre a 99.5 %. Comme le 
montant de capital est a pOlLr chaqlLe entite, il en reslLlte qlLe lelLr somme 
est alLssi O. En se bas ant SlLr la meSlLre TVaR, le montant a mettre de 
cote pOlLr chaqlLe risqlLe serait de 34 000 pOlLr lLne esperance de couts de 
170. Le cout en capital est exhorbitant. En profitant de la mlLtlLalisation 
des risqlLes et pOlLr n 1000 (1 000 000), le montant global en se 
basant SlLr la TVaR est alors de 646 349.1 (182 036 101), soit 646.3491 
(182.0361) par risqlLe. Le bene.fice de mlLtlLalisation par risqlLe est de 
34 000 - 646.3491 = 33353.6509 (34 000 - 182.0361 = 33817.9639). 

DlL point de VlLe d'lLn actlLaire en tar~fication, l'lLtilisation eventlLelle de 
la VaR pOlLr le calwl de la prime est alLssi problematiqlLe. En effet, selon 
la VaR, la prime pOlLr lLn risqlLe est 0, soit lLn montant inferielLr a la prime 
plLre. En lLtilisant la TVaR, lLne prime de 34 000 est disproportion nee par 
rapport a l 'esperance des couts, soit 170. To lLtefo is, en slLpposant qlLe n 
contrats soient em is et qlLe les couts Xl, ... ,Xn soient i.i.d., on pro.fite de 
la mlLtlLalisation des risqlLes, ce qlLi permet de demander lLne prime moins 
elevee. POlLr e.g. n = 100 000 et en lLtilisant la TVaR, la prime est de 
208.8948. D 

3.5 Mesure de solvabilite sur une periode 

La probabilite de ruine sur une periode est une mesure de solvabilite qui 
permet d'evaluer Ie risque global associe au portefeuille. On peut utiliser la 
probabilite de ruine com me mesure de solvabilite associee au portefeuille. 
La probabilite de ruine correspond it la probabilite que la compagnie ne 
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rencontre pas ses engagements au cours de la prochaine periode (e.g. une 
journee, une semaine, un mois, une annee) en supposant un capital initial 
u ::::: O. Les couts pour un portefeuille de n contrats d'assurance sont definis 
par la v.a. Sn = L:~=1 Xi ou la v.a. Xi correspond aux couts pour Ie contrat 
i et pour lequel une prime 7ri est demandee, i = 1,2, ... , n. La probabilite 
de ruine 1j; n (u) est definie par 

ou L:~=1 7ri correspond au revenu total de primes du portefeuille pour la 
periode. Il est requis de pouvoir evaluer de fagon exacte ou approximative 
F s" afin de calculer 1j; n (u). 

3.6 Methodes d'approximation fondees sur les 
moments 

Plusieurs methodes fondees sur les moments de la v.a. S ont ete suggerees 
en actuariat et gestion quantitative des risques. L'idee de ces methodes 
est d'approximer la v.a. Spar la v.a. T dont il est aise d'evaluer FT et 
les differentes mesures de risque qui y sont associees. On determine les 
parametres de la distribution de T de telle sorte que E [Sk] = E [Tk] pour 
k = 1,2, ... , m, OU Ie nombre m de moments est relativement petit, e.g. 
m = 2,3 ou 4. 

On peut classifier les methodes basees sur les approximations sous trois 
approches. 

Selon la premiere approche, on approxime la v.a. Spar une v.a. T 
obeissant 11 une distribution connue, dont les plus frequemment considerees 
sont les distributions normale, gamma, lognormal, inverse gaussienne, ou 
la distribution Pareto generalisee. L'approximation est basee sur les deux 
ou trois premiers moments. Il arrive aussi qu'un parametre de translation 
soit ajoute. Souvent, la qualite de l'approximation ne peut pas etre 
quantifiee. L'approximation basee sur la distribution normale est fondee 
sur Ie theoreme central limite. 

Selon la deuxieme approche, les approximations sont des raffinements 
de l'approximation obtenue avec la distribution normale. Des exemples 
d'approximations sous cette deuxieme approche sont l'approximation 
Normal Power, des approximations resultant de developpements de la 
serie d'Edgeworth et les approximations de type Cornish Fisher. Ces 
approximations sont basees uniquement sur les premiers moments de la 
v.a. S. En actuariat, l'approximation Normal Power est utilisee pour 
evaluer approximativement la distribution d'une somme aleatoire. En 
gestion quantitative des risques, l'approximation Cornish Fisher est 
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souvent employee pour faire des calculs lies it la mesure VaR. Un des 
principaux handicaps des methodes relevant de la deuxieme approche est 
qu'elle ne conduit pas it une distribution pour T. De plus, il est difficile de 
mesurer la qualite de ces approximations. 

Selon la troisieme approche, on approxime la distribution inconnue de 
8 par un melange de distributions connues. Il est propose dans [38] une 
methode d'approximation fondee sur les moments supposant que la v.a. T 
oMit it un melange fini de lois exponentielles. On suggere dans [62] une 
approche similaire en supposant que la v.a. T obeit it un melange fini de 
distributions Erlang avec des parametres communs d'echelle. 

Il n'est pas possible de tl'aiter en details dans Ie present ouvrage les 
methodes d'approximations fondees sur les moments. Dans cette section, 
on presente brievement celles qui utilisent la loi normale, la loi gamma 
translatee, la loi lognormale et la loi F -generalisee. 

3.6.1 Approximation fondee sur la distribution normale 

La methode basee sur la distribution normale, souvent appelee approximation 
normale, est fondee sur Ie theoreme central limite. Les valeurs de E [8] 
et VaR (8) sont supposees connues. On approxime la v.a. 8 par la v.a. 
T rv N (E [T], Var (T)), OU E [T] = E [8] et Var (T) = Var (8). En utilisant 
les resultats de l'annexe (et demontres au chapitre 1), il en resulte que 

Fs (x) 

VaRK (8) 

TVaRK (8) 

ouZrvN(O,l). 

F (x) - <I> (x - E [8] ) 
T - JVar (8) , 

VaRK (T) = E [8] + J~Va-r"""'(8=-)VaRK (Z), 

TVaRK (T) = E [8] + JVar (8)TVaRK (Z) , 

La version classique du theoreme central limite est la suivante. 

Theoreme 3.19 Theor'eme central limite (version classique). 
80ient Xl, X 2 , ... , Xn des v.a. i.i.d. avec E [Xi] = P,x et Var (Xi) = (J~ 
pour i = 1,2, ... , n. On de.finit la v.a. 8n = L:~=l Xi, avec E [8n] = np,x et 
Var (8n ) = n(J2. Alors, on a 

quand n --+ 00. 
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II existe plusieurs variantes au theoreme central limite. On presente 
ci-dessous la version de ce theoreme dans Ie cas OU les.v.a. Xl, ... ,Xn ne 
sont pas identiquement distribuees. 

Theoreme 3.20 Theor'eme central limite (variante). 80ient Xl, 
X 2 , ... , Xn des v.a. independantes, dont les esperances et les variances 
existent. On de.finit 8 n L:~=l Xi avec E [8n ] L:~=l E [Xi] et 
Var (8n ) = L:~=l Var (8i ). Alors, on a 

qlLand n --+ 00. La condition necessaire et slLffisante pOlLr l'application dlL 
theoreme, appelee condition de Lindeberg, est qlLe, pOlLr tOlLt s > 0, on a 

1 n 1 lim 2 L (y - {Li)2 dFxi (y) = o. 
n--+oo(J i=l IYI>sO" 

Preuve. Voir e.g. [89] .• 

Remarque 3.21 La condition de Lindeberg signifie qlLe les variances des 
v. a. Xi doivent etre petites par rapport a la variance de la somme 8 n . Voir 
les details dans e.g. (89]. 

La qualite de l'approximation par la loi normale standard depend du 
nombre de risques et du choix de la loi pour X. C'est une approximation 
simple it utiliser, mais elle n'est pas toujours satisfaisante, en particulier 
dans la queue de la distribution de 8. En utilisant l'approximation normale, 
il y a donc de fortes chances qu'on evalue inadequatement les mesures de 
risque. Pour remedier it ce probleme, on a recours aux methodes recursives 
(voir chapitre 6) et aux methodes basees sur la simulation (voir chapitre 
5). 

3.6.2 Approximation fondee sur la distribution gamma 
translatee 

L'approximation basee sur la distribution gamma translatee releve de la 
premiere approche. Comme la loi gamma possede une asymetrie positive, 
elle est jugee mieux adaptee que la loi normale pour approximer Ie 
comportement aleatoire du mont ant total des couts pour un portefeuille. 
Soit la v.a. T rv Ga (a, (3). Alors, on approxime 8 par T+xo OU T+xo oMit 
it une loi gamma translatee. Si Xo est strictement positif, la v.a. 8 ne peut 
admettre de valeur nulle, contrairement it la realite. Cependant, comme il 
a ete mentionne, cette approximation ne sert habituellement qu'it analyser 
la portion de droite de la courbe de 8. On identifie les trois parametres 
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0;, (3, Xo comme etant les solutions des trois equations suivantes : 

0; 

E [5] = E [T + xo] = E [T] + Xo = 73 + xo, 

0; 

Var (5) = Var (T + xo) = Var (T) = (32' 

E [(5 - E [5])3] 2 
1(5) = :1 = I (T + xo) = I (T) = -, . 

(Var (5)) 2 0;2 

O bt · t 4 (3 2 t E [5] _ 2~ n 0 len 0; = (J(S))2' = ,(S)y'Var(S) e Xo = ,(S) 

L'approximation basee sur la distribution gamma translatee est valide pour 
analyser des valeurs superieures it E [5]. Elle peut etre utilisee notamment 
pour evaluer approximativement VaR" (5) et TVaR" (5) pour des valeurs 
elevees de "". Ainsi, on a 

VaR" (5) 

TVaR" (5) 

VaR" (T) + Xo, 

TVaRK (T) + Xo. 

Si 5 possede une masse de probabilite non negligeable it 0, on peut ecrire 

Fs (x) = 1 - q + qFsl (x), 

ou q = Fs (0), et choisir d'approximer 5' = (515) 0) par T + Xo. 

3.6.3 Approximation fondee sur la distribution lognormale 

En actuariat et en gestion quantitative des risques, on est souvent confronte 
it evaluer Ie comportement aleatoire de 5 = 2::7=1 Xi OU les v.a. Xl, ... , 
Xn sont independantes ou non, identiquement distribuees ou non et dont 
les marginales sont de loi lognormale. Vne des premieres approximations 
proposees et qui est frequemment utilisee en pratique est d'approximer la 

E[T"] 
v.a. 5 par la v.a. T rv LN (f1T' O"~). On definit (k = E[T]k' k = 1,2. 

Les expressions de f1T et O"T satisfaisant les relations E [5] = E [T] et 
E [52] = E [T2] sont O"T = Jln (2 et f1 = In (E [T]) - ~O"~. 

Dans Ie cas OU les v.a. X 1 , ... ,Xn sont i.i.d. avec Xi rv LN(f1,0"2), 
l'approximation ad met des resultats satisfaisants si 0" < 1. 

3.6.4 Approximation fondee sur la distribution F-generalisee 

Soit la v.a. T rv FG(o;,).,T) avec E[T] = o:'\~l' E [T2] = ).2 (0::~)t;~2) 
E [T3] \3 T(T+1)(T+2) 3 0 d'fi· ;-et = /\ (0:-1)(0:-2)(0:-3)' en supposant que 0; > . n e mt 'ok = 
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E[Tk] _ 
E[Tl" , k - 1,2,3. Les expressions de T, a et A satisfaisant les relations 

E [5] = E [T], E [52] = E [T2] et E [53] = E [T3] sont donnees par 

_ 2 (3 - d 
T - 2 ' 

(2 + (2(3 - 2(3 

T + 1- 2T(2 
a=---------'--=-

T + 1- T(2 

et A = E [T] Ct:;:-l. 

3.7 Mutualisation et activites d'assurance 

Il est connu que les activites d'assurance sont fondees sur la mutualisation 
des risques. En fait, ce sujet constitue Ie camr du present chapitre. 
Les modeles etudies et les mesures presentees jusqu'a present servent 
a quantifier, a comprendre et analyser la mutulisation des risques, ses 
benefices et ses limites. 

3.7.1 Mutualisation et cout moyen par contmt 

Pour com prendre la mutualisation des risques, il est interessant d'examiner 
Ie comportement du coilt moyen par contrat pour un portefeuille de 
contrats dont les coilts sont identiquement distribues. 

Dans Ie mecanisme de l'assurance, chaque assure transfere son risque 
(actuariel) individuel a la compagnie d'assurance. Le regroupement de ces 
risques individuels constitue Ie risque global de l'assureur. Pour com prendre 
l'impact de cette mutualisation des risques individuels, il est interessant 
d'examiner Ie comportement aleatoire du coilt moyen par contrat que l'on 
definit par W n , OU 

5n lVIontant total reclame 
Wn = --- = -----------

n Nombre de contrats 

Le coilt moyen correspond en fait a la repartition du coilt total (ou du 
risque global) sur l'ensemble du groupe d'assures. 

L'esperance de Wn est 

et, comme les risques individuels Xi sont identiquement distribues, E [Wn ] 

devient 
nE[X] 

E[Wn ] = -- = E[X], 
n 

ce qui signifie que l'esperance du coilt moyen est egale a l'esperance du coilt 
pour 1 seul contrat. 
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L'expression pour la variance de Wn est don nee par 

Si l'on suppose que les v.a. XI,,,,,Xn sont i.i.d., l'expression de Var(Wn) 
devient 

1 1 
Var (Wn) = 2n Var (X) = - Var (X) < Var (X) , 

n n 

et on constate que la variance du coilt moyen est inferieure it la variance 
du coilt par contrat pour n > 1. Ainsi, la variabilite d'un risque individuel 
diminue en regroupant plusieurs risques individuels. Par ailleurs, lorsque n 
est tres grand, on observe que 

. 1 
lim Var (Wn ) = hm - Var (X) = 0, 

n-----7(X) n-----7CXJ n 

ce qui implique que la variance du coilt moyen tend vers 0 quand Ie nombre 
d'assures independants augmente considerablement. 

Si l'on suppose que les v.a. Xi sont seulement identiquement distribuees 
et si l'on ne suppose pas l'independance entre les risques individuels, la 
variance du coilt moyen sera donnee par 

1 1 
2 Var (Sn) = 2 [nVar (X) + n(n - I)COV(XI' X 2 )] 
n n 
Var(X) n-l ----'------'-- + --COV(XI,X2)' 

n n 

De plus, lorsque nest tres grand, on observe que 

ce qui implique que la variance du coilt moyen n'est pas eliminee quand Ie 
nombre d'assures augmente. 

Exemple 3.22 Soient des risques individuels i.i.d. Xl'"'' Xn OU Xi est 
dejini par 

X { B i , si Ii = 1 f' 2 ) 
i = 0, si Ii = 0 ,I Z = 1, , ... , n . 

Les v.a. Ii et Bi sont independantes, Ii ~ Bern(0.2) et Bi ~ B ~ 
Ga(0.1,1/100), pour i = 1,2, ... , n. La part par contmt est dejinie par 
Wn = s':;' OU Sn = L:~=IXi ~ BComp(n,q;FB)' La fonction de densite 
du col1t moyen Wn pour les valeurs de n = 100,500, 1000 est presentee a 
la .figure 3.1. Lorsque Ie nombre n de contmts augmente, la v. a. Wn tend 
a prendre des valeurs qui s 'approche de E [Wn] = E [X] = 2 et la variance 
de Wn diminue. D 
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FIGURE 3,1. Courbes de fWn (x) pour n = 100 (ligne continue), 500 
(ligne avec petits traits) et 1000 (ligne pointillee) ou Wn ~;' et ou 
Sn = 2:~=1 Xi ~ BComp (n, q; FB ), 

On examine Ie comportement de Wn via les mesures de risque VaR et 
TVaR pour un portefeuille de risques independants. 

Exemple 3.23 On considere lLn conglomerat de n risqlLes i.i.d. Xl, ... , 
Xn ou les cmUs Xi ~ X pOlLr i = 1, 2, ... , n. On SlLppose qlLe X ~ 
PComp (A, FE) OU A = 1.4 et B ~ Ga (1.8,1000- 1). On sait qlLe E [Xl = 
1.4 x 1800 = 2520. On reprodlLit les reSlLltats obtenlLs dans le tablealL 
ci-dessolLs : 

K VaK (X) TVaK (X) 
0 0 2520 

0.5 1834·662 4521·468 
0.95 1161.116 9872.831 
0.99 11 115.341 13 127.725 

0.995 12558.726 14464·324 

A partir de la proposition 3.3, on dedlLit qlLe Sn = L:~=l Xi ~ 
PComp(nA,Fc) avec C ~ Ga (1.8,1000- 1). POlLr n = 100, on fOlLrnit les 
valelLrs de VaR", (Wn ) et TVaR", (Wn ) dans le tablealL ci-dessolLs : 

K VaR", (Wn ) TVaR", (Wn ) 

0 0 2520 
0.5 2513.663 2731.835 

0.95 2961.491 3089.056 
0.99 3165·472 3266.675 

0.995 3239.398 3334·715 
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On constate l'influence de l 'agregation des risques sur les valeurs de la 
mesure TVaR. Comme prevu, on observe que 

VaRO.5 (5100) > VaRO.5 (Xl) + ... + VaRO.5 (X100) 

alors que 

pour to utes les valeurs de K,. Brej, comme la mesure VaR n'est pas 
coherente, elle n'est pas adequate pour analyser le comportement de W n . 
A l'aide de la mesure TVaR, on observe que le benefice de mutualisation 
par contrat (Ii K, = 0.995) est 

n 

1 n 1 
- LTVaR0995 (Xi) - -TVaRo.995 (5n ) 
n n 

i=l 

TVaRO.995 (X) - TVaRO.995 (Wn ) 

14464.324 - 3334.715 = 11 129.609, 

ce qui est significatij avec seulement n = 100 contrats. D 

Dans Ie pro chain exemple, on traite du comportement de Wn via les 
mesures de risque VaR et TVaR dans Ie contexte d'un portefeuille de risques 
dependants. 

Exemple 3.24 50it un portejeuille de n contrats d'assurance lARD. 
On considere le volet dommages materiels Ii la suite d 'un accident d 'un 
contrat d 'assurance automobile. Les coilts encourus pour le contrat i 
(i = 1,2, ... , n) sont definis par la v.a. Xi 01'1 la v.a. Xi est definie selon 
l 'approche jrequence-severite avec 

{ 

lvIi 

X . - L Bi,k, Mi > O. 
, - k=l 

0, Mi = 0 

01'1 Mi est une v.a. discrete et les v.a. Bi,l, B i,2, ... sont i.i.d. et 
independantes de la v.a. Mi (convention: Bi,l ~ B i,2 ~ ... ~ B ~ 
Exp ( 10600))' La v. a. M est influencee par les conditions climatiques 
qui sont representees par la v. a. 8 E {81 , 82 }. Sachant que 8 = 8 j, 
(Mi18 = 8j ) ~ Pais (0.058j ) pour i = 1,2, ... ,n avec 81 = 1 et 82 = 4 et 
Pr (8 = 81 ) = 0.8 et Pr (8 = 82 ) = 0.2. 

On definit 5n = L~=l Xi et le coilt moyen par contrat Wn = ~5n. 
L 'esperance et la variance de MI sont E [MIl = 0.08 et Var (MI) = 0.0836. 
On obtient les valeurs de E [XIl et Var (Xl) avec 
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et 

Comme 

on a 
COy (Xl, X 2 ) = E [Bll E [B2 ] COy (Ml' M 2 ) = 360 000. 

2 .(005·)" Les valeurs de !Iv I, (k) = 2:: j =l Pr (8 = 8i ) e-0058, ~ pour k 
0,1,2 sont 0.924730, 0.070798 et 0.004226. De plus, la valeur de 

00 

FXl (x) = iNI, (0) + L iNI, (k) FB"l+".BI,k (x), 
k=l 

pour x = 20 000 est 0.9885342. 
On constate que limn--+oo E [Wnl = E [Xl] = 800 et 

lim (..!. Var (Xl) + (1 - ..!.) COY (Xl, X 2 )) 
n---+CXJ n n 

COV(Xl ,X2 ) = 360 000. 

Le risque global n'est pas completement elimine a la suite de la mutualisation 
en raison de la presence du facteur commun representant Ie risque 
climatique. On a FWn (x) = FSn (nx) et, par la formule des probabilites 
totales, l'expression de FSn (x) est donnee par 

2 

FSn (x) = L fe (8 j ) FSn1e=8j (x). 
j=l 

En appliquant la proposition 3.3, (Sn18 = 8j ) rv PComp(0.058 j ,FB ). 

Dans Ie tableau ci-dessous, on indique les valeurs exactes de VaR" (Wn ) 

et de TVaR" (Wn ) pour n = 1, 100 et 10 000 et K, = 99 % : 

n 1 100 10000 
VaR K (Wn ) 21 453.347 3119.389 2104·876 

TVaR" (Wn ) 82 074.91 8466.654 2182.145 

D 

3.7.2 Mutualisation et loi des grands nombres 

La loi des grands nombres est souvent evoquee lorsqu'il est question du 
mecanisme d'assurance et de la mutualisation des risques. 
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Soit une suite de v.a. Xl, ... , Xn i.i.d. dont l'esperance et la variance 
existent. On convient que Xi rv X (i = 1,2, ... ,n). On definit la v.a. Wn = 
~ 2::7=1 Xi, OU E [Wn ] = E [X] et Var (Wn ) = ~ Var (X). On examine Ie 
comportement de la v.a. Wn lorsque n tend vers l'infini. Selon les differentes 
versions de la loi des grands nombres, on sait que Wn tend vers l'esperance 
de E[Wn ]. 

Avant de demontrer la loi des grands nombres, 2 resultats preliminaires, 
soient l'inegalite de Markov et l'inegalite de Chebychev, sont necessaires. 

Proposition 3.25 Inegalite de Markov. Soit une v.a. Z ne prenant que 
des valeurs positives et dont I 'esperance existe. Alors, on a Pr (Z ::;-. a) < 
E~zl , pour tout a > O. 

Preuve. Soit Z une v.a. continue ne prenant que des valeurs positives. On 
a 

E [Z] 100 
xfz (x) dx = la xfz (x) dx + 100 

xfz (x) dx 

> 100 
xfz (x) dx ::;-.100 

afz (x) dx = aPr(Z > a) 

ce qui conduit au result at desire. Le cas avec une v.a. discrete peut etre 
traite de fa<;on similaire. • 

L'inegalite de Markov peut aussi etre ecrite sous la forme suivante : 

Pr(Z> a) < E [g(Z)] pour tout a> 0 
- g(a) , , 

OU 9 est une fonction positive, croissante et dont l'esperance existe. 
Dans la proposition suivante, on fournit un exemple d'application de 

l'inegalite de Markov afin d'obtenir une borne exponentielle ala probabilite 
de ruine 1/Jn (u). 

Proposition 3.26 Borne exponentielle. Soient les v.a. independantes 
Xl, ... , Xn dont les f.g.m. existent. La v.a. Xi correspond aux cmUs 
d'un contrat dont la prime est Iri = (1 + 'rJi) E [Xi] avec une marge de 
securite 'rJi strictement positive, i = 1,2, ... , n. Les cmUs totaux pour 
l'ensemble du portefeuille sont de.finis par S = 2::7=1 Xi et Ie revenu 
total de primes est Irs = 2::7=1 Iri. On de.finit Ie coefficient PB comme 
etant la solution strictement positive (si elle existe) de E [e tS ] = e t7rS , OU 

E [e tS ] = TI7=1 E [e tXi ]. Alors, on a 

mt u correspond au capital alloue en debut de periode pour Ie portefeuille. 
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Preuve. En appliquant la proposition 3.25 avec g (y) = ePY , on a 

1/Jn (u) 

• 

F s (u + Irs) = Pr (B > Irs + u) 

Pr (epnS > ePn (7r s +u)) -s: E [e
PHS

] = e-Pnu , U::;, O. 
ePH7rSePHU 
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On illustre la borne exponentielle de la proposition 3.26 dans l'exemple 
ci-dessous. 

Exemple 3.27 Boit les v.a. independantes Xi ~ BNCamp (ri, qi; FEJ 
avec ri = i, qi = r,r-i-2' Bi ~ Ga (0.5i, °i~i), i = 1,2,3. De plus, Iri = 
(1 + 7!i) E [Xi], avec 7!i = 0.15 + 0.05i, i = 1,2,3. L 'expression de E [etS ] 

est 

et Irs = 75. On deduit PB = 0.011076 et 1/Jn (u) -s: e-OOl1076u, u ::;, O. 
Ainsi, avec un capital initial u = 340.79, la probabilite que les couts totaux 
du portefeuille excedent les revenus totaux de primes et le capital initial est 
inferieure a 1 %. D 

L'inegalite de Chebychev presentee dans Ie corollaire suivant est un cas 
particulier de l'inegalite de Markov. 

Corollaire 3.28 Inegalite de Chebychev. Boit la v.a. Z dont l'esperance 
E [Z] et la variance Var(Z) existent. Pour tout k > 0, on a 

Pr (IZ - E [Z]I > kJVar(Z)) -s: :2' 
P S 't 1 Y (Z_E[Z])2. Y t 't' E [Y] reuve. 01 a v.a. = Var(Z) I.e. es une v.a. POSI lve avec = 
1. Comme la v.a. Y est positive, on applique directement l'inegalite de 
Markov pour obtenir l'inegalite de Chebychev. En effet, on a Pr (Y > k2 ) -s: 
E(Y) . d . t ---,:c:r qm eVlen 

que l'on peut reecrire 

Pr ((Z - E [Z])2 > k2) < ~ 
Var(Z) - k2 

( I 
Z - E [Z]I k) 

Pr JVar(Z) > 
1 

<
- k 2 ' 

ce qui implique que Pr (IZ - E [Z]I > kJVar(Z)) -s:~. • 
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Dans Ie corollaire 3.28, il est it noter que la probabilite 

Pr (IZ - E [Z]I > kylVar(Z)) 

correspond it 

Pr (Z - E [Z] ::; -kylVar(Z)) + Pr (Z - E [Z] 2 kylVar(Z)). (3.5) 

L'inegalite de Chebychev est utilisee notamment pour demontrer la loi 
des grands nombres. 

Proposition 3.29 La loi des grands nombres. Soient Xl, X 2 , •.• une 
suite de v.a. i.i.d. avec E [Xi] = f-J, et Var (Xi) = (J2, pour i E N+. Soit la 
v.a. Wn = ~ L:~=l Xi, mt E [Wn] = f-J, et Var (Wn) = ~(J2. Alors, I::/c > 0, 
on a Pr [IWn - f-J,I > c] ----+ 0 quand n ----+ 00. 

Remarque 3.30 Interpretation en assurance. Soit un portefeuille de 
n contrats dont les cmUs sont i. i. d. satisfaisant les conditions de la loi des 
grands nombres. Selon le resultat de la proposition 3.29, quand le nombre 
de contrats augmente, la probabilite que le coilt moyen Wn par contrat devie 
d'une faible marge de son esperance f-J, s'approche de O. 

Preuve. On applique l'inegalite de Chebychev 

ce qui implique que 

Il en decoule donc que 

Pour I::/c > 0, on definit k tel que k 2 = nCT~2 • A partir de (3.6), on a 

On montre avec l'inegalite de Chebychev que 

(J2 

::; -2' 
nE 

(3.6) 
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pour 1::/ n > O. Enfin, pour E > 0, 

lim Pr (IWn - fLl > E) :::; 
n--->oo 

(52 
lim --2 ----+ O. 

n--->oonE 

• 
Selon les conditions et Ie result at de la loi des grands nombres, Ie coUt 

moyen par contrat tend en probabilite vers l'esperance du cout par contrat. 
On sait egalement que la variance du cout moyen par contrat est inferieure 
it la variance du cout individuel par contrat Var (Wn ) < Var (X) si nest 
superieur it 1. Ainsi, Ie result at 

lim Pr(IWn - fLl > E) ----+ 0 
n--+oo 

n'implique pas que 

lim Pr (IBn - nul::;, E) ----+ O. 
n--+oo 

En d'autres termes, Ie fait que Ie coUt moyen par contrat s'approche de 
l'esperance du cout pour un contrat n'implique pas que Ie cout total tende 
vers n fois l'esperance du cout individuel par contrat. Cet aspect est analyse 
dans ce qui suit. 

3.7.3 Mutualisation et necessite d 'une marge positive 
de securite 

La mutualisation des risques n'est pas suffisante pour garantir que la 
compagnie so it en me sure de rester solvable en prenant en charge Ie plus 
grand nombre possible de contrats d'assurance. 

On a recours it la probabilite de ruine pour demontrer la necessite que la 
prime demandee pour un contrat comprenne une marge de securite positive. 
Pour cela, on essaie de savoir quel est Ie comportement de la probabilite de 
ruine 1/J n (u) quand Ie nombre de contrats n augmente et que la prime Jr i 

chargee est inferieure, egale ou superieure it l'esperance du mont ant reclame 
par contrat i (i = 1,2, ... , n). 

On examine Ie comportement de 1/Jn (u) dans Ie cas OU les couts des 
contrats du portefeuille sont i.i.d. 

Proposition 3.31 Soient les v.a. i.i.d. Xl, ... , Xn OU Xi correspond aux 
couts du contmt i d 'un portefeuille de n contmts avec E [Xi] = E [X] < 00 

et Var (Xi) = Var (X) < 00, i = 1,2, ... , n. La prime chargee par contmt 
est Jri = Jr, i = 1,2, ... , n. Alors, on a les deux resultats suivants : 

1. si Jr > E [X], lim 1/Jn (u) = 0, u::;, 0 
n--+oo 

2. si Jr < E [X], lim 1/Jn (0) = 1. 
n--->oo 
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Preuve. On utilise l'inegalite de Chebychev pour demontrer les deux 
resultats. Comme les v.a. sont i.i.d., l'expression de 1/Jn (u) est don nee par 

avec Sn = 2::7=1 Xi, OU E [Snl = nE [Xl et Var (Sn) = nVar (X). 
1. Cas 'if > E [Xl. On definit 'if = fL + 6 OU 6 > o. A partir de (3.7) et 

avec (3.5), on a 

1/Jn (u) = Pr(Sn - nfL > n6 +u)::; Pr(ISn - nfLl > n6 +u). 

En appliquant l'inegalite de Chebychev, on a alors 

< Pr(I Sn-nfLl>n6+u) 

< 

Pr (ISn - nfLl > n6 + u JVar (Sn)) 
JVar (Sn) 

Var (Sn) nVar (X) 
(n6 + u)2 (n6 + u)2· 

Finalement, on deduit lim 1/Jn (u)::; lim n( v:+r(x) 1 = o. 
n---+CX) n---+CX) nu U 

2. Cas 'if < E [Xl. On pose 'if = fL - 6 OU 6 > o. Avec (3.7) et (3.5), 
l'expression de 1/Jn (0) devient 

1/Jn (u) Pr (Sn - nfL > -n6) = 1 - Pr (Sn - nfL ::; -n6) 

> 1-Pr(ISn-nfLl>n6). 

A l'aide de l'inegalite de Chebychev, on obtient l'inegalite 

1/Jn (u) > 1 - Pr (ISn - nfLl > n6) 

1 - Pr (ISn - E (Sn)1 > n6 JVar (Sn)) 
JVar (Sn) 

> 1 _ Var (Sn) 
(n6)2 . 

Puis, en passant 11 la limite, on obtient 

lim1/Jn (u);:::: lim (1- Var(Sn))= lim (l_ nVar (x))=1. 
n-->oo n-->oo (n6)2 n-->oo (n6)2 

• 
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Remarque 3.32 On constate que la probabilite de ruine 1/Jn (u) tend vers 
o quand le nombre de contrats tend vers 00 et que la prime chargee est 
superieure a E [Xl. Toutefois, si la compagnie d 'assurance charge une prime 
inferieure a l'esperance du montant reclame par contrat et qu'elle assure un 
grand nombre de risques, alors la ruine devient certaine si la compagnie 
possede un capital initial u qui est nul. Le cas OU le capital initial est 
strictement superieur a 0 est traite a la remarque 3.33. 

Remarque 3.33 On considere la situation d 'une compagnie qui alloue un 
capital 0 < u < 00 (fini et positif) pour le portefeuille decrit a la proposition 
3.31 et charge une prime 7f < E [X]. Soit le plus petit nombre entier no 
(fini puisque u est fini) de contrats tel que noE [Xl> no7f + u. Alors, pour 
n 2 no, on au + n7f - nE [X] < 0 et on deduit 

1/Jn (u) 

Pr(Sn > u+n7f) 

Pr (Sn - E [Snl > u + n7f - nE [Xl) 

1 - Pr (Sn - E [Sn] -s: u + n7f - nE [Xl) 

> 1- Pr (ISn - E [Sn] I > nE [X]- (u + n7f)) 

qui devient 

1/Jn(u)=l-Pr ISn-E[Snll> ylnVar(X) . ( 
nE[X]-(u+n7f) ) 

ylnVar(X) 

Avec l'inegalite de Chebychev, on a 

,I. ( ) nVar(X) 
(J)n u > 1 - 2' n 2 no· 
. - (nE [X] - (u + n7f)) 

On obtient lim 1/J n (u) ---+ l. 
n-HXJ 

La proposition 3.31 permet de constater que Ie regroupement de risques 
individuels ne permet pas de diminuer Ie risque global d'une compagnie 
d'assurance. Il faut egalement charger une prime qui so it superieure 11 
l'esperance. 

De la preuve de la proposition 3.31, on deduit Ie corollaire suivant. 

Corollaire 3.34 Selon les conditions de la proposition 3.31 et si 7f > 
E [XL alors on a 

(J) u<mm '1 ~I. • ( nVar (X) ) 
.n()- (n(7f-E[Xl)+u)2' 

pour n E 1'1+ et u 2 O. 



132 Mutualisation des risques 

Le corollaire 3.34 se generalise au contexte d'un portefeuille de n contrats 
independants, sans etre identiquement distribues. 

Corollaire 3.35 Soient les v.a. independantes Xl, ... ,Xn dont les 
premiers et deuxiemes moments existent. La v.a. Xi correspond aux 
couts d'un contrat dont la prime est 7ri = (1 + Tli) E [Xi] avec une marge 
de securite Tli strictement positive, i = 1,2, ... , n. Les couts totaux pour 
l'ensemble du portefeuille sont dejinis par S = L~=l Xi et le revenu total 
des primes est 7r S = L~=l 7r i. Alors, on a 

. ( Var(S) ) 1/Jn (u):::;mm 2;1 
(7rs-E[S]+u) 

pour n E N+ et u ::::: O. 

Les inegalites dans les corollaires 3.34 et 3.35 sont conservatrices. 
Neanmoins, elles permettent de demontrer que la probabilite de ruine 
decroit avec la taille du portefeuille it la condition que Ie revenu total de 
primes 7r s excede les couts totaux esperes E [S]. 

Exemple 3.36 On considere un portefeuille homogene de contrats 
d' assurance vie. Les durees de vie des assures sont i. i. d. La probabilite 
q de deces est de 2 % et la prestation b en cas de deces est de 1000. 
L 'esperance des couts pour un contrat est 20. La probabilite de ruine est 
1/Jn(O) = FSn (n7r), OU Sn = 1000Nn, N n rv Bin (n,q) et 7r est la prime 
pour un contrat. Dans la .figure 3.2, on illustre le comportement de 1/Jn (0) 
lorsque la taille n du portefeuille augmente et pour 7r egal a 10, 30 et 40. 

D 

Dans l'exemple suivant, on illustre la situation traitee it la remarque 3.33. 

Exemple 3.37 On considere un portefeuille de n contrats d 'assurance 
lARD dont les couts sont dejinis par les v.a. i.i.d. Xl, ... , Xn 01'1 
Xi rv Ga (0.1, 10 ~oo), pour i = 1, ... , n. La compagnie d'assurance lARD 
possede montant important de capital. Ajin d'augmenter sa part de marche, 
elle decide de charger une prime 7ri = E[;;] = 500 pour i = 1, ... , n et 
de jinancer cette reduction de prime par l' allocation au portefeuille d 'un 
capital u = 1 000 000. On de.finit la probabilite de ruine au cours de la 
prochaine annee pour le portefeuille par 1/J n (u) = Pr (Sn > u + L~=l 7r i) 
OU la v.a. Sn = L~=l Xi rv Ga(nO.l, 10 ~oo) correspond au montant total 
des engagements pour la prochaine annee. On indique certaines valeurs 
obtenuespour1/Jn(u) : 

n 500 1000 1500 2006 
1/Jn (u) 0 0.000006 0.024731 0·499063 
n 2007 2500 3000 4000 
1/Jn (u) 0.500473 0.946940 0.998838 1 
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FIGURE 3.2. Trois courbes de 7/Jn (0) Fs" (mf), ou Sn 1000Nn , 

N n ~ Bin (n, q) pour une prime 7r inferieure et deux primes 7r superieures a 
la prime pure par contrat. 

Si la compagnie decide de suivre cette strategie, une croissance non 
contr6lee du nombre de contrats causera une augmentation de la probabilite 
d'etre insolvable menant ultimement il une ruine certaine, comme prevu il 

la remarque 3.33. D 

Dans les exercices, on examine Ie comportement de 1/J n (u) dans certains 
cas ou les risques ne sont pas independants. 

3.7.4 Primes pures et primes majorees 

La prime pure pour un contrat d'assurance correspond 11 l'esperance des 
coUts associes 11 un contrat d'assurance. On note la prime pure par P P = 
E [Xl ou la v.a. X correspond aux couts couverts pour un contrat. La 
prime pure ne contient pas de marge de securite et de marge de profit. La 
prime pure ne tient pas compte des depenses. On definit egalement la prime 
majoree II(X) par II (X) = P P (X)+M R (X). La prime majoree comprend 
la portion de P P (X) associee au risque actuariel X et tient egalement 
compte de la marge de securite MR(X). En (3.7.3), on a demontre la 
necessite de la presence d'une marge de securite positive. La prime majoree 
(et la marge de securite) est calculee 11 l'aide de differentes methodes de 
calcul des primes. Ces methodes sont expliquees au chapitre 4. 
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3.8 Mutualisation et facteur aleatoire commun 

La presence d'un facteur aleatoire commun a un impact considerable sur 
Ie risque global d'un portefeuille et elle met en evidence les limites de la 
mutualisation des risques. Le facteur aleatoire commun correspond a un 
facteur aleatoire affect ant l'ensemble des risques d'un portefeuille d'une 
institution financiere. Il se manifeste dans differents contextes des activites 
d'assurance et financieres : risque climatique, risque d'inflation, risque de 
mortalite stochastique, etc. Ces contextes sont etudies separement. 

On a recours a des modeles simples inspires des modeles bases sur les 
melanges communs. On considere les cas OU la dependance est introduite 
via un ou des facteurs communs pouvant affecter l'ensemble ou des parties 
du portefeuille. 

3.8.1 Mutualisation, risque systematique et risque non 
systematique 

La presence d'un facteur commun (mortalite stochastique, risque 
climatique, inflation, etc.) induit une relation de dependance entre 
les risques. Afin de com prendre Ie comportement du risque global 
du portefeuille, on Ie scinde en deux composantes, so it Ie risque non 
systematique et Ie risque systematique. Le risque non systematique 
est Ie risque que l'on parvient a eliminer en mutualisant les contrats 
(risques individuels) alors que Ie risque systematique n'est pas elimine en 
mutualisant les risques. 

Soit un portefeuille de n risques dont les coUts sont definis par les v.a. 
Xl, ... , X n . Les contrats du portefeuille sont exposes a un risque commun, 
represente par la v.a. 8, discrete ou continue. On definit les couts totaux du 
portefeuille par la v.a. 5 = L:~=l Xi. L'esperance de la v.a. 5 est donnee 
par E [5] = Ee [E [518]]. Utilisant la formule de la variance totale, on 
decompose Var (5) sous la forme suivante 

Var (5) = Ee [Var (518)] + Yare (E [518]), 

OU Ee [Var (518)] correspond ala composante de la variance de 5 expliquee 
par Ie risque non systematique (diversifiable par la mutualisation) et 
Yare (E [518]) est la composante qui explique Ie risque systematique (non 
diversifiable par la mutualisation). 

Exemple 3.38 On considere Ie volet dommages materiels slLite a lLn 
accident d'lLn contrat d 'asslLrance alLtomobile. Les couts enCOlLrlLS sont 
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dejinis par la v.a. X dejinie selon I 'approche frequence-severite avec 

{ 

M 

X= L:Bj,M>O 
J=l , 

O,M=O 

ou M est une v.a. discrete et les v.a. B l , B 2, ... sont i.i.d. et independantes 
de la v.a. M. De plus, Bl ~ B2 ~ ... ~ B ~ ExpColooo)' La v.a. M 
est infiuencee par les conditions climatiques qui sont representees par la 
v.a. 8 E {el , e2, e3 }. Sachant que 8 = ej , (M18 = ej ) oMit a une loi 
binomiale negative (r = 0.2, f3 = 0.5 x ej ) avec el = 0.5, e2 = 2 et e3 = 5, 
et Pr (8 = el ) = 0.8, Pr (8 = e2) = 0.15 et Pr (8 = e3 ) = 0.05. 

En premier lieu, on trouve en conditionnant sur la v.a. 8 que E [M] = 
0.095 et Var (M) = 0.208975 ce qui implique que E [X] = 950 et Var (X) = 
30397500. Les valeurs des mesures VaRK (X) et TV aRK (X) sont donnees 
dans Ie tableau ci-dessous pour differentes valeurs de K, : 

K VaR" (X) TVaR" (X) 
0.5 0 1900 

0.95 8601.618 18471.14 
0.995 37976.583 57352.82 

Ensuite, pour un portefeuille de m contrats identiques, on examine la part 
allouee par contrat Wn = ~ L:~=l Xi ou la v.a. Xi ~ X (i = 1,2, ... , n). 
L 'esperance et la variance de Wn sont 950 et 4 072 500 pour n = 10 et 
elles sont 950 et 1 440 000 pour n = 100. On observe que limn-H)o E [Wn] = 
E [Xl] = 950 et 

lim Var (Wn ) 
n--->oo 

lim (~var (Xl) + (1 - ~) COY (Xl, X2)) 
n---+CX) n n 

COY (Xl, X 2) = 1 147 500. 

Les valeurs de VaRK (Wn ) et TVaR" (Wn ) pour n = 10 et 100 et avec K, = 
0.95 et 0.995 sont fournies dans Ie tableau ci-dessous : 

K VaRK (WIO) TVaRK (WlO) VaRK (WlOO) TVaRK (WlOO) 
0.95 4677.549 7796.20 8422.798 5144,924 

0.995 12 147.825 15 986.83 6986.245 7894·919 

Pour expliquer la valeur de Var (Wn ), on la decompose en deux 
termes : la composante diversijiable Ee [Var (Wn I8)] et la composante 
non diversijiable, Yare (E [Wn I8]). Les expressions de ces composantes 
sont 

Ee [Var (Wn I8)] 
E [rnO.58 (1 + 0.58) 10 0002 + rnO.58 10 0002 ] 

n 2 

29 250 000 

n 
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et 

Yare (E [Wn I8]) = Var (~rnO.58 10000) = 1 147500. 

Pour n = 1, 10 et 100, on a : 

n Ee [Var (Wn I8)] Vare (E [Wn I8]) Var(Wn ) 

1 29250 000 1 147500 80897500 
10 2925000 1 147500 4 072 500 

100 292500 1 147500 1 440 000 

On constate que limn-H)o E [Var (Wn I8)] = 0 et 

lim Yare (E [Wn I8]) = 1 147500. 
n---;oo 

Bre.f, la valeur de Var (Wn ) a deux sources : E",[Var(W" Ie)] est Ie 
Var(W,,) 

pourcentage de la variance de Var (Wn ) que l'on obtient par mutualisation 
VarH(E[W Ie]) I did V (W) I' et Var(W,:') est e pourcentage e a variance e ar n que on ne 

reduit pas via la mutualisation et qui est due a I 'environnement aleatoire 
(conditions climatiques). 

On suppose que I 'on fixe la prime pour un contmt par 'if K,n 
TV aRK (Wn ). On decompose la prime 'if K,n de la far;on suivante : 

'ifK,n E [Wnl + (TV aRK (Wn ) - E [Wn]) 

E[Wnl 

+ Ee [Var (Wn I8)] (TVaR. (W ) - E [W ]) 
Var (Wn ) K n n 

+ Yare (E [Wn I8]) (TVaR (W) - E [W l) 
Var (Wn ) K n n 

PP + CDK,n + CNDK,n' 

On interprete les trois termes comme suit: P Pest la prime pure, C DK,n 
permet de financer Ie risque diversifiable et CNDK,n permet de financer Ie 
risque non diversZfiable. Les valeurs de PP, CDK,n, CNDK,n pour n = 10, 
100 et "" = 0.95, 0.995 sont : 

K pp CD",.10 CND",.10 CD",.100 CND",.100 
0.95 950 4917.160 1929.040 852.094 8842.880 

0.995 950 10 799.933 4236.897 1410.687 5534·232 

On observe qu'augmenter Ie nombre de contmts permet de diminuer la 
valeur de la prime 'if K,n = TVaRK (Wn ) et que la composante diverszfiable 
tend vers 0 lorsque Ie nombre de contmts devient eleve. En outre, Ie 
pourcentage de la variance explique par Ie risque diversifiable diminue de 
71.8 % a 20.3 % en augmentant Ie nombre de contmts de lOa 100. Bien 
que la mutualisation des risques permette d 'eliminer Ie risque diversifiable, 
la compagnie d'assumnce reste exposee au risque lie a la dependance entre 
les assures, induite par la v.a. 8. D 
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3.8.2 Mutualisation et risque d'inflation 

La modelisation du risque d'inflation est illustree dans l'exemple suivant. 

Exemple 3.39 Risque d'inflation. On considere un portefeuille de n 
contrats d'assurance maladie. On veut examiner l'impact de l'inflation 
(indexation des frais medicaux) sur les cmUs du portefeuille. Les cmUs pour 
un contrat sont definis par la v.a. Xi, OU Xi = eR x ti, avec 

pour i = 1,2,3, ... , n. On suppose que les v.a. Y1, ... ,Yn sont independantes. 
Pour des fins de simplification, on suppose que Ie taux d'indexation Rest 
une v.a. discrete avec Pr (R = rj) = fR (rj) pour j = 1,2, ... , m. On a 

et 

pour i = 1,2,3, ... , n. De plus, on deduit 

Fxi. (x) 
m 

L Pr (R = rj) Pr (Xi::; xlR = rj) 
j=l 

m 

LPr(R=rj)FYi (xe- rj ), 

j=l 

avec Fyi. (z) = 1 - qi + qiFBi (z), pour i = 1,2,3, ... ,n. Pour i # i', on 
mentionne que COy (Xi,Xd = E [XiXi']- E [Xi] E [Xi'] avec 

Apres quelques manipulations, on obtient 

Le montant total des couts pour Ie portefeuille est 5 = 2::7=1 Xi = eRT OU 

T = 2::7=1 ti. L'esperance de 5 est donnee par 

Pour Ie calcul de la variance, on peut recourir a l'approche suivante 
Var (5) = E [52] - E [5]2 avec 

E [5] = E [e2R x T2] = E [e2R] x E [T2] 
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et E [T2] = Var (T) + E [T]2. On peut aussi appliquer la formule de la 
variance totale 

Var (S) = ER [Var (SIR)] + VarR (E [SIR]) 

avec 

ce qui conduit a 

Enfin, on a 

m 

j=l 

E[SIR] 

Var (SIR) 

ER [Var (SIR)] 

VarR (E [SIR]) 

E [TToT]eR 

Var (TTOT) e2R , 

Var (T) E [e2R] 

E [T]2 Var (e R ) . 

m 

j=l 

Dans le cas OU FT (xe- rj ) ne peut pas etre evaluee de far;on exacte, on a 
recours a des methodes d'agregation. D 

3.8.3 Mutualisation et mortalite stochastique 

On examine un phenomene interessant propre a une compagnie d'assurance 
de personnes. La mortalite stochastique est un sujet d'actualite. Par 
mortalite stochastique, on entend a la fois Ie risque d'amelioration des 
durees de vie des assures d'un portefeuille de contrats de rente ou 
d'assurance ou Ie risque d'epidemie, par exemple. 

Afin d'expliquer l'impact et la gestion du risque de mortalite stochastique, 
on a recours a un modele simple. On considere deux portefeuilles d'une 
compagnie d'assurance de personnes. Le portefeuille 1 com porte nl contrats 
d'assurance vie temporaire 1 an. Le portefeuille 2 comprend n2 contrats 
d'assurance dotation pure 1 an. Un contrat d'assurance temporaire prevoit, 
en cas de deces pendant la pro chaine annee, Ie versement d'une prestation 
a la fin de l'annee. En cas de survie jusqu'a la fin de la premiere annee, Ie 
titulaire du contrat d'assurance dotation pure se voit verser une prestation 
a la fin de l'annee. 

L'ensemble des contrats des deux portefeuilles est expose a la mortalite 
stochastique, representee par la v.a. 8 E {Bl' B2 } avec aj = Pr (8 = Bj ) = 
0.5, pour j = 1,2. La v.a. 8 influence les durees de vie de tous les assures 
des portefeuilles 1 et 2. On definit les couts eventuels pour la pro chaine 
annee du contrat k du portefeuille i par la v.a. Xi,k' Pour Ie portefeuille 1, 
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on a 

x = { bk , si l'assure k decede pendant l'annee 
l,k 0, si l'assure k survit jusqu'a la fin de l'annee ' 

alors que pour Ie portefeuille 2, on definit 

x = { 0, si l'assure k decede pendant l'annee 
2,k Ck, si l'assure k survit jusqu'a la fin de l'annee 

Le mont ant total des sinistres pour Ie portefeuille i (i = 1,2) est represente 
par la v.a. Si = X i,1 + ... + Xi,n.i. Le mont ant total des sinistres pour les 
deux portefeuilles combines est defini par la v.a. S = SI +S2. La probabilite 
conditionnelle de deces de l'assure k du portefeuille i sachant que 8 = ej 

est designee par q(ek;). De plus, la probabilite non conditionnelle de deces ", 
de l'assure k du portefeuille i est qi,k = 2:~=1 ajq;~~). Tous les assures sont 
distincts. Sachant 8, les durees de vie des assures sont conditionnellement 
independantes. On ne tient pas compte du taux d'interet dans les calculs. 

Il est important de mentionner que les assures des contrats d'assurance 
temporaire et les titulaires des contrats d'assurance dotation pure ne font 
pas partie du meme groupe d'age. 

Il est clair que E [Xl ,k] = bkql,k, E [X2,k] = Ck (1 - ql,k), Var (Xl ,k) = 
b~ (1 - ql,k), Var (X2,k) = c~ (1 - q2,k) qi2k. On quantifie Ie risque associe 
a chaque v.a. SI, S2 et S par leurs variances. Pour chacune de ces v.a., 
on utilise la formule de la variance totale pour decomposer la variance en 
deux composantes : une composante quantifiant la mortalite systematique 
et une deuxieme composante quantifiant la mortalite non systematique: 

Var (Si) 

Var (S) 
E [Var (SiI8)] + Var (E [SiI8]) , i = 1,2 

E [Var (SI8)] + Var (E [SI8]). 

Ainsi, deux sources expliquent la valeur des variances de SI, S2 et S : 

• % de Var (Si) (ou Var (S)) explique par Ie risque non systematique 
( t 1· t· ). E[Var(S, 18)] ( E[Var(S I8)]). 
mu ua Isa Ion. Var(S,) ou Var(S) , 

• % de Var (Si) (ou Var (S)) explique par Ie risque systematique 
(mortalite stochastique) : Var(E[SiI8]) (ou Var(E[S I8])). 

Var(Si) Var(S) 

On considere Ie probleme suivant. Pour un portefeuille d'assurance 
dotation pure 1 an on suppose que Var(E[S218]) > > E[Var(SiI8)] comme 

, Var(S2) Var(Si) , 
on s'y attend en pratique. Alors, on fusionne Ie portefeuille d'assurance 
dotation pure 1 an avec un portefeulle d'assurance temporaire 1. En 
procedant de la sorte, on espere que la source va0!~~1)8]) du risque 
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systematique s'approche de zero, ce qui implique que l'on a reussi a 
eli miner Ie risque systematique. 

Il reste a determiner sous queUe condition cela est possible. En fait, on 
veut que Var (E [(SI8m so it egal a zero. Par convention, on suppose que 

pour i = 1,2. On suppose aussi que les quantites c, n2 et b sont connues. De 

Plus les probabilites a q(8,) q(8,) a q(8 2 ) q(8 2 ) sont connues d'avance , 1, 1 , 2 , 2, 1 , 2 

d'apres Ie modele. Il reste a determiner Ie nombre nl de contrats. 
A cette fin, on developpe, en fonction des parametres du modele, les 

expressions de la composante quantifiant la mortalite systematique pour 
chaque v.a. SI, S2 et S. Tout d'abord, on a 

Ensuite, l'expression de Var (E [(S218)]) est donnee par 

Var (E [(S218m = E [(E [(S218)]- E [S2])2] 

2 

L aj (cn2 (1 - q~8j)) - cn2 (1 - q2) f 
j=1 

Enfin, on deduit l'expression suivante pour Var (E [(SI8m: 

Var (E [(SI8)]) 

E [(E [(SI8)]- E [S])2] 

E [(E [(SI18)]- E [SI] + E [(S218)]- E [S2])2] 

2 

Laj (E [(SI18 = ej )]- E [SI] + E [(S218 = ej )]- E [S2])2 
j=1 

qui devient 

Var (E [(SI8m 
2 2 L aj (bnlqi8j) - bnlql + cn2 (1 - q~8j)) - cn2 (1 - q2)) 

j=1 

(3.8) 
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On veut trouver n1 de telle sorte que (3.8) so it nulle. Alors, (3.8) devient 

Var (E [(818m 
2 2 

Laj (bn1 (qti ) -q1) -cn2 (q~ej) -q2)) 
j=l 

001 (bn 1a 2 (qie,) - qie2 )) - cn2a2 (q~e,) - q~e2)) f 
+002 (bn 1 001 (qie2 ) - qie,») - cn2a1 (q~e2) - q~e,») f 
(001 a~ + a2ai) (bn1 (qie,) - qie2 )) - cn2 (q~el) - q~e2)) f 
O. (3.9) 

II faut que l'interieur de la parenthese en (3.9) so it nul. On isole n1 et on 
obtient 

(3.10) 

L'interpretation du ratio en (3.10) est donnee par 

ecart entre les deux esperances conditionnelles de 82 

ecart entre les deux esperances conditionnelles de 81 divise par n1 . 

Bref, on cherche n1 de telle sorte que l'ecart entre deux esperances 
conditionnelles de 82 soit egal 11 l'ecart entre deux esperances conditionnelles 
de 8 2 . 

Ces notions sont illustrees via l'exemple suivant. 

Exemple 3.40 Les hypotheses sont " 001 = 002 = 0.5 ; portefeuille 1 avec 
n1 contrats (a determiner), prestation de deces bk = 10 000, qie~) = 0.0035, 

qie~) = 0.0025 ; portefeuille 2 avec n2 = 2000 contrats, monta~t de dotation 

p~re Ck = 10 000, q~e~) = 0.04, qie~) = 0.02. 

A partir de ces v;leurs pour le~ parametres du modele, on obtient ni = 
40 000. De plus, on a E [81 ] = 1 200 000, E [82 ] = 19 400 000 et E [8] = 
20 600 000. On obtient aussi 

Var (81 ) = 5.1963 x 1010 (0.189962), 

Var (82 ) = 4.58 x 1010 (0.011031), 

Var (8) = 1.7763 x 1010 (0.00647). 

Le coefficient de variation (valeurs entre parentheses) de 8 est plus bas que 
Ie coefficient de variation de 81 et que Ie coefficient de variation de 82 . 
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Le pOlLrcentage de la variance expliqlLee par la mortalite systematiqlLe pOlLr 
81 , 82 et 8 est var~~~~~1)8)]) = 76.97785 %, var~~((~~1)8)]) = 87.33624 % et 
Var(E[(SI8)]) = 0 

Var(S) . 

En lLn~fiant les delLx portefelLilles (avec le nombre n1 de contrats 
calclLle adeqlLatement), on a relLssi a eliminer le risqlLe systematiqlLe. En 
composant lLn portefelLille d'lLn nombre approprie de contrats d 'asslLrance 
vie temporaire et de contrats d 'asslLrance dotation plLre, on est parvenlL 
a eliminer completement le risqlLe lie a la mortalite stochastiqlLe. Les 
compagnies d 'asslLrance vie ont la possibilite de recolLrir a cette forme de 
COlLvertlLre natlLrelle a.fin d 'eliminer le risqlLe lie a la mortalite stochastiqlLe, 
ce qlLi n'est pas le cas des regimes prives de retraite. Par aillelLrs, compte 
tenlL dlL nombre de contrats d 'asslLrance vie qlLe la compagnie d 'asslLrance 
detient dans son portefelLille, elle pelLt etablir la capacite maximale a 
emettre des contrats d 'asslLrance dotation plLre. D 

3.9 Mutualisation et risque de credit 

Une compagnie d'assurance ou une institution financiere peuvent etre 
exposees 11 des activites d'assurance et de credit. On a recours 11 l'exemple 
simple suivant pour illustrer la mutualisation de ces deux types d'activites. 

Exemple 3.41 Activites d'assurance et activites bancaires. On 
considere l'institlLtion .financiere ABC ayant des activites d 'asslLrance et 
bancaires pendant lLne annee. Le portefelLille d' activites d' aSSlLrance est 
compose de delLx lignes d'affaires : aSSlLrance alLtomobile alLX particlLliers 
(classe 1) et aSSlLrance habitation alLX particlLliers (classe 2). On SlLppose 
qlLe tOlLS les risqlLes individlLels sont independants. Les couts pOlLr lLn 

contrat i de la classe j sont representes par la v.a. Xi(j) (i = 1,2'00" n(j); 
j = 1,2). 

• AsslLrance habitation: Nb de contrats n(l) 

etVar(xp)) =3002 , i= 1,2,oo.,n(1). 

3000, E [XP)] = 100 

• AsslLrance alLtomobile : Nb de contrats n (2) = 2000, E [X?)] = 120 

. ( (2)) _ 2' _ (2) et Val Xi - 400 , Z - 1,2'00" n . 

POlLr lLn contrat i de la classe j, la prime est egale a 1.06 x 1.~4 x E [Xi(j)] 

(i = 1,2'00" n(j) ; j = 1,2). Les revenlLS de primes sont investis a lLn talLX 
annlLel d'interet de 4 %. 

Le portefelLille d 'activites bancaires est constitlLe de certificats de depot 
et de prets personnels. 
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• Certificats de depot 1 an. ABC a em is 1000 certificats de depot avec 
echeance 1 an. Pour chaque certzficat, Ie montant investi est ~.~~ au 
temps O. La valeur remboursee a l'echeance est 500. 

• Prets personnels 1 an. ABC a emis 650 prets personnels avec 
echeance 1 an. Pour chaque pret, la valeur pretee est ~.~~. Chaque 
emprunteur do it rembourser 800 a echeance. La probabilite de defaut 
est de q = 2.5 %. En cas de defaut, l'emprunteur n'est pas en mesure 
de rembourser Ie montant de 800. La valeur remboursee au temps 
1 par l'emprunteur I (I = 1,2, ... ,650) est representee par la v.a. 
Yi OU Yi = 800 X J1, J1 rv Bern (1 - q) (I = 1,2, ... ,650). Tous 
les emprunteurs sont independants. Les activites d 'assurance et les 
activites bancaires sont independantes. 

On utilise les notations et hypotheses suivantes : 

• P = revenu total des primes d 'assurance accumulees au temps 1. 

• S = montant total des sinistres que ABC devra rembourser au temps 
1. 

• D = montant total des versements que ABC doit faire par rapport 
aux certi.ficats de depot au temps 1. 

• C = montant total des prets qui seront rembourses a ABC par les 
emprunteurs au temps 1. 

• L = penes au temps 1 = montant total des engagements a verser au 
temps 1 - montant total des sommes disponibles au temps 1 (pour 
payer ces engagements). 

On de.finit L = S - P + D - C OU S et C sont des v. a. alors que P et 
D sont des constantes. Ainsi, pour les activites d'assurance, les entrees de 
fonds sont certaines et les sorties de fonds (sinistres) sont aleatoires. Pour 
les activites bancaires, les sorties de fonds sont certaines et les entrees 
de fonds (remboursement des prets) sont aleatoires. L'esperance de Lest 
donnee par 

E[S] 
P 

D 

E [L] = E [S] - P + D - E [C] = -39 400, 

3000 x 100 + 2000 x 120 = 540 000, 

1.06 x E [S] = 1.06 x (3000 x 100 + 2000 x 120) = 572 400, 

500 000 et E [C] = 507 000. 
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Ensuite, la variance de Lest 

Var (8) 

Var (C) 

Var (L) 

3000 X 3002 + 2000 X 4002 = 59 000 000, 

650 X 8002 x 0.025 (1 - 0.025) = 10 140 000, 

Var(8) + Var(C) = 600140000. 

En ayant recours a I' approximation normale, la probabilite d 'une perte 
positive est 

Pr (L > 0) 1 - Pr (L -s: 0) "::' 1 - Pr (z -s: - (-39 400) ) 
-yl;==60====0=1=40:::::::::::::=00==0 

0.0538836. 

En utilisant l'approximation normale, les valeurs de VaR", (L) et 
TVaR", (L) avec"" = 99.5 % sont 23 702.04 et 31 446.25. Bien que 
la probabilite d 'une perte positive soit seulement de 5.39 %, la gravite de 
cette perte peut etre tres elevee. Dans cet exemple, on a suppose que les 
defauts lies aux prets personnels sont independants alors qu' en realite ils 
sont dependants. II en resulterait un effet a la hausse sur la TVaR. D 

On presente ci-dessous un exemple illustrant l'impact des effets insidieux 
de titres avec risques de defaut. 

Exemple 3.42 On considere une compagnie d'assurance vie qui a em is 
300000 contrats d'assurance temporaire 1 an. Les durees de vie des assures 
sont i. i. d. Le montant de prestation de deces est de 50. La probabilite de 
deces pour la periode est q = 0.01. Le taux annuel d'interet deterministe 
est i = 0.05 (compte en banque). 

Toutefois, pour diminuer son prix, la prime pour Ie contrat d 'assurance 
est calculee selon Ie principe d 'equivalence avec un taux d'interet ie, i. e. 
PUN = bm. Le taux ic est calcule en supposant que Ie revenu total de 
primes est investi entierement dans un portefeuille de titres a revenus fixes 
comportant un risque de defaut. Ces titres sont des prets individuels d 'un an 
(emis par la compagnie) avec un capital de c = 1 a rembourser a l'echeance 
(1 an). Un emprunteur a une probabilite de defaut de r = 161 de ne pas 
payer Ie capital a echeance (en cas de defaut, l'emprunteur ne remboursera 
pas Ie capital associe au pret). La valeur pretee par l'institution correspond 
a l'esperance de la valeur presente (actualisee) du montant qui peut etre 
recouvert par la compagnie : 

1- r 1 
VAL = c-- = c--

1 + i 1 + ie' 

att 1 + ic = i~i = l~O? = 1.0605. Le revenu total de primes est note par 
r 101 

'l'()'l' 

PU N TOT et Ie nombre de prets est m = PUV~L 
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Les risqlLes de dejalLt des empruntelLrs sont infllLences par les conditions 
economiqlLes representees par la v.a. 8 OU Pr (8 = 8i ) = 7ri (i = 1,2) avec 
81 = conditions normales et 82 = conditions de crise. POlLr i = 1,2, ... , m, 
on de.finit la v.a. Ii ou Ii = 1 lorsqlLe l'emprlLntelLr i jait de.falLt et I = 0, 
sinon. On a Pr (Ii = 1) = r = 161. On note Pr (Ii = 118 = 8j ) = r(j) avec 

j = 1,2. On .fixe 7rl = 0.9, 7r2 = 0.1, r(1) = 0.009 et r(2) = \~~9 = 0.01801 

de telle sorte qlLe la relation Pr (Ii = 1) = 2:~=1 7rjr(j) = r = 161 soit 
satisjaite. Les conditions economiqlLes infllLencent lLniqlLement les risqlLes 
des empruntelLrs a jaire dejalLt et n'affectent pas les temps de deces des 
aSSlLres. On SlLppose qlLe les risqlLes des empruntelLrs a jaire dejalLt et qlLe 
les dlLrees de vie des aSSlLres sont independants. 

Etant donne les conditions economiqlLes qlLi prevalent, les emprlLntelLrs 
sont conditionnellement independants. On de.finit les v.a. slLivantes : Z (1) 
est la somme totale des prestations de deces a verser alL temps 1 ; V (1) 
est la valelLr dlL portejelLille d'investissement alL temps 1 correspondant a 
la somme totale des prets rembolLrses et de la valelLr residlLelle dans le 
cert~ficat de depot; et L (1) est la perte alL temps 1 avec L (1) = Z (1) -
V (1). On lLtilise l 'approximation normale de jar;on appropriee pOlLr evallLer 
le comportement de Z (1) et V (1) . 

On a PUN = 0.471475719 et VAL = 0.942951438. Il en reslLlte qlLe le 
revenlL total de primes est 

PUNTOT = 0.471475719 x 300 000 = 141442.7157 

et qlLe le nombre de prets est m = 0.471475719x300 000 = 150 000. On 
0.942951438 

determine E [Z (1)] = 150 000 et Var (Z (1)) = 7 425 000. En olLtre, on 
a 

et 

E[V(I)18=81] 

E[V(1)18=8 2 ] 

Var (V (1) 18 = 81) 

Var (V (1) 18 = 82 ) 

148650.0, 

147 298.514851 

1337.85, 

2652.8317. 

On lLtilise l 'approximation normale de jar;on adeqlLate pOlLr calclLler la 
probablite qlLe la perle L (1) soit positive 

Pr (L (1) > 0) Pr(Z(I) - V(I) > 0) 

7rl Pr (Z (1) - V (1) > 018 = 81) 

+7r2 Pr (Z (1) - V (1) > 018 = 82 ) 

7rl Pr (WI> 0) + 7r2 Pr (W2 > 0) , 
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att Wi ~ N(/-1>i,(J;) avec /-1>i E[Z(l)]- E[V(1)18=Bi], (J; 
Var (Z (1)) + Var (V (1) 18 = Bi ) et 

/-1>1 150 000 - 148 650.0 = 1350, 

/-1>2 150 000 - 147 298.5149 = 2701.4851, 

(Ji 7 425 000 + 1337.85 = 7 426 337.85, 

(J~ 7 425 000 + 2652.8317 = 7 427 652.832. 

Avec Y ~ N (0,1), on obtient 

Pr(L(l) >0) P (Y -1350) 
1fl r > ,,17 426 337.85 

+1f 2 Pr Y > -----c============= ( -2701.485149 ) 

,,17 427 652.832 
0.9 Pr (Y > -0.495389) 

+0.1 Pr (Y > -0.991235) 

0.704775. 

Finalement, on deduit VaRO.995 (L (1)) = 8606.515 et TVaRo.995 (L (1)) = 
7728.2. La probabilite d 'une perte positive est tres elevee. D 

3.10 Mutualisation et risques extraordinaires 

On entend par risque extraordinaire les couts couverts par une protection 
offerte aux dommages d'un barrage hydro-elect rique, d'une raffinerie, d'une 
plate-forme d'extraction petroliere, d'un avion, d'un satellite, etc. 

Le mecanisme d'assurance fonde sur la mutualisation des risques ne peut 
pas etre applique 11 ce type de risques. En fait, une compagnie d'assurance 
ne peut pas 11 elle seule assumer un tel risque. Il est impossible d'imaginer 
qu'une compagnie d'assurance dispose de la capacite financiere necessaire 
pour assumer un ensemble de risques relativement similaires. Les risques 
extraordinaires interessent generalement les compagnies de reassurance. 

Ce type de risques d'assurance est legerement different. On imagine un 
groupe de n compagnies de reassurance. On suppose aussi que Ie marche 
compte n risques extraordinaires X l ,X2 ,,,,,Xn 11 assurer. Pour simplifier 
la presentation, on suppose que les v.a. X l ,X2 , ""Xn sont i.i.d., ce qui 
implique que les risques extraordinaires sont independants et que leurs 
comportements aleatoires sont similaires. Donc, on a E [Xi] = E [X] et 
Var (Xi) = Var (X), pour i = 1, 2, ... , n. On sait que chaque compagnie 
de reassurance ne peut pas assumer la totalite d'un seul risque isole, 
par exemple Xl, vu l'ampleur des couts associes. On suppose alors que 
chaque compagnie de reassurance assume une part egale de chaque risque 
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Xi (i=1,2, ... ,n). Ainsi, Ie risque global assume par la compagnie de 
reassurance jest Sj = L:~=l ~Xi' On observe que 

[
n 1 lIn n 

E[Sj] =E L-Xi = - LE[Xi] = -E[X] =E[X] 
n n n 

i=l i=l 

et 

pour j = 1,2, ... ,n. 
Ainsi, pour une compagnie de reassurance j, l'esperance des couts reste 

identique qu'elle assume 1 seul rique ou n parts egales de n risques i.i.d. 
Cependant, quand la compagnie de reassurance assume n parts egales de 
n risques i.i.d., il est important de constater que la variabilite des couts est 
nettement inferieure 11 la variabilite des couts lorsqu'elle decide d'assumer 
en entier un seul contrat. 

3.11 Mutualisation et risque financier 

Lorsque Ie portefeuille de contrats d'assurance est expose au risque 
financier, il en decoule un impact important sur la mutualisation des 
risques. On considere via un exemple l'impact du risque financier sur la 
mutualisation au sein d'un portefeuille d'assurance. 

Exemple 3.43 On suppose que n contrats d'assurance temporaire 1 an 
sont emis a des assures dont les durees de vie sont i.i.d. Pour tous les 
contrats, la prestation de deces est b et la probabilite de deces est q = 0.01. 
Le montant total des prestations a la fin de I' annee est represente par la 
v.a. Sn et la compagnie desire que l'esperance du montant disponible pour 
.financer Sn soit egal a (1 + e) E [Sn] = (1 + e) nbq. La compagnie a Ie 
choix entre 2 strategies de .financement et elle calcule la prime pour chaque 
contrat selon chaque strategie. 

• StraU~gie 1. La compagnie investit Ie revenu total de primes dans 
un placement dont Ie rendement instantane est assure a 4 % (ex " 
titre obligataire avec echeance 1 an). La valeur de l'investissement a 
o est V(1) (0) = n x 7Ti~), soit Ie revenu total des primes. La valeur de 

l'investissement au temps 1 est V(1) (1) 01'1 V(l) (1) = eO.04 x V(1) (0). 
La prime pour chaque contrat est determinee de telle sorte que la 
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relation 

soit satisfaite. On obtient 

• StraU~gie 2. La compagnie investit Ie revenu total de primes dans 
un fonds d'actions dont Ie rendement instantane est une v.a. R. On 
suppose que la v.a. R oMit a une loi normale d'esperance 0.1- ~ x 0.42 

et de variance 0.42 . La valeur de l'investissement a 0 est V (0) = 
n7ri~), soit Ie revenu total des primes. La valeur de l'investissement 

au temps 1 est V (1) OU V (1) = eR x V (0). La prime pour chaque 
contrat est determinee de telle sorte que la relation 

soit satisfaite. On obtient 

7T(2) = ! (1 + 8) E [Sn] = (1 + 8) ~ 
(n) n E [e R ] E [eR ]· 

Pour chaque strategie j = 1 et 2, on calcule p(~j = Pr (Sn ::; V(j) (1)), 
soit la probabilite que la compagnie remplisse ses engagements sous la 
strategie j. On de.finit N n Ie nombre de deces pour Ie portefeuille OU 

N n rv Bin (n, q). Les expressions pour chaque probabilite sont 

et 

p(~j Pr (Sn ::; Vel) (1)) = 

Pr (Sn ::; e-004 (1 + 8) nbq) 

Pr (Nn ::; e-004 (1 + 8) nq) , 
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On fixe b = 10 000 et q = 0.001. Dans Ie tableau suivant, on calcule les 

valeurs de 1fi~) et p(~i pour chaque strategie 1 et 2, pour n = 1000 et 
1 000 000 ainsi que pour differentes valeurs de e : 

n () 7ri~/) 7ri~)) p(\~i p(~i 
1000 20 % 11.52947 10.85805 0.7857589 0.6021846 

1 000 000 20 % 11.52947 10.85805 1 0.6011207 
1000 5% 10.08829 9.500798 0.7857589 0.5468857 

1 000 000 5% 10.08829 9.500793 0.9440612 0·4694943 
1000 0% 9.607894 9.048374 0.7357589 0.527555 

1 000 000 0% 9.607894 9.048874 0.5084094 0·4214691 
1000 -10 % 8.647105 8.143537 0.367695 0·488666 

1 000 000 -10 % 8.647105 8.148587 0.000694 0.822501 

Get exemple permet de visualiser l'interaction du risque financier et de la 
mutualisation de risques independants. Le risque de mortalite se diversifie 
alors que Ie risque financier ne se diversifie pas, car Ie revenu total de 
primes est investi dans Ie meme fonds et que les .fiuctuations aleatoires du 
marche in.fiuencent par consequent l'ensemble des contrats du portefeuille. 
L'impact du risque financier depend a la fois de la marge de securite e 
(negative ou positive) et du nombre de contrats au sein du portefeuille. 

Si on fixe une marge relative de securite strictement positive, on constate 
que la probabilite de remplir les engagements tend vers 1 sous la strategie 
1 lorsque Ie nombre de contrats augmente (ce qui est demontre a la 
sous-section 3.7.3). Toutefois, si I' on choisit la strategie 2, la prime est 
moins elevee car la strategie est plus agressive mais on reduit de far;on 
significative la probabilite de remplir les engagements (pour e = 20 %, 
Pg)ooo 000) = 60.11207 % versus Pg)ooo 000) = 100 %). Si la marge relative 
de securite est strictement negative et sous la strategie 1, la probabilite 
de remplir les engagements tend vers 0 lorsque Ie nombre n de contrats 
augmente. En revanche, comme la strategie 2 est plus agressive, elle permet 
de compenser la presence d 'une marge negative de securite ce qui conduit 
a une probabilite non nulle de remplir les engagements. D 

3.12 Mutualisation et catastrophes naturelles 

Les catastrophes naturelles induisent une forte dependance dans la 
realisation des sinistres d'un ensemble de contrats. La gestion du risque 
global associe a un ensemble de contrats exposes a des catastrophes ne 
peut pas etre faite de fa<:;on similaire a la gestion du risque global d'un 
ensemble de contrats independants. 

On considere un ensemble de n contrats d'assurance habitation dans une 
region exposee a un risque eleve de catastrophe (ex: tremblements de terre, 
inondations, ouragans ou toute autre catastrophe naturelle). 
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Les couts pour Ie contrat i sont definis par la v.a. Xi OU Xi = 
X N- CAT + X CAT OU la va X CAT represente les couts associes 11 

~ 1,' •• 1, 

la protection pour catastrophe et la v.a. X iN -C AT correspond aux 
couts pour les autres protections. Les v.a. Xf -CAT et XfAT sont 
independantes. On a E [Xi] = E [Xf-CAT] + E [XfAT] et Var (Xi) = 
Var (Xf-CAT) + Var (XfAT) . 

On se concentre sur la modelisation de XfAT pour i = 1, 2, ... , n, 
en particulier sur les dommages materiels. La definition de la v.a. XfAT 
comporte trois composantes, qui sont l'avenement d'une catastrophe (la 
frequence), l'intensite de la catastrophe et les dommages materiels etant 
donne l'intensite de la catastrophe. Dans cette section, on a recours 11 une 
modelisation relativement simple. 

Concernant la frequence, on suppose qu'une seule catastrophe peut se 
produire au cours de la periode fixee du contrat (ex: 1 an). On definit la v.a. 
fCAT ~ Bern (qCAT) telle que fCAT prend la valeur 1 si une catastrophe se 
produit au cours de la periode et 0 sinon. En cas de catastrophe, l'intensite 
de la catastrophe est definie par la v.a. 8 CAT , une v.a. positive discrete 
ou continue. Dans Ie contexte des tremblements de terre, 8 CAT represente 
l'echelle d'intensite de Mercali (6, 7, ... , 12). Dans cette section, les v.a. 
8 et fCAT sont supposees independantes, mais cette hypothese n'est pas 
toujours adequate selon Ie contexte (notamment pour les tremblements de 
terre) . 

On definit la v.a. XfAT par 

OU BfAT represente les dommages materiels en cas de catastrophe pour Ie 
contrat i si une catastrophe se produit. La v.a. BfAT (i = 1,2, ... , n) est 
definie par BfAT = UfAT X Ci OU la v.a. UfAT represente Ie pourcentage 
de dommages et la constante Ci represente la valeur de la residence. La v.a. 
UfAT peut prendre des valeurs entre 0 et 1. Le comportement de la v.a. 
Ui depend de l'intensite 8 du tremblement de terre. Sachant que 8 = 8 
(8 = 1,2), les v.a. (Ui 18 = 8) sont conditionnellement independantes. Les 
specifications de la distribution de (Ui 18 = 8) sont etablies en fonction du 
type de catastrophe et des caracteristiques de la propriete i (i = 1,2, ... , n) 
11 partir de donnees passees et des avis d'experts. 

On obtient 

et 
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pour i = 1,2, ... , n. De plus, on a 

pour i -Ij E {1,2, ... ,n}. D'abord, 

avec 

et 

Ainsi, 

E [XyAT XyATI fCAT = 1] 
E [ByAT ByAT] 

m 

L Pr (8 = ez) cicjE [UFAT I8 = ell E [UYAT I8 = ell 
l=l 

ElGAr [fCAT X E [ByAT] E [ByAT]] 

E [fCAT] E [ByAT ByAT]. 

Il en resulte que 

Cov (XfAT,xfAT) 

E [fCAT] E [ByAT ByAT] 
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-E [fCAT] E [ByAT] E [fCAT] E [ByAT] , 

(3.11) 

pour i -Ij E {1,2, ... ,n}. 
Les couts totaux pour Ie portefeuille sont definis par la v.a. S avec S = 

L:~=1 Xi que l'on peut exprimer sous la forme S = SN-CAT + SCAT OU la 
v.a. SN-CAT = L:~=1 X;r-CAT correspond 11 la somme des couts pour les 
protections qui ne sont pas liees aux catastrophes et la v.a. 

n 

SCAT = LXYAT (3.12) 
i=l 

correspond 11 la somme des couts pour les protections liees aux catastrophes. 
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Concernant les couts catastrophiques du portefeuille, on peut reecrire 
(3.12) so us la forme 

SCAT = { D CAT , f = 1 
0, f = 0 

(3.13) 

ou D CAT = L:~=1 BfAT. Selon (3.13), si une catastrophe survient, Ie 
portefeuille va encourir des couts d'une amp leur considerable, representes 
par la v.a. D CAT . Cela est mis en evidence par Ie fait que l'on puisse 
exprimer SCAT selon l'approche indemnitaire. 

Selon l'equation (3.12), on deduit que 

n n 

i=l i=l 

Selon (3.13), on deduit aussi que 

E1GAl [E [SCATI fCAT]] 

E [fCAT] E [DCAT] 
n 

E [fCAT] LE [BfAT]. 
i=l 

En se basant sur (3.12), la variance de SCAT est don nee par 

n n n 

Cov (XCAT X CAT ) , 'J 
i=l i=l j=l,J#i 

ou, en utilisant la relation (3.13), son expression est 

(3.14) 

En developpant (3.14) et (3.15), elles conduisent 11 la meme expression de 
Var (SCAT). 

A partir de la relation (3.13), la fonction de repartition de S5j6f est 
deduite 

Pr (fCAT = 0) + Pr (fCAT = 1) FDcAT (x) 

(1 - qCAT) + qCAT FBi"Al'+, .. +B;;,.~T (x). 

Par consequent, la mutualisation ne permet pas 11 la compagnie d'assurance 
de reduire Ie risque lie aux protections pour catastrophes, car les couts 
totaux se comportent comme les couts d'un risque modelise selon l'approche 
indemnitaire. 
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On mentionne que E [S] = E [SNCAT] + E [SCAT] et 

Var (S) = Var (SNCAT) + Var (SCAT) . 

De plus, la fonction de repartition de S est don nee par 
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Souvent, comme on n'a pas la forme analytique pour F S NCA'1' et 
FSNGAT +DCAT, on a recours aux methodes d'approximation (e.g. methodes 
d'approximation basees sur les moments, methodes recursives, methodes 
par simulation) pour evaluer FSNCAT et FSNCAT +DCAT. 

Exemple 3.44 Une compagnie d'assumnce a em is n contmts d'assumnce 
habitation pour des residences unzfamiliales etablies dans la region FGH 

exposee au risque de tremblements de terre. 
Pour une annee, les cmUs pour ces couvertures sont representes par les 

v. a. xf AT (i = 1, ... , n). Le nombre de tremblements de terre dans la region 
FGH est represente par la v.a. I mt I ~ Bern(0.05). Lorsqu'un tremblement 
de terre se produit dans la region FGH, les couts de sinistres pour le contmt 
i correspondent a la v.a.BfAT (i = 1,2, ... , 500) OU BfAT = Ui X Ci OU la 
v. a. Ui represente le pourcentage de dommage et la constante Ci represente 
la valeur de la residence. La v. a. Ui peut prendre des valeurs entre a et 1. 

Le comportement de la v.a. Ui depend de l'intensite 8 du tremblement de 
terre. Sachant que 8 = j (j E {6, 7, ... , 12}), les v.a. (Ui 18 = j) sont i.i.d. 
avec (Ui 18 = j) ~ Beta (aj,;3j). Les valeurs de (aj,;3j) (j = 6, ... , 12) 
ainsi que les valeurs de la fonction de masse de probabilite de 8 sont 
fournies dans le tableau ci-dessous : 

j exj ,8 i E[Ui 18 = j] Ie (j) 
6 2.00814018 248.889882 0.008 0.75 
7 4·53586'011 297. 854814 0.015 0.10 
8 8.52042656 71.8822668 0.047 0.05 
9 5.1238591 50.57026'1 0.092 0.04 

10 4·12149849 16.6941802 0.198 0.08 
11 6.89215975 21.8548966 0.244 0.02 
12 8.0206'085 l:q8236'33 0.373 0.01 

Les residences ont to utes une valeur de 100. Ainsi, on a E [BfAT] = 2.808, 
Var (BfAT) = 44.03484 et VaRO.99 (BfAT) = 34.3845 (i = 1,2, ... , n). On 
dejinit les cmUs totaux pour les n = 1000 contmts par la v.a. SCAT = 
L:~=1 xf AT. On commence par calculer l' espemnce des cmUs totaux avec 

SCAT = { D CAT , 1=1 
0, 1=0 
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att E [SCAT] = E [DCAT] E [1]. On determine E [DCAT] = 2808 et 
Var (DCAT) = 34 892 990. L'expression de FDcAT (x) est donnee par 

12 

Pr (DCAT -s: x) = LPr (8 = j) Pr (DCAT -s: xl8 = j). 
j=6 

Pour cet exemple se1Liement, on applique l'approximation normale pour 
evaluer Pr (D CAT -s: xl8 = j) pour chaque j = 6,7, ... , 12 en procedant 
comme suit: 

Pr(DCAT-s:X) "-'LPr(8=j)<p . 
12 (x - E [D CAT I8 = j]) 

j=6 JVar (DCAT I8 = j) 

On deduit que VaRo.99 (DCAT) "-' 24890. D 

3.13 Mutualisation et sinistre maximal 

Comme on l'a deja mentionne, Ie choix de la loi du mont ant de sinistre 
peut avoir un impact considerable sur la distribution du mont ant total des 
sinistres d'un portefeuille. Dans Ie prochain exemple, on examine l'effet 
combine de la mutualisation et du choix de la loi d'un mont ant de sinistre 
sur Ie comportement du mont ant maximal de sinistre pour un portefeuille. 
A cette fin, on considere deux lois particulieres, les lois exponentielle et de 
Pareto. 

Proposition 3.45 Les couts totaux pour le portefeuille d'assurance lARD 
sont de.finis par la v. a. Sn rv PC amp (An ; FE) OU An = ,n et n = nombre 
de contrats i. i. d. constituant le portefeuille. Le montant du sinistre le plus 
eleve parmi tous les sinistres produits par le portefeuille est defini par la 
v.a. Cmax,n' L'expression de FCnwx,n est donnee par 

FCnwx,n (x) = PNn (FE (x)) = exp (n, (FE (x) - 1)), 

OU N n rv Pais ({n). En particulier, pour x::::: 0, on a 

FCmax,n (x) = { exp ( -n, (A~X f) , si B rv Pa (0:, A) 
exp (-n,e-;3a) , S2 B rv Exp (;3) 
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Preuve. En conditionnant sur la v.a. N n ~ Pais (rn), qui represente Ie 
nombre de sinistres du portefeuille, l'expression de FCmax,n est don nee par 

00 

FCnmx,n (x) iNn (0) + LiNn (k) Pr (Cmax,n :::; xlNn = k) 
k=l 
00 

k=l 
00 

k=l 
00 

k=O 

exp (n, (FE (x) - 1)) . 

• 
Dans Ie prochain exemple, on illustre Ie resultat de la proposition 3.45. 

Exemple 3.46 Les conditions de la proposition 3.45 sont supposees 
satisiaites. La valeur du parametre , est fixee a 1. Dans les tableaux 
ci-dessous, on illustre le comportement de FCmax,n (x) = 1 - FCmax,n (x), 
en considerant differentes valeurs de n, du parametre a de la loi de Pareto 
et de x. Les parametres sont choisis de telle sorte que E [Nnl = n et 
E [Snl = n x 10. 

x (n = 1) Exp (Tn) Pa(1.1;1) Pa (1.5; 5) Pa (2.1; 11) 

1 x E[SnJ 0.30780 0.06903 0.17506 0.22678 

1.5 x E [SnJ 0.19999 0.04626 0.11750 0.15146 

2 x E[SnJ 0.12658 0.03451 0.08556 0.10731 

2.5 x E [SnJ 0.07881 0.02739 0.06578 0.07958 

3 x E[SnJ 0.04857 0.02262 0.05256 0.06116 

x (n=10) Exp (-Dl) Pa(1.1;1) Pa (1.5; 5) Pa (2.1; 11) 

1 x E[SnJ 0.000456 0.06500 0.09870 0.07498 
1.5 x E [SnJ 0 0.08980 0.05629 0.08506 

2 x E[SnJ 0 0.02885 0.03737 0.02002 

2.5 x E [SnJ 0 0.02267 0.02708 0.01286 

3 x E[SnJ 0 0.01860 0.02077 0.00892 

x (n = 100) Exp (-Dl) Pa(1.1;1) Pa (1.5; 5) Pa (2.1; 11) 

1 x E[SnJ 0 0.04888 0.08488 0.00750 

1.5 x E [SnJ 0 0.03155 0.01987 0.00322 

2 x E[SnJ 0 0.02810 0.01288 0.00178 
2.5 x E [SnJ 0 0.01812 0.00888 0.00111 

3 x E[SnJ 0 0.01485 0.00676 0.00076 
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x (n = 1000) Exp (To) Pa (1.1; 1) Pa (1.5; 5) Pa (2.1; 11) 
1 x E [Sn] 0 0.0,'1902 0.01111 0.00061 

1.5 x E [Sn] 0 0.02516 0.00606 0.00026 
2 x E [Sn] 0 0.01840 0.00394 0.00014 

2.5 x E [Sn] 0 0.01442 0.00282 0.00009 
3 x E [Sn] 0 0.01182 0.00215 0.00006 

Pour interpreter ces resultats, on considere x comme etant Ie revenu de 
primes ou la somme d 'argent que I 'assureur possede pour faire face a 
ses engagements au cours de la prochaine periode. On constate que la 
probabilite que Ie montant du sinistre Ie plus eleve excede Ie double de 
l'esperance des couts demeure elevee meme si l'esperance du nombre de 
sinistres augmente (en supposant que les montants de sinistres obeissent a 
une loi de Pareto). Ainsi, la probabilite est fort elevee qu'un seul sinistre 
(celui dont Ie montant est Ie plus eleve) puisse mettre en perilla solvabilite 
d 'une compagnie. D 

3.14 Notes bibliographiques 

Pour un expose sur les mesures de risque et leurs proprietes, on consultera 
e.g. [1], [4], [81] et [24]. Voir e.g. [11], [21], [22] et [50] pour une synthese 
sur les methodes d'approximation basees sur les moments. L'approximation 
Pareto generalisee a ete prop osee par [104] et appliquee notamment par [74]. 
L'approximation par une loi lognormale est souvent appelee approximation 
Fenton-Wilkinson et elle a ete proposee par [39] et [77]. Les principaux 
resultats de la theOl'ie des probabilites tels que Ie theoreme central limite 
et la loi des grands nombres sont exposes dans tout livre de base sur la 
theorie des probabilites (voir e.g. [53] et [94]). La variante du theoreme 
central limite est fournie dans e.g. [89]. On peut consulter e.g. [16] et [74] 
pour une introduction sur les modeles de risque avec catastrophes. 

3.15 Exercices 

1. On considere un portefeuille de deux contrats dont les couts sont 
definis par les v.a. independantes Xl et X 2 . Les v.a. ont pour support 
{O, 1000,2000,3000,4000, 5000}. On definit les couts pour l'ensemble 
du portefeuille par la v.a. 5 = Xl + X 2 . On dispose de l'information 
suivante : 

k 0 1 2 3 4 5 

FXl (1000k) 0.3 0.5 0.75 0.9 0.96 1 

FX2 (1000k) 0.2 0.5 0.85 0.95 0.98 1 

(a) Calculer fs (0) et fs (1000). 

(b) Calculer VaR", (Xl)' VaR", (X2 ) et VaR", (5) avec"" = 0.25 et 
et 0.995. 
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(c) CalculerTVaR", (Xl)' TVaR", (X2 ) et TVaR", (8) avec"" = 0.25 
et 0.995. 

2. On considere un portefeuille constitue de n contrats d'assurance 
automobile. Les coUts pour Ie contrat i sont representes par la v.a. 
Xi, i = 1,2, ... , n. Les v.a. Xl, ... , Xn sont i.i.d. et elles se comportent 
comme la v.a. X. On suppose que X ~ BNComp(r,q;FB ) , ou 
r = 0.5, q = ~ et B ~ Ga (0.5, 10 ~oo)· 

Les couts pour l'ensemble du portefeuille sont definis par la v.a. 8n = 
Xl+ ... +Xn . 

(a) Indiquer la loi de 8n . 

(b) Calculer l'esperance de X et 8n (en fonction de n). 

(c) Calculer Fx (10 000) et F S200 (10 000 x 200). 

(d) Calculer VaRO.5 (X) et VaRo.gg (X). 

(e) Calculer VaRO.5 (8200 ) et VaROgg (8200 ). 

(f) Calculer TVaRo.5 (X) et TVaRo.gg (X). 

(g) Calculer TVaRo.5 (8200 ) et TVaRo.gg (8200 ). 

3. Les couts totaux pour un portefeuille de n = 20 contrats independants 
d'assurance automobile sont definis par la v.a. 8 = L:~=l Xi. Les 
coUts pour Ie contrat i sont definis par la v.a. 

avec Bi ~ B ~ Exp (40100) (i = 1,2, ... , n). 

(a) Calculer E [Xl], Var (Xl) et Pr (Xl> 8000). 

(b) Calculer E [8], Var (8) et Pr (8) 8000). 

4. Pour la pro chaine annee, la compagnie d'assurance vie ABC Life 
prevoit d'emettre n contrats d'assurance temporaire 1 an. Pour tous 
les contrats, Ie mont ant de la prestation en cas de deces est de 1000. 
Pour tous les assures, on suppose que la probabilite de deces est de 
2 %. Le mont ant reclame pour Ie contrat jest designe par la v.a. Xj 
(j = 1,2, ... , n). On suppose que les v.a. Xl, ... , Xn sont i.i.d. 

(a) Calculer l'esperance du mont ant qui peut etre verse pour un 
contrat. 

(b) La compagnie demande une prime egale 11 2 fois l'esperance pour 
chaque contrat. Pour n = 1, 2, 20 et 50, calculer la probabilite 
que la compagnie n'ait pas suffisamment d'argent pour remplir 
ses engagements envers l'assure. 
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(c) Refaire Ie calcul de (b) pour une prime egale it 3 fois l'esperance. 

5. On definit les couts totaux pour un portefeuille de n = 200 contrats 
d'assurance vie temporaire 1 an par la v.a. Sn = 2::7=1 Xi. Les couts 
pour Ie contrat i sont definis par la v.a. Xi = bdi avec bi = 10 000 
et Ii ~ Bern (qi = 0.0012) pour i = 1,2, ... , n. Les v.a. h, ... , In sont 
independantes. 

(a) Calculer E [Xi], VaRO.995 (Xi) et TVaRO.995 (Xi) pour 
1,2, ... ,n. 

(b) Calculer E [Sn], VaRO.995 (Sn) et TVaRo.995 (Sn). 

(c) Calculer les benefices de mutualisation B6.g§f, (Sn) et B1i.f:9SR (Sn). 

6. Pour la prochaine annee, on suppose que n = 1000 contrats 
d'assurance automobile seront vendus par une compagnie d'assurance 
lARD. Les couts pour un contrat d'assurance automobile (v.a. X) 
sont modelises selon l'approche frequence-severite. Le nombre de 
sinistres obeit it une loi de Poisson avec A = 0.005. Le mont ant d'un 
sinistre obeit it une loi exponentielle de moyenne 1000. Le mont ant 
total des sinistres pour l'ensemble du portefeuille est represente par 
la v.a. Sn = 2::7=1 Xi OU les v.a. Xl, ... , Xn sont i.i.d. (convention: 
Xi ~ X pour i = 1,2, ... , n). On definit Wn = sr:'. 

(a) Pour un contrat ... 

1. calculer E [Xl] et Var (Xl) ; 

ii. calculer Fx, (x), pour X = 0,5,10; 

iii. calculer VaRO.99 (Xl) et calculer TVaRO.99 (Xl)' 

(b) Pour un portefeuille de n = 1000 contrats ... 

i. calculer E [Wn ] et Var (Wn ) ; 

ii. indiquer la loi de Wn et ecrire l'expression de FWn (x) 
111. calculer FWn (x), pour x = 0,5,10 ; 

iv. calculer VaRO.99 (Wn ) et TVaRo.99 (Wn ). 

(c) Calculer les benefices de mutualisation par contrat ~B6.g§f, (Sn) 
et ~B1i.f:9SR (Sn) pour n = 1000. (-14.4044 et 483.6472) 

7. On considere un portefeuille de n contrats d'assurance maladie de la 
region ABC. Les couts totaux pour Ie portefeuille sont definis par la 
v.a. Sn = 2::7=1 Xi OU Xi = les couts pour Ie contrat i, i = 1,2, ... , n. 
Le portefeuille est expose aux conditions climatiques de la region 
ABC qui sont representees par la v.a. 8 E reI, e2 }. Sachant que 
8 = ej , (Xi18 = ej ) ~ Ga (0.25ej ,,6 = 40100) avec el = 1, e2 = 2, 
Pr (8 = el ) = 0.75 et Pr (8 = e2 ) = 0.25. Les couts par contrat sont 
definis par la v.a. Wn = sr:'. 
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(a) Pour un contrat ... 

i. calculer E [Xl] et Var (Xl) ; 
n. ecrire l'expression de FXl (x) et calculer FXl (x), pour X = 

3000 et 5000 ; 

n1. calculer VaRK (Xl) et TVaRK (Xl) pour "" = 0.99. 

(b) Pour un portefeuille de n = 10 contrats ... 

1. calculer E [Wn ] et Var (Wn ) ; 

n. ecrire l'expression de FWn (x) et calculer FWn (x), pour x = 
3000 et 5000 ; 

iii. calculer VaRK (Wn ) et TVaRK (Wn ) pour "" = 0.99. 

(c) On decompose Var (Wn ) en deux termes : composante 
diversifiable = Ee [Var (WnI8)] et composante non diversifiable 
= Yare (E [WnI8]). 

1. Calculer les valeurs des deux composantes pour n = 10 ; 

n. Calculer lim Yare (Wn ), lim Ee [Var (Wn I8)] et 
n---+CX) n---+CX) 

lim Yare (E [WnI8]). 
n---"oo 

iii. Commenter les resultats obtenus des trois limites en regard 
de la mutualisation des risques. 

8. Au debut de l'annee, l'institution financiere ABC a em is 200 
certificats de depot d'un an avec un taux de rendement de 5 %. 
Les certificats de depot ont tous un capital b en vigueur de 1000. 
La valeur payee par les investisseurs individuels correspond it la 
valeur actualisee de b, i.e. depot = iog~. On suppose que l'institution 

ABC versera Ie capital it echeance avec certitude. A la me me date, 
l'institution ABC a emis n = 100 prets d'un an avec un capital c 
en vigueur. Le capital est it rembourser it echeance. Un emprunteur 
a une probabilite de defaut de 2.77 % de ne pas payer Ie capital 
it echeance i.e. en cas de defaut, l'emprunteur ne remboursera pas 
la totalite du capital c du pret. La valeur pretee par l'institution 
correspond it l'esperance de la valeur actualisee du mont ant qui 
peut etre recouvert par l'institution ABC i.e. montant prete = 
1.~5 x 0.9723. Le mont ant c est calcule de telle sorte que Ie mont ant 
total re<:;u en depot est egal au mont ant total prete au debut de 
l'annee. On suppose l'independance entre les emprunteurs et les 
deposants. 

( a) Calculer c. 

(b) Calculer les revenus nets realises par l'institution ABC au 
debut de l'annee si un defaut seulement se realise. Calculer la 
probabilite que cet evenement se realise. 
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(c) Calculer la probabilite que l'institution puisse remplir ses 
engagements. 

(d) On definit la perte L pour l'institution ABC par la difference 
entre Ie mont ant total 11 verser pour les depots et Ie mont ant total 
des remboursements des prets. Calculer l'esperance et l'ecart 
type de L pour n = 1, 10 et 100. 

9. Les couts pour les contrats 1 et 2 d'un portefeuille d'assurance 
pour soins de sante et medicaments sont modelises selon l'approche 
forfaitaire avec Xi rv BComp (1, qi; FEJ OU qi = O.li et Bi rv 

Exp (0.0005i), pour i = 1,2. Les v.a. h, 12 , BI et B2 sont 
independantes. Les couts totaux pour Ie portefeuille sont definis 
par la v.a. 8 = Xl + X 2 . 

(a) Calculer E [8] et Var (8). 

(b) Calculer la probabilite que les couts totaux pour Ie portefeuille 
soient inferieurs 11 4000. 

10. On considere un portefeuille de 20 000 contrats d'assurance habitation 
pour Ie volet protection incendie pour la residence unifamiliale 
seulement. Les couts pour Ie contrat i sont definis par la v.a. Xi, so it 

OU les v.a. Bi,l, B i,2, ... sont i.i.d. et independantes de la v.a. de 
frequence Mi (i = 1,2, ... , n). Par convention, on note Bi,k rv Bi 
(i = 1,2, ... ,n; k = 1,2, ... ). On suppose que Bi = Ui XCi, OU la v.a. 
Ui E [0,1] represente Ie pourcentage de dommage et la constante Ci 

represente la valeur de la residence. Pour chaque i, les v.a. Ui et Mi 
sont independantes. Les residences sont classees selon deux types de 
structures. On a les informations suivantes : 

ElUi] Var (Ui) E[Mi] Var (Mi) 
I Type A 0.2 0.0225 0.021 0.024 
I Type D 0.5 0.0100 OJ135 0.043 

Les residences sont classees aussi selon leur valeur. La repartition des 
contrats selon Ie type et la valeur de la residence est la suivante : 

Valeur = Ci = 200 Valeur = Ci = 300 Total 
Type A 3000 6000 9000 
Type B 7000 4000 11 000 

Total 10000 10000 20000 

Tous les contrats sont supposes independants. On definit les couts 
totaux pour Ie portefeuille par la v.a. 8 20 000 = Xl + ... + X 20 000. 

(a) Calculer E [820 000] et Var (820 000). 
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(b) Evaluer VaRO.99 (S20 000) a l'aide de l'approximation normale. 

11. Un lundi 30 janvier, a 21h42, dans les bureaux de la compagnie 
ABC. Atmosphere tendue. HeloIse et Abelard doivent remettre Ie 
lendemain tot en matinee les resultats pour les n = 25 sinistres 
relatifs a des incendies survenus l'annee precedente mais dont 
on ne connait pas encore les montants. Le montant du sinistre 
i est represente par la v.a. B i , i = 1,2, ... , n. Les v.a. Bl, ... ,Bn 

sont independantes. HeloIse propose que B rv LN (2.08,0.832 ). 

Ils definissent Sn = 2::7=1 B i . Abelard suggere d'approximer la 
distribution de Sn par la distribution de T OU la v.a. T rv LN (" cp2). 
Les valeurs de I et cp sont calculees de telle sorte que E [SnJ = E [TJ 
et Var (Sn) = Var (T). 

(a) Calculer E [SnJ et Var (Sn). 

(b) Calculer I et cpo 

(c) Utiliser l'approximation prop osee pour evaluer VaRO.99 (Sn) et 
TVaRO.99 (Sn). (i.e. on approxime VaRO.99 (Sn) par VaRO.99 (T) 
et TVaRo.99 (Sn) par TVaRo.99 (T)). 

12. Deux contrats d'assurance maladie avec une duree de converture d'un 
an sont emis. Soit la v.a. Xi representant Ie montant qui peut etre 
reclame au cours de la pro chaine an nee pour l'assure i. La probabilite 
qu'au moins une reclamation se produise est de qi = 0.05i (i = 1,2). 
Si au moins une reclamation se produit, Ie montant total Bi (en 
milliers $) oMit a une loi Ga(2i, f3 = 1) (i = 1,2). Pour chaque i 
(i = 1,2), les v.a. Ii et Bi sont independantes. Les v.a. Bi (i = 1,2) 
sont independantes. On definit S2 = Xl + X 2. 

(a) On suppose que les v.a. Ii (i = 1,2) sont independantes. 

1. Calculer E[S2J et Var (S2)' 
ii. Calculer Pr(S2 = 0), Pr(S2 -s: 2) et Pr(S2 > 4). 

iii. Calculer Pr (Xl = 0, X 2 -s: 4) et Pr (Xl> 2, X 2 -s: 4). 

(b) On suppose que Pr(h = 1,12 = 1) = 0.04. 

i. Calculer E[S2J et Var (S2)' 
n. Calculer Pr(S2 = 0), Pr(S2 -s: 2) et Pr(S2 > 4). 

n1. Calculer Pr (Xl = 0, X 2 -s: 4) et Pr (Xl> 2, X 2 -s: 4). 

13. Les coUts totaux pour un portefeuille de n contrats d'assurance lARD 
sont definis par la v.a. Sn = 2::7=1 Xi, OU la v.a. Xi = coUts pour Ie 
contrat i (i = 1, 2, ... , n). Les v.a. independantes Xl, ... , Xn sont i.i.d. 
avec Xi rv X (i = 1,2, ... ,n) OU E[XJ = 2000 et Var(X) = 60002. 
La compagnie d'assurance lARD possede beaucoup de capital. Afin 
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d'augmenter sa part de marche, elle decide de charger une prime 
7ri = 1000 pour i = 1, ... , net de financer cette reduction de prime par 
l'allocation au portefeuille d'un capital u = 1 000 000. La probabilite 
de ruine au cours de la pro chaine annee pour Ie portefeuille est 
1/Jn (u) = Pr (Sn > u + L~=l 7ri). 

(a) En utilisant l'approximation normale, evaluer 1/J1600 (u). 

(b) En utilisant l' approximation normale, determiner Ie nombre n 
de contrats de telle sorte que 1/Jn (u) = 50 %. 

(c) En utilisant l' approximation normale, determiner limn--;oo 1/J n" 

(d) D'apres la reponse obtenue en (c), qu'advient-il pour les activites 
du portefeuille si la compagnie vend un nombre trop important 
de contrats ? Expliquer brievement pourquoi. 

14. Vne compagnie d'assurance veut emettre n contrats d'assurance 
responsabilite medicale. On definit par la v.a. Xi Ie montant qui peut 
etre reclame au cours de la pro chaine an nee pour Ie contrat i, avec 
Xl = (1 + R)Y1 , ... , Xn = (1 + R)Yn, OU Y; ~ BComp (1, 0.2; FE,), 
ou Bi ~ Exp( 110 ), i = 1, ... , n. L'actuaire croit que les coUts encourus 
pour tous les contrats vont etre multiplies par Ie meme facteur 
(1 + R) pour la pro chaine annee, ou Rest une v.a. discrete avec 
Pr (R = 0.1) = 0.7 et Pr (R = 0.3) = 0.3. Les v.a. Y1 , ... , Yn, R sont 
independantes. Le mont ant total des couts pour Ie portefeuille est 
defini par la v.a. Sn = L~=l Xi. 

(a) Pour n = 4, calculer Pr(X1 = 0, X 2 = 0, X3 -s: 20, X 4 -s: 20). 

(b) Pour n = 2, calculer Pr( Sn -s: 20). 

(c) Pour n = 100, calculer Pr(Sn -s: 300) en utilisant l'approximation 
normale de fagon appropriee. 

15. On considere Ie portefeuille d'une compagnie d'assurance lARD. 
Le portefeuille est compose de deux lignes d'affaires : assurance 
automobile aux particuliers et assurance habitation aux particuliers. 
On suppose que tous les risques individuels sont independants. 

Informations utiles : 

• Assurance habitation: Modele frequence-severite pour les couts 
pour un contrat. Le mont ant d'un sinistre est en multiple de 
1000. 

Classe Nb E[M] Var(M) E[B] Var (B) E[X] Var (X) 
1 600 0.02 0.02xO.9S 100 3300 2 69.92 
2 400 0.04 0.04xO.96 150 7500 6 311.52 
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• Assurance automobile: Modele frequence-severite pour les couts 
pour un contrat. 

Classc Nb E[M] Var(M) E[B] Var (B) E[X] Var (X) 
1 600 0.02 0.02 20 500 0.4 18 
2 900 0.04 0.04 10 200 0.4 12 

L'actuaire veut etablir Ie capital economique pour chaque ligne 
d'affaires et pour Ie portefeuille en entier. Il utilise l'approximation 
normale. 

(a) Calculer Ie capital economique pour chaque ligne d'affaires en 
ayant recours a la mesure VaR avec"" = 95 %. Refaire Ie calcul 
avec la mesure TVaR avec"" = 95 %. 

(b) Calculer Ie capital economique pour Ie portefeuille en entier en 
ayant recours a la mesure VaR avec"" = 95 %. Refaire Ie calcul 
avec la mesure TVaR avec"" = 95 %. 

16. Vne compagnie d'assurance veut emettre des contrats d'assurance 
automobile. On definit par la v.a. Xi Ie montant qui peut etre reclame 
au cours de la pro chaine annee pour l'assure i, OU i = 1, ... , n (Note: 
Xi peut etre nulle). Les v.a. Xl, ... , Xn sont independantes mais elles 
ne sont pas identiquement distribuees. Soient les nombres positifs 
a, b, c, d fixes (tels que a::; bet c::; d). On suppose que a ::; E[Xil ::; b 
et c ::; Var[Xil ::; d, pour tout i = 1,2, ... , n. La prime chargee pour 
chaque contrat i est 1fi = (1 + 8)E[Xil pour i = 1, ... , n. On definit 
Sn = Xl + ... + X n. Soit la probabilite de ruine 1/Jn (u) definie par 

1/Jn (u) = P(Sn 2 somme des primes + u), 

OU u est Ie capital initial. 

(a) Si 8 > 0, montrer que 1/Jn (0) ----+ 0 quand n ----+ 00. 

(b) Si 8 < 0, montrer que 1/Jn (0) ----+ 1 quand n ----+ 00. 

17. On considere un portefeuille de contrats d'assurance temporaire 1 an 
dans une meme region geographique. La repartition du portefeuille 
est don nee dans Ie tableau ci-dessous : 

Classc j qU) pU) n U ) bU ) 

1 0.004 0.996 3000 500 
2 0.008 0.992 2000 200 

Les contrats sont identiquement distribues au sein d'une meme 
classe. Les probabilites de deces des assures sont influencees par les 
conditions climatiques de la region. Les conditions climatiques de la 
region affectent l'ensemble du portefeuille et elles sont representees 
par la v.a. e E {81 ,8d, ou (81 = norm ales et 82 = mauvaises), 
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avec Pr (8 = 81 ) = 0.8 et Pr (8 = 82 ) = 0.2. On definit par prJ) 
la probabilite de survie dans les tables selon la classe j (j = 1,2). 
Sachant que 8 = 81 , la probabilite conditionnelle de survie pour 

un assure de la classe jest (p(j)) 1. Sachant que 8 = 82 , la 
probabilite conditionnelle de survie pour un assure de la classe 

jest (p(j)) 3. Sachant les conditions climatiques, les contrats sont 
conditionnellement independants. Le mont ant total des sinistres pour 
Ie portefeuille est defini par la v.a. S. On utilise l'approximation 
normale de fa<:;on appropriee pour evaluer Fs. 

(a) Calculer l'esperance de nombre de deces. 

(b) Calculer l'esperance et la variance de S. 

(c) Developper l'expression de la fonction de repartition de S et de 
son approximation. 

(d) Evaluer la probabilite que Ie mont ant total des sinistres pour Ie 
portefeuille excede son esperance. 

(e) Evaluer la VaRO.99 (S), puis determiner Ie capital economique 
associe au portefeuille. 

(f) Evaluer la TVaRo.99 (S), puis determiner Ie capital economique 
associe au portefeuille. 

18. On suppose que n = 400 contrats d'assurance temporaire 1 an sont 
emis it des assures dont les durees de vie sont i.i.d .. Pour tous les 
contrats, la prestation de deces est de 20 000. La probabilite de deces 
est q = 0.005. Le mont ant total des prestations it la fin de l'annee 

est represente par la v.a. S~n6T' La compagnie a Ie choix entre deux 
primes calculees selon des strategies de placement differentes. 

Selon l'approche A, la prime pour chaque contrat est egale it 

7T(A). On definit 7T(A) = lv x (1 + 8) E [Sen) ] OU v = e-O.04 et 
(n) (n) n TOT , 

8 = 20 %. En supposant que la compagnie invest it Ie revenu total des 
primes dans un placement dont Ie rendement instantane est assure 
it 4 % (ex: titres obligataires 1 an), peA) represente la probabilite 
que la compagnie remplisse ses engagements. La valeur V (0) de 
l'investissement au temps 0 est Ie revenu total des primes. Au temps 
1, la valeur de l'investissement est V(I), OU V(I) = eO.04 x V(O). 

On cherche peA) = Pr (S~n6T ::; V (1)) . 

D'apres l'approche B, la prime pour chaque contrat est egale it 7Ti~}. 

La valeur de 7T(n) est definie par 7Ti~} = ~v x (1 + 8) E [S~n6T]' OU 

v = e-E[R] et 8 = 20 %. En supposant que la compagnie invest it 
Ie revenu total de primes dans un fonds d'actions dont Ie rendement 
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instantane est une v.a. R (ex: fonds indiciel), pCB) est la probabilite 
que la compagnie remplisse ses engagements. On suppose que la v.a. 
R = 0.3 - Y, OU Y rv Ga(a = 1.523,/J = 6.598). Au temps 0, la 
valeur de l'investissement est V (0), qui correspond au revenu total 
des primes. La valeur de l'investissement au temps 1 est V (1) OU 

V (1) = eR x V (0). On cherche pCB) = Pr (S~n6T :::; V (1)) . 

( ) C 1 1 [S(n)] (A) (B) 
a a cu er E TOT' K(n) , K(n)' 

(b) Calculer peA) et p(B). 

19. Les pertes totales pour Ie portefeuille d'une institution financiere est 
definie par la v.a. L = L1 + L2 OU L1 correspond aux pertes pour 
les activites d'assurance et L2 represente les pertes pour les activites 
bancaires. 

Les pertes pour les activites d'assurance sont definies par L1 = S - P 
avec 

S ",100 ",100 , • = L..,i=l Xi = L..,i=l 1000 X Ii : couts totaux pour 100 contrats 
d'assurance vie temporaire 1 an avec une prestation de deces de 
1000 (tous les assures sont independants) ; 

• p = 5000 : montant total de primes pour financer les couts 
d' assurance. 

Les pertes pour les activites bancaires sont definies par L2 = D - T 
avec 

• D = 5000 : mont ant total des sommes it rembourser pour les 
certificats de depot ; 

• T = L~=l Yi = L~=l 1000 X Ji : mont ant total des remboursements 
pour 6 prets (tous les emprunteurs sont independants). 

Hypotheses: Ii rv Bern (210) (i = 1,2, ... , 100) ; Ji rv Bern (~) (i = 
1,2, ... ,6) ; les v.a. h, ... , hoD, J1, ... , J6 sont independantes. 

(a) Calculer Pr (L1 > 0) et Pr (L2 > 0). Interpreter ces deux 
probabilites. 

(b) Indiquer les valeurs possibles que peut prendre la v.a. L. 

(c) Calculer Pr (L = 1000k), pour k = -6, -5, ... , -1, O. 

(d) Calculer Pr (L > 0). 

20. Pour la prochaine annee, Ie marche est compose des compagnies 
d'assurance vie ABC et DEF, qui offrent des contrats d'assurance vie 
temporaire 1 an. Pour la prochaine annee, on prevoit que 2n nouveaux 
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assures vont acheter des contrats d'assurance vie temporaire 1 an 
pour la premiere fois. Pour calculer les primes des contrats, les deux 
compagnies ont acces aux memes donnees, recueillies au cours de 
l'annee precedente et presentees, selon la classe, dans Ie tableau 
suivant : 

Classe 1 Classe 2 Les deux classes 
Nb de contrats 14 432 13 943 28375 

Nb de dcccs 124 351 475 

Estimation de q ~ ~ &s 
Les classes sont basees sur des caracteristiques facilement observables 
et connues des deux compagnies lors de l'emission d'un contrat. Le 
parametre q represente la probabilite de deces. Pour tous les 2n 
contrats, Ie mont ant de prestation est b = 1000. L'actuaire de la 
compagnie ABC charge des primes qui ne tiennent pas compte des 
caracteristiques observables. L'actuaire de la compagnie DEF charge 
des primes qui tiennent compte des caracteristiques observables. 
Pour les deux compagnies, la prime chargee est egale a 120 % de la 
prime pure. Tous les 2n nouveaux assures demandent une evaluation 
aux deux compagnies d'assurance et choisissent la plus petite prime. 
Les 2n nouveaux assures se repartissent egalement dans les deux 
classes. La probabilite de ruine pour la compagnie ABC (et DEF) 
est 1j;~BC (u) (et 1j;~EF (u)) avec un surplus u = o. 

(a) Calculer les primes possibles qui peuvent etre demandees par 
chaque compagnie d'assurance. 

(b) Pour la compagnie ABC, calculer Ie revenu total de primes 
(motiver brievement votre reponse). Quelle est la valeur (exacte) 
de 1j;~BC (0) pour n = 200 ? 

(c) Pour la compagnie DEF, calculer Ie revenu total de primes 
(motiver brievement votre reponse). Quelle est la valeur (exacte) 
de 1j;~EF (0) pour n = 200 ? 

(d) Sans utiliser l'approximation normale, demontrer vers quelle 
limite tend 1j;~BC (0) quand n ---+ 00. Commenter brievement 
votre resultat. Refaire pour 1j;~EF (0). 

21. On considere un portefeuille de 100 contrats d'assurance vie em is dans 
une region donnee. Pour tous les contrat s, Ie mont ant de prestation 
est 10 000. On suppose que les temps des deces sont identiquement 
distribues et qu'ils sont affectes par les conditions climatiques. Les 
conditions climatiques sont representees par la v.a. 8 OU 8 E {81, 8d 
avec Ie (81 ) = 0.8 et Ie (82 ) = 0.2. Les v.a. d'occurrence h, ... , hoo 
sont definies de telle sorte que Pr (Ii = 118 = 81 ) = 0.005 et 
Pr (Ii = 118 = 82 ) = 0.03. De plus, sachant que 8 = 8j , les v.a. 
(h18 = 8j ), ... , (In 18 = 8j ) sont conditionnellement independantes. 
On definit les couts totaux pour Ie portefeuille par la v.a. S. 



3.16 Reponses 167 

(a) Calculer E [8] et Var (8). 

(b) Calculer Pr (8 = 20 000). 

(c) Calculer VaRO.99 (8) et TVaRo.99 (8). 

22. Soient les v.a. independantes Xl, ... , Xn representant les couts de 
n contrats d'un portefeuille d'une compagnie d'assurance lARD. On 
suppose que Xi rv BNCamp (7", q; FE) ou 7" = 0,4, q = 0.8, B rv 

Pa (2.1, 22000), i = 1,2, ... , n. La prime pour un contrat est egale 11 
120 % de l'esperance des couts pour un contrat. 

( a) Calculer la probabilite que les couts pour un contrat soient nuls 
ainsi que l'esperance des couts pour un contrat. (0.9146, 2000) 

(b) On suppose que n = 500 contrats seront emis. 

i. Determiner Ie revenu total des primes pour Ie portefeuille. 

11. Calculer la probabilite que Ie mont ant de sinistre Ie plus 
eleve du portefeuille excede Ie revenu total des primes. 

111. Utiliser l'approximation pour les distributions heavy tailed 
pour evaluer approximativement VaRO.9999 (8n ) OU 8n = 
L~=l Xi. 

3.16 Reponses 

1. Reponses 11 la question 1 : 

2. 

3. 

(a) 0.06 et 0.19 

(b) K, = 0.25 : 0, 1000 et 2000 ; K, = 0.995 : 5000, 5000 et 8000 

( c) K, = 0.25 : 2120.0, 1626.67, 3813.33 ; K, = 0.995 : 5000 ; 5000 et 
8800 

Repo11ses 11 la questio11 2 : 

(a) 7" = 0.5n, q = ~ 
(b) 500 et 500n 

(c) 0.9836 et 1 

(d) o et 14 184.01 

(e) 95 586.21 et 211 586.3 

(f) 1000 et 23 283.01 

(g) 131 492 et 233 072 

Reponses 11 la question 3 : 
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4. 

5. 

6. 

(a) 40, 320 000, 0.0014 

(b) 800, 6 400 000, 0.0297 

Reponses 11 la question 4 : 

(a) 20 

(b) 0.02, 0.0396, 0.3324, 0.0784 

(c) 0.02, 0.0396, 0.0599, 0.0178 

Reponses 11 la question 5 : 

(a) 12, 0, 2400 

(b) 2400, 20 000, 24 038.47 

(c) -20000 et 455 961.53 

Reponses 11 la question 6 : 

(a) Pour un contrat ... 

1. 5 et 10 000 
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ii. 0.995013 ; 0.995037 ; 0.995062 

iii. 0 ; 500 

(b) Pour un portefeuille de n = 1000 contrats ... 

i. 5 et 10 
n. Aucune reponse 

iii. 0.006738 ; 0.563917 ; 0.925608 

iv. 14.4044 et 16.3528 

(c) -14.4044 et 483.6472 

7. Reponses 11 la question 7 : 

(a) On obtient : 

1. 1250 et 5 187 500 

ii. 0.8699 et 0.9361 

iii. 10 945.27 et 14 428.39 

(b) On obtient les valeurs suivantes : 

i. 1250 et 687 500 

ii. 0.9592; 0.9986 

iii. 3884.84 et 4461.46 

( c) On 0 btient les valeurs suivantes : 

i. 500 000 et 187 500 
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ii. 187 500, 0 et 187 500 

iii. Aucune reponse 

8. Reponses a la question 8 : 

(a) 2056.978299 

(b) 203 641.02 et 0.171675396 

(c) 0.474034178 

(d) 0,0 et 0 ; 33 757.4581, 10675.04556 et 3375.74581 

9. Reponses a la question 9 : 

(a) 400 et 1 120000 

(b) 0.980829 

10. Reponses a la question 10 : 

(a) 55 580 et 8049450 

(b) 62 190.57177 

11. Reponses a la question 11 : 

(a) 169.4402 et 1897.776 

(b) 5.100496 et 0.2529992 

( c) 295.6156 et 323.1212 

12. Reponses a la question 12 : 

(a) On obtient : 

i. 0.5 et 2.13 

ii. 0.855, 0.8954 et 0.0492 

iii. 0.90882 et 0.01942 

(b) On obtient : 

i. 0.5 et 2.69 

ii. 0.89, 0.905175 et 0.058329 

iii. 0.92399 et 0.013261 

13. Reponses a la question 13 : 

(a) 0.9937903 

(b) 1000 

(c) 1 

169 
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(d) Aucune reponse 

14. Reponses 11 la question 14 : 

(a) 0.5952829 

(b) 0.923708 

(c) 0.829875333 

15. Reponses 11 la question 15 : 
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(a) 671.293,241.743,816.235 et 303.1556 

(b) 713.494959 et 894.751464 

16. Reponses 11 la question 17 : 

(a) 39.094643 

(b) 12 850.3002 et 58 340 308 

(c) Aucune reponse 

(d) 0.222600 

(e) 32 836.09 et 19 985.79 

(f) 34 202.82 et 21 352.52 

17. Reponses 11 la question 18 : 

(a) 40000, 115.29 et 111.97 

(b) 0.3233 et 0.6379 

18. Reponses 11 la question 19 : 

(a) 0.3840 et 0.2632 

(b) Aucune reponse 

(c) -6 : 0.001983 ; -5 : 0.012815 ; -4 : 0.040900 ; -3 : 0.085947 ; 
-2 : 0.133782 ; -1 : 0.164530 ; 0 : 0.166532 

(d) 0.3935112 

19. Reponses 11 la question 20 : 

(a) 20.088, 10.3104 et 30.2088 

(b) 4017.6 et 0.5678931 

(c) 2062.08 et 0.2473173 

(d) Aucune reponse 

20. Reponses 11 la question 21 : 
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(a) 10 000 et 10 0002 X 1.98 

(b) 0.105606107 

(c) 60000 et 69 216 

21. Reponses it la question 22 : 

(a) 0.9146,2000 

(b) On obtient les valeurs suivantes : 

1. 1 200000 

11. 0.010786 

111. 11 359 983 

171 



4 
Principes de calcul de la prime . ~ 

maJoree 

4.1 Introduction 

Soit une v.a. X representant les couts couverts par un contrat d'assurance 
et dont l'esperance est E [Xl < 00. Au chapitre 2, on a vu que la prime 
pure pour un contrat d'assurance correspond it l'esperance E [Xl des couts 
associes it un contrat d'assurance. En 3.7.3, on a demontre l'importance 
de charger une prime, dite la prime majoree II (X), qui est strictement 
superieure it la prime pure. Le principe de calcul de la prime majoree est 
une regIe visant it calculer cette prime pour un contrat d'assurance. Dans 
Ie calcul de la prime pure et de la prime majoree, on ignore les marges pour 
depenses et les marges pour Ie profit. 

Dans ce chapitre, on presente les proprietes desirables pour les principes 
de prime et on expose ensuite les principes de calcul de la prime majoree. 
On termine avec des exemples numeriques. 

4.2 Proprietes desirables d'un principe de calcul de 
la prime majoree 

Dans cette section, on presente les principales proprietes desirables pour 
les principes de calcul de la prime majoree. La liste n'est pas exhaustive. 

Propriete 4.1 Marge de securite positive (P1). Selon ce principe, la 
prime majoree do it etre superieure a la prime pure II (X) ::;-. E [Xl. 
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Comme il est demontre it la section 3.7.3, la prime majoree doit inclure 
une marge de securite positive pour eviter l'insolvabilite. 

Propriete 4.2 Exclusion de marge de securite non justifiee (P2). 
Pour une constante a > 0, on dit avoir II (a) = a. 

La prime ne doit pas inclure de marge injustifee dans Ie cas OU les couts 
pour un contrat correspondent it une valeur constante, puisque Ie contrat 
ne comporte pas de risque. 

Propriete 4.3 Additivite (P3). SoientXI , X 2 deuxrisques independants. 
On doit avoir II (Xl + X 2) = II (Xl) + II (X2). 

Lorsque ce principe est satisfait, il n'y pas d'avantage (ou desavantage) 
pour un assure ou pour la compagnie d'assurance it segmenter Ie risque 
couvert en plusieurs composantes de risque. 

Propriete 4.4 Sous-additivite (P 4). Soient Xl, X 2 deux risques. On 
doit avoir II (Xl + X 2) -s: II (Xl) + II (X2). 

Ce principe previent qu'un individu ou une compagnie d'assurance 
partage un risque en deux et qu'il en tire avantage. De plus, la mutualisation 
des couts de plusieurs contrats doit conduire it une reduction des primes 
demandees pour l'ensemble des contrats. 

Propriete 4.5 Invariance d'echelle (P5). Pour une constante a > 0, 
on dit avoir II (aX) = all (X). 

Le changement d'echelle (e.g. changement d'unite monetaire) ne doit pas 
avoir d'impact sur la valeur de la prime. Cette propriete est aussi appelee 
la propriete d'homogeneite. 

Propriete 4.6 Invariance a La translation (P6). Pour une constante 
a> 0, on dit avoir II (X + a) = II (X) + a. 

Si l'on augmente les couts associes au risque d'une constante, on s'attend 
it ce que la prime augmente d'un mont ant identique. 

Propriete 4.7 Maximum (P7). Si les couts associes a un contmt ne 
peuvent exceder une valeur X max , alors on do it avoir II (X) -s: X max . 

Si les couts pour un contrat n'excede pas un mont ant X max , il serait 
injustifie que la prime majoree so it superieur it ce montant. 

4.3 Principaux principes de calcul de prime 

Dans cette section, on aborde les principaux principes de calcul de la prime 
majoree. La prime majoree, notee II(X), s'exprime comme la somme de la 
prime pure et de la marge pour Ie risque i.e. II(X) = P P (X) + M R (X). 
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4.3.1 Principe de la valeur esperee 

On definit la prime majoree II(X) par II (X) = (1 + "') E (X) = E (X) + 
",E (X), OU '" > 0, pour eviter la ruine certaine. On en deduit que la marge 
de securite M R (X) est egale a ",E (X). Le principe de la valeur esperee 
satisfait aux proprietes PI, P3, P4, P5. La propriete P2 n'est pas satisfaite. 
En effet, si X = a, alors II (X) = II (a) = (1 + TJ) a> a. De plus, 

II (X + a) = (1 + TJ) E [Xl + (1 + TJ) a> II (X) + a, 

ce qui implique que la propriete P6 n'est pas rencontree. Ainsi, Ie principe 
est invariant au changement d'echelle (P5) mais n'est pas consist ant (P6). 
La propriete P7 est satisfaite si '" n'excede pas 'ilxl-I, pour Xmax < 00. Ce 
principe a pour inconvenient de ne pas tenir compte de la variabilite et de 
la nature specifique de la v.a. X. Le principe est tres simple d'application. 

4.3.2 Principe de la variance 

On definit II(X) par II (X) = E (X) + ",Var (X) , ou '" > O. Dans ce cas, la 
prime de securite M R(X) est egale a M R(X) = ",Var (X). Les proprietes 
PI, P2, P3 et P6 sont satisfaites. La principe de la variance est additif dans 
Ie cas de risques Xl et X 2 non correles. Le principe est sous-additif a la 
condition que les risques Xl et X 2 soient negativement correles. Comme 
on a 

II (aX) = aE [Xl + ",a2Var (X) # all (X), 

Ie principe de la variance n'est pas invariant au changement d'echelle. La 

propriete P7 est satisfaite si '" n'excede pas Xnv:«~\Xl - 1, pour Xmax < 00. 

4.3.3 Principe de l'ecart type 

La prime majoree est obtenue avec II (X) = E (X) + ",vVar (X), ou '" > O. 
La marge de securite est donnee par M R (X) = ",vVar (X). On se do it de 
preciser que la valeur de '" change avec Ie principe de prime et egalement 
du nombre de contrats que l'assureur prevoit emettre. Les proprietes PI, 
P2 et P6 sont satisfaites. La principe de l'ecart type n'est pas additif et 
n'est pas sous-additif. Puisque l'on a 

II (aX) = aE [Xl + ",avVar (X) = all (X) , 

Ie principe de l'ecart type est invariant au changement d'echelle. La 

propriete P7 est satisfaite si '" n'excede pas X~l - 1, pour Xmax < 00. 
Var(X) 
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4.3.4 Principe de la VaR 

On obtient Ie montant de la prime majoree II (X) selon Ie principe de la 
VaR par II (X) = VaRK (X), OU "" est eleve (e.g."" = 95,99,99.5,99.9 %). 
La marge de securite MR (X) est definie par MR (X) = VaRK (X)-E (X). 
Les proprietes 2, 5, 6 et 7 sont satisfaites. Comme on Ie sait, la VaR n'est 
pas une mesure sous-additive et par Ie fait meme elle n'est pas additive. 
Pour certaines valeurs de "", on a VaRK (X) ::; E [X], ce qui conduit 11 
introduire une marge de securite negative. 

4.3.5 Principe de la TVaR 

On obtient Ie montant de la prime majoree II (X) selon Ie principe 
de la TVaR par II(X) = TVaRK(X), OU "" est eleve (e.g."" = 95, 
99, 99.5, 99.9 %). La marge de securite MR (X) est definie par 
M R (X) = TVaRK (X) - E (X). Toutes les proprietes sont satisfaites. 

4.3.6 Approche top-down et principes adaptes de la VaR et de 
la TVaR 

Dans les principes de la VaR et de la TVaR, on ne tient pas compte 
du nombre de contrats potentiels qui peuvent etre emis. En se basant 
sur l'approche top-down, on adapte ces deux principes en determinant la 
prime glob ale pour n risques que l'on repartit ensuite parmi les n risques. 
Lorsque les risques sont identiquement distribues, cela revient 11 appliquer 
les principes de la VaR ou de la TVaR avec la v.a. Wn plutot que sur la v.a. 
X seulement OU Wn = x, + ... +x", OU les v.a. Xl, ... , Xn sont identiquement 

n 
distribuees Xl rv ... rv Xn rv X. L'expression de la prime majoree II (X) 
est donnee par II (X) = VaRK(Wn) ou II (X) = TVaRK(Wn), OU "" est 
eleve (e.g."" = 95, 99, 99.5, 99.9 %). 

La prime calculee avec VaRK (Wn) satisfait les proprietes 2, 5, 6 
et 7, et la prime obtenue 11 l'aide de TVaRK (Wn) satisfait 11 toutes 
les proprietes. Notamment, elle profite de fa<:;on significative de la 
mutualisation des risques. L'economie qui resulte de la mutualisation 
est TVaRK (Wn) - TVaRK (X). 

4.3.7 Principe exponentiel 

On obtient Ie montant de la prime majoree II (X) selon Ie principe 
exponentiel par II (X) = ~ In {Mx ("")} avec"" > O. Le principe exponentiel 
satisfait 11 toutes les proprietes desirables. 
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4.3.8 Lien entre le principe de la variance et le principe 
exponentiel 

Le developpement du logarithme de la f.g.m. est 

177 

ou les termes I<>,m sont appeles les cumulants. Les termes I<>,m sont definis 
par 

I<>,m = -----;:;:;-lnE [etX ] . d
m 

I 
dt t=O 

On deduit que 1<>,1 = E [Xl et 1<>,2 = Var (X). On peut approximer la prime 
calculee selon Ie principe exponentiel par 

1 1 ( a2 ) a II (X) = -lnE [eax ] c:::c - aE [Xl + ,Var (X) = E [Xl + I" Var (X), 
a a 2. 2. 

et on reconnait Ie principe de la variance. 

4.4 Exemple 

On illustre les principes de la section 4.3 dans l'exemple suivant. 

Exemple 4.8 On suppose que X rv BNComp(r,q;FB ) avec B 
Exp (j3) et 

E [eaX ] = q ( ) 

r 

( 1 - (1 - q) (6~a) ) 
Pour r = 0.2, q = 0.5 et j3 = 10100' on deduit que E [Xl = 200 et Var (X) = 
600 000. La prime pure est 200. Les valeurs de primes majorees selon les 
differents principes sont fournies dans le tableau suivant : 

Principes II (X) 
Valeur esperee (I<>, = 0.2) 240 
Ecart type (1<>,1 = 0.2) 256.98 
Ecart type (1<>,2 = 0.2) 265.28 
Variance (I<>, = 0.00005) 230 
Exponentiel (I<>, = 0.0001) 235.57 
VaR (I<>, = 0.99) 4001.34 
TVaR (I<>, = 0.99) 5679·49 
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Les valelLrs calclLlees selon les principes de la VaR et TVaR sont exactes. 
Le principe adapte de la VaR avec n = 1000 et I'>, = 0.99 donne 
II (X) = VaRO.99 (WlOOO ) = 260.3677 (valelLr exacte) et le principe 
adapte de la TVaR avec n = 1000 et I'>, = 0.99 mene a lLne prime majoree 
II (X) = TVaR099 (WlOOO ) = 270.0610 (valelLr exacte). POlLr le principe 
de l 'ecart type, le parametre 1'>,1 (01L 1'>,2) a ete calclLle en appliqlLant le 
principe adapte de la VaR (01L TVaR) OU l'on evallLe VaRO.99 (WlOOO ) (01L 
TVaRo.99 (WlOOO )) conjointement avec l'approximation normale. Selon 
les valelLrs obtenlLes, les valelLrs de primes calclLlees selon le principe 
de la variance et le principe exponentiel sont semblables. La disparite 
entre les valelLrs prodlLites avec ces delLx principes alLgmentent avec 
le parametre a. Il est interessant de comparer les valelLrs exactes et 
approximatives (avec l' approximation normale) de la prime majoree selon 
le principe adapte de la VaR (01L de la TVaR). Enfin, l'economie dlLe 
a la mlLtlLalisation par contrat selon la TVaR est signzficative plLisqlLe 
TVaR099 (X) - TVaR099 (WlOOO ) = 5679.490 - 270.0610 = 5409.429. D 

4.5 Notes bibliographiques 

Pour un expose general et classique sur les principes de primes, on peut 
consulter [52]. On trouve une introduction recente sur Ie sujet dans [109]. 
Les principes de primes sont aussi traites dans [63] et [93]. 

4.6 Exercices 

1. Pour la pro chaine annee, on suppose que 100 contrats d'assurance 
automobile seront vend us par une compagnie d'assurance lARD. Les 
couts pour un contrat d'assurance automobile (v.a. X) sont modelises 
selon l'approche frequence-severite. Le nombre de sinistres obeit a 
une loi binomiale negative avec r = 0.5 et q = ~. Le mont ant d'un 
sinistre obeit a une loi exponentielle de moyenne 1000. Le mont ant 
total des sinistres pour l'ensemble du portefeuille est represente par la 
v.a. SIOO = L;~~ Xi ou les v.a. Xl, ... , X IOO sont i.i.d. (convention: 
Xi ~ X pour i = 1,2, ... , 100). De plus, on definit Wn = s':;' pour 
n = 100. 

(a) Pour un contrat, calculer la prime peAl) determinee selon Ie 
principe base sur la VaR099 (X) et la prime p(A2) determinee 
selon Ie principe base sur la TVaRO.99 (X). 

(b) Pour un portefeuille de 100 contrats, calculer la prime p(El) 

determinee selon la version adaptee du principe base sur la 
VaRO.99 (WlOO). 
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(c) Pour un portefeuille de 100 contrats, calculer la prime p(A2) 

determinee selon la version adaptee du principe base sur la 
TVaRo.gg (WlOO ). 

(d) Expliquer brievement la distinction entre p(Al), p(Al), p(Bl) et 
p(B2). 

2. On considere les coUts pour un contrat d'assurance collective, definis 
par la v.a. X rv BNCamp (r, q; FB ), avec r = 5, q = ~ et B rv 

Ga(2, 50100). La prime pour Ie contrat est IlK (X) = TVaRK(X). On 
decompose la prime IlK (X) so us la forme 

IlK (X) = II(1) (X) + II~2) (X) + II~3) (X) , 

ou 

II(1) (X) 

II~2) (X) 

E[X] 

EM [Var (XIM)] (TVaRK(X) _ E [Xl) 
Var (X) 

VarM (E [XIMl) (TVaRK(X) _ E [Xl). 
Var (X) 

et M rv BN (r, q) est la v.a. de frequence. 

(a) Calculer E [X] et Var (X). 
(b) Calculer F x (x) pour x = 500 000 et 600 000. 

(c) Calculer IIo.gg (X). 

(d) Calculer II(1) (X), II62~g (X) et II63~g (X). 
(e) Expliquer brievement ce que represente chacune des composantes 

II(1) (X), II~2) (X) et II~3) (X) de la prime IlK (X). 

4.7 Reponses 

1. Reponses a la question 1 : 

(a) 9318.72 et 12045.53 

(b) 1512.11 

(c) 1599.51 

2. Reponses a la question 2 : 

(a) 0.9882 et 0.9974 

(b) 577 261.9 

(c) 200000,34296.536 et 342 965.364 



5 
Methodes de simulation stochastique 

5 .1 Introduction 

Les methodes de simulation stochastique s'averent un outil crucial en 
actuariat et en gestion quantitative des risques. Pour plusieurs modeles de 
risque, il est impossible de connaitre la forme exacte de la distribution du 
mont ant total pour Ie portefeuille d'une compagnie d'assurance. L'objectif 
de ce chapitre est de presenter une introduction aux methodes de simulation 
stochastique. On commence en abordant brievement la generation de 
nombres pseudo-aleatoires. On explique ensuite comment pro ceder pour 
simuler des realisations par la methode inverse, des realisations it partir 
d'une loi definie par un melange et des realisations it partir d'une loi 
composee. On fournit des exemples d'application en actuariat. On termine 
en expliquant la procedure pour evaluer les mesures de risque. Des 
algorithmes de simulation pour des vecteurs de v.a. avec composantes 
dependantes sont fournis aux chapitres 8 et 9. 

5.2 GEmeration de nombres pseudo-aleatoires 

Les methodes de simulation stochastique sont fondees sur la possibilite de 
produire de fa<;on systematique des realisations de la loi uniforme standard. 
Ces realisations sont appelees des «nombres pseudo-aleatoires» et elles sont 
produites it l'aide de generateurs de nombres pseudo-aleatoires (GNPA). 
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L'objectif d'un bon GNPA est d'imiter Ie plus fidelement possible 
la realisation d'une suite de v.a. i.i.d. de loi uniforme standard. Il est 
souhaitable que Ie GNPA soit rapide, qu'il soit facile d'implantation et que 
les suites generees de nombres pseudo-aleatoires soient reproduisibles. Il 
doit y avoir un bon compromis entre vitesse, bonnes proprietes statistiques 
et imprevisibilite. 

Le GNPA classique est Ie generateur congruentiel lineaire defini dans 
l'algorithme suivant. 

Algorithme 5.1 GNPA congruentiellineaire. Le GNPA congmentiel 
linea ire est defini par la relation reClLrrente 

Xn = (aXn-1) mod m, n E N+, 

ou a et m sont des entiers positzfs choisis soignelLsement et Xo est la valelLr 
SOlLrce. La n-ieme realisation de la v.a. U rv U(O, 1) est obtenlLe avec urn) = 
';, pOlLr n E N+. Il est recommande d'lLtiliser les valelLrs a = 41 358 et 
m = 231 - 1 = 2 147483 647. 

Remarque 5.2 Les valelLrs a = 41 358 et m = 231 - 1 = 2 147 483 647 
indiqlLees dans l'algorithme 5.1 sont recommandees par [71). Elles ont ete 
choisies afin de permettre lLne periode maxim ale de cycle avant qlLe la slLite 
prodlLite par le GNPA revienne a son point de depart. 

On considere l'exemple suivant. 

Exemple 5.3 En lLtilisant le GNPA defini a l'algorithme 5.1 et avec 
Xo = 343 463 463, on obtient les valelLrs slLivantes de Xl, ... , X4 et de 
U(1), ... , U(4) : 

j 1 2 S 4 
Xj 1 505 061 496 1 519843273 831 737044 587 6'08 106 

Ulj) 0.700848874 0.707732175 0.387307743 0.273626347 

D 

Dans Ie cadre du present livre, Ie GNPA defini 11 l'algorithme 5.1 sera 
utilise dans certains exemples et exercices afin de permettre de reproduire 
et verifier les resultats obtenus. Toutefois, la theorie sur les generateurs 
des nombres pseudo-aleatoires est beaucoup plus elaboree et son expose 
depasse Ie cadre de ce livre. Chaque logiciel possede son propre generateur 
de nombres uniformes. En R, la fonction runif () produit des realisations 
de la loi uniforme standard. Pour cette fonction, Ie logiciel R utilise par 
defaut Ie generateur lVIersenne-Twister qui est parmi les generateurs les 
plus recommandes actuellement. Il est important de mentionner que Ie 
logiciel R propose aussi d'autres GNPA pouvant etre specifies dans cette 
fonction. 
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5.3 Methodes de base 

5.3.1 Simulation par la methode inverse 

La simulation de realisations d'une v.a. repose sur l'utilisation de 
realisations issues de la distribution uniforme standard. La methode 
de base pour simuler des v.a. est la methode dite inverse. Pour utiliser 
cette methode, on a recours a la fonction inverse de la fonction de 
repartition, dite aussi la fonction quantile, d'une v.a. X, qui est definie au 
chapitre 1. 

Dans l'algorithme suivant, on decrit la methode pour simuler une 
realisation X(j) (j = 1,2, ... , m) de la v.a. X dont la fonction de repartition 
est Fx (x). 

Algorithme 5.4 Methode inverse. 

1. Etape 1. On produit la realisation U(j) de loi U(O, 1) a partir d'un 
GNPA. 

2. Etape 2. On simule la realisation X(j) de X OU X(j) = Fi 1 (U(j)). 

On repete les etapes 1 et 2 pour j = 1,2, ... , m. D 

L'algorithme 5.4 est fondee sur Ie theoreme 1.19 de la fonction quantile 
(voir Ie chapitre 1 pour les details sur les fonctions quantiles). L'algorithme 
est aise d'application lorsque la fonction quantile est explicite comme il est 
illustre dans les deux exemples suivants. 

Exemple 5.5 Boit une v.a. X rv Exp (tJ = 10100) avec Fi1 (u) 
-iln(l-u). Avec 5 realisations de la v.a. U rv U(O,l), on obtient 
le~ realisations suivantes de la v. a. X : 

j 1 2 3 4 5 
Uri) 0.09727801 0.80285445 0.01541586 0.98764877 0.58084868 
XU) 102.84065 860.76106 15.58592 4898.99927 755.76468 

D 

Exemple 5.6 On suppose que la v.a. X rv Pa (2.1, 1100) avec Fi1 (u) = 
A ((1- u)-* - 1). A partir de 5 realisations de la v.a. U rv U (0,1), on 

produit les realisations suivantes de la v. a. X : 

j 1 2 3 4 5 
UU) 0.09727801 0.30285445 0.01541586' 0.9876'4877 0.5303486'3 
XU) 54·934718 206'.172573 8.16'8037 7814·6'03571 476'·4856'53 

D 

Lorsque la fonction de repartition est explicite mais que la fonction 
quantile ne l'est pas, on peut utiliser un outil d'optimisation. Certains 
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logiciels (e.g. R et Excel ®) fournissent les fonctions quantiles Fi( 1 pour 
plusieurs distributions continues et discretes. 

Dans les pro chaines sous-sections, on examine la simulation de v.a. 
definies par un melange, de v.a. definie par une fonction d'un nombre fini 
de v.a. et de v.a. definie par une somme aleatoire. 

5.3.2 Simulation de v. a. dejinies par un melange 

Soit une v.a. e discrete ou continue dite de melange OU e E Ae. On definit 
une v.a. X dont la fonction de repartition conditionnelle de (X I e = e) est 
FX1e=8 et la fonction quantile de (X I e = e) par Fi(11e=8' L'expression de 
la fonction de repartition de X est 

{ J FX1e=8 (y) fe (e) de, 
Fx(y) = 8EA(-') 

L:8EA(-') FX1e=8 (y) fe (e), 

si e est continue, 

si e est discrete. 

Generalement, il n'y pas d'expression analytique de la fonction quantile 
de X. Les etapes permettant de simuler une realisation de la v.a. X sont 
decrites dans l'algorithme suivant. 

Algorithme 5.7 Simulation d'une v.a. definie avec un melange. 

1. Etape 1. On simlLle lLne realisation e(j) de e. 

2. Etape 2. On prodlLit lLne realisation X(j) de X avec la fonction 
qlLantile p~11e=e(j) de la fonction de repartition conditionnelle de 

(X I e = e(j)). 

On repete pOlLr j = 1,2, ... , m. 

On illustre l'algorithme 5.7 dans l'exemple suivant. 

Exemple 5.8 Boit lLne v.a. X obeissant lLne distriblLtion melange 
d'exponentielle dont la fonction de repartition est donnee par 

qlLe I 'on reecrit SOlLS la forme 

3 

Fx (x) = L fe (e) FX1e=8 (x), 
8=1 

avec (X I e = e) rv Exp (10108), fe (1) = 0.2, fe (2) = 0.3 et fe (3) = 0.5. 
En lLtilisant Ie GNPA defini a l'algorithme 5.1 et avec Xo = 20 120303, on 
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a prodlLit les 3 realisations slLivantes de e et de X: 

j ui j ) ui j ) e U) xU) 

1 0·498284855 0.254840928 2 58.6974 
2 0.032087844 0.089066452 1 9.3285 
8 0.610818618 0.557198819 8 244.8908 

Par convention, on a regrolLpe par cOlLple les realisations prodlLites par Ie 

GNPA, qlLe l'on note (U(j) U(j)) EnslLite on prodlLit e(j) = F- I (U(j)) I , 2" 8 I 

et 
X(j) - F- I (U2(j)) = - (lOOe(j)) In (1 - U2(j)) , 

- XI8=8(j) 

pOlLr j = 1,2,3. D 

5.3.3 Simulation d 'une fonction d 'un nombre fini de v. a. 

Soit une v.a. Z qui est definie en fonction des v.a. Xl, ... , Xn i.e. 
Z = ¢ (Xl, ... , Xn). La forme explicite de la fonction de repartition 
Fz ne peut etre obtenue et on peut produire des realisations de Xl, ... , X n . 
La procedure pour simuler la realisation j, Z(j) (j = 1, ... , m), de la v.a. Z 
est decrite com me suit. 

Algorithme 5.9 Simulation d'une fonction de v.a. 

1. Etape 1. OnsimlLle les realisations de (xij), ... ,x~)) de(XI, ... ,Xn). 

2. Etape 2. On evallLe Z(j) = ¢ (xij), ... , X~)) . 

On repete pOlLr j = 1,2, ... , m. 

Un exemple de fonction interessante pour analyser Ie comportement 
aleatoire du risque global d'un portefeuille d'assurance est ¢ (Xl, ... , Xn) = 

L:~=l Xi· 

5.3.4 Simulation de somme aleatoire 

Soit X une v.a. definie par 

ou M est une v.a. discrete, B I ,B2 , •.• sont des v.a. independantes et 
identiquement distribuees (i.i.d.) et qui sont aussi independantes de M. 

La procedure pour produire des realisations de X est la suivante. 

Algorithme 5.10 Simulation a partir d'une somme aleatoire 
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1. Etape 1. On simlLle lLne realisation M(j) de la v. a. M. 

2. Etape 2. Si M(j) = 0, alors X(j) = O. Sinon on passe a l'etape 3. 

3. Etape 3. On simlLle M(j) realisations de B et on obtient X(j) = 
(j) (j) (j) 

BI + B2 + ... + B MCil . 

On repete pOlLr j = 1,2, ... , m. 

On illustre cette methode dans Ie pro chain exemple. 

Exemple 5.11 Soit lLne v.a. X rv BNComp (r = 2, q = 0.5; FE) avec 
M rv BN (2, 0.5) et avec B rv LN (4,32 ). On dispose des realisations 
slLivantes de loi lLnzforme standard : 

On dedlLit qlLe M(l) = F;;/ (U(l)) = 0, ce qlLi impliqlLe X(1) = O. EnslLite, 

comme M(2) = Fi;/ (U(2)) = 2, il en reSlLlte qlLe 

D 

X(2) Bi2) + B~2) = FBI (U(3)) + FBI (U(4)) 

16.758 + 2450.342 = 2467.100. 

5.4 Principes gEmeraux 

Soit une v.a. X dont on parvient 11 produire m realisations X(1), ... , x(m). 

L'approximation de e = E [g (X)] d'une fonction integrable de X est 

e r--J e = ~ f g (x(j)) . 
j=l 

Par la loi des grands nombres, l'approximation e converge vers e avec 
probabilite 1 quand Ie nombre m de realisations tend vers 00. 

Dans la figure 5.1, on illustre la convergence em vers e lorsque g (x) 
l{x<:::x} i.e e = Fx~ (x) et em = fonction de repartition empirique. 

La variance de e est 

Var (e) = ~ Var (g (X)). 

En vertu du theoreme central limite, l'erreur (e - e) est approximativement 

normale avec moyenne 0 et ecart type jvaJ:n(x)), ce qui signifie que la 
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FIGURE 5.1. Valeurs de Fx (x) (courbe) au X LN (2, 1) et de 

ern (x) = ~ 2:7'=11{x(j):Sx} (escalier) pour m = 10 (graphique a), m = 100 

(graphique b), m = 1000 (graphique c) et m = 1 000 000 (graphique d). 

qualite de l'approximation obtenue par simulation s'ameliore d'un facteur 

d'ordre Viii. Le terme vva~(x)) est habituellement appele l'erreur 

standard. Dans Ie cas d'approximation numerique, cette amelioration est 
d'un facteur d'ordre m. Souvent, comme Var (g (X)) ne peut pas etre 
evaluee avec exactitude, on l'estime it l'aide de l'estimateur echantillonnal 
classique 

Va;(g(X)) = m ~ 1 f (g (X(j)) - ef (5.2) 
j=l 

On se base sur la distribution asymptotique de l'erreur (e - e) afin de 

construire un intervalle de confiance de niveau 0: (e.g. 95 %) pour e dont 
les bornes sont fournies par 

~e JVar(g(X)) -1 ( 0:) ± if> 1--. 
Viii 2 

Generalement, comme la valeur JVar (g (X)) ne peut pas etre obtenue, on 
utilise (5.2) pour calculer les bornes de l'intervalle de confiance 

~ VVa;(g(X)) 1 ( 0:) e ± if>- 1 - - . 
Viii 2 
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On met en pratique ces principes generaux dans Ie prochain exemple qui 
porte sur une somme de 2 v.a. 

Exemple 5.12 80it lLne v.a. 8 = Xl +X2 ott les v.a. Xl ~ LN(6,12) 
et X 2 ~ Ga (0.6, 1/1000) sont independantes. On lLtilise Ie GNPA defini a 
l'algorithme 5.1 et avec Xo = 2012. On prodlLit dans l'ordre m = 1 000000 
realisations de (X I, X 2 ) afin de prodlLire les m realisations de 8. On indiqlLe 
dans Ie tablealL ci-dessolLs les 2 premieres realisations de (Xl, X 2) et de 8 : 

j xij) xij) SU) 

1 69.0844 416.8428 485.8767 
2 418.63450 128.2339 546.8684 

On sait qlLe E [8] = 1265.1416 et Var (8) = 1 360 191. A partir des m 
realisations, les approximations obtenlLes de E [8] et Var (8) sont 1266.251 
et 1 365 455. On indiqlLe ci-dessolLs les approximations obtenlLes pOlLr 

Jrs (2000k) = E [max (8 - 2000 x k; 0)], 

pOlLr k = 1, 2 ainsi qlLe les bornes inferielLres et slLperielLres de l'intervalle 
de confiance (avec lLn nivealL de confiance de 95 %) de ces approximations: 

k /)()'{'nc in]. appTlJ:I:. 7r S (2000k) /)()'{'nc 8Up. c'{"{'cu:{' stanriaTii 

1 210.8086 212.2769 218.7501 0.7517 
2 45.6727 46.5121 47.3516 0·4283 

D 

Le prochain exemple porte sur une somme aleatoire. 

Exemple 5.13 80it la v.a. X ~ ENCamp (r, q; FE), ou Ie nombre 
de sinistres M ~ EN (r = 2, q = 0.25) et Ie montant d'lLn sinistre 
E ~ LN(2,12 ). On obtient E[X] = 73.095 et Var(X) = 5092.01. 
On lLtilise Ie GNPA defini a l'algorithme 5.1 et avec Xo = 2012 dont les 
15 premieres realisations sont : 0.03874874 ; 0.57059129 ; 0.51475679 ; 
0.31126868 ; 0.45016136 ; 0.77352474 ; 0.43606789 ; 0.89568375 ; 
0.68857085 ; 0.91326869 ; 0.96644073 ; 0.05564452 ; 0.34592826 ; 
0.90081559; 0.93123886. On prodlLit dans l'ordre les realisations X(1), ... , 
X(lOO 000) de X. POlLr j = 1, 2, 3, on obtient les realisations slLivantes de 
M(j) et X(j): 

j MU) XU) 

1 0 0 

2 7 2..:~-1 Bi2 ) = 66.62456 

3 6 2..:%=1 Bl3) = 143.69022 

Les approximations de E [X] et Var (X) sont 72.734 et 5070.965. On 
presente ci-dessolLs les approximations obtenlLes de Pr (X > x) ainsi qlLe 
les bornes inferielLres et slLperielLres de l'intervalle de confiance (avec lLn 
nivealL de confiance de 95 %) de ces approximations : 

x borne inf. app7'OT. Pr(X > x) borne Sllp. erTellr standard 

100 0.25785 0.26057 0.26329 0.001388 
200 0.05818 0.05965 0.06112 0.000749 
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Pour evaluer l'erreur standard de l'approximation 7J de Pr (X > x) = 
E [l{x>x} 1 avec x = 100 et 200, on a utilise {5.2} au g (X(j)) = l{XCil>x}' 

D 

5.5 Evaluation des mesures de risque 

5.5.1 Methode 

Soit une v.a. X dont on a produit m realisations X(1), ... , x(m). Vne 
approximation de Fx est fournie 11 l'aide de la fonction de repartition 
empirique definie par 

(m) ( ) ~ ~ ~ 
F x - m ~ l{XCilS;x}' (5.3) 

j=1 

Puisque F(m) est une fonction de repartition associee 11 une distribution 
discrete, il en decoule que l'approximation de VaR", (X) est 

VaR", (X) '=" F(m)-1 (fi:) = inf {X(j), i = 1,2, ... , m ; F(m) (x(j)) ::::: fi:} . 

Soit Ie vecteur de realisations classees en ordre croissant de X, que l'on 
note par (X[ll, ... ,x[ml). On fixe jo tel que F(m)-1 (fi:) = X[jol. 

En utilisant les expressions (1.16) et (1.17) pour la mesure TVaR 
conjointement avec (5.3), l'approximation de TVaR", (X) correspond 11 

TVaR", (X) 

1 (1 ~ (j) ) 
1 _ fi: m ~ X x l{X Cil >F(ml-' ("')} 

J=1 

+ 1 ~ fi: (F(m)-1 (fi:) (F(m) (F(m)-1 (fi:)) - fi:)) 

1 ~" (,:, j~~+,xUl + Xlj,l (plm) ( Xij,)) - ") ) (5.4) 

Supposons que m x fi: est un entier. Alors cet entier est jo. Il en resulte que 
(F(m) (X[jol) - fi:) = 0 et (5.4) devient 

TVaR", (X) 1 ~ (j) 
m(l- fi:) ~X x l{XCil>XljOI} 

J=1 
m 

1. L XUl, 
m - Jo j=jo+l 
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ce qui correspond a la moyenne des m - jo plus grandes realisations de X. 
On note la similitude entre l'expression en (5.4) et celle en (3.4). 

Dans Ie pro chain exemple, on presente une application simple des 
resultats de cette section. 

Exemple 5.14 80ient les v.a. independantes Xl rv Exp (160) et X 2 rv 

Pa (4, 300). On de.finit 8 = Xl + X 2 OU E [8] = 200 et Var (8) = 30 000. 
Dans le tableau ci-dessous, on fournit les realisations de UI rv U (0, 1) et 
U2 rv U (0, 1) a partir desquelles on a produit les realisations de Xl et X 2 : 

j uii ) U~i) xii) X~i) SU) 

1 0.260 fUJ18 80.111 1.865 81·476 
2 0.003 0.536 0.300 63·489 6'3.789 
8 0.627 0.550 98.618 66.284 164·902 

4 0.965 0.288 885.241 21.094 856.885 
5 0.832 0.909 178.379 246'·212 424·591 
6 0.590 0.981 89.160 285.841 874. 501 

Les approximations de Fs (400) et E [max (8 - 350; 0)] sont respectivement 
~ et 17.571. Ensuite, l'approximation de VaRO.75 (8) est 374.501 et celle 
de TVaRo.75 (8) = 407.894. On rappelle que l'on doit produire un nombre 
important de simulations afin d'obtenir des approximations de qualite. D 

L'exemple suivant traite d'une application simple en gestion des risques 
financiers. 

Exemple 5.15 Un individu prevoit d'investir Co = 2000 au debut de la 
presente annee et CI = 1000 au debut de la prochaine annee dans un fonds 
mutuel. Les rendements instantanes pour les annees 1 et 2 sont definis 
par les v.a. i.i.d. RI et R2 ott Ri rv N (0.08,0.32 ) pour i = 1,2. La 
valeur accumulee a la fin de l'annee 2 est representee par la v.a. V (2) = 
coeRI +R2 + CI eR2 qui correspond a la somme de 2 v. a. dependantes de 
loi lognormale. On deduit que E[V(2)] = coE [e R1 +R2 ] + clE [eR2 ] = 
3701.199. 

De plus, on a 

Var (V (2)) c6Var (eRI +R2) + ciVar (eR2 ) 

+2COCI COy (eRI eR2 , eR2 ) 

c6Var (eRI +R2) + ciVar (eR2 ) 

+2COCI (E [e R1 ] E [e2R2 ]_ E [e R1 ] E [eR2 ]2) 

et on obtient Var (V (2)) = 1 969 639. On de.finit la perte par rapport a 
l'esperance de la valeur de l'investissement a la fin de la deuxieme annee 
par la v. a. L = E [V (2)]- V (2) OU E [L] = O. Dans le tableau ci-dessous, on 
fournit les realisations de UI rv U (0, 1) et U2 rv U (0, 1) a partir desquelles 
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on prodlLit les realisations de R1 et R2 

j ui j ) u~j) Rij ) R~j) V (2)(j) L(j) 

1 0.260 fUJ18 -0.11,'1 -0.549 1609.164 2092.085 
2 0.003 0.536 -0.744 0.107 2170.688 1530.512 
8 0.627 0.550 0.177 0.118 8811·497 -110.298 

4 0.965 0.238 0.624 -0.134 4139.223 -438.023 
5 0.832 0.909 0.369 0·480 6290.691 -2589·492 
6 0.590 0.981 0.148 0.525 5610.677 -1909·477 

Les approximations de FV (2) (4000) et E [max (V (2) - 5000; 0)] sont 

respectivement t et 316.895. L 'approximation de V aRo. 75 (V (2)) est 
5610.677 et celle de TVaRo.75 (V(2)) = 6064.020. D'apres les realisations 
de L, l'approximation de VaRO.95 (L) est 2092.035. En ayant reCOlLrs a la 
relation 

VaRO.95 (L) = E [V (2)] - VaRt.05 (V (2)) , 

on obtient alLssi l'approximation de VaRO.95 (L) donnee par 3701.199 -
1609.164 = 2092.035. Egalement, l'approximation de VaRO.5 (L) via les 
realisations de Lest -438.023 et, en appliqlLant la relation VaRO.5 (L) = 
E [V (2) 1 - VaRt.5 (V (2)), elle est donnee par 3701.199 - 4139.233 = 
-438.233. D 

5.5.2 Considerations pratiques 

Prenons "" = 0.99. Si m = 100, alors les approximations de VaRO.99 (X) et 
TVaRo.99 (X) sont X199] et X1100] (la moyenne d'un seul terme). Si m = 
10 000, alors VaRO.99 (X) et TVaRo.99 (X) sont respectivement X19900] et 

",10 000 xlj] 
6j=9901 

100 

Si m = 1 000 000, alors VaRO.99 (X) et TVaRo.99 (X) sont respectivement 
XI990 000] et 

",1 000 000 xlj] 
6j=990 001 

10000 

Ainsi, il faut produire un grand nombre de realisations de X afin d'obtenir 
des approximations de qualite de VaRK, (X) et TV aRK, (X). Plus la valeur 
de "" est elevee, plus Ie nombre de realisations 11 produire pour obtenir une 
approximation de qualite de VaRK, (X) et TV aRK, (X) doit etre eleve. 

Pour ameliorer la qualite des approximations des mesures VaR et TVaR, 
on a deux options. La premiere consiste 11 produire un nombre m tres 
eleve de realisations. Cette option est limitee par la capacite de l'outil 
informatique et par Ie temps de calcul. Dans certains cas, il est possible de 
corriger cet inconvenient en ameliorant l'efficacite du code informatique. 
La deuxieme option est d'avoir recours 11 des methodes de reduction de 
variance. L'option 2 permet d'ameliorer la qualite de l'approximation VaR 
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et TVaR tout en se basant sur un nombre raisonnable de simulations. Les 
methodes de reduction de la variance ne sont toutefois pas traitees dans Ie 
present ouvrage. 

5.5.3 Intervalle de confiance pour la mesure VaR 

Parmi les approches qui existent pour etablir un intervalle de confiance 
pour un quantile, on considere celle qui est fondee sur la loi binomiale. 

Soit Ie vecteur de realisations classees en ordre croissant de X, que l'on 
note par (X[I], ... ,x[m]). On fixe jo tel que F(m)-1 (Ii:) = X[Jo]. Le nombre 

Rm,K de realisations qui sont inferieures ou egales a x[jo] obeit a une loi 
binomiale de parametres m et Ii: (i.e. Rm,K rv Bin (m, Ii:)). L'intervalle de 
confiance de niveau a est de la forme (X[Jil,X[12]), OU X[Jil et X[J2] sont 
determinees de telle sorte que 

soient Ie plus pres possible de a. Afin de determiner les valeurs de 
jl et j2 (et consequemment les valeurs de X[j,] et X[h]) et si Ie 
nombre m de simulations est eleve, on approxime la loi binomiale par 
la loi normale et on calcule jdij j comme etant la valeur arrondie de 

( JVar (Rm,K) x (j}-1 (1 - ~)), OU Var (Rm,K) = m x Ii: x (1 - Ii:). Ensuite, 

on fixe jl = jo - jdij j et j2 = jo + jdij j et les bornes de l'intervalle de 
confiance sont X[JO-jdiff] et X[Jo+jdi.rr]. 

Exemple 5.16 (Suite de l'exemple 5.12). Dans Ie tableau suivant, on 
fournit les approximations de VaRK (S) obtenues pour Ii: = 0.50, 0.95, 0.99 
et 0.999 accompagnees des bornes de leurs intervalles de confiance avec un 
niveau de 95 % " 

K b(rrne ·in.ff:Tiev:n· a]J]JTlJ:I:. de VaR" (X) bOTTI,C 8'u,pf'f'icUTC 

0.5 Xl499 OLol = 932·4 Xl500 0001 =934.4 Xl500 ~~Ol = 936'·4 
0.95 XI~49 5731 = 3413.8 XI~50 0001 = 3424.1 XI~50 4271 = 3433.9 

0.99 XIY~9 ';051 = 5504·6' XlY90 0001 = 5534·9 XlY90 1Y51 = 556'1.2 
0.999 Xl99S 9381 = 9718.5 Xl999 0001 = 9852.1 Xl999 0621 = 10088.2 

0.9999 XI~99 151501 = 16528.5 XI~99 9001 = 17 417.4 Xl999 9LOl = 18201·4 

Comme prevu, l'intervalle de confiance pour VaRO.5 (X) est beaucoup plus 
etroit que celui de VaRO.9999 (X). D 

5.6 Notes bibliographiques 

Pour un expose sur les GNPA, on suggere e.g. [28], [49], [71], [72] et [95]. 
On peut consulter [40], [49] et [95] a propos des methodes de simulation 
stochastique. Pour des applications de ces methodes en actuariat et en 
gestion quantitative du risque, on suggere e.g. [23], [51] et [66]. 
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5.7 Exercices 

1. Soient les trois realisations U(1) = 0.325, U(2) = 0.743, U(3) = 0.622 
de la v.a. U rv U (0,1). Produire trois realisations de la v.a. M OU 
E [M] = 2 dans les trois cas suivants : 

(a) M rv BN (1, q). 

(b) M rv Pais (A). 

(c) M rv B (n, q) et Var (M) = 1. 
2. Soient les trois realisations U(1) = 0.325, U(2) = 0.743, U(3) = 0.622 

de la v.a. U rv U (0,1). On veut simuler trois realisations de la v.a. B 
ayant une moyenne de 250 et une variance de 80 000. Produire trois 
realisations de B dans les deux cas suivants : 

(a) B obeit 11 une loi lognormale. 

(b) B oMit 11 une loi de Pareto. 

3. Soit X une v.a. definie par X = I x B, OU I rv Bern(0.3) et B rv 

Exp(O.01). Utiliser les trois realisations U(l) = 0.325, U(2) = 0.743, 
U(3) = 0.622 de la v.a. U rv U (0,1) pour produire trois realisations 
de la v.a. X. 

4. Soit une v.a. 5 = L:~=l Xi, OU les v.a. Xl, ... , Xn sont i.i.d. avec 
Xi rv LN (9, 12 ). Pour n = 5, utiliser la simulation pour evaluer 
VaR", (5) et TVaR", (5), pour "" = 0.001, 0.01, 0.99, 0.999. On utilise 
l'algorithme 5.1 (xo = 343 463 463) et on produit dans l'ordre 10 000 

realisations { (xij) , ... , xij)) ,j = 1,2, ... , 10000 }. 

5. Soient les v.a. independantes Xl et X 2 OU Xl rv Exp C60) et X 2 rv 

Exp (260). On definit les v.a. 5 = Xl + X 2 et T = Xl - X 2 • 

On a recours au GNPA defini 11 l'algorithme 5.1 et avec Xo = 
343 463 463. On produit dans l'ordre 100 000 realisations de Xl et 
100 000 realisations de X 2 afin de produire les 100 000 realisations 
de 5 et de T. Les premieres realisations de Xl et X 2 sont 120.6806 
et 92.3277. On sait que E [5] = 300 et E [T] = -100. A partir des 
100 000 realisations, les approximations obtenues de E [5] et E [T] 
sont 299.6533 et -98.90123. 

A partir des realisations de 5 et T et pour "" = 0.001, 0.01, 0.05, 0.5, 
0.95, 0.99, 0.999, calculer des approximations des mesures de risque 
suivantes: 

(a) VaR", (5) ; 

(b) VaRK (T) ; 
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(c) TVaR", (S) ; 

(d) TVaR", (T). 

Methodes de simulation stochastique 

6. Le mont ant total des sinistres pour un portefeuille de 100 contrats 
d'assurance automobile est represente par la v.a. S = L:i~~ Xi, OU 
Xi rv BNComp(r,q;FB ) avec r = 0.05, q = ~ et B rv LN(6,0.82 ) 

(pour i = 1,2, ... , 100). On a recours au GNPA defini it l'algorithme 
5.1 et avec Xo = 2012 afin de produire les m = 10000 realisations de 
X et de S. 

(a) Pour un contrat ... 

1. calculer X(lO) et X(ll) (note: X(1) = ... = X(9) = 0) 

ii. calculer les valeurs exactes de E [X] et Var (X) ; 

111. utiliser les m realisations de X pour calculer des valeurs 
approximatives de E [X] et Var (X) ; 

iv. utiliser les m realisations de X pour calculer une valeur 
approximative de VaRO.99 (X) et TVaRo.99 (X) ; 

v. utiliser les m realisations de X pour calculer une valeur 
approximative de E [max (X - 1000; 0)]. 

(b) Pour un portefeuille de 100 contrats ... 

i. indiquer la loi de S et utiliser cette loi pour produire les 
realisations de S ; 

11. calculer S(2) (note: S(1) = 880.672) ; 

iii. calculer les valeurs exactes de E [S] et Var (S) 

IV. utiliser les m realisations de S pour calculer des valeurs 
approximatives de E [S] et Var (S) ; 

v. utiliser les m realisations de S pour calculer une valeur 
approximative de VaR099 (S) et TVaRo99 (S). 

7. Au debut de chaque an nee k pendant n ans, un individu prevoit de 
verser une cotisation Ck dans un compte du fonds mutuel ABC. Le 
rendement pour l'annee k est represente par la v.a. Rk pour k = 
1,2, ... , n. Les v.a. R 1 , ... , Rn sont i.i.d. avec Rk rv N (0.06,0.22 ) pour 
k = 1,2, ... , n. La valeur du fonds it la fin de l'annee k est definie par 
la v.a. V (k) avec V (0) = O. On a la relation recursive suivante : 

V (k) = (V (k - 1) + c) eR " , 

pour k = 1,2, ... , n. On definit la perte par L = E [V (n)] - V (n). 
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(a) Demontrer que les moments E [Vnm (C1, .. " cn)] satisfont it la 
relation recursive suivante : 

E [Vnm(C1, C2, ... , cn)] 

E [emRn ] x f (7)c~-kE [v;_1(C1,C2, ... ,Cn -1)], 
k=O 

pour m E N+ et pour n E {2,3, ... }. 

(b) Pour n = 5 et Ck = 2000 (k = 1,2, ... , 5), calculer E [V (5)] et 
Var (V (5)). 

(c) On a recours au GNPA dMini it l'algorithme 5.1 et avec 
Xo = 2012 afin de produire (dans l'ordre) n = 100 000 
'1" (R(j) R(j)) (. 1 2) b 1 rea lsatlOns l' ... , 5 J = " ... , n pour 0 tenir es 

realisations V (5)(j) de V (5). On a 

( (1) (1)) R1 , ... , R5 

(-0.293079,0.095576,0.067400, -0.038451, 0.034949}) 

et V (5) (1) = 10 291.76. Calculer les valeurs de (Ri2), ... , R~2)) 
etV(5)(2). 

(d) Avec (c), calculer une approximation de E [V (5)] et de 
Var (V (5)). 

(e) Avec (c), calculer une approximation de Pr (V (5) > 10000) et 
determiner les bornes des intervalles de confiance (niveau de 
95 %) de cette approximation. 

(f) Avec (c), calculer une approximation de VaRK (V (5)) pour "" = 
0.01 et 0.99 et determiner les bornes des intervalles de confiance 
(niveau de 95 %) de ces approximations. 

(g) Avec (c), calculer une approximation de TVaRK(V(5)) pour 
"" = 0.01 et 0.99. 

(h) On approxime la v.a. V (5) par la v.a. T ~ LN (fJ = " (J2 = (2) 
ou les valeurs de (r, () sont calculees de telle sorte que 
E [V (5)] = E [T] et Var (V (5)) = Var (T). Calculer FT (10000) 
ainsi que VaRK (T) et TV aRK (T) pour "" = 0.01 et 0.99. 
Comparer avec les valeurs obtenues en (e), (f) et (g). 

8. On modelise la v.a. M representant Ie nombre de sinistres pour un 
contrat d'assurance automobile par une loi Poisson-lognormale. Soit 
une v.a. melange 8 ~ LN (fJ, (J2) en fixant les parametres fJ = - ~(J2, 

ce qui implique E [8] = 1 et Var (8) = eCT
2 

- 1. Sachant que 8 = e, 
(M18 = e) ~ Pais (>.e) . 
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(a) Montrer que E [M] = A et Var (M) = A + A eCT - 1 . 2 (2 ) 
(b) Identifier A et (J tel que E [M] = 0.5 et Var (M) = 1.52. 

(c) On a produit la realisation 1.47 de la loi normale standard 
N (0, 1) et on utilise les parametres A et (J identifies en (b). 
Produire une realisation 8(1) de 8. Calculer les valeurs de 
Pr (M = kl8 = 8(1)) pour k = 0,1,2,3. 

(d) On a produit la realisation 0.65 de la loi uniforme standard 
U (0, 1). Avec cette realisation et l'information produite en (c), 
produire une realisation M(l) de M. (2) 

9. Selon un modele tres simplifie, les couts totaux (v.a. 8TaT) d'un 
portefeuille d'une compagnie sont la somme des couts catastrophiques 
(v.a. 8 1 ) et des couts non catastrophiques (v.a. 82 ) i.e. 8TaT = 
8 1 +82 . La v.a. 8 1 est definie par 8 1 = h X B1 avec h rv Bern (0.05) 
et B1 rv Pa (1.8,4000000). De plus, 82 rv LN (14, 12). On fournit 
ci-dessous 20 realisations de la paire de v.a. independantes U rv 

U (0, 1) et Z rv N (0, 1) : 

j 1 2 3 4 5 
Ulj) 0.9952 0.9261 0.6397 0.8920 0.7451 
ZlJ) U)525 -0.4001 -0.66 1.4115 -0.3681 

j 6 7 8 9 10 
Ulj) 0.6902 0.0583 0.2045 0.9923 0.7551 
ZU) 0.2576 -0.7456 -0.6310 1.5309 -0.8955 

j 11 12 13 14 15 
Ulj) 0.5739 0.1159 0.1686 0.9707 0.0365 
zlJ) -0.4936 -0.7097 0.9046 0.9270 1.9624 

j 16 17 18 19 20 
UU) 0.4533 0.8066 0.7913 0.3785 0.7837 
ZU) -0.1359 1.6503 0.2204 -0.5184 0.7431 

Les realisations de U sont utilisees pour produire des realisations de 
la v.a. 8 1 et celles de Z servent 11 produire des realisations de la v.a. 
82 . 

(a) Calculer l'ensemble des realisations pour 8 1 et 82 . 

(b) U tiliser les 20 realisations de 81 pour calculer une approximation 
de VaRO.90 (81) et TVaRO.90 (81 ), 

(c) U tiliser les 20 realisations de 82 pour calculer une approximation 
de VaRO.90 (82 ) et TVaRo.90 (82 ), 

(d ) Avec les 20 realisations de 8TaT, calculer une approximation de 
VaRO.90 (8TaT) et TVaRO.90 (8TaT)' 

(e) Comparer (VaR09 (81 ) + VaRO.9 (82 )) et VaRO.9 (8TaT ). 
Comparer (TVaRo9 (81 ) + TVaRo.9 (82 )) et TVaRo.9 (8TaT ). 
Commenter relativement 11 une propriete bien connue des 
mesures de risque. 
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10. Soient les v.a. independantes B ~ Exp (10100)' C = 200 OOOW (avec 
W ~ Beta (2,1)), Rl ~ N (0.2,0.22 ) et R2, qui est definie par R2 = 
M x D, OU M ~ Bern (0.2) et D ~ N (-0.5,0.042 ). On definit la 
v.a. X = (B + C) eR1 +R2 . 

(a) Calculer l'esperance et la variance de X. 

(b) On dispose des 5 realisations suivantes de la loi uniforme 
standard que l'on doit utiliser com me il est indique : 0.5452 
(pour B), 0.7349 (pour C), 0.1423 (pour Rl), 0.9437 (pour M) 
et 0.3821 (pour D). Produire une realisation de la v.a. X. 

5.8 Reponses 

1. Reponses a la question 1 : 

(a) 0, 3, 2 

(b) 1,3,2 

(c) 1,3,2 

2. Reponses a la question 2 : 

(a) 109.6645,299.4209,219.5267 

(b) 89.4217, 326.1524, 228.5580 

3. Reponses a la question 3 : 0, 15.4706, 0 

4. Reponses a la question 4: 13061.49, 18414.90,216345.01,348941.52, 
67085.14,67544.20,277535.75,432417.37 

5. Reponses a la question 5 : 

(a) 5.973072, 20.674508, 51.120504, 244.653892, 734.417561, 
1054.085245, 1541.841003 

(b) -1293.01609, -840.00630, -518.74468, -55.98788, 191.05851, 
349.82731, 574.07111 

(c) 299.9492, 302.5430, 313.7001, 462.0958, 934.2968, 1253.2419, 
1688.5967 

(d) -97.52118, -89.40482, -66.42151, 58.79661, 289.54373, 
452.44638, 679.79481 

6. Reponses a la question 6 : 

(a) On a obtenu les valeurs suivantes : 
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i. o ; 112.85 

n. 55.56 ; 120 269.3 

n1. 53.63 ; 113 014.7 

IV. 1577.637 et 2733.691 

v. 19.9077 

(b) On a obtenu les valeurs suivantes : 

1. Aucune reponse 

n. 6100.005 

n1. 5555.73 et 12 026 930 

iv. 5534.67 et 12 190 754 

v. 16 271.51 et 19 130.39 

7. Reponses 11 la question 7 : 

(a) Aucune reponse 

(b) 12 794 et 16 450 067 

(c) 0.210101 ; 0.027811 ; 0.311467 ; 0.158361 ; 0.332232 ; 20 759.3 

(d) 12 770.42 et 16 306 053 

(e) 0.73921 ; bornes = 0.73649 et 0.74193 

(f) 6140.53 avec bornes = 6105.38 et 6181.18; 25257.71 avec bornes 
25053.73 et 25449.75 

(g) 12 842.76 et 28467.00 

(h) 0.7393955 ; 5936.95 et 25053.03 ; 12868.99 et 27959.16 

8. Reponses 11 la question 8 : 

(a) Aucune reponse 

(b) 0.5 et 1.442027 

( c) 2.944853, 0.229368, 0.337728, 0.248640 et 0.122035 

(d) 2 

9. Reponses 11 la question 9 : 

(a) sill = 10 704994, SP) = 7309343, SF4) = 1 382 769, sij) = 0 
. --I- { } S(l) S(2) pour J I 1,9,14, 2 = 3445 388, 2 = 806054, etc. 

(b) 1 382 769 et 9 007 169 

(c) 5559 100 et 7411 049 

(d) 855 396 et 13 505 068 

(e) Aucune reponse 
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10. Reponses it la question 10 : 

(a) 154233.353312 et 4834363623 

(b) 101 787.21 

199 



6 
Methodes recursives d'agregation 

6.1 Introduction 

En actuariat, en gestion quantitative des risques et en probabilites 
appliquees, on est confronte 11 evaluer la distribution d'une somme de v.a., 
independantes ou non. La mutualisation des risques mene l'actuaire 11 
evaluer la distribution des couts pour un portefeuille. Au chapitre 3, on a 
presente quelques methodes d'approximation fondees sur les moments, alors 
qu'au chapitre 5 on a introduit les methodes de simulation stochastique 
qui peuvent aussi servir pour la distribution de sommes de v.a. Dans Ie 
present chapitre, on s'interesse 11 des methodes recursives d'agregation 
offrant ainsi un complement aux notions etudiees aux chapitres 3 et 5. 

Le chapitre est construit comme suit. On presente Ie produit de 
convolution pour la somme de v.a. discretes. On presente un algorithme 
recursif pour Ie calcul de la fonction de masse de probabilite pour la somme 
de v.a. discretes i.i.d. On s'interesse ensuite 11 l'algorithme de Panjer pour 
determiner la fonction de masse de probabilite d'une v.a. definie selon 
une loi composee qui satisfait certaines contraintes. On expose la methode 
d'agregation fondee sur la transformee de Fourier rapide. Par la suite, 
on explique comment appliquer ces methodes dans un contexte actuariel. 
Dans la plupart des cas, ces applications requierent que la distribution 
du mont ant des sinistres soit discretisee. On presente des methodes de 
discretisation permettant d'approximer des distributions continues par 
des distributions avec support arithmetique. Enfin, on aborde la classe 
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de distributions melange d'Erlang. On presente aussi des exemples pour 
illustrer les methodes etudiees dans Ie chapitre. 

6.2 Somme de v.a. discretes 

6.2.1 Somme de n v.a. discretes independantes 

Soient n v.a. independantes discretes definies sur {O, Ih, 2h, ... }. On veut 
evaluer les valeurs de la fonction de masse de probabilite iSn de Sn = 
L:~=l Xi. En 1.19.1, on explique la procedure pour calculer les valeurs de 
i S 2' On a recours a une procedure recursive pour determiner les valeurs de 
iSn pour n = 3,4, ... qui requiert de connaitre les valeurs de isn - 1 • Pour 
kEN, on a 

iSn (kh) 
k 

L Pr (Sn-l = (k - j) h) Pr (Xn = jh) 
j=O 

k 

L is,,_1 ((k - j) h) ix" (jh). 
j=O 

(6.1) 

Exemple 6.1 Soient les v.a. independantes discretes Xl, ... , Xn avec 

Xi rv EN (2,1 - 0.01 x i) (i = 1,2, ... , 10) 

et la v.a. SIO = L:i~l Xi. A l'aide de la relation recursive (6.1) que l'on 
applique avec h = 1, on obtient les valeurs suivantes de i S 10 (k), pour 
k = 0, 1, ... , 11 : 

k 0 1 2 3 4 
fs 10 (k) 0.319610 0.351571 0.205669 0.085080 0.027928 

k 6' 7 8 9 10 

f slO (k) 0.001884 0.000413 0.000083 0.000016 0.000003 

Avec ces valeurs, on obtient E [SlO] 
que I 'on verifie aisement. D 

1.183605 et Var (SlO) 

6.2.2 Somme de n v.a. discretes i.i.d. 

5 
0.007742 

11 
0.000000 

1.274424 

Dans Ie cas ou les v.a. Xl, ... , Xn sont i.i.d., on note iSn (kh) = f5t (kh) Ie 
n-ieme produit de convolution de ix avec elle-meme. Alors, on a 

k 

f5t (kh) = L l;(n-l) ((k - j) h) ix" (jh) , 
j=O 



6.2 Somme de v.a. discretes 203 

pour kEN et n = 2,3, ... , que l'on a deduit de (6.1). Neanmoins, il est 
possible de recourir 11 une procedure plus rapide pour calculer les valeurs 
de iSn (kh) = i;t (kh), kEN. 

Proposition 6.2 Algorithme de De Pril. On a 

1 k ( .) 
iSn (kh) = ix (0) ~ (n + 1) i-I ix (jh) iSn ((k - j) h) (6.2) 

dont le point de depart est 

iSn (0) = ix (ot . 

Preuve. Pour identifier la formule recursive, on a recours aux f.g.p. de X 
et de Sn qui sont definies par 

(Xl 

Px (t) = E [tX ] = L ix (kh) x tkh 
k=O 

et 
(Xl 

PSn (t) = E [t Sn ] = Px (tt = L iSn (kh) x tkh. 
k=O 

On poursuit en utilisant la procedure suivante qui est assez courante dans 
ce type de contexte. On derive PSn (t) par rapport t 

P~n (t) = nPx (tt- 1 P~ (t) . (6.3) 

On multiplie les deux cotes de (6.3) par tPx (t) 

I n 1 ' tPx (t) PSn (t) = tPx (t) nPx (t) - Px (t), 

ou 
(Xl (Xl 

Px (t) tP~n (t) = {Px (tn {tP~n (t)} = L t jh ix (jh) L khtkh iSn (kh) 
j=O k=O 

(6.4) 
et 

n {Px (tt} {tP~ (t)} 
(Xl (Xl 

k=O j=O 
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On combine (6.4) et (6.5) 

00 00 00 00 

j=O k=O k=O j=O 

(6.6) 
On do it identifier de part et d'autre de (6.6) les coefficients de tkh pour 
k E N+. Puis, it partir de ces coefficients, il est possible d'identifier la 
relation recursive voulue. Du cote gauche de (6.6), on a 

k-1 

L ix (jh) ((k - j) h) iSn ((k - j) h). (6.7) 
j=O 

On identifie du cote droit de (6.6) Ie terme suivant 

k 

n L ix (jh) (jh) iSn ((k - j) h). (6.8) 
j=l 

En combinant (6.7) et (6.8), on obtient 

k k 

L ix (jh) ((k - j) h) iSn ((k - j) h) = n L ix (jh) (jh) iSn ((k - j) h) 
j=O j=O 

it partir de laquelle on isole i Sn (kh) 

Ensuite, on a 

ix (Oh) khisn (kh) 
k 

+ L ix (jh) ((k - j) h) iSn ((k - j) h) 
j=l 

k 

n L ix (jh) (jh) iSn ((k - j) h). 
j=l 

ix (Oh) khisn (kh) 
k 

n L ix (jh) (jh) iSn ((k - j) h) 
j=l 

k 

- L ix (jh) (k - j) hisn ((k - j) h) 
j=l 

k 

L ix (jh) (nj + j - k) hisn ((k - j) h) 
j=l 
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qui devient 

ix (Oh) khisn (kh) 
k 

L ix (jh) ((n + l)j - k) hisn ((k - j) h). 
j=l 

Finalement, on obtient la relation recursive voulue 

1 k ( .) 
iSn (kh) = ix (0) f; ix (jh) (n + 1) i-I iSn ((k - j) h), 

pour k E 1'1+ .• 

Remarque 6.3 Application de l'algorithme de De Pril .. Comme 
l'algorithme de la proposition 6.2 est recurszt, on doit connaitre les valeurs 
de iSn (Oh), ... , iSn ((k - 1) h) afin de calculer iSn (kh). On commence par 
calculer iSn (0) = ix (ot. Par la suite, on calcule 

iSn (lh) = ix tOh) ix (lh) ((n + 1) ~ -1) iSn (Oh). 

Puis, on determine 

_ 1 {ix(lh)((n+1)~-1)iSn(lh)} 
iSn (2h) - ix (Oh) + ix (2h) ((n + 1) ~ - 1) iSn (Oh) . 

On poursuit pour k E {3, 4, ... }. Il est preferable de programmer la procedure 
dans un langage iniormatique. Dans certains cas, l'algorithme peut etre 
instable numeriquement et produire des valeurs incoherentes. 

Exemple 6.4 On suppose que Xi ~ Bin (5, 0.2) pour i = 1,2, ... , 10. Les 
v. a. Xl, ... , X 10 sont aussi independantes. On veut calculer la ionction de 
masse de probabilite de 810 = Xl + ... + X lO . A l'aide de l'algorithme 
presente a la proposition 6.2, on obtient les valeurs suivantes pour islO (k), 
k = 0, 1, ... , 5 : 

Puisque 8 10 ~ Bin (50,0.2), il est possible de verz{ier I 'exactitude de ces 
valeurs. D 

Supposons que les v.a. i.i.d. X 1 , ... ,Xn E {koh,(ko+1)h, ... }, ce qui 
implique que 8 = L:~=l Xi E {nkoh, (nko + 1) h, ... }. On definit Y; = Xi -
koh E {O, 1h, 2h, ... } , i = 1,2, ... , n et T = L:~=l Yi. Alors, on evalue les 
valeurs de iT (kh) (k E 1'1) avec l'algorithme recurs if de la proposition 
6.2 et on obtient celles de is (kh) avec is (kh) = h ((k - nko) h) (k = 
kon, kon + 1, ... ). 
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6.2.3 Somme de n v.a. discreies 

Soit Ie vecteur de v.a. (Xl, ... , Xn) dont la fonction de masse de probabilite 
conjointe est definie par ix" ... ,X" (klh, ... ,knh) pour ki E {O,lh,2h, ... }. 
Pour n = 3, on utilise 

k k, 

is; (kh) = L L ix" X 2 ,X l (klh, k2h, (k - kl - k2) h), (6.9) 
k, =0 k2=0 

pour k E {O, 1h, 2h, ... }. Pour n > 3, il suffit d'adapter (6.9) 

is" (kh) 
k k n -2 

L ... L iXl, .. ,x" (k,h"kn-,h, (k- ~kj) h), 
(6.10) 

Le temps d'execution de (6.10) devient rapidement long lorsque Ie nombre 
n de v.a. augmente. 

La f.g.p. conjointe du vecteur de v.a. (Xl, ... , Xn) est definie par 

00 00 

PX" ... ,xn (tl, ... , tn) = L ... L t~' h ... t~nh ix" ... ,X" (klh, ... , knh). 

(6.11) 
Alors, la f.g.p. de S = L:~=l Xi est donnee par 

00 

Ps (t) = PX" ... ,x" (t, ... , t) = Lis (kh) tkh (6.12) 
k=O 

11 partir de laquelle on peut identifier la f.m.p. de S. Si les v.a. XI, ... ,Xn 
sont independantes, (6.11) et (6.12) deviennent 

00 00 

L ... L t~' h ... t~nh ix, (klh) .. .fxn (knh) 
k 1 =O km=O 

et 
Ps (t) = PX, (t) ... Px " (t) . 
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6.3 Algorithme de Panjer et lois de frequence 
(a,b,O) 

6. 3.1 Notions preliminaires 

Soit une v.a. X definie par 

X={ ",M 
L..,i=l B i , M> 0 
0, M=O 

(6.13) 

ou M est une v.a. discrete de frequence, B 1 , B 2 , ... est une suite de v.a. 
positives i.i.d. definies sur {Oh, 1h, 2h, ... } dont la distribution est la meme 
que la v.a. canonique B ; et la suite de v.a. B 1 , B 2 , ... est independante 
de M. Cela implique que X prend des valeurs dans {Oh, 1h, 2h, ... } et sa 
fonction de masse de probabilite est definie par fx(kh) = Pr(X = kh), 
pour kEN. 

L'approche generale pour calculer fx (kh) est 

00 

fx (0) hdO) + LfAdj)fB1+ .. +Bj (0) 
j=l 

00 

hI (0) + L !IV[ (j) f;} (0) 
j=l 

00 

L fAdj) (fB (O))j = Plvdfe (0)) (6.14) 
j=O 

et 

00 00 

(6.15) 
j=l j=l 

pour k E N+. Bien que (6.14) soit aisee a evaluer, (6.15) demande plus 
de temps de calcul. En effet, on doit recourir au resultat de la proposition 
6.2 pour evaluer les valeurs de f;! (kh) pour chaque j E N+ et chaque 
k E N+. Cela peut s'averer fastidieux. En 1981, [88] a propose un algorithme 
appele desormais «algorithme de Panjer», qui est une relation recursive 
permettant Ie calcul des valeurs de fx a la condition que la v.a. M fasse 
partie de la famille (a,b,O). 

6.3.2 Famille (a,b,Oj de lois de frequence 

Avant d'expliquer l'algorithme de Panjer, il est d'abord necessaire de 
presenter une import ante famille de distributions de frequence appelee 
la famille (a, b, 0). Vne distribution de frequence pour une v.a. M 
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appartient a la famille de distributions de frequence (a, b, 0) si sa 
fonction de masse de probabilite satisfait la relation recursive suivante : 
iNI (k) = (a + f) iNI (k - 1) pour k E PJ+. Le point de depart est 
hVI (0) > O. Le fait que hv[ (0) > 0 explique la raison de la presence du 
«0» dans Ie nom de la famille. Seules les lois de Poisson, binomiale et 
binomiale negative sont membres de cette famille. 

On indique les valeurs de a et b pour les membres de la famille (a,b,O) : 

• loi de Poisson : a = 0 et b = A ; 

• loi binomiale negative (avec r, q) : a = 1 - q et b = (1 - q) (r - 1) ; 

• loi binomiale negative (avec r, j3) : a = 1!.6 et b = 1!;3 (r - 1) ; 

• loi binomiale : a = -l~q et b = (n + 1) l~q' 

On peut deduire la relation suivante pour la f.g.p. d'une loi appartenant 
a cette famille. Cette relation recursive est utilisee dans Ie developpement 
de l'algorithme de Panjer. 

Proposition 6.5 Relation recursive. On a 

(6.16) 

'pI (t) _ d PM(t) au M - dt . 

Preuve. On a 
00 

PM (t) = E [t M ] = Lhl (k)t k . (6.17) 
k=O 

On prend la derivee de (6.17) par rapport at 

00 00 ( b) 
PivI (t) = LiM (k) kt k - 1 = L a + k iM (k - 1) kt k - 1 . 

k=l k=l 

Puis, on rearrange les termes 

00 00 

PivI (t) a L iNI (k - 1) ktk - 1 + b LiM (k - 1) t k - 1 

k=l k=l 
00 

a LiN! (k - 1) x k x t k - 1 + bPM (t). 
k=l 
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On rem place k par k - 1 + 1 

00 

P~1 (t) = a LIM (k - 1) x (k - 1 + 1) x t k - 1 + bPM (t) 
k=l 
00 

a LIM (k - 1) x (k - 1) x t k - 1 

k=l 
00 

+a LiN! (k - 1) x t k - 1 + bPM (t) 
k=l 

qui devient 

00 

at L 1M (k - 1) x (k - 1) x t k - 2 

k=2 

+aPM (t) + bPM (t) 

menant 11 (6.16) .• 

6.3.3 Algorithme de Panjer 

L'algorithme de Panjer est une relation qui permet de calculer recursivement 
la fonction de masse de probabilite de X, lorsque la loi de M fasse partie 
de la classe (a,b,O). 

Algorithme 6.6 Algorithme de Panjer. Le point de depart de 
I 'algorithme est 

et la relation reclLrsive est donnee par 

~7=1 (a + b~~) IE(jh)lx((k - j) h) 
Ix(kh) = 1 - afe(O) , 

pOlLr k E 1'1+. 

Preuve. On sait que Ix (0) = PM (fE (0)), ce qui fournit Ie point de depart 
de l'algorithme de Panjer. De plus, la f.g.p. de X est donnee par 

On derive la f.g.p. de X par rapport 11 t 

P~ (t) = P~1 (PE (t)) X P~ (t). (6.18) 
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On obtient la for mule recursive (6.16) 

que l'on remplace dans (6.18) 

P'x (t) a x PE (t) X P~1 (PE (t)) P~ (t) + (a + b) PM (PE (t)) P~ (t) 

a x PE (t) x P'x (t) + (a + b) Px (t) P~ (t) (6.19) 

On rappelle que 

et 

(Xl 

PE (t) = LIE (jh) t jh , 
j=O 

(Xl 

Px (t) = L Ix (kh) tkh, 

k=O 

(Xl 

P~ (t) = LjhIE (jh) t(j-l)h 

j=O 

(Xl 

P'x (t) = L khIx (kh) t(k-l)h. 

j=O 

On utilise ces expressions dans (6.19) 

(Xl (Xl (Xl 

L khIx (kh) t(k-l)h 

k=O 

a x LIE (jh) t jh x L jhIx (jh) t(j-l)j 
j=O j=O 

(Xl (Xl 

+ (a + b) L Ix (jh) t jh LjhIE (jh) t(j-l)h 

j=O j=O 

que l'on multiplie par t 

(Xl (Xl (Xl 

L khIx (kh) tkh a x L!B (jh) t jh x LjhIx (jh) t jh 

k=O j=O j=O 
(Xl (Xl 

+ (a + b) L Ix (jh) t jh LjhIE (jh) tjh. 
j=O j=O 

(6.20) 

On examine les coefficients de tkh pour trouver Ix (kh) pour kEN. Du 
cote gauche de (6.20), on a khIx (kh). Dans Ie premier terme du cote droit 
de (6.20), on trouve 

k 

a x LIE (jh) x (k - j) h x Ix ((k - j) h) (6.21) 
j=O 
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et dans Ie deuxieme, on a 

k 

(a + b) x L fB (jh) x jh x fx ((k - j) h). (6.22) 
j=O 

On combine (6.20), (6.21) et (6.22) 

k 

khfx(kh) = aXLfB(jh)x(k-j)hxfx((k-j)h) 
j=O 

k 

+ (a + b) x L fB (jh) x jh x fx ((k - j) h) 
j=O 

akhfB (0) fx ((k - j) h) 
k 

+a L fB (jh) x ((k - j) h) fx ((k - j) h) 
j=l 

k 

+ (a + b) L fB (jh) x jh x fx ((k - j) h) 
j=l 

akhfB (0) fx (kh) 
k 

+ L (a (k - j) h + (a + b) j h) f B (j h) x f x (( k - j) h) . 
j=l 

En isolant fx (kh), on obtient la relation recursive voulue 

1 k ( 'h) 
fx(kh) = 1-afB (0){; a+b~h fB(jh)xfx((k-j)h) . 

• 
On presente les cas particuliers de l'algorithme de Panjer dans Ie cas OU 

M obeit respectivement a une loi de Poisson, a une loi binomiale negative 
et a une loi binomiale. 

Algorithme 6.7 Poisson composee. Bait M ~ Pois(> . .). Le point de 
depart est fx(O) = e.\UH(O)-l) et la relation recursive est donnee par 

A k 

fx(kh) = k LjfB(jh)fx((k - j) h), 
j=l 

pour k E 1'1+. D 
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Algorithme 6.8 Binomiale negative composee (avec r et q). On 
suppose que M "" BN(r, q). Le point de depart est 

et la relation recursive est donnee par 

2:::=1 (1 - q + (1- q )kr - 1)j) fE(jh)fx((x - j) h) 

fx(kh) = 1 - (1 - q) !B(O) , 

pour k E N+. Il suffit de remplacer q = 1~,6 dans les deux relations pour 
retrouver les relations correspondantes pour la loi binomiale negative dejinie 
avec les parametres r et f3. D 

Algorithme 6.9 Binomiale composee. On suppose que M "" Bin(n, q). 
Le point de depart est 

fx(O) = (1 - q + q!B (O)t 

et la relation recursive est donnee par 

pour k E N+. D 

Dans l'exemple suivant, on applique l'algorithme de Panjer pour les lois 
composees. 

Exemple 6.10 La v.a. X est dejinie selon (6.13) ott 

B E {1000, 2000, ... , 6000} 

avec les valeurs suivantes de fE (1000k): 

k 

Il en resulte que E [B] = 2800 et Var (B) = 2 060 000. On considere trois 
hypotheses pour la distribution de la v.a. M . 

• Hypothese 1. M rv Pois (.\ = 1.25), ce qui implique E [Xl = 3500 et 
Var (X) = 12 375 000 . 

• Hypothese 2. M rv Bin (n = 10, q = 0.125), ce qui implique E [X] = 
3500 et Var (X) = 11 150 000. 
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• Hypothese 3. M ~ N B (r = 0.5, (3 = 2.5), ce qlLi impliqlLe E [Xl = 
3500 et Var (X) = Var (X) = 36 875 000. 

On appliqlLe l'algorithme pOlLr calwler les valelLrs de fx (1000k) (k = 
0, 1, 2) selon I 'hypothese 1 : 

et 

fx (2000) 

fx (0) PM (!B (0)) = exp (,\ (!B (0) - 1)) 

exp (-,\) = exp (-1.25) = 0.286505 

fx (1000) 
,\ 1 

1 LjfB(1000j)fx(1000 (1- j)) 
j=l 

1.25 (1 x fB (1000) x fx (0)) 

1.25 (1 x 0.2 x 0.286505) = 0.071626 

,\ 2 

'2 LjfB(1000j)fx(1000 (2 - j)) 
j=l 

1.~5 (1 x fB (1000) x fx (1000) + 2 x fB (2000) x fx (0)) 

1.25 ( ) -2- 1 x 0.2 x 0.071626 + 2 x 0.3 x 0.286505 

0.116393. 

801LS l'hypothese 2, on obtient les valelLrs de fx (1000k) (k = 0,1,2) de 
la far;on slLivante : 

fx (0) = PM (IB (0)) = (1 - q + qfB (O)t = 0.263076 

fx (1000) 
2:}=1 ( -q + ~) !B(1000j)fx(1000 (1 - j)) 

1 - q + qfB(O) 

(-0.125 + llX OJ25 X1) !B (1000) fx (0) 

1 - 0.125 
0.075164 
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et 

fx (2000) 
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L~=l ( -q + ~) !B(1000j)fx(1000 (2 - j)) 

1 - q + qfB(O) 

(-0.125 + llxo'i 25X1 ) 0.20 x 0.075164 

1 - 0.125 
(-0.125 + llxOi25X2) 0.30 x 0.263076 

+ 1 - 0.125 
0.122411. 

On procede de la meme far;on pOlLr l'hypothese 3 en procedant comme 
SlLit : 

fx (0) 

fx (1000) 

et 

fx (2000) 

PM (!B (0)) = ((1 _ /3((J~(0)) _ 1))) r 

C ~ /3 r = c +\.5 r· 5 
= 0.534522 

L}=l (/3 + ~) !B(1000j)fx(1000 (1 - j)) 

1 + /3 - /3!B(0) 

(2.5 + 25(0;-1)1) 0.2 x 0.534522 

1 + 2.5 - 2.5 x 0 
0.038180 

L~=l (/3 +~) fB(1000j)fx(1000 (2 - j)) 

1 + /3 - /3fB(O) 

(2.5 + 2.5(0.;-1)1) 0.2 x 0.038180 

1 + 2.5 - 2.5 x 0 

(2.5 + 25(0;-1)2) 0.3 x 0.534522 
+~----------~----------

1 + 2.5 - 2.5 x 0 
0.061361. 

En appliqlLant 1 'algorithme de Panjer, on obtient les valelLrs fx (1000k) 
dont certaines sont reprodlLites ci-dessolLs : 

k 0 5 10 20 80 
Ix (lOOOk) h!lf! 1 0.286'505 0.0836'59 0.020898 0.00036'8 0.000002 

Ix (lOOOk) hYf! 2 0.268076 0.088471 0.020159 0.000177 0.000000 

Ix (lOOOk) h!lf! 3 0.534522 0.0426'20 0.016'593 0.003770 0.000981 
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D 

6.4 Methodes de discretisation 

Soient les v.a. independantes continues positives B l , ... , Bn. On definit la 
v.a. S = L~=l B i . Afin d'utiliser les algorithn::es recursifs de convolution, 

on approxime la v.a. Bi par une v.a. discrete Bi definie sur Ie support 

Ah = {O, 1h, 2h, 3h, ... }, 

ou h > 0 est appele Ie pas de discretisation. La fonction de masse de 

probabilite est hi (kh) = Pr (Hi = kh), kEN, pour i = 1,2, ... , n. On 

definit la v.a. S = L~=l Hi, qui est aus~i definie sur A h . Les valeurs de 

la fonction de masse de probabilite de S peuvent etre calculees avec les 
algorithmes recursifs de convolution. On approxime les quantites relatives 11 
la v.a. S (e.g. F s, VaRK (S), TV aRK (§), prime stop-loss) par les quantities 

correspondantes qui sont relatives 11 S. 
Soit la v.a. X definie par la somme aleatoire 

ou les v.a. B l , B 2 , ... sont i.i.d. et continues positives avec une fonction de 
repartition FE et la v.a. M appartenant 11 la classe (a,b,O). Pour appliquer 
l'algorithme de Panjer ou tout autre algorithme recurs if, on approxime les 
v.a. B l , B 2 , ... yar les v.a. les v.a. discretes Hl ,H2 , ... definies sur A h . On 
definit la v.a. X par 

en preservant les memes hypotheses et on observe que la v.a. X est 2efinie 
sur A h . Les valeurs de la fonction de masse de probabilite de X sont 
calculees avec l'algorithme de Panjer ou tout autre algorithme. Ensuite, 
on approxime les quantites relatives 11 la v.a. X (e.g. F x, VaRK (X), 

TV aRK (X), prime stop-loss) par les quantities correspondantes de X. 
Un certain nombre de methodes de discretisation existent afin de definir 

la v.a. B qui approxime la v.a. B. On presente les principales methodes 
dans les pro chaines sous-sections. 



216 Methodes recursives d'agregation 

6.4.1 Methodes upper et lower 

Selon la methode upper, la valeur de la fonction de masse de probabilite 11 
o est 

h (0) = Pr (B ~ h) = FE (h) 

et les valeurs de la fonction de masse de probabilite 11 1h, 2h, 3h, ... sont 

h (kh) = Pr (kh ~ B < (k + 1) h) = FE ((k + 1) h) - FE (kh) 

pour k E N+. La fonction de repartition FE (x) est une fonction en escalier 
dont les sauts sont 11 Oh, 1h, 2h, ... et dont la premiere marche 11 0 est d'une 
hauteur FE (0) = FE (h). On a 

O~x<h 

h ~ x < 2h 
2h ~ x < 3h 

Selon cette methode, on a la relation FE (x) ~ FE (x), x::;, O. 
Pour la methode lower, la valeur de la fonction de masse de probabilite 

11 0 est fE (0) = 0 et les valeurs de la fonction de masse de probabilite 11 
1h, 2h, 3h, ... sont 

h (kh) = Pr ((k - 1) h ~ B < kh) = FE (kh) - FE ((k - 1) h), 

pour k E N+. La fonction de repartition FE (x) est une fonction en escalier 
dont les sauts sont 11 1h, 2h, ... , soit 

O~x<h 

h ~ x < 2h 
2h ~ x < 3h 

On observe la relation FE (x) ::;, FE (x), x::;, O. 
Sur Ie graphique de la figure 6.1, on illustre les deux methodes de 

discretisation appliquee 11 la fonction de repartition de la loi exponentielle. 
Dans Ie pro chain exemple, on applique les deux methodes de discretisation. 

Exemple 6.11 On applique l'algorithme de Panjer conjointement 
avec les methodes upper et lower de discretisation. Boit la v. a. X ~ 

BNComp(r,q;FE ), avec r = 1, q = 0.5 et B ~ Exp(0.2). Pour cet 
exemple, on connait la forme explicite de la fonction de repartition de X 
qui est don nee par 

Fx (x) = 1- (1- q)e- f3QX , x::;, 0, 
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FIGURE 6.1. Valeurs de FB (x) OU B ~ Exp(l) ainsi que de FEcn ]» (x) (ligne 
continue en escalier) et FEC",,) (x) (ligne avec petits traits en escalier). 

(voir exercice 2.11) ce qui permet de comparer les valeurs obtenues avec 
les approximations. Dans le tableau ci-dessous, on illustre l' application de 
l 'algorithme de Panjer en utilisant les techniques de discretisation upper 
et lower. Il est possible de comparer les valeurs obtenues par approximation 
et les valeurs exactes de F x (x) " 

X Low Low Low Exacte Up Up Up 
h=l h=i h=-fG h=ns h-!. h=l 

-t 

0 0.50000 0.50000 0.500000 0.5 0.50313 0.51250 0.54983 
1 0.54582 0.54702 0.54744 0.54758 0.55055 0.55944 0.59470 
2 0.58653 0.58961 0.59038 0.59064 0.59344 0.60186 0.63510 
8 0.62400 0.62820 0.62924 0.62959 0.68225 0.64020 0.67147 

4 0.65808 0.66316 0.66442 0.66484 0.66735 0.67485 0.70421 
5 0.68907 0.69483 0.69626 0.69674 0.69910 0.70616 0.73369 

10 0.78787 0.81875 0.81549 0.81606 0.81778 0.82289 0.84246 
20 0.92523 0.93062 0.93191 0.93233 0.93317 0.93565 0.94487 
80 0.97109 0.97416 0.97487 0.97511 0.97549 0.97662 0.98071 

40 0.98882 0.99037 0.99073 0.99084 0.99101 0.99151 0.99325 

50 0.99568 0.99641 0.99658 0.99663 0.99670 0.99691 0.99764 

On constate que la difference entre les valeurs upper et lower diminue 
avec h qui s 'approche de O. La valeur de h choisie depend de l'echelle de la 
distribution de B. On presente dans le tableau ci-dessous les valeurs exactes 
et celles obtenues par approximation de VaR", (X) " 

K Up Up Up Exacte Low Low Low 
h=l h=i h=ft h=ns h-!. h=l 

- ~1 

0.5 0 0 0 0 0 0 0 
0.95 21 22.5 22.9375 23.02585 23.125 23.5 25 

0.995 48 45.875 45.875 46.05167 46.25 46.75 49 
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D 

Les approximations de Fx produites avec la discretisation upper (lower) 
seront toujours superieures (inferieures) aux valeurs exactes de F x. Cette 
relation est demontree dans Ie chapitre 7 portant sur la comparaison des 
risques. 

Exemple 6.12 On considere un portefeuille constitue de 100 contmts 
d'assumnce automobile (independants). Les couts pour un contmt 
sont representes par la v.a. X rv PComp (>., FE) avec>. = 0.025 et 
B rv Pa (3, 10). On veut evaluer Fs OU S = L:;~~ Xi, les v.a. Xi 
(i = 1,2, ... , 100) sont i.i.d. et Xi rv X (i = 1,2, ... , 100). Dans le tableau 
ci-dessous, on indique les valeurs obtenues des approximations de Fs (x) 
en appliquant l'algorithme de Panjer conjointement avec les techniques de 
discretisation upper et lower (avec h = 1 et h = V : 

:r F S1o 'W,h= 1 (x) Fq)oU),h=t (x) F,q'u]),h=t (x) FS"p,h~l (x) 

0 0.0820850 0.0820850 0.09812648 0.1528517 
1 0.1331183 0.1403239 0.16071324 0.2188115 

5 0.3320781 0.3545721 0.38149450 0·4391453 
10 0.5864597 0.5616188 0.58571454 0.6810597 

20 0.7836771 0.7998287 0.81308686' 0.8355891 

80 0.8962240 0.9045299 0.91096480 0.9214718 

40 0.9472100 0.9513226' 0.95443381 0.9594453 
50 0.9712884 0.97336'14 0.97491838 0.9774225 

On mentionne que la valeur exacte de Fs (0) est egale a 0.0820850. On 
constate que l 'ecart entre les bornes inferieures et superieures diminue avec 
h qui decroit. On presente dans le tableau ci-dessous les valeurs obtenues 
des approximations de VaR", (S) : 

K 0.5 0.95 0.995 

VaR" sup,h=l ) 7 87 84 

VaR" Sup,h~1 ) 7. 75 38.75 85.25 

VaR" Slow,h~1 ) 8.5 39.75 86'.25 

VaR" Slow,h~l ) 9 41 88 

D 

6.4.2 Methode de dispersion de la masse avec esperance 
preservee 

On a besoin du result at suivant pour la methode de la dispersion de la 
masse. 

Lemme 6.13 Soient les scalaires a, b, c, d tels que a < b, Pa ::;, 0, Pb ::;, 0, 
o -s: c < 1 et a < d < b. La solution au systeme de deux equations avec 
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delLx inconnlLes slLivant 

est P = bc-d et p = d-ac. 
a b-a b b-a 

On pro cede par etape pour determiner l'expression de la fonction de 

masse de probabilite IE (kh) = Pr (jj = kh). Pour chaque intervalle, on 

distribue la masse de cet intervalle 11 ses extremites (gauche et droite) tout 
en conservant l'esperance attribuee 11 cet intervalle. Comme Ie point kh 
se trouve 11 la fa is 11 la droite de l'intervalle (( k - 1) h, kh] et 11 gauche de 
l'intervalle (kh, (k + 1) h], la valeur de la fonction de masse de probabilite 
IE (kh) attribuee au point kh est la somme des deux de probabilite pth et 

Pkh' 
Pour kEN, on cherche les valeurs de Pkh et pth+h telles que les deux 

relations suivantes sont satisfaites : 

FB ((k + 1) h) - FB (kh) 

l (k+l)h 

XIB (x) dx 
kh 

E [B x l(-oo,(k+l)hll - E [B x l(-oo, khll 

A partir du resultat du lemme 6.13, on deduit : 

et 

Pkh = (k+h1)h{FB ((k+1)h)-FB (kh)} 

1 
-h {E [B x l(-oo,(k+l)hll - E [B x l(-oo,khll} 

1 
h {E [B x l(-oo,(k+l)hll - E [B x l(-oo,khll} 

kh -h {FB ((k + 1) h) - FB (kh)}. 

Pour k = 1,2, ... , la valeur de IE (kh) est la somme de pth et Pkh : 

fe (kh) + -
Pkh + Pkh 

1 { 2E [B x l(-oo, khll - E [B x l(-oo,(k-l)hll } 

h -E [B x l(-oo,(k+l)hll 

~ { -2khFB (kh) + (k - 1) hFB ((k - 1) h) } 
+ h + (k + 1) hF B (( k + 1) h) . 
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Fonctions de repartition de X • valeurs eXilctes et 
approxlmees (Panjer + methode dispersion) 

10 15 20 25 30 

FIGURE 6.2. Valeurs exactes (ligne continue) et approximees (ligne avec petits 
traits) de Fx (x), OU X ~ PComp(A,FB ) avec A = 3 et B ~ Exp(l). 
L'approximation est obtenue avec la methode de dispersion. 

Comme E [min (B; a)] = E [B x l(-oo,all + a (1 - FE (a)), on obtient 

f- (kh) = ~ { 2E [min (B; kh)] - E [min (B; (k - 1) h)] } 
E h - E [min (B; (k + 1) h)] , 

pour k E 1'1+ et 

fB (0) 
_ FE (h) x h - E [B x l(-oo,hll 

Po = h 

E [min (B; h)] 
1- h ' 

pour k = O. 

Exemple 6.14 Boit la v.a. X ~ PComp (.\, FE) representant les couts 
pOlLr lLn risqlLe avec .\ = 3 et B ~ Exp ((3 = 1). L 'esperance de X est egale 
Ii 3. Dans Ie cas present, on pelLt evallLer les valelLrs exactes de Fx. POlLr 
illlLstrer la methode de dispersion avec preservation de I' esperance, on lLtilise 
lLn pas h = 160 pOlLr discretiser la loi de B SlLr Ie slLpport {o, 160' 1~0' ... } 
plLis on appliqlLe I 'algorithme de Panjer pOlLr evallLer les valelLrs de Fj( (1~0) 
pOlLr kEN. Les valelLrs sont reportees dans Ie graphiqlLe de la .figlLre 6.2. 
Dans Ie tablealL ci-dessolLs, on indiqlLe les valelLrs exactes et approximees 
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de VaRK (X) et TV aRK (X) : 

K VaRK (X) VaRK (X) TVaRK (X) TVaRK (X) 
cract~ approx. cract,' app'('o:t. 

0.5 2·48268 2·48 4·86885 4·86886 
0.95 7. 72886 7. 73 9.56856 9.56856 
0.995 11.91871 11.91 18.57670 18.57690 

On presente aussi les valeurs exactes et approximees de la prime stop-loss 
7rx (d) = E [max (X - d; 0)] : 

d 0 1 2 5 10 15 

n:~!«(~) 8 2.188987 1·454502 0.878085 0.025710 0.001287 

7rx (d) 3 2.133989 1·454504 0.378087 0.025711 0.001237 
app'('o:t. 

Les valeurs approximatives de la prime stop-loss sont equivalentes aux 
valeurs a 5 decimales pres indiquant la tres bonne qualite de la methode de 
dispersion de la masse avec esperance preservee. La valeur approximative 
et la valeur exacte de E [X] sont identiques, confirmant que l'esperance 
est preservee. Enfin, on observe que les valeurs approximees de TVaR et 
de primes stop-loss sont superieures ou egales aux valeurs exactes. Cette 
relation d'ordre est expliquee au chapitre 7 a l'aide des ordres convexes. D 

6.5 Transformee de Fourier rapide 

6.5.1 Description de la methode 

La transformee de Fourier rapide (en anglais Fast Fourier Transform, 
avec l'acronyme FFT) est un algorithme performant pour determiner la 
transformee de Fourier pour une v.a. discrete. La FFT est programmee 
dans plusieurs logiciels notamment en R. 

L'idee de la methode est assez simple. On do it faire un bref rappel des 
nombre complexes. Soit Ie nombre complexe z = x + yi presente so us sa 
forme cartesienne OU i = A est l'unite imaginaire, x designe la partie 
reelle de z (notee Re (z)) et y designe la partie imaginaire (notee 1m (z)). Les 
regles d'addition et de multiplication sont Zl +Z2 = (Xl + X2)+(YI + Y2) i et 
Zl x Z2 = (XIX2 - YIY2) + (XIY2 + X2YI) i. Le nombre z peut etre represente 
sous sa forme polaire z = r(cose+isine), OU r = Izl = Jx2 +y2 et 
e correspond 11 l'argument de z, soit l'angle du vecteur z dans Ie plan 
complexe. Selon la for mule d'Euler, on a la relation e iB = cos e + i sin e. 
Cette relation permet de deduire que z = re iB = r (cos e + i sin e). 

On sait qu'il est possible d'identifier la loi d'une v.a. 11 partir de sa f.g.m. 
Si la v.a. est discrete, on peut aussi identifier sa loi 11 partir de sa f.g.p. 
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Soit une v.a. X de loi discrete definie sur N avec fonction de masse de 
probabilite ix. On definit la fonction caracteristique ix pour cette v.a. par 

00 

1x (t) = L eitk ix (k). 
k=O 

La fonction caracteristique est une generalisation de la f.g.m. Elle existe 
pour toute loi (et meme dans Ie cas des lois OU la f.g.m. n'existe pas). La 
fonction caracteristique est aussi appelee la transformee de Fourier (voir 
e.g. [66]). Les principales proprietes liees aux f.g.m. sont aussi valides pour 
les fonctions caracteristiques. Si S = L:~=IXi' OU XI,oo"Xn sont des v.a. 
independantes, alors on a 

ls (t) = 1x I (t) x 00. x 1x n (t) . 

Dans Ie cas OU la v.a. X est definie par 

X={ 

avec I rv Bern (q), alors on a 

B,I = 1 

0,1 = ° 

Si la v.a. X est definie selon une loi composee avec les hypotheses usuelles 

X = { L:~~I B k , M > ° 
0, M=O ' 

OU la v.a. M obeit 11 une loi de frequence, alors on a 

1x (t) = PM (lB (t)). 

Soit Ie vecteur 1 = (fo, iI, 00., in-I). Le resultat de la FFT appliquee 11 

1 est un vecteur I = (To, 00., in-I) OU 

n-I 
h = L e 2;;'jk ik, j = 0,1,00', n - 1. 

k=O 

La FFT produit aussi l'application inverse, la transformee inverse de 
Fourier rapide (notee IFFT), sous la forme suivante : 

j = 0,1,00', n - 1. 
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Generalement, Ie resultat de la FFT depend de la longueur n du vecteur. 
Le qualificatif «rapide» de la FFT vient du fait que l'algorithme separe 
Ie vecteur en deux avant de produire les applications et il !::dditionne les 
resultats. Pour une utilisation efficiente de la FFT, Ie vecteur f do it compter 
un nombre de composantes d'une longueur n = 2m , ou m est un entier eleve 
(ex: m = 14, 15, 16 ou plus). 

6.5.2 Transformee de Fourier rapide et R 

La FFT est programmee dans plusieurs logiciels, dont Ie logiciel R. 
Generalement, la fonction FFT programmee dans Ie logiciel per met de 
determiner la fonction caracteristique d'une v.a. X 11 partir d'un vecteur 
des valeurs de sa fonction de masse de probabilite. Elle permet aussi de 
calculer les valeurs de la fonction de masse de probabilite d'une v.a. X 11 
partir de sa fonction caracteristique. On explique comment appliquer la 
FFT en R dans difi'erents contextes. 

6.5.3 Somme de deux v. a. discretes independantes 

Soit une v.a. S ou S = X + Y. Les v.a. X et Y sont des v.a. discretes 
independantes avec fonctions de masse de probabilite fx et fy. On veut 
calculer la fonction de masse de probabilite fs de la v.a. S. 

Algorithme 6.15 Les etapes sont les suivantes : 

1. Constmire les vecteurs [x et [yo Ils doivent etre de meme longueur 
2m , ce qui est possible en ajoutant suffisamment de 0 a chacun des 
vecteurs. 

2. Utiliser la fonction fft pour produire les vecteurs [x et [y a partir 
des vecteurs [x et [y. 

3. Faire Ie produit des deux vecteurs [x et [y: [s = [x x [y (i. e. la 

composante i de Ix multiplie la composante i de Iy) 

4. Utiliser la fonction fft (inverse) pour produire Ie vecteur [s a 
partir du vecteur [s. 

La procedure est illustree dans Ie langage R. Les vecteurs [x et [y 
doivent com porter chacun 2m elements ou m est fixe de telle sorte que 
2m excede Ie nombre de valeurs non nulles de la fonction de masse de 
probabilite de la v.a. S. Par exemple, si X E {O, 1, ... , 10} (11 elements) et 
Y E {O, 1, ... , 20} (21 elements) alors S E {O, 1, ... , 30} (31 elements). Donc, 

Ix et I y doiv:nt avoir au moins 25 elements. I~ faut ajouter 21 «0» dans 

Ie vecteur de [x et 11 «0» dans Ie vecteur de [yo 



224 Methodes recursives d'agregation 

Exemple 6.16 Exemple de fonction R. On reprodlLit ci-dessolLs lLn 
exemple de fonction R qlLi permet de faire ce calclLl en ayant reCOlLrs a la 
fonction fft deja programmee en R. Ainsi, on choisit m preferablement 
grand (ex: m = 14, 15, 16 01L pllLs) pOlLr obtenir des reslLltats de qlLalite. 

fft.directconvo<-function(m=16, fx, fy) 
{ 

}D 

aa <- 2-m 
nx < - Length (jx) 
ny <- Length(jy) 
ftx <- fft(c(jx, rep (0, aa - nx))) 
fty <- fft(c(jy, rep (0, aa - ny))) 
fs <- Re(fft(jtx*fty, TRUE))/aa 
return(js) 

On applique, dans l'exemple qui suit, la fonction R presentee a l'exemple 
6.16. 

Exemple 6.17 Soit lLne v.a. S = Xl +X2 OU les v.a. independantes Xl rv 

Pais (A = 2.3) et X 2 rv EN (r = 3, q = i). On obtient les valelLrs slLivantes 
avec la methode fft en lLtilisant la fft. directconvo fOlLrnie a l'exemple 
6.16 : 

Les valelLrs obtenlLes sont identiqlLes a celles prodlLites a l' exemple 6.1. D 

6.5.4 Somme de n v. a. discretes independantes 

Soit une v.a. Sou S = L:~=l Xi. Les v.a. Xl, ... , Xn sont des v.a. discretes 
independantes definies sur Ie support {O, 1h, 2h, ... } et avec fonctions de 
masse de probabilite fx" ... , fx". On veut calculer la fonction de masse 
de probabilite fs de la v.a. S. 

Algorithme 6.18 Les etapes sont les slLivantes : 

1. ConstrlLire les vectelLrs lx" ... , l x" avec lLn nombre egal a 2"' 
composantes, ce qlLi est fait en ajOlLtant slLffisamment de O. 

2. Utiliser la fonction fft pOlLr prodlLire les vectelLrs lXI' ... , lxn a 

partir des vectelLrs lx" ... ,.f x" . 

3. Faire le prodlLit des n vectelLrs lx" ... , lx" : Is = lx, x ... x lx" . 

4. Utiliser la fonction fft (inverse) pOlLr prodlLire le vectelLr Is a 

partir dlL vectelLr Is' 
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On fournit un exemple de fonction R construite pour appliquer cette 
procedure. 

Exemple 6.19 Exemple de fonction R. On reproduit ci-dessous un 
exemple de fonction R qui permet de faire ce calcul en ayant recours a la 
fonction fft deja programmee en R : 

fft. nrisks<-function(matff, v. n,m=14) 
{ 

aa <- 2-m 
nbrisks< -dim (matff) [1J 
f x<-mat ff[l,J 
nx <- Length(jx) 
ftx <- fft(c(jx, rep (0, aa - nx))) 
fts< - (jtx) -v. n[1J 

for (i in 2:nbrisks) 
{ 

} 

fx<-matff [i,J 
nx <- Length(jx) 
ftx <- fft(c(jx, rep (0, aa - nx))) 
fts< -fts* (jtx-v. n[iJ) 

ffs <- Re(fft (jts, TRUE))/aa 
return (jfs) 
}D 

Dans l'exemple suivant, on utilise la fonction de l'exemple 6.19. 

Exemple 6.20 Pour des fins d'illustration, on suppose un portefeuille 
de 200 contrats et on examine le nombre de sinistres pour l'ensemble du 
portefeuille. On suppose que Xi rv BN (ri, qi) OU ri = 2, i = 1,2, ... , 100, 
ri = 3, i = 101,102, ... ,200, qi = 180' i = 1,2, ... ,60, qi = 190' i = 
61,62, ... , 100, qi = ~g, i = 101,102, ... , 170, qi = ;g, i = 171,172, ... , 200. 

On obtient les valeurs suivantes de fs OU 8 = L7~~ Xi en utilisant la 
fonction R fft.nrisks de l'exemple 6.19: 

A l'aide des valeurs obtenues pour fs, on determine que E [8] = 80.68455 
et que Var (8) = 95.9613. Ces valeurs sont verifiables car on sait evaluer 
les valeurs exactes de l'esperance et la variance de 8. D 

6.5.5 Somme aleatoire (loi composee) 

Soit une v.a. X qui obeit 11 une loi composee avec X = B1 + ... + BM 
si M > 0 ou X = 0 si M = 0 en supposant les hypotheses usuelles. On 
suppose que les v.a. B 1 , B 2 , ... prennent des valeurs definies sur Ie support 
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{O, 1h, 2h, ... J. On veut calculer la fonction de masse de probabilite fx de 
la v.a. X qui est aussi definie sur Ie support {O, 1h, 2h, ... }. 

Algorithme 6.21 Les etapes sont les suivantes : 

1. Construire le vecteur lB. Il important d 'ajouter suffisamment de O. 

2. Utiliser la fonction f ft pour produire le vecteur IB a partir du vecteur 

lB· 

3. Faire le calcul a l'aide de la f.g.p. de M et du vecteur IB: Ix 

PM (IB )· 

4. Utiliser la fonction f ft (invers e) pour produire le vecteur Ix a 

partir du vecteur Ix. 

Vne application de cet algorithme est donnee dans Ie prochain exemple. 

Exemple 6.22 Exemple de fonction R. On reproduit ci-dessous une 
fonction R construite dans le cas de la loi Poisson composee qui permet de 
faire ce calcul en ayant recours a la fonction fft deja programmee en R. 

fft. poiscomposee< -function (Lam, n, fx) 
{ 

# 2**n = Longueur du vecteur 
# prendre n eLeve (ex: n=12 ou pLus) 
# premiere masse de fx est Pr(X=O) 

}D 

aa <- 2-n 
nx < - Length (jx) 
ftx <- fft(c(jx, rep (0, aa - nx))) 
fts< -exp (L am * (jtx - 1)) 

fs <- Re(fft(jts, T))/aa 
return(js) 

Avec les memes hypotheses que l'exemple 6.10 illustrant l'application de 
l'algorithme de Panjer dans Ie cas de la loi Poisson composee, on obtient 
des valeurs identiques pour fx. On traite l'exemple suivant. 

Exemple 6.23 Boit une v.a. X dejinie par 

X={ ",M 
L...i=l B i , M > 0 
0, M=O 

avec les hypotheses usuelles et B ~ Pa (1.5, 5). On teste le resultat 
asymptotique qui est foumi en (2.21) au chapitre 2 et qui conceme les 
distributions subexponentielles, soit 

F x (x) "::' E [M] F B (x) , 
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qlLand x --+ 00. A cette fin, delLx hypotheses sont considerees pOlLr 
la distriblLtion de la freqlLence : (1) M rv Pais (>. = 10) et (2) M rv 

EN (r = 0.5, q = r~'\) de telle sorte qlLe E [M] = 10, pOlLr les delLx 

hypotheses. Afin d'evallLer Fx (x), on discretise FE en appliqlLant les 
methodes lower et upper avec lLn pas h = 1. Les valelLrs obtenlLes des trois 
approximations pOlLr Fx (x) sont les slLivantes : 

x Fx (x) hyp(l) IOWCT Fx (x) hyp(2) lower E[M] FB (x) 
1000 0.00412294 0.00774507 0.00850918 
5000 0.00082598 0.00085019 0.00081575 

10 000 0.00011350 0.00011737 0.00011172 
50000 0.00001008 0.00001009 O. ()oOO 1000 

100 000 0.00000354 0.00000355 0.00000354 
500 000 0.00000082 0.00000082 0.00000082 

x Fx (x) hyp(1) llpper- Fx (x) hyp(2) llpper- E[M] FB (x) 
1000 0.00404723 0.00679330 0.00350918 
5000 0.00082488 0.00084628 0.00081575 

10000 0.00011881 0.00011678 0.00011172 
50000 0.00001003 0.00001008 0.00001000 

100 000 0.00000854 0.00000855 0.00000854 
500 000 0.00000032 0.00000032 0.00000032 

De pllLs, les valelLrs obtenlLes pOlLr l'approximation de VaR", (X) sont 
fOlLrnies dans Ie tablealL slLivant : 

K VaR" (X) hyp(1) lower- VaR" (X) hyp(2) lower- F- 1 (1 1-,,) 
B - ElM] 

0.9 181 275 102.7217 
0.99 595 899 495 

0.999 2420 2673 2315.794 
0.9999 10 873 11 091 10 767.17 

0.99999 50 101 50818 49995 
0.999999 232 180 232 391 232074·4 

K VaRK (X) hyp(l) nppc'f' VaRK (X) hyp(2)I1JiPCT F-1(1 l-K) 
B - ElM] 

0.9 169 247 102.7217 
0.99 584 843 495 

0.999 2409 2682 2815.794 
0.9999 10862 11 058 10 767.17 

0.99999 50090 50281 49995 
0.999999 282 169 282860 282074·4 

POlLr des valelLrs tres elevees de x, Ie reslLltat asymptotiqlLe est satisfaisant, 
i.e. Ie choix de la loi de M n'affecte par Ie comportement asymptotiqlLe 
de F x (x). Comme approximation de F x (x), Ie reslLltat asymptotiqlLe do it 
etre lLtilise avec prlLdence, notamment pOlLr I' approximation de la meSlLre 
VaR, qlL'elle a tendance a SOlLs-estimer. Neanmoins, il pelLt etre employe 
afin de prodlLire lLne valelLr approximative de la VaR pOlLr des valelLrs elevees 
de K" e.g. K, > 0.9999, en particlLlier qlLand Ie parametre a de la loi de Pareto 
est entre 1 et 2. D 
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6.5.6 Pot-pourri 

La FFT est notamment tres utile pour agreger les couts de plusieurs risques 
(notamment des lignes d'affaires). On a recours 11 l'exemple suivant pour 
l'expliquer. 

Exemple 6.24 On considere Ie portefelLille d'lLne compagnie d 'asslLrance 
lARD. Le portefelLille est compose de delLx lignes d'affaires : aSSlLrance 
habitation alLX particlLliers et aSSlLrance alLtomobile alLX particlLliers. On 
SlLppose qlLe tOlLS les risqlLes individlLels sont independants. 

• AsslLrance habitation (120 contrats). Les C01US pOlLr lLn contrat sont 
representes par la v.a. X OU 

X= {B, 
0, 

1=1, 
1=0, 

avec E [I] = 0.008 et B = U x c. La v.a. U represente Ie pOlLrcentage 
de dommage et la constante c represente la valelLr de la residence. 
Les v. a. U et I sont independantes. On SlLppose qlLe 

Pr (U = ~) = 0.25 X 0.75 j - 1 

20 1-0.7520' j=1,2, ... ,20, 

et qlLe c = 200 000. La v.a. Sf/OT represente Ie montant total des 
sinistres pOlLr l'ensemble de la ligne d'affaires en aSSlLrance habitation. 

• AsslLrance alLtomobile (100 contrats). Les 100 contrats sont divises 
en delLx classes A (75 contrats) et B (25 contrats). Les C01US pOlLr lLn 
contrat sont representes par la v.a. X OU X rv PComp().; Fe) : 

Classe A. On SlLppose qlLe ). = 0.036 et qlLe fe (10 OOOj) 
Pr(C = 10 OOOj) = 0.4 x 0.6j -1, pOlLr j E PJ+. 

Classe B. On SlLppose qlLe ). = 0.054 et qlLe fe (10 OOOj) 
Pr (C = 10 OOOj) = 0.5 x 0.5 j -1, pOlLr j E PJ+. 

On de.finit la v.a. S:fOT comme etant la somme des couts pOlLr 
I 'ensemble de la ligne d'affaires en aSSlLrance alLtomobile. 

Le montant total des sinistres pOlLr I 'ensemble dlL portefelLille est 
represente par la v. a. STOT 01'1 STOT = Sf/OT + S:fOT' On constate qlLe 
la v. a. Sf/OT obeit a lLne loi binomiale composee et qlLe S:fOT obeit a lLne 
loi Poisson composee. Avec les methodes etlLdiees dans ce chapitre, on 
pelLt recolLrir a delLx approches pOlLr evallLer les valelLrs de f s.tO'1" f s//O'1' 
et fSror' Approche 1 : on evallLe fsA. et fSH a l'aide de l'algorithme 

ror ror 
de Panjer et on calclLle en slLite les valelLrs de f S'1'O'l' a I' aide dlL prodlLit 
de convollLtion. Approche 2 : on calclLle directement les valelLrs de f S·tO'1' , 
fSH et fSror a l'aide de la FFT. L'approche 2 est pllLS rapide qlLe 

ror 
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I 'approche 1. On obtient les valeurs exactes suivantes de f SII (10 OOOk), 
ror 

fs.~ (10000k) et fS.FOT (10 OOOk) pour k = 0,1, ... , 5 : 
ror 

k f s:f;n7' (10 OOOk) fSf/nr (10 OOOk) fSTOT (10 OOOk) 

0 0.01742237 0.38141754 0.006645199 
1 0.08057627 0.09257200 0.018275149 
2 0.04400042 0.08056924 0.021016747 
3 0.05554270 0.06966835 0.028935462 

4 0.06487072 0.05989944 0.086412691 
5 0.07015226 0.05124033 0.042980930 

De plus, on deduit que VaRO.995 (S,z!OT) = 300 000, VaRO.995 (SifOT) 
240 000 et VaRO.995 (STOT) = 280 000. D 

L'exemple suivant traite d'un portefeuille avec une structure de 
dependance fondee sur les chocs communs. 

Exemple 6.25 Soit un portefeuille avec trois lignes d'affaires dont les 
cmUs sont representes par les v.a. Xl, X 2 , X3 OU Xi ~ PComp (Ai; FEJ 
pour i = 1, 2, 3. Soient les v.a. independantes Ki ~ Pais (O:i) (i = 
1,2,3), K12 ~ Pais (0:12)' K 23 ~ Pais (0:23), K 13 ~ Pais (0:13), K 123 ~ 
Pais (0:123). Le nombre de sinistres pour la ligne d'affaires i est de,fini par 
Mi (i = 1,2,3) OU 

M1 K1 + K12 + K 13 + K 123 , 

M2 K2 + K12 + K 23 + K 123 , 

M3 K3 + K 13 + K 23 + K 123 . 

II s'ensuit que (M1 , M 2 , M 3 ) obeit a une loi de Poisson multivariee OU 

Ml Pais (AI = 0:1 + 0:12 + 0:13 + 0:123) , 

M2 Pais (A2 = 0:2 + 0:12 + 0:23 + 0:123) , 

M3 Pais (A3 = 0:3 + 0:13 + 0:23 + 0:123) . 

L'expression de laf.g.p. de (M1,M2 ,M3 ) est 

eO!l t, -l e 0!2 t2 -1 eO!:Jt:J-1 

x eO!12 t, t2 -1 eO!1:J t, t:; -1 e0!2:; t2 t:J -1 eO!12:J t, t2 t:J -1 . 

Les montants de sinistres sont independants de (M1 , M 2 , M3). On suppose 
que Bl ~ LN (f.Ll = 4.625, a-i = 12), B2 ~ LN (f.L2 = 4, ()~ = 1.52 ) et B3 ~ 
LN (f.L3 = 5, (}3 = 0.52 ). On note que E [Bi] = 168.1741, i = 1,2,3. De 
plus, 0:1 = 2, 0:2 = 2.5, 0:3 = 3.5, 0:12 = 1, 0:13 = 1.2, 0:23 = 1.5 et 
0:123 = 0.4. On veut evaluer Fs ou S = Xl + X 2 + X 3 . On deduit que 
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E [8] = 2791.691 et Var (8) = 2 319 520. De plus, on sait que 

(6.23) 

Afin d'utiliser (6.23), on approxime B l , B2 et B3 par les v.a. discretes Bi, 
B~ et B~ en ayant recours a la methode de dispersion de la masse avec 
preservation de l'esperance (avec h = 100). Alors, on approxime la v.a. 8 
par la v.a. 8' OU 

Is' (t) PM l ,M2 M; (IE; (t) ,IE~ (t), lE~ (t)) . 

al (TH' (t)-l) a2(TH' (t)-l) a:e(TH' (t)-l) aI2(TH' (t)TH' (t)-l) e I e 2 e :1 e I 2 

au (Tn' (t)Tn, (t)-l) a2:J (Tn' (t)Tn, (t)-l) a12:; (Tn' (t)Tn, (t)Tn, (t)-l) xe 1 :; e :J :; e 1 2 :; . 

On utilise la transformee rapide de Fourier pour obtenir Is' (t) et ensuite 
l'inverser afin de produire les valeurs de fs' (kh), kEN. On choisit h = 1 
pour la discretisation et on calcule iE' (kh) pour k = 0,1, ... , 106 . Les 
calculs ont ete effectues en R en fixant fi22 = 4 194 304. Comme prevu, on 
obtient E [8'] = 2791.691 et Var (8') = 2 319 713, legerement superieure a 
Var (8). Dans Ie tableau ci-dessous, on indique les valeurs de is' (kh) pour 
k = 1000,2000, ... , 10 000 : 

k Is' (kh) Fs' (kh) 
1000 0.00012552 0.03626635 
2000 0.00086790 0.80295692 
:WOO 0.00028575 0.65045957 
4000 0.00018118 0.85406644 
5000 0.00005080 0.93915836 
6000 0.00001995 0.97195940 
7000 0.00000864 0.98588744 
8000 0.00000420 0.99143206 
9000 0.00000227 0.99454508 

10 000 0.00000134 0.99629763 

On utilise VaRK (8') et TV aRK (8') pour produire une approximation de 
VaR", (8) et TVaR", (8) avec K, = 0.5, 0.95, 0.99, 0.995, 0.999 : 

K VaR" (5') TVaR" (5') 
0.5 2584 8791.528 

0.95 5239 6984·296 
0.99 7694 10662.34 

0.995 9218 12989.67 
0.999 14 622 21 035.57 

II est demonte au chapitre 'l que l'approximation de TVaRK (8) par 
TVaR", (8') est conservatrice pour to ute valeur de K,. D 
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6.5.7 Commentaires 

L'evaluation par la FFT est tres efficace en termes de temps de calcul. 
Dans les exemples presentes dans ce chapitre, les temps de calcul obtenus 
par la FFT ont ete plus rap ides que ceux obtenus avec les autres methodes 
recursives. La methode est simple d'application. 

6.6 Distribution melange d'Erlang 

Soit la v.a. Y obeissant 11 la loi melange d'Erlang avec un parametre 
d'echelle commun dont la fonction de densite et la fonction de repartition 
sont 

00 00 

k=l k=l 

ou (i est un poids positif attribue 11 la i-erne distribution d'Erlang et 13 est 
Ie parametre d'echelle commun. On peut aussi tenir compte du cas OU il y 

a une masse de probabilite non nulle 11 0, ce qui conduit 11 

00 

Fy(x) = (a + L (kH(x; k, 13), 
k=l 

OU (a = Pr(K = 0) 2 O. La loi melange d'Erlang s'interprete aussi comme 
une somme aleatoire OU 

Y = { ~~=1 Ck, K > 0 
0, K=O ' 

(6.24) 

avec Ck ~ Exp (13) et K est une v.a. discrete dont la fonction de masse 
de probabilite est fK (k) = Pr (K = k) = (k, kEN, et la f.g.p. est 
PK (s) = ~~=a (k sk . Aussi, la f.g.m. de la v.a. Y est My (r) = PK (Me (r)) 
avec Me (r) = (3~r' On utilise la notation Y ~ MixErl (~,f3) avec ~ = 
((a, (1, ... ). L'interpretation de la distribution melange d'Erlang sous la 
forme d'une somme aleatoire permet d'ecrire directement l'expression pour 
la TVaRK (Y) 

1 00 k-
TVaRK (Y) = -- '" (k-f3H (VaRK (Y); k + 1,13). 1 - K: L.." 

k=l 

Les aut res caracteristiques de la distribution sont fournies en annexe. 
La classe des distributions melange d'Erlang est dense dans la classe des 

distributions avec support positif comme l'indique Ie them'eme suivant. 
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Theoreme 6.26 Theor'eme de Tijms. Boit une v.a. positive X avec une 
fonction de repartition Fx. On de.finit la fonction de repartition Fh par 

Alors, on a 
lim Fh (x) = Fx (x), 

h--+oo 

en tout point de continuite x de Fx. 

Preuve. Ce resultat est demontre dans [102] .• 
Il est done possible d'approximer toute distribution avec support positif 

par une distribution melange d'Erlang. 
La classe des distributions melange d'Erlang contient bien entendu la 

distribution exponentielle et la distribution Erlang comme cas particulier. 
La distribution melange d'exponentielles fait aussi partie de cette classe. 

Proposition 6.27 Melange d'exponentielles. Boit une v.a. Y obeissant 
a une loi melange d'exponentielles avec 

m 

.fy (x) = LPifJie-6iX, 
i=l 

ott Pi ::;-. 0 (i = 1,2, ... , m) et 2::7:1 Pi = 1. De plus, on suppose que fJi < fJm 
pour i = 1,2, ... , m - 1 (sans perte de genemlite). Alors, on demontre que 

Y ~ MixEd (~, fJm) avec (0 = 0, (1 = 2::7:~1 Pi (t) + Pm, et 

m-1 ( fJi ) ( fJi ) k-1 
(k = L Pi r 1 - r ' 

~=1 m m 

(6.25) 

pour k E {2, 3, ... }. On cesse de calculer les valeurs de (k a ko de telle sorte 

que 2::~:1 (k = 1. 

Preuve. La f.g.m. de Y est donnee par 

(6.26) 
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Pour i = 1,2, ... , m - 1, on peut ecrire (voir l'expression (2.1) dans [108]) 

(6.27) 

ce qui correspond a la fonction de repartition d'une loi melange d'Erlang 
dont Ie parametre d'echelle est 13m. On rem place (6.27) dans (6.26) en 
obtient la relation en (6.25) .• 

Ce resultat est illustre dans l'exemple suivant. 

Exemple 6.28 Boit la v.a. Y obeissant au melange d'exponentielles dont 
la fonction de densite est 

f () 1 1 _"!"'x 2 1 -.\.x 
y x =--e 24 +--e b 

324 36' 
x::::: O. 

Alors, on obtient 

jy (x) 0.75h (x; 1,6-1 ) + 0.0625h (x; 2, 6- 1 ) + ... 

1 (3) 9 1 (3) 99 
+124 h(x;10,6-1 )+···+12 4 h(x;100,6-1 ). 

",lOa Pour cet exemple, on observe que L...k=l (k = 1. D 

On a aussi Ie result at suivant lie a la composition. 

Proposition 6.29 Distribution composee avec montants de 
sinistres de loi melange d'Erlang. Boit une v.a. X qui obeit a 
une loi composee telle que 

X={ M> 1 

ou B rv MixEr! (~,f3) avec ~ = ((0'(1' ... ). Alors, on a 

Mx (r) = PM (ME (r)) = PM (PK (Me (r))) = PM * (Me (r)), 

ott PM* (5) = PM (PK (5)) = 2:~=0 ~ksk est la f.g.p. de M* et Me (r) 
est la f.g.m. de C rv Exp(f3). Cela signifie que X rv MixEr! ({,f3) avec 
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{ = (~o, ~1' ... ) i.e. que l'on peut exprimer la v.a. X sous la forme 

X = 2:: j =1 Gk , M* > 1 { 
lvI* 

0, M* = 0 ' 
(6.28) 

ou la v. a. discrete M* est #finie par 

M> 1 
(6.29) 

et K 1 , K 2 , ... forment une suite de v.a. i.i.d. distribuees comme la v.a. K. 
La j.m.p. de M* est designee par Pr (M* = k) = ~k' kEN. Les v.a. G1 , 

G2 , ... sont i. i. d (avec Gi ~ G). Elles sont aussi independantes de M*. 
Les valeurs de ~k (k E 1'1) sont calculees avec l'algorithme de Panjer (si la 
distribution de M appartient a la classe (a,b,O) ou la FFT. D 

Preuve. Voir [108] .• 
Le result at de la proposition 6.29 est mis en pratique 11 l'exemple suivant. 

Exemple 6.30 80ient les v.a. independantes Xi ~ PGomp (Ai, FE,) avec 
Ai = i et Bi ~ Erl (6 - i, 160) pour i = 1,2, ... , 5. La v.a. 8 = 2::~=1 Xi ~ 
PGomp (A = 15, FD) att FD (x) = 2::~=1 ~5H (x; 6 - i, 160). En appliquant 
la proposition 6.29,8 oMit aussi a une loi MixErl ({, (3 = 160). On indique 
quelques valeurs de ~k pour k = 0,1,2,20,21,22 dans Ie tableau suivant : 

k 0 1 2 

t;k 3.059x 10 7 1. 5295x 10 -0 5.0474x10 -0 

k 20 21 22 

t;k 0.01444919 0.01693319 0.01952672 

On deduit les valeurs suivantes de VaRK (8) pour"" = 0.5, 0.95, 0.995 
3409.363, 5589.821, 7031.789. D 

On presente un dernier resultat lie 11 la convolution. 

Proposition 6.31 Somme finie de v.a. obeissant a des melanges 
d'Erlang. On considere un portefeuille de n risques independants Xl, 

... , Xn att Xi ~ MixEr I (~(i),(3i) avec ~(i) = (di),cii), ... ) et d i ) = 

Pr (Ki = k), (3i = (3 pour i = 1,2, ... , n. On de.finit 8 = 2::~=1 Xi. Alors, 
8 ~ M ixErl (I!.., (3) avec I!.. = (vo, VI, ... ) i. e. la v. a. 8 obeit aussi a un 
melange d'Erlang avec Vk = Pr (KI + ... + Kn = k) pour kEN. En effet, 
on a 

n 

Ms (r) 
i=l 

n 

II PK , (Me (r)) = PK1 + ... +K " (Me (r)), 
i=l 
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att PK,+ ... +K" (s) = 2::;;0=0 VkSk est la .f.g.p. de KI + ... + Kn. Les valeurs 
de Vk sont obtenues, soit avec I 'algorithme de produit de convolution, soit 
avec la FFT. D 

Preuve. Voir [108] .• 
On illustre Ie result at de la proposition 6.31 dans Ie pro chain exemple. 

Exemple 6.32 80ient les deux v.a. 

et 

ou les v.a. BI et B2 obeissent a des lois melanges d'exponentielles dont les 
fonctions de densite sont 

fB! (x) 
1 1 _...Lx 41 _.Lx 
--e 10 + --e 2 x> 0 
510 52' -, 
1 1 _...Lx 9 1 _.Lx 

- -e 20 + - -e 2 x > O. 
1020 102'-

On montre que 8 = Xl + X 2 ~ MixErl (~,j3 = ~). Afin d'obtenir les 
valeurs de~, on procede par etapes. 

En premier lieu, on utilise Ie resultat de la proposition (6.27) pour 
representer les distributions de BI et B2 sous forme de melange d'Erlang 

i. e. Bi ~ M ixErl (~.( i) , j3 = ~) ou il faut calculer les valeurs des 

composantes de C(i) pour i = 1,2. 
Ensuite, on applique Ie resultat de la proposition (6.29) afin de 

representer les distributions de Xl et X 2 sous forme de melange d'Erlang 

(Xi ~ MixErl (~(i), j3 = ~)) et de calculer les valeurs des composantes de 

C(i) pour i = 1,2. 
Finalement, on a recours a la proposition (6.31) pour representer la 

distribution de 8 sous laforme d'un melange d'Erlang (8 ~ MixErl (~, j3 = ~)) 
et pour calculer les valeurs des composantes de ~. Les premieres valeurs de 
Vk pour k = 0,1, ... ,4 sont fournies dans Ie tableau suivant : 

Il est alors possible de calculer les valeurs de VaRK (8) pour"" = 0.5, 0.95, 
0.995 : 19.7584, 78.6563, 133.2851. D 
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6.7 Approximation Poisson composee 

On examine maintenant l'application de l'approximation Poisson composee 
dans l'evaluation de la distribution des couts totaux pour un portefeuille 
dont les risques sont modelises selon l'approche indemnitaire (ex: risques 
vie ou de credit) ou l'approche forfaitaire (ex: risques lARD ou soins 
medicaux). 

L'approche pour evaluer la distribution de S selon l'approximation 
Poisson composee se fait en deux temps. On approxime la v.a. discrete 
Spar une v.a. T qui obeit it une loi Poisson composee. Le calcul de iT 
(et, par Ie fait meme, de FT ) est realise avec l'algorithme de Panjer ou 
la FFT. On utilise FT pour evaluer approximativement Fs . On presente 
l'approximation Poisson composee dans Ie cas particulier de l'approche 
indemnitaire et Ie cas general des approches indemnitaire ou forfaitaire. 

6.7.1 Cas particulier 

On considere un portefeuille compose de m contrats d'assurance vie sur 
une periode fixe (e.g. un an). Pour Ie contrat i, on note Ie mont ant de 
prestation par bi (i = 1,2, ... , m) que l'on suppose entier. La probabilite de 
deces de l'assure est representee par qi (i = 1,2, ... , m). La valeur attribuee 
it qi depend de divers facteurs lies it la tarification notamment l'age, Ie sexe, 
etc. On definit la v.a. Xi = bi X Ii, OU Ii est une v.a. de Bernoulli telle que 

I. = { 1, si l'assure i decede 
, 0, si l'assure i survit ' 

avec Pr (Ii = 1) = qi = I-Pr (Ii = 0) = I-pi. La v.a. S = L:~=1 Xi designe 
Ie mont ant total des sinistres pour Ie portefeuille. Pour l'ensemble de la 
section, on suppose que les couts individuels des assures sont independants. 
On pro cede selon les deux etapes suivantes pour definir la v.a. T de loi 
Poisson composee. 

A la premiere etape, on approxime chaque Xi = biIi (i = 1, ... , m) par une 
v.a. Y; definie par Y; = bi X M i , OU la v.a. Mi ~ POiS(Ai), (i = 1,2, ... , m). 
On peut faire deux choix pour definir Ai : 

• choix 1 : on definit Ai de telle sorte que E[Ni] 
qi (i=I, ... ,m); 

• choix 2 : on definit Ai de telle sorte que Pr (Ni = 0) = e-.\' 
Pr (Ii = 0) = 1 - qi (i = 1, ... , m), ce qui imp Ii que que Ai 
-In (1 - qi) , pour i = 1, ... , m. 

Cette approximation est possible parce que la valeur de qi est 
relativement petite, ce qui implique que la probabilite que Ni prenne 
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des valeurs superieures it 1 est presque nulle i.e. Pr (Ni > 1) ~ O. Cela est 
illustre dans Ie pro chain exemple. 

Exemple 6.33 80it la v.a. M ~ Pois (A). Dans Ie tablealL slLivant, on 

presente les valelLrs de Pr (M > 1) = 1 - e- A - e-A ~~ dans les cas OU A 
est defini selon les choix 1 et 2 avec des valelLrs plalLsibles de probabilites 
de deces : 

q A=q A = -In (1 - q) 

0.0001 0.000000 0.000000 
0.0005 0.000000 0.000000 
0.0010 0.000000 0.000001 
0.0050 0.000012 0.000018 
0.0100 0.000050 0.000050 
0.0500 0.001209 0.001271 
0.1000 0.004679 0.005176 
0.2000 0.017523 0.021485 

Les probabilites de deces pOlLr lLne personne de 20, 40, 60 et 80 ans sont de 
l'ordre de 0.0004, 0.0013, 0.0092, 0.0741. Dans Ie contexte des risqlLes de 
credit, les probabilites de deialLt sont generalement injerielLres a 10 %. D 

Dans une deuxieme etape, on definit la v.a. T com me etant la somme 
des v.a. Y1 , ... , Yn , so it T = 2::7=1 Yi. En appliquant la proposition 3.3, il 
en resulte que la v.a. T ~ PComp(A, Fc), avec A = 2::7=1 Ai et 

Ensuite, on approxime la v.a. 8 par la v.a. T. On utilise l'algorithme de 
Panjer ou la FFT pour calculer les valeurs de la iT, Si on definit les Ai 
selon Ie choix 1, il en resulte que E [T] = E [8]. Par contre, si l'on fixe les 
Ai selon Ie choix 2, on a Pr (T = 0) = Pr (8 = 0). 

Dans Ie pro chain exemple, on presente une application elaboree de 
l'approximation Poisson composee permettant de com parer les valeurs 
resultant de l'approximation avec les valeurs exactes qui ont ete obtenues 
en utilisant directement la FFT. 

Exemple 6.34 On considere lLn porteielLille d'asslLrance vie temporaire 1 
an de 100 participants. Les montants de prestation (exprimes en mlLltiples 
de 10 000) sont 1, 2, 3, 4 et 5. Les participants pelLvent etre ages de 
25, 35 01L 45 ans. Les talLX de deces proviennent de la table de mortalite 
GAM-83. La repartition des participants par age et montant de prestation 
est presentee dans Ie tablealL slLivant : 

'fTlontant q25 = 0.000464 q35 = 0.00086 q45 = 0.002183 Total 

10 000 4 5 8 17 
20000 8 10 6 24 
30000 7 9 5 21 
40000 4 7 10 21 
50000 5 6 6 17 
Total 28 87 85 100 
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On dedlLit qlLe le montant total des sinistres 8 pelLt prendre des valelLrs dans 
l'ensemble {O, 10 000,20 000, ... ,2 970 OOO}. L 'esperance et l'ecart type de 
8 sont E [8] = 3600 et JVar (8) = 11 445.26. On presente dans le tablealL 
slLivant les valelLrs exactes de Fs obtenlLes avec la FFT et les valelLrs de 
FT prodlLites avec l'algorithme de Panjer OU on SlLppose qlLe Ai = qi pOlLr 
i = 1, 2, ... , 100) : 

k Fs (10 OOOk) FT (10 OOOk) k Fs (10 OOOk) FT (10 OOOk) 
0 0.88575 0.88584 9 0.99972 0.99970 
1 0.90671 0.90677 10 0.99998 0.99992 
2 0.92948 0.92952 11 0.99996 0.99996 
8 0.94945 0.94946 12 0.99998 0.99998 

4 0.97654 0.97652 18 0.99999 0.99999 
5 0.99593 0.99588 14 1.00000 1.00000 
6 0.99725 0.99721 15 1.00000 1.00000 
7 0.99832 0.99828 .. ... ... 

8 0.99918 0.99911 297 1.00000 1.00000 

On constate qlLe les valelLrs de FT sont tres pres de Fs , ce qlLi jlLstzfie 
fortement l'lLtilisation de l' approximation Poisson composee. 

On SlLppose qlLe le nombre de participants dans chaqlLe classe dlL regime 
est mlLltiplie par 5, c' est-a-dire qlLe le nombre total de participants est 
de 500. Le montant total des sinistres 8 pelLt prendre des valelLrs dans 
l'ensemble {O, 10000,20 000, ... , 14850 OOO}. L'esperance et l'ecart type de 

8 sont E [8] = 18 100 et JVar (8) = 25 592.4. Les valelLrs exactes de Fs 
obtenlLes avec la FFT et les valelLrs de FT prodlLites avec l'algorithme de 
Panjer selon l'approche ou Ai = qi pOlLr i = 1,2, ... ,500 sont presentees 
dans le tablealL slLivant : 

k Fs (10 OOOk) FT (10 OOOk) k Fs (10 OOOk) FT (10 OOOk) 
0 0.54521 0.54548 15 0.99951 0.99950 
1 0.60971 0.60990 20 0.99998 0.99998 
2 0.68284 0.68801 21 0.99999 0.99999 
3 0.75099 0.75108 22 0.99999 0.99999 

4 0.84404 0.84405 23 1.00000 1.00000 
5 0.91888 0.91829 ... ... ... 

10 0.99211 0.99205 1485 1.00000 1.00000 

La qlLalite de l'approximation de Fs par FT demelLre excellente. D 

6.7.2 Cas general 

La presente sous-section est une extension du contenu de la sous-section 
precedente. On definit les couts du portefeuille par la v.a. 8 = L:~=l Xi OU 

Xi = { B i , 
0, 

Ii = 1 
Ii = 0 

(i = 1, ... , m). A nouveau, on pro cede en deux etapes pour definir la v.a. 
T de la loi Poisson composee qui approxime la v.a. 8. La premiere etape 
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reside it approximer chaque v.a. Xi par une v.a. Y; definie par 

ou la v.a. Mi ~ POiS(Ai), (i = 1,2, ... , m) et B i,l, B i,2, ... est une 
suite de v.a. i.i.d. (convention : Bi,j ~ B i ) independantes de Mi. Comme 
precedemment, on peut faire les choix 1 et 2 pour definir Ai (i = 1,2, ... , m). 
Ala deuxieme etape, on definit la v.a. T comme etant la somme des v.a. Y; 
(i = 1, 2, ... , m) de la loi Poisson composee, so it T = 2::7=1 Y;. En vertu de 
la proposition 3.3, il en resulte que T ~ PComp(A, Fe) avec A = 2::7=1 Ai 
et 

Al Am 
Fe (x) = ):FBI (x) + ... + TFBm (x). 

On utilise l'algorithme de Panjer ou la FFT pour evaluer fT. Dans Ie cas 
ou les v.a. B 1 , ... , Bm sont continues, il en resulte que la v.a. C est aussi 
continue. Il suffit de discretiser Fe et d'appliquer l'algorithme de Panjer 
ou la FFT pour une loi Poisson composee. 

Exemple 6.35 Les couts pour un portefeuille compose de 200 titres avec 
risques de defaut repartis en 8 classes sont dejinis par la v. a. S mt 

4 2 n~ij 

S= LLLXi,j,k' 
i=l j=l k=l 

La v. a. Xi,j,k represente les pertes eventuelles pour Ie titre k de la classe 
(i,j), avec k = 1,2, ... , nij, i = 1, 2, 3, 4 et j = 1, 2. On dejinit Xi,j,k = 
Bi,j,k X Ii,j,k avec Ii,j,k ~ Bern (qj) et Bi,j,k ~ B i , k = 1,2, ... , nij, i = 1, 2, 
3, 4 et j = 1, 2. Selon les caracteristiques du titre, la probabilite de de.faut 
est qj, mt qj = 0.01 ou 0.05. De plus, les cmUs resultants d 'un defaut 
Bi prennent des valeurs qui n'excedent par leur capital en vigueur mi E 
{lOOO, 2000, 5000, 10 OOO}. La fonction de masse de probabilite de B j est 
designee par fBi (i = 1, 2,3,4). Les informations a propos du portefeuille 
sont regroupees dans Ie tableau ci-dessous : 

i j qj mi nij i j qj mi nij 

1 1 0.01 1000 SO 1 2 0.05 1000 10 
2 1 0.01 2000 40 2 2 0.05 2000 20 
3 1 0.01 5000 25 3 2 0.05 5000 S5 

4 1 0.01 10 000 25 4 2 0.05 10 000 15 

De plus, on a les informations suivantes : 

k 1 2 S 4 5 6 7 8 9 10 

fBI (lOOOk) 1 - - - - - - - - -

fB2 (lOOOk) 0.6 0·4 
fBl (lOOOk) 0.1 0.2 0·4 0.2 0.1 - - - - -

fB4 (lOOOk) 0.05 0.05 0.1 0.1 0.2 0.2 0.1 0.1 0.05 0.05 
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On construit l'approximation Poisson composee en dejinissant les 
parametres de la loi de Poisson selon le choix 1. On deduit que A = 
2::;=1 2::~=1 nijqj = 5.2 et 

Ie (1000k) 

pour k = 1,2, ... , 10 et Ie (k) = 0 ailleurs. Dans le tableau ci-dessous, on 
reproduit les valeurs de Fs (k) et FT (k), ce qui nous permet d'apprecier la 
qualite de l'approximation Poisson composee : 

0 Fs (lOOOk) FT (lOOOk) 
0 0.004944 0.005517 

10 0.845661 0.850454 
20 0.804856 0.802274 
80 0.969708 0.967215 

40 0.997156 0.996545 
50 0.999822 0.999744 

A partir des valeurs obtenues, on determine que E [T] = 14.26, qui est egale 
a E [S] puisque l'approximation est br'itie sur le choix 1. Au chapitre 7, on 
compare le comportement de S et T (en lonction des choix 1 et 2). D 

6.8 Notes bibliographiques 

L'algorithme de Panjer, initialement propose dans [88], est tres populaire 
en actuariat. On peut trouver des details concernant l'algorithme de 
Panjer dans [66], ainsi que dans e.g. [89] et [93]. Voir aussi [99] pour un 
expose recent et complet sur les methodes recursives. Les methodes de 
discretisation sont discutees dans e.g. [29], [66] et [89]. L'algorithme de 
convolution pour une somme de v.a. i.i.d. est presente dans e.g. [29] , [66] 
et [93]. La transformee rapide de Fourier est presentee dans e.g. [66] et 
[93]. Dne comparaison de l'algorithme de Panjer et la transformee rap ide 
de Fourier est faite dans [35]. On lira [107] et [108] pour une introduction 
it la distribution melange d'Erlang. L'approximation Poisson composee est 
aussi traitee dans e.g. [66] et [93]. Voir aussi e.g. [6] pour un expose general 
sur l'approximation Poisson. 

6.9 Exercices 

1. Le nombre total de sinistres pour un portefeuille d'assurance 
automobile compose de 3 classes est dMini par la v.a. N = 
2::J=l 2::~~1 Mj,i ou nl = 40, n2 = 50, n3 = 30, M 1,i ~ Pais (0.04) 
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(i = 1,2, ... ,nl)' M 2,i ~ BN(2,0.97) (i = 1,2, ... ,n2)' M 3,i ~ 
BN (3, 0.99) (i = 1,2, ... , n3), v.a. Mj,i = nombre de sinistres pour 
Ie contrat i de la classe j (j = 1,2,3). Tous les contrats sont 
independants. 

Calculer fN (k) pour k = 0,1,2,3. 

2. Les couts pour un portefeuille de n = 100 contrats d'assurance 
lARD sont definis par la v.a. S = L:~=1 Xi ou les couts des 
contrats Xl, ... ,Xn sont i.i.d. Pour i = 1,2, ... ,n, Xi ~ X ~ 

BNComp(r,q;FE ) avecr = 0.2, q = 1\ et fE (1000j) = 0.4xO.6j -1, 
pour j E N+. 

En utilisant l'algorithme de Panjer, evaluer fs (1000j) pour j = 
0,1,2,3. 

3. On considere un contrat d'assurance habitation pour Ie volet 
protection incendie pour la residence unifamiliale seulement. On 
suppose qu'au plus un incendie peut survenir pour une residence au 
cours d'une annee. Les couts pour un contrat sont definis par X, OU 

X= { B, 
0, 

1=1 
1= 0 ' 

avec E [1] = 0.005 et B = U x c. La v.a. U represente Ie pourcentage 
de dommage et la constante c represente la valeur de la residence. Les 
v.a. U et 1 sont independantes. On suppose que Pr (U = ~) = 0.6, 
Pr (U =~) = 0.4 et que c = 200 000. On suppose que Ie meme 
type de contrat est em is 11 100 residences. Les contrats sont supposes 
independants. On definit la v.a. S = L:i~~ Xi en prenant la 
convention que Xi ~ X, i = 1,2, ... , 100. 

Calculer fs (100 OOOk), pour k = 0, 1, ... ,4. 

4. Les couts totaux pour portefeuille d'assurance automobile de la 
compagnie d'assurance generale ABC sont definis par la v.a. 
S = L:~=1 L:~~1 Xj,i OU la v.a. Xj,i represente les couts pour 
Ie contrat i dans la classe j, pour i = 1,2, ... , nj (j = 1,2). 
Les v.a. Xl,l, ... , Xl,nl' X 2,1, ... , X l ,n2 sont independantes. De 
plus, Xj,i ~ PComp()...j; FBJ avec )...1 = 0.036, )...2 = 0.054, 
fEI (10 OOOk) = 0.4xO.6k - l (k E N+) et fE2 (10 OOOk) = 0.5xO.5k - l 

(k E N+). On mentionne que E [Bl] = 25 000, E [B2 ] = 20 000, 
nl = 120 et n2 = 80. 

(a) Calculer l'esperance S. 

(b) lndiquer la loi et les parametres de la loi de S. 

(c) Utiliser l'algorithme de Panjer pour calculer fs (10 OOOk) pour 
k = 0, 10, 20, 30. 
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(d) Calculer VaR", (8) et TVaR", (8), pour K, = 0.95 et 0.995. 

5. Soit la v.a. 8 = Xl +X2 OU les v.a. Xl et X 2 sont independantes avec 
Xl ~ L:,!(8,12) et X 2 ~ Ga(4, 10100)' Pour i = 1,2, on approxime 

Xi par Xi en appliquant la methode lower de discretisation avec un 
pas de discretisation de 1000 (suggestion: il est suffisant de discretiser 
sur Ie support {O, 1000, ... , 500 OOO}. On approxime la v.a. 8 par la 

v.a. S = X\ + X2 E {O, 1000, ... } 

(a) Calculer les valeurs de is (1000k), pour k = 10, 20 et 30. 

(b) Utiliser VaR", (S) pour approximer VaR", (8) pour K, = 0.95 et 

0.995. 

6. Les coUts pendant une semaine pour une compagnie sont definis 
par la v.a. X OU X ~ BNComp(r,q;FB ), avec r = 0.4, q =~, 
B = min (C; 5000) et C ~ Weibull (0.8, 10100)' On utilise la methode 

lower pour approximer la v.a. B par la 13 E {1000, 2000, ... , 5000}. 
Cela conduit 11 l'approximation de la v.a. X par la v.a. X E 

{O, 1000,2000, ... }. 

(a) Calculer les valeurs de h (1000k) pour k = 0,1, ... , 5. 

(b) Calculer les valeurs de Ix (1000k) pour k = 0,1, ... , 7. 

(c) Approximer VaRO.99 (X) par VaRO.99 (x} 
7. Les couts d'un contrat d'assurance lARD sont definis par la v.a. 

X ~ PComp(A;FB) OU A = 2 et B ~ Ex~Co~oo)' On evalue 

approximativement la v.a. X par la v.a. X qui resulte de la 
discretisation de la v.a. B avec un pas de discretisation h = 1000. 
Cela signifie que 13 et X E {O, 1000,2000, ... }. On a recours 11 trois 
approches pour discretiser la v.a. B. 

(a) Evaluer E [Xl. 

(b) Methode upper. Avec l'algorithme de Panjer ou la FFT, 
determiner les valeurs Ix (1000k), kEN. A l'aide de ces 

valeurs, evaluer Fx (1000k), pour k = 0,5,10, E [X] et 

E [ max (X - 150 000; 0) ] . 

(c) Methode lower. Avec l'algorithme de Panjer ou la FFT, 
determiner les valeurs Ix (1 OOOk ), kEN. AI' aide de ces 

valeurs, evaluer Fx (1000k), pour k = 0,5,10, E [X] et 

E [ max (X - 150 000; 0) ] . 
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(d) Methode dispersion de la masse. Avec l'algorithme de Panjer 
ou la FFT, determiner les valeurs Ix (1000k), kEN. A l'aide 

de ces valeurs, evaluer Fx (1000k), pour k = 0,5,10, E [X] 
et E [max ( X - 150000; 0) ]. Note : Les valeurs exactes de 

Fx (1000k), pour k = 0,5,10, sont 0.1353353, 0.2690121 et 
0.3942969. 

8. On considere un contrat d'assurance auto dont les couts (v.a. X) sont 
modelises selon l'approche frequence-severite. L'actuaire constate que 
la loi de Poisson n'est pas appropriee pour decrire Ie comportement 
du nombre de sinistres pour un contrat (represente par la v.a. M). Il 
choisit plutot de modifier la loi de Poisson de telle sorte que 

FM (k) = (1 - e) + eFM, (k), (k EN), 

ou e = 0.05 et M' ~ Pais (1). La fonction de masse de probabilite 
du montant d'un sinistre est don nee par IE (10 OOOj) = 0.4 x 0.61- 1 , 

pour j E N+. 

(a) Calculer E [M] et E [X]. 

(b) Donner l'expression de la f.g.p. de M. 

(c) Calculer Ix (10 OOOj), pour j = 0,1,2,3. 

9. Soient les v.a. X = 5000eR = valeur d'un investissement dans un 
titre boursier et Y = 4000 - I x B = valeur d'un investissement dans 
un titre avec risque de defaut OU R ~ N (0.08,0.22 ), I ~ Bern(O.l), 
B = 4000U et U ~ Beta (2, 1). Les v.a. R, let U sont independantes. 

On definit les v.a. V = X + Y = valeur totale de l'investissement et 
L = 9000 - V = valeur de la perte associee it l'investissement. 

On utilise la methode lower pour approximer les v.a. X et B par 
les v.a. X E {3000, 4000, 6000, ... } et B E {1000, 2000, 3000, 4000}. 
~'apPEoximation resultante de Y, Vet L sont notees par les v.a. Y, 
Vet L. 

(a) Calculer Ix (1000k) pour k = 3,4,5. (Note on convient que 
Ix (1000k) = 0, pour k = 0, 1, 2). 

(b) Calculer !y (1000k) pour k = 0,1,2,3,4. 

(c) Calculer fv(1000k) pour k = 3,4,5. (Note: Iv (1000k) = 0, 
pour k = 0, 1, 2). 

(d) Calculer h (1000k) pour k = 4,5,6. (Note: h (1000k) = 0, 
pour k = 7, 8, 9). 
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(e) Evaluer approximativement VaRO.99(L) et TVaRO.99(L) avec 

VaRO.99 (Z) et TVaRo.99 (Z). 
10. On examine Ie risque associe a un contrat d'assurance automobile 

emis a des assures du Quebec. L'actuaire croit que la population du 
Quebec est composee de bons conducteurs (avec une proportion de 
80 %) et de mauvais conducteurs (avec une proportion de 20 %). 
On modelise les coUts pour un contrat (v.a. X) par l'approche 
frequence-severite. Si l'assure est un bon conducteur, Ie nombre de 
sinistres obeit a une loi de Poisson de moyenne 0.1. Si l'assure est un 
mauvais conducteur, Ie nombre de sinistres obeit a une loi de Poisson 
de moyenne 0.25. En cas de sinistre, Ie montant d'un sinistre obeit a 
une loi discrete de moyenne 3000 que 1 que soit Ie type de conducteur, 

ou !B (1000j) = k (~r-\ pour j E N+. Au moment de l'emission 
d'un nouveau contrat, on ne dispose pas d'information sur Ie type de 
conducteur. 

Calculer fx (1000j), pour j = 0,1,2,3. 

11. Un individu invest it une somme 80 de 1000 dans un fonds 
d'investissement. Il prevoit de retirer Ie montant investi apres 4 
periodes. Les rendements pour les periodes 1, 2, 3 et 4 sont definis 
par les v.a. i.i.d. R l , R 2 , R3 et R 4 , OU Pr (Ri = r) = fR (r), avec 
r = -0.2, 0, 0.2 et fR (-0.2) = 0.3, fR (0) = 0.1 et fR (0.2) = 0.6. 
La valeur accumulee de la somme investie apres 4 periodes est 
84 = 80eRl + ... +R 1 • 

(a) Calculer l'esperance de R. 

(b) Calculer l'esperance et la variance de 84 . 

(c) Identifier les valeurs possibles de 84 et determiner les valeurs 
non nulles de la fonction de masse de probabilite de 84 . 

12. Les couts pour un portefeuille de 1000 contrats d'assurance lARD 
sont definis par la v.a. 8 = 2:i~~O Xi. Les v.a. Xl, ... , X lOOO 

sont i.i.d. avec Xi ~ BNCamp (r, q; FE), ou r = 0.01, q = ~ 
et B ~ Pa (3.5, 15 000). On evalue approximativement la v.a. X 
par la v.a. X qui resulte de la discretisation de la v.a. ~B av~ 
un pas de discretisation h = 1000. Cela signifie que B et X 
E {O, 1000,2000, ... ,40000 x 1000}. On a recours a la methode lower 
pour discretiser la v.a. B. On evalue approximativement 8 par 
8~ - ",1000 X~' 

- L...i=l ,. 

(a) Calculer l'esperance de 8. 
(b) Determiner les valeurs de is (1 OOOk) pour kEN et eval uer 

E [5], E [max (5 - 2000000; 0)], Fs (500000), Fs (1000000) 

et Fs (2000000). 
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13. On considere un portefeuille de contrats d'assurance maladie au cours 
des 2 pro chaines annees. Les coUts pour l'annee k sont definis par la 
v.a. Wk , pour k = 1,2. On definit la valeur actualisee des coUts pour 
les 2 pro chaines annees par la v.a. Z = vWl +V2W2 . Les v.a. WI et W2 

sont i.i.d. avec Wi ~ W, (i = 1,2). De plus, W ~ ENComp (r, q; FE), 
avec r = 2, (3 = 1 et E ~ Fa (3, 4000). On note que v = 0.95. 

Pour evaluer VaRK (Z), on approxime la v.a. Z par la v.a. discrete 
Z E {O, 1000,2000, ... }. On utilise des algorithmes recursifs en 
appliquant la methode lower de dis~retisation avec un pas de 
discretisation de 1000 pour definir Z et obtenir les valeurs de 
fz (1000k), kEN. 

(a) Calculer l'esperance et la variance des couts totaux Z. 

(b) Calculer Pr(Z = 1000k) pour k = 0,10 et 20. 

(c) U tiliser VaRK (Z) pour evaluer approximativement VaRK (Z) 

pour K, = 99 %. 

14. Soient les v.a. independantes Xi ~ FComp (Ai, FE,) avec Ai = i et 
Ei ~ Exp C~o) pour i = 1,2,3. On definit 8 = Xl + X 2 + X 3 . 

(a) Montrer que la v.a. 8 = 2::7=1 Xi ~ FComp (A = 6, FD ) OU 

FD(x) = 2:::=1 ~i (l-e- ,;ox). Montrer que 8 oMit aussi a 
une loi M ixErl (~, (3), 7!.- = (Vo, VI, ... ). Identifier la valeur de (3 
et les valeurs de ~k pour k = 0,1,2,3. 

(b) Calculer les valeurs de VaRK (8), pour K, = 0.9,0.99 et 0.999. 

(c) Calculer les valeurs de TVaRK (8), pour K, = 0.9,0.99 et 0.999. 

15. On considere un portefeuille de 200 contrats d'assurance vie 
temporaire 1 an. Les contrats sont divises en 5 classes. Pour la 
classe j, la prestation de deces pour un contrat est b(j), la probabilite 
de deces est q(j) et Ie nombre de contrats est n(j). Tous les contrats 
sont independants. On ne tient pas compte de l'interet. On ales 
informations suivantes : 

j bU) qUi n U ) 

1 10000 0.0012 50 
2 10000 0.0034 60 
3 20000 0.0089 30 
4 20000 0.0110 40 
5 30000 0.0065 20 

On definit Ie montant total des couts pour l'ensemble du portefeuille 
par la v.a. 8, qu'on evalue approximativement par une v.a. T, qui 
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obeit a une loi Poisson composee. L'approximation Poisson composee 
est construite de telle sorte que les parametres des lois Poisson sont 
egaux aux parametres des lois Bernoulli. Il en resulte que E [T] 
E[S]. 

(a) Calculer l'esperance et la variance de S. Indiquer les parametres 
de la loi de T. 

(b) Utiliser l'algorithme de Panjer pour evaluer h (10 OOOk), pour 
k = 0,1, ... ,6. 

(c) U tiliser l' approximation pour evaluer la V aRo. 75 (S) et la 
TVaRo.75 (S) avec la VaRO.75 (T) et la TVaRo.75 (T). 

6.10 Reponses 

1. Reponses a la question 1 : 0.00388570, 0.02137138 et 0.05896362 

2. Reponses a la question 2 : 0.026084, 0.034779, 0.045212 et 0.053637 

3. Reponses a la question 3 : 0.605770, 0.182644, 0.149022, 0.039030 et 
0.017681 

4. Reponses a la question 4 : 

(a) 194400 

(b) PComp(As; Fe) avec AS = 8.64 et 

( ) 4.32 ( ) 4.32 ( ) + Ie 10000k = 8.64 fBI 10 OOOk + 8.64 fB2 10 OOOk , kEN 

(c) 0.0001768869, 0.0319965088, 0.0461447937, 0.0179883727 

(d) 340000 et 394 190; 460 000 et 498 659.2 

5. Reponses a la question 5 : 

(a) 0.0759764307, 0.0079879659 et 0.0017421834 

(b) 21 000 et 44 000 

6. Reponses a la question 6 :. 

(a) 0, 0.63212056, 0.19255220, 0.08535235, 0.04172844, 0.04824644 

(b) 0.850283, 0.071664, 0.032400, 0.017898, 0.010513, 0.009401, 
0.003526, 0.001863 

(c) 5000 
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7. Reponses a la question 7 : 

(a) 20000 

(b) 0.1637074,0.3014824,0.4275775; 19016.66 et 1.663969 

(c) 0.1353353,0.2633829,0.3850314; 21016.66 et 2.538898 

(d) 0.1490831,0.2821541,0.4062135; 20000 et 2.056268 

8. Reponses a la question 8 : 

(a) 0.05 et 1250 

(b) 1 - 8 + 8e.\(e-l) 

( c) 0.968393, 0.007358, 0.005886 et 0.004611 

9. Reponses a la question 9 : 

(a) 0.001567769, 0.063227599 et 0.279782891 

(b) 0.9, 0.04375, 0.03125, 0.01875, 0.00625, 0.9 

( c) 0.0000685899, 0.0028152, 0.01424576 

(d) 0.01424576,0.0028152,0.0000685899 

(e) 4000 et 4267.80194 
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10. Reponses a la question 10 : 0.879630, 0.037109, 0.025682, 0.017770 

11. Reponses a la question 11 : 

(a) 6 % 

(b) 1352.75 et 217 463.2 

(c) 84 E {1000e-4xo .2 , 1000e-3xo .2 , ... , 1000e4xo .2 } avec probabilites 
{0.0081, 0.0108, 0.0702, 0.0660, 0.2161, 0.1320, 0.2808, 0.0864, 
0.1296} 

12. Reponses a la question 12 : 

(a) 300000 

(b) 315 410.6, 256.3234, 0.888116, 0.996582 et 0.999757 

13. Reponses a la question 13 : 

(a) 7410 et 68 680 250 

(b) 0.0625, 0.04269752, 0.01351135 

(c) 42000 

14. Reponses a la question 14 : 
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(a) lo ; 0.002478752, 0.01156751, 0.02864336, 0.05043190 

(b) 833.624, 1349.049, 1825.227 

( c) 1060.059, 1555.809, 2013.548 

15. Reponses it la question 15 : 

(a) 20 680 et 422 476 420 ; A = 1.101, Ie (10000) = 0.2397820, 
Ie (20000) = 0.6421435, Ie (30000) = 0.1180745 

(b) 0.33253838 0.08779013 0.24669293 0.10631738 0.10278244 
0.05473552 0.03354139 

( c) 30 000, 49 515.53 



7 
Comparaison des risques 

7 .1 Introduction 

Dans plusieurs situations, on est confronte 11 com parer des risques selon 
leur degre de dangerosite. La comparaison entre des risques (v.a.) est basee 
sur des resultats qui portent sur les ordres stochastiques. La theorie des 
ordres stochastiques est utilisee, notamment, pour com parer des mesures 
de risque, pour etablir des bornes sur des mesures de risque ou des quantites 
liees aux risques. En fait, les ordres stochastisques permettent de demontrer 
des relations observees dans des applications pratiques en actuariat. 

L'idee se presente comme suit. On veut identifier les conditions pour 
com parer deux v.a. X et Y permettant de conclure e.g. E [Xl < 
E[Y], Var(X) -s: Var(Y), Jrx(d) -s: Jry(d), VaR", (X) -s: VaR", (Y), 
TVaR", (X) -s: TVaR", (Y) ou rrVar (X) -s: rrVar (Y). Dans ce chapitre, on 
considere uniquement les ordres stochastiques univaries. 

On commence par definir les ordres partiels et presenter les proprietes 
desirables des ordres stochastiques. Par la suite, on presente deux cas 
d'ordres stochastiques : l'ordre en dominance stochastique et les ordres 
convexes. L'ordre en dominance stochastique permet de comparer l'ampleur 
de deux v.a. et l'ordre convexe compare leur variabilite. 
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7.2 Ordres partiels 

L'ordre en dominance stochastique et les ordres convexes sont des ordres 
partiels. 

Definition 7.1 Soit A un ensemble de fonctions de repartition ainsi que 
Fx , Fy , Fz des elements de A. Une relation binaire j de.finie sur A est 
un ordre partiel si cet ordre satisfait les trois proprietes suivantes : 

1. Transitivite. Si Fx j F y et F y j Fz , alors Fx j Fz . 

2. Reflexivite. Fx j Fx. 

3. Anti-symetrie. Si Fx j Fy et Fy j Fx , alors Fx == F y . 

Sur Ie plan de la notation, la relation d'ordre est etablie entre fonctions 
de repartition ou entre v.a. On ecrit indifferemment X j Y et Fx j Fy . 

Les proprietes desirables pour les ordres partiels sont indiquees dans la 
remarque suivante. 

Les proprietes desirables sont la fermeture sous Ie melange, la fermeture 
sous la convolution et la fermeture sous la composition. 

Propriete 7.2 Fermeture sous Ie melange. Soient les v.a. X, X' et 
e. On dit que l'ordre stochastique jest ferme sous le melange si xle = 
e j x'le = e pour tout e implique X j X'. 

Propriete 7.3 Fermeture sous la convolution. Soient deux suites de 
v.a. independantes X = {Xi, i E N+} et X' = {X[, i E N+} avec Xi j X[ 
pour tout i E N+. On dit que l'ordre stochastique jest ferme sous la 
convolution si 2::~=1 Xi j 2::~=1 X[ est satisfait. 

Propriete 7.4 Fermeture sous la composition. Soient deux suites de 
v.a. independantes X = {Xi, i E N+} et X' = {X[, i E N+} avec Xi j X[ 
pour tout i E N+. Si l 'ordre est ferme sous le melange et sous la convolution 
alors l'ordre satisfait la relation 2::;:1 Xi j 2::;:1 X[ att Nest une v.a. 
discrete. On dit alors que l'ordre est ferme sous la composition. D'autre 

part, si la relation suivante est satisfaite 2::;:1 Xi j 2::~1 Xi pour N j N ' 
on dit aussi que l 'ordre est ferme sous la composition. 

7.3 Ordre en dominance stochastique 

7.3.1 Definition 

L'ordre en dominance stochastique est defini comme suit. 

Definition 7.5 Soient les v.a. X et X' telles que E [X] < 00 et E [X'] < 
00. Alors, X est inferieure a X' sous l'ordre en dominance stochastique, 
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notee X --<-sd X', si Fx(x) ::;, Fx'(x) (ou de far;on equivalente Fx(x) -s: 
Fx'(x)) pour tout x E JR. 

Dans les sous-sections qui suivent, on presente un certain nombre de 
resultats de base qui decoulent de l'ordre en dominance stochastique et qui 
sont pertinents pour l'actuariat. 

7.3.2 Mesure VaR 

Si on etablit l'ordre en dominance stochastique entre deux risques, alors on 
deduit la relation suivante pour leurs mesures VaR. 

Proposition 7.6 Soient deux v.a. X et X' telles que X --<-sd X'. Alors, on 
a VaRK (X) -s: VaRK (X') pour tout 0 < K, < 1. 

Preuve. Voir [24] .• 
En effet, puisque Fx(x) ::;, Fx'(x), pour tout x E JR, alors VaRK (X) -s: 

VaRK (X') pour tout 0 < K, < 1. 

7.3.3 Esperance 

Selon Ie theoreme suivant, l'ordre en dominance stochastique mene 11 
ordonner les esperances de deux v.a. 

Theoreme 7.7 Soient les v.a. X et X' telles que E [X] < 00 et E [X'] < 
00. 

1. Si X --<-sd X' alors E [X] -s: E [X']. 

2. Si X --<-sd X' et E [X] = E [X'] alors X et X' ont la meme 
distribution. 

Preuve. Voir e.g. [24], [64], [84] ou [96] .• 
Par consequent, si X est inferieure 11 X' selon l'ordre en dominance 

stochastique, alors l'esperance de X est inferieure 11 l'esperance de X'. Cette 
relation se generalise pour l'esperance de fonctions croissantes univariees. 

Theoreme 7.8 Soient les deux v.a. X et X'. Alors, on a X --<-sd X' si et 
se1Liement si E [ep (X)] -s: E [ep (X')] pour to ute fonction croissante ep. 

Preuve. Voir e.g. [24], [64], [84] ou [96] .• 
Pour comparer les moments d'ordre m, on a recours au theoreme suivant 

qui decoule du theoreme 7.8. 

Theoreme 7.9 Soient les v.a. X et X' telles que E [xm] < 00 et 
E [x'm] < 00, pour m E 1'1+. Si on a X --<-sd X', alors 

1. E [xm] -s: E [x'm], pour m = 1,3,5, ... ; 
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2. E [xm] -s: E [x'm], pOlLr m 
positives. 

1,2,3, ... si les v.a. X et Y sont 

Preuve. Voir e.g. [24], [84] ou [96] .• 

7.3.4 Fonctions croissantes univariees 

Le result at suivant a plusieurs applications en actuariat. 

Theoreme 7.10 Soient les delLx v.a. X et X'. Si X -:5sd X' alors on a 
¢ (X) -:5sd ¢ (X') pOlLr tOlLte fonction croissante ¢. 

Preuve. Voir e.g. [24], [84] ou [96] .• 
Des exemples d'application en actuariat et en gestion quantitative des 

risques du theoreme 7.10 sont fournis dans la remarque suivante. 

Remarque 7.11 En vertlL dlL theoreme 7.10, si X -:5sd X', alors ... 

1. exp (X) -:5sd exp (X') ; 

2. min (X; d) -:5sd min (X'; d), pOlLr tOlLte limite d ; 

3. max (X - d; 0) -:5sd max (X' - d; 0), pOlLr tOlLte franchise d ; 

4. X X l{x>d} -:5sd X' x l{x'>d}, pOlLr tOlLte franchise d ; 

5. cX -:5sd cX' , pOlLr tOlLt scalaire c E 11{+. 

7.3.5 Fonctions croissantes multivariees 

Le prochain theOl'eme permet de comparer les resultats de fonctions de 
deux ensembles de v.a. 

Theoreme 7.12 Soient Xl, ... , Xn et Xi, ... , X~ des v.a. independantes 
avec Xi -:5sd Xi pOlLr i = 1,2, ... , n. On SlLppose qlLe 1jJ : 1I{n ----+ 11{ est 
lLne fonction croissante. Alors, on a 1jJ (Xl, ... , Xn) -:5sd 1jJ (Xi, ... , X~). 

Preuve. Voir e.g. [24], [64], [84] ou [96] .• 
Des exemples de fonctions croissantes sont indiques dans la remarque 

suivante. 

Remarque 7.13 Des exemples de fonctions croissantes 1jJ pOlLr Ie 
theoreme 7.12 sont : 

1.1jJ(XI, ... ,Xn)=L:~=IXi 

2. 1jJ(XI, ... ,Xn ) =max(xI; ... ;Xn ) 

3. 1jJ(XI, ... ,Xn ) =min(xI; ... ;Xn ). 
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7.3.6 Proprietes de fermeture 

L'ordre en dominance stochastique est ferme so us la convolution, Ie melange 
et la composition. Les preuves des theoremes suivants se trouvent dans e.g. 
[24], [64], [84] ou [96]. 

Theoreme 7.14 Fermeture sous la convolution. Soient Xl, ... , Xn et 
X~, ... ,X~ des v.a. independantes avec Xi -jsd Xf pouri = 1,2, ... ,n. Alors, 

on a 2::7=1 Xi -jsd 2::7=1 Xf· 

Theoreme 7.15 Fermeture sous le melange. Soient les v. a. X, X' 
et e dejinies de telle sorte que xle = e -jsd x'le = e pour tout e sur Ie 
support de e. Alors, on a X -jsd X'. 

Theoreme 7.16 Fermeture sous la composition. Soient les v.a. X et 
X' de.finies par 

et 

X = { 2:::1 B i , M > 0 
0, M=O 

X' = { 2::~~'1 Bf, M' > 0 
0, M'=O 

Si Bi -jsd Bf, si M -jsd M' et si to utes les v.a. sont independantes, alors, 
on a X -jsd X'. 

7.3.7 Condition suffisante 

On dispose aussi d'une condition suffisante (mais pas necessaire) pour 
determiner l'ordre en dominance stochastique. 

Critere 7.17 Condition suffisante. Soient deux v.a. X et Y ayant la 
propriete qu'il existe un nombre reel a ::::: 0 tel que 

Alors X -jsd Y. 

dFx(x) > dFy(x) pourxE (-oo,a) 

dFx (x) < dFy (x) pour x E (a, (0) 

7.3.8 Lois parametriques 

Dans les 2 remarques suivantes, on indique sous queUes conditions l'ordre 
en dominance stochastique est satisfait pour certaines lois parametriques. 

Remarque 7.18 Soient deux v.a. X et X' obeissant a la meme loi 
continue mais dont les parametres different. On indique ci-dessous les 
conditions sur les parametres de certaines lois connues pour que X -jsd X' : 
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1. X ~ Exp (j3) et X' ~ Exp (j3') avec j3 ::;-. j3' ; 

2. X ~ Ga (a, j3) et X' ~ Ga (a, j3') avec j3 ::;-. j3' ; 

3. X ~ Ga (a, j3) et X' ~ Ga (a', j3) avec a -s: a' ; 

4. X ~ Pa (a, A) et X' ~ Pa (a, A') avec A -s: A' ; 

5. X ~ Pa (a, A) et X' ~ Pa (a', A) avec a ::;-. a' ; 

6. X ~ N (fJ, (}2) et X' ~ N (fJ', (}2) avec fJ -s: fJ' ; 

7. X ~ LN (fJ, (}2) et X' ~ LN (fJ', (}2) avec fJ -s: fJ' ; 

8. X ~ U (a, b) et X' ~ U (a', b') avec a -s: a' et b -s: b'. 

Remarque 7.19 Soient deux v.a. X et X' obeissant a la meme loi discrete 
mais dont les parametres different. On indique ci-dessous les conditions sur 
les parametres de certaines lois connues pour que X --<-sd X' : 

1. X ~ Pois (A) et X' ~ Pois (A') avec A -s: A' ; 

2. X ~ Bin (n, q) et X' ~ Bin (n, q') avec q -s: q' ; 

3. X ~ Bin (n, q) et X' ~ Bin (n', q) avec n -s: n' ; 

4. X~BN(r,q) etX'~BN(r,q') avecq-S:q'. 

On considere les exemples suivants. 

Exemple 7.20 Soient X ~ Exp (0.002) et X' ~ Exp (0.001). On obtient 

VaR95 % (X) = 1497.87 -s: VaR95 % (X') = 2995.73. 

Pour confirmer que cette inegalite est valide pour tout K, E (0,1), on 
constate que X --<-sd X' selon la remarque 7.18. Puis, on a VaRK (X) -s: 
VaRK (X') pour K, E (0, 1) en appliquant la proposition 7.6. D 

Exemple 7.21 SoientX ~ PComp(A = 1,FB ), X' ~ PComp(A = 1,FB ,) 

avec B ~ Exp (0.002) et B' ~ Exp (0.001). On a calcule 

VaR95 % (X) = 1959.02 -s: VaR95 % (X') = 3918.04. 

On ver~fie que cette inegalite est valide pour tout K, E (0, 1). Selon la 
remarque 7.18, Bi --<-sd B~ pour i E N+. En utilisant la propriete de 
fermeture sous la composition (theoreme 7.16), on deduit que X --<-sd X'. 
Enfin, il resulte de la proposition 7.6 que VaR", (X) -s: VaR", (X') pour 
K,E(O,l).D 



7.3 Ordre en dominance stochastique 255 

7.3.9 Lois de Bernoulli et de Poisson 

Il est aussi possible de comparer des v.a. dont les lois parametriques 
different. 

Proposition 7.22 Boient les v.a. M rv Bern (q) et M' rv Pois (.\) OU 

.\ = -In (1- q). Alors, on a M -jsd M'. 

Preuve. Comme .\ = -In (1 - q), on a PM (0) = PM' (0) = (1 - q). 
Puisque PM (k) = 1 2 PM' (k), pour k E N+, il en decoule Ie resultat 
desire .• 

On applique la proposition 7.22 pour justifier Ie choix de la definition du 
parametre .\ = -In (1 - q) dans l'approximation Poisson composee decrite 
au chapitre 6. 

Proposition 7.23 Boit la v.a. X de.finie par 

X = { 2:~~1 B j , M > 0 
0, M> 0 ' 

OU les v.a. continues B 1 ,B2 , ... sont i.i.d. (avec Bk rv B) et independantes 
de la v. a. de frequence M rv Bern (q) . 

Boit la v. a. correspondante X' dejinie par 

X' = 2:k=l B j, M > 0 { 
A1' I 

0, M' > 0 ' 

att les v.a. continues B 1 ,B2 , ... sont i.i.d. (avec Bk rv B) et independantes 
de la v.a. de frequence M' rv Pois (.\) att .\ = -In (1 - q). Alors, on a 
X -jsd X'. 

Preuve. Le result at decoule de l'application combinee de la proposition 
7.22 et du theoreme 7.16 .• 

7.3.1 0 Methodes de discretisation upper et lower 

En appliquant les resultats lies 11 l'ordre en dominance stochastique, on 
examine l'interet d'utiliser les methodes de discretisation upper et lower 
qui sont expliquees au chapitre 6. 

Boit la v.a. X definie par 

X={ ",M 
L..-k=l B j , M> 0 
0, M > 0 

(7.1) 

ou les v.a. continues B 1 , B 2 , ... sont i.i.d. (avec Bk rv B) et independantes de 
la v.a. de frequence M. Boit la v.a. X(u,h) definie 11 la suite de l'application 
de la methode de discretisation upper avec un pas de discretisation h pour 
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approximer la v.a. B j par la v.a. jj;u,h) OU 

X(u,h) = { 2:;~1 jj;u,h) , M > 0 
0, M> 0 

(7.2) 

, 1 B~(u,h) B~(u,h) t d .. d t ' 1 t ou es v.a. j 'j , ... son es v.a. 1.1. . concen rees sur e suppor 

{O, 1h, 2h, 3h, ... }. Soit la v.a. X(l,h) definie de fa<:;on similaire en appliquant 
la methode de discretisation lower OU 

X(l,h) = L...j=l B j ,M > 0 { ""M ~(l,h) 

0, M> 0 ' 
(7.3) 

, 1 B~(l,h) B~(l,h) t d .. d t ' , 1 t ou es v.a. j , j , ... son es v.a. 1.1. . concen rees SUI e suppor 

{O, 1h, 2h, 3h, ... }. Dans les deux cas, X(u,h) et X(l,h) E {O, 1h, 2h, 3h, ... }. 
On a les deux propositions suivantes qui demontrent l'interet d'utiliser 

ces deux methodes de discretisation. 

Proposition 7.24 Soient les v.a. X(u,h'), X(u,h), X, X(l,h) et X(l,h') 

dejinies selon (7.1), (7.2) et (7.3). Alors, on a 

X( u,h') --< X(u,h) --< X --< X(l,h) --< X(l,h') _sd _sd _sd _sd (7.4) 

pOlLr 0 < h -s: hi. 

Preuve. Selon les deux methodes et pour 0 < h -s: hi, on a 

pour x 2 O. Il en resulte que 

jj(u,h') --< jj(u,h) --< B --< jj(l,h) --< jj(l,h') 
_sd _sd _sd _sd . 

En appliquant Ie theoreme 7.16, on obtient (7.4) .• 

~(h') ~() ~() ~(l h') Proposition 7.25 Soient les v.a. S u, ,S u,h, S, S l,h et S ' 
'ji . S~(u h) ""n -(u,h) S ""n S~(l h) ""n -(l,h) 

de mes par ' = L...i=l Bi , = L...i=l Bi et ' = L...i=l Bi 
avec 0 < h -s: hi. Alors, on a 

(7.5) 

Preuve. Dans la preuve de la proposition 7.24, 

jj(u,h') --< jj(u,h) --< B --< jj(l,h) --< jj(l,h') 
_sd _sd _sd _sd . 

On deduit (7.5) en se basant sur Ie them'eme 7.14 .• 
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Ces deux propositions expliquent l'interet d'utiliser les methodes de 
discretisation upper et lower pour evaluer differentes quantites de risque. 
Selon ces deux propositions, ces methodes permettent de deduire des bornes 
inferieures et superieures pour Fx (ou Fx) et pour Fs (ou Fs). De plus, en 
appliquant la proposition 7.6, on obtient aussi des bornes pour VaRk (X) 
et VaRk (S). En diminuant la longueur de l'intervalle de discretisation h, 
la valeur approximative VaRK (X(l,h)) (et VaRK (X(U,h))) va s'approcher 

de la valeur exacte VaRK (X) tout en lui restant superieure (inferieure). 
Il n'est pas possible d'obtenir de telles bornes lorsque l'on utilise une 
approximation basee sur la methode des moments ou une methode basee 
sur la simulation stochastique. 

Exemple 7.26 Dans Ie tableau ci-dessous, on indique les valeurs exactes 
de VaRO.995 (X) et les valeurs approximatives de VaRO.995 (X) obtenues 
avec les methodes de discretisation upper et lower qui ont ete produites a 
I 'exemple 6.11 : 

Ii, up up up E:w.dc Low Low Low 
h=l h=~ h=-fG h=rrr h-1- h=l 

-t 

0.995 48 45.875 45.875 46.05167 46.25 46.75 49 

On observe 

VaRO.995 (X(U,l)) < VaRO.995 (X(u,~)) 

< VaRO.995 (x(u,tc)) ::; VaRO.995 (X) 

et 

VaRO.995 (X) < VaRO.995 (X(l,tc)) 
< VaRO.995 (x(t,±)) ::; VaRO.995 (X(I,l)) . 

Ces relations d' ordre sont confirmees pour to ute valeur K, E (0, 1) en 
appliquant conjointement la proposition 7.24 avec la proposition 7.6. D 

7.3.11 Stochastiquement croissante 

On ajoute l'indice 8 a une v.a., notee Xe, lorsque l'on veut indiquer 
explicitement que sa distribution depend d'un parametre unique 8. 

Definition 7.27 Une v.a. Xe est dite stochastiquement croissante si et 
seulement si Xe --<-sd Xe' , quand 8 ::; 8'. 

Dans les exemples suivants, on presente quelques cas de v.a. stochastiquement 
croissantes. 

Exemple 7.28 Soit une v.a. positive W. La v.a. Xe dejinie par Xe = 8W 
(8 E JR) est stochastiquement croissante. 
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Exemple 7.29 Soit une suite de v.a. i.i.d. positives B l , B 2, .... La v.a. 
Xe de.finie par Xe = L:~=l Bk (8 E 1'1) est stochastiquement croissante. 

Exemple 7.30 La v.a. Me ~ Pais (8..\), pour 8 E JR.+, est stochastiquement 
croissante. 

Exemple 7.31 La v.a. Xe ~ Exp (~), pour 8 E JR.+, est stochastiquement 

croissante. 

Exemple 7.32 La v.a. Xe ~ N (8,0'2), pour 8 E JR., est stochastiquement 
croissante. 

Soient les v.a. independantes 8 et la v.a. Xe. On utilise la notation Xe 
pour designer une v.a. dont la fonction de repartition est definie par 

Fx (x) r Fx1e=e (x) dFe (8) 
JeEAfc) 

r FXe(x)dFe(8), 
JeEAfc) 

ou Ae c-;; JR. est Ie support de la v.a. de melange 8. 
Le result at suivant est important lorsque l'on doit travailler avec des lois 

definies par un melange. 

Proposition 7.33 Si 8 -<!'sd 8', alors Xe -<!'sd Xe/. 

Preuve. Voir [24] .• 

Exemple 7.34 Soit la v.a. Xe ~ Exp (~), avec f3 = 1/1000. On dejinit 

les v.a. 8, 8' E {1, ... ,5} avec (8-1) ~ Bin(4,0.2) et (8'-1) ~ 
Bin (4, 0.3). La v.a. Xe est independante des v.a. 8 et 8'. Alors, Xe et 
Xel obeissent a la distribution melange d 'exponentielles. On observe que 
VaRo.99 (Xe) = 10156.609 est inferieure a VaRo.99 (Xe /) = 12116.566. 
En vertu de la remarque 7.19, 8 -<!'sd 8'. Selon la proposition 7.33 et avec 
la proposition 7.6, il en resulte que VaRK (X e) :::; VaRK (X e/) pour tout 
K,E(O,l).D 

7.3.12 Variance et ordre en dominance stochastique 

On peut se demander si X -<!'sd Y permet de deduire que Var (X) :::; Var (Y). 
On examine cette question dans l'exemple suivant. 

Exemple 7.35 Soient les v.a. X et X' OU X ~ U (0, b) et Pr(X' = b) = 1. 
Comme Fx (x) ::;, FyI (x), x::;, 0, alors X -<!'sd Y ce qui implique E [xm] :::; 
E [x'mj pour m E 1'1+. Toutefois, Var (X) = ~~ > Var (X') = 0. D 
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Bref, l'ordre en dominance stochastique n'est pas suffisant pour comparer 

les variances. La raison est que Var (X) = E [(X - E [X])2] et ¢ (x) 

(x - a)2 n'est pas une fonction croissante. 
Comme max (x - d; 0) et x x l{x>d} sont des fonctions croissantes, S1 

X ~sd X', alors 7fx (d) -s: 7fx, (d) et TVaRK (X) -s: TVaRK (X'). 

7.4 Ordres convexes 

7.4.1 Definitions 

Dans certaines situations, l'actuaire doit com parer des risques qui ont des 
esperances identiques mais dont les «variabilites» sont differentes. Comme 
l'ordre en dominance stochastique n'est d'aucun secours, on do it recourir 
aux ordres convexes. 

Definition 7.36 Une fonction ¢ est dite convexe si ¢ (ax + (1 - a) y) -s: 
a¢ (x) + (1 - a) ¢ (y) pour tout x et y et pour tout 0 < a < 1. 

Vne fonction ¢ est dite concave si -¢ est convexe. 

Definition 7.37 Soient les v.a. X et X' telles que E [X] < 00 et E [X'] < 
00. Alors, X est inferieure a X' sous l'ordre convexe, note X ~cx X', si 
E [¢(X)] -s: E [¢(X')], pour to ute fonction reelle convexe ¢ et en supposant 
que les esperances existent. 

Definition 7.38 Soient les v.a. X et X' telles que E [X] < 00 et E [X'] < 
00. Alors, X est inferieure a X' sous l'ordre convexe croissant, note X ~icx 
X', si E [¢(X)] -s: E [¢(X')], pour to ute fonction reelle convexe craissante 
¢ et en supposant que les esperances existent. 

Definition 7.39 Soient les v.a. X et X' telles que E [X] < 00 et E [X'] < 
00. Alors, X est inferieure a X' sous l'ordre concave croissant, note X ~icv 
X', si IE [¢(X)] -s: IE [¢(X')], pour toute fonction reelle concave craissante 
¢ et en supposant que les esperances existent. 

En actuariat, l'ordre suivant a aussi ete defini. 

Definition 7.40 Soient les v.a. X et X' telles que E [X] < 00 et E [X'] < 
00. Alors, X est inferieure a X' sous l'ordre stop-loss, note X ~sl X', sz 
E [(X - d)+] -s: E [(X' - d)+], pour tout dE lR, OU (u)+ = max(u; 0). 

En actuariat, l'ordre convexe correspond 11 l'ordre stop-loss avec moyenne 
egale. La fonction ¢ (x) = max (x - d; 0) = (x - d)+ est convexe croissante. 

La fonction ¢ (x) = (x - a)2 est convexe mais elle n'est pas croissante. On 
a X ~icv Y si et seulement si -X>:: icx - Y. 
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7.4.2 Resultats 

Pour les demonstrations des resultats suivants, on peut se rMerer 11 e.g. 
[24], [84] ou [96]. 

Theoreme 7.41 Les propositions suivantes sont equivalentes : 

1. X :<cx X' ; 

2. X :<icx X' et E [X] = E [X'] . 

Preuve. Pour (1) =} (2), il est clair que X :<cx X' mene 11 X :<icx X'. 
Pour (1) =} (2), voir e.g. [24], [84] ou [96] .• 

L'ordre stop-loss et l'ordre convexe croissant sont equivalents. 

Theoreme 7.42 Les propositions suivantes sont equivalentes : 

1. X :<icx X' ; 

2. X :<sl X'. 

Preuve. L'implication (1) =} (2) decoule du fait que la fonction ¢ (x) = 
max (x - d; 0) est convexe croissante. Pour (b) =} (a), voir e.g. [84] ou [96] . 

• 
Ainsi, X :<cx X' implique e.g. Var (X) -s: Var (X') et 7f d (X) -s: 7f d (X') 

pour tout d 2 o. De plus, X :<icx X' implique 7f d (X) -s: 7f d (X') pour 
tout d 20 mais n'implique pas Var (X) -s: Var (X') car la fonction ¢ (x) = 
(x - a)2 est convexe mais elle n'est pas croissante. Enfin, X :<icx X' avec 
E [X] = E [X'] imp Ii que 7f d (X) -s: 7f d (X') pour tout d 2 0 et Var (X) -s: 
Var (X'). 

On considere les relations entre les ordres convexes et l'ordre en 
dominance stochastique. 

Remarque 7.43 Si X :<sd X' alors cela implique X :<icx X' mais cela 
n'implique pas X :<cx X'. 

7.4.3 Proprietes de fermeture 

Les ordres :<cx,:<icx et :<sl sont fermes sous Ie melange, la convolution et 
la composition. Dans les trois theoremes suivants, :<v designe :<cx ,:<icx ou 
:<sl. On trouve les preuves des theoremes suivants dans e.g. [24], [64], [84] 
ou [96]. 

Theoreme 7.44 Fermeture sous la convolution. Soient les v.a. 
independantes Xl, ... , Xn et X~, ... , X~ avec Xi :<v Xf pour i = 1,2, ... , n. 
Alors, on a 2::7=1 Xi :<v 2::7=1 Xf· 
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Theoreme 7.45 Fermeture sous le melange. 80ient les v. a. X, X' 
et 8 de.finies de telle sorte que XI8 = e jv X ' 18 = e pour tout e sur le 
support de 8. Alors, on a X jv X'. 

Theoreme 7.46 Fermeture sous la composition. 80ient les v.a. 8 et 
8 ' de.finies par 

et 8 ' = { L~~'IX[, M' > 0 . 
0, M'=O 

8i Xi jv XI, si M jv M' et si to utes les v.a. sont independantes, alors, 
on a 8 jv 8' . 

7.4.4 Condition suffisante 

Une condition suffisante (mais pas necessaire) pour etablir l'ordre convexe 
croissant (ou stop-loss) s'enonce comme suit. 

Critere 7.47 Critere de Karlin-Novikoff. 80ient deux v.a. X et X' 
telles que E [X] -s: E [X'] < 00. 8'il existe un nombre c > 0 tel que 

Fx (x) 

Fx (x) 

alors X jicx X' OU X jsl X'. 

< Fx, (x), 

> Fx, (x), 

Preuve. Voir e.g. [24], [64], [84] ou [96] .• 
On considere les exemples suivants. 

x<c 

x;::::c 

Exemple 7.48 80ient les v.a. X et X' OU X rv Exp (iJ = ~) et X' = fL 

avec probabilite 1. Comme E [X] = E [X'] = fL, Fx (x) > Fx, (x), 0 -s: 
x < fL et Fx (x) -s: Fx, (x), x;:::: fL, on deduit du critere de Karlin-Novikoff 
que X' jicx X avec E [X] = E [X'] ce qui est equivalent a X' jcx X. Par 
consequent, Var (X') -s: Var (X), ce qui est en effet le cas puisque Var (X) = 
-b et Var (X') = O. Pour confirmer, on a E [max (X - d; 0)] = fLe-~ et 

E [max (X' - d; 0)] = fL - d, 0 -s: d < fL, et E [max (X' - d; 0)] = 0, d ;:::: fL. 
o 
Exemple 7.49 80ient les v.a. X, Y et Z OU X rv U (a, b), Pr (Y = a!b) = 
1, Pr (Z = a) = Pr (Z = b) = !. Comme 

Fx (x) F y (x), 
a+b a+b 

> x < -2-' et Fx (x) -s: Fy (x), x>--
- 2 ' 

Fz (x) F y (x), 
a+b a+b 

> x < -2-' et Fz (x) -s: F y (x), x>--- 2 ' 

Fz (x) Fx (x), 
a+b a+b 

> x < -2-' et Fz (x) -s: Fx (x), x>--
- 2 ' 
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on deduit que Y =Sicx X =Sicx Z selon Ie critere de Karlin-Novikoff. Puis, 
comme E [X] = E [Y] = E [Z] = atb , il resulte du theoreme 7.41 que 
Y =Sex X =Sex Z. D 

7.4.5 Mesure TVaR 

On indique la relation entre l'ordre convexe croissant et la mesure de risque 
TVaR. 

Proposition 7.50 Soient les v.a. X et X'. Alors, on a X =Sicx X' si et 
seulement si TVaR", (X) ::; TVaR", (X'), pour tout 0 < "" < 1. 

Preuve. Voir [24] .• 

7.4.6 Lois parameiriques 

On indique sous quelles conditions les relations d'ordre convexe et d'ordre 
convexe croissant sont satisfaites pour certaines distributions univariees 
connues. 

Remarque 7.51 Soient deux v.a. X et X' obeissant a la meme loi 
continue mais dont les parametres different. On indique ci-dessous 
les conditions sur les parametres de certaines lois connues pour que 
X =Siex X' : 

• X rv Ga (a, {3) et X' rv Ga (aI, {3') avec a 2 a ' et ~ ::; ~; 

• XrvPa(a,>..) etXlrvPa(al,>../) aveca2a' et a~l::; )~1 

• X rv N (IL, (j2) et X' rv N (IL', ((j/)2) avec IL ::; IL' et (j ::; (j' ; 

• X rv LN (IL, (j2) et X' rv LN (IL', ((j/)2) avec IL ::; IL' et (j = (j/. 

Remarque 7.52 Soient deux v.a. X et X' obeissant a la meme loi 
continue mais dont les parametres different. On indique ci-dessous les 
conditions sur les parametres de certaines lois connues pour que X =Sex X' : 

• X rv Ga (a, {3) et X' rv Ga (aI, {3') avec E [X] = E [X'] et a 2 a ' ; 

• X rv Pa (a, >..) et X' rv Pa (aI, >"/) avec E [X] = E [X'] et a 2 a ' ; 

• X rv N (IL,(j2) et X' rv N (IL, ((j/)2) avec (j::; (j' ; 

• X rv LN (IL, (j2) et X' rv LN (IL', ((j/)2) avec (j ::; (j/, IL = a - ~(j2 et 

IL' = a - ~ ((j/)2 (a E Jl{j, tels que E [X] = E [X'] = ea. 
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7.4.7 Lois de Bernoulli et de Poisson 

On a la proposition suivante concernant les lois de Bernoulli et de Poisson. 

Proposition 7.53 Soient les v.a. M rv Bern (q) et M' rv Pois (.\) OU 
.\ = q. Alar·s, on aM jcx M'. 

Preuve. Comme FM (0) = 1-q ::; FM! (0) = e-q et FM (k) = 1 ::::: FM! (k), 
pour k E 1'1+, on applique Ie critere de Karlin-Novikov pour obtenir Ie 
result at desire. • 

La proposition 7.53 sert 11 justifier Ie choix de la definition du parametre 
.\ = q dans l'approximation Poisson composee expliquee au chapitre 6. 

Proposition 7.54 Soient les v.a. X et X' de.finies par 

et X' = L:k=l B j , M > 0 { 
NI! , 

0, M' > 0 ' 

att les v.a. continlLes B 1 ,B2 , ... sont i.i.d. (avec Bk rv B), independantes de 
la v. a. de freqlLence M rv Bern (q) et independantes de la v. a. de freqlLence 
M' rv Pois (.\) oU.\ = q. Alors, on a X jcx X'. 

Preuve. L'application combinee de la proposition 7.53 et du theoreme 7.16 
mene au result at desire. • 

7.4.8 Lois Poisson - melange 

Soit une v.a. Xe obeissant 11 une loi Poisson-melange. On examine l'impact 
de la v.a. de melange 8 sur Ie comportement de la v.a. Xe. 

Proposition 7.55 Soient la v.a. positive 8 et la v.a. Xe rv Pois (.\e), pOlLr 
e E jR+. Les v.a. 8 et Xe sont independantes. Alors, 8 jicx 8' impliqlLe 
Xe jicx Xe!· 

Preuve. La preuve est due 11 [63]. Il faut montrer que 8 jsl 8' imp Ii que 
Xe jsl Xe!, ce qui est equivalent 11 Xe jicx Xe! en raison du theoreme 
7.42. Soit une v.a. Ye rv Pais (.\e). Pour simplifier la presentation, on pose 
.\ = 1. On introduit la fonction Jrd (e) = E [max (Ye - d; 0)]. On aXe jsl 

Xe! si et seulement si E [Jr d (8)] ::; E [Jr d (8')] pour tout d. Pour y parvenir, 
on demontre que Jr d (e) est convexe croissante. On a 

~ max (k - d; 0) dde (e-:t k
) 

00 (e-eek-l e-eek) 
~max(k-d;O) (k-1)!-~ 
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qui devient 

00 e-e8k - l 

L max (k - 1 - (d - 1) i 0) (k _ I)! 
k=l 

00 e-e8k 

- Lmax(k - diO) ~ 
k=l 

7fd-l (8) - 7fd (8) ::;-. 0, 

ce qui implique que la derivee d7r;~e) est positive. De plus, d7r;~e) est 

croissante car Ye -jsd Ye, quand 8 :::; 8' . Puisque d7rdl~e) est croissante et 
positive, alors 7f d (8) est convexe croissante et on deduit Ie resultat desire . 

• 
Corollaire 7.56 Dans la proposition 7.55, si E [8] = E [8'] = 1, alors 
E [X] = E [X'] = A et, par le theoreme 7.41, 8 -jcx 8 ' implique Xe -jcx 

Xe,· 

En actuariat, la loi Poisson-melange est souvent utilisee pour justifier 
la presence d'heterogeneite dans les donnees d'assurance dommage. Soient 
deux contrats d'assurance dont les couts sont definis par les v.a. X et X' 
avec 

et X' = L:k=l B j , M > 0 { 
lvI' I 

0, M' > 0 ' 

ou les v.a. continues B l , B 2 , ... sont i.i.d. (avec Bk rv B) et independantes 
des v.a. M et M' de loi Poisson-melange qui sont definies comme dans la 
proposition 7.55. Alors, on a X -jcx X' en appliquant la proposition 7.55 
et Ie theoreme 7.16. Par exemple, les primes calculees selon Ie principe 
de la variance sont ordonnees i.e. rrVar (X) :::; rrVar (X'). De meme, 
on a TVaR", (X) -jcx TVaR", (X'). Par consequent, une plus grande 
heterogeneite dans la definition de la loi de frequence conduit notamment 
11 des valeurs plus elevees dans la prime selon Ie principe de la variance et 
de la TVaR. 

Exemple 7.57 A l'exemple 2.8, on traite du comportement de la v.a. 

X rv BNComp(r,qiFB), avec B rv Exp(j3=I) et q = (1+~)-1. 
Les parametres r et q de la v. a. de frequence M sont fixes de telle 
sorte que E [M] = 200. On obtient les valeurs suivantes de VaRO.5 (X), 
VaRO.995 (X), TVaRo.5 (X), TVaRo.995 (X) pour 4 couples de valeurs 
pour (r, q) : 

r q VaRO.5 (X) VaRO.995 (X) TVaRo.5 (X) TVaRo.995 (X) 
1 4 138.320 1063.959 339.320 1264·959 
2 '*' 167.509 748·485 806.217 861·415 
5 ..,!c.. 186·499 511..'iJ6 271.108 567.148 

25 ~ 196.973 332.139 235·481 352.004 
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Notamment, on observe qlLe 

TVaRo.995 (x(r,(Hfr')) ::; TVaRo.995 (x(rl,(H!r r')) , (7.6) 

pOlLr r ::;, r/. La loi binomiale negative de parametres r et q = (1 + ~) -1 

correspond a la loi Poisson-gamma de parametres A et r OU la v.a. de 
melange e obeit a lLne loi gamma de parametres 0: = r et f3 = r. Dans 
cet exemple, A = 200. Ainsi, selon la remarqlLe 7.51, l'inegalite r ::;, r/ 

impliqlLe la relation d'ordre err) jcx e(r'). Avec la proposition 7.55, on 

dedlLit M(r,(H;,r') jcx M(r',(H!r r'). PlLis, d'apres Ie theoreme 7.46, 

on a X(r,(H;,r') jcx X(r',(H!r r'), ce qlLi condlLit a 

pOlLr tOlLt "" E (0,1) en raison de la proposition 7.50 et ce qlLi confirme 
(7. 6). De pllLs, on a 

En effet, pOlLr les 4 cOlLples de valelLrs pOlLr (r, q), on ales valelLrs slLivantes 
de variance: 

r q Var (x(r,(l+;') ') ) 
1 2Ih 40200 

2 nIT 20200 

5 -"-- 8200 

25 ~ 1800 

On constate alLssi qlLe Ie reslLltat concernant la loi Poisson-melange ne 
condlLit pas a lLn reslLltat eqlLivalent pOlLr la VaR, car 

et 

VaRO.995 X r, r ::; VaRO.995 X r, ,I , ( ( (H"'-r')) ( (' (H~r')) 

pOlLr r::;' r/. D 
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7.4.9 Methode de dispersion de la masse avec esperance 
preservee 

On examine la methode de dispersion de la masse avec esperance preservee, 
decrite au chapitre 6, conjointement avec les resultats sur l'ordre convexe. 

Soit la v.a. X definie par 

X={ ",M 
L..-k=l B j , M> 0 
0, M > 0 

(7.7) 

ou les v.a. continues B 1 , B 2 , ... sont i.i.d. (avec Bk rv B) et independantes de 
la v.a. de frequence M. Soit la v.a. X(d,h) definie 11 la suite de l'application 
de la methode de dispersion de la masse avec esperance preservee avec un 
pas de discretisation h pour approximer la v.a. B j par la v.a. Bjd,h) OU 

X(d,h) = L..-j=l B j ,M > 0 { 
",M ~(d,h) 

0, M> 0 ' 
(7.8) 

1 B~(d,h) B~(d,h) t d .. d t . 1 t OU es v.a. j 'j , ... son es v.a. 1.1. . concen rees sur e suppor 

{O, 1h, 2h, 3h, ... }. On sait que E [X(d,h)] = E [X]. 

Les deux pro chaines propositions expliquent l'interet d'utiliser la 
methode de dispersion de la masse avec esperance preservee. 

~( ) ~(d h') Proposition 7.58 Soient les v.a. X, X d,h et X, de.finies selon (7.7) 
et (7. 8) avec 0 < h ::; hi. Alors, on a 

(7.9) 

Preuve. Dans [84], il est montre que 

B --< B(d,h) --< B(d,h') _ex _ex . (7.10) 

Puis, par Ie theoreme 7.46, on deduit (7.9) .• 

Proposition 7.59 Soient les v.a. S, S(d,h) et S(d,h') de.finies par S 
~ -Cd h) 

2:~=1 Bi et S(d,h) = 2:~=1 Bi' avec 0 < h ::; hi. Alors, on a 

(7.11) 

Preuve. En utilisant conjointement (7.10) et Ie theoreme 7.44, on obtient 
(7.11) .• 

On illustre la pertinence d'utiliser la methode de dispersion de la masse 
avec esperance preservee dans l'exemple suivant. 



7.4 Ordres convexes 267 

Exemple 7.60 Dans Ie tablealL ci-dessolLs, on indiqlLe les valelLrs de 

VaRK(X), VaRK (X(d,,~O)), TVaRK(X) etTVaRK (X(d,,~O)) obtenlLes 

a l'exemple 6.14: 

K VaRK (X) VaRK (x( d, lilii) ) TVaRK (X) TVaRK (x(d,iilii)) 
0.5 2·48268 2·48 4·86835 4·86836 

0.95 7.72886 7. 7,'1 9.56856 9.56856 
0.995 11.91,'171 11.91 18.57670 18.57690 

On presente ci- dessolLs alLssi les valelLrs 7f d (X) et 7f d (X ( d, l~O ) ) : 

d 0 1 2 5 10 15 
1r d (X) 8 2.1,'1,'1987 1·454502 0.,'178085 0.025710 0.001287 

1rd (X(d,lOO)) 3 2.133989 1·454504 0.378087 0.025711 0.001237 

Par exemple, on constate qlLe 

Cette inegalite est valide pOlLr tOlLt "" E (0,1), en vertlL de la proposition 
7.58 et de la proposition 7.50. De pllLs, on a 

Cette inegalite est valide pOlLr tOlLt d ::;-. 0 en raison de la proposition 7.58 et 
dlL jait qlLe max (x - d; 0) est lLne jonction convexe. TOlLtejois, on observe 
qlLe 

VaRO.995 (X):::; VaRO.995 (X(d,Tim)) 

n'est pas verijee pOlLr tOlLt "" E (0,1) plLisqlLe la methode de dispersion de la 
masse avec esperance preservee n'est pas valide pOlLr constrlLire lLne borne 
pOlLr la VaR. Dans ce contexte, il a ete expliqlLe qlL'il jalLt recolLrir alLX 
methodes de discretisation lLpper et lower. D 

7.4.10 Muiualisaiion des risques 

Soit un portefeuile compose de n risques representes par les v.a. i.i.d. Xl, 
... , X n . On definit la v.a. Wn = * 2::7=1 Xi. La pro chaine proposition est 
interessante du point de vue de la mutualisation des risques. 

Proposition 7.61 On a 

pOlLr n E 1'8'+. 

Preuve. Voir [24] .• 
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En appliquant conjointement (7.61) et (7.50), on deduit que 

pour toute valeur de K, E (0,1). 

7.5 Notes bibliographiques 

Le domaine des ordres stochastiques univaries est vaste et d'autres ordres 
stochastiques univaries ont ete etudies, notamment l'ordre exponentiel, 
l'ordre du ratio de vraisemblance, l'ordre de Laplace, l'ordre de la fonction 
de hasard, etc. Pour un expose complet sur Ie sujet, on recommande [84] 
et [96]. Plusieurs chercheurs en actuariat ont demontre l'interet des ordres 
stochastiques en actuariat. Pour une presentation concernant les ordres 
stochastiques univaries dans Ie contexte de l'actuariat, on suggere [24], 
[22], [63] et [64]. 

7.6 Exercices 

1. Soient les v.a. X et x' qui representent les couts pour un contrat 
d'assurance automobile et qui sont definies par 

et X' = { L~~l B~, M > 0 
0, M=O 

avec les hypotheses usuelles, Bi ~ LN(4,12) (i = 1,2, ... ) et B~ ~ 
LN (5,12) (i = 1,2, ... ). Le contrat comporte une limite par sinistre, 
notee l > O. Les couts a rembourser par contrat sont definis par 

et 

y={ L~~l min (Bk; l), M> 0 
0, M=O 

yl = { L~~l min (B~; l), M > 0 
0, M=O . 

Determiner la relation entre VaRK (Y) et VaRK (yl) ainsi qu'entre 
E [Y] et E [yl]. 

2. Soient les v.a. i.i.d. Xl, ... , Xn avec Xi ~ X (i = 1,2, ... , n) et les v.a. 
i.i.d. XL ... , X~ avec X~ ~ x' (i = 1,2, ... , n). De plus, X -<!'sd X'. 
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(a) On definit les v.a. Vn = min (Xl; ... ; Xn), V~ = min (X~; ... ; X~), 
Wn = max (Xl; ... ;Xn ) et V~ = max(X~; ... ;X~). Sans recourir 
au theoreme 7.12, montrer Vn -jsd V~ et Wn -jsd W~. 

(b) On definit Y = bx I{Vn>a}, y' = bx Ipl,;>a}, Z = bx I{Wn>a} et 
Z' = bx l{w:,>a}' Montrer que E [Y] :::; E [Y'] et E [Z] :::; E [Z']. 

3. Soient les v.a. Rl rv N (0.04,0.22 ) et R2 rv N (0.06,0.22 ), qui 
representent les rendements instantanes pour les titres 1 et 2 durant 
une periode. On definit la valeur accumulee de V (0) dans les titres 
1 et 2 par les v.a. VI (1) = V (0) eR1 et V2 (1) = V (0) eR2 . 

(a) Calculer E [VI (1)] et E [V2 (1)]. 

(b) Determiner la relation entre VaR", (VI (1)) et VaR", (V2 (1)) 
pour tout 0: E (0,1). 

(c) Les pertes liees aux investissements sont definies par les v.a. 
Ll = V (0) - VI (1) et L2 = V (0) - 112 (1), avec V (0) = 1000. 
Determiner la relation entre VaR", (Ld et VaR", (L2) pour tout 
0: E (0,1). 

(d) Les engagements d'une compagnie pour un portefeuille de 
contrats d'assurance vie temporaire 1 an sont definis par 
la v.a. S = bN, OU N rv Bin (10 000,0.0008) et b = 100. 
Les pertes liees aux investissements sont definies par les v.a. 
L l = S - VI (1) et L2 = S - V2 (1), avec V (0) = 1000. 
Determiner la relation entre les probabilites que la compagnie 
ne rencontre pas ses engagements selon Ie titre 1 et Ie titre 2, 
soit Pr (Ll > 0) et Pr (L2 > 0). Determiner la relation entre 
Pr(Ll > x) et Pr(L2 > x), x E (-00,1000000]. 

4. On considere un contrat d'assurance habitation avec protection 
incendie dont les couts sont definis par 

X = { B, M= 1 
0, M=O ' 

avec les hypotheses usuelles et en supposant M rv Bern (q) (i.e. il 
peut se produire au plus un incendie par annee). La v.a. Best definie 
par B = b x U OU U rv Beta (1.5, 1). On pose f1 = E [B]. On definit 
Sn = 2::7=1 Xi OU les v.a. Xl, ... ,Xn sont i.i.d. avec Xi rv X (i = 
1,2, ... ,n). 

(a) On definit Y = bM. Determiner la relation entre les mesures 
VaRK(X) et VaRK(Y)' pour K, E (0,1). On definit Tn = 
2::7=1 Yi et les v.a. Yl , ... , Yn sont i.i.d. avec Yi rv Y (i = 
1,2, ... , n). Determiner la relation entre les mesures VaRK (Sn) 
et VaR", (Tn), pour K, E (0,1). 
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(b) On definit Y = {LM. Determiner la relation entre les mesures 
TVaR", (X) et TVaR", (Y), pour K, E (0,1). Determiner aussi 
la relation entre les primes stop-loss associees aux v.a. X et Y. 
On definit Tn = L~=I Y; et les v.a. YI , ... , Yn sont i.i.d. avec 
Y; ~ Y (i = 1,2, ... , n). Determiner la relation entre les mesures 
TVaR", (Sn) et TVaR", (Tn), pour K, E (0,1). Determiner aussi 
la relation entre les primes stop-loss associees aux v.a. Sn et Tn. 

(c) On definit 

Y = { c, M= 1 
0, M=O ' 

ou Pr (C = 0) = Po = 1 - 7;, Pr (C = b) = Pb = 7; et Po + 
Pb = 1. Determiner la relation entre les mesures TVaRK (X) 
et TVaRK (Y), pour K, E (0,1). Determiner aussi la relation 
entre les primes stop-loss associees aux v.a. X et Y. On definit 
Tn = L~=I Y; et les v.a. YI , ... , Yn sont i.i.d. avec Y; ~ Y (i = 
1, 2, ... , n). Determiner la relation entre les mesures TVaR", (Sn) 
et TVaR", (Tn), pour K, E (0,1). Determiner aussi la relation 
entre les primes stop-loss associees aux v.a. Sn et Tn. 

5. On compare deux vecteurs de v.a. (h, ... , In) et (MI' ... , Mn) OU Ii ~ 
Bern (qi) et Mi ~ Pais (Ai), i = 1,2, ... , n. On definit J = L~=I Ii et 

N = L~=IMi' 

(a) On suppose que E [Ii] = E [Mil, pour i = 1,2, ... , n. 

i. En utilisant les ordres stochastiques, montrer que 

E [max (J - d; 0)] ::; E [max (N - d; 0)] 

pour d::::: 0. 

ii. En utilisant les ordres stochastiques, montrer que 

TVaRK (J) ::; TVaRK (N), 

pour K, E (0,1). 

(b) On suppose que Pr (Ii = 0) = Pr (Mi = 0), pour i = 1,2, ... , n. 
En utilisant les ordres stochastiques, montrer que 

pour K, E (0,1). 

6. Soient les v.a. RI ~ N(0.075,0.12) et R2 ~ N(0.06,0.22), qui 
representent les rendements instantanes pour les titres 1 et 2 durant 
une periode. On definit la valeur accumulee de V (0) = 1000 dans 
les titres 1 et 2 par les v.a. VI (1) = V (0) eR1 et 112 (1) = V (0) eR2 . 
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Les pertes liees aux investissements sont definies par les v.a. LI 
V (0) - VI (1) et L2 = V (0) - V2 (1). 

(a) Calculer E [VI (1)] et E [V2 (1)]. 

(b) Calculer Var (VI (1)) et Var (V2 (1)). 

(c) Montrer que 
Var (VI (1)) -s: Var (V2 (1)) 

et que 

(d) Montrer que 

et 
TVaRK (LI) -s: TVaRK (L2) , 

pour tout 0; E (0,1). 

7. Soient les v.a. X, Y et Z OU Fx (x) = 1 - e- fh , 

et 
5 ( 5X') 1 x F z (x)="6 1-e-1O +"6(1-e- 5O ). 

On observe E [X] = E [Y] = E [Z] = 10. 

Utiliser les ordres stochastiques pour determiner les relations entre 
les variances de X, Y et Z ; entre les TVaR de X, Yet Z ; entre les 
primes stop-loss de X, Y et Z. 

8. On considere deux risques dont les couts sont definis par 

et 

Y = { L~~I Ck, M > 0 
0, M=O ' 

avec les hypotheses usuelles, B rv Exp (,6 = ~) avec f-L < 00 et C rv 

Pa (0;, >.) tel que E [C] = f-L < 00. 

(a) Determiner la relation entre les mesures TVaRK (B) et 
TV aRK (C) ; entre les primes stop-loss associees aux v.a. 
Bet C. 
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(b) Determiner la relation entre les mesures TVaRK, (X) et 
TV aRK, (Y) ; entre les primes stop-loss associees aux v.a. 
X et Y. 

9. Un portefeuille de 500 contrats independants d'assurance lARD est 
separe en deux classes. Les couts pour Ie contrat i de la classe j sont 
definis par Xi(j) OU 

avec B;j) rv U(a(j),b(j)) et Ii(j) rv Bern (q(j)) pour i 
j = 1,2. On a Ie tableau suivant : 

j n U ) qU) aU) b(j) 

1 400 0.006 100 500 
2 100 0.015 200 400 

(j) 1, ... ,n , 

Le mont ant total des couts pour Ie portefeuille est represente par la 
v.a. S. On utilise une approximation pour evaluer la distribution de 

S, construite comme suit. On approxime les v.a. Ii(j) par des v.a. 
obeissant it des lois de Poisson. Quatre approximations de B(j) sont 
envisagees : 

• Approche 1: on approxime B(j) par jj(j,l) OU fsCi,I) (a(j)) = 1; 

• Approche 2 : on approxime B(j) par jj(j,2) OU !sCi,2) (b(j)) = 1 ; 

• Approche 3 : on approxime B(j) par jj(j,3) OU 

(
a(j) + b (j)) 

fsCi,;) 2 = 1 ; 

• Approche 4 : on approxime B(j) par jj(j,4) OU fsCi,4) (a(j)) 

f - (b(j)) - 1 
Bej,'!) - 2' 

On choisit les parametres des lois de Poisson et on choisit une 
seule approche I (parmi I = 1,2,3,4) qui permet de produire une 
approximation conservatrice de la VaR de S. On definit par T la 
v.a. qui resulte de cette approximation de la v.a. S. 

(a) lndiquer clairement et justifier brievement votre choix des 
parametres des lois de Poisson et de l'approche i d'approximation 
(vous pouvez avoir recours it des graphiques), 

(b) Calculer Pr (T -s: 0) et Pr (T -s: 2000) dans Ie but d'evaluer 
approximativement Pr (S -s: 0) et Pr (S -s: 2000), 
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7.7 

1. 

2. 

3. 

(c) Calculer VaRO.99 (T) afin d'evaluer approximativement la valeur 
de VaRO.99 (8). 

Reponses 

Reponses 11 la question 3 : 

(a) 1061. 837 et 1083.287 

(b) Aucune reponse 

(c) Aucune reponse 

(d) Aucune reponse 

Reponses 11 la question 6 : 

(a) 1083.287 et 1083.287 

(b) 11 793.980 et 47891.887 

(c) Aucune reponse 

(d) Aucune reponse 

Reponses 11 la question 9 : 

(a) Aucune reponse 

(b) 0.049869 et 0.649646 

(c) 4300 



8 
Distributions multivariees 
et agregation des risques 

8.1 Introduction 

Depuis Ie milieu des annees 1990, on observe en actuariat et en gestion 
quantitative des risques un interet croissant pour la modelisation de la 
dependance entre les risques. Il est devenu essentiel pour l'actuaire de 
connaitre des modeles multivaries et des methodes pour en construire. La 
dependance a un impact sur la mutualisation des risques. Desormais, il est 
devenu crucial de tenir compte de la dependance dans les modelisations 
d'un portefeuille de risques. 

Dans un cours de base en probabilite, l'exemple Ie plus frequemment 
presente de distribution multivariee est la distribution normale multivariee. 
En fait, il existe pour chaque loi parametrique, continue ou discrete, 
plusieurs extensions multivariees. Des lois multivariees peuvent aussi etre 
creees en se basant sur la theorie des copules. Il existe aussi differentes 
approches pour construire des modeles multivaries de risque: modeles avec 
chocs communs, modeles avec melange commun, etc. 

Au chapitre 1, on presente les notions de base relatives aux distributions 
multivariees. Dans ce chapitre, on aborde un certain nombre de lois 
multivariees dont on presente les principales caracteristiques. Ainsi, on 
considere des lois exponentielles, gamma, de Pareto, de Poisson, binomiale 
negative, de Bernoulli multivariees. Ensuite, on examine les cas OU il est 
possible de trouver une expression exacte pour les fonctions de repartition 
de la somme des risques. On suggere aussi des methodes adequates 
d'evaluation dans les aut res cas. On presente aussi les methodes avec 



276 Distributions multivariees et agregation des risques 

chocs communs et avec melange commun pour construire des modeles 
multivaries de risque afin d'incorporer une relation de dependance entre 
les risques. On s'interesse aussi 11 la notion de la comonotonicite et 11 ses 
principales proprietes. Enfin, il est impossible de traiter de la modelisation 
de la dependance sans aborder la theorie des copules. Etant donne son 
importance, ce sujet fait l'objet du chapitre 9 au complet. 

8.2 Classes de Frechet 

Soient FXl , ... , FXn des fonctions de repartition univariees. On suppose que 
les marginales FX" ... , FXn sont fixees (pas necessairement identiques). 

Definition 8.1 On de.finit la classe de Prechet r (FXl' ... , FxJ par 
I 'ensemble de to utes les fonctions de repartition multivariees ayant pour 
marginales FXl , ... , FXn· 

On peut montrer que toute fonction de repartition FXl ' ... ,X " membre de 
la classe de Frechet r (FXl' ... , FxJ est comprise entre deux bornes dites 
les bornes de Frechet. On a recours 11 la proposition suivante pour montrer 
ce resultat. 

Proposition 8.2 Boient deux evenements A et B. On a 

max (P (A) + P (B) - 1; 0) ::; P (A n B) ::; min (P (A); P (B)). (8.1) 

Preuve. Ce result at est elementaire en probabilite. D'une part, on sait que 
P (A n B) doit necessairement satisfaire les inegalites suivantes : 

P (A n B) ::; P (A) et P (A n B) ::; P (B) , 

ce qui implique que p(AnB) ::; min(P(A);P(B)). Maintenant, on 
desire demontrer la validite de la borne inferieure de P (A n B) donnee 11 
l'equation (8.1). On sait que 

P (A n B) = P (A) + P (B) - P (A U B) . (8.2) 

Etant donne que P (A U B) ::; 1 et P (A n B) ::::: 0 alors, (8.2) devient 
P (A n B) = max (P (A) + P (B) - 1; 0). • 

A partir de (8.1), on deduit Ie result at suivant. 

Proposition 8.3 Boit la classe de Frechet r (FXl' FX2 ) generee a partir 
des marginales FXl et FX2 . Alors, on a 
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FX" X2 (Xl,X2) 

F}("X2 (Xl,X2) 

max (FXl (xd + FX2 (X2) - 1; 0) 

min (FXl (xd; FX2 (X2)). 

277 

Les bornes obtenues dependent seulement des marginales FXl et FX2 . 
Ainsi, peu importe la structure de dependance qui relie les v.a. Xl et X 2 , 

la fonction de repartition conjointe de la paire (Xl, X 2 ) satisfait (8.3). Dne 
generalisation de la proposition 8.3 est fournie dans Ie theoreme qui suit. 

Theoreme 8.4 Bait FXl , ... ,X" une fonction de repartition appartenant a 
l'ensemble r (FX" •.• , FxJ. Alors, on a 

au 

Preuve. On a 

F x = Pr X· < X· (
n ) 

X" ... ,X" C) iQ { "- "} . 
Comme 

n 

n {X < x} C {X < x} ~- ~ ~- ~ 

i=l 

pour tout i = 1,2, ... , n, alors FX" ... ,x" (.:r;.) -s: Fx;. (Xi), i = 1,2, ... , n, ce qui 
mene 11 la seconde inegalite. La premiere inegalite decoule de 

n n 

i=l i=l 

• 
La borne F}(" ... ,Xn correspond 11 la borne superieure de Frechet et elle 

est une fonction de repartition. La borne FX" ... ,x" est appelee la borne 

inferieure de Frechet. Pour n > 2, FX" ... ,x" n'est pas une fonction de 

repartition (voir [57]). Pour n = 2, Fx x est une fonction de repartition. 
1, 2 
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8.3 Comonotonicite 

8.3.1 Definition 

Un cas particulier de relation de dependance est la comonotonicite. Depuis 
la fin des annees 1990, cette notion est frequemment evoquee en actuariat. 

Definition 8.5 Un vecteur de v.a. X = (Xl, ... , Xn) est comonotonique 
si et se1dement si il existe une v. a. Z et des fonctions non decroissantes 
cPI, ... ,cPn telles que 

Par exemple, on definit un vecteur de v.a. X = (Xl, ... , Xn) OU les 
composantes sont donnees par 

(8.4) 

pour i = 1,2, ... , n. Alors, par la definition 8.5, les composantes de X 
sont dites comonotones. La relation en (8.4) a des consequences pour 
l'agregation des risques que l'on suppose comonotones. 

La proposition suivante fait Ie lien entre un vecteur de v.a. X dont les 
composantes sont comonotones et la borne superieure de Frechet. 

Proposition 8.6 Le vecteur de v.a. X = (Xl, ... ,Xn) a des composantes 
comonotones si, et seulement si, sa fonction de repartition conjointe est la 
borne superieure de Frechet F+ . 

Preuve. Pour Ie vecteur de v.a. X definie en (8.4), on a 

Pr (FX,1 (U) ~ Xl, ... , Fx,~ (U) ~ Xn) 

Pr (U ~ FXl (Xl), ... , U ~ FXn (Xn)) 

Pr (U ~ min (FXl (Xl); ... ; FXn (Xn))) 

r% (:f), 
telle que definie au theoreme 8.4. • 

La relation de comonotonicite correspond 11 la dependance positive 
parfaite. Toutes les composantes du vecteur dependent d'une seule v.a. On 
a aussi Ie resultat suivant dans Ie contexte de v.a. continues. 

Proposition 8.7 Boit un vecteur de v.a. continues X dont les marginales 
sont FX" ... , FXn' Les composantes de X sont comonotones si, et seulement 
sz, 

Xi = FX;1 (Fxj (Xj)) , (8.5) 

pour j E {I, 2, ... ,n} et tous les i E {I, 2, ... ,n} avec i # j. 
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Preuve. Pour simplifier la presentation, on fixe i = 1 sans perte de 
generalisation. Si les composantes sont comonotones, on utilise (8.4) 
conjointement avec Ie theoreme 1.20 

pour i = 2, ... , n. L'implication inverse se demontre de fagon similaire. _ 

8.3.2 Comonoioniciie ei agregaiion 

Soit un conglomerat de n v.a. comonotones Xl, ... , X n . On definit la v.a. 
S = L:~=l Xi· A partir de (8.4), on a 

n 

S = LFx,l (U). (8.6) 
i=l 

Dans la prochaine proposition, on traite d'abord Ie cas de la somme de 
v.a. continues. 

Proposition 8.8 (Additivite des VaR et des TVaR). Soient les v.a. 
comonotones et continues XI, ... ,Xn. On dejinit la v.a. S = L:~=lXi. 
Alors, on a 

n 

VaR", (S) = L VaR", (Xi). (8.7) 
i=l 

et 
n 

TVaR", (S) = LTVaRK (Xi). (8.8) 
i=l 

Preuve. A partir de (8.6), on a 

n 

S = L Fx} (U) = If! (U) . 
i=l 

Alors, avec la proposition 1.28, on a 

qui devient 

n n 

i=l i=l 
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On rem place (8.7) dans la definition de base de TVaR", (5) et on a 

TVaR", (5) 1 11 -- VaRu (5)du 
1- Ii: '" 

1 11 n 
-- LVaRu(Xi)du 
I-Ii: 

'" i=l 
n 

LTVaR", (Xi)' 
i=l 

• 
Dans Ie pro chain exemple, on constate qu'il est plus aise d'agreger des 

v.a. continues comonotones que d'agreger des v.a. continues independantes. 

Exemple 8.9 50it le triplet de v.a. comonotones (Xl ,X2,X3 ) OU Xl rv 

U (0, 200), X 2 rv Pa (3, 200) et X3 rv Exp C6o)' On de.finit 5 = Xl +X2 + 
X 3 . Comme E [Xi] = 100, i = 1,2,3, on a E [5] = 300. On deduit les 
expressions suivantes de VaR", (5) et de TVaR", (5) : 

et 

VaR", (5) = 2001i: + 200 ((1-Ii:)-~ -1) + (-100)ln(I-Ii:) 

TVaR", (5) 200 (1; Ii:) + (-100) (In (1 - Ii:) + 1) 

+200 (3 ~ 1 (1 - Ii:)-* - 1) , 

pour Ii: E (0,1). On note que TVaRo (5) = E [5]. D 

Dans certains cas, il est possible d'identifier la loi de 5 
com me il est illustre dans les trois exemples suivants. 

Exemple 8.10 50it un vecteur de v.a. att les composantes sont comonotones 
et identiquement distribuees (FXi = Fx et Xi rv X pour i = 1,2, ... , n). A 
partir de (8.4), on a 

n 

i=l 

nF;(l (U) = nX. 

Si les v. a. Xi sont comonotones et identiquement distribuees, cela revient 
a dire qu' elles prennent to utes la meme valeur. D 
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Exemple 8.11 Soient les v.a. comonotones Xi ~ ExP((3i) avec Fx;. (x) = 
exp( -(3ix) (i = 1,2, ... , n). Pour S = L:~=1 Xi, on a 

S ( - ;1 In(l - U)) + ... + ( - (31n In(l - U)) 

- (;1 + ... + ;n) In(l- U), 

ce qui nous permet de deduire que S ~ Exp ( 1 +.1.+ 1)' D 
P1 p,;; 

Exemple 8.12 Soient les v.a. comonotones Xi ~ Pa(a, Ai) avec Fx;. (x) = 

1- (,\:-i-x r et FX,I(u) = (1~~r± - Ai (i = 1,2, ... , n). Pour S = L:~=1 Xi, 
on a 

S t Xi = ( Al I - AI) + ... + ( An I - An) 
i=1 (1 - U)c; (1 - u)c; 

A* _ A* 
(l-U)± ' 

d'mt l'on deduit que S ~ Pa(a, A*) ou A* = Al + ... + An. D 

On ne peut pas evoquer directement la proposition 8.8 pour la somme de 
v.a. discretes. Neanmoins, la relation (8.6) reste valide comme on l'illustre 
dans Ie pro chain exemple. 

Exemple 8.13 On considere un portefeuille de 10 risques individuels. Les 
cmUs associes au risque i sont modelises par la v.a. Xi = biIi mt Ii obeit 
a une loi de Bernoulli de moyenne qi et bi est une constante positive (i = 
1,2, ... , 10). Les caracteristiques des risques du portefeuille sont donnees 
dans le tableau suivant : 

i qi bi i qi bi 
1 0.091 100 6' 0.031 300 
2 0.064 100 7 0.014 400 
3 0.049 200 8 0.023 400 

4 0.019 200 9 0.058 500 
5 0.027 800 10 0.065 500 

Les v.a. h, ... , ho sont comonotones. La v.a. S represente les cmUs totaux 
pour le portefeuille. On represente la v.a. Spar S = L:;~1 biFI~1 (U) mt 
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U ~ U (0, 1). On dedlLit qlLe 

i qi 1- qi bi OTiiTie de 1 - qi 

1 0.091 0.809 100 1 
2 0.064 0.936 100 3 
8 0.049 0.951 200 5 

4 0.019 0.981 200 9 
5 0.027 0.973 300 7 
6 0.081 0.969 800 6 
7 0.014 0.986 400 10 
8 0.028 0.977 400 8 
9 0.058 0.942 500 4 

10 0.065 0.935 500 2 

et on obtient 
x Pr (S = x) PreS 'S: x) 
0 0.809 0.809 

100 0.126 0.985 
600 0.001 0.936 
700 0.006 0.942 

1200 0.009 0.951 

1400 0.018 0.969 
1700 0.004 0.978 
2000 0.004 0.977 

2400 0.004 0.981 
2600 0.005 0.986 

:woo 0.014 1.000 

D 
La proposition 8.8 peut etre generalisee aux cas de v.a. como not ones qui 

sont ne pas necessairement continues. 

Proposition 8.14 (Additivite des VaR et des TVaR). Soient les v.a. 
comonotones Xl, ... , Xn- Alors, pOlLr S = L:~=l Xi, on a 

n n 

i=l i=l 

Preuve. Voir [36] .• 

8.3.3 Antimonotonicite 

Alors que la comonotonicite correspond 11 la relation de dependance 
positive parfaite, on definit l'antimonotonicite com me etant la relation de 
dependance negative parfaite. 

Definition 8.15 Un cOlLple de v.a. X = (X1 ,X2 ) est antimonotone si, et 
se1Liement si, il existe lLne v. a. Z, lLne fonction croissante ¢l et lLne fonction 
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decroissante ¢2 telles qlLe 

Ainsi, un couple de v.a. X = (Xl, X 2 ) dont les composantes sont definies 
par 

Xl = FXII (U) et X 2 = FX21 (1 - U) 

est antimonotone en vertu de la definition 8.5. 

(8.9) 

L'expression de la fonction de repartition conjointe d'un couple de v.a. 
X antimonotones est fournie dans la pro chaine proposition. 

Proposition 8.16 Le cOlLple de v.a. X = (XI ,X2 ) a des composantes 
antimonotones si, et selLlement si, sa fonction de repartition conjointe est 
la borne inferielLre de Frechet FXI ,X2. 

Preuve. Pour Ie couple de v.a. X definie en (8.9), on a 

Puis, on observe 

Pr (FI- I (U) -s: xI,F2- 1 (1- U) -s: X2) 

Pr (U -s: FI (Xl)' 1 - U -s: F2 (X2)). 

qui correspond a FI (Xl) + F2 (X2) - 1, si FI (Xl) ::;-. 1 - F2 (X2), ou a 0, si 
FI (Xl) < 1 - F2 (X2). Alors, on deduit 

telle que definie au theoreme 8.4. • 
Pour un couple de v.a. continues X dont les marginales sont FXl et F X2 , 

on peut aussi montrer que les composantes de X sont antimonotones si, et 
seulement si, 

Boit la v.a. S = Xl + X 2 OU X est un couple de v.a. antimonotones. 
Alors, avec (8.9), on a 

S = F- I (U) + F- I (1 - U) . XI X 2 (8.10) 

On illustre la relation dans Ie pro chain exemple. On applique ce resultat 
pour un couple de v.a. (Xl, X 2 ) ayant des margin ales identiques. 
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Exemple 8.17 Soit lLn cOlLple de v.a. (X I ,X2 ) antimonotones 01'1 Xl ~ 
X 2 ~ Exp (jJ). Alors, on a 

On dedlLit l'expression de Fs 

L 'expression de la TVaR est donnee par 

8.4 Lois multivariees et agregation 

8.4.1 Approche generale pour des v. a. continues 

Pour simplifier, on considere un couple de v.a. continues positives (Xl, X 2) 
dont la fonction de densite conjointe est donnee par ix 1 ,x2 • On veut 
examiner Ie comportement de S = Xl +X2, en evaluant notamment is (s) 
et Fs (s) = Pr (Xl + X 2 -s: s) pour s E lFt+. Alors, la fonction de densite 
de S s'exprime en termes de ix , ,X2 sous la forme suivante : 

(8.11) 

La generalisation de (8.11) pour n > 2 risques se fait comme suit. Boit Ie 
vecteur de v.a. X = (Xl, ... , Xn)t avec fonction de densite Ix. La fonction 
de densite de S = L:~=l Xi est obtenue avec -

is (s) 
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Dans certaines circonstances, on a recours it la f.g.m. multivariee de S, 
donnee par 

Ms (t) E [etS ] = E [et(Xl + ... +Xn)] 

E [etX1 ... etXn ] = MX1, ... ,xn (t, ... , t), (8.12) 

pour identifier sa distribution. 

8.4.2 Approche generale pour des v. a. discretes 

Soit une paire de v.a. discretes (Xl, X 2 ) avec support arithmetique, i.e. 
ou Xi E {O, 1h, 2h, ... J avec un pas h > 0 et dont la fonction de masse 
de probabilite conjointe est donnee par iX" X2 (mlh, m2h). La fonction de 
masse de probabilite de S est determinee avec 

k 

is (kh) = L iX" X2 (mlh, kh - mlh). (8.13) 
m,=O 

La version generalisee de (8.13) pour n > 2 risques est fournie en (6.10), 
que l'on reproduit ci-dessous : 

Dans Ie cas ou la f.g.m. MXI,,,,,Xn(tl, ... ,tn) = E[et,X' ... etnXn] de X = 
(Xl, ... , Xn) existe, alors la f.g.m. de S = L~=l Xi est donnee par 

Ms (t) = E [et(Xl + ... +X,,)] = E [etX' ... etX,,] = Mx, '''',Xn (t, ... , t) . 

(8.14) 
Le resultat en (8.14) permet dans certains cas d'identifier la distribution de 
S. L'atout de ce result at est que l'on peut l'appliquer conjointement avec 
la FFT. En effet, so it un vecteur de v.a. discretes X = (Xl, ... , Xn). Alors, 

pour S = L~=l Xi, on a 

Is (t) = E [etX1 ... etXn ]. 

Ce resultat sera illustre dans les pro chaines sections. 
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8.5 Lois continues bivariees et multivariees 

Un nombre impressionnant de lois multivariees continues existent et sont 
proposees encore actuellement. Seuls quelques exemples sont presentes dans 
cette section. 

8.5.1 Loi exponentielle bivariee Eyraud - Parlie - Gumbel -
Morgenstern (EPGM) 

La fonction de repartition de la loi exponentielle bivariee EFGl\!I est donnee 
par 

(1_e- 6,X,) (1_e-;32 x2 ) 

+ e (1 - e-;3,X , ) (1 - e-;32 X2 ) e-;3,X'e-;32X2~8.15) 

avec un parametre de dependance -1 ::; e ::; 1 et avec f3i > O. On deduit 
que les lois margin ales de Xl et X 2 sont exponentielles i.e. Xi rv Exp (f3i) 
(i = 1,2). Cette loi inclut l'independance comme cas particulier avec e = O. 
La fonction de densite conjointe est 

Cette distribution bivariee ad met une relation de dependance moderee, qui 
peut etre positive ou negative. Elle peut etre interpretee sous la forme 
d'une perturbation de la loi exponentielle bivariee avec independance. Le 
coefficient de correlation de Pearson est pp (Xl, X 2 ) = ~. De plus, la f.g.m. 
conjointe de (Xl, X 2 ) est 
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On definit 8 = Xl + X 2 . En utilisant (8.11) avec 

iX l ,x2 (x, s - x) (1 + 8) (31 e-f3, x (32e-f32 (s-x) 

+ 82(31e-2f3,X2(32e-2,62(S-X) 

- 82(31 e-2f3, x (32 e- f32 (s-x) 

- 8(3 e- f3,x 2(3 e-2f32 (s-x) 
1 2 , 

on deduit l'expression de Fs (s). Alors, on a 

ou 

Fs(s) = (1+8)G(s;(31;(32)+8G(s;2(31;2(32) 

- 8G (s; 2(31; (32) - 8G (s; (31; 2(32)' 
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Ainsi, la distribution de 8 est une combinaison lineaire de lois Erlang (11 = 
12 = I) ou de lois Erlang generalisees hI # 12)' On deduit aisement 
l'expression de TVaR" (8) 

TVaR" (8) = 

ou 

8.5.2 Loi exponentielle bivariee Marshall-Olkin 

On considere trois v.a. independantes de loi exponentielle Yi ~ Exp (Ai) 
pour i = 0,1,2. On definit les v.a. Xl et X 2 par Xi = min (Yi; Yo) pour 
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i = 1,2. Pour i = 1,2, on observe que 

Pr (Xi> Xi) 

Pr (min (Y;; Yo) > Xi) = Pr (Y; > Xi, Yo> Xi) 

Pr (Y; > Xi) Pr (Yo> Xi) 

FYi (Xi) F yo (Xi) = exp (- (Ai + Ao) Xi) , 

ce qui implique Xi rv Exp (Ai + Ao), i = 1,2. La fonction de survie de 
(Xl, X 2 ) est donnee par 

Pr (Xl> Xl, X 2 > X2) 

Pr(Yl > Xl, Y2 > X2, Yo> max(Xl;X2)) 

Pr (Yl > Xl) Pr (Y2 > X2) Pr (Yo> max (Xl; X2)) 
e-A,x, e-A2X2e-Ao max(x, ;X2) 

e-(A, +Ao)X' e-(A2+AO)X2eAO min(x, ;x2). 

On fixe (3i = Ai + Ao (i = 1,2) et 0 -s: Ao -s: min ((31; (32)' Alors, l'expression 
de la fonction de survie de (Xl, X 2 ) devient 

qui per met de deduire que la loi exponentielle bivariee lVIarshall-Olkin 
est une forme de perturbation de la loi exponentielle bivariee supposant 
l'independance. Cette loi incorpore une relation de dependance positive 
seulement. 

La fonction de densite de (Xl, X 2 ) est 

avec une singularite sur la diagonale Xl = X2 = x. Le coefficient de 
correlation de Pearson est pp (Xl, X 2 ) = ;3, +~~-AO' 

La methode utilisee pour construire la loi bivariee exponentielle 
lVIarshall-Olkin est appelee la methode choc commun et elle s'adapte 
aisement afin de construire des lois exponentielles multivariees. 

8.5.3 Loi gamma bivariee Cheriyan - Ramabhadran - Mathai 
- Moschopoulos (CRMM) 

La loi gamma bivariee CRlVIlVI est construite com me suit. Soient trois v.a. 
independantes Yo, Yl et Y2 OU Yo rv Gaho,(3o), Yl rv Ga(al-io,(3l) et 
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Y2 ~ Ga (a2 -'0, f32), avec 0 -s: 10 -s: min (al; a2). On definit les v.a. Xl et 
X 2 par Xi = ~Yo + Yi pour i = 1,2. Il en resulte que (Xl, X 2 ) oMit a une 

loi gamma bivariee avec Xi ~ Ga (ai, f3i), i = 1,2, et PP (Xl, X 2) = V~2<>2' 
Le parametre 10 correspond au parametre de dependance. L'expression de 
la fg.m. de (Xl, X 2 ) est donnee par 

( t t) -'0 
x 1 - f3~ - f3: 

On definit S = Xl + X 2. En utilisant la relation Ms (t) = MXI ,X2 (t, t), la 
fg.m. de S est donnee par 

( 
t ) -(<>1 -10) ( t ) -(<>2-10) ( t t ) -'0 

Ms (t) = 1- - 1- - 1- - --
f31 f32 f31 f32 ' 

ce qui correspond a la fg.m. d'une somme de 3 v.a. independantes de loi 
gamma dont les parametres d'echelle different, impliquant que la v.a. S 
n'obeit pas a une loi gamma. 

On utilise Ie resultat fourni a la proposition 1.63 pour deduire que la v.a. 
S obeit a un melange de lois gamma dont la fonction de densite est donnee 
par 

(Xl 

is (x) = LPkh (x; a + k, f3), 
k=O 

ou f3 = max (f31;f32; el, + ;2) -1) et a = al +a2 -'0' Les probabilites 

Pk, kEN, sont definies par Pk = (J X ~k ou 

_ (1 1 )-10 2 (f3)<>i- IO 
(J = f3 10 - + - II----':. 

f31 f32 i=l f3 ' 

et 
1 k 

~o = 1, ~k = k L ic'i~k-i' k E 1'1+, 
i=l 
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avec 

pour k E 1'1+. 
On deduit que Fs (x) = L-':=o PkH (x; a + k, /3) et 

[ 1 ~ a+k-
E 5x l{s>b} = ~Pk-/3-H(x;a+k+1,/3). 

k=O 

Exemple 8.18 50it Ie couple de v.a. (Xl, X 2 ) obeissant a une loi gamma 
bivariee CRMM avec /31 = 0.1, /32 = 0.2, al = 2, a2 = 4. On dejinit 
5 = Xl + X 2 . On obtient les valeurs suivantes : 

'0 K VaR" (5) TVaR" (5) 
0 0.95 72.2301 84·506'0 
0 0.995 100.2088 111.6268 

0.5 0.95 75.06'52 89.2894 
0.5 0.995 107.6104 121·4649 

1 0.95 77. 7790 93·4458 
1 0.995 113.6'537 128.8391 

Les valeurs de Var (5) sont de 300, 350 et 400 pour 10 = 0, 0.5 et 1. D 

8.5.4 Loi normale multivariee 
On considere la loi normale multivariee pour Ie vecteur de v.a. X = 
(Xl, ... , Xn)t avec Ie vecteur des moyennes ~ = (/-1>1' ... , /-1>n)t et la matrice . . 
varlance-covanance ( ,,' a12 

"'" ) 1 
a21 a 2 a2n 2 

L;= . , 

a;Ll Pn2 a 2 n 

ou ~ est une mat rice semi-definie positive et ()t designe la transposee 
d'une matrice ou d'un vecteur. En outre, E [Xi] = /-1>i, Var (Xi) = (J~ 
(i = 1,2, ... ,n) et CoV(Xi,Xi,) = (Jii' = Pii,(JiO'i', (i, if = 1,2, ... ,n), 
ou Pii' est Ie coefficient de correlation de Pearson de la paire (Xi, Xi' ). 
L'expression de la fonction de densite de X est 

x E ]Rn, 

ou I~I est Ie determinant de ~. De plus, la f.g.m. multivariee de X est 
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Dans Ie cas univarie, pour une v.a. X ~ N (fJ, 0'2), on a la relation 
X = fJ + O'Z, OU Z ~ N (0, 1). Dans Ie cas multivarie, la relation devient 

(8.16) 

OU Q.t = (0'1, ... , O'n) et.z.- obeit it une loi normale multivariee standard avec 
un vecteur de moyenne (0, ... , O)t et une matrice variance-covariance 

( 

1 

P2I 
P= . 

- P:L1 

PI2 
1 

Pn2 

PIn) P2n 

1 

La fonction de repartition conjointe de .z.- est designee par Ie symbole (j) p 

de telle sorte que -

De plus, pour X = t!:. + Q.t.z.-, l'expression de la fonction de repartition 
conjointe de X est donnee par 

L'algorithme de simulation de realisations pour la loi normale multivariee 
standard se decrit comme suit. 

Algorithme 8.19 Algorithme de simulation pour la loi normale 
multivariee standard. Soit un vecteur de v.a. (ZI' ... , Zn) de loi normale 
multivariee avec Zi ~ N (0, 1) (i = 1,2, ... , n) et une matrice de correlation 
(supposee de.finie positive) 

1 

P21 

Pnl 

P12 

1 

Pn2 

PIn) P2n 
. . 

1 

On peut ecrire P = B Bt ott Bt est la matrice tmnsposee de la matrice B. 
La matrice Best obtenue a l'aide de la decomposition de Choleski 

B= 
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- ",j-1 b b. 
b . . Pij L..l=l 21 Jl 

Z J = ----"-r===========:===-VI - Li~; b;l ' 
au 1~ j ~ i ~ n et L~=l 0 = O. 

A " d 'l· t· y(j) v(j) d Y ~/. d' d t 1. ngenere esreazsawns 1 , ... ,In esv.a. 1, ... ,I n zn epen anes 
de loi normale standard. 

2. On calcule z.(j) = B y(j) au Z(j) ( () ())T Z/ , ... , zri! et y(j) 

( () ())T Y1 J , ... , YnJ • 

Boit la v.a. S = L~=l Xi. Alors, a l'aide de la f.g.m. de X, on deduit que 
S ~ N (f..ls, O"~) OU f..ls = L~=l f..li et 

n n n 

O"~ = LO"; + L L O"ii'· 
i=l i=l i'=l,i'#i 

8.5.5 Loi normale melange multivariee 

On considere une generalisation de la loi normale multivariee. Boit un 
vecteur de v.a. Z. = (Zl, ... , Zn)t qui obeit a la loi normale multivariee 
standard dont Ie vecteur esperance est (0, ... , O)t et dont la matrice 
variance-covariance est 

P12 

1 

Pn 2 

Pl
n 

) 

T 
On definit Ie vecteur de v.a. X = (Xl, ... , Xn)t en adaptant la relation en 
(8.16) 

(8.17) 

OU 8 est une v.a. melange positive independante de z.. D'apres (8.17), 
(X18 = e) obeit a une loi normale multivariee avec un vecteur des moyennes 
!!:. et avec une matrice variance-covariance veI;. 

VBCTln ) VBCT2n . 

VBCT~ 

Il en resulte que X obeit a une loi normale melange multivariee. 
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Par exemple, si la v.a. e est discrete avec ie (ej ) 

1,2'00" n, alors 

et 

i ( ) - ~ I' (e.) . 1 -2(\ (e:-.t:)'l.;,-' (.e:-i:'J 
K ;r;. - ~ Je J n , e } , 

j=l (27f)" ~1~12 

m 

MK C2.) = Lie (ej )efi '.t:+±e i fi '2;S. 

j=l 

De plus, on deduit que 

n 

Ms (t) = L ie (e j ) e2.:;'=, /Lit + ±e j (2.:;,=, 0'7 + 2.:;,=, 2.:;;~ 1 ,i' 7'i 0' ii' )t2 
, 

j=l 

ce qui correspond a la f.g.m. d'un melange de loi normale univariee. 

293 

Dans la pro chaine sous-section, on considere un autre cas particulier de 
loi normale melange multivariee. 

8.5.6 Loi de Student multivariee 

On suppose que la v.a. ~ oMit a une loi du khi-deux avec un degre de 
liberte v > 2 (i.e. ~ ~ Ga (~, ~)). Il en resulte que Ie vecteur de v.a. 

X = (Xl, 00., Xn)t obeit a une loi de Student multivariee. La fonction de 
densite de X = (X1 ,oo.,Xn )t est 

+ (v+n) 

ix(;r;.) = ~(T) , (1+~(;r;.-JL)t~-1(;r;.-JL))--2-, 
- (V7f)" r (~) 1~12 v - -

pour ;r;. E ]Rn. Le vecteur moyenne et la matrice variance-covariance de X 
sont JL et v~2~' Si JL = (0'00.,0) et ~ = p, on dit que X oMit a une loi 
de Student standard multivariee OU la matrice de correlation est p, avec 
une fonction de repartition designee par tv,p' Par consequent, si X obeit a 
une loi de Student multivariee avec un vecteur moyenne ~ et une matrice 

variance-covariance v~2~ et si X' obeit a une loi de Student standard 
multivariee, alors on a la relation suivante : 

R-2 
X = JL + {Lt _-X'. 

- V 

L'algorithme pour simuler des realisations a partir d'une loi de Student 
standard multivariee se decrit comme suit. 

Algorithme 8.20 Algorithme de simulation pour la loi de Student 
standard multivariee. 
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A . I 'I· t· (y(j) y;(j)) d d 1. n szmlL e lLne rea zsa zan I' ... , n 1L vectelLr e v. a. 

(YI , ... , Yn ) de loi normale mlLltivariee standard avec lLne matrice de 
correlation e. 

2. On simlLle lLne realisation W(j) de la v.a. W de loi dlL khi-delLx avec 
lLn degre de liberte v (i.e. W ~ Ga (~, ~)). 

(.) yUl 
3. On calclLle Z} = ~ i = 1,2, ... , n. 

2 wCJl/v' 

8.5.7 Lois multivariees construites par melange commun 

La methode de construction de lois multivariees par melange commun est 
due it [80] et [87]. On peut aussi consulter [57] sur cette methode. On 
considere une v.a. discrete ou continue 8 avec support positif Ae. Pour fins 
de simplifications, on suppose que la f.g.m. de 8, notee Me (t), existe. On 
considere deux v.a. Xl et X 2. On suppose que leur comportement aleatoire 
est influence par la v.a. 8 de melange. En conditionnant sur 8, les v.a. 
Xl et X 2 sont independantes avec des fonctions de survie conditionnelles 
donnees par 

(8.18) 

pour i = 1,2 OU YI et Y2 sont des v.a. independantes. Alors, la fonction de 
survie conditionnelle bivariee de (X I ,X2 ) est 

Il en resulte que 

et 

Pr(XI > XI,X2 > x218 = e) 

(Fy, (Xl) FY2 (X2))e. 

r Fxi1e=e (Xi) dFe (e) 
JeEAfc) 

r (FYi (Xi))e dFe (e) = Me (In (FYi (Xi))) 
JeEAfc) 

r F X" x 2 Ie=e (Xl, X2) dFe (e) 
JeEAf') 

r (Fy, (Xl) FY2 (X2))e dFe (e) 
JeEAfc) 

Me (In (Fy, (xI)FY2 (X2)))' 

D'apres (8.18) et (8.19), on observe les relations suivantes : 

(8.19) 

(8.20) 
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,- -
• si e -s: e , alors F xil8=e (Xi) ::;, F Xi I8=e' (Xi), pour tout Xi E JR., 

i = 1,2 ; 

• si e -s: e', alors F X "x218=e (XI,X2)::;' F X "x218=e' (XI,X2), pour tout 
Xl, X2 E JR.. 

Dans la sous-section 8.5.8, on considere Ie cas OU Yi ~ Exp (1), pour 
i = 1, 2. La methode de construction decrite ci-dessus est aussi appelee 
common frailties. 

8.5.8 Lois exponeniielles bivariee melange 

Dans l'approche decrite a la sous-section 8.5.7, on suppose que Yi ~ 
Exp (1i ), pour i = 1, 2, ce qui amene a 

et 

On observe que 

Soit la v.a. S = Xl + X 2 . On deduit que la distribution conditionnelle de 
SIG = e est une loi Erlang generalisee (voir en annexe pour les details sur 
cette loi), ce qui implique que 

fSl8=e (x) 

pour X ::;, O. Ensuite, on obtient l'expression de is 

is (x) 
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pour x::;-' O. 
Grace 11 cette methode, on deduit la loi de Pareto bivariee decrite 11 la 

pro chaine sous-section. 

8.5.9 Loi Pareto bivariee 

En suivant l'approche decrite aux sous-sections 8.5.7 et 8.5.8, on suppose 

que Y; rv Exp (1,), pour i = 1, 2, et que e rv Ga (0:,1). Alors, il en resulte 

que la fonction de survie bivariee de (Xl, X 2 ) est 

(8.21 ) 

et l'on deduit que la fonction de densite bivariee de (Xl, X 2 ) est 

La loi resultante est la loi de Pareto bivariee. On observe aussi que Xi rv 

Fa (0:, Ai), i = 1,2. Pour 0: > 2, l'expression de la covariance est 

pour 0: > 2. 
On definit S = Xl +X2. En supposant A2 > Al sans perte de generalite, 

l'expression de is est 

is (x) l X 

ix"x2(y,x-y)dy 

f a~:1) (,+/+ ~ rH 
011 

A,:" { C " :,( C " :, (} 
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et celle de Fs correspond it 

Fs (x) 

Comme on a 

l X is (y) dy 

A2 ~ Al ( 1 - ( 1 : {2 ) a) 
-=----A2 ~-=--"-\l ( 1 - C: {, ) a) . 
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on peut reecrire la fonction de survie de (Xl, X 2 ) en termes des fonctions 
de survie margin ales de Xl et X 2 

( 1 + Xl + X2)-a 
Al A2 

(Fx, (XI)--!:- + FX2 (X2)--!:- _ 1)-a 

(Fx, (XI)--!:- + FX2 (X2)--!:- _ 1)-a 

La loi Pareto bivariee n'a pas de parametre de dependance. On voit au 
chapitre 9 que cette loi bivariee est importante afin de deduire l'expression 
de la copule de Clayton. 

8.6 Lois discretes bivariees et multivariees 

Il existe un grand nombre de versions bivariees et multivariees des lois 
discretes presentees au chapitre 1. Dans cette section, on traite de quelques 
exemples pouvant etre pertinents en actuariat. 

8.6.1 Loi de Poisson bivariee Teicher 

La loi de Poisson bivariee Teicher (voir [101]) est la loi bivariee la plus 
simple pour Ie couple de v.a. (MI' M 2 ) dont les marginales sont Poisson 
avec parametres Al et A2. Le parametre de dependance est 0 :::; ao :::; 
min (AI; A2)' Elle est construite comme suit. Soient les v.a. independantes 
K o, K I , K2 avec Ki ~ Pais (ai), i = 0,1,2 et 0 :::; ao :::; min (AI; A2), 



298 Distributions multivariees et agregation des risques 

Clairement, Mi rv Pais (Ai), i = 1,2. De plus, les expressions de la fm.p. 
conjointe et de la fg.p. conjointe de (Ml , M 2 ) sont 

et 

Enfin, on a 
Cov (Ml , M 2) = Var (Mo) = ao. 

On deduit que 0 :::; carr (Ml , M 2) :::; mi~2). Cette loi introduit 

seulement une dependance positive au sein de (Ml , M2). En utilisant les 
proprietes de la loi de Poisson, on peut aussi montrer que 

On utilise la notation (Ml ,M2) rv PBiv(Al,A2,ao) avec AI, A2 > 0, 0:::; 
ao :::; min (AI; A2). 

Exemple 8.21 Boit (Ml ,M2) PBiv(Al = 2,A2 = 3,ao = 1). On 
dejinit N = Ml + M2 01'1 E [N] = 5 et Var (N) = 7. De pllLs, 
N rv PCamp (A = 4, FE) OU iE (1) = 0.75, iE (2) = 0.25 et iE (k) = 0 pOlLr 
k #- 1 01L 2. Avec la FFT, on trolLve les valelLrs exactes slLivantes de la.f.m.p. 
de N: iN (0) = 0.01831564, iN (5) = 0.14698300 et iN (10) = 0.02644007. 
D 

On peut adapter cette methode de construction afin de construire des 
lois multivariees Poisson, comme il est illustre dans l'exemple suivant. 

Exemple 8.22 On considere lLn porteielLille avec 10 lignes d'affaires, 01'1 
le nombre de sinistres pOlLr la ligne d'affaires i est dejini par la v. a. Mi (i = 
1,2, ... ,10). On SlLppose qlLe (Ml ,M2 , ... ,MlO ) obeit a lLne loi de Poisson 
mlLltivariee dont les parametres des marginales Poisson sont AI, ... , AlO 

et dont la distriblLtion conjointe est constrlLite comme slLit. Boient les v.a. 
independantes 

Kl P (al), ... , KlO rv P (alO), 

Kll P (all), K12 rv P (a12), K13 rv P (ad 
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avec 

o < a13 -s: min (AI; ... ; AID)' 

o < all -s: min (AI - a13; ... ; A5 - (13) , 

o < a12 -s: min (A6 - a13; ... ; AlO - (13) , 

et 

a1 Al - all - a13, ... , a5 = A5 - all - a13, 

a6 A6 - a12 - a13, ... , alO = AlO - a12 - a13· 

On dejinit les v.a. M 1 , ... , MlO par 

Mi Ki + K11 + K 13 , i = 1,2, ... , 5 

Mi Ki + K12 + K 13 , i = 6,7, ... , 10. 

L 'expression de la f.g.p. de M = (M1' ... , M lO ) est 

eCX1 tl -1 ... ecxlotlo-1ecxll tl ... (,-1 

xecx12te, ... tlo-leCX1:itl ... tl0-1 

On deduit 

Al a1 + all + a13, ... , A5 = a5 + all + a13, 

A6 a6 + a12 + a13, ... , AID = alO + a12 + a13· 

On dejinit N = 2:;~1 Mi dont l'esperance et la variance sont E [N] 
",10 
L...i=l Ai et 

10 

Var (N) = L Ai + 2 x 5 x all + 2 x 5 x a12 + 2 x 10 x a13. 
i=l 

On observe que N ~ PComp (A, FE) att 

10 

A = LAi - 4a11 - 4a12 - 9a13 
i=l 

t i (1) = ~;lJl Ai-5cx ll-5cx I2-10 cx J:l i (5) = CXll+CX12 i (10) =.<:"..L:i t 
e E A ,E A ,E A,e 

iE (k) = 0, pour k E 1'1\ {I, 5, 10}. On suppose que Al = ... = A5 = 2, 
A6 = ... = AID = 3, all = 0.8, a12 = 1 et a13 = 0.4. Alors, E [N] = 
25, Var (N) = 51. Bien que N E 1'1, on indique les valeurs exactes de 
iN (k) pour k = 10, 20 et 30 qui ont ete obtenues avec la FFT : iN (10) = 
0.01415874, iN (20) = 0.04136522 et iN (30) = 0.03032717. D 
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Cette methode de construction est simple. Toutefois, elle introduit 
uniquement une dependance positive. 

8.6.2 Loi Poisson melange bivariee 

Soit une v.a. 8 positive, continue ou discrete. On considere un couple de 
v.a. (MI ,M2 ) tel que (MII8 = B) et (M218 = B) sont conditionnellement 
independantes et (Mi18 = B) ~ Pais (B),i) pour i = 1,2. On suppose que 
la v.a. 8 est definie de telle sorte que E [8] = 1. Alors, on a 

E [trllttI2] = Ee [E [t?t~18ll 

E [eeAl(tl-I)eeA2(t2-I)] = E [ee(Adt1 - I )+A2(t2-1))] 
Me ((),I (tI - 1) +),2 (t2 - 1))). 

A la prochaine sous-section, on traite Ie cas particulier quand 8 obeit a 
une loi gamma. 

8.6.3 Loi Poisson-gamma bivariee 

On suppose que 8 ~ Ga (r, r) tel que E [8] = 1. Alors, on deduit 

( )

r 
1 

P t t = 
M,,!vh ( 1, 2) 1 _ ~I (tI - 1) - Ar2 (t2 - 1) 

et les lois marginales de MI et M2 sont des lois binomiales negatives. La 
fonction de masse de probabilite conjointe de (MI , M 2 ) est donnee par 

hVII,M2 (mI,m2) 

100 
Pr (MI = mII8 = B) Pr (M2 = m218 = B) Ie (B) dB 

roo e-8Ale-8A2 (B),I)m l (B),2)m 2 e_r8rr (Br- I dB 

Jo mI!m2! r (r) 

qui devient 

pour mI E 1'1 et m2 E 1'1. Cette definition d'une loi Poisson-gamma (ou 
binomiale negative) bivariee pose probleme car une seule relation de 
dependance est possible pour les parametres des margin ales (),I,),2,r) 
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fixes. On note l'absence de parametre de dependance. Cela est vrai quelle 
que so it la loi choisie pour 8. 

8.6.4 Loi Poisson melange bivariee prise 2 

Le probleme souleve dans la sous-section precedente est resolu en 
procedant com me suit. Soit un couple de v.a. (81,82), Le couple de 
v.a. (M1,M2) est defini de telle sorte que (Ml18 1 = 81) et (M2182 = 82) 
sont conditionnellement independantes et (Mil8 i = 8i ) ~ Pais (8iAi) pour 
i = 1,2. A nouveau, on suppose que E [8 i ] = 1, pour i = 1, 2. Alors, on a 

E [tf1't~12] = E8, ,82 [E [t~'t~2181,82]] 
E [e8lA,(tl-1)e82A2(t2-1)] 

M8, ,82 (AI (t1 - 1), A2 (t2 - 1)). 

On deduit aussi que 

E8 ,,82 [Cov(M1,M2181,82)] 

+ COV8, ,82 (E [Ml I8 1] , E [M2182]) 

0+ Cov (81A1, 82A2) = A1A2COV (81, 8 2), 

ce qui implique que la covariance entre M1 et M2 est negative ou positive 
si la covariance entre 8 1 et 8 2 est negative ou positive. 

8.6.5 Loi Poisson-gamma bivariee CRMM 

On construit une loi Poisson-gamma bivariee en supposant que (81,82) 
oMit 11 la loi gamma bivariee CRlVIlVI. 

A cette fin, on suppose que (81,82) obeit 11 la loi gamma bivariee avec 
une f.g.m. definie par 

de telle sorte que 8 i ~ Ga (ri, ri) pour i = 1,2 et Ie parametre de 
dependance 10 est fixe de telle sorte que 0 -s: 10 -s: min (r1; r2). Il en resulte 



302 Distributions multivariees et agregation des risques 

que la f.g.p. de (MI' M 2 ) est 

(8.23) 

ce qui correspond it la f.g.p. d'une loi binomiale negative bivariee de 
parametres rI, r2, 10, i3I = ~ et i32 = ~. Les marginales de MI et M2 
sont des distributions binomiales negatives de parametres ri et i3i = .\, 

r l 

pour i = 1,2. 
De (8.23), on deduit que 

ou 

f(ri -10 + mi - ji) (1 + Ai) -(mj-j,) , 

W(ri,'\·j"o,m.j,ji) = f(ri -Io)r(mi - ji + 1) ri 

pour ji = 0, ... , mi, mi = 0,1, ... et i = 1, 2. 
On definit la v.a. N = MI + M 2 . La f.g.p. de Nest obtenue it partir de 

la f.g.p. de (MI' M 2 ) 

(1 _ Al (~I- 1)) -(r,-,o) (1 _ A2 (~2- 1)) -h-,o) 

x (1 _ (~~ + ~: ) (t _ 1)) -'0 , 

qui correspond au produit des f.g.p. de 3 v.a. independantes de loi binomiale 

negative avec les parametres suivants : (rI - 10, ;: ), (r2 - 10, ;~) et 
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( 10, (~ + 1; ) ). Les valeurs de la fonction de masse de probabilite de 

N sont obtenues avec la FFT (aisement) ou avec Ie produit de convolution. 

Exemple 8.23 Loi Poisson-gamma bivariee CRRM. On fixe Al = 1, 
A2 = 2, rl = 4 et r2 = 3. On deduit que Ml ~ BN (r = 4,,6 = i) et 

M2 ~ BN (r = 3,,6 = ~). Pour N = Ml + M 2 , on a E[N] = 3. Pour 
10 = 0 et 2, on determine les valeurs de Var (N) comme etant 4.5833 et 
9.2974. De plus, on obtient les valeurs suivantes de !IV!J ,Ah: 

10 fMJ .M2 (0,0) fMJ ,M2 (0,1) fMJ ,M2 (1,0) fMJ ,M2 (1,1) 
0 0.0884786 0.1061688 0.0707888 0.0849847 
2 0.1045293 0.1145278 0.0690802 0.0851726 

Enfin, on fournit les valeurs obtenues de VaRK (N) et TV aRK (N) pour 
10 = 0 et 2 : 

10 K VaR" (N) TVaR" (N) 
0 0.95 7 8·4546 
0 0.995 10 11.7585 
2 0.95 7 9.0287 
2 0.995 11 12.7468 

On observe l'impact du parametre de dependance 10 sur les mesures de 
risque VaRK (N) et TV aRK (N). En fait on peut demontrer en utilisant les 
ordres stochastiques multivaries que TV aRK augmente quand la relation 
positive de dependance s 'intens~fie entre les composantes de la paire 
(M1 ,M2 ). D 

8.6.6 Loi de Bernoulli multivariee Cossette - Gaillardetz -
Marceau - Rioux (CGMR) 

On pro cede com me suit pour construire la loi de Bernoulli CGMR. Soient 
les v.a. independantes Jo, Jl, ... , I n OU Ji ~ Bern (ri) (i = 0,1, ... , n). On 
definit Ie vecteur de v.a. (h, ... , In) OU 

Ii=min(Jo +Ji;l), (i=1,2, ... ,n). 

On deduit que Ii ~ Bern (qi) avec 

Zii = 1 - qi = (1 - ri) (1 - ro) = rirO, (i = 1,2, ... , n). 

On suppose que les parametres qi (i = 1,2, ... , n) sont fixes. Ainsi, Ie 
parametre de dependance ro doit satisfaire la contrainte max (Zil; ... ; Zin) -s: 
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ro -s: 1 ou a -s: ro -s: min (ql; ... ; qn). La f.g.p. est definie par 

n 

rOsl"'Sn + ro II (ri + risi) 

n 

rOSl",Sn + r;-(n-l) II (ZJi + (qi - ro) Si). 

On observe que 

rOl{iiii'=l} 

+ror~iri-ii r~/ r:,-iiJ 

r Ol{id il=l} 

L=l 

+rol (qi - rot' (ZJi)l-ii (qi' - ro)< (ZJi' )l-ii' , 

pour i # i' E {I, 2, ... , n}. Il en decoule que l'expression de la covariance 
entre Ii et Ii' est 

pour i # i' E {1,2, ... ,n}. 
Enfin, on a 

pour ii E {a, I} et i = 1,2, ... , n. Comme il est explique dans [18], il est 
possible d'ajouter des variantes a la presente version de la loi de Bernoulli 
multivariee. 

8.7 Lois composees multivariees 

8. 7.1 Notions preliminaires 

Au chapitre 2, on modelise les risques d'assurance par des sommes 
aleatoires. On presente dans cette section une extension multivariee de 
cette modelisation. On considere un portefeuille de n risques dont les couts 
sont representes par les v.a. Xl, ... , X n . La v.a. Xi est definie par 

"M, B L...k=l i,k, 

a, (8.24) 
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ou la f.m.p. conjointe de (MI , ... , Mn) est don nee par 

pour mI, ... , mn E N. Pour chaque i, les v.a. Bi,I, Bi,2, ... forment une 
suite de v.a. i.i.d. Les suites {BI,k, k E N+}, ... , {Bn,k, k E N+} sont 
independantes entre elles et elles sont independantes du vecteur de v.a. 
(MI , ... , Mn). La covariance entre Xi et Xj est 

Il est 11 la fois interessant d'evaluer Ie comportement aleatoire de la 
v.a. S = 2::7=1 Xi et Ie comportement aleatoire conjoint du vecteur de 
v.a. (Xl, ... , Xn). La relation de dependance entre les v.a. XI, ... ,Xn est 
introduite via les v.a. (MI, ... ,Mn). La f.g.m. de (XI,,,,,Xn) est donnee 
par 

E [etJxJ ... et"X,,] 

PM",Mn (MEl (tI)' ... , MEn (t n )). (8.25) 

Ensuite, la f.g.m. de S est obtenue avec (8.12). On peut utiliser (8.12) avec 
la FFT pour evaluer la distribution de S. Pour determiner Ie comportement 
aleatoire conjoint du vecteur de v.a. (Xl, ... , Xn), il est necessaire d'apporter 
plus de precision dans la modelisation. 

L'expression de la fonction de repartition conjointe de X = (XI, ... ,Xn) 
est 

qo,oo.,o 

+ qmJ, .. ,m" Pr (n;=1 {,L.m.).~1 BI,ij -s: Xj}) , 
ml=O ffin=O " 

\{m,=O, .. ,mn=O} 

00 00 

pour Xl, ... , Xn 2 O. 
En conditionnant sur les difi'erentes valeurs de (MI , ... , Mn), l'expression 

generale pour la fonction de repartition de S est 

Fs (x) qo,oo,o 

+ qmJ, .. ,m" Pr (t ~ Bj,ij -s: X) , 
mJ =0 m,,=O J=I "j=I 

\{mJ =O, ... ,m,,=O} 

00 00 

(8.26) 

ou 2::~=I Uj = 0 par convention. 
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L'expression de l'esperance tronquee de 8 est 

00 00 

L ... L qmJ, .. ,m" X 

ffil=O mn=O 
\ {m, =O, ... ,mn=O} 

(8.27) 

Avec (8.27), on deduit que l'expression de la TVaRK (8) est donnee par 

TVaRK (8) 
1 

I-I->, 

00 00 

L'" L 
ffil=O ffin=O 

\{mJ =O, ... ,m,,=O} 

E [(~ ~ B j i.) X 1{ (n Wj) }] L- L-.. ' J ~j~l ~ij~l Bj,i j >VaR,,(S) 
J=llj=1 . 

(8.28) 

Les expressions (8.26) et (8.28) sont interessantes lorsque les v.a. 
representant la severite des sinistres appartiennent 11 une famille de 
distribution qui est fermee so us la convolution, comme les familles gamma 
et melange d'Erlang. 

Il est possible de considerer plusieurs structures de dependance pour 
(MI' ... , M n ), notamment les versions bivariees des distributions discretes 
communes comme les lois de Poisson et binomiale negative presentees 
plus tot. Les distributions bivariees pour (MI' M 2 ) peuvent egalement etre 
construites avec des copules, comme il est explique au chapitre 9. 

8.7.2 Montants de sinistres de distributions gamma 

Dans la proposition suivante, on presente les expressions de Fs et de 
TV aRK (8) quand les montants de sinistres obeissent 11 des lois gamma avec 
des parametres de forme differents et des parametres d'echelle identiques. 

Proposition 8.24 Loi composee avec montants de sinistres de loi 
gamma. On SlLppose qlLe, dans l'eqlLation (10.13), les montants de sinistres 
Bi ~ Ga (ai, (3) pOlLr i = 1,2, ... , n. On obtient les expressions slLivantes 
pOlLr Fs et TV aRK (8) : 

00 00 

Fs (x) = qo, ... ,O + (8.29) 
ffi1=O ffin=O 

\{mJ =O, ... ,m,,=O} 
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et 

TVaRK (8) 

00 00 

L'" L 

(8.30) 

att b = VaRK (8). 

Preuve. Les expressions en (8.29) et (8.30) se deduisent 11 partir de (8.26) 

et (8.28) en sachant que 'L,7=1 'L,~~1 Bj,i; rv Ga ('L,7=1 mjCtj;(3). • 
Les resultats de la proposition 8.24 sont illustres numeriquement dans Ie 

pro chain exemple. 

Exemple 8.25 Dans la proposition 8.24, on suppose que n = 2, Bi rv 

Ga (2, /0) pour i = 1, 2. De plus, (M1' M2) obeit a la loi Poisson-gamma 
bivariee CRRM, avec les parametres fournis a l'exemple 8.23, soit Al = 1, 
A2 = 2, r1 = 4 et r2 = 3. On calcule E [8] = 60. Pour des fins calculatoires, 
on constate que 8 = Xl + X 2 oMit a une loi composee et que l'on peut 
exprimer 8 sous la forme 

8={ 'L,~=1 Gi , N> 0 
0, N=O 

att G rv Ga (2, 110 ) et la fonction de masse de probabilite de N = M1 + M2 

a ete calculee a l'exemple 8.23. Pour 10 = 0,1,2, on deduit les valeurs 
suivantes de F s et 7r s : 

10 Fs (100) Fs (200) Fs (300) 7r s (100) 7rS (200) 7rS (300) 
0 0.8187 0.9850 0.9992 44·8689 6.5150 0.5212 
1 0.8110 0.9829 0.9989 45.86'6'3 7.4981 0.7211 
2 0.8082 0.9807 0.9985 46.8707 8·4607 0.9296 

Pour une valeur d fixee, la valeur de 7r s (d) augmente quand Ie parametre de 
dependance 10 de la distribution conjointe de (M1' M 2) devient plus eleve. 
D 

8.7.3 Montants de sinistres de distributions melanges 
d'Erlang 

Dans la prochaine proposition, on obtient les expressions de Fs , 
E [8 x l{s>d} 1 et de TVaRK (8) lorsque les montants de sinistres obeissent 
11 des distributions melanges d'Erlang. 

Proposition 8.26 Loi composee avec montants de sinistres de 
loi melange d'Erlang. On suppose que, dans l'equation (10.13), Bi rv 
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MixErl (~(i), fJ) avec ~(i) = (di ) , di ), ... ), di ) = Pr (Ki = k) (k EN). 

Alar's, les expressions de Fs (x), de E [5 x l{s>d}] et TVaRK (5) sont 
respectivement : 

et 

Fs (x) = ~o, ... ,o + f .. · f ~j1, ... ,j"H (x; 'tji; fJ) , 
j, =0 j,,=O 2=1 

\ {j, =O, ... ,j,,=O} 

(Xl (Xl ",n. (n ) L...-i=l Ji- . 
L "'L ~j1, ... ,jn fJ H d; LJi + 1; fJ , 

J1 =0 In=O 2=1 
\{j, =O, ... ,j,,=O} 

TVaRK (5) = 1 ~ Ii: j~O'" j~O ~j" ... ,j" L~~lji H (b; ~ji + l;fJ) , 
\{j,=O, ... ,j,,=O} 

ott b = VaRK (5) et les valeurs de ~j1, ... ,jn sont calculees avec (8.32). 

Preuve. On a MBi(t) = PKi(Mc(r)), OU PKi(S) = L~=odi)sk. On 
trouve l'expression de Fs it partir de la f.g.m. de 5 don nee par 

(Xl (Xl (Xl 

Ms (t) = L L ... L qm, , ... ,m"ME, (t)m, ME2 (t)m2 ... ME" (tr" . 
ffil=Om2=O ffin=O 

(8.31 ) 
Comme dans l'equation (6.29), on definit les v.a. M{, M~, ... , M~ par 

{ 
",Mi K .. 

Mt = tfi=l ',Ji' Mi > 0 
Mi =0 ' 

OU Ki,ji rv Ki pour i = 1, 2, ... , n. Alors, chaque composante Xi de 
(Xl, ... , Xn) s'exprime sous la forme 

Mt > 0 
Mt =0 

OU la f.m.p. conjointe de (M{, M~, ... , M~) est 
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pour jl, 12, ... , jn E 1'1. Les v.a. Ci,j, ~ Exp (j3) pour tout i et ji (i = 
1,2, ... , n). Alors, l'expression (8.31) de Ms (t) devient 

11 partir de laquelle on deduit les trois resultats desires de la propostion. 
Les valeurs de ~jl' oo,jn sont calculees avec la relation suivante : 

00 00 n 

~jl' ··,jn = L ... L qm"oo.,mn II (;~)*mi, (8.32) 
ffil=O ffin=O i=l 

. . "'T' ((i)*m; P (K K .) (. "'T) pour Jl, ... , In E 1'1, ou j = r i,l + ... + i,m; = J J E 1'l , 

di)*O = 1, et di)*o = 0, pour k # 0. Les valeurs de ~y)*m; sont calculees 
avec les algorithmes recursifs presentes au chapitre 6. • 

8.7.4 Montants de sinistres avec support arithmetique 

On considere un portefeuille de n risques dont les couts sont representes 
par les v.a. Xl, ... , X n . La v.a. Xi est definie par 

Pour chaque i, les v.a. Bi,l, B i,2, ... forment une suite de v.a. i.i.d. Les 
suites {Bl,k, k E 1'1+}, ... ,{Bn,k, k E 1'1+} sont independantes entre elles et 
elles sont independantes du vecteur de v.a. (Ml' ... , Mn). Les montants de 
sinistres B l , ... , Bn sont definis sur Ie support {O, 1h, 2h, ... J. Il en resulte 
que les v.a. Xl, ... , Xn et S sont aussi definies sur {O, 1h, 2h, ... }. La fonction 
de masse de probabilite conjointe de (Xl, ... , Xn) est donnee par 

00 00 

L ... L fM1,oo.,Mn (ml, ... , m n ) f~r;' (klh) .. .f~:n (knh), 
ffil=O ffirn=O 

(8.33) 

pour kl' ... , kn EN, avec fB~(O) = 1 et fB~(kih) = 0, si ki E 1'1+. Pour 
evaluer (8.33), difi'erentes strategies sont possibles. Une premiere strategie 
est de calculer les valeurs f~r;' (kih) pour i = 1,2, ... , net mi E 1'1+ avec les 
outils recursifs appris au chapitre 6. En R, l'utilisation de la FFT s'avere 
utile car elle permet d'accelerer considerablement les calculs. 

Exemple 8.27 On slLppose qlLe (Ml , M 2) obeit a lLne loi Poisson-gamma 
bivariee CRMM definie en 8.6.5. On fixe Al = 1, A2 = 2, rl = 4, r2 = 3 
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et 10 = 1. Ainsi, MI ~ EN (r = 4,,6 =~) et M2 ~ EN (r = 3,,6 = ~). 
De plus, on suppose que fE1 (10 OOOj) = 0.4 x 0.6 j - I , pour j = 1,2, ... , et 
que fE2 (10 OOOj) = 0.5 x 0.5 j - I , pour j E N+. Les esperances de Xl, X 2 

et 5 sont E [Xl] = 25 000, E [X2 ] = 40 000 et E [5] = 65 000. On obtient 
COy (Xl, X 2 ) = 5 965 758 777 et Var (5) = 4082 735 088. 

On calcule les valeurs de f~r;' (klh) et f~r:;2 (k2h) avec la FFT. Les 
valeurs obtenues de f X l,X2 (10 OOOk I , 10 000k2 ) sont indiquees dans Ie 
tableau suivant : 

kllk2 0 1 2 
0 0.09616696 0.05519147 0.04873429 
1 0.02809748 0.01699810 0.01582778 
2 0.02201725 0.01346002 0.01211938 

On obtient les resultats suivants .' 

K VaR", (Xl) VaR", (X2) TVaR", (Xl) TVaR", (X2) 
95 % 100 000 120 000 126184·2 157515.2 
99 % 150 000 180 000 166 508.4 209 591.7 

K VaR" (5) TVaR" (5) 
95 % 170 000 215 188.9 
99 % 240000 282 509.1 

D 

8.7.5 Poisson composf£ bivariee 

En 8.6.1, on presente les caracteriques de la loi de Poisson bivariee Teicher 
pour Ie couple de v.a. (MI' M2)' L'expression de la f.m.p. conjointe de 
(MI , M 2 ) est 

dont les parametres sont Al > 0, A2 > 0 et 0 ::; ao ::; min (AI; A2)' 
A la proposition 6.5, on fournit une relation recursive pour la fonction 

de masse de probabilite d'une loi de Poisson. Dans la proposition suivante, 
on fournit une relation analogue pour la fonction de masse de probablite 
conjointe flvh,M2 (mI' m2)' 

Proposition 8.28 La fonction de masse de probabilite de la loi de Poisson 
bivariee Teicher satisfait les relations recursives dec rites comme suit. Le 
point de depart est fM1,M2 (0,0) = e-.\'-.\2+a O. Pour mI E N+ et m2 = 0, 
on a 
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Pour ml = 0 et m2 E 1'1+, on a 

Pour ml E 1'1+ et m2 E 1'1+, on a 

au 

Preuve. Voir [55] .• 
Dans la proposition qui suit, on presente une extension de l'algorithme de 

Panjer pour calculer de fagon recursive la fonction de masse de probabilite 
conjointe de (Xl, X 2 ), dans Ie cas ou Bl et B2 sont definis sur Ie support 
arithmetique {O, Ih, 2h, ... } et (Ml' M 2 ) obeit 11 une loi Poisson bivariee 
Teicher. 

Proposition 8.29 Algorithme de Hesselager. Le point de depart est 

iX I ,X2 (0,0) = PMI ,!vh (fB, (0) ,iB2 (0)). 
Pour kl E 1'1+ et k2 = 0, on a 

Pour kl = 0 et k2 E 1'1+, on a 

k2 .\2; ao L j2iE2 (hh) iX1 ,X2 (0, (k2 -h) h) 
2 12=1 

h, 

+ ~o t hiE, (0) iE2 (hh) ix , ,X2 (0, (k2 - j2) h) . 
212=1 
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POlLr kI E 1'1+ et pOlLr k2 E 1'1+, on a 

01L 

ix, ,X2 (kIh, k2h) 
k2 

A2; ao L j2iB2 (hh) ix, ,X2 (kIh, (k2 - j2) h) 
2 12=1 

kl k2 

+ ~o L L j2iE, (jIh) iE2 (j2h) ix, ,X2 ((kI - jI) h, (k2 - j2) h). 
2 j,=012=I 

Preuve. Voir [55] .• 
Les relations recursives de la proposition 8.29 sont interessantes mais 

elles peuvent devenir couteuses en temps de calcul. 

8.8 Poisson composee multivariee 

On suppose que (MI' ... , Mn) oMit a une loi de Poisson multivariee 
construite avec un choc commun selon la me me approche que la loi de 
Poisson bivariee decrite a la sous-section 8.6.1. Soient les v.a. independantes 
Ko, K I , ... , Kn avec Ko rv Pais (ao), avec 0 ::; ao ::; min (AI; ... ; An), et 
Ki rv Pais(ai=Ai-ao), pour i = 1,2, ... ,n. Les elements du vecteur 
de v.a. de frequence (MI , ... , Mn) sont definis par Mi = Ki + Ko, ce 
qui implique que Mi rv Pais (Ai) (i = 1, ... , n). De plus, la fonction de 
masse de probabilite conjointe et la f.g.p. conjointe de (MI' ... , Mn) sont 
respectivement donnees par 

rnin(m, ; ... ;m,,) a j n (A' _ a )(mi-j) 
""""" e-<>o ~ II e-(.\'-<>o)" 0 

qm, , ... ,m" = ~ j! . (mi _ j)! ' 
J=o "=1 
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n 

e<>0(SI ... Sn- 1) rr e(A;-<>o)(s;-l), (8.34) 

i=l 

ou ao correspond au parametre de dependance. Quand ao = 0, cela signifie 
que les composantes de (M1' ... , Mn) sont independantes. 

Quand (M1' ... , Mn) obeit 11 une loi de Poisson multivariee, cela imp Ii que 
que (Xl, ... , Xn) obeit 11 une loi Poisson composee multivariee. 

Dans la pro chaine proposition qui est une generalisation de la proposition 
3.3, on identifie la distribution de S = L:~=1 Xl. 

Proposition 8.30 Etant donne les definitions de (M1' ... , Mn) et 
(Xl, ... , X n ), la v.a. S = L:~=1 Xl obeit a une loi Poisson composee 
avec les parametres As = Al + ... + An - (n - 1) ao et 

i.e. on a 

S= {L:f=l Dj, N> 1 
0, N=O ' 

att N ~ Pais (As = Al + ... + An - (n - 1) ao) et la fonction de repartition 
de D j (j = 1,2, .. .) est FD . 

Preuve. On a 

Ms (r) E [erS ] = Mx" ... ,x" (r, ... , r) 

PM, ,Mn (MEl (r), ... , MEn (r)). (8.36) 

En rempla<;ant (8.34) dans (8.36), on obtient l'expression suivante pour la 
f.g.m. de S 

n 

Ms (r) = e<>o(Mn, (r) .. Mn,,(r)-l) rr e(A,-<>o)(Mn,(r)-l) = e As (Mn(r)-l), 

1=1 

ou AS = Al + ... + An - (n - 1) ao et 

ao rrn ~ (AI - ao) 
MD (r) = :\ ME, (r) + ~ A ME, (r). 

s 1=1 1=1 S 
(8.37) 

L'expression de FD decoule de la f.g.m. en (8.37) .• 
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En se basant sur la proposition 8.30, les expressions de Fs et TVaR", (8) 
sont 

et 

(Xl 

Fs (x) = Pr (N = 0) + L Pr (N = k) Pr (Dl + ... + Dk -s: x), 
k=l 

(8.38) 

2:~=lPr(N=k)E [(2:J
k=lDj ) x 1{"" D>vaR,(S)'}] 

TVaR", (8) = L..Fl I " • 

1-{>' 
(8.39) 

Pour produire les resultats du pro chain exemple, il est possible d'utiliser 
les relations recursives de la proposition 8.29. Toutefois, on a applique les 
resultats de la proposition 8.30 et une methode de discretisation presentee 
au chapitre 6 pour les obtenir. 

Exemple 8.31 On considere un portefeuille constitue de deux lignes 
d'affaires dont les couts sont de.finis par le couple de v.a. (Xl, X 2) obeissant 
a la loi Poisson composee bivariee decrite ci-dessus. Les parametres de la 
loi de Poisson bivariee sont Al = 2, A2 = 3 et ao = 1. Le montant d'un 
sinistre de la ligne i, represente par la v.a. B i , est defini par Bi = 100Ui 
ou Ui obeit a une loi beta de parametres ai = 3 - i et bi = i pour i = 1,2. 
On de.finit 8 = Xl + X 2. On deduit que E [Xl] = 133.33, E [X2] = 100 
et E [8] = 233.33. La valeur de COY (Xl, X 2) est 13 333.33 et la variance 
de 8 est 43 888.89. A.fin d'effectuer les prochains ~alculs,- on a recours 
a une approximation des v. a. Ul et U2 par les v. a. Ul et U2 en utilisant 
la methode de dispersion de la masse avec preservation de l'esperance et 
avec un pas de discretisation h = 1. Cela conduit a une approximation 
des v.a. Bl et B2 par les v.a. Bl et B 2, puis de la paire de v.a. (Xl ,X2 ) 

par la paire de v.a. (X\, X2) et enfin de la v.a. 8 par la v.a. 8. Dans 

le tableau ci-dessous, on presente les valeurs obtenues de VaR", (Xi) 

(i = 1,2), TVaR", (Xi) (i = 1,2), de VaR", (S) et de TVaR", (S) 
servant d 'approximation aux mesures VaR", (Xi) (i = 1,2), TVaR", (Xi) 
(i = 1,2), de VaR", (8) et de TVaR", (8) : 

Ii, VaR K (Xl) VaR K (X2) TVaR K (Xl) TVaRK (X2) 

95 % 820 280 880.5665 277.1984 
99,5 % 46'0 330 510,7144 372.353 

et 
Ii, VaR K (5) TVaRK (5) 

95 % 490 578.1105 
99.5 % 680 750.0120 

D 
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8.9 Modeles avec chocs communs 

Les modeles avec chocs communs sont construits en s'inspirant de la 
definition de la loi Poisson composee multivariee decrite a la section 
8,8, Dans la definiton suivante, on presente un exemple assez general de 
modeles avec chocs communs, 

Definition 8.32 Modele general avec choc communs. Un porte.feuille 
d'assumnce est expose a m types de risque et il est compose de n lignes 
d'affaires, Les C01US pour les lignes d'affaires sont dejinis par les v,a, Xl, 

""Xn 01'1 

!vI(l) M(w) 

Xi = L IL~J X B;'~J + .. , + L I?l:,~ x Bi,'l::n 
kJ=1 k m =l 

pour i = 1,2, .. " n, Les hypotheses du modele sont donnees comme suit, 
Les v,a, M(1), .. " M(m), qui representent Ie nombre d'evenements 

pour Ie type j de risque, sont independantes avec M(j) ~ Pois (r j), 

, 1 2 P t' fi / d' (B(j) B(j) ) I' J = , , .. " m, our un ype J ,xe e rzsque, l,k j ' .. " n,kj .torment 

une suite de vecteurs aleatoires i, i, d, 01'1 

(B (j) B(j)) (B(j) B(j)) 
lk.'···' k· rv 1 ,'0', n , , J n, J 

k ~T+ P t' ji / d' (I(j) I(j) ) f pour j En, our un ype J xe e rzsque, l,kj' .. " n,kj Jorment une 

suite de vecteurs aleatoires i, i, d, OU 

(I (j) I(j)) (I(j) I(j)) 
1,kj' '0', n,kj rv l' '0', n , 

pour k j E 1'1+, On a 

Pr (I(j) = i(j) I(j) = i(j)) = .fIC.·)·) 1 l' .. " n n 
J 

( ,(j) '(j)) 
zl , .. "zn , 

.(j) .(j) {'O I'} D I I(j) B ((j)) L 't pour 21 , .. " 2n E , , e pus, i ~ ern qi ' es suz es 

{ ( (1) (1) ) k ~T+} {( (m) (m) ) k ~T+} Bl k , .. " Bn k ,IE n , .. " Bl k , .. " Bn k , mEn , , 1 , 1 , rn , rn 

{( (1) (1)) k ~T+} {( (m) (m)) k ~T+} II k , .. " In k ,IE n , .. " II k , .. " In k , mEn , 1 , 1 , rn , Tn 

et les v,a, M(I) , .. "M(m) sont independantes, 

Lorsque Ie k j -ieme choc de type j survient, il entmzne des couts d 'un 

montant B;j2, si I?2 = 1, pour la ligne d'affaires i (i = 1,2, .. "n), 
, .J , J 
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Clairement, (Xl, ... , Xn) forme un vecteur de v. a. dont les composantes 
sont dependantes. 

Les principaux resultats associes au modele decrit it la definition 8.32 
sont resumes dans la proposition suivante. 

Proposition 8.33 Pour le modele decrit a la definition 8.32, on ales 
resultats suivants: 

1. Chaque composante obeit a une loi Poisson composee i.e. Xi ~ 

PComp (Ai, Fe,) OU Ai = "L,';=1 qij)'j et 

(8.40) 

pour i = 1,2, ... , n. 

2. La covariance de (Xi, Xi') est 

COY (Xi, Xi') 

m 

+ 2:Var (M(j)) E [Ii(j) Bij)] E [IY) BH)] . 
j=l 

3. On definit S = "L,~=1 Xi. 

(aJ Pour n = 2, l'expression de Ms (t) est 

OU 

MD(j) (t) 

pour j = 1,2,3. 

3 

Ms (t) = II e'j (A1n(j) (t)-l) , (8.41) 
j=l 

fl~j) ,lyn (0,0) + fl~j) ,l~j) (1,0) M B~j) (t) 

+fl~j)Aj) (O,I)MB~j) (t) 

+ fl;i) ,I~i) (1,1) M Bii) Biil (t, t) , 
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(b) Pourn = 2, on deduit de (8.41) que 8 ~ PComp(A,FD) avec 

A = 11 + 12 + 13 et 

pour x::;, O. 

3 
Ij L T flii) ,I~j) (0,0) 

j=l 
3 

Ij 
+ L T f fl;j) ,I~j) (1,1) F Bij)+B~j) (x) 

j=l 
3 

Ij + LTflij),I~j) (l,O)FBi i) (x) 
j=l 

3 
Ij + L T flij),I~j) (0, 1) FB~i) (x), 

j=l 

(c) Pour n > 2, l'expression de Ms (t) se developpe aisement mais 
elle devient trap lourde pour etre presentee. 

Preuve. Le resultat en 1 decoule de l'application de 1.44. Le result at en 
2 suit des proprietes de la covariance. Pour obtenir les resultats en 3, on 
applique 8.12 .• 

Dans Ie pro chain exemple, on applique les notions presentees 11 la 
proposition 8.33. 

Exemple 8.34 Avec la notation utilisee a la proposition 8.33, on suppose 
n = 2 lignes d'affaires, m = 3 types de risques, Ij = 0.6 x j, 

flU) lei) (1,1) = 0.84 - 0.04 x j, i = 1,2, j = 1,2,3 
1 '2 

et l' expression de 

{ 2 ( ( ( 200 )2 .. 1+0.1 j ))2+i }(I/(2+i)) 
F. . (lOOk lOOk) = - ~'~l -In 1- 200+100k, 
B;}) , B~}) 1, 2 e , 

pour k1' k2 E N+. On de.finit 8 = Xl + X 2 . Les esperances de Xl, X 2 

et 8 sont 562.5502, 495.0654 et 1057.616. La valeur de Cov (Xl, X 2 ) est 
333 939.8. Comme Var (Xl) = 283 668.3 et Var (X2 ) = 196 594.8, on 
obtient Var (8) = 1 148 143. 
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En raison de la definition du modele, on deduit que 8 ~ PComp (A, FD ) 

avec A = 11 + 12 + 13 et 

fD (0) 

fD (lOOk) 

pour k E 1'1+. Les valeurs de fs (lOOk) pour k = 0, 1,2 sont 0.02732372, 
0.01493067 et 0.06926792. On obtientVaRo.95 (8) = 2800 etTVaRo.95 (8) = 
3177.407 D 

8.10 Modeles avec melange commun 

Dans les modeles avec melange commun, la dependance entre des risques est 
induite via une v.a. commune ou plusieurs v.a. communes representant des 
conditions economiques communes, des conditions climatiques communes 
ou tout autre facteur externe commun. Ce mecanisme externe peut etre 
represente par une v.a. e positive, pouvant etre discrete ou continue, dont 
la fonction de repartition est notee par Ge . 

La methode de construction basee sur les melanges communs, aussi 
appelee common frailties, est due a [80]. Elle a ete deja utilisee aux 
sous-sections 8.5.7, 8.5.8, 8.5.9, 8.6.2, 8.6.3, 8.6.4 et 8.6.5. On traite aussi 
de cette methode a la section 3.8. Dans la presente section, on utilise cette 
methode afin de construire une loi de Bernoulli multivariee. La methode 
peut etre adaptee aisement. 

On definit 

Pr (Ii = 1 I e = e) = 1 - r/ et Pr (Ii = 0 I e = e) = r/, (8.42) 

OU (Ii Ie = e) (i = 1, ... ,n) sont des v.a. de loi de Bernoulli et ri est Ie 
parametre de base de la distribution conditionnelle de (Ii I e = e). Chaque 
v.a. Ii (i = 1, ... ,n) est influencee par les valeurs possibles de la v.a. e. 
Pour une valeur fixee de ri, la probabilite conditionnelle de non-occurrence 
sachant que e = e est une fonction decroissante de e. On suppose aussi 
que (h = 1 I e = e), ... , (In = 1 I e = e) sont conditionnellement 
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independantes. Etant donne la distribution Ge de la v.a. e et les marginales 
fixees pour h, ... , In, on a ri = eM;;; 1 (Pi.l , puisque 

CXl 

Pr (Ii = 0) = 1 - qi = Pi = J h)8 dGe(e) = Me(ln ri), 

o 

ou Me (t) est la f.g.m. de la v.a. e. On suppose que Me (t) existe pour 
certaines valeurs de t yf O. 

Compte tenu de la methode de construction, la fonction de masse de 
probabilite conjointe correspond 11 

CXl n 

h,oo.,In(il, ... ,in ) = JII((r~(1-i,) x (l- rft))dGe (e), 
o ,=1 

pour ii E {O, I}, i = 1,2, ... , n. La f.g.p. conjointe de I = (h, ... , In) est 
donnee par 

CXl n 

P1W = J II (rf + (1 - rn ti ) dGe(e). 
o ,=1 

La covariance entre Ii et I j est donnee par 

CXl 

Cov (1;, I j ) = E [Iilj] - E [Ii] E [Ij] = J (1 - rf)(l - rJ)dGe(e) - qiqj, 

o 

pour i yfj E {1,2, ... ,n}. 
Boit un portefeuille de risques Xl, ... , Xn definis selon une loi composee 

multivariee comme en (8.24), 

Xi = { 
B i , Ii = 1 
0, Ii = 0 

pour i = 1,2, ... , n . Les composantes du vecteur aleatoire X = (Xl, ... , Xn) 
sont dependantes en raison de la dependance entre les v.a. Ii (i = 1,2, ... , n). 
A partir de (8.25), on a 

CXl n 

M2SJ~) = J II (rf + (1- rn MEi (t i )) dGe(e), 
o ,=1 
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qui peut etre reecrit sour la forme 

00 

MKW = J MXle=8(:OdGe(8). 
o 

Il resulte de (8.43) que la f.g.m. de la v.a. S = L:~=l Xi est 

Ms (t) 

00 

MK (t, ... , t) = J MKle=8 (t, ... , t) dGe (8) 

o 
00 

J MS le =8 (t) dGe(8), 

o 

ou (S I 8 = 8) est la somme des v.a. (Xi I 8 = 8) (i 
conditionnellement independantes. Alors, il est clair que 

00 

Fs (s) = J FS1e=8 (s) dGe (8). 

o 

(8.43) 

(8.44) 

1, ... , n) 

(8.45) 

Certains choix de distribution pour 8 conduisent 11 des resultats 
interessants. Dans Ie cas OU 8 est une v.a. discrete, alors on a 

m 

Fs (s) = L Pr(8 = 8k ) FS1e=8" (s). 
k=l 

Quand m = 1, on a une distribution degeneree pour 8 qui correspond au 
cas OU les v.a. h, ... , In sont independantes. Dans Ie cas OU 8 est une v.a. 
discrete, on utilise les methodes d'agregation de v.a. independantes pour 
evaluer FS1e=8 (s) pour chaque valeur de 8. Si 8 est continue, il suffit de 
l'approximer par une v.a. discrete, comme on l'a vu au chapitre 6. 

Etant donne la construction du modele, la prime stop-loss avec une limite 
de retention d s'exprime sous la forme d'un melange de prime stop-loss 

00 

Jrs(d) = E[max (S - d; 0)] = J Jrsle=8 (s) dGe (8). 
o 

Des expressions semblables peuvent se deduire pour d'autres esperances de 
fonctions de S. Par exemple, on a 

00 

E [S x l{s>b}] = J E [S x 1{s>b}18 = 8] dGe (8). 
o 
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On s'interesse au cas OU les v.a. Ii (i = 1, ... ,n) sont identiquement 
distribuees et les v.a. Bi (i = 1, ... , n) sont identiquement distribuees. Pour 
la v.a. N = h + ... + In, on deduit sa fonction de masse de probabilite 

Pr(N = k) = 100 
Pr(N = k I 8 = e)fe (e) de 

100 (~) (1- re)k re(n-k) fe (e) de. 

En utilisant la relation (a + b)k = 2:=7=0 (;)ajbk- j , (8.46) devient 

(~) t, C) (-l)j 100 
rejre(n-k) fe (e) de 

(~) t, C) (-l)j 100 
re(n+j-k) fe (e) de 

k 

(~) j; C) (-l)j Me((n+j-k)lnr), 

(8.46) 

(8.47) 

pour k = 0,1, ... , n. Comme les v.a. B 1 , ... , Bn sont i.i.d. et independantes 
de la v.a. N, alors la forme explicite de 8 est donnee par 

n 

Fs(x) = fN (0) + L fN (k) F;/(x), 
k=l 

OU F;/ est Ie k-ieme produit de convolution de FE avec elle-meme. 

Exemple 8.35 On examine les cOlLrbes des valelLrs de VaRK (8) et 
des primes TV aRK (8) pOlLr 3 portefelLilles de 20 risqlLes identiqlLement 
distriblLes. Les hypotheses slLivantes tiennent pOlLr les trois portefelLilles " 
Bi rv Exp (1), i = 1,2, ... ,20 ; Ii rv Bern (0.1), i = 1, ... ,20 ; 8 obeit a lLne 
loi logarithmiqlLe de pammetre , E ]0,1[ avec lLne fonction de masse de 
probabilite ,k 

Pr(8=k)= kl ( ),k=1,2, ... , - n1-, 

et lLne .f.g.p. 
In(l - ,t) 

Pe(t) = Me (In t) = 1 ( )' It I < 1. n1-, 
(8.48) 
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On deduit que r = 1_(1~,)1-'l . En combinant (8.47) et (8.48), on obtient 

fN (k) = (n) t (~) (-l)j In(l-,rn +j - k
), 

k. J In(l-,) 
)=0 

k = 0,1, ... , n. Pour les trois portefeuilles, on a E [5] = 2. Dans le tableau 
ci-dessous, on fournit les valeurs exactes de VaR et TVaR pour, = 0.5, 
0.95 et 0.999999 : 

(" r) K 0.5 0.95 0.99 0.995 
(0.5,0.92828) VaR", (5) 1.88186 6·48860 9.77851 11.18750 
(0.5,0.92823) TVaR", (5) 3.58875 8.50638 11.78524 13.16668 

(0.95,0.98162) VaR", (5) 0.69271 8·42254 13.90466 16.03086 
(0.95,0.98162) TVaR", (5) 8.90516 11.77061 16.80402 18.75002 

(0.9999, O. 99985) VaR", (5) 0.00015 12.23754 19.92491 22.27512 
(0.9999, O. 99985) TVaR", (5) 4·00000 16.96255 28.02277 25.05146 

De plus, les valeurs correspondantes de Var (5) sont 4.93929, 11.27882 et 
18.56217. Il est clair d'apres les valeurs produites dans le tableau que le 
comportement de e a un impact sign~ficat~f sur les valeurs de VaRK (5) 
et TV aRK (5). On observe que la TVaR est croissante en fonction du 
para metre , de la distribution logarithmique. D 

8.11 Notes bibliographiques 

Un expose complet sur les lois multivariees continues est fourni dans 
[69]. On recommande [67] et [58], une monographie semblable sur les lois 
multivariees discretes. Concernant les methodes de construction de lois 
bivariees et multivariees, on suggere e.g. [5], [57] et [105]. 

Differentes versions multivariees de la loi exponentielle univariee ont 
ete proposees dans la litterature au cours des dernieres annees. La loi 
exponentielle bivariee de EFGlVI a ete proposee notamment par [54]. La 
loi gamma bivariee a ete etudiee, notamment par [75]. 

La methode utilisee pour definir la loi bivariee exponentielle lVIarshall-Olkin 
est due 11 [78] et [79]. Elle peut etre adaptee pour construire des lois 
exponentielles multivariees. La loi gamma bivariee et sa version multivariee 
ont ete suggerees par [12] et [92]. 

La loi de Poisson multivariee a ete suggeree pour la premiere fois en 
actuariat par [101]. Voir aussi [67] et [105]. La modelisation pour des lois 
composees multivariees a ete consideree par [20], [19] et [105]. 

On peut consulter [57] et [85] pour une introduction generale aux notions 
de la dependance. Pour un traitement de la dependance dans Ie contexte 
de l'actuariat et de la gestion quantitative des risques, on mentionne [24] 
et [81] ainsi que les references citees dans la bibliographie de ces ouvrages. 
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Pour les modeles avec melanges communs, on suggere [17], [57], [81], [80] 
et [87]. Le modele avec choc commun est etudie dans e.g. [20], [74] et [105]. 
Des suggestions pour adapter les methodes d'agregation dans Ie cadre de 
modeles avec chocs communs et avec melanges communs sont fournies dans 
[17] et [46]. 

Des extensions des algorithmes recursifs, tels que l'algorithme de Panjer, 
pour des vecteurs de v.a. ont ete tout d'abord proposees par [55]. Un 
ouvrage de reference sur Ie sujet est [99]. 

Pour des applications de la notion de la comonotonicite en actuariat, on 
renvoie Ie lecteur it e.g. [24], [30], [31] et [63]. 

8.12 Exercices 

1. Soient les v.a. comonotones Xi de loi exponentielle avec parametre 
f3i = lti ou i = 1,2,3,4,5. On definit la v.a. S = 2::~=1 Xi. 

(a) Identifier la loi de S. 

(b) Calculer Pr (S :::; 200). 

(c) Calculer VaRO.95 (S). 

2. Soient les v.a. comonotones Xi de loi de Pareto avec parametres a = 3 

et Ai = 20i OU i = 1,2,3,4,5. On definit la v.a. S = 2::~=1 Xi. 

(a) Identifier la loi de S. 

(b) Calculer Pr (S :::; 200). 

(c) Calculer VaRO.95 (S). 

3. On considere un couple de v.a. (Xl, X 2 ) comonotones OU Xl ~ 
LN (4,22) et X 2 ~ Pa (2.1, 440). On definit la v.a. S = Xl + X 2 . 

Calculer les valeurs exactes de VaRO.95 (S) et TVaRO.95 (S). 
(2857.417) 

4. On considere l'exercice annuel d'une institution financiere. A la fin 
de l'annee, les engagements de l'institution sont definis par la v.a. 
S = 2::7=1 Xi OU Xi = Ciea,RHi, i = 1,2. On a R ~ N (0.05,0.0152) 
et 

i ai bi Ci 

1 -3.2 -0.12 1000 
2 -4.3 -0.35 2000 

A noter que VaRO.995 (Z) = 2.575829 OU Z ~ N (0,1). 

(a) Calculer l'esperance et l'ecart type de S. 

(b) Calculer VaRO.005 (R) et VaRO.995 (R). 



324 Distributions multivariees et agregation des risques 

(c) Calculer VaRO.005 (8) et VaRO.995 (8). 

5. Soit Ie couple de v.a. (Xl, X 2) obeissant 11 une loi gamma bivariee 
Cheriyan - Ramabhadran - Mathai - Moschopoulos avec /31 = 0.1, 
/32 = 0.2, al = 2.5, a2 = 5. On definit 8 = Xl + X 2. 

(a) Developper l'expression de Fs (x). 

(b) Calculer E [8] et Var (8) pour 10 = 0, 1 et 2. 

(c) Calculer VaR", (8) et TVaR", (8) pour 10 = 0, 1 et 2 et K, = 0.99. 

6. Soit Ie couple de v.a. (Xl, X 2) obeissant 11 une loi exponentielle 
bivariee EFGM avec /31 = !, /32 = k· On definit 8 = Xl + X 2. 

(a) Developper les expressions de is, Fs et E [8 x l{s>b}]' 

(b) Calculer Cov (Xl, X 2) pour e = -1, 0, l. 

(c) Calculer E [8] et Var (8) pour e = -1, 0, l. 

(d) Calculer VaR", (8) pour e = -1, 0,1 et K, = 0.99. 

(e) Calculer TVaR", (8) pour e = -1, 0,1 et K, = 0.99. 

7. On considere Ie modele Poisson choc commun pour Ie vecteur 
aleatoire (Ml' ... , Mn) qui est defini avec Mi = Ji +Jo (i = 1,2, ... , n). 
Les v.a. Jo, J l , ... , I n sont independantes OU J o rv Pais ho) 
avec 0 -s: 10 -s: min (AI; ... ; An) et J i rv Pais hi = Ai -,0)' Le 
vecteur de v.a. (Xl, ... ,Xn) obeit 11 une loi Poisson composee 

multivariee ou Xi = 2:~:1 Bi,k avec les hypotheses usuelles et 
Bi,l rv B i,2 rv ... rv Bi rv Ga (ai, 1/1000) pour i = 1,2, ... , n. 
De plus, on definit 8 = 2:~=1 Xi. Les hypotheses addtionnelles 
sont : n = 1000 ; Ai = 0.003, i = 1,2, ... , 500 ; Ai 0.004, 
i = 501,502, ... , 1000 ; ai = 2, i = 1,2, ... , 500 ; ai = 1, 
i = 501,502, ... , 1000. 

(a) Indiquer les caracteristiques de la loi de 8. 

(b) Calculer VaRK (Xi), TVaRK (Xi) pour i = 1,2, ... , 1000 et K, = 
0.995. 

(c) Calculer VaR", (8), TVaR", (8) pour 10 = 0, 0.001, 0.002 et 
K, = 0.995. 

8. On considere Ie modele Poisson choc commun pour Ie vecteur 
aleatoire (Ml' M2) qui est defini avec Ml = Jl + Jo et M2 = h + Jo, 
ou Jo, Jl, h sont des v.a. independantes avec Jo rv Pais ho) et 
Ji rv Pais hi = Ai -,0) (i = 1,2) avec 0 -s: 10 -s: min (AI; A2)' 
Le vecteur de v.a. (Xl, X 2) obeit 11 une loi Poisson composee 

multivariee ou Xi = 2:~:1 Bi,k avec les hypotheses usuelles et 
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Bi,I ~ B i,2 ~ ... ~ Bi ~ Exp (i/1000) pour i = 1,2. De plus, on 
definit S = Xl + X 2 . Les hypotheses additionnelles sont : Al = 4 ; 
A2 = 3. 

(a) Indiquer les caracteristiques de la loi de S. 

(b) Calculer VaR", (Xi), TVaR", (Xi) pour i = 1,2, ... , 1000 et "" = 
0.995. 

(c) Calculer VaR", (S), TVaRK (S) pour 10 = 0,1,2 et "" = 0.995. 

9. On considere un portefeuille constitue de deux lignes d'affaires dont 
les coUts sont definis par Ie couple de v.a. (X I ,X2 ) obeissant 11 la loi 
Poisson composee bivariee decrite ci-dessus. Les parametres de la loi 
de Poisson bivariee sont Al = 2, A2 = 1 et ao = 0.5. Le mont ant 
d'un sinistre de la ligne i est definie par la v.a. Bi = 100Ui OU 
Pr(Ui = %) = (k~I) (0.6i - O.4)k-I (1.4 - 0.6i)4-(k-I) pour i = 1,2. 
On definit S = Xl + X 2 . 

(a) Calculer les esperances de Xl, X 2 et S. 

(b) Calculer la covariance de Cov (Xl, X 2)' 

(c) Calculer la variance de S. 

(d) Calculer Pr (S = lOOk), pour k = 0,1, ... , 5. 

(e) Calculer VaR", (Xl)' TVaR", (Xl)' VaR", (X2 ), TVaR", (X2 ), 

VaR", (S), TVaR", (S), pour "" = 0.99 et "" = 0.995. 

10. On considere un portefeuille de n contrats d'assurance vie. Les couts 
pour Ie contrat i sont definis par la v.a. Xi = bli (i = 1,2, ... , n) avec 
b = 1000. Les v.a. h, ... , In sont i.i.d .. La v.a. Ii obeit 11 une loi 
de Bernoulli de moyenne 0.05. On suppose Ie modele avec melange 
commun pour decrire la relation de dependance entre les v.a. II, ... , 
In. On suppose que 

Pr(Ii = 1 I e = e) = 1 - re et Pr(Ii = 0 I e = e) = re, 

avec e > O. Sachant e = e, les v.a. h, ... , In sont conditionnellement 
independantes. On suppose que e obeit 11 une loi Ga (a, a) de 
moyenne 1. On definit S = L:~=I Xi. 

(a) Isoler la valeur de r pour a = 0.1, a = 1 et a = 10. 

(b) Pour n = 10, calculer Pr (S = kb) pour k = 0,1, ... ,5 et pour 
a = 0.1, a = 1 et a = 10. 

(c) Calculer Cov (Xi, X j ) pour i # j et pour a = 0.1, a = 1 et 
a = 10. 

(d) Calculer Var (S) pour a = 0.1, a = 1 et a = 10. 
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(e) Calculer VaRO.99 (8) pour a = 0.1, a = 1 et a = 10. 

(f) Calculer TVaRo.99 (8) pour a = 0.1, a = 1 et a = 10. 

(g) Calculer Var(8), VaRo.99 (8) et TVaRo.99 (8) en supposant 
l'independance entre les v.a. h, ... , ho. 

11. On considere un portefeuille compose de 2 lignes d'affaires, qui est 
expose a 1 seul type de catastrophe. Les couts pour les lignes d'affaires 
sont definis par les v.a. X I ,X2 OU 

pour i 1,2, ... , n. Les v.a. M(O), M(l), M(2) sont independantes 
avec M(j) rv Pais (! j), j = 0, 1,2. Pour Ie type 0 fixe de risque, 

( B(O) B(O)) forment une suite de vecteurs aleatoires i.i.d. OU 
1,ko ' 2,ko 

( B(O) B(O)) rv (B(O) B(O)) 
l,ko ' 2,ko 1 '2 , 

pour ko E 1'1+. De plus, { Bi(,i2i' k i E 1'1+ } forme une suite de v.a. i.i.d . 

• B(i) B(i) . 1 2 L . {(B(O) B(O)) k R-,T+} OU i k rv i pour z = , . es SUItes 1 k' 2 k ,0 En, 
, 1, ,[) ,0 

{ B(l) kl E 1'1+} {B(2) k2 E 1'1+} et les v.a. M(O) M(l) M(2) sont 
l,k 1 ' '2,k2' , , 

independantes. Le couple (BiO) , B~O)) obeit a une loi exponentielle 

bivariee EFGlVI avec (31 = ~, (32 = ~. De plus, Bil) rv Exp (i) 
et B~2) rv Exp(~). Enfin, Ij = j + 1 pour j = 0,1,2. On definit 
8=XI +X2 . 

(a) Calculer les esperances de Xl, X 2 et 8. 

(b) Calculer les variances de Xl et X 2. 

( c) Calculer la covariance entre Xl et X 2 pour e 
(parametre de la loi bivariee de (BiO) , B~O))). 

-1, 0, 1 

( d) Calculer la variance de 8 pour e = -1, 0, 1 (parametre de la loi 

bivariee de (BiO), B~O))). 

(e) Indiquer les caracteristiques des lois de Xl, X 2 et 8. Calculer 
Fs (20). 

(f) Calculer VaRO.99 (8). (37.3761, 38.2743, 39.1082) 
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12. Boit Ie couple de v.a. (Xl, X 2 ) dont la fonction de repartition est 
definie par 

2 2 

Fx , ,X2 (Xl, X2) = L L Pl,2 (iI, i 2 ) H (Xl; iI, j3) H (X2; i 2 , j3), 
i,=li2=1 

ou Pl,2 (i l ,i2) sont des probabilites i.e. Pl,2 (i l ,i2) ::;-. 0 (pour 

iI, i2 E {1,2}) et L:7,=1L:72 =lPl,2(i l ,i2) = 1. De plus, on a 

L:7, =lPl,2(i l ,i2) = P2(i2) et L:72 =lPl,2(i l ,i2) = PI (id· On 
suppose que j3 = 110' On definit 8 = Xl + X 2 • 

Hypotheses additionnelles : 

Hypothese HI Hypothese H2 Hypothese H3 

illi2 1 2 illi2 1 2 illi2 1 2 
1 0.42 0.18 1 0.55 0.05 1 0.32 0.28 
2 0.28 0.12 2 0.15 0.25 2 0.38 0.02 

Les calculs ci-dessous doivent etre faits avec les hypotheses HI, H2, 
H3: 

(a) Calculer FX" X 2 (30,20). 

(b) Calculer E [Xl x l{x2>20}]' 

(c) Calculer E [max (Xl - 30; 0) max (X2 - 20; 0)]. 

(d) Calculer Cov (Xl, X 2 ), E [8] et Var (8). 

(e) Calculer Fs (50). 

13. Boit un couple de v.a. (h, 12 ) dont la fonction de masse de probabilite 
conjointe est h"h (i l ,i2), iI, i2 E {O, I}. Boient les n vecteurs 
aleatoires i.i.d. (h,1,!2,1), ... , (h,n,!2,n) OU (h,i, hi) ~ (h,12 ), 

pour i = 1,2, ... ,n. On definit Ie couple (Ml ,M2 ) OU M j = L:~=lIj,i' 
j = 1,2. On definit N = Ml + M 2 . Boit Ie couple de v.a. (Xl ,X2 ) 

OU Xi = L:~~lBi,k' OU {Bi,k,k=I,2, ... } forme une suite de 
v.a. i.i.d. avec Bi,k ~ Bi (i = 1,2). De plus, {Bi,k, k = 1,2, ... }, 
{Bi,k, k = 1,2, ... } et (Ml , M 2 ) sont independants. Enfin, Bl ~ B2 ~ 
Exp (j3). On definit 8 = Xl + X 2 . 

(a) Identifier la fg.p. de (Ml , M 2 ) et de N. Identifier la fm.p. de 
(Ml , M 2 ) et de N. 

(b) Developper l'expression de la covariance de (Ml , M2)' 

(c) Identifier la fg.m. de (Xl, X 2 ) et de 8. 

(d) Developper l'expression de la covariance de (Xl, X 2 ). 

(e) Calculer les esperances de Xl, X 2 et 8. 

(f) Calculer les variances de Xl et X 2 . 
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(g) On suppose que (3 = /0 et n = 10. Hypotheses additionnelles : 

Hypothese HI Hypothese H2 

illi2 0 1 illi2 0 1 illi2 
0 0.42 0.18 0 0.55 0.05 
1 0.28 0.12 1 0.15 0.25 

Questions pour les 3 hypotheses HI, H2, H3 : 

i. Calculer CoV(Xl ,X2) et Var(S). 

n. Calculer VaRO.99 (S) et TVaRo.99 (S). 

0 
1 

Hypothese H3 
0 1 

0.32 0.28 
0.38 0.02 

14. Boit un couple de v.a. (h, h) dont la fonction de masse de 
probabilite conjointe est ih,h (i l ,i2), iI, i2 E {O, I}. On a 

ih,!2 (1,1) = ih ,h (0,0) = (l!P) pour -1 :::; P :::; 1. Le parametre 
p correspond au coefficient de correlation entre (h, h). Boit une 
suite de vecteurs aleatoires i.i.d. (h,1,I2,1), (h,1,I2,1), ... OU 
(h,i,I2,i) ~ (h,I2), pour i E N+. Boient les v.a. independantes K o, 
Kl et K2 OU Ki ~ Pais hi), i = 0,1,2. On definit Ie couple (Ml' M 2) 

OU M j = K j + L~\ Ij,i, j = 1,2. La suite (h,l, h,l), (h,l, h,l), ... 
est independante de K o, Kl et K 2 . On definit N = Ml + M 2 . Boit 
Ie couple de v.a. (Xl, X 2 ) OU Xi = L~~l Bi,k, OU {Bi,k' k = 1,2, ... J 
forme une suite i.i.d. de v.a. avec Bi,k ~ Bi (i = 1,2). De plus, 
{Bi,k' k = 1,2, ... J, {Bi,k, k = 1,2, ... } et (Ml' M 2) sont independants. 
Enfin, Bl ~ B2 ~ Exp ((3). On definit S = Xl + X 2 . 

(a) Identifier la fg.p. et la fm.p. de (Ml' M2)' 

(b) Identifier la fg. p. et la fm. p. de N. 

(c) Developper l'expression de la covariance de (Ml' M2)' 

(d) Identifier la fg.m. de (X l ,X2 ) et de S. 

(e) Developper l'expression de la covariance de (X l ,X2 ). 

(f) On suppose que (3 = 110 , Al = 2, A2 = 3, 10 = 3 Ii = Ai - 1.5. 
Questions it faire pour p = -0.9, 0, 0.9 : 

i. Calculer E [N] et E [S]. 
ii. Calculer Cov (Ml' M2 ) et Var (N). 

n1. Calculer VaRO.99 (N) et TVaRo.99 (N). 

iv. Calculer CoV(Xl ,X2 ) et Var(S). 

v. Calculer VaRO.99 (S) et TVaRo.99 (S). 

15. On considere Ie volet incendie d'un contrat d'assurance pour un 
commerce. On suppose qu'au plus un incendie peut se produire 
au cours d'une annee. Les couts pour un contrat sont definis par 
la v.a. X = I x B avec I ~ Bern (0.1). La v.a. Best definie par 
B = C l + C2 , OU la v.a. C l correspond aux dommages materiels au 
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commerce et la v.a. G2 represente les couts resultant des pertes en 
afi'aires. La paire de v.a. (G1 , G2 ) oMit 11 la loi de Pareto bivariee 
avec 0: = 3, Al = 20 et A2 = 40. De plus, la v.a. I est independante 
du couple de v.a. (G1 ,G2 ). 

(a) Calculer E [B], Cov (G1 , G2 ) et Var (B). 

(b) Calculer l'esperance et la variance de X. 

(c) Trouver l'expression de IE et FE. 

(d) Calculer Pr (X > 70). 

8.13 Reponses 

1. Reponses 11 la question 1 : 

(a) Aucune reponse 

(b) 0.7364 

(c) 449.3598 

2. Reponses 11 la question 2 : 

(a) S rv Pa (3, 300) 

(b) 0.784 

(c) 514.3253 

3. Reponse 11 la question 3 : 2857.417 

4. Reponses 11 la question 4 : 

(a) 1895.742 et 109.886 

(b) 0.011363 et 0.088637 

( c) 1630.606 et 2197.418 

5. Reponses 11 la question 5 : 

(a) Aucune reponse 

(b) 50 ; 375, 475, 575 

(c) 106.9051,116.6298,124.3175; 119.1410, 132.1081, 141.5135 

6. Reponses 11 la question 6 : 

(a) Aucune reponse 

(b) -1.5 ; 0; 1.5 
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(c) 5 ; 10, 13, 16 

(d) 15.5235 ; 16.9914 ; 18.0635 

(e) 18.3810 ; 20.0310 ; 21.1530 

7. Reponses a la question 7 : 

(a) Aucune reponse 

(b) VaR" (Xi) = 0, TVaR" (Xi) = 1200, i = 1,2, ... , 500, 
TVaR" (Xi) = 800, i = 501,2, ... , 1000 

(c) pour 10 = 0, VaRK (8) = 17 492.6589, TVaRK (8) = 
19 695.9894 ; pour 10 = 0.001, VaR" (8) = 14 831.6164, 
TVaR" (8) = 314 154.6613 ; pour 10 = 0.002, VaR" (8) 
11 685.9003, TVaR" (8) = 608 843.8334 

8. Reponses a la question 8 : 

(a) Aucune reponse 

(b) VaRK (Xl) = 13914.4683, VaRK (X2 ) = 5956.8409; TVaRK (Xl) = 
15698.8919, TVaR" (X2 ) = 13 576.8744 

(c) pour 10 = 0, 15 913.1920 et 17 733.2420 ; pour 10 = 1, 
16 446.1595 et 18 348.6563 ; pour 10 = 2, 16 937.1281 et 
18913.4494 

9. Reponses a la question 9 : 

(a) 72, 84, 156 

(b) 3024 

(c) 13440 

(d) 0.0821,0.0738,0.0525,0.0253,0.0091,0.0026 

(e) 240 et 260 ; 266.0705 et 287.3639 ; 340 et 380 ; 391.1109 et 
424.2009 ; 500 et 540 ; 560.6506 et 605.5765 

10. Reponses a la question 10 : 

(a) a = 1 : r = e-(o\,,-l) = 0.948729 

(b) a = 1 et k = 0, 1,2 : 0.655172, 0.233990, 0.077997, 0.023999, 
0.006720, 0.001680 

(c) 15 984.0902, 2261.9048, 236.2676 

(d) 1 913 568.118, 678 571.432,496264.084 

(e) 7000,3000,3000 

(f) 8320.8983, 4149.4253, 3170.7031 
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11. 

12. 

(g) 475000, 3000, 3109.5026. 

Reponses 11 la question 11 : 

(a) 5.2, 8.4, 13.6 

(b) 18.24, 37.44 

(c) 4.5,6, 7.5 

(d) 64.68, 67.68, 70.68 

(e) 0.8048, 0.8027, 0.8004 

(f) 37.3761, 38.2743, 39.1082 

Reponses 11 la question 12 : 

(a) A : 0.6976496 ; B : 0.7029052; C : 0.6936068 

(b) A : 3.03151 ; B : 3.38338 ; C : 2.76084 

(c) A: 11.60274; B : 11.47135 ; C : 11.70381 

(d) HI : 0, 27, 315 ; H2 : 13, 27, 341 ; H : -10 ; 27 ; 295 

(e) A : 0.8938773 ; B : 0.8865779 ; C : 0.8994923 

13. Reponses 11 la question 13 : 

(a) Aucune reponse 

(b) Aucune reponse 

(c) Aucune reponse 

(d) Aucune reponse 

(e) 40,30,70 

(f) 640, 510 

(g) On obtient les valeurs suivantes : 

i. 0, 1300, -500 ; 1150, 3750, 150 
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ii. 166.3084, 176.2958, 157.2414; 185.2271, 196.8551, 174.4567 

14. Reponses 11 la question 14 : 

(a) Aucune reponse 

(b) Aucune reponse 

(c) 10 C!P) 
(d) Aucune reponse 

(e) 10010 C!P) 
(f) On obtient les valeurs suivantes : 
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i. 5 et 80 

ii. pour P = -0.9, 0.075 et 5.15 ; pour p = 0, 0.75 et 6.5 ; pour 
p = 0.9, 1.425 et 7.85 

iii. pour P = -0.9, 12 et 13.5188 ; pour p = 0, 12 et 13.1331 ; 
pour p = 0.9, 13 et 14.0756 

iv. pour p = -0.9, 7.5 et 1015 ; pour p = 0, 75 et 1150 ; pour 
p = 0.9, 142.5 et 1285 

v. pour p = -0.9, 161.4387 et 182.0162 ; pour P = 0, 151.8923 
et 173.1822 ; pour P = 0.9, 158.1031 et 180.6798 

15. Reponses it la question 15 : 

(a) 30, 200 et 3400 

(b) 3 et 421 

(c) Aucune reponse 

(d) 0.008519 



9 
Theorie des copules et agregation 
des risques 

9 .1 Introduction 

Depuis Ie milieu des annees 1990, la theorie des copules a connu un essor 
important. D'un theme confidentiel de recherche qui interessait un groupe 
restreint de chercheurs en mathematiques, en theOl'ie des probabilites 
et en statistique, la theOl'ie des copules est devenue aujourd'hui un 
theme important de recherche. Desormais, elle interesse les chercheurs en 
actuariat, en finance quantitative, en statistique, en econometrie, etc. 

La theorie des copules est devenue un theme incontournable dans 
Ie contexte de la modelisation des risques en actuariat et en gestion 
quantitative des risques. Elle per met d'analyser les relations de dependance 
entre les v.a. et de construire une large variete de modeles multivaries 
incorporant des relations de dependance specifiques. 

Dans ce chapitre, on presente une introduction 11 la theorie des copules. 
On aborde en premier lieu les copules bivariees, en indiquant certaines 
proprietes et en present ant les principales familles de copules. On traite 
aussi de l'utilisation des co pules pour construire des distributions discretes 
multivariees. On considere des contextes d'application des copules pour 
la construction de modeles multivaries appliques 11 des risques d'un 
portefeuille en actuariat et gestion quantitative des risques. Pour evaluer 
la distribution de la somme de v.a. dont la distribution conjointe est definie 
via une copule, on peut recourir aux methodes de simulation stochastique 
et, 11 cette fin, on presente des algorithmes de simulation lies 11 certaines 
copules. On expose aussi trois methodes d'agregation de v.a. : la methode 
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pour etablir des bornes minimales et maximales pour la VaR d'une somme 
de v.a., la methode des carres et la methode basee sur la discretisation. 
On discute aussi des mesures de dependance et on aborde brievement les 
notions liees aux ordres stochastiques multivaries. 

9.2 Copules bivariees 

La notion de copule a ete introduite par [98]. Vne copule C est la fonction 
de repartition sur [0,1]2 d'un vecteur de v.a. U = (Ul, U2) dont toutes les 
composantes Ui (i = 1,2) obeissent 11 la loi uniforme (0,1). 

Definition 9.1 Une copule C (UI, U2) est une application [0,1]2 ---+ [0,1] 
ayant les proprietes suivantes (celles d 'une fonction de repartition conjointe 
en fait) : 

• C(Ul,U2) est non decroissante sur [0,1]2; 

• C (UI, U2) est continue a droite sur [0, 1]2 

• lim C(Ul,U2) = a pouri = 1,2; 
Uj, -----+0 

• lim C(UI,U2) = U2 et lim C(UI,U2) = UI 
ul-----+l U2-----+1 

C(b1 ,b2) - C(b1 ,a2) 

- C (aI, b2) + C (aI, a2). 

On mentionne que 

ce qui correspond 11 la probabilite que Ie couple (U1 , U2 ) prenne des valeurs 
dans Ie rectangle (aI, bl ] x (a2, b2]. Selon cette propriete, C est une co pule 11 
la condition qu'elle so it definie de telle sorte qu'elle place une masse positive 
sur tout rectangle indus dans [0,1]2. 

Le result at fondamental de la theorie des co pules est Ie them'eme de 
Sklar. 

Theoreme 9.2 Theor'eme de Sklar. Boit FEr (F, , F2) ayant des 
fonctions de repartition marginales Fl et F2. Alors, il existe une copule C 
telle que, pour tout .:f E ]R2, 
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Si F, et F2 sont continlLes, alors C est lLniqlLe. Sinon, C est lLniqlLement 
determinee SlLr RanF1 x RanF2 (RanF = slLpport de F). Inversement, si 
C est lLne coplLle et si F, et F2 sont des fonctions de repartition, alors la 
fonction de.finie par 

est lLne fonction de repartition bivariee avec les fonctions de repartition 
marginales F, et F2. 

Preuve. Voir e.g. [57] ou [85] .• 
Selon la premiere partie du theoreme de Sklar, il est possible de deduire 

une co pule C a partir d'une fonction de repartition continue. Cela est 
resume dans Ie corollaire suivant. 

Corollaire 9.3 Soit F lLne fonction de repartition bivariee avec des 
marginales continlLes F1, F2 et la coplLle C. Alors, pOlLr tOlLt (1L1, 1L2) dans 
[0,1]2, 

Ce corollaire conduit a une methode de construction de copules dite par 
inversion, com me il est discute a la sous-section 9.6.1. 

En se basant sur la seconde partie du theoreme de Sklar, une co pule 
permet de jumeler differentes lois marginales afin de creer une loi bivariee. 
La copule C (1L1, 1L2) decrit la relation de dependance entre les deux v.a. 
Xl et X 2 alors que les marginales decrivent Ie comportement de chacune 
des deux v.a. Dans Ie cas de v.a. continues, la co pule contient toute 
l'information relative a la relation de dependance entre les deux v.a. On 
peut des lors etudier les marginales et la copule separement. Le cas de 
marginales discretes est traite a la section 9.5. 

9.3 Proprietes des copules 

On presente certaines proprietes des copules. 

9.3.1 Barnes de Frechet 

Soit C (1L1, 1L2) une copule definie sur [0,1]2. Alors, avec la proposition 8.3, 
on a 

C- (1L1, 1L2) :::; C (1L1, 1L2) :::; C+ (1L1, 1L2)' 

ou C-(1L1,1L2) = max(1L1+1L2-1;0) et C+(1L1,1L2) = min (1L1;1L2) 
correspondent aux co pules borne inferieure et borne superieure de Frechet. 
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9.3.2 Fonction de densite 

On note la fonction de densite associee 11 la co pule par 

Pour une paire de v.a. continues (X I ,X2 ) avec 

la fonction de densite est donnee par 

f () £ f () dFx ;. (Xi) ou Xi Xi est la onction de densite de Xi i.e. Xi Xi = dx;. pour 
i = 1,2. 

9.3.3 Copule de survie 

Soit C(UI,U2) une copule definie sur [0,1]2. Il est aussi possible de 

definir une copule, designee C (UI, U2), qui est associee 11 la copule initiale 
C(UI,U2) et qui relie les fonctions de survie marginales Fx,et FX2 de Xl 
et X 2 selon la relation 

En effet, on a 

qui devient 

Ensuite, on obtient 

FXl (Xl) + FX2 (X2) - 1 

+C(l-Fx, (xI),1-Fx2 (x2))' (9.1) 

De (9.1), on deduit l'expression de la co pule de survie C(UI,U2) associee 11 
lacopuleC(ul,u2) : 
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On peut verifier que C(UI,U2) est elle-meme une copule et on a 

pour tout (UI, U2) E [0, 1]2. Cela implique que l'on peut definir des fonctions 

de repartition it l'aide de la copule de survie C (UI, U2) et les fonctions de 
repartition marginales FXl et FX2 de Xl et X 2 selon la relation 

II est aussi important de distinguer la copule de survie et la fonction 
de survie conjointe pour la paire (UI , U2 ). On suppose un couple de v.a. 
(UI , U2 ) dont la fonction de repartition conjointe est donnee par C. Alors, 
on a 

mais 

En fait, it partir de la definition de C, on a 

La fonction de densite associee it C (UI' U2) est 

ou c est la fonction de densite associee it la co pule C. 

9.3.4 Proprieie d'invariance 

Un des interets de l'utilisation des copules decoule de la propriete 
d'invariance. 

Proprietes 9.4 Soient Xl et X 2 des v.a. continues dont la structure de 
dependance est de.finie avec la copule C. Soient ¢l et ¢2 des fonctions 
continues monotones. On ales proprietes suivantes : 

1. Si ¢l et ¢2 sont non decroissantes, alors la structure de dependance 
de (¢l (Xl)' ¢2 (X2)) est la copule C. 

2. Si ¢l est non decroissante et ¢2 est non croissante, alors la structure 
de dependance de (¢l (Xl)' ¢2 (X2)) est la copule UI - C (UI, 1 - U2). 

3. Si ¢l est non croissante et ¢2 est non decroissante, alors la structure 
de dependance de (¢l (Xl)' ¢2 (X2 )) est la copule u2 - C (1 - UI, U2). 
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4. 8i ¢l et ¢2 sont non croissantes, alors la structure de dependance de 

(¢l (Xl)' ¢2 (X2 )) est la copule C. 

On souligne que la forme de la copule ne depend pas de la forme de ¢l 
et ¢2, ce qui est important pour l'estimation. 

Exemple 9.5 On suppose que les rendements instantanes sur les titres 
1 et 2 sont dejinis par les v. a. Rl et R 2. De plus, la copule associee au 
couple (Rl, R2) est C. La valeur au temps 1 du titre i par la v.a. 8i (1) = 
8 i (0) exp (Ri), att Ie scalaire 8 i (0) est la valeur du titre i au temps O. Alors, 
la copule associee au couple (81 (1),82 (1)) est aussi C. D 

9.3.5 Fonction de repartition conditionnelle 

Soit la copule C pour laquelle les derivees partielles par rapport 11 Ul et U2 

existent. Ainsi, les expressions des fonctions de repartition conditionnelles 
de X21Xl = Xl et de X l IX2 = X2 pour un couple de v.a. continues (Xl, X 2) 
sont donnees par 

et 

9.3.6 Simulation et fonction de repartition conditionnelle 

Soit un couple de v.a. (Xl, X 2) dont la fonction de repartition conjointe 
est definie par les marginales FXl et FX2 ainsi que la co pule C. On veut 

d · 1 '1· t· (X(l) X(l)) (X(m) X(m)) d 1 . pro Ulre es m rea Isa IOns l' 2 , ... , l' 2 e a pmre 

(Xl,X2). A cette fin, il suffit de produire m realisations (uP), uP)) , ... , 
(u}m),uJm)) du couple (Ul ,U2 ) dont la fonction de repartition est la 

copule C et de calculer Xi(j) = FX,l (U?)) pour i = 1, 2 en appliquant 

la methode inverse. Vne approche generale pour produire la realisation 

(u}j), uJj)) (j = 1,2, ... , m) de (Ul , U2 ) est d'utiliser la fonction de 

repartition conditionnelle en appliquant la procedure decrite ci-dessous. 

Algorithme 9.6 Procedure generale 

1. On simule les realisations Vl(j) et V 2(j) des v. a. independantes VI et 
V2 OU Vi ~ U(O, 1) pouri = 1,2. 



9.4 Principales copules bivariees 339 

2 On calclLle U(j) - V(j) et U(j) - C-1 (V;(j)IU(j)) OU C-1 (vllL ) est . 1 - 1 2 - 211 2 1 211 1 

la fonction inverse de C211 (1L211Ll), obtenlLe en trolLvant la sollLtion de 
C2 11 (1L211Ld = v. 

3. On repete pOlLr j = 1,2, ... , m. 

II y a aussi des methodes specifiques de simulation associees a certaines 
copules. Elles sont decrites a la section suivante. 

9.3.7 Copule complete 

On dit qu'une copule est complete si elle inclut la copule borne superieure de 
Frechet, la co pule d'independance et la copule borne inferieure de Frechet 
com me cas particuliers ou cas limites. 

9.4 Principales co pules bivariees 

Dans cette section, on presente brievement les copules frequemment 
utilisees, leurs principales caracteristiques et, dans certains cas, un 
algorithme de simulation specifique pour la copule. 

9.4.1 Copule d'independance 

L'expression de la copule independance (appelee aussi co pule produit) est 
C~ (lLl,1L2) = lLI1L2. Sa fonction de densite est C(lLl,1L2) = 1. 

Algorithme 9.7 Simulation des realisations de (U1 , U2 ) 

1. On simlLle les realisations V1(j) et V2(j) des v. a. independantes VI et 
V2 OU Vi ~ U(O, 1) pOlLri = 1,2. 

2. On calwle uF) = V;(j), i = 1,2. 

Les realisations produites par la copule sont uniformement reparties sur 
la surface [0,1] x [0,1] (voir figure 9.1). 

9.4.2 Copule de la bome superieure de Frechet 

La co pule borne superieure de Frechet est definie par C+ (lLl' 1L2) 
min ( 1L 1 ; 1L2)' 

Algorithme 9.8 Simulation des realisations de (U1 , U2 ) 

1. On simlLle lLne realisation V(j) de la v.a. V ~ U (0, 1). 
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FIGURE 9.1. Les graphiques (a), (b) et (c) reproduisent 1000 realisations de 
(Ul, U2) provenant de la copule independance, borne superieure de Frechet et 
borne inferieure de Frechet. 

2. On calcule uF) = V(j), i = 1,2. 

Les realisations se trouvent uniformement distribuees sur la diagonale 
Ul = U2 dans [0,1] x [0,1] (voir figure 9.1). 

9.4.3 Copule de la bome inferieure de Frechei 

La copule borne superieure de Frechet correspond 11 C- (Ul' U2) 

max(ul +U2 -1;0). 

Algorithme 9.9 Simulation des realisations de (Ul , U2 ) 

1. On simule une realisation V(j) de la v.a. V rv U (0, 1). 

2. On calcule U?) = V(j) et UJj) = 1 - V(j) . 

Les realisations se trouvent uniformement distribuees sur la diagonale 
Ul = 1 - U2 dans [0,1] x [0,1] (voir figure 9.1). 

9.4.4 Copule de Frechei 

La copule de Frechet est une combinaison convexe des copules borne 
inferieure de Frechet, independance et borne superieure de Frechet avec 

pour a,/3 E [0,1], a + /3 ::; 1. Les cas particuliers sont Co,o (Ul,U2) = 
C1.. (Ul,U2), Cl,o (Ul,U2) = C+ (Ul,U2) et CO,l (Ul,U2) = C- (Ul,U2). La 
copule de Frechet est complete. 

Algorithme 9.10 Simulation des realisations de (Ul, U2) 
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1. On simule une realisation (v/-(j), V2~(j)) de la copule independance. 

2. On simule une realisation (v1+(j), V2+(j)) de la copule borne 

superieure de Frechet. 

3. On simule une realisation (v1-(j), V2-(j)) de la copule borne 

superieure de Frechet. 

4. On simule une realisation J(j) de la v.a. discrete J OU h (0) = a, 

h (1) = /3 et h (2) = 1 - a - /3. 

A l l U (j) 1 V+(j) 1 V-(j) 1 V~(j) 5. n ca cu e i = {J=O} x i + {J=I} X i + {J=2} Xi' 

pouri = 1,2. 

La copule de Frechet comprend une portion continue avec des realisations 
qui se trouvent distribuees uniformement sur la surface [0,1] x [0,1] et 
deux portions singulieres avec realisations distribuees uniformement sur les 
diagonales Ul = U2 et Ul = 1 - U2 dans [0,1] x [0,1]. 

En posant /3 = 0, on obtient la copule de Spearman dont l'expression est 

pour a E [0,1]. La copule de Spearman introduit une relation de 
dependance positive entre les composantes de U. Cette copule comprend 
une portion continue avec des realisations qui se trouvent distribuees 
uniformement sur la surface [0,1] x [0,1] et une portion singuliere avec 
realisations distribuees uniformement sur la diagonale Ul = U2 dans 
[0,1] x [0,1]. 

9.4.5 Copule de Cuadms-Auge 

La co pule de Cuadras-Auge se presente sous la forme d'une moyenne 
geometrique des copules independance et borne superieure de Frechet 

pour a E [0,1]. 
Les cas particuliers sont Co (Ul, U2) 

C+ (Ul, U2). 

Algorithme 9.11 Simulation des realisations de (U1 , U2 ) pour a E 

(0,1) 
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FIGURE 9.2. Les graphiques (a) et (b) reproduisent 1000 realisations de (U1 , U2) 
provenant de la copule de Cuadras-Auge pour a egal a 0.2 (a) et 0.8 (b). 

1. On simule les realisations ya(j), y}j) et y 2(j) des v.a. independantes 
Ya ~ Exp(a) et Y1 ~ Y2 ~ Exp(l- a). 

2. On calcule X(j) = min (y(jl. y;(j)) pour i = 1 2 '[ 't , 0 , . 

3. On calcule uF) = 1 - exp ( -Xi(j)), pour i = 1,2. 

Dans la figure 9.2, on reproduit deux graphiques de realisations de 
(U1 , U2 ) provenant de la co pule de Cuadras-Auge. 

La co pule introduit une relation de dependance positive entre les 
composantes de U. La co pule comporte une portion continue avec 

et une portion singuliere dont la masse se trouve concentree sur la diagonale 
Ul = U2 dans la surface [0, 1] x [0, 1]. 

9.4.6 Copule de Marshall-Olkin 

La copule de Marshall-Olkin est definie par 

pour a, (3 E [0,1]. 
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FIGURE 9.3. Les graphiques (a) et (b) reproduisent 1000 realisations de (U1 , U2) 
provenant de la copule de Cuadras-Auge pour des valeurs pour (oc,;3) de (0.6,0.3) 
(a) et (0.2,0.8) (b). 

Les cas particuliers sont Co,o (U1,U2) = C-L (U1,U2) et C1,1 (U1,U2) = 
C+ (U1,U2). Avec (3 = a, la copule de Marshall-Olkin devient la co pule 
de Cuadras-Auge. En fait, la copule de Marshall-Olkin est aussi appelee 
copule de Cuadras-Auge generalisee. 

Algorithme 9.12 Simulation des realisations de (U1, U2) pour 
a, (3 E (0,1) 

1. On simule les realisations yo(j), y}j) et Y2(j) des v.a. independantes 

Yo rv Exp(l), Y1 rv Exp e~"') et Y2 rv Exp C~i3). 

2. On calcule Xi(j) = min (~(j); Yo(j)) pour i = 1, 2. 

() ( XCi)) () ( XCi)) 3. On calcule U1J = 1 - exp -7 et u2J = 1 - exp --j- . 

On represente des realisations de (U1 , U2 ) provenant de la co pule de 
Marshall-Olkin it la figure 9.3. 

La co pule introduit une relation de dependance positive entre les 
composantes de U. Tout comme la copule de Cuadras-Auge, la co pule a 
une portion continue avec 

(1 ) -'" Sl' U'" > ui3 - a U 1 , 1 2 

(1 (3) -13 Sl' U'" < Ui3 - U 2 , 1 2 

et une portion singuliere dont la masse se trouve concentree sur la courbe 
u'1 = u~ dans la surface [0,1] x [0,1]. 
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9.4.7 Copule de Eymud-Farlie-Gumbel-Morgenstern (EFGM) 

La copule de Eyraud-Farlie-Gumbel-Morgenstern (EFGM) se presente 
com me une forme de pertubation de la co pule independance 

Co; (UI,U2) = UIU2 + o;UIU2 (1- UI) (1- U2), (9.2) 

pour 0; E [-1,1]. Le cas particulier est CO (UI' U2) = C~ (UI' U2). La 
fonction de densite est 

Algorithme 9.13 Simulation des realisations de (UI , U2 ) 

1. On simule les realisations VI(j) et V2(j) des v. a. independantes VI et 
V2 au Vi ~ U(O, 1) pouri = 1,2. 

3. On de.finit wij) = 0; (2uij) - 1) - 1 et 

wij) = (1 - 0; (2uij) - 1) ) 2 + 40; V;(j) (2uij) - 1) . 

Dans la figure 9.4, on presente un graphique avec des realisations de la 
copule de EFGM et un graphique representant sa fonction de densite. 

La co pule introduit une relation de dependance moderee qui peut etre 
positive (0; > 0) ou negative (0; < 0). Pour 0; > 0 (0; > 0), on observe une 
concentration moderee des realisations de la copule autour de la diagonale 
UI = U2 (UI = 1 - U2) de la surface [0,1] x [0,1]. 

9.4.8 Copule de Ali-Mikhail-Haq 

L'expression de la copule de Ali-Mikhail-Haq est donnee par 

00 

UIU2 L (0; (1 - UI) (1 - U2))k , (9.3) 
k=O 
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FIGURE 9.4. Graphiques avec 1000 realisations de la copule de EFGM et de sa 
fonction de densite (tau de Kendall = 0.22). 

pour 0; E [-1, 1]. Le cas particulier est Co (UI, U2) 
fonction de densite est 

Algorithme 9.14 Simulation des realisations de (UI , U2 ) 

1. On simule les realisations VI(j) et V2(j) des v. a. independantes VI et 
V2 OU Vi ~ U(O, 1) pouri = 1,2. 

2. On pose ui j ) = VI(j) . 

3. On de.finit A = 1 - ui j ), B = -0; (2AV2(j) + 1) + 20;2 A2 X V2(j) + 1 

et 

C = 0;2 (4A2vY) - 4AV;(j) + 1) - 0; (4AVY) - 4VY) + 2) 

4 A l l U (j) - 2xv:,cj)(Aa-I)2 
. ncacue 2 - (B+VC') 

On presente Un graphique avec des realisations de la copule de EFGM 
et un graphique representant sa fonction de densite sont reproduits dans la 
figure 9.5. 

La copule permet d'introduire une relation de dependance moderee qui 
peut etre positive ou negative. Pour 0; > 0 (0; > 0), on observe une 
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FIGURE 9.5. Graphiques avec 1000 realisations de la copule de AMH et de sa 
fonction de densite (tau de Kendall = 0.22). 

concentration moderee des realisations de la copule autour de la diagonale 
Ul = U2 (Ul = 1 - U2) de la surface [0,1] x [0,1]. 

Copule de Plackett 

La copule de Plackett est definie par 

pour 0; > 0, 0; #- 1. 

(1 + (0; - 1) (Ul + U2)) 
2(0;-1) 

)(1 + (0; - 1) (Ul + U2))2 - 4UIU20; (0; - 1) 

2 (0; - 1) 

Les cas limites sont limCa (Ul,U2) = C~ (Ul,U2), lim Ca (Ul,U2) 
ct:-----71 Q---+CX) 

C+ (Ul,U2) et limCa (Ul,U2) = C- (Ul,U2). Lorsque 0; > 1 (0; < 1), la 
00---70 

copule introduit une relation de dependance positive (negative) entre les 
composantes de U. La dependance est moderee aux valeurs extremes de la 
queue 11 gauche et de la queue 11 droite. La copule est complete. On utilise 
la procedure generale de l'algorithme 9.6 pour produire des realisations de 
la copule de Plackett. 
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9.4.10 Copule de Clayton 

La copule de Clayton est representee par 

I 

GCt (Ul, U2) = (u1a + u;;a - 1) --;;- , 

pour Ui E [0,1], i = 1,2 et a > O. Les cas limites sont limGCt (Ul,U2) = 
Ct---;O 

G1.. (Ul,U2) et lim GCt (UI,U2) = G+ (UI,U2). L'expression de la fonction 
Ct---;OO 

de densite est 

La copule conditionnelle est 

Algorithme 9.15 Simulation des realisations de (U1 , U2 ) 

1. On simule les realisations zi j ) et Z~j) des v.a. independantes Zl et 
Z2 ou Zi rv Exp (1) pour i = 1,2. On simule la realisation e(j) de la 
v.a. e rv Ga (i, 1). 

2. On calcule Ui(j) = (1 + !t~) -± , i = 1,2. 

Les figures 9.6 et 9.7 reproduisent des graphiques des realisations de la 
copule de Clayton et des graphiques de sa fonction de densite. 

La copule induit uniquement une relation de dependance positive entre 
les composantes de U. La co pule introduit une relation de dependance forte 
aux valeurs extremes de la queue 11 gauche et faible aux valeurs extremes 
de la queue 11 droite. 

9.4.11 Copule de Prank 

L'expression de la copule de Frank est 

pour Ui E [0,1]' i = 1,2 et a # O. 
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FIGURE 9.6. Graphiques avec 1000 realisations de la copule de Clayton et de sa 
fonction de densite (tau de Kendall = 0.22). 
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FIGURE 9.7. Graphiques avec 1000 realisations de la copule de Clayton et de sa 
fonction de densite (tau de Kendall = 0.6). 
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FIGURE 9.S. Graphiques avec 1000 realisations de la copule de Frank et de sa 
fonction de densite (tau de Kendall = 0.22). 

Les cas limites sont lim Ca (UI,U2) = C- (UI,U2), limCa (UI,U2) = 
a~--~ a~O 

C~ (UI,U2) et lim Ca (UI,U2) = C+ (UI,U2). La fonction de densite est 
a---;oo 

On a aussi 

La copule de Frank est complete. 

Algorithme 9.16 Simulation des realisations de (UI, U2) 

1. On simule les realisations zij ) et z~j) des v.a. independantes Zl et 
Z2 ou Zi ~ Exp (1) pour i = 1,2. 

2. On simule la realisation e(j) de la v.a. e de loi logarithmique avec 
parametre I = 1 - e-a . 

",C:il 

3. On calc"le U}j) = In(l-,e - ~) . 1 2 
~ c In(l-,)' Z = , . 

Un apen;u des realisations de la copule de Frank et de sa fonction de 
densite est fourni dans les figures 9.8 et 9.9. 

Lorsque a > 0 (a < 0), la copule introduit une relation de dependance 
positive (negative) entre les composantes de U. Les realisations se 
concentrent aut our de la diagonale UI = U2 (UI = 1 - U2) sur la surface 
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FIGURE 9.9. Graphiques avec 1000 realisations de la copule de Frank et de sa 
fonction de densite (tau de Kendall = -0.6). 

[0,1] X [0,1]. La dependance est moderee aux valeurs extremes de la queue 
it gauche et de la queue it droite. 

9.4.12 Copule de Gumbel 

On definit la copule de Gumbel par 

pour Ui E [0,1]' i = 1,2 et a ::;, 1. Les cas limites sont lim Ccx (Ul, U2) 
Ct->l 

C1.. (Ul,U2) et lim CCt (Ul,U2) = C+ (Ul,U2). La fonction de densite est 
Ct--+CXl 

(-In Ul)Ct-l (-In U2)Ct-l 
CCt(Ul,U2) X ---'------'--------

UIU2 

X (( - In U d Ct + ( - In U2 t )'';- -2 ( a-I + (( - In U 1 t + ( - In U2 t r±) . 
La copule conditionnelle est 

Algorithme 9.17 Simulation des realisations de (Ul, U2) 

1. On simule les realisations zij ) et z~j) des v.a. independantes Zl et 
Z2 ou Zi ~ Exp (1) pour i = 1,2. 



9.4 Principales copules bivariees 351 

2. On simule la realisation e(j) de la v. a. e de loi Stable (ip, 1, " 0) 01'1 

ip = ~ et, = (cos U~J t (a > 1). 

(j) _ (( Z;il ) ;';-) ._ 3. On calcule Ui - exp - e(:;) , Z - 1,2. 

Comme il est explique dans [86], il existe plusieurs parametrisation de 
la loi stable. Dans Ie present contexte, la loi Stable (ip, 1, " 0), avec les 
parametres indiques, est definie sur jR+. La transformee de Laplace associee 
11 la loi Stable(ip, 1",0) est e- t "'. 

Algorithme 9.18 Simulation d'une realisation W(j) d'une v.a. W 
1 

obeissant a une loi Stable (ip, 1, " 0) avec, = (cos (7r!)) I' 

1. On simule une realisation R(j) de la v. a. R rv U ( - ~, ~). 

2. On simule une realisation V(j) de la v.a. V rv Exp(l). 

3. On calcule 

A 
sin (ip (R(j) + ~) ) 

1 

(cos (R(j))) I' 

B 

1-<p 

(
cos (ip~ + (ip - 1) R(j)))---;P 

V(j) 

4. On calcule W(j) = A x B. 

On peut exprimer W = ,Y OU Y obeit a une loi stable standard 
1 

Stable (ip, 1, 1,0) et, = (cos (7r!))I'. Le present algorithme est une 
adaptation d'un algorithme fourni dans {86} permettant de simuler une 
realisation de Y. 

Des realisations de la copule de Gumbel et sa fonction de densite sont 
representees dans les figures 9.10 et 9.11. 

La co pule introduit uniquement une relation de dependance positive 
entre les composantes de U. La copule introduit une relation de dependance 
plus forte entre les valeurs extremes de la queue 11 droite et plus faible 
entre les valeurs extremes de la queue 11 gauche. La copule est aussi appelee 
«Gumbel-Hougard». 

9.4.13 Copule normale 

La copule normale est definie par 
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FIGURE 9.10. Graphiques avec 1000 realisations de la copule de Gumbel et de 
sa fonction de densite (tau de Kendall = 0.22). 
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FIGURE 9.11. Graphiques avec 1000 realisations de la copule de Gumbel et de 
sa fonction de densite (tau de Kendall = 0.6). 
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pour Ui E [0,1], i = 1,2, et avec 

ou a E [-1,1]. Contrairement aux co pules presentees precedemment, la 
copule normale n'a pas de forme analytique. Les cas particuliers sont 
Co (Ul,U2) = CJ.. (Ul,U2), C1 (Ul,U2) = C+ (Ul,U2) et C-1 (Ul,U2) 
C- (Ul,U2). L'expression de la fonction de densite C(Ul,U2) est 

1 
----;:===e 
Vl- a 2 

On a 

(q.-l (Ul)2_ 2n q.-l (tq)iI)-l (t~2)+T-l (t~2)2 

2(I-a' ) 

( <1)- 1 (tq )2+q.-l (U2)2) 

e 2 

C ( I ) 
_ (<I>-1 (U2) - a<I>-1 (Ul)) 

211 U2 Ul - <I> ~ . 
v 1- a 2 

Lorsque a > a (a < 0), la copule introduit une relation de dependance 
positive (negative) entre les composantes de U. La copule normale est 
complete. 

Algorithme 9.19 Simulation des realisations de (U1 , U2 ) 

1. On simule une realisation (zij), z~j)) de la paire de v.a. (ZI, Z2) 01'1 

(ZI, Z2) obeit a une loi normale bivariee standard avec un coefficient 
de correlation a. 

2. On calcule U(j) = <I> (z(j)) i = 1 2 
't 't" • 

Dans les figures 9.12 et 9.13, on presente des graphiques avec des 
realisations de la co pule normale et avec sa fonction de densite. 

Les realisations de la co pule normale prennent la forme d'une ellipse. 
Pour a > 0, cette ellipse se concentre (faiblement, moderement ou 
fortement selon la valeur du parametre a) autour de la diagonale entre Ie 
point inferieur gauche et Ie point superieur droit de la surface [0, 1] x [0, 1]. 
Pour a < 0, l'ellipse de points se concentre (faiblement, moderement ou 
fortement selon la valeur du parametre a) autour de la diagonale entre Ie 
point superieur gauche et Ie point inferieur droit de la surface [0, 1] x [0, 1]. 

9.4.14 Copule de Student 

L'expression de la copule de Student est 
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FIGURE 9.12. Graphiques avec 1000 realisations de la copule normale et de sa 
fonction de densite (tau de Kendall = 0.22). 
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FIGURE 9.13. Graphiques avec 1000 realisations de la copule normale et de sa 
fonction de densite (tau de Kendall = -0.6). 
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pour Ui E [0,1], i = 1,2, et avec 

OU 0: E [-1,1]. Les cas Ii mites sont limCea(ul,U2) 
Q-----70 ' 

lim Ce a = C+ (Ul, U2). La fonction de densite est 
ct:-----7CXJ ' 

La copule conditionnelle est 

La copule de Student tend vers la copule normale quand v ---> 00. Comme 
la copule normale, la copule de Student n'a pas de forme explicite. La co pule 
de Student est complete. 

Algorithme 9.20 Simulation des realisations de (Ul' U2) 

1. On simule une realisation (zij), z~j)) de la paire de v.a. (Zl, Z2) 

ou (Zl, Z2) obeit a une loi de Student bivariee standard avec un 
coefficient de correlation 0: et un degre de liberte v. 

2. On calcule U?) = tv ( z}j)), i 

repartition d 'une loi de Student. 

9.4.15 Remarque 

1,2 OU tv est la fonction de 

La provenance des algorithmes de simulation pour les copules de Clayton, 
de Gumbel et de Frank est basee sur la representation des copules 
archimediennes selon l'approche dite common frailties. Cette representation 
est due it [80]. 
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9.4.16 Exemples 

Comme la copule EFGM est une perturbation de la copule d'independance, 
il est possible dans certains cas d'obtenir des resultats explicites pour Fs 
ou 8 = Xl + X 2 ou pour l'esperance de fonctions integrables de (Xl, X 2 ). 

Exemple 9.21 On considere un couple de v.a. (Xl, X 2 ) dont la structure 
de dependance est de.finie par la copule EFGM et Xl rv X2 rv Beta (2, 1). 
Alors, on obtient la lonction de densite pour la v.a. 8 = Xl + X 2 qui 
correspond a 

On trouve 

ls(s) = { I; lX"X2(x,s-x)dx, 
ILl lx, ,X2 (x, s - x)dx, 

0< s:::; 1, 

1 < s:::; 2, 

avec y = s - 1. L 'expression de Fs (s) est donnee par 

Fs(s) 

avec y = s - 1. D 

0< s:::; 1, 

1 < s:::; 2, 

Dans l'exemple suivant, on a recours it Maple ® pour effectuer les calculs. 

Exemple 9.22 On considere un conglomerat de deux contrats representes 
par les v.a. Xl et X 2 OU Xl rv X 2 rv Exp (1). Les couts pour le 
conglomerat sont dejinis par la v.a. 8 = Xl + X 2 . On suppose que 
la loi conjointe de (XI ,X2 ) est dejinie par la copule de Frank avec un 
parametre de dependance a et les deux margin ales de Xl et X 2 . On 
sait que E [8] = 2, VaRO,995 (Xl) = VaRO,995 (X2 ) = 5.298317 et 
que TVaRo,995 (XI) = TVaRo,995 (X2 ) = 6.298317. Le bene.fice de la 
mutualisation en se basant sur la mesure TVaR est 

2 

B1i.(;g~R (8) = TVaRo.995 (8) - LTVaRo.995 (Xi) . 
i=l 
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Dans Ie tablealL ci-dessolLs, on a prodlLit avec Map L e ® les valelLrs slLivantes 
pOlLr a = -10 et 10 et avec R pOlLr les cas OU (Xl, X 2 ) sont independants 
et comonotones : 

a VaRo.995 (5) TVaRo.995 (5) BrGg'!/" (5) 
-10 6.117,'1 7.1165 5.4801 

·i·".df:pc'fl.do.·".cc 7.4301 8.5488 4.0479 
10 9.0802 10.,'1011 2.2955 

comonotonicite 10.5966 12.5966 0 

POlLr K, .fixe, on constate qlLe TV aRK. (5) alLgmente lorsqlLe la valelLr 
dlL parametre de dependance a croit. Il en reSlLlte qlLe Ie bene.fice de 
mlLtlLalisation alLgmente lorsqlLe a dimimlLe. D 

9.5 Copules et lois discretes 

Soit Ie couple de v.a. (MI' M 2 ) dont la structure de dependance est definie 
par une co pule C et leurs marginales. La fonction de repartition conjointe 
F M" M2 de (MI' M 2 ) avec les marginales FMl et FM2 est definie par 

(9.4) 

pour (ml' m2) E N+ X N+. La f.m. p. conjointe de (MI' M 2) est donnee par 

F M" M2 (ml,m2) - F M" M2 (ml -1,m2) 

- F Ah ,M2 (ml' m2 - 1) + F M" M 2 (ml - 1, m2 - 1), 

(9.5) 

pour (ml' m2) E N+ x N+ et avec FMl ,M2 (ml' m2) = 0 si ml < 0 ou 
m2 < O. 

lVIodeliser la dependance avec des copules com me dans l'equation (9.4) 
est une approche adequate et interessante pour construire une distribution 
bivariee. Plusieurs proprietes de dependance stochastique d'une copule sont 
egalement valides pour la distribution bivariee obtenue avec l'equation 
(9.4). Par exemple, les relations d'ordres stochastiques sont preservees. Il 
est important de rappeler que la copule deduite it partir d'une loi discrete 
bivariee n'est pas unique. 

Dans Ie pro chain exemple, on illustre l'impact du choix d'une copule sur 
la distribution de la somme de v.a. 

Exemple 9.23 On velLt illlLstrer Ie choix d'lLne coplLle SlLr la distriblLtion 
d'lLn cOlLple de v.a. (MI' M 2 ) OU Mi ~ NB (ai, qi), i = 1,2. On considere 
les coplLles de Frank, de Clayton et de GlLmbel. On de.finit N = MI + M 2 . 

On fixe al = 3, ql = i, a2 = 2 et q2 = i. POlLr chaqlLe coplLle, on 
fixe Ie parametre de dependance de telle sorte qlLe la covariance pOlLr 

(MI,M2) est 0.5 x JVar (MI}Var(M2)' On calclLle E[N] = 31 et 
Var (N) = 379.1206. Dans Ie tablealL ci-dessolLs, on indiqlLe les valelLrs de 
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VaR", (N) et TVaR", (N) pour K, = 0.95 et 0.995 : 

COjJule Prank Clayton Gumbel 
() 4·118 1.774 1·410 
VaRo.95 (N) 67 65 66 
VaRO.995 (N) 9,'1 91 104 
TVaRo.95 (N) 78·40788 76.68825 82.74425 
TVaRo.995 (N) 103.3001 100.8877 119.8066 

On constate que Ie choix de la copule a un impact non negligeable sur Ie 
comportement de N. D 

Dans la proposition suivante, on a fourni l'expression simple de la 
fonction de masse de probabilite conjointe du couple (MI' M 2 ) lorsque la 
structure de dependance est definie par la copule EFGlVI. 

Proposition 9.24 Boit Ie couple de v.a. discretes (MI' M 2 ) dont la 
fonction de repartition est dejinie par les marginales FMI et F!vh ainsi que 
la copule EFGM. Alors, la fonction de masse de probabilite conjointe de 
(MI' M 2 ) est donnee par 

hVII (k l ) hh (k2) 
2 

+8 IIi=1 hIi (k i ) (1 - 2FMi (k i ) - hI;. (k i )) , 

ott hvII et hvh sont les fonctions de masse de probabilite univariees de MI 
et M 2 . 

Preuve. L'expression est deduite de (9.5) .• 

9.6 Methodes de construction des co pules 

Les methodes de construction de copules sont decrites avec beau coup 
de details notamment dans [85] : inversion, algebrique, melange et 
geometrique. Dans cette section, on traite des trois premieres methodes. 

9.6.1 Methode d'inversion 

La methode d'inversion se base sur Ie theoreme de Sklar. On genere la 
copule it partir d'une distribution continue bivariee donnee. 

Soit un couple de v.a. contiues (Xl, X 2 ) dont la fonction de repartition 
est F X1 ,X2 et les marginales sont FXl et F X2 . Alors, l'unique co pule 
correspondante C est obtenue en utilisant la transformation inverse 
Xl = FXll (UI) et X2 = FX21 (U2) 
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ou (UI' U2) est un couple de v.a. de loi uniforme standard et dont la fonction 
de repartition (sur [0,1] x [0,1]) est la copule C. 

On peut aussi appliquer la meme approche pour generer une co pule 
de survie. En effet, 11 partir de F X" X2 (XI,X2), FXl (Xl) et FX2 (X2), on 
obtient la copule de survie 

On mentionne ci-dessous un exemple de copule generee par la fonction 
de survie conjointe d'une loi bivariee. 

Exemple 9.25 La copule de Clayton est generee par la loi fonction de 
survie conjointe de la loi bivariee Pareto #finie en (8.21) ala sous-section 
8.5.9 par 

(9.6) 

Comme FXi (Xi) = (1 + ~:) -a;, on deduit que 

I (_...L ) F-;;; (Ui) = Xi = Ai ui u, - 1 , (9.7) 

pour i = 1,2. On remplace (9.7) dans (9. 6) et on obtient 

qui correspond a l'expression de la copule de Clayton. D 

La co pule EFGM en (9.2) est generee en remplagant Xi dans la fonction 
de repartition conjointe de la loi bivariee exponentielle EFGM en (8.15) 
par - In (1 - Ui), i = 1, 2. 

La copule Marshall-Olkin est aussi obtenue 11 partir de la fonction de 
survie conjointe de la loi exponentielle bivariee Marshall-Olkin. La co pule 
normale est generee par la fonction de repartition conjointe de la loi bivariee 
normale et la copule de Student est generee par la fonction de repartition 
conjointe de la loi bivariee de Student. 
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9.6.2 Methode algebrique 

Selon la methode algebrique, on genere la copule com me une perturbation 
de la copule d'independance. Les copules d' Ali-lVIikhail-Haq et de Plackett 
sont des exemples de copules obtenues par la methode algrebrique. La 
copule EFGlVI peut aussi etre obtenue par cette methode. 

Selon (9.3), l'expression de la copule Ali-lVIikhail-Haq est donnee par 

00 

CCt (Ul' U2) = UlU2 + L (a (1 - Ul) (1 - U2))k , 

k=l 

ou Ie premier terme correspond it la copule d'independance et Ie second 
terme est interprete com me une pertubation de la co pule d'independance. 

9.6.3 Methode par melange 

On peut generer une co pule en prenant une combinaison convexe de 
plusieurs copules. Par exemple, la copule de Frechet est une combinaison 
convexe des copules C1.., C- et C+. 

Generalement, on a 

n 

CM (Ul,U2) = LaiCei (Ul,U2), 

i=l 

ou Cell ... , Ce n sont differentes copules et aI, ... , an sont des masses de 
probabilite telles que aI, ... , an ::::: ° et L:~=l ai = 1. 

Exemple 9.26 Pour tenir compte a la fois de la dependance aux 
extremites des queues a gauche et a droite, on construit une copule a 
partir des copules de Clayton et de Gumbel par Ie biais d 'un melange 

avec a E [0,1]. D 

9.7 Copules archimediennes 

Les co pules archimediennes constituent une famille importante de copules, 
qui comprend notamment les copules de Clayton, de Frank, de Gumbel et de 
Ali-lVIikhail-Haq. Les copules de Spearman, de Frechet, de Cuadras-Auge, 
de lVIarshall-Olkin, EFGlVI, de Plackett et normale ne font pas partie de 
cette famille. 

On definit une copule archimedienne bivariee par Ie biais d'un generateur 
¢ qui do it posseder les proprietes suivantes : ¢ : [0,1] ---+ [0, (Xl) 
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est une fonction continue, strictement decroissante et convexe ; et 
¢(1) = lim¢(t) = O. De plus, si ¢(O) = 00, Ie generateur est dit 

t--; 1 

strict et l'inverse ¢-1 de ¢ existe. Autrement, on a recours a la fonction 
pseudo-inverse de ¢ qui est definie par 

¢H] (t) = { ¢-1 (t), 0:::; t:::; ¢(O) 
0, ¢ (0) < t < 00 

Vne copule C est dite archimedienne si 

Si Ie generateur ¢ est strict, alors (9.8) devient 

(9.8) 

(9.9) 

Soit ¢ (t) = -In (t) qui est un generateur strict avec ¢[-1] (t) = ¢-1 (t) = 
e- t . Alors, en appliquant (9.9), on obtient 

qui correspond avec la copule independance. 
Les generateurs des co pules de Clayton, de Gumbel, de Frank et de 

Ali-Mikhail-Haq avec les parametres indiques ci-dessous sont tous stricts : 

• Clayton: ¢(t) = (C':-I) , a> 0 ; 

• Gumbel: ¢(t) = {In(i-)r, a::;-' 1; 

{ 
-0> I} • Frank: ¢(t) = In :-,,1-=-1 ,a > 0 ; 

• Ali-Mikhail-Haq: ¢(t) = In C-"'~I-t)) , a E [-1,1). 

Si Ie generateur n'est pas strict, alors la copule est de la forme 

introduisant une composante singuliere. Par exemple, Ie generateur ¢ (t) = 
(t-':-I) n'est pas strict pour a E [-1,0) et il conduit a la version generalisee 
de la copule de Clayton qui est donnee par 

I 

C (Ul, U2) = (max (u1'" + u2'" - 1; 0)) -c; . (9.10) 

D'apres (9.10) et avec a E [-1,0), la relation de dependance entre les 
composantes du couple est negative. De plus, si a = -1, la copule en 
(9.10) devient la copule borne inferieure de Frechet. 
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On peut consulter [85] pour une liste plus importante de copules 
archimediennes 

9.8 Copules elliptiques 

La famille des copules elliptiques comprend notamment la copule normale 
et la copule de Student. Elles sont couramment utilisees en finance. Elles 
se caracterisent par des graphiques en points de forme elliptique. L'etude 
des proprietes de cette famille n'est pas abordee dans cet ouvrage. 

9.9 Methodes d'agregation de risques dependants 

9.9.1 Introduction 

Les methodes d'agregation se regroupent en quelques categories: bornes 
inferieures et superieures, expressions exactes, methodes basees sur la 
simulation et methodes numeriques. On a deja presente les methodes de 
simulation. Dans cette section, on aborde l'evaluation de bornes minimale 
et maximale pour la VaR, la methode fondee sur la discretisation et la 
methode des carres. 

9.9.2 Bornes minimale et maximale pour la VaR 

On examine les bornes stochastiques pour une somme finie de v.a. S = 
L:~=l Xi, n ::;-. 2. On se limite au cas n = 2. 

En pratique, il advient qu'on puisse modeliser de fagon adequate les 
comportements marginaux de deux risques mais qu'il soit difficile de 
specifier la relation de dependance entre deux risques en raison d'un 
manque d'information. Cela peut survenir dans Ie contexte de risques 
environnementaux notamment. 

Dans cette section, on presente les bornes minimale et maximale de F s 
sans specifier la relation de dependance entre les v.a. Xl et X 2 . L'interet 
de ces bornes est qu'elles permettent d'obtenir des bornes pour VaR", (S), 
pour K, E ]0,1[. Ce probleme aurait ete formule par Kolmogorov. 

Soit une v.a. X avec fonction de repartition Fx. On definit la limite a 
gauche par Fi: (x) = Pr (X < x), pour x E 1Ft 

Proposition 9.27 Soient deux v.a. Xl et X 2 avec fonctions de repartition 
FXi et limite a gauche Fi:i , i = 1,2. Alors, on a 



9.9 Methodes d'agregation de risques dependants 

FSin (s) 

Fsax (s) 

inf max (Fi: (x) + Fi: (s - x) - 1; 1) 
xEIR I 2 

inf min (FXl (x) + FX2 (s - x); 1), 
xEIR 
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pour s E JR. Ces bornes sont les meilleures pour chaque point s. Ce resultat 
se tmduit comme suit: 

sup {Fi:,l (UI) +Fi:} (U2)} 
rnax(ul +u2-I;O)=" 

sup {Fi:,I(u)+Fi:}(K:-u)} 
uE[O,"] 

et 

inf {Fi: ,l (UI) + Fi:} (U2)} 
rnax(u, +u2-I;O)=" 

inf {Fi: l (u) + Fi:1 (1- (K: - u))}. 
uE[",I] I 2 

Preuve. Voir e.g. [25] ou [106] .• 
On obtient des expressions explicites pour FJpin (s) et Fsax (s) lorsque 

les marginales sont des lois exponentielles. 

Exemple 9.28 Lois exponentielles. Soient les v.a. Xi ~ Exp (t), i = 

1,2. On de.finit la v.a. S = Xl +X2. Alors, on a VaR" (S):::; VaR" (S):::; 
VaR" (S) pour K: E ]0, 1[ OU 

VaR" (S) 

VaR" (S) 

- max ("11; 12) In (1 - K:), 

- hI + 12) In (1 - K:) + hI + 12) In hI + 12) 

-II In hI) - 12 In (2) . 

Les details des calculs sont fournis dans {25}. D 

L'exemple suivant applique les resultats de l'exemple 9.28. 

Exemple 9.29 Soit Ie couple de (XI ,X2 ) dont la structure de dependance 
est inconnue et dont les margin ales sont Xi ~ Exp CIo), i = 1,2. Soient 

les couples de v. a. (Xl' Xi), (X t , xt) et (xi, xi) ou les composantes 
sont respectivement antimonotones, independantes et comonotones et ou 
les marginales sont identiques a celles de Xl et X 2 • On dejinit les v.a. 
S = Xl +X2, S- = Xl +Xi, s1.. = xt +xd- et S+ = xi +xt. Selon 
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FIGURE 9.14. Valeurs VaR" (S), VaK (S), VaR" (S-), VaK (S1-) et 
VaR" (S+). 

l'exemple 8.17, on a 

( 1-"") (1-"") VaR", (S-) = -lOIn 1- -2- + -lOIn -2- . 

D'apres l'exemple 8.11, on a 

VaR", (S+) = -2 x lOIn (1- ",,). 

Comme S1- ~ Erl (2, 110 ), on a VaR", (S1-) = H-1 (",,;2, 110)' 

A la figure 9.14, on represente sur graphiques les valeurs VaR", (S), 
VaR", (S), VaR", (S-), VaR", (s~) et VaR", (S+) dont quelques unes sont 
aussi fournies dans Ie tableau ci-dessous : 

K VaR" (S) VaR" (S) VaR,,(S ) VaR" (s1-) VaR,,(S+) 
0.5 6.9315 27. 7259 16.7398 16.7835 13.8629 

0.95 29.9578 78.7776 .'f7.1420 47.4886 59.9146 
0.99 46.0517 105.9668 58.0888 66.8885 92.1084 

0.995 52.9832 119.8293 59.9397 74-3013 105.9663 
0.999 69.0776 152.0180 76.0140 92.8841 188.1551 

.0 

Des expressions explicites pour FS'in (s) et FS'ax (s) sont aussi produites 
quand les marginales sont des lois de Pareto. 

Exemple 9.30 Lois de Pareto. Soient les v.a. Xi ~ Pa (a, Ai), i = 1,2. 
On definit la v.a. S = Xl + X 2 . Alors, on a VaRK (S) -s: VaRK (S) -s: 
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VaR", (5) 

VaR", (5) 

max(Al;A2) ((1- Kr* -1) 
::\ ((1 - K:) - ± - 1) + ::\ - Al - A2, 
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n Ct ~ 

att A (A1,+1 + A1,+1) n A nouveau, les details des calculs sont 

presentes dans {25}. D 

On met en application dans Ie prochain exemple les resultats de l'exemple 
9.30. 

Exemple 9.31 Soient les v.a. Xi rv Pa (1.5,1), i = 1,2. On de.finit la 
v.a. 5 = Xl + X 2 • Dans Ie tableau ci-dessous, on indique les valeurs de 
VaR", (5) et VaR", (5). De plus, on presente les valeurs de VaR", (5) en 
supposant la comonotonicite entre les 2 v.a. : 

K VaR" (5) VaR" (5) VaR" (5) comon. 
0.5 0.5874 3.0397 1.1748 

0.95 6.8681 21.8921 12.7861 
0.99 20.5443 6'6'.3990 41.0887 

0.995 88.1995 106.5767 66.8990 
0.999 99.0000 815·4802 198.0000 

D 

Il est rare que l'on puisse obtenir des expressions explicites pour Fsin (s), 
Y!rX (s), VaRK (5) et VaRK (5). Il est toutefois possible de recourir a 
la methode numerique suivante pour evaluer approximativement Fsin (s), 
Fs"ax (s), VaR", (5) et VaR", (5). 

Pour simplifier la presentation, on suppose que FX1 et FX2 sont 
continues. On fixe un entier n (tres grand de preference) et c > 0 (tres 
petit de preference). Alors, on a 

VaR\n) (5) = sup {Fi1 (i) + Fi1 (~)} 
n j=O,l, ... ,k 1 n 2 n 

et 

VaR~) (5) =_ inf {Fill (i) + Fi} (1- (j - k))}. 
J-k,k+l, ... ,n n n 

Dans Ie cas ou la distribution de Xi est definie sur un support borne [ai, bi ], 
alors Fi} (0) = ai et Fi} (1) = bi pour i = 1,2. Par contre, si Ie support de 

la distribution de Xi n'est pas borne, alors on fixe Fi} (0) "::' Fi} (0 + c) 
et Fi} (1) "::' Fi} (1 - c). 
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Exemple 9.32 80ient les v.a. Xi ~ Exp Uo)' i = 1,2. On dejinit la v.a. 
8 = Xl + X 2 avec E [8] = 10. Dans Ie tableau ci-dessous, on indique 
les valeurs exactes de VaR" (8) et VaR" (8) ainsi que les valeurs de 

( ) --en) 6 
VaR"n (8) et VaR" (8) pour n = 10 : 

K VaR" (5) VaR" (5) VaRSn ) (5) VaR~n) (5) 
0.5 6.9315 27. 7259 6.9315 27.7259 

0.95 29.9578 78.7776 29.9578 78.7776 
0.99 46.0517 105.9663 46.0517 105.9663 

0.995 52.9888 119.8298 52.9882 119.8298 
0.999 69.0776 152.0180 69.0776 152.0180 

On constate que les valeurs approximatives sont identiques aux valeurs 
exactes a la 4e decimale pres. De plus, il est important de mentionner que 

les valeurs de VaR~n) (8) et VaR~n) (8) sont tres faciles a calculer en R. D 

Exemple 9.33 80ient les v.a. Xi ~ Pa (ai, 10 (ai - 1)), i = 1,2, avec 
al = 1.5, a2 = 1.8. On de.finit la v.a. 8 = Xl + X 2 avec E [8] = 10. Dans 

Ie tableau ci-dessous, on indique les valeurs de VaR~n) (8) et VaR~n) (8) 
pour n = 106 : 

K VaRSn) (5) VaR~n) (5) 

0.5 8.7579 16.8558 
0.95 84·2556 107.4999 
0.99 102.7217 308·4762 

0.995 165.9976 478.8064 
0.999 495.0000 1307.0970 

D 

Exemple 9.34 80ient les v.a. Xi ~ LN (fJi,O';), i = 1,2 (avec fJl = 0.06, 
fJ2 = 0.07, 0'1 = 0.2, 0'2 = 0.3) ou Xi represente la valeur a la .fin d'une 
periode d 'un montant 1 investi au debut de la periode dans Ie titre i, pour 
i = 1,2. La valeur totale du portefeuille ala .fin de la periode est representee 
par la v.a. 8 = Xl + X 2, ou E [8] = 2.2052. Dans Ie tableau ci-dessous, on 

( ) --en) 6 
indique les valeurs de VaR"n (8) et VaR" (8) pour n = 10 : 

K VaRt') (5) VaR~n) (5) 

0.0001 0.8215 2.0898 
0.001 0.9496 2.0906 
0.01 1.1299 2.0984 
0.5 1.8187 2.5089 
0.99 2.7082 4.1)802 
0.999 3.1924 4·9054 

Par exemple, les valeurs approximatives des bornes inferieure et superieure 
de la VaRO.Ol (8) sont 1.1299 et 2.0984. D 
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9.9.3 Methode avec discretisation 

On considere un couple de v.a. continues (X I ,X2 ) dont la structure de 
dependance est definie par une co pule C et les marginales continues F x J 

et FX2 i.e. 
FXJ ,X2 (Xl, X2) = C (FxJ (xI), FX2 (X2))' 

On definit S = Xl + X 2 et on veut evaluer Fs (8) pour 8 E Jl{. La fonction 
de densite conjointe est don nee par 

On sait que la fonction de densite de S s'exprime en termes de iXJ ,X2 avec 

De plus, on deduit que Fs (8) = J; is (t) dt. Neanmoins, la tache est 
impossible pour la majorite des copules 11 moins de recourir 11 l'integration 

.' ('1' 1 l' . 1 1 ®) numenque en utI lsant par exemp e un oglcle te que Maple . 
On explique une methode basee sur la discretisation des marginales FXJ 

et FX2 . L'idee est d'ev~uer aEproximativement les v.a. continues Xl et X 2 

par des v.a. discretes Xl et X 2 OU 

Xi E {Oh, 1h, 2h, ... } , 

pour i = 1,2 et pour un pas de discretisation h > 0. On choisit une methode 
de discretisation parmi celles qui sont expliquees au chapitre 6. La fonction 

de repartition conjointe FXJ ,X2 de (Xl, X2) est definie en fonction de la 

meme co pule C que celle qui est associee 11 FX "x2 et des fonctions de 

repartition marginales F Xi (Xi) de Xi (i = 1,2) : 

pour kl' k2 EN. 
Les valeurs de la fonction de masse de probabilite de (Xl, X2 ), 

sont determinees comme suit. Pour kl = 0, k2 = 0, on a 
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Pour kl E N+ et k2 = 0, on a 

FX" X2 (klh, k2h) 

- Fx x (klh, (k2 - 1) h) 
1, 2 

- Fx X ((kl - 1) h, k2h) 
1, 2 

+ FX" X2 ((kl - 1) h, (k2 - 1) h). 

On approxime la v.a. S paE la S = i\ +X2 E {Oh, 1h, 2h, ... }. La fonction 
de masse de probabilite de S est donnee par 

k 

is (kh) = L !x"X2 (jh, (k - j) h) , 
j=O 

pour kEN. Ensuite, il est aise de calculer Fs (kh) et toutes fonctions de 

S, notamment les mesures de risque VaRK (S) et TVaRK (S). 
Exemple 9.35 On suppose que Xi rv Pa(ai, Ai) avec Al = 11, A2 = 
12, al = 2.1, a2 = 2.2. On dejinit S = Xl +X2. La fonction de repartition 
conjointe de (Xl ,X2) est FX" X2(Xl,X2) = C(FX, (Xl),Fx2 (X2)), OU 
C (Ul, U2) est une copule de Clayton avec parametre de dependance a = 10. 
On discretise les variables aleatoires Xl et X 2 jusqu'a 5000 avec les trois 
methodes de discretisation et un pas de h = 1 pour evaluer la fonction de 
repartition de S. Le tableau suivant presente les valeurs des VaR obtenues 
avec les trois methodes d' arithmetisation : 

K VaR K (S)l1pper VaR K (5) dispc'!"sion VaR K (5) lower 

0.95 72 7,'1 74 
0.995 215 216' 217 

D 

9.9.4 Methode des CarTeS 

Soit Ie couple de v.a. positives continues (Xl, X 2) dont la fonction de 
repartition est FX" X 2 • On presente la methode des carres pour evaluer Fs 
OU S = Xl + X 2. Cette methode est une variante simplifiee de la methode 
AEP prop osee par [3]. Evaluer Fs (s) revient it evaluer la probabilite que 
(Xl, X 2) prenne valeur dans Ie triangle dont les cOOl'donnees dans Ie plan 
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cartesien sont (0,0), (0,8) et (8,0). L'idee de la methode des carres est de 
recouvrir la surface triangulaire par des carres. On definit la probabilite 
attribuee au carre (aI, bl ] x (a2' b2] par 

6 a" h 6 a2 ,b2 FX' ,X2 (Xl, X2) 

Pr(al < Xl -s: bl ,a2 < X 2 -s: b2). 

A la premiere etape, on commence par evaluer approximativement Fs (8) 
par 'PI (8) = ((0,1] x (0,1]' la probabilite que (Xl, X 2) se trouve dans Ie carre 

(0, ~l x (0, ~l. Ala deuxieme etape, on ajoute la probabilite que (X I ,X2 ) 

prenne valeur dans 

0- x --+- U --+- x 0-( 18] (8 8 8] (8 8 8] ( 18] 
, 4 2' 2 4 2' 2 4 ' 4 

et l'approximation devient 

'P2 (8) = 'PI (8) + ((0 l£.]x(:?c. :?c.+l£.] + ((:?c. :?c.+l£.]x(o l£.]. 
'4 4'4 4 4'4 4 '4 

A la troisieme etape, on a 

'P3 (8 ) 'P2 (8) + ((0 k]x(Q.,; Q.,;+k] + (("'-" "'-"+k]x(i« i«+k] 
'S 8'8 S 8'8 S 8'8 S 

Bref, on deduit la relation recursive 

2rn-l_l 

'Pm (8) = 'Pm-l (8) + L ((2 i ,< 2j8 ,<] (2(2 m - 1 -1- j ), 2(2 m - 1 -1-j), ,<], 
j=O 2'fIT",~+'2'fIT" X 2 m , 2 m +~ 

pour m = 1,2, ... avec 'Po (8) = O. Il est aussi possible d'ecrire 

La contruction des carres est illustree a la figure 9.15. 
Pour tout 8, 'Pm (8) va tendre vers Fs (8), lorsque m -----+ 00. On evalue 

approximativement Fs (8) par 'Pm (8) pour m eleve, en choisissant m de 
telle sorte que la difference 'Pm (8) - 'Pm-l (8) soit inferieure au degre 
de precision choisi c. La valeur de m depend de 8 et c. Etant donne la 
construction de l'approximation, on mentionne que 'Pm (8) -s: Fs (8) et qu'il 
en resulte que VaRK, (S) -s: ¢;;/ (11:). 

Exemple 9.36 On con8idere Ie couple de v.a. (Xl, X 2) dont la loi 
conjointe e8t dejinie par la copule de Frank avec un parametre de 
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:: :: 
:!l :!l 

N 
.,; 

N 
.,; 

X 

~ 
X 

~ 

;; ;; 
~ ~ 

0.0 0.2 OA 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 OA 0.6 0.8 1.0 

xl xl 
Grapl1lque(a) Gra""qoe(b) 

:: :: 
:!l .,; 

';1 
:!l 

';1 
~ 

.,; .,; 

;; ;; 

.,; .,; 

0 .• •• 1 M •. 6 0.8 1.0 0 .• •• 1 OA •. 6 0.8 1.0 

xl xl 
Grao/llQUO (0) Graph.,... (d) 

FIGURE 9.15. La methode des carres est illustree pour les etapes 1 (graphique 
b), 2 (graphique c) et 3 (graphique d). 

dependance 0: et les deux margin ales de Xl et X 2 OU Xl rv X 2 rv Exp(l). 
On dejinit la v.a. 8 = Xl + X 2 • On sait que E [8] = 2, VaRO.995 (Xl) = 
VaRO.995 (X2 ) = 5.298317. Dans Ie tableau ci-desso® on indique les 

valeurs exactes de VaRO.995 (8) (obtenues avec MapLe pour 0: = -10 
et 10) et les valeurs obtenues de !.pm (VaRo.995 (8)) avec la methode des 
carres : 

a VaRO.995 (S) m=l m= 10 m = 19 m= 20 
-10 6.11728655 0.9060989 0.9949849 0.995 0.995 

10 9.08023745 0.9796857 0.9949826 0.995 0.995 

On constate que la convergence est fort satisfaisante. D 

Exemple 9.37 On considere Ie couple de v.a. (Xl, X 2 ) dont la loi 
conjointe est de.finie par la copule de Frank avec un parametre de 
dependance 0: et les deux marginales de Xl et X 2 OU Xl rv Fa (1.5, 0.5) 
et X 2 rv Fa (1.8, 0.8). On de.finit la v.a. 8 = Xl + X 2 . On deduit 
que E [8] 2. Dans Ie tableau ci-dessous, on indique les valeurs 
obtenues !.pm (VaRo.995 (8)) avec la methode des carres et en .fixant 
VaRO.995 (8) "::' <p2'ol (0.995) : 

a VaRo.995 (S) m=l m= 10 m = 19 m= 20 
-10 23.99940 0.9851983 0.9949958 0.995 0.995 

10 27.86688 0.9885989 0.9949958 0.995 0.995 

A nouveau, la convergence de l'approximation est satisfaisante. D 
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:! :! 

:i :i 
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N N 
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::l ::l 

~ ~ 

~ ~ 

0.0 0.2 0.,( 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.. 0.6 0.8 1.0 

x1 (methode lower m=1 ) x1 (methode upper m=1 ) 

" " 
~ ~ 

:l :l 
N N 
X X 

::l ::l 

:;: :;: 

~ ~ 

0.0 0.2 0.4 0.& 0.8 1.0 0.0 0.2 0.. 0.6 0.8 1.0 

x1 (methode lower m=2) x1 (methode upper m=2) 

FIGURE 9.16. Illustration des methodes lower et upper des rectangles pour 
m = 1 et m = 2. 

9.9.5 Methodes des rectangles 

Soit Ie couple de v.a. positives continues (Xl, X 2 ) dont la fonction de 
repartition est FX1 ,X2 • On definit S = Xl + X 2 . Deux approximations 
de Fs (3), que l'on appelle les methodes lower et upper des rectangles, sont 
aussi construites en recouvrant la surface triangulaire par des rectangles. 

Selon la methode lower des rectangles, on additionne les masses de 
probabilite associees aux 2m - 1 rectangles se trouvant en-dessous de la 

diagonale Xl + X2 = 3 et on produit l'approximation A~,m) (3) de Fs (3) 

donnee par 

De meme, pour la methode upper des rectangles, on fait la somme des 
masses de probabilite associees aux 2m rectangles se trouvant en-dessus de 

la diagonale Xl +X2 = 3 men ant it l'approximation A~u,m) (3) de Fs (3) qui 
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est definie par 

~ ( (i 2m + 1 - i ) (i - 1 2m + 1 - i )) 
~ F X" X2 2m s, 2m S - FXl ,X2 ~s, 2m S . 

Les methodes lower et lLpper des rectangles sont illustrees it la figure 9.16 
pour m = 1 et m = 2. Clairement, on a 

pour s ::;> 0 et m, k E 1'1+. De plus, on a 

lim A~,m) (s) --+ Fs (s) et lim Aku,m) (s) --+ Fs (s). 
m~~ m~~ 

Si on definit 

~(l,m) { (I m) } 
VaR K (8) = inf s E JR+,As' (s)::;> '" 

et 
~(u,m) {+ (u m) } 
VaRK (8)=inf sEJR ,As' (s)::;>", , 

alors l'inegalite 

~~(u,m) ~~(l,m) 

VaR K (8) ::; VaRK (8) ::; VaRK (8) (9.12) 

est satisfaite pour 0 < '" < 1. 

Exemple 9.38 On considere Ie cOlLple de v.a. (Xl, X 2 ) dont la loi 
conjointe est de.finie par la coplLle de Clayton avec lLn parametre de 
dependance a = 4 et les delLx marginales de Xl et X 2 OU Xl rv Exp (0.1) 
et X 2 rv Exp (0.2). Les valelLrs obtenlLes pOlLr les delLx approximations 
(avec m = 20) de Fs (s) ott 8 = X I + X 2 sont presentees dans Ie tablealL 
slLivant : 

s A~,m) (s) A~u,m) (s) 

5 0.2713069 0.2713072 
10 0·4656194 0·4656197 
20 0.7184929 0.7184933 
30 0.8632002 0.8632005 
50 0.9753317 0.9753318 
100 0.9998158 0.9998158 

D 



9.10 Mesures de dependance 373 

Exemple 9.39 On considere Ie cOlLple de v.a. (Xl, X 2 ) dont la loi 
conjointe est de.finie par la coplLle de Clayton avec lLn parametre de 
dependance a = 4 et les delLx marginales de Xl et X 2 OU Xl 
Pareto (0.9,1) et X 2 rv Pareto (1.8, 1). On reprodlLit dans Ie tablealL 
slLivant les valelLrs des delLx approximations (avec m = 20) de F s (s) 01'1 
8 = Xl + X 2 : 

s A~,m) (s) A~u,m) (s) 

1 0.3158349 0.3158351 
100 0.9836904 0.9836904 
10000 0.9997487 0.9997487 
1000000 0.9999960 0.9999960 

Cet exemple est slLggere par [3). D 

Pour m et s fixes, la methode des carres et la methode lower des 
rectangles produisent des valeurs identiques. Les deux methodes des 
rectangles sont tres simples d'application. Comme l'indiquent (9.11) et 
(9.12), ces methodes permettent d'encadrer la valeur exacte de Fs (s) et 
VaR", (8). 

9.9.6 Commentaires sur la methode avec discretisation 
et la methode des carres 

La methode avec discretisation permet d'evaluer toute fonction de (X I, X 2 ) 

alors que, dans sa forme actuelle, la methode des carres sert it evaluer 
Fs et de deduire la VaR", (8). Pour les deux methodes, il est possible de 
s'approcher de la valeur exacte avec un degre voulu de precision. Dans 
[3], on presente la methode AEP, une generalisation plus performante 
de la methode des carres, ameliorant la vitesse de convergence de 
l'approximation. Decrites dans [15], les deux methodes des rectangles 
ont l'avantage d'approcher de la valeur exacte avec Ie degre voulu de 
precision tout en produisant des bornes inferieure et superieure pour cette 
valeur. 

9.10 Mesures de dependance 

Il existe differentes mesures pour quantifier la relation de la dependance 
ou l'association entre deux v.a. Xl et X 2 . Dans cette section, on presente 
brievement la me sure de correlation lineaire, deux mesures de correlation 
de rangs et deux mesures de dependance de queue. 

On debute en indiquant les proprietes souhaitables pour une mesure de 
dependance. 
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Proprietes 9.40 Les proprietes desirables pour une mesure de dependance 
'if (Xl, X 2 ) sont les suivantes : 

2. Normalisation: -1 :::; 'if (Xl, X 2 ) :::; 1 

3. Comonotonicite : 'if (Xl, X 2 ) = 1 si et seulement si Xl et X 2 sont 
comonotones ; 

4. Antimonotonicite : 'if (XI ,X2 ) = -1 si et seulement si Xl et -X2 
sont comonotones (ou Xl et X 2 sont antimonotones) ; 

5. Invariance : pour to ute fonction strictement monotone ¢ : JR. --+ JR., 
on a 

(¢(X) X) = { 'if (XI ,X2 ) , si ¢ est croissante 
'if I, 2 -'if (Xl, X 2 ), si ¢ est decroissante 

9.10.1 Mesure de correlation lineaire 

La definition du coefficient de correlation de Pearson est fournie au chapitre 
1. Le coefficient de correlation de Pearson mesure la relation de dependance 
lineaire entre les v.a. Xl et X 2 . En effet, si X 2 = a + bXI et b> 0, alors 

bVar (XI) = 1. 

ylVar (Xl) b2Var (XI) 

Au contraire, si l'on suppose que X 2 = a + bXI avec b = -c OU c > 0, il en 
resulte que 

-cVar (Xl) = -1. 

ylVar (Xl) c2Var (Xl) 

Le coefficient de correlation de Pearson est invariant par rapport aux 
transformations lineaires. Soient deux scalaires bl , b2 > 0. Alors, on a 

pp (al + bIXI , a2 + b2 X 2 ) = pp (Xl, X 2 ) . 

Toutefois, il ne permet pas de mesurer adequatement la concordance (ou 
l'association) entre deux v.a. Il existe des mesures dites invariantes au 
changement d'echelle, dont les deux plus populaires sont Ie tau de Kendall 
et Ie rho de Spearman. 

Il y a plusieurs problemes de perception lies au coefficient de correlation 
de Pearson. Notamment, il est faux de croire que les margin ales et la 
correlation pour un couple de v.a. determinent leur distribution conjointe. 
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En effet, il est possible de construire differentes distributions pour Ie couple 
(Xl, X 2 ) 11 partir des memes marginales FXl et FX2 et de differentes 
copules. De plus, il est important de souligner que la valeur du coefficient 
de correlation de Pearson depend des marginales. 

Il est aussi errone de croire que, pour toutes marginales FI et F2 et pour 
tout coefficient de correlation pp (XI ,X2 ) E [-1,1]' il est toujours possible 
de construire une fonction de repartition conjointe dont les marginales sont 
FI et F2 et la correlation pp (Xl, X2). 

Le coefficient de correlation lineaire de Pearson ne satisfait pas toutes 
les proprietes desirables d'une mesure de dependance, soient celles qui sont 
liees 11 la comonotonicite, l'antimonotonicite et l'invariance. 

Proposition 9.41 Soit un couple de v.a. (XI ,X2 ) dont les margin ales ont 
des esperances et des variances jinies ainsi qu 'une fonction de repartition 
non specijiee. Alors, on a 

1. les valeurs atteignables de pp (Xl, X 2 ) sont comprises dans l'intervalle 

2. la valeur ppin est atteinte si et seulement si les v.a. Xl et -X2 sont 
comonotones ; 

3. la valeur ppax est atteinte si et seulement si les v.a. Xl et X 2 sont 
comonotones. 

Preuve. Voir e.g. [33] et [81] .• 
Si les v.a. (XI ,X2 ) sont non correlees lineairement i.e. pp (XI ,X2 ) = 0, 

cela n'implique pas qu'elles soient independantes. 
L'exemple suivant fournit une illustration d'un cas OU Pp (XI ,X2 ) est 

strictement inferieur 11 1 bien que Xl et X 2 soient comonotones. 

Exemple 9.42 Soit Ie couple de v.a. comonotones (Xl, X 2 ) 01'1 Xl 
Exp(l) et X 2 rv U(O,I). On a Xl = -In(I-U) et X 2 = U = 1-
exp (-Xl). Tout d'abord, on deduit 

1= 1 
E [Xl exp (-Xl)] = xexp (-x) exp (-x) dx = -. 

o 4 

Il en resulte que E [XI X 2] = ~ et Pp (XI ,X2 ) = ~V12 = 0.866. D 

Dans l'exemple suivant, on calcule les bornes pour pp (Xl, X 2 ) dans Ie 
cas ou les marginales obeissent 11 des lois lognormales. 

Exemple 9.43 Soient les v.a. Xi rv LN (fJ>i,CJn pouri = 1,2. Si (XI ,X2 ) 

forme un couple de v. a. comonotones ou antimonotones, on deduit que 
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+ (X X) = (eU1U2 _I) ou - (X X) = (e- U1U2 _I) Pour 
Pp 1, 2 ./(u2 )(u?) Pp 1, 2 ./(u2 )(u? ). V e 1-1 e 2-1 V e 1-1 e 2-1 

(}I = 2 et (}2 = 3, on obtient pt (Xl, X 2) = 0.6107 et Pp (Xl, X 2) = 
-0.0015.0 

Dans l'exemple suivant, on considere lois conjointes OU la correlation est 
nulle et on les compare a la loi conjointe avec independance. 

Exemple 9.44 Soit une couple de v.a. (UI , U2 ) OU Ui rv U (0, 1) (i = 1,2) 
et avec Cov (UI , U2 ) = O. On dejinit S = UI + U2 • Quatre hypotheses 
considerees pour la loi conjointe de (UI' U2) : 

• hypothese 1 (copule de Frechet) : FU" U2 (UI' U2) = ~ max (UI + U2 - 1; 0)+ 
~min(uI;u2) ; 

• hypothese 2 (independance) : FU" U2 (UI' U2) = UIU2 

• hypothese 3 : UI = U et U2 = 12U - 11 OU U rv U (0, 1) 

• hypothese 4 : UI = U et U2 = 1 - 12U - 11 01'1 U rv U (0,1). 

Pour les 4 hypotheses, la valeur de Pp (UI , U2) est nul/e. Les expressions 
de Fs pour chaque hypothese sont les suivantes : 

• hypothese 1 : Fs x = r () { ~,Ox:::;X:::;1 
2" + 4' 1:::; x:::; 2 

• hypothese 2 : Fs (x) = 2 " { 
x2 0:::; X :::; 1 

2x - x2- - 1, 1:::; x :::; 2 

• hypotM~, 3,1"8 (x) ~ { 
0, 0:::; x:::; ~ 
.? (2x - 1) 1 < x < 1 
3 ' 2 - -
x+I 1 < x < 2 
3' - -

• hypo!he." 4 ' Ps (.r.) ~ { 
¥' 0:::; x:::; 1 
- (4x - 3) 1 < x < ;.! 
3 ' - - 2 
1, ~ :::; x :::; 2 

Bien que les v.a. UI et U2 soient non-correlees pour les 4 hypotheses, on 
constate dans la .figure 9.17 que les valeurs de Fs different clairement. pO 

9.10.2 Mesures de correlation des rangs et concordance 

On considere une paire de v.a. continues (XI,X2). Les deux principales 
mesures de correlation des rangs sont Ie tau de Kendall et Ie rho de 
Spearman. 
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FIGURE 9.17. Combes de Fs (s) (hypothese 1 = ligne avec traits et points; 
hypothese 2 = ligne pointillee; hypothese 3 = ligne continue ; hypothese 4 = 
ligne avec traits). 

Definition 9.45 Le talL de Kendall associe alL cOlLple (X I, X 2 ) est defini 
par 

Pr ((Xl - xD (X2 - X~) > 0) 

- Pr((XI-XD(X2-X~)<0), (9.13) 

OU (X{, X~) est independant de (Xl, X 2) et possede les memes marginales 
qlLe (X I ,X2 ). 

L'interpretation de (9.13) est donnee par 

T (X I, X 2) = Pr ( concordance) - Pr ( discordance) . 

Les valeurs possibles du tau de Kendall sont -1 :::; T (Xl, X 2) :::; 1. Si Xl et 
X 2 sont comonotones (antimonotones), cela implique que T(XI ,X2) = 1 
(-1). De plus, si les v.a. X I et X 2 sont independantes, cela implique 
que T(XI ,X2) = O. La valeur du tau de Kendall ne depend pas des 
marginales du couple (X I ,X2 ). Le premier (deuxieme) terme mesure la 
probabilite d'observer des valeurs concord antes (discordantes). Ainsi, plus 
la relation de dependance entre (Xl, X 2) est positive (negative) plus la 
valeur s' approchera de 1 (-1). 

Le tau de Kendall est aussi appele Ie coefficient de correlation des rangs 
de Kendall. 
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Definition 9.46 Le rho de Spearman associe alL cOlLple (Xl, X2) est defini 
par 

3Pr ((Xl - Xt) (X2 - xd-) > 0) 
- 3Pr ((Xl - xt) (X2 - xd-) < 0), 

ott (Xt-,Xd-) est independant de (XI ,X2), (xt-,xd-) possede les memes 
marginales qlLe (Xl, X 2 ) et les composantes sont independantes. 

Les valeurs possibles du rho de Spearman sont -1 :::; Ps (Xl, X 2 ) < 
1. Si Xl et X 2 sont como not ones (anti-monotones), cela implique que 
Ps (Xl, X 2 ) = 1 (-1). Dans Ie cas ou les v.a. Xl et X 2 sont independantes, 
cela implique que Ps (Xl, X2) = O. Si la v.a. Xl a tendance it augmenter 
(decroitre) quand X 2 augmente, alors Ie rho de Spearman prendra une 
valeur positive (negative). 

Il est possible d'etablir un lien entre rho de Spearman et Ie coefficient de 
correlation lineaire de Pearson. En effet, Ie rho de Spearman correspond it 

ou (9.15) est equivalent it 

PS(XI ,X2 ) 

Pp (FXl (Xl)' FX2 (X2 )) 

E [UI U2 ] - E lUll E [U2 l 

JVar (UI ) Var (U2 ) 

12 (E [UI U2]- ~) , 

(9.14) 

(9.15) 

I: I: (FX" X2 (Xl, X2) - FXl (xI) FX2 (X2)) dFx, (Xl) dFx2 (X2)' 

La transformation en (9.14) permet de tenir compte des rangs en eliminant 
l'effet des marginales. 

Le tau de Kendall et Ie rho de Spearman sont invariants aux 
transformations monotones. Si ¢l, ¢2 sont deux fonctions croissantes, 
( decroissantes) alors 

et 

Le tau de Kendall et Ie rho de Spearman satisfont les 5 proprietes 
desirables d'une mesure de dependance. Cela signifie que Ie tau de Kendall 
et Ie rho de Spearman sont des mesures de concordance. Les v.a. X et Y 
sont concordantes si les valeurs elevees de l'une tendent it etre associees aux 
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valeurs elevees de l'autre et si les valeurs petites de l'une tendent a etre 
associees aux valeurs petites de l'autre. 

Il existe une relation entre Ie tau de Kendall et Ie rho de Spearman 
donnee dans la proposition suivante. 

Proposition 9.47 Bait un couple de v.a. continues (X1 ,X2 ). 

Preuve. Voir e.g. [57] ou [85] .• 

9.10.3 Mesures de correlation des rangs et copule 

Soit une paire de v.a. continues (Xl, X2). L'expression en (9.13) du tau de 
Kendall devient 

De plus, on a 

On peut montrer que 

et 

Pr(X1 > X{,X2 > X~) 
+Pr(X1 < X{,X2 < X~). 

Pr(X1 < X{,X2 < X~) = 101101 
C(U1,U2)dC(U1,U2) 

Il en resulte que l'on peut s'exprimer Ie tau de Kendall en fonction de la 
copule associee a leur distribution conjointe 

4101101 
C(U1,U2)dC(U1,U2)-1 

4E [C (U1, U2)] - 1. 
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En appliquant (9.15), l'expression du rho de Spearman peut aussi s'ecrire 
en fonction de la copule associee 

12 (1111 
C(Ul,U2)duldu2 -~) 

1211 11 UlU2dC (Ul, U2) - 3 

12E [C (Ul, U2)] - 1. 

On indique dans Ie tableau ci-dessous les expressions du tau de Kendall 
et du rho de Spearman associees it certaines copules : 

Copule T(Xl ,X2 ) Ps (Xl ,X2 ) 

Clayton O! 
-

a+2 
Normale -; arcsin ( a ) ;- arcsin ( a ) 
Gumbel o!:..! -

rY 

Frechet O! O!+, +2 (a - jJ) 
:~ 

EFGM ~ 
O! 
:l 

Marshall-Olkin O!jj :1O!jj 
0!+/3-0!/3 20!+/3-20!/3 

Le tau de Kendall et Ie rho de Spearman pour une copule don nee sont 
identiques it ceux de la copule de survie qui lui est associee. 

9.10.4 Remarques 

On a la remarque suivante concernant l'application de mesures de 
correlations des rangs aux v.a. discretes. 

Remarque 9.48 Mesures de correlation des rangs et v.a. discretes. 
Il n'est pas possible d'appliquer directement Ie tau de Kendall et Ie rho de 
Spearman pour mesurer la dependance entre deux v. a. discretes. Ce sujet 
n'est pas traite dans Ie present ouvrage. 

La prochaine remarque est relative it la relation entre les mesures de 
dependance et l'independance. 

Remarque 9.49 Mesures de dependance et independance. Si les 
v.a. Xl et X 2 sont independantes, on a pp (Xl, X 2 ) = 0, T (Xl, X 2 ) = 
o et PS(Xl ,X2 ) = O. Toutefois, PP(Xl ,X2 ) = 0, T(Xl ,X2 ) = 0 ou 
Ps (Xl ,X2 ) = 0, n'implique pas l'independance. 

9.10.5 Dependance de queue 

Afin d'examiner la dependance de queue d'un couple de v.a. continues 
(Xl, X 2 ), on a recours aux coefficients de dependance de queue. 
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Definition 9.50 Le coefficient de dependance de qlLelLe slLperielLre est 
de.fini par 

si cette limite existe. 

Definition 9.51 Le coefficient de dependance de qlLelLe inferielLre est 
de.fini par 

si cette limite existe. 

Les coefficients de dependance de queue sont des mesures locales alors 
que Ie tau de Kendall et Ie rho de Spearman mesurent la dependance 
sur l'ensemble de la distribution conjointe de la paire (X I ,X2 ). Elles sont 
interessantes pour analyser l'avenement simultane de valeurs tres elevees 
ou tres faibles de (Xl, X2). 

Si Au (Xl, X 2) E (0,1], on dit que les v.a. Xl et X 2 sont asymptotiquement 
dependantes au niveau superieur de la queue de la distribution. Si 
Au (Xl, X 2) 0, les v.a. Xl et X 2 sont dites asymptotiquement 
independantes au niveau superieur de la queue de la distribution. 

De meme, si AL (Xl, X 2) E (0,1], les v.a. Xl et X 2 sont asymptotiquement 
dependantes au niveau inferieur de la queue de la distribution. Si 
AL (Xl, X 2) 0, les v.a. Xl et X 2 sont dites asymptotiquement 
independantes au niveau inferieur de la queue de la distribution. 

Dans Ie contexte de l'assurance, Ie concept de dependance de queue 
superieure se revele important. Soit un portefeuille avec deux lignes 
d'affaires dont les coUts sont definis par les v.a. Xl et X 2 avec Au (Xl, X 2) E 

(0,1]. Si un sinistre d'un mont ant eleve survient dans une ligne d'affaires 
alors la probabilite est non nulle qu'un sinistre avec un mont ant eleve 
survienne dans l'autre ligne d'affaires. 

Le concept de dependance de queue inferieure est aussi important dans 
Ie contexte des risques financiers OU les v.a. Xl et X 2 correspondent aux 
rendements des titres 1 et 2. Si Ie titre 1 obtient un rendement fortement 
negatif au cours d'une periode et si AL (Xl, X 2) E (0,1], alors la probabilite 
est non negligeable que Ie titre 2 enregistre aussi un rendement fortement 
negatif au cours de la meme periode. 

En fait, pour un couple de v.a. continues (X I ,X2 ), les coefficients de 
dependance de queue dependent uniquement de la copule C associee 11 leur 
distribution conjointe. Ainsi, on a 

\ (X X) _ \ _ 1· 1 - 21L + C (1L, 1L) 
/\U 1, 2 - /\U - 1m , 

u->l- 1 - 1L 
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et 

si les limites existent. 
Pour les principales copules archimediennes, les expressions des 

coefficients de dependance de queue sont : 

Famille AL AU 

Clayton 2-(; 0 
Frank 0 0 

Gumbel 0 2-2* 
Ali-lVIikhail-Haq 0 0 

Pour la copule de survie associee it la copule C, les valeurs des coefficients 
de dependance de queue AL et Au sont interchangees. Ainsi, pour la copule 
de survie associee it la co pule de Clayton, Ie coefficient de dependance de 
queue inferieure est nul et Ie coefficient de dependance de queue superieure 
est 2-*. 

Pour la copule normale avec a E ]0,1[, les coefficients de dependance de 
queue sont nuls, i.e. AL = Au = O. 

En revanche, pour la copule de Student de parametres v et a, on a 

Pour a E ]0,1[, on observe que AL = Au tend vers 0 lorsque v tend vers 00. 

9.11 Dependance positive par quadrant 

On considere Ie couple (XI ,X2 ) avec fonction de repartition FX "x2 E 

r (Fx" FX2). 

Definition 9.52 On dit que Ie couple (Xl, X 2 ) est positivement dependant 
par quadrant (PQD) si 

pour Xl, X2 E JR.. Ainsi, la probabilite que les v.a. Xl et X 2 prennent 
simultanement des valeurs elevees est superieure si elles sont positivement 
dependantes par quadrant que si elles sont independantes. 

On a aussi une definition equivalente pour la dependance positive par 
quadrant. 

Definition 9.53 Le couple (Xl, X 2 ) est PQD si 
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01L 

Dans la proposition suivante, on compare Ie comportement aleatoire 
conditionnel de Xl sachant Ie comportement aleatoire de X 2 et Ie 
comportement aleatoire marginal de Xl. 

Proposition 9.54 La paire (Xl, X 2 ) est PQD si et se1Liement si on a 

Dans la proposition suivante, on indique que la mesure de correlation de 
Pearson, Ie tau de Kendall et Ie rho de Spearman sont positifs si l'on sait 
que Ie couple (X I ,X2 ) est PQD. 

Proposition 9.55 Si la paire (Xl, X 2 ) est PQD alors 

Pp (Xl, X 2 ) > 0, 

T (Xl, X 2 ) > 0, 

Ps (Xl, X 2 ) > 0. 

Preuve. Voir e.g. [57] ou [85] .• 
Comme il est indique dans la proposition suivante, la propriete PQD est 

conservee it la suite de transformations continues non decroissantes. 

Proposition 9.56 Si (Xl, X 2 ) est PQD, alors (cPI (Xl)' cP2 (X2 )) est 
PQD pOlLr des fonctions cPI et cP2 continlLes non decroissantes. 

Preuve. Voir e.g. [57] ou [85] .• 
La relation entre la propriete PQD pour un couple de v.a. continues et la 

copule associee it leur distribution conjointe est fournie dans la proposition 
suivante. 

Proposition 9.57 Soit lLn cOlLple de v.a. continlLes (XI ,X2 ) possedant la 
coplLle C. Alors (X I ,X2 ) est PQD si et selLlement si 

pOlLr tOlLt (lLI,1L2) E [0,1]2. 

Preuve. Voir e.g. [57] ou [85] .• 

Exemple 9.58 La coplLle de GlLmbel et de Clayton impliqlLent lLne 
dependance positive par qlLadrant. De pllLs, la coplLle de Frank impliqlLe 
lLne dependance positive par qlLadrant si a ::;-. 0. 

La proposition tisse Ie lien entre la notion de dependance positive par 
quadrant et la covariance. 
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Proposition 9.59 Le couple (XI ,X2) est PQD si et se1dement si 

pour des fonctions cPI, cP2 non decroissantes. 

On peut aussi definir la notion de dependance negative par quadrant. 

Definition 9.60 On considere un couple de v.a. (Xl, X 2) avec fonction de 
repartition FX" X2 E f(FxI,Fx2)' On dit que (XI ,X2 ) est negativement 
dependant par quadrant (NQD) si 

La notion NQD s'interprete comme suit. La probabilite que les v.a. 
Xl, X 2 prennent simultanement des valeurs elevees est inferieure si 
elles sont negativement dependantes par quadrant que si elles sont 
independantes. 

9.12 Co pules multivariees 

9.12.1 Definitions et proprietes 

On presente une breve introduction aux copules multivariees. 

Definition 9.61 Une copule multivariee C (UI' ... , un) est une application 
[0, 1 r ---+ [0,1] ayant les proprietes suivantes : 

1.C(0, ... ,0)=0; 

2. C(l, ... ,l)=l; 

3. si une des compos antes de C est u et les autres sont 1, alors la copule 
prend la valeur u ; 

4. si au moins une des composantes de C est 0, alors la copule prend la 
valeur ° ; 

5. la probabilite sur (aI, bI] x ... X (an, bnl est positive i.e. 

6 al ,b l 6 a2 ,b2 •.• 6 a ",b" C (UI, U2, ... , un) 
2 2 

L ... L (-1r'+ .. +i" C (U1iI' ... , UniJ ::::: 0, 
i 1 =1 i n =l 
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avec Ujl = aj et Uj2 = bj pour j E {1, 2, ... ,n}. 

On presente la version multivariee du theoreme de Sklar. 

Theoreme 9.62 Theor'eme de Sklar Soit FEr (F" ... , Fn) ayant des 
fonctions de repartition margin ales F" ... , Fn. Alors, il existe une copule 
C telle que pour tout -'f E Jl{n 

Si F" ... , Fn sont continues, alors C est unique. Sinon, C est uniquement 
determinee sur RanFI x ... x RanFn. Inversement, si C est une copule et 
F, ... F2 sont des fonctions de repartition alors la fonction dejinie par 

est une fonction de repartition multivariee avec les fonctions de repartition 
marginales F, ... Fn. 

Preuve. Voir e.g. [57] ou [85] .• 
On presente l'expression de certaines co pules multivariees accompagnees 

de la methode de simulation specifique it chacune. Soient des v.a. Xl, ... , Xn 
avec des margin ales Fx " ... , FXn et dont la distribution conjointe est definie 
par la co pule C. Alors, on deduit Xi = FXi (Ui ) , i = 1, ... , n. Pour chaque 
copule C, on indique la methode permettant de produire une realisation 
du vecteur (UI , ... , Un) associee it la co pule C. 

9.12.2 Copule d'independance 

La copule independance est definie par 

pour Ui E [0,1]' i = 1,2, ... , n. 

Algorithme 9.63 Simulation des realisations de (UI' ... , Un) 

O . I I / I' t' V(j) T T(j) d d d 1. n szmu e es rea zsa zons 1 , ... , Vn es v.a. in epen antes VI, 
... , Vn OU Vi ~ U (0, 1) pour i = 1,2, ... , n. 

2. 0 I I U ri) V(i). 2 n ca cu e i = i ,Z = 1, , ... , n. 

9.12.3 Copule borne superieure de Frechet 

La copule borne superieure de Frechet est representee par 
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pour Ui E [0,1]' i = 1,2, ... , n. 

Algorithme 9.64 Simulation des realisations de (U1 , ... , Un) 

1. On simule une realisation V(j) de la v.a. V ~ U (0, 1). 

2. A I I U (j) - V(j) . - 1 2 n ca cu e i - , z - , , ... n. 

9.12.4 Copule de Clayton 

L'expression de la copule de Clayton est 

pour Ui E [0,1]' i = 1,2, ... , n et a > 0. 

Algorithme 9.65 Simulation des realisations de (U1 , ... , Un) 

1. On simule les realisations zi j ), ... , Z$,n des v.a. independantes Zl, 
... , Zn OU Zi ~ Exp (1) pour i = 1,2, ... , n. 

2. On simule la realisation e(j) de la v.a. e ~ Ga (~, 1). 
1 

3. On calcule uF) = (1 + ztl) -0" , i = 1, ... , n. 

9.12.5 Copule de Frank 

On definit par la copule de Frank par 

( 

n ) 
II (e- aUi - 1) 

1 i=l 
Ca (u1, ... ,un )=--ln 1+ -1' 

a (e- a - It 

pour Ui E [0,1], i = 1,2, ... , n et a > 0. 

Algorithme 9.66 Simulation des realisations de (U1 , ... , Un) 

1. On simule les realisations zi j ), ... , Z~) des v.a. independantes Zl, 
... , Zn OU Zi ~ Exp (1) pour i = 1,2, ... , n. 

2. On simule la realisation e(j) de la v.a. e de loi logarithmique avec 
parametre I = 1 - e-a . 

",Ccil 

3. A I I U (j) In(l-,e -etT) 
n ca cu e i = In(l-,) ,i = 1, ... , n. 
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9.12.6 Copule de Gumbel 

La copule de Gumbel est definie par 

pour Ui E [0,1]' i = 1,2, ... , n et a ::;-. 1. 

Algorithme 9.67 Simulation des realisations de (U1 , ... , Un) 

A ' I I 'I' t' Z(j) Z(j) d d d 1. n szmu e es rea zsa zans 1 , ... , n es v.a. in epen antes Zl, 
... , Zn OU Zi rv Exp (1) pour i = 1,2, ,." n. 

2. On simule la realisation e(j) de la v. a. e de loi Stable (ip, 1, " 0) 01'1 

ip = ~ et, = (cos (2:,) t (a > 1). 

(j) _ (( z;il ) ±) 3. On calcule Ui - exp - e(j) , i = 1, ... , n. 

9.12.7 Copule normale 

On definit la copule normale par 

pour Ui E [0,1]' i = 1, ... ,n et avec 

ou aij E [0,1], i < j E {1,2, ... ,n}. 

Algorithme 9.68 Simulation des realisations de (U1 , ... , Un) 

A 'I 'I' t' (Z(j) Z(j)) 1. n szmu e une rea zsa zan l' ... , n du vecteur de v.a. 

(Zl,,,,,Zn) 01'1 (Zl, ... ,Zn) obeit a une loi normale multivariee 
standard avec une matrice de coefficients de correlation Q.. 

I I U (j) - ,To. (z(j)) . - 1 2. on ca cu e i-'±' i ,z - , ... , n. 
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9.12.8 Copule de Student 

La copule de Student est definie par 

pour Ui E [0,1]' i = 1, ... ,n et avec 

ou aij E [0,1]' i < j E {1, 2, ... , n}. 

Algorithme 9.69 Simulation des realisations de (U1 , ... , Un) 

O . I / I' t' (Z(j) Z(j)) d d 1. n szmu e une rea zsa zan l' "0, n U vecteur e v.a. 

(Zl' "0, Zn) OU (Zl' "0, Zn) obeit a une loi de Student multivariee 
standard avec une matrice de coefficients de correlation Q. 

2. On calcule U?) = tv ( Zi(j)) , i = 1, ... , n. 

Si Q est egale 11 la mat rice identite, cela n'implique pas l'independance 
com me c'est Ie cas pour la copule normaleo 

9.12.9 Remarques 

Pour les copules de Frank, de Clayton et de Gumbel, on remarque que Ie 
parametre de dependance a est Ie me me pour toutes les paires de voao 
au sein de la copuleo En revanche, les copules normale et de Student 
permettent d'avoir des parametres de dependance differents selon les paires 
de v.a. de la copule. Il existe aussi des extensions multivariees aux copules 
de Marshall-Olkin, de Eyraud-Farlie-Gumbel-Morgenstern (EFGM), de de 
Ali-Mikhail-Haq et Plackett mais l'espace manque afin de les presenter. 

9.12.10 Copules archimediennes et methode de 
M arshall- Olkin 

On peut construire des copules archimediennes multivariees avec Ie 
generateur ¢ par Ie biais de la relation 

(9.16) 

Il est demontre dans [65] que, si ¢ est un generateur strict d'une co pule 
archimedienne, (9.16) correspond 11 une copule pour tout n si et seulement 
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si ¢ -1 est une fonction completement monotone. U ne fonction decroissante 
g est completement monotone sur [a, b] si elle satisfait la propriete suivante 

k dkg(t) 
(-1) ~::;, 0, kEN, t E (a, b). 

Les fonctions inverses des generateurs des copules de Frank, de Clayton et 
de Gumbel sont completement monotones sur [0,00], ce qui signifie que l'on 
puisse construire avec (9.16) une version multivariee de ces copules pour 
toute dimension n voulue. 

Une fonction inverse d'un generateur qui est completement monotone 
sur [0,00] correspond (a une constante pres) a la transformee de Laplace 
associee a une distribution de probabilite definie sur lR.+. Soit une fonction 
de repartion Fe d'une distribution de probabilite definie sur lR.+ avec 
Fe (0) = 0. Alors, on definit la transformee de Laplace-Stieltjes par 

~ te 100 

Fe (t) = 0 e- dFe (8), t ::;, 0. 

En supposant que Fe (00) = 0, il est possible de montrer que Fe est 
completement comonotone. 

On observe la relation suivante entre la transformee de Laplace et la 
f.g.m. d'une loi : 

Fe (t) = Me (-t). 

Dans Ie cas de la copule de Clayton, l'expression de l'inverse du 
generateur est donnee par 

ce qui correspond a la transformee de Laplace de la distribution gamma 
avec parametres 1. et 1. 

a 
L'inverse du generateur de la copule de Frank, defini par 

est la transformee de Laplace de la loi discrete logarithmique. En effet, 
en posant -(t = In (1 -I) et -8 = t, on retrouve la f.g.m. de la loi 
logarithmique (voir [66] pour une description de la loi logarithmique). 

Pour la co pule de Gumbel, l'inverse du generateur est 

est la transformee de Laplace de la loi stable. On peut consulter [86] pour 
un expose detaille de la loi stable. 
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Afin de montrer Ie lien entre une co pule archimedienne et l'utilisation 
de la transformee de Laplace, on rappelle brievement la methode de 
construction de lois multivariees par melange commun qui est due 11 
[80] et [87] et qui est expliquee 11 la sous-section 8.5.7. Soient les v.a. 
independantes Yi ~ Exp (1), pour i = 1,2, ... n, et la v.a. e definie sur lR.+ 

avec Fe (0) = 0 et transformee de Laplace Fe. Alors, on definit la fonction 
de survie conjointe du vecteur de v.a. (Xl, ... , Xn) avec 

(9.17) 

dont les fonctions de survie marginales sont 

- roo e.. ~ 
Fx;. (Xi) = Jo e- x'dFe (8) = Fe (Xi), (i = 1,2, ... , n). (9.18) 

En posant Xi = Fe l (Fxi (Xi)) que l'on remplace dans (9.17), on obtient 

On applique la methode par inversion de construction des co pules et on 
obtient des copules 

(9.19) 

~ I ~ I 
En posant Fe = rp- et Fe = rp, on retrouve l'expression en (9.16). 

Cette approche a conduit 11 la methode de construction de lVIarshall-Olkin 
decrite dans [43], [57] et [81]. On en donne un bref apen:;u dans la 
proposition suivante. 

Proposition 9.70 Boit la v.a. e #finie sur lR.+ avec Fe (0) = 0 et 

transformee de Laplace Fe. On pose Fe (00) = o. Boit le vecteur de v. a. 
(UI , ... , Un) qui sont conditionnellement independantes sachant e avec 

Fu1e=e (Ui) = exp ( -8Fe l (ui)) , pour Ui E [0,1] et i = 1,2, ... , n. 

Alors 

Fu" ... ,U" (UI' ... ,un) = Fe (Fe l (UI) + ... + Fe l (Un)) 

est une copule archimedienne avec le generateur rp = Fe l . Voir aussi e.g. 
{43], {57] et {81] 

Preuve. La preuve est indiquee dans Ie developpement ci-dessus. Voir aussi 
e.g. [43], [57] et [81]. • 
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La proposition 9.70 conduit it l'algorithme suivant de simulation des 
realisations de la co pule definie en (9.19). 

Algorithme 9.71 Simulation pour une copule archimedienne avec 
transformee de Laplace telle que definie en (9.19). 

1. On simule n v.a. independantes Zl, ... , Zn de loi exponentielle avec 
moyenne 1. 

2. On simule une v.a. Y de loi dont la tranformee de Laplace Fy 

correspond it l'inverse du generateur de la copule voulue. 

3. On calcule Ui = Fy (~) , i = 1, ... , n. 

Les cas particuliers de l'algorithme 9.71 dans Ie cas des copules de Frank, 
de Clayton et de Gumbel sont fournis dans les sous-sections 9.12.5, 9.12.4 
et 9.12.6. 

9.13 Echangeabilite 

Un vecteur de v.a. X = (Xl, ... , Xn) est echangeable si 

pour toute permutation (p(I), ... ,p(n)) de (1, ... ,n). Une copule est dite 
echangeable si elle est la fonction de repartition de v.a. echangeables de loi 
U(O, 1). Les co pules de Clayton, de Frank et de Gumbel sont des exemples 
de copules multivariees avec composantes echangeables. En fait, les copules 
archimediennes definies par Ie biais d'un seul generateur ¢ : C (Ul' ... , un) = 
¢-l{¢(Ul) + ... + ¢(un )} ont des composantes echangeables. 

Exemple 9.72 On considere un portefeuille de m titres avec risques de 
defaut. Pour Ie titre i (i = 1,2, ... , mY, Ie montant en vigueur est m et 
la duree jusqu'au de.faut est representee par la v.a. Ti (i = 1,2, ... , my. 
On suppose une perte totale du montant en vigueur en cas de defaut. On 
examine Ie comportement aleatoire du nombre de de.tauts pour l'ensemble 
du portefeuille N = 2:::':1 1 (Ti -s: 1) att 

1 (Ti < 1) = { 1, S2 Ti -s: 1 (Ie defaut survient durant l'annee) 
- 0, S2 Ti > 1 (smon) 

La fonction de repartition de (Tl' ... , Tm) est dejinie par la copule 
multivariee et les marginales 
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Le vecteur de v.a. (TI , ... , Tm) est echangeable. On calcule les valeurs exactes 
de la fonction de masse de probabilite Pr (N PT F = k) (pour k = 0, 1, ... , m) 
en procedant selon l'approche decrite comme suit. On de.finit l'evenement 
E'k comme etant l'ensemble de to utes les permutations comptant k titres 
faisant defaut et m - k titres ne faisant pas defaut. L 'ensemble E(k,m) 
comporte (';,') elements 

E(k,m) = {e~k,m),i = 1, ... , (7) }, 
att e~k,m) est Ie i-eme element. Puis que les v.a. T I , ... , Tm sont identiquement 
distribuees, on a 

pour i # i'. On peut voir e~k,m) comme un vecteur avec k «1» et m - k 
«0». Par exemple, pour m = 3, on a 

On deduit que 

E(O,3) 

E(1,3) 

E(2,3) 

E(3,3) 

{(O,O,O)} 

{(1,0,0) ,(0,1,0) ,(0,0,1)} 

{(1,1,0) ,(1,0,1) ,(0,1,1)} 
{(I, 1, I)}. 

On evalue Pr ( { eik,m) }) avec 

(9.20) 

Pr ({ eik,m)}) = f) -lr-k (7) Pr (nj=I {Tj S; 1} ,nj=i+l {Tj S; oo}) , 
2=k 

ou l'on convient que 

D 

Pr (nj=l {Tj S; I}, nj=m+l {Tj S; oo}) 

Pr (n~=l {Tj S; I} ,nj=O+l {Tj S; oo}) 

(9.21 ) 

Pr (nj=l {Tj S; I}), 

Pr (nj=l {Tj S; oo}) . 

Dans Ie prochain exemple, on fournit une illustration numerique de 
l'exemple 9.72. 
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Exemple 9.73 Dans l'exemple 9.72, on fixe m = 20, Ti ~ Exp (-!) avec 
FT , (1) = 0.117503097 (pour i = 1,2, ... ,20) et on considere la copule de 
Clayton avec Q = 1 et 3. Peu importe la valeur du pammetre de dependance 
Q, E [N] = 2.350062. A partir des relations de l'exemple 9.72, on a obtenu 
les valeurs suivantes : 

a 1 3 
Var (N) 20.54689 82.27652 

Pr(N=O) 0.62766 0.80112 

Pr (N = 1) 0.08857 0.01980 
Pr(N = m) 0.00661 0.04331 

VaRo.95 (N) 14 19 
TVaRo.95 (N) 17.01181 19.86622 

Comme l'indiquent les resultats obtenus, lorsque la relation de dependance 
augmente, la probabilie d'avoir un nombre eleve de defauts augmente de 
fa90n sign~ficative. Le phenomene devient plus marquant quand Ie nombre 
de titres du portefeuille augmente. D 

9.14 Impact de la dependance et ordre 
su permod ulaire 

Afin d'examiner l'impact de la dependance sur Ie comportement aleatoire 
des couts d'un portefeuille, on a recours a l'ordre supermodulaire. Ce 
dernier est un ordre stochastique multivarie qui permet de com parer les 
structures de dependance de vecteurs de v.a. qui ont les memes distributions 
marginales. Dans cette section, on se limite a presenter les resultats en 
indiquant les references pour les details dans les notes a la fin du chapitre. 

9.14.1 Definitions 

On introduit la notion de fonction supermodulaire. 

Definition 9.74 Une fonction 9 : 1I{m ----+ 11{ est dite supermodulaire si 

g(XI' ... , Xi + E, ... , Xj + 6, ... , xm) - g(XI' ... , Xi + E, ... , Xj, ... , xm) 

> g(XI' ... , Xi, ... , Xj + 6, ... , xm) - g(XI' ... , Xi, ... , Xj, ... , xm) 

est vmie pour tout.:f = (Xl, ... , Xm) E 1I{m, 1 ::; i ::; j ::; m et tout E, 6> O. 

Proposition 9.75 Si une fonction 9 est derivable deux fois, alors 9 est 
dite supermodulaire si et seulement si 

82 
~g(x) 20, 
UXiUXj 

pour tout .:f E 1I{m and 1 ::; i ::; j ::; m. 
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Preuve. Voir e.g. [9] et [80] .• 
Par exemple, les fonctions g(Xl' ... , xm) = 2::7:1 Xi, g(Xl' ... , Xm) 

2::7:1 (Xi - d)2 et g(X1' ... , Xm) = (2::7:1 Xi - d)+ sont supermodulaires. 

Definition 9.76 80ient les vectelLrs aleatoires X (Xl, ... , Xn) et 

X' = (Xi, ... , X~) ot'L, pOlLr chaqlLe i, Xi et X~ ont les memes distriblLtions 

marginales (i.e. Xi rv X~ pOlLr i = 1,2, ... , n). Alors, X est inferielLr a X' 
selon I 'ordre slLpermodlLlaire, note X ::<sm X', si on a E [g(X)] -s: E [g(X') 1 
pOlLr tOlLtes les fonctions slLpermodlLlaires g, qlLand les esperances existent. 

Dans Ie cas ou n = 2, l'ordre supermodulaire correspond it l'ordre en 
concordance ou it l'ordre en correlation. 

9.14.2 Ordre supermodulaire et ordre convexe univarie 

Soient deux vecteurs de v.a. X = (Xl, ... ,Xn ) et X' = (XL ... ,X~) ou, 

pour chaque i, les v.a. Xi et X~ ont la meme distribution marginale Fi (i.e. 

Xi rv X~ pour i = 1,2, ... , n). On definit 8 = 2::~=1 Xi et 8' = 2::~=1 X;' 
En raison des hypotheses concernant X et X', on a E [8] = E [8']. La 
proposition suivante permet de deduire la relation entre 8 et 8' en se basant 
sur la relation d'ordre entre X et X'. 

Proposition 9.77 8i X ::<sm X', alors on a 8 ::<cx 8'. 

Preuve. Voir e.g. [9]. • 
Par consequent, si on parvient it etablir l'ordre supermodulaire entre 

X et X' alors on a 8 ::<cx 8'. Cela imp Ii que que 1fd (8) -s: 1fd (8') pour 
tout niveau de retention d 2 a et TV aRK (8) -s: TV aRK (8') pour tout 
0<0;<1. 

9.14.3 Ordre supermodulaire et comonotonicite 

On presente certains cas ou il est possible d'etablir l'ordre supermodulaire 
entre deux vecteurs de v.a. X et X'. La proposition suivante correspond 
it l'inegalite de Lorentz. La proposition permet de comparer selon l'ordre 
supermodulaire un vecteur de v.a. avec une relation de dependance 
quelconque et un vecteur de v.a. comonotones. 

Proposition 9.78 80ient les vectelLrs aleatoires X = (Xl, ... ,Xn ) et 
X cm = (Xfm , ... , x~m) ou, pOlLr chaqlLe i, Xi et X icm ont les memes 
distriblLtions marginales (i. e. Xi rv Xim pOlLr i = 1, 2, ... , n) et les 
composantes Xfm, ... , x~m sont comonotoniqlLes. Alors, on a X ::<sm Xcm. 

Preuve. Voir e.g. [9]. • 
Selon la proposition precedente, la comonotonicite correspond it la plus 

forte relation de dependance selon l'ordre supermodulaire. 
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9.14.4 Ordre supermodulaire et independance 

La proposition suivante permet de com parer selon l'ordre supermodulaire 
un vecteur de v.a. dont les composantes sont independantes avec un vecteur 
de v.a. ayant une relation de dependance quelconque entre les composantes. 

Proposition 9.79 Soient les vectelLrs aleatoires X = (Xl, ... ,Xn ) et 
X ind (xind X ind ) , h . X t xind t I A _ = 1, ... , n 01L, pOlLr c aqlLe Z, i e i on es memes 
distriblLtions marginales (i.e. Xi ~ xlnd pOlLr i = 1,2, ... , n) et les 
composantes x{nd, ... , x~nd sont independantes. De pllLs, on SlLppose qlLe 
les composantes de X sont positivement correlees. Alors, on a X ind ::;sm X. 

Preuve. Voir [84] .• 

9.14.5 Ordre supermodulaire et copules 

Il est possible de relier l'ordre supermodulaire au parametre de dependance 
d'une copule multivariee. 

Proposition 9.80 Soient les vectelLrs aleatoires X a = (Xl' ... , X;:) et 

xa l = (XI', ... , X;:') ou Xf ~ Xf', pOlLr i = 1,2, ... , n. La strlLctlLre de 

dependance de X a (et de Xa l
) est de.finie par la coplLle Ca (et la coplLle 

Cal). On ales reslLltats slLivants : 

• Si Ca et Cal sont des coplLles de Prank et si a < a' , alors, on a 
X a ::;sm Xa l. - -

• Si Ca et Cal sont des coplLles de Clayton et si a < a' , alors, on a 

X a ::;sm Xa l. - -

• Si Ca et Cal sont des coplLles de GlLmbel et si a < a' , alors, on a 

X a ::;sm Xa l. 

Preuve. Voir e.g. [25] .• 

Remarque 9.81 Dans les exemples 9.22, 9.23 et 9.73, I 'impact dlL 
para metre de dependance a SlLr la TVaR se ver~fie en lLtilisant les 
propositions 9.80, 9.77 et 7.50. 

9.14.6 Ordre supermodulaire et loi de Poisson multivariee 

Dans la proposition suivante, on cite un resultat relativement 11 la loi de 
Poisson multivariee definie via les chocs communs. 

Proposition 9.82 Soient les v.a. independantes Ko, K l , ... , Kn avec 
Ki ~ P (ai), i = 0,1, ... , n et 0 -s: ao -s: min (AI; ... ; An), al = Al - ao, 
... an = An - ao. On dejinit Ml = Kl + Ko, ... , Mn = Kn + K o. Ainsi 
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M(ao) (Mi ao ), ... , Mito)) oMit a la loi de Poisson mlLltivariee avec 

Mi(a o) Pais (Ai), i = 1,2, ... , n, et avec lLn parametre de dependance 

o :::; ao :::; min (AI; ... ; An). Alors, on a M(ao) jsm M(a:1 ) qlLand 
0:::; ao :::; a~ :::; min (AI; ... ; An). 

Preuve. Voir [84] .• 

9.14.7 Ordre supermodulaire et lois composees multivariees 

Dans la pro chaine proposition, on compare deux vecteurs de v.a. obeissant 
11 des lois composees multivariees. 

Proposition 9.83 Soient les vectelLrs de v. a. N et N'. On dejinit Xi = 
2:~~1 Bi,k OU Bi,l, ... , Bi,N, sont i. i. d. (on note Bi,k rv B i) et independants 

de N i . On dejinit alLssi X; = 2:~~lB~,k ou B~,l, ... ,B~,N: sont i.i.d. (on 

note B~ k rv BU et independants de N i . On SlLppose qlLe Bi rv B;, (i = 
1,2, ... , ~). Si N jsm N', alors X jsm X'. 

Preuve. Voir e.g. [25] .• 

Remarque 9.84 POlLr l'exemple 8.24, I 'impact dlL parametre de dependance 
ao SlLr la TVaR est demontre en appliqlLant SlLccessivement les propositions 
9.82, 9.83, 9.77 et 7.50. 

9.14.8 Ordre supermodulaire et bornes de Frechet 

Soit un couple de v.a. (Xl, X2 ) OU PX, ,X2 appartient 11 la classe de Frechet 
generee 11 partir des marginales PX, et PX2 . On definit les deux paires de 
v.a. (XI ,X2 ) et (xt,Xt) OU 

X l- p- l (U) X- = p- l (1 - U) 
X, ' 2 X 2 ' 

X+ p-l (U) X+ = p-l (1 - U) 
1 X,, 2 X2 ' 

OU U rv U (0,1). Les fonctions de repartition conjointes de (Xl' X 2 ) 
et (xt , xi) correspondent respectivement aux bornes inferieure et 
superieure de Frechet, i.e. 

Pk"X'; (Xl,X2) 

Pxt,xi (Xl, X2) 

max (PX1 (Xl) + PX2 (X2) - 1; 0) , 

min (PXI (Xl); PX2 (X2))' 

Proposition 9.85 POlLr tOlLt cOlLple (Xl, X2 ), on a 
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Preuve. Voir e.g. [24] .• 
En appliquant simultanement la proposition 9.85 et la proposition 9.77, 

on deduit que 

ce qui implique notamment 

pour "" E (0,1), et 

pour d ::::: O. 

9.15 Notes bibliographiques 

On recommande [57] et [85] pour un expose general sur les copules, sur 
les mesures de dependance et les notions de PQD. De plus, pour un 
traitement de la dependance dans Ie contexte de l'actuariat et de la gestion 
quantitative des risques, on mentionne [10], [13], [24], [81] et [105] ainsi 
que les references mentionnees dans la bibliographie de ces ouvrages. 
Une excellente introduction aux copules dans Ie contexte de l'actuariat, 
ayant fortement contribue 11 la diffusion de la theorie des copules hors 
des cercles restreints des passionnes, est presentee dans [43]. De plus, 
[33] a aussi servi 11 faire connaitre la modelisation via les copules en 
gestion quantitative des risques. On peut aussi consulter [103] pour une 
introduction 11 la modelisation des copules. On mentionne aussi [47] et [68] 
pour une breve introduction 11 la theorie des copules. De plus, il est aussi 
interessant de consulter [48] concernant une etude sur les progres de la 
recherche dans la theorie des co pules en mathematiques, en statistique, 
en actuariat et en finance. Pour obtenir plus de details sur la famille de 
copules archimediennes, on peut consulter e.g. [43], [57], [81] et [85], OU 
l'on traite aussi des copules archimediennes non echangeables. 

Une excellente synthese sur l'utilisation des copules avec des distributions 
de frequence est realisee dans [46]. 

Dans [7] et [18], on developpe des expressions analytiques de la fonction 
de repartition et de la TVaR de la somme de v.a. dont la distribution 
conjointe est definie par une copule. Pour un traitement general des bornes 
inferieure et superieure de la VaR, on recommande [106] qui poursuit et 
developpe les resultats obtenus par [42], [41] et [76]. Cette methode a ete 
introduite en actuariat par [25] et elle a ete aussi examinee en profondeur 
par [36] et [37]. La methode est aussi presentee dans [24] et [81]. La methode 
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d'agregation avec discretisation est decrite dans [7]. La methode des carres 
est une version simplifiee de la methode AEP qui est presentee dans [3]. 

Le concept de dependance positive par quadrant a ete introduit par [73]. 
Les deux principaux ouvrages generaux sur les ordres multivaries sont [84] 
et [96]. L'ordre supermodulaire a ete defini par [97] et il a ete introduit 
en actuariat par [8] et [83]. Pour des applications en actuariat, on peut 
consulter e.g. [26] et [56]. 

9.16 Exercices 

1. Soit Ie couple de v.a. (Xl ,X2 ) OU FX"x2 E f(Fl ,F2) OU Fl est 
la fonction de repartition d'une loi Beta (0: = 2, f3 = 1) et F2 est la 
fonction de repartition d'une loi U (0,1). Calculer les valeurs minimale 
et maximale que peut prendre Ie coefficient de correlation de Pearson 
pp (Xl ,X2 ). 

2. Soit Ie couple de v.a. (Xl, X 2 ) dont la fonction de repartition 
conjointe est definie par la copule de survie C (Ul, U2) associee 11 
la co pule de Clayton C (Ul, U2) (avec un parametre de dependance 
0: = 5), une marginale Pareto pour Xl (Xl ~ Fa (2.5, 1.5)) et une 
marginale Pareto pour X 2 (X2 ~ Fa (2.2, 1.8)). 

(a) Developper l'expression de la co pule de survie 0 (Ul, U2) associee 
11 la co pule de Clayton. 

(b) Developper l'expression de FXl ,X2' Calculer FX" X2 (25,30) et 
Pr(X l > 25, X 2 > 30). 

(c) Developper les expressions de 0211 (Ul,U2) et de FX2 I x ,=X, (X2)' 
Calculer FX2 Ix ,=25 (30). 

(d) Developper les expressions de C(Ul,U2) et de !X" X2 • Calculer 
!X" X2 (25,30). 

(e) On definit 8 = Xl + X 2 . Utiliser la methode des carres pour 
evaluer une approximation de Pr (8 -s: 40) avec n = 20. 

3. Soient la copule de Clayton, la co pule de survie associee 11 la co pule de 
Clayton et la copule de Gumbel dont les parametres de dependance 
sont calcules de telle sorte que Ie tau de Kendall est de 50 %. Calculer 
C (Ul, U2) pour les trois copules ainsi que la copule d'independance 
et la copule borne superieure de Frechet en fixant Ul = U2 = 0.99. 

4. Soit Ie couple de v.a. (Xl, X 2 ) dont la fonction de repartition 
conjointe est definie par la co pule de Gumbel (avec un parametre 
de dependance 0: = 5), une marginale exponentielle pour Xl (Xl 
Exp Uo)) et une marginale gamma pour X 2 (X2 ~ Ga (2, 0.2)). 
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(a) Developper l'expression de FX" X 2 • Calculer FX" X 2 (50,30) et 
Pr(XI > 50, X 2 > 30). 

(b) Developper les expressions de C211 (UI,U2) et de FX2 Ix ,=xl (X2)' 
Calculer FX2 Ix ,=50 (30). 

(c) Developper les expressions de C(UI,U2) et de !X
"

X 2 • Calculer 
!X

"
X 2 (50,30). 

(d) On definit 8 = Xl + X 2 . Utiliser la methode de discretisation 
lower avec h = 1 pour evaluer Pr (8 -s: 150). Evaluer VaRO.99 (8) 
et TVaRo.99 (8). 

(e) U tiliser la methode de discretisation lower avec h = 1 pour 
evaluer E [g (Xl, X 2 )] avec 

g (Xl, X2) = min {Xl, 100} + min {max {1~10 - 0.1; O}; 0.6} X2. 

(21.4798) 

5. Soient les v.a. Xl ~ Fa (1.5, 5) et X 2 ~ LN (6,22 ). On definit la v.a. 
() --(n) 

8 = Xl + X 2 . Calculer les valeurs VaR",n (8) et VaR", (8) pour 
"" = 0.95 et 0.995 avec n = 106 . 

6. Soit Ie copule de v.a. (Xl, X 2 ) dont la fonction de repartition 
conjointe est definie par la copule de Frank, X 1 ~ Exp (560) et 
X 2 ~ LN (5,22). On definit les v.a. 8 = Xl + X 2 et T = Xl - X 2 . 

On a recours au GNPA defini it l'algorithme 5.1, OU la relation 
recurrente est Xn = (axn-l + c) modm (n = 1,2, ... ) avec a = 41358, 
C = 0, m = 2 147483647 et Xo = 343463463. La n-ieme realisation 
produite par GNPA est designee par v(n) = ~. On produit dans 
l'ordre 100 000 realisations de (Xl, X 2 ) en utilisant la methode 
conditionnelle afin de produire les 100 000 realisations de 8 et de T. 
Simuler dans l'ordre les paires de realisations independantes de la loi 
uniforme i.e. on doit avoir 

j v?i 1) V?i) 
1 0.318375756 0.384504876 
2 0.352653871 OJ158777102 

Pour la realisation j, on utilise (V(2 j -I), V(2 j )) pour produire la 

realisation (uij) , uJj)) du couple (UI , U2 ) associee it la copule. On 

sait que E [8] = 1596.6332 et E [T] = -596.6332. 

(a) On suppose que Ie parametre de dependance a de la co pule 
de Frank est -10. A partir des realisations de 8 et T, calculer 
des approximations de VaRK (8), VaRK (T), TVaRK (8) et 
TV aRK (T) pour "" = 0.5 et 0.995. Les premieres realisations 
de Xl et X 2 sont 603.403 et 84.63605. A partir des 100 000 
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realisations, les approximations obtenues de E [8] et E [T] sont 
1583.671 et -587.705. 

(b) On suppose que Ie parametre de dependance a de la co pule 
de Frank est 10. A partir des realisations de 8 et T, calculer 
des approximations de VaR" (8), VaR" (T), TVaR" (8) et 
TVaR" (T) pour "" = 0.5 et 0.995. Les premieres realisations 
de Xl et X 2 sont 603.4032 et 685.338. A partir des 100 000 
realisations, les approximations obtenues de E [8] et E [T] sont 
1614.672 et -618.706. 

7. Soit Ie couple de v.a. (Xl, X 2 ) dont la fonction de repartition 
conjointe est definie par la co pule C, une marginale Pareto 
pour Xl (Xl ~ Fa (1.5, 15)) et une margin ale Pareto pour X 2 

(X2 ~ Fa (2.2, 18)). On definit 8 = Xl + X 2. Dans les questions 
suivantes, on considere les co pules de Clayton et de Gumbel de telle 
sorte que Ie tau de Kendall est de 0.6. 

(a) Calculer Pr (Xl> 100, X 2 > 200) et Pr (Xl> 100lX2 > 200). 

(b) Utiliser la methode des carres pour evaluer Pr (8::; 500) avec 
n = 20. 

8. Soit la v.a. X = B x 1{{R,:S;-0.I}U{R2:S;-0.1}}, representant les couts 
pour une institution financiere it la suite d'une debacle sur les marches 
financiers. Les v.a. RI et R2 representent les rendements quotidiens 
de deux indices boursiers connus. La v.a. B ~ Fa (1.5, 1000) est 
independante du couple de v.a. (RI' R2). La loi bivariee entre RI 
et R2 est definie par les margin ales 

RI N (0.08,0.22 ) , 

R2 N (0.085,0.32 ) , 

ainsi que par la copule de Gumbel avec a = 4. 

(a) Developper l'expression de E [max (X - d;O)]. 

(b) Calculer E [1{{R,:S;-01}U{R2:S;-01}}]. 

(c) Calculer E [max (X - d; 0)] avec d = 9000. 

9. Soit Ie vecteur de v.a. (XI ,X2,X3) dont la fonction de repartition 
conjointe est definie par la co pule multivariee C, Xl ~ LN (5,22 ), 

X 2 ~ Exp (560) et X3 ~ Fa (2.8, 1800). On suppose que T (Xl, X 2) = 
0.5, T(XI,X3) = 0.7 et T(X2 ,X3) = 0.3. On definit la v.a. 8 = 
Xl +X2 +X3. On a recours au GNPA defini it l'algorithme 5.1, avec 
a = 41 358, c = 0, m = 2 147 483 647 et xo = 343 463 463. On 
produit dans l'ordre 100 000 realisations de (Xl, X 2 , X 3 ) en utilisant 
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les algorithmes de simulation propres aux co pules normale et de 
Student afin de produire les 100 000 realisations de 5. La valeur de 
E [5] est 2596.633. 

(a) La copule C est la co pule normale. A partir des realisations de 
5, calculer des approximations de VaR", (5) et TVaR", (5) pour 
K, = 0.5 et 0.995. Les premieres realisations de Xl, X 2 et X3 sont 
425.6796, 748.3264 et 672.461. A partir des 100 000 realisations, 
l'approximation obtenue pour E [5] est 2584.252. 

(b) La copule C est la copule de Student avec v = 4. On utilise 
les memes realisations de loi normale qu'en (a) et, ensuite, on 
produit les 100000 realisations de la loi du khi-deux (necessaires 
pour l'application de l'algorithme de simulation). A partir des 
realisations de 5, evaluer approximativement VaR", (5) et 
TVaR", (5) pour K, = 0.5 et 0.995. Les premieres realisations 
de Xl, X 2 et X3 sont 643.5938, 935.6793 et 758.5113. A partir 
des 100000 realisations, l'approximation obtenue pour E [5] est 
2572.15. 

10. Un portefeuille est constitue de 2 lignes d'affaires. Le nombre de 
sinistres pour la ligne i est represente par la v.a. Mi pour i = 1,2 
ou MI rv BN (r = 4, q = 0.5) et M2 rv Pais (3). La loi conjointe de 
(MI' M 2 ) est definie en fonction de la copule de Clayton, de la co pule 
de Gumbel ou de la co pule de survie associee it la copule de Clayton. 
Le parametre de dependance de chaque co pule est fixe de telle sorte 

I 

que la covariance de (MI' M 2 ) soit egale it 0.5(Var (MI) Var (M2 ))". 

On definit 5 = MI + M 2 . Les questions suivantes sont faites pour les 
trois copules. 

(a) Calculer Cov (MI' M 2 ) et Ie parametre de dependance de chaque 
copule. 

(b) Calculer hvI"M2 (8,9). 

(c) Developper l'expression de is (k) = Pr (5 = k) pour kEN et 
calculer is (k) pour k = 0, 1 et 10. 

(d) Calculer VaRO.95 (5) et TVaRO.95 (5). 

(e) Calculer E [Xl x 1{x2 >vaRo.",,(X2 )}]. 

11. On considere Ie couple de v.a. (MI' M 2 ) OU Mi rv Pais (10) pour 
i = 1,2. La loi conjointe de (MI' M 2 ) est definie en fonction de la 
co pule de Clayton avec un parametre de dependance I = 5. On definit 
N=MI +M2 . 

(a) Calculer iM" M 2 (5,6) et h1" M 2 (7,7) . 

(b) Calculer Cov (MI' M2). 
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(c) Calculer E [N] et Var (N). 

(d) Calculer Pr (N = 0), Pr (N = 10) et Pr (N = 20). 

(e) Calculer VaRO.99 (N) et TVaRO.99 (N). 

12. On considere Ie couple de v.a. (Ml' M 2) OU Mi ~ Pais (10) pour 
i = 1,2. La loi conjointe de (Ml' M 2) est definie en fonction de la 
co pule de Frank avec un parametre de dependance I = 10.889335. 
On definit N = Ml + M 2. 

(a) Calculer Cov (Ml' M2)' 

(b) Calculer E [N] et Var (N). 

(c) Calculer Pr (N = 0), Pr (N = 10) et Pr (N = 20). 

(d) Calculer VaRO.99 (N) et TVaRo.99 (N). 

13. On suppose que les couts qui surviennent 11 la suite d'un sinistre sont 
representes par la paire de v.a. Bl (couts en sinistres) et B2 (frais 
de reglement) dont les lois margin ales sont Bl ~ Pa (2.4, 14000) et 
B2 ~ Exp (50100)' La dependance entre les v.a. Bl et B2 est definie 

1 

par la co pule de Clayton avec C (Ul' U2) = (u1' + u"2' - 1) -7 avec 
1=8. 

On veut produire une realisation (BP), B~l)) de (Bl' B 2) selon la 

methode conditionnelle. On a produit une realisation 

de (VI, 112) OU VI et V2 sont des v.a. independantes de loi uniforme 

(0,1). On utilise la realisation (vP), V?)) et FU21U1=Ul (U2) pour 

produire la realisation (u?),uP)) de (Ul ,U2 ). On se sert de 

( U(1) U(1)) pour produire (B(l) B(l)) Calculer (U(1) U(1)) et 
1'2 1'2' 1'2 

( Bil), B~l)). 

14. On considere un portefeuille de 4 titres avec risque de defaut. Pour 
Ie titre i (i = 1,2,3,4), Ie mont ant en vigueur est 10000 et la duree 
jusqu'au defaut Ti obeit 11 une loi exponentielle d'esperance 20. On 
suppose une perte totale du montant en vigueur en cas de defaut. On 
examine Ie risque global du portefeuille sur une annee. Le taux annuel 
d'interet est nul. A cette fin, il est important de bien com prendre Ie 
comportement du nombre de defauts pour l'ensemble du portefeuille 

N = ~;=11 (Ti -s: 1) ou 

1 (Ti < 1) = { 1, s~ Ti -s: 1 (~efaut survient durant l'annee) 
- 0, Sl Ti > 1 (smon) 
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La structure de dependance entre les v.a. T I , ... , T4 est definie a l'aide 
de la co pule de Clayton. Pour des fins de comparaison, on a aussi 
fait les calculs pour les cas OU les v.a. T I , ... , T4 sont independantes et 
comonotones. 

(a) On suppose que les v.a. T I , ... , T4 sont independantes. Calculer 
Pr (N = k), pour k = 0,1, ... ,4. 

(b) On suppose que les v.a. T I , ... , T4 sont comonotones. Calculer 
Pr (N = k), pour k = 0,1, ... ,4. 

(c) On suppose que la structure de dependance entre les v.a. 
T I , ... , T4 est definie a l'aide de la copule de Clayton OU a = 5. 
Calculer Pr (N = k), pour k = 0,1. 

15. On considere un portefeuille avec deux risques dont les couts sont 
definis par les v.a. Xl et X 2 avec Xi rv BComp (n, q; FE), ou n = 2, 
q = 0.15, B rv Exp (10100)' pour i = 1,2. Le nombre de sinistres pour 
les deux contrats sont definis par les v.a. MI et M 2 . On suppose que 

oU CrJl est la copule de Frank avec a = 10. Les montants de sinistres 
sont independants d'un contrat a l'autre. On definit les v.a. N = 
M I +M2 etS=XI +X2 · 

(a) Calculer iNII,!vh (0,0) et !lVII ,M2 (1,2). 

(b) Calculer Pr (N = k), k = 0,1,2,3,4. 

(c) Calculer Pr (S -s: 1500). 

(d) Calculer l'esperance et la variance de N. 

(e) Calculer l'esperance et la variance de S. 

16. Boit Ie couple de v.a. (UI' U2) dont la fonction de repartition est 
definie par la co pule de Frechet avec a = 1 - f3 et les marginales sont 
de loi uniforme standard. Le parametre f3 de la copule est fixe de telle 
sorte que Ie coefficient de correlation de Pearson pour (UI , U2 ) so it 
nul. Boit Ie couple de v.a. (VI, V2 ) independantes et de loi uniforme 
standard. 

( a) Calculer la valeur de f3. 

(b) Developper l'expression de Fs (x) pour S = UI + U2 . 

(c) Developper l'expression de FT (x) pour T = VI + V2 . 

(d) Comparer les valeurs de Fs et FT et commenter. 
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17. Boit Ie couple de v.a. (XI ,X2 ) dont la fonction de repartition est 
definie par la co pule de Frechet avec a = 1 - f3 et les marginales sont 
de loi exponentielle avec parametre 1. Le parametre f3 de la co pule 
est fixe de telle sorte que Ie coefficient de correlation de Pearson pour 
(XI ,X2 ) so it nul. Boit Ie couple de v.a. (YI , Y2 ) independantes et de 
loi exponentielle avec parametre 1. 

( a) Calculer la valeur de f3. 
(b) Developper l'expression de Fs (x) pour 5 = Xl + X 2 . 

(c) Developper l'expression de FT (x) pour T = YI + Y2 . 

(d) Comparer les valeurs de Fs et FT et commenter. 

9.1 7 Reponses 

1. Reponse a la question 1 : ±0.979796 

2. Reponses a la question 2 : 

(a) Aucune reponse 

(b) 0.998194 et 0.000760 

(c) 0.015924 

(d) 3.903 x 10-7 

(e) 0.997439 

3. Reponses a la question 3 : 0.980294, 0.987071, 0.985887, 0.9801, 0.99 

4. Reponses a la question 4 : 

(a) 0.917994,0.017346 

(b) 0.999709 

(c) 0.084613 

(d) 0.996153, 126, 151.6081 

(e) 21.4798 

5. Reponses a la question 5 : pour "" = 0.95 : 10 826.01 et 11 520.08 ; 
pour "" = 0.995 : 69 679.30 et 72 901.94 

6. Reponses a la question 6 : 

(a) approximations de VaRO.5 (5), VaRO.995 (5), VaRO.5 (T), 
VaRO.995 (T) : 758.3392, 25 133.2932, 182.4789, 2593.3892 ; 
approximations de TVaRo.995 (5) et TVaRo.995 (T): 60086.75 
et 3072.59 
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(b) approximations de VaRO.5 (8), VaRO.995 (8), VaRO.5 (T), 
VaRO.995 (T) : 518.3507, 28 134.7303, 86.9555, 1385.1414 ; 
approximations de TVaRo.995 (8) et TVaRo.995 (T) : 65024.72 
et 1823.89 

7. Reponses a la question 7 : 

(a) Clayton: 0.000723 et 0.174610 ; Gumbel: 0.000410 et 0.990378 

(b) Clayton: 0.993580 ; Gumbel: 0.992154 

8. Reponses a la question 8 : 

(a) Aucune reponse 

(b) 0.292908 

(c) 184.7977 

9. Reponses a la question 9 : 

(a) pour K, = 0.5,1127.942 et 4636.997 ; pour K, = 0.995,37763.923 
et 75563.6 

(b) pour K, = 0.5, 1139.944 et 4604.548 ; pour K, = 0.995, 37 669.383 
et 74 169.77 

10. Reponses a la question 10 : 

(a) 2.449, 1.502, 1.451,0.813 

(b) 0.002345, 0.000117, 0.000098 

( c) Clayton : 0.034975, 0.032695, 0.067078 ; Gumbel : 009510, 
0.030092, 0.056735 ; survie Clayton : 0.005395, 0.024906, 
0.054192 

(d) Clayton: 14, 16.1589 ; Gumbel: 14, 17.4095 ; survie Clayton: 
15, 17.5932 

(e) Clayton : 0.071634 ; Gumbel : 0.129659 ; survie Clayton : 
0.137673 

11. Reponses a la question 11 : 

(a) 0.008118265 et 0.048331476 

(b) 8.2921 

(c) 20 et 36.5843 

(d) 0.000040, 0.025721 et 0.061763 

(e) 34 et 35.4475 
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12. 

13. 

14. 
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Reponses it la question 12 : 

(a) 8.2921 

(b) 20 et 36.5843 

(c) 0, 0.020056 et 0.062354 

(d) 34 et 36.1406 

Reponses it la question 13 B(l) 
1 1696.001766 et B~l) 

1683.091503) 

Reponses it la question 14 : 

(a) 0.818731,0.167909,0.0129130.000441,0.000006) 

(b) 0.951229, 0, 0, 0, 0.048771 

(c) 0.859163 et 0.099478 

15. Reponses it la question 15 : 

(a) 0.656385,0.016796 

(b) 0.656385, 0.129109, 0.176770, 0.033591, 0.004144 

(c) 0.841543 

(d) 0.6 et 0.844820 

(e) 600 et 1 444 820.129 

16. Reponses it la question 16 : 

(a) 0.5 

(b) Fs (x) = (~) X l{x<l} + e!X) x l{x:;>l}, pour x E [0,2] 

(c) FT (x) = (x22) X l{x<l} + (1- (2-;X)2) X l{x:;>l}, pour x E [0,2] 

(d) Aucune reponse 

17. Reponses it la question 17 : 

(a) 0.39207 

(b) Fs (x) = 0.39207 (1- e-~) x l{x>o} + 0.60793)1- 4cX x 
1{x:;>ln(4)} 

(c) FT (x) = H (x; 2,1) 

(d) Aucune reponse 



10 
Allocation du capital 

10.1 Introduction 

On considere un portefeuille de n risques, dont les couts ou les pertes sont 
representes par les v.a. Xl, ... , X n , d'une institution financiere (banque, 
compagnie d'assurance) ou toute autre entite responsable de la gestion des 
risques. 

Apres avoir etabli la structure de dependance pour (Xl, ... ,Xn)' on 
etablit Ie mont ant de capital associe au montant total des coUts ou des 
pertes pour l'ensemble du portefeuille S = L:~=l Xi 11 l'aide d'une mesure 
de risque, comme la mesure VaR ou la mesure TVaR. Il devient ensuite 
important d'etablir la contribution de chaque risque Xi au mont ant de 
capital, en tenant compte 11 la fois du comportement aleatoire marginal 
de Xi (i = 1,2, ... ,n) et du comportement aleatoire conjoint du vecteur 
aleatoire (Xl, ... , Xn). Comme il est souhaite que la mutualisation des 
risques ait un effet benefique, la contribution de chaque risque doit etre 
inferieure au capital qui serait etabli de fagon individuelle pour chaque 
risque. 

Le portefeuille peut etre celui d'une compagnie d'assurance, d'un 
investisseur (individuel ou institutionnel), d'une banque ou d'un regime de 
retraite. Les pertes eventuelles associees au risque i sont definies par la v.a. 
L i (i = 1,2, ... ,n). En assurance, Ie portefeuille est constitue de contrats 
d'assurance (ou lignes d'affaires) et les risques correspondent aux couts 
eventuels associes aux contrats (ou lignes d'affaires). Pour une institution 
financiere, Ie portefeuille est celui d'une banque (ou d'une compagnie 
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d'assurance) et les risques representent les pertes (ou profits) aSSOClees a 
une ligne d'affaires. Le portefeuille peut etre constitue de prets ou de titres 
avec risques de defaut. Les risques sont les pertes resultant d'un defaut 
d'un pret ou d'un titre. Du point de vue d'un investisseur, Ie portefeuille 
est constitue de positions financieres sur differents marches (actions, 
obligations, positions longues ou courtes dans des produits derives). 

On etablit la procedure suivante pour l'allocation du capital: 

• Etablir la loi multivariee (conjointe) pour les coUts ou les pertes 
X1, ... ,Xn . 

• Choisir une mesure de risque pour etablir Ie capital total. 

• Appliquer la mesure de risque sur Ie mont ant total des couts ou des 
pertes. 

• Dans Ie cas d'un effet de diversification posit if, choisir un principe 
d'allocation pour etablir la part de capital par risque. 

On fixe Ie capital total de risque pour l'ensemble du portefeuille a 
l'aide d'une mesure de risque choisie c;, c; (8) = CTOT (8) et Ie capital 
economique est CETOT (8) = CTOT (8) - E [8]. On definit par C i la part 
du capital (contribution au risque) allouee au risque i (i = 1,2, ... , n). 
La regIe d'allocation doit tenir compte des relations de dependance entre 
les risques. La regIe do it etre additive, ce qui signifie que la relation 
CTOT (8) = L~=l C i do it etre respectee. Elle doit aussi pouvoir etre 
appliquee pour un portefeuille de plusieurs contrats. Elle doit permettre 
un juste partage entre les risques du benefice realise a la mutualisation des 
risques. 

Dans ce chapitre, on presente les regles d'allocation de capital, 
notamment les regles basees sur la covariance, sur la VaR et sur la 
TVaR. On etudie en details l'evaluation des contributions selon les regles 
basees sur la TVaR. 

10.2 Definitions 

10.2.1 Motivations 

Soit un portefeuille constitue des n risques Xl, ... , X n . Le mont ant 
de capital associe c; (8) au mont ant total des couts ou des pertes pour 
l'ensemble du portefeuille 8 = L~=l Xi est suppose superieur a E [8]. 

Selon une premiere approche simple d'allocation basee sur l'esperance, 
la contribution du risque Xi est 
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Bien que sa simplicite puisse rendre cette approche attrayante, cette 
approche a Ie desavantage d'ignorer la structure de dependance entre les 
v.a. Xl, ... , Xn et la variabilite associee 11 chaque risque Xi, i = 1,2, ... ,n. 

Exemple 10.1 Soient les n risques d'un portefeuille represente par les v.a. 
(Xl, ... , Xn) obeissant a une loi normale multivariee avec!!:. = (30,30,30) 

et I: = (~ 225 1
30). Selon l'approche basee sur l'esperance, la part 

3 10 100 
allouee a chaque risque est ~ du capital total associe ignorant les differences 
importantes dans la variabilite de chaque risque. D 

Vne deuxieme approche simple, basee sur la variance, propose que la 
contribution du risque Xi so it 

Quoique cette approche semble offrir une alternative interessante 11 
l'approche basee sur l'esperance, elle ne tient pas compte de la structure 
de dependance du vecteur aleatoire (Xl, ... , Xn). 

Il est aise de verifier que les deux approches simples satisfont la relation 

GTOT (S) = L:~=l Gi . 

Pour determiner les valeurs de G I, ... , Gn , les regles generalement 
considerees sont la regIe basee sur la covariance, la regIe basee sur la VaR 
et la regIe basee sur la TVaR. 

10.2.2 Regle basee sur la covarzance 

La contribution au risque Xi selon la regIe basee sur la covanance est 
donnee par 

avec 

Cov (Xi,S) 
Gi = E [Xi] + Var (S) {~ (S) - E [S]} 

n 

Var (Xi) + L Cov (Xi, X j ) . 

j=l,j#.i 

La relation GTOT = L:~=l Gi est satisfaite. 

(10.1) 

(10.2) 

La regIe basee sur la covariance est assez simple d'application et tient 
compte de la relation de dependance lineaire entre les risques via la 
covariance. Le principe de la covariance peut etre applique quel que 
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soit Ie choix fait pour la mesure de risque. En revanche, la methode 
peut rapidement devenir difficile d'application. En efi'et, si Ie portefeuille 
contient un nombre n important de risques, il faudra calculer prealablement 
1 . n(n-1). d es covanances pour -2- pmres e v.a. 

10.2.3 Regles basees sur les mesures VaR et TVaR 

La contribution au risque Xi selon la regIe basee sur la VaR est 

Gi = VaR", (Xi; 5) = E [Xi15 = VaR", (5)]. (10.3) 

On verifie que la relation 

n 

i=l 
~E [Xi 15 = VaRK (5)] = E [~XiI5 = VaRK (5)] 

E [515 = VaRK (5)] = VaRK (5) 

est satisfaite. 
Selon la regIe basee sur la mesure TVaR, la contribution au risque Xi 

est donnee par 

Gi = TVaRK (Xi; 5) = E [Xi X l{s>vaR~(Sn] /_ ~ [Xi x l{s=vaR,,(Sn] (3, 

(10.4) 
avec 

(3={ 
(Pr(S<VaR" (S))-K) . p. (5 - V R (5)) > 0 

Pr(S=VaR,,(S)) ,Sl I - a K 

0, si Pr(5=VaRK (5)) =0 

On deduit 

n 

2: TVaRK (Xi; 5) 
i=l 

~ E [Xi X l{S>vaR~(Sn] + E [Xi x l{S=vaR,,(Sn] (3 
~ 1- II: 
i=l 
E [5 x l{S>vaR~(Sn] + E [5 x l{S=vaR~(Sn] (3 

1-11: 
E [5 x l{s> VaR~(Sn] + VaRK (5) Pr (5 = VaRK (5)) (3 

1-11: 

E [5 x l{s>vaR,,(Sn] + VaR", (5) (Pr(5 -s: VaRK (5)) - 11:) 
1-11: 

TVaRK (5), 

confirmant que la relation GTOT = L:~=1 Gi est satisfaite. 
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Les deux regles tiennent compte de la structure de dependance du 
vecteur aleatoire (Xl, ... , Xn). Au premier abord, elles semblent difficiles 
d'application. A cette fin, on examine en detail l'application de ces deux 
regles. En premier lieu, on va identifier quelques cas OU il est possible 
d'obtenir l'expression analytique de la contribution de Xi (i = 1,2, ... , n). 
Ensuite, on va tl'aiter des methodes pour evaluer les contributions lorsqu'il 
n'est pas possible d'obtenir des expressions analytiques. De plus, on verra 
qu'il est beaucoup plus aise d'appliquer la regIe basee sur la TVaR (et sur 
la VaR) que la regIe basee sur la covariance dans Ie contexte de portefeuille 
avec un grand nombre de risques comme c'est souvent Ie cas en pratique. 

10.2.4 Principe d'Euler et regles d'allocation 

Les regles basees sur la covariance, sur la VaR et sur la TVaR peuvent etre 
obtenues en appliquant Ie principe d'Euler. Toutefois, la demonstration 
de ces regles en utilisant Ie principe d'Euler n'est pas abordee dans cet 
ouvrage. Des arguments economiques peuvent aussi justifier l'utilisation de 
ce principe pour developper des regles d'allocation. 

10.3 Applications 

10.3.1 Lois multivariees avec support arithmetique 

On considere Ie cas OU Xl, ... , X n , 5 E {O, Ih, 2h, ... } et on pose VaR", (5) = 
koh. Alors, on a 

E [X 15 = VaR (5)] = E [Xl X I{S=koh}] 
, '" Pr(5=koh) ' 

avec 

E[Xi xl{S=koh}]=LjhPr Xi=jh, L Xz=(ko-j)h , 
ko (n ) 

j=o l=l,l#i 

permettant Ie calcul de la contribution selon la regIe basee sur la VaR. La 
part allouee au risque Xi correspond 11 la somme ponderee des valeurs que 
prend la v.a. Xi de telle sorte que la v.a. 5 prenne la valeur koh. 

La contribution du risque Xi selon la regIe basee sur la TVaR est donnee 
par 

TVaR", (Xi; 5) = E [Xi X l{s>koh}] + E [Xi X l{s=koh}] (3, 
I-I<>, 
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ou 

~={ (Pr(S<koh)-K) . P (5 = k h) > 0 Pr(S=koh) ,S1 r 0 

0, si Pr (5 = koh) = 0 

On deduit 

00 

E [Xi X l{S>koh}] = L E [Xi X l{S=kh}] 
k=ko+1 

ou 

ko 

E[Xi]- LE [Xi x l{s=kh}]' 
k=O 

Bref, la difficulte revient a evaluer E [Xi X l{s=koh}]' En definissant 
5_ i = L:?=Vt"i Xl, on obtient 

ko 
E [Xi X l{s=koh}] = LjhPr (Xi = jh, 5_ i = (ko - j) h). 

j=O 

(10.5) 

Selon (10.5), E [Xi X l{s=koh}] correspond a la somme des valeurs que 
prend la v.a. Xi de telle sorte que la v.a. 5 soit egale a koh. 

Pour Ie cas OU les v.a. Xl, ... , Xn sont independantes, (10.5) devient 

ko 

E [Xi X l{S=koh}] = Ljhfx; (jh) fs_; ((ko - j) h). 
j=O 

(10.6) 

On constate que (10.6) est Ie produit de convolution de {j hfx; (j h) ,j E N} 
et {fs_; (jh)j EN}, ce qui est interessant d'un point de vue pratique 
puisque l'on peut utiliser les outils deja etudies aux chapitres 1 et 6 sur 
les produits de convolution. 

On applique l'expression en (10.6) dans les deux prochains exemples. 

Exemple 10.2 5aient les v.a. independantes Xl, ... , Xn au Xi rv Pais (Ai) 
i = 1,2, ... , n. On de.finit 5 = L:~=l Xi, ce qui implique 5 rv Pais (As) et 
5_ i rv Pais (As - Ai). Alars, avec h = 1, (10.6) devient 
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Ensuite, on obtient 

e-ASAko ko k , (A)j ( A )kO - j 
S ""' . O· 2 1 2 

-k'---o-:-'! "-- ~J j! (ko - j)! As - AS 
J=O 

e-As A~o k (~) = P (5 = k ) k (~) 
k ' 0 \ roo \ . o· AS AS 

D 

Exemple 10.3 50ient les v.a. independantes Xl, ... , Xn att Xi 
PComp (Ai, Fi ), i = 1,2, ... , n. On sait que 

avec 

Alors, on a 

n A' 
FC_ 1 (kh) = ""' 2 Fi (kh). 

~ As -A' 
i=2 ' 

ko 

LhjPr(Xl = hj,X2 + ... +Xn = hko - hj) 
j=O 

ko 

LhjPr(Xl = hj)Pr(5_ l = ko - hj), 
j=O 

att Pr (Xl = hj) et Pr (5_ 1 = ko - hj) sont calculees avec l'algorithme de 
Panjer ou la FFT. D 

Dans l'exemple suivant, on considere un couple de v.a. discretes 
dependantes. 

Exemple 10.4 (Suite de l'exemple 8.23). Pour Ie couple (Ml' M 2 ) 

obeissant a une loi Poisson-gamma bivariee CRMM, Ie capital total pour Ie 
portefeuille est TV aRK (N). On determine les contributions suivantes pour 
Ml et M2 en se bas ant sur les regles de la covariance et de la TVaR : 

10 K TV aRt< (M1; N) TVaR" (Jlh; N) C~ov (M1;N) C~ov (lvh; N) 

0 0.95 2.2432 6.2114 2·4876 5.9670 
0 0.995 2.6586 9.1049 8.8887 8.8698 
2 0.95 2.7023 6.3215 3.3370 5.6867 
2 0.995 3.6509 9.0959 4·7814 7.9654 

D 
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10.3.2 Lois multivariees continues 

On considere un portefeuille ou les v.a. Xl, ... , Xn sont continues ce qui 
implique que 5 = 2::7=1 Xi est aussi continue. En posant VaRK (5) = So, 
l'expression de la contribution selon la regIe basee sur la VaR de Xi (i = 
1, ... , n) devient 

ou 

(10.7) 

avec 5_ i = 2::?=l,l#i Xl· 
De meme, selon la regIe basee sur la TVaR, la contribution du risque Xi 

est donnee par 

(10.8) 

ou 

E [Xi x l{s>so}] = 100 

E [Xi X l{s=s}] ds. 
So 

On a aussi 

avec 

E [Xi x l{s>so}] = 1S0 
E [Xi X l{s=s}] ds. (10.9) 

Dans Ie prochain exemple, on traite un portefeuille constitue de deux 
risques independants. 

Exemple 10.5 50ient les v.a. independantes Xi ~ Exp (f3i), i = 1,2, avec 
f3 1 > f3 2 . On sait que 5 = Xl + X 2 obeit a une loi Erlang generalisee avec 

L 'expression en (10.7) devient 

1S 
xix, (x) iX2 (s - x) dx 

1s xf31 e-;3, x f32 e-;32(S-x)dx 
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et on obtient 

(10.10) 

Ensuite, on remplace (10.10) dans (1 O. g) 

D 

On considere un exemple constitue de n risques independants obeissant a 
des lois gamma de parametres de forme differents et de parametres d'echelle 
identiques. 

Exemple 10.6 Soient les v.a. independantes Xl, ... , Xn avec Xi 
Ga (ai, j3). Alors, S = L:~=l Xi ~ Ga (as, j3) avec as = al + ... + an. Pour 
etablir la contribution de Xi, on a besoin de trouver E [Xi X l{s=s}] OU 

Alors, on obtient 

1S 

XfXi (x) fS-i (s - x) dx 

1s 
xh (x; ai, j3) h (s - x; as - ai, j3) dx 

ai 
(-fh(s;a s + 1,j3). 

E [Xi x l{S>b}] = 100 
E [Xi X l{s=s}] ds= ~iH(b;as+1,j3). 

(10.11) 
En remplar;ant (10.11) dans (10.8), il en resulte que 

(10.12) 

fournissant un rare cas OU Ie montant alloue selon la regie basee sur 
la TVaR coihcide avec celui determine selon la regie simple basee sur 
I 'esperance. D 
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Dans Ie prochain exemple, on considere Ie cas d'une paire de v.a. 
dependantes (X I, X 2)' 

Exemple 10.7 80it la paire de v.a. (XI ,X2 ) obeissant a la loi bivariee 
exponentielle EFGM. On dejinit 8 = Xl + X 2 . Les expressions de is, Fs 
et TV aRK (8) sont iOlLrnies a la SOlLs-section 8.5.1. De pllLs, avec (10.8), 
on obtient le montant allolLe alL risqlLe 1 selon la regle d' allocation basee 
SlLr la TVaR qlLi est donnee par 

OU So = VaRK (8). D 

Dans les exemples precedents, on a traite de cas specifiques OU il 
est possible d'obtenir une expression analytique pour les contributions 
calculees selon la regIe basee sur la TVaR. Souvent, il n'est pas possible 
d'y parvenir. On peut alors utiliser la methode numerique basee sur la 
discretisation expliquee au chapitre 9 pour evaluer TVaRK (8) et les 
contributions selon la regIe de la TVaR. Cette methode est expliquee en 
detail dans [7]. 

10.3.3 Lois multivariees composees 

On considere maintenant un vecteur de v.a. (Xl, ... , Xn) obeissant 11 une 
loi composee multivariee OU 

{ 
""M; B .. 

Xi = uj.;=o ',J;' 
0, Mi = 0 

Mi > 0 (10.13) 

dont la fonction de masse de probabilite de (MI' ... , Mn) est don nee par 
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pour ml, ... , mn E N. Pour chaque i, (Bi,l, B i ,2, ... ) forme une suite 
de v.a. i.i.d. Enfin, les suites de v.a. (BI,I, B I ,2, ... ), (B2 ,1, B 2 ,2, ... ), ... , 

(Bn,l, B n,2, ... ) sont independantes entre elles et independantes du vecteur 
de v.a. (Ml' ... , Mn). Les v.a. B l , B 2 , ... , Bn sont supposees continues et 
strictement positives. Les expressions de Fs et TV aRK (S) sont donnees 
par les relations (8.26) et (8.28). Selon la regIe basee sur la TVaR, la 
contribution TVaRK (Xi; S) du risque Xi est don nee par 

1 
1-/'{, 

00 00 

2: ... 2: 
ml=O ffin=O 

\{m,=O, ... ,mn =O} 

(10.14) 

L'expression (10.14) est interessante dans Ie cas OU les distributions des 
v.a. representant les mont ants des sinistres appartiennent 11 une famille de 
distributions fermees sous la convolution. 

Corollaire 10.8 Loi composee multivariee avec montants de 
sinistres de loi gamma. Soient les conditions de la proposition 8.24. 
L 'expression de la contribution TVaRK (Xl; S) au risque Xl selon la regie 
basee sur la TVaR est 

D 

Corollaire 10.9 Loi composee avec montants de sinistres de 
distribution melanges d 'Erlang. Soient les conditions de la proposition 
8.26. On obtient 

f···f ~jl, .. ,jn~H(b;tji+1;jJ), 
j, =0 j,,=O 1=1 

\ {j, =O, ... ,jn=O} 

qui conduit a I' expression de la contribution a X I selon la regie basee sur 
la TVaR 

L'exemple suivant est une application de la proposition 8.24 du chapitre 
8 et du corollaire 10.8. 
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Exemple 10.10 On considere une loi composee bivariee pour (X I ,X2 ) 01'1 

la distribution bivariee de (MI , M 2 ) est de.finie a l'aide de la copule de Frank 
et en supposant que MI ~ Pais (4) et M2 ~ N B (r = 4, q = ~). On suppose 
que BI ~ Ga (0.5, 0.1) et B2 ~ Ga (0.25, 0.1). On deduit que E [Xl] = 20, 
E [X2 ] = 10 et E [S] = 30. De plus, on a Var(XI ) = 300 et Var (X2 ) = 150. 
Dans le tableau suivant, on fournit les valeurs de pp (MI' M 2 ), pp (Xl, X 2 ) 

et Var (S) pour 0: = -20, 0, 20 : 

a pp (Ml, lIh) pp(Xl,X2) Var (S) 
-20 -0.8544 -0.2848 329.1742 

0 0 0 450 
20 0.8949 -0.2981 576.5658 

Les valeurs de VaRK;(Xi ) et TVaRK;(Xi ) (i = 1,2) sont fournies pour"" = 
0.25, 0.5, 0.95, 0.99 et 0.995 dans le tableau ci-dessous : 

K VaR,,(Xl) VaR,,(X2) 2.:7-1 VaR" (X;) 
0.25 6.9217 1.0908 8.0125 
0.50 15.7608 5.6480 21·4088 
0.95 58.9412 84·8948 88.8855 
0.99 76.9342 54·8506 131.7848 

0.995 86·4245 68.8218 149.7468 

K TVaR,,(Xl) TVaR,,(X2) 2.:t-l TVaR" (X;) 
0.25 25.6606 18.2490 88.9096 
0.50 32.8983 16.6516 49.5499 
0.95 68.1707 47.2722 115·4429 
0.99 90·4176 66.9989 157.4165 

0.995 99.6833 75.3916 175.0749 

Dans le tableau sui va nt, on presente les valeurs de VaRK; (S), TV aRK (S), 
ainsi que les contributions calculees selon les regles basees sur la TVaR 
(c;;VaR (Xi) = TVaRK (Xi; S), i = 1,2) et sur la covariance (C~OV (Xi), 
i = 1, 2) pour 0: = - 20, 0 et 20 : 

a K VaR K (S) TVaR" (S) TVaR" (Xl; S) TVaR" (X2; S) 
-20 0.25 16.6480 86.8582 24·4554 11.8978 
-20 0.50 26·4895 43.7817 29.8411 13.9406 
-20 0.95 64·6280 78·4609 56·4588 22.0071 
-20 0.99 86.9787 100.0683 73.9654 26.1029 
-20 0.995 96.1888 109.0645 81·4277 27. 6368 

a K VaR" (S) TVaR" (S) TVaR" (Xl;S) TVaR" (X2; S) 
0 0.25 14·1330 37.3878 24·9954 12·4341 
0 0.50 25.7459 46.1640 80.8286 15.8404 
0 0.95 70.6887 86.6448 57.5097 29.1850 
0 0.99 96·4965 111.3889 73.5011 .'17.8878 
0 0.995 107.0218 121.5988 80.0801 41.5687 
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a Ii, VaR" (S) TVaR" (S) TVaR" (Xl; S) TVaR" (X2; S) 
20 0.25 11.6701 88.2026 25.8487 12.8590 
20 0.50 24·7506 48.2819 31.6'894 16'.5925 
20 0.95 76.5806 94·5817 59.6698 84·9124 
20 0.99 105.7425 122.2856 75.9766 46.2590 
20 0.995 117.4702 133.5039 82.576'1 50.9278 

Les valeurs de TVaR"o(S) augmentent lorsque le pammetre a de 
dependance de la copule augmente comme il est prevu par l'application 
successive des propositions 9.80, 9.83, 9.77 et 7.50. On observe aussi 
que VaRK (Xl) + VaRK (X2 ) -s: VaRK (S) pour"" = 0.25, 0.5 et pour 
a = -20,0,20. Pour chaque i = 1,2, pour to utes les valeurs de "" et pour 
to utes les valeurs de a, les contributions TVaRK (Xi; S) calculees selon 
la regle basee sur la TVaR sont inferieures aux valeurs de TV aRK (Xi) 
(i = 1,2). On remarque, pour"" = 0.995, que les benefices d'agregation 
sont 175.0749 - 109.0645 = 66.0104, 175.0749 - 121.5988 = 53.4761 et 
175.0749 - 133.5039 = 41.5710. D 

Dans l'exemple suivant, on traite du cas de lois composees multivariees 
avec des montants de sinistres definis sur un support arithmetique. 

Exemple 10.11 Suite de l'exemple 8.27. Dans le tableau suivant, on 
fournit les valeurs des contributions determinees selon la regle basee sur la 
TVaR: 

Ii, VaR" (S) TVaR" (S) TVaR" (XI;S) TVaR" (XI;S) 
95 % 170 000 215 188.9 87427. 8 127761.1 
99 % 240 000 282 509.1 116' 3:n9 16'6' 171.2 

D 

On poursuit en considerant dans Ie pro chain exemple un cas de lois 
composees multivariees avec des mont ants des sinistres continus que l'on a 
approximes par des v.a. definies sur un support arithmetique. 

Exemple 10.12 (Suite de l'exemple 8.31). Pour le portefeuille de 2 
lignes d'affaires decrit a l'exemple 8.31), on a obtenu les resultats suivants : 

Ii, TVaR" (Xl) TVaR" (X2) TVaR" (5) 
95 % 380.56'6'5 277.1934 573.1105 

99.5 % 510.7144 372.3530 750.0120 

Le capital pour le portefeuille correspond a l 'approximation TVaRK (s) . 
Les contributions calculees selon les regles basees sur la TVaR et sur la 
covariance sont fournies dans le tableau suivant : 

Ii, cirVaR (Xl) cirVaR (X2) c~ov (Xl) c~ov (X2) 
95 % 848.8879 224·7226 826.1799 246.9807 

99.5 % 46'0.5728 289·4393 426'.5834 323·4287 
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10.3.4 Loi Poisson composee multivariee 

Pour determiner la contribution TVaR" (Xi; S) pour chaque risque, la 
relation en (10.14) peut devenir difficile d'application quand Ie nombre n 
de risques devient grand. Neanmoins, dans Ie cas OU (Xl, ... , Xn) obeit 
it la loi Poisson composee multivariee decrite en 8.8, il est possible de 
miser sur la construction expliquee en 8.6.1 de la loi de (M1' ... , Mn) pour 
determiner l'expression de la contribution TVaR" (Xi; S). On do it etablir 
la distribution conjointe de (Xi, S-i) dont les composantes sont definies 
par 

{ 
",Mi B" 

Xi = ~ki=O ',Ji' 

0, Mi = 0 

et S-i = L~=l,l#i Xl. La f.g.m. MS_i (r) de S-i est donnee par 

ao( IT Mn z(r)-l) n 
e Z~l,li", II e(Az-ao)(Mnz (r)-l) 

l=l,l#i 

eao( MC_ i (r)-l )e,Li( Mn_i, (r)-l) , 

n 

(10.15) 

(10.16) 

OU Mc_ i, (r) = II MBz (r), MD_i, (r) = L~=l#i \ __ ~() MBz (r) et A-i = 
l=l,l#i 

L~=l#i Al - ao· 
L'expression en (10.16) implique que les fonctions de repartition de C- i 

et D-i sont 
Fc_ (x) = F"" ,B (x) 

1 6l=1,l¥-I l 
(10.17) 

et 
n 
'" Al - ao FD_i, (x) = ~ n FBz (x). 

l=l#i Ll=l#i (AI - ao) 
(10.18) 

Soit la v.a. J_ i = L~=l,l#i Kl rv Pais (A-i), ou J_ i est interpretee comme 
la somme des chocs individuels provenant de tous les risques it l'exception 
du i-ieme risque. Alors, la v.a. S-i peut etre ecrite comme la somme de 
deux composantes. La premiere d'entre elles est associee aux sinistres lies 
aux chocs individuels alors que la deuxieme composante correspond aux 
sinistres lies au choc commun. Il en resulte que 

(10.19) 
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Ensuite, on definit la paire (Mi' N -i) avec les composantes 

Mi Ki + K o, 

N-i J_ i + K o, 

ou J -i, Ki et Ko sont independantes. La fonction de masse de probabilite 
conjointe de (Mi' N_i ) est don nee par 

L h (ki - j) fLi (ni - j) ho (j) , (10.20) 
j=O 

pour ki' n-i EN. 
Enfin, nous avons tous les ingredients pour developper l'expression de la 

contribution TVaRK (Xi; S). 

Proposition 10.13 L'expression de la contribution TVaR", (Xi; S) (i 
1,2, ... , n) est 

1 00 00 rnin(k.i,n_;) 

1-K: L L L 7'h(ki -j,n-i-j,j)7'h(ki -j,n-i-j,j), 
ki=O n_i.=O j=O 

(10.21 ) 

ou 
191 (ki - j, n-i - j, j) = fKi (ki - j) fLi (n-i - j) iKo (j) 

et 

Preuve. En utilisant (10.20), (10.15) et (10.19), on obtient (10.21) .• 
Les resultats de la proposition 8.30 et de la proposition 10.13 sont mis 

en pratique dans l'exemple suivant. 

Exemple 10.14 On considere un portefeuille de n1 + n2 rzsques 
Xl, ... ,Xn1 +n2 · On de.finit S = L:7~+bn2 Xi ou Xi rv PComp(Ai,FB ,), 

Ai = 0.003 pour i = 1, ... , n1 et Ai = .004, pour i = n1 + 1, ... , n1 + n2. 
Aussi, on suppose que Bi rv Ga (Ii' 10100)' Ii = 2 pour i = 1, ... , n1 et 
Ii = 1, pour i = n1 + 1, ... , n1 + n2. Les valeurs de E [Xi], Var (Xi), 
VaRO.995 (Xi) et TVaRo.995 (Xi) sont fournies dans Ie tableau suivant 
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pOlLr i = 1, ... , nl + n2 

i E[XiJ Var (Xi) VaRo.g9S (X;J TVaRo.g9s (X;J 
1, ... , nl 

nl + 1, ... ,nl+n2 

On sait qlLe COY (Xi, X j ) 

nl6 + n24 et 

6 

4 
18 000 0 1200 

8000 0 800 

aoE [Ei] E [Ej] pOlLr i # j. Alors, E [8] 

Var (8) = n118 000+n28000+nl (nl - 1) a 062+n2 (n2 - 1) a042+nln26x4. 

Les valelLrs de VaRK (8), TVaRK (8) et TVaRK (Xi; 8) (i = 1, nl + 1) pOlLr 
K, = 0.995 sont fOlLrnies dans Ie tablealL slLivant : 

ao = 0 
nl n2 VaRK(S) TVaRK (S) TVaRK (Xl; S) TVaRK (Xnl+1;S) 
10 10 8652.76 4878·48 876.61 111.28 

100 100 8189.88 9688.90 78·48 28.86 
500 500 17 492.66 19695.98 27.90 11·49 

ao = 0.001 
10 10 3435.55 9730.09 678·48 294·53 

100 100 7886.89 67204·62 458.85 218.20 
500 500 14 831.62 314 154·66 419.58 208.73 

ao = 0.002 
10 10 8018·49 14 541.84 971·48 482.76 

100 100 6392.17 124 789.34 883.89 414·00 
500 500 11 685.90 608 848.80 811·48 406.26 

On observe qlLe 2::7~tn2 VaRO.995 (Xi) = 0 pOlLr tOlLte valelLr de nl, n2 E 

N+; 2::7~tn2 TVaRo.995 (Xi) = n11200+ n2800 pOlLr tOlLte valelLr de nl et 

n2. De pllLs, on mentionne qlLe VaRO.995 (8) > 0 = 2::7~tn2 VaRO.995 (Xi) 
pOlLr tOlLte valelLr de nl, n2 E N+, ce qlLi met en evidence Ie probleme 
d'incoherence de la meSlLre VaR. A lLssi, on observe TVaRo.995 (8) -s: 
2::7=1 TVaRo.995 (Xi) = n 11200+ n2800 pOlLr tOlLte valelLr de nl, n2 E N+. 
On constate qlLe la contriblLtion de chaqlLe risqlLe calclLlee selon la regie 
de la TVaR decroit en fonction de nl et de n2. Le benefice d 'agregation 
des risqlLes alLgmente avec nl et n2 mais il decroit lorsqlLe Ie parametre de 
dependance ao alLgmente. D 

10.3.5 Methode numerique basee sur la simulation 

On considere un portefeuille d'un nombre n eleve de risques representes par 
Ie vecteur de v.a. (Xl, ... , Xn). Les couts pour l'ensemble du portefeuille 
sont definis par la v.a. 8 = 2::7=1 Xi. Pour parvenir it evaluer les differentes 
quantites de risque (e.g. mesures de risque, mesures de solvabilite, primes 
stop-loss, etc.) definies en fonction des couts totaux du portefeuille 
et it evaluer les contributions associees it chaque risque, il arrive en 
pratique que la seule possibilite repose sur les methodes fondees sur la 
simulation stochastique. Dans cette section, on explique la procedure pour 
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evaluer approximativement les contributions selon les regles basees sur la 
covariance, sur la VaR et sur la TVaR. 

On suppose que l'on a produit les realisations 

{ (x (j) x(j))· - 1 2 } I , ... , n , J - , , ... , m 

de (XI, ... ,Xn) et {5(j),j = 1,2, ... ,m} de 5. 
La valeur de VaRK (5) est determinee approximativement par F;; I (fi:) 

ou Fn est la fonction de repartition empirique determinee it partir des 

realisations {5(j),j=1,2, ... ,m}. On fixe VaRK(5) c:::c VaRK(5) 
F;;,I (fi:) = So. On rappelle l'expression en (5.4) de l'approximation de 
TVaRK (5) : 

rv.:R, (8) ~ I ~" (,~ t, 8(j) x I( s"'>'O) + "0 (Pm (.'0) - K)) 

A . d '1" {(X(j) X(j))· 1 2 } partIr es rea IsatlOns I' ... , n , J = , , ... , m, on a aUSSI 

construit la matrice variance-covariance empirique designee par 

(

Va; (Xl) 

COy (X I ,X2 ) 

COy (XI,Xn) 

Co"; (Xl, X 2 ) 

Va; (X2 ) 

COY (XI,Xn) ) 
COY (X2 ,Xn ) 

Va; (Xn) 

La contribution au risque Xi selon la regIe basee sur la covariance est 
evaluee par l'approximation 

E[XiJ 

Va; (Xi) + 2::n_I "-£" Co"; (Xl, Xn) + ~,JT" (~K (5) - E [5]) , 
Var (5) 

qui est adaptee de (10.1) et (10.2). 
On utilise (10.3) et (10.4) pour deduire les approximations des 

contributions au risque Xi selon les regles basees sur la VaR et la 
TVaR qui sont donnees respectivement par 
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et 

pour i 1,2, ... , n, OU C:K (S) designent VaRK (S) OU TV;;:"RK (S). Dans 
certaines applications, s'il n'est pas possible de calculer les valeurs exactes 
de E [Xl], ... , E [XnJ et E [S], on les rem place par leurs valeurs empiriques 
correspondantes. 

Exemple 10.15 Soit Ie cOlLple v.a. (XI ,X2 ) dont la distriblLtion 
conjointe est de.finie par la coplLle de slLrvie de Clayton (a = 10) et 
ou Xl rv LN (5,22) et X 2 rv Pa (2.5, 1500). On a prodlLit les realisations 
des v. a. independantes VI rv V2 rv U (0, 1). On a lLtilise la methode 

conditionnelle pOlLr obtenir les realisations (ui j) , uJj)) dlL cOlLple de v.a. 

lLniforme (UI' U2) dont la fonction de repartition est la coplLle inverse de 

Clayton. Les realisations (xij) , XY)) de (Xl, X2 ) sont prodlLites par la 

methode inverse. On a obtenlL les reslLltats slLivants : 

j VIti) V2(]) ui j ) ui j ) xij) xij) SU) 

1 IUS 0·41 IUS 0.11718445 15.5991 76.6790 92.2781 
2 0.69 0.55 0.69 0.69199324 400.0945 902.5208 1302.6153 
8 0.,'1,'1 0.57 0.,'1,'1 0.84055277 61.56998 271.8185 ,'188.8888 

4 0.89 0.72 0.89 0.89825239 1725.1275 2241.8087 3966.9368 
5 0.67 0.31 0.67 0.63844369 357.7471 753.3097 1111.0568 
6 0.19 0.08 0.19 0.04871814 25.6414 ,'10.2651 55.9064 
7 0.78 0.63 0.78 0.78830205 695.3299 1291.2877 1986.6178 
8 0.51 0.86 0.51 0.5826,'1051 156.0440 627.5657 788.6097 
9 0.34 0.54 0.34 0.34267343 65.0446 274·1028 339.1474 

10 0.23 0.77 0.23 0.30722565 33.8624 237.2189 271.0813 

On designe par S{1}, ... , S{10} l'ensemble des realisations triees en 

ordre croissant de S. On obtient VaR07 (S) = S{7} = 1111.0568. Le 

montant TV;;:"RO.75 (S) = 2418.7233 correspond a la moyenne empiriqlLe 
des 3 realisations les pllLS elevees de S, soit S{8}, S{9} et S{10}. Les 

montants VaRo.7 (Xl; S) = 357.7471 et VaRO.7 (X2 ; S) = 753.3097 
sont les realisations de X I et X 2 qlLi ont contriblLe a S{7}. Le montant 

TV;;:"Ro.7 (Xi; S) est donne par la moyenne empiriqlLe des 3 realisations 
de Xi (i = 1,2) ayant contriblLe a S{8}, S{9} et S{10}. On obtient 

TV;;:"Ro.7 (Xl; S) = 940.1840 et TV;;:"RO.7 (X2; S) = 1478.5393. D 
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Il est clair d'apres l'exemple 10.15 que Ie calcul des contributions selon 
les regles basees sur la VaR et la TVaR sont faciles 11 realiser meme 
pour un portefeuille comport ant un nombre n eleve de risques (e.g. > 
1000). En revanche, pour appliquer la regIe basee sur la covariance, il est 
requis de calculer la matrice variance-covariance empirique pour toutes les 
combinaisons du portefeuille (nx (~-l)), ce qui peut rapidement devenir 
difficile d'un point de vue pratique. 

Il faut etre prudent dans l'application de la simulation stochastique pour 
l'evaluation des contributions selon les regles basees sur la VaR et la TVaR. 
Dans Ie premier cas, elle peut conduire 11 des resultats aberrants. Pour Ie 
deuxieme cas, il faut s'assurer que Ie nombre (1 - "') m so it assez grand 
pour obtenir une approximation fiable de TV aRK (8) et des contributions 
TVaRK (Xl; 8), ... , TVaRK (Xn; 8). 

10.3.6 Allocation et positions financieres 

On considere un investisseur avec un portefeuille compose de positions 
financieres. On a L TOT = 2::7:1 Li OU la v.a. Li correspond 11 la perte 
que l'investisseur peut encourir pour la position i sur une courte periode 
h. La perte pour la position i est definie par la v.a. Li = Vi (0) - Vi (1) OU 
Vi (0) est la valeur de la position i au temps 0 (connue au temps 0 et donc 
une constante) et la v.a. Vi (1) est la valeur de la position 11 la duree 1. La 
duree h depend du contexte. Elle peut etre d'une journee, d'une semaine, 
d'un mois, etc. L'investisseur determine Ie capital associe 11 l'ensemble du 
portefeuille et la part allouee 11 chaque position. Il suffit d'utiliser les regles 
d'allocation en rempla<;ant la v.a. 8 par la v.a. LTOT et les v.a. Xi par les 
v.a. Li (i = 1, ... , n). 

10.4 Notes bibliographiques 

Pour une introduction aux notions concernant l'allocation de capital, on 
recommande [2], [81] et [100]. Pour des applications en actuariat et en 
gestion quantitative des risques de la regIe d'allocation basee sur la TVaR, 
on peut consulter e.g. [7], [12], [14], [19], [32], [44], [45] et [70]. 

10.5 Exercices 

1. On considere un portefeuille constitue de trois risques dont les 
coUts sont representes par les v.a. independantes Xl, X 2 et X 3 . Les 
fonctions de masse de probabilite de Xl, X 2 et X3 sont donnees dans 
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Ie tableau ci-dessous :7 

k Pr (Xl = 1000k) Pr(X2 = 1000k) Pr(X3 = 1000k) 
0 0.7 0.5 0.2 
1 0.25 0.3 0.3 
2 0.05 0.2 0.5 

Les coUts pour l'ensemble du portefeuille sont definis par la v.a. 5 = 
L~=l Xi. 

(a) Calculer Pr(5 = 1000k) pour k = 0, 1, ... ,6. 

(b) Calculer VaRO.95 (5). 

(c) Calculer TVaRo.95 (5). 

(d) En utilisant la regIe d'allocation basee sur la covariance, calculer 
la part (du capital total determine avec TVaRo.95 (5)) allouee 
11 chaque risque. 

(e) En utilisant la regIe d'allocation basee sur la TVaR, calculer 
la part (du capital total determine avec TVaRO.95 (5)) allouee 
11 chaque risque, TVaRo.95 (Xl ;5), TVaRo.95 (X2 ;5) et 
TVaRo.95 (X3 ; 5). 

2. On considere un portefeuille d'une compagnie d'assurance constitue 
de 3 lignes d'affaires. Les couts totaux pour la ligne d'affaires i sont 
representes par la v.a. Xi OU Xi ~ Ga (2 i -1, 20600) (i = 1,2,3). Les 
v.a. Xl, X 2 , X3 sont independantes. Le mont ant total des couts pour 
l'ensemble du portefeuille est defini par la v.a. 5 = L~=l Xi. Le 
capital total requis pour l'ensemble du portefeuille est calcule 11 l'aide 
de la TV aRK (5). Le benefice de diversification correspond 11 

3 

B~VaR (5) = L:TVaRK (Xi) - TVaRK (5). 
i=l 

La contribution allouee 11 chaque ligne d'affaires est calculee selon la 
regIe basee sur la TVaR. 

(a) Calculer VaRo.995 (Xi) pour i = 1,2,3 et VaRO.995 (5). 

(b) Calculer TVaRo.995 (Xi) pour i = 1,2,3 et TVaRo.995 (5). 

(c) Determiner B~VaR (5). Commenter. 

(d) En utilisant la regIe d' allocation basee sur la TVaR, calculer la 
part (du capital total determine avec TVaRo.95 (5)) allouee 11 
chaque ligne d'affaires. Est-ce que la part allouee 11 la ligne i ::;, 
TVaRo.995 (Xi) ou -s: TVaRo.995 (Xi) ? Commenter. 

3. On considere deux v.a. Xl et X 2 independantes avec Xi ~ Exp (!3i) 
pour i = 1,2 et !3l = 0.1 et !32 = 0.2. On definit 5 = Xl + X 2 . 
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(a) Calculer VaRO.99 (8) et TVaRO.99 (8). 

(b) Calculer les parts allouees du capital total determine avec 
TVaRo.99 (8) aux risques Xl et X 2 selon la regIe d'attribution 
basee sur la TVaR. 

4. On considere une loi composee bivariee pour (X I ,X2 ) OU la 
distribution bivariee de (MI' M 2 ) est definie 11 l'aide de la co pule de 
Gumbel (avec un parametre de dependance 0; = 5) et en supposant 
que MI ~ Pais (3) et M2 ~ NB(r=2,q= ~). On suppose que 
BI ~ Ga (0.5, 0.1) et B2 ~ Ga (0.25,0.1). On definit 8 = Xl + X 2. 

(a) Calculer E [Xl], E [X2 ] et E [8]. 

(b) Calculer Var(XI) et Var (X2 ) = 150. 

(c) Calculer Cov (MI , M2)' carr (MI , M2)' Cov (Xl, X 2) et Var (8) 
pour 0; = 5. 

(d) Calculer VaRK(X i ) et TVaRK(X i ) (i = 1,2) pour "" = 0.995. 

(e) Calculer VaRK(8) et TVaRK(8) pour "" = 0.995. 

(f) Le capital total est etabli avec TVaR0995(8). Calculer les parts 
allouees aux risques Xl et X 2 selon la regIe d'attribution basee 
sur la covariance. 

(g) Le capital total est etabli avec TVaRO.995(8). Calculer les parts 
allouees aux risques Xl et X 2 selon la regIe d'attribution basee 
sur la TVaR. 

5. Soit Ie couple de v.a. (Xl, X 2 ) dont la distribution conjointe est 
definie par la copule de Gumbel (0; = 2) et OU Xl ~ LN (5,22) 
et X 2 ~ Pa (2.5,1500). On a produit les realisations des v.a. 
independantes VI ~ V2 ~ U (0, 1). On a utilise la methode 

conditionnelle pour obtenir les realisations (ui j) , uJj)) du couple de 

v.a. uniforme (UI , U2 ) dont la fonction de repartition est la co pule 

de Gumbel. Les realisations (xJj),xJj)) de (X I ,X2 ) sont produites 

par la methode inverse. On a obtenu les resultats suivants : 

j v1(j) v 2U ) j v1(j) v 2U ) 

1 0.13 0.41 6 0.19 0.08 
2 0.69 0.55 7 0.78 0.63 
3 0.33 0.57 8 0.51 0.86 
4 0.89 0.72 9 0.34 0.54 
5 0.67 0.31 10 0.23 0.77 

(a) Produire les realisations (uij), uJj)) pour j = 1,2, ... , 10. 

(b) P d · 1 '1' . (x(j) x(j)) . 1 2 10 ro Ulre es rea IsatlOns I' 2 pour J = , , ... , . 
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(c) Calculer l'approximation de VaRo.75 (8) et de TVaRo.75 (8). 

(d) Le capital associe it 8 est evalue avec TVaRo.75 (8). Calculer 
l'approximation des parts allouees aux risques Xl et X 2 selon la 
regIe d'attribution basee sur la TVaR. 

6. Boit Ie couple de v.a. (Xl, X 2 ) dont la fonction de repartition 
conjointe est definie par la copule de Clayton (parametre de 
dependance a = 2), Xl ~ N (0.08,0.22 ) et Xl ~ N (0.1,0.32 ). La 
v.a. Xi represente Ie rendement instantane du titre i = 1,2. On definit 
lav.a. L = V(O) - V(l) OU V(O) = VI +V2 et V(l) = VleX ' +V2eX2 
avec VI = V2 = 1000. On a recours au GNPA defini it l'algorithme 5.1 
avec Xo = 343 463 463. On produit dans l'ordre 100 000 realisations 
de (X I, X 2 ) en utilisant la methode conditionnelle pour resoudre 
les questions demandees. La valeur de E [L] est -261.2104883. Les 
premieres realisations de Xl, X 2 et L sont 0.18536871, 0.14072057 
et -354.76510. On definit L = LI + L2 avec Li = Vi - Viexi, i = 1,2. 

(a) Calculer les approximations de Cov (Xl, X 2) et PP (Xl, X 2). 

(b) Calculer les approximations de Cov (LI' L 2) et PP (Xl, X 2). 

(c) Calculer les approximations de E [L] et Var (L). 

(d) Calculer les approximations de VaRK, (L) et TV aRK, (L) pour 
K, = 0.995. 

(e) Calculer les approximations des parts allouees aux pertes LI et 
L2 selon la regIe d'attribution basee sur la covariance. 

(f) Calculer les approximations des parts allouees aux risques LI et 
L2 selon la regIe d'attribution basee sur la TVaR. 

7. Boit Ie vecteur de v.a. (XI ,X2 ,X3) dont la fonction de repartition 
conjointe est definie par la co pule multivariee C, Xl ~ LN (5,22 ), 

X 2 ~ Ga (0.5, 560) et X3 ~ Pa (3.5, 2500). On suppose que 
T (Xl, X 2) = 0.5, T (Xl, X 3) = 0.7 et T (X2' X 3) = 0.3. On definit la 
v.a. 8 = Xl + X 2 + X 3 . On a recours au GNPA defini it l'algorithme 
5.1 avec Xo = 343463463. On produit dans l'ordre 100 000 realisations 
de (Xl, X 2 , X 3 ) en utilisant la methode de simulation propre it chaque 
co pule afin de produire les 100 000 realisations de 8. La valeur de 
E [8] est 2346.633158. 

(a) La copule C est la copule normale. Les premieres realisations de 
Xl, X 2 et X3 sont 425.67965, 145.6160393 et 935.314. 

1. Calculer les approximations de E [8] et Var (8). 

ii. Calculer les approximations de Cov (Xi, X j ) et r (Xi, X j ) 

(pour i # j). 
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iii. Calculer les approximations de VaR", (8) et TVaR", (8) 
pour K, = 0.995. 

iv. Calculer les approximations des parts allouees aux risques 
Xl, X 2 et X3 selon la regIe d'attribution basee sur la 
covanance. 

v. Calculer les approximations des parts allouees aux risques 
Xl, X 2 et X3 selon la regIe d'attribution basee sur la TVaR. 

(b) La co pule C est la co pule de Student avec v = 4. Les premieres 
realisations de Xl, X 2 et X3 sont 643.5938, 161.552453 et 
1148.110. 

1. Calculer les approximations de E [8l et Var (8). 
n. Calculer les approximations de Cov (Xi, X j ) et r (Xi, X j ) 

(pour i # j). 
n1. Calculer les approximations de VaR", (8) et TVaR", (8) 

pour K, = 0.995. 

IV. Calculer les approximations des parts allouees aux risques 
Xl, X 2 et X3 selon la regIe d'attribution basee sur la 
covariance. 

v. Calculer les approximations des parts allouees aux risques 
Xl, X 2 et X3 selon la regIe d'attribution basee sur la TVaR. 

8. Soit la paire de v.a. (Xl, X 2) ayant une distribution composee bivariee 
avec 

Xi = { L,~I,=O Bi,j" 
0, Mi = 0 

ou la paire de v.a. ( M I , M 2 ) obeit 11 une loi de Poisson bivariee avec 
Al = 3, A2 = 4, ao = 2. Pour chaque i, (Bi,I,Bi,2" ... ) forme une 
suite de v.a. i.i.d .. Les suites (BI,I,BI,2" ... ) et (B2 ,I,B2 ,2" ... ) sont 
independantes entre elles et independantes de (MI , M2). De plus, 
BI,1 ~ B I ,2 ~ ... ~ BI ~ Ga (3, 110 ) et B 2,1 ~ B 2,2 ~ ... ~ B2 ~ 
Ga (2, 110). 

(a) Developper les expressions de E[Xil Var(Xi ) (i = 1,2) et 
Cov (Xl, X2). Indiquer la loi Xi pour i = 1,2. 

(b) Developper les expressions de F s (x), TVaR", (8) et 

(c) Calculer E [8] et Var (8). 

(d) Calculer Pr (8) 100). 

(e) Calculer VaRO.99 (8) et TVaRO.99 (8). 
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(f) En utilisant la regIe d'allocation basee sur la covariance, la part 
(du capital total determine avec TVaRo.95 (S)) allouee 11 chaque 
risque. 

(g) En utilisant la regIe d'allocation basee sur la TVaR, calculer la 
part (du capital total determine avec TVaRo.95 (S)) allouee 11 
chaque risque (avec K, = 0.99). 

9. Au temps 0, un investisseur detient 100 dans l'indice 1 et 100 dans 
l'indice 2. Les deux indices sont consideres com me des titres financiers 
avec risque. Au temps 0, la valeur totale V (0) de son portefeuille 
est de 200. On examine l'evolution de son portefeuille pendant deux 
periodes. L'evolution des deux titres est indiquee avec Si (t) = Ri (t) X 

Si (t - 1) pour t = 1,2 avec Sl (0) = S2 (0) = 100. Les couples de 
v.a. (Rl (1), R2 (1)) et (Rl (2), R2 (2)) sont i.i.d. avec les valeurs de 
Pr (Rl (1) = rl, R2 (1) = r2) fournies dans Ie tableau ci-dessous : 

r21rl 1.3 0.7 
1.2 0.2 0.3 

0.9 0.4 0.1 

L'investisseur ne modifie pas la composition de son portefeuille 
pendant les deux periodes et il n'ajoute ou ne retire pas d'argent. 
La valeur du portefeuille au temps t est V (t) = Sl (t) + S2 (t) pour 
t = 0, 1,2. On definit la perte par 

L = V (0) - V (2) = Ll + L 2, 

ou une perte negative represente un gain et Li = Si (0) - Si (2) (pour 
i = 1,2). 

(a) Calculer E[Ll], E[L2], E[L], Var(Ll ), Var(L2), COV(Ll,L2) 
et Var (L). 

(b) Determiner les valeurs possibles l de la v.a. Let les valeurs de 
la fonction de masse de probabilite h de L. 

(c) Calculer Pr(L > 0). Calculer VaRO.95 (L) et TVaRO.95 (L). 

(d) En utilisant la regIe d'allocation basee sur la covariance, calculer 
la part (du capital total determine avec TVaRo.95 (S)) allouee 
11 chaque perte Ll et L 2. 

(e) En utilisant la regIe d' allocation basee sur la TVaR, calculer la 
part (du capital total determine avec TVaRo.95 (S)) allouee 11 
chaque perte Ll et L 2, TVaRo.95 (Ll ;L) et TVaRo.95 (L2 ;L). 

10. Soit la paire de v.a. (Xl, X 2) dont la fonction de repartition conjointe 
est definie par la copule de Clayton (parametre de dependance 0: = 
5), Xl ~ N (0.0040,0.0442) et X 2 ~ N (0.0006,0.0472). La v.a. Xi 
represente Ie rendement mensuel instantane de l'indice i = 1,2. 
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On definit la v.a. L = V (0) - V (1) OU V (0) = VI + V2 et V (1) = 
vlex , + V2eX2 avec VI = V2 = 2000. 

On a recours au GNPA defini it l'algorithme 5.1 avec Xo = 20 111 221. 
On produit dans l'ordre m = 1000 realisations de (Xl, X 2) en 
utilisant la methode conditionnelle afin de produire les 1000 
realisations de L. On definit L = LI + L2 avec Li = Vi - VieXi, 
i = 1,2. 

En simulant dans l'ordre les paires de realisations independantes de 
la loi uniforme standard, on doit obtenir 

j V1(2 j 1) vpj) 
1 0.318375756 0.384504876 
2 0.352653871 0.058777102 

... 

1000 0.601626189 0.055934591 

(a) Produire m = 1000 realisations de (UI' U2) it partir de la 
copule de Clayton en ayant recours it la methode conditionnelle. 
Indiquer les realisations 1 et 2 de (UI , U2 ). 

(b) A partir des m = 1000 realisations de(UI , U2 ), produire m = 
1000 realisations de (XI,X2). Indiquer les realisations 1 et 2 de 
(Xl, X2). 

(c) A partir des m = 1000 realisations de (X I ,X2 ), produire m = 
1000 realisations de (LI' L2). Indiquer les realisations 1 et 2 de 
(LI' L2). 

(d) A partir des m = 1000 realisations de (LI' L2), produire m = 
1000 realisations de L. Indiquer les realisations 1 et 2 de L. 

(e) On utilise les m = 1000 realisations de (LI' L2) et L pour faire 
les calculs qui suivent. 

i. Calculer les approximations de E [Li], Var (Li) (i = 1,2), 
E [L] et Var (L). 

ii. Calculer les approximations de Cov (LI' L2) et p p (LI' L 2) 
(coefficient de correlation de Pearson). 

iii. Calculer les approximations de VaRK, (L) et TV aRK, (L) 
pour K, = 0.99. 

IV. Calculer les approximations des parts de TVaRo.99 (L) (le 
capital a ete calcule selon la TVaR) allouees aux pertes LI 
et L2 selon la regIe d'attribution basee sur la covariance. 

v. Calculer les approximations des parts de TVaRo.99 (L) (le 
capital a ete calcule selon la TVaR) allouees aux risques LI 
et L2 selon la regIe d'attribution basee sur la TVaR. 
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10.6 Reponses 

1. Reponses 11 la question 1 : 

(a) 0.07; 0.172 ; 0.3235 ; 0.2525 ; 0.1415 ; 0.0355 ; 0.005 

(b) 4000 

(c) 4910 

(d) C1 = 891.7771 ; C2 = 1709.1115 ; C3 = 2309.1115 

(e) 1241.5194; 1760.0353 ; 1908.4452 

2. Reponses 11 la question 2 : 

(a) 105966.3 ; 148602.6 ; 219 549.5 ; 313 193.5 

(b) 125 966.3 ; 170 975.0 ; 245 371. 7 ; 342 906.7 

(c) 1 999406.4 

(d) 48 986.67 ; 97973.33 ; 195 946.67 

3. Reponses 11 la question 3 : 

(a) 52.958 ; 62.97 

(b) 53.117; 9.854 

4. Reponses 11 la question 4 : 

(a) 15 ; 7.5 ; 22.5 

(b) 225 ; 182.8125 

( c) 4.37233 ; 0.756206 ; 54.65413 ; 517.1208 

(d) i = 1 : 75.18044, 87.7266 ; i = 2 : 58.6805, 70.9453 

(e) 110.8247, 122.5465 

(f) 69.1042 et 53.4423 

(g) 71.1516 et 51.3949 

5. Reponses 11 la question 5 : 

(a) pour j = 1 (0.13,0.180109) 

(b) pour j = 1 (15.5992, 124.0105) 

(c) 1241.2428 et 2627:9788 

(d) 999.3918 et 1628.5876 

6. Reponses 11 la question 6 : 

(a) 0.040733 et 0.680801 
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(b) 59297.42 et 0.7517 

(c) 262.2939 et 293 597.2 

(d) 673:0907 et 739.4484 

(e) 265.3391 et 474.1093 

(f) 282.9832 et 456.4652 

7. Reponses a la question 7 : 

(a) On obtient les valeurs suivantes : 

i. 2337.403 et 57 655 550 
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ii. pour (1,2), 780 851.6 et 0.3401422 ; pour (1,3), 5 508 701 
et 0.5722647 ; pour (2,3), 179685.2 et 0.3448239 

iii. 33 354.96 et 73 089.77 

iv. 60 845.54, 1580.55, 10 663.68 

v. 60463.03, 1398.574, 11228.16 

(b) On obtient les valeurs suivantes : 

i. 2325.37 et 45 453 347 

ii. pour (1,2), 892 529 et 0.463938 ; pour (1,3), 5 754 211 et 
0.718619 ; pour (2,3), 224453 et 0.428441 

iii. 35 424.5 et 69 326.9 

IV. 54216.8 ; 2082.03 ; 13028.1 

v. 55974.8; 1771.5; 11580.6 

8. Reponses a la question 8 : 

(a) 90, 80 ; 25 200, 26 400 ; 1200 ; Xi rv PComp (Ai, FEJ avec 
Bi rv Ga (ai, f3i), i = 1,2 

(b) Aucune reponse. 

( c) 170 et 54 000 

(d) 0.760926 

(e) 426.1426 et 470.2277 

(f) 236.7779867 et 233.4497133 

(g) 265.1683 et 205.0595 

9. Reponses a la question 9 : 

(a) -12.36 ; -10.25 ; -22.61 ; 2016.2304 ; 501.1875 ; -397.44 ; 
1722.5379 
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(b) 
I 

h (I) 
I 

h (I) 

(c) 0.52, 43 et 48.4 

(d) 58.62, -10.22 

(e) 51 et -2.6 

-113 
0.04 

1 
0.28 

Allocation du capital 

-77 -50 -35 
0.16 0.16 0.12 

7 28 43 70 
0.09 0.08 0.06 0.01 

10. Reponses it la question 10 : 

(a) (0.318376, 0.305911), (0.352654, 0.224268) 

(b) (-0.016779,-0.023251), (-0.012639,-0.035019) 

( c) (33.27765, 45.96626), (25.11947, 68.82655) 

(d) 79.24391,93.94602 

( e) On 0 btient les valeurs suivantes : 

i. -9.686586, -5.174407, 7670.734, 8632.42, -14.86099, 
30021.75 

ii. 6852.44, 0.842 

iii. 395.3112 et 462.1263 

iv. 221.0584 et 241.0679 

v. 218.9449 et 243.1814 



Annexe A 
Lois univariees continues 

1.1 Loi uniforme 

• Notation: X rv U(a, b) 

• Parametres: -(Xl < a < b < (Xl 

• Support: x E [a, b] 

• Fonction de densite : f (x) = b~a X l{xE[a,b]} 

{ 
0, 

• Fonction de repartition: F (x) = x-a b-a' 
1, 

• Esperance: E [X] = atb 

• Variance: Var (X) = (b~;)2 

x<a 
a:';x:';b 
x>b 

ht at 

• Fonction generatrice des moments: Mx(t) = e(b-=-:)t 

[ k] b"+l "+, 
• lVIoments d'ordre k : E X = (k+l)(~-a) 

• Esperance tronquee : E [X x l{x:S;d}] = g(b-=-:2) 

• lVIesure VaR: VaR", (X) = a + (b - a) "" 

• lVIesure TVaR : TVaR", (X) = a + (b;a) (1 + "") 
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(b d)2 
• Fonction stop-loss: 7r d (X) = 2(~-a) 

• Fonction d'exces-moyen : ed (X) = b;d 

• Esperance limitee : E [min (X; d)] = ;;b ___ :2
) + d~=~ 

1.2 Loi beta 

• Notation: X rv Beta(oo,13) 

• Parametres: a > 0, 13 > 0 

• Support: x E [0,1] 

• Fonction beta incomplete (x E [0,1]) : 

I (x; a, 13) = l x 
u oo - 1 (1 - U);3-1 du 

• Fonction beta complete' I (a 13) = I (1' a 13) = qoo)q;3) ., " r(oo+,6) 

• Fonction de densite : Ix (x) = I(;,;3)x OO - 1 (1- x);3-1 x l{xE[O,l]} 

• Fonction de repartition: Fx (x) = IJ(~~fJ), notee B (x; a, 13) 

{ 
0, x < 0 

Si 13 = 1, F (x) = x oo , O:S; x:S; 1 
1, x> 1 

{ 
0, x < 0 

Sioo=I,F(x)= 1-(I-x)6,0:S;x:S;1 
1, x > 1 

Si a, 13 E N+, 

{ 

0, 
00+;3-1 . 

F ( ) - '\' (oo+;3-1)! j (1 _ )oo+,6-1-J 
x - .~ j!(oo+;3-1-j)!x X , 

J=OO 

1, 

• Esperance: E [X] = oo~,6 

• Variance: Var (X) = (oo+,6)2(~+;3+1) 

x<O 

x>1 
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• Fonction generatrice des moments : 

~ (rrk-1 a + j ) t k 
Mx(t)=I+L...- . (3" ki 

k=1 J=O a + + J " 

• Moments d'ordre k " E [Xk] = r(a+k)r(aHl) " r(a)r(a+i3+k) 

• Esperance tronquee : E [X x l{x:S;d}] = a~6B(d; a + 1, (3), dE [0,1] 

• Mesure VaR : outil d'optimisation 

- Si (3 = 1, VaR", (X) = ",± 
1 

- Si a = 1, VaR", (X) = 1- (1- ",)0 

• Mesure TVaR : TVaR", (X) = (1~"') a~i3 (1- B(VaR", (X); a + 1, (3)) 

- Si (3 = 1 TVaR (X) = _1_~(1_ ",(a+l)/a) 
, '" (1-~ a+l 

- Si a = 1, TVaR", (X) = 1- i3!1 (1- "')* 

• Fonction stop-loss: 7fd(X) = a~i3(1 - B(d;a + 1,(3)) - d(l

B(d;a,(3)), dE [0,1] 

- Si (3 = 1, 7f d (X) = a~1 (1 - da+1) - d(1 - da ) 

"_ _ (l_d)P+l 
- SI a-I, 7f d (X) - 1+13 

F t " d" "(X) - ----"'---- I-B(d;a+l,i3) - d d [0 1] • onc IOn exces-moyen" ed - a+i3 I-B(d;a,i3) ,E, 

• ex I_d n + 1 

- SI (3 = 1, ed (X) = a+l I-da - d 

- S" - 1 (X) - (I-d) 1 a - ,ed - 1+13 

• Esperance limitee : E [min (X; d)] = a~i3 B( d; a + 1, (3) + (3(1 -
B(d;a,(3)), dE [0,1] 

- Si (3 = 1, E [min (X; d)] = a~1 da+1 + d(1 - da ) 

- Si a = 1 E [min (X- d)] = 1_(I_d)!l+1 
, , 13+1 

• Loi associee : la loi uniforme avec a = ° et b = 1 est un cas particulier 
de la loi beta avec a = 1 et (3 = 1. 
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1.3 Loi exponentielle 

• Notation: X rv Exp((3) 

• Parametre : (3 > 0 

• Support: x E lFt+ 

• Fonction de densite : f (x) = (3e-(3x 

• Fonction de repartition: F (x) = 1 - e-(3x 

• Fonction de survie : F (x) = e-(3x 

• Esperance: E [Xl = ~ 

• Variance: Var (X) = -b 
• Fonction generatrice des moments: Mx(t) = (3'~t' t < (3 

• lVIoments d'ordre k : E [Xk] = (~) k k! 

• Esperance tronquee : E [X x l{x:S;d}] = ~ (1 - e-(3d) - de-(3d 

• lVIesure VaR : VaRK (X) = -~ In (1 - K,) 

• lVIesure TVaR : TVaRK (X) = VaRK (X) + E [Xl 

• Fonction stop-loss: 7rx (d) = ~e-6d = E [X] F (x) 

• Fonction d'exces-moyen : ex (d) = ~ 

• Esperance Iimitee : E [min (X; d)] = ~ (1 - e- 6d ) 

1.4 Loi gamma 

• Notation: X rv Ga(oo, (3) 

• Parametres: a > 0, (3 > 0 

• Support: x E lFt+ 

• Fonction de densite : f (x) = /C:) xa - 1e-,6x, X > 0 

• Fonction de repartition: notee H (x; a, (3), forme non explicite pour 
act N+ 

• Fonction de survie : notee H (x; a, (3), forme non explicite pour a ct 
N+ 
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• Esperance: E [Xl = ~ 

• Variance: Var (X) = iz 

• Fonction generatrice des moments: Mx(t) = C3'~t)Q, t < (3 

k-l 

• Moments d'ordre k : E [Xk] 
TI (Q+i) 
~i=O 

• Esperance tronquee : E [X x l{x<:::d}] = ~H (d; a + 1, (3) 

• Mesure VaR : outil d'optimisation si a # 1 

• Mesure TVaR : TVaRK (X) = l~K ~H (VaRK (X); a + 1, (3) 

• Fonction stop-loss : 7r d (X) = ~ H (d; a + 1, (3) - dH (d; a, (3) 

• Fonction d'exces-moyen : ed (X) = Q H(d;Q+l,;3) - d 
;3 H(d;Q,;3) 
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• Esperance limitee : E [min (X; d)] = ~H (d; a + 1, (3) + dH (d; a, (3) 

• Lois associees : 

la loi exponentielle est un cas particulier de la loi gamma (avec 
a = 1) ; 

la loi du khi-deux avec parametre ZJ E N+ (nombre de degres de 
liberte) correspond a une loi gamma de parametres a = ~ et 
(3 = 2 ; 

la loi Erlang avec parametre n E N+ correspond a une loi gamma 
de parametres a = n et (3. 

1.5 Loi Erlang 

• Notation: X ~ Erl(n, (3) 

• Parametres : n E N+, (3 > 0 

• Support: x E Jl{+ 

• Fonction de densite : f (x) = r~~)xn-le-;3x 

• Fonction de repartition: F (x) = 1 - e-6x 2:7~~ (;3j~)! 

. d . -() 6 ",n-l (6x)! • FonctlOn e surVle : F x = e- x ~j=O . j! 
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• Esperance: E [X] = ~ 

• Variance: Var (X) = ifo 

• Fonction generatrice des moments: Mx(t) = (;3~t) n , t < {3 

[,;-1 

TI (n+i) 

• IVIoments d'ordre k : E [Xk] =i~°(3k 

• Esperance tronquee : E [X x l{x<:::d}] = ~ (1 - e-6d 'L,7=o (6j~)j) 

• IVIesure VaR : outil d'optimisation si n -=I- 1 

• IVIesure TVaR : 

• Fonction stop-loss : 7r d (X) = ~ H (d; n + 1, {3) - dH (d; n, {3) 

• Fonction d'exces-moyen : ed (X) = !..!. H(d;n+I,;3) - d 
;3 H (d;n,;3) 

• Esperance limitee : E [min (X; d)] = ~H (d; n + 1, {3) + dH (d; n, {3) 

1.6 Loi Weibull 

• Notation: X rv We (T,{3) 

• Parametres: T > 0, {3 > 0 

• Support: x E lFt+ 

• Fonction de densite : f (x) = {3T ({3xr- 1 e-(;3x)T 

• Fonction de repartition: F (x) = 1 _ e-(6x)T 

• Fonction de survie : F (x) = e-(6x)T 

• Esperance: E [X] = ~r (1 +~) 

• Variance: Var (X) = ;br (1 +~) - (~r (1 +~) f 
• Fonction generatrice des moments (pour a > 1) : 

00 tk ( k) 
Mx (t) = L -k-r 1 + -

k=O {3 k! T 
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• Moments d'ordre k : E [Xk] = ,6\r (1 + ~) 

• Esperance tronquee: E [X x l{x<:::d}] = ~r(l + ~)H(dT; 1 + ~,fJT) 

• Mesure VaR: VaRK (X) = ~(-ln(l- fi:))~ 

• Mesure TVaR: TVaRK (X) = j3(LK)r(l+~)H(-ln(l-fi:); 1+~, 1) 

• Fonction stop-loss: 7rd (X) = ~r(l + ~)H(dT; 1 + ~,fJT) - de-(j3d)T 

(!ld)T 1 - 1 T 

• Fonctiond'exces-moyen: ed(X) = ~r(l+T)H(dT;l+T,fJ )-d 

• Esperance limitee: E[min(X;d)] = ~r(l + ~)H(dT;l + ~,fJT) + 
de-(j3d)T 

• Cas particuliers : 

- la loi exponentielle est un cas cas particulier de la loi Weibull 
avec T = 1 ; 

- la loi Raleigh est un cas cas particulier de la loi Weibull avec 
T = 2, 

1. 7 Loi Erlang generalisee 

• Notation: X rv EriC (fJl' "" fJn) 

• Parametres: fJl, "" fJn > 0 et fJl, "" fJn distincts 

• Support: x E Jl{+ 

• Fonction de densite de X : 

• Fonction de repartition de X : 

• Fonction de survie de X : Fx (x) = L:~=1 ( fI j3 j3~j3) e-,6 i x 
j=l,j#i J' 
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• Esperance de X : E [X] = 2::~=1 J; 
• Variance de X : Var (X) = 2::~=1 b 

" 

• Fonction generatrice des moments de X : Mx (t) = i[r1 Cl-'-t) 
• lVIoments d'ordre k : E [Xk] = II~=l r(~t) 

• Esperance tronquee : 

• lVIesure VaR : outil d'optimisation 

• lVIesure TVaR : 

( -de -f3; d + _l_-----::-e -_,6_i._d ) 

(3i 

• Esperance limitee: E [min (X; d)] = 2::~=1 ( IT 6~6) (1_';,-8;d) 
j=l,j#i '.1 " , , 

n (n (3) ( -P;d) • Fonction stop-loss: Jrd (X) = 2::i=l II ~ T 
j=l,j#i J" ., 

2.=''- ( fr . ~ ) (e-,8 id) 
• Ponction d'excffi-ffioyen , e" (X) ~ ,-, r:~' "':" )" 

""" TI _'.1_ (e-Pid) L...,."t=l p ._p. 
)=1,1-F- 1,.J /, 

• Remarque: 

les termes C=D#i f3.:~f3i) sont negatifs ou positifs et leur 

somme est egale it 1 : 2::~=1 ( IT f3 f3~(3) = 1 ; 
j=l,j#i . J ., 

la loi Erlang generalisee de la v.a. X est l'equivalent de la 
loi d'une somme de n v.a. independantes Y1 , ... , Yn de lois 
exponentielles independantes avec parametres (31' ... , (3n' e.g. 
X = 2::~=1 Yi OU Yi rv Exp ((3i) pour i = 1, ... , n. 
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1.8 Loi normale 

• Notation: X rv N(f-l, 0-2) 

• Parametres: -00 < f-l < 00, 0-2 > 0 

• Support : x E Jl{ 

(.7:-11,)2 

• Fonction de densite : f (x) = ~ e-~ 
v 21fCT 

• Fonction de repartition: notee if> (X~fL), forme non explicite 

• Esperance: E [X] = f-l 

• Variance: Var (X) = 0-2 

• Fonction generatrice des moments: Mx(t) = etfL+t2 u2
2 

• lVIesure VaR: VaRK (X) = f-l + o-if>-l (II:) = f-l + o-VaRK (Z) 

• lVIesure TVaR : 

. d- _ (cl_/-L)2 

• FonctlOn stop-loss: 7rd (X) = (f-l + d)(l - if> ( ~)) - ~e ~ 

(d-fJ,)2 

• Fonction d'exces-moyen : ed (X) = f-l + d - l-if>t~) ~e-~ 

(d-fJ,)2 

• Esperance limitee : E [min (X; d)] = f-lif>(d~fL) - ~e-~ + d[l-

if> ( d~fL)] 

• Remarque: 

lorsque f-l = 0 et 0- = 1, on dit par convention que X obeit a une 
loi normale standard ; 

par convention, if> est la notation pour la fonction de repartition 
d'une loi normale standard. 
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1.9 Loi lognormale 

• Notation: X rv LN(/1, 0-2) 

• Parametres: -00 < /1 < 00,0-2 > 0 

• Support: x E lFt+ 

(In :r-I1,)2 

• Fonction de densite : f (x) = ~2 e -~ 
XV~7rCT 

• Fonction de repartition: F (x) = <I>en(x;-IL) 

2 

• Esperance: E [Xl = eIL+ a2 

• Fonction generatrice des moments : forme non analytique 

• Esperance tronquee : E [X x l{x:S;d} 1 = exp(/1 + 0-2 /2)<I>Cnd-:-o- 2
) 

• IVIesure VaR: VaRK (X) = exp (/1 + o-VaRK (Z)) 

• IVIesure TVaR : 

• Fonction stop-loss : 

• Fonction d'exces-moyen : 

• Esperance limitee : 

• Loi associee: X = eY , OU Y rv N(/1,0-2), impliquant E[Xk] = My (k) 
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1.10 Loi inverse gaussienne 

• Notation: X rv IG (JL, (3) 

• Parametres: JL, 13 E lFt+ 

• Support: x E lFt+ 

• Fonction de densite : Ix (x) = Y fL . exp (-2(31 (x - JL)2) 
21f(3x.1 x 

• Fonction de repartition: 

( (T ) 2" ((T ) Fx (x) = <I> Y 7b: (x - JL) + e7l <I> -y 7b: (x + JL) 

• Esperance: E [Xl = JL 

• Variance: Var (X) = JLf3 

• Fonction generatrice des moments: Mx (t) = e*(1-y(1-2(3t)) 

• Esperance tronquee : 

d - (2d - JL)<I>( (d - JL) {l;) 
-(2d + JL)e~<I>( - (d + JL) {l;) 

• lVIesure VaR : outil d'optimisation 

• lVIesure TVaR : 

TVaR", (X) 

avec d = VaR",(X) 

• Fonction stop-loss : 

_1_ (JL - d + (2d + JL)e~) 
I-/'{, 

+ 1 ~ /'{, ((2d - JL)<I> ((d - JL) {l;)) , 

7Td(X) = (JL-d)(l-<I>((d- JL){l;)) 
+(d + JL)e~<I>( - (d + JL) {l;) 

445 
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• Fonction d'exces-moyen : 

(JL - d) (1 -cD ( (d - JL) #) ) 
1- (cD (#(d-JL)) +e7rcD(-#(d+JL))) 

+(d+ JL )e7T cD( -(d+ JL)#) 

• Esperance limitee : 

E [min (X; d)] d - (d - JL)cD ( (d - JL) {f;) 
-(d + JL)e7rcD( - (d + JL) {f;) 

1.11 Loi Pareto 

• Notation: X rv Pa(a,A) 

• Parametres: a> 0, A> 0 

• Support: x E Jl{+ 

• Fonction de repartition: F (x) = 1 - ('\~x) a 

• Fonction de survie : F (x) = ('\~x) a 

• Esperance (pour a > 1) : E [X] = a~l 

,\2 

• Variance (pour a > 2) : Var (X) = (00-1)"(00-2) 

• Fonction generatrice des moments: n'existe pas 

• Moments d'ordre k (pour a > k E N+): E [Xk] = h-

IT (a-i) 
~i=l 

• Moments d'ordre k . E [Xk] = ,\'T(k+1)r(a-k) si -1 < k < a . r(a) , 
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• Esperance tronquee (pour a > 1) : 

• lVIesure VaR: VaRK (X) = A ((1- KT* -1) 

• lVIesure TVaR (pour a > 1) : TVaRK (X) = A C"~l (1 - KT* - 1) 

• Fonction stop-loss (pour a > 1) : Jrd (X) = <>~1 C\~d)<>-l 

• Fonction d'exces-moyen (pour a > 1) : ed (X) = ~~f, si a > 1 

• Esperance limitee (pour a > 1) : E [min (X; d)] = <>~1 [1- C\~d)<>-l] 

1.12 Loi F -gEmeralisee 

• Notation: X ~ FG (a, A, T) 

• Parametres: a > 0, A > 0, T > ° 
• Support: x E lFt+ 

• Fonction de repartition: F x (x) = B ( ,),~x ; T, a) 

• Esperance (pour a > 1) : E [X] = <>,),~1 

. ,),2T(T-<>+1) 
• Vanance (pour a > 2) : Var (X) = (<>-1)2(<>-2) 

• Fonction generatrice des moments: n'existe pas 

[,;-1 

IT (T+i) 
• lVIoments d'ordre k (pour a > k) : E [Xk] = Ak=i;=O __ 

IT (<>-i) 
i,=1 

• Esperance tronquee (pour a > 1) : 

E [X x l{x<d}] = --B --;T + l,a-l AT (d ) 
- a-I A+d 

• lVIesure VaR : outil d'optimisation 
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• lVIesure TVaR (pour a > 1) : 

1 AT - ( VaRK(X) ) 
TVaRK (X) = ----B A ( );T+ l,a-l 

1 - K, a-I + VaRK X 

• Fonction stop-loss (pour a > 1) : 

• Fonction d'exces-moyen (pour a > 1) : 

AT B(~;T+l,a-l) 
ed (X) = a-I B ( d. ) - d 

,,+d,T,a 

• Esperance limitee (pour a > 1) : 

AT (d ) - d E[min(X;d)] = a_l B A+d;T+l,a-l +dB(A+d;T,a) 

• Loi associee : la loi de Pareto est un cas particulier de la loi 
F -generalisee avec T = 1. 

• Remarque : la loi F -generalisee est parfois appelee la loi de Pareto 
generalisee. 

1.13 Loi Burr 

• Notation: X ~ Burr (a, A, T) 

• Parametres: a > 0, A > 0, T > ° 
• Support: x E Jl{+ 

• Fonction de densite : fx (x) = ~~;~):,~"" 

• Fonction de repartition: F x (x) = 1 - (,,;x T ) a 

• Esperance: E [X] = r(la) A1/ T f(1 + ~)f(a - ~) 

• Variance: Var (X) = ,,2/T (f(1 + 1)f(a _ 1) _ (r(1+~)r(a-~))2) 
r(a) T T r(a) 

• Fonction generatrice des moments: n'existe pas 
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• Moments d'ordre k : E [Xk] = _l_>.kITf(l + -")f(a - -") -T < k < rea) T T ' 

aT 

• Esperance tronquee : 

E [X x l{x<::d}] 

->. f(l+-)f(a--)B --;l+-,a--1 liT 1 1 (dT 1 1) 
f( a) T T >. + dT T T 

• Mesure VaR : VaRK (X) = (>. {(I - 1i:)-l / a - I} )l/T 

• Mesure TVaR : 

• Fonction stop-loss : 

->. f(l+-)f(a--)B --;l+-,a--1 liT 1 1 - (dT 1 1) 
f( a) T T >. + dT T T 

-d (>.: dT ) a 

• Fonction d'exces-moyen : 

• Esperance limitee : 

E [min (X; d)] 

-->. f 1+- f a-- B --;l+-,a--1 liT ( 1) ( 1) (dT 1 1) 
f( a) T T >. + dT T T 

+d (>.: dT ) a 

• Loi associee : la loi de Pareto est un cas particulier de la loi Burr avec 
T=l. 

1.14 Loi log-logistique 

• Notation: X ~ LL (>., T) 



450 Lois univariees continues 

• Parametres : A, 7 > 0 

• Support: x E lFt+ 

T«T)T-l 1 

F t " d d "t'" f ( ) - " " - TX
T-• onc lOn e ensl e " x - (HCl:f)2 - (AT+XT)2 

• Fonction de repartition: F(x) = H(~) 

• Esperance (pour 7 > 1) : E [Xl = Ar (1 +~) r (1-~) 

• Variance (pour 7 > 2) : 

• Fonction generatrice des moments: n'existe pas 

• lVIoments d'ordre k : E [Xk] = Akr (1 +~) r (1- ~), -7 < k < 7 

• Esperance tronquee (pour 7 > 1) : 

E [X x 1{ X ~d}] = Ar ( 1 + ~ ) r ( 1 - ~ ) B (AT: dT ; 1 + ~, 1 - ~ ) 

( 1 )-l/T • lVIesure VaR : VaR", (X) = A Ie - 1 

• lVIesure TVaR (pour 7 > 1) : 

TVaR", (X) = _A_r (1 +~) r (1-~) B (II:; 1 +~, 1-~) 1-11: 7 7 7 7 

• Fonction stop-loss (pour 7 > 1) : 

• Fonction d'exces-moyen (pour 7 > 1) : 

ed (X) = r 1 + - r 1 - - B " 1 + - 1 - - -d AT + dT ( 1) ( 1) _ (dT 1 1) 
AT- 1 7 7 AT+dT' 7' 7 
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• Esperance limitee (pour T > 1) : 

E [min (X; d)] ,.\r (1 + ~) r (1 - ~) B ( T d
T 

; 1 + ~,1 - ~) 
T T"\ + dT T T 

1.15 Loi de Student 

• Notation: X ~ St(v) 

• Parametre : v > 0 

• Support : x E Jl{ 

//+1 

• Fonction de densite : j (x) = vk- r~(!;) (1 + x;) -~ 

Si v = 1, j (x) = ~ (1:x2) 

Siv=2,j(x)= I, 
(2+x2) '2 

• Fonction de repartition: 

1 ( v v 1) 
F (x) = 1 - "2 B x2 + v; "2'"2 ' 

designee par tv (x) 

Si v = 1, F(x) = ~ + ~arctan(x) 

Si v = 2, F (x) = ~ (1 + V2:x 2 ) 

• Fonction de survie: F(x) = ~B (x2~v;~'~) 

• Esperance: E [X] = 0, v> 1 

• Variance: Var (X) = 1/~2' V > 2 

• Fonction generatrice des moments: n'existe pas 

• Moments d'ordre k : 

{ 
0, 

E [Xk] = _1 _ (r (k+1) r (v-k) v~) 
v0i'r( ~) 2 2 ' 

o < k impair < v 

0< k pair < v 
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• Esperance tronquee (pour ZJ > 1) : 

{ 
r( .'±.'-) ( ')) - u;; I 

V 2 1 d- -
-~ r(!I) + v ' 

E X x 1 X<d = v-I [ {- } 1 r(.'±.'-) ( ')) --') (lZ 2 1 d- -
v;: r(!I) +v ' 

• lVIesure VaR : outil d'optimisation 

• lVIesure TVaR (pour ZJ > 1) : 

{ 

__ I (lZr(vt') (1 + VaRK(X)2)-'/;1 
l-KVnr(v) v ' 

TVaR",(X) = ,/+12 2 _v;;' 
_1_ (lZr( 2 ) (1 + VaR,,(X)) -
l-K V 7r r( {f) v ' 

• Esperance limitee (pour ZJ > 1) : 

d<O 

d>O 

VaR",(X) < 0 

VaR",(X) > 0 

{ _~rr!') (1 + d;) - v;1 + dF(d), 
E [min (X; d) 1 = C ) U _ I 

(lZr(uil) (1+ d2)----y- +dF(d) 
V 1f r( ~) 1/ , 

d<O 

d>O 

• Note: la loi de Student converge en loi vers la loi normale lorsque 
ZJ ----+ 00. 



Annexe B 
Lois univariees discretes 

On presente les caracteristiques des principales lois discretes qui seront 

frequemment utiliseeso Souvent, en Excel ® ou R, les fonctions de densite, 
de repartition et quantile sont deja programmeeso 

2.1 Loi avec support arithmetique 

• Support: X E {a, Ih, 2h, .. oJ 

• Fonction de masse de probabilite : I (kh) = Pr (X = kh), kEN, 
hE jR+ 

• Esperance: E [Xl = 2::;;0=0 khIx (kh) 

• Variance: Var (X) = 2::;;0=0 (kh - E [X])2 Ix (kh) 

• Fonction generatrice des moments: Mx (t) = 2::;;0=0 etkh Ix (kh) 

• Fonction generatrice des probabilites : Px (t) = 2::;;0=0 tkh Ix (kh) 

• Esperance tronquee : E [X x 1{X9oh} 1 = 2::~:0 khIx (kh) 

• IVIesure TVaR : 

TVaR" (X) 

1 { ko } 1 _ "" E [Xl - {; khIx (kh) + koh (Pr (X ::; koh) - "") , 



454 Lois univariees discretes 

ou VaR" (X) = koh avec ko EN 

2.2 Loi de Poisson 

• Notation: M ~ POiS(A) 

• Parametre : A > ° 
• Support : kEN 

• Fonction de masse de probabilite : Pr(M = k) = A"~~" 

• Esperance : E [M] = A 

• Variance: Var (M) = A 

• Fonction generatrice des moments: M(t) = exp{A(et - I)} 

• Fonction generatrice des probabilites : P(t) = exp{A(t - I)} 

2.3 Loi binomiale 

• Notation: M ~ Bin(n, q) 

• Parametres: n E N, q E (0,1) 

• Support: k E {O, 1, "" n} 

• Fonction de masse de probabilite : Pr(M = k) = G) (q)k (1 - qt-k 

• Esperance : E [M] = nq 

• Variance: Var (M) = nq(1 - q) 

• Fonction generatrice des moments: M(t) = (qe t + 1 - q) 

• Fonction generatrice des probabilites : P(t) = (qt + 1 - q) 

• Loi associee : la loi de Bernoulli est un cas particulier de la loi 
binomiale avec n = I, 
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2.4 Loi de Bernoulli 

• Notation: M rv Bern(q) rv Bin(l, q) 

• Parametre : q E (0,1) 

• Support: k E {O, I} 

• Fonction de masse de probabilite : Pr(M = k) = (q)k (1 _ q)l-k 

• Esperance : E [M] = q 

• Variance: Var (M) = q(l - q) 

• Fonction generatrice des moments: M(t) = (qe t + 1 - q) 

• Fonction generatrice des probabilites : P(t) = (qt + 1 - q) 

2.5 Loi binomiale negative 

Selon les auteurs, on rencontre deux parametrisations pour la loi binomiale 
negative qui sont equivalentes. 

Les principales caracteristiques pour la premiere parametrisation sont : 

• Notation: M rv BN(r, q) 

• Parametres: r E jR+, q E (0,1) 

• Support : kEN 

• Fonction de masse de probabilite: Pr(M = k) = C+~-l) (qf (1 _ q)k 

• Esperance: E [M] = r..!:..=..q q 

• Variance: Var (M) = r9 q 

• Fonction generatrice des moments: M(t) = (l-(l~q)et ) r 

• Fonction generatrice des probabilites : P(t) = (l-(lq-q)t) r 

Les principales caracteristiques pour la deuxieme parametrisation sont : 

• Notation: M rv BN(r, (3) 

• Parametres: r E jR+, (3 E jR+ 

• Support: kEN 
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• Fonction de masse de probabilite: Pr(X = k) = W'r):? (1~.6) r (1!;3) k 

• Esperance: E[X] = r(3 

• Variance: Var (X) = r(3(l + (3) 

• Fonction generatrice des moments: Mx(t) = (1 - (3(e t - l))-r 

• Fonction generatrice des probabilites : Px(t) = (1 - (3(t - l))-r 

• Lien entre la Fe parametrisation et la 2e parametrisation : q = 1~.6 
ou (3 = l-q 

q 

• Note: 

si r E N+, la distribution binomiale negative est parfois appelee 
la distribution de Pascal; 

si r E jR+, la distribution binomiale negative est parfois appelee 
la distribution de Polya. 

• Loi associee : la loi geometrique est un cas particulier de la loi 
binomiale negative avec r = 1. 

2.6 Loi geometrique 

• Notation: M rv Geom(q) 

• Parametre : q E ]0,1 [ 

• Support : kEN 

• Fonction de masse de probabilite : Pr(M = k) = q (1 _ q)k 

• Fonction de repartition: PM (k) = 1 - (1 _ q)k+l 

• Esperance: E [M] = l-q 
q 

• Variance: Var (M) = l-;q q 

• Fonction generatrice des moments: M(t) = (l-(1=--q)e t ) 

• Fonction generatrice des probabilites : P(t) = (l-(lq-q)t) 
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2.7 Loi logarithmique 

• Notation: M rv Log({) 

• Parametre : IE ]0, 1[ 

• Support : k E N+ 

• Fonction de masse de probabilite : Pr(M = k) = In(l~,) ':' 

• Esperance: E [M] = In(l~,) 12, 

V · . V (M) - ,+In(I-,) 
• anance. ar - (1-,)2(!n(I-,))" 

d () In(I-,e') 
• Fonction generatrice es moments: M t = In(I-,) 

• Fonction generatrice des probabilites : P(t) = 1:~?I-=-~ti 



Annexe C 
Lois univariees avec melange 

3.1 Loi melange d'exponentielles 

• Notation: X rv M xExp( {(pi, f3i) ,i = 1,2, """' n}) 

• Parametres: f3i > 0, 0 ::; Pi ::; 1, PI + """ + Pn = 1 

• Fonction de densite : f (x) = L~=I Pif3ie-,6,x, x > 0 

• Fonction de repartition: F (x) = L~=I Pi (1 - e- i3 ,x) , x > 0 

• Fonction de survie : F (x) = L~=I Pie-i3,x, x > 0 

• Esperance: E [Xl = L~=I Pi J, 

• Variance: Var (X) = L~=I Pi ih - (L~=I Pi J,) 2 

• Fonction generatrice des moments: Mx(t) = L~=IPi/'....t 

• Moments d'ordre k : E [Xk] = L~=I Pi U,) k k! 

• Esperance tronquee : 
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• lVIesure VaR : outil d'optimisation 

• lVIesure TVaR : 

• Fonction stop-loss: 7rx (d) = 2::7=1 Pi Ji e -(3i d 

• Esperance limitee : E [min (X; d)] = 2::7=1 Pili (1 - e-(3i d ) 

3.2 Loi melange d'Erlang 

• Notation: X rv MxErl( {(Pk, {3), k = 1,2, ... }) 

• Parametres: {3 > 0, 0 ::; Pk ::; 1 (k = 1,2, ... ), 2::':=1 Pk = 1 

• Fonction de densite : f (x) = 2::':=1 Pkh (x; k, {3) , x> 0 

• Fonction de repartition: F (x) = 2::':=1 PkH (x; k, {3), x> 0 

• Fonction de survie : F (x) = 2::':=1 PkH (x; k, {3) , x > 0 

• Esperance: E [X] = 2::':=1 Pk~ 

.. _ 00 k(k+1) (00 k) 2 
• Vanance. Var(X) - 2::k=lPk~ - 2::k=l Pk lf 

• Fonction generatrice des moments: Mx(t) = 2::':=lPk (/'--tf 
-"'1 t . E [xm] _ ,,",00 k(k+1) ... (k+m-1) 

• "' omen sm. - uk=l Pk (3k 

• lVIesure VaR : outil d'optimisation 

• lVIesure TVaR : 

1 00 k-
TVaR" (X) = -- '""' Pk-{3H (VaR" (X); k + 1, {3) 1-K:L...-

k=l 

• Fonction stop-loss : 

7r d (X) = fpk (~H (d; k + 1, {3) - dH (d; k, {3)) 
k=l 
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• Esperance limitee : 

(Xl (k _) E [min (X; d)] = LPk fjH (d; k + 1, (3) + dH (d; k, (3) 
k=l 

• Note : H (x; k, (3), H (x; k, (3) et h (x; k, (3) sont les fonctions de 
repartition, de survie et de densite de la loi Erlang (k, (3). 
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