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Presentation 

Ce polycopie consacre a la Statistique comporte deux parties: une premiere partie traitant de 
la Statistique exploratoire et une deuxieme regroup ant toutes les techniques les plus utilisees 
de la Statistique inferentielle. 

La Statistique exploratoire regroupe un ensemble de methodes permettant l'analyse 
de donnees de nature aleatoire ou de phenomenes dont Ie comportement depend du hasard. 
Ces phenomenes sont de natures aussi differentes que: reponses a une enquete d'opinion, 
mesure des taux de pollution de vehicules, releve joumalier des hauteurs d'enneigement dans 
une station de sports d'hiver ... 

Ces methodes ont pour finalite de synthetiser la masse d'informations recoltees et, 
eventuellement, d' en deduire des conclusions sur la population etudiee, voire de prevoir des 
regles auxquelles obeiraient ces phenomenes. 

Nous debuterons cette premiere partie du cours de Statistique par un expose sur la Statistique 
descriptive. Elle a pour but de synthetiser, de resumer, de structurer l'information contenue 
dans les donnees sous forme de tableaux, de graphiques, d'indicateurs numeriques ... 

L'etude des diverses mesures de liaison entre deux variables fait l'objet du deuxieme chapitre 
de cette partie consacree a l'analyse exploratoire. 

De nombreuses techniques de visualisation des donnees multidimensionnelles ont enrichi 
cette branche de la Statistique. C'est l'analyse des donnees. Les methodes developpees sont : 
soit des methodes de classification permettant de constituer des groupes homo genes dans la 
population: methodes de partitionnement, classification hierarchique .. . soit des methodes 
factorielles reduisant Ie nombre de variables a l'aide de composantes synthetiques : Analyse 
en Composantes Principales, Analyse des Correspondances ... 

Certaines de ces methodes sont etudiees dans des cours d'approfondissement. 

La Statistique inferentielle a pour objectifs de generaliser a une population toute 
entiere des proprietes constatees sur un echantillon ou de valider ou non des hypotheses 
emises suite a une premiere etude. 

Le premier objectif est expose dans les chapitres consacres a l'echantillonnage ainsi qu'a 
l'estimation; Ie calcul des probabilites y joue un role essentiel car les resultats obtenus dans 
cette partie en decoulent. 

Le deuxieme objectif fait l'objet des chapitres consacres aux differents tests: tests sur une 
hypothese emise ou que l'on conteste, tests d'ajustement d'une distribution theorique sur une 
distribution empirique, tests de comparaisons de populations, tests d'independance de deux 
caracteres ... Cette demiere partie se termine par l'etude de la regression. 
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Premiere partie 

Statistique exploratoire 
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Ch. I Statistique descriptive 

1- 1) DESCRIPTION UNIDIMENSIONNELLE DE DONNEES 

Usuellement les donnees analysees se presentent sous la forme d'un tableau croise de p 
variables etudiees sur n individus. Pour etudier ces donnees, on peut commencer par analyser 
separement chaque variable. C'est la description unidimensionnelle, phase preliminaire de 
toute etude statistique. Cette description utilise des tableaux, des representations graphiques et 
des caracteristiques numeriques. 

1-1-1 Tableaux statistiques 

Ces tableaux se presentent de maniere differente suivant la nature des variables, en particulier 
selon si la variable est discrete ou continue. 

/-1-1-1. Variable discrete 

Un tableau statistique decrivant une variable discrete presente usuellement, pour chaque 
valeur de la variable, la fn!quence relative ou absolue (voire les deux) de cette valeur. 

Exemple I-I 

On a releve la contamination en fer de 1 'huile moteur de 60 vehicules en brfrlant, pour chaque 
vehicule, un echantillon et en observant la lumiere emise. Les valeurs trouvees sont donnees, 
en parts par million, dans la premiere ligne du tableau I-I. Dans la deuxieme ligne, on a 
indique Ie nombre de vehicules correspondant a chacune des mesures : 

Tableau I-I 

95 96 97 98 99 100 101 102 103 104 105 106 107 108 109 110 

1 3 4 4 7 14 2 8 5 3 1 2 2 2 1 1 

/-1-1-2. Variable continue 

Les donnees statistiques d'un tableau decrivant une variable continue sont regroupees en 
classes. Dans un tableau de ce type, figurent les extremites ~ des classes ainsi que les effectifs 
de ces classes c'est a dire Ie nombre d'individus appartenant a chaque classe [ei-l, ei[. Par 
convention, l'extremite droite de chaque classe est exclue de cette classe. 

L'amplitude d'une classe est la longueur de l'intervalle correspondant. On peut aussi 
indiquer les frequences relatives de chaque classe ainsi que les frequences cumulees 
representant les effectifs cumules des classes d' extremites inferieures. 

Exemple 1-2 

Le tableau 1-2 presente la repartition, en pourcentage P, des 1 800 ingenieurs d'un groupe 
industriel en fonction du nombre N d'annees d'anciennete dans Ie groupe: 

Tableau 1-2 

N [0, 1 [ [1, 2[ [2,3[ [3,4[ [4,6[ [6,8[ [8, 10[ [10,14[ [14,18[ [18,22[ ~22 

Pen% 1,0 2,0 5,2 7,3 8,1 12,3 14,7 16,3 13,6 11,2 8,3 

© Ecole Centrale Paris Probabilites & Statistique Therese PRAN 



8 Ch. I • Statistique descriptive 

On peut remarquer que les classes ne sont pas toutes de meme amplitude. La demiere classe 
est dite ouverte car n'y figure pas de borne superieure. 

11 est frequent, en statistique, d' avoir a «classer» une serie de donnees. 11 faut alors 
determiner Ie nombre « ideal» de classes : 

./ trop de classes n'apportent pas de simplification notoire et les effectifs de chaque 
classe ne sont pas suffisamment representatifs . 

./ trop peu de classes fait perdre des informations. 

Usuellement et suivant Ie nombre de donnees, on recommande de prendre entre 5 et 20 
classes. 

La formule de Sturges donne une valeur approchee du nombre k de classes souhaitable en 
fonction du nombre n d'observations : 

k == 1 + 3,222LoglOn 

Ainsi, pour n = 100, on obtient k == 7 classes et pour n = 10 000, on obtient k == 14 classes. 

1-1-2 Representations graphiques 

1-1-2-1. Diagramme en hiitons 

Un diagramme en batons est obtenu en portant en ordonnee, pour chaque valeur 
de la variable mise en abscisse, la frequence relative correspondante. 

Exemple I-I : diagramme des mesures de contamination en fer de l'huile moteur 

95 96 97 98 99 100 101 102 103 104 105 106 107 108 109 110 

1-1-2-2. Diagramme « stem and leaf» 

Ce diagramme, appele aussi diagramme «tige-feuille », dft a Tukey, realise une sorte 
d'histogramme couche a partir des valeurs numeriques constituant la serie etudiee. Chaque 
donnee est decomposee en deux parties : 

~ La tige comprenant les chiffres principaux de chaque valeur numerique (usuellement Ie 
chiffre des centaines et celui des dizaines) 

~ La feuille comprenant les autres chiffres (Ie chiffre des unites). 

Therese PHAN Probabilites & Statistique © Ecole Centrale Paris 
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Exemple II-2 

Le tableau II-2 presente Ie releve des poids, en grammes, de 24 eprouvettes. 

Tableau II-2 

263 285 256 258 274 261 250 265 276 271 272 290 

260 276 270 279 288 284 253 286 287 281 290 273 

Le diagramme « stem and leaf» est compose de la partie tige comprenant les deux premiers 
chiffres des mesures et de la partie feuille indiquant Ie chiffre des unites des mesures : 

25 0 3 6 8 

26 0 1 3 5 

27 0 1 2 3 4 6 6 9 

28 1 4 5 6 7 8 

29 0 0 

Une lecture rapide du diagramme nous permet de dire que les poids sont tous entre 250 et 290 
grammes et que la moyenne se situe entre 270 et 280 grammes. 

/-1-2-3. Histogramme 

Un histogramme est compose de rectangles dont la largeur de chacun en abscisse 
est la largeur de la classe correspond ante et dont la longueur en ordonnee est telle que la 
surface du rectangle est proportionnelle it l'effectif de la classe. 

Dans Ie cas de classes de meme amplitude, on reporte en ordonnee la frequence 
de chaque classe. 

Exemple II-3 : histogramme de la duree de vie de 50 lampes 

15 

~ 10 -=Q) ... 
u.. 
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/-1-2-4. Polvgone des frequences 

Ce polygone est obtenu en joignant par des segments de droite les milieux des 
cotes superieurs des rectangles de l'histogramme correspond ant. La courbe obtenue est 
fermee en creant deux classes fictives d'effectif nul it chaque extremite. 

11 permet de representer la distribution des frequences. 

/-1-2-5. Courbes de frequences cumutees 

On considere les deux courbes de frequences cumulees (croissante ou decroissante) 
construites a partir des frequences relatives ou absolues. 

La courbe cumulative croissante est construite en joignant les points d'abscisses 
les limites superieures des classes et d'ordonnees les frequences cumulees croissantes. 

La courbe cumulative decroissante joint, elle, les points ayant pour abscisses les 
limites inferieures des classes et pour ordonnees les frequences cumulees decroissantes. 

Exemple 1-2 : courbe de frequences cumulees d'ingenieurs en fonction de l'anciennete. 

courbe de frequences cumulees 

100 
90 
80 
70 

II) 
0) 60 (,) 
r::::: 
0) 50 
:::l 
0" 40 -0) ... .... 30 

20 
10 
0 

0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 

annees d'anciennete 

/-1-2-6. Courbe de concentration 

Elle est tres utilisee en statistique economique pour l'etude d'une variable positive cumulative 
telle que Ie revenu ou Ie chiffre d'affaire ou la consommation ... 

Considerons une variable X correspondant, par exemple, it une distribution de 
revenus, de fonction de repartition F et de masse totale M. La courbe de concentration 
est definie par l'ensemble des points tels que, pour chaque valeur x de la variable, 
l'abscisse est F(x), proportion des individus gagnant moins que x, et l'ordonnee G(x) 
definie par : 

Therese PHAN 

G(x) = Masse des revenus < x 
Masse totale 
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Remarque: 

Pour une distribution quelconque : F (x) > G( x) . 

La courbe de concentration est donc en dessous de la premiere bissectrice. Son premier point 
est l'origine des axes, Ie demier Ie point de coordonnees (1, 1). Elle est toujours situee dans Ie 
carre de longueur 1 dont deux cotes sont les axes. 

L'indice de concentration, ou indice de Gini, est Ie double de l'aire definie entre 
la courbe de concentration et la premiere bissectrice. 

Cet indice est compris entre ° et 1. Plus il est petit, plus la courbe est proche de la bissectrice 
et donc les valeurs de F et G peu eloignees 

1- 2) CARACTERISTIQUES NUMERIQUES 

1-2-1 Indicateurs de valeur centrale 

/-2-1-1. Mediane 

La mediane partage l'ensemble des valeurs observees (classees par valeurs 
croissantes ou decroissantes) en deux sous-ensembles d'effectifs egaux. 

Pour une variable discrete dont les valeurs ont ete classees par ordre croissant, et dont la serie 
des valeurs comporte un nombre impair de donnees egal a 2n + 1, la me diane est la nierne 

valeur. Si la serie comporte un nombre pair de donnees egal a 2n, la mediane est, par 
convention, la moyenne entre les deux valeurs de rang n et (n+ 1). 

Dans Ie cas d'une variable continue pour laquelle on a une repartition en classes, on cherche 
la classe mediane [ei-l, ei[ telle que: 

F( ei-l) < 0,5 et F(eD> 0,5 

puis on determine la mediane M par interpolation lineaire a l'interieur de la classe. 

C'est un indicateur de position insensible aux variations des valeurs extremes. 

/-2-1-2 . Moyenne arithmetique 

./ La moyenne arithmetique x d'une variable discrete dont les valeurs sont Xl, 

X2, ••• , Xn est definie par: 

- 1 n 
x = - LXi 

n i=1 

./ La moyenne arithmetique x d'une variable continue presentee en k classes 
telles que fj est la frequence et Cj Ie centre de la i erne classe, est definie par: 

k 

~ = Lfici 
i=1 

La moyenne est tres utili see car elle represente la serie par un seul nombre mais elle est peu 
robuste car sensible aux valeurs extremes. 

© Ecole Centrale Paris Probabilites & Statistique Therese PHAN 
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/-2-1-3. Mediale 

La mediale est la valeur partageant la masse de la variable en deux parties egales. 

Dans l'exemple I-I, la mediale partage la masse des ingenieurs du groupe industriel en deux 
sous-ensembles tels que Ie nombre total d'annees d'anciennete du premier sous-ensemble soit 
egal au nombre total d'annees d'anciennete du second. 

/-2-1-4. Mode ou classe modale 

Le mode est la valeur la plus frequente d'une variable discrete. 

II n'existe pas toujours, il peut y en avoir plusieurs. 

Pour une variable continue, la classe modale est la classe correspondant a la longueur la plus 
grande des rectangles de I 'histogramme. 

/-2-1-5. Exemples 

y Exemple d'une variable discrete 

Reprenons l'exemple I-I du releve des mesures de contamination en fer de l'huile moteur. 

La me diane est egale a 100 et Ie mode est lui aussi egal a 100. Quant a la moyenne, elle est 
obtenue par : 

- 1 
x = - (95 x 1 + 96 x 3 + ... + 110 xI) = 80,1 

60 

y Exemple d'une variable continue 

L'exemple 1-2 presente la repartition des 1 800 ingenieurs en fonction de leurs annees 
d'anciennete dans Ie groupe industriel dont ils font partie. 

Le cal cuI de la moyenne se fait ainsi (on fixe a 24 Ie centre de la demiere classe) : 
-
x = 0.5 x 0.01 + 1.5 x 0.02 + 2.5 x 0.052 + 3.5 x 0.073 + ... + 24 x 0.083 

Cette moyenne est egale a 11, 37 annees ; 

La mediane appartient a l'intervalle [8, 1O[ ; en effet, il y a 35, 9% des ingenieurs ayant moins 
de 8 ans d'anciennete et 50, 6% ayant moins de 10 ans d'anciennete. Le calcul de la mediane, 
par interpolation lineaire, donne Ie resultat suivant : 

M =8+ 10-8 (50-35,9)=9,92 
50,6 - 35,9 

La classe modale est la classe [10, 14[ 

1-2-2 Indicateurs de dispersion 

/-2-2-1. Etendue ou range 

L'etendue d'une distribution est definie par: w = IXmax - xmin I 
L'etendue est un indicateur instable car, par definition, il depend des valeurs extremes. 

Therese PHAN Probabilites & Statistique © Ecole Centrale Paris 
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/-2-2-2. Quartiles 

Les trois quartiles Qt, Q2 et Q3 sont les valeurs partageant la serie des 
observations en quatre parties egales. 

On appelle distance interquartile la quantite : IQ3 - Qll. 

Ainsi 25% des valeurs de la serie sont inferieures a Ql, 50% sont inferieures a Q2, enfin 75% 
sont inferieures a Q3. Les quartiles sont des indicateurs de position. On remarque que Ie 
deuxieme quartile est la mediane. 

Les quartiles d'une distribution en classes se font 1£1 encore, par interpolation lineaire. 

On utilise aussi quelquefois les deciles qui partagent la serie des observations en dix parties 
egales ou les centiles qui, eux, partagent la serie en cent parties egales. 

/-2-2-3. Diagramme en bofte ou BOX-PLOT 

Le diagramme en boite ou boite it moustaches, due a Tukey, represente schematiquement les 
principales caracteristiques d'une variable en utilisant les quartiles. 

La partie centrale de la distribution est representee par une boite de largeur 
arbitraire et de longueur la distance interquartile. La mediane est tracee it l'interieur. 
La boite est completee par des « moustaches» correspondant aux valeurs suivantes : 

./ Valeur adjacente superieure: plus grande valeur inferieure it : Q3 + 1,5(Q3 - Ql) 

./ Valeur adjacente inferieure : plus petite valeur superieure it : Ql - 1,5(Q3 - Ql) 

Les valeurs exterieures aux moustaches appelees valeurs aberrantes, sont 
representees, en general, par des etoiles ou par des points. 

La « box plot» est souvent utilisee pour comparer deux series de mesure de la meme variable. 

Exemple II-4 

Les retards a l'arrivee des vols d'une compagnie intemationale ont ete releves sur une periode 
donnee et on a distingue les vols nationaux (<< domestic ») et les vols intemationaux; les 
boites a moustaches specifiques a chaque categorie ont ete representees par Ie logiciel SAS. 
Une copie d'ecran est reproduite ci-dessous : 

R 301 
E 20J 
T 

uJ A 
R 

01 I) 

l 
-lOJ 

Intern~t iona-l--· 

TYPEVOl 

Le trait noir horizontal a l'interieur de chaque boite represente la mediane correspondante, les 
points isoles : les valeurs aberrantes ... On peut remarquer, par exemple, que les medianes des 
deux categories sont a peu pres egales et que la distribution des retards a l'intemational est 
plus etendue. 
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14 Ch. I • Statistique descriptive 

/-2-2-4. Variance et eeart-type 

Ce sont les deux mesures de dispersion les plus frequemment utilisees. 

Definitions: 

On appelle variance de la serie des observations, Ie nombre positif defini par: 

On appelle ecart-type s Ie nombre reel positif egal it la racine carre de la variance. 

Formule simplifiee : 

Si on dispose d'une serie de petite taille et que l'on est amene a calculer une variance a la 
main, on utilise la formule simplifiee qui dit que la variance est la difference entre la moyenne 
des carres et Ie carre de la moyenne : 

2 _ 1 ~ 2 -2 
s - - ~xi - x 

n i=1 

On obtient cette egalite en developpant Ie carre du terme general de la somme dans la 
definition de la variance et en simplifiant. 

/-2-2-5. Coefficient de variation 

Le coefficient de variation est defini par: 

s 
ev = =xlOO 

x 

II ne depend pas des unites choisies et permet d'apprecier : 
-

./ la representativite de x par rapport a l'ensemble des donnees 

./ l'homogeneite de la distribution: un coefficient de variation d'une valeur inferieure a 15% 
permet de conclure a une bonne homogeneite de la distribution. 

1-2-3 Indicateurs de forme 

/-2-3-1. Comparaison entre mode. movenne et mediane 

Une distribution parfaitement symetrique est telle que ces trois valeurs sont egales. II est donc 
interessant de les comparer quand on souhaite ajuster une distribution symetrique telle que 
celle de la loi de Gauss. 

/-2-3-2. Coefficient d'asymetrie ou skewness 

II est defini par : 

II est egal a 0 pour une distribution gaussienne et a 2 pour une distribution exponentielle. 

Therese PHAN Probabilites & Statistique © Ecole Centrale Paris 



Ch. I • Statistique descriptive 15 

/-2-3-3. Coefficient d'aplatissement ou Kurtosis 

Par definition, ce coefficient est egal a : 

Une distribution de Laplace-Gauss a un coefficient d'aplatissement egal a 3 et ce coefficient 
est egal a 9 pour une distribution exponentielle 

Ces deux coefficients sont souvent calcules par les logiciels statistiques. Ils fournissent un 
premier resultat concernant la comparaison entre la distribution de l'echantillon etudie et une 
distribution theorique (une distribution normale, par exemple). 
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Ch. II • Mesures de liaison entre variables 17 

Ch. II Mesures de liaison entre variables 

11-1) LIAISONENTREDEUXVARIABLESQUANTITATIVES 

11-1-1 Etude graphique de la liaison 

Supposons que I' on ait observe deux variables X et Y sur un ensemble de n individus. On a 
obtenu n couples (Xi, yDi soit encore deux vecteurs X et Y de Rn : 

et 

On peut representer I' ensemble des points de coordonnees (xi, Y i) dans un rep ere du plan. 

Cette representation foumit des indications sur d'eventuelles liaisons entre les deux variables. 

11-1-2 Definition de la correlation entre deux variables 

Deux variables X et Y sont correlees, ou dependantes en moyenne, si l'esperance 
conditionnelle de Y it X = x fixe, E(Y / X = x), est fonction de x. 

Si l'esperance conditionnelle E(Y / X = x) est une fonction lineaire de x, on dit que la 
correlation est lineaire. 

11-1-3 Coefficient de correlation lineaire 

Ce coefficient me sure Ie caractere lineaire d'une liaison eventuelle entre deux variables. 

II-J-3-J. Rappel 

La covariance des deux variables aleatoires X et Y est egale a : 

II-J-3-2. Definition 

1 --
Cov(X,Y) = - ~xiYi - x Y 

n i 

Le coefficient de correlation lineaire des variables X et Y est defini par: 

cov(X,Y) 
r = -.....:.....--'--...:.... 

II-J-3-3. Proprietes 

~ I r I :s; + 1 , r represente Ie cosinus de I' angle forme par les vecteurs X - X et Y - Y . 

~ Si IrI = 1 , il y a relation lineaire entre les deux variables et reciproquement. 

~ Le coefficient de correlation r n'est pas robuste car tres sensible aux valeurs extremes. 

~ Si les variables sont independantes, Ie coefficient de correlation r est nul. 

~ Si Ie coefficient r est nul, on ne peut conclure qu'a l'independance lineaire entre les 
variables et non a leur independance. 
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18 Ch. II • Mesures de liaison entre variables 

11- 2) LIAISON ENTRE DEUX VARIABLES QUALITATIVES 

11-2-1 Tableaux croises 

Les tableaux croises ou tableaux de contingence sont les tableaux statistiques de donnees pour 
deux variables qualitatives. 

Designons par X et Y les deux variables etudiees, par p Ie nombre de modalites de X et q Ie 
nombre de celles de Y. Au croisement de la ligne Xi et de la colonne Yi du tableau, figure Ie 
nombre nij de donnees telles que X = Xi et Y = Yi' 

11-2-2 

x 

n· . .1 

n I. 

Definitions des frequences 

On appelle fn!quences marginales les expressions: 

q p 

ni. = I,nij n.j = I,nij 
j=1 i=1 

La distribution marginale pour la variable X (respectivement pour la variable Y) est decrite 
dans la demiere colonne (respectivement dans la demiere ligne) du tableau de contingence. 

On appelle fn!quences conditionnelles les expressions: 

nij 
nilj =

n· I. 

On peut aussi definir de la meme fayon : 

./ la frequence relative de la modalite (i, j) : 

n·· I] 
lij =-

n 

n·· 1J 
nj/i =-

n· .] 

./ ainsi que les frequences relatives marginales Ii. et f.j et les frequences relatives 

conditionnelles. 

On appelle tableau des profils-lignes Ie tableau des frequences conditionnelles 
ni / j et tableau des profils-colonnes les tableau des frequences conditionnelles n j / i . 
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11-2-3 Independance 
L'independance entre les variables se traduit de maniere simple par l'egalite concernant les 
frequences relatives: 

ce qui se traduit en termes de frequences par: 

n· Xn . 
I. .J 

nij = 
n 

11-2-4 Mesures de liaison 

IJ-2-4-1. Definition de fa mesure cf 

On appelle mesure de liaison d2 entre deux variables qualitatives l'expression 
suivante: 

( n i .n.j)2 n·· - --'--
d2=I,I, lj n 

i j ni.n.j 

n 

On appelle contribution au d2, pour chaque case, Ie terme : 

n·n· 
I (nij _~)2 
-x n 
d 2 ni.n.j 

n 

IJ-2-4-2. Proprietes 

y d2 est nul quand les deux variables sont independantes. 

y Les contributions au d2 mettent en evidence des relations plus ou moins importantes entre 
modalites de la premiere variable et modalites de la deuxieme variable. 

d 2 
y -:::; inf( p - 1, q - I) 

n 

2 
n·· 

=n(I,I,-IJ_- I ) 
j ni.n.j 

n 

2 I,nij 
n·· n·· 

I,I,_lJ_:::;I,I,2:::;I,_i_=q 
. . nz· n J. .. n J. J. n J. z J .. Z J . . 

On en deduit que d 2 :::; n(q -1). On montre de meme que d 2 :::; n(p -1). D'ou Ie resultat. 
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20 Ch. II • Mesures de liaison entre variables 

IJ-2-4-3. Autres coefficients 

D' autres coefficients ont ete definis a partir du d2 . Ce sont : 

./ Ie coefficient de contingence de Pearson: 

./ Ie coefficient de Cramer: 

d 2 1/2 
C =( ) 

n inf (p - 1, q - 1) 

Leurs mesures ont pour interet d'etre comprises entre 0 et 1, l'independance est representee 
par la valeur 0 ; la valeur 1 correspond a une liaison fonctionnelle entre les deux variables. 

IJ-2-4-4. Cas particulier de deux variables avant chacune deux modalites 

Soit X et Y deux variables de modalites respectives : Xl, X2 et YI, Y2 et de frequences : 

Y YI Y2 

X 

Xl a b 

X2 C d 

On calcule alors Ie coefficient d2 par I' expression: 

d 2 = n(ad - be) 
2 

(a + b)(e + d)(a + e)(b + d) 

IJ-2-4-S. Mesure du caractere significatifde la dependance 

Quand on a calcule un des coefficients presentes au paragraphe precedent, il est essentiel de 
se poser la question du caractere significatif de cette mesure. La demarche repose sur la 
conduite d'un test. La theorie des tests en Statistique est exposee au chapitre VIn de ce 
polycopie. Toutefois nous allons exposer ici la marche a suivre pour l'etude de ce coefficient 
d2. 

On montre, en utilisant les proprietes de la loi multinomiale et de la loi du Chi-deux, que d2 

est une realisation d'une variable D2 suivant la loi du Chi-deux a (p-1)( q-1) degres de liberte. 

En se fix ant un risque d'erreur a (generalement 5% ou encore 1%), on 
determine une certaine valeur do, appelee seuil critique, qui a la probabilite a d'etre 
depassee par une variable suivant la loi du Chi -deux a (p-l)( q-l) degres de liberte. 

On rejette l'hypothese d'independance si d2 est superieur a cette valeur critique 
do. 

Les logiciels statistiques actuels tels que SAS ne donnent pas ce seuil critique do. Ils 
foumissent la probabilite P qu'a une variable du Chi -deux, a (p-1)(q-l) degres de liberte, de 
depasser Ie d2 empirique, calcule a l'aide des donnees. Si cette probabilite est inferieure a a, 
alors l'hypothese d'independance est rejetee. 
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11- 3) VARIABLE QUALITATIVE, VARIABLE QUANTITATIVE 

On recherche une liaison eventuelle entre une variable quantitative (par exemple : Ie salaire 
des ingenieurs de 30 ans en France) et une variable qualitative (par exemple: l'Ecole 
d'ingenieurs d'origine). On a alors besoin du rapport de correlation. 

11-3-1 Rappel du coefficient de correlation theorique 

Le rapport de corn!lation de la variable Y en la variable X est la mesure de liaison, non 
symetrique, definie par: 

2 V[E(Y / X)] 

l1Yx = V(Y) 

Rappelons simplement ICI que Ie rapport de correlation est maximal Sl T est lie 
fonctionnellement a x. 

11-3-2 Definition du rapport de correlation empirique 

Supposons que la variable X presente k modalites d'effectifs nl, n2, ... , nk. Notons Yi la 
-

moyenne de Y pour la categorie k et Y la moyenne totale de Y. 

On definit Ie rapport de correlation empirique entre la variable qualitative X et 
la variable quantitative Y par: 

1 k - - 2 
- I,ni(Yi - y) 

e 2 = _n.....;i_=...;:;l ____ _ 
s2 

y 

11-3-3 Proprietes du rapport de correlation 

2 1 k ni . - 2 
Par definition: s y = - L L (yf - y) 

n i=lj=l 

Par developpement et simplification, 

2 lk - -2 lk 2 
Sy = - Lni(Yi - y) +- LniSi 

n i=l n i=l 

~ Si e2 = 0, alors il n'y a pas de dependance en moyenne. 

en effet : e2 = 0 implique, Yi = Y pour toutes les valeurs de i. 

~ Si e2 = 1, pour une modalite i de X, tous les individus ont la meme valeur et ceci pour 
toutes les valeurs de l'indice. 
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n i=l 
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22 Ch. II • Mesures de liaison entre variables 

11-3-4 Caractere significatif du rapport de correlation 

On souhaite connaitre Ie seuil a partir duquel on pourra conclure que Ie rapport de correlation 
est significatif. 

1 k - - 2 
VA = - L ni (Yi - y) s' appelle variance intercategories ou variance expliquee par Ie facteur 

n i=l 

contr6le. 

1 k 2 
VR = - L nisi s'appelle variance intracategories ou variance residuelle. 

n i=l 

Supposons que les distributions conditionnelles de Y pour chaque valeur de X sont 
gaussiennes. VA est alors la realisation d'une variable Chi-deux a (k-l) degres de liberte et VR 

celIe d'une variable du Chi-deux a (n-k) degres de liberte. 

Le rapport de ces deux variables rapportees a leurs degres de liberte respectifs suit donc une 
loi de Fisher-Snedecor a (k-l, n-k) degres de liberte. 

Or ce rapport s'ecrit en fonction de e2 : 

VA e2 

k-l k-l 
VR l-e 2 

n-k n-k 

2 
L d "fi' d 2 . l' lId 1 . bl e n - k , e test e slgm lcatlOn e e conslste a ors a comparer a va eur e a vana e -- X --2 a 

k-l l-e 
la valeur de la variable F (k - 1, n - k) ayant la probabilite ex d' etre depassee. 

11- 4) LIAISON ENTRE DEUX VARIABLES ORDINALES 

11 est assez frequent de disposer de deux classements d'un meme ensemble d'objets. 
L'exemple Ie plus usuel est celui du classement par deux critiques differents de n films. On 
dispose alors de ces deux classements : 

objets 1 2 ... p ... n 

1 er classement rl r2 ... rp ... rn 

21eme classement Sl S2 sp ... Sn 

Chaque classement est une pennutation des n premiers entiers. 

Etudier la liaison entre les deux variables revient a comparer les classements generes par ces 
deux variables. 
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11-4-1 Coefficient de correlation des rangs de Spearman 

IJ-4-J-J. Definition 

Au debut du siecle, Ie psychologue Spearman a defini Ie coefficient de correlation 
des rangs : 

cov(r, s) 
rs = --'-'---'-

srss 

Les rangs etant des permutations des n premiers entiers, on utilise alors les resultats sur la 
distribution discrete de la loi uniforme sur [1, n] : 

n + 1 
r=s=--

2 

Le coefficient s'ecrit alors : 

et 

2 n -1 
12 

2 
2 _ s2 _ n -1 

sr - s -
12 

Or les Ui et les Vi sont des entiers variant entre 1 et n : ~ u? = ~ v? = n(n + 1)(2n + 1) 
.£...z.£...z 6 
i=l i=l 

On en deduit : 

Le calcul du deuxieme terme est simple : 
(n+1)(2n+1) _(n+1)2 = n2 -1 

6 2 12 

D'ou l'expression du coefficient de Spearman: 

IJ-4-J-2. Proprietes 

les classements sont identiques, di = 0 pour tout i. 

les classements sont inverses l'un de l'autre. 

les classements sont independants. 
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IJ-4-J-3. Table 

Sous l'hypotMse de concordance des classements, la distribution de rs a ete obtenue en 
considerant les n ! permutations equiprobables des rangs. Elle a ete tabulee pour les petites 
valeurs de n. 

Pour a = 0,05 et en fonction des diverses valeurs de n, la table ci-dessous nous donne les 

valeurs de r telles que p(1 rs I > r) = 0,05 : 

n 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

r 0,648 0,447 0,362 0,313 0,279 0,255 0,235 0,220 0,207 0,197 

Pour les grandes valeurs, (n ~ 100 ) la distribution de rs est consideree comme une distribution 

normale de parametres ° et ~ . 
n -1 

11-4-2 Coefficient de correlation des rangs de Kendall 

IJ-4-2-1. Definition 

Soit ri, rj et si, S j les rangs, dans les deux classements, d'un couple de deux objets (i, j). 

Au couple (i, j) on attribue : 

+ 1 si les deux objets sont dans Ie meme ordre : 

-1 si les deux classements sont discordants : 

On somme les valeurs obtenues pour les n(n -1) couples (i, j) distincts. Soit S Ie resultat. 
2 

Le coefficient de Kendall est detini par: 

IJ-4-2-2. Proprietes 

y -1::::;1'::::;+1 

2S 
"t"=---

n(n -1) 

en effet d' apres la definition de S : _ n(n -1) ::::; s::::; n(n -1) 

y Si 'T = + 1 

les classements sont identiques. 

y Si 'T = -1 

les classements sont inverses. 

2 2 
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IJ-4-2-3. Caractere signi(icati(du coefficient 

Sous l'hypothese d'independance des deux classements, la loi du coefficient 't est 
approximativement une loi normale : 

2(2n + 5)] 
9n(n -1) 

On considere que l'approximation est valable pour n :2: 8. 

IJ-4-2-4. Calcul rap ide du coefficient 

Une methode rapide de calcul du coefficient est la suivante : 

On ordonne la premiere serie de classement de I a n. Pour chaque ri, on compte Ie nombre de 
Sj tels que Sj > Sj parmi ceux pour lesquels j > i. On somme ces nombres, soit R cette somme. 
Alors: 

IJ-4-2-S. Conclusion 

s = 2R _ n(n - 1) 
2 

4R 
't'= -1 

n(n -1) 

Ces deux coefficients sont tres utilises pour tester l'independance de deux variables. Le 
coefficient de Kendall peut aussi se definir pour p classements (cf ouvrages de reference). 
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Ch. III Analyse en composantes principales 
L'analyse en composantes principales, due aux statisticiens Pearson et Hotelling, est une 
methode puissante d'etude d'un tableau de donnees. Cette methode est utilisee quand on 
observe un nombre eIeve de variables sur un grand nombre d'individus. L'etude 
individuelle de chacune de ces variables reste bien sur tres importante et doit etre faite mais 
les liaisons eventuelles existant entre les variables peuvent etre essentielles a observer. On est 
donc amene a etudier ces donnees dans leur caractere multidimensionnel. 

La methode d' Analyse en Composantes Principales (dite ACP) repose sur une representation 
des donnees dans un espace de dimension faible (deux, trois voire quatre) tout en conservant 
Ie maximum d'information. Cette methode purement descriptive, permet d'etudier les 
relations entre les variables et les individus mais aussi les relations existant entre les variables 
ou celles existant entre les individus. 

111- 1) REPRESENTATION DES OBSERVATIONS 

Les observations de p variables sur n individus sont presentees sous forme d'un tableau 
rectangulaire X de n lignes et p colonnes OU i indice les lignes et j les colonnes. 

I x P xl I 

x! 
I 

I x P xn n 

x( est la valeur de la lme variable sur Ie ieme individu. La lme variable est donc representee 

par la colonne d'indice superieur j : 

et l'individu Ei par la ligne d'indice inferieur i : 

_ ( I p) Ei - xi ... xi 

111-1-1 Centre de gravite 

Chaque individu est un point defini par p coordonnees; il peut etre considere comme un 
element d'un espace vectoriel E appele espace des individus. L'ensemble de ces n individus 
est alors un nuage de points dans cet espace E. 

Le vecteur g des moyennes arithmetiques de chaque variable definit Ie point moyen ou centre 
de gravite du nuage : 

g'= x ,x , ... ,X (
-1 -2 - p) 
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III -1-2 Matrice des poids 

Quand les individus ont tous meme importance (tirage aleatoire equiprobable par exemple), 
ils interviennent en rapport lin dans Ie calcul des caracteristiques de l'echantillon. Dans 
certaines applications, il est necessaire de travailler avec des poids differents suivant les 
individus (donnees regroupees ... ). Ces poids sont des nombre positifs de somme egale a 1 et 
sont presentes dans une matrice carree diagonale D : 

PI o 

D= P2 

o Pn 

Dans Ie cas Ie plus frequent de poids tous egaux , on a bien sur: 

D=l...j 
n 

III -1-3 Matrice de variance-covariance, matrice de correlation 

III-J-3-1. La matrice V de variance-covariance 

Elle a pour elements les covariances des variables: 

vij = Cov(Xi,Xi ) 

Ses elements diagonaux sont donc les variances des variables: 

2 
vii =Si 

III-J-3-2. La matrice R des correlations 

Ses elements sont les coefficients de correlation lineaire entre les p variables prises deux a 
deux: 

Cov(X i ,X j) 
r·· = ----'-----'-
lj s·s· 

I ] 

Ses elements diagonaux sont egaux a 1. 

III-J-3-3. Rappel sdes proprietes du coefficient de correlation 

./ Si les variables X l et X J sont independantes, alors leur coefficient de correlation rij est 

nul. 

./ Si les variables X l et X J sont gaussiennes et si leur coefficient de correlation rij est nul 

alors les deux variables sont independantes . 

./ Si Ie coefficient de correlation rij est voisin de ±1, on peut supposer qu'il existe une 

relation lineaire entre X l et X J • 
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111- 2) ESPACE DES INDIVIDUS, ESPACE DES VARIABLES 

III -2-1 Espace des individus 

III-2-J-J. Choix d'une metrique 

Pour munir E espace des individus d'une structure euclidienne, il est necessaire de definir une 
distance sur cet espace. Le choix de cette distance est essentielle pour l'etude statistique qui 
est en cours. Les caracteres apparaissant en Statistique sont tres divers et me surer une distance 
entre individus decrits par des criteres aussi differents que: age, profession, categorie socio
professionnelIe, salaire, composition de la famille ... est un probleme ardu. 

La distance entre deux individus Ei et E jest detinie usuellement par la forme 

quadratique : 

d 2 (E. E·) = (E· -E ·)'M(E· -E·) Pi l i l i 

oil M est une matrice carrt~e symetrique definie positive de taille p. 

Le produit scalaire assode est : 

(E· E·) = E·'ME· 
I' i l i 

Le choix de la matrice M definit la metrique associee. 

En ACP, on utilise generalement : 

./ Soit M = I, on travaille alors avec la metrique usuelle 

./ Soit M est egale a la matrice diagonale des inverses des variances. Cette metrique, la plus 
usitee et celIe, par defaut, de nombreux logiciels, revient a diviser chaque observation par 
son ecart-type. 

M=D 2 
lis 

o 

o 

La distance entre deux individus ne depend plus des unites de me sure ce qui est essentiel 
quand les variables n'ont pas les memes unites. De plus, chaque variable a la meme 
importance quelle que soit sa dispersion. 

On a vu qu'utiliser la metrique diagonale des inverses des variances revient a multiplier les 
caracteres par l'inverse de leur ecart-type; Tout se passe ensuite comme si on utilisait la 
metrique I sur Ie tableau des donnees transformees. 
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1II-2-J-2. Inertie du nuage 

On appelle inertie totale du nuage de points la moyenne ponderee des carres des 
distances des points au centre de gravite : 

I g = I, pillEi _ gl12 
i 

On peut alors observer que l'inertie verifie : 

I g = Trace (MV) = Trace (VM) 

Suivant Ie choix de M, on obtient pour lIes valeurs suivantes : 

./ Si M est la matrice identite, alors l'inertie est egale a la somme des vanances des p 
variables 

./ Si M est la matrice D / 2, l'inertie est egale au nombre p des variables. Elle ne depend 
1 s 

donc pas de leurs valeurs. 

III -2-2 Espace des variables 
Les variables sont representees par les colonnes du tableau X. De la meme fayon que pour 
l'espace des individus, il est necessaire de munir l'espace des variables d'une metrique pour 
etudier leurs eventuelles proximites. Toutefois, dans ce cas, il n'y a pas d'hesitation sur la 
matrice caracterisant la metrique : la matrice D des poids est Ie meilleur choix ; il en decoule 
les proprietes suivantes : 

./ Pour deux variables centrees, Ie produit scalaire de ces variables est la covariance: 

(x j ,Xk) = (X j),DXk = .IpiX/ xf = Cov(X j ,Xk) 
l=1 

./ La norme (ou longueur) d'une variable est egale a son ecart-type : 

./ Le cosinus de l'angle forme par deux variables centrees est egal a leur coefficient de 
correlation lineaire : 

. k 
Cov(X J ,x ) 

= rjk 

Dans l'espace des individus on s'interessera aux distances entre points tandis que dans 
l'espace des variables, on privilegiera l'etude des angles. 

Therese PHAN Probabilites & Statistique © Ecole Centrale Paris 



Ch. III • Analyse en composantes principales 31 

111- 3) METHODE DE L' ANALYSE 

III -3-1 Presentation 

Cette methode repose sur la representation du nuage de points forme par les n individus dans 
un espace de dimension plus faible que la dimension de I' espace des variables, en effectuant 
une projection sur cet espace. 

L'espace de projection note Fk est choisi selon plusieurs criteres : 

./ Ie premier critere est pratique: l'espace Fk il doit etre de dimension k faible (en pratique 
deux ou trois) si on veut pouvoir en tirer des resultats de fa90n simple 

./ un deuxieme critere consiste a imposer une projection dMormant Ie moins possible les 
distances entre les individus ; Ie sous espace Fk recherche est donc tel que la moyenne des 
carres des distances entre projections soit la plus grande possible 

./ enfin, I' espace Fk est engendre par de nouvelles variables independantes. 

111-3-2 Inertie du nuage projete 

On souhaite diminuer au minimum la distance entre projections. II est donc necessaire que 
l'inertie du nuage projete sur Fk soit maximale. Soit P l'operateur de projection sur Fk. 

L'inertie du nuage projete est alors egal it la trace de la matrice PVP'M. 

On peut remarquer : 

Trace(PVP'M) = Trace(PVMP) 

= Trace(VMp2) 

= Trace(VMP) 

carP'M=MP 

car Trace (XY)=Trace (YX) 

car p2=p 

Le choix du sous-espace de projection est donc ramene au choix d'un projecteur 
P orthogonal de rang k maximisant la trace de VMP. 

En rappelant que Ie projecteur associe a la somme directe de deux sous-espaces orthogonaux 
est la somme des projecteurs associes a chacun de ces sous-espaces, nous obtenons un 
procede simple pour obtenir Pet donc Fk: 

On pro ceder a de proche en proche en cherchant d'abord Ie sous-espace de dimension 1 
d'inertie maximale puis Ie sous-espace de dimension 1 orthogonal au precedent et 
d'inertie maximale etc ... 

Idealement, Ie sous-espace Fk sera de dimension 2 ou 3 et Ie cumul d'inertie depassera 65 ou 
70%. 

III -3-3 Axes et Facteurs principaux, compos antes principales 

III-3-3-1. Axes principaux 

On a vu qu'il fallait d'abord chercher l'axe de l'espace RP passant par Ie centre de gravite et 
maximisant l'inertie du nuage projete sur cet axe puis proceder de proche en proche pour 
determiner Ie sous-espace Fk. On demontre Ie resultat suivant : 

Le sous-espace Fk de dimension k est engendre par les k vecteurs prop res de VM 
associes aux k plus gran des valeurs prop res. 
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On definit alors les axes principaux de la fa90n suivante : 

On appelle axes principaux d'inertie les vecteurs propres de la matrice VM 
normes. lIs sont au nombre de p. 

Soit Ai une valeur propre de la matrice VM et ai son vecteur propre associe : 

VMai = Aiai 

1II-3-3-2. Facteurs principaux 

Les facteurs principaux sont definis a I' aide des axes principaux : 

On appelle facteur principal u associe it l'axe principal a Ie vecteur u = Ma. 

D'apres la relation precedente, en composant par la matrice M a gauche: 

MVMai = AiMai 

Les facteurs principaux sont les vecteurs prop res normes de la matrice MV. 
Chaque facteur principal est associe it la meme valeur propre que l'axe principal qui Ie 
definit. 

En pratique, on s'interesse aux facteurs principaux qu'on obtient par diagonalisation de la 
matrice MV. 

III -3-4 Composantes principales 

1II-3-4-1. Definition 

Chaque composante principale Ci est definie comme etant la variable (element de 
Rn) compo see des coordonnees des projections des individus sur l'axe principal ai. 

Les composantes principales Ci sont liees aux facteurs principaux par la relation : 

La variance d'une composante principale Ci est egale a la valeur propre Ai associee au facteur 
principal. 

Apres avoir determine les facteurs principaux, on obtient les composantes principales par la 
relation precedente. 

III-3-4-2. Reconstitution 

On montre, par un calcul de matrices, qu' on peut reconstituer la matrice des donnees X a 
l' aide des composantes principales et des facteurs principaux : 
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III -3-5 Consequences du choix de la metrique 

On a vu precedemment que deux metriques etaient les plus utilisees ; on va determiner les 
facteurs principaux et composantes principales pour ces deux metriques. 

III-3-5-1. Metrique identite 

M=I 

Les axes principaux et facteur principaux sont confondus. Ce sont les vecteurs 
propres de la matrice de variance-covariance V. 

L'inconvenient majeur de cette metrique est que les resultats obtenus ne sont pas invariants 
par changement d'unites de me sure des variables. 

III-3-5-2. Mitrique diagonale des inverses des variances 

M = Dl/s2 

On a vu que I 'usage de cette metrique est equivalent a la reduction des variables. 

En pratique, on associera donc au tableau X Ie tableau Z des variables centrees
reduites et on utilisera la metrique identite. 

Dans ce cas la matrice de variance-covariance des donnees centrees reduites est la matrice de 
correlation. 

Les facteurs principaux sont les vecteurs prop res de la matrice de correlation R. 
lIs sont ranges par valeurs decroissantes des valeurs prop res. 

RU=Au et Ilull = 1 

Ayant les facteurs principaux, on obtient les composantes principales : 

c=Zu 

On demontre la propriete suivante : 

La premiere composante principale c est la variable la plus liee aux variables xj 
d'origine au sens de la somme des carres des correlations: 

P 2 . 
I,r (c,X 1) maximal. 

j=l 
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111- 4) INTERPRETATION D'UNE ACP 
On a vu que cette methode d'analyse consistait en la construction de nouvelles variables. On 
suppose dans ce paragraphe que nous avons choisi la metrique de la diagonale des inverses 
des variances. 

III -4-1 Correlation entre compos antes et variables initiales 

L' ACP remplace les variables d'origine xl, X2, ••• , XP, correh!es entre elles, par 
de nouvelles variables c\ c2, ... , cP, appelees composantes principales, combinaisons 
lineaires des variables d'origine; Les composantes principales sont non correlees, de 
variance maximale et liees aux variables d'origine au sens de la somme des carres des 
correlations. 

L' ACP est une methode factorielle lineaire. 

1II-4-J-1. Relation entre les variables d'origine et les composantes principales 

On calcule les coefficients de correlation lineaire entre les composantes principales et les 
variables initiales; ce calcul donne un resultat particulierement simple avec la metrique 
choisie : 

Lorsque, dans l' ACP, il est decide de projeter l'espace des individus sur un plan, on met en 
evidence les correlations entre variables et composantes principales a l'aide du cercle des 
correlations. 

1II-4-J-2. Cercle des correlations 

Chaque variable initiale xj est representee, dans Ie plan (CI, C2), par un point 
ayant pour coordonnees les deux coefficients de correlation: 

Les points representant les variables sont tous situes (par definition du coefficient 
de correlation) dans un cercle de rayon 1 appele cercle des correlations. 

Cette representation permet de visualiser les correlations entre variables et composantes 
principales en se gardant toutefois d'interpreter des proximites de points loin de la 
circonference du cercle. II est alors interessant de visualiser les proximites ou oppositions de 
certaines variables sur les axes des composantes principales. 

111-4-2 Projection des individus dans l'espace des nouvelles variables 

L'analyse des resultats des projections des individus dans Ie nouvel espace se fait a differents 
mveaux: 

./ La correlation forte d'une variable Xj avec la premiere composante principale indique que 
les individus ayant une coordonnee positive de valeur importante sur Ie premier axe ont 
une valeur de cette variable nettement superieure ala moyenne puisque l'origine des axes 
principaux est Ie centre de gravite du nuage . 

./ On recherche egalement a mettre en evidence l'opposition de deux individus sur un axe. 
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./ La contribution d'un individu ej a l'axe k est un renseignement supplementaire pour 
l'interpretation des axes: celle-ci est egale a : 

2 
PiC/d 

Ak 

OU c/d est la valeur de la keme composante pour l'individu ej 

II faut toutefois faire attention aux individus ayant une trop forte contribution sur les premiers 
axes. Si cela se produit (contribution superieure a 0,25), il est conseille de verifier cette 
donnee et si celle-ci est confirmee, il est interessant de l'enlever de l'analyse et de la reporter 
en valeur supplementaire. 

111-4-3 Interet et limites d'une ACP 
L' Analyse en Composantes Principales met en evidence des resultats contenus dans Ie tableau 
de donnees. Les correlations fortes entre les premieres composantes principales et certaines 
variables n'ont pour sens que celui qui provient de la definition meme de ces composantes 
principales. 

En revanche, il sera tres interessant de montrer qu'une variable n'ayant pas servi a l'analyse, 
est tres correlee avec une composante principale. Cette remarque est quelquefois utilisee pour 
modifier Ie processus d'une ACP: on cherche les axes principaux en utilisant certaines 
variables du tableau de donnees et on recherche ensuite les liens entre les composantes 
principales et les variables restantes. Dans ce cas, si ces variables sont numeriques, on projette 
leurs coefficients de correlation avec les composantes principales sur Ie cercle de correlation. 
Si ces variables restantes sont qualitatives, on les classes en categories et on represente les 
centres de gravite de ces categories dans les plans principaux. 

On peut faire de meme une partition des individus entre ceux qui participent a l' ACP et ceux 
qu' on represente sur les axes principaux apres. 
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Deuxieme partie 

Statistique inferentielle 
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Ch. IV Echantillonnage 

IV- 1) INTRODUCTION 

Le debit d'une riviere est un phenomene reel. L'etude de ce debit, pendant 10 ans, releve de la 
statistique descriptive. Prevoir la crne maximale en prevision de la construction d'un barrage 
releve de la statistique inferentielle. 

L'etude d'une caracteristique d'une piece fabriquee en grand nombre (telle que la luminosite 
d'une ampoule, sa duree de vie ou encore Ie diametre d'une piece mecanique) releve, elle 
aussi, de la statistique descriptive. II n'est toutefois pas possible de me surer cette 
caracteristique sur toutes les pieces produites. II est alors necessaire de se limiter a l'etude des 
elements d'un echantillon. Cet echantillon devra repondre a des criteres particuliers pour 
pouvoir representer la population toute entiere dans I' etude statistique. 

La demarche statistique presente plusieurs etapes : 

y PreIevement d'un echantillon representatif de la population ou echantillon aleatoire 
par des techniques appropriees. Cela releve de la theorie de l'echantillonnage. 

y Etude des caracteristiques de cet echantillon, issu d'une population dont on connait la 
loi de probabilite. On s'interesse principalement a ceux issus d'une population gaussienne. 

IV -1-1 Definition d'un echantillon aleatoire 

Soit une population de taille N dont on etudie une caracteristique mesurable X. La 
composition de la population vis a vis de ce caractere X est entierement definie par la 
connaissance des quantites : 

F(x) = P(X < x) 

Si on choisit au hasard un individu i de la population, on peut lui associer une variable 
aleatoire Xi dont on observe une seule realisation Xi. On repete n fois cette experience dans 
des conditions independantes. On associe aces n experiences, n variables aleatoires Xl, X2, ... 
Xn. Elles ont toutes meme distribution que X et les valeurs Xl, X2, ... Xn sont les realisations de 
ces variables. Ces n valeurs (Xl, X2, ... , Xu) representent a la fois n realisations de la variable X 
et une realisation du n-uplet de variables (Xl, X2, ... , Xn). 

Definition: 

Vn echantillon aleatoire est un n-uplet (Xt, X2, ••• , Xn) de n variables aleatoires 
independantes suivant la meme loi qu'une variable X appelee variable aleatoire parente. 
Vne realisation de l'echantillon sera notee (xt, X2, ••• , xn). 

IV -1-2 Definition d'une statistique 

Soit X une variable aleatoire. Considerons un n-echantillon (Xl, X2, •.• , Xn) de X. 

Vne statistique Test une variable aleatoire fonction mesurable de (Xt, X2, ••• , Xn). 

T (X) = T(Xt, X2, ••• , Xn). 

A un echantillon, on peut associer plusieurs statistiques. 
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IV- 2) DISTRIBUTION D'ECHANTILLONNAGE DE MOYENNE 

Dans tout ce paragraphe, on considere un echantillon aleatoire (X), X2" .. , Xn) suivant la 
meme loi que la variable parente X. 

IV -2-1 Definition de la statistique X 

La statistique X ou moyenne empirique de l'echantillon est definie par: 

- 1 n 
X=-l:X i 

n i=l 

IV -2-2 Esperance et variance de X 

Soit m l'esperance et (J2 la variance de la variable parente X; l'esperance et la 

variance de la statistique X sont : 

E(X)=m 

- 1 n 1 
E(X) = - LE(Xi ) = -nm = m 

n i=l n 

- 1 n 1 2 ()2 
VeX) = 2 L V(Xi ) = 2 n() =- ( les Xi etant supposes independants) 

n i=l n n 

IV -2-3 Loi faible des grands nombres 

IV-2-3-1. Rappel 

Soit XI, X2, .. " Xn n variables aleatoires independantes d'esperances m1, m2, .. " 
td ' 2 2 2 mn e e vanances (J1 , (J2 , .. " (In ' 

1 n 1 n 2 
Si - l: m i ~ m et si 2 l: (J' i ~ 0, quand n tend vers -too, alors : 

n i=l n i=l 

x = .!.. t Xi ~ m au sens de la convergence en probabilites. 
n i=l 

Si les variables Xi suivent toutes une meme loi, d' esperance m et de vanance d, les 
hypotheses ci-dessus sont verifiees et on en deduit la convergence suivante : 

IV-2-3-2. Convergence en probabilite 

La statistique X converge en probabilite vers m quand n tend vers l'infini. 
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IV -2-4 Loi forte des grands nombres 

IV-2-4-1. Rappel 

Soit XI, X2, ... , Xn n variables ah!atoires independantes d'esperances m1, m2, ... , 
mn et de variances 0'12, 0'22, ... , O'n2 telles que: 

1 n 00 (J~ 
- I, m i ~ m et I, -i- < +00 quand n ~ -too 
n i=l i=l I 

alors 
- 1 n 
X=- I, Xi ~m presque sftrement. 

n i=l 

IV-2-4-2. Convergence presque sure 

Dans Ie cas de notre echantillon, toutes les variables Xi ont leurs esperances egales a 
l'esperance de la variable parente X et leurs variances egales a la variance if de X donc : 

n 2 n 1 
L~=(J2L-

.2 .2 
i=11 i=ll 

La serie du second membre est evidemment convergente. On en deduit : 

La statistique X converge presque sftrement vers m. 

IV -2-5 Theoreme de la limite centrale 

IV-2-5-1. Rappel 

Si XI, X2, ... , Xn sont n variables aleatoires independantes de meme loi 
quelconque d'esperance m et d'ecart-type 0', la variable: 

Xl +X2 + ... +Xn -nm 

uJ;; 

converge en loi vers une variable normale centree reduite quand n tend vers 
l'infini. 

IV-2-5-2. Convergence vers une variable gaussienne 

En posant X = ..!.. f Xi dans l' expression du quotient et en divisant par n, on obtient : 
n i=l 

X-m 
La variable converge en loi vers une variable normale centree reduite 

jlJ;; 
quand n tend vers l'infini. 
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IV-2-5-3. Application 1 

Pour une taille d'echantillon n suffisamment grande, on peut considerer que X a 
pour loi : 

IV-2-5-4. Application 2 : toi d'un pourcentage 

Soit X la variable aleatoire representant Ie nombre de succes au cours d'une suite de n 
repetitions independantes d'une meme epreuve dont la probabilite de succes est p. 

La loi de X est la loi binomiale de parametres n et p notee B (n, p). X est la somme de n 
variables independantes de Bernoulli de parametre p. Notons F la frequence empirique du 
nombre de succes parmi les n epreuves : 

F a pour esperance et pour variance : 

E(F) = p 

F=X 
n 

V(F) = p(1- p) 
n 

En appliquant Ie theoreme de la limite centrale a X somme des variables de Bernoulli: 

Pour n suffisamment grand, on peut etre considerer que F suit la loi normale : 

L(F) == LG(P,,JP(l: p» 

Ce resultat est une autre formulation du theoreme de « De Moivre-Laplace ». 

IV- 3) ETUDE DE LA STATISTIQUE S2 

IV -3-1 Definition 

La statistique S2 ou variance empirique d'echantillon est definie par: 

S2 = .!. f(Xi - X)2 
n i=l 

IV -3-2 Proprietes 

./ S2 =.!. (I xl) - (X)2 
n i=l 

2 1~ 2 - 2 ./ S = - ~ (Xi - m) - (X - m) 
n i=l 

Pour demontrer cette derniere egalite, on eleve au carre l' expression 

Xi - m = (Xi - X) + (X - m) puis on somme pour toutes les valeurs de i variant de 1 a n. 
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n 2 n -2 n - 2 _ n -
L(Xi-m) =L(Xi-X) +L(X-m) +2(X-m)L(Xi -X) 
i=l i=l i=l i=l 

La demiere somme est clairement nulle ; on divise par n et on obtient Ie resultat. 

IV -3-3 Convergence presque sure 

S2 "t 2 converge presque suremen vers 0' • 

43 

La demonstration repose sur la decomposition: S2 = ..!.. (I. xl) - (X)2 et sur les 
n i=l 

convergences presque stires des deux termes respectivement vers E(X2) et [E(X)f 

IV -3-4 Moments de S2 

IV-3-4-1. Esperance de S2 

E(S2) = n -1 (12 
n 

2 In 2 - 2 In -
£(S )=-I,£(Xi-m) -£(X-m) =-I,V(Xi)-V(X) 

n i=l n i=l 

2 2 2 1 n 2 () 2 () 2 n-I 
£(S )=-I,() --=() --=() x-

n i=l n n n 

On peut remarquer que si on pose: S*2 = _n_ S2 alors £(S*2) = ()2 
n -1 

IV-3-4-2. Variance de S2 

Une demonstration un peu longue en calcul, mais ne presentant pas de difficulte, nous permet 
d'ecrire la variance de S2 en fonction de n, () et de ).14, moment centre d'ordre 4 de X : 

2 n -1 4 
V(S ) = -3 [(n -1),u4 - (n - 3)(1 ] 

n 

IV-3-4-3. Convergence vers une variable gaussienne 

S 2 n -1 2 
---(1 

La variable -----r=====n==- converge vers une variable normale centree reduite. 
JV(S2) 

Cette convergence est aussi une consequence du theoreme de la limite centrale. 

En prenant les limites de l' esperance et de la variance, pour n suffisamment grand, on peut 
ecrire : 

S2 _(12 
La variable converge vers une variable normale centree reduite. 

~1l4 :u4 
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IV- 4) ECHANTILLONS GAUSSIENS 

Dans ce paragraphe, on considere que la variable X suit une loi normale de moyenne m et 
d'ecart-type cr. 

L(X) = LG(m,(5) 

Soit (Xl, X2, ... , Xn) un echantillon aleatoire de X. 

IV-4-J-1. Etude de la movenne de l'eehantillon 

La statistique X est une combinaison lineaire de n variables aleatoires gausslennes 
independantes. C'est donc une variable gaussienne : 

11 s'agit ici pour X d'une loi exacte et non plus d'une loi limite. 

IV-4-J-2. Etude de la statistique S2 

En utilisant la decomposition de S2 et en divisant par if on obtient : 

n 2 -
I,(XZm)2 = nS +(X -m)2 

i=l (5 (52 1J;; 

./ Le premier membre est une somme de carres de variables normales centrees reduites 
independantes donc une variable du Chi-deux x2(n), 

./ Le second membre est la somme de deux formes quadratiques sur ces variables, l'une de 
rang n-l, l'autre de rang 1. Le deuxieme terme est Ie carre d'une variable normale centree 
reduite donc une variable du Chi-deux a un degre de liberte. 

On en deduit les deux theoremes suivants (par application du theoreme de Cochran) : 

Theoreme I 

2 
La loi de la variable nS2 est une loi du Chi-deux it n-l degn!s de liberte: 

(J 

Theoreme 2 

S2 2 
L(n -2 ) = X (n -1) 

(J 

Les statistiques X et S2 sont independantes. 

A ces deux theoremes, on va en ajouter un troisieme; en effet on peut remarquer que Ia 
- 2 

variable ~ m suit une loi LG( 0, I) et que 1 a variable nS suit une loi X' (n-I). 
(5 (52 

J;; 

Or la variable T = X - m ~ est Ie quotient de la variable gaussienne par la racine carree 
S 

de la variable du Chi-deux rapportee a son degre de liberte en-I) : 
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T est done une variable de Student a n - 1 degres de liberte. On en deduit done Ie tMoreme 
suivant: 

TMoreme 3 

La variable X - m .J n -1 suit une loi de Student it n-l degres de liberte. 
S 

IV- 5) ECHANTILLONS ARTIFICIELS 

Frequemment, on a besoin de reeourir a la simulation eonsistant a fabriquer, a l'aide d'un 
programme de ealeul, une suite de nombres Xl, X2, ... , Xn, ehaeun suivant la loi voulue 
independamment les uns des autres. 

Pour creer de tels eehantillons, il est neeessaire de disposer au depart d'une table de nombres 
aleatoires (suite de tirages de ehiffi·es de 0 a 9 equiprobables avec remise) ou d'un generateur 
de nombres aleatoires. 

IV -5-1 Definition 

Un generateur de nombres aleatoires est un algorithme fournissant une suite de 
nombres compris entre 0 et 1 pseudo-aleatoires (car ils sont nullement aleatoires) mais 
ayant en apparence toutes les proprietes d'un veritable echantillon aleatoire d'une loi 
uniforme sur [0, 1]. 

IV -5-2 Tables de nombres au hasard 

II existe de nombreuses tables de nombres au hasard obtenues par des proeedes tres varies 
eomme: 

./ Les tables de Kendall obtenues par eclairage intermittent d'un disque toumant divise en 
seeteurs multiples de 10 . 

./ Les tables de la Rand Corporation obtenues par eeretage d'un bruit de fond ... 

Ces tables ne sont pas tres faeiles d'utilisation done on a mis au point des proeedes 
d'obtention de nombres au hasard a l'aide des ordinateurs. 

IV -5-3 Methodes d'obtention de nombres pseudo-aleatoires 

Les methodes les plus employees sont basees sur des suites reeurrentes (done MIas aUSSl 
periodiques ... ). 

La methode la plus usitee est la methode de Lehmer: 

ri+ I = ari modulo m 

e'est a dire que ri+l est Ie reste de la division de ari par m. 

En pratique, on ehoisit m Ie plus grand possible afin d' avoir la periode la plus grande 
possible. Celle-ei est de mJ4 quand a est de la forme 8t+3 ou 8t-3 et si ro est un entier 
queleonque positif impair. 
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Les nombres ri / m-l compris entre ° et 1 sont alors consideres comme pseudo-aleatoires. Ils 
constituent un echantillon de la loi uniforme sur [0, 1]. 

Sur machine, on prend en general m = 231 et a = 513. 

IV -5-4 Echantillon artificiel de n valeurs d'une variable continue 

IV-5-4-1. methode de l'anamorphose 

On suppose que la variable aleatoire X dont on cherche un echantillon suit une loi dont la 
fonction de repartition F est continue, strictement croissante. Soit f sa fonction de densite. 

Posons Y = F(X). La densite de Y est alors : 

g(y) = f[F(y)] = 1 
F'[F-\y)] 

On en deduit que Y est uniformement distribuee sur [0, 1]. 

En tirant n nombres au hasard uniformement repartis dans [0, 1], en leur 
appliquant F-1, on obtient un echantillon artificiel de n valeurs de la variable X. 

Cette methode est particulierement simple a utiliser pour une loi dont la fonction de 
repartition est tres facile a inverser ; c'est Ie cas, par exemple, de la loi exponentielle. 

Par ailleurs, les logiciels classiques tels que Excel permettent de construire un echantillon de 
taille choisie pour toutes les lois classiques de Statistique. 

IV-5-4-2. Cas particulier d'une loi normale 

Si X suit une loi d'esperance m et d'ecart-type cr, on a vu, par application du theoreme de la 
limite centrale, que: 

X-m 
converge en loi vers une variable LG(O, 1) 1J;; 

Ce resultat est valable en particulier pour des variables uniformes : la somme de n variables 
uniformes suit donc a la limite une loi normale d'esperance nl2 et de variance nl12 puisque la 
loi uniforme sur [0, 1] a pour esperance Yz et pour variance 1112. En pratique, on peut 
l'appliquer des que n = 12. 

Pratique de construction de l'echantillon : 

On tire 12 nombres au hasard entre ° et 1, on en fait la somme s. C'est une realisation d'une 
Laplace-Gauss de moyenne 6 et d'ecart-type 1. 

En posant: x = m + (j (s - 6), on obtient une realisation de la variable de Laplace-Gauss 

LG(m, cr). En repetant cette operation n fois, on obtient un n-echantillon de la loi normale. 

IV- 6) METHODE DE MONTE-CARLO 

La methode de Monte-Carlo est une methode tres connue de calcul d'integrales. Nous 
rappelons ici son principe. 

Remarques preliminaires 

~ Toute integrale peut se ramener par changement de variables a une integrale entre ° et 1. 
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1 

Y 1= f f(t)dt est l'esperance de feU) ou U est une variable uniforme sur [0, 1]. 
o 

47 

A 1 n 
La methode consiste alors a estimer l'integrale I par: 1=- L f(uJ moyenne de n valeurs 

n i=l 

de la variable f(U). 

On observe que: E(I) = I. 
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Ch. V Theorie de l' estimation 
11 est frequent en Statistique de chercher une estimation d'un parametre. Considerons un 
phenomene physique pour lequel une des caracteristiques suit une loi, par exemple la loi 
normale, dont un des parametres est inconnu. On souhaite donner une estimation de ce 
parametre a l'aide d'un echantillon extrait de la population. Cela peut etre l'estimation d'une 
moyenne, d'une proportion, d'une variance ... 

La qualite de cette estimation est plus ou moins bonne, il s'agit si possible de connaitre et de 
minimiser l'erreur faite. Etudions l'exemple suivant. 

Exemple V-I 

On veut obtenir une estimation de la teneur (en parts par millions) en manganese d'un sol 
pauvre en matiere organique (2% et moins). Vingt quatre prelevements de ce type de sol ont 
ete effectues dans la region concemee. On a obtenu les resultats suivants : 

92 77 85 89 93 94 89 85 84 80 86 94 

92 80 80 88 87 77 89 84 88 85 94 83 

11 est tres simple de donner la moyenne des releves qui parait une bonne estimation de la 
teneur recherchee ; on peut aussi rechercher une estimation de cette teneur sous forme d'un 
intervalle ayant une probabilite egale a 0, 95 de contenir la teneur recherchee. 

v- 1) STATISTIQUE EXHAUSTIVE 

Dans la recherche d'un estimateur d'un parametre e inconnu, un echantillon nous apporte une 
certaine information sur ce parametre. Lorsque I' on resume cet echantillon par une statistique 
(moyenne ou proportion ou variance ... ), il s'agit de ne pas perdre cette information. Une 
statistique qui conserve l'information sera dite exhaustive. 

V-l-l Definition d'une statistique exhaustive 

Soit Xl, X2, ... , Xn un echantillon de la variable aleatoire X dont la loi de probabilite depend 
d'un parametre e et soit (Xl, X2, ... , Xn) une realisation de cet echantillon. 

V-J-J-l. Vraisemblanee d'un eehantillon 

On appelle vraisemblance de l'echantillon L(:!,8) la fonction suivante : 

© Ecole Centrale Paris 

n 
../ L(:!,8) = n f(xi ,8) si X est continue 

;=1 

n 
../ L(:!,8) = n Po (Xi = Xi) si X est discrete 

;=1 
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V-J-J-2. Exhaustivite d'un echantillon 

Soit Tune statistique fonction du n-uplet (Xl, ... , Xn) et soit get, 8) la densite de T. (On 
suppose la variable T continue; dans Ie cas discret, on remplace get, 8) par P (T = t». 

La statistique Test dite exhaustive si Ia vraisemblance de l'echantillon peut se 
facto riser ainsi : 

L(~,(J) = g(t,(J)h(~) 

Test donc exhaustive si Ia densite conditionnelle de l'echantillon est 
independante du parametre. C'est Ie principe de factorisation. 

Remarque: 

II est interessant de disposer d'une statistique exhaustive independante de la taille de 
I' echantillon. 

V-J-J-3. Propriete 

Soit Tune statistique exhaustive pour Ie parametre e et soit cp une fonction 
injective de T. Alors S = cp (T) est aussi une statistique exhaustive de e. 

V-1-2 Exemples de statistiques exhaustives 

V-J-2-1. Loi de Poisson de parametre A inconnu. 

Soit X une variable de Poisson de parametre A. inconnu ; la vraisemblance s' ecrit : 

n Jlxi n Jlxi 
LC:~, Jl) = II exp( - Jl) - = exp( -nJl) II -

. 1 x· I . 1 x· I 
1 = I' 1= I' 

Po sons S = Xl + ... + Xn' S suit une loi de Poisson de parametre M dont la densite s'ecrit : 

(nJl)S 
g(s,Jl) = exp(-nJl)--

s! 

L s! 
Le rapport - = est independant de A.. 

g n S I1 xi! 

n 
S = LXi est une statistique exhaustive pour Ie parametre A. 

i=1 

V-J-2-2. Loi normale. m connue. a inconnu. 

Soit X une variable aleatoire suivant une loi normale de moyenne m connue et d'ecart-type (j 
inconnu ; la vraisemblance s' ecrit : 

lIn x· - m 2 
L(!, a) = exp(-- I,( 1 » 

an ( ,J 2n ) n 2 i = 1 a 

En posant : T = r(Xi - m)2 ,on sait que T2 suit une loi du Chi-deux a n degres de liberte. 
i=l a 
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La densit6 de T est done : 

I t fl.-I t 2 I 
g(t,CJ) = n (2)2 exp(--CJ)2 

2Ji r(~) CJ 2 CJ 
2 

Le rapport LI g est ind6pendant du parametre d. On peut en d6duire : 

n 
La statistique T = L(Xi _m)2 est exhaustive pour Ie parametre rr. 

i=l 

V-1-3 Theoreme de Darmois (admis) 

Soit X une variable aleatoire dont Ie domaine de definition ne depend pas de 9. 
S'il existe une valeur n telle que l'echantillon (X!, ... , Xn) admette une statistique 
exhaustive, alors la den site est de la forme suivante : 

f(x,B) = exp[a(x)a(B) + hex) + P(B)] (La variable est de la famille exponentielle). 

Si la densite est de cette forme et si de plus l'application: 
n 

xi --? L a( x;) est bij ective et continument differentiable pour tout i, alors 
i=l 

n 
T = L a(X;) est une statistique exhaustive particuliere. 

i=l 

V-1-4 Statistiques exhaustives usuelles 

Nous donnons ei-dessous les statistiques exhaustives les plus usuelles : 

Loi Parametre ineonnu Statistique 

n 

Bernoulli p T-LX· - I 

i=l 

n 

Gamma r T = LLnXi 
i=l 

n 

Exponentielle e T-LX· - I 

i=1 

n 

LG(m, cr) m (cr eonnu) T= LXi 
i=1 

LG(m, cr) d (m eonnu) 
n 2 

T = L(Xi -m) 
i=1 

n n 

LG(m, cr) m, cr 2 IXi, I(X-X)2 
i=1 i=1 
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v- 2) INFORMATION DE FISHER 

V -2-1 Definition 

On appelle quantite d'information de Fisher In (9) apportee par un n -echantillon 
sur Ie parametre 9 la quantite suivante positive ou nulle : 

oil Lest la vraisemblance de l'echantillon. 

Remarque: 

V-2-2 Theoreme 

Si Ie do maine de definition de X ne depend pas de 9 et si la vraisemblance est 
deux fois derivable, alors : 

I (0) = _E(02In L) 
n 00 2 

Lest une densite de probabilite done f L(!,e)d! = 1 
E 

On derive une fois par rapport a e : 

f aLex, e)d 0 . I· ., I' f aLnL(x, e)L( e)d 0 x = mms e premIer terme est aussl ega a: x, x = 
ae - ae - -

E E 

On en deduit que : 

E (aLnL(!, e)) = 0, la variable est eentree ; 
ae 

En derivant une deuxieme fois : 

J a2 LnL(!, e) L(x e)dx + J [aLnL(!, e)]2 L(x e)dx = 0 
E ae 2 -' - E ae -'-

E[ a2 L;~;~,(J)]+ E([aLn~i,(J) n= 0 

On en deduit alors Ie resultat annonee. 

V-2-3 Proprietes 

Si l'ensemble de definition ne depend pas du parametre e, on ales proprietes suivantes : 
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V-2-3-1. Additivite 

Cela signifie que chaque observation a la meme importance. 

Cette propriete est une consequence du theoreme precedent et du fait que la vraisemblance 
s' ecrit, par definition: 

Ln[L(X, 8)] = nLn[f(X, 8)] 

V-2-3-2. Degradation de l'in(ormation 

Si Test une statistique que l'on substitue it l'echantillon, l'information apportee 
par Ia statistique est inferieure ou egale it celIe apportee par l'echantillon : 

Si T est exhaustive il y a egalite. 

Dans Ie cas d'un domaine independant de 9, l'egalite implique l'exhaustivite. 

V-2-4 Exemple : information de Fisher pour LG(m,o,) (m inconnu) 

Soit X une variable aleatoire normale de moyenne m inconnue et d'ecart-type () connu. On 
sait que la vraisemblance s'ecrit : 

lIn X· - m 2 
L(X,m) = exp(-- I.( I )) 

(In (J2n)n 2 i=l (J 

~ 1 n 2 
En passant au log: Ln[L(X, m)] = -nLn((J,,2n) - --2 I. (xi - m) 

2(J i=l 

aLn[L(J;:, m)] = ~ ± (Xi _ m) 
am (J i=l 

On en deduit que l'information est d'autant plus grande que l'ecart-type est plus petit. Cette 
remarque justifie Ie mot de «precision ». 
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Ch. VI Estimation ponctuelle 

VI- 1) GENERALITES ET EXEMPLES 

L'estimation ponctuelle consiste a chercher des «estimateurs» pour les parametres d'une 
population (m, cr, ... ) a l'aide d'un echantillon de n observations issues de cette population. 

Par exemple, les lois des grands nombres permettent de prendre X et 82 pour estimer m et~. 
De meme la frequence empirique f d'un evenement est une estimation de la probabilite p. Les 

variables X, 82 et f sont appelees estimateurs de m, ~ et p. 

Un meme parametre peut etre estime par plusieurs valeurs plus ou moins satisfaisantes ; afin 
de determiner Ie meilleur des estimateurs, on est donc amene a definir les qualites d'un 
estimateur. 

VI- 2) QUALITES D'UN ESTIMATEUR 

On appellera e Ie parametre a estimer et T un estimateur de e. La premiere des qualites d'un 
estimateur est d'etre convergent. 

VI-2-1 Estimateur convergent 

VI-2-J-J. Definition 

Un estimateur T d'un parametre 9 est dit convergent si T converge vers 9 quand 
n tend vers l'infini. 

VI-2-J-2. Exemple 

Les estimateurs precedents: X, 82 et f sont des estimateurs convergents. 

On peut appliquer, par exemple, l'inegalite de Bienayme-Tchebychev pour connaitre la 

convergence en probabilite de X vers m : 

On sait que: 
_ cr 2 

E(X) = m et VeX) = - donc: 
n 

VI-2-J-3. Vitesse de convergence 

La convergence de T vers e peut etre une convergence presque sure ou une convergence en 
probabilite ou encore une convergence en moyenne quadratique. 

La vitesse de convergence peut varier d'un estimateur a l' autre. Elle est liee, pour une taille 
donnee n d' echantillon, a la precision de l' estimateur. 

Dans l' exemple precedent, la vitesse de convergence est au moins en lin. 
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VI-2-2 Estimateur sans biais 

Un estimateur Test une variable aleatoire dont on suppose connue la loi de probabilite pour 
une valeur de e fixee. 

L'erreur d'estimation est la variable aleatoire T - e que l'on peut decomposer en : 

T - e = T - E(T) + E(T) - e 
ou E(T) est l'esperance de T. 

Le premier terme T - E(T) represente les fluctuations aleatoires de T par rapport a sa valeur 
moyenne, tandis que Ie deuxieme terme E(T) - e represente une erreur systematique due au 

fait que T varie autour de sa valeur moyenne E (T) et non autour de e, sauf si E(T) = e . 

VI-2-2-1. Definition 

Soit T un estimateur du parametre 9. On appelle biais de l'estimateur T la 
quantite: 

E(T)-9 

Si E(T) = 9, l'estimateur Test dit sans biais. 

Si E(T)¢.9, Test dit biaise. 

Si E(T) ~ 9, quand n ~ +00, l'estimateur Test dit asymptotiquement sans biais. 

II est evidemment souhaitable de travailler avec des estimateurs sans biais. 

VI-2-2-2. Exemples 

y On a deja vu que X est un estimateur sans biais de m puisque E(X) = m. 

y S2 est un estimateur biaise de c:l car E(S2) = n -1 ()2 . 
n 

Le biais est: E(S2) - ()2 = -.!.. ()2 . S2 est donc asymptotiquement sans biais. 
n 

En revanche, S*2 = _n_S2 est un estimateur sans biais de c:l car E(S*2) = ()2 
n -1 

Attention: 

S*2 est un estimateur sans biais de (i, mais S* n'est pas un estimateur sans biais de (j ! 

VI-2-3 Precision d'un estimateur 

VI-2-3-1. Definition 

On mesure usuellement la precision d'un estimateur T du parametre 9 par 
l'erreur quadratique moyenne definie par: 
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VI-2-3-2. Erreur quadratique movenne et variance 

Decomposons l'erreur quadrati que moyenne : 

E[(T - 8)2] = E[(T - E(T) + E(T) - 8)2] 

E[(T - 8)2] = E[(T - E(T))2 + 2E[(T - E(T))(E(T) - 8)] + E[(E(T) - 8)2] 

E[(E(T) - 8)2] = (E(T) - 8)2 car E(T)-8 est une constante. 

de plus E[T - E(T)] = 0 donc Ie deuxieme terme est nul; Finalement : 

E[(T _8)2] = VeT) + (E(T) - 0)2 

L'expression ainsi trouvee nous permet d'en deduire que: 

57 

Entre deux estimateurs sans biais, Ie plus precis au sens de l'erreur quadratique 
moyenne est celui de variance minimale. 

En effet, pour un estimateur sans biais E(T) = 8, et l'erreur quadrati que moyenne se trouve 

etre egale a la variance de l'estimateur. 

11 sera donc utile de chercher des estimateurs sans biais de variance minimale. 

VI- 3) ESTIMATION SANS BlAIS DE VARIANCE MINIMALE 

VI-3-1 Theoreme 1 

S'il existe un estimateur de 9 sans biais, de variance minimale, il est unique 
presque sftrement. 

Supposons qu'il existe deux estimateurs sans biais Tlet T2 de e de variance minimale V. Soit 
T3la demi-somme des deux. 

Soit p Ie coefficient de correlation lineaire de T 1 et de T 2 : 

I 
V(T3) = 4"[V(Tl ) + V(T2) + 2p()l()2]· 

Or V(Tl ) = V(T2) = ()l X ()2 = V 

V 
V(T3) = -(1 + p) 

2 

Si P < 1, V(T3) < V ce qui est contredit l'hypothese donc : 

p = 1 c'est a dire Tl -E(11) = a[T2 -E(T2)] 

Or V(l1) = V(T2) donc a = 1. 

Les esperances etant egales, on a : T I = T 2 presque surement. 
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VI-3-2 Theoreme 2 (Rao-Blackwell) 

Soit T un estimateur quelconque sans biais de 9 et U une statistique exhaustive 
pour 9. Alors T* = E(T I U) est un estimateur sans biais de 9 au moins aussi bon que T. 

Puisque U est exhaustive, la densite conditionnelle de l' echantillon sachant U ne depend pas 
de e et E (T IU) ne depend pas de e. Appliquons les theoremes de l'esperance totale et de la 
variance totale : 

E(T*) = E[E(T / U)] = E(T) = e . On en deduit que T* est sans biais. 

V(T) = V[E(T / U)] + E[V(T / U)] = V(T*) + E[V(T / U)] E(T) = e E(T) = e 
V(T*) ~ V(T) 

de plus si E[V(T / U)] = 0 alors T = feU) presque surement. 

VI-3-3 Theoreme 3 

S'il existe une statistique exhaustive U, alors l'estimateur sans biais T de 9 de 
variance minimale ne depend que de U. 

Ce theoreme est un corollaire du theoreme 2 : 

Cet estimateur T, s'il existe, est unique presque surement (Theoreme 1); on ne peut pas 
l'ameliorer (theoreme 2); de plus si sa variance est egale a celIe de T* alors T = feU) 

presque surement. 

Comme il peut exister plusieurs estimateurs sans biais de e, fonction de U, on n'est pas sur, 
par cette methode, d' obtenir Ie meilleur. 

VI-3-4 Definition d'une statistique complete 

On dit qu 'une statistique U est complete pour une famille de lois de probabilites 
dependant d'un parametre 9, de densites f(x,B), si : 

E[h(U)] = 0 VB ~ h = 0 presque surement. 

On admettra, dans ce cours, Ie resultat tres utile suivant : 

Les statistiques exhaustives des familles exponentielles sont completes. 

VI-3-5 Theoreme 4 (Lehmann-Scheffe) 

Si T* est un estimateur sans biais de 9, dependant d'une statistique exhaustive 
complete U, alors T* est l'unique estimateur sans biais de variance minimale de 9. 

En particulier, si on dispose deja de T estimateur sans biais de 9, alors : 
T* = E(T I U). 

T* est un estimateur sans biais de variance minimale donc il est unique presque surement. 

11 depend de U donc il est de la forme T = f (U) presque surement. 

Therese PHAN Probabilites & Statistique © Ecole Centrale Paris 



Ch. VI • Estimation ponctuelle 59 

Enfin s'il existait deux estimateurs T 1 et T 2 sans biais fonction de U: Tl = 11 (U) et 

T2 = 12(U) 

alors E[fi (U)] = E[12 (U)] = e puisque les estimateurs sont sans biais. 

U etant complete, on en deduit que f1 = f2 presque surement. 

VI-3-6 Conclusion 

Si on dispose d'un estimateur sans biais fonction d'une statistique exhaustive 
complete, c'est Ie meilleur estimateur possible. 

Ce resultat est la conclusion des theoremes precedents. 

VI-3-7 Inegalite de Frechet-Darmois-Cramer-Rao 

Soit X une variable aleatoire dont la densite depend d'un parametre 8 et soit Xl, X2, ... , Xn un 
echantillon aleatoire. 

Soit In (8) la quantite d'information de Fisher. 

Si T est un estimateur sans biais de 9 et si Ie domaine de definition de X ne 
depend pas de 9 alors : 

V(T)~_l_ 
[n(O) 

et si T est un estimateur sans biais de h(9) : 

. dLnL 
Calculons la covanance de T et de --. 

de 

dLnL . 
On a vu que -- est une vanable centree. La covariance recherchee est donc egale a 

de 
l'esperance du produit : 

dLnL dLnL dL d d 
cov(T,--) = J t--Ldx = J t-dx = - J tLdx =-E(T) = h'(e) 

de E de E de de E de 

L'inegalite de Cauchy-Schwarz nous permet d'ecrire : 

[ COV(T dLnL)]2 ~ V(T)V(dLnL) 
, de de 

Ce qui peut s' ecrire aussi : 
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VI -3-8 Efficacite 

VI-3-8-1. definition 

Un estimateur est dit efficace lorsque sa variance verifie l'egalite : 

1 
V(T)=--

In (0) 

VI-3-8-2. Theoreme de l'e(ficacite (admis) 

La borne de FDCR ne peut etre atteinte que si la loi de X est de la forme 
exponentielle : 

Ln f(x,O) = a(x)a(O) + hex) + /3(0) 

car Test necessairement exhaustif pour 9. 

Si la loi est de la forme precedente, il n'existe qu'une seule fonction h (9) du 
parametre qui puisse etre estimee efficacement, c'est : 

h(O) = _ /3' (0) 
a' (0) 

L'estimateur est alors : T = ! f a(X;) de variance minima Ie : VeT) = h' (0) . 
n i=1 na' (0) 

VI-3-8-3. Exemple 

./ Dans une loi de Laplace-Gauss LG (m, cr), si m est connue : 

if est Ie seul parametre que I' on peut estimer efficacement, par : T = .!.. i (Xi - m) 2 . 
n i=l 

rc~) 
L'estimateur : U = f!i 2 1 .JT est sans biais pour cr, de variance minimale car Test 

V"2 rc~) 
2 

exhaustive, mais n'est pas efficace au sens de la borne de FDCR. 

rcn -1) 

./ Si m est inconnue, et si S2 est l'estimateur usuel de if, V = f!i 2 S est un 
V"2 r(~) 

2 
estimateur sans biais, de variance minimale pour cr. 

En pratique on utilise S* =.J n S qui est tres legerement biaise. 
n-l 

Si X ne suit pas une loi normale, on ne peut pas donner d'expression universelle d'un 
estimateur sans biais de cr. 
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VI- 4) METHODE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE 

Etant donne un echantillon de valeurs (x), X2, ... , xn), cette methode consiste a prendre comme 
estimateur de e la valeur de ce parametre qui rend maximale la vraisemblance : 

L(x), ... , Xn ; e) 

VI-4-1 Definition 

L'estimateur du maximum de vraisemblance est la solution de l'equation : 

o 
-In L(X;O) = 0 
00 -

VI-4-2 Propriete 1 

Si Test une statistique exhaustive, l'estimateur 0 du maximum de vraisemblance 
en depend. 

Si Test une statistique exhaustive, L(X,8) = g(t,8)h(x) et l'equation de la vraisemblance 
s'ecrit alors : 

Ding =0 
D8 

c'est a dire 8 = f(t). 

Si de plus l'estimateur ainsi trouve est sans biais, ce sera la meilleure estimation de e si les 
conditions des theoremes precedents sont realisees. 

VI-4-3 Propriete 2 

Si 8 est l'estimateur du Maximum de Vraisemblance de 9, alors f(8) est 
l'estimateur du Maximum de Vraisemblance de f(O). 

Exemple 

Soit X une variable aleatoire suivant une loi normale LG(m, cr) OU m est inconnu et cr connu. 
La vraisemblance s'ecrit : 

I I n x· - m 2 
L(~,() = J2n exp(-- I,( I » 

()n( 2n)n 2 i=l () 

a n -
On a vu que: - LnL = - (x - m) am ()2 

et a 2 Ln[ L(~, m)] = _ ~ < 0 
am2 ()2 

-
x realise un maximum strict de L. 11 est I' estimateur de m obtenu par la methode du maximum 
de vraisemblance. 
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Ch. VII Estimation par intervalles 

VII- l)DEFINITION 

On a vu, dans Ie chapitre precedent, que l'on cherchait souvent a estimer un parametre e. 
Autant il peut etre utile (et possible !) d'estimer ponctuellement un parametre, autant on 
cherche souvent un intervalle [a, b] qui a une probabilite donnee de contenir e. 

L'estimation par intervalle de confiance d'un parametre e consiste it associer it 
un n-echantillon, un intervalle aleatoire I choisi de telle sorte que la probabilite que cet 
intervalle contienne e soit egale it une valeur convenue d'avance, aussi grande que Pon 
veut, notee 1 - a : 

P«() E J) = 1-a 

I-a s'appelle Ie seuil ou niveau de con fiance, a s'appelle Ie risque. 

Le niveau de confiance represente donc la probabilite donnee que l'intervalle contienne e. II 
faut se garder de dire que I-a represente la probabilite que Ie parametre appartienne a 
l'intervalle construit car ce parametre a une valeur, inconnue certes, mais fixee. 

VII- 2) CONSTRUCTION D'UN INTERVALLE DE CONFIANCE 

VII-2-1 Principe de construction 

Soit X une variable aleatoire dont la loi de probabilite depend d'un parametre e et so it un 
echantillon (X), X2, ... , Xn) de X. 

Supposons que l'on dispose d'un estimateur T de e, fonction de l'echantillon. 

Sa loi de probabilite depend, bien sur, de e. Grace a cette loi, on peut determiner, a a fixe, des 
valeurs t) et t2 telles que: 

P( t 1 ~ () - T ~ t 2) = 1-a 

On a alors : 

P(T + tl ~ () ~ T + t2) = 1-a 

La probabilite que l'intervalle J = [T + tl ,T + t2] contienne Ie parametre e est egale a I-a. 

L'intervalle J s'appelle intervalle de confiance au seuil de probabilite (I-a). 

Les bomes de cet intervalle dependent de la valeur de I' estimateur calculee a partir de 
l'echantillon, c'est donc un intervalle aleatoire. 
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VII-2-2 Seuil d'un intervalle de confiance 

Le seuil I-a etant fixe, supposons que l'on ait pu construire, a l'aide d'un echantillon de taille 
n, un intervalle de confiance pour un parametre e : P(9 E I) = 1-a. 

a represente Ie risque que l'intervalle de con fiance ne contienne pas la vraie 
valeur du parametre. 

I-a represente Ie niveau de confiance de l'intervalle. Ce niveau est associe a l'intervalle, a 
l'estimateur choisi et non au parametre estime. II est clair qu'il est souhaitable de choisir Ie 
«meilleur estimateur» possible du parametre e. 

VII-2-3 Proprietes d'un intervalle de confiance 

VII-2-3-1. Intervalle de confiance svmetrique 

Quand on construit un intervalle de confiance pour un parametre e donne, les valeurs t1 et t2 
ne sont pas uniques. Elles doivent verifier P(tl ~ 9 - T ~ t2) = 1- a donc : 

P(9 - T > t 2) = a2 

II y a donc une infinite de couples (al,a2) donc une infinite de couples (tl,t2) satisfaisant 

aux relations ci-dessus. Toutefois un cas particulier retient notre attention: 

Vintervalle de con fiance est dit it risques symetriques si on choisit : 

Frequemment on construit des intervalles de confiance a risques symetriques : 

Le seuil de confiance I-a etant choisi, on determine les bornes de l'intervalle 
a 

1= [T + tl , T + t2] de telle sorte que P(9 < T + t1 ) = P(9 > T + t2) = -
2 

VII-2-3-2. Intervalle de confiance unilateral 

A contrario, on definit les intervalles de confiance a droite ou a gauche en choisissant de 
poser: 

VII-2-3-3. Largeur de I'intervalle 

On peut remarquer que : 

ou l'inverse 

~ La largeur de l'intervalle de confiance augmente si on diminue la valeur du risque a. 

~ La largeur de l'intervalle de confiance diminue quand n augmente. 

Dans la plupart des cas, on fixe la valeur du risque a a 5% (plus rarement 10% ou 1%). Pour 
diminuer la largeur de l'intervalle de confiance, on augmente, quand c'est possible, la taille n 
de I' echantillon. 
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VII-2-4 Exemple 

Un laboratoire est charge de preciser la resistance a l'eclatement, en kg/cm2, des reservoirs a 
essence des camions-citemes d'un constructeur donne. 

On considere que la resistance a l'eclatement de ces citemes est une variable normale de 
moyenne inconnue et d'ecart-type egal a 13. Des essais sur 16 reservoirs conduisent a une 
resistance moyenne a l'eclatement de 1215 kg/cm2. 

On va construire un intervalle de confiance a risques symetriques ayant une probabilite egale 
a 0,998 de contenir la resistance moyenne aI' eclatement des citemes produites par ce 
constructeur . 

Appelons X la variable: «resistance a l'eclatement de ce type de reservoir », on sait que X 
suit une loi normale LG (m, 13) OU m est Ie parametre qu'on cherche a encadrer. 

De plus, sur l'echantillon de 16 citemes, on a mesure la moyenne : 

- 2 
x = 1215 kg / em 

On sait que la moyenne X suit la loi normale LG(m, ~) = LG(m,~). 
,,16 4 

La variable U={i suit alors la loi normale centree reduite. On en deduit : 

p(IUI<3,09)=0,998 

P(1215 - 3,09 x ~ :::; m :::; 1215 + 3,09 x~) = P(1205 :::; m :::; 1225) = 0,998 
4 4 

L'intervalle de confiance cherche est donc : [1205,1225]. 

VII- 3) MOYENNE D'UNE LOI NORMALE 

On cherche un intervalle de confiance pour la moyenne m d'une loi normale LG(m, cr). Cet 
intervalle est construit differemment suivant si l'ecart-type est connu ou estime. Les bomes de 
l'intervalle recherche sont determinees a l'aide de la loi suivie par l'estimateur choisi. 

On choisira de construire, dans tous les cas etudies ici, des intervalles a risques symetriques. 

VII-3-1 L'ecart-type 0' est conno 

X est Ie meilleur estimateur de m et on sait que L(X) = LG(m, J;,) 
En utilisant les tables de la loi normale, a et n etant fixes, on trouve a tel que: 

X-m 
P(-a:::; 1.rn :::; a) = 1-a 

-
Si x est la moyenne d'un echantillon de taille n, l'intervalle de confiance pour m s'ecrit : 

- a - a 
x-a .rn:::; m ~ x+a .rn 
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VII-3-2 L'ecart-type 0' est inconnu 

X est toujours l'estimateur de m mais, (j etant inconnu, la variable: 

~ - m suit une loi de Student a (n-l) degres de libertO . 

.In -1 

La loi de Student etant tabulee, on connait, a ex et n fixes, la valeur tal2, telle que: 

X-m 
P(-t~ ~ s/ ~t~)=I-a 

/.In -1 
-

A l'aide d'un echantillon de taille n pour lequel x et s sont la moyenne et l'ecart-type releves, 
l'intervalle de confiance de m s'ecrit alors : 

I~-t% ~,; m'; ~+t% ~ I 
Si l'estimateur de (j est s*, l'intervalle est alors : 

- s* - s* 
x-t~Tn~m ~ x+t~Tn 

nS 2 (n -1)S *2 
puisque nous disposons de la relation -- = entre set s*. 

(J' 2 (J' 2 

VII- 4) MOYENNE D'UNE LOI QUELCONQUE 

Si la taille de l'echantillon est suffisamment grande, on prend pour estimateur de m la 

statistique X et grace au theoreme de la limite centrale on construit les memes intervalles de 
confiance pour m que ceux construits avec la loi normale. On distingue, 1£1 encore, Ie cas OU (j 
est connu du cas OU il est inconnu. 

Reprenons l'exemple de VI-2-4 sur la resistance a l'eclatement des reservoirs a essence. 

On suppose dorenavant que la loi suivie par cette variable est inconnue, de moyenne m a 
estimer et d'ecart-type (j inconnu. On fait 50 essais sur lesquels on me sure une resistance 
moyenne a l'eclatement de 1215 kg/cm2 et un ecart-type s = 13 kg/cm2. Construisons un 
intervalle de confiance pour m au seuil 95%. 

N = 50 est suffisamment grand pour appliquer Ie theoreme de la limite centrale et on peut 

donc ecrire que la variable u={Xm suit une loi de Student a 49 degres de liberte. 

L'intervalle de confiance pour m, au risque 5%, est donne par: 

13 13 
1215 -1,99 X - < m < 1215 + 1,99 X-

7 7 

1211,3 < m < 1218,7 
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VII- 5) VARIANCE cT D'UNE LOI NORMALE 

Ul encore deux situations differentes se presentent, suivant si la moyenne de la loi est connue 
ou mconnue. 

VII -5-1 La moyenne m est connue 

Le meilleur estimateur de la variance c:l est la statistique : 

1 n 2 
T=-I,(Xi-m) . 

n i=l 

On sait de plus, que la variable n~ suit une loi du Chi-deux a n degres de liberte. 
(J 

Apres lecture de la table du chi-deux qui nous donne, a ex et n fixes, les bomes a et b (non 
symetriques) de l'intervalle de probabilite : 

nT 
P( a '5:, - '5:, b) = 1-a 

0"2 

On en deduit l'intervalle pour (J2: 

VII-5-2 La moyenne m n'est pas connue 

2 
La statistique nS2 suit une loi du Chi-deux it n-l degn!s de liberte. 

(J 

On determine comme precedemment, grace aux tables de la loi du Chi-deux, les valeurs a et b 
telles que: 

nS2 
P(a<-2 <b)=I-a 

0" 

L'intervalle de confiance est alors : 

b a 

On en deduit un intervalle de confiance pour (J avec Ie meme risque: 

~n!2 ~ C1 ~ ~n~2 

O 1, .. 11 *. nS2 (n -l)S *2 
n peut, a encore, constrUlre ces mterva es avec s pUlsque: -2- = 2 

a a 

© Ecole Centrale Paris Probabilites & Statistique Therese PHAN 



68 Ch. VII • Estimation par intervalles 

Attention: 

Quelque soit la taille de l'echantillon, l'intervalle de confiance construit pour la 
variance d'une loi normale ne peut pas etre considere comme un intervalle de confiance 
pour la variance d'une loi quelconque. 

VII- 6) DIFFERENCE DES MOYENNES DE LOIS NORMALES 

Soient X et Y deux variables suivant des lois LG (ml' C» et LG (m2, C», c'est a dire des lois 
normales de meme ecart-type. 

On cherche a estimer m = m 1 - m 2 

On prend comme estimateur de m : Xl - X 2 = D 

Cette variable D suit une loi normale, de moyenne m et d'ecart-type : u' = 

nl - 2 n2 - 2 
I,(Xk -Xl) + I,(Xh -X2) 

La statistique : k=l h=l est un estimateur sans biais de la variance 
n1 + n2 - 2 

commune des deux distributions. 

Finalement : la variable 

suit une loi de Student a n1 + n2 - 2 degres de liberte; a a fixe, la lecture de la table de 
Student permet de determiner une valeur a telle que la variable precedente appartienne a 
l'intervalle [-a, a] au seuill-a. 

On en deduit l'intervalle de confiance a risques symetriques pour m = m1 - m2 : 

-+-H I 

I - - I ~ - 2 - 2 n1 n2 m-(x1- x 2) <aX I,(xi-xd +I,(xi- x 2) X J 
i i n1 + n2 - 2 

VII- 7) RApPORT DES VARIANCES DE LOIS NORMALES 

Soient X et Y deux variables suivant les lois respectives : LG (ml, C>I) et LG (m2, C>2). 

*2 2 
Nous savons que s\ X u;2 suit une loi de Fisher F(n1 -1, n2 -1). 

0'1 S2 

On peut alors determiner un intervalle de confiance au seuil 1 - a en lisant sur les tables de la 
loi de Fisher les valeurs des bomes de l'intervalle : 
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S*2 (J'2 
P(a ~ _1_X_2 ~ b) = I-a 

(1[ s;Z 
On en deduit l'intervalle de confiance au seuil I - a pour Ie rapport des variances: 

*2 2 *2 
~ < (J'2 <~b 

*2 a - 2 - *2 
sl (11 sl 

Remarque: 

Soit Z une variable de Fisher de parametres n et p. 

Les tables de la loi de Fisher disponibles permettent de connaitre les seuils f1 et f2 tels que: 

P(Z < jjJ = 0,95 ou P(Z < h) = 0,99 

Quand on cherche a encadrer Z, on peut remarquer que, par definition de cette loi, liZ suit 
une loi de Fisher de parametres p et n. 

On en deduit : 

I I 
Pea < Z) = 0,95 = P( - < -) 

Z a 

La valeur a est donc obtenue en lisant son inverse dans la table de la loi de Fisher de 
parametres p et n. 

VII- 8)INTERVALLE DE CONFIANCE POUR UNE PROPORTION 

VII-8-1 Construction 

Etant donne une population d'effectiftres grand OU une proportion p d'individus possedent un 
certain caractere, il s'agit de trouver un intervalle de confiance pour p a partir de l'estimation 
de p notee f et calculee grace a un echantillon de taille n. 

On sait que rif suit une loi binomiale B (n, p) et que, pour n assez grand, on peut utiliser 
l'approximation de la loi binomiale par la loi normale : 

L(nf) == LG [np, ~np(I- p) ] 

On a deja vu que cette approximation peut s' ecrire : L(f) == LG(p, ~ p(l : p)) 

La table de la loi normale nous permet d'obtenir la valeur a, a a fixe, telle que: 

P( Ip - fl ~ a) = I - a 

~P(l: p) 

L'intervalle de confiance a risques symetriques au seuilI-a est donc donne par l'equation: 

I(p -f)' ,; a' P(1: p) 

© Ecole Centrale Paris Probabilites & Statistique Therese PHAN 



70 Ch. VII • Estimation par intervalles 

On peut remarquer que Ie parametre p dont on cherche un intervalle pouvant Ie contenir avec 
un seuil de probabilite I-a, figure dans la partie droite de l'inegalite. Trois methodes se 
presentent alors pour determiner l'intervalle de confiance : 

./ On remplace p par la valeur 112 dans Ie second membre de l'inequation, cette valeur 
maximisant Ie produit p(1-p) . 

./ On remplace p dans Ie second membre par son estimateur f 

./ on resout l'inequation du second degre OU pest l'inconnue (methode de l'ellipse). 

11 est clair que la troisieme methode est la plus employee actuellement et la plus 
mathematique mais les deux premieres donnent, en general, des intervalles tres proches de 
celui obtenu par la methode de l'ellipse. 

VII-8-2 Exemple 

Dans un echantillon de 100 automobilistes pris au hasard, on constate que 20 d'entre eux ont 
un vehicule plus polluant que les normes admises. Donner un intervalle de confiance pour la 
proportion d'automobilistes ayant un vehicule depassant les normes de pollution. 

. . d . f 20 02 Une estImatIOn e cette proportIOn est = - = , . 
100 

Le nombre d'automobilistes est tres grand donc l'approximation par la loi normale est 
pleinement justifiee. On peut donc ecrire que p verifie : 

I(p - /)2 ,,; a 2 P(.: p) I 
OU a est Ie seuil donne par la table de la loi normale. Ainsi, si on choisit un risque a = 0,05 
alors a = 1,96. 

On obtient l'inequation : 

1 - ° 21 < 196 ~ p(1- p) p , , 10 

./ on remplace p par f= 0,2 dans la racine et on obtient l'intervalle : 0,122 < p < 0,278 

./ on remplace p par 0,5 dans la racine et on obtient : 0,102 < p < 0,298 

./ on resout l'equation de second degre: (p - 0,2)2 < 0,1962 p(1- p). L'intervalle obtenu 
n'est plus symetrique autour de 0,2 et il vaut : 0,1333 < p < 0,2888 

On peut remarquer que Ie demier intervalle ne necessite pas d'approximation de p dans 
l'inegalite et que Ie premier intervalle obtenu a une etendue pratiquement semblable au 
troisieme. 

VII -8-3 Application 

Determination de la taille d'un echantillon en fonction de la precision souhaitee : 

Supposons que l' on desire connaitre p avec une precision donnee i'lp pour un niveau de 
confiance donne 1 - a a risques symetriques. 
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D'apres les resultats precedents, la precision obtenue est la difference entre f et p en valeur 
absolue c' est a dire: 

Le second membre est majore par l'expression calculee pour la valeur V2 du parametre p, cette 
valeur maximisant p (1 - p). 

Exemple: 

On cherche a estimer p avec une precision de 11100. On choisit un risque ex egal a 0,05, la 
valeur de la table de la loi normale nous donne u = 1,96 et : 

~ 1 X 1,96 ~ 0,01, on obtient .J4;; ~ 196 soit une valeur de la taille n: n ~ 982 = 9604. 
4n 
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Ch. VIII Tests d'hypotheses 
Nous avons, dans les chapitres precedents, estime ponctuellement ou par intervalle des 
parametres d'une population. Nous allons maintenant aborder une nouvelle partie de la 
Statistique : celIe des tests. Diverses categories de tests apparaissent : 

./ tests sur une hypothese po see sur la valeur d'un parametre, 

./ tests d'ajustement d'une distribution theorique connue sur une distribution empirique, 

./ tests de comparaison de deux populations, 

./ tests d'independance de deux caracteres ... 

Dans cette premiere partie, nous allons nous interesser aux tests d'hypotheses et nous 
introduisons ce chapitre par un exemple tres instructif; il est emprunte a G. Saporta qui Ie 
presentait dans son cours a l'Ecole, il y a une quinzaine d'annees. 

VIII- 1) EXEMPLE INTRODUCTIF 

Des releves faits durant de nombreuses annees en Beauce ont permis de mettre en evidence 
que Ie niveau nature 1 des pluies, en mm par an, suit une loi normale LG (600, 100). Dans les 
annees cinquante, des faiseurs de pluie pretendirent pouvoir augmenter de 50 mm Ie niveau 
moyen de pluie par insemination des nuages au moyen de chlorure d' argent. Durant les 
annees 1951 a 1959, on mit Ie procede a l'essai et on releva les hauteurs d'eau suivantes : 

Annee 1951 1952 1953 1954 1955 1956 1957 1958 1959 

Mm 510 614 780 512 501 534 603 788 650 

La question etait de savoir si l'insemination avait un effet ou non; donc deux hypotheses 
s'affrontaient : soit Ie procede avait un effet certain sur Ie niveau moyen de pluie soit il n'en 
avait pas. 

On peut formaliser Ie probleme ainsi : 

soit X la variable aleatoire egale au niveau annuel de pluie et soit m son esperance; les deux 
hypotheses en presence se resument par : 

Ho: m=600mm 

H1 : m=650mm 

Les agriculteurs trouvaient Ie procede onereux, donc se tenaient a l'hypothese Ho (hypothese 
conservatoire) et voulaient etre convaincus par des faits experimentaux, avant de changer 
d'avis et adopter l'hypothese Hl (hypothese alternative). 

Ils deciderent qu'ils adopteraient Ie procede si Ie resultat obtenu par les mesures faisait partie 
d'une eventualite qui n' avait que 5% de chance de se produire. Ils assumaient alors Ie risque 
de 5% de se tromper. 

On desire tester la moyenne m donc on s'interesse ala moyenne X des releves. 
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Sous l'hypotMse Ho que les agriculteurs adoptent au depart, la moyenne de l'echantillon suit 
une loi normale : 

Le choix des agriculteurs etait donc Ie suivant : 

Si X est trop grand, c'est-a-dire s'il est superieur a un seuil qui n'a que 5% de 
chances d'etre depasse, on adopter a Ie pro cede avec un risque de 5% de chances de se 
tromper. 

11 reste a determiner ce seuil et la loi normale nous permet de Ie faire : 

P(X>k)=O 05=P(X -600>k-600) = 3(k-600) 1 64 
, 10,% 10,% 100 ' 

Le seuil cherche etait donc : 

k = (600 + 55) mm = 655 mm. 

On aboutit a la regIe de decision suivante : 

X > 655 mm 

X < 655 mm 

on adopte HI, donc Ie procede 

on conserve Ho 

Le domaine {X > 655} s'appelle la region critique ou region de rejet de Ho 

L'ensemble complementaire {X < 655} s'appelle Ia region d'acceptation de Ho ou plus 
precisement region de non rejet de Ho. 

Les donnees relevees indiquaient X = 610,2 mm. La conclusion etait donc de conserver Ho et 
de rejeter Ie procede. 

Toutefois rien ne dit que conserver Ho n'etait pas une erreur. Les faiseurs de pluie avaient 

peut-etre raison mais on ne l'a pas vu. S' ils avaient raison, la loi de X etait: 

On commettait une erreur si X etait inferieure a 655 mm car, alors on choisissait de conserver 
Ho alors que les faiseurs avaient raison. 

f3=P("iO%0<651~%0 0,15) 

~ = 0,56. 

La probabilite de commettre une erreur etait 
grande ... 

a s'appelle Ie risque de premiere espece, 

~ s'appelle Ie risque de deuxieme espece. 
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VIII- 2) NOTIONS GENERALES SUR LES TESTS 

VIII-2-1 Definition 

Un test est un mecanisme qui pennet de choisir entre deux hypotheses a l'aide des resultats 
d'un echantillon. 

On est donc en presence de deux hypotheses dont une seule est vraie ; on souhaite pouvoir 
decider entre les deux en choisissant de prendre un risque a de se tromper ; resumons Ie 
probleme dans Ie tableau suivant : 

Verite Ho HI 

Decision 

Ho I-a ~ 

HI a 1-~ 

./ <X est la probabilite de choisir HI alors que Ho est vraie ; il est appele risque de premiere 
espece . 

./ ~ est la probabilite de conserver Ho alors que HI est vraie ; il est appele risque de 
deuxieme espece. 

Dans l'exemple precedent, a est Ie risque d'acheter Ie procede alors qu'il ne vaut rien et ~ est 
Ie risque de laisser passer un procede valable. 

VIII-2-2 Choix accompagnant un test d'hypotheses 

VIII-2-2-1. Choix du risque a 

Au depart de tout test d'hypotheses, Ie risque a doit etre choisi : il represente la probabilite de 
rejeter Ho alors que Ho est vraie donc il est choisi petit: 10%, plus usuellement 5% voire I % 
mais Ie choisir trop petit presente un inconvenient: 

En voulant diminuer Ie risque de premiere espece <X, on aboutit it une regIe de decision 
beaucoup plus stricte qui aboutit it n'abandonner l'hypothese Ho que tres rarement. 

VIII-2-2-2. Choix de l'hypothese Ho 

Le choix de Ho releve de diverses raisons : 

./ Ho peut etre une hypothese solidement etablie, non contredite jusqu'a present, 

./ Ho peut etre une hypothese a laquelle on tient particulierement, 

./ Elle est souvent une hypothese de prudence: quand il est necessaire de partir d'une 
hypothese defavorable a un changement : test d'innocuite d'un nouveau traitement ... 

./ Ho est la seule hypothese facile a fonnuler ... 

Le risque de premiere espece a etant choisi au depart, Ho joue un role preponderant. 
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VIII-2-2-3. Choix de la variable de decision 

Quand Ho et ex sont determines, on doit choisir une variable de decision permettant la conduite 
du test. Cette variable est determinee en fonction du probleme et sa loi doit etre connue sous 
Ho et doit etre differente sous HI. 

Dans l'exemple des faiseurs de pluie, on s'interessait aux releves annuels des niveaux de 

pluie; il s'imposait donc comme variable de decision de prendre Ie releve moyen mesure X. 
On en connait la loi et cette loi etait differente suivant Ho ou HI. 

En dehors des variables tres usuelles comme X ou 82, d'autres seront choisies et une 
methode sera prop osee pour determiner, dans certains cas, la meilleure variable de decision. 

VIII-2-3 Conduite du test et conclusion 

VIII-2-3-1. Region critique 

On appeUe region critique l'ensemble des valeurs W de la variable de decision 
conduisant it ecarter Ho au profit de HI. 

Elle est determinee par la connaissance de la variable de decision et Ie choix de la valeur du 
risque de premier espece : 

P(W / Ho) =a 

La region d'acceptation de Ho est definie par son complementaire W telle que: 

peW / H 0) = 1 - ex 

VIII-2-3-2. Calcul de la valeur experimentale et conclusion 

A partir de l'experimentation accompagnant Ie test, on determine la valeur de la 
variable de decision sur l'echantillon et on peut donc conclure sur l'appartenance ou 
non de la valeur trouvee it la region critique et donc sur l'hypothese it retenir. 

Dans l' exemple des faiseurs de pluie, la valeur trouvee etait de 610,2 mm et les agriculteurs 
rejeterent Ie procede propose. 

VIII-2-3-3. Puissance du test 

La puissance du test est definie par: 

P(W / H d = 1- f3 

Le risque de deuxieme espece ~ represente Ie risque de rejeter Hl alors que Hl est vraie. 
Quand on diminue Ie risque ex, ~ augmente et la puissance du test, qui est la probabilite de 
choisir Hl alors que Hl est vraie, diminue. 

Dans l'exemple des faiseurs de pluie, la puissance du test etait de 44% ce qui n'est pas 
suffisant. Une puissance superieure a 80% est souhaitable pour que Ie test d'hypotheses soit 
satisfaisant. 
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VIII-2-4 Demarche generale d'un test 
Les etapes de la demarche d'un test d'hypotheses sont les suivantes : 

y Choix du risque a 

y Choix des hypotheses Ho et HI 

y Determination de la variable de decision 

y Determination de la region critique W: P(W / H 0) = a 

y Calcul eventuel de la puissance du test : P(W / HI) = 1- /3 

y Calcul, sur l'echantillon, de la valeur experimentale de la variable de decision 

y Conclusion du test: rejet ou acceptation de Ho. 

VIII-2-5 Les categories de tests parametriques 

77 

Un test parametrique a pour but de tester une hypothese relative a un ou plusieurs parametres 
d'une variable aleatoire de loi connue ou non. 

VIII-2-5-1. Tests robustes. tests fibres 

Tres frequemment on considere que la variable de decision suit une loi normale. 

Si les resultats sont encore valables lorsque la variable n'est plus supposee suivre une loi 
normale, on dit que Ie test est robuste. 

Ainsi les tests de moyenne sont robustes. 

Si les tests sont valables quelque soit la loi de la variable X, on dit que ce sont des tests 
libres. 

VIII-2-5-2. Hvpotheses simples 

On appelle hypothese simple une hypothese du type: 

H: 9 = 90 oil 90 est une valeur isolee du parametre. 

Un test parametrique est dit it hypotheses simples s'il est compose de deux 
hypotheses Ho et HI simples. 

L'exemple vu au debut du chapitre est a hypotheses simples. 

VIII-2-5-3. Hvpotheses composites 

On appelle hypothese composite une hypothese du type : 

H: 8e A oil A est une partie, non singleton, de R. 

La plupart des hypotheses composites se ramenent aux cas: 

8> 80, ou 8 < 80, ou 

On construit la region critique en utilisant la valeur 80 seule. Dans Ie cas d'une hypothese 
alternative composite, la puissance du test est variable et on parle alors de fonction puissance : 

P(8) = 1- /3(8) . 
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VIII- 3) TEST ENTRE DEUX HYPOTHESES SIMPLES 

VIII-3-1 Methode de Neyman et Pearson 

Le probleme du choix de la meilleure variable de decision a ete resolu par les statisticiens 
Neyman et Pearson dans les annees 1930. 

Qui dit meilleure variable de decision dit region critique optimale c'est-a-dire recherche du 
maximum de la puissance du test pour une valeur choisie du risque de premier espece. 

Cette methode s' applique pour les tests entre deux hypotheses simples: 

Soit X une variable aleatoire de densite f (x, 8) OU 8 est un parametre reel inconnu et so it un 
echantillon (Xl, X2, ... , Xn) de cette variable. 

Rappelons que si L (X, 8) designe la densite de l'echantillon : 

L(~,O) = f(xI , ... , xn) si la variable X est continue 

L(~,O) = P(XI = xl , ... ,X n = Xn) si X est discrete 

ex designant Ie risque de premiere espece, la region critique est definie par: 

P(W / H 0) = a = J L(~, Oo)d ~ 
w 

VIII-3-J-J. Theoreme de Neyman et Pearson 

La region critique optimale est definie par l'ensemble des points de Rll tels que: 

L(~,OI) > k 
L(~,Oo) a 

Le risque de premiere espece etant fixe, la methode de Neyman et Pearson consiste a rendre 
maximum la puissance du test c'est-a-dire : 

1- f3 = peW / HI) = f L(~, el)d~ 
w 

• Montrons d'abord l'existence de cette region c'est-a-dire l'existence de l<a. 

Pour toute constante k positive donnee, on definit la region A (k) par: 

A(k) = hE Rn / L(~,el > kL(~,eo} 
P(A(k)/ Ho) = f L(~,eo)d~est une fonction de k, continue, monotone. 

A(k) 

Si k = 0, L(~,el) etant toujours positif(comme densite), P(A(k)/ Ho) = 1 

Si k-7+oo , L(~,el)etantbomee(commedensite), P(A(k)/HO)-70. 
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11 existe done une valeur intermediaire ka telle que P( A (ka ) I H 0) = a 

• Montrons l'unieite de eette region ou simplement de ka. 

Soit W' une autre region de Ril telle que P(W'/Ho) = u. W' differe alors de W par des points 

ou: L(~,81) ~ kaL(~,80)· 

Pour eomparer les deux integrales: f L(~, 81)d ~ et f L(~, 81)d ~, il suffit de eomparer les 
W W' 

deux integrales : 

ou A est l'ensemble des points de W n'appartenant pas a w' et A' est eelui des elements de 
W' n'appartenant pas a W. 

On applique Ie theoreme de la moyenne aux deux integrales : 

Or les deux probabilites P( A I H 0) et P( A' I H 0) sont egales car W et W' ont meme mesure 

sous Ho. 

11' appartenant a W' \ W et W' differant de W par des points OU L(~, 81) ~ kaL(~, 8 0 ) alors: 

L(17' , 81) ~ ka < L(17, 81) 

L(17',80 ) L(17,80 ) 

11 en resulte que la region W realise bien Ie maximum de (l-P). Le theoreme est demontre. 

VIII-3-1-2. Etude de fa puissance 1-8 du test par cette methode 

La puissance 1-~ du test verifie : 1 - f3 > a . 

Le test est dit sans biais. 

Par definition, I - f3 = peW I HI) = f L(~, 81)d ~ > ka f L(~, 80 )d ~ = kaa 
W W 

Si ka > I alors Ie resultat est aequis : I - f3 > a 

Si ka ~ 1, on eerit : f3 = f L(~, 81 )d~ < ka f L(~, 80)d~ car dans W, on a L(~, 81) ~ ka 
W W L(~,80) 

Alors f3 < f L(~, 80 )d ~ = 1 - a ee qui aeheve la demonstration. 
w 

On admettra Ie resultat suivant : 

Quand n tend vers l'infini, Ia puissance du test 1-~ tend vers 1. 

I-P est une fonetion deeroissante de ka , done: 

si Ie risque de premiere espece a decroit alors Ia puissance du test diminue. 
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J7111-3-1-3.~xet,nple 

Test sur une moyenne d'une loi de Laplace-Gauss dont l'ecart-type () est suppose connu. 

Ho: m=rna 

Pour appliquer la methode de Neyman et Pearson, on etudie Ie rapport : 

est equivalent a 

On en deduit que la variable de decision est X et la region critique definie par: X > ko 

On rejettera Ho si X est trop grand, la valeur ko, limite de la region critique, est obtenue par: 

a = P(X > ko / Ho) 

Le risque de deuxieme espece est egal a : f3 = P(X < k / HI) 

VIII-3-2 Cas d'une statistique exhaustive 

J71II-3-2-1. Methode de Neyt,nan et Pearson 

S'il existe une statistique exhaustive T pour 9, de densite get, 9), alors la densite 
de l'echantillon s'ecrit L(;!,O) = g(t,O)h(;!) et la region critique est alors detinie par: 

J7111-3-2-2.~xet,nple 

Reprenons l'exemple precedent du test d'une moyenne de Laplace-Gauss. On sait que X est 
une statistique exhaustive de m et : 

-
- 1 1 x-m 2 

g(x,m) = ~ exp(--(~ ) ) 
2n 2 (j I 

(j - "\In 
n 

-

L'inegalite : g(x, ml) k . ". (- )2 (- )2 k 
-="""';'=----'-'- > a revlent a ecnre: x - mO - x - mI > a 
g(x,mO) 

En developpant on obtient la region critique: X > ko si m1 > rna ou X < ko si m, < rna 
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VIII- 4) TESTS ENTRE HYPOTHESES COMPOSITES 

VIII-4-1 Test d'une hypothese simple contre une hypothese composite 

Differents cas sont possibles tels : 

HO : 8 = 80 

ou 

HO : 8 = 80 

81 

L'hypothese HI etant composee de differentes valeurs, la fonction pmssance decrit les 
variations de 1-~ en fonction des valeurs e possibles de HI. 

Un test est dit uniformement Ie plus puissant (UPP) si quelque soit la valeur du 
parametre 9 correspond ant it une valeur de HI, sa puissance est superieure it la 
puissance de tout autre test. II en est ainsi quand la region critique ne depend pas de la 
valeur du parametre 9. 

Exemple: Reprenons Ie test sur une moyenne de loi de Laplace-Gauss avec comme 
hypotheses : 

HO : m = mo 

La region critique ne depend pas explicitement de mI, elle est donc la meme quelque soit mI. 
Ce test est donc UPP pour les hypotheses ci-dessus ; en revanche il n'est pas UPP si on prend 
pour hypothese HI : m -::j:. mo. 

VIII-4-2 Tests entre deux hypotheses composites 

L'hypothese Ho etant elle-meme composite, ex depend de la valeur du parametre. II est donc 
necessaire d'imposer : a(8) :::; a donne. 

II existe un test UPP pour les hypotheses suivantes : 

HO :0 < 00 

ou 

Ce theoreme dfi a Lehman est admis. II suppose l'existence d'une statistique G telle que Ie 

L( x, 81) . f':. . d G . 8 8 D 11 .. rapport - S01t une lonctlOn cr01ssante e Sl 1 > 2. e te es statlstlques sont 
L(~,82) 

donnees par les statistiques des lois exponentielles. 

VIII-4-3 Test du rapport des vraisemblances maximales 

VIII-4-3-1. Test entre deux hypotheses simples 

HO : 0 = 00 

L(~,80) 
Posons : A = ; on a : 0 :::; A :::; 1 . 

sUPe L(~, 8) 
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Grace au principe du maximum de vraisemblance, plus A est grand, plus Ho est vraisemblable. 
Tout se passe comme si on remplayait, dans HI, Ie parametre e par son estimation obtenue par 
la methode du maximum de vraisemblance. 

La region critique du test est donc de la forme A < k. 

Theoreme (admis) 

Sous l'hypothese Ho, Ia distribution de -2InA est, it Ia limite, celIe d'un X2 p' 

VIII-4-3-2. Test entre deux hypothese composites 

Les resultats ci-dessus sont encore valables si on pose: 

A = sUPHo L(:;s.,8) 

sup HI L(:;s., 8) 

VIII- 5) TESTS SUR UNE MOYENNE 

VIII-5-1 Moyenne m d'une loi normale LG(m, 0') 00 0' est connu 

Dans les differents cas etudies ici, la variable de decision est clairement X. On sait qU'elle 

suit la loi LG(m, ~). 

VIII-5-J-J. Test unilateral 

Considerons Ie test suivant : 

HO : m = mo 

La region critique est definie par: 

X>k 

La valeur de k se deduit de la definition de ex et de la loi normale centree reduite : 

Si la valeur de X obtenue sur l'echantillon veri fie X > k, l'hypothese Ho est rejetee et on 
adopte m = mI. 

La valeur de k etant determinee, on peut alors calculer Ie risque de deuxieme espece ~ : 

Remarque 

Si on considere Ie test: H 0 : m = mO HI : m = m] < mO, la variable de decision est la 

meme et il suffit d'inverser les inegalites pour determiner k puis ~. 
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VIII-5-J-2. Test bilateral 

HO : m = mo 

La region critique est alors definie par: 

ce qui permet de calculer k grace aux tables de la loi normale : a = P( J;; X - mo > J;; !!....) 
(J (J 

De la meme fa90n, on obtient Ie risque de deuxieme espece p. 

VIII-5-2 Moyenne m d'une loi normale LG(m, 0') 00 0' est inconnu 

La variable de decision est toujours X . 

83 

S 
La loi suivie par cette variable est la loi de Student: Tn- 1 (m, I ) OU S est l'estimateur 

"n -1 
usuel de cr. 

On procede de la meme fa90n que dans Ie cas precedent, en utilisant cette fois les tables de la 
loi de Student. 

VIII-5-3 Moyenne m d'une loi quelconque 

Si la variable parente X suit une loi inconnue, les tests sur la moyenne d'une loi 
normale, 0' connu ou inconnu, s'appliquent encore, des que n est grand (n > 30 en 
pratique) par application du theoreme de la limite centrale. 

VIII- 6) TESTS SUR L'ECART-TYPE (J D'UNE LOI NORMALE 

On considere la loi LG(m, cr). On teste la valeur de l'ecart-type cr, am connu ou inconnu. 

VIII-6-J-J. Eeart-type d'une loi normale oil m est eonnue 

La variable de decision est la statistique D =..!.. i (Xi - m)2 estimateur sans biais de la 
n i=l 

. 0 . I . bl nD . I· 2 vanance. n Salt que a vana e 2 smt une 01 Xn. 
(J 

Si on considere Ie test : HO:(J=(JO 

la region critique est definie par D > k ou k est determine par: 

nD nk 
a = P(D > k) = P( 2 > 2) 

(Jo (JO 

La valeur de k est obtenue grace aux tables de la loi du X2• 

Le test H 0 : (J = (J 0 HI : (J = (J 1 < (JOse conduit de la meme maniere en inversant Ie 

signe de l'inegalite pour la region critique. 
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VIII-6-J-2. Eeart-type d'une loi normale oil m est ineonnue 

2 1 n - 2 
La variable de decision est la statistique S = - L (Xi - X) pour laquelle on sait que 

n i=l 

2 
(n -1)S . I' 2 
"'::""--2"'::""-- smt une 01 Xn-l' 

() 

Si on considere Ie test: H 0 : () = () 0 

par: S 2 > k ou k est determine par : 

HI: () = () 1 > () 0, la region critique est definie 

2 
ex = p(S2 > k) = penS > nk) 

()5 ()5 
Ce cas est Ie plus frequent. En effet, il est rare d'avoir a tester la variance d'une loi normale 
dont on connait la moyenne, alors que ce test est usuel dans Ie cas ou la moyenne n'est pas 
connue. 

Les deux tests sur Ia variance d'une Ioi normale ne sont val abIes que dans Ie cas 
d 'une Ioi normale. 

VIII- 7) TEST SUR UNE PROPORTION P 
Considerons Ie test suivant ou pest une proportion d'individus possedant une propriete 
particuliere dans une population: 

HO : P = Po 

La frequence empirique F, proportion d'individus presentant Ie caractere considere dans un 
echantillon de taille n, est un estimateur sans biais de p qui suit approximativement une loi 
normale pour n suffisamment grand (n > 40) : 

L(F) = LG(P,~P(I: p)) 

la region critique est determinee par: 

IF- pol k 
ex=P(IF-pol>k)=P(~ >~) 

p(1 - p) pel - p) 

n n 

Le calcul de la frequence empirique f valeur de F sur un echantillon donne permet de conclure 
sur l'acceptation de l'hypothese Ho 

Exemple: 

Un sondage sur un echantillon de 625 cadres revele qu'il y a 48% d'entre eux qui utilise 
Internet. Or une hypothese a ete emise comme quoi la moitie des cadres utilise Internet. Le 
sondage est-il contradictoire avec cette hypothese au niveau de confiance 95% ? 

Le niveau de confiance etant de 95%, Ie risque a est egal a 0,05. Ho est l'hypothese 
conservatoire done les hypotheses sont les suivantes : 

H 0: p = Po = 0,5 
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HI: p < O,S 

La variable F suit une loi normale LG(O,S; 0'S6~SO,s) = LG(O,S ; 0,02) 0 

,. .. d'·' OOS P(F k) p(F-O,S k-O,S) La regIOn entlque est etermmee par: (X =, = < = < ---
0,02 0,02 

On en deduit que k - O,S = -l,64S (table de la loi normal e) soit k = 0,4670 
0,02 

Le sondage a donne f = 0,48 >k done on garde Roo 

region critique 

k 

85 
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Ch. IX Tests d'ajustement 
En Statistique, il est certaines fois necessaire d' apprecier si un ensemble d' observations, 
realisees sur un ou plusieurs echantillons, peut correspondre a une distribution theorique, cet 
ajustement devant etre valable pour la distribution entiere. 

Aussi des methodes d'ajustement ont ete, depuis longtemps, mises au point: methodes 
empiriques, methodes graphiques et enfin tests statistiques. 

Si on appelle F* la fonction de repartition de la variable echantillonnee et F la fonction de 
repartition de la distribution theorique, on est amene a choisir une des hypotheses suivantes : 

HO F*(x)=F(x) 

HI F * (x) -::j: F(x) 

On rappellera ici les procedures empiriques usuelles, puis on verra les ajustements graphiques 
les plus courants avant de developper I' etude des tests statistiques appropries. 

IX- 1) METHODES EMPIRIQUES 

IX-l-l Forme de l'histogramme 
Cette etude permet principalement d' eliminer certains modeles, en particulier pour des 
absences de symetrie. Toutefois, une forme symetrique ne conduit pas systematiquement a 
une loi normale : d'autres lois ont Ie meme type de courbe de densite (Student, Cauchy ... ). 

Dne forme vraiment dissymetrique peut faire penser a une loi log-normale, ou a une loi 
exponentielle ou encore a une loi de Weibull. 

II est clair que Ie choix entre deux lois de meme forme tiendra compte du phenomene etudie. 

IX-1-2 Proprh~tes mathematiques 

Pour un certain nombre de lois, des relations existent entre les parametres: 

~ Si X suit une loi de Poisson, on a E(X) = V(X). On s'assure alors que, sur l'echantillon : 

X=S*2 

II en est de meme pour la loi Gamma. Ces deux lois sont, par ailleurs, tres differentes puisque 
l'une est discrete et l'autre est continue. 

~ Dans Ie cas d'une loi de Laplace-Gauss: 

Ie coefficient d'aplatissement : y, = E[(X ~m)3] est egal a 0 
(7" 

et Ie coefficient d' asymetrie y 2 = E[ (X ~ m) 4 ] est egal a 3. 
(J 

On verifie alors sur I' echantillon que les coefficients empiriques correspondent a peu pres 
aux valeurs theoriques. On utilise pour cela des tables donnant les valeurs critiques de ces 
coefficients en fonction de la taille de l'echantillon. 
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IX- 2) AJUSTEMENTS GRAPHIQUES 

Des que la taille de l'echantillon sur lequel on cherche a ajuster une distribution connue est 
grande, la fonction de repartition empirique de I' echantillon differe peu de la fonction de 
repartition theorique F. 

IX-2-1 Fonctions de repartition empirique et theorique 

On considere une serie de n observations reparties en k classes. On peut alors construire la 
fonction de repartition empirique F* de I' echantillon et elle doit etre peu differente de la 
fonction de repartition theorique F. 

Soit Xi Ie centre d'une classe et hi l'etendue de cette classe; 

h· 1 
Ie point Pi de coordonnees (x· + --.!:... - Ln·) est un point de la fonction de repartition 

I 2' n . I 
I 

empmque. 

y 

x 

Si les points Pi ne sont pas trop eloignes de la courbe r de la fonction de repartition F on peut 
admettre que la loi suivie par les observations est voisine de la loi correspondante. 

Cette methode presente un inconvenient majeur: il est, en general, difficile de juger de la 
distance de points (les points PD a une courbe (ici la courbe r de la fonction de repartition 
the ori que ). 

Aussi un procede mathematique est utilise. Pour la plupart des lois de probabilite, une 
fonction simple permet de transformer la courbe de repartition en une droite. II reste a verifier 
l'adequation des donnees au modele en s'assurant de la linearite des points representant la 
fonction de repartition empirique sur un papier a echelle adaptee a la transformation. Ce 
papier est dit a echelle fonctionnelle. 

Pour rendre cette estimation plus facile, on cherche donc, pour chaque distribution usuelle, 
une transformation mathematique simple permettant de representer la fonction de repartition 
par une droite. Le cas Ie plus connu est celui de la droite de Henry pour la loi Laplace-Gauss. 
Nous allons voir les trois cas les plus usuels. 
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IX-2-2 Ajustement graphique specifique it la loi exponentielle 

On sait que la fonction de repartition de cette loi exponentielle de parametre A est donnee par: 

F(x) = 1- e-Ax 

soit Ln[l- F(x)] = -Ax 

Pour un echantillon de taille n, on reporte pour chaque valeur x de la variable, la valeur de 
1- F * (x) sur du papier logarithmique. 

Ainsi supposons que l'on etudie la duree de vie d'un composant electronique. On cherche a 
montrer que cette duree de vie s'ecrit 1- F(x) = e -Ax pour une valeur de A a determiner. 

Pour un echantillon de taille n, on reporte alors, pour chaque valeur x du temps de 
fonctionnement, Ie pourcentage de composants encore en activite a cette date sur du papier 
logarithmique. 

On reporte donc les points: [ xi ,-log(1 - i -1)] pour 1 ~ i ~ n, oil les Xi sont ordonnes. 
n 

Si les points semblent alignes, on peut conclure a l'adequation du modele 
exponentiel. 

La pente de la droite tracee fournit une estimation graphique du parametre A de la loi. 

IX-2-3 Ajustement graphique specifique it la loi de Weibull 

La loi de Weibull a pour fonction de repartition: 

F(x) = 1- e-Axf3 . 

- Ax f3 1 __ [3 
On a donc : P(X > x) = e so it Log(P(X > x) = -/lv\, 

Log [-Log(P(X > x)] = Log}.., + f3 Logx 

En pratique, si on dispose d'un echantillon (Xl, X2, ••• , xn), on reporte sur un 
papier specifique, appele papier d' Alan Plait, les points de coordonnees : 

i-I 
[log xi' log( -log(l- -»]. 

n 

La encore, si l'alignement des points est satisfaisant, on peut conclure a 
l'adequation du modele choisi (loi de Weibull). 

La pente de la droite obtenue fournit une estimation graphique de (3 et son 
ordonnee a l'origine une estimation de log A. 

Un exemplaire de feuille de papier d' Alan Plait est situe en fin de chapitre. 
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IX-2-4 Ajustement graphique specifique it la loi de Laplace-Gauss 

/x-2-4-1. Presentation 

Si X est une variable normale de parametres m et cr, on a vu que la variable centree reduite 
associee: 

suit une loi normale LG(O, I). 

X-m u=--
() 

La transformee de la fonction de repartition theorique de la loi normale dans Ie plan (U, X) est 
une droite de pente lJcr appelee Droite de Henry du nom de son inventeur, commandant 
d'artillerie a Fontainebleau (1894). 

Pour verifier qu'une population suit une loi normale, on utilise alors un papier special dit 
Gauss-lineaire ou Gausso-arithmetique (voir un exemplaire en fin de chapitre) sur lequell'axe 
des ordonnees est gradue selon les valeurs de F proportionnellement aux valeurs de U. 

/x-2-4-2. Application pratique 

Considerons n observations (Xl, X2, ... , Xn) provenant d'une variable normale LG (m, cr) ; les 
x·-m 

valeurs ui = _1 __ (1 ::; i ::; n) constituent alors un echantillon d'une variable normale centree 
() 

reduite. 

On ordonne ces observations en classes et on porte sur Ie papier gausso
arithmetique : 

en abscisses, les valeurs des observations, limites superieures des classes 

en ordonnees, les frequences cumulees correspondantes. 

Si les points obtenus sont sensiblement alignes, on peut considerer que Ie modele 
theorique est bien une loi de Laplace-Gauss. 

La valeur de la moyenne m est obtenue en cherchant l'abscisse du point 
d'ordonnee: F = 0,50. 

La valeur de 0' est obtenue par l'une des deux valeurs de F suivantes : 

./ Pour F = 0,8415 (U = 1), on lit l'abscisse correspondante xi et (j = xi - m 

./ Pour F = 0,1585 (U = -1), xi etant encore l'abscisse correspondante a = -xi + m 

On peut comparer les valeurs lues sur Ie graphique pour m et cr avec les estimations de ces 
parametres calculees sur l'echantillon. 

Remarques 

• 

• 

Dans chaque classe, on doit avoir au moins 5 objets. Si cette condition n'est pas 
remplie, on regroupe certaines classes. 

En abscisse, on doit porter les limites superieures des classes . 
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IX- 3) TEST DU X2 

IX-3-1 Presentation 

Soit une variable aleatoire X discrete ou discretisee, divisee en k classes de probabilites 
respectives pi, 1::; i ::; k. 

Soit un echantillon de cette variable foumissant les effectifs aleatoires Ni, 1::; i ::; k, dans 
chacune des classes precedentes. 

On a bien sur: E(Ni ) = nPi . 

On considere la statistique : 

D2 = I. (Ni - npi)2 

i=l npi 

D2 est une mesure relative de I' ecart entre les effectifs realises et les effectifs theoriques. 

Les termes de la statistique D2 ne sont pas independants puisque : 

k 
"iNi =n 
i=l 

Le nombre de degres de liberte de D2est egal a (k-1). 

D'apres un resultat sur la loi multinomiale, pour n suffisamment grand, n2 suit une loi du x2 a 
k - 1 degres de liberte. 

On en deduit Ie test du X2. 

IX-3-2 Conduite du test 

Considerons une variable X pour laquelle on cherche a prouver que sa distribution est une 
distribution theorique particuliere, discrete voire continue, de fonction de repartition F. Les 
hypotheses du test sont les suivantes : 

Ho : la distribution de X est la distribution theorique proposee 

HI : la distribution de X n' est pas cette distribution proposee 

Soit (Xl, X2, ... , Xn) un echantillon de cette variable reparti en k classes, soit NI, ... , Nk les 
effectifs empiriques de ces k classes et soit (PI, ... , Pk) les probabilites theoriques : 

Pi = F (Xi+l) - F (xD 

On choisit un risque de premiere espece a. et on determine Ie seuil critique k tel que : 

P(Xf-1 > k) = a 

2 k (N· - np. ) 2 
On calcule la statistique : d = L 1 1 sur l'echantillon et on compare a k. 

i=l npi 

2 k (N· - np.)2 
Si d = L 1 1 > k, on rejette Ho et dans Ie cas contraire, on garde Ho. 

i=l npi 

Un exemple de test est propose en fin de chapitre. 
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IX-3-3 Comph~ments 

/X-3-3-1. Cas de parametres estimes 

11 arrive frequemment que I' on veuille tester un ajustement avec une loi dont seule la forme de 
la distribution est specifiee et dont les parametres font l'objet d'une estimation (par exemple 
Ie parametre d'une loi de Poisson estime par la moyenne des observations de l'echantillon ... ). 
Ces estimations doivent etre faites avec la methode du maximum de vraisemblance. 

Dans ce cas, si r est Ie nombre de parametres estimes, Ie nombre de degres de 
liberte de la variable du X2 est k - r -1. 

IX-3-3-2. Effecti(s par classe 

La loi de D2 peut etre assimilee a la loi du x2 des que npi est superieur a 5 pour chaque classe. 
S'il y a des classes a effectifs trop faibles, on les regroupe ensemble, voire avec la classe 
suivante ou la classe precedente. 

/X-3-3-3. Lois continues 

Si X est une variable continue, on decoupera en classes d'egales amplitudes plutot qu'en 
classes equiprobables mais Ie test du X2 n'est pas Ie plus approprie pour tester une distribution 
continue. 

IX- 4) TEST DE KOLMOGOROV, TEST DE CRAMER 

IX-4-1 Test de Kolmogorov-Smirnov 

11 s'agit d'un test non parametrique d'ajustement a une distribution continue dont la fonction 
de repartition est F (x). 

Soit Fn * la fonction de repartition empirique d'un echantillon de taille n de X. 

La variable de decision est la variable aleatoire : 

Les travaux de Kolmogorov et Glivenko ont montre que la fonction de repartition de la 

variable Kn definie par: Kn = J;;Dn converge, quand n -7 +00, vers : 

+00 k 2 2 
K (y) = L (-1) exp( - 2k y ) 

k=-oo 

K(y) =0 

Cetie distribution a ete tabulee. 

La regIe de decision est donc : 

pour y > 0 

pour y:S; 0 

On rejette l'hypothese Ho des que la valeur de la statistique Dn est superieure a 
une valeur dn n'ayant qu'une probabilite a d'etre depassee. Cette valeur dn sera 
cherchee dans les tables du test de Kolmogorov. 

Dans Ie cas contraire, on garde Ho et on considere que la distribution proposee est acceptable. 
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Remarque: 

Le test de Kolmogorov est preferable it celui du X2 pour des variables continues car la 
variable de decision utilise l'echantillon tel qu'il est fourni au depart sans regrouper les 
donnees en classes. 

IX-4-2 Test de Cramer, Von-Mises 
Posons: 

2 += * 2 
nOJn = f [Fn (x) - F(x)] dF(x) 

-= 

c'est une variable aleatoire dont la loi, independante de F, sert a tester: 

Ho : F*(x) = F(x) 

HI : F*(x) -::j: F(x) 

Cette variable aleatoire represente la me sure de l' ecart entre une repartition theorique et une 
repartition empirique. 

On demontre que : 

2 1 n 2i -1 2 
nOJn =-+ L [---F(xi)] 

12n i=l 2n 

ou les Xi sont les valeurs ordonnees croissantes de l' echantillon. 

RegIe de decision: 

On rejette l'hypothese Ho des que la valeur de la statistique nOJ~ est superieure it 

une valeur n'ayant qu'une probabilite a d'etre depassee. 

Au seuil a = 0,05, on rejette Ho des que nOJ~ > 0,46136. 

IX- 5) EXEMPLES D' APPLICATION 

IX-5-1 Test du caractere exponentiel d'une loi de fiabilite 

On dispose de n materiels identiques et on note les durees de vie Xi en heures de chacun. 

Si la duree de vie est supposee etre une variable exponentielle : 

F(x) = P(X < x) = 1-e-Ax 

On estime Ie parametre de la loi grace aux valeurs observees sur l' echantillon pUIS on 
applique Ie test de Kolmogorov en utilisant la variable de decision: 

Dn =SUPXERIFn *(x)-F(x)1 

Exemple: 

On a releve les durees de vie Xi, en heures, de cinq materiels identiques : 

133 169 8 122 58 
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On estime Ie parametre de la loi exponentielle : 

On calcule les valeurs de la fonction de repartition theorique : 

x 

F(x) = P(X < x) = 1- e -Ax = 1- e - 98 

ainsi que les valeurs Fi. 

Les valeurs de la fonction de repartition empirique et celles de la fonction de repartition 
theorique sont presentees dans Ie tableau ci-dessous : 

Xi 8 58 122 133 169 

F(xD 0,079 0,447 0,711 0,743 0,821 

Fi ° 0,2 0,4 0,6 0,8 

Le calcul de la statistique Dn, Dn =SUPxERIFn *(x)-F(x)l, nous donne: Dn = 0,311. Elle 

correspond a la valeur Xi = 122. 

Si on choisit un risque de ex = 0,05, Ie seuil critique est de 0,56 ; on garde l'hypothese Ho: la 
distribution exponentielle est acceptee. 

IX-5-2 Test du caractere poissonnien d'une file d'attente 
On souhaite montrer que la variable: «nombre d'arrivees dans une file d'attente pendant un 
temps donne »suit une loi de Poisson. 

Sur l'echantillon, on evalue Ie parametre de la loi par la moyenne puis on applique Ie test du 
X2 car la distribution est discrete. 

Exemple : On releve durant 50 intervalles ni de deux minutes, Ie nombre Xi de voitures se 
presentant a un peage. 

Xi ° 1 2 3 ~4 

ni 21 18 7 3 1 

On veut montrer que la variable X suit une loi de Poisson. On calcule la moyenne et la 
vanance empmques egales respectivement a 0,9 et 0,97. On en deduit une estimation du 
parametre: A = 0,9. 

On calcule les probabilites Pi de la loi de Poisson: 

Xi ° 1 2 3 ~4 

ni 21 18 7 3 1 

Pi 0,407 0,366 0,165 0,049 0,013 

Pi 0,407 0,366 0,227 

On regroupe les classes a effectifs inferieurs a 5. 
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On a 3 classes et un parametre estime donc Ie nombre de degres de liberte de la loi du Chi
deux est 3-1-1 = 1. On compare donc d2 avec X20,9s(l) = 3,84. 

On admet que la distribution de X est une distribution poissonnienne. 
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Ch. X Tests de comparaison 
Soit deux echantillons de tailles nl et n2. On suppose qu'ils ont ete preleves independamment 
l'un de l'autre. La question, qu'il est nature I de se poser alors, est de savoir s'ils sont issus de 
la meme population. 

Soit Xl la variable parente du premier echantillon, de fonction de repartition FI, et X2 celle du 
deuxieme echantillon, de fonction de repartition F2. Le test peut alors se formaliser ainsi : 

Ho: F I (x) = F2 (x) 

HI : F I (x) -::j:. F2 (x) 

Dans la pratique, on se contente de verifier l'egalite des esperances et des variances des deux 
variables Xl et X2 en disposant des moyennes et des variances empiriques des deux 
echantillons. 

x- 1) PARAMETRES D'ECHANTILLONS GAUSSIENS 

11 est necessaire de comparer les variances des deux echantillons avant de pouvoir comparer 
les moyennes. 

X-l-l Test des variances de Fisher-Snedecor 

Le test se presente ainsi : 

Ho: ()l ()2 

HI: ()l -::j:. ()2 

En appliquant les resultats obtenus dans Ie chapitre de I' echantillonnage, on sait que la 

S2 S2 
variable ~ suit une loi du Chi-deux: X ~ -1' Posons F = ~. F est Ie rapport des deux 

() S2 

estimateurs de ()12 et ()22. Si ces variances sont egales, Ie rapport F doit etre peu different de 
1. Fest la variable de decision. 

Sous l'hypotMse Ho, et d'apres la definition de la loi de Fisher: 

nlSf / 
Inl -1 

En pratique, on met toujours au numerateur la plus grande des estimations. 

La region critique est alors de la forme : F > ko 

Le risque de premiere espece a etant choisi, ko est determine par la valeur correspondante de 
la variable de Fisher de degres de liberte nl - 1 et n2 - 1. 

Si la valeur empirique de F calculee sur l' echantillon est inferieure a ko alors on peut conclure 
a l'egalite des variances, sinon on rejette cette egalite. 

Si Ie test de Fisher-Snedecor aboutit a la conservation de Ho, on passe au test des esperances. 
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X-1-2 Test des esperances de Student 
On suppose desormais que les variances sont egales mais que I' on ne connait pas leur valeur. 

On teste les hypotheses : 

Pour chaque echantillon : 

On en deduit : 

2 
nS 2 

L(-2) = Xn-l 
() 

- () 
L(X) = LG(m, J;;) 

Considerons la variable: T= X 1-X2-(ml-m2) ~nl+n2-2. Elle suit une loi de Student 
(nlS?+n2SD(~) 

nl n2 

La region critique est alors determinee, Ie risque ex etant choisi, par la lecture dans la table de 

la loi de Student du seuil ko tel que la probabilite P( I T I > ko ) = ex . 

Sous l'hypothese Ho: ml = Illz, on cherche la valeur empirique de T obtenue avec les deux 
echantillons et on peut conclure sur Ie rejet ou non de l'hypothese Ho donc sur l'egalite ou non 
des moyennes. 

X-1-3 Parametres d'echantillons non Gaussiens 
Le test de variances n'est plus valable. 

Toutefois, pour nl et n2 suffisamment grands (superieurs a 30), que (jl so it ou non different de 
(j2, on peut tester les moyennes par Ie test de Student (Ie test est dit robuste). 

x- 2) TESTS NON PARAMETRIQUES DE COMPARAISON 

X-2-1 Test de Smirnov 

Soit deux echantillons de tailles nl et n2 de fonctions de repartition empiriques F* et G*. 

Le test est Ie suivant: 

Therese PHAN 

Ho : F (x) = G (x) 

HI : F (x) -::j: G (x) 
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Sous l'hypothese Ho supposant que les deux echantillons sont issus d'une meme variable, 
alors la variable H suit la loi de la variable K vue au chapitre precedent (test de Kolmogorov). 

La variable de decision sera donc: Sup 1 F * (x) - G * (x) I. On rejettera Ho des que la valeur 

calculee de cette variable sur les echantillons sera trop grande. 

X-2-2 Test de Wilcoxon 

Soit (x), X2, ... , xn) et (y), Y2, ... Ym) deux echantillons. Le test repose sur Ie fait qu'en 
melange ant les deux series par valeurs croissantes on doit obtenir un melange homogene. 

Les deux suites etant reordonnees, on compte Ie nombre U de couples (Xi, Yi) OU Xi a un rang 
plus grand que Yi ou bien tels que Xi > Yi si les variables sont quantitatives. Ce nombre U varie 
de ° anm. 
Si les deux distributions sont issues de la meme population: 

E(U) = nm et V(U) = nm(n + m + 1) 
2 12 

et la distribution de U est asymptotiquement gaussienne. L'approximation est tout a fait 
acceptable pour n et m superieurs ou egaux a 8. 

La variable de decision est donc U- n:; , variable normale centree. 

La region critique est definie par: I U - n; I > ko ou ko est determine, Ie risque a etant 

choisi, par la lecture de la table de la loi de Laplace-Gauss de la variable centree reduite 
associee. L'hypothese Ho sera alors rejetee. 

Methode pratique : 

On calcule la somme des rangs des individus d'un des deux groupes (Ie premIer par 
exemple) : LX. II est simple de montrer que: 

~ _ U n(n + 1) 
~ X - + ----'-----'-

2 

, n(n + m + 1) 
Sous 1 'hypothese nulle, E (L X ) = ----'-------'-

2 
VeL ) = nm(n + m + 1) . 

X 12 

Pour des effectifs n et m superieurs a 8, la loi de la variable centree reduite associee tend vers 
une loi normale LG(O, 1). Cette variable LX (ou la variable centree reduite associee) est donc 
la variable de decision. 

La region critique est definie par LX> kO' ko etant determine, Ie risque a etant choisi, a l'aide 

de la table de la loi de Laplace-Gauss. L'hypothese Ho est rejetee des que LX est superieure 
au seuil critique. 
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x- 3) COMPARAISON DE PLUSIEURS ECHANTILLONS 

On dispose de k echantillons decrits par une variable qualitative prenant r modalites. 

Les donnees sont presentees dans un tableau: 

Modalite 1 Modalite 2 ... Modalite r Total 

Echantillon 1 nIl nI2 nIr nl. 

Echantillon 2 n21 n22 n2r n2 . 

... 

Echantillon k nkl nk2 nkr nk. 

Total n.1 n.2 n.r N 

nij est Ie nombre d'individus de l'echantillon i possedant la modalite j de la variable, n.j est 

Ie nombre total d'individus possedant la modalite j et ni. est l'effectif de l'echantillon i. 

On cherche a determiner si les echantillons proviennent ou non de la meme population. 

Sous l'hypothese Ho, on ales probabilites PI> P2, ... , Pr de posseder les modalites 1, 2, ... , r. 

On est donc amene a comparer les effectifs constates nij aux effectifs esperes ni.p j ; pour 

cela on calcule : 

2 
k r (n··-n·p·) d6 = L L lJ l. } 

i=lj=1 ni.Pj 

d6 est la realisation d'une variable suivant un loi du Chi-deux a kr - k degres de liberte car 

on a kr termes lies par k relations. 

n· 
En general, les probabilites P j ne sont pas connues, elles sont estimees par les rapports -.:.l.... 

N 

Comme elles sont liees par leur somme egale aI, on estime donc r - 1 parametres. 

ni.n.j 2 
2 k r (nij ---) k r (n .. )2 

Le calcul de la statistique do donne alors: d6 = L L N = N( L L _lJ_ -1) 
i=lj=l ni.n.j i=lj=l ni.n.j 

N 

et elle suit une loi du Chi-deux a kr - k - (r -1) = (k -l)(r -1) degres de liberte. 

On rejettera l'hypothese Ho des que d2 est superieur au seuil critique determine, pour un 
risque a donne, par la valeur de la variable du Chi-deux. 
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x- 4) TEST DE COMPARAISON DE DEUX POURCENTAGES 

On peut utiliser dans la plupart des cas Ie test du Chi-deux de comparaisons d'echantillons. 
Toutefois, on peut aussi, dans Ie cas de grands echantillons, appliquer Ie test suivant appele 
test de difference de proportions. 

Dans deux echantillons de grandes tailles nl et n2, on releve les pourcentages fl et f2 
d'individus presentant un certain caractere. Soit PI et P2 les probabilites correspondantes ; on 
est donc amene a tester : 

Ho: PI = P2 = P 

HI: PI :;t: P2 

Sous Ho, on a deja vu que fl et f2 sont des realisations des variables FI et F2 dont les lois sont : 

1 1 
L(Fi - F2 ) = LG[O, p(1- p)(- + -)] 

nl n2 

On rejettera Ho si pour un risque ex donne, la variable centree reduite associee depasse en 
valeur absolue Ie seuil critique associe, foumi par la table de la loi normale. 

. I I I . . ~ nl/l + n2/2 Frequemment pest mconnu ; on e remp ace a ors par son estImatIOn: p = . 
nl + n2 

Exemple: 

2500 chefs d'entreprise sont interroges a six mois d'ecart sur les perspectives d'exportation 
pour leurs entreprises. Les resultats sont donnes dans Ie tableau ci-dessous. Peut-on conclure 
que les perspectives d'exportation ont change entre les deux sondages? 

Sondage I 

Augmentation 60% 

Diminution 40% 

On va faire un test de difference de proportions. 

fi = 0,6, h = 0,58, n = 2500 donc p = 0,59 

----;===fi=l -=1=2 == = 0,2 X 50 == _1_ == 1,44 
.JO,59 x 0,41 x 2 0,7 2 

0,59xO,41x--
2500 

Sondage 2 

58% 

42% 

Cette valeur doit etre comparee a la valeur 1,64 correspondant a ex = 0,05 dans la table de la 
loi normale. On peut considerer qu'il n'y a pas eu de changement entre les deux sondages. 

Appliquons Ie test du Chi-deux: 

Pour cela reprenons Ie tableau des donnees en faisant apparaitre les effectifs observes, les 
effectifs tMoriques etant egaux a la demi-somme pour chaque ligne 
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Sl S2 Somme 

Augmentation 1500 1450 2950 

Diminution 1000 1050 2050 

Somme: 2500 2500 5000 

Calculons la valeur de la variable de decision du test du Chi-deux: 

d2=(1500-1475)2 +(1450-1475)2 +(1000-1025)2 +(1050-1025)2 =207 
1475 1475 1025 1025 ' 

Or la valeur du seuil critique donne par la loi du Chi-deux a un degre de liberte est: 3,84. 

On garde Ho. Les perspectives ne sont pas differentes. 

x- 5) TESTS DE MOYENNES D'ECHANTILLONS APPARIES 

Supposons qu'un meme echantillon d'individus soit soumis a deux mesures successives 
d'une meme variable. 

Exemple : double correction d'un paquet de copies, passage d'un meme test d'aptitude a deux 
endroits differents ... 

On veut tester l'hypothese que les deux series de valeurs sont semblables. On appelle Xl et X2 
les deux variables correspondant aux deux series. En fait on se contente de tester I 'hypothese : 

On suppose que Xl et X2 sont gaussiennes et que L(Xl - X 2) = LG(ml - m2, (J) . 

Le test est Ie suivant : 

HI: ml -::j:. m2 

On forme les differences: d i = xi! - xi2 et on fait un test de Student sur la moyenne des d i 

( () inconnu) car : 
-

L(!£~) = T(n-l) 
Sd 

On rejette l'hypothese Ho si la variable verifie ~ ~ > kO .ou ko a ete lu sur la table de 
sd 

la variable de Student a n-l degres de liberte, a ayant ete fixe. 
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x- 6) ANALYSE DE VARIANCE 

X-6-1 Generalites 
Le resultat d'une me sure est, en general, influence par un certain nombre de facteurs. Ceux-ci 
peuvent etre en grand nombre et d'ordre tout a fait different. 

Prenons l'exemple de la mesure de la limite de l'elasticite d'un acier AFNOR XC 18S. Les 
proprietes de l'acier resultent de toutes les operations d'elaboration, de traitements 
thermiques, de mises en forme qu'il a subies. Elles vont donc dependre: de la presence de 
metaux « calmant» l'acier, de traces de gaz occlus tel que l'azote, d'alignements de sulfures, 
de phosphures (fragilisants), de la structure, de la morphologie dues aux traitements 
thermomecaniques, de l'etat d'ecrouissage ... 

Les mesures seront influencees par: la forme de I' eprouvette, son usmage, son alignement 
sur la machine de traction, Ie protocole d'essai ... 

11 est difficile de les analyser un par un. On choisit un nombre reduit de facteurs, appeles 
facteurs controh!s, semblant justifier une part importante de la dispersion des mesures. A un 
facteur sous contr6le, on associe plusieurs modalites ; dans Ie cas de l'eprouvette d'acier, ce 
sont, par exemple, les diverses teneurs en un composant. Differentes questions se posent : 

./ Le phenomene etudie est-il ou non influence par Ie facteur contr6le? 

./ Si Ie facteur est influent, quelle est alors la modalite la plus interessante? 

Les methodes d' Analyse de Variance sont developpees dans Ie but de repondre aces 
questions. Cette analyse prend toute son importance dans l'etude de l'influence simultanee de 
plusieurs facteurs de variabilite, elle met aussi en evidence des interactions entre facteurs. Elle 
s'applique a tous les domaines OU l'on fait des observations quantifiables. 

Cette technique suppose que les resultats des mesures sont distribues selon une meme loi de 
Laplace-Gauss quelle que soit la valeur du fucteur etudie susceptible d'avoir une influence sur 
ces resultats. Cette condition mathematique, difficile a verifier sur quelques nombres, peut 
generalement etre admise sur la base de considerations physiques. L'analyse de la variance 
revient dans Ie cas simple a comparer plusieurs moyennes d'echantillons gaussiens. On se 
contentera, dans ce cours, d'exposer la methode d'analyse de la variance a simple entree. 

X-6-2 Presentation 

On isole un facteur A, celui vis a vis duquel on va chercher a prendre une decision,- on 
l'appellera facteur contrOIe-, et on rejette dans Ie paquet des facteurs non contr6les tous les 
autres facteurs. On rangera parmi ceux-ci aussi bien ceux qu'on ne connait pas que ceux 
qu'on connait mais sur lesquels on ne se propose pas, a ce stade, de prendre une decision. 

On note Ai Ie niveau i du facteur contrOle. Soit k Ie nombre de niveaux du facteur contr6le A. 
Pour Ie niveau i, il y a ni resultats de mesure. Chacun de ces resultats de mesure est note xij
Le premier indice i est donc celui qui identifie Ie niveau du facteur contrOle, Ie deuxieme 
indice j est Ie numero du resultat de la j ieme me sure pour ce niveau. 

On remarquera qu'il n'est pas necessaire que Ie nombre des resultats de me sure soit identique 
pour chaque niveau du facteur contrOle, ce qui facilite l'utilisation de cette analyse. On 
suppose que Ie facteur A influe uniquement sur les moyennes des distributions et non sur leurs 
variances. Ces variances seront donc supposees egales. 11 s'agit alors d'un test de confusion 
des k moyennes xl., x2. , ... , xn .. 
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X-6-3 Tableau du releve des mesures 

Niveaux du Resultats Moyennes Nombres 

facteur contr6le des mesures parmveau de mesures 

Al xll x12 ... xln1 xl. nl 

A2 x2l xn ... x2n2 x2 . n2 

... 

Ai Xu X· I. ni 

Ak xkl xk2 ... xknk xk. nk 

En considerant chaque echantillon comme issu d'une variable aleatoire Xi suivant une loi de 
Laplace - Gauss LG (mi, cr), Ie probleme est de tester: 

H· o . 

H· I· 

X-6-4 Definition des variations 
- -

Chaque me sure xi} presente un ecart Xu - X par rapport a la moyenne generale X 

- -
x·· -x=(x .. -x· )+(x. -x) lj lj l. l. 

La variation totale Test la somme des carres des ecarts de to utes les mesures par 

rapport it la moyenne generale x 

On peut remarquer que T = N 82 

- 2 
T = I,I,(Xij - x) 

i j 

11 est alors nature I de distinguer, dans cette variation totale, la contribution du facteur contr6le 
et celle des facteurs non contr6les. Ces demiers contribuent, au sein de chaque niveau Ai du 

facteur contr6le A, a une variation: I, (xij - Xi,)2 
j 

Etendue it tous les niveaux du facteur controle la variation residuelle ou variation 
intraclasse vaut : 

R = I, I, (xij - Xi,)2 
i j 

Elle est constatee independamment de tout effet du facteur contrOle A. 
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La variance n!siduelle, notee SR2, est Ie quotient.!!:..... 
N 

La difference T -R rend compte de Ia contribution eventuelle du facteur contr6Ie A puisqu' elle 
rend compte d'une variation qui se manifeste en plus de celle des facteurs non contr6Ies. 

La variation interclasse, somme des carres des ecarts des differentes moyennes 
par rapport it la moyenne generale : 

- 2 - 2 
A = T - R = I, I, (xi. - x) = I,ni(Xi. - x) 

i j i 

La variance due au facteur contrOie est Ie quotient S~ =~. 
N 

X-6-5 Interpretation 

On fait Ies hypotheses suivantes : 

./ Le facteur contr6Ie agit sur Ies moyennes et non sur Ies variances, ce qui doit etre verifie . 

./ Chaque variable Xi suit une Ioi normale LG (mi, cr). 

2 
S2 "( )2 I .. niSi . I . ni i = L. Xij - Xi. ,a statlstlque -- SUIt une 01 

j ()2 
X~. -1' La variance residuelle 

I 
Posons 

S~ verifie: 
2 2 

L(NSR =" niSi) = X2 
2 L. 2 N-k 

() i () 

On en deduit que NS~ est une estimation de Ia variance cr2 a (N - k) degres de liberte. 
N-k 

Sous I 'hypothese Ho, on en deduit : 

On en deduit alors que: 

2 
NS . I I· 2 
-2- SUIt a 01 XN-1 
() 

NS~ . I I· 2 
-2- SUIt a 01 Xk-1 
() 

Ies statistiques S~ et S~ sont independantes. 

2 
L( S A X N -2 k ) = F (k - 1 ,N - k) 

k-l SR 

Au seuil a choisi, Ia valeur critique ka est donnee par Ies tables de Fisher. 

Le facteur controle a une influence significative, c'est it dire que la population 
n'est pas homo gene, des que: 

© Ecole Centrale Paris 

2 
SA N -k k 
--X > 
k-l S~ a 
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X-6-6 Pratique de l'analyse 

X-6-6-1. Test d'egalite des variances 

L'analyse de la variance necessite que les variances des differents niveaux du facteur contr6le 
soient egales. Pour Ie verifier, nous utiliserons Ie test de Fisher-Snedecor. 

Pour chaque niveau i du facteur contr6le nous avons calcule la variance sl. Appelons S~ la 

variance la plus grande et S~ la plus petite. Les populations etant gaussiennes, on sait que: 

n S2 ()2 n -1 
L(~x1x p )=F(n -l,n -1) 

n -1 2 S2 g P 
g () g np p 

Sous 1 'hypothese Ho () g = () P , on est amene a comparer : 

2 
ngSg X np -1 

n -1 S2 g np p 

Si les variances sont deciarees egales, nous pouvons faire l' analyse de variance. 

X-6-6-2. Tableau d'analyse 

On calcule rapidement les differentes statistiques par les formules simplifiees suivantes : 

1 k n· 
I 2 

L1 = - (L L xij ) 
N i=lj=l 

2 k ni 2 
T = NS = L L xij - L1 

i=lj=l 

IR = NS ~ = NS 2 - NS ~ = T - A I 

Ces resuitats, les degres de liberte et les quotients correspondants sont resumes dans Ie tableau 
d'analyse de la variance. 

X-6-6-3. Tableau d'analyse de la variance 

Variations : Sommes Degres de liberte Quotients 

due au facteur 2 k-l Ns 2 A=NSA _ A 
V A ---

k-l 

residuelle R=NS~ N-k NS 2 
_ R v R ---

N-k 

totale T=NS 2 N-I 
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X-6-6-4. Conclusion 

Le facteur contrOie n'a pas d'influence c'est it dire qu'on gar de l'hypothese Ho « 
la population est homo gene »si: 

On obtient alors : 

./ une estimation de la moyenne m a l'aide de la moyenne de toutes les observations, 

./ une estimation de la variance grace au quotient v R. 

X-6-6-S. Intervalle de confiance pour fa moyenne 

Si l'hypotMse Ho est gardee, on construit un intervalle de confiance pour m en rappelant 
que la variable : 

m-x .IN-k 

~NSj 
suit une loi de Student a (N - k) degres de liberte. 
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Ch. XI Regression 

XI- 1) INTRODUCTION 

Dans de multiples domaines de Sciences Appliquees, on observe l'existence d'une liaison 
entre deux ou plusieurs variables (depenses et revenus d'une famille, surface, lieu et prix d'un 
appartement ... ). Nous sommes donc amenes, en Statistique, a rechercher sur des echantillons 
ou plusieurs variables sont mesurees, une relation eventuelle entre certaines de ces variables. 

Considerons un couple de variables aleatoires numeriques (X, Y). Si X et Y ne sont pas 
independantes, la connaissance de la valeur prise par X change notre incertitude concernant la 
realisation de Y. 

Le theoreme de la variance totale : 

V(Y) = E[V(Y / X)] + V[E(Y / X)] 
nous permet d'ecrire que: 

V(Y) ~ E[V(Y / X)] 
c'est-a-dire que la variance de la distribution conditionnelle de Y sachant X est en moyenne 
inferieure a la variance de Y. 11 es alors interessant de me surer l'intensite de la liaison entre 
les deux variables. 

De plus quand on a l'intuition que la connaissance du phenomene de X sert a pre dire celui 
represente par Y, on cherche une relation de prevision de Y par X de la forme: 

y* = f(X) 

telle que I' erreur de prevision E = Y - Y * soit : 

./ sans biais E(Y - Y*) = 0 

./ de variance minimale. 

Le modele mathematique decrivant la relation entre X et Y peut etre un modele lineaire ou 
exponentiel. .. 

X est appelee variable explicative et Y est la variable expliquee. 

XI- 2) MODELE DE LA REGRESSION SIMPLE 

XI-2-1 Rappel de l'approximation conditionnelle 

On a vu dans Ie cours de Probabilites (Tome 1, chapitre VII) que, deux variables X et Y etant 
donnees, E(Y / X) est la projection orthogonale de Y sur l'espace Vx des variables ne 

dependant que de la variable X c'est a dire de la forme cp(X). 

Vx est un sous-espace de l'espace de Hilbert V des variables aleatoires definies sur un meme 
domaine. Vx contient la droite des variables constantes. 

E(Y / X) realise donc Ie minimum de E[(Y - cp(X))2] a cp variable. 
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C'est la meilleure approximation de Y par une fonction de X comme E(Y) est la 

meilleure approximation de Y par une constante. 

La qualite de l'approximation de Y par E(Y / X) est mesuree par Ie rapport de correlation: 

1Jf / X = V[E(Y / X)] = cos2 e 
V(Y) 

ou e est l'angle entre les variables X-E(X) et Y-E(Y). 

La fonction qui, it to ute valeur x de la variable X, associe E(Y / X = x) s'appelle 

fonction de regression de Y en X, son graphe est la courbe de regression de Y en X. 

Si on pose y* = E(Y / X) et e: = Y - Y *, on peut remarquer que: 

./ e: est orthogonal a v x donc non correle a X et a y* (y* etant la projection de Y sur V x) 

./ E(e:) = E(Y) - E[E(Y / X)] = 0 (theoreme de l'esperance totale) 

./ Vee:) = (l-1Jf / x )V(Y) (theoreme de la variance totale) 

XI-2-2 Modele de regression lineaire simple 

Un cas tres frequent dans la pratique est celui OU la relation entre Y et X est une relation 
lineaire telle que : 

y* = Y - e: = E(Y / X) = a + f3X 

La representation graphique de y* en fonction de X est une droite de pente p appelee droite 
de regression. Nous allons exprimer les parametres ex et p a l'aide de coefficients statistiques. 

Prenons l'esperance des deux demiers membres. Par Ie theoreme de l'esperance totale : 

E[E(Y / X)] = E(Y) = a + f3 E(X) 

ce qui veut dire que : 

la droite de regression passe par Ie point de coordonnees (E(X),E(Y)) 

On peut aussi deduire des deux relations precedentes : 

Y - E(Y) = f3(X - E(X)) + e: . 
On multiplie cette egalite par X - E(X) et on prend l'esperance des deux termes : 

E[(X - E(X))(Y - E(Y))] = f3 xE[(X - E(X))2] + E(e: (X - E(X))] 

Cov(X, Y) = f3 VeX) + Cov(e:, X) puisque E(e:) = 0 

Or e: est non correlee avec X donc leur covariance est nulle, on en deduit la valeur de p : 

f3 = Cov(X, Y) = P cry 
VeX) crx 

Finalement l'equation de la droite de regression est: 

Therese PHAN 

y* = E(Y) + P C1y (X - E(X)) 
C1x 
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XI- 3) AJUSTEMENT SUR DES DONNEES EXPERIMENTALES 

XI-3-1 Presentation 
Dans Ie modele de regression lineaire simple, on dispose de n couples (Xi, yD constituant un n
echantillon d' observations independantes du couple de variables aleatoires (X, Y). Apres 
etude du nuage de points, on suppose que la correlation entre X et Y est significative c'est-a
dire que Ie modele E(Y / X) = a + f3X convient: 

Y=a+{3X+c 

On cherche a estimer les parametres ex et ~. 

La methode adoptee reste valable si on suppose que X n'est plus aleatoire mais imposee par la 
necessite (differentes valeurs d'une intensite de courant, dates des mesures ... ). II faut alors 
supposer que, pour chaque observation, on a Yi = a + {3 xi + ci OU les ci sont des realisations 

independantes d'une variable £ d'esperance nulle et de variance constante. On parle alors de 
modele lineaire et non plus de regression lineaire, Ie terme de correlation etant reserve au cas 
OU X est aleatoire. 

On peut remarquer que d'autres modeles peuvent se ramener a celui-ci par transformations 
simples: 

En econometrie, Y = aX f3 devient lineaire en passant aux logarithmes 

Le modele exponentiel Y = aef3x devient lineaire en posant Y'=LogY ... 

D'autres modeles ne peuvent pas se ramener a un modele lineaire simple: Ie relation entre X 
et Y ne peut etre linearisee ou alors il y a deux variables explicatives ... 

La methode couramment adoptee pour obtenir une droite qui s'ajuste Ie mieux possible sur Ie 
nuage de points est la methode des moindres carres, methode consistant a rendre minimale 
la somme des carres des ecarts des mesures aux points correspondants sur la droite. 

XI-3-2 Methode des moindres carres 

XJ-3-2-1. Estimation des parametres 

Au nuage de points (xi, Yi), on cherche a ajuster une droite y* = a + bx de telle sorte que la 

* somme des carres des ecarts des Yi aux Yi = a + bXi soit minimale. 

* Posons e· = y. - y. = y. - (a + bx·) I I I I I . 

On choisit donc a et b rendant minimale la quantite : 

n 2 
S = Lei. 

i=l 
On annule les derivees partielles de S par rapport a a et b respectivement : 

as a n 2 n n 
- = - L (Yi - a - bXi) = 2 L (Yi - a - bXi) = Lei = 0 
aa aa i=l i=l i=l 
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ce qui donne les relations suivantes : 

n n 
na+bLxi = LYi 

i=l i=l 

n n 2 n 
a LXi + b LXi = LXiYi 

i=l i=l i=l 

Le systeme a deux inconnues se resout tres simplement : 

On obtient l'equation : 

= 
Cov(X,Y) 

2 Sx 

1 n n --
a=-(LYi -bLxi)=Y-bX 

n i=l i=l 

* - Cov(X, Y) ( -) 
Y =y+ 2 x-x 

Sx 
Soit, en exprimant la covariance en fonction du coefficient r de correlation lineaire : 

y*= y+r Sy (x-;:) 
Sx 

XJ-3-2-2. Decomposition de la variation totale 

On peut ecrire : 

* * Yi - Y = Yi - Yi + Yi - Y 

En elevant au carre et en sommant : 

i=l i=l i=l i=l 

n * *_ n * _ 
Or, L(Yi - Yi )(Yi - y) =bL(Yi - Yi )(xi -x) 

i=l i=l 

* ei = Yi - Yi 
i=l i=l i=l 

Les deux sommes de l'expression precedente sont nulles car ce sont les deux derivees 
partielles ecrites ci-dessus. Finalement, on a la decomposition suivante : 

n -2 n * -2 n *2 
L(Yi - y) = L(Y; - y) + L(Yi - y;) 
i=1 ;=1 i=1 

variation totale = variation expliquee + variation residuelle 
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XJ-3-2-3. Contribution d'une observation it fa droite des moindres carres 

On peut ecrire la pente de la droite des moindres carres de la fayon suivante : 

b = i (Xi - ~ )2 X Yi - Y 
i=l~( -)2 xi- x 

.t... xi- X 

i=l 

115 

Cette pente est la moyenne ponderee des pentes des droites reliant Ie centre de gravite (x, y) a 
chaque observation. 

La ponderation de la iieme observation permet de me surer la contribution de cette observation 
dans Ie calcul de la pente ; elle est egale a : 

(Xi _ ~)2 

i (Xi _ ~)2 
i=l 

On appeUe levier de la iieme observation, la quantite : 

- 2 
La moyenne des leviers est h = - . 

n 

XJ-3-2-4. Proprietes des estimations 

Nous avons les resultats suivants : 

a et b sont des estimateurs sans biais de variance minima Ie de a et (3. 

y* est un estimateur sans biais de E(Y / X = x) = a + f3 x 

n * 2 
I,(Yi - Yi ) 

~ 2 ;=1 2 
(J = -'--"------ est une estimation sans biais de (5 • 

n-2 

On demontre que a et b sont des estimateurs sans biais de ex et p en calculant les esperances 
conditionnelles E(b/ X = xi) et E(a/ X = Xi) et en appliquant Ie theoreme de l'esperance 

totale. De meme, on calcule les variances conditionnelles et on montre que: 

(52 

n ( -)2 L Xi- X 

i=1 
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XJ-3-2-S. Ecarts residuels 

* On a deja montre que les ecarts residuels ei = Yi - Yi verifient: 

n 

'" e· - ° .t... I -

i=l 
Les ecarts ne sont donc pas des realisations independantes. 

La variance des ecarts, notee sf / X , est egale a : 

2 In 2 1 n *2 
Sy / X = - Lei = - L (Yi - Yi ) 

n i=l n i=l 

Or la formule de decomposition de la variation totale nous permet d' ecrire que: 

n *2 n -2 n * -2 
L (Yi - Yi) = L (Yi - y) - L (Yi - y) 
i=l i=l i=l 

2 In *2 2 22 2 22 2 2 
Sy / X = - L (Yi - Yi) = Sy - b s X = Sy - r Sy = Sy(1- r ) 

n i=l 

On obtient alors Ie resultat suivant : 

2 2 2 
Sy/x=sy(l-r) 

XJ-3-2-6. Cas du Residu suivant une loi normale 

Supposons que Ie residu £ soit une variable normale de loi LG(O, cr) ; alors : 

a, b et a.2 sont les estimateurs de variance minimale de <X, f3 et ~ 

2 
nsy / x = est une realisation d'une variable du Chi-deux it n-2 degres 

0'2 

de liberte. 

Les parametres a et b suivent des lois normales comme combinaisons lineaires de variables 
normales mais leurs ecart-types dependent de (j . 

Le deuxieme resultat a alors comme consequence tres importante de donner la possibilite 
d'ecrire des intervalles de confiance pour a et (3. On obtient en effet : 

t(Xi - ~y 
(b - /3) -"--i=_l ____ .Jn - 2 suit une loi de Student Tn- 2• 

Sy/x 

(a - a) _r=====l==== .J n - 2 
-2 

suit une loi de Student T n-2. 

a- (.!.+ x ) 

n t(Xi _~y 
;=1 
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XI-3-3 Test du modele lineaire : analyse de variance de la regression 

On a deja vu la decomposition de la variation totale : 

n -2 n * -2 n *2 
L (Yi - y) = L (Yi - y) + L (Yi - Yi ) 
i=l i=l i=l 

On suppose que E suit une loi LG(O, cr), alors, d'apres Ie resultat du paragraphe precedent: 

n * 2 
L(Yi - Yi) 

L(i=l ) = X2 
2 n-2 

cr 
Posons les hypotheses du test d'analyse de variance: 

Ho : f3 = 0 (non regression) 

HI : f3 #:- 0 (regression lineaire) 

Sous l'hypothese Ho: 

n - 2 
L(Yi - y) 

L(i=l ) = X2 
2 n-l 

cr 

n * - 2 
L(Yi - y) 

L(i=l 2 ) = xl. 
cr 

Le theoreme de Cochran s'applique et les deux variables: 

n *2 n * -2 L (Yi - Yi) et L (Yi - y) sont independantes. 
i=l i=l 

On en deduit que so us Ho : 

n * - 2 
l:(Yi - y) 

L(i=1 (n-2))=F(1,n-2). 
n * 2 
l:(Yi - y;) 
i=1 

Le test significatif de la regression decoule de ce resultat : 

117 

On calculera, sur les donnees, la valeur de la variable definie dans l'egalite 
precedente et on comparera a la valeur de la loi de Fisher fournie par les tables, au 
risque a fixe. 

XI-3-4 Test de linearite 

Ce test consiste a valider l'hypothese d'un modele lineaire. 

II parait donc primordial et devrait etre effectue avant toute autre demarche. Or il necessite 
plusieurs observations de Y pour chaque valeur de X ce qui n' est pas souvent realise. 
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En effet tester l'hypothese E(Y / X) = ex + (3X revient a montrer que la courbe des points 

d'abscisses Xi et d'ordonnees les moyennes conditionnelles Yi sachant X = Xi est une droite. 

On compare Ie coefficient de correlation lineaire empirique r2 avec Ie rapport de correlation 
empirique e2 defini par : 

Dans ce test, on adopte pour hypothese Ro, l'hypothese de linearite de la regression, c'est a 
f3X 2 2 dire E(Y / X) = ex + ou encore l1y / X = P ; alors en notant k Ie nombre de valeurs 

distinctes de X : 

2 2 I 
L( e - :Ik -1) = F(k -1, n - k) 

l- eln_ k 

On sera amene a rejeter l'hypothese de linearite pour un rapport trop grand. 

XI-3-5 Prevision d'une valeur 

A l'aide du modele de regression lineaire, il est possible de prevoir une valeur yo* de la 
variable Y pour une valeur Xo de X non observee et c'est une des applications de ce modele. 
La valeur de yo* est donnee par: 

Yo * = ex + {3 Xo 
II est interessant, en general, d' encadrer cette valeur grace a un intervalle de prevision. 

La loi de y* est la loi normale : 

- 2 
1 (x - x) 

LG ex + {3x, (J - + - 2 
n L,(xi -x) 

La loi de Y / X = Xo est la loi normale : 

LG(ex + {3xo, (J) 

Les variables Y et y* sont independantes, la premiere ne dependant que de X et la deuxieme 
dependant des valeurs observees. 

On peut en deduire que la variable Y - y* suit la loi normale : 

- 2 
1 1 (x-x) 

LG 0, (J + - + ----'--'--.,-
n L,(Xi- x )2 

L'ecart-type (j n'etant pas connu mais estime par a, il en resulte que: 
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L( - * Y Y )=T 
- 2 n-2 

1 1 (x-x) 
() +-+ - 2 

n I,(xi -x) 

On en deduit l'intervalle de prevision pour yo. On remarquera que cet intervalle sera d'autant 

plus grand que Xo sera eloigne de x. 
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