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Annie 1966-67 

CLASSES RECURRENTES D'UN PROCESSUS 

DE MARKOV 

(J. Az~ma, M. Kaplan-Duflo, D. Revuz) 

Cet expos~ reprend pour l'essentiel les idles introduites dans ll). on 

d~finit la notion de r~currence dans les ouverts de la topologie fine asso- 

cite au proeessus. 

Cette notion permet d'avoir une "loi de O-I" et d'introduire des clas- 

ses r~currentes jouissant de propri~t~s analogues ~ celles des chalnes. 

Les d~monstrations ont cependant ~t~ simplifi~es et dans certains cas 

pr~cis~es. 

Les r~sultats nouveaux ont trait ~ la mesurabilit~ des classes r~cur- 

rentes et aux rapports entre ces classes et les supports fins des mesures 

d~termin~es par les potentiels. 

Ces r~sultats rendent en partle inutile l'introduction des classes (D) 

consid~r~es dans (|). II n'en sera donc pas fait mention ici. 

Les notations utilis~es sont celles de 13) et (4). Dans toute la suite 

nous consid~rons un processus de Hunt markovien. 
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I.~CURRENCE : DEFINITION ET PROPRIETES GENERALES. 

Proposition 1 - Soit T un temps d'arr~t v~rifiant la propri~t~ suivante : 

V~, P - presque sQrement :~t + To% t >= T 

lira t + Toe t =T 

Alors pour tout temps d'arr~t S, 

P -presque ^ S+Toe s surement > T 

D~monstration : L'on a s + T=~ - T ~ 0 
A 

P~pt-presque surement 

ce qui s'~crit encore 

Donc: 

s + (ToQ3 - T)o8 t > 0 P -presque s~rement. 

V, P - presque sQrement ; t + s + Tost+ s > t + ToSt 

Soit maintenant S n une suite de temps d'arr~t d~croissant vers S, 

chacun des S n ne prenant qu'une infinitg dgnombrable de valeurs. 

Ii est clair que : 

Sn + T°eSn ~ T. P~ -presque sQrement; 

et que : 

Sn+l + T°eSn+l => Sn + T°SSn P~- presque sQrement. 

Mais d'autre part, quel que soit k positif la fonction 

-AT 
CX : X÷Ex e 

est k-excessive. 

-AT 
II en r~sulte d'apr~s la continuitg ~ droite des fonctions : t÷Ext e 

que : 

n-~ ~ n 
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et donc que : 

-A(S n + T o 0Sn ) -A(S+TOOs) 
lim+E e =E e 

X X 
n-+ co 

On a donc: 

V x, Px -presque sQrement, lira + S +T °8 = S + Toe 
n n + ~  S S ; 

n 

l'in~galit~ cherch~e en d~coule imm~diatement. 

Proposition 2 - Soit T un temps d'arr~t ~rifiant la propri~t~ (*). 

Posons : 
_RT = 6"~ {Toe  < =0 I 

n=o n 

O~ 

~ :  u { T o e : - }  
~==0 

Alors quelle que soit la mesure born~e ~ , P -presque sQrement, 

) = Px 
t÷ ~ PXt t ÷ ~ t 

D~monstration : La fonction 

~tant O-excessive, 

Z = lim ~(X t) 

existe P -presque s%rement en vertu du th~or~me de convergence des sur- 

martingales positives. 

Consid~rons : 

P~(T < ~ IF=TAt) =I[T > t)P (T < ~ [FTAt) + I(T < t) 

D'apr~s la proposition l, P -presque s%rement, 

(T < - )=(TAt ÷ TOO~At < ° ) 



-4- 

Donc : 

P (T < ~ L-~T ) > ' P~ °eTAt [~A= (T~t) . At = (r>t) (~ < = )*' 

>_-- I (T>t)~(X t )  * l(T<_t) 

Si t tend vers l'infini eette in~galit~ devient 

l(T<= ) > l(T== ) Z + l(T<~) P -presque sQrement V . 

L'on a donc: 

Z. I rT=~IJ = 0 ~ -presque s~rement V 

En particulier l'on peut prendre pour loi initiale la mesure ~ P . 
n 

P~Pn est la mesure image de la mesure P 

L'on  a d o n c :  

par l'applicatlon e . 
n 

z '(T = =) = o 

c'est-~-dire : 

P ~ -presque sQrement 
~rn 

• ( ~ q  = z l (  ) 0 = Z o e n 1 = o On " T o en=~ 

0 = SUPn Z. l ( r  Oen=~) = Z IT_T 

D'autre part, de la relation : 

P-presque s~rement 

P -presque sQrement. 

Ex ~(Xt) = Px (T o et < = ) 

on d~duit que : 

ExZ =Px_ ~ 

Co~e Z est inf~rieure ou ~gale ~ | et qu'elle est nulle sur ~ , on a : 

~P, P -presque sQrement Z = ]--~T 
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Notation Si T A est le temps d'entr~e dans un ensemble presque bor~lien A, 

les ensembles RTA , T_TA seront notes respectivement ~A et ~--A" 

D~finition Soit ~(x) la base de filtre formic des voisinages fins presque 

hot,liens de x. 

Un point x sera dit finement r~current (ou plus bri~vement r~current 

si aucune confusion n'est ~ craindre) si 

VV 6 V_f(x) Px ~ > 0 

II sera dit finement transient dans le cas contraire, i.e. 

3 F = o 

Proposition 3 (Loi du O-I) 

x est finement r~current si et seulement si : 

~V e~(x) Px ~V = I 

D ~ m o n s t r a t i o n  : R a i s o r m o ~ s  p a r  l ' a b s u r d e  e t  s u p p o s o n s  que  : 

V~V~(x) 0 < Px --~V < l 

La fonction : 

~tant invariante est finement continue et il existe un voisinage fin de x,~ 

finement ferm~ presque bor~lien inclus dans V tel que : 

a -- inf P ~ > 0 
y~W y 

Pour Px-presque tout ~ de ~W on aurait alors d'une part 

,!im PX ~ > a 
t 

et d'autre part, d'apr~s la proposition 2, 

lira PXt T__ V -- l - lira PXt ~V -- I - I R V Px-presque s~rement 
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II y a une contradiction puisque ~W C. ~V" 

Proposition 4 - Soit x un point finement r6current et 

nelle additive. Alors l'on a soit P (A = 0 ) = I 
X 

(At) une fonct ion- 

soit P (A-- - ) -- , 
X 

D~monstration : Remarquons tout d'abord que si x est finement r~current et 

si T est un temps d'arr~t v~rifiant la propri~t~ (~) 

P (T<=) > O~P 
X X 

(T < ~)= l ~=~Px --~T = l 

En effet la fonction y ÷ P (T<~) ~tant O-excessive, il existe un voisi- 
Y 

nage fin, finement ferm~ ~e ~¢,V, tel que : 

inf P (T < =)>a > 0 . 
yeV y 

La trajectoires r~currant P -presque sQrement dans V, il en r~sulte que 
X 

soit : 

et : 

limP (T < ~} > a 
t ->~ Xt = 

z = l m Px (T < o) :, 
t +~ t 

P (T < =)> P (RT) = E 
X = X X 

Z-- l 

P -presque sQrement 
X 

P -presque s~rement 
X 

De plus 

Px (~ < ~)= > Ex Pxt (T < ~)>= Ex Z 

II en r~sulte que : 

PXt ( r < =) = I Px-presque sQrement 

et compte tenu de la continuit6 ~ droite des fonctions 
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on a 

P CVt PX (T < ~ )= 1 ) 
X 

t 

Consid~rons alors le temps d'arrSt 

= 1 

T a inf { t ; A t > a } 

x a v~rifie la propri~t~ (~) car les trajectoires de 

droite. 

Si quel que soit a : 

P Cx <~)=0 
X a 

(A t ) sont continues 

Alors ; 

A=0 

sinon il existe a tel que : 

ce qui entralne 

Px-presque s~rement ; 

Px [ Ta < ~ ) > O~ 

P (T <o~)=I. 
X a 

D~finissons par r~currence la suite de temps d'arrSt 

TO. )  = 
a a 

( n ) = ~ ( n - l )  +'r  ° 0 
Xa a a ~-0 

a 

a 

a 

II en r~sulte que : 

Vn, PxC  < 

Mais P -presque sQrement, d'apr~s la propri~t~ forte des fonctionnelles addi- 
X 

tives, 
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Aq(n) = AT(n-I)+T o 0 
a a a ( n - I )  

T 
a 

= At(n-l)+ AT oO (O (n-l) 
a T ( n - l )  T a a 

a 

= A~_~ + (A t ) o 0 (n-l) 
a T 

a a 

Donc : 

A (n) > a + A (n-!) 
T T 
a a 

Ii en r~sulte que : 

L'on a done : 

A (n) > na. 
T 
a 

Px-presque sQrement. 

P CA 
x 

(~)) = 

Corollaire des propositions 3 et 4 - 

a) Si x 

analytique tel que : 

Alors 

est finement r~current et si A 

Px ( TA < ®) >0 

est un ensemble presque 

En particulier une condition n~cessaire et suffisante pour que x soit ponc- 

tuellement r~current est que x soit finement r~current et que : 

b) S i  U°(x,A) > 0 a l o r s  P x - p r e s q u e  t o u t e s  l ea  t r a j e c t o i r e s  s ~ j o u r r  

n e n t  un temps de mesure  de Lehesgue  i n f i n i e  dana A. On a doric b i e n  ~ v i d ~ e n t  

la condition plus faible : 

U ° (x,A) = 

On peut montrer une r~ciproque ~ ce dernier point c'est l'objet de la 
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Proposition 5 - Un point x est finement transient si et si seulement il 

existe une fonction f positive universellement mesurable born~e v~rifiant 

0 < U 0 f(x) < 

D~monstration : Ii r~sulte de la proposition 4 que si x est finement r~cur- 

rent : 

U 0 f(x) > O~U O f(x) = 

La condition est donc suffisante. 

~ciproquement si x est transient il existe un voisinage fin presque bor~lien 

de x tel que : 

Consid~rons a l o r s  la fonction 

La fonction u 

=0 

u(x) -- Px ( Tv < ) 

est excessive et 1'on salt d'apr~s la proposition 2 que : 

lira Pt u(x) = o 
t~oo 

Ii en r~sulte que : 

~ U ~ u < u  

U ~ u(x) < u(x) 

Dans l'~quation r~solvante : 

U ~ u = U e u + (e -~)U e U ~ u = U e (u -I U ~ u) +c U e U l u 

faisons tendre e vers O. 

Ii vient : 

® > U ~ u ( x )  > u 0 ( u - ~ . u  ~ u)  (x)  

La f o n c t i o n  U - A U A u e s t  p o s i t i v e ,  s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e  en  x e t  f i n e m e n t  

continue. 

Son O-potentiel est strictenmnt positif en x; elle v~rifie donc la propri~t~ 

demand~e. 
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II . CLASSES D'UN PROCESSUS DE MARKOV. 

D~finitions - Nous dirons que x conduit g y, ce que nous noterons : 

si 

x ÷ y 

VV g Vf (y) Px (Tv < ~) > 0 . 

Nous dirons que x communique avec y ce que nous noterons : 

si 

x++y 

x÷y et y÷x. 

Proposition 6 - La relation x*-+ y est une relation d'~quivalence. 

Dgmonstration : Supposons que 

Soit : 

V~ Vf (z). 

L'on a : 

E e-k TV > 0 
Y 

x+y et y÷z. 

Donc il existe un voisinage fin presque bor~lien finemement ferm~ de y, W 

tel que : 

-X T v 
inf E e > a > O 

U 
ugW 

L'on a alors : 

-X TV > E e E e -X (Tw + T V o 8Tw) 
X ~- X 

ce qu~montre que : 

-X T W -XT V -~ T W 

E x e (EXT W e ) ~ a E x e > 0 

X -+ Z ° 

D~finition 

Les classes d~quivalence de cette relation seront appel~es classes du pro- 

c e s s u s .  
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Proposition 7 - Si x est finement r~current et si x 

y est finement r~current et y conduit ~ x. 

conduit ~ y alors 

Une classe contenant un point r~current sera dite classe r~currente. Ii 

est clair alors que tousles points d'une classe r~currente sont r~currents et 

que la classe C contenant un point x ° r~current est : 

c---{x I x ÷x} . 

o 

D~monstration : Supposons qu'il existe V appartenant ~ Vf (y) tel que : 

P ( _ ~ )  = 0 
Y 

Alors il existe W 6 Vf(y) tel que : 

! 
sup Pz( v) <__ 

z~W 

Mais puisque Px(~W ) = l, on a : 

i~ Pxt ~ = o 
t+~ 

Px-presque sQrement 

et d'autre part : 

lira Pxt --~V = | 
t-+=o 

Px-presque sQrement. 

Ii reste ~ montrer que y conduit ~ x. 

Supposons qu'il existe V& Vf(x) tel que : 

Py ITv < ~ )< l 

Alors il existe W &Vf(y) tel que : 

sup P (T < ~) < a < | 
z V 

z~W 

Puisque Px ~) = I on aurait : 

lira Pxt (Tv < ~ ) = 0 
t -> ~ 

ce qui est en contradiction avec le fair que x 

A 

Px-presque surement 

est finement r~current. 
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Remarque : 

- !i est clair d'apr~s le th~or~me de convergence des surmartingales 

positives que route fonction O-excessive est constante sur C. 

- R~ciproquement, si route fonction excessive est constante, tout point 

est r~current et l'espace E est form~ d'une classe r~currente (nous dirons 

alors que le processus est finement r~current). 

- En effet, si 0 est un ouvert fin presque bor~lien, la fonction 

y÷P (To <~ ) 
Y 

est ~gale ~ l sur O donc partout. 

II r~sulte alors trivialement de la proposition 2 que le processus 

est r~current. 

- II en r~sulte que le mouvement brownien Plan est r~current. 

Note : On peut d~montrer les r~sultats plus precis suivants : cf (l) 

Soient x et 

tion excessive f : 

y deux points de E et supposons que pour toute fonc- 

f (x) = f (y) 

Alors x et y sont r~currents et appartiennent ~ la m~me classe. 

- Soit Vo(X ) le filtre des voisinages de x dans la topologie engendr~e 

par les fonctions O-excessives. 

En g~n~ral Vf(x) est strictement plus fin que Vo(X), et l'on d~mon- 

tre que : 

Vf(x) = V O(x) 

s i  e t  s e u l e m e n t  s i  x e s t  f i n e m e n t  t r a n s i e n t  ou e s t  une  t r a p p e .  

En p a r t i c u l i e r  l a  t o p o l o g i e  f i n e  e s t  e n g e n d r ~ e  p a r  l e s  f o n c t i o n s  0 - e x c e s -  

s i r e s  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  l e s  s e u l s  p o i n t s  f l n e m e n t  r ~ c u r r e n t s  s o n t  d e s  t r a p p e s .  

P r o p o s i t i o n  8 - Les  c l a s s e s  r ~ c u r r e n t e s  s o n t  f i n e m e n t  f e r m ~ e s  e t  b o r ~ l i e n n e s .  

D ~ m o n s t r a t i o n  : S o i t  Xo~ C 

x £ C o3  C e s t  l ' a d h ~ r e n c e  f i n e  de  C. 
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Tout voisinage fin de x rencontrant C il est clair que x + x donc que 
o 

x G C. 

Pour d~montrer le deuxi~me point, donnons une autre caract~risation de C. 

c = Ix I u ~ (x .) <<u x (x ° .)] 

Montrons tout d'abord que si y et y' sont deux points de C les mesures 

(y .) et ~ (y'.) sont ~quivalentes. Soit en effet A un bor~lien v~ri- 

fiant ~ (y,A) > o. Consid~rons la fonctionnelle additive : 

t 

I 1A (Xs) ds 
o 

et le changement associ~ ~t" II existe un nombre r~el a tel que : 

<=) =l Py (T a 

La fonction : 

I <=) z-+Pz Ta 

~tant O-excessive donc constante sur C, l'on a aussi : 

<oo) =|, Py' T a 

ce qui surf it ~ d~montrer que : 

U ~ (y', A) > O. 

Si maintenant Xo¢ C et x~ C~ II existe un voisinage fin presque bor~lien de 

x, V, tel que : 

(Xo,V) =o. 

Sinon en effet, l'on aurait x ÷ x donc x 6 C. 
o 

Cet ensemble V ~tant un voisinage fin de x, il satisfait ~ U % (x,V) > 0. 

Ce qui montre que la mesure U A (x.) n'est pas absolument continue par rapport 

la mesure ~ (x O .). 

Pour simplifier les notations appelons m la mesure U ~ (x ° .). 

Effectuons la d~composition de Lebesgue de U % (x .) par rapport ~ m 

(x ) + ~ (x .) U ~ (x . ) = U l . U 2 

(x ) est % (x ) est absolument continue par rapport ~ ~n et U 2 . oO U 1 . 

~trang~re ~ 
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En appliquant un proc~d~ classique utilisant la convergence des surmar- 

tingales on peut trouver une densit~ 

~(x ) U l (x,y) de U I . 

par rapport ~ V. Plus pr~cis~ment consid~rons les fonctions bor~liennes. 

U l (xzA) 
~n (x,y)~ . . . . . . . .  A~dO n ~(A) IA (y) si ~(A) • 0 

= 0 si ~(A) = 0 

E, choisies de mani~re 

soit la tribu bor~lienne de E. 

o3 (~n) est une suite croissante de partitions de 

que la o-alg~bre engendr~e par U 
n n 

Alors on salt que, quel que soit x, les fonctions ~n convergent 

sauf sur un ensemble de m-mesure nulle en y, vers une fonction ~(x,y) 

v~rifiant : 

U i~ (x, A) / ~(x,y) ~%(dy) = 
A 

quel que soit l'ensemble bor~lien A. 

Dans l'espace E x E consid~rons l'ensemble B bibor~lien de convergence 

de la suite ~n" 

Posons : # = lim ~n sur 
n 

~x 

= 0 sur B c 

{y,, (x,y) # ,(x,y)} est de m-mesure nulle. 

Et l'on a donc encore : 

f +(x,y) ~ (dy) ffi U~(x,A) 
A 

quel que soit le bor~lien A, ce qui montre que la fonction : 

X (x,A) est bor~lienne quel que soit A bor~lien. x + U  1 

II enest alors de m~me de la fonction : 

U ~ X (x,A) x ÷ U 2 (x,A) = (x,A) - U I 

(x,E) = O} Iien rgsulte que C qui est ggal ~ l'ensemble {x ; U 2 

borglien. 

est 
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(L) deMeyer, cf. (3) , on a la : 

Proposition 9 - Soit m une mesure positive ne chargeant pas les semi-polaires. 

II existe alors un support fin de m, c'est-~-dire un plus petit ferm~ fin pres- 

que bor~lien portant m. 

D~monstration : Soit ~ la famille filtrante d~croissante des ferm~s fins pres- 

que bor~liens F v~rifiant m(F c) = 0. 

Consid~rons la fonction : 

= inf 
F ~&- 

- IT F 
E. e 

Sous l'hypoth~se (L) il existe une suite F 
n 

-~ TFn 
reg ( inf E. e ) a * 

n 

de ~ tels que : 

Soit A = ~ Fn, A~G; 
n 

l'on ales in~galit~s : 

- %T A 
~(.) <E. e <__ reg 

ce qui prouve que 
-% T A 

$=E. e 

-~ T F n) 
[ inf E. e < ~(.) 

n 

Soit A r l'ensemble des points r~guliers pour A ~puisque m ne charge pas les 

semi-polaires, A ~ A e~" car A - A est semi-polaire. Ii en r~sulte 
r r 

que : %9 -~ TA~ -~ T A 
Vx E e ~ = E e donc_ _(Ar) r = A . x x r 

Montrons que (Ar) est le support fin de m. Pour cela il reste ~ montrer 

si B est un ferm~ fin presque bor~lien de ~ inclus dans A r alors que 

B = A . 
r 

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, et soit 

alors : 
-~ T A 

r 
E e = i car xeA 
x r 

xeA - B. On aurait 
r 
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-~ T B 
et E e < l 

X 

contredisant ainsi l'hypoth~se 

car B est un ferm~ fin 

-4 TAr -% TF 
E e = inf E e 
x F~d'~ x 

U ~ (Xo, .) ~tant une mesure ne changeant pas les semi-polaires on peut 

montrer la 

Proposition IO - Soit Y-o un point r~current. La classe r~currente d~termin~e 

par x est le support fin de la mesure ~ (x ° .). 
O 

II en r~sulte que C est un ensemble absorbant, i.e: 

Vx c Px xt c ) -- I 

D~monstration : Soit S le support de U ~ (x ° .). Soit F un fem~ fin uni- 

F c versellement mesurable contenu dans C. Si F # C~ est un ouvert fin ren- 

contrant C. L'on a donc U ~ (x o, F c) > O. II en r~sulte que S~C. 

D'autre part, quel que soit x n'appartenant pas ~ C il existe un 

ouvert fin presque bor61ien G(x) v~rifiant U ~ (Xo, G(x)) = O d'apr~s la 

remarque suivant la proposition 4 il en r~sulte que : 

ScG(x) c ~xeC c 

Donc S c C 

C est alors absorbant. Si en effet l'on avait P I T < ~ ) > O pour un x 
x C c 

de C alors l'on aurait Pxl R__C c ) = I et puisque C c est un ouvert fin 

U A (x,C c) > O ce qui n'est pas possible puisque C porte U A (x,.). 

Remarque : La proposition I0 est inexacte si l'on ne se place pas sous l'hypo- 

th~se (L) comme le montre l'exemple de I 1 ) page 203. 
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CAS DE PROCESSUS A RESOLVANTE FORTEMENT FELLERIENNE. 

Dans tout ce paragraphe on dira qu'un point est r~current si 

ex( ~ ~ = 1 VV voisinage ouvert de x, 

l a notion de voisinage ~tant alors relative ~ la topologie initiale de E. 

Compte tenu de la continuit~ des fonctions invariantes born~es et de la 

semi-continuit~ inf~rieure des fonctions excesslves les d~monstrations des 

propositions 3 - 4 - 5 s'~tendent ~mm~diatement aux ouverts de la topologie 

initiale et l'on a la 

Proposition II - x est transient si et seulement siil existe une fonction 

positive continue born~e v~rifiant 

o < u ° f(x)< 

Proposition 12 - x 

De plus si quel que soit l'ouvert G contenant y, 

ex I T G < ~ ) > 0 alors 

Soit en effet g bor~lienne born~e. U ~ g 

born~e et l'on a sic < 

_ U ~ +~ U C 

Ii r~sulte alors de la proposition II que : 

U ~ g(x) > 0~U 0 g(x) = 

ce qui est le crit~re analytique de r~currence fine. 

est r~current si et seulement siil est finement r~current. 

x+y. 

est alors une fonction continue 

Supposons maintenant que pour tout ouvert G contenant 

Px (TG < ~) > 0 " 

On a alors pour toute fonction continue positive, non nulle en x~ 

u ~ f(x) > 0 
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Soit V un voisinage fin presque bor~lien de y. 

U e (x,V) ~ U ~ +~ U e (x,V) 

or U A+~ l V est une fonction strictement positive en 

donc U C (x~V) > 0 

Ii r~sulte clairement des propositions II et 12 la 

y et continue 

Proposltion 13 - Pour unprocessus ~ r~solvante fortement Fell~rienne 

a) Les classes r~currentes sont ferm~es ; 

b) la classe r~currente contenant un point 

sens des mesures de Radon) de la mesure 

x est le support 
o 

uX .1. 

(au 

Corollaires : 

- Le processus de Cauchy sur la droite est finement r~current. 

- Les fonctions excessives du processus de Cauchy sont constantes. 
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A P P E N D I C E  

Deux contre exemples - Consid~rons un processus de Poisson ~, sym~- 

trique, de pas P et de param~tre I. Soient p~t son semi-groupe de 

convolution et e t ¢~) sa fonction caract~ristique : 

tCp(%) t(cos % P - l) 
e -- e 

D'apr~s un th~or~me limite local (IGnedenko-Kolmogoroff)) 

~quivalent ~ t -I/2 pour t infiniment grand. 

p~t (o) es t 

Soit maintenant le processus : 

= Cx ) Yt t + (x r) t + t 

o~ les trois processus de Poisson consid~r~s sont ind~pendants. 

D'apr~s le crit~re de Kingman 15) ce processus est r~current 

dans les ouvertsj car : 

I 2 l 
3+5+7 

pour ~ infiniment petit. 

Par contre ee processus est finement et ponctuellement transient. 

En effet, {0} est un ouvert fin et comme ~t(o) est ~quivalent ~ : Py 

-3/2 
t 

O0 

Ce processus peut ~galement servir ~ montrer que l'on n'a pas en g~n~- 

ral une loi du tout ou rien pour la r~currence dans les ouverts. 

Soit o{0 } le temps de sortie de {O}. X ~ {- /~, - /5, - /3,~,/~,/~} 

suppo~ons que pour ces six points on air : 
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Vx (T{o} < ~ ) = 1 

et consid~rons la suite de temps d'arr~t 

T l = a {o  ) 

T 2 = O{O } + T{O } °e°{o } 

T2 n = T2n_ l + T{O} o eT2n_l 

on a PO ( T2n < ~ )= EIPO (T2 < = I~T ) ) 
n 2n-I 

XT2n_ 1 

Le point 0 serait done r~eurrent. II existe done un des six points/ 

Soit x /tel que : 

Fx (T O} < ® ) < ] 

et l'on a d'autre part : 

Px (T{o} < " ) > o 

Le processus tu~ ~ l'instant T{O } n'admet pas de loi du tout ou rien 

pour la r~eurrence dans les ouverts. 
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Universit@ de Stzasbourg 

S@minaire de Probabilit@s 1966/67 

LE P~ETOURN!~ENT DU T~PS : 
• / 

CO~{PLER~S A L'EXPOSE DE N.WEIL 

(P.Cartier, P.A.Meyer, M.Weil ) 

Nous reprenons la question du retournement du temps, expos@e 

au s@minaire par WEIL en Novembre 1966 d'apr~s les travaux de 

NAGASAWA, KU}~TA-WATANABE. Une partie des r@sultats ci-dessous 

a fait l'objet d'un expos@ de CARTIER au Printemps de 1967, 

Les contributions des trois auteurs se r@partissent ~ peu pros 

de la mani@re suivante ~ la pr@sentation des temps de retour et 

des familles de tribus _ ~t au paragraphe 1 est due pour l'essentlel 

CARTIER ; il en est de m~me pour le ~2 ( forme am@lior@e du 

lemme principal de NAGASAWA ). Le th@or~me de retournement du 

temps sans hypoth~se fell@rienne est l'apport de ~EY~Ro Enfin, 

l'@tude du comportement des fonctions coexcessives sur les trajec- 

toires est due ~ ~IL. 

§ i. T~PS DE P3TOUR 

HYPOTHESES .- (Pt)t_>O est un semi-groupe de transition sous-mar- 

kovien su~ un espace localement compact & base d@nombrable E. 

On notera que le temps test suppos@ strictement >0. 

Pour tout xeE, il existe un processus markovien (Xt)t>0, ad- 

mettant (Pt) comme semi-groupe de transition et (~xPt)t>0 comme 

loi d'entr@e, et dont presque routes les trajectoires poss~dent 

les propri@t@s suivantes : 

a) Continuit@ ~ droite sur ]0,oo [ ( et donc existence d'une 

dur@e de vie ~ ) 

b) &kistence de limites ~ gauche sur ]0,~[ ( darts E) . 

On peut alors construire de la mani@re habituelle une r@alisation 

canonique du semi-groupe : les notations f~,F,P~,Ft,Xt,@ t auront 

leurs significations usuelles : les seules diff@rences tiennent au 

fair que X t et F=t ne sont pas d@finis pour t=O, et que l'existence 

de X~_ n'est pas exig@e. 
4 
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J 

DEFINITION.- Une v ariablle al6atoire positive L sur ~ est un ~ 

de retour si 

2) Pour tout t~__0 , on a LoG t = (L-t) + 

Des exemples classiques de temps de retour sont : la dur6e de vie 

; le dernier instant oG l'on passe dans un ensemble presque- 

bor61ien G donn~ (GCE) 

L(w) = sup I t : Xt(w)eG I ( 0 par convention si[o..}=@) 

D~FINITION.- Soit L un temps de rQto~ • On d6finit le processus 
m.) 

retou~_n6 gauche (X t) de X ~ l'instant L par la formule 

xt(~) = ~ s_i L(~)=~ 0u t~ L(~) (t>O) 
XL(~)_t(~) s_i t<L(~)<w 

et on d~finit le processus retourn6 X ~ar la formule 

X t = (Xt)+(= (XL_t~ s_~ t<L(~)<~ ) (t>O) 

Si XL_ existe p.s. sur {O<L<oo} ( en partiqulier si L<~ sur cet 

ensemble) , on pose XO = XL- S ur {O<L<~}' XO = ~ sum ~L=O} et 

s_u~_ {L=~ J. 

L ~  i.- S_~ Lest un temps de retour, et si s_>O, la variable 
w 

al~atoire L'=(L-s) + est un temps de retour et on a ( les ' ser- 

vant .~. indiquer le retournement ,~,, L' ) 
~ ^ 

Xs+ t - Xs+t 
t 

DEMONSTRATION.- Nous prouverons seulement la premi@re assertion, 

la seconde 6rant triviale ( la premiere aussi, d'ailleurs). La 

propri@t@ l) de la d6finition des temps de retour est @videmment 

satisfaite, et pour la seconde on a 

(L-s)+o~t = (LoOt-s)+=((L-t)+-s)+= [(L-t-s)V(-s)]V0 =(L-t-s) + 

d' o~ le r6sultat. 

LE~E 2.- Soient s>O, ~_ . On a Xso@ u = ~ ~ur I s+u<L},_ XsO9 u = 

sur {s+u>L~. On a XsoGu = Xs S-~-~ { s+u<L ~. 

DEMONSTRATION.- I1 suffira de traiter le cas de X 
S ' 

u>O ( le cas u=0 est trivial). 

en supposant 
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I) Si s+u~L, u~=L, on a Logu=0 , donc Xsog u = 

2) Si s+u~L, u~L, on a Logu=L-u , donc s~Lo@ u et Xsog u 

3) Si s+u _~ L, on a u~, donc Log u = L-u et s~Log u. Alors ou 

bien L=co ( et alors Logu=L-u=oo), et dans ce cas XsOg u = X s =~, 

ou bien I~oo ( et alors Logu~CO ) et on a dans ce cas 

XsO@u(~) = XL(gu~)_s(gu~) = XL(gu~)_s+u(~) = XL(~)_s(~)=Xs(~)- 

Cela amine ~ poser la d6finition suivaute 

D~FINITION.- Pour tout s~O on d6signe par F=s la tribu constitu6e 

par les AeF tels que 

7 u~=O gul(A)~ Is+u~Li = A~s+u~i 

L~ME 3.- a) La famille de tribus ~s est croissante et continue 

droite ; Xs est Fs-mesurable.= 

b) S_~i t_~O, la variable al6atoire X(L_s)+ +t est F~s-me- 
surable (~). 

c) S~i T est un temps d'arr~t de la famille (F_t), (L-T) + 

est un temps de retour . 

D~MONSTP~.TION°- a) 8upposons s~t~ et soit AeF s.= Pour u~O,__ A et 

gul(A) ont m~me intersection avec I s+u~L i ,donc afortiori avec 

It+u~l ° Si AeFs+ , Aet @ul(A) ont m~me intersection avec Is+u+¢ 

~] pour tout ¢~0, doric aussi avec [s+u~L i. Le fait que Xs est ~=s- 

mesurable est la seconde assertion du lemme 2. 

b)Nous avons sur I s+u~L] X(L_s)++tOgu = X(Logu_S)++t+u = 

X(L_u_s)++t+u = X(L_u_s)+t+ u = XL_s+ t = X(L_s)++t , d'oG le r6sul- 
tat. 

c) La premiere propri6t6 de la d6finition des temps de retour 

est 6vidente, v6rifions la seconde. Le fair que Test un temps 

d'arr~t sW~nonce : 

(~) D'une mani~re plus intuitive : tout 6v6nement " post6rieur 

L-s " pou~ le processus X est '~ant6rieur ~ s" pour le processus 

retourn~ X. (~)Variante d'un r6sultat de NAGASAWA 
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quels que soient s>O, u~=O, {T<s]~[s+u<L]=[TOgu<=S]~[s+u<L ] 

Pla~ons nous sur [T+u<L}, et prenons s & peine plus grand que T : 

il vient que To@ u __< T sur [T+u<L~. Mais alors on a aussi To@u+U<L , 

et en prenant s & peine plus grand que To@u, on trouve que T=<To9 u 

sur { T+u<L], a' o~ 

T=To@ u sur ~T+u<L}, et de m~me sur [To@u+U<L ] 

Mais alors, sur [T+u<L~ u[Togu+U<L } , on a 

(L-T)+o9 u = (LoGu-To@u)+=(L-u-Togu)+=(L-u-T) + = ((L-T)+-u) + 

et la seconde propri6t@ de la d~finition des temps de retour est 

satisfaite sur cette r6union. Sur le compl6mentaire de la r@union, 

on a 
T+u>L, donc ((L-T)+-u)+ = 0 

To@u+U >=L , doric To@u> = LoG u e~ (L-T)+Ogu=O 

L'@galit6 est encore vraie, et le lemme est 6tabli. 

RE~QUE.- Le caract~re canonique des processus n'a pas vraiment 

@t6 utilis~, et il ne le sera pas davamtage dans la suite : ce qui 

compte, c'est le caract~re markovien du processus (X t) - qui n'est 

d'ailleurs pas encore intervenu - et l'identit6 Xso9 t = Xs+ t • 

Par exemple, posons W=R~x~ et , si w=(t,~) : 

Xs(W) = Xs(~) si s<t ; OuW = ((t-u) +, @u ~) 
si s>t 

On v@rifie alors aussitSt que X o@ =X . On sait que si l'on mu- 

nit W de la famille de tribus FOxB u~mJ+u':~ =t =t , des mesures P~x~ ( o~ 

est exponentielle de param~tre p) on obtient un processus de Mar- 

kav aamet~amt comm@semi-groupe de transition le semi-groupe (e-PtP~ 

Soit L la projection de W sur ~+ : la d@finition mSme de @u sur f~ 

exprime que L est un temps de retour. La rema-que que l'on peut 

retourner le temps ~ partir de Lest tr&s utile : elle est due 

J.WALSH, et nous a 6t6 communiqu6e par M.CHUNG. 

B t est la tribu sur ~ engendr6e par les bor61iens de [O,t]. 
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§2 .- LE LEN~E DE NAGASAWA 

Soit ~ une fonction borTlienne positive sur~+ ; nous pose- 

tons, si f est universellement mesurable positive sur E , nulle 

en ~ P~f(x) = ]~ ~(t)Ptf(x)dt 
0 

D'autre part, nous d@signerons par ~ une loi de probabilit@ sur 

E, par v la mesure ~U [ mais tout ce qui suit s'@tend aussitSt au 

cas off l'on d@signe par (~t) une loi d'entr@e, par ~ la mesure 

]~ ~tdt , ~ condition de remplacer le s~bole E ~ par l'esp@rance 

~elative au processus qui admet (~t) comme loi d'entrTe]. 

LEMME 4.- f et¢ ayant les significations indiqu~esci-dessus, 

soit H une variable alTatoire positive Fr-mesurable (r>0). Posons 

h~ = E'[~o(L-r).H.I{r<L<~ }] 
On a alors 

H]dt = ] ~(ay)f(y)h~(y) = <f,h¢> • I~ ¢(t)E~[foXr+ t- 
0 E 

On peut remplacer darts cette formule X par X . 
/ 

DEMONSTRATION.- La derni~re assertion est 6vidente ( le rempla- 

cement de X par X ne modifie l'esp@rance sous le signe ] que 

pour un ensemble d@nombrable de valeurs de t). D'autre part, 

nous pouvons nous borner au cas off r=O : le cas g@n@ral s'y fami- 

ne en consid@rant le temps de retour (L-r) +. Le premier membre 

vaut alors 

f°°~(t)dtffoXL tI{ }H dP ~ 
0 - t<L<~ 

L 
I f 
IL<  I o 

L 
foXL_t¢(t)dt = / H dP ~] foX v ¢(L-v)dv 

I o 

oG L peut ~tre considTr6 comme exclu de l'inter- 

valle d'intTgration 
OO 

= f av f i.foXv.¢(L-v).ilv< <  
o 

mais l'expression sous le signef est @gale 

[H.~(L).I[0<L<~ ]]o@ foX v , de sorte que cette int@grale est 

@gale ~ E~[foXv.h¢0Xv]V( propri@t@ de Markov simple) ; d'oG aus- 

sitSt le r@sultat. 
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L~E 5.- a) Avec les notations du lemme ~ on a si s>r 

]~ ~(t)E~[f°Xs+t'H]dt = < f' Ps-rh~ >v 
0 

r@ 
off l'on peut remplacer X par X. 

b) Soit ~ ,~,,e,,.seconde f o n c t i o n  bor61iexme ~pg,,,sitive s u r  

; on a P h, = h,~ n = P,h o 

D~MONSTRATION.- Posons s=r+u ; comme HeFs,= nous avons le droit 

de remplacer r par s dans la formule pr@c6dente, et il vient 

]~(t)E~[foXs+t.H ] = jv(dx)f(x)EX[~o(L-s).H.Ils<L<~ ~] 
0 

Mais Ilr<X~mlOgu = Ils~oo~ , et co.mme HeFr il en r6sulte que 

l'expression sons le symbole E x est egale ~ [~o(L-r).H.Ilr<jj<m~ u 

L'assertion a) d6coule alors de la propri6t6 de Markov. 

Nous venons de voir que Ps_rh~__. = E'[¢o(L-s).H.IIs<j~| ] . , ,  

Par cons6quent, si ~ est bor61ien~e positive 

P h~ = f°~(s-r)Ps_rh~ds = E*[/~(s-r)~(L-s)HIIs<X~ }ds] 
r r 

L 
= tH . ! n(s-r) (S-s)ds] 

r 

(off ~ et¢ sont identifi6es ~ des fonctions sur R nulles sur la 

demi-droite n6gative) . La derni~re relation r6sulte de la sym~- 

trie du produit de convolution. 

~3.- LE RETOU!~IENT DU TEMPS 

HYPOTH~SE .- (Pt) satisfaisant ~ l'hypobh~se du §l, on consid~re 

une loi ~, on pose v=~U , et on suppose que vest une mesure de 

Radon ~).'~ On introduit un second semi-groupe (Pt)- - off le ^ indique 

que l'on utilise la notation des conoyaux - satisfaisant 6~a- 

. . . . . . . . . . . . . . .  (Up) l e s  lement  ~ l ' h , ypo th~se  du §1 . On d6s igne  p a r  CUp) e t  

deux r ~ s o l v a n t e s ,  e t  on suppose que l ' o n  a d u a l i t 6  p a r  r a p p o r t  

A 

<f,Upg> v = < fUp,g> v si f et g sont universellement m~su- 

rables positives . 

(~) Autrememt dit, v(K) < o o  pour tout compact K. 
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~QURS.- a) Soit $ une fonction bor@lienne positive sur ~+. II 

est facile de v6rifier que, si f et g sont bor@liennes positives 

sur E ( nulles end) 

< f'P~g >~ = <fP~ 'g>v " 

b) Si f est continue born@e, et xeE, la fonction 

fP~(x)-- ( = *- -EX[foY~], en notant Y le processus canonique as- t~-> 
u 

soci@ ~ (Pt) ()) est continue ~ droite. 

c) v @tant une mesure de Radon, soit f une fonction 

positive, continue ~ support compact sur E : on a <f,~> = (~,Uf> 

< ~ . I1 est alors facile de trouver une fonction g continue, 

partout strictement positive, telle que < ~,Ug> <co. Soit h=Ug : 

h est strictement positive en tout point, et < ~,Pth> ->0 lorsque 

t->oo, de sorte que hoX t ->0 p.s. lorsque t->co. Mais alors soit 

H n = lh~__ 1/nJ ; les trajectoires du processus (X t) restent p.s. 

hers de H n pour t assez grand , et le temps de retour L n = sup It- 

XteHn} est donc P~-p.s. fini. Autrement dit, les th@or~mes de 

~etournement que nous allons @tablir ne sont pas vides : 

Voici le th@or@me principal relatif au retournement : 

TH~O~.- Si l'on munit ~ de la loi P~, le processus ( continu 

droite) (Xt)t>O o btenu par retournement de~(X t) _~ L est markovien 

par rapport ~ l a ' f~%lle (~t) , et admet (Pt) comm e semi-~roupe de 

transition. Cela s'Ttend ~ la valeur 0 du temps s i XL_ existe ~.s. 

( dans E ) sur 10<L<~ }). 

DEMONSTRATION.- Nous allons commencer par quelques calculs : soien~ 

O<r<s , HeF=r ; ~ et ~ ayant la mSme signification que dans les 

lemmes 4 et 5, f 6rant borTlie~e bornTe sur E, nulle en ~, nous 

avons 

(I) joo~(t)E~[fOis+t.H] dt = < f~Ps_rh~ >v ( lemme 5 ) 

' ~ ^ ^ = E~[P$(f~ X .HI Fubini) (1)0] °° ~(t)E [Pt(f,Xs).H] dt , s) ( 

(2 )~On(s - r )  <f 'Ps-rh$ >v ds = <, f ,P  h,> v (Fubin i )  
( 2 . )  ] o o  ,, ,. ., .n(~-:,:.)s~EfP~o× . n ] ~  = < f:P~,N>.,,  ( lem~.e 4 ) 

D 

( ~ )  
La notation correcte pour cette esp@ranee est EX[foX~] ~ Em ef- 

fet, dans la e@nstruction des processus eanoniques, seulb la mesure 

depend du semi-gr~upe de transition. 
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Mais < fP~,h > = <f,P~h > (dualit@) = <f,P h~> ( lemme 5). Par 

cons6quent, lee seconds membres de (2) et (2') sent 6gaux ,donc 

aussi les premiers membres ' Comme ~ est arbitraire, nous obtenons 

le r@sultat interm6diaire suivant : 

I1 existe un ensemble NH~rf CR+ , n@gligeable pour la me surge 

de Lebesgue~ tel que l'on air Dour s>r, S~NH~rf 
A 

(3) < f'Ps-rh  >v = E [fP¢°Xs'H] 

D6signons par N la r6union des NH~rf , o~ 

f parcourt line suite dense dane Co(E), 

parcourt une suite dense dane Cc(R+), 

r parcourt l'ensemble des rationnels > 0, 

pour chaque r ( rationnel > O) H parcourt une alg~bre sur 

lee ratiomlels de fonctions ~r-mesurables born6es, d6nombrable, 

engendrant la tribu separable T(Xu~U=<r ). Alors : 

S_~i s>O n'ap~artieat pas a l!ensembl e n6gligeable N, on a 

- E [fp¢oX .H] (4) < f'Ps-rh~ >v s 

Pour route feCc(E) , route ~eCc(R~), tout r rationnel < s, e t rou- 

te H born6e , = = __ T (X u , u~' ) -me surabl e • 

Mais alors on a avec lee mSmes notations,et pour tout t>0 : 

(5) E [ Ois+t.H] = E [f to  s . H] 

En effet, ~ @rant arbitraire, l'6galit@ (4) ( @galit@ des 

seconds membres de (i) et (l'))entralue (5) pour presque 

tout t ; d'autre part lee deux membres sent des fonctions conti- 

nues ~ droite de t si feCc(E ) ( ce ~, remarque b)). 

Choisissons un ensemble d@nombrable dense D ~  , tel que l'on 
/~J A 

ait P~-p.s. Xs = Xs sd seD. Alors la r@union des tribus T(Xu,u<r)= = 

pour r rationnel < s engendre T(Xu,U<S)= = aux ensembles de mesure 

nulle pros, et la relation (5) entralue : 

 (Xu' ^ (6) si seD, s+teD, E [foXs+t] = u=<s, ueD)] = fPtoXs p.s. 

Autrement dit,^ le processus (Xs)seD est un processus de Marker 

qui admet (Pt) comme semi-groupe de transition. Pour tout te]O,oo[, 

choisissons un seD~]O,t[ et posons At=Pt_sks, off k s est la loi de 
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Xs : ~ ne d6pe~d pas du chelx de s, et les &t forment une loi 

d'entree" pour (Pt) . I1 existe donc unprocessus markovien conti- 

^ t nu &droite admettant(P,) comme semi-groupe de transition e 

(Pt) comme loi d'entree ~). ~ais alors le processus continu 

droite (Xt)t>O est 6quivalent ..... ~ ce processus markovien : il est 

donc lui m~me markovien, avec le semi-gzoupe de transition d@sir@. 
^ 

L'adjonction de 0 ~ l'ensemble des temps, si X 0 existe poS., ne 

pose aucunprobl~me. 

I1 reste g montrer que le processus est markovien par rapport 
^ 

la famille ~t " Pour cela, nous remarquerons que le raisonnement^ 

pr@c@dent s'applique ~ un temps de retou~ quelconque. Soit He~r, 

et soit T=r sur H, T=~ sur H c : Test un temps d'arr~t de la 

famille (~t), et donc L'=(L-T) + est un temps de retour. En outre, 

on a IA~ sur IL<oo~ si r>O, de sorte que XL_^existe p.s. sur 

IO<l~ ~ ( on ale m~me r6sultat pour r=0 si X 0 existe p.s.). On 

a donc, en d6signant par X' le processus retourn@ g L' 
^ ^ 

: E [fPt_roX 6] 

ou encore 

E [foXt.IH] = E [fPt_roXr.IH] 

ce qui est l'6galit~ cherch6e. 

On not era que le m~me raisonnement, appliqu6 ~ (L-T) +, o_~GT est 

un temps d'arr~ ~ quelcon~ue de la famille (~t), montre ( sans 
A 

aucune  h y p o t h ~ s e  s u p p l 6 m e n t a i r e )  qu e l e  p roces s .u s  (X t )  e s t  f o r t e -  

merit markovien . 

(~)Notre hypoth@se sur (Pt)^a consist~ ~ supposer cela pour les 

lois d'entr~e de la forme (Pts~) : mais cela vaut alors pour des 

lois d'entr6e quelconques (KUI~TA-WATANABE). Nous laissons cela 

au lecteur. 
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~%.- CO~IPORTE~iENT DES FONCTIONS COEXCESSIVES 

SUR LES TRAJECTOIRZS 

Nous n'avons utilis6 jusa_u'& maintenant que la dualit6 par 

rapport ~ une mesure de la forme v=~U. La m@thode de ce paragraphe 

indique une mani@re de traiter des situations plus g6n6rales. Com- 

me les r6sultats que nous exposons sont encore incomplets, nous 

n'avons pas cherch6 ~ rendre les hypotheses aussi faibles que 

possible. 

HYFOTH~SES.- k est une mesure de Radon (=>0) ; (Pt) st (P+) sont 

deux semi-groupes standard, dont les r6solvantes (Up) ot (~p) 

transforment les fonctions bor61iennes en fonctions bor@liennes, 

sont en dualit6 par rapport ~ 
A 

<f,Upg>~ = <fUp,g> si f et g sont bor61iennes positives, 

et sont telles en outre que les mesures sxUp, Ups x sont absolu- 

ment continues par rapport ~ k. 

Cette situation a 6t6 6tudi6e par KUNITA-WATANABE , qui ont 

montr@ l'existence de bonnes densit6s pour les r6solvantes : voi~ 

ce sujet l'expos@ de WEIL "r6solvantes en dualit6" qui pr@- 

sente les travaux de KUNITA-WATANABE. 

Nous allons 6tablir le r6sultat suivant , qui ne peut passe 

d@duire directement du th6or~me de retournement . Nous d@signons 

ci-dessous par (f),... ,Xt,P~ ) la r6alisation canonique du semi- 

groupe (Pt) . 

TH~O~E.- Soit g une fonction p-coexcessive (p>O), et soit ~ une 
w 

loi initiale . Pour P~-presque tout ~e~ l'application t~->goXt_(~) 

est continue ~ gauche sur ]0, ~ [, pourvue de limites..~, droite sur 

J ,p DEMONSTRATION.- Quitte & remplacer k t ) et (Pt) par des s~mi-grou- 

pes de la forme (e-qtPt), (e-qt~t) avec q>O, nous pouvons suppo- 

set a) que les noyaux potentiels U et U sont born6s , b) que 

g est coexcessive • Nous laisserons au lecteur le retour du semi- 

groupe (e-qtPt) au semi-groupe (Pt). 

(~) Si X~_ existe p.s., on peut remplacer ]O,~[ par ]0,~], dome par 
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Soit ~ une fonction continue born6e, k-int6grable et stricte- 

merit positive en tout point, et soit ~' une loi proportionnelle 

la mesure born6e ~+¢.k ; soit v' la mesure excessive ~'U ( qui 

est born6e - et donc une mesure de Radon - du fair que le noyau 

U est born6). D'apr~s un th6or~me de KUNITA-WATANABE , rappel~ 

dans l'expos@ de WEIL sur les r6solvantes en dualitY, il existe 

une fonction coexcessive unique v telle que ~'=v.k , Comme v' est 

born@e, v est finie pp. ; comme ¢ est partout >0, un ensemble A 

est ~'-n6gligeable si et seulement s'il est de ~otentiel nul, 

c'est ~ dire k-n@gligeable. Autrement dit, v' et ~ sent 6quivalen- 

tes, et l'ensemble Iv=O] est ~-n@gligeable. Mais vest coexcessive, 

donc cet ensemble est cofinement ouvert : s'il est ~-n6gligeable, 

c'est qu'il est vide. 

Posons Qt(dx,y) = 
v(y) 

~y(ax) si v(y)=~ 

I1 est bien connu depuis DOOB que l'on obtient ainsi un semi-groupe 

sous-markovien, eta KI~TA-WATANABE out montr@ que c e semi-groupe 

est standard. D'autre part> (Pt) et (~) sent en dualit~ par rap- 

port ~ ~'=~'U(=~j v.~ . Enfin, la fonction @gale ~ ~v sur [v<oo ], 

0 sur iv=co ]'est excessive par rapport au semi-groupe (~). 

Munissons f] de la mesure I ~a', et herons que la dur@e de vie du 

processus (X t) est p.s. finie , du fait que le noyau U est born@. 

Nous pouvons donc utiliser la dur@e de vie comme temps de retour, 

ce qui nous d@finit un processus (Xt) admettant (~) comme semi- 

groupe de transition • D'aprSs le th6or~me de HUNT sur le compor- 

tement des fonctions excessives sur les trajectoires, 
A 

t ~-> ~voXt est continue ~ droite sur ]O,oo [, avec des 
p~' (~) 

limites ~ gauche sur ]0,oo[ , -p.s. 

et par cons6quent, en retournant le temps : 

t~-> _ ~oXt_ est continue ~ gauche sur ]0,~[, avec des 

limites ~ droite sur [0,~[ 
n 

(~) I1 est d'ailleurs facile d'6viter la d~fficult6 relative ~ [v=oo ] 

en se ramenant, par troncation ~ un entier k, au cas o~g est fi- 

hie, puis en faisant tendre k vers co. Nous supposerons g finie 

dans la suite de la d6monstration. 
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Maintenant, nous ferons deux remarques : 

- ce qui vient d'etre dit s'applique ~ une fonction coexcessi- 

ve (finie) quelconque , en particulier ~ la fonction 1 • 

-l'ensemble [v=oo] est n@gligeable, donc ~olaire , pour le 

semi-groupe (~t) ( voir MEYER : processus de Markov, chap.XV, th. 

27 ) • I1 en r~sulte qu'il est aussi polaire pour le semi-groupe 

(~) : P~'[ ~te]0,oo[ : voXt=oo ]=0 . En retournant, on voit que 

l'on a P~'-p.s. loxt_ ~0 sur l'intervalle ]0,co [ . D'o~ l'asser- 

tion relative ~ goX~ en divisant g/v par 1/v. Bien entendu, une 
! -- 

assertion vraie P~ -p.s. est vraie l~-p.s., puisque ~ est major6e 

par un multiple de ~'. 

Nous laisserons de c8t6 les r6sultats plus fins relatifs au 

cas oG (Pt) est un semi-groupe de HUNT, et oG g est coexcessive 

r@guli~re. Ces r~sultats seront publi@s ailleurs. 
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F O N C  T I O N N E L L E S  A D D I T I V  ES P A R F A I T E S  

~par  C a t h e r i n e  D O L E A N S )  

N o u s  m o n t r o n s  d a n s  c o t  e x p o s ~  c o m m e n t  l o s  r@su l t a t s  de  B l u m e n t h a l  

e t  G e t o o r  s u r  l a  r e p r e s e n t a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  p - e x c e s s i v e s  r ~ g u l i ~ r e s  e t  

c e u x  de  S. W a t a n a b e  s u r  la  s t r u c t u r e  d e s  f o n c t i o n n e l l e s  a d d i t i v e s ,  p o s i t i v e s ,  

p u r e m e n t  d i s c o n t i n u e s  e t  q u a s i  c o n t i n u e s  ~ g a u c h e  dWun p r o c e s s u s  d e  H u n t  

p e r m e t t e n t  de  p r o u v e r  que  t o u t e  f o n c t i o n n e l l e  a d d i t i v e  p o s i t i v e  e s t  i n d i s t i n -  

g u a h l e  d t u n e  f o n c t i o n n e l l e  p a r f a i t e .  

E e s t  un  e s p a c e  l o c a l e m e n t  c o m p a c t  a b a s e  d d n o m b r a b l e  e t  {Pt  ) un  

s e m i - g r o u p e  de  t r a n s i t i o n  m a r k o v i e n  s u r  E s a t i s f a i s a n t  a l ' h y p o t h ~ s e  {A} 

de  H u n t  {on s u p p o s e  p o u r  s i m p l i f i e r  q u e  l o s  n o y a u x  P t  t r a n s f o r m e n t  l e s  f o n c -  

t i o n s  b o r ~ l i e n n e s  en f o n c t i o n s  b o r d l i e n n e s } .  On s u p p o s e  d e  p l u s  q u ' i l  e x i s t e  

u n e  m e s u r e  p o s i t i v e  e s u r  E t e l l e  que  l a  s e u l e  f o n c t i o n  p - e x c e s s i v e  n u l l e  

e - p r e s q u e  p a r t o u t  s o i t  la  f o n c t i o n  i d e n t i q u e m e n t  n u l l e  { H y p o t h ~ s e  L) . L e s  

n o t a t i o n s  Q, (Xt~ , e t ,  __F, =Ft, ~ s e r o n t  c e l l o s  de  [ 3 ]  ( p r o c e s 6 u s  c a n o n i q u e s ) .  

T h ~ o r ~ m e  : S o u s  c e s  h y p o t h e s e s  t o u t e  f o n c t i o n n e l l e  a d d i t i v e  p o s i t i v e  e s t  

i n d i s t i n g u a b l e  d ' u n e  f o n c t i o n n e l l e  p a r f a i t e .  

D ~ m o n s t r a t i o n .  - R e m a r q u o n s  t o u t  d ' a b o r d  q u e ,  t o u t e  f o n c t i o n n e l l e  a d d i t i v e  
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Etan t  f o r t e m e n t  m a r k o v i e n n e ,  on  a p o u r  t ou t  t e m p s  d ' a r r ~ t  T 

et  
(;~) AT+ s A T + A s = o 9 T ~ / s  

o 0  (~J )  A ( T + s ) -  = A T  + A s -  T ~ / s > 0  

s a u f  s u r  un  e n s e m b l e  H T n E g l i g e a b l e  p o u r  t o u t e  m e s u r e  P ~ .  (A t ) s e  

d e c o m p o s e  d o n e  en la  s o m m e  d e s  t r o i s  f o n c t i o n n e l l e s  a d d i t i v e s  p o s i t i v e s  

B t = E (/,s.As_) l{x s =X } ' Ct = ~ (As"t~ ) l{Xs~Xs } et 
s~ t  s -  s <  t s -  - 

D t = A t - B t - C  t . On e s t  d o n c  r a m e n E  ~ 4 t u d i e r  s E p a r E m e n t  l o s  c a s  : d ' u n e  

f o n c t i o n n e l l e  p u r e m e n t  d i s c o n t i n u e  n a t u r e l l e ,  d ' u n e  f o n c t i o n n e l l e  p u r e m e n t  

d i s c o n t i n u e  q u a s i c o n t i n u e  a g a u c h e ,  d ' u n e  f o n c t i o n n e l l e  c o n t i n u e .  

. ~.TUDE D'U.N.E F O N C T IO N N . E . L LE P U R E M E N T  D!SCONTINUE~ QUASI  

C O N T I N U E  A G A U C H E .  

Si une  f o n c t i o n n e l l e  a d d i t i v e  p o s i t i v e  (C t) e s t  p u r e m e n t  d i s c o n t i n u e  

et  q u a s i - c o n t i n u e  ~i g a u c h e ,  i l  e x i s t e  une  f o n c t i o n  f b o r f i l i e n n e  p o s i t i v e  s u r  

E X E ,  n u l l e  s u r  l a  d i a g o n a l e , t e l l e  que  (C t) s o i t  i n d i s t i n g u a b l e  de  l a  f o n c t i o n -  

n e l l e  

S f t  = Z f ( X s -  X s) I 
s~t ' {Xs ~ Xs- } " 

(Ce r d s u l t a t  e s t  dO ~ S. 

[ 4 ] ) .  L a  f o n c t i o n n e l l e  

c a s .  

Watanabe [6] , eta 4t4 expose au th~or~me 6 

Sf t Etant parfaite le th4or&me est 4tabli dans ce 

de 

Z . ~.TUDE D' UNE FONCTIONNELLE PUREMENT DISCONTINUE NATURELLE. 

Nous  c o m m e n ~ o n s  p a r  l e  c a s  o~, l a  f o n c t i o n n e l l e  p o s s ~ d e  un 

p - p o t e n t i e l  b o r n d .  
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L e m m e  t .  - S o i t  (B t) u n e  f o n c t i o n n e l l e  a d d i t i v e  p o s i t i v e ,  n a t u r e l l e ,  p u r e -  

m e n t  d i s c o n t i n u e .  S ' i l  e x i s t e  un  n o m b r e  p a 0 t e l  q u e  l e  p - p o t e n t i e l  

__U P = E "  [ ~ ;  e-P £ d B t ]  s o i t  b o r n e ,  a l o r s  (B t) e s t  i n d i s t i n g u a b l e  d ' u n e  f o n c -  

t i o n n e l l e  p a r f a i t e .  

Demonstratlon : 

I) Soit e m0 etposons T e = inf (t ; Bt-Bt. > e) . D'apr~s [2 3,~ est 

un temps d'arr~t accessible (ce qui entra~ne que pour chaque mesure P~ 

il existe une suite S x x k de temps d'arr~t telle que l'on air ~px p.s. l~m S k = 
T • x T e , S k < Vk)  e t  l e  p r o c e s s u s  B t -  A BT~ I [ t < T e  ] e s t  e n c o r e  n a t u r e l .  

E n  i t ~ r a n t  c e  p r o c 4 d 4  e t  en  f a i s a n t  v a r i e r  e on  v o l t  q u e  l ' e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  

d e  d i s c o n t i n u i t 4  d e  B t e s t  l a  r 4 u n i o n  d e s  g r a p h e s  d ' u n e  s u i t e  d e  t e m p s  

d ' a r r ~ t  a c c e s s i b l e s  T n. 

2) Consid~rons maintenant la fonction f = U P ; f dtant p-excessive on a 

(f o Xt )-(I) > f o Xt- P. s. , et une construction analogue ~i celle faite pour 

(B t) montre que [(t,w) ; (f o Xt) - ~ f o Xt_] estla rdunion des graphes 

d'une suite de temps d'arr~t accessibles S 
n" 

3) Soit maintenant Tun temps d'arr~t accessible ; si x6 E, T x d~si- 
n 

x linm T x= T, TX< T ~n; gne une suite de temps d'arr~t telle que l'on ait ~ -p. s. n n 

leprocessus croissant naturel associd ~ila surmartingale ~= e'PtfoXt 

est C t = --f:] e "ps d B s et l'on a si m > n : 

Ex [" ~T + ~T x ] -~T x ] : E~. x [CT'CTx] ~TX] 
m n m n 

c e  q u i  d o n n e  e n  p a s s a n t  ~ l a  l i m i t e  en  m p u i s  en  n (on  r e m a r q u e r a  q u e  

n 

ouencore 

EX ['~T + ~T- I =FT ] = EZ [ CT'CT-[ -~T ] 

x 
~T-~T. = CT_ - C T P -p.s. 

(i}  f°xt[- isi<r f ° x  s 
S-~t  

; c e t t e  l i m i t e  e x i s t e  s a u f  s u r  un e n s e m b l e  n ~ g l i g e a b l e ,  

n e  d ~ p e n d a n t  p a s  d e  t . 
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4) La fonctionnelle p-additive~C~) (Ct+ s = C t + e'PtCs ° @t p.s.)# est 

donc indistinguable de la fonctionnelle p-additive parfaite 

C t' = Z e "ps [(f ° X ) -f o X s ) I[X s } et la fonctionnelle Bt=fot~ePSd C 
S~ t s - - =X s . s 

est indistinguable de la fonctionnelle Z [(f o X s) - f o X ] IlK s } qui 
est parfaite, s< t s =Xs. 

c. q . f . d .  

. 

Passons rnaintenant au cas gdndral ; consid~rons une fonctionnelle 

additive (B t) positive naa, relle et purement discontinue ; le temps d'arr~t 

T k: inf It ; Bt-Bt. 6] k+ll , kl ] } est un temps d'arr~t terminal sans points 

permanents. Les relations (~) et ($~) ai~,si que la proposition Z de [4] mon- 

t r e n t  q u e ,  s i  Tkn s o n t  l e s  i t ~ r ~ s  de  T k, l a  f o n c t i o n n e l l e  B t B T k  

e s t  u n e  f o n c t i o n n e l l e  a d d i t i v e  p o s i t i v e  d o n t  l e s  s a u t s  s o n t  n 

c o m p r i s  e n t r e  ~'~'1 e t  . L a  f o n c t i o n n e l l e  (B t) ~ t a n t  u n e  s o m m e  d ~ n o m b r a -  

b l e  d e  t e l l e s  f o n c t i o n n e l l e s ,  i l  s u f f i t  de  m o n t r e r  q u e  c h a c u n e  d e s  f o n c t i o n n e l l e s  
k 

B t e s t  i n d i s t i n g u a b l e  d ' u n e  f o n c t i o n n e l l e  p a r f a i t e .  M a i s  d ' a p r ~ s  l a  p r o p o s i t i o n  
k 

3 de  [ 4 ]  , B t e s t  s o m m e  d ' u n e  s u i t e  de  f o n c t i o n n e l l e s  a d d i t i v e s  p o s i t i v e s  

n a t u r e l l e s  p u r e m e n t  d i s c o n t i n u e s  a y a n t  un p - p o t e n t i e l  b o r n 4 .  C e l l e s  - c i  s o n t  

i n d i s t i n g u a b l e s  d ' u n e  f o n c t i o n n e l l e  p a r f a i t e  ~ l ' a p r ~ s  Ie  l e r n r n e  1, i l  en  e s t  d o n c  

de  m ~ m e  d e l e u r  s o m m e  (Bt~ , e t  e n f i n  de  (B t) . 

c.  q. f .  d.  

~.TUDE DES FONCTIONNELLES CONTINUES 

L a  " p e r f e c t i o n "  d e  l a  f o n c t i o n n e l l e  a d d i t i v e  p o s i t i v e  e t  c o n t i n u e  (D t) 

va  r ~ s u l t e r  d e s  l e r o m e s 2 ,  3 , 4 .  N o u s  r a p p e l o n s  tou t  d ' a b o r d  l a  d d f i n i t i o n  

s u i v a n t e :  

D d f i n i t i o n  : U n e  f o n c t i o n  p - e x c e s s i v e  f e s t  d i t e  u n i f o r m d m e n t  p - e x c e s s i v e  s i  

= n r l~ n e -ps  P f ds  e l l e  e s t  b o r n ~ e  e t  s i  l e s  f o n c t i o n s  fn  v s t e n d e n t  u n i f o r m ~ -  

m e n t { e n  c r o i s s a n t )  v e r s  l a  f o n c t i o n  f l o r s q u e  n t e n d  v e r s  l ' i n f i n i .  

Les lemmes Z et 3 suivants sont dQs R Blumenthal et Getoor ([1]) . 
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L e m m e  ~. - So i t  (A t) une  ( o n c t i o n n e l l e  a d d i t i v e  p o s i t i v e  c o n t i n u e  ; s i  p o u r  

un p >0 , l e  p - p o t e n t i e l  f d e  (A t ) e s t  une  f o n c t i o n  u n i f o r m 4 m e n t  p - e x c e s s i v e ,  

l a  f o n c t i o n n e l l e  (A t) e s t  i n d i s t i n g u a b l e  d ' u n e  f o n c t i o n n e l l e  p a r f a i t e .  

D ~ m o n s t r a t i o n  : P o u r  m o n t r e r  q u e  (A t) e s t  i n d i s t i n g u a b l e  d ' u n e  f o n c t i o r m e l l e  

p a r f a i t e  n o u s  m o n t r e r o n s  q u e  l a  f o n c t i o n n e l l e  B t = f t  ePS d A s e s t  i n d i s t i n -  

g u a b l e  d ' u n e  f o n c t i o n n e l l e  p - a d d i t i v e  p a r f a i t e  ( s i  gt d ~ s i g n e  l a  s u r m a r t i n g a l e  

gt=e "p t  f o X t , B t e s t ,  p o u r  r o u t e  m e s u r e  PP , l e  p r o c e s s u s  c r o i s s a n t  

c o n t i n u  a s s o c i ~  ~ l a  s u r m a r t i n g a l e  gt ) . 

P o s o n s  p o u r  tou t  n e n t i e r  : 

1 / n  ~ps p f d s  
fn =n ; o  s 

gn = n ( f ' e P / n  P l / n  f) (on a ~=  U p gn ) , 

n o X t gt = e ' p t  fn 

j, = n 
Bnt = ot e -  p s  gn o X s  d s  (on a fn ~E" I B m ] )  

T e = inf  {t ; ~t n 

n a s s e z  g r a n d ) .  

T e (T 2 e s t  un t e m p s  d ' a r r ~ t  e t  l ' o n  a n = ~ pour 

Pour toute mesure 

n -- sup f(x) : aupotentiel ~t et l'on a)si c 

E" [(B~n)2 ] = 2 E" I f  " ~ n d ~  o t Btn] ~ 2 c E" 

et  

PP, ( B ?  e s t  l e  p r o c e s s u s  c r o i s s a n t  c o n t i n u  a s s o c i ~  

[ B n 3 ~ 2 c Z < m ~  

oo m 

(on a p p l i q u e  T. 15 c h a p .  VII  de  [ 5 ]  d ' a b o r d  au  p r o c e s s u s  ( B t ) ,  p u i s  au  
n 

p r o c e s s u s  B t B t I o r s q u ' a n  e s t  s ~ r  q u e  i e s  q u a n t i t ~ s  N" [ ( B  n )Z ? s o n t  

f i n i e s ) .  S i m  e t  n s o n t  s u p ~ r i e u r s  ~ q on  a d o n c  : 
e 

T 
. Boo ) ] ~ 2+,~ [ ; o q [  g t _ g  t I d ( B t +  Bt  ) 44c e 

q 
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n B m ] c p  p 
,r e 

q 

< 4 e c+8 c P P  
T Cf  

q 

(On a u t i l i s ~  l a  r e l a t i o n  P P  fn  = d s 
° 

Comrne les temps d'arr~ts T c sont identiquement 4gaux ~ += lorsque 
q 

q est assez grand, les fonctlons x-~ PP§ f(x) tendent uniform4ment vers 0 
i *q 

avec --et l'on peut constru~re une sous-suite n. te]le que l'on ait pour 
q i 

t o u t  x 6 E 
n i  Bni+l)2 ] < ~EX[(B~- = 2 "i . 

n. n. 
i 

L'in~galit4 de Doob appliqu~e aux martingales ~t I+ Bt de variables al~atoires 
n i 

terminales B= donne alors : 

- x  ..... n i  n i  n i+ l  Bn i+ l  
E [supl  +B - g  - I 

S S S s S 
] < ~ 2 " i  (~ = c o n s t a n t e )  ; 

n °  n .  

1 f o r m e n t  p X  e t  l e s  f o n c t i o n s  s ~  ~s 1 + B s ~ ,  - p . s .  u n e  s u i t e  d e  C a u c h y  p o u r  

l a  c o n v e r g e n c e  u n i f o r m e .  L e s  f o n ~ i o n s  s~'~ ~ ni  ~ t a n t  u n i ~ r m ~ m e n t  c o n v e r g e n -  
s n 

t e s  v e r s  ~ ( f e s t  u n i f u r m ~ m e n t  p - e x c e s s i v e ) ,  l ' e n s e m b l e  ~ = [ ~  ; B (~) 
S 8 

n e  c o n v e r g e  p a s  u n i f o r m 4 m e n t  s u r  ( 0 , +  =) q u a n d  i -~ + = ] e s t  d e  p x  m e s u r e  

n u l l e p o u r  t o u t x E E  . D ' a u t r e p a r t  s i  ~ c o n t i e n t  ~ , i l  c o n t i e n t  0 w 
n. n. n. s 

(car e -ps B t 1(Ssw) = B I (w) - B i (w)). 
s+t s 

~osons : 
n. 

B surC.  

0 sur ~ ; 

( B ~ )  e s t  u n e  f o n c t i o n n e l l e  p - a d d i t i v e  c o n t i n u e  p a r f a i t e  ; on  v ~ r i f i e  f a c i l e m e n t  

p X  ' + ~t e s t  u n e  m a r t i n g a l e  ; d ' a p r ~ s  T Zl  q u e  p o u r  r o u t e  m e s u r e  ~ B t 
x 

c h a p .  VII  d e  [ 5 ]  , ( B ~ )  e s t  d o n c  P -p .  s .  i n d i s t i n g u a b t e  d e  (B t) e t  l e s  

f o n c t i o n n e l l e s  (B t) e t  (B~) s o n t  i n d i s t i n g u a b l e s  . 

c. q. f. d. 
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Lemme 3.- 

u n e  f o n c t i o n  

A't = f toq~O X s  d A s  s o i t  d e  l - p o t e n t i e l  b o r n E .  

D E m o n s t r a t i o n  : S o i t  q~ E" [ ~o e - t  = e d t ]  

Pour tout temps d'arr~t T on a : 

e t  d o n c  en  u t i l i s a n t  T. 15 c h a p  VII d e  [ 5 ]  : 

S o i t  A tree f o n c t i o n n e l l e  a d d i t i v e  c o n t i n u e  p o s i t i v e ,  i l  e x i s t e  

q~ p a r t o u t  > 0 t e l l e  q u e  l a  f o n c t i o n n e l l e  a d d i t i v e  c o n t i n u e  

AT ~ -s "As 
] = E" [e T e ; T  e e 

Au -s -As 

u U 

-A A - A  
E" [:ds e -s s f ~  u E. [ J~o = e e d A ] = e's(l-e S)ds ]< 1 

u aw. 

dsl T] 

c.  q. f .  d.  

I1 n o u s  s u f f i r a  d o n c  d e  t r a i t e r  l e  c a s  o~ A a u n  l - p o t e n t i e l  b o r n E ,  c a s  

qu i  r E s u l t e  d u  l e m m e  s u i v a n t  e t  du  l e m m e  Z. 

L e m m e  4.  - S o i t  (A t) u n e  f o n c t i o n n e l l e  a d d i t i v e  p o s i t i v e  c o n t i n u e  d o n t  l e  

p - p o t e n t i e l  f e s t  b o r n e ,  i l  e x i s t e  a l o r s  d e s  f o n c t i o n n e l l e s  a d d i t i v e s  c o n t i n u e s  

p o s i t i v e s  Ant t e l l e s  q u e  l e s  f o n c t i o n s  fn=U p s o i e n t  u n i f o r m ~ m e n t  p - e x c e s -  
n n 

s i r e s  e t  q u e  A t = n~.A t . 

D ~ m o n s t r a t i o n  : C h o i s i s s o n s  une  m e s u r e  8 b o r n ~ e  t e l l e  q u e  l a  s e u l e  f o n c -  

t i on  p - e x c e s s i v e  n u l l e  e _ p . p .  s o i t  l a  f o n c t i o n  z ~ r o ,  e t  c o n s i d ~ r o n s  l e  n o -  

W d 6 f i n i  p a r  : 

wg= EgE g° x t d A t 3 

L a  m e s u r e  ~] = $ W e s t  u n e  m e s u r e  b o r n 6 e  (< ~], 1> - < 0 , W I ~ - - <  e , f > < +  ~) 

e t  l e s  f o n c t i o n s  e "p t  P t  f t e n d e n t  v e r s  l a  f o n c t i o n  f l o r s q u e  t -" 0 ; i l  e x i s t e  
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donc, d'apr~s le th~or~me d'Egorov, une suite croissante de compacts 

K n tels que e -pt Pt f tende uniformdment vers f sur K n et que I](E\ UnKn )= 0 

Posons gn = W(II< ) et F = E \nU Kn ; la fonction W I F dtantp-exces- 

sive, et nulle 8-p. p. es~ identiquement nulle et les fonctions gn et fn=gn-gn_l 

sont p-excessives et borndes. De plus pour tout e > 0 il existe un h > 0 

tel que l'on ait ; si t< h . 

e - p t  p t  f + e >f sur K n 

on a donc sur K 
n 

W(I K ) + e "pt W(I-I K ) < f < e'ptPtf + ¢ = e-ptp t W I K +e'ptPt(W(l-I K )) + s 
n n n n 

C° ~. d° 

gn = W I K < e - l X P t  gn + ¢ s u r  K n . 
n 

D'apr~s le principe du maximum cette in~galit~ a lieu partout sur E 

et les fonctions gn (et donc les fonctions fn ) sont uniform~ment p-excessives. 

Pour chaque fonction fn on peut construire une fonctionne]le p-additive conti- 

: [L n] construction n u e  p a r f a i t e  t e l l e  que  fn  ~ A t 

c o n t e n u e  d a n s  l a  d ~ m o n s t r a t i o n  du l e m m e  Z). L a  f o n c t i o n n e l l e  a d d i t i v e  n a t u -  
' =  r e l l e  A t E n A a p o u r  p - p o t e n t i e l  l a  f o n c t i o n  ~. f = f -  W I F= f,  e l l e  e s t  

n n 

d o n c  i n d i s t i n g u a b l e  de  l a  f o n c t i o n n e l l e  a d d i t i v e  c o n t i n u e  A t ( v o i r  l ' a r g u m e n t  

u t i l i s ~  ~ l a  f i n  du  l e m m e  2). 

c. q. f. d. 
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S~minaire de Probabilitds IO66167 

ESPACES H m SUR LES VARIETES, 

ET APPLICATIONS AUX EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 

SUR UNE VARIETE COMPACTE. 

(par  C a t h e r i n e  DOLI~.ANS) 

On r e p r e n d  ic i  l es  m~thodes  donndes  p a r  Shmue l  Agmon  ( L e c t u r e s  on 

Elliptic Boundary value Problems , Princeton, Van Nostrand 1965), pour 

1'6rude dans les espaces H m des ~quations elliptiques. Pour simpiHier, on 

se place ici sur une varidt~ cornpacte sans bord, et on ne considbre que des 

dquations elliptiques d'ordre Z. 

0. 1 . NOTATIONS 

a) x est unpoint de [R n de coordonndes Xl,...,x n , et Ix - y[ est 

la distance euclidienne sur ~R n. 

= (c~ 1 , .... @n ) , c~ i6~I , est un multi-indite ; on munit l'ensemble 

des multi-indices de la relation d'ordre : -0t < 8 " si et settlement si "~'z < 8~' 

i = 1 .... , n1' . Et l'onpose : 

I¢I = c~ 1÷ . +or 

~1 ~n 
x :xl ... x 

0( Ol el 

D = D 1 Dnn 
1 
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(D i e s t  l ' o p 6 r a t e u r  d i f f 6 r e n t i e l  a s s o c i a n t  A une  f o n c t i o n  s a  d 6 r i v 6 e  d a n s  l a  

direction x i ). 

if! = C~lt c~ ! 
• " * " n "  

b) f2 e s t  un  o u v e r t  d e  ER n C m co • l o c  (~) ( r e s p .  C l o  c (f2)) e s t  l ' e s p a c e  d e s  f o n c -  

t i o n s  A v a l e u r s  r 6 e l l e s ,  m - l o i s  c o n t i n u m e n t  d i f f 6 r e n t i a b l e s  ( r e s p .  i n d 6 f i n i m e n t  

d i f f 6 r e n t i a b l e s )  s u r  fill) C m (f2) ( r e s p .  C c° ( ~ ) )  e s t l ' e s p a c e  d e s  f o n c t i o n s  
co C C 

d e  Cmloc (f2) ( r e s p .  C l o  c (f2) A s u p p o r t  c o m p a c t  d a n s  ~ . 

c) La notation ~]I cc~]Z signifie : ~]I et ~2 sont des ouverts de ~R n , ~i est 

compact e t  ~I c f2 Z . 

0. Z . REGULARISEES D'UNE FONCTION INTEGRABLE. 

f2 est un ouvert de ~R n , u une fonction int6grable sur tout ouvert born6 de 

f~ ; on d6signe par j(x) une fonction de C c (~i~ n) nulle hors de la boule unit6 

de CR n , satisfaisant ~ ~[R n j(x) dx = 1 , et par j¢ (x) les fonctions 

I X 
i(x) - j ( 

cn 
) . On a f a c i l e m e n t  l e s  r 6 s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

co 
1 . -  Je  u = Je u = Je (x -y )  u(y)  d y  e s t  dar ts  C lo  c (~R n) 

( u e s t  p r o I o n g 6 e  p a r  z 6 r o  h o r s  d e  f~). 

Z. - Si  u e s t  a s u p p o r t  c o m p a c t  K , J¢  u e s t  A s u p p o r t  d a n s  

3. - Si u 6 L2 (~) ' Je u-. u dans L Z (~) . 
~--,O 

K + s u p p ( j e ) .  

(1) C m P ~. l o c  (~) e s t  p l u s  h a b i t u e l l e m e n t  n o t 6  C m (f2) . N o u s  p r e f e r o n s  e m p l o y e r  l a  

n o t a t i o n  C m i o c  (~) p o u r  m o n t r e r  q u e  l ' a p p a r t e n a n c e  ~ c e t  e s p a c e  e s t  u n e  p r o -  

p r i n t 6  l o c a l e .  
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0. 3 .PARTITION DE L'UNITE SUBORDONNEE A UN RECOUVREMENT LOCALEMENT 

F I N I .  

S o i t  ( ~ i ) i 6  1 u n  r e c o u v r e m e n t  o u v e r t ,  l o c a l e m e n t  f i n i ,  d ' u n  o u v e r t  f~ d e  

IR n ; on  s u p p o s e  q u e  c h a q u e  o u v e r t  8 .  e s t  r e l a t i v e m e n t  c o m p a c t  d a n s  f2. 
1 

I1 e x i s t e  a l o r s  u n e  p a r t i t i o n  d e  l ' u n f t 4  d e  c l a s s e  C s u b o r d o n n 6 e  a u  r e c o u v r e -  

m e n t  ( ~ i )  i 6  I ; c ' e s t  ~ d i r e ,  u n e  f a m i l l e  d e  f o n c t i o n s  (a i )  i 6 I  t e l l e s  q u e  

co 

I~ 0 - < a i - < l  , a .  6 C  ( ~ ) ' )  
i c i 

2) E a. (x) = I x6 D 
i 

i~l 

Remargue : Si les ~i ne sent pas relativement compacts dans f2 , on peut 

seulement affirmer que les supports des a i (dans f~) sent dans ~i " 

On t r o u v e r a  u n e  d 4 m o n s t r a t i o n  d e  c e  r 6 s u l t a t  d a n s  L .  S c h w a r t z ,  

T h ~ o r i e  d e s  d i s t r i b u t i o n s ,  T .  I. p a g e s  22 e t  23.  

I . E S P A C E S  H m (fi). 

On d 6 f i n i t  i c i  l e s  e s p a c e s  H m (f~) e t  H m (f~) o~ Q e s t  u n  o u v e r t  
I= IOC ' 

de [R n ; on montre que Clo c (f~) est dense dans Hm(Q) , puis on ~tudie la 

r4gularit~ des fonctions de H m loc (D) . On termine par le th6or~me de Rellieh 

(compacit~ de l'injection de H m (f~) dans H m-I (~)) dent on ne d4montre qu'une 

variante plus faible. Le paragraphe (1.4) est d'ordre technique et nous ser- 

vira dans l'6tude de la r'6gularit4 des solutions de certaines ~quations diff~ren- 

tielles. 

I .  I . E S P A C E S  H m (~q) E T  H m 
l o c  (~) 

Q d 4 s i g n e  t o u j o u r s  un  o u v e r t  d e  [R n 
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D d f i n i t i o n s  . - 

a) Une fonction u 6 LZ(t~) appartient a 

si, p o u r  tout C¢ , I, t m, les ddrivdes D~u 

sont ellesDm~mes des fonctions de L2(~) . 

Hm(f~) (m 6 flW) s i  e t  s e t t l e m e n t  

d e  u a u  s e n s  d e s  d i s t r i b u t i o n s  

b) Une f o n c t i o n  u a p p a r t i e n t  ~ I-I m 
l o c  (D) O0 

p o u r  t o u t e  f o n c t i o n  ~p d e  C (0) . 
c 

s i  e t  s e u l e m e n t  s i  ~ou 6 Hm(~) 

Remarque : H m (fl) est aussi ~videmment l'ensemble des fonctions u loc 
telles que u6H m (f21) pour tout f~l ccf~ 

T h d o r ~ m e  1. - H m (~) e s t  un  e s p a c e  v e c t o r i e l  s u r  CR , e t  l e  p r o d u i t  h i l b e r f i e n  

f a i t  d e  H m ( Q  un espace de Hilbert. 

D~u. D~v dx 

D f i m o n s t r a t i o n  N o u s  m o n t r e r o n s  s e u l e m e n t  q u e  Hm( f l )  e s t  c o m p l e t  : 

s i  [ u  k ]  e s t  u n e  s u i t e  d e  C a u c h y  d a n s  Hm(f~) , l e s  s u i t e s  {D°tUk ] s o n t  d e s  

s u i t e s  d e  C a u c h y  d a n s  Lg(f~) (Ic¢I < m )  ; s o i e n t  ucv l e u r s  l i m i t e s  d a n s  L2(f}) . 

L a  r e l a t i o n  

~_Q~ D~Uk dx= (-I) I=I ~ u k D~%O dx Vqo6C:(~) 

passe alors ~ la limite quand k tend vers + = , ce qui montre que : 

= D # uc~ u, u est dans Hm{Q) et u k-. u dans H m (f2). 

N o t a t i o n s  : On n o t e r a  

IIUlim, ~ = I~I~ m f~ ID~ul2dx) 

c~ 

Th6or~me Z.- ~oc 

et l u l m ,  - 

(~) n Hm(f2) 

dx) I/2 z I D % I  2 II, i_-m 
est dense dans Hm(~) . 
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Ddmonstration Consid4rons un recouvrement ddnombrable, localement fini 

de Q par des ouverts U n relativement compacts dens D . On peut alors 

Vn ccU , et construire un recouvrement ouvert ( ) de ~ , tel que V n n 

une partition de l'unitd (a n ) de classe C , subordonnde a (V n) ; posons si 

u6Hm(D) , u = a u ; les fonctions u sent dans H m (IR n) et A support 
n n n 

dens V n , on peut alors choisir des en tels que 

e t  

Vf n + s u p p  ( J e ) C C U n  
n 

II-  n - II n n m ,  ~ 2n ( ¢ m 0) 

(en effet u n est dans Hm(~ n) donc D c~ (j~ ~ u n) = j~ ~ D~Un 

t~ 3 de (0.2)donne 

tlD°~Un " JT] ~ D~Un II L2  (~n) I]-~0 > 0 ). 

co 

La fonction v = E je ~ u n est alors dans Clo c (f~) f] Hm(D) 
n n 

e t  on a 

, e t  l a  p r o p r i ~ -  

v@es 

Remarques : 

I) Si la fonction u es't A support compact dens Q , la fonction v cons- 

truite ci-dessus est dens C = (f}) . Toute fonction de H m (~) ~ support com- 
C 

co Cc~ 
pact darts Q est done limite de fonctions de C c (D) . Mais c (~2) n'est pasdense 

dens Hm(~, sa fcrmeture Hem(Q) cst l'espace des fonctions nulles ainsi clue sos ddri~ 

jusqu'~t l'ordre m sur le bord cle ~ (si l'ouvcrt ~ est assez rdgulier). 

2) Si l'ouvert f~ a une fronti~re de classe C ° on pcut montrer que les 

restrictions ~t ~ des fonctions de C ~ (fir n) sent denses dens Hm(Q) . 
C 

Nous ~nongons maintenant deux consequences imm~diates du th6o- 

r~me 2. 

- m 
Thdor~me 3.- (Regle de Leibniz) . Si u6Hm(~) , et si V6Cb (f}} (c.a.d. v 
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e t  s e s  d 4 r i v 4 e s  j u s q u ' a  l ' o r d r e  rn sont born4es dans 

I) uv6 Hm(~) 

2) D °l (uv) = £, (;) D~u D cr-8 v. 
B~0~ 

c o  

C e  r d s u l t a t  e s t  i m m d d i a t  s i  U 6 C l o  c (f2) f] Hm(f})  e t  o n  a c h ~ v e  l a  d d -  

m o n s t r a t i o n  en  u t i l i s a n t  l e  t h d o r ~ m e  Z. 

r e  ° p . 

T h d o r ~ m e  4 : ( i n v a r i a n c e  d e s  e s p a c e s  F~o c p a r  d l f f e o m o r p h l s m e s ) .  C21 e t  f}2 

d d s i g n e n t  d e u x  o u v e r t s  d e  IR n,  o n  s u p p o s e  q u ' i l  e x i s t e  u n  d i f f ~ o m o r p h i s m e  %0 
c o  

d e  c l a s s e  C d e  f21 s u r  C2 z , a l o r s  

1) f6H m loc (f~Z) est 4quivalent a fo%o6 H m loc (:~I) 

2) si fl~ c c f} 1 et ~'Z = q> ( f}'l ) 

d~pendant que de (~'I' %o) telle que 

i l  e x i s t e  u n e  c o n s t a n t e  c n e  

c llfll 2 pour tout f6Hrn( 'Z) . 

D 4 m o n s t r a t i o n  II est i m m d d i a t  qu'il existe une constante c telle que 

Hfoq)f] m ,  f l ' l  ~ c [1 f It r e ,  f2' z D o u r  t o u t  f e e  m - loc 
(~'Z) , 

o n  a e h ~ v e  l a  d 4 m o n s t r a t i o n  en  u t i l i s a n t  l e  t h 4 o r ~ m e  Z. 

r n  
I . Z . R E G U L A R I T E  D E S  F O N C T I O N S  D E  k~oc  (D). 

T h d o r ~ m e  5 : 

t i e r  m a j o r ~  p a r  

Supposons m > n [__.~ ] -~- , et soit j = m - -I .le plus grand en- 
n m- , alors m (f~) }~oc (~) e s t  contenu dans C oc " 
Z 
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D~monstration 11 suffit de rnontrer que Hm( IR n) est contenu dans C~oc([Rn): ~ 

si f2 est un ouvert de _~n et si u est dans H m (~Q) %0u est dans 
loc 

H m ( ~ n )  d o n e  d a n s  C~oc (~pn) p o u r  t o u t  %0E C = (f~) e t  d o n c  u 6  CJlo e (f~). C 

N o u s  c o m m e n q o n s  p a r  d o n n e r  u n e  c a r a c t 4 r i s a t i o n  d e  H m ( ~ n )  : 

S o i t  u 6  L Z ( [ P n )  e t  Q s a  t r a n s f o r m 4 e  d e  F o u r i e r  ; l a  f o n c t i o n  u a p p a r t i e n t  

H m ( £ R  n) s i  e t  s e u l e m e n t  s i  on  a f i n n ( l +  [~ [2  ) m  [Q(~)[2 d ~ < + =  ; e t l e s  

u - '  Ilullrn,m n e t  u - "  " 1 Z m [Z n o r m e s  3 n ( + I ~ I ) I Q(~) d.< sont ~ q u i v a l e n t e s .  
En effet, soit u une fonction d~e L 2 (JR n) , u est en particulier une distri- 

bution temp~r~e, et ses d4riv4es D~u ont pour transform4es de Fourier les 

_~ 0/ tl~n ( f o n c t i o n s  D u  = Q .  L a  r e l a t i o n  f 1+ [ ~[z)m iQt( )lz d ~ <  + = e s t  

donc 4quivalente ~ D~u g LZ([R n) (~/~, [01[ < m) , c'est a dire D~u 6L2~V. n) 

(~=¢, [c~[ < m) ; et les deux normes consid4r4es sent ~videmment 4quivalentes 

sur H m (JR n) . 

C o n s i d 4 r o n s  m a i n t e n a n t  u n e  f o n c t i o n  u a p p u r t e n a n t  ~ H m (£R n) e t  

SOit j = m - [~-~] - 1 > 9 ; la fonction ~0/ fi (~)= (1+l IZ)n/z (I+I¢IZ) /Z 
est dans L 1 (~n) pour tout 01, [a' I < j et la transformation de Fourier inverse 

donne pour D ~u : 

D°/u(x) = (2 ~)-nje i<x'~> ~Q (~) d ~, 1@1 <J ; 

u e s t  d.onc clans CJlo c (o%n)  
c. q. f. d. 

I .  3. THEOREMES DE RELLICH 

L e  t h ~ o r ~ m e  d e  ~ e l l i c h  p r o p r e m e n t  d i t  e s t  l e  t h ~ o r ~ m e  s u i v a n t  r e l a t i f  

l'injection de H m (f]) dans Hm-l(f]). 



T h f i o r ~ m e  6.- S o i t  

A l o r s  l ' i n j e c t i o n  d e  
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D u n  o u v e r t  b o r n ~  d o n t  l a  f r o n t i ~ r e  e s t  d e  c l a s s e  C ° . 

H m (~) d a n s  H m - l ( f 2 )  e s t  c o m p a c t e  (on s u p p o s e  m > 1 ). 

N o u s  n o u s  c o n t e n t e r o n s  d ' u n e  v a r i a n t e  p l u s  f a i b l e  e t  b e a u c o u p  p l u s  

f a c i l e  ~i d f i m o n t r e r  : 

T h ~ o r ~ m e  7. - S o i t  f2 u n  o u v e r t  b o r n f i ,  e t  H o  rn( f l )  l a  f e r m e t u r e  d e  C :  (fl) 
m - 1  d a n s  Hm(f2)  ; l ' i n j e c t i o n  d e  H~ n (fl) d a n s  H O (f2) e s t  c o m p a c t e  ( m  2 1 ) .  

D ~ m o n s t r a t i o n  : P l o n g e o n s  l ' o u v e r t  ~ d a n s  u n  c u b e  O q u e  l ' o n  s u p p o s e r a  
CO 

~ t r e  d ' a r ~ t e  un i t f i  ( f l c c Q ) .  T o u t e  f o n c t i o n  u d e  C c (~) s e  p r o l o n g e  en  u n e  

f o n c t i o n  d e  C c (Q) ( en  p r e n a n t  u : o s u r  Q \ f l )  p u i s  e n  u n e  f o n c t i o n  p f i r i o -  
2~ i  < x ,  ~ >  

d ic lue  d e  p ~ r i o d e  1. S~ ~ ~ n  b~  e e s t  l e  d ~ v e l o p p e m e n t  d e  u 

en s ~ r i e  d e  F o u r i e r ,  o n ~ :  

I I : f f  ul 2 dx : ~ ID a u 12 dx -- (2 ~)21~1 z Ib~l 2 ~2~ 

e t  

Ilull~. ~ I Z  (2 . )  21~1 ~ idol z ~2o, lu~C~ ( ~ ) ) .  

r~s  n o r m e s  Itulfm,~ ~t I;utl - -  E Ib o , , o l  2 ÷ r 
gE 2~ n 

Ibm! 2 I~[  2 m ]  
1 1 2  

CO 

s o n t  d o n c  f i q u i v a l e n t e s  s u r  C c (fl) • 

P r e n o n s  r n a i n t e n a n t  u n e  s u i t e  b o r n ~ e  (u j )  d a n s  H m (f2) , e t  m o n t r o n s  

q u e  l ' o n  p e u t  e x t r a i r e  d e  c e t t e  s u i t e  u n e  s o u s - s u i t e  c o n v e r g e n t e  c lans  

m Co m 
H "l(f2)  . C c (fl) ~ t a n t  d e n s e  d a n s  H o  (f2) , o n  p e u t  t o u j o u r s  s e  r a m e n e r  a u  

CO 

c a s  o~  l e s  u.j s o n t  d a n s  C c (C]) ; s o i e n t  (b j~ )  ~E •n l e s  c o e f f i ~ : i e n t s  d e  l a  s ~ r i e  e 

d e  F o u r i e r  a s s o c i ~ e  ~i u.j . P o u r  c h a q u e  ~ , l a  s u i t e  (bj  ~) j E ~q e s t  b o r n ~ e  
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s.~p Ilu, II ~ ~ A< + co) , et on peut par un procddd de diagonalisation ( c a r  
j J m 

e x t r a i r e  u n e  s o u s - s u i t e  n o t r e  e n c o r e  (bj ~) t e l l e  que  p o u t  t o u t  ~ l a  s u i t e  

(bj ~) j 6[N c o n v e r g e .  On a a l o r s  p o u t  t ou t  r 

#z  
I[ui - ujllm-1 = ] 5 ,  o- bi,o Iz +lgl~r ~ I bj ~ _ bi ~ fz I~1 2m-Z 

+ ~ Ibj.  I z I~1 z m - z  
I~l>r [ - b i z  

o~ l e  p r e m i e r  t e r m e  t e n d  v e r s  o l o r s q u e  i e t  j 

1 t1# z + ltuill # z  ] terme est major4 par -----2-- [ [luj 
r 

t e n d e n t  vers 
2 A 2 

2 " 
r 

o , e t l e  s e c o n d  

E t  l a  s u i t e  (u i} e s t  

g e n t e .  

une suite de Cauchy dans Hm'l(o), donc une suite 
o 

conver- 

c. q. f. d. 

1 , 4 .  I N E G A L I T E S  R E L A T I V E S  A U X  D I F F E R E 2 q C E S  F!NIES~ C O N S E Q U E N C E S .  

( M ~ t h o d e  d e  N i r e m b e r g )  

C e  qu i  s u i t  p r d p a r e  l ' d t u d e  d e  l a  r d g u l a l r i t d  d e s  s o l u t i o n s  d e s  d q u a -  

t i o n s  d i f f d r e n t i e l l e s  ( v o i r  l e  p a r a g r a p h e  ( 3 . 4 . )  ). 

-~ L 2 So i t  e un  v e c t e u r  u n i t a i r e ,  e t  h un n o m b r e  r ~ e l .  Si u6 (0~ on 

pose u(x+h e)-U(x) 
6_. = h pour tout x tel que d(x, C f2) > h . 

e , h  

si  ~] e s t  l e  v e c t e u r  u n i t a i r e  d i r i g ~  d a n s  la  d i r e c t i o n  d e s  x i , on  n o t e  

i 
5hU= 8 u 

L e m m e  1 : S o i e n t  u E H m ( Q  ( m ~ l )  e t  Q' un  o u v e r t  ( f ~ , c c f ~ )  , on a a l o r s  p o u r  
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t ou t  h <  d (~ ' ,  Cf}) 

1t8~ u l lm_l,~,~ llu!Im,~ i=l,..., n 

D~monstration : Ii suffit de montrer cette indgalit~ pour les fonctions 

uE C = (~) NH m (f2) . 

1) C o m m e n g o n s  p a r  l e s  f o n c t i o n s  d ' u n e  s e u l e  v a r i a b l e  : 

s o i t  f E C 1  (] a ,  b + h [  ) , o n a p o u r  x E ] a , b [  

f(x+h) - f(x) = r x+h f'(~) d 
JX 

l f(x+h) - f(x) I z < h F x+h lf'(~) l z d 
oX 

e t  

b I f(x+h} - f(x) I z f~ dx < h f b dx ~x+h if,(¢)l z d ~ = 
a x 

¢ dx +h ~abh dg If'(g) h f a a+h d ~ If,cg)l z I 

= h 2 rb+h lf'(~) 1 2 d 
v a * 

[2 ~ - h  dx+h Jbr b+h 2 ~ b  dx 

2) P l a ~ o n s  n o u s  m a i n t e n a n t  d a n s  ~1~ n,  on a p o u r  t ou t  0t , [~ [~  m - 1  : 

• i D ~ 2 D c~ 2 ,r [ D ~ 6 ~  u l Z d x  = j" 16 h ul dxgf ID i u l  dx 

et donc 1t6i h ull m-1 ,~' ~ Ilullm,~, 

c. q. f. d. 

L e m m e  Z : S o i t  Q un  o u v e r t  d e  [R n e t  {u k ]  u n e  ~ u i t e  b o r n d e  d e  f o n c t i o n s  

d e  Hm(f~) . St  u e s t  v a l e u r  d ' a d h ~ r e n c e  f a i b l e  d e  [Uk} d a n s  LZ(f~ u e s t  

d a n s  Hm(f~) , e t  p o u r  t ou t  ot , Jot] ~ m , D~u e s t  l i m i t e  f a i b l e  d a n s  

L 2 (G) d e s  DC~k. ( [Uk i ]  d ~ s i g n e  u n e  s o u s  s u i t e  de  [u  k ]  c o n v e r g e n t  f a i b l e -  

m e n t  v e r s  u danls L Z (f2)). 
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D~monstration : Soit ot un multi-indice satisfaisant ~i Iotl < m , la suite 

D~.-- est bornde dans L2(~) et admet donc une valeur d'adh~rence faible 

u0t IIi est alors imm~diat que u~ D ot • = u, ce qui ach~ve la d4monstration du 

lemme. 

Th4or~me 8. - Soit f~ un ouvert de [I:[ n. Si u 6 Hm(~-~ et s'il existe une cons- 

tante C telle que pour tout ~' , ~,cc~ on air II6~ u !Im,~ , < c pour h assez 

petit et i = 1 , .... n alors u6H m+l (~) at HD i Ullm, ~ < C i = 1 ,..., n. 

D ~ m o n s t r a t i o n . -  L e  l e m m e  2 a s s u r e  l ' e x i s t e n c e  d ' u n e  s u i t e  

d e  f o n c t i o n s  u i 6 H m ( ~ )  r e l i e s  q u e  8~ u u i f a i b l e m e n t  clans 
k l ~ + ~  

On a a l o r s  p o u r  t o u t e  f o n e t i o n  %06 C c (f?t) . 

h k (hk-* o) et 

LZ(D ') i= I, .... n. 

; •  u i %0dx : l i m  ; 6i 6i ' k-'+ ~' hk u%0dx= -lim ~u q~dx= -~ uD; %0dx 
co k--+= "hk [2' I 

l a  f o n c t i o n  u e s t  d o n c  d a n s  

p l u s  lID i ull m , a  ,= II u i l l m , • ,  

e t  u e s t  clans H m + l  (C2). 

H m+l (~') pour tout ouvert f~', ~,cc~ . On a de 

C pour tout C2'ccf2 ; on a donc lID i Ullm,~ < C 

ESPACES H m loc SUR UNE VARIETE COMPACTE 

On d d f i n i t  l e s  e s p a c e s  H m l o c  s u r  u n e  v a r i ~ t ~  c o m p a c t e  M , e t  on 

~ t u d i e ,  c o m m e  d a n s  l e  c a s  d ' u n  o u v e r t  ~ d e  if<n, l a  r d g u l a r i t ~  d e s  f o n c t i o n s  

d e  H m l o c  (M) e t  l a  c o m p a c i t 4  de  l ' i n j c c t i o n  d e  HTo c (M) d a n s  H m ' l  loc (M). 

co 

I. VARIETE DE CLASSE C 

CO 

On renvoie pour la d~finition des vari4t~s sans bord de classe C 

et des fonctions de classe C p sur une vari4t~ ~ l'appendice dans lequel on trou- 

vera aussi le th~or~me d'existence de partitions de l'unit6 subordonn4e ~ un 

recouvrement ouvert ; dans la suite toutes les notations employ4es seront 

celles de l'appendice et on supposera touj ours que la varlet4 M est compacte. 
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D ~ f i n i t i o n s  : 

1 ) L 2 1 o c  (M) e s t  l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  ( s u r  [~)  d e s  f o n c t i o n s  

s u r  M e t  ~ v a l e u r s  r ~ e l l e s ,  t e l l e s  q u e  

-1 L 2 1 o c  u o X  E (X ( U ) )  p o u r  t o u t e  c a r t e  l o c a l e  (U , X) 

u d ~ f i n i e s  

~) On munit L 21oc  

u-* II~0 u o-X IIL21o c (x(U)) 

e t  ~o p a r c o u r t  C = ( U ) .  
C 

(M) d e  l a  t o p o l o g i e  d ~ f i n i e  p a r  l e s  s e m i - n o r m e s  

o5 (U , ×) p a r c o u r t  l ' e n s e m b l e  d e s  c a r t e s  l o c a l e s  

On a f a c i l e m e n t  en  u t i l i s a n t  l e  t h ~ o r ~ m e  4 de  ( I .  I) a v e c  m = o : 

L21o c - I  I) P o u r  q u e  u E  (M) , i l  s u f f i t  q u e  l a  r e l a t i o n  u o X E L oc(X(U) ) 

s o i t  s a t i s f a i t e  p o u r  u n e  f a m i l l e  d e  c a r t e s  l o c a l e s  d o n t  l e s  o u v e r t s  d e  d f i f i n i t i o n  

r e c o u v r e n t  M. 

P o u r  d ~ f i n i r  l a  t o p o l o g i e  d e  L 2 1 o c ( M )  2) 

s e m i - n o r m e s  
-1 

u lt uo× II 
L2(XIU) ) 

i l  s u f f i t  d e  c o n s i d ~ r e r  l e s  

co 
mE C c (x(U)) 

p o u r  u n e  f a m i l l e  (U, X, ~0) 

M. 

t e l l e  q u e  l e s  e n s e m b l e s  = [q0 o × ~ o ]  r e c o u v r e n t  

- i  C o m m e  l a  v a r i d t ~  M e s t  s u p p o s d e  c o m p a c t e ,  on  a en  f a i r  

u o x  E LZ(x  (U) ~ p o u r  t o u t e  f o n c t i o n  u E L21oc(M) e t  t o u t e  c a r t e  l o c a l e  ( U , x )  , 

d e  p l u s  L Z l o  c (M) e s t  t o p o l o g i q u e m e n t  i d c n t i q u ~  a l ' e s p a c e  d e  H i l b e r t  L Z ( M ,  V } 

O5 g e s t  u n e  m 4 t r i q u e  R i e m a n n i e n n e  q u e l c o n q u e  e t  T l a  m e s u r e  d e  R a d o n  
g 

s u r  M a s s o c i 4 e - (  m a i s  i l  n ' y  a p a s  de  n o r r n e  h i l b e r t i e n n e  p r i v i 1 4 g i 4 e  s u r  LI2oc(M ' 
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D 6 f i n i t i o n s  : 

1) On d 6 s i g n e  p a r  H m (,v,) l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  ( s u r  I~Z) d e s  f o n c t i o n s  
loc -" 

u6L 2 (M) telles qae, pour toute carte locale (U,x) on ait u o~ 6H~oc(X(U) ). 
loc 

2) On m u n i t  H m ( M )  
-1 

u -. u o × ltm, × ( u )  ( u ,  ×) 
p a r c o u r t  C = ( U )  . 

c 

d c  l a  t o p o l o g i e  d 6 f i n i e  p a r  l e s  s e m i - n o r m e s  

p a r c o u r t  l ' e n s e m b l e  d e s  c a r t e s  l o c a l e s  e t  ¢p 

L e  t h 6 o r ~ m e  4 de (I . I) nous donne i m m 6 d i a t e m e n t  : 

l o  (M) i l  s u f f i t  q u e  l a  r e l a t i o n  u o ×  6 H ( × ( U ) )  1) ] : 3 u r  q u e  u 6 H  c c 

s o i t  v a l a b l e  p o u r  u n e  f a m i l l e  d e  c a r t e s  l o c a l e s  d o n t  l e s  o u v e r t s  d e  d 6 f i n i t i o n  

r e c o u v r e n t  M . 

2) D e  m ~ m e  p o u r  d d f i n i r  l a  t o p o l o g i e  de  H m (M) il  s u f f i t  d e  c o n s i d 6 -  l o c  
-I I! ,> %o6 C: (U) pour une famille r e r  les semi-normes u-' l!q~ u oX "m,x (U) 

(U,x,%0) telle que les ensembles ~%0 = {q~oX ~ o] recouvrent M . 

On a c o n v e n u  d e  n e  c o n s i d 6 r e r  q u e  l e s  v d r i 6 t 6 s  M c o m p a c t e s .  

P o u r  u n e  t e l l e  v a r i 6 t 6  on a u o X  16 Hm(X(U)  ) p o u r  t o u t e  c a r t e  l o c a l e  ( U , x )  

e t  t o u t e  f o n c t i o n  u 6  m {Ui) j H l o  c (M) . D ' a u t r e  p a r t  s i  = 1 k e s t  un  r e c o u -  
. 9 • J e $ 

v r e m e n t  f in i  d e  M p a r  d e s  o u v e r t s  d e  d 6 f i n i t i o n  d e  c a r t e s  l o c a l e s  e t  ( T j ) j = t , . . .  , k 
c z )  

u n e  p a r t i t i o n  d e  l ' u n i t 6  d e  c l a s s e  C s u b o r d o n n 6 e  a (Uj) j  = 1 . . . . .  k ' l a  t o p o l o -  

g i e  d e  H m l o c  (M) e s t  d 6 f i h i e  p a r  l ' u n e  q u e l c o n q u e  d e s  n o r m e s  6 q u i v a t e n t e s  

k I / 2  

j = 1 j , × j ( U j )  

k 1/2 

j = 1 j m ,  Xj (Uj)  

D a n s  l a  s u i t e  on  e m p l o i e r a ,  s e l o n  l e s s i t u a t i o n s ,  l ' u n e  ou  l ' a u t r e  d e  c e s  n o r m e s .  
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Th4or~me 9 . -  H m (M) est un espace hi lber t isable  et C ¢° (M) loc 
H m (M) 

l o ~  " " 

e s t  d e n s e  d a n s  

D 4 m o n s t r a t i o n  : 

I) Pour  tout choix d'un recouvrement  (Uj)j = 1 . . . . .  k de M par  

des ouverts de d4finition de car tes  locales on peut ddfinir un produit pr4hilbert ier  

k 
V)m, = E (u o-~ 

(u, M j : 1 J 
- I  

, v o X j  ) m ,  Xj ( U j )  

c o m p a t i b l e  a v e c  l a  t o p o l o g i e  d e  H~o c (M) . S i  u n 

d a n s  H m l o c  (M) , c h a q u e  s u i t e  (UnO-X1j) e s t  d e  C a u c h y  d a n s  

e t  c o n v e r g e  d o n c  v e r s  u n  4 1 ~ m e n t  uj  E H m ( X j ( U j )  ). L a  r e l a t i o n  

e s t  u n e  s u i t e  d e  G a u c h y  

Hm(Xj(Uj) ) 

- i  
( U n O ~ j )  o x j  o X.I = Un o ~ ' i  ( p r e s q u e  su~ ' r emen t  s u r  Xi(U i N Uj)  

passe ~ l a  l i m i t e  e t  l e s  (u j ) j  : 1 . . . . .  k d 4 f i n i s s e n t  b i e n  u n  6 1 ~ m e n t  d e  Hmloc (M) 
q u i  e s t  l a  l i m i t e  d e  l a  s u i t e  u n d a n s  H m l o c  (M).  T o u t e f o i s  H m (M) n ' e s t  p a s  l o c  
un  e s p a c e  d e  H i l b e r t  c a r  i l  n e  p o s s ~ d e  p a s  d e  p r o d u i t  h i l b e r t i e n  i n t r i n s ~ q u e .  

2) S o i e n t  u E H  m ~l loc (M) et u. = (90j u) o .j , j=l k ((~0j) est une J p • • . J 

partition de l'unitd subordonn~e aux (Uj)) ; uj est a support compact dans 
C~ 

x j ( U j )  e t  d o n c  a p p r o c h a b l e  p a r  d e s  f o n c t i o n s  ¢. E C (Xj ( U )  ) 
0 , n  c j 

( tlu - v .  II n ~ + ~ o) ; v s e  t r a n s p o r t e  s u r  M e n  u n e  f o n c t i o n  j ] , n  m ,  x j ( U j )  j , n  
k 

v '  E C (U.)  e t  l a  s u l t o  v = r v '  t e n d  v e r s  u d a n s  H (M) 
j , n  c j a j n c " 

j= l  

c.  q . f . d .  

CO 

T h T o r ~ m e  10. - S i  M e s t  u n e  v a r i 4 t 4  c o m p a c t e  d e  c l a s s e  C , d e  d i m e n s i o n  n ,  

- -  - - H m  /1 s i  m e s t  u n  e n t i e r  > n e t  s i  j -- m F n ] - 1 , o n  a l o c  (M) c C o c  (M) . 
2 2 

C e  t h 4 o r ~ m e  s e  d 4 d u i t  i m m 4 d i a t e m e n t  d u  t h 4 o r ~ m e  a n a l o g u e  d 4 m o n t r 4  

p o u r  u n  o u v e r t  f2 d e  OR n . 
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Th~or~me II.- L'injection de H m H m'l loc (M) dans loc (M) est compacte. 

D ~ m o n s t r a t i o n  : S o i t  B u n  e n s e m b l e  b o r n ~  de  H m ~ j  .... l o c  (M) e t  Bj= [(~0ju)o ; 

u 6 B ] j = 1 , .. . , k (les triplets ( Uj , Xj , ~) sont cholsls comme dans 

(Z. 3)). Chaque ensemble Bj est un sous-ensemble horn& de Hmo (xj(Uj)) et 

est donc relat%vement compact clans I-~m-lo (>~3 (Uj)) . Les ensembles 

B'j = [%0j u, u6 B] sont alors relativement compact dans H mloc (M) , ainsi 

que B = B' 1 +. + B' 
"" I~ 

c. q.  f. d.  

3 . EQUATION DIFFERENTIELLE ELLIPTIQUE D'ORDRE 7 SUR UNE VARIETE 

COMPAC TE. 

d ' o r d r e  Z 

f ~  r e n t i  e l l  e 

P u = f  

o~, P e s t  un  o p 4 r a t e u r  de  t y p e  (A) , f 

u u n e  f o n c t i o n  i n c o n n u e  de  H Z loc (M). 

On d d f i n i t  u n e  c l a s s e  d ' o p d r a t e u r s  d i f f ~ r e n t i e l s  l i n ~ a i r e s  e l l i p t i q u e s  

• 1 equat,on d i f -  sur une vari~t~ (operateurs de type (A)) et on ~tudie '' " 

u n e  f o n c t i o n  d o n n ~ e  de  L ~ o  c (M) e t  

3 . I.OPERATEURS DIFFERENTIELS LINEAIRES SUR UNE VARIETE. 

D ~ f i n i t i o n s  : 

I) Un o p ~ r a t e u r  d i f f 6 r e n t i e l  l i n 4 a i r e  d ' o r d r e  

de  ~n e s t  un  o p ~ r a t e u r  

= Z a~ (x) D 

s u r  un o u v e r t  

o~i l e s  a0t (x) s o n t  d e s  f o n c t i o n s  ~ v a l e u r s  r ~ e l l e s  d ~ f i n i e s  s u r  • , m e s u r a b l e s  

e t  b o r n ~ e s .  
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2) On a p p e l l e r a  i c i  o p ~ r a t e u r  d i f f 4 r e n t i e l  l i n ~ a i r e  d'ordre £ s u r  

u~e v a r i 4 t 4  1%4 u n e  a p p l i c a t i o n  l i n 4 a i r e  de  H ~ l o c  (M) d a n s  L2  l o c  (M) , t e l l e  

que  p o u r  t o u t e  c a r t e  l o c a l e  ( U, X) de  N[ i l  e x i s t e  un  o p 4 r a t e u r  d i f f ~ r e n t i e l  

d ' o r d r e  ,~ p X s u r  U t e l  que  

. . 

pu (x) = p× (u o~I ) (~(x)) s u r  U 

PARTIE PRINCIPALE D'UN OPERATEUR D' ORDRE 

ELLIPTIQUES 

; OPERATEURS 
,, ,, ,, ,, i J, ,, , , 

N o u s  i n t r o d u i s o n s  l a  p a r t i e  p r i n c i p a l e  d ' u n  o p g r a t e u r ,  qu i  r e n d  

i n t r i n s ~ q u e  la  n o t i o n  de  t e r m e  de  p l u s  h a u t  d e g r ~ .  

T h ~ o r ~ m e  1 2 . -  Si P e s t  un o p ~ r a t e u r  d i f f ~ r e n t i e l  d ' o r d r e  ~ > 1 s u r  M , 

i l  e x i s t e  un c h a m p  de  £ - t e n s e u r s  c o n t r a v a r i a n t s  s F m ~ t r i q u e s  ~ e t  un  

s e u l  t e l  que ,  V u E C  £ l o c  (M) e t  ~ / v 6 C  ~" l o c  (M) l a  f o n c t i o n  

_0t v(x) e ~ v) (~) c¢-. e P ( u  (x) - ~ u(x) ~ (dx v , . . . .  dx  v) 
X 

s o i t  un  p o l y n S m e  de  d e g r ~  ~-1 . ~ s ' a p p e l l e  l a  p a r t i e  p r i n c i p a l e  de  l ' o p ~ r a t e u r  

P . P o u r  que  ~ s o i t  n u l l e ,  i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t  que  P s o i t  d ' o r d r e  ~-1 . 

D ~ m o n s t r a t i o n  : N o u s  n e  d 4 m o n t r o n s  ce  t h e o r e m s ,  q u e  d a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  

oG ~ = 2 . C o n s i d ~ r o n s  d o n c  un  o p 4 r a t e u r  d i f f ~ r e n t i e l  l i n ~ a i r e  P d ' o r d r e  Z 

s u r  l a  v a r i ~ t ~  M . S i  ( U , x )  e s t  uric c a r t e  l o c a l e  de  M, n o u s  ~ c r i r o n s  t o u -  

j o u r s  l e s  c o e f f i c i e n t s  de  P ( r e l a t i v e m e n t  

p 6 t i t i o n  e t  s y m 6 t r i e "  en p o s a n t  

n .. 52 n i 5u 
P u  = r. a~J u + E a 

i , j = l  X s k i  5X j i =  1 × 

(U, ×) ) s o u s  l a  f o r m e  " a v e c  r ~ -  

+ au u 5Zoc CM) u 

o~ 
a ij ( x )  = a j i { x )  = I___ 

X X 2 
P [ (X i - X i (x)) (xJ-x  j ( x ) ) ]  (x) 
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i . x i  
a (x)=P[(x x (x)] (x) 
× 

a(x=) = P 1 (x) 

l < i < n .  

On vdrifie f a c i l e m e n t  que ,  si (U, X) 

de M, et si xE U N U, ona 

k~ n 
a .  (x) = Z 

X i , j = l  

a i j  (X) ~ ~ k ~ ~,~ 
........... . ....... (x) ., (x) 

X ~X x ~X 3 

e s t  u n e  a u t r e  c a r t e  l o c a l e  

1 < k,J~ ~;n 

D o n c  s i  ~ e t  ~ s o n t  d e u x  ~ l ~ m e n t s  de  T ~ (M) ( x 6  U) , l a  q u a n t i t ~  
n b x = ~ (--~ 

~j )x > ' ~j < )x > a *J (x) ~i (or, ~. =<~, ( i 
i ,  j=l × x b × 

s o n t  l e s  c o m p o s a n t e s  de  c~ e t  8 r e l a t i v e m e n t  ~ l a  c a r t e  l o c a l e  (U, X) ) 

e s t  i n d ~ p e n d a n t e  de  l a  c a r t e  l o c a l e  (U, X) au  v o i s i n a g e  d e  x . I i  e x i s t e  d o n e  

un c h a m p  d e  Z -  t e n s e u r s  c o n t r a v a r i a n t s  s y m ~ t r i q u e s  n s u r  M d o n t  

l e s  c o m p o s a n t e s  p a r  r a p p o r t  ~ l a  c a r t e  l o c a l e  (U,X) s o n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  
a ij . 

X 
(d x × i , d x × j )  = a ij (x) , 1 <  i , j  ~ n,  x 6  U .  

x × 

U n e  s i m p l e  v 4 r i f i c a t i o n  m o n t r e  q u e  n s a t i s f a i t  a l a  r e l a t i o n  

t o u t  c h a m p  n s a t i s f a i s a n t  ~ ($) s a t i s f a i t  a u s s i  a : 

(~) , e t  q u e  

-2 - i  ~ v(x) P , u e i ~  V) 
u(x) ~ (d v, .... d ) = lirn 1 e (x) x X z v - 

I > o  

D ' o 5  l ' u n i c i t 4  de  

d ' o r d r e  1 . 

I1 e s t  e n f i n  c l a i r  que  TT = O s i  e t  s e u l e m e n t  s i  P e s t  

D 4 f i n i t  i o n s  : 

1) Un o p d r a t e u r  du s e c o n d  o r d r e  

e l l i p t i q u e  s i  s a  p a t t i e  p r i n c i p a l e  ~ v 6 r i f i e  

P s u r  l a  v a r i 4 t ~  M e s t  d i t  

r~ (~ , to}>  o W x 6 M  , k f ~ E T  ~ (M) , ~ o  
x x 
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2 )  On a p p e l l e r a  i c i  o p 4 r a t e u r  d e  t y p e  

donn4  s o u s  l a  f o r m e  

(A) (I) , t o u t  o p f i r a t e u r  P 

o~1 g e s t  u n e  

d e  c l a s s e  C 1, 

d e  t y p e  (A) e s t  e l l i p t i q u e  

Pu A u + < du ,X 7+ c u u 6 H~ (M) 
g ~oc 

m ~ t r i q u e  R i e m a n n i e n n e  d e  c l a s s e  C 1, X un  c h a m p  d e  v e c t e u r  

e t  c u n e  f o n c t i o n  m e s u r a b l e  b o r n ~ e  s u r  M . T o u t  o p ~ r a t e u r  

( v o i r  l a  f o r m e  d e  A en (4. lZ) a p p e n d i c e ) .  
g 

On s e  p r o p o s e  d ' ~ t u d i e r  l e  p r o b l ~ m e  s u i v a n t  

(1) S o i t  P u n  o p 4 r a t e u r  d e  t y p e  (A) , e t  f u n e  f o n c t i o n  

L~o c (M) , e x i s t e - t - i l  u n e  f o n c t i o n  u H z 6 l o c  (M) t e l l e  q u e  

Pu = A u +<du, X>+ c u = f 
g 

et cette solution est-elle unique ? 

Nous allons poser ee probl~me d'une mani~re diff~rente : 

d o n n 4  e d e  

3 . 3 . FORME BILINEAIRE ASSOCIEE A L'OPERATEUR P 

C o n s i d 4 r o n s  p o u r  u 6  H 2 l o c  (M) e t  V E C l o  c (~'vI) l ' e x p r e s s i o n  

a(u,v)= -~ pu. ~d • =- J" (A u+<du, X>+cu) vd T 
M g M 8[ g 

= ~ j ~  g ( g r ~ d g  u, g r ~ d g  v) d ~, - ~ r M ( < d u ,  X >  + c u  ) v d  g • g 

S o u s  c e t t e  d e r n i ~ r e  f o r m e  a (u, v) s e  p r o l o n g e  en u n e  f o r m e  b i l i n ~ a i r e  s u r  

 oo,  o,ooctioo 

(1) 
(A) P a r c e  q u e  d e  t e l s  o p 6 r a t e u r s  a d m e t t e n t  u n  o p 6 r a t e u r  a d j o i n t  p o u r  

p r o d u i t  _.r M u v d  * P ~ u  = A u - < d u ,  X > +  (c - d i v  X) u . l e  
g '  g g 



" P u =  f "  e t  " a ( u , v )  = ( f , v )  

l e  p r o b l ~ m e  s u i v a n t  : 
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b~v6H 1 (M)" 
loc 

sont dquivalentes. Consid~rons 

(2) E t a n t  donn6  u n e  f o n c t i o n  fE L ~ o  c (M) e x i s t e - t - i l  u n e  f o n c t i o n  

u6HIIoc (M) telle que a(u,v) = (f,v) Vv6H~o c (M) . 

Si n o u s  m o n t r o n s  que  t o u t e  s o l u t i o n  

H 2 l o c  (M) , n o u s  s a u r o n s  que  l e s  p r o b l ~ m e s  

ce  que  nous f e r o n s  auparagraphe (3.4) . 

u de  (2) est en r d a l i t d  dans 

(I) et (Z) sont 4quivalents. C'est 

Voici maintenant une remarque qui nous servira en (3.4) e t  (3.5) : 

Si  (U, ×) e s t  une  c a r t e  l o c a l e  de  M , i l  e x i s t e ,  p u i s q u e  g e s t  u n e  m ~ t r i q u e  

R i e m a n n i e n n e  de  c l a s s e  C I , e t  que  M e s t  c o m p a c t e  , u n e  c o n s t a n t e  K U > o 

t e l l e  que  1 'on  a i t  

g (grad gU, gradg u) > n ( ~u )2 12o K U E . p.p. sur U, uEH c(M) 
i=l ~ X I 

Et si (Uj)j=I, .... k est le recouvrement ouvert de M considdrd en (2.6) 

ona : 

k 
JM g(gradgU, gradgu) d ~ ~K ( r. l uo~l .  12 1, Xj (Uj)) 

g i=l J 

o~ K e s t  m e  c o n s t a n t e  > o . 

3 . 4 . R E G U L A R I T E  DES S O L U T I O N S  DU P R O B L E M E  (Z) 

T h ~ o r ~ m e  1 2 . -  S o i t  a ( u , v )  l a  f o r m e  b i l i n ~ a i r e  

a s s o c i ~ e  c o m m e  en ( 3 . 3 )  ~i un  o p ~ r a t e u r  de  t y p e  

u o E I-I~o c (M) v d r i f i e  14dqua t ion  

a (u  o , v )  = ( f , v )  VvEHlloc  (M) 

alors u~ e s t  dans H21oc (M). 

s u r  H l o c  ( M ) x  H~o c (M) 
(A) . Si  u n e  f o n c t i o n  

(f e s t  u n e  f o n c t i o n  d o n n d e  de  L 2 (M)) 
l oc  
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D~monstration.._. : Pour montrer que u o appartient ~ H21oc {M) , il suffit 

d'~tudier les restrictions de u aux ouverts U de d~finition des cartes 
O 

locales et de montrer que 

u '  = u o e ×  E H  (X ( U ) )  
0 C 

Posons ~ = X (U) et considdrons sur HI(~) x Hl(f~) la forme bilindaire 

B ( u ' , v ' ) :  r. ~ gij (x) ~gX (~1 (z ) )  "0u I 
i, j 0 "b z ~ 

,. 

(les fonctions gIj et g× ont le sens donnd au n ° 4.8 de 

a pour B les in~galitds suivantes 

V t 
L ~ dz 
b z J 

l ' a p p e n d i c e ) .  On 

B ( u ' ,  u ' )  > K U ' ' lu' l  z 1,f~ ~ u '  E HI(0) 

I B (u' o,~,)1 = I S g(grad u o, grad v' e X ) d • I 
U g g g 

: ] f <dUo, X>V' oX d v + ~ (c+f) uv'eX dVg ) 
U g U 

CO 

D llv'll o, 0 , V v, e C (o) 
C 

o5 D est une constante d~pcndant de g, X, c, i~ U et llUo[[l, M~ le fait que 

u m soit dans HiZoc (~) rdsulte alors du thdor~me suivant 
O " 

Thdor~me 13.- Soit f~ un ouvert de R net 

n "" ~ u  bv 
B(u,v)= Z ..[ a IJ 

i, j=l [} b x i b xJ 
d x  

u n e  f o r m e  b i l i n d a i r e  s u r  H 1 (f~) x HI(•) . On  s u p p o s e  

1) i l  e x i s t e  d e s  c o n s t a n t e s  E e t  )~(E ~ o) t e l l e s  q u e  

IB{u,u)l > E llull~,Q- k IIull2o,0 (Indgalitd de Garding) 
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. °  

C 1 Z) L e s  c o e f f i c i e n t s  a ~j s o n t  d e  c l a s s e  d a n s  D . 

A l o r s ,  si u n e  fonction u E HI(~}) satisfait ~i 
o 

p o u r  t o u t  v ~ C = (D) (D e s t  u n e  c o n s t a n t e )  
C 

I B(u o, v) l < o llvllo, n 

elle e s t  dans HlZoc (~q). 

Ddmonstration : 

I) C o n s i d 6 r o n s  d e u x  o u v e r t s  ~' e t  ~" d e  ~ t e l s  q u e  D' c~,,CCD, 

e t  u n e  f o n c t i o n  ~ E C  c ( ~  , ~ g a l e  ~ 1 d a n s  D' e t  ~i z 6 r o  h o r s  de  ~ "  ; on 

E H 2  ° (~) ou  e n c o r e  q u e  q0u E H Z ( ~  D T a p r b s  le  v e u t  m o n t r e r  q u e  u ° c o " 

t h d o r ~ m e  7 de  ( 1 . 4 )  , i l  s u f f i t  d e  m o n ~ r e r  que  l e s  f o n c t l o n s  6 ( h (~Uo) 
(~ = I .... ,n) sont pour h assez petit dans HI(~) ct que le~ quantitds 

!16~ (~0 Uo)II 1,~ sont uniform~ment born~es en h. 

Z) D a n s  l a  s u i t e  d e  c e t t e  d d m o n s t r a t i o n  l ' i n d i c e  ~ s e r a  f i x e ,  e t  on  

p o s e r a ,  p o u r  h < d ( ~ ' , ~ D )  u h = 6 h (~0 Uo) . L ' e x p r e s s i o n . .  " s t e "  d 6 s i g n e r a  

u n e  c o n s t a n t e  q u e l c o n q u e  n e  d 6 p e n d a n t  q u e  d e  D ,D ' ,  ~0, a 1J, e t  q u i  ~ o u r r a  

v a r i e r  d ' u n e  l i g n e  ~i l ' a u t r e .  

c~ 

P o u r  tout v E C (•) on a 
c 

n "" ~ v ~ b(~u o ) 
Blv,,u hI: Z ~ a IJ ( ) 

i , j : l  D 8z  i 6h ~bz j 
dz 

"" a v  [ + 6 
a IJ ~ 5 h az j h ('' 

i, j=l a z a z j 
Uo) ] dz 

n ~ bu n 
=~P ~D ~bvi 6h (aiJ~°b--~z~ dz+ E ~ 6h 
i,j=l b z i, j=l f~ 

°. 

u o) a ~o 
~v 

b z i 
dz 

n bu ~DSv o 
- l" i qo(z+he i) - (z + h e  i) (a ij) 
i, j=l 3 z 8 z J 6h 

d z  

d ' o r d r e  

Toutes les int4grations ont en rdalitd lieu dans un voisinage D~ 

h d e  D" ; c h o i s i s s o n s  un h o >  o t e l  q u e  ~ h  c c D ,  l ' o n  a : 
o 
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u 

i 5h ( a i j  ¢P ' " 
bz ~ z  J 

~U 
) alj q~ o 

b z j 
dz 

;D : "" ~b u ~ ~hV) .. bu: 8 h (v) bzb~°i a12 8z j° dz " ~12 bzi ( ~08. aij bz J° 
d z  

Cornmeles fonctions a ij sontdans CI(D), les fonctions a ij (z), et 
-h "" e t  a 1J (z)  s o n t  u n i f o r r n d m e n t b o r n d e s  en  z e t  en  h p o u r  z E Q ~ o  6~ 

h < h  , c e  q u i  e n t r a i n e  l e s  i n d g a l i t d s  s u i v a n t e s  : 
O 

1) [ f 8 h( ~.%) a I# 
O ~ z J 

bv~ dz l<cste llv[l I,D tl 8 h (bz. ~ u°')H°'~''h 
h z  

J 

cste !! ~'l! :, n llUo Ill,D :d'apras :e lemme 2 
d e  ( 1 . 4 ) ) .  

bu £ 
2) I fD bbz iv cp(z+he i) bz 3° (z + h e i) 8h (a ij) d 1 ~ c~te Itv II:;D II Uotll,D 

-~h "" ~ " ~ "H Uoli 3} ! .~ 5 (v) b~i axJ z i'° dzl<~cste tl6hVtlo,,, 1 , n  
.Q bz b 

~ c ~ t e  Ilv IIl,c~ II u o II :,D 

et f i n a l e m e n t  o n  obtient : 

c ~ t e  Ilvl! l ,  c~ (D + II u o Ill ,  D) • 

3) La fonction u h nulle hors d'un compact de D est limite dans 

HI(D) de fonctions de C: (~) (voir la rernarque suivant le thdor~me 2 de 

(I. I) ), l'in~galitd ci-dessus est donc encore valable pour v = u h . Et 

l'on -~ : 

E II UhlI2, D -)~ IlUhllo2 ~ < IB(Uh, Uh) I ~ cste (D + flu ol!l,D) llUhlll, ~ • 
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ou encore : 

z li~ h II z ,  a cste (o + I!u o1! 1, c, ) II ~h Ill, ~~ + ~ liuhlll, ~lluhllo, Q 

(c~= 11 u hlo. 

et donc 

cs t e  (D + IlUoifl, ~ + X ltu h IIo, ~) UUhtil, ~ 

< cs te  (O + !lu o!!1, 0 ) Iluh[ll, 

: l t%lto,  ~ ,  < llu o tll, ~ ) 

~ cste (D + tl u o II 1, ~ ) 

3 . 5 . EXISTENCE DES SOLUTIONS 

c.  q.  f .  d.  

POUR LE PROBLEME (Z) 

N o u s  c o m m e n g o n s  p a r  un  t h d o r ~ m e  ~ 1 4 m e n t a i r e .  

T h ~ o r ~ m e  14. - ( T h ~ o r ~ m e  d e  L a x  M i l g r a m )  S o i t  H un  e s p a c e  d c  H i l b e r t  

e t  a ( u , v )  u n e  f o r m e  b i l i n 6 a i r e  c o n t i n u e  s u r  H de  n o r m e  M t e l l e  q u e  

i ~(u, u) I > o~ II - II z . > o) Vu e H 

I1 e x i s t c  a l o r s  un o p ~ r a t e u r  c o n t i n u  A u n i q u e  de  H s u r  H t e l  q u e  

a(Au, v)= <u,v> Vu, vEH 

D d m o n s t r a t i o n  : P o u r  t o u t  u 6 H , i l  e x i s t e  un  ~ 1 4 m e n t  A '  u u n i q u c  t e l  q u e  

a (u ,  v) = < A ' u ,  v ~ ;  l ' a p p l i c a t i o n  u -" A ' u  e s t  l i n ~ a i r e  e t  d e  n o r m e  p l u s  p e t i t e  

quo ~ ( t<A 'u ,  v~[ = I~(u, v)l  -~ M l!ull.it~lt), z n e  e s t  de p l . s  i n j ec t i ve  

(~ IJul[ z ~ [a (~ ,u) i  ~ M II;. 'u[[.  [lull). A '  es t  donc u~e b i j ec t ion  c o . t i n u e  
d e  H s u r  A '  (H).  S o i t  A l ' a p p l i c a t i o n  i n v e r s e  de  A '  s u r  A ' ( H )  . On a 
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Ilull z ~ la (u, u) I = i < A  w, u~l  = < w ,  u>-< Ilwl! Ilull . 

1 
A e s t  d o n c  c o n t i n u e  de  n o r m e  < 0t et  s e  p r o l o n g e  en u n e  a p p l i c a t i o n  

continue de A& (H) sur H . Mais H -- ~'~W(H) (car <A'u,v>= o ~[/u6H = 

o~ llvlt z_~ I < A ' v ,  ,',1 : o ) 

c. q. f. d. 

T h 4 o r f i m e  14. - C o n s i d 4 r o n s  s u r  u n e  v a r i 6 t 6  M c o m p a c t e  un o p 6 r a t e u r  

d i f f 6 r e n t i e l  e l l i p t i q u e  P de  t y p e  (A) 

Pu = A u +<du, X~" + cu 
g 

On s u p p o s e  q u ' i l  e x i s t e  u n e  c o n s t a n t e  

A l o r s  p o u r  t o u t e  f o n c t i o n  f 6  ilZoc(M ) 

solution u 6 H~o c (M) . 

1 
), > o telle que -- div X-c>X >o. 
o 2 g o 

l'6quation Pu = f a une et une seule 

1 

D6monstration : La forme bilin~aire a (u, v) d~finie sur F~o c (M) en 

(3.3) satisfait 4videmment ~ la condition 

I~ (u, v) I ~ c s t e  Ilulll, M I1v!!1, I,~ 

On a d'autre part 

a(u, u) = [M g(gradg u, gradg u) d ~g " 'J'M u<du, X> d Tg - 'fMC u a d ~g 

~ g ( g r a d g  u, g r ~ d g  u) d • - 1 . f  < d u  z ,  X>d  • - ~ c u z d 
g 2 M g M g 

= ~M g ( g r a d g  u, g r ~ d g U )  d Tg + ~M (1__2 d i v g X  - c) u 2 d ~g 

( u t i l i s e r  l a  r e l a t i o n  d i v  (u 2 X) = < X ,  du 2 > + u 2 d i v  X) 
g g 
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et  k k -i [2 ,x~,z 
a(uju) >K Z; lu,,xj Xo r. ] u e  i ° Xj (Uj) 

j= l  I, x j (Uj)  + k j= l  ' 

(K > 0  e t  c~>O ) 

J 

E t  i l  s u f f i t  d ' u t i l i s e r  l e  t h ~ o r ~ m e  de  L a x  M i l g r a m  p o u r  c o n c l u r e .  

3 . 6 . INDICE D' UN OPER_~TEUR DIFFERENTIEL DE TYPE (A) 

D 6 f i n i t i o n s ;  S o i t  E e t  F d e u x  e s p a c e s  v e c t o r i e l s  s u r  J R ,  e t  A u n e  

a p p l i c a t i o n  l i n S a i r e  de  E d a n s  F ; l ' o p ~ r a t e u r  A a d m e t  un i n d i c e  s i  

K e r  A e t  C o k e r  A s e n t  de  d i m e n s i o n s  f i n i e s  ; l ' i n d i c e  de  A e s t  a l o r s  

i(A) = d i m  K e r  A - d i m  C o k e r  A . 

P r o p r i ~ t ~  .'(1) S o i e n t  E e t  F d e u x  e s p a c e s  de  B a n a c h ,  

r a t e u r  ~ i n d i c e ,  e t  J un  o p ~ r a t e u r  c o m p a c t  de  E dar ts  

un  o p ~ r a t e u r  ~ i n d i c e  e t  i (A + J) = i (A) . 

s i  A e s t  un o p ~ -  

F , A + J  e s t  

On a a l o r s  p o u r  l e s  o p 6 r a t e u r s  d i f f ~ r e n t i e l s  de  t y p e  (A) l e  t h ~ o r ~ m e  s u i v a n t :  

T h ~ o r ~ m e  15. - T o u t  o p ~ r a t e u r  d i f f ~ r o n t i e l  de  t y p e  (A) 

~i i n d i c e ,  e t  s o n  i n d i c e  e s t  nu l ,  ( en  t a n t  q u ' a p p l i c a t i o n  de  

L21oc (M)). 

e s t  un o p ~ r a t e u r  

H 2 l o c  (M) d a n s  

D @ m o n s t r a t i o n  : On p e u t  t o u j o u r s  t r o u v e r  u n e  c o n s t a n t e  X t e l l e  que  l 'op@- . . . . . . . . . .  \ - }  
r a t e u r  1~ _ °{2) s a t i s f a s s e  a u x  h y p o t h e s e s  du t h ~ o r ~ m e  14 , e t  d o n c  t e l l e  q u e  

(1) On t r o u v e r a  l a  d ~ m o n s t r a t i o n ,  p a r  e x e m p l e  d~.ns l ' e x p o s d  n ° 12 du 

S ~ m i n a i r e  H e n r i  C a r t a n ,  E c o l e  N o r m a l c  S u p ~ r i e u r e ,  16 ° a n n i e  1 9 6 3 / 6 4 .  

(2) I e s t  l ' i n j e c t i o n  c a n o n i q u e  de  H 2 (M) d a n s  L 2 ( M )  . 

loc loc 



P - ~ I s o i t  u n e  b i j e c t i o n  de  H z 
l oc  

6 t a n t  c o m p a c t  on a i (P)  = o . 

(M) 
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sur L z 
loc 

(M} L'op~rateur I 

T o u t  o p d r a t e u r  dc  t y p e  (A) i n j e c t i f  ( r e s p .  

L 2 (M) c s t  d o n c  b i j e c t i f  . 
l o c  

s u r j e c t i f  ) de  H z (M) d a n s  
l o c  

R e m a r q u e  : 

1) S o i t  o < k  < 1, e t  C p ' k  (M) l e s  e s p a c e s  de  f o n c t i o n s  hDld4-  

r i e n n e s  s u r  M .  Un o p 4 r a t e u r  P de  t y p e  (A) e s t d i t d e  c l a s s e  C ° ' ' k  

s ' i l  a p p l i q u e . C  2 , k  (M) d a n s  C ° ' ~  (M) 

Z) On p e u t  ~ t a b l i r  q u e s i  P e s t  un  o p d r a t e u r  de  t y p e  (A) e t  de  

c l a s s e  C ° ' l  s o n  i n d i c e  p a r  r a p p o r t  a u x  e s p a c e s  C z'% e t  C °')~ e s t n u l .  

De  p l u s  s i  M est  c o n n e x e  e t  s i  C = P 1 e s t  < o , e t  s t r i c t e m e n t  n ~ g a t i v e  en 

un p o i n t  x 6 M P e s t  u n e  b i j e c t i o n  de  C z '  )~ s u r  C ° '  ~ 
O 

3) C o n s i d 4 r o n s  d o n c  u n e  v a r i ~ t 4  M c o n n e x e ,  c o m p a c t e  c t  P 

un o p ~ r a t e u r  de  tylSe (A) . De  I s  r e l a t i o n  

~Pu vd 7 = fu. vd • Vu, v6 H (M) 
g g oc 

on d~duit facilement qua si Pet P ~ sont de classe C °' k et si P 1 < o 

et < o en un point, P est une bijection de H~ (M) sur L~ (ivl) (on 
i O C  l O C  ~ . 

. . . . . .  z,A ~ t a b l i t  d'abord qua P est line injectzon donc une bijectlon de C dans 

cO, ~ p u i s  que  P e s t  unc  i n j e c t i o n  de  I-I~o c - _  (M) d a n s  LZloc_ ( M ) ) .  

L e  r ~ s u l t a t  o b t e n u  au  t h ~ o r ~ m e  14 e s t  d o n c  l o i n  d ' e t r e  s a t i s f a i s a n t .  
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On r a p p e l l e  i c i  c e r t a i n e s  n o t i o n s  f o n d a m e n t a l e s  s u r  l e s  v a r i 4 t ~ s .  

c o  

4 . 1 • VARIETES DE CLASSE C 

S o i t  h~ un  e s p a c e  t o p o l o g i q u e  s ~ p a r 4  ; u n e  c a r t e  l o c a l e  de  v a r i ~ t ~  

de  d i m e n s i o n  n es£ un  c o u p l e  ( U ,  X) o~ U e s t  un  o u v e r t  de  h4 e t  X 

un  h o m ~ o m o r p h i s m e  de  U s u r  un  o u v e r t  de  (I~ n . P o u r  c h a q u e  x 6 U  on  

n o t e  p a r  ( x i ( x ) ) i = l , . . .  , n  l e s  c o o r d o n n 4 e s  de  X(x) d a n s  ~1~ n . 

Un a t l a s  de  v a r i ~ t ~  de  c l a s s e  

un e n s e m b l e  ( ~  de  c a r t e s  l o c a l e s  s u r  

C et de dimension 

M t e l  que: 

n sur • , e s t  

a) l e s  c a r t e s  l o c a l e s  de  OL r e c o u v r e n t  ),4, 
A A 

b) pour tout couple (U,x) , (U,x) d'~16ments de 05 tels que 

UNIJ ~¢ l'application X o~ de  x(UN~J) sur x(UN~J) est un 
co 

C - diff~omorphisme. 

D e u x  a t l a s  ~ e t  ( ~  de  c l a s s e  C ~ s u r  K( s e n t  d i t s  C -  4 q u i v a l e n t s  

s i  ~ U l ~ l e s t  un  , " t l as  de  c l a s s e  C s u r  M . Un a t l a s  de  c l a s s e  C s u r  

M est dit complet s'il contient tout atlas de classe C qui lui est C - ~qui- 

v a l e n t .  

¢o 

Une v a r i ~ t ~  de  c l a s s e  C e t  de  d i m e n s i o n  n e s t  un  c o u p l e  ( M  C ~ )  

o~i M e s t  un  e s p a c e  t o p o l o g i q u e  ~i b a s e  d ~ n o m b r a b l e  d ' o u v e r t s  e t  ( ~  un a t l a s  

complet de classe C sur IM . 

. Z. ESPACES CIPoc (M) (ou encore cP(M) ) 

On d~signe par ClPoc (M) (ou cP(M)) 

des fonctions f ~ valeurs r~elles, d~finies sur 

carte locale (U,x) de M on ait 

l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  ( s u r  ~ )  

M e t  t e l l e s  que  p o u r  t o u t e  
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f 6 CPlo c (× (u)) 
(I) 

P o u r  q u ' u n e  f o n c t i o n  f a p p a r t i e n n e  ~l C P l o  c (tvI) i l  s u f f i t  q u e  c e t t e  

r e l a t i o n  a i t  l i e u  p o u r  un  e n s e m b l e  d e  c a r t e s  l o c a l e s  d o n t  l e s  o u v e r t s  r e c o u v r e n t  

M .  

4 . 3 .  P A R T I T I O N  D E  L '  U N I [ [ E  SUP. L A  V A R I E T E  M , 

S o i t  ( ~  un  r e c o u v r e m e n t  localement f i n i  d c  M p a r  d e s  e n s e m b l e s  

o u v e r t s .  I1 e x i s t e  u n e  f a m i l l e  (°)U)U 6 ( ~  d e  f o n c t i o n s  d e  C (M) t e l l e s  clue : 

(i) p o u r  c h a q u e  U 6 d~ ~U e s t  p o s i t i v e ,  e t  nulle en d e h o r s  d ' u n  s o u s  

e n s e m b l e  f e r m ~  d e  M c o n t e n u  d a n s  U ,  

(ii) Z Tu(X) = 1 
UE~ 

p o u r  t o u t  x 6  }A . 

L a  f a m i l l e  (~U) e s t  a p p e l 6 e  p a r t i t i o n  d e  l ' u n i t 4  s u r  

a u  r e c o u v r e m e n t  ~J~. 

74 subordonnde 

%0 U 6 

Si  l a  v a r i ~ t ~  !%4 e s t  un e s p a c e  c o m p a c t  l a  c o n d i t i o n  (i) e n t , a i n e  

(u) 

4 . 4. ESPACES TANGENTS A M. 

On dg.~igne,  p o u r  c h a q u e  x E  M , p a r  G x (M) l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  s u r  

( ~  d e s  g e r m e s  d e  f o r ; c t i o n s  n u m ~ r i q u e s  de  c l a s s e  C 1 a u  v o i s i n a g e  d e  x ; 

l ' e s p a c e  t a n g e n t  T x ( M )  ~ l a  v a r i d t d  M a u  p o i n t  x e s t  l e  s o u s - e s p a c e  du  
b f  

d u a l  ( a l g ~ b r i q u e )  d e  Gx(M)  e n g e n d r d  p a r  l e s  f o r m e s  f-" (x) ( lEG x ( k 4 ) ) ,  

o~ i = I, . . . .  n e t  o5  ( U , x )  d d c r i t  l ' e n s e m b l e  d e s  c a r t e s  b Xi l o c a l e s  d e  M 

a u  v o i s i n a g e  d e  x ( x E U )  . L ' e s p a c e  v e c t o r i e l  T x ( M )  e s t  d e  d i m e n s i o n  n 

( s u r  [1%) , e t ,  p o u r  c h a q u e  c a r t e  l o c a l e  ( U , x )  d e  M 

l e s  f o r m e s  l i n d a i r e s  

(i~ On d e v r a i t  4 c r i r e  f u  o ~1 

au voisinage de x(x 6 U) , 

5f 
f -~-~I-XI (x) (1 ~ i < n) 

, o5 fu estla restriction de f ~ U 
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c o n s t i t u e n t  u n e  b a s e  d e  

T o u t  6 1 6 m e n t  ~ d e  T 
X 

f o r m e  

T x (M) ; c e s  f o r m e s  s o n t n o t ~ e s  ( - - - ~ i  x '  1 <  i ~  n .  

(M) p e u t  d o n c  5 t r e  e x p r i m 6  d e  f a ~ o n  u n i q u e  s o u s  l a  

( l e s  ~i (1 < i <  n) 

n ~i  b f 
(x) 

i=i b X i 

s e n t  l e s  c o m p o s a n t e s  d e  ~ r e l a t i v e m e n t  ~ l a  c a r t e  l o c a l e  

L'espace vectoriel 

l'espace cotangent en x 

de ( ~ ~ l~i<n 
~ 'x 

4 . 5. DIFFERENTIELLE . 

T ~ (M) d u a l  d e  l ' e s p a c e  T x ( M )  e s t  a p p e l ~  
X J 

M ; on  d 6 s i g n e p a r  (d x × i  ) 1 ~ i <  n l a b a s e  dual e 

S o i t  f u n e  f o n c t i o n  d a n s  C 1 (M) , on  a p p e l l e  d i f f 4 r e n t i e l l e  d e  f 

en x, la forme lin~aire sur T (M) suivante : 
X 

n 

d xf = Z _(v i. ) d Y~ 
i=l 5X i x x I " 

On m o n t r e  f a c i l e m e n t  q u e  c e t t e  d 6 f i n i t i o n  n e  d 6 p e n d  p a s  d e  l a  c a r t e  l o c a l e  

c h o i s i e  e t  q u ' e l l e  s ' f i t e n d  ~ H l l o c  (M) . 

4. 6. CHAMP DE VECTEUR. 

Un c h a m p  d e  v e c t e u r  

p o u r  c h a q u e  x 6 M .  

X sur M est une famille (Xx)x6 M o~, Xx6 Tx(M) 

Le champ de vecteur 

posantes 
xilx) - [d x 

p a r  r a p p o r t  ~ t o u t e s  l e s  c a r t e s  l o c a l e s  

C p 

X e s t  d i t  d e  c l a s s e  c P (  o < p < ~) s i  s o s  c o m -  

X i, Xx ] 

(U,x) de classe C , sent de classe 
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T E N S E U R S  COVARIANT ( r e s p .  CONTRAVAR~NT) 

s u r  M e s t u n e f a m i l l e  0"= ( ~ x ) x 6 M  o~i p o u r  c h a q u e  x E M  ~ x  e s t u n e  

f o r m e  r - l i n ~ a i r e  s u r  [ T  (M)]  r ( r e s p .  [T~x {M) ] r  ) . L e s  c o m p o s a n t e s  
x 

du r - t e n s e u r s  ~ p a r  r a p p o r t ~  l a  c a r t e  l o c a l e  ( U , x )  d e  M s o n t l e s  l o n e -  

tions numdriques (d6finies sur U) 

e t  

r 

~I, . . . , i r i I i 
=0" (d X , ,dx r ) s i  

s i  ~ e s t  c o v a r i a n t  

e s t  c o n t r a v a r i a n t .  

L e  r - t e n s e u r  O ' e s t  d e  c l a s s e  C p s i  p o u r  t o u t e  c a r t e  l o c a l e  (U,X)  

de M les composantes de ~ sont des fonctions de cP(u) . 

4 . R U N E  M E T R I Q U E  R I E M A N N I E N N E  

s u r  M e s t  un c h a m p  d e  2 - t e n s e u r  c o v a r i a n t  g s u r  M d e  c l a s s e  C ° , 

t e l l e  q u c ,  p o u r  t ou t  x E M ,  l a  f o r m e  b i l i n ~ a i r e  (~ , ~]) - ' g x  (~'  ~) s u r  Tx(M)  

s o i t  s y m ~ t r i q u e  e t  d ~ f i n i e  p o s i t i v e  : 

gx (g' ~) = gx 0]' ~) ~,~] E T x (M) 

# o = g x  (~' ~) > o ~ET x (M) 

Si ( U , × )  est uncc, arte locale de l~ , on note 

g ~ j ( x ) = g j ( x )  = g x ( ( b S x i )  x ,  ( s x J X ~ )  x E U  . 

gX (x) = d e t  [ gX (x) ] , 
i j  

(gi j  ( x ) )  l a  m a t r i c e  i n v e r s e  de  (gi j  e t  on  d ~ s i g n e  p a r  ( x ) )  . 
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Si g et ~ sont deux mdtriclues Riemanniennes, il existe une fonction 

d partout > o, dEC ° (M), telle quepour tout xEM et toute suite ~l'~Z""'~n 

de vecteurs de T (M) on ait : 
X 

det [~x (~i'~j) ] = d (x) det [gx (~i ' ~j) ]" 

4 . 9 • c i  g e s t  u n e  m ~ t r i q u e  R i e m a n n i e n n e  s u r  h~ , i l  e x i s t e  u n e  m e s u r e  

d e  R a d o n  p o s i t i v e  v s u r  M, ~t u n e  s e t t l e ,  t e l l e  clue p o u r  t o u t e  c a r t e  l o c a l e  
g 

( U , x )  de  Iv[ e t  r o u t e  f o n c t i o n  f E C  ° ( M )  ~i s u p p o r t  c o n t e n u  d a n s  U on  a i t  

~M fd Vg=~X(U) f ( ~ l ' ( z ) )  ~ ( z ) ) d z  

L e s  m e s u r e s  R i e m a n n i e n n e s  a s s o c i 6 e s  a u x  d i f f ~ r e n t e s  m d t r i q u e s  

R i e m a n n i e n n e s  s o n t  t o u t e s  ~ q u i v a l e n t e s .  

. I0. Soit g une mdtrique Riemannienne sur l~i . 

f-* grad f de CI(M) dans I ~ espace des champs de 
g 

t e l l e  q u e  : 

I1 e x i s t e  u n e  a p p } i c a t i o n  

v e c t e u r s ,  e t  u n e  s e t t l e ,  

g(grad f, X) = <dr, X>, 
g 

Si ( U , x )  e s t  uric c a r t e  l o c a l e  de  M 

g r a d  f s o n t  d o n n ~ e s  p a r  : 
g 

i 
< d  X , g r a d g  

fE  CI(M) , X c h a m p  de  v e c t e u r  de  c l a s s e  C ° . 

e t  s i  f E cl(h, i)  , l e s  c o m p o s a n t e s  de  

n ki bf 
f~= E g 

k=l ~ 

. 

Cette ddfinition s'~tend facilement ~i Hlloc (M) 

C 1 11 . S o i t  g u n e  m d t r i q u e  R i e m a n n i e n n e  de  c l a s s e  s u r  M, i l  e x i s t e  

u n e  a p p l i c a t i o n  l i n ~ a i r e  X -* d i v  e t  u n e  s e u l e  de  l ~ e n s e m b l e  d e s  c h a m p s  
g o 

de  v e a t e u r s  de  c l a s s e  C 1 d a n s  C (M) t e l l e  que  : 

I) div (fX) = fdiv X +<df, X~- fEH 1 g g ' loc (M) , X de classe C 1 



-74 - 

div X d Vg o 
Z) ~M g 

p o u r  t o u t  c h a m p  

3) supp (divg X) c supp (X) . 

Si  (U, X) e s t  u n e  c a r t e  l o c a l e  d e  M, on  a 

div X (x) - 1 Z ( X i) (x) 
g ~ x )  i=l ~ X i 

(o~ X. =<dx*,X >) 
I 

l Z .  g e s t  t o u j o u r s  une  m d t r i q u e  R i e m a n n i e n n e  d e  c l a s s e  

f6C z (M), on pose : 

C 1 X de  c l a s s e  

C 1 , p o u r  tout 

Ag f = divg (gradg f) 

h (op~rateur de Laplace Beltrami de g) est une application lindaire de 
g 

C z (M) dans C°(M) . Si (U,×) est une carte locale de IvI on a sur U 

A 
g 

p a r  

"" b f , C 2 n b (~gX gij ) f 6 (M) A f -  I r. i 
g ~ i,j:l bX bX~ 

g 

est continu lorsqu' on munit CZ(M) (resp. C°(M) ) des topologies induites 

g 

4 . 13 . FORMULE DE GREEN 

On a pout route fl E CZ(M), fz6CZ(M) 

~M flag f2 d v = - ~M g (gradg fl' gradg fz) d v g g 

et cette dgalitd se prolonge aux fonctions fz6HZoc (M) . 
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Th6orie des fronti~res dens los cha~nes de Mark0y 

(par G. &~roux) 

Cet expo~ a pour but d9 donner une introduction ~ l'~tude 

# o V 

des solutions de l'equatlon: Pt : QPt , o~ (Pt) est un semi-group~ sous- 

markovien sur un espace d~nombreble d'~tats, et Q est une matrice g~n~rateur 

• ° • , 

inflnltes~mal. 

Nous donnerons tout d'abord un B pergu sur iss cha~nes de ~rkov ~ temps con- 

tinu , ayant un semi-groupe r~gulier pour fonction de transition; pu~s une 

br~ve introduction ~ la ~heorle des frontier, s telle qua d~velopp~e par Doob[2~ 

et Hunt[l] . 

Nous pourrons slots par le suite traiter de le d~composition des solutions. 

Nous ~noncerons le th~or~m~ qui permet le d~co~nposition en lois de sortie par 

rapport ~ le solution minimale et en lois d'entr~ par rapport ~ la solution 

donn~e, t~i qu~ d~montr~ dens Chung[2~ . C'est-~-dire qua les lois de sortie 

sont obtenues comma d~riv~es de c~rteines probabilit~s d~pendant du temps, 

et los lois d'entr~e par un passage ~ la limite sur des ~sp~rances condition- 

nelles d~pendant du d~but du processus. 

Morons cependant qua sous des hypotheses plus fortes, K.L.Chung a d~montr~ 

un th~or~me de d~composition en lois d~ so~'tie et d'entr~ ~ar rapport ~ la 

solution minim~le. 

Les premiers r~sultats remoatent ~ Fell~r[l] . La decomposltlon a eta donn~e, 

l'aide de m~thodes analytiques, par Reut~r[l,2,3~ , et Williams[l] • 

Nous nous somm~s s~rvi~ de l'article de N~v~u[l] , pou~ Snoncer ies r~sultats 

relatifs aux lois de sortie e~ d'~ntr~e. 
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~I S_~mi-groupes, lois d entree et de sortie 

D~finition I. : Semi-group~..sous-jmnrkpvien r~_~ulier 

Un s~?mi-groupe sous-markovien (Pt) sur E, un ensemble d~nombrable, 

est dit r~gulier si pour tout i ~E : lira Pt(i,i) = I 
t$O 

Par la suite, tousles semi-groupes sBront r~guliers. 

Un semi-groups sous-markovien r~guli~r poss~de des propri~t~s en apparence 

plus fortes; en voici quelques-unes : 

Th~or~m~ i.I 

I) pour tout i ~E, Pt(i,j) est un~form~ment continue sur R# , 

uniform~ment en Jo 

2) pour tout i,J ~E, lee limites 

t - pt(i.i) 
qi : lim 

t~O t 

: lim Pt (i'j) J ~ i 
qij t$O t 

existent et satisfont: 

b) 0 ~ qij < oo 

"< qi c) J ~i qij 

D~monstration 

On a: Pt+h(i'J) - pt(i,j)-- k~i ~ Ph(i'k)Pt (k'j) - (i - Ph(i,i))Pt(i,J) 

d'o~. -(I - Ph(i,i))-< Pt+h(i,j) - Pt(i,j).< ~ Ph(i,k)~< I - Ph(i,i) 
k~i 

et on ~ ~lor~ 1'in~lit~: Ipt(i.j) - p(i.j)l <- 1 - plt_~,(i.i) 

ce qui implique i) 
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pour n asssz grand 
• . X% 

on e p t ( ~ . i )  ~ [ptZ:a:~,)] >o , 

de m~me Pt,s(i.i) ~ Pt(i,i)Ps(i,i ) 

alors u(t) - -log Pt(i,i) ~st un~ fonction sous-additivs ~ valeurs dens R, 

et lim u(t) = 0 
t¢O 

d'o~ 0 ~ limU(--~=su 
t$O t>~ ~ (30 

- p t  ( i , i )  
e t  qi = llm ----llm 1 u - jt)u(%) = _  u(.. lira u(t) ~xiste 

t¢O t t4,0 t .... t t¢O - t 

pour j fix~ on pose: 

f~O)(i,k) = ~ik 

f(1)(j,k) = 0 
t 

-'z'(i,k)'~ (i,k) si i 
• zt = Pt ~ j 

h 

on e alors pour i#J : 

m'n~=l' ~n)(1.1)Pt(l , f(m)(i.j) (A) Pmt(i.J)= f " " J)P(m-n-l)t (j,j) ~ t 

m-I 

~t(i.i)= ~f~n)(i,J)P(m n)t(J, i) ~ f(m)(i.i) 
n=l " t 

(B) 

m 

(C) pmt(i,S)-- ~f~n)(i,J)p(m.n)t(j,J) 
n=l 

mais on sait, par la r6gularit~ d~ Pt' que pour i#j ~t £>0 , il exist9 u 

~Xqu~: ps(i.j)<~, ps(j.i)<S . ps(i,i)>l-E, ~s(j.j)>l-~, 

a l o r s  p o u r  m t < u  on  a p a r  ( C ) :  

~f~n)(i.j)(l - ~) < ~ 

n=l 

pour S < U 

done en prenant ~_<½ , on a pour mt<u : 

~ (nlli,j) < l t 
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a l o r s  p a r  ( B ) ,  on a p o u r  m t < u  

f~m)(i,i) >~ Pmt(i,i) - max P(m n~t (j'i) > i - Z~ 

d'o~ par (A), pour mt~u 

m-i )n~O Pmt(i,J)~ ~f~n)(i,i)Pt(i,j)p(m.n.l)t(J, j ) =  >I (I - 5 ~  Pt(i,J) 

et alors: _ _ _ _ _  
Pmt(i'J) > (I - 5~,, 

mt t 

oe qui implique, en gardant mt fixe, que : lim Pt(i'J) < O0 
t~O t 

il exists done v tel que: 

O<v <u/2 st Pv(i'J) Pt(i'J) 
~<n.m .... - *6 

v t~O t 

a l o r s  par l) il exists 
Pt(i,J) Pt(i,J) 

t t~O t 

satisfaisant 0 <~<v tel que: 

. pour It-vl<E 

mais pour O<t<~ , il exists un entier m tel que: v~mt<v,t<u 

alor8 on a : 
(I ) Pt( 'J) - < lira + 2~ pour O<t< 

d'o~ qi .O = lira Pti'--(~) exists st est finie 
t@O t 

finalement par le ismm.e de Fatou on a: __ ~qi~ ql 
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D~finition 2.: Loi de sortie 

Un~ famille [gt " t> O~ de fonctions positives sur E est app~l~ loi 

de sortie par rapport au sgmi-group~ Pt ' si: 

a) Ptgs= gt~s 

b) il existe T~O tel qua: sup i)dt <(DO 
i 

R3margues 

l)l'in~galit~ de b) est v~rifi~9 pour uout T, car 

I 
nT T T 

~0 k--I ogt÷( k'l dt : t ~ P(k.l)T(i,j)gt(J)dt ~< 
~ T nsup gt(i)dt 

i 0 

2)on a: 0 ~ gt(i) <co , car par b) c'est v~rifi~ pour tout i sauf sur un 

ensemble de mesure de Lebssgue nulle, mais comm~ plr a) gt÷s(i)~ Ps(i,i)gt(i), 

alors par la r~gularit~ de Pt " cet ensemble dolt ~trs vide. 

Voici maintenant quelques propri~t~s util~s des lois de sortie: 

Lemm~ 1.2 

Si~gt, t>O~ est une loi d9 sortie par rapport ~ Pt 

gt(i) est continue sur R+ , et go = lim g~ ~ satisfait 
t$O 

Demonstration 

On a: 

• alors pour tout i~E 

0 ~ Ptg og gt ~) 

d ou: 

nm (i)= lira (j) 
s~t gt÷s ~ j Ps(1'J)gt 

g2t(i)= lira ~ Pu(i,J)g2t u(j)1> lira (i)~ lira (i) 
u~O j - s~t gt~s ~s~t gt+s 

(i) gtCi)= limgu(i) pour t>oet 
u*t 

~ a(t) d~finie pour t~O , est dits continue sur R. 
si: I) a(t) ast continue sur R~+ 

2) lira a(t) existe et est finie 
t40 
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pour -t<u<s , s>O , t>~O 

on a. gt+s(1) >~ ~im ps(i,lku(i) 
u~t 

donc lira gu(i)>~ li--m gu(i)~ lira gu(1)~ lira gu(1) = gt(i) 
U ~t u ~t u ~ t u÷t 

c'est-~-dir9 qu~ la limit,~ ~ droits g~ exist3 pour t)0 st satis~ait: 

(2) a~(i)= n--~ au(i)~ at(i) . t>o 
u÷t 

mais comme pour t> 0 et s>O Psa t- Ps.ugt+ u , on a Psgt ~ Psg ~ 

alors O~ Ps(i,i)[~(i)- gt(i)] $ Ps[a~-at](i).< 0 

~t par la r6~ularit~ a~ Pt • a~(i) = %(i) pour tout i~ ~t pour tout t>o 

alors par (I) st (2), gt(i ) est continue sur R, et aO exists 

et de plus 0.< Pig 0 ~< lira = lim -_ at u~O Ptgu u~O gt*u 

Lemme 1.3 

Si {G t , t>O} sst une famille de fonction positives sur E, tells qus 

Ot+ s - G t = PtGs 

Alors pour tout i~E, Gt(i ) poss~ds un9 d~riv~ at(i ) 

et {gt ' t>O} satisfait: gt+s -- Ptgs et 0 <. gt(i) < oo 

D~monstrat ion 

Soit at(i ) = t-I l'~s~t}Pt-s(i'j)dGs(J) , t>C , i~E 

on s at(i)infs<t Ps(i'i) ~< t-l~'~j U~s<t ~pt(i'j)dGs(j) = t'l i{s<t~ dGt÷s(i) <C~ 

alors par la r~gularit~ de Pt ' 0 ~< gt(i) < ~D 

d'autrs part pour B hot,lien cont-~nu dans (O,t-u) , on a: 
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alors par l'unicit~ de la mesur~ invariante on a: 

Pt.s(i,J)dGs(J) -- gt(i) ds 

oe qui donne en particulier gt+s :Ptgs 

soit B : (t-u,t] , clots int~grant sur (u,u+v] on a: 

u ~ (i)dt = u,u÷v:l t uou,v] O,u3 ~-s(i'J)dGt'u*s (S)dt 

= j~i' I P (i'J)dGt*s(J)dt 
~(o.u~ (o.~ u-s 

s (o.u]~ (s.s÷~] 

=~ dsl dG (i) = u ~  dO(i) 
~(o,u] ~(u.u÷v 1 t ~(u,u*~l t 

dono gtCi) est la d~riv~e de Gt(i) 

de plus gt(i) est oontinuem puisque dens la d~monstration du lemms 1.2 

on n~ se sert pas de la propri~t~ b) des lois de sortie, sauf pour affirmer que gt<~ 

)n psut trouv~r d'autres d~monstrations de c~s d~ux lemm~s clans Chung[4] 
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Proposition 1.4 

= ~e'Xtgtdt , d'une loi de sortie, d~finit La transform~e de Laplace: gx 0 

une ~a~ine ~4 • x~ O} de fo=otio=~ positives bounces sur ~, jouissant 

des propri~t~s suivantes: 

a) ~ _- [~ ÷ (~-y)Py]~ 
Y 

b) e-XSPsgx -< gx 

R~ciproquement : 

I) route famille ~gx ,x> 0} de fonctions positives born~es sur ~ v~rifiant 

a), est la transform~e de Laplace d'une loi de sortie unique. 

. . . . .  XSp h ~ h 2) ~ tout~ fonction positive bornee h sur E qui verlfle: e s 

pour un x> 0 et pour tout s > 0 , correspond une Ioi de sortie unique 

~gt " t> O~ telle que: h = ~'Xtgtdt 
0 

D6monstration 

gx(i) -- ~ e'xtgt(i)dt = n~O~' ~(n÷l)Te-xtgt(i)dtnT = n~OJo ~ ~Te'x(t~nT)gt÷nT (i)dt 

= ~,~n ~ Te'x(t÷nT )p_~g~ ( i )dt 
a~ w%J u 0 ~/l 

T 
~(sup~_gt(jldt) ~_ e "xnT 

J O n~.o 

dono: s~p ~x(i) ~ (sup~gt(1)dt)(l - e'XT) -I 

d'o~ pour x>O , ~ est born~e 
x 

a) r~sulte de: 

Py~x ~0 I~oe'Yte-XSPtgs dsdt 0¢~'0~ = = ~0 ~0 e'yte'xsgs+tdsdt 

= ~O~OeO°-Y( t-s )e-XSgtdsd t 

- (x-y)-I (e- - e-Xt)gtdt = (x-y)-l(~y 

^ ~ e-Xtg b) r~sulte de e-XSPsgx--- ~S t ~ gx 

-~) 
x 
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r6ciproquem~nt on a par a): , d ,n^ ~j ~ = ~n~ ~ 0 

alors par le th~or~me de Bernstein sur los fonctions compl~tement monotones 

(c.f. Meyer~l, XI-T40]), il existe une famille ~(.;i), ieE~ de mesures 

positives sur R÷ telles gue: 

~(1) = -~t at;i) x>O i~ 

~ i s  ~ x ( t )  = ( x - y ) ' l ( ~ y ( i )  - ~ x ( i ) )  = (x-y)  ° t  ( e - ~  - e - ~ t ) p ( a t , i )  

: 5; -yt ~t e'x(s-t )~(ds ;i )dr 

d'o~ par la continuit~ ~ droite des fonctions: 

It:-x (s-t)~(ds ;i I c° Pt~x(i) = ) = e -xs (t,ds,i) 
~0 

en posant Gt(i)---- ~((O,t~;i) , on a alors: 

~ Pt(i,j)Os(j) = ~(t+(o,s~ ,i) = Gt,s(1) -Gt(i) 

dono par le lem~ae I.S, ~gt=G~ , t>O~ satisfait Ptgs = gs~t 

gtd t I~o et _ 10 ~ e T e-tgtdt ~< eT~l 

@'est-~-dire que ~gt " t>O~est une loi de sortie de Pt 

finalement 2) r~sulte de I) en posant: 

~y= tI - (x-y)~y~h 

en effet pour y~>x , on a: 

0 )t e -Xtpthd t (y-x)Pyh = (y-x) e "(y'x ~< h 

done ~y>1 0 pour tout y>O 

et d'autr~ A. \ par~. P~(i)= J0e-YtPth(i)dt <~ y'Is'~p h(i) 
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D6finition 3 

Une familte ~ft ' t~ O~ de mesures positives sur E eat appgl~e lol d'entr~e 

par rapport au semi-groupe Pt si: 

a )  r a P t  = fs~t 

b )  s~p nrtll < o o  

on a pour l e s  l o i s  d ' e n t r 6 e  des r 6 s u l t a t s  ana logues  aux l e w e s  1 .2 ,  1 . 3 ,  e t  

l a  p r o p o s i t i o n  1.4 
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~2. Etud~: des trajectoi,res 

Soit Sun espace m~trique compact contenent E co,me ensemble ouvert dense, 

et tel que la topologie induits sur E soit la topologie dzscrste; soit ~ la 

tribu de Borel de E. Une foncticn mesureble f: (~,~, P) ---> (E,$) est dire 

sur E si P[fEB~ = 1 ; c~ est dite une veleur oossible de f si P{f> c~> O. 

Un processus stochastique ~ temps continu sur Eest une famille (Xt)t> 0 de 

fonctions mesurebles X t, (~,~, P) --~ (E, ~) sur E, telle qua l'ensemble de 

routes les valeurs possibles de routes les X test E. 

D~finition: Che~ne de Markov homog~ne ~ temps continu sur E 

Un processus stochastique (~L,~, P, (Xt)t>O) ~ temps continu sur G est dit 

une cha~ne de Markov homog~ne si: 

I) P{foXtnlXtl,°..,Xtn_l~ = P~foXtnlXtn_l ~ ; O<tl<o..<tnet f: (E,~)--~ (R÷,~) 

2) Soit Si=<s>O : i est une valeur possible d~ Xs~ , i£E 

P~Xt÷s = j t Xs = i~= P~Xt, s ,= j  IXs' = i ~ ,  pour tout s, s'~Siet pour tout i,JeE 

On dit qua la cha~ne ~ pour fonction de transition le semi-groupe Pt~et ~ ft' t > O~ 

pour lot d'entr&e si: P t ( i , j ) =  P~Xt,s=JlXs= i ~ ,  s~Si, et f t ( i ) =  P~Xt= i ~ ,  i,J~E 

;tent donn~ un semi-groupe sous-markovien r~gulier Pt et une loi d'entr~e ft' 

telle que ~ft(j) = 1 pour tout t>O, on peut toujours construire une che~ne 

de Markov homo~ne sur E : (~,~, P, (Xt)t>O) ayant Pt pour fonction de tran- 

sition et ft pour loi d'entr~e. 

Nous allons montrer dens carte secticn, ~ l'aide de Chung[l,~-~-9] qu'il 

existe une modification assez reguhere pour perm~ttre, per example, la proprlete 

de Markov forte. Cette modification permettra d'~nonc~r eussi d'autres r~sulbats 

int ere s sent s. 

On supposera dens toute la suits les tribus sur ~ co~pl~tes. 
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D6finition: Processus s~parabl~ 

U n processus (Xt) sur E est dit s~parabl3 s'il ~xists un 9nsemble d~nombrable 

S ~_R+ et un ensembl~ n~gligeabl~ N, t~Is que pour tout ferm~ A c - E et tout 

int~rvalle ouvert G~_R : ~Xt~A , tcG~S~-~Xt~A , t~G~R÷~C_ N 

Remar~ue 

Si (Xt) est une cha~ne de Markov homog~ne d~ semi-groupe r~gulier Pt et de 

loi d'entr~e f~, alors grace au th.II-4.1 de Chun£[1] , S est un ensemble s~pa- 

rant universel, au sens de Meyer~l,D.IV-18~, tel que pour tout ~aN et tout 

intervalle ouvert G : XR,~G(~) = ~ ; alors par Meyer~l,T.IV-18] la chains 

est s~parable au sens de D-13. Inversement grace aux th.I7 et 18 de Meysr[~, 

sl (Xt) est s~parable au sens de D-I~, elle est s~parable. 

Cette ~quivalence s'appui~ sur le lemme suivant: 

L e ~ e  ~.I 

(~,T, P, (Xt), Pt' ft ) est continue en probabilitY. 

D~monstration 

Pour s,t on a P~Xs= Xt~ = j~fs(j)pt_s(j,j ) 

alors par los resul~ats d~ la section i on a: 

lira P~Xs=Xt~ >I ~ft(j) = I 
s~t j 

d'o~ la limite existe et 6gals I 

Pour s>t on a P~Xs= Xt~ = ~.ft(j)ps_t(j,J ) 

J 

alors par la convsrgence uniforme: 

Leme ~. 2 

lira P~Xs= Xt~ = ~ft(j) = 1 • 
S~t j 

D~monstration 

par la remmrque c'est le th.19 de M~yer[l] 

II existe une modification s~parable de (Xt) 
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D~finition: Proc essus bien-sSparable 

Un processus est dit bien-s~parable si on peut prendre pour S n'importe 

lequel des ensembles d~nombrables denses, 

(Dor~navant (Xt) d~signera toujours une cha~ne de Markov homogSne sur E, de 

• t # semi-groups regulier Pt et de loi d entree ft) 

L~mme ~.3 

(Xt) poss~de une modification s~parable et~-mesurable 

D~monstration 

On peut consultsr Doob [I ~--~.6] ; on se sert dgs lemmss A.I et ~.2 

Lemme ~.4 

Si (Xt) est s~parable, alors pour tout i6E, t£S i et s>0 o n  a: 

P[Xu=i , t<u<t÷s ~Xt=i ~ = e -qis 

D~monstration 

II existe S d~nombrable dense et N de mesure nulle, tels que: 

{Xu:i, u6 S~(t,t+s)}-{Xu:i, t<u<t+s~C-N 

(ce qui montre en particulier que P~Xu=i , t<u<t+s IXt=i} est d~finie) 

soit ~Sn~n~.l: S~(t,t+s), en ordonnant ~Sn, l-<n-<m~ on obti~nt ~Sn, m, l.<n.<m~ 

une suit3 finie croissante soisnt d I - s I d =s - 2.<n.<m ' ,m- ,m -t' n,m n,m Sn-l,m 

alors: P[Xu-i , t<u~t+slXt:i ~ -- lira P~X =-i, l-<n-<mlXt=i~ : 
m@~ L Sn,m 

m m 

(dn,m lim exp(-q n=~d ) : lim~[p (i,i) : lim~[l-qidn,m~O )l -- 
m~n= 1 dn, m m~n= 1 m-~ i n,m 

= e -qis , si qi<O0 

si qi=o0, alors pour tout M>O Pd(i,i) ~ I - Md pour d assgz p~tit 

d'o~ P[Xu= i, t<u<t÷s ~X =i~ L lira e "Ms = 0 . 
t M->~O 

Nous suppos3rons d~s maintenant l'hypothSse suivante: 

HYPOT}LE SE A 

O<qi<OS " j~iqij = qi ; pour tout i~E 
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Lemme £.5 

Si (Xt) est s~parable, alors po,Jr tout t fix~: 

P[limX = Xt ]= l  
s$t s 

Demons t rat i on 

Pour i tel quetE S i ~t pour O<~<t, on a par i~ l~mm~ 3.~ : 

P[Xs=i, t-~<s<t+~Xt=i] ~ P[Xs=i, t-~<s't IXt=£]P[~s=i, t<s<t~IXt= ~ 

= ft(i)'IP[X =i, t-~<s~t]e "qi 

-ft(i)'iP[Xs =i, t-~s<t]e'qi 

=ft(i)'Ift_E(1)e'2qi ~> I (E--~O) 

t : ~ ,  (t.n-ht÷n-1)c_ si(~)~ ~Ior~ soi,~t S.(~)~ : { t ,  Xt(~) : i~, Jtn, i 

donc " a fortiori": P[llm X s=il Xt= i] = I 
s,t 

s~t s i ~s¼t s i 

Thdor~ms 1,6 

Soit (Xt) un processus s~parable avsc S, satisfaisant pour chaque t fix~: 

P [lim X = Xt- ~=I 
s~t s 

Alors il existe une modification s~parable avec S. ~X;-masurable, et 

don~ routes les trajectoires sont semi-continues inf~rieurement ~ droite. (~) 

Demonstration 

C'est essentiellement la m~ que celle du th.?-i de Chung ~l,I[] 

f: R -~E est dite semi-contlnue inf~Arieurement ~ droite si {f(s): s>t~ a 
• u ~lu~ ~o~ ~Io~ l~o ~pp~oo~n~ ~ ~ lo~quo ~\~i ~t ~i ~II~ o ~  
f(t) est dans E et est cette valeur limite~et si est dans ~, cette valour 
limite existe et est f(t). 
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Nous supposerons ~ partir de maintenant que (Xt) est s~parable, Borel-mesurable 

et semi-continue inf~rieurem~nt ~ droite. 

D~finition: Famille admissible 

Une famille , t > de tribns est dite admissible par rapport ~ la 

cha~ne de Markov (Xt) , si: 

1) < ~ _ ~ ,  pour s~t 

2) "~(X ,S O<s'<t)~tC-~" pour tout t>O 

Z) P[Xt= J~[~s] = Pt-s(Xs "j) ' pour tout joe et O<s<t 

4) la famille est continue ~ droite. 

Nous ne consid~rons que des families admissibles. 

Soient Tun temps d'arr~t par rapport ~ (X t , ~ ), L sa fonction de distribution 

on pose Tj = Inf ~it>T: Xt =J~ ; par la s~parabilit~- de (Xt) , Tj est un temps d'arr~t 

Pour tout B2~ ~ la tribu de Porel de R+, on salt qu'il existe une fonction 

C(.,B2): R+--~ R+ mesurable, tell~ qu~ pour tout BI~ ~ : 

~B I TeB I 

Lorsque B z = [O,u~, on note Cj(s,B2) par Cj(s,u) 

Pour B 2 = ~0,u~, u rationnel, on choisit Cj(*,u) de telle fa~on que Cj(.,u)~Cj(.,v), u~v 

Pour s fix~, on sait qu'il existe une mesure C.(s,*) telle que C (s, [O,u~) =C (s,u), u rat 
j J J 

Par la constructioz, de cette mesnre ( on pent consulter par exempls Neveu [~ ,~-~) 

il est facile de voir que Cj(.,B2) est mesurable pour tout B2~ et satisfait 

= E 21TldP Cj(s,B2)L(ds) 
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M, 
Nou s ali ons maintenant a I ' aide" d ' un lemme, qu ' on peut trouve r dans Chung [I, I I-8. I~ 

d~montrer un th~orSme sur les trajectoires d'une cha~ne s~parable. La d~monstra- 

tion que nous donnons, simplifie un peu celle de Chung[l,ll-6.1] 

Lemzre ~.7 

" ~ j  ' "o < s ~ t )  Si (X~) est s~parable, alors les tribus completes = ~(Xs, 

sont continues ~ droite. 

Th~or~me 1.8 

Si (Xt) est s~parable, alors P-pr~sque tout~s l~s trajsotoires on% Is pro- 

pri~t~ suivante: pour tout t > O, lorsque s$t, [Xs(~): s > t} a au plus une 

valeur limit~ dans E 

Demonstration 

J 
Solent M>O st jaE; on pose ./t M =~XM=J}, ~ sa fonction indicatrice. 

cor~me: ED(IXs' o~s~(t~ = P[XM= j ~Xt] = PM.t(Xt,J) , O<t<M 

alors (PM_t(Xt,J))o<t<M est une martingale et E[PM_t(Xt,J)~- P[XM= j] , O<t<M 

d'o~ il existe, par Meyer[l,VI-T4], une modification continue ~ droit9 (Yt,M)O<t< M 

soient donc Sun ensemble d~nombrable dense 3t J~o tel que P(~o) = I, 

satisfaisant: I) Ys,M(~) = PM.s(Xs(O~),j) ; s e S, M rationn~l, ~AJe% 

2) (Xt) est s~parable aveo S 

soient O_)oe~C~L o 3t t>O tels que {Xs(~): s aS~(t,oo)~ a deux valeurs limites 

i, i'eE, lorsque s&t; alors il existe deux suites dans S tendant vers t, soit 

~Sn~ et {Sn} , telles que: lira X (C~o) = i , lira X ,(~b) = i' 
n-~ s n n-~o~ o n 

d'o~ pour tout M rationnel > t, on a: 

lim Ysn,M(Oo)= limp. (X ,j) (i,j) n~co n~co ~-s n s n = PM-t 

n->oolim Ysn, M(~°) = n~mlim PM.s n, (Xs"J)n : PM-t (i' "J ) 

PM.t(i,j) = PM_t(i',j) 

, donc ~. =i' 
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Soient 

S*(u~) ={t: S (oo)(~(t,t+a)e/ , pour tout E, O} 
i i 

= { t :  S (co) A ( t - ~ , t + E ) # /  , pour tout6>O} 
i i 

On a pour tout t fix~ et iEE: 

en effet ceci r~sulte du lemme S.8 

Lemme ~.9 

Soient J,kEE et t>O, alors P-p.p. sur {Tj%t} on a: 

P{Xt=k IT' Tj~= Pt-T (j,k) 
J 

D~monstration 

alors pour s~<t et s'~<t on a: 

PIT-<s, Tj~<s', Tj=t, Xt=k] = ~jkP[T.<s , T .< 

odYL I - ,  j ' j 

J S', T j-t] --- 

= min~m2"n: m2-n>T st X =j~ d'autr3 part soit: Tj, n m j m2 -n 

Pt-T. (j ,k)dP 
J 

n 

on a: Tj~IST j P-p.p.; soit donc~_2--{T~s , T.~s'j , Tj<t}, ~2 -{T~s,Tj 

alors : 

~< s' ~ <t 
'Aj,n 

p[~-<8. ~ .<,,, T <t, xt=k]- Ii~ PIT-<s, T .<8, T <t, x= k] 
J J n*~ j ' j,n t 

donc : P[xt 
T.<s,Tj.<s' 

m j ' j,n 

--_ lira ~P[T~s, T..<s' 
n-~oo 3 

• Tj ,  n - m2"n]pt_m2-n(j,k) 

= ii~ ~ p (j,k)dP =~ Pt_Tj (j'k)dP 
n-~n t-Tj,n % 

2 2 

=k ~T, TjldP = ~ Pt-T (j'k)dP . 
T.<s,Tj.<s ' J 
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Leme Z.IO 
P 

Soit rC)(s,t ) =- ~[s,t]Pt_u(j,J)Cj(s,du) , 

alors ~T P[Xt= j' TBdP = I~ rj(s,t)L(ds) , 
~B 1 B I 

r (s,') est continue ~ droits sur ~s,0O) et r 
J 

ides couples (s,t): s.<t~ sur 
J 

D~monstration 

j~, s~t 

pour tout PI C - CO,t] 

( . , . )  est  3  -mesurable 

Par le lemm~ 1.9, on a pour tout 

P[Xt=J ~T~dP=~T E[P[X t 

T~B I ~B I 

---- ~ C (s,Pt_.~J'J))A(ds)=~ 
B I S B I 

l C (o,t] , 

TeB 3 
i 

~0 Pt'u(J' J )Cj(s'du)n(ds) 

----- ~BI ~[s't] Pt'u(J'j)Cj(s'du)L(ds) car Tj~ T 

le rests du lemme est trivial. 

Le=~e i. ii 

On a pour tout keE : 

i) rk(s,t+t') = Zr (s,t)Pt,(J,k) , pour L-prssque tout s et pour tout t>s, t'~O 
j J 

2) ~rj(s,t) = 1 , pour L-presque tout s st pour tout t>s 

3) rk(s,. ) est continue sur ~s,~) pour L-pr~sque tout s 

D~monstration 

Pour s~t st t'> 0 , on a: 

P[T~s, Xt÷t,--k ]- Z P[T~s, Xt-j]pt,(J,k) 
J 

alors P-p°p.: P[Xt+t,=k~T]= ZP[Xt:  J ~ TIP t,(j'k) 
J 

et par le lemme i.lO, on a 

rk(s't+t') = Z rj(s't)Pt, (j,k) 
J 

alors par le theorems de Fubini, on a @galit~ pour L-p.t. 

, pour t,t'> 0 et E-p.t. s~t 

s st E~L-p.t. (t,t'): t~s 
t'>O 
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alors par la continuit~ ~ droita et le lemme d~ Fatou 

(I) rk(s,t÷t')) ~ rO(s,t)Pt,(J,k) , pour L-pot. s , t~s , t'>O 

J 

et alors 

(2) ~r (s•t-t') ~ ~r (s•t) , pour L-p.t. s , t~s , t'>O 
J J J J 

mais par le len~ae ~°i0 et le theorems de Fubini, on a: 

(3) rj(s,t) = I , pour L-p.t. s et L-p.t. t~s 

et alors par la oontinuit~ ~ droite et le lemme de Fatou: 

(4)  w ~ . r j ( s ' t ) ~  1 , pour L - p . t .  s ; t~>s 

J 
soit seN, o~ N ~st l'ensemble de L-mesure null~ de (I) st (4) 

si (3) est v~rifi~e pour un certain t, par (2) et (4) elle est v~rifi~e 

pour tout~ val~ur plus grande que t, on a done 2) du lemme 

alors on a l'~galit~ pour (2), done pour (i), et on a I) du lemme 

3) du len~m3 d6coule du lemme 1.2 sur les lois d'entr~s. 

Lem~e ~.12 

x; Soit: rt(J) = rj (s,s÷t)L(ds) 

I) rt(J)>~ 0 , jeE et t>O 

z) (j) =l , t>o 

T t 

5) ~ rt(j)pt,(J,k) = rt,t.(k) , 
J 

4) r (j) est continue sur R+ , j~3 

D~monstration 

I), 2), 3) d~coul~nt du lemme ~.II 

4) d~coule du lem~ne 1.2 sur Iss lois d'entr~e 

• jeE et t>O ; alors 

keE et t>O , t'~ 0 

(~ II faut suppos~r Pt m~rkovi~n, N~is on p~ut toujours le faire en ajoutant un ~tat. 
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Lemms ~. I~ 

Soit Tun temps d'arr~t fini, alors on a: 

I) P[~= j] = ro(~) , jeE (ro(J) = lim rt(J) ) 
t~O 

N-I 
2) P[XT,t = J r '  O~I~'<N] =rtO(jO)VOpt~,÷l-t~(j,'j;~#,l) ' pour O~to~... ~t N 

et JO,...,jNeE 

Demonstration 

theoreme 1.8, j ~'~ alors on a: 

P[X T . j ]  = P[T-Tj'~ -- lim C~(s.(m~,l)n'l)L(ds) 
n~mq-6 ~F.~ - I  f ~ l  ~.-I ~ a 

Soit ~ = n 

= lira ~Ci(s,[ns+l]n "I )L(ds ) 

-- u c (s,s)L(ds)  = s, )L(ds) = to(S) , do c l) 

0 0 

U ~mn"-l~ T <(m÷l)n -1,  X(m+l)n_l,tt = ~. ,  0 ~-'-<.N ~" 
m-O 

Si(oelim sup Bn, alors il existe un9 suit9 de nombr~s rationnels - _~Sk~ tglle 
n 

que SkST et Xsk+t =jw , O-~-~N ; alors par Is th~or~me ~.8 on a pour 

P-p.t. £~£iim sup B n 
n 

XT,t (o~)= lira Xt(~)= Jv' C'~v'<N 
tST~t~ 

dono limn sup Bn C~IXT÷tw- ~v O~V~N 

d'autre part par le l~m~ne ~.i0, on a sn posant Q-~Pt~+l'tu (jV'j~+l)~=e : 

co 

P(Bn)= m~=J[mn'l-<T<(m~l)n -I, X(m÷l)n-l+to= Jo]P[X(m+l)n-l+t;~v,l~v~NIX(m~l)n-l,tjJo] 

--- -i, (m*l)n -I )riO(S, (m*l)n-l+t o)L(ds )Q = riO(S, [ns÷l]n-l*to)L(d s )Q 

alors par le lemms i.ll, on a: 

lira P(Bn) =Icrj (s,s+to)L(ds)Q - rto(JO)Q 
n-~ 0 

donc P[XT,tw =jw' O~N] ~ rto(JO)Q 
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en som~nant sur tous les jl,...,j N , on a: 

pour to= 0 

pour to> O, 

0 

On nots --~ 
J T 

:  o-I r (s o) 
T'to O 

on a l'~galit~ par I). d'o~ l'~galit~ pour 2) 

I ) ~PKXT÷to = So~ ~ ~. rt(J o) = i , c~ qui implique 2) 
JO 0 

la tribu des ens~mblgs _/~_~ytels que ~T~<t~E~,t, 

o 

la compl~tion de la tribu t~>O ~T*t ' ~T =~(XT*t" t>O) 

Corollaire 

I) pour tout t ~ 0 , XT~ t est um ~' -mesurable 
T+t 

2) pour tout t> 0 . X est une variable al~etoire sur(un sous-ensemble de)E 
T+t 

Demonstration 

Bne~ I, donc par la cont~nuit~ ~ droite de la famille de tribus 
J T.to+n- 

lira sup Pn g ~T mais la d~monstration du lemme pr6c~dent montre en 
n ~ 4% 0 ' 

p a r t t c u l i e r  qu~ -~XT+to = ~0 ~. "---- limn',Up Bn ' on a done 1) 

la dernlere s~rie d inegahtes du lemme precedent nous donne pour t> 0 

S 

ce qui implique 2) 
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Voici comment se g~n~rahisent hes r6suhtats precedents 

Soit Tun temps d'arr~t quehconque, set maintenant d~finie comme ~tant la 

oomph~tion de ha tribu des ensembles _/LeA~ tehs que _/~_~ t}~t , O~ 

& = ~ T < C ~ .  Pour~~ teh que P I l l > o ,  on considers h'espace ~, ~T,P('I~-)) 

Prenant maintsnant L(s) = P[T~ s13~ ; ih exists pour tout j e~, une fonction 

H: R+,B~> R, notre cj(-,.IJL) tens que: 

h) Cj(.,BI~ ) sst~-mesurabhe, pour tout B ~  

2) c~(s,.l~) e,t u~ ~ure positive ~ur~, pour tout s~ 

B h T~B 1 

mais L (s )=  P[./L]'hP[J\., T~s] st P(. I jL)---  p[_/~]-Ip(.) • done ,n possnt I' 

on obti.~nt a~ors r ~ ( . , . I A _ )  et r t 0 g , ~ )  satisraisa~.t aux r~suhtats precedents, 

mais maintenant rj(,,tl~) es t  une modif icat ion de P [ X t = J l y [ ,  T] sur [T<~t} , 

au l,mm, 2. h3 ih faut consid~r,r P~'t ,  XT÷t = jp, 0 ~<la ~ N] 

T.h~or~m~ i.h4 

Soit Tun temps d'arr~t 

Ahors (~,~T, P('~), (XT4t)t~ 0 , (~T.t)t>O) est une cha~ne de Markov 

t 
homogSne sur 3 , un sous-ensembhe de E, de fonction de transition Pt et de 

hoi d'entr~e rt(~,. ) 

De phus pour tout t>O , si M~ t st M'~ ÷t " on a: 

D~monstration 

Apphiquant ha g~n~rahisation du hemm9 ~.h3 au temps d'arr~t T+t , on a sur /~ 

PtM.~M' I 7~r~tl = P[MIXT,t-~P[M' ~ XT#tl , pour M'= {XT, te t  .=Jp , O~ t J~N~ 

,~. on a ha premi~re partie, 
~t 
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A, % 

Pour tout O<to<... <tn et Jo''"'JneE , on a P-p.p. surZ~ 

~[x, c J~,. °-~"-~'~ I~. ~]-"%(~.~*~o Ix- ~ ~.,,;o ~,÷~- (J, ,J.~,,.~-) 
D~monstrat i o n  

On ~ppnqu~ l~ g~n~r~n~t io~  d~ 2) du 1 ~  Z.13 ~ux ~ n ~ b l ~  ~ q ~ T ~ , ~  

e n  r e m ~ r q u s n t  que : 

% :}o 

L = rj (T,~4t o IJ~)dP 

Remargue 

On resumg" les dsrni~rs r~sultats 9n disant que la cnalne" " (X t) satisfait 

la propri~t~ de ~rkov forte; on v~rra ~ la sgction 4 une autr~ proprietY, 

dite propri~t~ de Markov Fort~. 
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Nous supposerons dans toute la suite la loi d'antr~e ft " donn~e par un9 mesurs 

initiale F sur E . (par exemple (Xt)t) s , s>O , od (Xt) sst donn~e par la 

situation pr~c~dente). On a dane ce cas une cha~ne (Xt)t~>O , qu'on psut supposer, 

et qu'on supposera dens toute la suite,S~x~--masurable st semi-continue inf6- 

rieurem~nt ~ droits sur R . Pest alors notre P~. 
÷ 

Pour simplifier un p~u, on suppose ~ strictement positive. 

Th~orSme ~. 18 

II existe une suite strictement croissante (Tn)n90 , TO=-0 , de temps d'arrSt 

finis, talle que P~-presque partout 

I) Xt(~o)~- X T (~)(~) , te~Tn(~),Tn÷l(~)) 
n 

2) P FIT n+l " Tn > tl XTo,''',X Tn~ = exp(-qx T t) 
n 

Demonstratlon 

Soit TI--- inf t: Xt~ X O " AI ~st un temps d'arrSt 

°~ ~[ ~>~ I Xo ~] ~ ~x. ~ o <~ <~ i Xo= ~]: o~t 

alors P~[TI= O, XO= i] -- lira P~T l<.t I XO= i]PLXo= i] -~ O 
t %O 

donc P~'~T I ] ,T 1 = X pour t & [0 ) = O = O , et X t O 

de mSme P~[TI'= ~ ]  = ~ lira P'~T. >t I Xo = i]P~Xo-- i] = 0 
t~ A 

i 

d'autre part on peut montrsr que 

alors P~[XTIE E] = 1 

donc presque partout: TI<OO 

P ~ I  = 31Xo=i] = (l-~ij)qijq.~ I , Chung[l,II-15.6] 

et XE~ 

I 

le r~ste du theoreme suit par induction. 
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Th~or~me ~.,17 

Soit 

a l o r s  

T =  l i m T  
n 11 -->,x, 

~t---Xt s i  t~O,T) , ~ autrement 

~t(i,J)=P~X = j ,  et il y a un nombr~ fini d~ sauts sur (s,t+s)~Xs=i J t+s 

l )  ~t eat u~ oha~ne de Markov de fonction de transition ~t 

3) +t(i,J)= ~, p. ( i . j )  , O~ p O'( i , j )= ~ije'qi t 

Kn+l>(i, j) ~ Ite-gi (t-s) <n, 
= qlkps (k,j)as 

k~i 0 

T h 6 o r ~  ~ . l B  

S o l t  x n = X T 
n 

Alora (Xn) eat une eha~ne de Markov d tscr~t~ de matr ice de t r a n s i t i o n  A 
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§3. Fronti~res de Martin 

Rappelons-nous que : 

I) X t est bien-s6parable, semi-continue inf~rieur~ment ~ droit~ ~t 

Bore 1-me surable. 

2) O<qi<oo , ~ qiJ ---qi 

(i - ~ij)qij 
3) A(i,J)- 

qi 

Remarquons qu'$tre transient pour A est ~quivalent ~ ~tre transient pour ~t 

Supposons done E form~ d'~Al~ments transients pour A 

On d~finit alors la frontiSre de la fa9on sulvante: 

Soient: ~ une mesure de probabillt~ strictement positive sur E 

: 

guns fonction striotement positive sur E tells que ~ g(i)(+oo 

on d~finit alors une m~trique en posant: 

dl(i,J)- ~ ~K(k,i) - K(k,J)l~(k)~(k) 
keE 

on note E la compl~tion de E sous la m~trique d = dl#d 2 , o~ d 2 est une m~trique 

discrete par rapport ~ laquelle la eompl~tion de E est le compactlfi~ d'Alexandroff. 

D~flnition. Frontiers de sortie de Martin 

B s- E - E est dit (d'apr's Hunt) la fronti~r~ de sortie de Martin de A 

Remarque s 

i) K est bien d6finie, en effet: 0 < G(j,j)~(j)~ VD(j) ~ G(j,j)~3) ~ 

2) ~(K(.,j)) = ~K(j)--- i 

3) pour tout jCE , K(i,j)- ~ ~(i) -I 

4) E est compact et sa topologie induit la topologie discrete sur E cui 

est ouv~rt dans 
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Pour P~-pr~sque tout cO, Xn(CO ) converga dans E vers un point de B s 

• . 

Demonstratlon 

KCi,Xt(c~)) sst une surmartingale born~s sur ~O,T(~C)) 

alors par un th~or~m~ classiqu~ (Meyer [I , VI-T6]) 

lim K(i,~ (~)) existe P~-pr~sque partout 
t 

donc lim K(i,Xn(~O)) existe P~-pr~sque partout 
n ~  

alors x (~) converge dans ~ vers un point de B 
n s 

sont transients. 

• puisque les ~tats 

D~finition~ Ensemble invariant pour (Xn)l 

j~ ~ ~(x n ,nB O) est dit invariant pour (Xn) , s'il existe une fonctlon 

f: E--> R telle que pour tout n: 

I/ = f(Xo,Xl,...) -- f(Xn,Xn.l,...) 

On a le th~or~me suivant dd ~ Hunt: 

Th~or~me 

Soit x = lim x 
n n 

• alors la P -completion de la tribu~(x~) est ~gale 

la P~-compl~tion de la tribu d~s ensembl~s invariants pour (Xn) 

Une d~monstration de ce theorems se trouve dans Eunt [I~ , mais il ssrait 

trop long de la donn3r ici. 
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§4. D~comPosition 

Rappelons l'hypoth~se A : 0 < qi<°° , ~iqij = qi " pour tout i~E 

Une des consequences de cette hypoth~so est la proposition suivante: 

Proposition 4.1 

Pt est solution de: Pt = QPt 

D~monstratlon 

Pour i fix~, soit (Jn) une suite croissante de sous-ensembles finie de 

c ont ie nt J --E - [i~ telle que J= Jn ; on peut supposer de plus que Jn 

exactement n ~l~ment~ Posons J' = J - J 
n n 

alors pour tout 6>0 , il existe N tel que pour tout n>~N : 

qi" ~ qik --- E qik 
k eJ n k ~Jn 

d'autre part il existe [>0 tel que pour h<~ : 

Ph(i'k) 1 ~ I I " Ph(i,i) I qi]& < k~ JN ! et < 
h W " h - qi 

alors pour h<~: 

k pt÷h(i'j) - pt(i'j)h " ZqikPt(k'J)I ~ k  "" 

l'Ph( 'i) v (i,j)l 
k/i k~i 

<_ Ph(i, k 
h 

k~J N 
qik! ~ ~h-lph(i'k) + ~ q i k  

keJ~ keJ~ 

I - Ph ( i ' i )  h'Ip 
keJ 

N 

ql ÷ ~  " ~ qik "< 6 £ 
k~J 

N 
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d,oa P~÷(i,j) = QPt(i,j) , oa P~÷(i,j) dasign, la darivae adroit, 

mais QPt(i,J) est continue, ii suffit d'appliqu~r le th~or~m~ de Leb~s~e~ 

et puisqu'une fonction qui poss~de uns d~riv~e ~ droite continue est d~rivable, 

' existe et ' = a l o r s  Pt Pt QPt 

Proposit.lon .4....2 

Soit Tle premier instant d'accumulation de sauts 

Alors PP'[{T<Oo}~.~__~q: I <DOl l  -- 0 
n n 

D~monstration 

Soit S n-- Tn+ I - T n , on a T -- ~S n 
n 

comme ~[Sn~So,...,Sn.I~ = B~[SnlTI,...,Tn~ =~Snl Xnl 

x 
= P~Ixn=i e-qitdt = q Idp~ 

x:i n 
n 

  isol 
n 

' -- min(Sn,l ) , alors par la th~orie des ~artingalss (cf Neveu [ ,p.1423) soit S n 

Pb-p.p.: ~S'n converge si et seulem~nt si I ~ [$n [SO,'",Sn-1] conv, rg~ 

mais ~ S'n converge si et saulement si Z Sn convgrge 

d'autre part: 

E~[SnlXn~dP~--~' x SndPb * ~ dP~ 
Xn: i n=i, Sn~ I Xn= i, Sn, l 

alors mY'F:, 
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mais ~ qxln~l- e'qxn] conv~r.e si et seulement si ~q-lxn converge 

donc 

Corollaire 

~T <O 0} est dans la P~-compl~tion de ~(x,~) 

Soit gO~ la tribu de Borel de 

soit }] la mesure sur (~,~C ~) d~flnie par: ~ (C) = PF~(x~eC} , C ~ =e 

un ensemble C~ ~ est dit comp1~tement atomique si l](c) > 0 , pour tout c~C 

II existe un ensemble compl~tement atomique A ~B s tel que: 

Re marqu~ s 

I) A est d~nombrable 

2) ~tant donn~ aeA, il existe ice t~l que: pi~xoo=a~>-~ 0 

Notations 

a~A S 

Lemm~ 4.3 

Lt~(.,a) - Ls(.,a) = ~Lt(-,a) 

I~monstration 

Lt~s(i,a ) - Ls(i,a ) ='Pi~s<Ta~t,s} = pi{sKT(t÷s;~a} 

= 

J 
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,Th#or,~ 4.~ 
, 

Les it(.,a)= Lt(.,a ) , e~A, sont des lois de sortie pour , telles 

que lo(.,a) = 0 

D~monstratio~ 

Par les lemmgs 1.3 et 4.5 les It(.,a) sont des lois d~ sortie, la pro- 

pri~t~ b) des lois de sortie est ici ~vidente puisque: ~ It(i,a)dt= 
~o 

d'autre part o o ~  L t ( i )  = I - ~ % t ( i , j )  
J 

o n  & I t ( 1 )  = ~ q ik , , t (k )  
k 

alors l o ( i )  = o , dono l o ( i , a )  = 0 puisque I t ( i , a ) ~  I t ( i )  

Th~o-~me 4.5 
|i 

Toute loi de sortie pour ~ ~t satisfaisent s~p gt(i)dt -< I , s'~crit d'une 

et d'une seule fs~on sous le form.e: 

gt : ~tgo ~ ~ ° ~ I t ( ' " )  • 
a~A 

O@caS I 

Demonstration 

On peut supposer 

cette proprietY. 

go = 0 , puisque gt " ~tgo 9st une loi de sortie ayant 

• o~ ~. ~ ( i , j ) =  ~ , l ~ ' q i  {~-v~ k~i 'qlk~v{k'~)a~" ~ ~ f - q i s  

alors comme gt est une loi de sorti3 pour ~t ' on a: 

gs+t(i) = k~i~e'qi(s-v)qikgv,t(k)dv * e-qisgt(i) 

d,oa- g ( i )=  ~ .~Se-qi(s-v}qik%(k)dv 
s k~i -0 

alors: G(i) = )ds = q~ gv(k)dv = AG(i) 
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tongue G(Xn) est une martingale born~s, par un theorems de convsrgence de la 

th~orie des martingalss (c.f. Meyer[l,V-Tl?]), il existe une fonction ~, 

~vide~ment invariante, telle que : 

Ei(~) = G(i) 

mais ~--~'°al~ a + ?0 ' o~ la somm~ est sur los ensembles PS-atomiques 

invariants et ~0 est une fonction invariants qui s'annule sur les ensembles 

P~-atomlque s invariants. 

on a alors o(1) = ~caPi~j~ a] , ~i(~o ) 

par l'hypoth~se B , ~ tout point de A correspond un_/~_ a 

d'autre part si j~a ne correspond pas ~ un point de A , alors 

pi~a] _ ~j~t(i,j)pj[j~a ] =Pi~_~a • T~t~= 0 

de mSmB Ei(~o) -- ~t(i,j)#J(~O)---0 

alors si on pose Gt(i ) ---G(i) -- ~t(i,j)G(J) • on a: 

G t(i)-- ~ caL t(i,a)= ~Oa~ cal (l,a)ds 

- 

d'od gs (i): a~ °als(i 'a) 

: )ds - gs÷t(i)ds : )ds 

ds-p.p. 

V-I 
mais a~ Is(i'a) - Is(i) qui est continue 

alors a~e cals(i'a) convsrg~ uniform~m~nt sur tout int~rva!l~ compact de R+ 

donc ~st continue ; et alors pour tout s > C : 

gs (i)= ~ °als (i,a) 

. , • • . • 

l'un~clte d~ la r~pres~ntatlon resu!t~ du isr~n~ suivant 

L~ ~R9 

Pour tout t~O , on a P~-p.p. : lira Lt(xn,a) = I 
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Theorems 4.6 

Pour tout aEA , JoE et t>O , il exists un nombr9 ~(a,J) tel que 

n->~lim Pb~A a , XTa t =J ~Xnl= ~ t ( a . j ) k  a , PF-pop. 

D~monstration 

XTa+t est ~i -masurable, alors par la propri~t~ de Markov forte: 
T n 

lira Ph[~ a, X =J~ Xnl -- lira P~[/k a, X -JIlT ~ , et cette derni~re 
n - ~  Ta*t n - > c c  Ta+t n 

exite par un th~or~ma de convergence des martingales (cf. Meyer~l,IV-T18]) 

et la limite d~finit une fonction ~$ invariante pour (Xn) 

par le m~me th~or~me sur los martingales, on a n+oolim P~[Aa~ Xn~ --- I Aa 

et c o ~  p~[aa, XTa,t= j I Xn~ ~ p~[~a~ Xn] 

alors n-~mlim p~.[~a. , XTa.t =JlXn~ = 0 , P~-p.p. sur le compl@mentaire de A a 

et ~vldemment ~ est constante sur tout ensemble atomique invariant, 

on note cette constant, sur /~a par ~t(a,J)  

Corollaire 

Pour tout a~A, ~t(a,.) est une Ioi de sortie pour Pt 

et pour tout j~E,  on a: P~[X = J l  ~a ]  = ~ ( a , j )  , t~O 
Ta,t 

note ~T-__ ~T , et T la tr ibu oompl~t~e des ensembles invariants 
n 

On a alors la "" " proprlete suivante, dite la propri~t~ de Markov Forte 

Soit ME~T et M'C ~T, on a alors: 

- a "3 

D~monstration 

T h ~ o r ~ m e  4 . 7  
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d'autre part ~XTa÷t=j}~ ~' 
T m 

alors par la propri~t~ de ~arkov forte, on a pour m>n 

~t~. a", x~.~=~ l~D= ~[~ I ~fl~,~[a.. xe÷ =~lx j 

mais par le propriSt6 de Markov et la convergence des martingales de T-18 de Meyer[l]: 

in ~ m->oo 

theoreme alors par Is " " precedent on a: 

XTa÷ t m-~o ~L XTa+t 

"-~ lira P~[M ~XmIP~'~a , = J l Xm~dP~ 

a'o~ PetM, XT%t=jl/~q = ~t(a,JlP~[~IAa] , t>o 

et alors plus g~n~ralement pour O<tl< ... <t n 

P~[M, XTa+t v 

cC 
donc pour M(J~m 

n 

on a :  

=~ ("'Jl Pt -t (4'J~.t)P~[MIZI'Ta 
I P=l ~+I v 

= P~[XTa,tCJ , l~nl AaIp~M~A an - j 

et M'~ ~T on a: 
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Nous sommes maintenant en mssure de d~montrsr is theorems de d~composition 

suivant: 

Theorem9 4 .8  
! 

Soit Pt une solution de Pt -- QPt ' alors: 

Pt = ~t  • ~ (l.(.,a)We~.(a,.)~t) 
aeA 

D~monstration 

p t ( i , j )  = P~txt = J IX O-i~'- P~Xt= J, t<T ~X O=i~ @ ~P~X t= j ,  T a~t IX O- 
a 

a 

a ~0 rj(s,t I XO-- i)L~Xo= i,ds) 

I t (s,t ~Xo:i)dL (i,~) 
E 

mais par le th~or~m~ 1.15, on a: 

I r,u ~ t ~ .  ~ :  J, ~-~ u] - ~,,tXo = ~]- .~, j(~,. ~ ~ x o = 
~0 

U _~ r ( , ,s , t  Ix =i)dL (i.~) 
-~0 j 0 s 

i )~(x o = i,d, ) 

d'autre part par la propri~t~ do Marker Forte 

i ° 0 

done rj(s,s+tlXo=i) = ~t(a,J) , pour t~O et BKN t de dLs(i,a)-m~sure nulls 

mais par le theorems de Fubini, l'~galit~ est v~rifi~e pour s~N et t~N s , 

Od Nest do dLs(i,a)-mesure nulls st N sest de mesure de Lebesgue nulls. 

alors rj(s,t~Xo-i )- ~t_s(a,j) , s~N et t-s~N s 

mais cas fonctions sent continues ent sur (s,op) pour s#N' de dLs(i,a)-mesure null~ 

alors rj(s,t~Xo=i)= ~t_s(a,J) , pour dLs(i,a)-p.t, s et t>s 

~t (a,j) l  (i,a)ds ce qui nous donna: Pt(i'J) = ~t(i'J) ~ ~a t-s s 

0 
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D F . P A R T E M E N T  DE M A T H ~ . M A T I Q U E  

S T R A S B O U R G  

Sdminaire de Probabilitds Fdvrier 1967 

u N  Dz LmNIz 

(par 3. P. Igot) 

Yu V. LINNIK a d4montrd, entre 1956 et 1960, plusieurs thdor~mes 

concernant la ddcomposition des fonctions caract(~ristiques inddfiniment 

divisibles. Cependant les ddmonstrations sont souvent longues et d4licates (I). 

Rdcemment I.V. OSTROVSKIY a repris la question et montr~ que 

ces th4or~mes dtaient vrais pour une classe plus vaste de fonctions : celle 

des fonctions enti~res ~ cr~te , ce qui a permis d'obtenir des d~monstrations 

plus simples. 

L e  t h ~ o r ~ m e  p r o p o s 4  i c i  t r a i t e  de  la  f a c t o r i s a t i o n  de  l a  c o m p o s i t i o n  

d'une loi de Laplace-Gauss et d'une loi de Poisson (Z). 

1 . RAPPELS ET DEFINITIONS . 

Soit X une variable aldatoire (v. a. ) et ~ sa fonction caractdristique 

(f. c. ); ~0 est la transformde de Fourier de la loi de probabilitd de~X~. 

1. 1. - U n e  f . c .  e s t  d i t e  i n d ~ f i n i m e n t  d i v i s i b l e  (f. c.  i. d. ) s i ,  p o u r  t ou t  

n o m b r e  r ~ e l  p o s i t i f  d,  ~od(t) e s t  u n e  f . c . .  L a  lo i  a s s o c i ~ e  e s t  d i t e  i n d ~ f i n i -  

m e n t  d i v i s i b l e  (1. i. d. ). 
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On a u n e  r e p r e s e n t a t i o n  c a n o n i q u e  de  t e l l e s  f. c . ,  d u e  ~ L~v~# e t  

K h i n t c h i n e  : 

°-Z t2 ~K (e i tu  i t u  1 + u 2 (1) L o g  ~ (t) = i ~ t  . . . . .  + - 1 - 2 ) ~  d ~ (u) 
3 l * u  u 

( ~ ' , 0 -  r ~ e l s ,  ~ m e s u r e  p o s i t i v e  born@e s u r  ~R, n e  c h a r g e a n t  p a s  

l ' o r i g i n e  ). 

1 . 2 . -  S i l  d ~ s i g n e  la  c l a s s e  d e s  1. i . d .  , on d ~ s i g n e p a r  I ° c e l l e  d e s  

1. i . d .  qu i  n ' o n t  que  d e s  c o m p o s a n t e s  e l l e s - m ~ m e s  i n d ~ f i n i m e n t  d i v i s i b l e s .  

Si ~ est la f.c. d'une telle loi, et si 1'on a ~ (t) = ~01 (t) ~P2 (t) o~ 

~01 ' ~2 sont des f. c., alors ~)I et~O 2 sont des f.c.i.d.. 

On a l e  

1 . 3 . -  T h ~ o r ~ m e  de  C r a m e r  (3). 

e t  

L e s  l o i s  n o r m a l e s  s o n t  d a n s  I 
o 

1 . 4 . -  T h ~ o r ~ m e  de  Ra~kov  ( 3 ) .  

L e s  l o i s  de  P o i s s o n  s o n t  d a n s  I 
0 

L i n n i k  a ~ t ab l i  l e  t h ~ o r ~ m e  s u i v a n t ,  qu i  c o n t i e n t  l e s  d e u x  p r f i c f i d e n t s  : 

1 . 5 . -  T h ~ o r ~ m e  de  L i n n i k  (1). 

L a  c o m p o s i t i o n  d ' u n e  lo i  n o r m a l e  et  d ' u n e  l o i  de  P o i s s o n  e s t  d a n s  I 
O" 

C ' e s t  un  t h ~ o r ~ m e  un p e u  p l u s  g~n~ra l ,  d ~ m o n t r ~  p a r  O s t r o v s k i y  (2), qui  

f a i t  l ' o b j e t  du  p r e s e n t  e x p o s e .  
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2 . INTRODUCTION DES FONCTIONS DE LA VARIABLE COMPLEXE . 

2. I. - Une f. c. ~dont la s4rie de Taylor au voisinage de l'origine 

admet un rayon de convergence R strictement poeitif, pout se prolonger 

analytiquement dans une bande~ = ~ + i[I( [I voisinage r4el de l'origine), 

du plan complexe, son expression dans ~ s'obtenant en remplaQant t r~el 

par t complexe dans l'intdgrale de transformation de Fourier. 

2. Z . -  ~Osat i s fa i t  d a n s ~  ~ la  p r o p r i 4 t 4  de  c r ~ t e  : 

I ~ (x + i y) l x+ i y ~  .4 ~ (i y) 

2 . 3 .  - Si,  de  p lus  ~ =  (E, la  f . c .  e s t  e n t i ~ r e  et  l ' o n  p o u r r a  u t i l i s e r  l o s  

p r o p r i ~ t 4 s  d e s  f o n c t i o n s  e n t i ~ r e s  & c r ~ t e  p o u r  d 4 m o n t r e r  d e s  t h 6 6 r ~ m e s  s u r  

los  f. c. 

2 . 4 .  - C o m m c  enf in  l o s  f . c .  e n t i ~ r e s  se  f a c t o r i s e n t  en f . c .  6 g a l e m e n t  

e n t i ~ r e s  ( t h 4 o r ~ m e  de Ra'Jkov) O s t r o v s k i y  4 t ab l i t  l e  t h 6 o r ~ m e  s u i v a n t ,  qui  

c o n t i e n t  le  t h 6 o r ~ m e  de L i n n i k .  

2 . 5 .  - T h ~ o r ~ m e  : 

_Soient ~ I  e-~t ~02 ~deux fonct ion.  ~ e n t i ~ r e s ,  ~ c r ~ t e ,  t_.el!es clue 

~ I  (o)  = %0 2 (0)  = I e t  v ~ . r i f i a ~ t  : 

•(e it - I) + i ~ t - ~ t z 

( 1 ) ~ 1 ( t )  ~2( t )  : ~ ( t )  : e X , ~  p o s i t i f s  
r 4 e l  

alors ~m(eit-l) + i~ m t - ~'m t2 

~ m '  ~m p°s i t i fS  

~m r 4 e l  

m =  1,Z 

P o u r  la  d 4 m o n s t r a t i o n  de  ce  t h ~ o r ~ m e ,  nous  u t i l i s e r o n s  deux  l e m m e s  s u r  

los  f o n c t i o n s  e n t i ~ r e s ,  qui  ont  l e u r  i n t~ r~ t  p r o p r e .  
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Soit  _ fune  f o n c t i o n  ho]omm~he C1¢, Z pogr ~ ~; ~,eg'~..< @ %e][~ 

I) I f (z )I~K e lZIFo~," e 

2) I f  (x ei°~)[SK O~ 

3) If ( .  e i ~')[.<K 

o¢~ A r g  z ~ 

{ C 
l<e.~ uaz constante positive 

a lo rs_f (z )  e s t  bo,rn6e pou r  tout  z : ~ .1- A r g  z .< 

D ~ m o n s t r a t i o n  : 

a) Soi t  D le  d o m a i n e  d4f in i  p a r  

e t ~  ( z,  A B, D) la  so lu t i on  du 

l e s  c o n d i t i o n s  l i m i t e s  

o~ ~ A r g z ~  

IzL R 

p r o b l ~ m e  de D i r i c h l e t  dans  D a v e c  

= f l  s u r  l ' a r c  ~.A B 

0 s u r  ~ D  - A B 

CO(z, A B, D) est la mesure harmonique, en z ,  de  A B  p a r  r a p p o r t  & D. 

Ona : q-[ _T~_ 

(e1~l<) ~-~¢ - z ~-~ Z 
~ ( z  , A B ,  D )  =~-- ~ ~ = A r g  ~ _TF_ 

(ei~R) ~.a ~.o~ +z 

c~= 0, 

( le  r 4 s u l t a t  e s t  i m m ~ d i a t  s u r  l e  d e m i - c e r c l e  c o r r e s p . o n d a n t  
7r i~W 

= Tr et l'on utilise I' application : z .... ~>Zrz ~-~ e--~-'--~ 

qui  t r a n s f o r m e  le  d o m a i n e  D e n  un d e m i - c e r c l e .  

b) La  fonc t ion  s o u s h a r m o n i q u e  Log  If (7,) l e s t ,  p a r  h y p o t h ~ s e ,  ma jo r@e 

p a r  rn = Log  K s u r  ~ D  - et  p a r  M = Log  K + R~sur  A B .  
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c) La fonction harmonique MID + m (i (d) est 6gale ~ m sur ~D ~" - -AB 

et M sur A"B,donc rnajore Log[f (z) I sur la fronti~re de D. D'apr~s le prin- 

c ipe  du m a x i m u m ,  e l l e  m a j o r e  Log [ f (z) [ dans tout  l e  d o m a i n e  D. 

d) On vo i t  i m m 6 d i a t e m e n t  que ,  p o u r  R t e n d a n t  v e r s  l ' i n f i n i ,  

i l  r d s u l t e  a l o r s  de  c) que  

Log  [ f (z) [ = 0 ( 

p a r  s u i t e  f (z) e s t  b o r n 6 e  p o u r  tout  z : 

R~ 
R > ~o z~D 

o(~  A r g  z <- 

C o r o l l a i r e  Z. 7. - 

S o i t  f (z) une  fonc t ion  e n t i ~ r e  t b p r n 6 e  

lente, .c ,~ ,d ,  l (z)l = 0 ( ] z [  n ) l z [ - - - - - ~  

. a lors,  f.. ,est 9onsta.nte. 
D 4 m o n s t r a t i o n  : 

On applique 

pu i s  p o u r  ~ =~'~et~= zT[ en p r e n a n t  

sur l'axe rfel et ~ croissance 

pour un certain n, 

1) la  p rop r i6 tG  Z. 6 . .  pou r  ~ = 0 et  ~ =TY 
jo< . 

2) le Th6or~me de Liouville 

2.8. - Lernme 

Soi t  f (z) une  fonc t ion  

s a t i s f a i s a n t  ~ : 

enti~re, ...p~_riodique d_ez, de  p 6 r i o d e  T et  

(2) I f  (z) I = 0 (e L i z l )  

IZl----~ ~ 
L p o s i t i f  



al, o r s  le  d~veloppement 
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de Fourier de f ne  comprend qu'un nombre fini de, 

k --rio ZUi z k 
f(z)=k~___ c k e  T avec  (~ = [ .~T]  L ] Z ~  

D6monstration : 

a) La pdriode Test complexe, rnais on se ram~ne ~ T positif en 

prenant fl(Z) = f (ze i~[) avec T = IT! eiC<. fl est alors enti~re p4riodique 

de p ~ r i o d e  ]T ] e t  v~rifie (Z). 

b) P o u r  T > 0 et  x r 4 e l ,  on a 

Z ] ~ i x k  Z I - [ i xk  
+~ T _ 1 [T T 

f (x)  = ~ - c  k e et c k f (x)  e dx 
k - ~ o  = T 

k= 0 , + I, + 2, ....... 2 ~  

i0 ~ _ .~ .T + i0 

On i n t ~ g r e  la  fonc t i on  e n t i ~ r e  f (z) e 

con tou r  D c i - c o n t r e  ( Q i~ 0) et,  

ob t i en t  

Ikl>  
Z'[[i z k 

T ~ i m 

en tenant 

_ 1 - -  I T  
c k 

T 
f (x + ie ) e 

pour  k f ixd s u r  le 

c o m p t e  de l a  p ~ r i o d i c i t ~  de f, on 

2]Tixk Z]Tke 
T T 

e dx 

e t ' e n  v e r t u  de (Z) 

[ C k l ~  K . .  e L ( T  ÷ l e l )  

ZTrkO 
T 

e pour ~ 0 Igrand 

s o i t  a l o r s  k >~0  

2Tfk 
T -L+~ 

r a i s o n s  t e n d r e  ~ v e r s  - cO 
L (T+JG{) e- LIGJ I%l K e 

d'oh 
C k = O  

e-  let 
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.ge.. m+..m.e.., ~ I ' I ~  k < - ~, t4: t ~ o ~  

Z~Tk 

raisons tendre 0' vers +00 ,~| Viea~ 

ck=O 

d) les fonctions f (z) et e 
k 

sur l'axe rdel, donc 

Z~rizk +~ 
T 

f (z) = ~ c  k e 
. ( ~  

Z~zk 
T sont  ~ n t i ~ r e s  et c o i n c i d e n t  

ze C 

I 
3 . DEMONSTRATION DU TH~OR~ME Z. 5. - 

a) I1 r ~ s u l t e  de ( i )  q u e ~  1 et ~Z n ' o n t  pa s  de z 4 r o s .  

~.,, (t) 
s o i t  t~ I (t) = e k,,+ ¢ +, q~iCO) = 0 

'~oao.,~ g(z) = ~l ( - i  z) ZeC 

nous  a l l o n s  ~ t a b l i r  que : 

On a 

g(z) = 

u (x,y) [g (x + iy) 

(3) 0 .< u(x.O) - u(x,y) 

1 ( e z -  1) + ~'1 zz + ~1 z 

)~1 i ~1 p o s i t i f s  

~1 r ~ e l  

x , y r ~ e l s  

+ g(x - i y ) ]  p u i s q u e  g e s t  r 4 e l  

pour  z r 4 e l  

Z ~  ex s in2 ZZ + ~ yZ 
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en  e f f e t ,  l a  p r o p r i ~ t ~  d e  c r ~ t e  p e r m e t  d ' 4 c r i r e  : 

~1 (iq:) ~2 (0"+i~) k~(i~ ) 

~1 ( 0 " + i ' C )  ~2 (i ~ ) ~ ( O ' + i T )  

_-~ 
Z ~. e sin 2 ~r" + -~0-2 

t 

o ( ~1 (i ~ -  Re 

On p o s e  a l o r s  : 

Z 

U(I (~+ i'~) .< Z ~e "'~ sin Z ~___. + ~0 "2 
Z 

O - ' = y  

~: =°X 

c) l~(x, 0 ) i { ~ e  x + ~  z + x tx) 

E n  e f f e t  ~0 2 f i t an t  u n e  f o n c t i o n  e n t i ~ r e  h c r ~ t e ,  b('l; ) = ~ z ( i ~ :  )(~'~R) 

e s t  u n e  f o n c t i o n  c o n v e x e  d e  ~' ( th .  d e  D u g u ~ )  e t  b (0) = 0 ; p a r  s u i t e ,  s i  o( 

d ~ s i g n e  l a  d ~ r i v ~ e  d e  b (  ~ ) ~ l ' o r i g i n e ,  on  a 

mais ~ l ° l ( i ' ~ ) +  ~)2(i ~ )  : ~ (e  -% - 1)+ ~ , ~ 2 . ~  

d'o~ 1~ 1 ( ~  ~,l~ ~e" + ~ ~ + 

e t  l ' o n  p o s e  ~ =-x 

d) I1 r f i s u l t e  d e  b) e t  c) q u e  

(4) ~u(x,y) l  ~ 3 Xe x + ~" (x z + y z ) + K  Ix l  

e) M o n t r o n s  a l o r s  q u e  : 

(5) tg(z)l=0 ( I z leReZ+[z t  3 ) ~zl " ~  
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En effet ,  la  f o r m u l e  de S c h w a r t z  (0@ [~l<:L) 

+~ g{z ) - e (g (z + e )) 
z]7 J "" i~ 

0 e - ~  

donne ,  en d 4 r i v a n t  pa r  r a p p o r t  ~ ~ ~ au po in t  ~ = 0, 

a ~ + i l . ,~t~z~] 

i/n iv (z:x÷iy) 
g, (z) :-ff~0 u (x + cos~0 , y + sin ¢~) e- d ~ kx, y£ 

Re z Ig'(z) i =0(e + Iz~) %zl ~ d'apr~s(4) 

mai s 
1 

g (z) = z 1" g' (zt) d t 
"o 

donc ~ g (z) I .Z 0 ( Izl e Re z + [zi3 [zl > oo 

i) Posons, pour x complexe, et y r4el 

u(x,y) = 1 (g (x+ iy) + g(x- iy)) 
2 

i l  r4sulte a l o r s  de (5) que 

(6) u(x,y) = 0 ( (x I eReX+ Ix] 3 ) Ixl - > 
y fix4 

montrons alo.rs ' ~ue X (x) = u (x, 0) - u(~,~_l~)_ C) est constante 

o n  a (x) b o r n 6 e  pour  x r 6 e l  d ' a p r ~ s  (3) 

17~" ( x ) l =  0 ( [xl 3 ) pou r  x i m a g i n a i r e  pur ,  

Ix  x,l: 0 (e| ) (+) 

{x  I .---) oo 

C o n s i d ~ r o n s  a l o r s ,  p o u r  Re  x >/ O, la  fonc t ion  

(x) 
v (x)- 

3 
(x+ i ) 

Dans chacun des domaines O{ Arg x(. TT et [[ .~ Arg x~< 0 , V (x) 
2 2 

aux conditions du lemme Z. 6. - 

satisfait 
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V (x)cst d o n c  b o r n 4 e  p o u r  R e  x >~ 0 

on  a p p l i q u e  le m ~ m e  r a i s o n n e m e n t ,  p o u r  R e  x _< 0,  ~ l a  f o n c t i o n  

% ,,,,!~) W (x) = 

(x - 1)s 
p a r  s u i t e  

( x ) l : o ( I x r  s ) l x l -  ; 

mais 

(x) b o r n 6 e  p o u r  x r 4 e l  

~, est donc constante d'apr~s le corollaire 2.7. - 

g) -2"~(z) = g (z+ Z]Ti) + g (z - 2 l-~i) - 2 g (z) 

donc la fonction gl (z) = g (z) - g (z - Z IT i) C z 

z~Ti 

e s t  e n t i ~ r e ,  p ~ r i o d i q u e  de  p ~ r i o d e  Z TF i , 

[gl (z) (: 0 (e 3|z|l~) 

on p e u t  l u i  a p p l i q u e r  l e  l e r n m e  2 . 8 .  : 

e t  s a t i s ~ a i t  ~ : 

l z~ ,,,> 

= C 

z -z 
gl (z) = A ° + A 1 e + A 2 e 

m a i s  p o u r  x r 4 e l ,  t e n d a n t  v e r s  - ~  , on a I g (x)l---- O ( t x t 3 )  

d ' a p r ~ s  (6), i l  en s e r a  de  m ~ r n e  p o u r  g l~dOnc A 2 = 0 e t  

g (z) - g (z - 2~i) = Bo + B1 z + B 2 e 

h) l a  f o n c t i o n  2 
B + i ]TB 1 B 1 z B 2 

g z ( Z ) = g ( z ) "  ( o ) z  . . . . .  z e  
2]7  i 4 ]~  i ~ T l i  

e s t  a l o r s  ~ g a l e m e n t  e n t i ~ r e ,  p ~ r i o d i q u e ,  de  p 4 r i o d e  g T~ i e t  s a t i s f a i t  

3 Izl/~ 
' I t  z ( z ) [ = O ( e  ) I z l  ......... t , , ~  

Z 
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l e  l e m m e  2 . 8 . -  p e r m e t  d o n c  e n c o r e  d t d c r i r e  

Z 
g2 (z) = C o+ C 1 e 

e t  ~. z z 
g ( z )  = D o +  D I z +  D 2 z + D3 e + D 4 z e 

s o n t  r ~ e l s  

d o n c  

i) #~g (z) est rdelpour z rdel, donc D O , D I, D 2, D 3, D 4 

~j g (0) = 0 donc D 3 =-D O 

2 
~) u ( x ,  0) = D o +  D 1 x +  D 2 x - D o 

D 4 = O d ' a p r ~ s  c) 

2 
~) u (x,0) - u (x,y) = D 2 y - 2 D O 

e x + D 4 x e x 

x 2 y 
e sin 

2 

a l o r s ,  p o u r  

p o u r  

y = 21"i" on  d ~ d u i t  d e  (3) q u e  D 2 ~ 0 

I T  y =  

x . - ~  o o  
on  d ~ d u i t  d e  (3) q u e  D ~- 

o 

s o i t  a l o r s  ~ = - D 
1 o 

= D 
1 1 

~ l  = D2 
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D E P A R T E M E N T  DE M A T H E M A T I Q U E  

S T R A S B O U R G  

S 6 m i n a i r e  de P r o b a b i l i t 6  Annie 1 9 6 6 - 6 7  

SUR LES MOMENTS SPECTRAUX 

D'ORDRE SUPERIEUR 

(Jos@ de  S a m  Lazaro) 

I . I N T R O D U C T I O N  : 

L e s  p r o c e s s u s  du s e c o n d  o r d r e  (X t) a d m e t t a n t  u n e  r e p r e s e n t a t i o n  s p e c -  

t r a l e  X t = ~ e it)~ dZ(~)  , o~ Z e s t  une  m e s u r e  a l ~ a t o i r e  s u r  ~ , d ~ n o m b r a -  

b l e m e n t  a d d i t i v e  e n  r n o y e n n e  q u a d r a t i c l u e ,  on t  ~t~ ~ t u d i ~ s  p a r  M. L o i r e  [ 4 ] .  

L a  c o n d i t i o n  n ~ c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  p o u r  q u t u n  p r o c e s s u s  du  s e c o n d  o r d r e  

a d r n e t t e  une  r e p r e s e n t a t i o n  s p e c t r a l e  e s t  que  l a  f o ~ c t i o n  de c o v a r i a n c e  s o i t  

harmonisable : 

EXt--'Xt = f ei(tX - t ' ~ ' )  d M ( X , X ' )  

o~ M e s t  u n e  m e s u r e  b o r n 6 e  s u r  ~ g .  L a  n o t i o n  de  c o v a r i a n c e  h a r m o n i s a b l e  

a 6t6 g 6 n f r a l i s 6 e  p a r  A.  B l a n c  - L a p i e r r e  e t  R.  F o r t e t  ~1]  qui  on t  i n t r o d u i t  

l e s  p r o c e s s u s  de l a  c l a s s e  ~(P),  e t  on t  6 tud i6  le  c o m p o r t e m e n t  s p e c t r a l  de  

p r o c e s s u s  s t r i c t e m e n t  s t a t i o n n a i r e s  a p p a r t e n a n t  ~t c e t t e  c l a s s e .  A . N .  S h i r y a e v  

[ 5 ]  a e n s u i t e  d6 f in i  une  i n t 6 g r a l e  s t o c h a s t i q u e  m u l t i p l e  p a r  r a p p o r t  ~ la  m e s u -  

r e  s p e c t r a l e  Z d t u n  p r o c e s s u s  de la  c l a s s e  ~(P) e t  Ya.  G. Sinai" [ 6 ]  a 6 tud id  

l e  c o m p o r t e m e n t  de l a  m e s u r e  d d f i n i e  p a r  l e s  m o m e n t s  s p e c t r a u x  d l o r d r e  s u p d -  

r i e u r  ~ Z d a n s  le  c a s  d e s  p r o c e s s u s  s t r i c t e m e n t  s t a t i o n n a i r e s  e r g o d i q u e s .  
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Le p r e s e n t  a r t i c l e  c o m p r e n d  en  g r a n d e  p a r t i e  des  r 4 s u l t a t s  de 

S h i r y a e v  e t  de S inaL Le  r 4 s u l t a t  c e n t r a l  des  p a r a g r a p h e s  3 e t  4 e s t  l a  d~f i -  

n i t i o n  de l ' i n t ~ g r a l e  s t o c h a s t i q u e  m u l t i p l e  dans  la  p r o p o s i t i o n  4. 1. La  p r e -  

s e n t a t i o n  et  l a  d ~ m o n s t r a t i o n  des  r 4 s u l t a t s  de S h i r y a e v  s e r o n t  m i s  sous  une  

f o r m s  modf f i~e  qui  p e r m e t t r a  d ' 4 t u d i e r  de m a n i ~ r e  p lus  n a t u r e l l e  l e e  r 6 s u l t a t s  

du p a r a g r a p h e  5. 

I1 n ' e s t  pas  d i f f i c i l e  de v o i r  que l e s  m 4 t h o d e s  p e r m e t t a n t  de d~ f in i r  

l ' i n t 4 g r a l e  s t o c h a s t i q u e  m u l t i p l e  p e u v e n t  s t ~ t e n d r e  au  c a s  de m e s u r e e  s p e c t r a -  

l e s  non  b o r n ~ e s  dane  le c a s  o5 l e u r s  p r o j e c t i o n s  s u r  l e s  e l p a c e s  f a c t e u r s  son t  

de s  m e s u r e s  a - f i n i e s .  On v ~ r i f i e  a l o r s  q u l e l l e s  c o r n c i d e n t  a v e c  l ee  i n t ~ g r a l e e  

m u l t i p l e s  de W i e n e r  d~f in i e s  p a r  K. It8 [ Z ] , [ 3  ] d a n s  le  c a s  du m o u v e m e n t  

b r o w n i s h ,  r ~ e l  ou c o m p l e x e .  

Z . PROCESSUS DE LA CLASSE ~(P) 

D~f in i t i on  Z. I .  Un p r o c e e e u s  s t o c h a s t i q u e  (Xt)~¢ ~ & v a l e u r s  dane  C a p p a r -  

t i e n t ~ l a c l a s e e  ~ ( P ) , ( p e N ) s i  E l x t l P < + e 0  p o u r  eout t e t  s i ,  p o u r  tout  

coup l e  (k, m) d t e n t i e r s  a v e c  k + m  ~ p, il e x i s t s  une  m e s u r e  b o r n ~ e  c o m p l e x e  

s u r  [R k + m  teUe  que : Mk, m 

i ( t lXl  + 
E CXtl... xtk  tt'" -  k÷m e 

" ' ' + t k X k ' t l A l ' ' ' ' t ' m l l r n )  

(o(I ~ = (AI ' ' "  )'k ) ' k '  = ( X l ' ' ' ' k ' m ) ) p ° u r  tout  po in t  ( t l , . . . , t  k , t ~ , . . . , t  m) e~R k+m.  

I I e n  r 4 s u l t e  en  p a r t i c u l i e r ,  e n p o s a n t  k = m e t  t I = . . .  =t k = 5 = . . . =  t~ = 0 

que Mk, k (~Zk) ~_ 0 V k e N  . 

D~f in i t i on  2 . Z. On dit  qu tun  p r o c e s s u s  
l j 

Xt ¢ ~(I~) V p e N .  

Dans  la  s u i t e ,  on s u p p o s e r a  t o u j o u r e  p ~ 2 . 

Si (X t) e ~(Z) sa  c o v a r i a n c e  e s t  h a r m o n i s a b l e ,  

de Lo~ve  [.4]" 

(X t) a p p a r t i e n t  h la  c l a s s e  ~('~ s i  

s u i v a n t  l a  t e r m i n o l o g i e  
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E x e m  lp_L ~ : 
I) Tout  p r o c e s s u s  r~e l  s t a t i o n n a i r e  d ' o r d r e  

t i en t  h la  c l a s s e  ~(2) . 

Z, de m o y e n n e  nu l l e  a p p a r -  

Z) Soi t  (X t) un p r o c e s s u s  g a u s s i e n  c o m p l e x e ,  de m o y e n n e  nu l l e  et  de 

c o v a r i a n c e  F (t, t t) . On dGmont re  a l o r s  la  : 

P r o p o p i t i o n  2 . 1 . 

( z .  z) 

a l o r s  (X t) ¢ ~(~) . 

S ' i l  e x i s t e  une m e s u r e  M 

ei(tX - t '~)) F ( t ,  t ' )  = 2 

su r  ~1~ 2 t e l l e  que : 

dM (X, X') 

D ~ m o n s t r a t i o n  : 

g a u s s i e n n e s  c o m p l e x e s ,  on a : 

( 2 .  3)  E { X t l . . . X t k  ~ t ,  1 . . .  ~ ' f m }  = 0 

i l  suff i t  de c o n s i d ~ r e r  le cas  o~ k = m . 

P o s o n s  X t = Yt + i Z t et  no tons  tout  d t a b o r d  que : 

i 
E lY t Ys }= E{Z t Zs]= ~'- IRe Fls ,  t) 

( Z .  4) 

Les  v a r i a b l e s  a l ~ a t o i r e s  

P u i s q u e ,  p a r  une p r o p r i ~ t ~  de f a m i l i e s  de v a r i a b l e s  a l ~ a t o i r e s  

s i k ~  m 

(Yt l ' "  " " ' Ytk '  Yt'l' " " " ' Yt' l<J Zt 1' " " . ,  ZtkZ t~'"Zt 'k ) 

P I f o r m e n t  une f a m i n e  de v a r i a b l e s  a l ~ a t o i r e s  g a u s s i e n n e s  r e e . l e s .  C a l c u l o n s  : 

(2 .5)  ~ (~ I ' " " "  ' )Lk' ~I' "" " '  ~k ) = E [ e x p ( ~ i X t l + . . .  +k k Xtk+ ~i Xt' 1 +"" " +~k Xt'k~ 

= E{exp [0~i Ytl  +" " " +Xk Ytk + ~1 YU l + ' ' '  +~kYt'k)+i(XIZtl+" "kXkZtk '~IZ~" " ~<Ztk )]] 

= E e x p {  ~ + i ~ } =  exp- -~ -  [ a  - a ~ -  2 i c o v  ( ~ , ~ )  ] =  e x P i ~ = l ) ~ i ~ j  V(ti ' tw~ 

c o m p t e  tenu  de (2 .4 )  . 
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En calculant, ~ pr4sent E [Xtl..XtkXt~..~t~ ] = 

~I'" ~X k ~i~. 5~k 
kl=k Z =. • =~i =. . ~k=O 

i l  n ' e s t  p a s  d i f f i c i l e  de  v o i r  que  : 

E { X t l . . . X t k  X t ~ ' ' ' X t ~  ] = ~ F(t 1 , t '~(1)) . . .  F (t k , t '  a ( k ) ) .  
6~ k 

o~, ~k d~signe le groupe des permutations des k premiers entiers. 

Ona ainsi montr4 que Xt¢~(e@ , avec Mk,m=_ o sik # m et 

Mk, k (hl×. • • ×Akx A{ x... × h,m) = ~ (AI× a(k) °6Sk MI1 h;(1)) ... M u (h k x h' ) • 

Notations : K b d4signera l'ensemble des fDnctions sur ~ ~ valeurs dans G qui 

sont born4es, mesurables et ~ support compact, b ° d~signera l'ensemble des fonc- 

tions complexes sur ~ ind4finiment d4rivables "~ d4croissance rapide". Si 

e L ] (-~, +o,), on d4signera par ~ la transform4e de Fourier de % : 
co 

= S eit x 

11 est bien connu que l'application ~ ~,-~ ~ est une bijection de ~o sur 

Vn, ~ ~. d4signera la tribu des ensembles mesurables de ~n , et A n la 

mesure de Lebesgue sur ~n. 

3 • REPRESENTATION SPECTRALE DES PROCESSUS DE LA CLASSE ~(Z). 

So i t  (X t) un  p r o c e s s u s  a p p a r t e n a n t  ~ la  c l a s s e  ~ (Z) ,  d 4 f i n i  s u r  u n  e s p a c e  

( ~ ,  ( 1 ,  P ) .  D a n s  ce  c a s ,  e n  v e r t u  de  l a  c o n t i n u i t 4  de  s a  f o n c t i o n  de  c o v a r i a n c e ,  

(X t) a d m e t  u n e  v e r s i o n  m e s u r a b l e  d o n t  p r e s q u e  t o u t e s  l e s  t r a j e c t o i r e s  s o n t  

dans i~( ~, k )  

Consid4rons l'application lin4aire suivante de K b dans L z (~ ,O~, P) 

~ r x t ~ (t) dt 

o ~ l ' i n t 4 g r a l e  e s t  d 4 f i n i e  p o u r  p r e s q u e  t o u t  ~ 6 Q .  C e t t e  a p p l i c a t i o n  e s t  c o n t i n u e  

l o r s q u ' o n  m u n i t  K b de  l a  n o r m e  L I ( ~ , X ) .  E n  e f f e t  : 
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= (E [J '  X t ~(t) dt.~ Xt' ~ (~) dt' ] )1/Z 

= ( ~f q~(t) ~(t') dt dt' I~e i(tl "t~k ') dMll (k, 1 ,))I/g 
~/~ 

: (J~J~ ~)(k) ~(----t-')dMll O~,k')) ~_[ICpUL1 IIMllll 

K b dtant dense dans I~ (~,1), cette application se prolonge en une application, 

encore notde cp ~-" ~ X t ¢p(t) dr, de L 1 ([R,I) dans L z (~, EL, P) qui est lin~- 

aire, continue et qui satisfait ~ la relation : 

(3 . I) < SXt q~(t) dr, ~X t #(t) dt > 
LZ(n) 

V ~ ~ ¢LI( ~t, I). 

: ~S ~(I) ~(k') dM u (~.I') 

Notation : Vq)¢ LI( ~t, 1), on pose .iX t %0(t) dt= X 

Construction de la mesure spectrale ............ assoclee'" ~.(X t). Pour toute ~0¢ ~o, on a 
~" 1 aussi Cp6L ; nous poserons X = Z~- . <p cp 

L'application cp ~ ~ dtant une application bijective de ~ sur D °, Z 

est d4finie V#¢ b° et ona, compte tenu de laformule (3.1) 

(3. z) < Z cp L Z (f}) , z,> - IS • (~) ~) dMu (I, I') V~,, ~ ~. 

Posons o I = l~rc projection de IMIII, cr 2 = Z~me projection de IMlll,O=Cl+OZ ; 
Onva ddfinir 7 pour ~¢L z (~,c~). 

L'apphcation ~ ~ Z de 0 ° dans L Z (~,CL, P) est une application lindaire 
%0 J~ LZ 

conhnue !orsqu'on rnunit de la norrne ([1%, c;) . En effet, d'apr~s (3 . Z) 

11 z = ] ~i) ~(i,) dMn(1,1') ~ [ I~(I)~7~ l dim n (1,1,)I 

= f I~) ~ I I 11 ® ~') I d I M n (~, I')l 

</flq~l)[Z dO 1 (~)- /~] q)(X ')I z dc; Z(k9 .f[~)0 12 de; 00 • 
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Par consfiquent, cette application s e  prolonge en une application lindaire 

continue, encore notde cp,~-* Z~sde L 2 (~t, cr) dans L2(G, ~{.,P). Noton$ que 

L 2 ~tantunemesurebornde, ona Ihe (~t,a) Vhe'~ R . 

L Z Notation : Si ~ ¢ (~,c~) on pose Zq~= r c~)~) dZ ()~) , et si A¢ ~ , on dcrit 

Z I - Z (h) . II rdsulte imm~diatement de la construction de Z que si A = ~ h i , 

on~ Z(h) = ~ Z (h.) (sdrie convergente en m . q). Ona aussi la : 1 
1 

Proposition 3. I : ~'q) e LI(- ~ c~), X - ~0~) dZ 0~) (noter que ~c L 2 (~)}. I ¢D-- 

D~monstration : Si q) ell(-% =),  il existe une suite { ~n } d'dldments de ~o 

qui converge vers ~ dans Ll(-~,m). Par consequent, ~n (X) -" ~ 0~} y~el]R, 

en restant uniform~ment bornde, par une constante. II s'ensuit, par le thdor~me 

de Lebesgue, que ~n -* ~ dans L 2 (~,c~) ~ d'o~ le rdsultat° 

La formule (3. Z) reste donc valable pour ~0, ~ e L Z (c9 . 

Proposition 3 . Z . : Vt e~, X t = ,~e it)~ dZ(~) .(noter que e it° E L 2 (o)). 

D d m o n s t r a t i o n  ; L a  f o n c t i o n  )~ ~ e it~ de  [R 

l o r s q u e  h - "  o, d e s  f o n c t i o n s  ~ - *  ,,~! .... ~ t + h  
h t 

t+heiu ~ 
e it)~ dZ()~) = lira rn. q. ~ ( ' - - ~  ~ dt~) 

h- .o  t 

dans {E est limite dans L 2 ~R.,o), 
iu~ 

e d u , Par consequent : 

dZ ()~) = lira m.q. X 1 = X t 

h -* o h l i t ,  t + h ]  

par la proposition 3 . I . et la continuitd en moyenne quadratique de X t . 

l~roposition 3 . 3 : Pour toute fonction complexe continue bornde f , ,~ f0,) dZ()~) 

coincide avec la d~finition ordinaire de Itint~grale comme lirnite en rnoyenne qua- 

dratique de somrnes de Riemann. 

D.~monstration : Si les ),j forrnent une subdivision de {R et xj ¢ [kj, Aj+l ] 

alors : 



- 129 - 

E [ r. f(xj) 7. [;kj,~.j+l) . f fO,.) dZ(~.) [Z 

= (X)-f(k)) (Z f(xj)l[).j,k ](X ')-f(k ') ) d M l l  0,,~') (zf(x~) i [~j, ~+l ) ~+i~ 

-' 0 l o r s q u e  sup  (~+I 
J 

- k.) -~ 0 p a r  le  t h 4 o r ~ m e  de L e b e s g u e .  
J 

4 . MOMENTS SPECTRAUX D'ORDRE SUP~RIEUR : 

S u p p o s o n s  ~ p r e s e n t  que  

on a X eL ZP (0,, 0~,P) • 

(X t) e ~(Zp) a v e  c p > l .  D a n s  ce  c a s ,  V ~ e L I ( - ~  

E n  e f f e t ,  l ' a p p l i c a t i o n  ~ ~ X de K b ( m u n i  de  la  n o r m e  L l ( - %  ~)) 
~0 

d a n s  L 2p (~, (9.-, P)  e s t  c o n t i n u e  ( c e c i  se  m o n t r e  c o m m e  d a n s  le  c a s  LZ).  

E l l e  s e  p r o l o n g e  d o n c  e n  u n e  a p p l i c a t i o n  l i n ~ a i r e  c o n t i n u e  de  L 1 ( - ~ ,  ~) d a n s  

LZ'(o,C~.,  P )  . L a  t o p o l o g i e  de L Zp ~ t a n t  p l u s  f o r t e  que  c e l l e  de L Z , c e t t e  

a p p l i c a t i o n  c o f n c i d e  a v e c  l ' a p p l i c a t i o n  ~0 ~ X d ~ f i n i e  p r ~ c ~ d e m m e n t .  

O n a  a u s s i  , s i  k + m  = Zp : 

(4. 1~ E { x ~  . . . × ~  ~-~ . . .  ~ m  ~ - C~(~,I)... %(~ k) ~'(~k+l)...'~mO, Zp)aMk, 

(~  l '  • • • ' x Z p )  

si ~ , . . . ,  % ,  ~ i , . . . ,  ~ ,  ~ L 1 (-~+ ~ ) .  

m 

E n  ef fe t ,  ( 4 .  1) est  v ~ r i f i ~  s i  C p l , . . .  ~o k , q ~ ' , . . . , ~ m  e K b et p a r  

d e l e m e n t s  de  K b- c o n s 4 q u e n t  s i  l e s  ~0 s o n t  d e s  c o m b i n a i s o n s  l i n 4 a i r e s  f i n i e s  ' '  " 

L e  r ~ s u l t a t  s ' e n s u i t  e n  a p p l i q u a n t  l e  t h ~ o r ~ m e  de  L e b e s g u e .  

s u r  ~ k  ~ k  x . On P o u r  t ou t  k &p , c o n s i d 4 r o n s  la  m e s u r e  Mk,  k 

d 4 s i g n e r a  p a r  ak(1) e t  Ok(Z) l e s  p r o j e c t i o n s  de t Mk,  k I s u r  l e s  d e u x  e s p a c e s  

 a tou,. e ,  o o   o.or  + O n  ,h o  me : 

P r o p o s i t i o n  4 . 1 . A v e c  l e s  n o t a t i o n s  p r ~ c ~ d e n t e s ,  s i  (X t) • ~(P) a v e c  p >1 , 

a l o r s  q u e l s  que  s o i e n t  l e s  e n t i e r s  n o n  n ~ g a t i f s  k ,  m a v e c  k + m  ~ p, i l  e x i s t e  u n e  
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a p p l i c a t i o n  l i n 4 a i r e  con t inue  et  une seu le  de L z (/R k+m,  ~k+m ) 
k, m •. n~t~e fa~ Zf ou de mamere plug e x p l i c i t e  : 

dans  LZ(Q, 0~P), 

f ~  ~ f ( k l , . . . , k k ,  k ' l , . . . , %  m) d e  (k I) . . .  dZ (k k) dZ(k{).., d -Z( )~ 'm) i i n t4g ra l e  

s t o c h a s t i q u e  mul t ip le) ,qui  e s t  t e l l e  que,  s i  f = f l  @" " "~  fk ® f'1 ®'" "® f 'm ' or, 

fl''''fk ' f'l''''f'm sont des 414ments de K b ~t valeurs r4elles, onait : 

(4. z) k $ m _ _  ~ 
Zf Zfl ... Zfk Zf~ ... , 

m 

On a, en  ou t r e ,  Yf, g ¢ L  z (~k+m,  
~k+m ) : 

( 4 .  3)  < Z k ' m  , Z k ' m > =  ;f0,1, . . . ,  kk+ m) g(Xl' , . .  • X'k+m)d''~vt¢+m, k + m ( k r  • • Xk+ m ,  g 

k~j..-k~+m ). 

D~mongtration : D~signons par YR (resp. k~m ~J~R) leg 61~ments de ~(respk~ m ) 

valeurs r4elles et, gi fl''"" fk' fi'" "" f'm gont des ~lfimentg de ~R et 

f = ~I' ®''" ®fk ®f{ ®''" @ f'rn d4finiggong 7k'f rnpar la formule (4. g) et, pour 

~+m ~1 (j) t j) (J) -'(J) Xj ¢ if[, tout  f C ~[)R de la f o r m e  f = ~ ),j ® ' ' ' @  ¢~ @ ' ' ' ®  ~m ' 
pogong : J 

zk, m =r xj z (j) ~J) (9 _ , (9  
• . .  W m 

k ~ m ~ R  k , m  M o n t r o n s  tout  d ' a b o r d  que,  Vf e , Zf e s t  d~finie  de fa~on unique .  

tPl{ "" ~ ~ 1 Wm''(j) = O. Alo,s on a : Supposons  que E kj  J) @. @ ) ® ¢p~J) ® . . .@ 
J 

l~k'm~ ~ ~i -(j~ ~'" "®~) ® ~i (9 ® "'~-~m'(9 II 2 = ZZ {~i Z (i~ . . . .  Zj~) ~ ( i ) "  ~ , { i )  
J J ~i ~m 

m 

IJ 
(en v e r t u  de 4 . I ) .  

,(i) 4j)®. 
~ ' ' ~ m  ® 

. ® ,~ (J)dM 
" "rl k+m, k + m  



- 131 - 

• . • . . . ~ • . ~ dMk+m, k+m 
j 

=0 

La  v 6 r i f i c a t i o n  de (4 . 3) e s t  i m m e d i a t e  s i  f, g 

L ' a p p l i c a t i o n  f ~ ,  Zy k ' m  de k ~ m  { R  d a n s  L 2 (.q) e s t  c o n t i n u e  s i  on  m u n i t  

® ~R de la norme L g -k+m (I< ~ ~k+m ). Elle se prolonge donc en une application 

lin4aire continue~LgR (~k+m, ~k+m ) (sous-ensemble de L Z & valeurs r6elles) 

dans L z (G) Finalement si ~f ~ LZ - k+m ~ 2 • (JR , ~k+ml, f=fl+if2 avec fl, fgCL(R(~k+m), 

k, m Z k, m iZ~; m on  p o s e  Zf  f l  + Z , on  d6 f in i t  a i n s i  une  a p p l i c a t i o n  de L2'LR k+m~k+m) 

k,  m 
dans L z (f/ , (~,P), not6e encore f ~-. Z f , qui satisfait (4. Z) et (4. 3), 

(Les calculs semblables & ceux du paragraphe pr6c6dent, sont omis). 

Un c a l c u l  i m m 6 d i a t  n o u s  donne  la  f o r m u l e  : 

(4 . 4) Z k, m - - , = z ... z z . . .  

" % , . i  C r "  

Notation : Dans la suite, on trouvera souvent plu~ commode de poser : 

Z l m= ~f(kl,..., kk ' NI' " " "X'm ) dZk' m (kl, 

ou tout simplement ~ fdZ k, m . 

• • • ~k ~]lll~ 
• . • k' ) ou yf(k,N)dZ k' m(x, l') 

m 

L z m Proposition 4 . Z : ~f ~ (~k, ,ak+m),Vk, m 0<k,m k+m<p . 

k, m 
( 4 .  5) V. [ Z f  }= ~f dMk,  m 

D 6 m o n s t r a t i o n  : l l  su f f i t  de d 6 m o n t r e r  la  p r o p o s i t i o n  p o u r  f r ~ e l l e .  

Envertu de (4. I) , (4 . 5) est v4rifi6e si f = r~ I~9...~ ~k+m '°~* cpi ,i~k+m est 

la transform6e de Fourier r4elle d'un 41~ment de L 1 (.% =0), et par cons6quent 

si f appartient & l'espace vectoriel r~el F engendr4 par de telles fonctions. 

F est une alg~bre de fonctions continues sur u~ k+m qui s'annulent & l'infi,~/ 

et qui s6pare les points de [R k+m . IIen r6sulte par le th6or~me de 
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S t o n e - W e i e r s t r a s s  que  (4 . 5) e s t  v ~ r i f i d e  s i  f e s t  une  f o n c t i o n  c o n t i n u e  

r ~ e l l e  qu i  s ' a n n u l e  ~t l ' i n f i n i ,  e t  p a r  c o n s e q u e n t ,  p a r  l e  t h ~ o r ~ m e  de L e b e s g u e ,  

s i  f e s t  l ' i n d i c a t k i c e  d ' u n e  s o m m e  f i n i e  de  p r o d u i t s  d ' i n t e r v a l l e s .  S o i t  Et. l a  

c l a s s e  d e s  e n s e m b l e s  A t e l s  que  t A v S r i f i e  (4 . 5) . I1 e s t  c l a i r  que  0 . e s t  

une  c l a s s e  m o n o t o n e  qu i  c o n t i e n t  l ' a l g ~ b r e  d e s  s o m m e s  f i n i e s  de  p r o d u i t s  

d t i n t e r v a l l e s  . P a r  c o n s e q u e n t  (~ k+g c 0 . .  On a a l o r s ,  V A e ( ~  k + m  
R 

= m 2 L ~ I~+m (A) IZ IMk, m (A) I z iE[Z k'  (Al]l~-[Izk'm(A) 11 z(a)- 

c e  qu i  m o n t r e  qui~ s i  {fn } e s t  une  s u i t e  de  C a u c h y  d a n s  

est  une suite de Cauchy d ~ s  L z ~ ~ k + m  I Mk, rol l  et 
t ' /fe L 2 ( [R k + m ,  ~ k + m  ) . 

L g  ( ~ k + m  ak+m ) , e l l e  

(4 . 6) e s t  d o n c  v f i r i f i ge  

On c o n s i d ~ r e  ~ p r e s e n t  un  p r o c e s s u s  

s p e c t r a l e  : 

(4 . 6) X t = ~ e itx d Z(k) 

(x t ) qui  a d m e t  l a  r e p r 6 s e n t a t i o n  

Z ~ t a n t  une  m e s u r e  a l 6 a t o i r e  b o r n 6 e  d 6 n o m b r a b l e m e n t  a d d i t i v e  e n  m . q .  e t  

l ' i n t ~ g r a l e  ~ t a n t  p r i s e  c o m m e  l i m i t e  d a n s  L 2 (C~ dc s o m m e s  de  R i e m a n n .  

I1 e s t  c l a i r  que  c e t t e  r e p r e s e n t a t i o n  e s t  u n i q u e .  E n  e f f e t ,  s i  Z '  e s t  

une  a u t r e  m e s u r e  s p e c t r a l e  s a t i s f a i s a n t  (4 . 6) , un c a l c u l  i m m ~ d i a t  m o n t r e  que  

f ~ ( k )  dZ(X) = f ~ (~t) dZ ' (k)  V ~ e  ~ . On  v d r i f i e  a i s d m e n t  que  l e s  f o n c t i o n s  s u i -  

v a n t e s ,  d ~ f i n i e s  s u r  l e s  r e c t a n g l e s  de ~ Z  : 

A × ~ " E  

A ×/{~-+E 

A x ]~"-+ E 

['Z(A~ Z-'~") ]-- M1,1 (A, A') 
[ Z(A) z(A') } = MZ, ,0 (A, A') 

[Z(A)  ~ )  } = M0 ,2  (A,A') 

p e u v e n t  @tre p r o l o n g ~ e s  p a r  a d d i t i v i t ~  & l ' a l g ~ b r e ~  d e s  r ~ u n i o n s  f i n i e s  de  

r e c t a n g l e s  e t  q u ' e l l e s  s o n t  d ~ f i n i e s  de  f a ~ o n  u n i q u e  s u r  ~ .  P u i s q u ' e l l e s  s o n t  

d ~ . n o m b r a b l e m e n t  a d d i t i v e s  s u r  ~ e n  v e r t u  de  l ' a d d i t i v i t ~  e n  rn. q.  de  Z ,  e t  
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b o r n ~ e s ,  e l l e s  s e  p r o l o n g e n t  e n  d e s  m e s u r e s  ( c o m p l e x e s )  s u r  ~ Z .  

La proposition suivante nous permet de d4finir de fagon ~quivalente 

un processus de la class° ~(P) , si p °st pair. 

Proposition 4 .  3 : Supposons que  p soit pair . Un processus stochastique 

(Mr), t ¢ ~R, satisfaisant ~ l'4quation (4 . ~ ) appartient ~ la class° #(P) si 

et seulement si ~k, m, 0 ~_ k, m k+m K_~ la fonction suivante, d6finie sur 

la classe des paves de [Kk+m: 

Mk,  m ( A I × ' ' ' X A k  × AI'x'''×A m) : E [ Z ( A 1 ) . . .  Z(~ k) Z ( A I ' ) . . .  Z(A m)  ] 

° s t  f i n i e  p o u r  t o u t  c h o i x  de  

l o n g d e  e n  une  m e s u r e  s u r  

bor~liens A I , AZ,... Ai,...A' 
m 

~k+m " 

j e t  p e u t  a t r e  p r o -  

II en r4sulte, 

appartient ~ la c l a s s °  

e n  particulier, que t o u t  processus satisfaisant 
(z) . 

(4. 6) 

D ~ m o n s t r a t i o n  : L a  n ~ c e s s i t ~  de  la  c o n d i t i o n  r d s u l t e  d i r e c t e m e n t  de  la  p r o -  

. . . . . . .  n z k  ' m ( A i  ) p o s i t i o n  p r ~ c ~ d e n t e  e t  du f a i t  que  Z k , m  ( ~ A i )  = l i r a  m . q  ~. 
n -.co l 

R~ciproquement, supposons la condition v6rifi6e et d~signons par ~ la somme 

des projections de IMp_ I su~ les espacos facteurs. Consid~rons 1'applica- 
,.P-- 

Z Z 
tion lin~aire ~ eli IA.n~7'~ Z (A i) de l'espace vedDriel "~ des combinaisons ii- 

% 2o 
n ~ a i r e s  f i n i e s  d l n d i c a t n c e s  d ' 4 1 6 m e n t s  de , d a n s  L p (~ C e t t e  a p p l i c a t i o n  

est continue lorsqu'on munit ~'de la norme L ~ (~). En effet, it v ¢~-; v peut 

s ' ~ c r i r e  r. ~i 1 (A~ ~A. = ~ ) e t  on a : 
I 

)P 
< [I [.i1^il~ ..~I [~i1^i I el~ < (ll [~i1^i II~(~) 
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|. • 

de I~ ( ~ , ,  ~) d a n s  L p (D) . On v 6 r i f i e  a l o r s  que  1 l n t e g r a l e  

e s t  une  i n t 4 g r a l e  d a n s  L p (c>) . e t  p a r  c o n s 6 q u e n t  d a n s  LP ' ( fD 

(n) ], j e Z, de subdivisions de Consid4rons une suite [ xj 

rement fines lorsque n -. ~ . 

G e t t e  a p p l i c a i i o n  s e  p r o l o n g e  d o n c  en  une  a p p l i c a t i o n  l i n 6 a i r e  c o n t i n u e  

e iD' dZ (k) 

~p' <p • 

d e v e n a n t  a r b i t r a i -  

t '  X' i t l x ln )  
f f e i ( t l k l  +" " " + t k k k - t ' l k ' l "  " " m m ) dMk,  m n-*~ = i i m  ; (~ e 1 l[xj ' xj+l (xl  ) " "  

-it' x! n) 

(El e m j l[xj, xj.+l)(l 'm))dMk, rr 

itlxln) _~ (n) (n) a -it' x (n) 
• -- (n) (n) = lim E {(~ e z.[.xj ,xj+ I) ) .., ( ~ e m j Z [xj xj+ I )) 

n-.~ 1 1 

-- E[xtl'"xt k Xq'''Xt'm :} 

puisque chaque somme converge dans L k+m d'apr~s ce qui  pr6c~de. 

P r o p o s i t i o n  4 4 : Si (X t) ¢ ~(2p) • , p >_ 1 , s i  k,  m s o n t  d e s  e n t i e r s  n o n - n 6 g a t i f s  

i ' s o n t  d e s  f o n c t i o n s  m e s u r a b l e s  tels que k+m<=p et si ¢~'''''r'nk' ¢P '''''¢Pm 

bornfies de Ti dans G , alors : 

(4 .  7) f 5 5 _ ~ . . O q O k e ~ ® . . . ~ m d Z k ' m = f ~ l d Z . . . d ' ? k d Z  . . .  dZ 

D 4 m o n s t r a t i o n  : ( 4 .  7) e s t  v e r l f l e e  p o u r  l e s  ~ e  00 ' " . . . .  d a p r e s  ( 4 .  4) . O n v 6 r i f i e  

que  l e s  i n t d g r a l e s  f i g u r a n t  a u  d e u x i ~ m e  m e m b r e  s o n t  d e s  i n t 6 g r a l e s  d a n s  L zp .  

(4 . 7) e s t  d o n c  v 4 r i f i 6 e  p o u r  l e s  f o n c t i o n s  c o n t i n u e s  s ' a n n u l a n t  ~ l ' i n f i n i ,  e t  

p a r  s u i t e  p o u r  l e s  i n d i c a t r i c e s  d ' i n t e r v a l l e s ,  b o r n 4 e s  ou  non .  L ' e x t e n s i o n  

a u x  i n d i c a t r i c e s  de  b o r 6 1 i e n s  e t  p a r  s u i t e  a u x  f o n c t i o n s  m e s u r a b l e s  b o r n 4 e s  s e  

f a i t  a i s 4 m e n t .  L a  g 6 n 6 r a l i s a t i o n  s u i v a n t e  s e r a  u t i l e  d a n s  la  s u i t e .  

P r o p o s i t i o n  4 . 5 • S o i e n t  (Xt)¢ ~ ~2pl, p >1, k,  m d e s  e n t i e r s  non  n 4 g a t i f s  t e l s  
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que k+m~_p , ki, m i , l<i<_ $ des entiers non ndgatifs tels que ~ki=k , 
k.+m. 

~m i = m et Vi, l~igs ' ~i une application de ~- I i dans C , mesu- 

table born~e. Alors : 

( 4 .  8 . )  ~ g~°i1" ()~kl+" . . . . . .  +k i _ l+ l '  " " " kkl +. +ki ,  )~ml+. + m i _ l +  1' " " " ' )tml+. . .  +m.1) 

dZ k' m(kl,. I k, x'i.. x m) 

k i, m. 

= 1 3 ~ i l k l ' ' ' ' X k . ' X t l ' ' ' ' ~ ' m . )  dZ l l X l , . . k k . , X l l , , O X ' m . ) .  
i ~ 1 1 1 

D $ m o n s t r a t i o n  : D ' a p r ~ s  (4 . 7), (4 . 8) e s t  v r a i e  s i  l e s  ~ i  s o n t  de s  ind ica -  

t r i c e s  de p r o d u i t s  de  b o r 4 l i e n s  e t  p a r  s u i t e  s i  l e s  ~i s o n t  d e s  c o m b i n a i s o n s  

l i n 4 a i r e s  f i n i e s  de t e l l e s  i n d i c a t r i c e s .  On m o n t r e  a l o r s ,  p a r  p a s s a g e  ~ la  l i -  

m i t e  c l a s s i q u e ,  q u ' e l l e  r e s t e  v a l a b l e  p o u r  ~1 ' m e s u r a b l e  b o r n 4 e  et  de p r o c h e  

en proche, pour ~I' " " " ' ~s mesurables born~es. 

5 • PROCESSUS STRICTEMENT STATIONI~AIRES DANS ~(~4 

Dans ce p a r a g r a p h e  on consid~re des processus s t r i c t e m e n t  s t a t i o n -  

n a i r e s  t e l s  que  : 

1) (X t) e ~(~) 

Z) Le  f lo t  V t d4f in i  par (X t) e s t  f o r t e m e n t  continu. 

P r o p o s i t i o n  5 . 1 : V k ,  m ,  la  m e s u r e  Mk,  m 

Xl+...  +x k - = 0 . 
e s t  c o n c e n t r 6 e  s u r  l'hyperplan 

- {Xtl+h xtk+  xt I +h . . 'x t ,  

D~monstration : On a, ~u e IR, par la stationnarit4 stricte de X. : 

. . . . . . . . . . . . . . .  tlX 1 + . ' "  +tkkk - ~1 II 'rn X'm) dMk,  m (  E [Xtl...Xtk Xt,l...Xt~} = ~e .1 ...t k,~) 

i(tl)~l+. • +tkXk- ~ Xl.. e ' tmP m)  
e 

ih(kl+''" +Ik - ~l'''k' ) 
m dMk, re(X, ~,) e 
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ce  qu i ,  p a r  l ' u n i c i t ~  de  l a  t r a n s f o r m ~ e  de  F o u r i e r  m o n t r e  que  

b i e n  c o n c e n t r ~ e  s u r  l ' h y p e r p l a n  ~1 +. . .  + k k - ~ ' l . .  "~ 'm = 0 . 

D4 s i g n o n s  p a r  

c o r r e s p o n d a n t  a u  f lo t  V t • 

Mk,  m est 

l e  g r o u p e  de t r a n s f o r m a t i o n s  u n i t a i r e s  de  

On a,  p a r  le  t h 4 o r ~ m e  de S tone  : 

(5. 1) T t = ~ e  it~ dE(k) 

E ~ t a n t  l a  d 6 c o m p o s i t i o n  de l ' i d e n t i t 4  a s s o c i 4 e  ~t T t . 

Si f l ' f Z  ' ' ' ' f n  e L z ( 0 , ~ , P )  s o n t  t e l l e s  que  f l " f z ' ' ' f n  e L Z ( f l , ~ -  P )  , 

a l o r s  : 

L z (0, 0. ,  P) 

(5 . Z) T t ( f l # f 2 " ' "  " f n  ) = T t  f l "  T t  fz  " ' "  T t  f n  

P r o p o s i t i o n  5 . 2 : Vk,  m 0 ~ k , m  ~ h e L  ~ ( ~ k + m  . . . . . . . . .  _ , ~ k + r n  ) on a : 

(5 . 3 ) T t J ' h ( k l . . . k k ,  k ' l . . . X  k) d z k ' m ( x , X ' )  = ~ e  i t ( x l + ' ' ' + ~ k - ~ l ' "  "~' ) , m h(X, ~.') 

dZ k, m(~, ~,) . 

D ~ m o n s t r a t i o n  : L a  p r o p o s i t i o n  se  v ~ r i f i e  i m m d d i a t e m e n t ,  c o m p t e  t e n u  de 
- - o j  

(5 . 1) , (5 . g) e t  de  la  p r o p o s i t i o n  ( 4 .  4) p o u r  l e s  f o n c t i o n s  h de la  f o r m e  

1A (kl) × . . .  x 16 (%m) e t  s ' ~ t e n d  p a r  c o n s d q u e n t  ~ l ' e s p a c e  ~ d e s  c o m b i n a i -  
,. , . m , 

s o n s  ~ n e a x r e s  c o m p l e x e s  de t e l l e s  f o n c t i o n s .  

L 2 (IR k+m d'fil~ments de v(, telle que h -~h Vh¢ ,ak+ m) il existe une suite h n n 
i t ( L + . . .  +t--2~ . . . .  hA' ) 

clans L z ( ~ + m )  e t  p a r  c o n s 4 q u e n t  t e l l e  que  e 1 ~ 1 m (h_ -h ) - .  

rh dZ k'm [[ 1~2,~  rhd'Z k,m en norme dans L 2 (Cyk+ m) V t e ~(. Puisque ~ n v~,>3 ' 

le r~sultat s'ensuit d'apr~s la continuit~ forte de T t . 

p r o p o s i t i o n  5 . 3 : Si (>I t ) e s t  un  p r o c e s s u s  e r g o d i q u e ,  a l o r s  q u e l  que  s o i t  

B , e n s e m b l e  m e s u r a b l e  de  l ' h y p e r p l a n  k l + . . .  + k k - X l . . r ~  m '  = 0 , o n a  : 
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Z k ,  m (B) = Mk,  m (B) 

D ~ m o n s t r a t i o n  : E n  a p p l i q u a n t  l a  p r o p o s i t i o n  p r 4 c ~ d e n t e ,  on o b t i e n t  : 

Tt Z k, m (B) - Z k' m (B) = E [ Z k' m (B) ] = Mk, m (B) 

envertu de l'ergodicit6 du processus et de la proposition 4. I . 

P r o p o s i t i o n  5 . 4 : S o i e n t  k.i ' m i  ' 
S 

que  E k .  = k  E m .  = m .  
I i ' i i 

1 N i -<_ ~, des e n t i e r s  non nfgatifs t e l s  

Soi t  ~ . '  l e  s o u s  e s p a c e  v e e t o r i e l  de 

s u i v a n t e  s : 

[R k + m  d~f in i  p a r  l e s  r e l g t i o n s  

k i +. = +. +~ " " +kk I ~'I " " m 1 

1+1 +. =),' +. . +  X' ~k " " +Xkl+k Z " m l + l  " m l + m  g 

e e o e e o o o o o o m o e o ~ o J o o e e e e 6 ~ e e e o o o e o  

X k l + . . .  +k s _ l + l  +"""  +Xk = XYml+. . .  + m  s _ l + l  +" "" +) :m 

A l o r s  s i  (X t) e s t  e r g o d i q u e ,  l a  r e s t r i c t i o n  de Mk ,  m ~ ~ '  e s t  l e  p r o d u i t  d e s  

Mki  ' . P l u s  p r f i c i s g m e n t  , s i  /i x , 1 .~i -~ s est  un  s o u s  e n s e m b l e  m e s u r a b l e  
m i 

hyp  pl  Xkl +k i +1 + . . . + x k l  k i=km + m  i + . . . + X  + . . . + m .  ae  1 ~ e r  an  + ' ' "  -1  + ' ' "  + 1 + ' ' "  - 1  +1 m l  
de l a  f o r m s  : 

[ (X k l + . , .  +k i . l + I ;  

B i • ( ~ R k i + m i  

D ~ m o n s t r a t i o n  : 

• .X k + k . , X '  . . . k  + m )  e B .  } o~ 
1 +" " " i m l + "  " " + m i - 1  + b  m l + "  " " i i 

a l o r s  Mk,  m (.~ f l . . . O 6 s  ) = ~1" M k i ' m ' l  (Bi)  " 

D ' a p r ~ s  l a  p r o p o s i t i o n  (5 . 3), a p p l i q u ~ e  ~ c h a c u n  d e s  e s p a c e s  
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k.+m. 

/ il s u f f i t  de  m o n t r e r  que : 

k i, m i 
Z k,m (A I o...n A s ) = ~Z (B i) 

zk'm(Al[~''fl As) = ~IA n . , , q  ~ dzk'm= ~IA 1 I , , , I  
1 s AZ 

= ~ rr I [ (X k l  +. +X ki I+ 1. i . . . .  - ilk1+" " " +)~i' kml+" " " +mi-1 +1" " 

k i, m. 
= TT Z x (B) d'apr~s la proposition (4 . 4) . 

i i 

dZ k, m 
t~ s 

• ~ml+" " " +m:)ex Bi~Zk' 

L e  r ~ s u l t a t  s u i v a n t  e s t  une  a p p l i c a t i o n  de  la  p r o p o s i t i o n  p r ~ c ~ d e n t e  

a u x  p r o c e s s u s  g a u s s i e n s .  

m 

Soi t  (X t) un p r o c e s s u s  g a u s s i e n  c o m p l e x e  s t a t i o n n a i r e ,  c o n t i n u  

e n  m .  q , d e  m o y e n n e  n u l l e .  L a  p r o p o s i t i o n  (Z . 1) m o n t r e  que  (Xt)e  ~(~) , e t  

on  s a l t  que  Mk,  m = 0 s i  k ~ m . C o n s i d 4 r o n s  m a i n ' ; e n a n t  Mk ,  k ' m e s u r e  

s u r  lR. k4"k e t  p o s o n s  d a n s  la  p r o p o s i t i o n  (5. 3) kl=k2-~ krn = m l = . .  = m k =  1 

c'est ~ dire consid4rons le sous espace ~'i = ~'I ' X2 = A'Z ' ~k = k'k " La 

restriction de Mk, k ~ ce sous espace est ~gale au produit de la mesure MI, 1 

avec elle m~me k fois. En permutant les X', on trouve k ! sous espaces 

de ce type, soient H 1 , H Z ... Hk ! . 

Pr9pos~tion 5 . 4 : 5i X t a un spectre continu, alors Mk, k = somme des 

h4k, k sur les k ! sous espaces d4finis ici dessus. 

D ~ m o n s t r a t i o n  : L e  f a i t  que  ( X  t )  a un s p e c t r e  c o n t i n u  m o n t r e  que  l ' i n t e r s e c t i o n  

de d e u x  de c e s  s o u s  e s p a c e s  e s t  de Mk,  k - m e s u r e  n u l l e .  D ' a u t r e  p a r t ,  on  

r e m a r q u e  a i s 4 m e n t  que  Mk,  k e s t  une  m e s u r e  p o s i t i v e .  P u i s q u e  l e s  v a l e u r s  

Mk ,  k (Hi)  ' 1 ~_ i <_ k ! s o n t  t o u t e s  ~ g a l e s  p a r  s y m 4 t r i e ,  i l  s u f f i t  de  m o n t r e r  

que Mk, k (IRk+k) = k ! Mk, k (Hi) " 

Posons Z = Z (-~,~) , E IZl Z = s2 



On a Mk, k (Hi) = [MI, 1 (IRz) ~ 

Mk, k (II~k+k) = E [ZI  2k 

Or, m [Z] zk= dk z d k[ e xlzl Ix:0 
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( d ' a p r ~ s  la  p r o p o s i t i o n  5 . 3) = s 
Zk 

dk ~ ~=o = k I s zk 

S 
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Universit@ de Strasbourg 
S6minaire de Probabilit@s 

GUIDE D~TAILL~ DE LA TH~ORIE 

• G~N~RALE' DES PROCESSUS 

(P .A .Meye r )  

1966/67 

La th@orie " g6n6rale" ou " abstraite" des processus stochas- 

tiques prend sa source dans le livre de DOOB [2] (1953). Elle 

s'est consid@rablement d6velopp~e depuis lors, grace ~ diverses 

m@thodes : bh@orie des martingales, ensembles analytiques abs- 

traits, capacit6s.., qui ont fair d'une th~orie d6j~ austere ~ ses 

d~buts l'une des branches les plus r6barbatives du Calcul des 

Probabilit@s. Le dernier expos@ d'ensemble de la question figure 

dans le livre [3] ; datant de 1965, il est d6j~ d6mod6, et l'ex- 

pos~ qui suit a pour objet de pr@senter le squelette de la th@o- 

r~e sous sa forme actuelle ( Mai 1967 ). 

Les r6f@rences renvoient au livre [3] ( chapitre et n°). On 

n'a pas rappel~ les d@finitions des notions les plus connues 

( temps d'arr~t...), mais on a essay6 d'etre aussi explicite que 

possible lorsqu'il y avait ambiguitY. Les r@sultats qui ne figu- 

rent pas darts [3] sont prouv@s dans les appendices. 

Le guide est divis@ en quatre sections (0,1,2,3) ~ l'int6rieur 

desquelles d6finitions et r6sultats sont num6rot@s ~ la suite les 

une des autres ( la section 2, par ex., commence par 201,202,...) 

Un bon guide touristique doit donner des indications sur le 

r@seau routier, sur les bons repas, et aussi sur leurs prix. On 

a fait de m~me ici : 

A) L'int6r~t d'une d6finition ou d'un r6sultat est indiqu6 par 

un certain nombre d'6toiles dans la marge ( jusqu'& ××× ). 

B) La difficult@ d'un r6sultat est indiqu@e par l'une des let- 

tres ~ ( trivial ), m ( moyen ), ~ ( p6nible : long ou diffi- 

cile ). La notation t/215 signifie " trivial modulo le r6sultat 

15 de la section 2" mais bien entendu 215 peut ~tre difficile. i 

C) I1 est int6ressant dans certains cas de conna~tre la m6thode 

qui permet de d@montrerun th6or~me. On l'a indiqu6e de la mani~- 

re suivante : 
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el : d6monstration @l@mentaire ~ partir des d@finitions - 615- 

mentaire signifiant que seuls les outils classiques de la th@orie 

de la mesure sont utilis@s ( th@or~me des classes monotones, th. 

de Lebesgue, etc ). 

mar : la d6monstration utilise en plus la th@orie classique des 

martingales, telle qu'elle figure dans le chapitre VII de L2], ou 

le chap. VI de [3] : r~gularit~ des trajectoires, th~or~me d'ar- 

r~t, th@or~me de convergence... 

dec : la d@monstration repose sur la th6orie de la d@composl- 

tion des surmartingales ( existence et unicit@ de la d~composition 

de DOOB ). 

cap : la d6monstration utilise le th@or~me de capacitabilit@ 

de CHOQUET ( abstrait ) 

Les appr@ciations d'int6rSt et de difficult~ sont bien entendu 

subjectives. 

Remarques sur la seconde 6dition du Guide Gris ( 0ctobre I~67) 

CONFUCIUS dit : il faut rectifier les noms ( Analectes, livre XIII, 

3 ). La terminologie de la premiere 6dition a donc ~t6 rectifi~e 

dans celle-ci . Voici un tableau de concordance entre les noms 

employ~s dans [3] et dans la premiere 6dition du Guide, et ceux 

de cette @dition. 

Anciens noms 

Processus, ensemble 
progressivement mesurable 

Processus, ensemble 
bien-mesurable 

Temps d'arr@t 

~rocessus, ensemble 
T(l')-mesurable 

Temps d'arr~t accessible 

Processus, ensemble 
tr~s-bien-mesurable 

Temps d'arr~t approchable 

Nouveauxnoms 

Processus, ensemble 
progressif 

pas de changement 

pas de changement 

processus, ensemble 
accessible 

temps d'arr~t ( ou simplement 
var. al@atoire) accessible 

Processus, ensemble 
pr@visible 

temps d'arr~t ( ou simplement 
var. al@atoire) p r@visibl e 
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On remarquera ( les adjectifs tr~s-bien-mesurable et appro- 

chable ne figurant pas dans [3]) que la terminologie de [3] n'est 

pratiquement pas modifi6e. Le mot temps d'arrSt se disant optional 

random variable en anglais, il est recommand6 de traduire"processus 

bien-mesurable" par ' optional process'. Nous ne chercherons pas 

ici ~ rectifier les noms dans les autres langages. 

Je remercie vivement M. CHUNG, qui m'a communiqu6 plusieurs 

remarques utiles ( que j'ai ajout~es ~ cette ~dition du Guide), 

ainsi que la citation des Analectes de CONFUCIUS. 

BIBLIOGRAPHIE 

ill CHUNG (K.L.) et D00B (J.L.).- Fields, optionality and mea- 

surability. Amer.J. of M., 87, 1965, 3')7-424. 

[2] D00B (J.L.).- Stochastic Processes. New York, Wiley, 1953. 

[3] MEYER (P.A.).- Probabilit6s et Potentiel . Paris, Hermann ; 

Boston, Blaisdell, 1966. 

Un article r6cent de C.DOLEANS ( ~ para~tre dans le Z. f~r 

Warscheinlichkeitstheorie ) permet de ramener la th~orie de la 

d@composition des surmartingales, de mani~re tr~s simple, & la 

th6orie g6n6rale des processus telle qu'elle est expos6e ici. 

Bien entendu, cela modifie profond6ment le " r6seau routier". 

Nous n'avons pas tenu compte de cet article dans le Guide, bien 

que la m~thode de Mlle DOLEANS soit ~videmment la " bonne " m6- 

rhode pour traiter de la d6composition des surmartingales. 

On peut encore ajouter que CORNEA et LICEA viennent de simpli- 

fier tr~s consid6rablement la d@monstration du th6or~me de section 

pour les ensembles accessibles ou bien-mesurables ( ils donnent 

en fair une d@monstration unifi6e des trois th@or~mes de section). 

Ainsi, la th~orie expos@e ci-dessous semble avoir atteint une for- 

me presque d@finitive ( l'article de CORNEA et LICEA doit para~tre 

dans le Z. f~r W.). 
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o.- 

X X X  

X X X  

l.Notations g@n@rales. (~,~,P~ est un espace probabilis@ complet. 

(~t)te~+ est une famille croissante de sous-tribus de ~ (IV.30), 

continue ~ droite, telle que chaque tribu ~t contienne tousles en- 

sembles ~-n@gligeables ( voir IV.30 pour ces d@finitions, ainsi que 

pour la notation ~t- = k/ F ; on pose par convention ~0- = FO)" 
S<t =S = 

Un p rocessus est une fonction X d~finie sur ~+ × ~, telle que 

pour chaque te~ la fonction ~->X(t,~) [ toujours notre X t : on 

dira le processus (Xt) , ou le processus X ] soit ~-mesurable. Si 

la fonction X est elle mSme mesurable sur ~ x ~ pour la tribu 

produit naturelle B(~)= × F,= on dira que le processus est mesura- 

ble (IV.%5) . Si X test ~t-mesurable pour chaque t, on dira que 

le processus X est adapt~ ( ~ la famille (~t)) (iV.31). 

2. Deux processus X et Y ~ valeurs dans le m~me espace d'@tats 

sont dits indiscernables si pour presque tout ~e~ on a Xt(~) 

= Yt(~) pour tout t. 

Cette d@finition indispensable ne figure pas explici- 

tement dans [3]. Dans route la suite, chaque fois que 

l'on trouvera l'expression " il existe un seul processus 

poss@dant la propri@t@ P" , cela signifiera ~ue tous 

les processus poss@dant ~ sont indiscernables les uns 

des autres. 

3. ~ocessus progressivement mesurable ou progressif (IV.50) 

Cette d@finition a @t@ tr@s largement utilis@e au d@- 

but de la th@orie. Son principal int@rSt vient du th@- 

or@me 9 ci-dessous. En pratique, on peut toujours la 

remplacer par la notion de processus bien-mesurable 

(201) qui est ~ la fois plus simple et plus int@res- 

sante. On sait cependant qu'il existe des ensembles 

progressifs non bien-mesurables ( cf. 211 et 216 ) 

4. Temps d'arr@t (iV.3~) 

5. Tribu ~T des @v@nements ant@rieurs & un t.d'a. T (IV.35) 



x x  

x x x  
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m 
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6. Si Test un t.d'a. , on note FT_ la tribu engendr@e par F 0 

et par les ~v@nements de la forme AnIt~ ] ( te~,AeF t ). 

Cette notion a 6t@ introduite par CHUNG et DOOB dans 

Ill. Elle est tr~s int6ressante, mais a peu servi jus- 

qu'~ pr6sent . Un petit sommaire ( avec d@monstrations) 

des r~sultats connus sur cette tribu figure ~ l'appen- 

dice 1. 

Nous ne reviendrons pas ici sur les r@sultats @l@mentaires concer- 

nant les temps d'arr~t (IV.33-##), sauf : 

7. Si Test un t.d'a., et si AeF__T, la variable al6atoire 6gale 

T sur A, ~ +co sur A c, est not@e T A ; c'est aussi un t.d'a.. 

8. D@but D C d'une pattie C de ~x f~ (IV.51) : 

Dc(W) = inf { t : (t,w) e C } 

9. Le d~but d'un ensemble progressif est un temps d'arr@t (IV.52). 

Les xxx de ce r@sultat tiennent plutSt ~ ses applica- 

tions • la th@orie des processus de Markov. La plupart 

des applications ~ la th@orie g@n~rale des processus, 

ci-dessous, se ram~nent en effet ~ des cas particuliers 

tout ~ fair ~l~mentaires de ce th~or~me. 
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I.-CLASSIFICATION DES TF~PS D ' ARRET 

101. Notations 6@n6rales . Si Test un temps d arret, =S(T) d@- 

signe l'ensemble des suites croissantes (R n) de temps d'arr~t 

telles que Rn=~T pour tout n, et K[(Rn) ] d~signe alors l'6v6nement 

lira n R n = T < oo, Rn~ pour tout n } (VII.~IJl). 

Si (~) est une suite croissante de temps d'arr~t, la tribu 

engendr~e par la r~union des FRn est not@e ~n FR n (VII.38). 

Classification des temps d'arrSt 

XXX 

× X X  

X X X  

×X 

102. Test totalement inaccessible (VII.~2) 

Avec les notations pr@c6dentes : Test totalement inacces- 

sibles si et seulement si T>O p.s., PIT<oo I>O, et P(K[(Rn)])=0 

pour route suite (Rn)eS=(T). 

103. Test inaccessible ( VII.#2 ). 

10#. Test accessible (VII.a2) si P{T=S~oo}=O pour tout temps 
! ^ d arret totalement inaccessible S. 

105. T est pr~visible s'il existe une suite croissante (R n) de 

tem~)s d'arr~t qui converge vers T p.s., telle que ~ p.s. 

sur I T~O pour tout n. 

Cette d6finition, dont route la suite va montrer l'im- 

portance, ne figure pas explicitement dans [3]. En re- 

vanche, on trouvera dans [3] d'autres d@finitions qui 

ne servent pas ~ grand chose, et ne seront pas 6tudi6es 

ici (VII.~5). 

i06. Test un temps de discon tinuit@ (VII.~O) 

Cette d6finition est technique, et assez peu int6res- 

saute. En revanche, la notion suivante est ~ la lois 

simple et utile : 

107. La famille (F t) est d6pourvue de temps de discontinuit6 
(VII.39). 

I Par exemple, la famille de tribus canonique d'un pro- 

cessus de HUNT est d~pourvue de temps de discontinuit@. 
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Premieres p~o_pri6t6s et crit~res ~16mentaires 

108. Si Test accessible ( resp. totalement inaccessible) et si 

AeF=T ( resp. AeF=T et P~TA<CO }>O), T A est accessible ( resp. 

tot. inaccessible). (VII.~3) 

109. Si Test pr6visible et si AeFT , T A est pr6visible 

I Ce r6sultat ne figure pas dans [3]. Voir l'appen- dice 2 

llO. Si Set T sont deux temps d'arr~t tot. inacc. ( resp. acces- 

sibles, pr6visibles ), SvT et SAT sont tot.inacc ( resp. 

accessibles, pr6visibles). (VII.43) 

lll. Si (S n) est une suite croissante de temps d'arr~t accessi- 

bles ( resp. pr6visibles), lim n S nest accessible ( resp. 

pr6visible. 

Voir VII.a3 pour le cas accessible, l'appendice 2 

pour le cas pr6visible. 

ll2. Pour qu'un t.d'a. T soit accessible, il faut et il suffit 

qu'il existeu une suite (RP)pe N ~  d'616ments de S__(T), telle 

que 10<T<co [ = K[(RP)] p.s. 
P 

I13. Pour que T soit pr6visible, il faut et il suffit que T soit 

accessible et que, pour route suite croissante (R n) de t.d'a., 

l'6v6nement ~ lira n Rn=T ~ appartienne ~ V 
n 

Ce r6sultat ne figure pas explicitement dans [3], mais 

a) c'est le point crucial de la d6monstration de VII.45, 

b) il est en fait 6quivalent ~ VII.52, compte tenu du 

crit~re VII.a9 pour qu'un processus croissant soit 

nature I. 

lla. Si la famille (Ft) est d6pourvue de temps de discontinuit6, 

tout temps d'a. accessible est pr6visible. 

ll5. Soit Tun t.d'a. ; l'ensemble des AeF=T tels que T A soit pr6- 

visible est stable pour les r6unions et intersections d6nom- 

brables. 

Ce r6sultat ne figure pas darts [3] explicitement, mais 

c'est en fair la premiere pattie de la d@monstration 

de VII.aS. Voir l'appendice 2 pour plus de d6tails. 

Dans l'ordre logique des d6monstrations, ll5 dolt 
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pr6c6der 109 et ll3. Voir aussi app.2, propri6t6 6. 

On notera que ll5 entra~ne l'existence d'un plus grand 

Ae~T ( aux ensembles n6gligeables pros) tel que T A solt 

pr6visible. Si A=~ p.s., on peut donc dire que Test 

tot,,a,,1,,ement impr~visible. Mais il ne faudrait pas croi- 

re que si S est pr@visible, T totalement impr6visible,~ 

on ait n6cessairement PIS=T<oo}=O ! I1 se peut que S 

soit pr6visible, et S A totalement impr6visible pour un 

AeF S= ( comparer ~ 109). 

ll6. Soit T un t.d'a. ; il existe une partition essentiellement 

unique de {T<~ I en deux 616ments A et I de ~T' telle que 

T A soit accessible, T I tot. inacc, ou p.s. 6gal ~ +~ (VII.~J~I) 

Crit~res utilisant les martingales. 

X X X  
dec,m 

X 
dec ,m 

X×X 

llT. Si Test totalement inaccessible, il existe une martingale 

uniform6ment int6grable continue ~ droite Y dont la seule 

discontinuit6 est un saut unit6 ~ l'instant T. Inversement, si la 

famille (~t) est d6pourvue de temps de discontinuit6, et s'il exis- 

te une martingale Y continue ~ droite uniform6ment int6grable 

telle que YT~YT_ p.s. sur {T<~}, et si P{T<~} >4), alors Test 

totalement inaccessible. 

I 
L'appr6ciation dec,m se rapporte ~ la premiere phrase. 

La seconde r6sulte facilement de la th~orie classique 

des martingales. 

ll8. Si Test pr6visible, et si Y est une martingale uniform6ment 

int6grable continue ~ droite, on a p.s. YT =E[Y~ I~T_J. Inver- 

sement, si cette relation est satisfaite pour toute martingale Y 

unif. int6grable continue ~ droite ( ou m~me seulement la relation 

plus faible E[YT_J=E[Y ~ S), alors Test pr6visible. 

Ne figure pas explicitement dans [3j. La seconde phrase 

est la remarque VII.53 • Pour la premiere, voir l'ap- 

pendice 2. 

llg. Test pr6visible si et seulement si le processus croissant 

int6grable (Iit>_T~) est naturel . (VII.53) • 

120. Soit X un processus de HUNT canonique, et soit Tun t.d'a, de 

la famille (~t) canonique. Test accessible ( cela 6quivaut 

ici ~ pr6visible) si et seulement si PJXT~XT ~=0. 
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2.-LES TROIS PRINCIPALES TRIBUS SUR R,.,~.x.Q 

D6finitions 

XXX 

XXX 

XXX 

201. Tribu BM des ensembles bien-mesurables ( VIII.l# ). 
w w  

Elle est engendr~e par lee processus ( r@els ) adapt@s 

dont lee trajectoires sont continues ~ droite et pourvues de li- 

mites ~ gauche, ou par lee int6grales stochastiques de la forme 

[S,T[ (VIII.16). Un processus adapt@ continu ~ droite, sans hy- 

poth~se sur l'existence de limites ~ gauche, est indiscernable 

d'un processus b-m (VIII.16, c)). Tout processus hien-mesurable 

est progressif (IV.#7). 

202. Tribu ~ des ensembles accessibles : c'est la tribu engendr6e 

par lee intervalles stochastiques de la forme IS,T], oG S 

est un temps d'arr~t accessible. 

Cette tribu est identique ~ la tribu ~(~') engendr6e 

par le pavage I' du n°VII.13 de [3] - pavage dont il 

est inutile de rappeler ici la d@finition. 

203. Tribu ~ des ensembles Pr@visibles : c'est la tribu engendr6e 

par lee processus ( r~els ) adapt@s ~ trajectoires continues 

& gauche ( tout processus est continu ~ gauche par convention 

l'instant 0 ). Elle est aussi engendr6e par lee intervalles IS,T]9 

oGle temps d'arr~t S est pr6visible , ou par lee ensembles IO~×A 

(Ae~o) et [s,tjxA ( O<s=<t, AeUr< s ~r )" Pour tout cela, voir l'ap- 

pendice 3. 

Lee tribus BM, A, P sont toutes trois engendr6es par 

iles intervalles stochastiques ferm@s LS,T], oGle 

temps d'arret ~ S est suppos6 quelconque dane le premier 

cas, accessible dane le second, pr6visible dane le troi- 

slime. Voir l'appendice 3. 

20#. On a ~C __Ac~ ; si la famille (~t) n'a pas de temps de dis- 

continuitY, on a P = A . 

i Pour le premier r@sultat, voir VIII.19 ; pour le second, 

qui n'est pas explicite- dane LS], voir l'appendice 3. 
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Th6or~mes d'existence de sections 

~otation .- Si Test un t.d'a., nous d6signons par L T] l'ensemble 

I(T(~),~) : T(~)<oo} ( le graphe de T, encore 6gal ~ l'intervalle 

stochastique IT,T]). Si H est une partie de~+ x ~ , nous d6si- 

gnons par p(H) sa projection sur ~, qui est mesurable si H est 

mesuraole (cf.IV.52). 

205. Soit A un ensemble bien-mesurable, et soit ~>0. I1 existe 

un temps d'arr~t T tel que IT]cA st que P~p([T]))~ P~p(A))-s. 

I 
C'est le plus difficile des trois th6or~mes de section. 

On le d@duit en fair de 206 et de 213 ci-dessous. Voir 

VIII.21. 

206. Si A est accessible, il existe un temps d'arr~t accessible 

T tel que IT]cA et que P~p([T])) ~ P~p(A))-c. (VIII.21) 

207. Si A est pr6visible, il existe un temps d'arrSt pr@visible 

T tel que IT]cA et que P(p([T])) ~ P~p(A))-c. 

I Ce th@or~me de section ( plus facile que les deux au- 

tres) ne figure pas darts [3]. Voir l'appendice 3. 

Voici des corollaires de ces th@or~mes 

208. Soient X et Y deux processus ; supposons que X et Y soient 

tous deux bien-mesurables ( resp. accessibles, pr6visibles) 

et que l'on ait pour chaque temps d arret T ( resp. chaque temps 

d'arr~t accessible, pr6visible) XT=Y T p.s.. Alors X et Y sont 

indiscernables. 

209. Soit V une variable al6atoire positive. Pour que V soit un 

temps d'arr~t ( resp. accessible, pr6visible) il faut et il 

suffit que le graphe de V soit un ensemble bien-mesurable ( resp. 

accessible, pr6visible). 

209. Soit A un ensemble accessible (pr6visible) ferm@ ~ droite 

bi__ss (cf.216 ci-dessous). Le d@but de A est alors accessible 

(pr6visible). 

I 
Aucun de ces th6or~mes ne figure explicitement dans 

[3] ; 208 est vraiment trivial modulo les theor@mes 

de sections. Pour les autres, voir l'appendice 3. 
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Th~or~mes de ~rojection et de modification 

On donne ici un th@or~me de projection, suivi d'un th6or~me 

de modification, pour chacune des trois tribus BM, A, P . Cet 

ordre n'est pas l'ordre logique des d@monstrations. Les r6sultats 

d'unicit6 annonc@s sont des cons6quences triviales de 208. 

Tribu B~ 

x x x  
mar,m 

x 

t/210 

x 
t/210 
et 213 

X X X  
mar,m 

210. Soit X un processus ( r6el ) mesurable et born@. I1 existe un 

processus bien-mesurable Y unique tel que Y I ^ = 

~[XTI~T<~I~T ] p.s. pour chaque temps d'arret T. (VIII.17) 

Nous dirons que Y est la projection de X sur ~ , et nous ~cri- 
w ~  

tons Y=Pl(X). Voici un corollaire : 

211. Soit X un processus progressif ( r6el, ou ~ valeurs dans un 

espace LCD ). I1 existe un processus bien-mesurableY unique 

tel que XT=Y T p.s. pour chaque temps d'arr~t fini T (VIII°l~ 

C'est ce th~or~me qui permet en pratique de se borner 

consid6rer des processus bien-mesurables. Si X est 

une indicatrice d'ensemble, on a X2=X, donc y2 et Y 

sont indiscernables et Y est (indiscernable d')une 

indicatrice d'ensemble. 

212. Soit X un processus ( r6el ) mesurable born6. II existe un 

processus accessible Y unique tel que YTI{T<~ } = 

~XTI~T<oo}I~T] p.s. pour chaque t.d'a, accessible T . 

Nous dirons que Y est la projection de X sur ~, et nous 6crirons 

Y=P2(X). 

213. Soit X unprocessus bien-mesurable ( r~el, ou ~ valeurs dans 

un espace LCD ). I1 existe unprocessus accessible Y, unique, 

tel que XT=Y T p.s. pour chaque t.d'a, accessible T. Plus pr@cis6- 

ment, l'ensemble {X~YJ est la r6union d'une suite de graphes de 

temps d'arr~t totalement inaccessibles (VIII.20) 

Ici encore, si X est une indicatrice, Y est in- 

discernable d'une indicatrice. 

Tribu A 
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Tribu P 

214. Soit X un processus mesurable born@ ; il existe un pro- 

cessus pr@visible Y, unique, tel que l'on air YTIIT<~ I = 

E~XTIIT<~ ~I~T_J p.s. pour chaque temps d'arr@t pr@visible 

T. L'ensemble ~Y~Pl(X)~ ( resp. IY~P2(X)~ est alors la r@union 

d'une suite de graphes de t.d'a. ( resp. de t.d'a, a¢cessibles). 

Ce r@sultat ne figure pas darts [3] : voir l'appendice 

3 ; par exemple, si (X t) est une ma:tingale born@e con- 

tinue ~ droite, Y est le processus (Xt). 

Nous dirons que Y est la projection de X sur P, et nous @crirons 

Y: p3(X). 

215. Soit X un processus bien-mesurable ( r@el ou ~ valeurs dans 

un espace LCD ). I1 existe un processus pr@visible Y tel que 

l'ensemble JX~Y~ soit la r@union d'une suite de graphes de temps 

d'arr@t ( et en particulier que I t : Xt(~)~Yt(~) ~ soit d@nombra- 

bles pour tout ~). Si X est une indicatrice, on peut choisir pour 

Y une indicatrice. 

A la terminologie pros, c'est la premi@re pattie de la 

d@monstration de VIII.20. Voir l'appendice 3. On note- 

ra que ce th@or~me de modification est incomplet ( il 

n'y a pas d'assertion d'unicit@) 

FermTs alTatoires 

Soit A une partie de ~ : on dit que A est ferm@e ~ droite ~ 

si A est ferm@e pour la topologie droite de ~ , i.e. si la li- 

mite de toute suite dTcroissante d'@l@ments de A appartient 

A. Si maintenant A est une partie de ~+ x ~ , on dit que A est 

ferm@e ( resp. ferm@e ~ droite ) si pour tout ~e~ la coupe A~ 

est ferm~e ( resp. ferm6e ~ droite). On dTfinit alors aussitSt 

l'adhTrence ~ et l'adh~rence ~ droite ~d de ACR~ x ~ . 

216. Soit A un ensemble progressif ; ~ est alors bien-mesurable, 

ainsi que l'ensemble des extrTmit@s droites des intervalles 

contigus ~ ~ ; A -d est progressif, ainsi que l'ensemble des extrT- 

mitts gauches des intervalles contigus ~ ~. 
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Ce thTor~me n'est @tabli ni dans [3], ni dans l'ap- 

pendice :voir Invent.Math. l, 1966, p.ll$. Si l'on 

d@signe par X unmouvement brownien issu de O, par 

A l'ensemble pr@visible {(t,~) : Xt(~)=O~, par H 

l'ensemble des extr@mit@s gauches des intervalles 

contigus ~ A, H est progressif, la mesure de la pro- 

jection de H sur f~ est l, et il ne passe dans H aucun 

graphe de temps d'arr~t ( propri@t@ de Markov forte). 

H est donc progressif et non bien-mesurable. 

X X X  

XXX 

x x x  
dec ,m 

x 
t/304 
et ll3 

3 • -PROCESSUS CROISSANTS 

301. Processus croissant (p.c.) ; processus croissant int@grable 

(pci) (vii.3) 
Dans ce qui suit, et pour simplifier, nous ne nous occuperons 

que de p.c. intTgrables. 

302. Partie continue et partie discontinue d'un pci : VIII.lO. 

303. Processus croissant int@grable naturel : VII.19, a). 

Rappelons cette d~finition, qui est la plus commode lorsqu'on 

on se borne aux p.c. intTgrables : A est naturel si et seulement 

si, pour route martingale Y continue ~ droite et born@e, on a 

~0 0 - 

On a alors avec les m~mes notations, pour tout temps d'arr~t T 

= Ys_ sl  ] p.s. 
T 

30%. Pour qu'un p.c.i. A solt naturel, il faut et il suffit : a), 

que A ne charge aucun temps d'arrSt T totalement inaccessi- 

ble ( i.e., ~-AT_=O) et b) que pour route suite croissante (S n) 

de temps d'arr~t, la variable al@atoire A S (S= lim n Sn) soit 

mesurable par rapport ~ la trlbu V n F=S n • (VII.#9) 

L'appr@ciation dec,m se rapporte ~ la d@monstration de 

[3]. Ii en existe une autre d@monstration, due 
J 

C.DOLEANS, qui n'utilise plus la d@composition. 

305. Soit Tun temps d'arr@t. Pour que le p.c. (I~t>T |) soit natu- 

rel, il faut et il sufflt que T soit previsibl~ (VII.52-53). 
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306. Tout processus croissant int~grable naturel s'@crit 

c 
A t = A t + )-- ~nIit~__TnJ 

oG A c est la pattie continue de A, off les ~ sont des constantes, 

et les T n des temps d'arr~t pr@visibles. 

I Ce th~or~me ne figure pas explicitement dans [3]. Voir 

l'appendice 4. 

307. Deux p.c. int6grables A et B sont dits associ~s (A~B) si 

le processus A-B est une martingale. 

Cette d~finition commode n'est pas donn6e dans [3]. 

Voici une cons6quence imm6diate du th~or~me de d6com- 

position des surmartingales. 

308. Tout p.c. int@grable A est associ~ & un p.c.i, naturel unique, 

not6 A ; A est continu si et seulement si A ne charge aucun 

temps d'arrSt accessible. 

I Pour la seconde assertion, voir l'appendice 4. 

Int6gration par rapport & unprocessus croissant 

XXX 
el,m 

xx 
el,t 

309. Soient X et Y deux processus mesurables, born6s ou positifs, 

tels qu'on air pour temps d'arr~t T 

.ELXTI{T<oo I] = E[YTI{T<c O ~J 
On a alors pour tout p.c. int@grable A et tout temps d'arr~t T 

= Ys sl  ] p.s. (VII.15) 

L'hypothSse ci-dessus entra$ne en fait E[XTI{T<o o }IF__TJ= 

E[YTIjT<co IIF=T ] p.s. ; pour le voir, appliquer l'hypo- 

th~se aux t.d'a. T H , H parcourant F T . 

310. Soient A et B deux p.o. int@grables associ6s, X un processus 

pr6visible > 0 ou born@. On a alors pour tout temps d'arr~t T 

f El/°° X dB IFT] p.s. (V!I.17) 
s s 

Ce r@sultat est en fait un peu plus pr6cis que VII.17 : 

voir l'appendice 4. On consultera aussi l'appendice 4 

pour 1 ' @nonc 6 suivant : 
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311. Soit X un processus mesurable born6, et soient X I X 2 , et 

X 3 respectivement les projections de X sur BM, A et P • 

Soit A un processus croissant intagrable 

a)  On a E [ / ° ° X s d A s ]  = E [ / ~ X  1 0 0 sdAs] (309) 

b) Si A ne charge aucun t.d'a, totalement inaccessible ( i.e. 

soit A-mesurable ; cf ci-dessous ) on a 

N/o = ] 
c )  S i  A e s t  n a t u r e l  ( i . e . ,  P - m e s u r a b l e  ; c f  c i - d e s s o u s )  on a 

312. Soit A un processus croissant int6grable 

a) A est tun processus accessible si et seulement si A ne charge 

aucun temps d'arr@t totalement inaccessible. 

b) A est un processus pr6visible si et seulement s'il est naturel. 
# 

I Ce dernier r~sultat est dG ~ Mile DOLEANS. Voir l'ap- 

pendice #. 
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APPENDICE I : TRIBU ~T- 

Rappelons la d@finition de CHUNG et D00B : FT_ est engendr@e par 

F 0 et par les ensembles de la forme A~It<T} (t>0, AeFt). 

Si Test une constante s, on retrouve, obien Fs_. On peut rempla- 

cer dans cette d@finition AeF=t par A¢ ~ Fr~ en effet, A~It<T} 

est la r@union des AnIs<T} pour s rationnel >t, et on a A¢ ~ F r- 
r<s 

Les propri@t@s suivantes, ~ l'exception de la derni~re, sont 

dues ~ CHUNG et DOOB. 

Propri&t& I.- On a FT_ c F T ; Test FT_-mesurable. 

La premiere assertion est @vidente, la seconde r@sulte de ce 

que { t<T } eFT _. 

Propri&t@ 2.- Soient Set T deux temps d'arr~t tels que S~T=. On 

F_s_¢ 
En effet, soient t>O, AeF t ; on a A {t<S} = (A~It<S})n{t<T}, et 

la parenth~se appartient ~ F=t ,donc A, It<S ~ ¢ F=T _. 

Propri6t@ 3.- Si Set T sont deux temps d'arr@t et AcFs, on a 

A~{S<T} e FT_ • De m@me, si AeFoo= , on a A~{T=oo~eF T= _ • 

Si S est un temps d arret, si S<T e t S<T p.s. sur 10<T<@ I, 

o n  a F SC . 

Pour @tablir la premiere assertion, il suffit de remarquer que 

{S<T} est la r@union, pour r rationnel, des ensembles IS<r<T}. 

Alors A, IS<r<T ~ = (An{S<r})n{r<T}, et la parenth~se appartient 

Fr, d'oG le r@sultat. 

L'ensemble des A tels que An{T=oo } e FT_ est une tribu , et il 

suffit donc, pour @tablir la seconde assertion, de montrer que 

A~{T=oo [ ¢FT_ si AeF n (heN) ; mais cet ensemble est l'intersec- 

tion des AnIm<T} ( m entier _>_ n ), qui appartiennent ~ FT_. 

La derni~re affirmation de l'@nonc@ est alors @vidente. 

Propri@t@ .......... #.- Soit T tuu temps d'arr~t ; on a F=T = ~n F(T+ ~)_ .1 

Cette tribu contient F T d'apr~s la propri@t@ 3, et elle est 

contenue dans ~n F( T+ ~)l = F T. 
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Propri6t@ 5.- Soit (Tn) une suite croissante de temps d'arr~t, 

et soit T = limn T n ; alors ~T- ~T - " 

En effet, cette tribu est contenue dans ~T- ( propri6t6 2). 

D'autre part, si Ae~T , Anlt<Tl est la r6union des A~{t<Tn}e~Tn_. 

Propri6t6 6.- Soit Tun temps d'arr~t pr6visiblp, limite d'une 

suite croissante (T n) de temps d'arr~t telle que Tn<T p.s. sur 

{O<T<~} ; alors ~T- = ~/n ~T n" 

En effet ce~te tribu contient ~T- ( propri6t~s iet 5) et 

elle est contenue darts ~T- ( propri6t~ 5). 

~ropri6t6 7. Soit Tun temps d arret ; pour qu'une variable al6- 

atoire ~@~-mesurable Z soi___~ F T-m@surable, il faut e~ i ! suffit 

qu'il existe un processus pr6visible X ~  XT=Z sur {T<~ }. 

l) La tribu ~ est engendr6e par les processus de la forme 

Xt(~) = Ys(~)I~s<t_<uj , oG Ys est ~s-mesurable, ou de la forme 

Xt(~)=YO(~)Ilt=O ~ oG YO est ~0-mesurable ( voir l'appendice 3). 

Montrons que si Z ( ~@ -mesurable) est telle que Z=X T sum {T<~}, 

Zest ~T_-mesurable. En effet, Z=YsIIs<tlI~T<~ } - YsIls<u}IiT<~ } 

+ZIIT=® ~ ; les deux premiers termes sont ~T_-mesurables d'apr~s 

la propri6t@ l, et le dernier d'apr~s la propri6t6 3. 

2) I1 suffit de v6rifier l'existence dm processus X lorsque 

Zest l'indicatrice d'un @16ment de nO ' ou de An~t<T} (t>O,Ae~t). 

Mais il suffit de poser alors Xs(~) = IA(~)Iis>t ~ : c'est un pro- 

cessus adapt6 continu ~ gauche, donc pr6visible, et on a Z=X T . 

ii0 

lll 

APPENDICE 2 : T~PS D'ARRET PREVISIBLES 

Nous reprenons ici les propri6t~s des temps d'arr~t pr6visibles 

cit6es dans la section l, en suivant l'ordre de d6monstration 

naturel. 

Propri6t@ 1.- Si Set T sont or~visibles, SAT e t SYT le sont 

aussi : c'est evident ~ partir de la d6finition. 

Propri6t@ 2.- Soit (S n) une suite croissante de temps d'arr~t 

~r@visibles, et soit S=lim n S n ; S est alors pr6visible. 
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D~ONSTRATION.- II est commode de se ramener au cas oG S est 

fini, au moyen d'une bijection monotone de [0,oo] sur [O,1]. 
S n Pour chaque n, soit ( k)keN une suite de t.d'a, approchant 

Sn, et satisfaisant ~ la ~ d@finition des t.d'a, pr6visibles. 

Choisissons 

k I assez grand pour que ~P{S 1 1 l 
kl< S1 - ~} < 2 

~2 <S 1 1 1 
k 2 assez grand pour que ~{5k2 kl ou S~2<S 2- ~} < 

3 l ii 1 
pou  que o. o. < s 3- < - 

3 2 ~ ~ 8 8 

i < S i sur {Si>O~ , done S~i< S sur {S>OJ. Posons T n etc. On a Ski 

= infj> n S~j ; ces temps d'arr~t croissent et sent < S sur {S>O~. 

On a ~T <S~ ~ ~ ~" ~,PIS~j< S~n } ~ ~n+l +''" = ~ . Comme cette 
n j>n 

s6rie converge, le lemme de Borel-Cantelli entraine que p.s. 
n = pour n assez grand. I1 reste done seulement ~ prouver T n S k 
n 

Sk nn ~ n < Sn - ~nl__ converge, done que -> S p.s. ; mais ~P{Skn 

n 1 S k > S n - -- p.s. pour n assez grand, d'o% le r6sultat. 
= 2 n 
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Propri6t6 3.- Soit Tun temps d'arr~t ; l'ensemble des Ae~T tels 

que T A soit pr6visible est stable pour lee r6unions et intersec- 

tions d~nombrables. 

En effet, il est stable pour lee r6unions et intersections 

finies ( mais attention ~ l'intersection de la famille vide ~) 

d'apr~s la propri@t@ 1. Restent ~ @tudier lee suites croissantes 

et d6croissantes . Le cas d'une suite d@croissante (A n ) r@sulte 

de la propri6t6 2 , car lee TAn croissent. Le cas des suites 

croissantes est trait6 dane [3] : d@but de la d@monstration de 

VII.45. 

Propri@t~ $ .- T pr@visible <=> T accessible et, pour route suite 

croissante (R n) de temps darret, on a { lira n Rn=T~ e V n ~R n 
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L'6v6nement I lim n R n > T~ appartient 6videmment ~/n ~R n" 

Quitte ~ remplacer R n par RnAT , on peut donc supposer les R n 

major6s par T. Si Test pr6visible, soit (S n) une suite crois- 

sante de temps d'arr~t, telle que lim n S n = T et que Sn<T p.s. 

sur IT>O~. Alors l'6v6nement ~limz~ Rn=T ~ est la r6union des 6v6- 

nements IT=O~ et IT>O, lim n R n > S m ~, qui appartiennent ~/n ~R n" 

Inversement, supposons que la condition de l'6nonc~ soit satis- 

faite ; Test alors pr6visible d'apr~s la d6monstration de VII.~5. 

Propri6t6 5.- Supposons T pr6visible. Alors Ae~T - <=> Ae~T et 

T A est ~r6visible. 

D~ONST3ATION.- Soit (Sn) une suite de temps d'arr~t approchant 

• l'ensemble des AeF T T comme plus haut D'apr~s la propri6t6 3, = 

tels que T A et TAC soient pr6visibles est une tribu ~. Soit 

AeFSn : (S m) est un temps d'arr~t pour m>n , et il en r6sulte 

que T A ( et de m~me TAC ) est pr6visible ; Q contient donc UFs , 
- n -  n 

et donc aussi F=T - ( appendice l, pr. 5). Ainsi Ae~T - => T A est 

pr6visible. Inversement, supposons que T A soit pr@visible ; l'6v@- 

nement Ilim n s n = TA~ = IT=TA~ appartient ~ V n ~S n = ~T- (propri- 

6t6 ~) . Comme on a A = ~T=~A~\(IT=~ ~-AC), et comme le second 

ensemble appartient auss~ ~ ~T- ( appendice l, pr.3) on a bien 

Ae~T_. 

La propri@t6 suivante ( que nous n'avoas pas explicit~e dans 

le guide ) est une extension facile de la pattie de ll5 relative 

aux suites croissantes d'6v6nements. 

Propri6t~ 6.- Soit (T n) une suite d6croissante de temps d'arr~t 

or6visibles~ telle que, si l'on po~e T= lim n Tn, on ait p.s. T=T n 

pour n assez grand . Alors Test pr6visible. 

En effet, soit A n = ITn=T ~ ; An=IT<Tn~C appartient ~ ~Tn- 

( app.1 , pr.3) ,donc (Tn)An = TAn est pr6visible ( propri@t6 5). 

Comme ~ est la r6union des A n p.s., Test pr6visible (propr.3). 
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Propri@t@ 7 .- Soit Tun temps d'arr~t ~r@visible, et soit (Yt) 

une martingale c0ntinue ~ droite uniformTment int@grab!e ~ alors 

YT- = E~Y~I~T-] p.s.. En effet, soit (S n) une suite croissante 

de temps d'arr~t approchant T pa~ valeurs strictement inf@rieures. 

0n a YT- = l~n YS n = limn ~[Y~ I~S n] = ~[Y~ I Vn ~s n] = ~[Y~I~TD 

(appendice I, propri@t@ 6). 

APPEI~ICE 3 : LES TRIBUS Pet A . 

G@n@rateurs de la tribu P 

Consid@rons le pavage J constitu@ par les ensembles de la 

forme IS,T], oG S est pr@visible, et le pavage J' constitu@ 

par les ensembles de la forme {O}xA ( Ae~o ) ou [s,t]xA ( O<s__<t, 

A e Ur<s ~r ) " On a =J'c J= , et J~= P= . En effet, choisissons 

une suite croissante (Sn) de temps d'arrSt, telle que lim n S n = S 

et que S n < S sur {S>0} ; [S,T] est la r@union de {0}x{S=0} ( dont 

l'indicatrice est continue ~ gauche par convention) et d%Q.]Sn,T j 

( ensembles dont l'indicatrice est un processus adapt@ continu 

gauche). Nous allons montrer que Pest contenue dans la tribu en- 

gendr@e par _J', ce qui prouvera que _Jet J'engendrent P. Soit Y 

un processus adapt@ continu ~ gauche. Le processus Z n d@fini par 

zn(t,~)= Yo(~)Iio}(t)+ ~e Y~(~)I]~,k --~-~k+l](t) 

n 

converge vers Y lorsque n-> ~ . Comme Yk/n est ~k/n-mesurable, 

il suffit de montrer qu'un ensemble de la forme ]s,tjxA (Ae~s) 

appartient ~ la tribu ~(~') ; or c'est @vident, car un tel ensem- 

ble est r@union des Is+ ! ]xA , qui appartiennent ~ J'. 
n = 

Nous venons de voir que Pest engendr@e par les intervalles 

IS,T], o~ S est pr@visible ~ A est engendrQ% par d@finition, 
m 

par les intervalles [S,T], o~ S est accessible. Enfin, la tribu 

~ est engendr@e par les intervalles [S,T], o~ S est tun temps 

d'arrSt quelconque : en effet, ces intervalles stochastiques sont 

des ensembles bien-mesurables, et on a ]S,T] = [S,T] \ IS] , de 

sorte que la tribu engendmTe par les [S~T] contient les IS,T], 

et done aussi la tribu BM (VIII.I#-16). 
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La relation ~ ~ est maintenant @vidente, car tout temps d'ar- 

r6t pr@visible est accessible ; si la famille (~t) n'a pas de 

temps de discontinuitY, tout temps d'arr~t accessible est 

pr@visible (ll#), donc P=A . 

~ec~ions des ensembles ~r~xisibles 

Si A est un ensemble pr6visible, il existe un t.d'a, pr6visible 

T tel que [Tic A e t que P JT<~ ~ > P v(p(A))-~ 

D~O~ST~J~TION.- Reprenons le pavage J' consid6r6 au d@but de 

l'appendice, et d@signons par ~ le pavage constitu6 par les 

reunions finies d'616ments de J'. Comme J'est stable pour les 

~tersections finies, ~ est stable pour les r6unions et inter- 

sections finies. 

Consid6rons la fonction d'ensemble H~-> P~(p(H)) ( probabi- 

lit6 ext6rieure de la projection) sur R~x~ . La coupe de tout 

H¢~ suivant tout ~e~ 6rant compacte, cette fonction est une 

capacit~ relativement au pavage ~. Tout H~R+ x ~, ~'-analy- 

tique, contient donc un ensemble Le~ tel que ~(p(L)) ~ P(p(H)) 

- s ; soit Tle d6but de L . La coupe de L suivant tout ~ 

6tant ferm~e, on a [T]c H , ~IT<~} = Pv(p(L)) • D'o~ le th~or~me 

si nous prouvons : 

a) que Test pr6visible, 

b) que tout H pr6visible est J'-analy~ique 

a) Lest l'intersection d'tme suite d6croissante (L n) d'616ments 

de ~ ; en vertu de lll, on est ramen6 ~ v6rifier que le d6but 

d'un 616ment de ~ est pr6visible ; d'apr~s llO, on peut se bor- 

her ~ un @16ment de J' de la forme Is,t] x A ( oG ~ < t  , A 

e ~r ) . C'est alors 6vident. 

b) D'apr@s III.12, il suffit de montrer que le compl@mentaire 

d'un 616merit de J' est ~'-analytique. Si cet 616ment est de la 

forme ~OJxA , Ae~o , le compl6mentaire est la r@union de ]O,co ]~ 

et de ~O}xA c , d'oG aussitSt le r6sultat. De m~me, s'il est de 

la forme [s,t]xA (Ae~s) , le compl~mentaire est r~union de 

[O,s[x f~ , de ]t,co[xA , de [s,t]xA c, et c'est encore trivial. 
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Pour qu'une variable al6atoire T soit tm temps d'arrSt ( rest. 

accessible , pr6visible ) il faut et il suffit que son graphe 

IT] soit bien-mesurable ( resp. accessible, pr6visible). 

D~0NSTRATION.- Si Test un temps d'arrSt,[T] est un intervalle 

stochastique, donc bien-mesurable. Inversement, si [T] est bien- 

mesurable, T ( d6but de [T]) est un temps d'arrSt (201 et 9). 

Si Test un temps d'arrSt accessible, [T] appartient ~ 

( c'est la d@finition m~me de A : voir 202). Inversement, si 

IT] est accessible, Test un temps d'arr~t, et pour tout s>O 

il existe un temps d'arrSt S tel que IS]c IT] (donc S est de 

la forme TA, Ae~T ) et que ~{S<oo ~> P{T<co i - ~ (206) ; il en 

r@sulte aussitSt que Test accessible (ll2). 

Si Test pr6visible, [T] appartient ~ ~ ( voir la d@monstra- 

tion du n°203 au d@but de cet appendice) . Inversement, si [T] 

est pr~visible, Test un temps d'arrSt pr6visible : mSme d6mons- 

tration que pour ~ , en utilisant 207 au lieu de 206. 

Soit A un ~16ment de ~ ( resp. de P ) ferm~ ~ droite. Le d~but 

T d_ee A est alors un temps d'arr~t accessible ( resp. pr@visible) 

En effet, ]T,~ [est un ensemble pr6visible, donc B=An]T=oo[ 

est accessible (pr@visible), et donc [T]=A%B est accessible 

(pr6visible). 

214 

Th6or~me de projection sur la tribu =P 

Soit X ~ processus mesurable born6 ; il existe un processus 

pr~visible Y=p3(X), ~ique, tel que l'on ait YTIIT<co } = 

E[XTI{T<oo~IF__T_ ] pour chaque temps d'arr~t pr6visible T (p.s.). 

L'ensemble IY~PI(X) } ( resp. {Y~P2(X)}) est r6union d'une suite 

de graphes de t.d'a. (resp. de t0.d'a, accessibles). 

DEMONSTRATION.- Nous ne nous occuperons ici que de P3 et de ses 

rapport avec PI' en laissant de c8t6 ce qui touche P2" 

a) Si X est de la forme 

(I) Xt(~)= l[r,sj(t)Y(~) ( r<s, Y F=-mesurable born6e) 

et si (Yt) est une version continue ~ droite de la martingale 

(~YIFt]), les projections Pl(X) et P3(X) sont respectivement 

les processus 
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I[r,s](t)Yt(~) et I[r,s](t)Yt_(~ ) 

( la projection P2(X) est plus difficile ~ expliciter : elle 

s'obtient en appliquant ~ Pl(X) le proc@d6 de VIII.20 : rem- 

placement de Yt par Yt- sur les parties accessibles des sauts 

de (Yt)) . Ces projections satisfont ~ l'6nonc6. 

b) Consid6rons l'ensemble ~ des processus mesurables born6s 

admettant une projection P3 qui satisfait ~ l'6nonc6. Comme H= 

contient les processus de la forme (i), le th6or~me des clas- 

ses monotones nous famine g montrer que H est un espace vecto- 

riel, ferm6 pour la convergence uniforme, et que si (X n) est 

une suite croissante uniform6ment born6e d'61@ments de H on a 

lim n X n e ~ • Montrons que P3(Xn) cro~t (~ unprocessus indis- 

cernable de 0 pros ). En effet, soit Z = P3(Xn+l)-P3(Xn) ; Z 

est pr6visible, et on a E~ZTI~T_] ~ 0 pour tout temps d'arr~t 

pr6visible fini T ; mais Z Test ~_-mesurable ( appendice I, 

propri6t6 7) et on a done ZT~=O p.s. ; cela entra~ue que Zest 

indiscernable d'unprocessus positif . Soit alors X'= lim n P3(Xn) 

I~ off cette limite existe, 0 I~ oG elle n'existe pas : on v6ri- 

fie aussit8t que X' est une projection de limn X n . Raison~ements 

analogues pour la somme , la limite uniforme d'une suite d'61@- 

ments de H. 

I1 reste encore ~ v6rifier que la relation"IPl(X)~P3(X)} est 

r6union d'une suite de graphes de temps d'arr~t" passe ~ la 

somme, ~ la limite uniforme, ~ la limite croissante.., tout cela 

est presque 6vident ~ partir du lemme suivant : 

Soit A la r6union d'une suite ([Tn]) de graphes de temps d'ar- 

r~t, et soit B une pattie bien-mesurable de A. Alors Best une 

r6union d6nombrable de graPhes de temps d'arr~t. 

En effet, l'ensemble Bn[Tn] est 6videmment le graphe de son 

d6but ; comme cet ensemble est bien-mesurable, son d6but est 
V un ~emps d arret. 

Th6or@me de modification pour la tribu P 

Soit X un processus bien-mesurable ; il existe al0rs un proces- 

sus pr6visib!e Y tel_~ JX~Y~ soit r6union d'une suite de graphes 

de temps d'arr~t. 

En effet, X est mesurable par rapport ~ la tribu engendr@e par 

les processus adapt6s continus g droite, dont les trajectoires 
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admettent des limites ~ gauche. I1 existe donc un processus Z 

~ v a l e u r s  darts  R ~ , d o n t  l e s  t r a j e c t o i r e s  p o s s ~ d e n t  l e s  p r o p r i -  

@t@s ci-dessus, et une fonction bor@lienne f sur R~, tels que 

l ' o n  a i r  X t = f o Z  t . Le p r o c e s s u s  ( f o Z t _ )  e s t  a l o r s  l a  m o d i f i -  

c a t i o n  cherch@e. 

Enfin, nous laisserons au lecteur la d@monstration facile de 

la propri@t@ suivante ( non cit@e dans le Guide ) : 

Soient X ~ processus mesurable born@, Y un processus ' born@ bien- 

mesurable ( resp. accessible, pr@visible). On a alors PI(XY) = 

Y.Pl (X) (resp. P2(XY)=Y.P2(X), P3(XY)=Y.P3(X)). 

306 

A±~PENDICE ~ : PROCESSUS CROISSANTS 

Structure des ~.c. natu_rels 

Tout p.c. int6grabl e nature l A s'@crit 

C 
A t : A t + ~- knI~t~Tn~ 

n 

o G (A~) est continu, oGles T n sont des temps d'arr@t pr@visi- 

oles, et oGles A n sont des constantes ~ositives. 

D~gONSTRATION.- La construction de VII.~9 montre que tout p.c. 

naturel est somme de sa pattie continue, et d'une s@rie de pro- 

cessus croissants naturels purement discontinus, dont les tra- 

jectoires ont au plus un saut. Soit A un tel processus, soit 

T = inf I t : At>O ~ ( l'instant du saut ) et soit U=AT-AT_ ( la 

valeur du saut). I1 r@sulte aussitSt 4e 30~,b) et de ll3 que 

Test pr@visible. En utilisant ~ nouveau 30~,b), on volt alors 

que U est ~T_-mesurable. D'apr~s un th@or~me bien co~u, on peut 

donc @crire U = limnU n , oG U nest une combinaison lin@aire fi- 

nie d'indicatrices d'@l@ments de ~T-' et cro~t avec n. Posons 

V n = Un+l-U n ; V nest positive, et c'est une combinaison lin@ai- 

re finie d'indicatrices : c'est donc aussi une comblnaison lin@- 

aire finie d'indicatrices d'ensembles disjoints, avec des coef- 

ficients positifs . Comme U = ~ V  n , on volt que U s'@crit 

~ knIAn ( ~>0, AneF T= _) . Posons alors Tn=TAn : on a A t = 

F ~nIlt>Tn~ , ,  ~_ et le th@or~me en r@sulte. 
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Soit A un p.c. int6grable , et soit A le p.c. naturel associ6 

_~ A ; A est c0ntinu.si et seulement si A r~e ch~:r~e aucun ~emps 

d' arr~t access ible. 
# 

D~0NSTRATION.- Soit A un p.c.i, qui ne charge aucun temps d'ar- 

r~t accessible ; le potentiel engendr6 par A est r@gulier, et il 

est donc engendr6 par un p.c.i, continu B ; Best alors naturel, 

donc B=A , et ~ est continu. 

Inversement, supposons que A charge un temps d'arr~t accessi- 

ble S, et montrons que A ne peut ~tre continu . Soit (S n) une 

suite croissante de temps d'arr~t major6s par S, telle que 

~l lim n S n = S, A S > lim n Aan I ~0 (ll2) . Mais alors - limn A 

= E~A S - lim n ASn ] > 0, et A ne peut ~tre continu. 

Ce r~sultat est donn~ dans [3] seulement pour X continu 

gauche, pour T=0, et sans esp@rances conditionnelles. Pour en 

d6duire 310, on proc~de ainsi : on 6tend d'abord ce r6sultat au 

cas oG X est pr6visible, grace au th6or~me des classes monotones. 

Puis on l'applique au processus pr6visible Zt(w)=Xt(w)I]s(~ ),~t) 

S d6signant le t.d'a. T H (HEFT). I1 vient 

# dP I ~XsdA s = I dP TfC°Xs dB s 
H ~T H 

d'oG le r6sultat, H 6tant arbitraire. 

Int6gration par rapport ~ un processus croissant .- a) est un 

cas particulier de 309 ; b) en r6sulte aussitSt, car l'ensemble 

{X2~X1] est r6union d'une suite de graphes de t.d'a, totalement 

inaccessibles (212-213), et A ne charge pas un tel ensemble. Pour 

c), on remarque que cette 6galit6 a lieu lorsque X est de la 

forme Xt(w) = X(w)I[u,v](t ) ( compte tenu de a), c'est la d6fini- 

tion m~me des processus croissants naturels : expliciter les 

projections Pl(X) et P3(X)) . On @tend cela ~ tout X mestmable 

born6 au moyen du th6or~me des classes monotones 

a) Soit A un p.c.i. ; A est accessible si et seulement s'il ne 

charge aucun t.d'a, totalement inaccessible. 

b) A est pr6visible si et seulement s'il est naturel. 
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D~MONSTRATION.- Supposon s A accessible . Le processus (At_) 

~tant continu ~ gauche, donc pr@visible, l'ensemble VAt-At> ~} 

est accessible ; notons le B n • I1 est clair que B nest r~union 

d'une suite de temps d'arr~t T1,T2... tels que Ti<Ti+ 1 sur {Ti<oo }. 

I1 en r6sulte que [T1]= Bn~]Tl,~ [ est accessible, donc T 1 est 

accessible (209) ; Bn~[T1] est alors accessible, donc T 2 est 

accessible, etc. I1 en r~sulte que Tne charge aucun t.d'a, tota- 

lement inaccessible. 

Supposons que A ne charge aucun t.d'a, totalement inaccessible. 

D~composons la partie purement discontinue de A en une combinai- 

son llnea~re ~ coefficients positifs de processus de la forme 

(I{t~T~) , ~ la fa~on de la d6monstration de 306 ; on a alors 

~{T=I<~ }=0 pour tout t.d'a, totalement inaccessible I ; Test 

alors accessible (lO~), et le processus croissant (Iit~T } ) est 

donc accessible, d'o~ le r6sultat par comoinaison line,ire. 

Supposons A naturel . D'apr~s 306, A est somme d'un processus 

continuet d'une combinaison lin6aire ~ coefficients positifs de 

processus de la forme (Iit>T~), oG Test pr6visible. Un processus 
~ J 

croissant de cette forme est pr6visible, ainsi qu'un p.c. continu, 

et A est donc pr6visible. 

Supposons A pr6visible, et montrons que A est naturel. Posons 

1 comme au d6but de la d~monstration Bn=I(t,~ ) : At(~)-At (~)> ~ }; 

B nest cette fois pr6visible, et on voit comme plus haut que 

B nest la r@union d'une suite de graphes de temps d'arr~t Ti, 

mais cette fois-ci les T i sont pr6visibles. Soit ci=A T -AT. ; 

c iest ~T _-mesurable ( appendice l, propri6t6 7) , do~c i le 
l 

processus croissant (ciI{t~Ti})__ est naturel. Par cons@quent, quel 

que soit n, la somme (s~ (As-As-)I{As-As-> i/n} ) est un proces- 

sus croissant naturel .= En faisant tendre nvers +co, on volt 

que la pattie discontinue de A est naturelle, d'ofl le r@sultat. 
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1966/67 

U~ MAJORATION DU I~ROCESSUS CROISSANT NATUREL 

~SSOCI~, i UNE SUmvL{RTINGALE 

(P.A.Meyer) 

Tousles processus considTrTs ci-dessous sont continus ~ droite, et 

adapt@s ~ une famille de tribus (F__t) , croissante et continue ~ droite. 

L'espace probabilis6 sous-jacent est suppos@ complet, et la tribu F 0 

contient tousles ensembles n@gligeables. 

Si H=(H t) est un processus, nous d@signerons par H x la variable al@- 

atoire suplHtl. Notre objet principal est la d@monstration du thTor~me 
t 

suivant : 

THEOREME 1.- Soit X=(X t) un potentlel de la classe (D), et soit A=(A t) 

le processus croissant int@grable qui engendre X. S i pest un nombre >l 

(fini) , il existe deux constantes C e_~t C' telles %ue l'on air 

O<C ,C '<co CNp(X x) _<_ Np(Aoo ) =< C 'Np(X ×) 

Np dTsignant la norme dans L p. 

Nous dTduirons ensuite du thTor~me 1 une partie d'un rTsultat rTcent 

de BURKHOLDER sur les martingales. 

Voicl encore quelques notations : k sera l'unique entier tel que 

k<p=<k+l ( on a donc k{=l) ; C sera une constante positive, dont la valeur 

pourra varier d'une formule ~ l'autre. Enfin, la notation El. IF__t] pour 

l'opTrateur d'espTrance conditionnelle sera abrTgTe en E t[. ]. 

O ONS  A Io  DU i 

I. La premiere des deux in@galit@s du thTor~me Iest bien connue. En 

effet, on a X x ~_ sup Xt+A t , et Np[ s~p(Xt+At) ] __< qNp(A~ ), q dT- 

signant l'exposant conjugu6 de p , en vertu d'une cTl@bre inTgalit6 due 

DOOB. Ainsi, il suffira de prouver la seconde inTgalitT. 

I1 suffira pour cela de traiter le cas oGle processus A est conti- 

nu et born@. En effet, supposons le thTor~me 6tabli dans ces conditions. 

Soit A un processus croissant continu, mais non nTcessairement born@, 

soit A nle processus croissant AAn , et soit X nle potentiel engendr6 

par A n ; on a Np(A~An) _<_ C'Np((Xn) x) ~_ C'Np(XX), d'oG le rTsultat en 

faisant tendre nvers +co. 

Ensuite, dTsignons par A un processus croissant intTgrable naturel, 

par X le potentiel qu'il engendre, par ~n le " laplacien approchT" de 
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1 X d'ordre ~ ( [2], chap.VII, th.28), par X nle potentiel engendr@ par 

A n ; comus A nest contiuu, on a N~(AnM~ w ) <= C'Np ((Xn)x) <= C'%(xX). Sice 

dernier hombre est +co, il n'y a rien ~ d@montrer ; sinon, lee variables 

n forment un ensemble born~ ( donc faiblement compact) dane al~atoires ~m 

L p ; comme elles convergent vers A~ faiblement dane L l, elles convergent 

alors vers Aoo faiblement dane L p , et on a Np(A® ) =< limninf __Np(A~ ), 

d'oG le r@sultat. 

Nous su~poserons=dom_c~=d=a~=s==t=oute=l=a=s=ui__te_a=~ A est born6 et continu 

2. Posons, J d@signant un nombre> i 

X (j) =E~(Aoo -At)J] 

_ = ) j = Ce proces- On a si s<t Es[X J)] - ~s[(A -At )j] < EsL(A0o-A s s " J X ( J 
) 

sue est donc une surmartingale (born~e), et on v@rifie aussitSt que 

E[X~ j)]" est une fonction continue ~ droite ; il exists donc uns version 

continue ~ drolts de cette surmartingale - c'est celle-ci que nous d~si- 

gnerons dane la suite par la notation (X(t~)).- I1 s'aglt @vldemment d'un 
~awure- 

potentlel de la classe (D) (born@). Le processus croissa~t~qul engendre 

(~J)) sera not6 (4J)). None ~crirons ~(j) am lieu de (X(J)) x. 

L~M~ I.-0n a CA(J) = jX (j-l) dA s , st doric A (j) < ~(j_l)Aoo. 

Soit d'abord Tun temps d'arr~t @tag6, et soit BeF=T. On a 

/ x(J)d~ = 5-- / x(J)dP = ~ / (Aos-At)JdP = / (Aoo -AT )jdP 
B t B"{T=tl ~ t B~iT=t~ ~ B 

On @tend aussit~t cette relation ~ un temps d'arr~t T quelconque, au 

moyen d'ume approximation par des temps d'arr~t @tag@s. Lee processus 

(Xt(J)) et ((Aoo-At)J) satisfont done aux hypotheses du th. 15, chap.VII 

de [2]. Par cons6quent , en rempla~ant j par j-i 

= = ~u t )dis] = °~ J (A°° -As) J-ldAs] Et[(A~ -At)J] x(J) 

(on a utilis6 la continuit~ de A ). D'o~ le r~sultat. 

LEMME 2.- On a N~[X~k)] =< C[Np(Ao~ )]k-lNp(XX). 
~ J L  

II suffit ~videmment de d6montrer la formule suivante, pour j<p 

N~LX~j)] < CNp(Ao 0 )N~(X~j_I)) 
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Utllisons successlvement l'im@galit6 de DOOB rappel@e plus haut, 
le lemme I, l'in6gallt~ de HOLDER pour les exposants conJugu~s ~ et 
j/(j-1). I1 vient 

N ×~ CN~ (A(~j) ~ Xx IE~(X~j )~ A~]~ p~ CN2( ( J-I)A -1) p(X(j)) < ) < ) = c . 

1 ~ j-1 
-~ CI(E[APJ)~.(E[(X~rj_I))J-±J)~ __ J }P 

= ONp(Aco)N p (X~j_l)) . CQFD 
j-i 

3. Passons ~ la d~monstration du th~or~me proprement dit . Calculons 
(Np(Aoo) )P ; cela vaut 

~[APco ] ~[ %~d( = p-i = (Aco -At )P )  ] E [ P / ~  (Aoo -A t ) dA t ] 
0 p-I 

= E[p/O°x~P-l)d_At ] < E[p.f e° (xt(k)) k dAt] 
-- 0 ~ = 0 

En effet, posons V=(Aco At)k - , S = (p-1)/k ; comme on a 0~s<l, la 
fonction x~-~x S est concave, et on a 

] o 

Par cons6quent, en utilisantll'in~galit~p_ de HOLDER, puis le lemme 2 

(Np(Ao ° ))P =~ 0E[(~((k) ) k .Aoo ] __( CNp(Aco )N X x ~-I P-~- [((k)) ] 

=CNp(A~ ) {~[(X~k))~] 1 p 

2z! 
__CNp(Aoo){N~(XT(k))~ =< CNp(Aco)INp(XX)~ k INp(AQ ° )~ 

(k-1)(p-l) 
k 

ou enfln 

[Np(Aco )] =< c[ (x ×) 

d'oG le th@or~me suit aussitSt. 



- 1 6 9  - 

• I 
APPLICATIONS A LA THEORIE DES ~RTING~T,E8 

a. Soit (X n) une surmartingale positive ~ temps discret ; en la consi- 

d~rant comme restriction d'une surmartingale continue, constante sur 

chaque intervalle [n,n+l[, et en appliquant le r6sultat pr~c@dent ~ la 

pattie potentiel de celle-ci, on obtient la majoration suivante : 

Soit S la variable al6atoire positive 

(X0~[X IIF_-O ]) + (XI-E[XelF1])+..-+(Xi-E[Xi. 1 IF=i])+--- 

I1 exlste une constante 0p telle que l'on air PN-(S) =~ CpN_(X×).p 

En particulier, consid@rons des variables al@atoires X1,... ,X n qui 

forment une surmartlngale positive ~ temps fini ; nous pouvons alors 

appliquer le r@sultat pr@c~dent ~ la surmartingale obtenue en posant 

Xi=0 pour i~n . La variable sl~atolre S eat alors ~gale 

Xo +(Xl-E[Xll~o]) +''''+(Xn-~[XnlFn-~]) 

5. Consid@rons maintenant une martingale continue & droite , & temps 

continu, (Mt) ~ et supposons que l'on air MteL2 pour tout t. Soit 

une subdivision O~tl<t2...(t n =t , et consid~rons la surmartingale posi- 

tive discrete ( ~ temps flni) X0,...,X n d@finie de la mani~re suivante 

(par rapport & la famille de tribus ~0,~tl,... ,~tn ) 

Xo = ~[M~l~o] 
x I = ~[M~l~tl] - ~i ÷ (Mt-MO)2 

M2 + )2 
x 2 = ~[M~i~t2] - t 2 (Mt2-Mt I 
J l i ~ e  

n M2 )2 )2 
X = ~[M~IFtn] - tn + (Mtn-Mtn_l = (Mt-Mtn_l 

La positivit6 r@sulte de l'in@galit@ E[M~l~ti]-(~[Mtl~ti])2 ~ ( conve- 

xit~ de x~> x2), et le fair que Xm~ surmartingale r@sulte de la 

relation 
)2 = (M~ pour i=O). Xi-E[Xi+ll~i ] = (Mti-Mti_l pour 0~i~n 

Cela donne la valeur de S : M~ + (Mtl-M0)2+...+(Mt-Mtn_l) 2. D'autre part, 

E 2 on a X × < sup ~[MtJ~s j + 4 sup . En utilisant l'in~galit6 de D00B 
= S S 

rappel@e au d@but, on trouve que Np(X ×) ~ CN2p(Mt), et finalement on 

a trouv@ le r@sultat suivant : 
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# k 

T~-~OREME 2.- Soit l<p<eo, et soit (M s) une martingale continue ~ droite. 

On a pour route subdivision O<t 1.. .<tn=t l'in@~alit@ 
(2) 

Np[M 2 (Mtl_~i0)2+. _ )2] < CN21~(Mt ) 
+ .. + (Mtn Mtn_ I 

oG C ne d~pend que de p. 

En particulier, faisons tendre le pas des subdivisions vers 0 ; la 

somme au premier membre converge dans L 1 vers [M,M]t ( voir [3]). Le 

th~or~me 2 tel qu'il est @nonc6 ~quivaut au r~sultat de BURKHOLDER dont 

il a @t~ question plus haut, et la relation 

< C 2p(M 

qui s'en d~duit par passage • la limlte ( grace au lemme de FATOU) est 

un r~sultat dQ ~ P.W.MI~ , commun±que dans ~ne correspondance prlv6e, 

et que nous d~dulsons ainsl du th~or~me 1. (2) 
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(2) 
Les r~sultats de BURKHOLDER et de MILLARvalent aussi pour p compris 

entre ~ (exclu) et I, et c'est l~ ~videmment le cas le plus int~ressant, 

puisqu'il concerne des martingales qui ne sont pas de carr~ int~grable. 

Bien que le th~er~me I soit trivial pour ces valeurs de p, on ne peut plus 

en d~duire le th~or~me 2. 
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1966/67 

LES RESOLVANTES FORTEMENT FELLERIENNES 
% 

D'kPRNS NOKOBODZI~ 

INTRODUCTION.- MOKOBODZKI a remarqu@ r@cemment qu'un th6or~me de GRO- 

THENDIECK~, suivant lequel le produit de deux op~rateurs ' faiblement 

compacts d'un espace C(K) est fortement compact,entra~ne que le produit 

de deux noyaux fortement fell6riens est " fortement fell6rien au sens 

strict" . On en d~duit que les noyaux d'une r~solvante ou d'un semi- 

groupe fortement fell@rien sont fortement fell6riens au sens strict, 

ce qui permet de simplifier beaucoup de d~monstrations. MOKOBODZKI 

en d@duit d'autre part d'importantes cons6quences pour les noyaux 

" mesures harmoniques" en th6orie du potentlel. 

Nous allons donner icl une d~monstration de ces propri6t6s, ind~- 

pendante du th@or~me de GROTHENDIECK cit@ plus haut - et moins g@n6- 

rale ~ certains @gards, car nous allons utiliser la positivit~ des 

noyaux. Nous commencerons par traiter le cas m@trisable, qui est de 

beaucoup le plus int6ressA~t en pratique, et nous nous bornerons 

quelques indications sur le cas non m@trisable. 

NOTATIONS.- Si E est un espace s@par@, nous noterons C(E) l'espace des 

fonctions r6elles continues born6es sur E, B(E) l'espace des fonctions 

r@elles bor@liennes born6es sur E ; ces deux espaces seront munis de 

la norme de la convergence uniforme. Nous noterons M(E) l'espace des 

mesures ( abstraites i) born@es, sur E muni de sa tribu bor~lie~e. 

Soient E et F deux espaces s@par@s, V un noyau sousmarkovien de E 

dams F ( le mot noyau est pris au sens abstrait). On sait qu'il est 

int@ressant de d@finir diverses "propri@t@s de FE~ER" pour V : 

Propri@t@ F1.- L'application x,--~ Sx V de E darts M(F) est continue 

pour la topologie @troite surM(V) . Autrement dit, feC(F) =~ VfeC(E). 

Propri@t@ F2.- L'application x~-~ Sx Vest continue pour la topologie 

faible G(~(F),~(F)). Autrement dit, fe~(F) =>Vfe~(E). 
Propri@t@ F3.- x,--~¢xV est continue pour la ncrme des mesures. 

GROTHENDIECK : sur les applications lin~aires faiblement compactes 

d'espaces du type C(K). Canadian J.Math. 5, 1953. Voir surtout DUN- 
Z 

FORD-SCHWARTZ , Linear Operators I, p.493-49@. 
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Ces trois propri6t6s s'6noncent habituellement : Vest fell6rien, 

Vest fortement fell~rien, Vest fortement fell@rien au sens strict. 

Cette terminologie est lourde, et nous dirons simplement VeFi, i=1,2,3. 

Voici le th6or~me de MOKOBODZKI 

THEOREME 1.- Soient E,F,G trois espaces m6triques s6parables , V un 

no2au sousmarkovien de E darts F, W un no~au sousmarkovien de F darts G. 

Supposons que l'on air VeF2, WeF 2 ; alors en a VWeF 3. 

La d6monstration r~sulte de deux lemmes, int6ressants par e~x 

m~mes : 

LEMME 1.- Solt (gn) une suite d'@l@ments de la boule unit@ B l de ~(G). 

I1 existe une suite (g~) extraite de (gn), et une fonctlon goB1, telles 

que Wg~ conver~e simplement vers Wg. 

DEMONSTRATION.- Soit (ym) une suite dense dans F , et soit k= Z 2-mcyJ. 
m 

Toutes les mesures CyW (yeF) sont absolument continues par rapport 

la mesure positive born@e k : en effet, soit f une fonction positive 

born@e ~-n@gligeable ; la fonction continue Wf est nulle aux points Yn' 

et donc partout. Extrayons alors de la suite (gn) une suite (g~) , telle 

que les g~ convergent vers une fonction bor@lienne goB 1 pour la topolo- 

gie faible ~(L ~ (~),Ll(k)), ce qui est possible du fair que L ~ (~) est 

le dual de l'espace de Banach s6parable Ll(~). Les mesures cyW admettant 

des densit6s par rapport ~ k, qui appartiennent ~ Ll(~); on a <syW,g~ = 

lim <~yW,g~ > , et le lemme est @tabli. 
n 

LEMME 2.- Soit (fn) une suite d'@l@ments de ~(F) qui converge simplement, 

en restant born@e, vers une fonction feB(F). Alors Vf n conver~e unifor- 

m@ment vers Vf sur tout compact de E. 

DEMONSTRATION.- I1 suffit de traiter le cas oG f--0. Posons hn= sup ]fm] ; 
m~n 

comme ]Vfn[ ~V~ , il suffit de montrer que Vh n -> 0 uniform6ment. Mals 

hn->0 en d6croissant, donc Vh n -~0 en d~croissant ; comme V~e~(E) d'a- 

pros F2, le lemme de DINI don~e le r@sultat cherch~. 

Prouvons le th~or~me 1. D@signons par B 1 la boule unit6 de ~(G), par 

U le noyauVW , par K un compact de E, et par C 1 l'ensemble des restric- 

tions & K des fonctions Uf (feB1) ; C 1 est une partie de la boule unit@ 

de C(K), et les lemmes 1 et 2 combln@s montrent que de route suite 
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(h n) d'@16ments de 01, on peut extrair e une suite qui c0nver~e umifor- 

m@ment surK vers un @16ment de C 1. Par cons@quent, d'ap~s le theorY- 

me d'ASOOLI , a Iest une partie 6quicontlnue de ~(K). Autrement dit, 

d d@signant la distance sur E 

V~>O, ~s>O : xeK, yeK, d(x,y)~ S ~ sup Iu -urYl 
feB I 

Ceci @quivaut ~ llCxU - ~yUll ~ ~ . Pour obtenir l'@nonc6, il suffit 

maintenant de choisir pour K l'ensemble des points d'une suite con- 

vergente. 

Voicl une application du th@or~me 1 ( il est sans doute inutile 

de d~tailler l'6nenc6 analogue, relatif ~ un semi-groupe sousmarko- 

vien). 

THEO~ 2.- SoRt . (Vp) une r~solvante s ousmarkovienne sur un espace 

m~trique s6parable E ; si les no~aux Vp poss~dent la propri@t@ F2, 

ils poss~dent aussi la propri@t6 F 3. 

DEMONSTRATION.- Soient p>O, q>p ; nous avons Vp = (q-p)VJp + Vq • 

L'application x~-> sxVqVp est continue pour la topologie de la norme 

des mesures, d'apr~s le th.1 et la d@finition de la propri~t6 F 3 ; 

l'application x~-> zxVq converge unlform@ment vers 0 sur E lorsque 

q->~ , car II sxV q N ~ 1/q ; d'o~ aussitSt l'~nonc~. 

LE CAS NON M~TRISABLE 

Nous recommandons vlvement d'omettre ce qui suit. Nous allems 

traiter le cas oG E,F,G sont trois compacts non n@cessairement m6- 

trisables. 
Montrons que le lemme 1 reste vrai dans ces conditions • A tout 

ensemble bor@lien A de G, assoclons la fonction W(IA)¢~(F) ; pour 

route mesure born@e ~ surf ( i.e. tout @l~ment du dual de ~(F) ~, 

l'application A~-> ~,W(IA)> est une mesure r6elle surF • L'ap- 

plication A~-> W(I A) est donc u~e mesure vectorielle ~ valeurs dans 

C(F), au sens de DUNFOP~-SCHWARTZ , loc.cit, p. 318, et les th@or~- 

mes classiques sur les mesures vectorielles (D-S , lemme 5, p.321) 

entra~nent l'existence d'une mesure positive born~e A sur G, telle 

que A(A)=O ~ W(IA)=O - autrement dit, que routes les mesures cyW 

soient absolument continues par rapport ~ k. 



- 1 7 4  - 

Soit (gn) une suite d'@l@ments de B I , et soi~ T la tribu engendr@e 

par les fonctions gn " T= est une tribu s~parable, et l'espace LI(T,k)= 

est donc s@parable. Ex~rayons donc de la suite (gn) une suite (~) 

qui converge faiblement vers une fonction T_-mesurable g, pour la topo- 

logie faible G(L°°(T=,A), LI(=T,A)) ~ mais les mesures ~yW ont des densi- 

t@s par rappor~ ~ A sur la tribu T__, et il en r@sulte comme plus hau~ 

que Wg n' converge vers Wg' simplement. 

II n'y a rien ~ modifier au lemme I, et presque rien• changer 

la d@mons~ra~ion du th@or~me - seulemen~ le remplacement d'une/LL~- 

~ance d par un ~ d compatible avec la topologie de E. 
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Compactifications associ6es & ume 

r@solvaute (PoA.Meyer) 

Les r6sultats pr@sent@s ci-dessous sont une mise en forme 

" axiomatique" de th@or~mes relatifs ~ la compactification 

de MARTIN ( telle qu'elle est trait@e dans i'article [4] de 

KUNITA-WATANABE ). Nous ne donnons aucun proc@d@ de compacti- 

fication nouveau , mais nous montrons que beaucoup de propri@- 

t@s qui @taient bien connues darts des cas particuliers ( RAY, 

KNIGHT, KUNITA-WATANABE... ) sont vraies en fair pour routes 

les compactifications raisonnables. Nous terminons par une 

application aux cha~es de Markov ~ temps continu, qui n'ap- 

porte aucun th@or~me nouveau, mais qui donne une interpr@tation 

simple de la topologie fine de CHUNG, et de la version " semi- 

continue inf@rieurement " d'une cha~ne* 

§ 1. C_om~0actifications g@n@rales 

HYPOTHESES ET NOTATIONS.- E est un espace localement compact 

base d~nombrable. 

(Up) est une r6solvante sousmarkovienne sur E. Le noyau 

U0=U applique C=c(E) [ fonctions continues ~ support compact] 

ds~Is C=b(E) [ fonctions continues born@es] (I). 

E est un sous-ensemble bor@~ien d'un espace compact m@tri- 

sable F, dense darts F . Nous n'exigeons pas que la topologie 

induite par F sur E soit la topologie pr@c@dente ( que nous 

appellerons topologie " initiaie" de E ), mais seulement qu' 

elle soit moins fine , i.e. que l'injection i de E dans F soit 

continue. La notation Cc(E) se rapportera toujours ~ la topo- 

logie initiale de E. S'il est n@cessaire, nous dirons qu'une 

fonction f d@finie darts E est continue/E, sci/E ( resp. conti- 

nue/F, sci/F) pour marquer qu'elle est continue ou semi-conti- 
nue 

(1) Cette hypoth~se peut 8tre renplac@e par des hypotheses 

analogues sur les Up, p~O. Nous verrons cela plus loin. 

* Au suJet de ces r@sultats, voir la derni~re page de l'expos4. 
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~ @ r i e u r e m e n t  pour la topologie initiale de E ( ~es~q la 

topologie sur E induite par F) t2)" " 

Voici maintenant les deux hypotheses cruciales : 

a) S_~i fe~c(E), la fonction Uf sur E s e~rolonge en une foncti- 

on continue sur F ( de mani~re unique puisque E est dense). 

b) Soit ~ le cSne des fonctions continues g sur F, telles que 

gJE ( la restriction de g ~ E) soit surm6diane i alors ~ s_~- 

pare les points de F. 

Comme ~ contient les constantes positives , est stable pour 

l'op@ration ~ et s6Dare F, S-S est dense darts C(F). 

L'in~ection i de E dans F @tant continuo~ la trace sur E 

d'un ensemble bor@lian B be F ( @gale ~ i-~(B)) est un ensem- 

ble bor@lie~/E~ Inversement~ tout c~mpact de E ~tant compact~, 

et la tribu bor61ie~e de E @taut engendr@e par les compacts, 

on v~rifie aussitSt que tout bor@lien/E est bor@lien/F . I1 

n'y a donc pas lieu de distinguer entre les deux structures 

bor@liennes sur E, et nous parlerons simplement de parties 

bor@liennes de E sans autre sp6cificstion. 

CONSTRUCTION D'UN NOYAU POTENTIEL SURF 

Soient xeF, et feC=c(E) ; la fonction Uf admet un prolonge- 

ment par cont~nuit@ ( unique ) ~ F, gue l'on notera encore Uf. 

L'application f~-> Uf ~x est alors une mesure sur E, que l'on 

notera U(x,dy). La tribu bor~lien~e/E et la tribu bor@lienne/F 

6rant identiques, nous pouvons consld6rer aussi U(x,dy) comme 

une mesure ( non born6e) sur F, port6e par E ; U appara~t 

alors, soit comme un noyau de E dams F, soit co=me un noyau 

(2) Un exemple typique de cette situation est do~@ par le cas 

des cha~nes : E est alors un espace d@nombrable discret , F est 

le compl6t@ de E pour une structure umiforme li@e ~ la r@sol- 

vante, et n'induit plus sur E la topologie discrete. 
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sur F. Remarquons que ce noyau est propre sur F ( [~], chap.IX, 

n°l) : en effet, soit (K n) une suite de compacts dont la r@unicm 

et E ; F est r@union des K n et de F~ , et chacune des foncti- 

ons U(I K ), U(IF\ E) est born@e ( la derni~re est nulle). 
n 

PROPOSITION 1.- Le noyau U sur F satisfait au principe complet 

du maximum . 

D~,~0NSTRATION.- Les mesures U(x~dy) @ta~t port@es par E, tout 

revient ~ montrer que si f et g sont des fonctions universel- 

lement mesurables positives sur E , si a est une constante >_0~ 

et si l'on a 

a + Uf >_ Ug sur Ig>O} , 

alors la m~me in6galit6 est vraie .partout sur F . II suffit 

pour cela de montrer que si h (d6finie dans E ) est sci/E et 

majore f, si j (d6finie darts E) est scs/E, g support compact J 

contenu dans I g>O}, et telle que O<_j_<g , et si enfin s est une 

constante >O, on a 

a + s +Uh >_ Uj partout sur F . 

Mais on a a+s+Uh> Uj en tout point de J ; soient A h l'ensemble 

+E des fonctions seCc(= ) major@es par h, et A'h l'ensemble des 

fonctions a+~+Us pour sea h. A~ est un ensemble filtrant crois- 

sant de fonctions continues/E dont l'enveloppe sup6rieure est 

a+s+Uh. Le lemme de Dini entra~ne alors l'exis~ence d'une fonc- 

tion seA h telle que a+~+Us > Uj sur J. Cette in6galit6 vaut 

alors sur un voisinage compact L de J dans E, et le lemme de 

Dini montre ~ nouveau qu'il existe une fonction reCk(E) 

support darts L, majorant jet telle que a+~+Us>Ut sur L. Mais 

alors cette in6galit6 a lieu sur tout E, car U satisfait au 

principe complet du maximum sur E (~], chap.IX, T.69); elle 

se prolonge alors ~ F par continuitY, puisque Us et Ut sont 

continues sur F. On a ~ plus forte raison a+c+Uh> Uj sur F, 

et la proposition est 6tablie. 
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! 

CONSTRUCTION D 'Uh~ RESOLVA~TE SURF 

Soit feCc(E ) ; Upf est d@finie dans E, de sorte que UUpf 

est d@finie dans F, et nous pouvons poser 

Upf = Uf - pUUpf (3) 

Supposons que la fonction feC__c(E) soit <0 . Alors lafonction 

Upf est <__ 0 ~ur E . Mais cette f0nction est @gale sur E & 

U(f-pUpf), @t on a par cons@quent 

U((f-pUpf)-) >__ U((f-pUpf) +) sur { (f-pUpf)+>01nE 

Cette relation vaut alors sur F (prop.l). Mais (f-pUpf)-IE est 

bornTe ~ support compact dans E , car f-pUpf est positive dans 

E hors du support de f. Par cons@quent , U((f-pUpf)-) est une 

fonction finie darts F et nous pouvons @crire cette ineoallte 

0 > U(f-pUpf) 

ou Upf < O. L'application f~-> Upf x est doric une mesure posi- 

tive sur E pour tout xeF. Comme plus haut, nous consid@rerons 

aussi cette mesure Up(x,dy) comme une mesure sur F portTe par 

E, et Up comme un noyau sur F ( ou un noyau de E darts F). La 

relation (I+pU)Up= U est alors une identit6 entre noyaux sur 

F. 

PROPOSITION 2.- Les noyaux Up forment une r@solvante sousmarko- 

vie~e sur F (noter que l'on n' a pas nTcessairement U= 

I imp_>O Up s ur F). 

F 

DEMONSTRATION.- Montrons d'abord que le noyau pUp est sous- 

markovien sur F. Cela revient g montrer que si feCc(E) est 

comprise entre 0 et 1 , on a pUpf <= 1. Mais on a 

I >__ pUpf : U[p(f-pUpf)] 

sur l'ensemble des points de E oGle crocheb est >0 , et donc 

(3)On ne sait pas encore que cette fonction est fillie ; de I~ 

les prTcautions plus loin. 
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partout sur F d'apr~s la prop.l. 

Montrons ensuite que les noyaux Up forment une r@solvante 

sur F . Nous allons v@rifier que si l'on prend p>O,q>O, feCc(E) , 

les fonctions UUpf , UUqf, UUpUJ sont finies et que 

: ( ÷pu)uqf 

Cela entra[nera le r6sultat cherch@ d'apr~s [~,], X.TT, car U 

satisfait au principe complet du maximum sur F. Preuve :dans 

la relation Upg+pUUpg = Ug rempla~ons g par Uqf , il vient 

UpUqf + pUUpUqf = UUqf < If < +co partout . 

Les trois fonctions envisag@es sont donc bien finies, et on a 

(I+pu)u/= uf 
(l+pU)[ (p-q)UpUqf ] = (p-q)UUqf 

d'ofl par addition (I+pU)[Upf+(p-q)UpUqf] = Uf+(p-q)UUqf = 

(Uqf+qUUqf)+(p-q)UUqf = (I+pU)Uqf . cqfd 

PROPOSITION 3.- .Soit g une fonction bor@lienne positive s ur 

F, t_eelle que glE soit surm@diane et sci/E, e t que l'on air 

pour tout xeF kE 

g ( x )  > l i ra  i n f  g ( y )  
y-~x 
yeE 

A l o r s  g e s t  s u m @ d i a n e  p a r  r a p p o r t  _~ l a  r@solvan_te (Up) su__~r F .  

D~ONSTRATION.- Nous a l l o n s  p r o u v e r  que s i  f e t  f '  s o n t  u n i -  

v e r s e l l e m e n t  m e s u r a b l e s  p o s i t i v e s  s u r  E, e t  s i  l ' o n  a g+Uf 

> U f '  sum {f '>O} , . a l o r s  l a  m~me in@gal i t@ e s t  v r a i e  s u r  F .  

L'argument de [2~], chap.IX,T70 - %ui repose uniquement sum 

la relation (I+pU)Up=U - entraZuera alors que g est surm@- 

diane sur F. 

Comme dans la d@monstration de la prop.l, il nous suffit 

de prouver que si ~ est une constante positive, si h est une 

fonction sci/E majorant f , si jest une fonction scs/E dont 

le support compact J est contenu dans {f'>Ol, et telle que 

O<j<f' on a partout sum F 
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g+s+Uh> Uj 

Or on a g+s+Uh > Uj en tout point de J. D'apr~s le lemme de 

DINI~ il existe une fonction seCt(E),= major@e par h telle que 

g+s+Us > Uj sur J 

Cette relation a alors lieu sur tout unvoisinage compact L 

de J darts E, et le lemme de DINI entra~ne ~ nouveau l'exis- 

tence d'une fonction te~(E) ~ support dans L, majorant jet 

telle que 
g+~+Us > Ut sur L 

Mais alors, g @rant surm@diane sur E, cotte relation a lieu 

sur tout E ; comme Us et Ut sont oontinues sur F, l'~oth~se 

faite sur g entra~ne que cette in@galit@ vaut aussi sur FkE, 

et la proposition est @tablie. 

COROLLAIR~.- Toute fonction geS est surm@diane par rapport 

l a  r @ s o l v a n t e  (Up) ~ F . 

CONSTRUCTION D'UN S~I-GROUPE 

Dans ce qui suit , nous notons g la r@gularis@e excessive 

d'une fonction g, surm@diane par rapport ~ la r@solv~ite (Up). 

PROPOSITION 4.- Soit D l'ensemble des pomnts xeF tels que 

-> s x au sens vague. Alors D est bor@lien. sxPUp p~co 

ii existe un semi-groupe (Pt)t>_O d e noyaux Sousmarkoviens 

SU~. F, ~ ,  poss@dant les prop~i@t@s suivantes : 

i) Si feC(F), et si xeF, la fonction t~->P.f x est continue 

droite. 

2) Up = /~ e-PtPtdt pour tout p>O 
0 

On a sxPo = Sx si et seulement si xeD . Pour tout xeF la mesu- 

re ~xPO est port@e par D . Enfin, soit L= lira U le noyau 
p->O P 

terminal de la r@solvante (Up) ; on a sxL=sx U pour tout xeD° 

D~ONSTRATION.- Nous allons commencer par transformor la d@fi- 

nition de D. Si xeD, on a lim pUpg x = g(x) pour tout geS, 
p->co 
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A 

ou encore g(x)=g(x) pour tout g¢_S_ . Inversement, soit (gn) 

une suite dense dans S [une telle suite existe, car S_ est 
u 

une pattie de l'espace m@trique sTparable C(F)] , et soit un 

xeF tel que gn(X)=gn(X) pour tout n ; montrons que x appar- 

tient alors ~ Do En effet, l'ensemble des fonctions feQ(F) 

telles que f(x) = lim pUpf x est @videmment un sous-espace 
p->eo 

ferm6 de C(F) ; conume il contient les gn' il contient S_, 

puis S-S , et enfin l'adh@rence de S-S , et cette adh@renge 

est @gale ~ C(F) d'apr~s le th@or~me de STONE-WEIERSTRASS. 

I1 en r@sulte aussitSt que D est un ensemble bor@lien. D'au- 

tre part, soit feC+(E), et soit xeD ; Lf est une fonction 

excessive par rapport ~ la r@solvante (Up), @gale ~/Uf sur 

E. Nous avons donc Lf = limp pUpLf = limp pUpUf = Uf . Comme 

UfeS , nous avons ~fX=ufX du fair que xeD, et par cons@quent 

Lfx-uf x. La mesure L(x,.) @taut port@e par E, on a cxL=sxU, 

ce qui @tablit la derni@re phrase de l'@nonc@. 

Passons maintenant ~ la construction des noyaux Pt " 

i) Soit feS_ ; la formule (~], IX.T52) 

d n 
dP n (pUpf) = n' (-1)n+l(up)n(I-pUp)f 

montre que la fonction f(x)-pUpf x de la variable pest con- 

pl~tement monotone bornQe sur ~ pour tout xeF ; elle tend 

vers f(x)-h(x) lorsque p->O, h d@signant la pattie invarian- 

te de la fonction excessive ~. Le th@or~me bien connu de 

S.BERNSTEIN nous permet d'@crire 

~(x) - pUpfX = ]°°e-Pt~t) 
0 

off ~ est une mesure positive sur R+, de masse @gale ~ f(x) 

-h(x). Posons maintenant 

Pt fx : h(x)+ [) 

C'est une fonction de t d@croissante et cont~ue ~ droite, 
A 

qui tend vers f(x) lorsque t->O . On a 
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I °° e-PtPt fx dE = 

0 

h ( x )  

+ I ~ e-Ptdt/~x(ds) 
P 0 t 

P 

=h(~+ 

P 

2) Etudions la forme lin@aire 

l ~ ( a s )  1 - e - p s  
0 P 

l( " (x).pupfx)) f(x)-h(x) - (} 
P 

Pt 

= Upf x . 

fx u f x(~) a) Si f est surm@diane continue, la fonction 

de la variable pest compl~tement monotone CettPe P . fonction 

@rant la transform@e de Laplace de la fonction continue 

droite t~--> fX-PtfX , on a PtfX =< fx pour tout t. En parti- 

culler, Pt I _< 1. 

b) Si feS-S est =>0 , p~-> Upf x est compl~tement monotone(~ ) 

Cette fonction @rant la transform@e de Laplace de t~->Pt fx, 

on a Pt fx >= 0 pour presque tout t, donc pour tout ten vertu 

de la continuit@ ~ droite. 

On d@duit ausslto~ de ~) et b) qu~ la form~ lin@aire 

fL--> ~tf x sur _S-S_ est born@e ( de norme ~l)._ Elle se prolon- 

ge doric pc_r continuit@ en une forme linQaire born@e sur C_(F), 

c'est ~ dire ~r.e mesure, et on v@rifie aussitSt que cette 

mesure est positive. On volt aussitSt par un argument de con- 

vergence unifo~me, que la fonction t~->Ptf x est encore conti- 

nue ~ droite si feC(F). Nous noterons Pt(x,dy) la mesure 

qui vient d'@tre dQfinie. 

c) Nontrons ensuite que (Pt) est un noyau sousmarkovien, 

autrement dit, que Pt fest u~ue fonction bor@lienne si feC_(F). 

Or la fonction x~-> J~(t)e-tp~fXdt est bor@lienne pour route 

fonction ~ continue sur R+, tendant vers une limite ~ l'infi- 

ni, et born@e [ cette propri@t@ est vraie en effet si ~ est 

une constante ou une exponentielle e -pt, et on applique le 

th. de STONE-WEIERSTRASS sur [0,oo] ]. Donc x~ /~(x)PtfXdt 

(~) Utiliser la formule 

dn (Upf x) = n' (-l)n(Up)m+ifx ([~], ix.~52) . 
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est bor61ienne si ¢ est continue ~ support compact, et doric 

x,-->Ptf x est bor61ienne [ passage ~ la limite justifi6 par la 

continuit6 ~ droite]. 

3) Nous allons v6rifier la relation PsPt=Ps+t (s>=_O,t~=O)o 

a) Montrons d~abord quo , pour route fonction bor61ienne 

positive h, Uh est une fonction surm6diane. Cette propri6t6 

est vraie en effet si heC+(E) (prop.3) , doric aussi, par pas- 

sage ~ l'enveloppe inf6rieure, pour route fonction h ssmi-con- 

tinue sup6rieurement positive ~ support compact dans E. Soit 

alors h une fonction bor61ienne positive sur F ; on a pour 

route fonction j, scs ~ support compact positive darts E, et 

major6e par hiE 

pUpUj _< uj < Uh 

d'o~ en passant ~ l'enveloppe sup6rieure pUpUh =< Uh, qui est 

le r6sultat cherch6 

I1 r6sulte alors du raiso~nement du d6but de la d6monstra- 

tion que la fonction p~->UoUh x est transform6e de Laplace 

d'une fonction d6croissante. 

b) Prenons geC+(E), et d6signons par H= l'ensemble des 

fonctions bor61iennes born6es h telles que t~->PtU(hg) x soit 

continue ~ droite pour tout xeF. I1 est clair que H_ est un 
m 

espace vectoriel ferm6 pour la convergence uniforme, qui 

contient C(F) • D'autre part, soit (hn) une suite croissante 

et uniform@merit born@o d'@l@ments positifs de _}I , et soit 

h = lira n h n ; la fonction t,-->PtU(hng)Xadmet comme transfor- 

m6e de Laplace p~-> UDU(Duug) x qui est d'apr~s a) la transfor- 
~ J  

m@e de Laplace d'une fonction d@croissante. Autrement dit, 

est centime droite et d6croiss te, par 

cons@quent t~->PtU(hg ) est continue ~ droite , par passage 

l'enveloppe sup@rieure. I1 r@sulte alors du th@or~me des 

classes monotones (~], chap.I, T20) que _H_ contient routes 

les fonctions bor@liennes born@es. Un second passage ~ l'en- 

veloppe sup@rieure montre alors que t~->PtUh est d@croissante 

et continue ~ droite pour route fonction bor@lienne positive 

h sur F. 
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c) Prenons geC_+(E) est dl_ference de deux foncticns 

la forme Uh ; la fonction t~-> P~U~g x est donc continue de 

droite. D'autre part, Upg est p-surm6diane , doric O-surm@dia- 

ne par rapport ~ la r6solv~mte (Vq)=(Up+q). Le raisonnement 

du d6but de la d6monstration montre alors que q~->VnUog~ est 

transform6e de Laplace d'une fonction d6croissante ; comme 

elle e st transform6e de Laplace de la fonction contiuue 
-pt UpgX droite t,-->e Pt , celle ci est d6croissante. Le m~me 

raisonnement qu'en b) montre alors que t~->e-P~PtUphXest__ 

d6croissante et continue ~ droite pour toute fonction bor61i- 

e~e positive h sur F° 

d) Pour v6rifier que PtPsfX= Ps+t fx, il suffit de traiter 

le cas off feC_(F) o Les deux nembres 6rant des fonctions con- 

tinues ~ droite en s, il surf it de v@rifier l'6galit6 de lmurs 

transform6es de Laplace en s, soit 

PtUpfX= ]~ e-PSPs+tfXds 
0 

Mais les deux membres sont des fonctions continues ~ droite 

en t d'apr~s c), et il suffit encore une fois de v6rifier 

l'6galit6 de leurs transform6es de Laplace en t, ce qui re- 

vient ~ v~rifier l'6quation r6solvante. 

4) Si f¢_S , on a PO f = lim Pt f = lim pUpf = f . Par 
- t->O p->co 

4% 

cons6quent, cxPo=ex si et seulement si f(x)=f(x) pour tout 

f6_S_ , autrement dit si xeD. D'autre part~ la relation PoPof= 

PO f s'@crit P0 ( f-~)=O o Comme on a f>f, cela entra~ue que 

route mesure SxP 0 est port6e par If=fl ; en faisant parcotu-ir 

f une suite dense dans S=, on volt que SxP 0 est port6e par D. 

CONSTRUCTION DE PROCESSUS DE MARKOV 

PROPOSITION 5.- Soit ~ une loi de probabilit6 su~ F. I1 exis-. 

te un processus de Markov (X t) ~ valeurs darts F~admettant 

(Pt) c0mme semi-groupe de transition et ~ comme loi initiale, 

et dont les tra~jectoires sont continues ~ droite et pourvu, e s 

de l~ites ~ gauche sur l'intervalle ]O,+ao [, et admettent 

en 0 une limite ~ droite XO+. On a Xo=Xo+ ~.So si et seule- 
. . . .  nentL 

~) best un point isol& c djo/nt ~ F, et F~ =FvI~} 
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s~ ~ est 2ort@e pa r D. 

DEMONSTRATION.- Construisons, sur un espace probabilis@ com- 

plet ~, un processus de Earkov (Yt) admettant (Pt) comme se- 

mi-groupe de transition et b comme loi initiale. Si gc~ , 

g est surm@diane par rapport au semi~groupe (Pt) [ en effet, 

la fonction t,~>Ptg est d@croissante par construction, et 

tend vers g ~ g lorsque t->0 ] ; le processus (goY t) est donc 

une surmartingale, et admet par cons@quent des limites ~ droi- 

teet dem lim±tes ~ gauche le long des rationnels, si l'on 

excepte des ~efl qui forment un ensemble n@gligeable. En uti- 

lisant une suite d'@l@ments de S qui s@pare les points de F, 

on obtient le r@sultat suivant : 

il existe un ensemble n@gligeable H~ tel que, pour tout 

~H, l'application t,-->Yt(~) admette une limite ~ droite Yt~) 

le long des rationnels en tout point t¢[O,+~[, une limite 

gauche le long des rationnels en tout point te]O,+~ [. 

Une modification triViale des variables al@atoires Yt sur 

H permet alors de supposer ces propri@t@s vraies pour tout 

~ ~ o 

Soient maintenant f et g deux @l@ments de S • On a 

E[foYt.goYt+ ] = lim E[foYt.goYt+e] = lim E[foYt.PcgoYt] 
e->O ¢ 

=  [fo t. oY t] 

Supposons d'abord t>O. Le relation± Ptg: PtFO g s ecrlt 

Pt(g-g):O, ou E[(g-g)~Yt]-O , ou finalement ( comme g{=g) 

goYt:~oYt p.s. La re!ubion cm-d~ssus s'@erit done dans ce 

cas E[foYt.goYt+]=E[foYt.goYt]. Par lin@arit@, puis conver- 

gence uniforme, on @tend ce r@sultat au cas off f et g sont 

deux @l@ments de C(F) , et il en r@sulte enfin que Yt=Yt+ 

p.s. pour chaque ~ ([~], chap.II, n°32). 

Supposons que ~ soit port@e par D ; alors g=g ~-pp, et le 

m@me raisonnement que c i-dessus montre que Yo=Y0+ p.s.. Inver- 

sement, si Y0=Yo+ p.s., les @galit@s pr@c@dentes (avee f=l) 

donnent E[goYo]=E[goY0] , ou <~,g-~=0, et enfin le fair que 

(m) Comn~d'habitude, cmrendle s~mi-groupe markovien ~ moyen dupo~t b ° 
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est port6e par D. 

II ne reste plus qu'~ poser 

X0 = Y0 ' Xt = Yt+ pour t>0 , 

pour obtenir le processus (X t) cherch6. 

Dams la proposition suivante, nous supposons pour simpli- 

fier que ~ est port6e par D ; nous pouvons alors supposer que 

Xo=Xo+ identiquement ( il suffit de d6finir XO=Y0+ ci-dessus). 

PROPOSITIO~T 5-- Supposons que ~ soit port6e p~ D. 

l) S_~ f est p-excessive par ra~0rt au semi-~roupe (Pt), 

le_~rocessus (fox t) est p.s. continu ~ droite. 

2) Le progessus (X t) _est fortement markgvien, et l'ensemble 

des ~aQ tels que la trajectoire de ~ rencontre ~D est n6gli- 

D~0NSTRATION.- a) Soit geC+(E) ; on a UgeC=(F), et le proces- 

sus (UgoX t) est donc une surmartingale continue ~ droite. D6- 

signons par H_ l'espace des fonctions bor61"len~ ̂-~ born6es h 

sur F telles que le processus (U(hg)oX t) soit p.s. continu 

droite ; H est ferm@ pour la convergence uniforme, et conti- 

ent C(F) . Soit (h n) une suite croissante , uniform6ment bor- 

n6e, d'616ments positifs de H , et soit h=lim h n . Les proces- 
- -  n 

sus (U(hng)oX t) sont des surmartingales ( d@b'at de 3), ~ans 

la d6monstration de la prop.4 ,~ontinues ~ droite par hypo- 

th~se, qui convergent en croissant vers le processus (U(.hg~x~ 

Celui-ci est donc p.s. continu ~ droite, d'apr~s [2~], chap.VI, 

T16. 

Soit alors h une fonction bor61ienne positive sur F, et 

soit hn=hAn ; soit (gn) une suite croissante d'616ments de 

C+(E), dont l'enveloppe sup6rieure est l'indicatrice de E. 

Les surmartingales p.s. continues ~ droite ((U(hngn)oX t) 

tendent en croissant vers le processus (UhoXt), et une nouvel- 
le 

(~) Noter toutefois que le processus (Xt_) peut rencontrer 
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application de VI.TI6 montre que le processus (UhoX t) est 

p.s. continu ~ droite. 

+ E est la diff@rence de deux b) Prenons p>0, et gS~c ( ) ; Upg 

fonctions de la forme Uh ( h bor@lienne _>O), routes deux fi- 

- e-PtUpgoXt nies, donc le processus (U~goX t) et le processus ( ) 
D. S.] 

son~C~6ntinus ~ droite. Le meme raisonnement que ci-dessus 

montre alors que, si h est bor@lienne positive, le processus 

(UphoXt) est p.s. continua droite. 

Une nouvelle application de VI.TI6 montre que si f est une 

fonction p-excessive , le processus (foX t) est p.s. continu 

droite ( car f est l'enveloppe sup@rieure d'une suite de 

p-potentiels). Cela s'applique aussi ~ une fonction 0-exces- 

sive, car une telle fonction est p-excessive pour tout p>O. 

c) Montrons que les trajectoires de (X t) ne rencontrent p.s. 

pas FkD . I1 suffit de montrer qu'elles ne rencontrent p.s. 

pas ~g~ ,si g appartient ~ ~. Mais les processus (goX t) et 

^X (go t) sont tous deux p.s. continus ~ droite ; d'autre part, 
A 

la relation Up(g-g)=0 et le th@or~me de Fubini entralnent que 

pour presque tout ~ on a goXt(~)=goXt(~) pour presque tout t. 

La continuit@ ~ droite entra~ne alors que pour untel ~ on a 

goXt(~)=~oXt(~) pour tout t. 

d) Au sujet de la propri6t& de Ma~,ko~7 Ecrto, nous nous bor- 
nerons ~ rappeler un r@sultat facile : si (X t) est un proces- 
sus de ~arkov continu ~ droite p~r rapport ~ une famille croi- 
sante de tribus (F=t) , admettant (P.) comme semi-groupe de 

transition, et tel que poum tout p>O route ~onction p-eKces- 
sire ( ou seulement route fonction Upf, feC (F)) soit p.s. 

continue ~ droite sur les trajectoires de (Xt), alors (X t) 

est fortement mar~ovien par rapport ~ la famille de tribus 
(F=t+) (volt par exemple [5])- Cela ach~ve la d@monstration. 

CHANGEMENT DE R~SOLVANTE 

Nous avons suppos@ darts notre hypoth~se (H) du d@but que 
U appliquait Cc(E) darts C(F) : le fair d'exiger cela pour U0= 

U exprime une propri@t@ de"transience"de la r@solvante (Up) 

sur E, qui n'est pas toujours satisfaite en pratique. I1 est 

plus naturel de faire l'hypoth~se suivante, pour un p>O : 
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a) Pour route fonction fe~c(E) , Upf se prolonge ~e mani~re 

unique) en une fonction continue sur F. 

b) Le cSne ~p des fonctions continues g sur E, telles que 

gIE soit p-surm@diane, s@pare les points de F. 

Posons alors V=Up, et d@signons encore par V le noyau sur 

F d@fini grace au prolongement par continuit@ des fonctions 

Vf (feC=c(E)). La famille (Vq) = (Up+q) est une r@solvante 

qui satisfait ~. l'hypoth~se H du d@but, ce qui nous permet 

de dTfinir 

- des noyaux Vq sur F , satisfaisant ~ (I%qV)Vq=V 

- l'ensemble Dp des xeF tels que sxqVq->S x vaguement 

lorsque q-~o 
- un semigroupe sousmarkovien (~), admettant (Vq) corn- 

me r@solvante , tel que la fonction t~->Qtf x soit continue 

droite pour tout xeF et route f¢C(F). 

La proposition suivante montre, d'abord que l'on salt cons- 

truire un bon semi-groupe sous l'hypoth~se Hp, et ensuite que 

si l'on peut faire cette construction pour deux valeurs de p 

( nous traitons le cas oG l'une de ces valeurs est O, mais 

l'extension est triviale), les deux semi-groupes ainsi cons 

truits sont essen~iellenent les m@mes (~). 

PROPOSITION 6.- a) Le semi-grouse (~) associ@ ~ la r@solvante 

(Vq) satisfait ~ ePt~l ~ i pour tout t. S_~i xeE, on a 

]co e_rt ePt~(x,.)dt = Ur(X,.) pou r tout r~0 
0 

b) Supposon s que la r@solvante (Uq) sur E satisfasse ~ la fois 

l'hypoth~se (H) du d@but et ~ l'kypoth~se (H~). Alors on a 

Dp=D, __st sxP t = ePqx o Q~ ~ xeD et tout ~. 

D ~ M O N S T R A T I O N . -  a) Soit feCc(E) , comprise ontre 0 et 1 ; 

nous avons sur E l~__ (p+q)Up+ql ~= (p+q)Up+qf, ou encore 

l+q(p+q)UpUp+qf > (p+q)Upf sur E. En introduisant la r@sol- 
- vant e 

(~) Nous ne traiterons pas ici de la construction des proces- 
sus sous l'hypoth~se (Hp). I1 n(y a aucune difficult@ sp@ciale. 
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(Vq), cela s'6crit 

1 + q(p+q)Wqf ~ (p+q)Vf sur E, et donc sur If>0~. 

Le noyau V satisfaisant au principe du max~um sur F ( prop. 

1), cette in6galit6 a lieu partout, ce qui s'6crit l>(p+q)Vqf,= 

puis 1 ~ (p+q)Vql en passant ~ l'enveloppe sup6rieure. 
- 1 Montrons alors que la fonction q,--> p+q -Vql est compl~te- 

ment monotone : sa d6riv6e n-i~me est en effet 6gale, d'apr~s 

[5], chap.IX, T.52, 

1 
- (V)n+ll ] n!(-l)n [ (p+q)n+l 

qui a bien le signe de (-I) n d'apr~s ce qui pr6c~de. Par con- 
sequent~" e-Pt- la fonction continue ~ droite et born6e Q~I x 

(xeF) de la variable t a une transform6e de Laplace compl~te- 

ment monotone ; elle est donc positive, et la premiere in~ga- 

lit6 est prouv6e. 

La r6solvante du semi-groupe sous-markovien (Qt) est 

6gale ~ (Vq) ; si xeE, on a donc 

~ e -qt Up+q(X o %(x,.)dt : ,.) 

Soit (P~) le semi-groupe sous-markovien (ePtQ~) ; si f est 

bor61ienne born6e, si xeE, la fonction 

r,~> je-rtPt(x,f)dt 

est analytique, et co'incide avec Ur(x,f) sur ]p,~[, donc 

pour tout r>O. Ce!a ach~ve la d6zonstration de a). 

b) Soit xeD, et soit fe~(E) . Les fonetions Upf et Vf 

6rant 6gales sur E, on a qUp+Jf = qUp+qUpf . D'autre part 

qUp+qUpf x -> u i 
q->oo p 

qUp+qVf x -> Vf x 

( car Upf est p-excessive par 

r a p p o r t  ~ l a  r 6 s o l v ~ m t e  U ) 

( car Vf¢~(F), et xeD) 

Par cons6quent , V(x, .)=U~(x, o). Nous avons alors 
Vqf x = vfX-qWqf x = UpfX-qUpVqf x = U I pUp+q fx = Up+qf x 

( on a utilis~ le fair que V(x,.)=Up(X,°) sur E). 
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Mais alors la relation sxqUq->ex vaguement (q->~) qui 

exprime que xeD, et qui est @videmment 6quivalente ~ sxqUp+ q 

->s x , entra~ne sxqVq -> Sx' et par cons@quent xeDp. 

Inversement, supposons xeDp. Soit feC+(E)= ; la fonction 

Uf appartient ~ =S, donc ~ _S_p, et par cons@quent elle est sur- 

m6diane par rapport ~ la r@solvante (Vq) (prop.3). D'autre 

part , elle est continue et la relation X6Dp entraZue que 

rVrUfX -> Uf x. Ainsi les mesures ~xrVr U , qui sont port6es 

par E, croissent avec r et admettent Sx C co-me limite vague 

sur E. I1 est bien connu que d~us ces conditions on a limr_>o o 

<sxrVrU,~=_ <ZxU,h> pour route fonction bor@lienne positive 

h sur E ( ou sur F). Comme Up+qf est diff6rence de deux fonctioms 

de la forme Uh, il en r@sulte que 

rgrUp+qfX-> Up+qf x (r->G~) 

Mais d'autre part Up+qf = Vqf sum E, donc le premier membre 

est aussi 6gal ~ rVrVqfX , qui tend vers Vqf x ( pour q=0, 

cela r6sulte du fair que xeD : en un point xeDp, V coincide 
P 

avec l'op6rateur V 0 de la r6solvante) . Par cons6quent, Vq(X,.) 

=Up+q(X, .) pour tout q>=0 . Alors la relation sxrV r ->s x vague- 

ment entraLne ~xrUp+r->~x, donc sxrUr->Sx, et finalement xeD. 

§2 .- A_~lications atux cha~_es de Markov 

CONSTRUCTION D'UN C0~[PLET~ ET D 'UNE VERSION 

Nous utilisons la terminologie du livre [3] de CHUNG ( nou- 

velle 6dition). 

E d6signe un ensemble d6nombrable, et co un point adjoint 

E ( rien n'empSche de prendre I--N, et co =+co :) ; on d6si- 

gne par (pt (. ,.)) une mat~'~ice de transition standard marko- 

vienne sur E - rappelons que le remplacement de " markovienne" 

par " sousmarkovienne" n'augmente pas la g6n6ralit6. I1 est 

bien coypu que les fonctions p.(i,j) sont continues sur ~+ ; 
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nous poserons, pour tout p=~O 

Up(i,j) = jC°pt(i,j)e-Ptdt . 
0 

Nous utiliserons les notations des noyaux : E 6rant muni de 

la topologie discrete, et de la tribu associ6e ( celle de tou-- 

, ~ U tes les parties de E) nous d6signerons par Pt ( ~esp. p) le 

noyau sur E d6fini par Pt(i, ij]) = Pt(i,j) (Up(i, Ijl)= 

Fixons Lm p~O, et ~ontrons que !es fonctions Up(.,j) , j 

parcourant E, s6parent E. En effet, si h et k sont deux points 

qui ne sont pas s6par6s par ces fonctions, on a U (h,.)=U (k,.~ 

donc Ur(h ,.)=Ur(k ,.) pour tout r d'apr~s l'6quation r6solvan- 

re, et enfin Pt(h,.)=Pt(k,.) en vertu de l'unicit6 de la 

transformation de Laplace ; en faisant tendre t vers O, on en 

d6duit que h=k. 

Posons alors pour tout jeE dj(h,k) = ]up(h,j)-up(k,j)] ; 

dj est un 6cart born6 sur E~ compl6tons E pour la structure 

uniforme d6finie par la f~mille d'6carts dj (jeE), et d@si- 

gnons par Fle compl6t6 de E. Cela revient encore ~ appliquer 

E dans ..^~ par it-> (t~(i,j))ie E - application continue et 
~ V 

injective -~ identifier E ~ son image, et ~ prendre pour F 

l'adh6rence de E. F est un espace conpact m6trisable, et 

l'injection de E (discret) dans F est continue. DTautre part, 

E est dense dans F . Enfin, route fonction u~(o,j) se prolon- 

ge 6videmment en une fonction uniform6ment continue sur F, et 

ces prolongements s6parent F par construction ; co~1oe une 

fonction f appartient ~ C=c(E) si et seulement si elle a un 

support fini , Upf se prolonge en une fonction de C__(F), et 

ces prolongements s6parent F o Autrement dit, l'hypoth~se 

(~) est satisfaite par le couple (E,F). 

Si le semi-groupe est transient, ce qui revient ~ dire 

que les fonctions U(o,j)=Uo(.,j ) sont born6es, on peut faire 

cette construction pour p=O. 
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Comme ~ la fin du §I, construisons u_ne r@solva~ite (Vq) 

sur F , colncidant avec (Up+q) sur E ; l'ensemble Dp dos 

xeF tels que SxrVr -> s x vaguement ~ le semi-groupe (~) 
r->oo 

tel que t~-> ~f soit continue ~ droite pour feC=(F), et qui 

admet (Vq) comme r@solvanteo La matrice de transition @taut 

standard, nous avons ECD D~.autre part, nous savons que 

le semi-groupe Pt = ePtQ~ ost sousmarkovien, et que sa r@- 

solvante (U~) co°inclde avec (Uq) sur E. 

PROPOSITION 7.- S_~i leE, la mesure sip t ~ e  par E pour 

tout t~O=, et on a Pt (i'Ijl)=pt (i'j) pour tout jeE. 
J 

D~ONSTRATION.- Nous avons 

]e-qtpt(i,j)dt = Uq(i,j) = ] e-qtPt(i, lj})dt 

L'unicit@ de l~ transformation de Laplace entralne que 

Pt(i,J)=Pt (i, {J}) pour presque tout t. D'autre part, l'indi- 

catrice de i J} est une fonction scs dans F, et par cons@quent 

tr->Pt(i, lj}) est scs ~ droite : 

Pt(i, ljl) >_ lira sup Pt+s(i.{j~) 
- s ->0+ 

Com~e p (i,j) est continue, et 6gale ~ P (i,{j}) sur un ensem- 

ble dense, cela entralne Pt(i, Ij}) > Pt(i,j) . Mais cette in6- 

galit6 ne peut ~tre stricte, car sinon on aurait 

i >__ 7-~6E Pt(i'{k}) > ~T--~E Pt(i°k) 

t" en contradiction avec le carac ,ere narkovien de la matrice (pt] 

COROLLAIRE.- Soit ~ une loi sur F ; la loi ~Pt est alors por- 

t@e par E pour tout t>0. 
g 

D~0NSTRATION.- Cot;he ~Up est port@e par E, ~Ps est port@e par 

E pour presque tout s ; ehois~ssons un tel s<t. Nous avons 

 Pt(F'E) = 7- 0 
ieE 

d'apr~s la proposition pr6c@dente. Noter que Ptl=l sur E ; 

donc ~Ps+t I = ~Ps l, et la masse de ~Pu est constante. Si 

est port@e par Dp, on a lira ~Pu I = l, doric ~Pu I = 1 pour tout 
u>O. u->O 
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Ceci 6rant, donnons nous tme loi ini~iale M porO~e par 

(donc par Dp)~ et construisons un espace probabilis6 complet 

(£~,F,P) , une famille croissante (~t) de 

tribus, dont chacune contient les ensembles n6gligeables ; 

un processus qXb) ~ valeurs dans F, dont los trajectoires 

sont continues ~ droite et pourvues de limites ~ gauche, 

adapt6 ~ la fami!le (~t) , markovien , admettant (Pt) comme 

semi-groupe de transition et ~ comne loi initiale - la possi- 

bilit@ ~une telleconst~ct~n r6sulte de la prop,5. Nous avon~ 

vu en outre que les fonctions excessives sont continues 

droite sur les trajectoiros d'un tel processus, et que (X t) 

est fortement markovien - ce qui nous permet en particulier 

de rendre la famille (~t) continue g droite. Nous savons donc 

construire des versions raisonnables de la cha~ne, ~ valeurs 

dans F ° 

Cependant, la th6orie des fronti~res n'utilise pas le com- 

pactifi6 F, mcis le compactifi6 de MARTIN de E, qui est essen- 

tiellement unc~mpactifi6 du type envisag6 dans la premiere 

pattie, mais relativement ~ une r6solvante duale . I1 nous 

faut donc construire des versions de la chaZne ~ valeurs darts 

E~ioo} dou6es de propri6t6s raisonnables ( ~ partir desquel- 

les la th@orie des fronti~res construira les versions ~ va- 

leurs dans l'espace de Martin)° 

Nous allons d6crire deux telles versions - pour la seconde, 

on identifie E ~,~N, ~ +~;. 

PR]E~IERE VERSION.- On pose Tt(~)=Xt(~ ) si Xt(~)eE , Yt(~)=~ 

si 

SECOD~E VERSION.- On choisit un ensemble d6nombrable S dense 

dans ~+, et on pose Zt(~) = lim inf Xs(~) 
s->t+0 
sos 

Cette seconde version est la " version semi-continue inf@- 

rieurement" de CHUNGo Elle peut @tre d@crite sans intervantion 

du symbole lira inf, de la mani~re suivante. L'application 
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t,-~Xt(~ ) ~ valeurs darts F @rant continue ~ droite, l'ensemble 

de ses valeurs d'adh@rence ~ droite dans le compactifi@ d'Ale- 

xandrov de E , ~ l'instant t et le long de S, ne peut Gtre 

@gal qu'~ un ensemble de la forme {a~, ou {a,oo}, ou ~co}(aeE). 

De plus on a alors a=Xt(~) dans les deux premiers cas° On pose 

alors Zt(~)=a darts les deux premiers cas, Zt(~)=@ dans le dez~ 

nier. 

Nous convicndrons de poser Pt(i,co )=0 pour tout t et tout 

leE, et de m~me Pt(OO ,i)=O, Pt(OO ,oo )=l. La matrice de transi- 

tion se trouve ainsi prolong6e ~ EuIco }. Nous conviendrons de 

poser Y~ =Zoo =co . 

PROPOSITION 8.- a) Los processus (Yt) et (Z t) sent des cha~nes 

de Marker ~ valeurs clans E~{oo ~ , admettant (pt) comme matrice 

de transition et ~ comme loi initiale. Le processus (Yt) es__~t 

bien-mesurable par rapport ~ la famille (F=t) , et le processu s 

(Z t) est progressivement mesurable. 

b) Si T est un temps d _arret, on a YT=ZT P'S" 

c) $i T est un temDs d'arrGt, l es processus (YT+t)t~0 e_~t 

(ZT+t)t~ 0 sent des cha~nes admettant (pt) comme matrice de 

transition. 

D~IONSTRATION.- Le processus (Xt) @taut bien-mesurable (e~ 

vo~tu de la continuit@ ~ droite des trajectoires) il est im- 

m@diat que (Yt) est bien-mesurable. Nous n'insisterons pas 

sur le fair que (Z t) est progressivement mesurable, dent 

nous ne nous servirons pas, et qui es~ @tabli dans les tra- 

vaux de CHUNG. 

Nous avons PIXtcE}=~Pt(E)=I pour tout t~O (prop.7), donc 

Yt=Xt p.s. pour tout t~O ( et @videmment aussi pour t=O puis- 

que ~ est port@e par E). Par cons@quent, (Yt) est bien une 

cha~ne admettant (pt) comme maurice de transition et ~ comme 

loi initiale. De m@me, si Test un temps d'arr~t, le proces- 

sus (KT+ t) est un processus de Marker qui admet (Pt) comme se- 

mi-groupe de transition d'apr~s la propri@t@ de Marker forte, 
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et le m@me raisonnement montre que XT+t=YT+ t p.s. pour chaque 

t, sum {T<~}, d'oG il r@sulte que (YT+t)t>O est une chaZue 

admettant (pt) comme semi-groupe de transition. 

La d@monstration de la prop.8 sera achev@e si nous mon- 

trons que YT=ZT p°So pour chaque temps d'arr~t T ° La relation 

est @vidente sur {T=~ }o Sur {T<~ i, la relation ZT(~)eE 

entraine XT(~)=ZT(~), donc YT(C0)::ZT(~)~ Tout revienb donc 

montrer que la relation T<oo, ZT=~ entra~ne p~s. YT=~ - ou 

encore, que les relations T<~ . YT=ieE entra~nent p.s. ZT=iO 

Nous nous bornerons ~ traiter le cas simple oG l'ensemble 

d@nombrable S est l'ensemble des nombres dyadiques. Soit alors 

T n la n-i~me approximation dyadique de T ( Tn=(k+l)2 -n si 

k2-n_<T<(k+l)2 -n) ; d'apr@s la propri@t@ de Markov forte, 

P{X~il XT=i}= 1 - pTn_T(i,i) . Comme Tn-T ~ 2 -n, XTn tend 

en probabilit@ vers i sur l'ensemble o~ XT=i , et YTn poss~de 

donc la m@me propri@t@. On peut alors trouver une suite n k 

d'entiers telle que Y converge p.so vers i ( c'est ~ dire 
Tnk 

soit p.s. @gal ~ i pour tout k assez grand), et cela entraiue 

que Z-=i p.s. sur {YT=il 

Nous venons donc d'@tablir le th@or@me de WWNG, suivant 

lequel il existe une version semi-continue inf@rieurement de 

la cha~ne, satisfaisant ~ la propri@t@ de Markov forte ([~], 

chap.II, §9, th.3). Nous allons maintenant interpr@ter la 

topologie induite par F sur Eo 

LA TOPOLOGIE Flh~ DE CHUNG 

Posons pour tout h>O , i et j d6signant deux 616ments de E 

dh(i,j) = - log sup Ps(i,j) 
O<s<h 

I1 est clair que si h diminue dh(i,j ) augmente , que dh(j,j)= 

0 et que d'autre part, si i~j, Ps(i,j)~ 1-Ps(i,i) tend vers 

0 avec s, de sorte que dh(i,j) -> ~ o La relation Pu+v(i,k) 
h ->0 

Pu(i,j)pv(J,k) entra~ue dh+h,(i,k) ~ dh(i,j)+dh,(j,k ) 
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Posons maintenant, pour tout jeE et tout u>0 

Vu(J) = ~ ieE: du(i,j)<u 

On a Vu~Vu, = VuAu,. D'autre part, on a JeVu(J) pour tout 

u, et la relation keVu/2(j) entra~ne Vu/2(k)~3 Vu(J). Par 

cons@quent, il existe une topologie sur E pour laquelle les 

voisinages de jeE sont les ensembles qui contiennent Vu(J) 

pour u assez petit. Cette topologie est la topologie fine 

de CHUNG ( [~], p.190) 

E @rant d@nombrable, et tout point de E admettant un sys- 

tame fondamental d@nombrable de voisinages, la topologie fine 

sur E admet une base d@nombrable d'ouverts. On peut doric @tu- 

diet la continuit@, la semi-continuit@.., des fonctions r@el- 

les sur E au moyen de suites convergentes dans E. 

Montrons ( toujours d'apr~s CHUNG) que la topologie fine 

est sep tee. Soient jet j' deux points distincts de E, 
1 un nombre compris entre ~ et 1. Choisissons h assez petit 

pour que p (j,j) et p (j' j') soient au moins @gales & ~ sur 

l'intervalle [0,h]. On a alors pour tout i Ph(i,j) >= Ps(i,j). 

Ph_s(j,j) >= ~Ps(i,j) pour tout s<h, et par cons@quent 

Ph(i,J) >= ~-exp[-dh(i,J)] 

de m~me Ph(i,j') >= ~.exp[-dh(i,~) _] 

Co-me ~> ~ , on a exp[-dh(i'J)]+exp[-d~(i'J')]^ n <= l~.< 2, ce 

qui entrazne que i ne peut pas etre voisin simultanement de 

jet de j'. 

PROPOSITION 9.- a) Si t>0, jeE, la fonction pt(.,j) est conti- 

nue pour la top01ogie fine• La t0Pologie fine est d@finie par 

la famille d@nombrable d'@carts 

jeE 
(x,y) ~-> IPt(x,j)-pt(y,j) I t rationnel >0 

b) S_~i q>0, et si h est une fonction born@e sur 

E, la fonotion Uqh est continue p0ur la t0Pologie f~e(~. ) L~a 

(~) La fonction Pt hest aussi continue (t>0) 
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to pologie fine est d6finie par la famille d6nombrable d' 6- 

carts ( o_~G p>O est fix6 ) 

(x,y) (j E) 
! 

DEMONSTRATION.- a) Soit (x n) une suite qui converge vers iel 

au sens de la topologie fine. Alors pour tout h sup Ps(Xn,i) 
0<s~h 

tend vers I lorsque n->oo. Soient t~O, s~t ; nous avons 

Pt(Xn,J ) ~ Ps(Xn,i)Pt_s(i,J) 

La fonction p.(i,j) @rant continue, choisissons h assez 

petit pour que s% h entra~ne IPt_s(i,j) - Pt(i,j)l~s, puis 

n assez grand pour qu'il existe sn<h tel que Ps (Xn'i) > 

l-e. Alors n 

Pt(Xn,J) >= (l-¢)(Pt(i,j)-~) 

Autrement dit, les fonctions pt(.,j) sont semi-continues in- 

f@rieurement pour la topologie fine. Comme leur sou~e sum j 

est la fonction l, qui est continue, chacune d'elles est con- 

tinue. 

I1 en r6sulte que si h est une fonction comprise entre 0 

et 1 la fonction Pt h est semi-continue 4~e6rieurement pour la 

topologie fine ; mais il en est de mSme pour Pt(1-h), et la 

somme de ces deux fonctions est la fonction continue Ptl=l. 

Par cons6quent Pt h est continue. 

Consid6rons maintenant une suite (x n) d'61~ments de F 

poss6dant la propri6t6 suivante 

pour tout t rationnel >0, tout jeE, Pt(Xn, J)->Pt(i,j) 

et montrons que l~ suite x n converge finement vers i. Cela 

entraZuera que la tmpologie fine est d6termin@e par la famil- 

le d'6carts indiqu6e. Or soient h un nombre >O, s>O, choisis- 

sons t rationnel tel que t<h, et que Pt(i,i)>l-e ; on a alors 

Pt(Xn,i) > 1-s pour n assez grand, et par cons@quent 

sup Ps(Xn,i) -> i 
O < s < h  n - > c o  
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ce qui exprime que Xn->i finement. 

Les fonctions pt(.,j) (t>O) ~tant continues pour la to- 

pologie fine, le th6or~me de Lebesgue entra~ue aussltSt que 

les fonctions u~(.,j) sont finement continues, et la relation 

Uql = 1/q entralne ( comme dans la d@monstration faite plus 

haut) que Uqh est finement continue. 

Fixo~s maintenant p, et consid6rons la topologie T d@fi- 

nie par la famille d'6carts ]Up(X,j)-Up(o~,j)] ; T est m6tri- 

sable, mains fine que la topologie fine, et il nous reste 

montrer que route suite (x n) qui converge/T vers ieE converge 

finement vers i, ce qui entra~.uera l'identit6 des deux topolo- 

gies. T,e mGme argument que ci-dessus montre que route foncti- 

on Uph ( h born6e) est continue/T • L'6quation r@solvante en- 

tralne alors le m~me r6sultat pour route fonction Uqf ( f 

born6e), car une telle fonction est combinaison lin~air~ de 

deux fonctions du type pr@c6dent. En particulier, UqPth est 

continue/_T pour toute fonction born@e h. 
m 

Supposons alors que la suite (x n) ne converge pas finement 

vers i ; quitte ~ extraire une suite partielle, nous pouvons 

supposer l'existence d'un h>O, d'un e>O tels que l'on air pour 

tout n 
sup Ps(Xn,i) <= l-e 

O_<s_<h 

Mais alors on a pour tout n et tout h'< h 

fh'e-pSps(Xn,i) ds < l-e ! 
h' 0 

Mais ceci est la valeur au point x n de la fonction continue/T 

lh, [UpI li] -e-Ph' UpPh,l{i}] , et il en r6sulte que l'on a pour 

tout h'< h 
= I .h' -ps . i)ds < l-e -- I e Ps~i, 

h'O 

en contradiction avec le fair que Ps(i,i) -> 1 . Cela 
s->O 

ach~ve la d6monstration. 
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COROLLAIRE.- a) La topologie fine,,,,est identique ~ la topologie 

induite par F sur E. 

b) Pour ~res~ue tout ~e~, l'applicatio ~ Z. (~) poss~de la 

propri@t@ suivante 

pour tout t tel que Zt(~)eE , on ~ zt(~) = lim fine Zs(~) 
s->t+O 
seS 

DEMONSTRATION.- a) est @vidente. Pour @tablir b), d@signons par 

H l'ensemble des ~e~ tels que Zs(~)¢l(donc Zs(~)=Xs(~ pour 

tout soS ; on a P(H)=l d'apr~s la prop.8, et l'assertion b) 

se r@duit pour ~eH ~ la continuit@ ~ droite dans F du proces- 

sus (Xt). 0n a bien entenduunr@sultat analogue pour la ver- 

sion (Yt). Nous avons retrouv@ ainsi le th.4 du chap.II,~ ll 

ae 
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D'autre part, des travaux r@cents et non publi@s de D00B contiennent 
les applications ~ la th@orie des cha~nes de Marker qui ont @t~ don- 
n@es ci-dessus. Bien que la compactification utilis@e par D00B soit 
la m~me que cello qui est utilis@e ici, D00B emploie des m@thodes 
diff@rentes, et d@veloppe beaucoup plus les applications de la cempac- 
tification dans la direction de la " th@orie des fronti~res". 
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