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PREFACE

Dans les années vingt du IX® siècle à Bagdad, Muhammad ibn Mûsâ al- 
Khwârizmi fait paraître un livre qui marque la naissance d’une nouvelle 
discipline. Celle-ci ne se confond ni avec l’arithmétique, ni avec la géomé
trie, les deux disciplines alors connues. Ce nouveau calcul reçoit pour nom 
de baptême « al-jabr wa-al-muqàbala »' et, bien plus tard, « l’algèbre »̂ . 
Ce livre ne tarda pas à s’avérer fondateur, et ceci à plusieurs titres : 
fondateur de la nouvelle discipline, des mathématiques juridiques (le calcul 
des legs et des obligations) et, surtout, révélateur des nouvelles possibilités 
inhérentes à l’algèbre et dont la réalisation par les successeurs d’al- 
Khwârizmi a entièrement refaçonné la configuration des mathématiques^. 
Pour tout dire, il suffit d’oublier le livre d’al-Khwàrizmi pour ne plus rien 
comprendre à l’histoire des mathématiques après le neuvième siècle.

Or on sait que l’histoire d’une œuvre mathématique, surtout lorsque 
celle-ci est fondatrice, est aussi celle des lectures qui en ont été faites par 
les contemporains et les proches successeurs. Dans le cas du livre d’al- 
Khwârizmi, c’est d’un accord unanime que ceux-ci ont reconnu l’impor
tance de l’événement, conscients qu’ils étaient de la nouveauté radicale de 
la discipline. Sans tarder, ils ont commencé à exploiter l’invention d’al- 
Khwârizmi, à consolider les assises de la nouvelle discipline et à la 
développer. De tous ses proches successeurs (une ou deux générations), 
c’est Abû Kâmil qui a le plus contribué à cette tâche.

Dans le préambule de son livre, Abû Kâmil annonce explicitement son 
projet : conmienter l’écrit d’al-Khwârizmi. Par « commenter », il est loin 
d’entendre une simple lecture explicative. Il s’agit d’éclairer ce que son 
prédécesseur a laissé dans l’ombre, de dégager ce qui reste enfoui dans le 
livre, d’étendre la discipline elle-même au delà des limites initialement 
fixées, de reprendre les démonstrations sur des bases plus sûres et de les

R. Rashed, Al-Khwârizmi : Le commencement de l ’algèbre, Paris, 2007, p. 94.
 ̂ Les vocables « algèbre » pour désigner la nouvelle discipline et « algébriste » 

pour distinguer le mathématicien sont présents dans les écrits des successeurs d’al- 
Khwârizmi.

 ̂ R. Rashed, « Founding Acts and Major Tuming-Points in Arab Mathematics », 
dans J. Z. Buchwald (éd.), A Master of Science History : Essays in Honor o f Charles 
Coulston Gillispie, Archimedes 30, Dordrecht, 2012, p. 253-271.
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multiplier, et de démontrer ce que le mathématicien a laissé sans preuve. Il 
va donc entreprendre de réaliser les normes mêmes d’al-Khwârizmi, en 
approfondissant sa démarche et en la systématisant, pour enfin donner de 
nouvelles frontières à la discipline. Pour ce faire, Abü Kâmil ne s’attachera 
en fait qu’au premier livre de l’ouvrage d’al-Khwârizmi, celui que ce der
nier consacre au calcul de l’algèbre et à ses applications en géométrie. Il ne 
considérera donc pas le second livre, où il est question des legs et des tes
taments et qui servira de base au « calcul juridique ».

Ce choix reflète en fait une évolution du projet pensé par al- 
Khwârizmi : nous sommes en présence d’une autre conception de l’exten
sion de la discipline. Désormais pour Abù Kâmil, en effet, l’algèbre à 
proprement parler comprend la théorie des équations, le calcul algébrique 
et la résolution à l’aide de ces moyens des problèmes de géométrie et 
d’arithmétique. L’application de l’algèbre au domaine juridique -  legs, 
testaments, etc. -  relève d’une autre discipline, celle des « obligations » (al- 
Farâ’id). Ne relèvent donc de l’algèbre que ses applications menées dans 
les deux autres disciplines mathématiques : la géométrie et l’arithmétique. 
Abù Kâmil traite d’ailleurs des legs et des testaments dans un livre indé
pendant, preuve supplémentaire qu’il entendait bien les isoler d’un traité 
d’algèbre.

Or ce nouveau tracé des frontières de l’algèbre n’est en fait pas en 
totale rupture avec celui d’al-Khwârizmi, lequel ne traitait des legs et des 
testaments que dans le second des deux volumes qui composent son 
ouvrage. Le choix d’Abü Kâmil est donc pour ainsi dire annoncé en fili
grane dans la construction de son prédécesseur. Et c’est bien à cette tradi
tion qu’Abü Kâmil revendique haut et fort appartenir. Pour lui, c’est al- 
Khwàrizmî et nul autre qui a inventé l’algèbre. Il écrit par exemple qu’il a 
établi, dans son second livre, « la preuve de l’autorité et de la préséance en 
algèbre et al-muqàbala de Muhammad ibn Müsâ al-Khwârizmi »'*. C’est 
dans l’ouvrage d ’al-Khwârizmi qu’Abü Kâmil a appris son métier 
d’algébriste, et c’est ce livre qu’il entend « commenter », même s’il est vrai 
que ce « commentaire » s’est nourri des moyens supplémentaires offerts 
par les géomètres et les arithméticiens. Non seulement Abü Kâmil connais
sait, et de première main, les Eléments d’Euclide, mais il adhère sans 
réserve aux normes de la démonstration qui s’y trouvent consignées. Il cite 
plus d’une fois les Eléments, et emprunte des propositions aux différents 
livres du traité.

Mais, si nous connaissons les géomètres évoqués par Abü Kâmil, nous 
ne savons rien des « arithméticiens (hussàb) ». Abü Kâmil ne cite aucun 
nom ni aucun titre, et ne les évoque que collectivement sous le vocable

Cité dans Hâjji Khalifa, Kashf al-zunun, éd. M. §. Yaltkaya, vol. II, p. 1469-1470.
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« les arithméticiens (hussàb) ». Mais il ressort de sa description qu’il s’agit 
de ces arithméticiens qui traitaient de collections de problèmes, les trans
mettant de génération en génération avec leurs procédés de solution, sans 
justifier ces solutions ni se préoccuper de démontrer ce qu’ils affirmaient. 
Ces collections comportaient des problèmes indéterminés, ainsi que des 
progressions arithmétiques. Si donc l’on en croit la description d’Abü 
Kâmil, c’était là une pratique empirique de l’arithmétique et non point une 
science arithmétique. Or c’est à ce propos qu’il conçoit un nouveau projet, 
dont la réalisation modifiera l’extension de l’algèbre : il s’agit de transfor
mer cette pratique artisanale et empirique -  notamment tout ce qui porte sur 
les problèmes indéterminés et les progressions arithmétiques -  en une 
véritable science mathématique ; et c’est au moyen de l’algèbre que va 
s’opérer cette transformation. Ainsi, en appliquant les procédés de l’algèbre 
aux problèmes indéterminés, Abù Kâmil conçoit, pour la première fois 
dans l’histoire, l’analyse indéterminée rationnelle, ou l’analyse diophan- 
tienne rationnelle comme on la nomme aujourd’hui. Et, en appliquant 
l’algèbre à l’étude des progressions arithmétiques, il introduit dans cette 
étude les normes de la démonstration.

Rappelons à ce propos qu’al-Khwârizmi n’aborde pas dans son livre 
l’analyse indéterminée. Quant à Diophante, il ne distingue pas dans ses 
Arithmétiques entre analyse indéterminée et analyse déterminée. Il fallait 
pour que cette séparation s’opère attendre l’institution de l’algèbre comme 
science mathématique, avec la théorie des équations. Abü Kâmil effectue 
cette distinction et intègre pour la première fois -  et pour longtemps -  
l’analyse indéterminée comme chapitre à part entière d’un traité d’algèbre.

Ainsi, tout en commentant al-Khwârizmi et en se réclamant de lui, Abü 
Kâmil va plus loin et dessine d’autres frontières pour la discipline. Même 
lorsqu’il s’emploie à éclairer le texte de son prédécesseur, notamment dans 
les chapitres sur la théorie des équations et sur le calcul algébrique, il 
s’occupe des équations biquadratiques (et non plus seulement quadrati
ques), il intègre les irrationnels quadratiques non seulement comme incon
nues (ce qu’al-Khwârizmi avait commencé à faire) mais comme coeffi
cients, il donne de chaque algorithme plusieurs démonstrations à l’aide des 
théorèmes des Eléments d’Euclide, il développe le calcul algébrique et 
recourt plus fréquemment aux démonstrations algébriques. Tout est donc 
en place pour que naisse un autre projet, conçu et formulé presqu’un siècle 
plus tard par le successeur d’Abü Kâmil, al-Karaji : l’arithmétisation de 
l’algèbre. Il ne faut donc pas s’étonner que ce dernier, ainsi que ses suc
cesseurs comme al-Samaw’al, ne cessent de revenir au premier livre 
d’algèbre d’Abü Kâmil, pour lui emprunter propositions, problèmes et 
méthodes. Ainsi al-Karaji n’emprunte pas moins d’une cinquantaine de
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problèmes à VAlgèbre d’Abü Kâmil. Al-Samaw’al, plus tard, aussi bien que 
Fibonacci, en feront de même^.

La contribution d’Abù Kâmil, on vient de le voir, enrichit le contenu 
même de l’algèbre d’al-Khwârizmi, applique celle-ci à la rationalisation 
d’une pratique empirique et artisanale des arithméticiens et aboutit ainsi à 
la conception de ce nouveau chapitre sur l’analyse indéterminée ration
nelle. Mais elle ne se limite pas à cela : elle participe aussi à la constitution 
de ce qu’on a coutume d’appeler « l’algèbre géométrique ». Abü Kâmil, 
comme Thâbit ibn Qurra (826-901), tous deux familiers de la géométrie 
euclidienne et de l’algèbre d’al-Khwârizmi, ont recours aux propositions du 
second livre des Éléments (II.5 et II.6 notamment) ainsi qu’à la théorie des 
proportions pour démontrer les algorithmes de solution des équations 
quadratiques. Abû Kâmil pour sa part suit al-Khwârizmi en appliquant 
l’algèbre aux problèmes de géométrie. Mais, alors que ce dernier ne 
considère dans ses problèmes que des quadrilatères, des triangles et des 
cercles, Abû Kâmil consacre un chapitre entier au pentagone et au 
décagone.

Tout au long de la rédaction de son livre, Abü Kâmil ne procède ni par 
images, ni par schèmes. C’est en appliquant l’algèbre aux problèmes des 
arithméticiens qu’il donne à ces problèmes et aux procédés de leur solution 
une dimension véritablement mathématique ; et c’est par son application 
aux problèmes géométriques qu’il investit un nouveau domaine, celui de 
l’algèbre géométrique. Dans un cas comme dans l’autre, Abü Kâmil pensait 
pouvoir accéder à un statut de généralité que problèmes et procédés 
n’avaient pas auparavant. Mais la langue standard et uniforme de l’algèbre 
non symbolique était une entrave à l’accomplissement de cet espoir. On 
examinera comment le mathématicien a tenté par sa pratique de surmonter 
un tel obstacle.

Observons enfin que, malgré les différences considérables qui séparent 
Abü Kâmil de son prédécesseur de deux générations tout au plus -  al- 
Khwârizmi - ,  son livre demeure la voie obligée d’accès à l’œuvre de ce 
dernier. Il permet en effet de préciser sa place dans l’histoire de la 
discipline, d’éclairer la signification de sa contribution ainsi que ses 
limites, souvent mal perçues par les demi-habiles amateurs de précurseurs, 
séduits par des comparaisons hasardeuses et anhistoriques.

L'Algèbre d’Abù Kâmil est aussi la voie obligée pour pleinement saisir 
le projet de son successeur du dixième siècle, al-Karajï, projet que j ’avais 
désigné comme l ’arithmétisation de l ’algèbre^. C’est en effet à partir du

 ̂Voir Introduction et les notes à l’édition.
 ̂Voir R. Rashed, « L’arithmétisation de l’algèbre au xii^ siècle », dans Actes du 

XIIF Congrès international d ’histoire des sciences, Moscou, 1974, p. 3-30.
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livre d’Abù Kâmil et des Arithmétiques de Diophante qu’al-Karaji a pu 
concevoir son projet, tel qu’il se présente notamment dans ses deux livres : 
al-Fakhri et al-BadV. Dans le premier, il emprunte à Abû Kâmil pas moins 
de cinquante problèmes, et à Diophante les quatre premiers livres des 
Arithmétiques. Sans le livre d’Abü Kâmil, on n’est donc pas en mesure de 
restituer l’histoire de la tradition algébrique inaugurée par al-Khwârizmi, 
tradition qui a progressé par les extensions successives des différents chapi
tres, et aussi par les remaniements des programmes de recherche et par 
l’invention de nouveaux chapitres : l’analyse indéterminée, par exemple.

La contribution d’Abü Kâmil en analyse indéterminée ne se borne pas à 
ce chapitre sur l’analyse indéterminée rationnelle de son traité d’algèbre. Il 
compose un autre livre où il applique l’algèbre à des problèmes arithméti
ques qui circulaient à son époque. Dans ce second livre intitulé Sur les 
volatiles, il développe l’analyse indéterminée en nombres entiers du 
premier degré.

Le lecteur trouvera ici Veditio princeps du livre d’algèbre d’Abü Kâmil 
et de son autre livre. Sur les volatiles, ainsi que leur traduction intégrale. 
Les deux textes ont été établis selon les normes les plus exigeantes de 
l’édition critique. La traduction est littérale, respectueuse autant qu’il est 
possible du génie des langues. La démarche est d’autant plus nécessai
rement scrupuleuse que, du livre d’Abü Kâmil, nous n’avons qu’une 
traduction latine médiévale, partielle, et une autre, hébraïque. Quant à son 
livre sur les volatiles, on n’en a qu’une traduction allemande provisoire.

Reste à dire quelques mots du commentaire mathématique des textes 
d’Abü Kâmil. Rédigés il y a plus de onze siècles, ces traités le furent dans 
un contexte totalement étranger au nôtre, que nous ne connaissons pas et 
qui ne nous est que partiellement accessible. La tentation la plus immé
diate, à laquelle certains n’ont pas résisté, est d’interpréter Abü Kâmil à 
l’aide de ses propres mots. Illusion d’un apprenti-philologue. Si en effet la 
philologie -  maîtrisée -  est indispensable à la restitution du contexte, elle 
doit, pour être efficace, être orientée par une compréhension en profondeur 
des mathématiques du texte et de leur histoire.

Or cette compréhension ne peut naître que de nos connaissances néces
sairement datées, elles-mêmes insérées dans des contextes différents et dif
férents de celui de l’auteur : c’est toujours, qu’on le veuille ou non, dans la 
langue d’une autre mathématique et avec les notions de celle-ci qu’on lit un 
texte. Tous les historiens qui ont écrit sur l’algèbre d’Abü Kâmil ont 
emprunté la langue de l’algèbre symbolique tardive. Mais, ce faisant, on 
quitte le contexte de l’auteur. Le symbolisme autorise en effet des générali
sations, des itérations, des déductions, etc., que la langue naturelle est sou
vent inapte à opérer. Et, qui plus est, ce modèle interprétatif élaboré à partir
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de l’algèbre symbolique s’avère parfois inefficace. Le chapitre sur 
l’analyse indéterminée rationnelle, par exemple, sera mieux éclairé et 
expliqué par un modèle conçu à partir de la géométrie algébrique, qui per
mettra d’identifier les algorithmes appliqués et de comprendre en profon
deur le sens des conditions auxquelles le mathématicien a soumis les solu
tions. Qu’il s’agisse d’Abù Kâmil ou des algébristes des siècles suivants, 
l’interprétation à l’aide de l’algèbre symbolique n’est pas moins anachroni
que que celle qui part de la géométrie algébrique.

Toute la difficulté de l’interprétation d’un texte mathématique ancien 
réside, à l’évidence, dans ce dilemme : comment, avec des modèles 
empruntés à d’autres mathématiques, inventés dans d’autres contextes 
inconnus de l’auteur, restituer les significations que ce dernier a déposées 
dans son texte ? Sur ce point, je me suis expliqué plus d’une fois .̂ Il s’agit, 
selon le domaine, de combiner une analyse philologique sûre, une histoire 
de l’élaboration du texte et des pratiques et procédés mis en œuvre par son 
auteur pour le rédiger, et, enfin, des modèles mathématiques construits à 
partir des disciplines que ce texte a contribué à fonder et, donc, appartenant 
à des mathématiques postérieures à celui-ci, modèles aptes à révéler la 
mathesis de l’auteur. Dans le cas qui nous occupe ici, ces modèles sont 
l’algèbre et la géométrie algébrique. Mais le recours à ces modèles n’est 
qu’instrumental : indispensable, en raison de ce rapport diffus d’identité et 
de différence qui relie les contextes, l’algèbre d’Abü Kâmil aux disciplines 
modernes, l’instrument ne se substitue pas à l’objet, cela va de soi. Il relève 
d’une tout autre mathesis. L’historien doit donc le manier avec prudence et 
sagacité, pour ne pas attribuer au texte ancien les notions véhiculées par 
l’instrument : le modèle.

Un dernier mot sur l’histoire de notre édition. Achevée, ainsi que la 
traduction de sa majeure partie, il y a un quart de siècle environ, elle a cédé 
le pas à d’autres projets. Cet état de choses se serait sans doute prolongé si 
M. Erwan Penchèvre n’avait proposé de m’aider à reprendre ce chantier 
pour mettre un point final à ce travail. Si je raconte cette histoire, c’est pour 
lui dire ma gratitude. C’est toujours un plaisir de remercier Christian 
Houzel qui a relu les commentaires historiques et mathématiques et qui les

 ̂R. Rashed, Apollonius : Les Coniques, tome 1.1 : Livre /, commentaire historique 
et mathématique, édition et traduction du texte arabe, Berlin / New York, 2008 et « Lire 
les anciens textes mathématiques ; le cinquième livre des Coniques d’Apollonius », 
Bollettino di storia delle scienze matematiche, vol. XXVII, fasc. 2, 2007, p. 265-288.
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a fait profiter de ses remarques et de ses corrections. Madame Aline Auger 
a préparé ce livre à l’édition et a composé les glossaires et les index ; 
qu’elle trouve ici l’expression de ma reconnaissance.

Roshdi Rashed 
Bourg-la-Reine, janvier 2012
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AVERTISSEMENT

< >

[]

Ces crochets isolent dans le texte arabe ce qui est ajouté pour combler une lacune 
du manuscrit. Dans la traduction française, ils sont maintenus seulement pour les 
titres ; par ailleurs, ils sont introduits pour isoler un ajout au texte arabe, 
nécessaire à l’intelligence du texte français.

Ces crochets sont utilisés seulement dans le texte arabe pour indiquer que le mot 
ou le passage ainsi isolés doivent être supprimés pour la cohérence du texte.

Ce signe indique la fin du folio d’un manuscrit.

Pour distinguer les termes mal (le carré de l’inconnue) et m urabba' (le carré 
géométrique), tous deux nécessairement rendus en français par « carré », nous avons dii 
recourir à une simple différence d’impression, en notant carré (en italique) pour mal.



INTRODUCTION

1. ABÜ KÀMIL : ALGÉBRISTE ET INGÉNIEUR

Aucune source historique ne consacre un article vraiment détaillé aux 
dates et faits d’Abû Kàmil. Les anciens biobibliographes, tels qu’al- 
Nadim', al-Qifti^, etc., sont brefs ; quant aux anciens auteurs d’annales 
historiques, s’il leur arrive d’évoquer les mathématiciens et les astronomes, 
c’est seulement en fonction des Califes et des Princes que servaient ces 
derniers. Nous allons essayer de recueillir le peu d’informations que les uns 
et les autres ont transmises sur Abù Kàmil et sur son œuvre.

Tous les anciens biobibliographes et historiens, al-Nadim comme, plus 
tard, Ibn Khaldûn^, s’accordent sur le nom et l’origine du mathématicien. 
Son nom est Shujà' ibn Aslam ibn Muhammad ibn Shujà', dit Abû Kàmil, 
selon l’usage arabe de désigner l’homme par le nom de son fils aîné, ou 
simplement par respect. Il est égyptien et a vécu à al-Fustàt'^, qui était alors 
la capitale du pays, avant la fondation du Caire. C’est parce que tous 
reconnaissent son éminence dans les mathématiques, et particulièrement 
dans les disciplines numériques, qu’ils le surnomment « al-Hàsib », 
de « hisàb » (calcul et algèbre). Les biobibliographes et certains historiens,

Al-Nadim, Kitâb al-Fihrist, éd. R. Tajaddud, Téhéran, 1971, p. 339 :
. ULc bUili ijLSj I d* ^  ^3
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 ̂Al-Qifti, Ta’rikh al-hukamâ’, éd. J. Lippert, Leipzig, 1903, p. 211 :
aJj «Ljljl <jL«j *3isj jjj ilH 1 ijjl 

...
On peut également lire dans la notice de 'Ali ibn Ahmad al-'Imrâni de Mosoul : 

« Parmi ses livres : un commentaire du livre de l’algèbre et à.'al-muqâbala de 
l’arithméticien égyptien, Abü Kàmil Shujà' ibn Aslam » (p. 233).

 ̂ Ibn Khaldün écrit : « le premier qui a écrit dans cet art (l’algèbre) est Abû 'Abd 
Allàh al-Khwàrizmi ; et, après lui, Abû Kàmil Shujà' ibn Aslam » (Muqaddima, Le 
Caire, s.d., p. 484).

 ̂ Sur ce qu’était al-Fustàt à l’époque, voir par exemple al-Qalqashandi, Subh al- 
A'shà, repr. Bûlàq, Le Caire, 1963, vol. III, p. 331-334.



comme Ibn Khaldün, lui attribuent un traité substantiel en algèbre et, dans 
leur hiérarchie, le placent en compagnie de l’inventeur de la discipline : al- 
Khwârizmi. Al-Nadim, au x* siècle, établit pour sa part une liste de ses 
écrits mathématiques^.

Sans plus d’informations sur l’homme, les historiens récents des 
mathématiques qui ont écrit sur Abû Kâmil -  H. Suter, L. Karpinski, 
J. Weinberg, M. Levey^, parmi d’autres -  ont opté pour les dates approxi
matives suivantes : né vers 850, mort en 930. Ils ont fait ce choix en fonc
tion d’al-Khwàrizmi -  le prédécesseur d’Abû Kâmil -  et des dates des 
commentateurs de VAlgèbre d’Abü Kâmil. D’autres historiens, pour éviter 
de donner des dates somme toute arbitraires, ont préféré rester dans le 
vague en situant Abû Kâmil dans la seconde moitié du neuvième siècle. 
Seul A. Anbouba a affirmé avec précision qu’en 265/878, « et probable
ment avant, Abû Kâmil était déjà un homme de science reconnu »̂ . Reve
nons à notre tour sur cette question des dates d’Abû Kâmil, à partir des 
propos que lui attribuent deux historiens anciens.

Le premier, l ’historien de la dynastie qui gouvernait l ’Égypte à 
l’époque, al-Balawi, attribue à Abû Kâmil, dans son livre composé vers le 
milieu du x*" siècle, La vie (Sîrat) d ’Ahmad ibn Tülün (fondateur de la 
dynastie), les propos suivants :

Abû Kâmil a dit : quand Ahmad ibn Tûlûn m ’a libéré (c’est-à-dire de pri
son), il m ’a chargé de l ’Arsenal. II m ’a appelé un jour et m ’a dit : quant à 
l’équipement que tu as fait pour moi, un peu moins aurait suffi, tant mon 
prestige a progressé dans le cœur des gens ; excepté pour les bateaux : la mer 
ne me craint pas et ne redoute pas ma puissance, et pour la mer on ne cons
truit que des choses fermes et d ’excellente technique®.

Il ressort de ces propos qu’Abû Kâmil s’est occupé de l’équipement 
militaire d’Ibn Tûlûn, qu’il a fait de la prison pour des raisons inconnues et 
que, une fois libéré, il a été nommé directeur de l’Arsenal.

Le portrait d’Abû Kâmil tel que le suggère la citation précédente est 
celui d’un mathématicien ingénieur. À cette époque, diriger l’Arsenal reve
nait à faire le travail d’un ingénieur en chef, chargé de contrôler la cons
truction des bateaux et de perfectionner les instruments de navigation. A

2 Introduction

 ̂Voir note 1 et, plus loin, p. 6.
 ̂Voir la Bibliographie à la fin du livre.
 ̂A. Anbouba, « L’algèbre arabe aux ix' et siècles », Journal for the History of 

Arabie Science, vol. 2, n° 1, 1978, p. 66-100. Voir également « Un algébriste arabe : 
Abu Kâmil Sugâ' ibn Aslam », Horizons techniques du Moyen-Orient, 1® année, n° 2, 
1963, p. 6-15 (à la p. 8), qui est l’article le plus informé sur Abu Kâmil.

® Al-Balawi (Abu Muhammad 'Abd Allâh ibn Muhammad al-Madinï), Sirat Ahmad 
ibn Tülün, éd. Muhammad Kurd 'Ali, Le Caire, s.d., p. 208.

cela, il fallait ajouter la fonction de chef du personnel, qui devait choisir les 
artisans, inspecter les bateaux au mouillage dans les ports, etc.^ Cette pré
occupation d’ingénieur se manifeste d’ailleurs dans un livre de géométrie 
élémentaire, géométrie pratique sans démonstration, destiné aux artisans’®.

Pour retracer le contexte, rappelons qu’Ibn Tûlûn a régné sur l’Égypte 
au nom du Calife de Bagdad entre 254/868 et 270/883. Mais ses rapports 
avec Bagdad ne tardèrent pas à se détériorer, en raison de ses désirs d’indé
pendance et de sa volonté d’établir sa propre dynastie, qui l’ont amené à 
constituer une armée puissante, ainsi qu’une flotte de guerre. C’est donc au 
cours de son règne, en 263/876, que, dans la crainte d’une attaque mari
time, il a restauré la citadelle et agrandi l’arsenal qui se trouvaient dans 
rîle  de Rûda” , proche de la capitale al-Fustât (aujourd’hui une partie du 
Caire) ; et, comme l’écrit al-Kindi l’historien, à l’époque de cette dynastie :

Ahmad ibn Tûlûn a activement travaillé pour bâtir les bateaux militaires’̂ .

Deux ans plus tard, en 878, il mène une expédition en Syrie et charge 
son fils aîné -  al-'Abbâs -  de le remplacer pendant son absence. Mais ce 
dernier, influencé par ses officiers, tente de s’emparer du pouvoir. A son 
retour en Égypte, Ahmad ibn Tûlûn punit son fils et fait exécuter les offi
ciers. Or, parmi ces derniers, se trouvait Ahmad ibn Aslam’̂ . S’agit-il d’un 
parent proche d’Abû Kâmil, comme l’indique le nom ? Faut-il voir dans cet 
éventuel lien de parenté la raison de l’emprisonnement, de courte durée 
sans doute, d’Abû Kâmil ? Nous n’avons aucun moyen de répondre. Quoi 
qu’il en soit, innocent, il ne tarda pas à recouvrer la liberté et à être chargé 
de l’arsenal.

Ainsi, en 878 et vraisemblablement avant, Abû Kâmil était un person
nage important, un ingénieur réputé qui avait déjà donné des preuves, pro-
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® Voir al-Sayyid Abü Sidüra, Les métiers et les industries dans l ’Égypte Islamique 
(en arabe). Le Caire, 1991, p. 202-203.

’® Voir plus loin.
” Sur cette île et sur l’arsenal, voir al-Maqrizi, Kitâb al-mawà'iz wa-al-i'tibàr, éd. 

Ayman Fü'âd Sayyid, London, 2002, vol. III, p. 568 sqq. Voir aussi Ibn Duqmâq, Kitâb 
al-intisâr li-wàsitat 'aqd al-amsâr f i  tàrikh Misr wa-jughràfiyyatihâ, éd. Bûlâq, Le 
Caire, s.d., vol. I, p. 109-110 ; Ibn Taghribardi, Abü al-Mahâsin, al-Nujüm al-zàhira f i  
mulük Misr wa-al-Qâhira, 4 vol.. Le Caire, 1933, vol. III, p. 12.

Abü 'Umar al-Kindi, Kitâb al-Wulâh wa-Kitâb al-Qudâh (The Govemors and 
Judges of Egypt), éd. Rhuvon Ouest, repr. Le Caire, s. d., p. 218. On y trouve un 
chapitre sur Ibn Tülün et sa dynastie, p. 212-258. Voir aussi Ibn al-Athir, al-Kâmil f i  al- 
târikh, Beyrouth, 1979, vol. VII, p. 324-325 ; Ibn Kathir, al-Bidâya wa-al-Nihâya, Le 
Caire, s.d., vol. XI, p. 45.

Abü 'Umar al-Kindi, Kitâb al-Wulâh wa-Kitâb al-Qudâh, p. 220-223. Parmi les 
chefs de l’armée qui ont incité al-'Abbâs, le fils d’Ibn Tülün, à la désobéissance, figure 
en effet Ahmad ibn Aslam (p. 220).



che du pouvoir, né très probablement dans les années trente du neuvième 
siècle.

Un autre littérateur de l’époque, Abû Ja'far Ahmad ibn Yûsuf al- 
Baghdâdï al-Misri, rapporte dans son livre al-Mukàfa'a d’autres propos 
d’Abù Kâmil :

J ’ai (Abû Kâmil) demandé à Sanad ibn 'Ali : qui t ’a introduit auprès d’al-
Ma’mün (le calife) pour que tu sois en rapport avec lui et au nombre des
savants de sa cour''^ ?

Abü Kâmil rapporte alors la longue réponse de Sanad ibn 'Ali, laquelle 
ne manque pas d’intérêt pour une histoire sociale de la science de l’époque.

Or Sanad ibn 'Ali est un fameux mathématicien et astronome de la 
génération d’al-Khwârizmi et d’al-Kindi le philosophe ; et al-M a’mûn 
régnait entre 813 et 830. Ce dernier a d’ailleurs rejoint sa capitale 
-Bagdad -  où résidait Sanad, en 819. Sanad a fait des observations 
astronomiques avec al-'Abbâs al-Jawhari, entre autres, en 829 et en 832. 
Tout indique donc qu’Abû Kâmil, jeune mathématicien, a rencontré 
quelque part Sanad ibn 'Ali, alors mathématicien confirmé et plus âgé. En 
effet Sanad ibn 'Ali, jeune mathématicien sous al-M a’mùn, avait 
suffisamment de prestige pour intervenir dans le conflit qui opposa les 
Banü Müsâ et al-Kindi (mort vers 860), sous le règne du calife al- 
Mutawakkil. Il devait être alors dans sa soixante-dixième année. Si donc 
Abü Kâmil l’a rencontré, ce ne peut être qu’avant 860. Plus jeune que 
Sanad ibn 'Ali d’une génération au moins, Abû Kâmil interroge donc son 
aîné sur sa carrière.

Cela confirmerait le témoignage précédent : Abü Kâmil est très vrai
semblablement né vers le début des années trente du neuvième siècle.

Reste à savoir quand il a rédigé son livre en algèbre. Nous ne pouvons 
ici avancer que des conjectures. Il semble que ce livre soit bien antérieur 
aux années soixante-dix du neuvième siècle, avant en tout cas l’épisode de 
la libération et de la direction de l’arsenal : Abû Kâmil, étant donné les 
usages de l’époque, n’aurait sûrement pas manqué de faire référence à 
Ahmad ibn Tülûn, son bienfaiteur. Or le livre ne mentionne ni patron ni 
dignitaire. Il est donc vraisemblable qu’il a été rédigé à une époque où Abü 
Kâmil n’était pas encore proche du pouvoir.
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Abu Ja'far Ahmad ibn Yusuf al-Baghdâdi al-Misri, al-Mukàfa'a, éd. Ahmad 
Amin et 'Ali al-Jàrim, Le Caire, 1941, p. 119 :

D’autre part, dans son Algèbre, Abü Kâmil cite ses sources : al- 
Khwârizmi et Euclide ; mais jamais Diophante. Or ce livre comprend tout 
un chapitre sur l’analyse indéterminée rationnelle. S’il avait connu les 
Arithmétiques de Diophante, Abû Kâmil n’aurait sûrement pas manqué de 
les exploiter pour enrichir son chapitre, comme il a tiré parti des Eléments 
d’Euclide dans sa rédaction d’un autre chapitre, sur les pentagones et les 
décagones réguliers convexes. Mais ce n’est que dans les années soixante- 
dix que les Arithmétiques de Diophante ont été traduites, par Qustâ ibn 
Lüqâ* .̂

On peut en tout cas conjecturer sans trop de risques qu’Abû Kâmil 
avait pour dates 830, environ, et 900, tout au plus, et certainement pas 850 
et 930 ; que cet homme du neuvième siècle est postérieur à al-Khwârizmi 
d’à peu près une génération, et qu’il a rédigé son livre avant 870.

Sur la formation d’Abü Kâmil, sur ses maîtres, sur ses faits, les sources 
historiques sont silencieuses. Les seules informations nous viennent de ses 
écrits, ceux qui nous sont parvenus et les titres de ceux qui n’existent plus. 
On sait toutefois, grâce aux témoignages déjà mentionnés, qu’il appartenait 
à la tradition des mathématiciens-ingénieurs. On sait également que, déjà 
au IX® siècle, les échanges entre les mathématiciens des différentes contrées 
du monde islamique n’étaient pas rares ; les voyages scientifiques entre les 
centres du monde islamique étaient pratique courante chez les savants en 
tous domaines -  Abû Kâmil était en effet en contact direct avec les mathé
maticiens de Bagdad comme Sanad ibn 'Ali ; il connaissait les traductions 
des Éléments d’Euclide ainsi que des travaux d’al-Khwârizmi, réalisées 
environ une génération avant lui à Bagdad. On peut donc en conclure qu’en 
mathématiques Abû Kâmil était formé à la géométrie euclidienne et à 
l’algèbre d’al-Khwârizmi, tout au moins. Mais, à plusieurs reprises, il évo
que dans ses écrits, à côté de ces derniers, « les arithméticiens »'^. Ce sont 
leurs travaux qu’il a voulu algébriser. Or sur ces « arithméticiens » et sur 
leurs travaux, nous ne savons rien. Abû Kâmil n’en cite aucun ; il ne men
tionne aucun titre, mais seulement des problèmes, et notamment des pro
blèmes indéterminés'^. Ce silence, et le genre des problèmes, laissent 
l’historien perplexe et enclin aux conjectures. S’agit-il des survivances 
d’une tradition alexandrine ? après tout, le grec n’avait pas complètement
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Sur la traduction par Qustâ ibn Lüqâ des Arithmétiques de Diophante, voir R. 
Rashed, Diophante : Les Arithmétiques, Livre IV, vol. 3, Collection des Universités de 
France, Paris, 1984.

Voir plus loin, p. 282 et Glossaire.
Voir plus loin.



disparu, tout au moins de certains monastères coptes'^. S’agit-il des échos 
de la traduction, en cours à Bagdad, des Arithmétiques de Diophante ? On 
sait en effet qu’entre Le Caire et Bagdad les relations étaient fréquentes et 
les échanges multiples. S’agit-il des problèmes arithmétiques qui circu
laient en Orient, entre l’Inde et l’Égypte ? Il n’y a qu’une histoire sociale et 
culturelle, encore en chantier, qui puisse éclairer et préciser toutes ces inter
rogations.

A côté de sa formation mathématique, Abû Kàmil avait sans aucun 
doute reçu une formation linguistique et juridique de premier plan. Il suffit 
en effet de lire le préambule à son Algèbre ainsi que les titres de ses écrits 
pour s’en convaincre. La langue est classique et maîtrisée, et il faut une 
formation juridique sérieuse pour rédiger un livre sur les testaments. On 
sait par ailleurs que, à cette époque, la ville d’Abû Kàmil, al-Fustàt, était le 
foyer d’une recherche active dans les domaines juridique, linguistique et 
historique.

Si maintenant nous en venons à la production mathématique d’Abü 
Kàmil, deux traits attirent notre attention : une spécialisation sans précé
dent ; un projet explicitement formulé de transformer les pratiques de cal
cul en des sciences apodictiques. En effet, l’essentiel de la production 
mathématique d’Abû Kàmil se concentre dans les disciplines algébriques, 
théoriques et appliquées ; quant à son projet, il l’expose dans la quasi tota
lité de ses ouvrages. On retrouvera chez les grands algébristes qui vont suc
céder à Abü Kàmil ces nouveaux traits caractéristiques.

L’information la plus ancienne sur la production mathématique d’Abû 
Kàmil nous est parvenue consignée dans la liste établie par al-Nadim en 
377/987. Ce dernier énumère les titres suivants (reproduits ici dans un autre 
ordre) :

1. L ’algèbre et al-muqâbala (Kitàb al-Jabr wa-al-muqâbala)
2. Sur les volatiles {Kitàb al-Tayr)
3. Sur les deux erreurs {Kitàb al-Khata'ayn)
4. La réunion et la séparation {Kitàb al-Jam ' wa-al-tafriq)
5. La mensuration des terrains {Kitàb al-Misàha wa-al-handasa)
6. Kitàb al- ’Asir
7. Kitàb al-Falàh
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 ̂Pour n’évoquer qu’un seul exemple, rappelons qu’en 955, c’est-à-dire un siècle 
environ après Abü Kàmil, Servus ibn al-Muqaffa', pour rédiger son histoire de l’Église 
copte, a fait traduire les sources grecques dont il avait besoin par un diacre égyptien de 
Damanhür (ville du Delta), nommé Mikhâ’il ibn Budayr. Voir Georg Graf, Geschichte 
der chrisîlichen arabischen Literatur, Studi e testi 133, Cité du Vatican, Biblioteca 
Apostolica Vaticana, 1947 ; éd. anastatique 1975, vol. II, p. 300 sqq.

'è. La clé d'al-Falàh {Kitàb Miftàh al-Falàh)
9. Kitàb al-Kifàya

À cette liste, le bibliographe tardif Hàjji Khalifa‘̂  ajoute
10. Calcul du retour légal et des testaments {Hisàb al-dawr wa-al-
wisàyà)
11. Les testaments par les racines {Kitàb al-wisàyà bi-al-judhür)

Comme on le voit, les quatre premiers titres traitent des disciplines 
algébriques. Le premier, de loin le plus important, est un traité d’algèbre (et 
de ses applications en arithmétique et en géométrie), et d’analyse indéter
minée rationnelle. Le second traite de l’analyse indéterminée en nombres 
entiers du premier degré. Le troisième porte sur la règle des deux erreurs et 
le quatrième sur le problème classique de l’augmentation et de la diminu
tion. Le cinquième, destiné aux débutants, entend enseigner comment 
résoudre par l’algèbre des problèmes de mensuration des terrains. Les deux 
derniers livres -  10 et 11 -  qui peuvent parfaitement n’en être qu’un, dont 
le titre aurait été dédoublé par le copiste, portent sur l’application de 
l’algèbre aux questions juridiques posées par les testaments. Quant aux 
titres 6, 7, 8 et 9, ils sont toujours introuvables -  si toutefois ils ont jamais 
existé -  et ne suggèrent aucun contenu précis. D’ailleurs, aucun témoi
gnage, même indirect, ne nous est parvenu à leur propos. De plus, 7 et 8 se 
superposent, et ne semblent pas désigner deux livres indépendants.

Venons-en à présent aux livres dont les textes arabes existent, pour en 
examiner l’authenticité.
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2. LES ÉCRITS MATHÉMATIQUES D’ABU KÀMIL

2.1. L 'algèbre et al-muqàbala

Les anciens biobibliographes attribuent à Abû Kàmil un livre ainsi 
intitulé. D’autre part, il existe un manuscrit d’un traité d’algèbre du même 
Abü Kàmil (voir plus loin). S’agit-il d’un seul et même livre ? et cette attri
bution est-elle exacte ? Abû Kàmil lui-même écrit dans le préambule à son 
livre qu’il a composé un « livre en algèbre et al-muqàbala » {Kitàb al-jabr 
wa-al-muqàbala). Or c’est précisément le titre qui a été retenu pour son 
livre, et que l’on peut lire sur la première page du manuscrit. Que la

Hajji Khalifa, Kashf al-zunün, éd. M. §. Yaltkaya, Istanbul, 1943, vol. I, p. 663- 
664 ; vol. II, p. 1469-1470.



8 Introduction

formule ait été retenue comme titre par Abù Kâmil lui-même ou par les 
copistes ou les anciens biobibliographes importe d’autant moins que ceux- 
ci sont anonymes. De plus, ce titre est bien ancien : le biobibliographe al- 
Nadim le cite plus d’une fois dans son livre de 987. La première fois, dans 
le bref article qu’il consacre à Abû KâmiP ; une seconde fois lorsqu’il 
traite du mathématicien al-Istakhri (244/858-328/940)^*, qui avait 
commenté le livre d’Abû Kâmil ; et la troisième fois à propos d’un autre 
mathématicien, 'Ali ibn Ahmad al-'Imrâni, qui avait lui aussi écrit un 
commentaire^^ -  information confirmée par le biobibliographe du xill® siè
cle, al-QiftP. C’est toujours sous ce titre que l’algébriste al-Samaw’al (m. 
570/1174-75) le cite dans son autobiographie^"*.

Ces témoignages datés montrent que le livre circulait, avec ce titre, dès 
la fin du IX® siècle, et qu’il avait rapidement fait l’objet de deux commentai
res, aujourd’hui perdus. On sait d’ailleurs que d’autres commentaires ont 
suivi, comme nous l’apprend le biobibliographe du xvii® siècle, Hâjji 
Khalifa. Dans un article de son livre consacré à l’algèbre, il écrit :

Le premier qui a composé en elle est le maître Abû 'Abd Allah Muhammad 
ibn Mûsâ al-Khwârizmi ; son livre est connu et célèbre. Après lui, Abû 
Kâmil Shujâ' ibn Aslam a composé son livre général {al-shàmil, compen
dium), qui est parmi les meilleurs livres en algèbre, et parmi ses meilleurs 
commentaires est celui composé par al-Qurashi (qui est un Andalou du XIII® 
siècle)̂ .̂

Le même Hâjji Khalifa mentionne ce livre d’Abû Kâmil, sous le titre 
d'al-Jabr wa-al-muqàbala, dont il cite le premier paragraphe du 
préambule^^. Vérification faite, il s’agit bien du manuscrit qui nous est 
parvenu, ce qui confirme les anciens témoignages. Il rappelle d’autre part 
qu’Abû Kâmil a composé un autre livre, sur les testaments, qu’il a entre les 
mains, et c’est le même Abû Kâmil qu’il cite lorsqu’il écrit :

Â-«jâÛLj L̂iJI ^  JLejCj OiJI

Ch ïLUUj ^

Al-Nadim, Kitàb al-Fihrist, p. 339.
2* Ibid., p. 340.

Ibid., p. 341.
Al-Qifti, Ta'rikh al-hukamà’, p. 233. Voir note 2.
Al-Bâhir en Algèbre d ’As-Samaw’al, édition, notes et introduction par Salah 

Ahmad et Roshdi Rashed, Damas, 1972, p. 6 {mithl Kitàb Shujâ' ibn Aslam f î  al-jabr 
wa-al-muqàbala).

Hâjji Khalifa, Kashf al-zunûn, éd. M. §. Yaltkaya, p. 579.
Ibid., p. 1408.

J’ai composé un livre connu pour la perfection de l’algèbre, pour son achè
vement et pour le développement de ses fondements ; et j ’ai établi la preuve, 
dans ce second livre, de la préséance et de la priorité en algèbre et al- 
muqàbala de Muhammad ibn Mûsâ <al-Khwârizmi>^ .̂
On pourrait conclure de ces lignes, lues rapidement, qu’il existait un 

autre livre d’algèbre d’Abû Kâmil, intitulé « La perfection de l’algèbre, 
{Kamâl al-jabr) ». Or il n’en est rien, et une telle lecture est fautive, gram
maticalement aussi bien qu’historiquement. C’est d’ailleurs une erreur de 
ce type qu’a commise le biobibliographe Ibn al-Akfâni (mort en 1348), 
lorsqu’il écrit dans son livre Irshàd al-Qàsitf^ : « Le parfait d’Abi Shujâ' 
ibn Aslam (al-Kâmil li-Abi Shujâ' ibn Aslam) », ou « Abû Kâmil Shujâ' 
ibn Aslam ».

Tout indique donc qu’Abû Kâmil a écrit un seul traité substantiel en 
algèbre, et que c’est bien le traité qui nous est parvenu. En effet, en plus de 
la citation de Hâjji Khalifa évoquée plus haut, on peut avancer trois preuves 
décisives : la lecture du mathématicien al-Samaw’al, la traduction latine 
incomplète du livre ainsi que sa traduction hébraïque (cf. plus loin).

Quant à la traduction latine incomplète, il suffit de confronter le texte 
latin aux parties arabes lui correspondant pour n’avoir aucun doute sur 
l’authenticité du texte traduit. Il en est de même pour la traduction hébraï
que du livre d’Abû Kâmil.

Tous ces arguments convergent : le livre qui nous est parvenu est bien 
celui de VAlgèbre d’Abû Kâmil.

Sur le projet qui est le sien dans ce livre, Abù Kâmil s’explique à deux 
reprises : une première fois dans le préambule et une seconde fois dans une 
sorte de postface. Revenant sur sa démarche, voici ce qu’il écrit :

J’ai montré, expliqué et éclairé ce que j ’ai inscrit dans mon livre de ces 
problèmes, d’une explication claire, et j ’ai commenté ce dont al-Khwârizmi 
a laissé l’explication et l’éclaircissement, par des figures géométriques, une 
démonstration claire et un discours convaincant. J’ai obtenu pour les 
problèmes que j ’ai inscrits des principes utiles et rigoureux, par lesquels 
vous résolvez bien des problèmes qui étaient inaccessibles aux savants en 
arithmétique [...] ^̂ .
Abù Kâmil ne pouvait exprimer plus clairement l’ampleur de sa tâche : 

il entend dans ce livre poursuivre la réalisation du projet d’al-Khwàrizmi,
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Ibid., p. 1407-1408.
Dans J. J. Witkam, De Egyptische Arts Ibn al-Akfànî (gest. 749/1348) en Zijn 

Indeling van de Wetenschappen, Leiden, 1989, p. [404].
Voir p. 728.
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revenir aux fondements mêmes de l’algèbre et établir les démonstrations 
lorsqu’elles font défaut -  à l’aide soit de propositions géométriques, soit 
d’autres preuves (algébriques). Mais ce progranmie l’a mené à poser des 
principes pour résoudre des problèmes jusque-là non résolus. Nous verrons 
plus loin comment Abû Kâmil a achevé son projet.

Ce livre d’Abû Kâmil nous est parvenu en un unique manuscrit. C’est 
le manuscrit n° 379 (nouveau numéro : 19046) de la collection Kara 
Mustafà Pa§a de la Bibliothèque Beyazit d’Istanbul.

Certains bibliographes modernes ont cru qu’il existe une autre copie du 
livre d’Abü Kâmil : le manuscrit n° 98 Riyâdiyât de la Bibliothèque Astân 
Quds de Meshed (Iran). Or l’examen de ce manuscrit montre qu’il s’agit là 
d’un apocryphe. Il contient une étude de l’équation cubique par intersection 
des coniques, étude engagée par les géomètres un demi-siècle au moins 
après Abû Kâmil. Il n’existe donc, à notre connaissance, qu’un seul manus
crit de VAlgèbre d’Abû Kâmil. Il fait partie d’un legs religieux consenti par 
le grand vizir ottoman Mustafâ Pa§a (1634-1684). Ce dernier a apposé son 
sceau sur les pages 2\ 25', 37, 60', 75' ; on lit :

LàL .^'^1 IÂa v_«Sj

« Mustafâ Pa§a, le grand vizir, a légué ce livre... ».
Le manuscrit est composé de 111 folios, de 24,9 cm x 17 cm, d’un 

papier d’une seule et même fabrication. La reliure est en carton renforcé et 
relativement ancienne. Le dos est en cuir brun. La numérotation des folios 
est récente. Quant au texte, chaque page, de 18,5 cm x 11,5 cm, contient 21 
lignes en moyenne. Il est écrit en naskhî, distincte et soignée, à l’encre 
noire. Les figures sont parfois tracées à l’encre rouge.

Les seules ratures sont le fait du copiste qui a révisé sa copie sur son 
modèle, comme l’indiquent les ajouts en marge, selon la convention habi
tuelle, sahh. La copie a été achevée, comme nous l’apprend le colophon, en 
651 de l’hégire, c’est-à-dire en 1253 de Père chrétienne.

Le copiste ne se nomme pas et n’indique pas le lieu de la copie. On lit 
cependant au folio 36' une glose signée du nom d’Abû Yûsuf. Cette glose 
est écrite avec une autre plume, mais de la même main. Mais cela ne nous 
avance guère, car il est impossible d’identifier la personne.

En marge du folio 42', on lit une glose importante, d’une autre main. Il 
s’agit en fait d’une « licence d’enseigner {ijàza) » la partie du livre d’Abû 
Kâmil qui va du début jusqu’à ce folio 42'. Cette ijàza que donnaient les 
professeurs est signée d’un certain Sa'd ibn Muhammad ibn Ja'far, et datée 
du Caire, 762/1361.

Il est donc clair que l’on enseignait le livre d’Abû Kâmil au Caire au 
XIV® siècle, et que ce manuscrit copié en 1253 presque certainement au
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Caire y est resté durant plus de deux siècles, puisqu’il s’y trouvait encore à 
la fin du XV® siècle.

On peut en effet lire au folio l ' les noms des différents propriétaires. 
Tout d’abord :

« Propriété de Muhammad Sibt al-Mâradînî »
Il s’agit d’un mathématicien cairote né en 826/1423 et mort en 

907/1501. Ce dernier a cédé le livre à son élève Muhammad ibn Hasan al- 
Ansâri en 876/1471. Après l’invasion ottomane de l’Égypte, on retrouve le 
manuscrit au xvii® siècle dans la Bibliothèque du grand Vizir Mustafâ Pa§a.

Tout indique que ce manuscrit reproduit une tradition locale -  cairote -  
du livre d’Abû Kâmil. Mais, comme il s’agit d’un manuscrit unique et 
comme nous ignorons tout du modèle sur lequel il a été copié, il nous faut 
discuter de son authenticité. Or plusieurs témoins attestent de l’authenticité 
du texte copié, et de son attribution à Abû Kâmil. Nous n’en évoquerons 
que quatre.

2.1.1. Le témoignage d'al-Karaji

La première confirmation de l’authenticité du texte copié nous vient, 
indirectement, du successeur le plus prestigieux d’Abû Kâmil : al-Karaji. 
Nous avons montré ailleurs^® que c’est al-Karajï qui a mené le plus loin les 
recherches d’Abû Kâmil en algèbre et en analyse diophantienne ; et que 
c’est grâce à VAlgèbre d’Abû Kâmil et aux Arithmétiques de Diophante 
qu’al-Karajî a conçu un nouveau programme qui marquera le destin de 
l’algèbre : l’arithmétisation de l’algèbre. Ici, on se limite au seul chapitre 
de son livre al~Fakhri, consacré à la théorie des équations des deux pre
miers degrés, pour montrer que, lorsqu’il rédigeait ce livre, il avait le traité 
d’Abû Kâmil sous les yeux. Il s’est également référé à VAlgèbre d’Abû 
Kâmil lors de son étude de l’analyse indéterminée.

Voici le tableau de correspondance. On notera les problèmes identiques 
par « id. » et les problèmes qui diffèrent seulement par les valeurs des coef
ficients par « p.i. » (presque identique).

Voir R. Rashed, « L’arithmétisation de l’algèbre au xii^ siècle », dans Actes du 
XII7 Congrès international d ’histoire des sciences, Moscou, 1974, p. 3 -30 ; Entre 
arithmétique et algèbre. Recherches sur l ’histoire des mathématiques arabes. 
Collection « Sciences et philosophie arabes - Études et reprises », Paris, 1984.
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Abû Kâmil, 
chap. II, IV

al-Karaji Relation

II.7 III.9 p.i.

II.8 III. 10 p.i.

II.9 III. 11 id.

11.19 III.21 p.i.

11.20 III.22 id.

11.22 III.23 id.

11.24 III. 12 id.

11.25 III. 13 id.

11.26 III. 14 id.

11.27 III. 15 p.i.

11.28 III. 16 id.

11.31 III. 17 p.i.

11.35 III. 18 p.i.

11.36 III. 19 id.

11.37 11.34 id.

11.38 11.35 p.i.

11.39 11.36 p.i.

11.40 11.37 p.i.

11.41 11.49 p.i.

11.42 11.39 id.

11.43 11.40 p.i.

11.45 11.40 id.

11.46 11.41 id.

11.52 IV.17 id.

11.53 IV.18 id.

11.57 IV.19 id.

11.59 IV.20 id.
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Abü Kâmil, 
chap. II, IV

al-Karaji
----------------------------------- 1

Relation

11.63 IV.21 id.

11.64 IV.22 id.

11.65 IV.23 id.

11.67 IV.24 id.

11.69 IV.25 p.i.

11.70 IV.26 p.i.

IV. 1 11.22 id.

IV.2 11.23 id.

IV.3 11.24 p.i.

IV.IO 11.27 p.i.

IV. 11 11.28 id.

IV.13 11.29 id.

IV.16 11.30 p.i.

IV. 17 11.31 p.i.

IV.23 IV.28 id.

IV.24 IV.32 id.

IV.25 IV.33 id.

IV.31 IV.34 id.

IV.32 IV.35 id.

IV.35 IV.36 id.

IV.36 IV.37 id.

IV.37 IV.38 id.

IV.38 IV.39 id.

IV.39 III.27 p.i.

IV.42 III.5 id.

IV.43 III.6 id.
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2.1.2. Le témoignage d ’al-Samaw’al

Ce mathématicien né à Fès et mort en Asie centrale en 1174-5 cite à 
trois reprises le livre d’Abû Kâmil.

Dans son livre d’algèbre, al-Bâhir, al-Samaw’al cite in extenso 
quelques textes empruntés à Abû Kâmil. Le premier porte sur la multi
plication des signes (10 -  x)(10 -  x) = 100 + x^ -  20.̂ :, avec une longue 
démonstration géométrique^'. Le deuxième texte est un fragment de
treize lignes^^, où il cite l’énoncé de la démonstration de — • — = 1. Il suffit

b a
de confronter le texte d’al-Samaw’al à celui d’Abü Kâmil pour constater 
leur identité -  à quelques erreurs grammaticales près, qui sont le fait du 
copiste. La troisième citation^^, enfin, est un résumé du texte, où il 
reprend l’énoncé et la démonstration de

a + b \ f  a + b
a

a+b a+b  ------+ -------,

Ce témoignage, qui remonte au xif siècle, ne laisse aucun doute sur 
l’authenticité du texte et sur l’identité de son auteur.

2.1.3. La traduction latine

Le fonds latin de la Bibliothèque Nationale de France (Paris) conserve 
un codex, déjà signalé par Michel Chasles et quelques autres : le 7377 A. 
C’est à partir de cette traduction que L. C. Karpinski a rédigé deux études 
sur l’algèbre d’Abü KâmiF' .̂ Dans ce codex figurent une traduction latine 
partielle du traité d’Abü Kâmil, aussi bien qu’un traité anonyme : 
«Omnium que sunt alia sunt ex artificio hominis, alia non ... », dit 
« Mahamelet » par son auteur^^. Ce dernier texte, qui n’est pas une 
traduction, figure dans un autre manuscrit du même fonds : le 15461.

La traduction du traité d’Abü Kâmil contenue dans le 7377 A (noté P) 
est la seule qui existe. L. C. Karpinski a édité plusieurs paragraphes dans

34

Al-Bâhir, p. 40-41. Voir plus loin p. 292 et Note complémentaire [2], 
Al-Bâhir, p. 57. Voir plus loin p. 344 et Note complémentaire [3]. 
Al-Bâhir, p. 116. Voir plus loin p. 508 et Note complémentaire [4].
L. C. Karpinski, «The algebra of Abu Kamil Shoja' ben Aslam », Biblioîheca 

Mathematica, Série III, 12, 1912, p. 40-55 ; « The algebra of Abu Kamil », American 
Mathematical Monîhly, XXI, 2, 1914, p. 37-48.

35 Voir plus loin note 40.
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son article de 1912 ; mais ce n’est que très récemment que J. Sesiano et 
R. Lorch se sont donné la peine d’éditer l’ensemble du texte^ .̂ Le premier a 
édité la partie consacrée à la théorie des équations, tandis que le second 
s’est occupé du chapitre sur le pentagone et le décagone. Les deux éditeurs 
ne s’accordent cependant ni sur l’identité du traducteur, ni sur la date de la 
traduction. J. Sesiano propose d’attribuer la traduction à Guillaume de 
Lunis (ou de Luna), alors que R. Lorch hésite entre Robert de Chester, 
Gérard de Crémone et même Fibonacci (notons que, de la part de ce der
nier, nous ne connaissons aucune traduction). J. Sesiano pense que le 
manuscrit P est un autographe ; R. Lorch n’en dit rien. Dans cette situation, 
R. Hissette montre, à l’aide de preuves paléographiques et d’arguments 
philologiques^^, que P n’est sûrement pas un autographe, qu’il a été copié à 
la fin du XllL siècle, sinon au Xiv® siècle, et que le copiste a dû être 
confronté à des retouches, parfois difficiles à interpréter et qui portaient 
notamment sur des traductions doubles. Il se pourrait fort bien qu’un cer
tain nombre de ces retouches remontent au traducteur lui-même^®. Hissette 
conclut :

Puisqu’il est désormais acquis que P ne peut être l’exemplaire autographe de 
l’auteur de la version latine de Val-Jabr d’Abû Kâmil, les questions de la 
date et de l’attribution de cette version reviennent sur le tapis-̂ .̂

Si donc il est définitivement acquis que le traducteur ne peut pas être le 
copiste, et s’il est même possible, comme le suggère R. Hissette, qu’il y eût 
des « traductions doubles », il va falloir s’arrêter à la connaissance qu’on 
avait de l’algèbre d’Abû Kâmil avant la fin du XllL siècle. C’est ici 
qu’interviennent l’auteur anonyme du traité, dit « Mahamelet », d’une part, 
et Fibonacci, d’autre part.

À propos du « Mahamelet », A. Allard a montré rigoureusement que le 
manuscrit de Paris 15461 a été copié sur un modèle tolédan écrit aux envi
rons de 1143 (ce modèle contient en effet un calendrier des années 1143- 
1159). Il a également montré que ce livre contient une référence explicite à

J. Sesiano, « La version latine médiévale de l’Algèbre d’Abû Kâmil », dans 
M. Folkerts et J. P. Hogendijk (éd.), Vestigia mathematica, Studies in Médiéval and 
Early Modem Mathematics in Honour o f H.L.L. Busard, Amsterdam, 1993, p. 315- 
452 ; et R. Lorch, « Abû Kâmil on the Pentagon and Decagon », ibid., p. 215-252.

R. Hissette, « Guillaume de Luna a-t-il traduit Abû Kâmil ? », dans G. Endress et 
J. A. Aertsen (éd.), Averroes and the Aristotelian Tradition. Sources, Constitution and 
Réception of the Philosophy of Ibn Rushd (1126-1198). Proceedings of the Fourth 
Symposium Averroicum (Cologne, 1996), Leiden / Boston / Kôln, 1999, p. 300-315.

Ibid., p. 309.
Ibid., p. 312.
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la troisième partie de VAlgèbre d’Abü Kâmil'*®. Il s’ensuit nécessairement 
que le traité d’Abü Kâmil existait dans sa traduction latine dès le milieu du 
XII® siècle. Si à présent on revient à la traduction latine transmise par P pour 
la confronter au texte arabe, on ne peut qu’être surpris : certaines parties du 
texte arabe ont été traduites littéralement, à la manière d’un Gérard de 
Crémone ; d’autres, en revanche, ont été rendues de façon laborieuse, avec 
beaucoup de fautes et d’omissions. Ces dernières ont d’ailleurs gêné les 
éditeurs, qui ont dû corriger la traduction grâce à l’original arabe. De son 
côté, R. Hissette a donné quelques exemples de variations dans le style de 
la traduction et dans le choix de la terminologie, auxquels on pourrait 
ajouter beaucoup d’autres. On se contentera ici d’évoquer quelques ano
malies graves qui touchent directement la composition du texte de la 
traduction.

Le premier exemple est emprunté à la partie qui traite de la théorie des 
équations. Il s’agit du problème n° 8 (p. 339, 18 à 341, 7 de l’édition du 
texte arabe). La dernière méthode de solution du problème manque à la tra
duction. On lit d’ailleurs à cet endroit du texte latin : « Hic déficit. Scrip- 
tum est in Ebraico : “Hic déficit” À cela s’ajoutent quelques erreurs de 
traduction, comme l’expression « non est ex computatione », pour rendre 
'alâ ghayr al-qisma allati min 'àdat al-hussàb, « .. .  que les arithméticiens 
n’ont pas l’habitude d’utiliser ».

Le deuxième exemple est du même genre, quoique l’erreur soit plus 
grave encore : une omission qui correspond à la fin du problème 59 et aux 
problèmes 60, 61, 62 (p. 451, 14 à 465, 21 du texte arabe, dans l’édition ci- 
après). Cette fois aussi, on lit dans une glose : « “Déficit hic”, in 
Ebraico

Le troisième exemple concerne le chapitre sur le pentagone et le déca
gone. Le traducteur rend correctement les énoncés des deux problèmes 
qu’il numérote 13 et 14, pour ensuite s’écarter du texte arabe et donner une 
version fautive, sans traduire la véritable proposition 14.

Dernier exemple : le chapitre capital et original sur l’analyse indétermi
née est absent de la traduction existante.

Toutes ces anomalies, ajoutées à celles qu’ont signalées les éditeurs et R. 
Hissette, ainsi que la présence de deux styles différents de la traduction 
d’un seul et même livre, amènent tout naturellement à se demander si P, ou

A. Allard, Muhammad ibn Müsâ al-Khwàrizmi. Le Calcul indien (Algorismus), 
Paris, 1992, p. XIV-XVI ; et « L’influence des mathématiques arabes dans l’Occident 
médiéval », dans R. Rashed (éd.). Histoire des sciences arabes, t. II : Mathématiques et 
physique, Paris, 1997, p. 199-229, à la p. 224.

Ligne 1304 de l’édition J. Sesiano.
42 Ibid., ligne 2782.
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son modèle, est une copie d’une seule traduction ou la composition de deux 
traductions. Cette question, ainsi que celle de l’identité du (ou des) traduc- 
teur(s) et celle de la date de la traduction, sont pour l’heure un gage 
d’avenir.

2.1.4. La lecture de Fibonacci

Le troisième témoin de la connaissance du livre d’Abû Kâmil au Xll® siè
cle est le Liber Abaci de Fibonacci (la première édition est de 1202). Il est 
en effet hautement vraisemblable que ce dernier disposait d’une traduction 
latine de VAlgèbre d’Abû Kâmil, peut-être même de l’une de celles qui 
sont à l’origine du manuscrit P.

On peut en effet commencer par vérifier que Fibonacci a emprunté à la 
partie du livre qu’Abû Kâmil consacre à la théorie des équations, et à elle 
seule, non moins d’une cinquantaine de problèmes, souvent identiquement 
et dans l’ordre. Beaucoup d’autres problèmes ont été empruntés à la tra
duction latine du livre d’al-Khwârizmi. Mais, si on compare le Liber Abaci 
à la traduction conservée dans le manuscrit P, on constate qu’il n’y a pas 
une correspondance textuelle formelle entre les deux. Il est vrai que Fibo
nacci a opté pour un style de rédaction bien différent : il regroupe la 
démonstration algébrique et la démonstration géométrique dans un même 
texte, alors qu’Abû Kâmil les exposait successivement. D’autre part, Fibo
nacci, auteur, reformule la traduction, en ajoutant un commentaire, et par
fois d’autres problèmes que lui inspirent ceux qu’il a empruntés. Un fait 
significatif mérite cependant d’être considéré : on a noté qu’il manque à la 
traduction latine un texte de quelques pages (dans l’édition qui va suivre, 
111 à 120). Ce texte correspond aux problèmes 60, 61 et 62 d’Abù Kâmil. 
Or ces trois problèmes n’ont pas non plus été transmis au Liber Abaci. 
Fibonacci emprunte en effet, dans l’ordre et identiquement, les problèmes 
... 56, 57, 58, 59, 63, 64, 65, ... , ce qu’il n’aurait sûrement pas fait s’il 
avait eu accès au texte arabe. Tout cela laisse penser que la traduction 
latine consultée par Fibonacci, réalisée au xil® siècle, ne contenait pas ces 
problèmes, et qu’elle a été reprise (avec une autre) dans P. Cette fois encore 
la réponse à ces questions doit attendre l’édition critique du Liber Abaci.

Toutes ces questions sans réponse nous empêchent de remonter de la 
traduction latine au manuscrit arabe. Cette traduction peut cependant nous 
aider dans deux cas : les sauts du même au même dans le manuscrit arabe ; 
les omissions d’un mot, ou plus, dans ce même texte. Elle nous permet 
aussi d’isoler d’éventuels ajouts.

Venons-en aux emprunts de Fibonacci à VAlgèbre d’Abû Kâmil.



18 Introduction

Après la théorie des équations des deux premiers degrés et le calcul 
algébrique, Abû Kàmil, à l’exemple d’al-Khwârizmi, traite soixante-dix 
problèmes qu’il ramène aux équations déjà étudiées. Dans le Liber Abaci, 
Fibonacci consacre à son tour un chapitre à cette même étude, qu’il inti
tule : « Expliciunt introductiones algèbre et almuchabale. Incipiunt ques- 
tiones eiusdem ». Ce chapitre occupe les pages 410 à 459 de l’édition de 
Boncompagni de 1857. On savait depuis bien longtemps (cf. G. Libri, 
B. Boncompagni, G. Loria, parmi bien d’autres) que l’algèbre du Liber 
Abaci dépend de la traduction latine par Gérard de Crémone de VAlgèbre 
d’al-Khwârizmi. On savait aussi qu’elle dépend également de VAlgèbre 
d’Abû Kàmil. Ainsi, M. Levey a recensé 29 problèmes du Liber Abaci qui 
ont été empruntés à Abü KâmiF^. J’avais signalé dans une étude précédente 
qu’il faudrait presque doubler ce nombre'̂ '*.

Ici, nous ne considérons pas tous les emprunts de Fibonacci à Abû 
Kàmil, mais nous nous bornons au seul chapitre évoqué plus haut. Nous 
n’envisageons pas non plus l’impact qu’eut cet emprunt sur les mathémati
ques de Fibonacci, ni comment ce dernier a prolongé en latin les mathéma
tiques arabes. Notre but, c’est d’examiner l’authenticité et la diffusion de 
l’œuvre algébrique d’Abû Kàmil. Nous allons voir que, sur 90 problèmes 
qu’il traite, Fibonacci en a emprunté 58 à Abû Kàmil -  47 identiquement, 
11 presque identiquement, c’est-à-dire en modifiant la valeur des coeffi
cients. Il a également emprunté 21 problèmes à al-Khwàrizmï -  8 identi
quement, 13 presque identiquement. Les 11 problèmes qui restent des 90 
problèmes traités ont été conçus selon le modèle des problèmes empruntés.

The Algebra of Abü Kàmil, in a Commentary by Mordecai Finzi, Hebrew Text, 
Translation, and Commentary with Spécial Reference to the Arabie Text by Martin 
Levey, Madison / Milwaukee / London, 1966, p. 217-220. Notons que L. C. Karpinski a 
souligné, dans son article de 1912, certains emprunts de Fibonacci à Abû Kàmil.

R. Rashed, « Fibonacci et le prolongement latin des mathématiques arabes », 
Bollettino di Storia delle Scienze Matematiche, Anno XXIII, Numéro 2, Dicembre 
2003, Pisa-Roma, Istituti Editoriali e Poligrafici Intemaziolali, MMV, p. 55-73.
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Fibonacci Abû
Kàmil P®*’*

Remarques

x + y = 10 

x { l0 - x) =
(410) Khwàrizmi (144) id.

2.

x:-t-y = 10

— -̂--7 = 1 + -
x ( lO - x )  2

(ibid.) n° 1 id.

3.
X -I- y = 10 (ibid.) n° 2 id. Khwàrizmi (146) id.

2-t--U =100
9.

4.
a:-h y = 10 
10-a: 1

X 3

(ibid.) n° 3 p.i. Khwàrizmi (148) p.i.

5.
x + y = l2 

27{12-x) = x^
(ibid.) n° 4 p.i.

6.

jc-t-y = 10

x̂  + {\0 -x f =62 + ^
(ibid.) Khwàrizmi (152) p.i.

7. \ - x - - x  = x + 2A 
3 4

(411) Khwàrizmi (154) id.

jç-t-y = 10
X 10-.X - 1

---------- + ----------- =  3 - f -
1 0 - j: X  3

(412) Khwàrizmi (162) p.i.

9.
x + y = l0 
I f  6x
3 U 0 -X

(ibid.) Khwàrizmi (164) p.i.
-h6x = 39

i o . ^ - ^ = “ - r 2 A
x+ 2  X V 2

(413) n° 10 p.i.

X + 2 X
(414) n° 14 id.
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Fibonacci Abû
Kâmil P '̂t

Remarques

12.
30 20

.X + 3 X
- 4 (ibid.) n ° l l  p.i.

13. 20 60
x + 3 X

-2 6 (415) n° 13 id.

14. 10 40
X X + 6

{ibid.) n° 15 id.

15.
.x + >̂ = 10 
(1 0 -a:)' =32x

{ibid.) n° 27 id.

16.
xy = 36

(10-Jc)(y + 3) = 36
(415) n° 16 id.

17.
x^-y = \2 

.x(12 -
— 4 + — 

{ \ 2 - x ) - x  2

(416) Khwârizmi (172) p.i.

18.
X + y = 10 

X

19.
[j: + y = 10

_L_ + loY 1̂ 2l£ + lo] = 122 + -
10-.r A JC J  3

{ibid.) n° 35 id.

20.

fx + >' = 10

+ loY 10 - i l  = 107 + -
10-X A x i  3

(417) n° 36 id.

21.

X + y = 10

+ _ L _ . n o  U = 114
X 10 -  X

(418) n°32 p.i.

22.

X + y = 10
X

1 0 -x

{ibid.) n° 28 id.
(x - (1 0 -x ))  = 24
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Fibonacci Abû *̂ “P- 
Kàmil P®*-*

Remarques

23.
X + y = 10

X 1 0 -x 'i ...
XI------- + -------- i = 34

1 0 -x  X

(419) n° 29 id.

24.
x + y = 10

; „ _ i ^ - l £ L £ |= 5
10-X X

{ibid.) n° 33 id.

x + y = 10 
25. J ;c

+ 1 0 -x  = 5 + — 
1 0 -x  2

{ibid.) n° 24 id.

26.
x + y = 10

1 0 -x  J
+ x l(10-x )  = 30

(420) n° 25 id.

27. \
x + y = 10 
10-x (10-x) = 9

{ibid.) n° 26 id.

28. x ^ -1 2  = X {ibid.)

29. X 1
X + 6 3

{ibid.) Khwârizmi (170) p.i.

30. f x - ix - 4 j - ^ |^ x - ^ x - 4 l  = Vx {ibid.)

ou

31.3x| X -  —X I = X (421) n° 20 id.

32. 3x + 4Vx^-3x =20 {ibid.) n° 19 id.

33. 8x + loVx' -8 x  = x" + 21 {ibid.) n° 23 p.i.
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Fibonacci Abü RaP- 
Kâmil P"*"*

Remarques

34. (4x)(5x) = + 48 (422) Khwârizmi (178) p.i.

35. ^  = ^ 
13 7

(ibid.) Khwàrizmi (174) p.i.

36. ;c’-(4;c^) = 20 (ibid.) Khwârizmi (176) id.

37. x^ —  = lO 
3

{ibid.) Khwârizmi (176) id.

38. ;c'- — = 10 
3 {ibid.)

39. ■ X = 3x^ {ibid.) Khwârizmi (176) id.

{ibid.) Khwârizmi (182) id.

(422) Khwârizmi (180) p.i.

42. x'--(4x) = 7x^ (423) Khwârizmi (192) p.i.

43. {ibid.)

44. “ 3x  ̂= 4x {ibid.)

45. x^ -3 x  -  4x {ibid.) Khwârizmi (194) p.i.

4 6 . .{ L )  = 5 {ibid.) Khwârizmi (192) id.

47. - 6  ̂ = 2x (423) Khwârizmi (180) p.i.

48. 5^x -  -  ôj = X (424)
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Fibonacci Abü
Kâmil

Rap
port Remarques

49. problème de négoce qui se ramène 
à l’équation 4x^ + 104:r =108

50. ;«-(a: + VÎÔ) = 9x
(426) n°38 id.

51. A■(x + sIÏÔ) = 20
{ibid.) n°38 p.i.

52. Æ ? - V ^  + 20 = a:̂
(427) n° 39 id.

53. jcV6-xV5+10jcH 2 0  = /
n° 40 id.

54. ■
x + y = l0 

x(10 - x )  _
(428) n°41 id.

{ l 0 - x ) - x

55.
x + y = l0

{ l 0 - x Ÿ - ^ J s ^  = 40
(429) n° 42 id.

56.
jc + y = 10

/  = VÏÔ-(lO-Jc)
(430) n°43 id.

57.
fx + }; = 10 

[(x' + 10)V5 = x"
{ibid.) n° 44 id.

58.
| / - x ^ = 5

j-^lO / =x '‘
{ibid.) n° 45 id.

59.
| / - x ^ = 5

j / V s  = x 'V ïô
(431)

60. x |Æ c" + 2j = 30 (433) n° 46 id.

61.
fx + y = 10

^ + ‘° - ^ = V 5
[lO -x  X

(434) n° 47 id.
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Fibonacci

62.
x-\-y~\2

12 -  X 2 /  \  2

+ 1----- I =4
12 -  X

63.
X + y = 10

X_y _ f lO-x
10- X

fx + >̂ = 10
64. 10 10

— + ------- = 5X 10 -jf

x + y = 10
65. i X 10 -x

10-a: X = 3

66. { x ^ - l 2 x - 4 f  =Sx^

67. + =
V2 U

68. 2x + j ix ^ - J ix ^ = 2 0

69. 2jc + J ^ x'  + J j x  ̂ 1=20 (444)

(438)

(439)

(440)

(441)

(442)

(443)

(ibid.)

70. + 4x + J - x ^  + J - x ^  = 10 (ibid.)
^'2 V 3

Abû RaP- 
Kâmil P»*-*

n°48 p.i.

Remarques

n° 50 id.

n°51 p.i.

n° 52 id.

Khwârizmi (162) p.

n° 53 id.

71. X +x| 1 +J — 
2 JJ

= 5x' (ibid.)

n° 54 id.

72. X +  X 1 + =  20 (445)
JJ

73. (ibid.)

n° 55 id.

n° 56 id.

n°57 id.

Fibonacci

74. (x + V3)(x + V2) = 20

75. (x + 7)V3x =10x

Abû
Kâmil

(ibid.) n° 58 id.

(ibid.) n° 59 id.

76. ^x + ^[x'j{3x + ^[3x^ -  30x (446)

77. X + Vx + Æ  + = 10 (ibid.)

78.

x̂  = /  + ẑ  
xz = 
yz = 10

(447)

79.

x̂  = /  +
xz = y
X + y + Z = 10

(448)

80.
X + )̂ = 10
x -2 V ^  = (1 0 -x ) + 2 V l0 -x

(451)

81.
x + y = 10
X +  2 '\ fx  — V x  • V l O X

(454)

82.
X + y = 10

 ̂ 10 ^1=̂4U Jvio -  xJ

(ibid.)

X + y = 10
83. ■{ 20 20

(456)
=  12 +  -  

X 10-x 2

84.
x + y = 10

2^Y 20
X

(457)

10-x
= 25

n° 63 id.

n° 64 id.

n° 65 id.

n° 66 id.

n° 67 id.

n° 68 id.

n° 68 id.

n° 68 p.i.

Remarques

Abu Kâmil démontre 
que, si X +  y  =  a  et
a a ,— + — = b, on 
X y

^ ^ -  b
X y

(a une multiplication 
par 2)
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Fibonacci Abü «ap- 
Kàmil

Remarques

85.
= (458) n° 68 id.

86.
= (ibict.)

V = 2 0  + l
\ x  lO -.v j 4

n“ 69 id.

87. ■
= (Md.) 

T  =30
I x  1 0 - xJ

n°69 id.

88. ■
= (Md.)

V = 625
\  X \ 0 -  xJ

n° 70 id.

89. ■
(ibid.)

( ^ ] ( , 0 - . )  = 2o 4

90. (30)(30a:) = 30 + 30x

application d’un 
lemme établi par Abu 
Kâmil dans 68

2.\.5.La traduction hébraïque

Il existe également une traduction hébraïque, plus complète que la tra
duction latine. Elle s’arrête à la page 105'' du manuscrit arabe existant ; il 
ne lui manque donc pour être complète que les folios 106' à 11 T, non tra
duits. Autrement dit, à la différence de la traduction latine, elle comprend la 
majeure partie du chapitre sur l’analyse indéterminée. C’est très vraisem
blablement en Espagne que le livre d’Abü Kâmil a été traduit en hébreu ; 
cette traduction fut ensuite reprise en Italie par Mordekhay Finzi, avant 
1475, date du décès de ce dernier ; on peut d’ailleurs lire à propos de 
l’autographe de Finzi (Mantova, Biblioteca Communale, ms. Ebr. 17) :

Finzi n’a pas traduit de l’arabe en hébreu le texte d ’Abü Kâmil : il en a 
révisé et glosé une version hébraïque ; cette dernière a été réalisée à partir de 
deux sources : une source arabe et une source espagnole. Nous ne savons
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rien du traducteur de la source arabe, si ce n’est qu’il s’agit sans doute d’un 
juif hispanophone'^^.

La première partie de cette traduction hébraïque a été rendue en alle
mand par Josef Weinberg'*^, puis a été éditée par M. Levey à partir du 
manuscrit hébraïque (München 225) et rendue en anglais. Le chapitre sur 
l’analyse indéterminée a lui aussi été traduit en anglais sans que le texte 
hébraïque soit établi'^ .̂ Il en est de même pour le chapitre sur le pentagone 
et le décagone'^®. La comparaison avec le texte arabe montre qu’il s’agit 
bien du même livre. Les écarts semblent être dus au choix du traducteur, et 
à la différence entre le texte arabe traduit et le texte existant du livre d’Abù 
Kâmil.

Ce livre d’Abù Kâmil a été amplement utilisé, que ce soit en arabe ou 
en latin, comme l’attestent les travaux d’al-Karaji, d’al-Samaw’al et de 
Fibonacci notamment.

On trouvera ici Veditio princeps du livre dïAlgèbre d’Abù Kâmil, ainsi 
que sa première traduction intégrale.

2.2. Sur les volatiles

Tel est le titre qu’on peut lire dans la liste des travaux d’Abù Kâmil 
établie par al-Nadîm. C’est ce même titre que cite le mathématicien du xiF 
siècle al-Samaw’al. Mais il n’existe aucun manuscrit ainsi intitulé. Par 
chance, al-Samaw’al a emprunté à ce livre un problème indéterminé du 
premier degré : acheter pour cent dirhams cent volatiles de trois espèces 
différentes -  canards, pigeons et poulets, où un canard vaut deux dirhams, 
trois pigeons valent un dirham et deux poulets un dirham. Combien achète- 
t-on de chaque espèce avec la somme donnée ?

Une fois énoncé et résolu ce problème, al-Samaw’al écrit :

T. Lévy, « L’algèbre arabe dans les textes hébraïques (II). Dans l’Italie des xv® 
et XVI' siècles, sources arabes et sources vernaculaires », Arabie Sciences and 
Philosophy, 17.1, 2007, p. 81-107, à la p. 91.

Josef Weinberg, Die Algebra des Abü Kâmil Sogâ' ben Aslam, München, 1935.
The Algebra of Abü Kâmil (cité n. 43) ; P. Schub et M. Levey, « Indeterminate 

Problems of Abü Kâmil (850-930) », Atti délia Accademia Nazionale dei Lincei, 
Memorie, Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali, sérié VIII, volume X, 
Fascicolo 2, Rome, 1970, p. 24-96.

G. Sacerdote, « Il trattato del pentagono e del decagono di Abu Kâmil Shogia* 
ben Aslam ben Muhammed », dans Festschrift zum Achtzigsten Geburtstage Moriîz 
Steinschneider’s, Leipzig, 1896, p. 169-194 ; H. Suter, «Die Abhandlung des Abü 
Kâmil Shogâ' b. Aslam ‘über das Fünfeck und Zehneck’ », Bibliotheca mathematica, 3' 
série, 9, 1908-9, p. 196-199.
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« c’est le second problème du Livre sur les volatiles d’Abu Kàmil

Or il existe un écrit attribué à Abû Kâmil, dont nous connaissons deux 
manuscrits, qui porte le titre Tarâ’if al-hisâb, <Problèmes> rares en arith
métique. Mais ce titre ne figure sur aucune liste établie par les anciens bio
bibliographes des travaux d’Abû Kâmil. D’autre part, aucun auteur ancien 
n’intitule ainsi un quelconque écrit d’Abû Kàmil. Il n’en demeure pas 
moins que le second problème de ce livre est précisément celui que cite al- 
Samaw’al comme le second problème de Kitâb al-Tayr, Le livre sur les 
volatiles. Il n’y a donc aucun doute : ce dernier titre a été remplacé au cours 
de l’histoire du texte par Tarà’if al-hisàb. Désormais nous restituons son 
vrai titre au livre d’Abû Kâmil.

Dans ce traité, Abû Kàmil poursuit en quelque sorte ce même projet 
engagé dans certains chapitres de son livre d’Algèbre. Ici aussi, il entend 
algébriser un problème posé par les arithméticiens aussi bien que les pro
cédés qu’ils ont mis en œuvre pour le résoudre. Cette algébrisation a mené 
Abû Kâmil à découvrir un nouveau domaine en analyse indéterminée : la 
résolution des problèmes indéterminés du premier degré non pas en nom
bres rationnels, mais en nombres entiers. Il étudie en effet des systèmes de 
deux équations indéterminées du premier degré en n = 3, 4, 5 variables. 
Cette recherche a été initialement provoquée par un problème de ce type 
ayant 2678 solutions entières. En algébrisant ainsi ces problèmes et leurs 
procédés de solution, Abû Kàmil leur permettait d’accéder à un statut de 
généralité qu’ils n’avaient connu jusque-là dans aucune tradition mathéma
tique, transformant de ce fait les pratiques des arithméticiens en une 
science apodictique.

Cet écrit d’Abû Kàmil nous est parvenu en deux manuscrits :
1. Leiden Or. 199 (6), folios 50'' à 58L (noté A -  l)̂ °, sous le titre 

apocryphe.
Le copiste de cette collection, un certain Mas'ûd ibn Muhammad ibn 

'Ali, a marqué deux dates, 615/1218 et 608/1211. Selon toute vraisem
blance, la première date -  1218 -  est celle de l’achèvement de la transcrip
tion de la collection. Celle-ci est en 102 feuillets, d’une seule main, et 
l’écriture est naskhi ordinaire. Chaque page mesure 18x15 cm et comporte 
17 lignes de 13 mots environ chacune.

Al-Bâhir, p. 229-230. Voir Appendice.
Je tiens à remercier le Professeur Jan Witkam qui a bien voulu m’envoyer une 

copie de ce manuscrit et me communiquer les éléments de son histoire.
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Le manuscrit était entre les mains d’un certain Abû Yûsuf ibn 
Muhammad ibn Mahmûd ibn al-Khalil en 777/1375. Il a ensuite appartenu 
à l’astronome Muhammad al-Miqàti de la Grande Mosquée Beyazit à 
Istanbul en 940/1533. Le mathématicien et orientaliste Golius l’a acheté 
entre 1625 et 1629, vraisemblablement lors de son séjour dans cette ville. 
Sur la première page de ce manuscrit figurent les titres des treize traités que 
comporte la collection. Quatre d’entre eux se succèdent dans cet ordre :

1° Problèmes en algèbre et al-muqàbala (anonyme) {Masâ’il al-jabr 
wa-al-muqâbala)

2° <Les problèmes rares en arithmétique> d ’Abü Kàmil {Tard'if al- 
hisâb)

3° Les problèmes arithmétiques d ’Abü Zayd al-Fàrisi {al-Masâ'il al- 
hisàbiyya li-Abï Zayd al-Fàrisî)

4° Commentaire des difficultés de certains postulats d ’Euclide par al- 
Khayyàm {Sharh mâ ashkala min musàdarât Uqlidis li-Abi al-Fath 
al-Khayyâmî)

Ces quatre titres ont été notés sur la première page, d’une main diffé
rente de celle du copiste et de celles des différents propriétaires. Peut-être 
s’agit-il de l’écriture d’un marchand de manuscrits. Quoi qu’il en soit, il se 
trompe lorsqu’il désigne Abû Kàmil comme al-Basrî (de Bassorah) au lieu 
d’al-Misri (d’Égypte).

2. Bibliothèque Nationale de France, fonds arabe n° 4946, folios 3''-16" 
(noté B -  t_j)

Cette collection comprend huit manuscrits dont les quatre précédem
ment cités de A, et dans le même ordre. Tous ces traités mathématiques 
sont de la même main et transcrits sur du papier de la même fabrication, à 
l’encre noire, en écriture naskhi ordinaire. La collection comporte 87 
feuillets (17 x 12 cm), le texte occupe 1 1 x 7  cm. Chaque page est de 15 
lignes dont chacune comprend 12 mots environ. Cette collection a été 
acquise par la Bibliothèque Nationale entre 1884 et 1924. Elle ne porte 
aucune date et rien n’indique le lieu de sa transcription. On conjecture 
qu’elle a été constituée au seizième siècle environ.

Dans cette collection, le traité d’Abû Kàmil est sans titre. Or, lors de 
l’édition du traité d’al-Khayyàm appartenant à A et à B, nous avons pu 
montrer que B a été copié sur A, et sur A uniquement*. Pour le texte d’al- 
Khayyàm, le manuscrit B comporte, par rapport à A, vingt variantes dont 
aucune n’est distinctive ; bien au contraire ; on peut aisément montrer que 
toutes sont des erreurs de copie. La collation du texte d’Abû Kàmil, comme

51 R. Rashed et B. Vahabzadeh, Al-Khayyâm mathématicien, Paris, 1999.
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celle des autres textes communs à A et à B, confirme cette conclusion. On 
verra dans l’apparat critique de notre édition du traité d’Abû Kâmil que les 
erreurs mathématiques, linguistiques etc., dans A, ont été reproduites dans 
B, et qu’aucune erreur propre à B ne figure dans A. La seule différence 
distinctive est l’absence du titre du traité dans B, alors qu’on le lit dans A. 
Or nous savons que ce titre est apocryphe. A-t-il été écrit après la trans
cription de B sur A ? et donc relativement tard ? (on a l’impression qu’il a 
été écrit d’une autre main). C’est la seule conjecture qui nous paraisse vrai
semblable dans l’état actuel de notre connaissance.

De ce texte, on a cru pouvoir affirmer qu’il existait une traduction 
hébraïque, par Finzi. Récemment, T. Lévy a pu montrer qu’il n’en est 
rien^ .̂ En 1910, H. Suter^  ̂a donné une traduction allemande du manuscrit 
A, sans en effectuer une édition préalable. Cette traduction, directement à 
partir du manuscrit, est parfois bien libre, mais le commentaire que Suter 
donne du texte est intéressant. Plus récemment, A. S. Saidan̂ "̂  a publié une 
reproduction photographique du manuscrit A du texte d’Abù Kâmil, avec 
une très brève introduction et un commentaire. S. Chalhoub a ensuite donné 
une transcription du manuscrit sous le titre Tarà’if al-hisàb^^. Nous 
donnons ici une édition critique de ce traité, ainsi qu’une traduction que 
nous voulons rigoureuse.

23. La mensuration des terrains

Ce livre est sans doute celui qui figure dans la liste d’al-Nadim sous le 
titre La mensuration et la géométrie. Tout indique qu’il est destiné aux 
métreurs (c’est-à-dire aux artisans) et aux débutants. Abû Kâmil leur ensei
gne comment résoudre les problèmes de mensuration à l’aide de l’algèbre. 
Il s’agit en quelque sorte d’une extension du chapitre de l’algèbre d’al- 
Khwârizmi intitulé « Problèmes de mensuration », et d’un approfondisse
ment de celui-ci. Notons d’autre part que La mensuration et la géométrie 
s’inscrit dans un genre littéraire qui connaîtra une vogue grandissante : les 
livres composés par les grands mathématiciens à l’intention des artisans et 
des débutants, où on expose les règles, mais sans les démonstrations.

T. Lévy, « L’algèbre arabe dans les textes hébraïques », p. 89, n. 23 ; et 97 sqq. 
H. Suter, « Das Buch der Seltenheiten der Rechenkunst von Abû Kâmil el- 

Misri », Bibliotheca mathematica, 3" série, 11, 1910/11, p. 100-120.
A. S. Saidan, «Tarâ 'if al-hisâb li-Abi Kâmil Shujâ' ibn Aslam al-Misri », 

Majallat Ma 'had al-Makhtütât, 9, 1923, p. 291-320.
Dans Journal forthe History o f Arabie Science, vol. 12, n° 1-2, p. 237-264.
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Écoutons ce qu’Abu Kâmil lui-même écrit à ce propos^^ :

JUalj ^  L̂ji.4 L»

«I tjjt ^  IÀA <_>ù̂  il tqrwia-Jkl

l^ J  *4 CLijl l ^ j j l  ijlJl • ï j l j J  Î>.L-Jtl * ♦-»jl l-«

^  i^L.^1 jJy: L« viU j Cr*
jk.Âi J  U >J Ij

.iJuJl_j Â ^LJklj j l f t jü l  j£ . liLi 'ilJ d i j u  'il

• Cr*

S’il s’agit de connaître le calcul des terrains, il ne convient pas d’établir la 
démonstration de ce que j ’y inscris comme je l’ai établie dans beaucoup 
d’autres de mes livres. Si en effet j ’avais établi la démonstration de ce que 
j ’en expose, j ’y aurais joint beaucoup de ce qui se trouve dans Euclide, et le 
livre aurait été allongé et difficile d’accès à ceux qui veulent apprendre, étant 
donné que j ’ai composé ce livre pour les débutants, pour qu’ils abordent cet 
art, et pour ceux qui désirent l’apprendre. Je vais relater ce que je décris à 
propos de la mesure, simplement relater. Celui qui s’en tient aux procédés 
que je relate et prend le chemin que j ’indique, parvient à la vraie réponse, se 
sauve de l’erreur et se garde des méprises, et il lui sera aisé de connaître la 
démonstration. S’il veut la démonstration à ce propos, et au sujet de ce qui 
ressort du calcul des problèmes de géométrie, de la mesure et des nombres, 
et d’autres, il lui faut examiner le livre d’Euclide, car celui-ci l’a parfaite
ment maîtrisée et l’a construite aussi solidement que possible, selon un ordre 
vrai, un arrangement régulier, une belle conception et un discours démons
tratif. S’il comprend ce qu’il renferme et le saisit véritablement, de sorte 
qu’il n’éprouve pas d’incertitude, ne ressente aucun doute et soit exempt de 
toute impureté, il saura établir la démonstration en géométrie, en mesure et 
en nombre, et en d’autres parmi tous les arts.

On notera que les Éléments d’Euclide se présentent désormais comme 
le livre de référence et aussi comme le modèle de rédaction dans les diffé
rentes branches des mathématiques.

Bàb Misàhat al-aradin, ms. Téhéran, Majlis Sanâ, n° 2672, fol. 189-217. La 
copie a été achevée le lundi 8 Dhû al-qa'da 758, c’est-à-dire le 23 octobre 1357, en 
écriture naskhi.
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CHAPITRE I

LA THÉORIE DES ÉQUATIONS ET LA DÉMONSTRATION 
DES ALGORITHMES

Dans le préambule à son livre, on l’a souligné, Abû Kàmil déclare sans 
ambiguïté qu’al-Khwàrizmi non seulement a inventé l’algèbre, mais qu’il a 
donné un modèle de rédaction d’un traité de cette discipline. Un livre 
d’algèbre devrait donc voir se succéder les chapitres suivants : la théorie 
des équations ; le calcul algébrique ; l’étude des problèmes que l’on peut 
résoudre par la théorie des équations et au moyen de ce calcul ; et, ensuite, 
la solution des problèmes de géométrie plane à l’aide de l’algèbre, etc.

Abû Kàmil propose donc dans son livre de marcher sur les pas de son 
prédécesseur, mais en allant plus loin dans chacun de ces chapitres : en 
enrichissant les matériaux, en explicitant les idées, en consolidant les fon
dements ainsi que les structures démonstratives. En théorie des équations, 
la traduction concrète de ce programme consiste pour l’essentiel à fonder 
cette théorie sur des bases géométriques solides, ce qui implique de 
démontrer les algorithmes de solution.

Tout conune son prédécesseur, Abu Kàmil commence par définir les 
concepts primitifs nécessaires à une théorie des équations des deux pre
miers degrés seulement, celles qu’il savait résoudre par radicaux. Ces ter
mes primitifs sont : le nombre, l’inconnue appelée aussi : racine, ou chose ; 
son carré : mal. Abû Kàmil s’arrête à ces trois espèces pour la raison indi
quée, alors que dans son livre il a recours à d’autres puissances de 
l’inconnue -  jusqu’à la huitième -, au cours de son étude des équations de 
degré supérieur qui se ramènent au second degré. C’est la combinaison de 
ces termes primitifs, sous la condition que l’équation ne contienne que des 
expressions strictement positives et sans que soit admise l’égalité à zéro, 
qui donne une classification a priori des équations. On a donc les six équa
tions suivantes ;

ax^ = bx, ax^ = c, bx = c ax^ +bx - c ,  ax^ + c = bx, œd = bx + c.

Selon al-Khwàrizmi, l’idée fondatrice de l’algèbre, comme on l’a vu 
ailleurs, est celle d’une discipline à la fois apodictique et algorithmique. 
C’est cette double nature qui impose que les algorithmes soient démontrés.
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Il ne suffit donc pas, comme dans une ancienne mathématique, de vérifier 
l ’algorithme en montrant qu’il est satisfait pour certaines valeurs de 
l’inconnue, mais il faut établir par des déductions contraignantes que 
l’algorithme permet de déterminer l’inconnue d’une manière universelle 
pour une certaine classe de problème. Il ne suffit pas non plus de contrôler 
chaque pas de l’algorithme par le suivant : il faut démontrer l’algorithme à 
l’aide d’un langage mathématique autre que celui dans lequel il est écrit. 
Avec cette exigence, répétons-le, al-Khwârizmi rompt avec les traditions 
mathématiques anciennes, comme il se distingue également de ses contem
porains. La démonstration ainsi mise en œuvre dans la nouvelle discipline 
est celle dite « par la cause », bi-al-'illa, c’est-à-dire la « demonstratio 
potissima » : c’est la démonstration géométrique'.

Cette démonstration « par la cause » consiste à dériver l’algorithme des 
relations géométriques établies entre les éléments d’une figure intention
nellement construite pour traduire géométriquement les termes primitifs de 
l’algèbre ainsi que les relations qui les unissent et que l’équation décrit. Or, 
cette démonstration géométrique repose, dans le cas des équations quadra
tiques, sur une traduction elle-même géométrique des équivalences 
suivantes :

^px = q< F^\x^^

x^+ q = p x ^ \ x - ^  - q

x ^ ^ p x  + q < ; : ^ \x - ^  = [ £ \ +q.

Les successeurs d’al-Khwàrizmi ont parfaitement saisi la nouveauté du 
projet et les points de rupture avec les traditions. L’étude des équations ne 
consiste nullement en une application des algorithmes de solution. Il faut 
édifier une véritable théorie, et par conséquent commencer par classer a 
priori les équations, à l’aide d’une combinatoire des termes primitifs, pour 
ensuite démontrer -  et non pas seulement justifier -  les algorithmes de 
solution.

Voir plus loin Chapitre VII.
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Les successeurs immédiats d’al-Khwârizmi se sont donc appliqués à 
consolider les démonstrations. Les uns, comme Ibn Turk^, tout en procé
dant comme al-Khwârizmi à l’aide de la géométrie plane, s’efforçaient de 
resserrer la structure logique de la démonstration par un recours au raison
nement par l’absurde. Les autres, comme Thâbit ibn Qurra^, montrent 
l’équivalence pour les équations quadratiques entre les démonstrations des 
algorithmes par al-Khwârizmi et les propositions II.5 et II.6 des Éléments. 
En même temps qu’Ibn Qurra, si ce n’est avant lui, Abû Kâmil non seule
ment a eu recours aux Éléments d’Euclide, mais il s’est efforcé de multi
plier les démonstrations. Ainsi, une fois démontré un algorithme à l’aide de 
ces propositions d’Euclide, il en donne une seconde démonstration, en 
recourant cette fois au calcul géométrique sur les segments et sur les aires 
planes. Il lui arrive d’ajouter, comme pour l’algorithme de l’équation 

=bx + c, une troisième démonstration géométrique. Plus encore, après 
avoir donné un algorithme pour chaque équation afin de trouver directe
ment le carré de l’inconnue, il le démontre géométriquement.

Abù Kâmil ne se réfère pas seulement au second livre des Éléments, 
mais à d’autres livres, comme le sixième où Euclide utilise la méthode de 
l’application des aires. Or ce recours explicite aux Éléments de la part de 
Thâbit ibn Qurra, d’Abü Kâmil et peut-être d’autres successeurs directs 
d’al-Khwârizmi, est bien dans la logique de ce dernier. Al-Khwârizmi en 
effet, on l’a montré'*, non seulement connaissait les Éléments, mais la 
connaissance qu’il en avait était essentielle à sa conception d’une science 
mathématique. Ainsi, en recourant explicitement aux Éléments et en exi
geant, à la suite d’al-Khwârizmi, une demonstratio potissima, Thâbit ibn 
Qurra et Abü Kâmil ont chacun à sa façon renforcé la primauté de la géo
métrie et fondé cette « algèbre géométrique », que certains historiens 
depuis Zeuthen ont cru, à tort, pouvoir trouver déjà chez Euclide et 
Apollonius, entre autres.

Pour résumer, al-Khwârizmi et ses successeurs, dont Abû Kâmil, 
savaient parfaitement que le problème de la division d’un segment de droite 
donné, sous une condition exprimée par l’égalité de deux aires, conduit à 
une équation du second degré.

Avec Abü Kâmil, on sait en outre :

 ̂Al-Darüràt f i  al-muqtarinàt min Kitàb al-jabr wa-al-muqâbala, éd. A. Sayili dans 
Logical Necessities in Mixed Equations by 'Abd al-Hamîd ibn Turk and the Algebra of 
his Time, Ankara, 1962.

 ̂R. Rashed, « Résolution géométrique des équations du second degré », dans 
Thâbit ibn Qurra. Science and Philosophy in Ninth-Century Baghdad, Scientia Graeco- 
Arabica, vol. 4, Berlin/New York, 2009, p. 153-169.

R. Rashed, Al-Khwârizmi : Le commencement de l ’algèbre, Paris, 2007.
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1° qu’il est possible de revenir à la langue et à la théorie des propor
tions telle qu’elle est exposée dans les Éléments pour démontrer les algo
rithmes du calcul algébrique ;

2° que l’on peut procéder par la méthode de « l’application des aires » 
telle qu’elle intervient au sixième livre des Éléments, puisqu’elle équivaut à 
une équation du second degré.

C’est donc la lecture du livre d’Euclide, à la lumière de l’algèbre d’al- 
Khwârizmi, qui a permis à Ibn Qurra, et surtout à Abù Kâmil, d’élaborer 
r«  algèbre géométrique ».

Venons-en à présent à l’exposé par Abû Kâmil de la théorie des équa
tions. Pour les trois équations binômes, al-Khwàrizmi ne donne que la 
solution numérique. Abû Kâmil en revanche, dans sa démarche de consoli
dation et de systématisation, ajoute, même dans ce cas, une démonstration 
géométrique. Ainsi, pour l’équation = px, il représente par une aire 
carrée, qu’il partage ensuite en p unités planes dont chacune est une 
racine. Il opère cette partition grâce à un nouveau concept, celui d’unité 
longueur, soit u. Chaque côté de la surface carrée est égal à /7*m, et il est 
« racine » de l ’aire carrée. Abû Kâmil n’insiste pas, on le comprend, pour 
les deux autres équations -  x  ̂= q et px = q. Il passe ensuite aux équations 
quadratiques.

I. ax^ + bx = c, avec a = 1 et b,c  G Q+.

Algorithme pour obtenir la racine positive :

Hî) A\\ b r  b
-  +c - -  
2 2

Démonstration 1 : Cette démonstration s’appuie sur les Éléments 
d’Euclide.

Soit une aire carrée J^{ABCD) = Prolongeons B A jusqu’à O sur NK 
de sorte que BA = AO (Fig. 1). Prolongeons Ci? jusqu’à E tel que BE = b. 
Partageons BE en deux moitiés en H ; prolongeons DA jusqu’à F et HM  
jusqu’à K, et complétons la figure. On a

s^{FECD) = ^  + bx = c = E C C D  = EC' CB.
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F

M

A

Fig. 1

Comme H est le milieu de BE, on a, d’après II.6 des Éléments : 

(*) EC CB + HB^ = HC^ ;

soit

”'i) =(” 5
d’où

bx + — = . 
2 ^

Si on remplace c par sa valeur (c = x  ̂ + bx), on constate que l’on pro
cède par complétion du carré.

Démonstration 2 ; Une fois achevée la première démonstration, Abu 
Kâmil poursuit : « Si tu veux que je te montre d’une manière évidente ce 
que j ’ai dit »̂  -  expression que le traducteur latin a rendue littéralement 
par : ita ut oculis apparent. Il donne une seconde démonstration ;

Construisons sur la droite HC l’aire carrée S^{HKNC). On a HC = CN 
et BC = CD ; d’où, si on retranche membre à membre, BH = DN ; ce qui 
donne S^{HA) -  S^{AN). Mais S^{HA) = S^{ME), donc

Voir plus loin p. 256 et note 14.



( 1 ) s^iMB) -f s^iBD) + s^{DO) = c.

Or, HB = AO, donc
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(2)

De (1) et (2), on a

aire(A!'C) = c + | — | ,

d’où

d’où la conclusion.

HC = Jc  +

Il donne ensuite un algorithme pour déterminer directement On peut 
l’écrire :

^ ' ,ùV + | — I -^Jb^c + b L
— —> - + c - J b c +Uj [2 i UJJ

Il démontre ensuite cet algorithme : Posons AB = x^ et BC = bx 
(Fig. 2 ) ; d ’oùAC = c.

E -------------- D

N H M

Fig. 2
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Il s’agit donc de d é t e r m i n e r = x .̂ On applique à BC l’aire donnée 
(DBCE) = b^x^, puis on construit sur AB le rectangle AH  tel que 
aire (AH) = b x̂̂ .

Soit L milieu de CN. D’après Éléments II.6, on a

NE EC+ CÜ = LÉ^ ;

N E E C  = (b  ̂+ bx)bx = b^(bx + = b^c.
mais

D’autre part

cû  =\ —

d’où

LE^ = N c + \ — \ et LE = b c + \ —

mais
(AC + LC) -  (CB + LC) = AB = x^ ;

il vient

(AC + LC) -  (CB -\-LC) = ( AC+LC) - LH = c +-----
2 )

Abu Kâmil procède de même pour la solution des deux autres équa
tions quadratiques.

II. ax^ + c = bx, avec a = 1 et I?, c e Q .̂

r'^cas. 1 - 1  - o O  :

b f b V  fb^^
2 V2 (!' - Ml'-"*

b
— +  c  =  X,
2

deux racines positives.
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b\^ b2® cas. |-J  - c  = 0 : -  = x, racine (double) unique.

3® cas. I - 1 -  c < 0 : impossible.

Algorithme pour obtenir directement le carré de l'inconnue :
Abü Kâmil traite seulement le cas où il y a deux racines distinctes. 

L’algorithme se récrit ________

2 " i 2] b^c = xj

-b^c  = x^

Il démontre ensuite, « par la cause », les deux algorithmes.

Démonstration 1 : Abû Kâmil considère trois cas, selon que c >
c -  t i c  < Y.

1) c >  ; soit X? -  aire carrée (ABCD) et c = aire (AELE).
On a par hypothèse EL > ED, et aire {ED) = + c = bx , d'où DL ~ b.

D’autre part, on vérifie que c = aire {EE) = LE • EA = LE ■ ED.
Soit H le milieu de LD ; donc, d’après Éléments II.5,

M

Fig. 3

(*)

Soit
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L E E D  + HE^ = HD\

C +  / / 5 ' = | - 1  ;
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d’où

HB = c ;

donc

= - c  et  ̂= -"■

Démonstration 2 : On observe que (*) se récrit :  ̂+

la méthode consiste à compléter le carré, c’est-à-dire à compléter bx -  x .̂
De nouveau, Abû Kâmil écrit : « Si tu veux que nous montrions d’une 

manière évidente ce que nous avons dit, alors nous faisons sur la droite HD

une surface carrée, soit la surface D K » .̂ On a aire (K D) = ,

aire {HC) = aire {HE) et aire {AH) = aire {AN), d’où

aire {AH) + aire {AN) + aire (AD) = aire {EE) = c

d’où

aire(A/i:) = | - |  - c .

Mais, KN = KH et NM = HS et, par soustraction, on obtient KM = SK, 
c’est-à-dire que {AK) est un carré de côté MK = HE ; d’où

HB = j\ - \  - c .

d’où

Voir infra, p. 262.
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Abu Kâmil signale qu’il a démontré que l’existence de x t t  < c 
implique que

b'
- 1 >c.

2)x^ > c ; soit x  ̂= aire (ABCD) et c = aire {ABEF). (Fig. 4)

On a par hypothèse DB > BF et aire (ED) = c + x  ̂= bx \ d'où DF = b. 
D’autre part, on vérifie que c = aire (FA) = FB • AB = FB ■ BD.

Soir H le milieu de FD ; on a, d’après Éléments II.5,

(*) FB ■ BD HD^ ;
F L

s

N

Fig. 4

soit

c + BH  ̂= \-

d’où

™  = .( l |]  - c .

On note que (*) se récrit ^ ( 2 ) méthode est tou

jours la complétion du carré -  ici, la complétion de x^ -  bx.

Abu Kâmil donne, comme d’habitude, une deuxième démonstration, à 
l’aide du calcul sur les segments et les aires.
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Appliquons donc à la droite F H l’aire carrée (FN). Comme NL = N H
(KN = D C - ~  = x - ~ ) , o n s i  
 ̂ 2 2

aire (BN) = aire (NE) et aire (FN) =

Mais on a par hypothèse aire (AF) = c, d’où

aire(AiV) = | - |  - c .

D’autre part, on a successivement AB = AC, KC = HD = HF = HN = 
BS, d’où AK = AS. L’aire (AN) est donc carrée de côté SN, d’où

SA/ = . l l |]  -c  et -

Ici également Abu Kâmil note qu’il a démontré que, si x existe et
X > c, alors on a

I'
3) c = | -  | ; soit l ’aire carrée (ABCD) et l’aire du rectangle (ABEF)

telles que
aire (ABCD) = et aire (ABEF) = c (Fig. 5).

Fig. 5

On a aire (ABCD) -1- aire (ABEF) = x  ̂+ c = bx, d’où DF = b.
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Soit le point H milieu de DF et supposons qu’il est entre B et D ; alors, 
par Éléments II.5, on a

D B B F+ H B ^ = HF^.

Mais HF̂  “ ( 2 ) ^  ~ contraire à

l’hypothèse, puisque c = AB • BF = DB ■ BF ; et, par conséquent, H ne peut 
pas être entre B et D.

Soit M le point qui partage DF en deux moitiés, et qu’il soit entre B et 
F ; par Eléments 11.5, on a

d’où

DB - BF+ BAf = M F\

MF==| | |  - c ;

Fig. 3.2

donc DB - BF = aire BE = c, ce qui est absurde. Le point B est donc le

milieu de DF et x = - ,  = c = f - 1 .

Démonstration de l ’algorithme pour obtenir directement le carré de 
l ’inconnue :

l) <c. Soit AB = et BC = c. On a (Fig. 6)

AC = AB + BC et x  ̂+ c = bx.
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N H M

Fig. 6

Soit Faire donnée (ACDE) ; on a

aire (ACDE) = è V  = b̂ - AB ;

et supposons que aire {AH) = aire {AE) ; donc aire {AH) -  AB - b ,̂ d’où 

AM = b  ̂et aire {AN) = cb^ + b^x  ̂= b \c  + x )̂.

Soit maintenant aire {MO) = aire {AE) = b^jd = aire {AH) ; on a 

aire {KN) = aire {MO) -  aire {IH) = aire {AH) -  aire {IH) = aire {AK), 

d’où

aire {BN) = aire {KN) + aire {KC) = aire {KA) + aire {KC) = aire {AO) ; 

mais aire {BN) = c - b  ̂\ et, comme ON = 01, on a

ON - CO = aire {BN) = c - b̂ .

Soit L le milieu de CN ; alors, par Éléments II.5, on a

c o -on+lo  ̂= lĈ-,

mais

LC" = etO N-CO  = c-b^
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L(9 = J i ÿ |  -cb'^

yi yi
Mais LO =-----c -  jc% donc----- c-x^ =

2 2 t '
2) > c. Supposons cette fois que L est entre O N \ alors on obtient

LO = c + ----- --
2 ^12

III. ax^ = bx + c, avec a= l.

Algorithme pour déterminer l ’inconnue :

-cb^

Algorithme pour déterminer le carré de l ’inconnue :

b -> b ^ -^ b ^ c ,

^  y  7
b ,b ^ Ÿ  ,2 ,2^  — +b^c-^ Jb  c +

\  ^ J
—^  +  C +

2 J 2
+ b^c.

\   ̂ J

Dans le cas général, pour a ^  1, on divise par a pour normaliser 
l’équation.

Démonstration de l ’algorithme :
Démonstration 1 : Soit l’aire carrée (ABCD) = et l’aire rectangulaire 

{AN) = bx {et Fig. 7).
On a donc AE = ^ et aire {ED) = aire (AD) -  aire {AN), soit

x  ̂-b x  = c.

Soit H le milieu de AE ; on a, d’après les Éléments II.6,

AB BE + EH" =HB^ ;
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M 0

SI

Fig. 7

mais £■// = ^ , donc = HB̂  = ^ x - ^  , d’où

Démonstration 2 : Appliquons à B H une aire carrée {H K), et soit 
Ml = ND. Il est évident que AB = DB et HB -  KB \ en retranchant, on a 
AH = KD. Mais AH = EH = OM.

D’autre part, on a MI = NI, d’où MI • OM = KD ■ ND, d’où

aire {MS) + aire {EK) = aire (7D) + aire {EK) = aire {ED) -  c.

Il est aussi évident que HB -  EB = EH = lE -  MI -  ME, d’où

aire {HM) = HÊ  ~ I 2  '

On a alors

aire {HK) = aire {ED) + aire {HM) = c + 1 - 1 ,

d’où

^-rMî
b bDémonstration 3 : Soit aire carrée {ABCD) = x^, AH  = -  et DO = -
2 2

(Fig. 8).
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B I

N

Fig. 8

On obtient immédiatement

aire {OB) = aire {AM) = ^  »

d’où
aire {AM) + aire {ND) + aire {NB) -  bx. 

Comme aire {ABCD) = = c + on conclut

aire {HO) = c + aire {NB) ;

mais

d’où

donc

aire {NB) = I ^  I ’

aire {HO) = c + | - 1 ;

CH= Jc+ (^ || .

Mais CH = x - j - ,  d’oùx = ^  + ■

Démonstration de l'algorithme pour déterminer :

On pose AB = et BC = c (Fig. 9) ; donc AC = bx.

H K

Fig. 9

Soit l’aire carrée {ACDE) et aire {AH) = aire (A£) = b^x  ̂ ; il est alors 
évident que = 2̂ Mais CB = c, d’où

X X

aire (CH) = AN ' BC c ■ b̂ .

Soit AO = AN = b ,̂ alors aire (OQ = aire {AK), donc aire {OE) = aire 
{KB) = c - b \

Soit M le milieu de OA ; d’après Éléments II.6, on a 

A D D O  + OM^=MD\

d’où

d’où

donc

AD • DO = aire {OE) = c • et AM  ̂= — ,

+ CD

On remarque qu’Abü Kâmil, après avoir donné l’algorithme de solu
tion pour chacune des équations, donne au moins deux démonstrations
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géométriques de cet algorithme ; toutes les deux utilisent la même figure et 
la proposition II.5 ou II.6 des Éléments d’Euclide. Dans la démonstration 
qu’il qualifie d’évidente, il se sert des propriétés du gnomon.

Abû Kàmil, après avoir exposé et démontré l’algorithme pour la racine 
de l’équation, donne aussi un algorithme pour le carré de cette racine. Il est 
obligé de le démontrer géométriquement. Sa démonstration est analogue à 
celle de l’algorithme pour la racine. On note qu’Abû Kâmil représente ici le 
carré de l’inconnue par un segment de droite.

Cette surabondance de démonstrations semble exprimer une norme 
essentielle à l ’algèbre selon la conception d’Abû Kâmil, ainsi peut-être 
qu’un souci didactique.

CHAPITRE II

LE CALCUL ALGÉBRIQUE ET SES APPLICATIONS

Tout comme al-Khwàrizmï, Abû Kàmil fait suivre le chapitre consacré 
à la théorie des équations des deux premiers degrés de deux autres, qui se 
succèdent dans cet ordre ; le premier porte sur les calculs algébriques sur les 
polynômes associés à ces équations ; le second sur les transformations et les 
opérations algébriques pour ramener un problème donné à l’une ou l’autre 
des six équations canoniques. Mais cette ressemblance formelle ne doit pas 
nous leurrer : le pas franchi par Abû Kàmil est considérable, de même que 
la distance parcourue depuis al-Khwàrizmî.

Al-Khwàrizmi étudie en effet le calcul sur les monômes, les binômes et 
les trinômes associés à ces équations, ainsi que le calcul sur quelques expres
sions irrationnelles quadratiques. Abû Kàmil poursuit cette étude, avant d’en 
enrichir le contenu et d’élargir le champ du calcul algébrique. Les expres
sions peuvent désormais être formées de plusieurs inconnues (chose, dirham, 
dinar, fels, khatem, ...)'. Quant aux puissances algébriques, alors qu’al- 
Khwârizmi s’arrêtait aux trois premières, Abû Kâmil introduit des puis
sances supérieures selon le besoin. Ainsi, il définit les différentes puissances 
jusqu’à la huitième, d’une manière additive comme le fait Diophante, tout en 
sautant pieds joints -  comme Diophante également -  par dessus la septième 
puissance. La cinquième puissance -  notons-le -  est définie comme carré- 
carré-chose, et non pas quadrato-cube comme la nommait Diophante. 
Toujours à la différence d’al-Khwàrizmi, pour Abû Kàmil ce ne sont pas 
seulement les inconnues qui peuvent être des irrationnels quadratiques, mais 
aussi les coefficients. Ces irrationnels quadratiques sont étudiés comme des 
nombres, et donc se trouvent assujettis aux lois de l’arithmétique. En un 
mot, Abû Kàmil inaugure une nouvelle recherche, qui sera poursuivie, 
amplifiée et systématisée par son successeur al-Karaji : l’étude des opéra
tions de l’arithmétique élémentaire sur les expressions algébriques.

Le champ du calcul algébrique se trouve donc enrichi et élargi, et, 
d’autre part, le style même de l’exposé révèle un infléchissement. Sans 
aucun doute influencé par les Éléments d’Euclide et par sa culture

’ Ces termes, qui désignent les inconnues, sont des noms de pièces de monnaie de 
l’époque.



54 Chapitre II

géométrique, Abû Kâmil commence le plus souvent par un énoncé général 
de la propriété qu’il veut établir, ce qu’il fait ensuite à l’aide d’une ou 
plusieurs démonstrations. Celles-ci peuvent être menées à l’aide de la 
géométrie plane, ou dans les termes de la théorie des proportions.

Lorsqu’il procède à l’aide de la théorie des proportions, Abù Kâmil 
l’applique aussi bien aux expressions commensurables qu’aux expressions 
incommensurables, ou, comme l’écrit à juste titre A. Youschkevitch :

11 ne fait pas de différence entre la théorie générale des proportions 
d’Eudoxe et la théorie des proportions des grandeurs commensurables, mais 
parle d’une manière tout à fait générale de proportions, sans distinguer entre 
termes commensurables et incommensurables .
Outre les démonstrations géométriques, non seulement Abû Kâmil a 

recours aux démonstrations algébriques, mais il les distingue désormais des 
premières. Il écrit par exemple : « la cause par la voie de l’algèbre »̂ . On 
remarque d’ailleurs que la démonstration algébrique est toujours liée à cette 
époque à la tendance à l’arithmétisation et au développement du calcul 
algébrique.

Pour Abû Kâmil, en effet, le calcul algébrique emporte la conviction 
lorsqu’on ne peut pas procéder par les moyens de la géométrie euclidienne. 
Mais la démarche idéale est d’adjoindre, lorsque faire se peut, aux calculs 
algébriques une démonstration forgée à partir de la géométrie. Inauguré par 
Abû Kâmil, cet état de choses se prolongera durant six siècles. Telle était la 
situation des mathématiciens tant qu’ils procédaient par la théorie des 
proportions. Il n’y rencontraient pas de difficultés particulières, puisque la 
structure de la géométrie classique est celle que l’on appelle à présent corps 
commutatif ordonné.

Des deux chapitres évoqués, le premier, relativement bref, débute par 
l’étude du signe du quatrième terme du produit, selon l’habitude des arith
méticiens contemporains d’Abû Kâmil^ {a±b){c±d) et {a±b){c + d), 
puis expose la règle des signes en général.

Abû Kâmil établit ensuite l’associativité, la commutativité et la 
distributivité de la multiplication, à l’aide de la géométrie :

a{bx) = (ab)x \ a^bx") = {ab)x" \ {ax)(bx) = {ab)x^ \

 ̂A. P. Youschkevitch, Les mathématiques arabes (Vllf-X'/ siècles), Paris, 1976, 
p. 56.

 ̂Voir plus loin p. 500.
Voir plus loin p. 282.

(x + a)x = x^ +ax ; {a -  jc)jc = a x -  x  ̂\ pour a, b G Q+, n = 2, 3.

Plus loin, au chapitre suivant, il établit les règles de la multiplication et de 
la division pour n = 1 ,2 ,..., 8, à l’exception de 7.

Toujours à l’aide de la géométrie, il montre que
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a-yfx = ^a^x  ; a-Jx-yjy = xy \ 4 x  ± = -^x + y ,

racine carrée d’un nombre rationnel si ou — est rationnel. Il montre, à
U

l’aide de la théorie des proportions, que -/xÿ = 4xJÿ et E  = 3^.
yy

Dans le second chapitre, il montre bien d’autres expressions, telles que

(x + 4ÿ){x-slÿ) = x"- -y ,
- - y  W - y )

Il y traite soixante-dix problèmes, qu’il ramène à des équations des deux 
premiers degrés à coefficients rationnels ou irrationnels. Il y procède par 
plusieurs méthodes de calcul, dont celle de la demi-somme et de la demi- 
différence, utilisée par les anciens mathématiciens et par Diophante. Étant 
donné que les calculs algébriques menés par Abû Kâmil sont souvent d’une 
grande complexité, nous allons transcrire et analyser ses solutions, pour 
mettre en évidence les nouveaux acquis et mesurer la distance parcourue 
depuis al-Khwârizmi. Il ne s’agit pas moins que des premiers dévelop
pements du calcul sur les nombres irrationnels et, plus généralement, du 
calcul algébrique abstrait. Quant aux démonstrations géométriques, le lecteur 
pourra les lire directement dans le livre d’Abû Kâmil.

1. PROBLEMES DES SIX PREMIERS TYPES

Le premier groupe de problèmes consiste à partager un nombre donné 
-  10 -  en deux parties sous quelques conditions. Ces problèmes sont inspirés 
par le premier groupe des « Problèmes divers » d’al-Khwârizmi^.

R. Rashed, Al-Khwârizmi : Le commencement de l ’algèbre, Paris, 2007.



-  1 -  On considère le système

10 = JC + y

2 3JC = —jcy 
2

On reporte y = 10 -  jc dans la seconde équation :

3
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= (lOx -  x^y

5  . 2X =15x=»x = 6x= ^x  = 6 e ty  = 4 ;

(type ax^ = bx).

-  2 -  On considère le système

flO = X + y

100 = 1 6 + -lx^
4.

Alors
X = 4 ;

(type ax^ = b).

-  3 -  On considère le système

flO = X + y 

^  = 4

Alors
10 = 5x et X = 2 ;

(type ax = b).

-  4 -  On considère le système

JlO = X + y 
l9y = x̂
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On a alors
90 -  9x = X
X = 6 ;

2
(type ax + bx = c).

-  5 -  On considère le système

On a alors

10 = x + y
xy = 21

/  + 21 = lOx

et X = 3 ou 7 (y = 7 ou 3 respectivement, le système d’équations initial est 
symétrique en x et y) ;

2
(type X + c = bx).

-  6 -  On considère le système

x = y
[4(x + 8) = x'

X = 8 ;Alors

(type x^ + bx + c).

2. PROBLÈMES DIVERS

-  7 -  On considère le système

flO = X + y 
| y ^ - x ^ = 8 0

Alors 100 -  20x = 80, d’où x = 1. Abu Kâmil calcule aussi l’équation 

en y : 20y- 100 = 80.



Il indique enfin une autre méthode
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X - 5 - U  
y = 5 + u 20m = 80 =̂ > m = 4.

Il ajoute que cette méthode n’est pas connue des algébristes et qu’elle 
est particulièrement utile pour résoudre les équations quadratiques trinômes 
(elle permet de les réduire à des équations binômes par élimination du terme 
de degré 1 en x). C’est une méthode qu’al-Karaji appelle plus tard « la 
méthode de Diophante »̂ . Et il est vrai que ce dernier l’applique dans le 
livre I des Arithmétiques pour résoudre l’équation trinôme du second degré. 
Quand Abü Kâmil écrit que cette méthode « épargne dans beaucoup de 
problèmes la difficulté rencontrée lors de la division des racines en deux »̂ , 
il signifie simplement que ce procédé permet d’éviter le recours à 
l’algorithme.

-  8 -  On considère le système

10 = x + y
y  ̂ 1-  + 2L = 4 - t - _

y X 4

Or x̂  + y'̂  = xy — + -1. On a donc
U

x^ + (10 -  x)~ = f4  + ^ 1 a:(10 -  x),

d’où
X + \6 = IOjc

et a: = 2 ou 8 si on utilise l’algorithme.
Abü Kâmil applique ensuite la méthode de Diophante, illustrant ainsi ce 

qu’il avait annoncé dans le problème 7 :

” F. Woepcke, Extrait du Fakhrî, Paris, 1853, p. 66 sqq.
 ̂Voir plus loin p. 336. Cf. les problèmes 27, 28 et 30 de Diophante d’Alexandrie, 

Les six livres arithmétiques et le livre des nombres polygones. Œuvres traduites pour 
la première fois du grec en français avec une introduction et des notes par Paul Ver Eecke, 
Paris, 1959.
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X = 5 -  M 

y = 5 + M •50 + 2 m^ =(25-M^)|^4 +  i ' j .

Or cette dernière équation est une équation binôme, on n’a donc plus 
besoin de l’algorithme.

Démonstration de Videntité ^  Abu Kâmil montre

d’abord que = —. Il en déduit 
^  A B  B

A A  + B B  A-A B B  A B. ------—----1---,
A B A B  A B  B A

Il conclut ;
A-A + B-B = \ -  +

B A

A BAbu Kâmil énonce ensuite un autre lemme : ----- = 1.
B A

Puis il résout à nouveau le problème 8. Pour appliquer les lemmes ci- 
dessus, il multiplie tout par x et se débarrasse ainsi du dénominateur du

10 — JCterm e------ qu’il fait passer à droite. Ainsi

10

Puis il multiplie tout par (10 -  x), etc.
10 -  XAbu Kâmil propose une autre méthode : il pose u = ------ . Alors dans

X
=  (4 +  - ] - m , il commence par se débarrasser dul’équation — ,

^ 10 -X V 4.
dénominateur (10 -  x) en multipliant tout par (10 -  x). Ensuite il remplace à

10 -  Xnouveau u par sa valeur------ , puis multiplie tout par x, etc.
X

A BIl propose enfin une autre méthode, reposant sur le lemme '■
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JC + }̂ = 10

+
4

Chapitre II

X y . ^—+±=4+
y X

JC
V =  —

y

JC + }̂ = 10
1 0 - X

U -------------
X

, 1V = 4 + —  U 
4

MV = 1

Abu Kâmil résout les deux dernières équations en u, v en reportant dans 
la seconde la valeur de v donnée par la première, etc.

9 -  On considère le système
10 = jc + 3̂ 
X y _ 5
y JC 6

Ce problème utilise une identité analogue (au signe près) à celle 
démontrée dans 8 :

JĈ -  /  = jcy f _z

C’est cette identité -  comme celle du problème précédent -  qu’Abû 
Kâmil nomme « la cause ». Ces démonstrations sont algébriques.

On reporte Jc = 10 -  y dans la deuxième équation du système.

(lO -y )^-y^  5

(lO -y)y 6

1 0 0 - 2 0 y = | ( l 0 y - y ')

100 + | / = f 2 8  + i | > ,

d’où, si on multiplie tout par ^ :

120 + y =34y
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34±-n/3 4 ' - 4x120 34±26 ,y = ------------------------ ------------= 4 ou 30.

-10 -  Dans ce problème, les inconnues sont les nombres d’hommes 
dans deux groupes d’hommes. Si x désigne le nombre d’hommes dans le 
premier groupe, on considère le système suivant :

xy = 50

(A: + 3 L - 3 - i - i ]  = 50

On élimine y :
50 50 ., 1 1------------ = 3 + -  + - .
X X + 3 2 4

Abu Kâmil forme plutôt l’équation suivante :

I O 1 1X  3 H- - - - - - 1—
2 4 (x + 3) = 50.

Il la justifie en supposant connues x et y, et en les représentant sur la 
figure suivante, dont l’analyse fournit l’équation susdite.

M

E D e

Fig. 1

On a donc

| l̂ + i^x(x  + 3) = 50,

d’où, si on multiplie, tout par ^  :

X + 3x = 40
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-3±V9 + 16Ô

L’unique racine positive est a: = 5.

Remarque : La démonstration géométrique établit que, sous les conditions 
de l’énoncé, x  étant supposé connu, l’équation susdite est bien une identité. 
Remarquons la primauté de la démonstration géométrique pour établir en 
premier la « cause ». Dans le problème 8, le lemme faisait aussi l’objet d’une 
démonstration euclidienne (calcul de segments, théorie des proportions). 
Mais on va observer une tendance à justifier des calculs algébriques par une 
cause algébrique (cf. problème 14).

-  11 -  On considère le système

Ay = 10
(a + 4)(>- -  4) = 30

On élimine y :
4a + (30

4  ̂ ’

Abu Kâmil démontre géométriquement la raison qui le conduit à former 
cette équation (comme dans le problème 10) :

B

M

E D C

Fig. 1

Cette équation est une équation quadratique en x :

a:̂  +  9a: +  20 =  30 

-9±V9^ + 4-10 -9 ±11

L’unique racine positive est 1, c’est le « nombre des hommes ».

-1 2  -  On considère le système

Ay = 10

(a + 4)(y + 5) = 60

Il s’agit de la même méthode que dans les problèmes 10 et 11. Voici la 
figure ;

M H L
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B

E D C

Fig. 2

- ( a + 4)5-10+ 60 —i -------------A = 10

4

7 + —Ja —1 1 + —|A —10.

Si on multiplie tout par -  ;

6 a: =  a: +  8

6 ± V 6 ' - 4 - 8 = 3±1.

Abu Kàmil mentionne les deux solutions 2 et 4.



-  13 -  On considère le système ;

fjcy = 60

|(A: + 3)(y-26) = 20 

On élimine y, et on obtient :
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Dans tous ces problèmes depuis le 10, on peut penser que l’équation 
formulée par Abû Kâmil, immédiatement justifiée par une démonstration 
géométrique, était aussi l’aboutissement d’un raisonnement qui devait être 
familier à celui qui pratiquait alors les mathématiques, à savoir : j ’enlève 26 
dirhams à chacun des premiers, je rends (60 -  20) dirhams de ce que 
j ’obtiens ainsi, et je répartis le reste entre les trois hommes supplémentaires. 
La somme qu’obtient chacun, multipliée par le nombre total de mes 
hommes, doit être égale à 20.

La nouveauté n’est donc pas tant de savoir traduire un tel énoncé en 
une équation, ni de savoir résoudre une telle équation quadratique, mais bien 
de faire d’une équation l’objet d’une science, d’abord géométrique 
(l’équation étant suivie d’une démonstration géométrique). A la démonstra
tion géométrique va bientôt succéder une vraie démonstration algébrique 
(avec l’introduction du dinar au problème 14).

Revenons au problème 13. La figure est :

M

On a

8 . | ) . - ( i3 4

D C

Fig. 1

(;c + 3) = 20

Le calcul algébrique et ses applications DO

8 + ̂ ^x' +|̂ 12 + ̂ lx = 60.

d’où, si on multiplie tout par — :
26

.  I 1 ^ 2 4X + 1H----UC — 6 H-----
26j 26

19^ 13 23 ^ 2 4  19^ L 11 23X —----- i  . -----1------- h 6  H---- —------ i  7 ------ ------
26 N 26 676 26 26 \  26 676

L’unique racine positive est égale à 2.
Suite à cela, Abù Kâmil revient au problème 10 et donne une nouvelle 

démonstration. On se dirige peu à peu vers une démonstration algébrique, 
sans encore l’atteindre puisque l’on ne sort pas du cadre euclidien de la 
théorie des proportions. Abù Kâmil démontre l’identité

^  -  —je  = a(c -  b)

au moyen des lignes suivantes :

C E

M D

Au moyen de cette identité, on ramène en effet le problème 10 à 
l’équation

50-3 = Jcf— - ^ ^ \ a: + 3).
X + 3J

-1 4  -  On considère le système

xy = 20
(x + 2)(y + 5) = 60

À présent, la méthode est vraiment algébrique ; Abù Kâmil appelle x la 
chose et y le dinar. Tout recours à la géométrie est ici évité. On commence 
par développer la seconde équation :



xy \0 + 5x + 2y 60.

On élimine xy au moyen de la première équation xy = 20 :

5x + 2y = 30,

On obtient ainsi une valeur y = 15 -  que l’on reporte dans la 

première équation ; d’où une équation quadratique

6x = + 8

6±V36-4-8
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X  = = 3±1.

-  15 -  On considère le système

^xy = 10 
[(x + 6)y = 40

Première méthode : x = 10 •
40-10

=  2 .

Deuxième méthode : —̂  = — =i>x = -(x + 6)=>x = 2.X + 6 40 4 '

Ici également, la méthode est algébrique.

-  16 - X  représente le « nombre de robes prises par l’un d’eux ». Le 
problème consiste alors en l’équation :

36 36

Fig. 4
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Abù Kâmil fait à nouveau appel à une figure pour justifier l’équation 
suivante ;

72 + 3x
10

-3  x = 36.

En multipliant cette équation quadratique par | 3 + -  ), on trouve

x̂  + 14x = 120.

Les racines sont (-20) et 6.

Autre méthode : Soit y la valeur d’une des robes prises par l’un d’eux. 
Le problème est alors équivalent au système d’équations suivant, de même 
forme que ceux rencontrés dans les problèmes précédents :

xy = 36
(10-x)(y + 3) = 36

En éliminant xy de la seconde équation au moyen de la première, on 
obtient une équation linéaire en x et y, qui donne immédiatement une valeur 
de y :

72 + 3x . y = ----------3.
10

On reporte cette valeur dans l’équation xy = 36, et on continue comme 
ci-dessus, toujours par une méthode algébrique. Il en est ainsi dans la plupart 
des problèmes suivants.

-1 7  -  On considère le système

[x + y = 10

i._ Ë f_  = 56-6x 
.3 10-x

- ^  = 168-18x 
10-x

1680-1- 18x^ = 354x.
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Si on multiplie par
2-9

x ' + 9 3  + -  = l 19  +  l j ^: .

L’unique racine positive est 8 . 

-  18 -  On considère l’équation

1 --1 -2 )  =JC^+24.

Première méthode : On pose y  = il faut résoudre l’équation quadra
tique en y, par l’algorithme.

Deuxième méthode : On pose ^ - y '^  -  24. Alors

Abu Kâmil dit que

= / •

équation dont la seule racine positive est 7  = 6 . Alors y'  ̂ -  36 et x^ = 
3 6 -2 4 =  12.

-1 9  -  On considère l’équation

3x + 4y/x^ - 3 x  = 2 0 .

Alors
^ J x ^ - 3 x  = - ^ ( 2 0 - 3 x ) .

On met tout au carré :
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X ~ 3 x  = \ 1 •

On multiplie cette équation quadratique par | 2  + -  ) pour la normaliser

JĈ +I 10 + ^jx = 57 + i

jc = - 5 - - ±  J2 6  + -  + - Î -  + 57 + -  = - 5 - - ± f  9 + -1 . 
7 V 7 7-7 7 7 V 7.

L’unique racine positive est 4.

Autre méthode : On pose y^ = x^ -  3x, puis on élimine jc. En remplaçant 
le radical par y dans l’équation initiale, on obtient une équation linéaire en x 
et y, qui donne immédiatement 3x = 20 -  Ay. On déduit de cette dernière 
équation la valeur de x^ en fonction de y :

Ces valeurs de 3x et de x'̂ , reportées dans l’équation y'̂  = x'̂  -  3x, 
donnent finalement :

r - 2 4  + i  + /(^l + | j - f l 3  + ̂ V

On résout cette équation, y = 2 , x - A .  

-  20 -  On considère l’équation

2 2 - 5  2— X - 3 x  = X . 
3

On multiplie tout par -  et on divise par :

3x = - .
2

AlorsX -
2



Autre méthode (due à un certain Abu Yûsuf) ; On pose )>-£■. Alors

|y-3Vÿ = )’
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V V  =

I

-  21 -  On considère l’équation

7 2 -3 /2 __ 2-x '-3 j~ x ' =x 
3 V3

J  = x .̂
Autre méthode, très probablement du même Abu Yûsuf : On pose

2 . / 2
= y3 V3

- y  = y 13

-  22 -  On considère l’équation

3x + 2-Vjĉ  -  3x = x'

2^x^ - 3 x  = x^ -  3x.

En divisant tout par le radical puis en mettant chacun des deux 
membres au carré, on obtient

x ^ -3 x  = 4.

Abu Kâmil ne détaille pas la résolution de cette équation

x^=î6.

Notons que l’équation initiale admet aussi les racines x = 0 et x = 3 qui 
annulent le radical.

-  23 -  On considère l’équation
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3x + 4^/x^ - 3x = x^ +4.

On pose yr -  3x. L’équation devient alors

4}; -  4 = y' .̂

Elle a pour solution y^ = 4, et x^ -  3x = 4 a pour solution = 16 (Abù 
Kâmil ne détaille pas la résolution de ces deux équations quadratiques).

-  24 -  On considère l’équation

1 0 -  X _ 1------- + X = 5 + —.
X 2

Alors

/5k\ Id c 1(*) ------ = 5 + - - x
X 2

et, si on multiplie tout par x  :

1 0 - x  = ̂ 5 + ^ jx -x ^ ,

équation quadratique dont Abu Kâmil ne détaille pas la résolution (on a
x = 4).

-  25 -  On considère l’équation

1 0 -x +10 -  X X = 30.

Alors



I0 + 9;c-;c' =30 

jc = 4.

Abù Kâmil ne détaille pas la résolution de l’équation finale. 

-  26 -  On considère l’équation

^^^^(10-x) = 9.
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Abû Kâmil, plutôt que de développer le carré (10 -  xŸ,  introduit un 
procédé d’addition membre à membre que l’on représentera désormais sous 
la forme :

^^"■*-(10- a:) = 9
X

10-JCJC = 10-JC

lO-jc 10 = 19-jc.

Finalement
10-JC , 9 1------ = 1 + ---------JC.

JC 10 10

Abu Kâmil renvoie, pour la suite, au problème 24, équation (*).

JC = 4.

-  27 -  On considère l’équation

10-JC 21
jc = 32.

Par associativité de la multiplication.

(10-Jc)^^^-^ = 32.

Abu Kâmil s’est ainsi ramené à une équation de même forme que dans 
26. Il ne prend même pas la peine de la résoudre. On aurait :

^ ^ ^ 1 0  = 42-jc
JC

jc '-5 2 a:+ 100 = 0.

La racine du discriminant est V2304 = 48 et jc =  2 ou 50. Comme 
l’énoncé du problème implique que a: < 10, on a a: = 2 .

-  28 -  On considère l’équation

^^^((10-jc)-jc) = 24.

Le calcul algébrique et ses applications / i

Abu Kâmil effectue l’addition membre à membre ;

10-A
X

10-X
-(10-2x) = 24

2x = 20 -  2x

10-A 10 = 44 - 2 a .

Donc
10-A , 2 1------ = 4 + ------ X.

X 5 5

On la résout comme l’équation (*) du problème 24, et aj = 2. 

-  29 -  On considère l’équation

O  4

V A 10-aĴ  ’

Abû Kâmil effectue l’addition membre à membre :

10-A
A

10- A

-(10- a ) = 34 - A

A = 10- A

10-A 10 = 4 4 - 2 a .
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C’est la même équation que l’équation finale du problème 28, mais Abu 
Kâmil détaille une étape supplémentaire :

10 -  = I 4 + —j x  -  —X ,

équation quadratique dont l’unique racine positive est x = 2. 

Autre méthode :

{y + z)t = 34 
t

z =

1 0 - r

10-r

t

r = 10 -  X

()' + z)t = 34 

y(lO-r) = t 
zt = 10 ~t

On élimine z entre la première et la dernière équation, on obtient

} ; t= 3 4 -(1 0 -0 .

On effectue l’addition membre à membre :

yt = 3 A ~ { \ 0 - t )  
v(lQ -  r) = r 
lOy = 24 + 2l

On reporte la valeur de y ainsi obtenue dans l’équation y = — pour

éliminer y :
t ^ 2 1 .— 2 H--- 1—/ ,

1 0 -r 5 5

d’où, si on multiplie tout par (10 -  /), une équation quadratique dont Abu 
Kâmil ne détaille pas la résolution, et t = S.

Remarque : Avec la première méthode, Abù Kâmil résout l’équation
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X 1 0 -x ,

tandis qu’avec la deuxième méthode, il résout en fait

' ', = 34.
î 10- t

-  30 -  On considère l’équation

10-;c
+ 1 0  U = 46.

Si on multiplie tout par x ;

10 -  JC = 46 -  lOx,

équation linéaire dont la solution est jc = 4.

-  31 -  On considère l’équation

10-a: + lol(10-x) = 69.
X J

Abü Kâmil effectue l’addition membre à membre ;

10-JC
X

10 -  JC

-(1 0 -jc) = 69-(100-10x)

JC = 1 0 - JC

10-jc
10 = 9jc-21 ;

d’où

(*) 10-x = —Jc'-f2 + -î-lx,
10 I 10.

équation quadratique qu’Abü Kâmil résout en détail, et x = 4.
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Autre méthode :
''(>- + 10)(10-;c) = 69

10-Jc
y = -

Addition membre à membre :

y(10 -  jc) = 6 9 -1 0 (1 0 -Jt)
vx = 10 -  JC______
\0y = 9x-~2\.

y . 10 — XOn reporte la valeur de ainsi obtenue dans l’équation y = —-— afin

d’éliminer >' :

X W { 10.

Cette équation n’est autre que l’équation (*) ci-dessus. 

-  32 -  On considère l’équation

10- j: j:------- + --------+10 U = 73.
X 10 -  a:

Alors
-A: = 73-10jr-(10-A :).

10

Si on additionne membre à membre avec

on obtient

d’où

10-JC
(10-x) = a:,

10-JC
10 = 6 3 -8 jc,

équation quadratique résolue de manière détaillée par Abu Kâmil, et x = 6.

Le calcul algébrique et ses applications 

-  33 -  On considère l’équation

U O -X  JC J

Abû Kâmil appelle « complément des deux quotients » la quantité

 ̂10-JC

77

En effet,
-10-JC ( JC 10-x^  f X 10-JC2 ------------- =  — ---------- +

JC vlO-Jc X J \ . l 0 ~ x  X

Il ajoute cette quantité de part et d’autre dans l’équation initiale et 
obtient ;

JC 10-JĈ  -ir OJC = 2 5 -2 jc,
10-JC X 

On résout cette équation comme dans 29. 

Autre méthode :

{y - z ) x  = 5
X

y =

Z =

10-JC
10-X

Ici, le « complément » est 2z ; or 2zx = 20 -  2x, donc

(y + z)x = 25 -  2x
X

Z =

1 0 - x
1 0 - x

On résout cela comme dans 29.

Remarque : Dans ce problème 33, Abü Kâmil ne prend pas la peine de 
résoudre le problème complètement, il se contente d’avoir ramené la



question à une équation de même forme que dans le problème 29. On aurait
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X 1 0 ^+ -------  JC = 25 -  2x
10-JJ X J

lO-JC
-JC = 15- JC.

Si on multiplie tout par (10 -  j:), on obtient une équation qui est en fait 
linéaire en j:, d’où x = 6.

-  34 -  On considère l’équation 

lO-jc + (10-x)
10-jc + x =35.

Abü Kàmil développe le produit terme à terme et obtient (en rappelant
10-JC JCq u e------- —  = 1) :

X  10-JC
11 + 10jc- a;2 = 35

Il ne prend pas la peine de détailler la résolution de cette équation, x = 6 
ou 4 (l’équation initiale est symétrique en jc et (10 -  jj)).

Autre méthode :

(_y-f jj)(z +10 -  jj) = 35
X

y =

Z =

10-JJ 
10-j:

Il développe le produit et obtient une expression dans laquelle 
apparaissent y(10 -  x), zx et yz, respectivement égaux à x, 10 -  x et 1. On 
retrouve alors l’équation quadratique

11 + lOx-x^ = 35.

-  35 -  On considère l’équation

10j ^  + ,oY ^  + 1o1 = 122 + Î .
X  Aïo-x )  3
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Abü Kàmil propose une troisième méthode, différente de celles 
abordées dans les problèmes précédents. Il introduit deux inconnues y et z, 
mais sans les nommer (alors que dans les problèmes précédents, il les 
nommait le dinar et \tfels). Pour les distinguer, il les décrit qualitativement 
(la « plus grande », la « plus petite »).

(y + 10)(z + 10) = 122 + -

y =
10- X

Z = '
10- X

Si on développe le produit, la première équation devient ;

yz + 10(y + z) + 1 0 0  = 122 +

Si on remplace yz par sa valeur, 1, dans celle-ci, on obtient finalement

y+ z= 2 + -o

y = -
10- X

Z =
1 0 - x

Abu Kàmil ne détaille pas la résolution de ce système qui suit le modèle 
des problèmes précédents.

-  36 -  Comme dans le problème précédent, il y a deux inconnues qui 
sont désignées par « plus grande » et « plus petite » ;

(10+ y)(10-z) = 107-1-- 

10-x

Z = 10-x

d’où
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5
6

10 -  a:
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10-JC

Système facile à résoudre si on s’inspire du problème 33.

-  37 -  Soit jc = 

dénominateur.

10 . Abü Kamil veut éliminer le radical du
2 + V3

2x + ^l3x^ = 10 

V 3 ?  = 10-2x .

Si on met au carré chaque membre, on a

3x^ = 100 + 4x^ -  40x.

Mais cette mise au carré introduit des solutions superflues. Pour les 
reconnaître ultérieurement, retenons que l’on doit aussi avoir 10 -  2;r > 0.

x^ +100 = 40x

x = 2 o ± ^ ^m .

Abü Kâmil ne donne que la racine 20 -  V300 qui est bien la solution du 
problème (en effet l’autre racine de l’équation quadratique ne vérifie pas la 
condition 10 -  2 a: > 0).

Ce problème n’est pas anodin, car à partir du problème suivant, Abü 
Kâmil considère des équations à coefficients irrationnels.

-  38 -  On considère l’équation

x (̂^x  ̂ + VÏÔ) = 9JĈ

Changement de variable y = x .̂

+ yVÎÔ = 9y.
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Cette équation est une équation binôme contenant un coefficient 
irrationnel.

y = 9 - VÎÔ.

-  39 -  On considère l’équation

V 8 ? -V 3 ?  + 20 = a: \

Changement de variable y = x .̂

y V ^  + 20 = y \

C’est une équation trinôme avec un coefficient irrationnel :

yVô + V26.

-  40 -  On considère l’équation

x46  • x4s  + IOa:̂  + 20 = jc\

Changement de variable y = x .̂

^ | ^  • ̂ ]5ÿ + lOy + 20 = ŷ

(lO + V3Ô)y + 20 = ŷ

y = 5 + V ^  + ^(5 + V ^ y  +20 = 5 + V ^  + ■̂ /52,5 + ^/750•

-  41 -  On considère l’équation

^Ü£zf) = V6.
l 0 - 2 x

Si on multiplie tout par (10 -  2jc) :

V600 -  V24?  = lOx -  x^,

c’est-à-dire



V6ÔÔ + x' =(lO + V^)jc,

équation quadratique ayant deux coefficients irrationnels.
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x = 5 + S - - ^ ( 5  + S f  - 4 m  =5 + S - ■^ I 3 \ .

-  42 -  On considère l’équation

(1 0 - .;c ) '-V 8 ?  = 40,

c’est-à-dire
60 + ;ĉ  =(20 + V8)jc

X = 10 + V2 -  .^(lO + 4 ï f  -  60 = 10 -f- V2 -  ^42 -h VSÔÔ. 

Autre méthode : On échange jc et (10 -  x).

x '-(10-Jc)V 8 = 40 

+ xVS = 40 + VSOO

x = -V2+.^(V2)%(40-hV8ÜÔ) = V 4 2 -h V ^ - V 2 .

-  43 -  On considère l’équation

= VÏÔ(lO-x)

x = -4245 + ^]2,5 + 4 m ô .  

-  44 -  On considère l’équation

{x^ + 1 0 ) 4 5  = x \

On pose y =
{y + \ 0 ) S  = y'

4 ^  + y45 = y^
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1 + i  + 4 m
4

-  45 -  On considère le système

IVÎÔÿ'

On introduit une troisième inconnue t ; le problème est ainsi réduit au 
système suivant

■ / = ;

On élimine x et y :

iv ïô y ‘ =

(lO + VIOy = 25 + ('

r = 5 + V23 + ^ |(^ A /W )' -2 5

Finalement,
= 5 +

x ' = V ^5  + ^/2J+^/250. 

-  46 -  On considère l’équation

(V 2 ?  + 2)x = 30,

c’est-à-dire (si on divise tout par V2)

x̂  + 4 ^  = ^450

2 ^2
1 + 1  + -V4M.



-  47 -  On considère l’équation (symétrique en ;c et (10 -  x))
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^ +10:11 = 75.
10 -  JT X

Alors

c’est-à-dire

+ (10 -  x)^ = V5x(10 -  jf),

100 + [2 + S ) x "  = (20 + V5ÔÔ);c.

Il faut tout multiplier par (V5 -  2̂  pour normaliser, car

2 + V5
= V 5 - 2

(cf. problème 37). Alors

V5ÔÔÔÔ -  200-f-x' = lOx

jc = 5±V225-V5ÔæO.

Si X est l’une des deux racines, (10 -  x) est l’autre.

Autre méthode : On pose u = —-  et v = —- —
X 10-X

Alors

+ V = V5 
[mv = 1

V5m -  = 1

“ = ■ ' '4 4 -

On a donc
, 1 1 10-a:1 + -----------------------,

4 2 ;r ■
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soit
-, 1 1. x̂  +—x̂  = 10— X. 

1 4 2

On met au carré chacun des deux membres et on obtient une équation 
quadratique

+ lOx = 100 

x = -5 ± V Î^ .

Seule la racine positive nous intéresse ici : -5  + VÏ25. L’autre « partie 
de dix » est 10 -  x = 15 -  Vl25.

Remarque : Ici les deux méthodes conduisent à deux expressions différentes 
du même nombre irrationnel :

5 + ^225 -  750000 = -5  +^/Î25.

Abü Kâmil pouvait sûrement vérifier cette égalité au moyen de la 
théorie du livre X des Éléments d’Euclide.

Autre méthode ; On pose >' = 10-X

yx = 10 -  X

^  = V5-
10- X

En multipliant la seconde équation par (10 -  x), puis en y remplaçant yx 
par sa valeur (10 -  x), on obtient

fyx = 10- X

[x + 10y = (10 -x ) + V M - x 4 5  

La deuxième équation donne alors une valeur de y linéaire en x.

>’ = l + ̂ /5-x| -  +
' 5 U O ;

valeur que l’on reporte dans la première équation pour obtenir
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x(l + V5)-x'| J  + =

Il faut tout multiplier par ( V ^  -  20) pour normaliser car

Alors
I0j: = ;t"+V50000 -  200

x = 5 ± ^2 2 5 -~ JJÔ m . 

-  48 -  On considère l’équation

t n  \ 2  /■ \21 0 - J C )  f  X

I 0 ~ x
= 3.

Abu Kàmil ramène ce problème au précédent en observant que, si cette 
équation est vérifiée, alors :

10-^ X+ '
X 10 ~ x

= 3 + 2 10-x X
X 10- X

= 5,

donc
10-A: X rr
------- + -------- = V5.

X 1 0 - X

X  10 —  X-  49 -  On pose u  =------ et v =------- . Abû Kâmil appelle v, « quotient
10 -  X X

du plus petit par le plus grand », la « chose ».

f«v = 1

«  -  V =  —  
6

Multiplions la deuxième équation par v ;
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MV = 1

«V =  - V  +  V 
6

» /

En comparant les deux valeurs de uv obtenues, on a :

l = lv  + V̂, 
6

équation quadratique qu’Abu Kamil ne prend pas la peine de résoudre.

10-jc-  50 -  On pose u =------  et v =
1 0 -JC X

petit par le plus grand », on a v < m.

\uv = 1 

\ u - v ^ = 2

Si V est le « quotient du plus

En multipliant la seconde équation par v^, on a = v"^+2v .̂ 
Comparons cette valeur de à celle issue de la première équation, on a ;

1 = + 2v^

= —1 + V2

V=

10-.^ = xVV2-1 .

On pourrait écrire
10

JC =
1 + •>/ V2  — 1

et utiliser des conjugués pour faire disparaître les radicaux du dénominateur, 
mais Abû Kàmil, comme à son habitude, résout à cet effet une équation 
quadratique (comme dans le problème 37) :

(10 - J c ) '  = J c ' ( V 2 - l ) .

On multiplie tout par (l + VÏ2) car
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Alors

(l + Vïl)(2 -  V2) = I.

100 + V50œ + = (20 + V2Ô0)a:

Chapitre II

;|: = ]0 + V 50-V l50 + V 20000-]00-V 5000 =
= 10 + V5Ô-V50 + V5000

(l’autre racine est supérieure à 10, ce qui l’éliinine d’emblée puisque x doit 
être une « partie de dix »).

1
, comme dansRemarque : Là encore, Abu Kâmil aurait pu calculer ^

2 — y  2
le problème 37, au moyen d’une équation quadratique. Le fait qu’il ne le 
fasse pas dans ce cas, ni dans tous les cas simples qui lui ressemblent, laisse 
penser qu’il avait reconnu la formule

(̂ a + =  a^ -  b

ou bien

a' -  b \ { a S )  = l.

Autre méthode : On pose plutôt 5 =
(10 -.r)‘

et

fst = l 
l s ~ t  = 2

Alors r = V2-1, d’où ( 1 0 - 1], etc. 

-  51 -  On considère l’équation

[x^ - ( 2x  + 10)f = 8 x \

Abu Kâmil en déduit
x^ - 2 x - W  = xVS,

c’est-à-dire
x^ = x{2 + VS j +10

Le calcul algébrique et ses applications

dont l’unique racine positive est \ + ^f2 +^|\3 + ^fS. Mais l’équation de 
l’énoncé est de degré 4 et a deux autres racines, solutions de

(*) x^ - 2 x ~  10 = -xVS

x = l-V2±Vl3-V8.

Or l -V 2 - h V l3 -V 8  > 0 ; cette solution aurait donc dû être mention
née par Abü Kâmil. Remarquons toutefois que, pour cette valeur de x, on a

-(2x-h l0 )<0  ;

on ne peut donc pas dire « tu ôtes d’un carré ses deux racines plus dix 
dirhams »®. Cette situation intéressante montre que, dans tout problème, 
l’énoncé dans sa formulation même implique certaines inéquations 
(conditions de signe) qu’il faudrait toujours ajouter à notre paraphrase 
mathématique si l’on voulait être exhaustif. Dans ce problème, la première 
phrase de l’énoncé implique la condition de positivité x  ̂-  (2x -1-10) > 0, qui 
exclut la racine positive de (*),

-  52 -  On considère l’équation

alors

/'I 2 1 2 22 x + . —X +. - X  =x ,

x̂  =4 + -  + -  + ̂ ^8+ [5 +- + l ^ .
2 3  V 3 V3 

-  53 -  On considère l’équation

(*) 2x + J - x ^  + J - x ^  =20.

Voir plus loin, p. 438.



Abü Kâmil isole les deux radicaux puis met chaque membre au carré :
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 ̂ '1 
2 '3 y

= (20-2x)%

c’est-à-dire

80x = 400 + 3 + —  J -
6 VSy

équation quadratique qu’Abü Kâmil ne prend pas la peine de résoudre. 
Cette équation a deux racines positives, mais l’une est superflue, introduite 
lors de la mise au carré ((*) n’a qu’une seule racine positive, (**) en a deux).

-  54 -  On considère l’équation

Abû Kâmil ne résout même pas ce problème. 

-  55 -  On considère l’équation

X +x l+J~ = x̂ J5.

= V 5 - 1 - J

x' =6 + -î- + V2-V^-VÏÔ.
2

-  56 -  On considère l’équation

x^+xl l + J j l  = V2Ô.

L’unique racine positive est

Le calcul algébrique et ses applications 

-  57 -  On considère l’équation

91

= 4 x \

Première méthode : On pose y -  yr.

V «2 ;
4y.

On développe et on isole le radical :

On met chaque membre au carré, on obtient l’équation quadratique

9y = y^ + l2 + -  
4

y = 4 + i ± j 2 0  + - - 1 2 - - = 4  + - ±V 8 .  
2 V 4 4 2

Abù Kâmil ne garde que la racine 4 + -^-Vs, l’autre est en effet super

flue puisqu’elle est supérieure à 3 + ̂  et rend donc 3 + ̂ y - /  négatif

contrairement à l’assertion = ^  + ̂ y ~ y ^ .  Notons qu’Abû Kâmil a

besoin ici des puissances x^. Il introduit la multiplication de ces 
puissances ;

JC JC JC y JC ““ JC JC y JC ““ JC JC y JC JC JC »

Tout indique cependant qu’il possède les règles de la multiplication et de 
la division des puissances d’une manière générale. Il ne donne ici que ce 
dont il a besoin.

Deuxième méthode

x^ + J—X = 2x
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x~2

a:' = 4  + - - V 8 .
2

Troisième méthode : On pose 2y^ =

(2^ +

On développe et on divise tout par 4 :

y + / = / f i + T

y + y = i + ^
4

1
/ = ^  + 2 - V 2

4

=4 + - - ^ .  
2

-  58 -  On considère l’équation

(jc + V3)(j: + V2 ) = 20

Le calcul algébrique et ses applications 

-  59 -  On considère l’équation

(y + l ) ^  = 10y.

On développe et on divise tout par Vs ;

y + V 4 9 = J  33 + - |} '.

On met au carré chaque membre :

/  + 49 + V Ï 9 ^  = f  33 +

c’est-à-dire
y ^ + 4 9  = \ 19 + -  y

, = | ^  = 9 + |±(6 + |] = 3 ou (l6 + i

Abû Kâmil donne ces deux racines.

Autre méthode : On pose y =

1  ̂ \'fy2+7jr=(^3 + - | r .

On multiplie par 3 et on divise par Y :

-h 21 = 10F 

F = 3 ou 7

F = 3 ou [̂ 16 + ^ ) .

-  60 -  On considère l’équation

( J c " + V 3 y ) Æ ^  = 4x^
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Posons y = x .̂
{y + ^ ) 4 ^ ^ ^ y  

= ^ y -  y ^

= 4 -V 6 .

On met chaque membre au carré et on trouve une équation binôme en 
d’où

}; = II -  4V6,

Autre méthode, à partir de l’équation binôme en y :

22y^ -  2y^ = 2»̂ ]6y‘̂ .

On élimine le radical en mettant chaque membre au carré :

4 8 4 / + 4 / - 8 S y  = 3 8 4 / .

On divise tout par 4 /  :
y^ + 25 = 22y

>̂ = 11 ± 4Vô.

La racine 4 + 4 /6  est superflue. Comme toujours, Abû Kàmil se 
contente de donner la racine 11 -  4 /6  et néglige d’expliquer ce point.

Remarque : Abü Kâmil décrit le terme -88j^ de deux manières différentes : 
« moins quatre-vingt-huit cubes multipliés par un carré » et « moins quatre- 
vingt-huit carrés-carrés multipliés par une chose »̂ .

Autre méthode : On pose ‘

Y = 2Y\

C’est une équation binôme, 

 ̂Voir plus loin p. 484.

y = 4 - / 6

r  = 2 2 - 8 / 6

jc' = 1 1 - 4 / 6 .

Mais on peut aussi, comme Abu Kâmil, chercher à éliminer le radical 
dans l’équation binôme en écrivant

Le calcul algébrique et ses applications Vb

A l
3 1= 2 Y ^ - - Y \  
2 2

puis en mettant au carré chaque membre, d’où une équation trinôme

8 r  = r + i o r

r = 4 ± V 6

r" = 22 ± sVë

x" =U±4^/6 .

Ici encore il y a une racine superflue 11 + 4^/6 qu’Abü Kàmil tait sans 
explication.

-  61 -  On considère l’équation

- x ^ +21 = 20.

On pose y = / ,  on remplace et on développe le produit.

/3 ÿ  + ^  = 1 4 - . j ^ .

On met au carré chaque membre.

5y + = 196 + -  / s O  + | j y



On multiplie tout par six :

(30 + V864 + 4 ^ m ) y  = +1176.

C’est une équation quadratique ayant un coefficient irrationnel trinôme 
(de la forme a + + Vc ).
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y = 15 + ̂ /2Ï6 + VI176 ± Vl617 + VÏÔ584ÔÔ + V1016064 + V194400 -1176

Abû Kàmil donne seulement celle des deux racines contenant le radical 
affecté du signe moins. L’autre est superflue.

Autre méthode : À partir de

Sj + V w  + 1130 + | j /  =196 + i y ,  

on peut remarquer que

V ^  + J l3 0  + -  = ,1266 + - .
3 1/ 3

On se ramène ainsi à une équation quadratique plus classique.

Autre méthode : On pose -  V f-. On remplace et on développe le 
produit. On obtient l’équation quadratique

On normalise

r ^ j |  + (2 + V6)y = i4.

y^+(3 + V6)y = V 2 ^

y = - - -  -+  3 +-+ 13 +
2 U  \  4 \ 2

Or

donc
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Abû Kàmil ne conduit pas le calcul plus loin. On remarque toutefois que 
cette méthode ne conduit qu’à une seule racine, et permet de montrer que la 
racine la plus grande obtenue par la première méthode est donc superflue

(rendant négative l’expression 1 4 qu’Abu Kàmil a carrée pour 

éliminer les radicaux).

-  62 -  On considère l’équation

JĈVIÔ 
2 + ̂ /3

= x '-10.

On pose y = x^. Or Abû Kàmil parvient à la solution en résolvant une 
équation quadratique :

Vïô
2 + ̂ f3

= V4Ô-V^.

Alors

pour justifier cette inférence, Abû Kàmil utilise un lemme affirmant que
( ac .I-Je = — et ce pour a

carrés, etc. Finalement

-  c = — et ce pour a, b, c de n’importe quelle espèce -  nombres, choses,b) b

y(V4Ô-V3Ô) = y -1 0 .

On met chaque membre au carré. On obtient l’équation quadratique

100 + y'(V48ÔÔ -  69) = 20};.

2Q I 237 ___
On multiplie tout par 1 l’inverse de V4800 -6 9 ,

et on trouve :

y" +176 + — + J31558 +
39 ^ 1521

/ „ _ ,  282 / 3 5 ,  15 ,2 ^2 ^4 9 8
39 1521
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I3 1 5 Æ ,  U Æ .  I395I30.222ÉZ2 
39 V 1521 il 1521 il 2313441 39 V

176 + — + J31558 +
282
1521

27 L,^ 885 1^, 1029 2057670 1 282= 17 H---- + -|315 H--------+ |̂451 + -------+ 1395130 H--------------- ./31558 + ------
39 V 1521 V 1521 V 2313441 V 1521

Cette équation quadratique a cependant une autre racine positive, mais 
plus petite que 10, et qui n’est donc pas solution de l’équation initiale

^ ^ . - 1 0 .
2 + V3

-  63 -  On considère l’équation

+ V^)(3jc + ^^3x^ = 30;c.

On développe le produit et on divise tout par x,

3x + V3 + ■\j9x + V3x = 30.

On isole certains termes et on met au carré chaque membre :

= (30 - 3 x -  V3)'

On développe et on obtient l’équation quadratique suivante, dont Abu 
Kâmil ne détaille pas la résolution :

192jc = 903 + 9x^-VÎÔ8ÔÔ.

Il faut remarquer cependant que cette équation quadratique a deux 
racines positives, alors que l’équation initiale n’en a qu’une seule, que l’on 
aurait pu obtenir directement en posant y = ^fx ; car alors

3 / +(V9+V3)>’ = 30-V3.

-  64 -  On considère l’équation

x + ^^x + -\l2x + -JSx^ =10.

On isole certains termes et l’on met au carré chaque membre :
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{^fx + sl2x^^ = (lO -  x -  sISx^ j 

x(23 + V2ÔÔÔ + Vs) = 100 + (6 + V2Ô)jc'

3 I 5 __
On multiplie tout par - -  1—  qui est l’inverse de 6 + V20. L’équation 

8 V 8 • 8
quadratique ainsi normalisée est :

- 3 - - -  41 + -  + — + 281 + - +  1 + - -  -  
8 V 4 8 -8 ^ 4 1 8 U

= x^+37 + - - J 7 8 1 + -1

Abu Kàmil ne prend pas la peine de la résoudre.

Remarque : Ce problème, comme le problème 62, met en œuvre certaines 
quantités irrationnelles compliquées (on trouve dans ces deux problèmes des 
équations quadratiques dont le second coefficient est une quantité 
irrationnelle trinôme de la forme a-\-4b + ^ , t X ï \  faut savoir développer le 
carré d’un trinôme pour calculer le discriminant de ces équations 
-  technique mise en œuvre dans le problème 62).

-  65 -  On considère le système de trois équations à trois inconnues 
x > y :

jc' = y ' 

xz = 
yz - 10

Abû Kâmil choisit d’éliminer x et y ; il ne nomme donc qu’une seule 
inconnue, la « chose », c’est-à-dire l’inconnue z. La dernière équation donne

10

et cette valeur reportée dans la seconde équation donne

100
X =



la première équation du système devient alors
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I - |  IZ J V Z J 

ou encore, après multiplication par z  ̂ '■

10 000 = 100 Z* + Z*.

L’unique solution positive est = -50  + V12500.

Remarque : Dans ce problème, l’énoncé parle de trois mal que l’on aurait 
pu traduire par « fortune » pour ne pas confondre avec le mal carré 
algébrique qui apparaît au cours de la résolution du problème, une fois 
spécifiée l’inconnue choisie par Abü Kâmil (l’inconnue z ; mal désigne alors 
z} tandis que chacune des trois inconnues du problème dans son énoncé 
initial est elle-même un mal). Ainsi le mot mal désigne parfois x, y ou z, et 
parfois z^, et ces trois usages sont mêlés dans la résolution du même 
problème.

-  66 -  On considère le système de trois équations à trois inconnues
a: > y > z :

' y^+Z^=x^

(*) xz = y
X + y + z = 10

La deuxième équation implique que x,  y, z forment une suite 
géométrique. Abù Kâmil nous enjoint de résoudre d’abord le système

\y^+Z^ =x^

xz = y

Deux équations, trois inconnues, on peut donc poser librement z = 1. La 
première équation devient alors ;

y2 + 1 = ^4

2 1 , 1y = -  +JI + - .  
2 V 4
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On a donc une solution particulière du système (**) :
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—  ̂-i|l 4—> 1 
2 i  4 ^

1 , 1 1—!■ ̂ |l H— , 1 2 1 4

Comme les deux équations sont homogènes, la solution générale est

z
V V

0 f T ~ r r— , z. j —  + |l 4— , z
4^ |2 4 J

On reporte cette solution dans la troisième équation du système (*) pour 
avoir la solution de (*) :

=  10.

Plutôt qu’une simple division, Abû Kâmil cherche ensuite à éliminer les 
radicaux :

,_____ X N 2
1 F . r

/ 1 r r ' f  f= 10-z----h 1+-U2 V V

On développe et on obtient l’équation quadratique 

10z(3 + V5) = 100 + (3 + V 5 y .

On multiplie tout par - J - * -4 1 4  2 - 8
qui est l’inverse de 3 + V5, d’où

10z = z ^ + 7 5 - V M ^

z = 5 - V V 3 1 2 r ^

(!’ autre racine est supérieure à 5 et ne peut donc pas être la plus petite des 
trois parties de 10).

Autre méthode : Dans (**), on pose x = 1 pour commencer. La solution 
générale de (**) est alors de la forme :
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I 1 , 1x , xJ —  + J I  + —,JC 2 \ 4
f  1 r r v---+ - 1 + -
l  2 4 j J

On reporte dans (*) :

I 0 - - x - x j l  + -  
2 V 4

1 1 1----- h «Il + —
2 V 4

On développe et on normalise en divisant tout par 2 : 

50 + = x(5 + VÏ25)

(l’autre racine est supérieure à 10 et n’est donc pas solution du problème 
initial).

Corollaire :

= 10-a: - z = 2 + -  +jj781 + - - 1 2 - - + V V 3 Î 2 5 ^ - J 3 I + - .

Mais Abû Kâmil va proposer une troisième méthode de résolution du 
problème, en éliminant x et z. Le calcul conduit cependant alors à une autre 
expression pour y :

Il se contente d’affirmer que c’est « la même chose Un calcul facile 
mais laborieux permettrait de le démontrer.

Troisième méthode : On cherche une solution particulière de (**) en 
posant}' = 2. Alors x = V ? T 4  d’après la première équation, et la seconde 
donne :

V ? T 4 ?  = 4.

10 Voir plus loin p. 486.
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On met chaque membre au carré

Z* +4z^ = 16 

z" = -2  + ^20
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z = VV2Ô-2

X - -\/VW+2.

La solution générale est donc

{ x , y , z )  = + -  2j.

On reporte dans le système (*) ;

^20 + 2 + 2 + VV20~+^j = 10,

d’où
20

VV2o7 2 + 2  + V V 1 5 ^ '

Pour éliminer les radicaux du dénominateur, Abû Kâmil considère 
l’équation quadratique

y(^R W + 2  + V V ^ - 2 ) = 20 -  2y.

Il met chaque membre au carré.

)-"(2^/2Ü + 2 V 2 Ô ^ ) = 400 -  80y + 4y^

(4 + V 8Ü y =400 -  80y.

On multiplie tout par + — —1 qui est l’inverse de 4 + VM .V 8-8 4-8 2'SJ
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/  + (VÏ25 -  5 ))-= VÎÎ25 -  25

Chapitre II

- 6 7  - O n  considère le système d’équations

+ V = 10

[u + 2Vm = V -  2-Vv

Abû Kâmil pose M = 5 -  A:etv = 5+^.  Ona alors l’équation

5 -  JC + 2 V5 -  JC = 5 + X - 2̂ 15 +X,

c’est-à-dire

( * )  2 V 5 - X  +  2V 5 +JC = 2 jc.

On met chaque membre au carré :

40 +8^25-Jc' =4Jc^

On isole le radical et on met de nouveau chaque membre au carré : 

6 4 ( 2 5 = -40)".

On développe et on obtient

256x^ = 16jc" 

x = 4.

Autre méthode : Abû Kâmil remarque que l’on peut simplifier 
l’équation (*) en divisant par 2 :

(**) V 5- X + VS + JC = JC.

Puis il continue comme précédemment.

Autre méthode : À partir de (**), on peut aussi procéder comme suit :

5 - x  = (x--V5 + xj .

On développe, on isole le radical et on met chaque membre au carré ;

(2-j5x^~+ j =(x^+2x)^

On développe et on obtient ;
16x  ̂= x'̂  

x = 4.

Remarque : Pour résoudre le système initial sans changement de variable à 
la Diophante, il faut faire ainsi :

+7^=10

j x ' + 2 X = r - 2 7

Dans la deuxième équation, on peut mettre (X + 7) en facteur : 

( X + 7 ) ( X - 7 + 2 )  = 0.

Le second facteur donne une valeur de 7

7 = X + 2.

valeur qui, reportée dans la première équation, donne

2X2 + 4X = 6 

X = - l  ±2.

L’unique racine positive est donc 1.

Remarque : Plus généralement, quelle que soit la constante k, l’équation 
X2 + ^X = 7 2  -  fc7 est divisible par (X + 7). On a l’équivalence

X^ + kX= Ÿ ^ - k Y < ^ [ Y - X  = kou  7 + X=0] .
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Autre méthode : Abü Kàmil observe que, quelle que soit la constante k,

U + k4ü  = V -  k4v  V« • Vv = M + ksfü .

En effet, d’après la dernière remarque, l ’équation de gauche se factorise 
et l’un des facteurs donne

4ü  = -Jv - k ,
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d’où
Vm • Vv = v - k 4 v ,

d’où la méthode suivante pour résoudre le problème 67. Posons « = et 
v= 10 - ;^ .  Alors

VÂ^-VlO-X'  +2X.

On met chaque membre au carré

X^(10-X^) = X ^ + 4 X '+ 4 X '

X 2+ 2 X -3  = 0 
X = 1 ou -3.

Abü Kàmil donne à présent une démonstration géométrique de 
l’équivalence énoncée dans la dernière remarque, au moyen de la figure 
suivante :

B

L

F E

H

D

Fig. 5

Ensuite Abü Kàmil écrit que « la cause de cela par la voie de l’algèbre 
est vraie et claire»*'. En effet, on peut démontrer algébriquement 
l’équivalence

Voir plus loin p. 500.
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X̂  + /:X= - k Y < ^ [ Y - X  = kou  F + X=0] .

Il démontre algébriquement que

Y - X  = k=^X^ + k X = Ÿ ^ - k Y .

107

Il faut souligner qu’il distingue bien démonstration algébrique et 
démonstration géométrique.

Dernière méthode ; L’équivalence énoncée dans la remarque ci-dessus 
conduit à une dernière méthode pour résoudre le problème 67 :

| m +v = 10

[u + 24Û = V -  2Vv

On pose X = Vm , alors Vv = X + 2, d’après la remarque. On remplace 
M et V par leurs valeurs dans la première équation :

X̂  + (X + 2Ÿ = 10.

Cette équation a pour racines 1 et (-3).

-  68 -  On considère le système d’équations

10 = x + y 
10 10  ̂ 1 
X y 4

Lemme :

10 10 y X ^— + — = -  + -  + 2. 
X y X y

Abü Kàmil donne une démonstration 
arithmétique de ce lemme, avec la figure ci- 
contre :

A 9 

Bc

C i

0 D

1 ^
i  E

Fig. 6
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Deuxième lemme : Si
a = x + y
a a-  + -  = b 
X y

alors on a aussi

En effet, on a

a a----- = b.
X y

a , X 
-  =  1 +  -

y X , ^-  + -  = b - 2 .
X y

Posons Z = — (la « chose » est z) ; alors
a:

- = b - 2 - z
y

et
z { b - 2 - z ) =  1.

Finalement

- ■ -  = {l + z){l + b - 2 - z )  = l + z + { b - 2 - z )  + z ( b - 2 - z )  = b.
X Z

C’est là la démonstration du deuxième lemme « par la voie de 
l’indication {tariq al-ishàra) qu’Abû Kâmil donne en premier.

Il en donne ensuite une autre démonstration, géométrique, c’est-à-dire 
par la théorie des proportions, en traduisant ce lemme par :

12 Voir plus loin p. 502 et chap.VII, p. 235-239.
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A = B+C  

B

= D

■=̂  E D= E + D.

Troisième lemme
A B  A B
C D  C D

Abu Kâmil en donne une démonstration arithmétique. 

Corollaire des trois lemmes (pour Jc, > 0) :

10 = A + >'
10 10 , 1 ^ 
— + — = 6 + -  
X V  4

10 = x + v 

100 =f6 + -j |xy

Ensuite, Abu Kâmil observe que l’on peut réduire à cette forme tous les 
problèmes de la forme

x + y = a

ou de la forme

b b — + — = c 
X V

x + y  = a  

b b ^
X y

Il résout ensuite un tel problème directement (sans le réduire à la forme 
précédente).

[10 = X + V 

X V

Posons avec lui x = 5 + t et y = 5 - 1,

5 + t 5 - t  

1600 = 2500 -  lOOr'
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/2 = 9 

r=3 .

Il résout encore, de la même façon, le système

10 = a: + y 
50 40

 ̂ y
= 125

Puis il remarque que l’on pouvait aussi réduire ce problème au 
problème

\10 = x + y
10 10  ̂ 1
--------- =  6 +  -
X y 4

car

—  =  6 +  -  
5-4 ^ 4 ‘

-  69 -  Abu Kâmil mentionne ensuite le problème

[10 = x-yy

v  ̂ y
=  20 +  -  

4

Il suffit d’extraire la racine carrée de chaque membre dans la deuxième
équation pour réduire ce problème à une forme connue (et on a

I------ r
/20 + - = 4  + - . . A  1 4  2 ^

Il résout ensuite le système

10 = X + y

JC y J
30
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-  70 -  Abü Kâmil mentionne encore le système

[10 = x + y

+ =625

111

équivalent au suivant
10 = JC + y

—+ —T
JC y ^

625
16

/ 625 1 .
^ 1 6  16



CHAPITRE III

L’APPLICATION DE L’ALGÈBRE À LA GÉOMÉTRIE PLANE 
LES PENTAGONES ET LES DÉCAGONES RÉGULIERS

Dans le premier livre de son Algèbre, Abû Kâmil étudie l’application 
de l’algèbre à des problèmes arithmétiques. Au second livre, il traite de 
l’application de l’algèbre à la géométrie. Le domaine qu’il choisit pour 
cette étude est celui des pentagones et décagones réguliers convexes 
inscrits dans -  ou circonscrits à -  des cercles donnés. Par la place qu’il 
occupe dans VAlgèbre d’Abü Kâmil et par l’intention qui préside à sa 
composition, ce livre correspond au second chapitre de VAlgèbre d’al- 
Khwârizmi : « Sur la mensuration ». Dans les deux cas, en effet, on entend 
résoudre à l’aide de l’algèbre des problèmes géométriques. Mais on ne peut 
réduire à cela le projet d’Abû Kâmil : il s’agit, plus généralement, de mettre 
en œuvre une propriété essentielle de la nouvelle discipline mathématique, 
le pouvoir de s’appliquer aussi bien aux problèmes numériques qu’aux 
problèmes géométriques. Par ailleurs, alors qu’al-Khwârizmi traite dans ce 
chapitre « Sur la mensuration » divers problèmes -  aire des quadrilatères, 
aires des triangles, du cercle, de la pyramide, du cône - , Abû Kâmil se 
limite aux pentagones et aux décagones réguliers. A ce choix thématique de 
ces deux polygones réguliers et convexes, on pourrait trouver plusieurs 
raisons. Abû Kâmil en évoque une : la difficulté, rencontrée par certains 
contemporains et certains prédécesseurs, à résoudre plusieurs problèmes 
soulevés par la détermination des cordes de ces polygones. On peut 
également penser à la parenté de ces problèmes avec celui de l’aire du 
cercle, qu’on discutait à l’époque^ On peut aussi avancer qu’Abû Kâmil 
désirait considérer un thème précis, inspiré en quelque sorte par la lecture 
des Éléments d’Euclide (livres IX, XII et XIII), et peut-être aussi de 
Ptolémée et de Héron d’Alexandrie.

Mais, dans cette étude, Abû Kâmil ne considère pas la question de la 
construction de la figure à la règle et au compas, mais seulement la 
détermination de l’objet -  côté du polygone, diamètre du cercle circonscrit

* Voir R. Rashed, « Al-Kindi’s commentary on Archimedes’ “The Measurement of 
the Circle” », Arabie Sciences and Philosophy, vol. 3, 1993, p. 7-53 et « Archimedean 
Leaming in the Middle Ages ; The Banû Müsà », Historia Scientiarum, 6-1, 1996, p. 1- 
16.
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ou inscrit, etc. -  à l’aide de l’algèbre. En effet, dans ce chapitre, Abû Kâmil
commence par algébriser la détermination des côtés C5  et C,q du pentagone
et du décagone réguliers. Euclide avait procédé à la construction
géométrique de ces côtés ; Abû Kâmil montre que C5  et C,o sont solutions
d’équations du second degré qu’il résout selon l’algorithme usuel. Il étudie
aussi le côté du polygone régulier à 15 côtés, non considéré par Euclide,
grâce à la relation -i- = i  -  —.
^ 15 6 10

L’étude algébrique de ces polygones réguliers conduit Abû Kâmil à 
poser un certain nombre de nouveaux problèmes, tel la détermination des 
diamètres des cercles circonscrits et inscrits ou celle du côté d’un polygone 
d’aire connue.

Il passe ensuite à l’étude de problèmes relatifs à des rectangles inscrits 
dans un triangle équilatéral ou à un pentagone équilatéral inscrit dans un 
carré. Tous ces problèmes conduisent à des équations du second degré. On 
notera qu’Abû Kâmil n’hésite pas à considérer la somme d’une aire et d’un 
segment ou bien à multiplier une aire par une autre.

A notre connaissance, ce chapitre, à la différence de tous les autres, ne 
sera ni repris, ni développé, par les algébristes arithméticiens tels qu’al- 
Karaji et ses successeurs. L’algèbre géométrique prendra son essor à partir 
de l’étude des problèmes solides. En revanche, on rencontre dans les traités 
de hisàb un chapitre sur les polygones réguliers et la détermination de leurs 
aires. C’est ce que l’on trouve chez al-Bûzjàni^, al-Fârisi^ et al-Kâshi' ,̂ 
entre beaucoup d’autres. Fibonacci a commenté et emprunté dans Practica 
geometriae 17 des 2 0  problèmes qui composent ce chapitre ; il s’agit des 
problèmes 1 à 7, 9-10, 12-13, 15 à 20 .̂

 ̂ Al-Büzjànî, al-Manàzil al-Sab', éd. A. S. Saidan, dans 'Ilm al-Hisàb al-'Arabi, 
Amman, 1971, p. 254 sqq.

 ̂AI-Fârisi, Asàs al-Qawâ'id, éd. M. Mawaldi, Le Caire, 1994, p. 420 sqq.
 ̂Al-Kâshi, Miftâh al-Hisàb, éd. N. al-Nabulsi, Damas, 1977.
 ̂G. Sacerdote a, le premier, souligné l’existence de cet emprunt lorsqu’il a rendu 

en italien la traduction hébraïque de ce chapitre (« Il trattato del pentagono e del 
decagono di Abu Kâmil Shogia’ ben Aslam ben Muhammed », dans Festschrift zum 
Achtzigsten Geburtsîage Moritz Steinschneider’s, Leipzig, 1896, p. 169-194). H. Suter a 
rendu en allemand le texte italien de Sacerdote et a repris l’étude des problèmes de ce 
chapitre (« Die Abhandlung des Abü Kâmil Shogà' b. Aslam ‘über das Fünfeck und 
Zehneck’ », Bibliotheca mathematica, 3® série, 9, 1908-9, p. 196-199). Récemment 
R. Lorch a donné une édition du texte latin (« Abû Kâmil on the Pentagon and 
Decagon », dans M. Folkerts et J. P. Hogendijk (éd.). Vestigia mathematica, Studies in 
Médiéval and Early Modem Mathematics in Honour o f H.L.L. Busard, Amsterdam, 
1993), et M. Yadegari et M. Levey une traduction anglaise provisoire du texte arabe.
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Ce livre est composé de 20 problèmes, qui se partagent en plusieurs 
groupes.

Dans les quatre premiers problèmes, on se donne le diamètre du cercle 
et on cherche le côté du pentagone (resp. décagone) inscrit ou circonscrit.

Dans les six problèmes suivants (5 à 10), on cherche le diamètre du 
cercle inscrit (resp. circonscrit) à chacun de ces deux polygones.

Le problème 11 est une proposition où on démontre que, pour tout 
polygone régulier convexe de côté c, on a 4R^ = 4r^ +c, avec R le rayon 
du cercle circonscrit et r le rayon du cercle inscrit.

Dans le problème 12, on calcule le côté du pentadécagone. Dans le 
problème 13, on calcule la hauteur d’un triangle dont l’aire est donnée.

Abû Kâmil calcule ensuite le côté du carré inscrit dans un triangle (14). 
Dans (15), il calcule le côté d’un pentagone régulier convexe inscrit dans 
un carré. Ce problème a été repris plus tard par al-Qûhi, qui procède à sa 
construction par les sections coniques, puisqu’il n’est pas constructible à la 
règle et au compas^. Dans (16, 17), on calcule le côté d’un pentagone (resp. 
décagone) d’aire donnée inscrit dans un cercle. Dans les trois derniers 
problèmes (18 à 2 0 ), on calcule le côté d’un pentagone (resp. décagone) 
régulier convexe, connaissant l’aire d’un des triangles donnés qui partagent 
le polygone.

Tous ces problèmes sont résolus algébriquement et à l’aide des 
théorèmes du treizième livre des Éléments, sur la division d’un segment de 
droite en moyenne et extrême raison ; on y fait aussi appel à quelques 
théorèmes de la géométrie du triangle et au théorème de Ptolémée sur la 
détermination de la corde d’un cercle. Nous allons à présent les transcrire et 
les analyser.

-  1 -  Calcul du côté Q du pentagone inscrit dans un cercle de 
diamètre connu.

Soit ABDEC le pentagone régulier convexe inscrit dans le cercle. Soit 
HE = 2R le diamètre du cercle (Abû Kâmil prend 2R= 10, mais ses calculs 
sont valables dans le cas général), L l’intersection de CD et EH. On pose
ED = JC. On a = ED^ = EL- EH, d’où EL~ —  \ d’autre part._

2R
LD'' = ED' -  EL', d’où LD' = x ' ----- r  et

4R'

directement à partir du manuscrit d’Istanbul (Abü Kâmil’s On the Pentagon and 
Decagon, Tokyo, 1971).

 ̂R. Rashed, Geometry and Dioptries in Classical Islam, London, 2005, p. 389 sqq.
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( 1) CD̂  =4x^-—.

E

Fig. 1

Le quadrilatère inscriptible ABDC admet HE comme axe de symétrie, 
d’où AC = BD = et AD = BC = CD. On sait que AB • CD + AC • BD =

AD • BC (relation de Ptolémée), d’où AB CD = CD^-x^ =3x^ A l o r s
R

X CD = 3X^----: r ,  et
x̂

(2) CD = 3a: - -T .V 7 ^2

( 1 ) et (2 ) impliquent que :

3 x - R̂
= 4 x ^ - ^  

R

d’où, après simplification
x̂5 H---7 = 5— 7  .

R* R̂

Posons = X, il vient - 5X + 5 = 0, de discriminant A = 5, R

X =

x^ = R‘

5±V5
2

5±V5^

Le côté C5  du pentagone convexe correspond à la petite racine ;
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= R 5 -V 5 '

La seconde racine correspond au côté du pentagone étoilé :

 ̂5 + V5^CD" = R
V 2  ,

Le calcul numérique d’Abü Kàmil, où R = 5, conduit à

1 4  _ 2  X-JC =5jr +
6

625'

En divisant par et en multipliant par 625, il trouve

jc"+3125 = 125jc"

de discriminant zl = 125̂  -3125 4 = 125-25 = 25̂  - 5, d’où

= 62,5 -  ̂ 781,25 ;

C5  = = - /̂62,5-- /̂78U5 avec R - 5 .

-  2 -  Calcul du côté C^q du décagone régulier convexe, connaissant 
le diamètre du cercle circonscrit et le côté C5  du pentagone régulier 
convexe.
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Soit AH  le diamètre du cercle, A, B, C, D, E, H  six des sommets du 
décagone. On a AH = 2R, DC = C,o = x,AC = DH= C5 , AD = HC.

Dans le quadrilatère convexe ACDH, on a AH • DC + AC • HD = 
CH • AD, d’où 2Rx + Cj = C H \ Mais CH^ + CA' = A H \  d’où 2C, +2Rx = 4 R \  
On en déduit :

C'x = C,o = 2 R - ^ .
2R

Or C5' = R̂ 5-^^5 , on a donc

2 2

C , . = f ( V 5 - l ) .

Abu Kâmil pose AH = 10, soit R = 5, et trouve C,,, = ^31,25 -2 ,5 .

-  3 -  Soit C' le côté du pentagone régulier circonscrit à un cercle de 
diamètre connu.

Fig. 3

R.
Soit ABCDG le pentagone circonscrit au cercle de centre E et de rayon 

Les demi-droites EA et EB coupent le cercle en /  et H ; on a :

AB = c ; = x, 1H = C^,EI = EH = R.
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Soit K et L les milieux de B A et H / ; on a —  = — , soit — = MaisEK EL R EL

EÛ = eE  -  /H = /?' -  t C5 , d’où

R^-^C]\x^ = R^-Cl

Cf = x' = I?' Ci
R ^--C i

avec ci =  ̂ . On a alors :

— Ci = R‘ 3 + V5^
 ̂ » )

d’où
Cf = 4 /?' = 4R\5 -  2 V5 ) et c; = 2 W 5 - 2 V5 .

Pour R = 5, = 1 0 0 ( 5  -  2 V5 ) = 500 -  V20000, résultat donné par
Abü Kâmil après les calculs que nous reproduisons ici :

/H' = C5'=62,5-j781 + f

lÛ = - c '  = 15 + 1 -  J 4 8  + T + T + - ^
8 2 4 8-8

£L^=£;“ -/L^=9 + f  f s  + f

d’où

( 1) 9 + -+148 + -  + -  + - ^8 V 2 4 8-8
= 1562 + ̂ -748828125.

Posons :
 ̂ 3 1 î ^ 3 2575a = 9 + -  + j4 8  + -  + -  + -----= 9  + -  + — 1 _

8 V 2 4 8 - 8  8 8
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Abü Kâmil multiplie les deux membres de (1) par le nombre b tel que 
= 1. On peut écrire

a = 25 1  + 2 ÎÎ 
8 8 16 ( ^ - 1 )

d’où

b = __
S  si ~5~^ 25 V625

f  125 /3125^Si on remarque que le second membre de (1) s’écrit 25

, , ,  , 6 - 2 V5  ^que b s ecnt b = — — , il vient
25

125 /3Ï25')/  ̂ /-X_ - ^ _ J ( 6 - 2 V 5 ) .

d’où le résultat donné par Abü Kâmil sous la forme

x ' = 375 + V Ï 5 ^  -  V2M B  -  V78Î25 = 500 -  2 0 0V5 = 500 -  V2ÔÔÔÔÔ.

-  4 -  Calcul de C,g, côté du décagone régulier convexe circonscrit à un 
cercle connu, connaissant C,g, côté du décagone régulier inscrit dans le 
même cercle.

B K A
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Soit E le centre du cercle, AB un côté du décagone circonscrit. Les 
demi-droites EA et EB coupent le cercle en /  et /f  ; on a / / /  = C,q. Soient K 
et L les milieux respectifs de AB et IH.

On a EÛ = e E -  lE  = d’autre part,
4 ^ R} eE

Mais AB -

C . o = x ,  d ’o ù

x" = C5 = R^-Cl
R ^--C l

avec C,o = — (Vs - 1). On a donc

5  + V5  10
1 -

2 V5

et

C = 2 / ? j l - - V 5 .

Pour /? = 5, on trouve

CE = 100 -  2 0 0 —  = 100 -  V8 0 0 0 ,

résultat donné par Abu Kamil après les calculs que nous reproduisons ici :

,H = ^31 + - -2 ,5

///" = 37 + -  -  V781,25 
2

7L = J7  + -  + -  + — -1,25 
2 4 2-8

1 1/L =9 + -  + - - J48 + -  + -  +
4 8

1 1
2 4 8-8

EU = 25 -  7L = 15 + -  + J48 + -  + -  +
8

1 1 5
2 4 8-8

d’où
5 1 1 515 + -  +J48 + -  + -  + ----
8 \ 2 4 8-8

= 25 • 777̂  = 937,5 -  ^488281,25



Abü Kâmil multiplie ensuite les deux membres par le nombre

b = — -J~ -  . Ce nombre est l’inverse du coefficient a de x .̂ En effet
25 V 5 625
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a = l ^  + - i - = l ^  + -V 3 Î^  = - ( 5  + V5)
8 V 4 64 8 8 8  ̂ ^

25 V S )  25a/5^  ̂ 25(5+ V5)

d’où le résultat :

a:' =75 + V ^ -V 3 1 2 5 -V Î Ï2 5  =75 + 25-25V5-15V5 = 100-40V5
= lOO-VSOOÔ.

-  5 -  Calcul du diamètre du cercle circonscrit à un pentagone régulier 
convexe de côté connu C .

Soit ABCDE le pentagone donné, DK un diamètre du cercle circonscrit. 
On a A5 = AE = BC = Cj et CE = BE = AC. Dans le quadrilatère convexe 
ABCE inscrit dans le cercle, on a

c’est-à-dire

AB ■ CE+ A E ’ BC = AC- BE,

C ,C E  + Cl = CE\

équation du second degré dont CE est la racine positive :
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C£ = i c , ( l  + V5).

D’autre part, on a :
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DÛ = DC^ -  EÛ = Cj -  -  CE^ = C] \ S } i â ï \
16

= ^ ( 1 0 -2 7 5 ) .

Posons DK = X, on a DE^ = DL • a: , d’où ;

16C? _ s e l  - ^ c 7 5 , . / 5 \
10-275  5 - 7 5  5 '

et

A = C ,j2  + - 7 5 .

Pour C j=10, on trouve = 200 + 40VS = 200 + 78000, résultat 
donné par Abü Kâmil, dont les calculs donnent :

CE = 5 + 4Ï25 

EL = 2,5 + ̂ 31,25

DÛ = 100 -  (37,5 + V781,25) = 62,5 -  V781,25

DE^ DÛ

d’où
ox' = jĉ (62,5-V781,25) = 10000.

Abü Kâmil multiplie les deux membres par le nombre 

b = -  + J - - - -  - , qui est l’inverse du nombre a, coefficient de x̂ . En

25V5,

50 ^ 4  15825 
effet, on peut écrire ;

125 3125 25/^ f^ \a  =  — -  I — = - ( 5 - 7 5 )  =  — ( V 5 - 1 )

50V S )  50V5 ’ 

donc aZ? = 1 et = 200 + VSOOO.
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-  6  -  Calcul du diamètre 2r du cercle inscrit dans un pentagone régulier 
convexe dont on connaît le côté c.'.

Soit ABCDE le pentagone, M le centre des cercles inscrit et circonscrit, 
K le milieu de AB ; alors MK = r et MA = R rayon du cercle circonscrit. On 
a vu que

4/?^=|cf(5 + V5),

et, pour C5 = 10, = 200 + V8000. Le triangle rectangle AKM donne

d’où

4r" = 4 r  -  C5  = Q 1 + 2 V5

et, pour C5  = 1 0 , on a 4r^ = 1 0 0  + VSOOÔ.

Abü Kâmil note que la relation 4r^ = 4 R  ̂-  Cl est valable pour tout 
polygone régulier convexe.

-  7 -  Calcul du diamètre du cercle circonscrit au pentagone régulier 
convexe par une autre méthode.

C
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D’après Euclide, Éléments, XII.L, le rapport est indépendant du
R

pentagone considéré. Or, dans le problème <1>, on a montré que

donc, si on connaît C,, on a

10

Pour C5 = 10, on a donc 7?̂  = 50 + 10V5, d’où AR^ = 200 + V8000, qui 
est la réponse obtenue par Abü Kâmil.

Abü Kâmil pose 2R = x lorsque Cj = 10 et utilise le résultat de < 1 > 
pour 27? = 10, ce qui donne

d’où

C; =62,5-V781,25,

jc' 1 0 0
100 62,5-^781,25

x'(62,5 -  V781,25) = 10000.

Il multiplie les deux membres par l’inverse du coefficient a de x .̂ Soit

50 ^4 15625

cet inverse. On peut écrire

 ̂ 1 1 1b = — + -

et

= t (^-V5).

50 2 \ 3125 50V Vsj 250

125-25V5 25
2 2

On a bien ab= Abü Kâmil obtient alors

x' = +1 Vs] = m o o b  = 40(5 + Vs) = 200 + Vsôôô.

 ̂Cf. la démonstration de cette proposition par Euclide.
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-  8 -  Calcul du diamètre Ir  du cercle inscrit dans un pentagone régulier 
convexe de côté connu C[.

Le rapport — est indépendant du pentagone considéré. Or on a vu dans 

le problème <3> que C'^ = 4r^(5 -  2Vs), donc

4r  ̂=
5 -2 V 5 '

Pour C. -  10, on a

soit 4r^ = 100 + VSÔÔÔ, réponse de Abû Kamil.
Il opère comme dans <7> et écrit, en tenant compte de la solution du 

problème <3> ;
100

100 500-V200000’

d’où
^"(500-V200000) = 1 0 0 0 0 .

Il multiplie les deux membres par le nombre

b = —  +
1 0 0  VS 1 0 0 0 0 ’

qui est l’inverse du coefficient a de En effet, on peut écrire

a = 100(5-2V5)

b = — f 1 + - i l  = — (5 -h i S ),lOol S )  500̂  ’

d’où = 1. On trouve x" = \0000b = 20(5 + 2Vô) = 100 -h VSOOO.

-  9 -  Calcul du diamètre 2R du cercle circonscrit à un décagone 
régulier convexe de côté connu Ĉ .̂
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Abü Kâmil utilise ici encore le fait que est indépendant du 

décagone considéré. On a vu dans <2> que C,o = -j(V5 - 1 ) . On a donc

Pour C,û = 10, on a donc 2R = \0 + \0^^5 =10-1- VSOO.

Abù Kâmil aboutit à cette solution en posant 2/? = x et en utilisant le 
résultat de <2 >, d’où :

X 1 0
10 V31.25-2,5 

x(V31,25-2,5) = 100 

<^31,25x' =(1 0 0 - 2̂ ,5x)' 
«  25x' -  500x -10000 = 0 

-  20x -  400 = 0.

La racine positive de cette équation est x = 10 -i- VSÔÔ.
On note qu’Abû Kâmil tient ici à se ramener à une équation du second 

degré au lieu de multiplier par l’inverse du coefficient de x.

-  10 -  Calcul du diamètre 2r du cercle inscrit dans un décagone 
régulier convexe de côté connu C'q.

C'Le rapport —̂  est indépendant du décagone considéré, et on a vu dans

<4> que

= 4r̂ 5 - 2 V5 '

On a donc
4'-̂  = 5 ^  = C (5  + 2V5).

Pour C,; = 10, on a 4 r ' = 500 -1- V2ÔÔÔÔÔ.
Abü Kâmil parvient à ce résultat en posant 2r = x et en utilisant le 

résultat de <4>. Il écrit
100-V8000 _ 100

1 0 0  ~ x̂
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d’où Aĉ (l00 -  VSOOO) = 10000. Il multiplie les deux membres par le 
nombre

b = — + —  
20 ^ V 500

inverse du nombre a = 1 0 0 -V8000. On peut en effet écrire 
a = 2 0 ( 5  -  2 V5 ) et

 ̂= —fl + ̂ l  = — ( 5  + 2 V5 ),
20[ VsJ 1 0 0  ̂ ’

donc ab= 1. Il obtient

x ' = IOOOOZ7 = 500 + V200000.

Puis il reprend la remarque faite dans <6> pour tout polygone et 
l’applique au décagone ; on a

4 r ^ = 4 R ^ - C ' \

d ’où

4r' = ( 1 0  + V5ÔÔ)" -100 = 500 + 2 0 V M  = 500 + V200000

Abü Kâmil propose de donner « la cause » du calcul précédent, c’est-à- 
dire de donner une « demonstratio potissima » -  géométrique. Il s’agit 
d’une démonstration différente de celle donnée à l’aide de l’algèbre pour le 
pentagone et le décagone ; elle est aussi générale.

Soit un polygone régulier convexe de côté c, R le rayon du cercle 
circonscrit, r le rayon du cercle inscrit ; on a AR^ = 4r^ +

La démonstration faite pour le triangle équilatéral est valable pour tout 
polygone. Les cercles inscrit et circonscrit ont le même centre M. Si AC est
un côté du polygone et L son milieu, on a AM = R, ML = r, AL = ^  tt

l’angle ALM est droit ; donc

AÛ + LM^ = AM^ => + —  = R \
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Démonstration d'Abu Kâmil : La droite LM recoupe le cercle inscrit en 
G ; on a LG = KO. Dans les triangles ALM et DMG on a ; ML = MG, MA = 
MD, LMA = GMD ; les deux triangles sont égaux, donc AL = GD et 
LAM = MDG et DG / /  AL. Le quadrilatère CLGD est donc un rectangle, 
LG = CD. Dans le triangle rectangle A CD on a

AC' + CD' = AD' 

c^+Ar^ =AR^ .

Fig. 7

11 -  Calcul de C,j connaissant le diamètre du cercle circonscrit.

Fig. 8

Soit AJ5 le diamètre du cercle, BC le côté de l’hexagone, BD le côté du
D

décagone ; on a BC = Ĉ  = R, BD = C,q = —{45 - 1),
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AC est alors le côté du triangle équilatéral AC = = R-\f3 et AD est la
corde qui sous-tend les deux cinquièmes du cercle ; on â

AD̂  = 5 + Vs'

La corde CD est le côté C,, cherché car

CZ5 = — \ de cercle = — de cercle.
,6 WJ 15

Dans le quadrilatère convexe ACDB on a

A C D B + D C A B  = A D B C ,

d’où

R^/3-j(V5-l) + 2 R-q, = R^J 5 + S

On en déduit

C
2

5 + VI ^̂ 3
(V5-1)

Calculs d’Abü Kâmil : AB = 10, BC=5,AC=

AD = 762,5 + ^781,25 

5D = V Ü ^ - 2 ,5  

AC BD = V2343,75 -  ^468,75 

A D B C  = 7 l 562,5 + ^488281,25.

On a donc

Voir le calcul de CD dans le problème <1>.
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lODC = 7 i562,5 + ^488^,25 + ^468,75 -  ^2343,75 

CD = 7 l 5,625 + ^48,828 l l f  + ^4,6875 -  V23,4375

CD = J l 5 + - +  |48 + -  + - - -  + I 4 + Î 7 -  + — -  J 23  + -  + — . 
8 V  4 8 8 V  2 8  16 V 8 16

Calcul approché de CD en notation sexagésimale :

|48 + -  + - - -= V 4 M 2 8 Ï2 5  =6 + 59'15"46' 
4 8 8

è = 15 + -  = 15 + 37'30"
8

a + b ^ 2 2  + 36'45"46'"

4+  45'19"!'

= J4  + -  + — = 2 + 9'54"12'" 
8 16

^a  + b + c - d -^2 + 4'44"48'".

Ce polygone à 15 côtés n’est pas considéré par Euclide. On voit qu’il 
est facile à déterminer si on connaît C3 , et Cjo-

-  12 -  On connaît la somme 5  = 10 de l’aire et de la hauteur d’un 
triangle équilatéral ; calculer cette hauteur.

Soit ABC le triangle équilatéral de hauteur AD = x. Soit D le milieu de 
BC, on a

DC = V̂3

aire( AfiC) =
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On a donc

X + — f= =  S,
V3

X est la racine positive de l’équation

+ x ^  - 5 V3  = 0

qu’Abû Kâmil résout pour 5 = 1 0 :

x^+x^f3=  V3ÔÔ

Notons qu’Abû Kâmil additionne un segment de droite et une aire.

-  13 -  Dans un triangle équilatéral ABC dont on connaît un côté, on 
inscrit un rectangle^ EGHl. Quel doit être le côté EH = jc du rectangle pour 
que le côté du triangle et l’aire du rectangle soient mesurés par le même 
nombre a = 1 0  ?

 ̂Le problème n’est possible que pour un rectangle, comme le suppose Abû Kâmil. 
Pour que EHIG soit un carré, il faudrait

EH = H l < ^ a - ^  = x ^ x  =V3 2  + V3
3 ^ 2  2 ^ 2

L ’aire du carré serait alors --------- r . La condition
(2 +V3 )' (2 +V3 )'

= a donne

a = 2̂ _̂ )  Lg problème n’est possible que pour a = = 4,64... très proche de

M .car
3 3 3 3
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Si EH = X, alors BH = IC = \ or BC = a, donc HI = a - L’aire
V3

du rectangle EHIG est alors
2xa - ^ ,  = a.

Cette équation s’écrit

2x^ -  a-sfïx + flV3 = 0.

Q

Son discriminant est d = aV3(aV3-8). Si a > - ^ ,  l’équation a deux
O ri

racines positives, le problème a deux solutions. Si a = - j - ,  le problème a
a R

une solution, x = —̂  = 2 . Si a< — le problème n’a pas de solution. Pour 

a = 10, le problème a donc deux solutions. L’équation s’écrit :

x^-5x^^3 + 5^^3=0

ou encore
x'^-x^^Ï5+^^!5=0

dont les racines sont

I25± Z5_Vt5
\ 4 i  4

Abû Kamil donne la plus grande des deux.

-  14 -  Soit un triangle équilatéral ABC et le carré HLM O inscrit dans 
ce triangle. Déterminer le côté x du carré pour que aire (ABC) + aire 
(HLOM) = 5 = 10 (le nombre donné).

A
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On a vu (note du problème 13) que le côté a du triangle équilatéral et le 
côté X du carré inscrit sont liés par la relation x{l  + V3) = rzV3. L’aire du 
triangle ABC est

4 4V3

Le nombre x cherché est donc solution de l’équation

= s

qui s’écrit

d’où

Si 5= 10

4 V3

;c'(8V3 + 7) = 4iV3,

4 sV3  ^ 4 îV5(8V3-7) 
' s V 3 + 7 “ 143

2 960 -  280V3X =------------- .
143

Méthode d ’Abü Kàmil : Il ne part pas de la relation entre a et x, mais
ses calculs en tiennent compte. Il pose HL = MH = x, d’où OC = BL = ~  et

V3
AI = XV3

aire{MOC) + airç{BHL) = ~

aire( AMW) =
x̂ V3 _ 13^ 

4 “  V 16

aire( A5C) + aire{MHLO) = 10

[3?<t=> 1 0  -  2 ;c = J — +

<?=> V3ÔÔ = x" + -x "  + 2V3x" 
4

IOV3  = x'I -  + 2 V3  |.
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*7
Abù Kàmil multiplie les deux membres par l’inverse de -  + 2̂ J3, c’est-

4
à-dire par

16 _ 28 
1 4 3 r ' '  4 ) 143 143'

Il vient :

2 960 2 8OV3 ^ 102 1235200 ,  102 I 10261X = — -̂----—  = 6  + —- - J ——— = 6  +------ JII +
143 143 143 i  20449 143

L’aire du triangle est 1 0 -x^, soit

20449

 ̂ 41 O  102613 H-------1- (11H---------
143 V 20449

-  15 -  Dans un carré ABCD, on inscrit un pentagone AEHRM dont tous 
les côtés sont égaux. Connaissant la longueur a = 10 du côté du carré, 
calculer la longueur x du côté du pentagone.

On a EB = MD = a -  x,

CH = CR = V2

HB= RD = a - ~ .V2

Dans le triangle EBH, on a EB^ -f BH^ = EH^, d’où
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= a:-

x'- 2oJc(2 + VI) + 4a' = 0.

Le discriminant est zl = + V2)^ -  4 a '= « '(2 + 4V2). Cette
équation a deux racines positives telles que 0  < x ' < a < x", car /(a )  < 0 . 
La racine x' est donc solution du problème

x' = a ( 2  + V2 ) -  aV2  + 4-V2.

Pour a = 10, on trouve

X =  10(2  +  V I )  -  IOV2  +  4 V 2  ,

solution donnée par Abü Kâmil sous la forme

;c = 2 0  + V2 OO -  V2 OO + V320000.

-  16 -  Trouver le côté d’un pentagone régulier convexe dont Faire s est 
connue, soit s = 50.

On a vu que, si C5 est le côté du pentagone et 2R le diamètre du cercle 
circonscrit, on a

4R ^^2a + J-C: = 2C^\l + ^ \ .'5

Si on pose DE = C, = x, on a :

T 2 X 2 I ï M£' = — + x 'J — .
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On en déduit
2 2 x' ;c' 2 r rM//' = M £ '-  — = — + x' — 

4 4 V 20

[aire(MD£)]' = MH' • HH' = —

4  V5 + 2  _ 16V

4*̂  V2 0
5
25

V5 25 ■

L’inverse de V5^V5- 2) = 5 - VIÔ, d où

■(5 -V 2Ô)4 16 2/X = — 5
25

x'=-W 5-V IÔ .
5

Si 5  = 50, on trouve :

= 1600(5 -  VIÔ) = 8000 -  I6OOVIÔ 

c' = 40^5-VIÔ

= 2Vi0-V5-VIÔ-

-  17 -  Trouver le côté d’un décagone régulier convexe dont Faire 5 est 
connue, soit 5 = 100.
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On a vu dans le problème <9> que le diamètre 2R du cercle circonscrit 
à un décagone de côté C,o vérifie

2« = C,„(V5 + l).

Si on pose GF = C,o = x, alors

MF=I? = ^(V5+i)

et MS" = M F '- F S ',d ’où

L’aire du triangle MFG est MS • FS = —, d’où

— |̂5 + 2^f5=— ; 
4 1 0

on en déduit

On peut écrire :

x^(5 + 2̂ J5) =
 ̂ > 100 500

Si 5  = 100, on a = 1600 -  640V5 ou

165' 4 16 2/c O rë\ 4 16 2 2X = ---- J 5 -  2v5 ^  X = — J ------- v 5 .
> 100 500

x" =1600-V2048000,

qui est la réponse donnée par Abû Kâmil.

Note 1 :
Fpartage AC en moyenne 1 AB BC -,Définition : ^ ^   ̂ ^  A5' = AC • 5C (1)
et extreme raison AC AB

c B

Fig. 15
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Conséquence : Soit D tel que AD = AC+AB (CD = AB).

( 1 ) 0
AC AB AC DC

AB + AC AB + BC AD AC
AC^ = DC AD,

donc C partage AD en moyenne et extrême raison et AC est la plus grande 
partie de AD (cf. Éléments XIII.5).

Note 2 :
Soit GF = C,n et GM = C.. Pour un cercle donné, on a C. = F et

R = lc„(l + V5).

Fig. 16

MG' = ^ ( l  + V5)'

MF = /? + C,„=| 1  + ^ " '

MF-MG = CtÀ -  +
3 V5^
2 2

Mais

donc

(a)

1 /, 3 Vs^(UV5)

F M F G  = MG"

Donc G partage MF en moyenne et extrême raison (cf. Éléments, 
XIII.9). La relation (a) est équivalente à

iP) G M - ^ \ ^ G F K  
2 ) 4

En effet, (p ) s’écrit :

GM' -G M  GF = GF^ GM^ = GF(GM + GF) <=> GM' = GF • MF.
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De (P), Abu Kâmil déduit GM = -G F ( i + Vs), résultat déjà établi par une 

autre méthode.

-  18 -  Calculer le côté d’un pentagone régulier convexe ABCDE, 
connaissant l’aire s du triangle BDE inscrit dans le pentagone ; soit 5 = 1 0 .

B

Soit M  sur EB tel que EM = ED ~ EA = AB ; alors les triangles ABM et
ABE sont semblables, donc = —  , d’où

B A BE

( 1) BE-BM = EM \

M divise EB en moyenne et extrême raison, avec ED = EM > MB. 
Dans ce cas la relation (1) est équivalente à

1 V 5 ,B M + -E M \ = -E M \
2 J 4

Soit L le milieu de EM ; on a BÛ = 5EÛ. Si on pose ED = x, on a

EL = ^  
2

BL = cV5

BE=BL+LE = -[-sf5 + ].). 

Soit H le milieu de DE, BH 1  DE et
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BĤ  = BÊ  -  HÊ  = y (V5 + 1 )' -  ̂  = ^ (5  + 2̂ ^5)

BH = ^^|5 + 2̂ 5̂.

L’aire du triangle BED est égale à B H • EH, donc

5 = — V5  + 2 V5 . 
4

Nous remarquons que, si nous remplaçons — par s, cette équation est

la même que celle du problème <17>. En effet, le triangle GM F, dans le 
problème <17>, et le triangle BED de <18> sont semblables. Abû Kâmil le 
fait d’ailleurs remarquer à la fin. Les calculs numériques sont identiques
car ici 5  = 10 et dans <17> — = 10 également.

-  19 -  Calculer le côté d’un pentagone régulier convexe ABCDE, 
connaissant l’aire s du triangle ABE ; soit 5 = 1 0 .

On considère la figure du problème <18> avec M tel que EM = AE et 
EM^ = B EB M {a).

{a)<^EM^ = {B E -E M ) BE<^EM^+ EM BE=BE^ <p^i^EM-v]^B^ = ^ B E \  

On pose BE = x, on a

>!£' + —1 = —x ,̂
2) 4

d’où
A£ = i ( V 5 - l ) .

Soit O le milieu de BE, AO 1. BE, d’où

A O ^ = A £ ^ - ^ 4 ( V 5 - i r - ^  = ^(5-2V 5),
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^(5-2V 5) = .^

d’où

;t‘ = y ^ “(5 + 2V5)

= 4ŝ  l + -^/5. 
5

Pour 5 = 10, on a = 320(5 + 2̂ ^5j = 1600 + 640V5 = 1600 -  V2048000.

-  20 -  Soit un décagone régulier convexe ABCDEFGHIK ; calculer la 
longueur de la corde KH, connaissant l’aire s du triangle KIH ; soit 5  = 10.
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On a vu que

KH = Ĉ  = x.

n2 1  ,= — 1  + - ^  • 2  I V5,

Or Euclide a montré {Éléments XIII. 10) que Cl + Cĵ  = Cl, donc

1
KÉ = KH^ -R ^  = — \ l 45

et
JC X

M r = K I - K M =  —  -
4 245 '

L’aire du triangle KHI donne

d’où jc'‘ = I6s^45(45  + 2 ) = 80s^ + 32s^45. Pour j  = 10, on a

a:'* = 8000 + 3 2 OOV5  = 8000 + V51200000, 

qui est la valeur donnée par Abü Kàmil.



CHAPITRE IV

L’ANALYSE INDÉTERMINÉE RATIONNELLE

1. INTRODUCTION

Le troisième livre de VAlgèbre d’Abü Kâmil représente un événement 
mathématique majeur, dont l’importance n’a pas échappé aux successeurs. 
C’est dans ce livre en effet que l’on rencontre la première étude délibé
rément et entièrement consacrée à l’analyse indéterminée rationnelle. Al- 
Khwàrizmi n’avait pas abordé cette étude dans son livre, et Diophante, bien 
avant, même s’il étudie dans ses Arithmétiques essentiellement des problè
mes indéterminés, ne distingue pas plus entre problèmes déterminés et 
problèmes indéterminés qu’entre problèmes possibles et problèmes impos
sibles. Avec Abü Kâmil, les distinctions sont rigoureusement établies et, plus 
important encore, il cherche à constituer, pourrait-on dire, une algèbre des 
problèmes indéterminés, c’est-à-dire à fonder un nouveau chapitre des 
mathématiques : l’analyse indéterminée. Ce chapitre figurera désormais dans 
tout traité substantiel d’algèbre. À son tour, cette recherche va contribuer à 
élargir le domaine du calcul algébrique et l’enrichir de nouveaux algorith
mes, ainsi que de nouvelles méthodes de démonstration algébrique, comme 
celle de l’élimination. On peut donc voir dans cet événement le début d’une 
longue marche dans ces deux domaines à la fois ; l’analyse indéterminée et 
le calcul algébrique abstrait.

La lecture de ce troisième livre conduit à s’interroger sur la pratique 
mathématique de l’époque, et donc sur ce qui fut le point de départ d’Abû 
Kâmil. Or, à notre connaissance, aucun mathématicien entre al-Khwârizmi 
et Abû Kâmil ne s’est occupé d’analyse indéterminée. Que ce soit Sanad 
(Sind) ibn 'Ali, Ibn Turk ou al-Saydanâni, nul n’a laissé le moindre titre en 
ce domaine. Le livre d’Ibn Turk, par exemple, porte sur les démonstrations 
de l’équation du second degré et sur l’algorithme de solution'. Il en est de 
même de l’écrit de Thâbit ibn Qurra^. Tout ce que l’on sait nous vient *

* A. Sayili, Logical Necessiîies in Mixed Equations by 'Abd al-Hamid ibn Turk 
and the Algebra ofhis Time, Ankara, 1962.

 ̂R. Rashed, « Résolution géométrique des équations du second degré », dans 
Thâbit ibn Qurra. Science and Philosophy in Ninth-Century Baghdad, Scientia 
Graeco-Arabica, vol. 4, Berlin/New York, 2009, p. 153-169.
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d’Abu Kâmil lui-même. Il nous apprend que les arithméticiens traitaient des 
problèmes indéterminés, qu’ils baptisaient d’un nom spécifique ; « fluides, 
sayyàla ». Voici ce qu’il écrit au début de ce troisième livre :

Nous expliquons maintenant beaucoup de problèmes indéterminés que 
certains arithméticiens (calculateurs, hussàb) appellent fluides {sayyàla), je 
veux dire par cela qu’on peut déterminer de nombreuses solutions vraies 
par une inférence (qiyâs) convaincante et une méthode claire ; certains de 
ces problèmes circulent parmi les arithméticiens selon des types {abwàbŸ, 
sans qu’ils aient établi la cause {al-'illa) à partir de laquelle ils procèdent. 
J’ai résolu certains d’entre eux à l’aide d’un principe valide (asl sahih) et 
d’une procédure facile et très utile*̂ .

Mais, qui sont ces « arithméticiens » ? Abû Kâmil ne prononce aucun 
nom ni ne cite aucun titre. Les seuls noms qu’il évoque dans son Algèbre, 
on l’a déjà souligné, sont ceux d’al-Khwàrizmi, d’Euclide et de Ptolémée, 
ainsi que les titres de leurs livres. Dans ses autres écrits, il nomme Ibn Turk 
et son petit-fils Ibn Abi Barza. Or aucun des deux ne s’occupe d’analyse 
indéterminée. La perte des écrits des algébristes de la première moitié du 
neuvième siècle, tels que Sanad (Sind) ibn 'Ali, Abu Hanîfa al-Daynûri, 
Abû al-'Abbàs al-Sarakhsi, entre autres successeurs d’al-Khwàrizmi, nous 
prive d’une documentation qui nous aurait permis d’affiner notre question. 
On sait donc seulement, des propos mêmes d’Abû Kâmil, qu’il y avait des 
arithméticiens qui étudiaient aussi bien des problèmes indéterminés que des 
problèmes concrets divers -  problèmes des postes par exemple - , ou des 
progressions arithmétiques. On pourrait se demander si ces arithméticiens 
avaient eu un quelconque accès aux Arithmétiques de Diophante, avant 
qu’ils soient traduits par Qustà ibn Lûqà dans les années soixante-dix du 
neuvième siècle à Bagdad. Question qui mérite d’être posée, étant donné 
qu’il demeure quelques traces des problèmes de Diophante dans ce

3  ̂ ^A l’époque, le terme bâb (pluriel abwâb) revêt trois sens, comme en témoigne 
VAlgèbre d’al-Khwàrizmï, livre de référence d’Abû Kâmil. Le premier sens et le plus 
courant chez les auteurs du IX® siècle et aujourd’hui encore est celui de « chapitre » ; par 
exemple, le « chapitre {bâb) sur la multiplication » (cf. al-Khwàrizmi, Livre d ’algèbre, 
p. 122-123). Le second sens est celui de « sorte » ou « type ». Ainsi, al-Khwârizmi 
parle de « trois sortes {abwâb) », c’est-à-dire des trois sortes de l’équation quadratique : 
ajp" + bx = c, ax^ = bx + c, + c = bx (cf. par exemple p. 104-105). Le troisième sens 
est celui de « procédé » ou « algorithme ». Ainsi, avant de donner l’algorithme de 
solution, al-Khwârizmi commence-t-il par le lerme fa-bâbuhu (cf. p. 104-105). Dans la 
citation ci-dessus d’Abu Kâmil, le terme semble renvoyer au second sens.

Notons que le traducteur latin de VAlgèbre d’Abû Kâmil l’a rendu parfois par 
« porta », parfois par « capitulum » et parfois par « via », lorsqu’il s’agit du procédé 
ou de l’algorithme.

 ̂Voir plus loin p. 578.
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troisième livre d’Abü Kâmil, alors que rien ne prouve que ce dernier a eu 
un accès direct aux Arithmétiques.

Dans le texte cité plus haut ainsi que dans d’autres passages du troisième 
livre, Abû Kâmil s’explique sur son projet et sur son parcours : partir des 
pratiques de ces arithméticiens, constater leurs carences mathématiques et 
épistémiques, les réformer -  c’est-à-dire les asseoir sur des bases mathéma
tiques solides au moyen de l’algèbre. Il s’agit donc, en bref, d’algébriser les 
procédés mis en pratique par les arithméticiens, ou encore de transformer, à 
l’aide de l’algèbre, des procédés somme toute artisanaux en une science 
mathématique, et donc en un savoir apodictique. Il écrit :

Nous expliquons également une grande partie de ce que les arithméticiens 
ont défini dans leurs livres et qu’ils ont fait par types {bâb), par l’algèbre et 
par l’inférence {qiyâs), pour que celui qui le lit et l’examine le comprenne 
véritablement et ne se contente pas de le réciter par cœur et d’imiter leur 
auteur^.

Or cette démarche d’algébrisation des pratiques des arithméticiens est 
aussi celle d’Abû Kâmil dans un autre traité, intitulé Sur les volatiles, où il 
s’occupe des systèmes d’équations linéaires indéterminées. Dans ce livre 
cependant, il ne cherche pas les solutions rationnelles, mais toutes les solu
tions entières (cf. plus loin).

Le troisième livre de VAlgèbre d’Abû Kâmil se partage en deux parties, 
suivies d’un appendice. La première partie, qui représente l’essentiel du 
livre, comprend quarante-trois équations et systèmes d’équations indétermi
nées. Elle se subdivise à son tour en trois groupes d’équations indéter
minées : le premier est composé de vingt-cinq équations et systèmes 
d’équations indéterminées du second degré, qui définissent -  dirait-on 
aujourd’hui -  une courbe de genre 0  ̂ ; le second comporte treize systèmes 
d’équations indéterminées qui définissent toutes une courbe de genre 1  ; le 
troisième cinq systèmes d’équations linéaires -  homogènes et non 
homogènes -  indéterminées.

 ̂Voir plus loin p. 578.
 ̂On classe les courbes algébriques grâce à un invariant par transformations 

birationnelles qui s’appelle le « genre » ; c’est un entier g qui est nul pour les courbes 
birationnellement équivalentes à la droite projective (courbes unicursales) et qui est égal à 
1 pour les courbes birationnellement équivalentes à une courbe plane d’équation 

= P{x) où P est un polynôme de degré 3 ou 4 sans racine multiple. Si une courbe 
plane de degré n a d  points doubles ordinaires (y compris les points éventuels à l’infini),

son genre est égal à ^------ -  d.
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La deuxième partie est un ensemble de problèmes arithmétiques divers, 
dont certains sont indéterminés et d’autres concernent des suites arithmé
tiques, etc. Cette partie, sur laquelle se termine le troisième livre, est, semble- 
t-il, destinée à familiariser le lecteur avec le calcul algébrique -  des 
« exercices résolus », en quelque sorte. Dans l’appendice, Abû Kâmil 
démontre des propositions sur les progressions arithmétiques, d’une origine 
non précisée et que les mathématiciens contemporains utilisaient sans les 
démontrer.

Examinons donc ces différents groupes.

2. ÉQUATIONS ET S YSTÈMES D’ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ

Problèmes 1 à 25

Les vingt-cinq premiers problèmes se répartissent selon les quatre 
groupes suivants :

1. x'̂  ± b x± c  = y'̂  

x^ -Vb̂

-  x^ + bx + c = y^

(de 1  à 6 )

( 12)

(10,19,21,24,25)

2.
\a + x'̂  = y'̂  

\b±x^= z^
(de 15 à 18)

3.
+ ûuc = y^

\x^ +bx =
(7, 8 , 9,11,20, 22, 23)

4.

x + y = a 

k^+x = zl 

k , ± y  = z\

(13, 14)

Les treize derniers problèmes constituent les groupes suivants

1.
\x1 + k̂ x̂  = x] 

[xl -h k^x^ = x]
(26 à 30, 32, 34)

L’analyse indéterminée rationnelle 149

2.
+k^x + ĉ  = y^ 

\x'  ̂+ k^x + Co = z'
(31,33, 35, 36, 37, 38)

Tous les coefficients indiqués (â:,,k^,c^,c^) sont des nombres rationnels.

À cette classification algébrique s’en superpose une autre, selon la 
méthode appliquée. Ainsi Abü Kâmil applique la même méthode pour les 
problèmes (26, 27, 30) et une autre méthode pour les problèmes (28, 29, 31 
à 38), comme on le verra plus loin.

On voit clairement l’ordre suivi par Abû Kâmil du point de vue 
algébrique : équations indéterminées du second degré, système de deux 
équations indéterminées réductible à une équation indéterminée du second 
degré, etc. C’est l’interprétation géométrique qui révèle la raison objective -  
ignorée d’Abû Kâmil -  de cet ordre : les vingt-cinq premiers problèmes 
définissent, chacun, une courbe plane de genre 0 , alors que les treize der
niers définissent, chacun, une courbe de genre 1 .

La question reste entière cependant : quelle voie Abû Kâmil a-t-il 
empmntée, au IX® siècle, pour parvenir à cette classification et à cet ordre ? 
Non seulement il savait, semble-t-il, que les vingt-cinq premiers problèmes 
relèvent tous d’un seul et même groupe, mais il donne une condition 
nécessaire et suffisante pour déterminer les solutions rationnelles positives. 
Prenons l’exemple du problème 19. Il se récrit :

8jc- x"+109 = / .

Abû Kâmil commence par souligner que cette équation a une infinité de 
solutions rationnelles. Il considère alors la forme générale :

(1) ax~ x^ + b - y ^

et écrit :
s’il te parvient des problèmes analogues à ce problème, multiplie la moitié du 
nombre des racines par elle-même et ajoute ce produit aux dirhams (/. e. aux 
unités) ; si la somme se partage en deux parties dont chacune a une racine, 
alors le problème est rationnel et il a des solutions innombrables ; mais si la 
somme ne se partage pas en deux parties dont chacune a une racine, alors le 
problème est irrationnel et sans solution^.

 ̂Voir plus loin, p. 616.
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Abü Kâmil donne donc une condition nécessaire et suffisante pour 
savoir si l’équation de type ( 1 ) a ou non une infinité de solutions rationnelles. 
En effet, l’équation (1) se récrit :

Posons a: = - —-, on a

(2 ) / ^ \ L ] \ b J Ç

Si * + f^ j + '’̂  avec k et v rationnels, alors il y a une infinité de 

solutions rationnelles, d’après le problème 1 2  de ce livre.

Supposons maintenant que  ̂+ =u  ̂+ v̂  ; posons y = « + r  et

t=  2{kr -  v) et substituons dans (2). On a r = 2—,—-  rationnel et

{k̂  -  1 )m + 2kv  ̂{jâ -  l)v -  2ku  ̂ l 
“ .2 . . ’ .2 . ,it'+ l

rationnels.
r + 1

a-2^----- 1----
r + 1 , tous

Autrement dit, Abù Kâmil exprime la condition suivante : si l’une des 
variables peut être exprimée comme fonction rationnelle de l’autre, ou, 
encore, si l’on peut avoir un paramétrage rationnel, on a toutes les solutions. 
Alors que, en revanche, si la somme nous conduit à une expression dont le 
radical est incontournable, on n’a aucune solution.

Traduction géométrique de cette condition : une courbe algébrique du 
second degré ne possède aucun point rationnel, ou elle est birationnellement 
équivalente à une droite.

Si donc Abû Kâmil a pu distinguer entre les deux principaux groupes 
de problèmes, c’est grâce à cette condition et parce qu’il savait que les 
systèmes 2, 3 et 4 du premier groupe se ramènent à une expression indéter
minée du second degré de la forme du groupe 1. On découvre d’ailleurs en 
y regardant de plus près qu’il organise son exposé autour des différentes 
formes de l’équation indéterminée du second degré. C’est là un début 
d’organisation à l’aide des formes algébriques des équations en analyse 
indéterminée qui sera développé systématiquement par al-Karaji. D’autre
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part, en plus de cette organisation, Abû Kâmil est, à notre connaissance, le 
premier mathématicien à avoir établi que, dans l’analyse indéterminée 
rationnelle, on peut avoir une infinité de solutions rationnelles pour une 
certaine classe de problèmes (ceux qui définissent une courbe de genre 0 ).

Commentons systématiquement les différents groupes.

2.1. Les six premiers problèmes se récrivent

2 i 2X ±c = y (1 , 2 )

x^ ±bx = y^ (3,4)

x^ ±bx + c = y^ (5,6)

Toutes ces équations sont des cas particuliers de l’équation 

(1 ) +bx-¥c = y  ̂ b , c e Q .

Résoudre algébriquement cette équation en nombres rationnels revient à 
trouver une valeur rationnelle de x qui rende le trinôme en x un carré 
parfait. La méthode, déjà appliquée par Diophante, consiste à poser

(*)

d’où

X = t et y = t + U

c-u^  ̂ c + u(u -  b)x = t =------  et y = -----^ ^
2u-b 2u-b

C’est la méthode dite « de la corde », que retrouve Abu Kâmil.

L’interprétation géométrique qui justifie cette appellation est la suivante : 
l’équation ( 1 ) définit une conique dans le plan dont la clôture projective 
possède les points (±1 :1 : 0), à l’infini. La droite (*) passant par un de ces 
points coupe la conique en un autre point rationnel.

Au cours de la solution, Abù Kâmil rappelle qu’on peut avoir une 
infinité de solutions en donnant à u toutes les valeurs rationnelles que l’on 
veut. À titre d’illustration, il donne deux valeurs à u.

Le problème 12 se récrit :

+y^ a , b e Q .
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C’est le problème II.9 des Arithmétiques de Diophante. Cette fois 
encore, Abû Kâmil procède par la méthode de la corde. Il pose

(*) x = a + t t i y  = b - u t

et, en substituant dans l’équation, il obtient

_  2{bu -  a)
«=+i ’

d’où

X  =
a{u  ̂ “  l)  +  ^hu b{l -  ) +  2au

u'+l et 2
M +1

On note que l’équation du problème définit un cercle et que le point (a, 
b) est un point rationnel du cercle. La droite définie par (*) passe par ce 
point et coupe le cercle en un autre point rationnel.

C’est cette même méthode de la corde qu’Abü Kâmil applique pour 
résoudre les problèmes 10, 19, 21, 24 et 25. Rappelons brièvement sa 
démarche. Le problème 19 a été discuté auparavant.

Le problème 10 se récrit

X - = y .̂

Le point origine (0, 0) est rationnel. On coupe la conique définie par 
l’équation par la droite x = t, y = at.

Abü Kâmil obtient jc = et 3 ; = ^
1  + a'l + â

Le problème 21 se récrit

-x^  +2JC + 49 =

cas particulier de l’équation (1) où le terme constant, c = 49, est un carré. 

Le problème 24 se récrit

-x^  + 1 0 a: - 8  = }̂  ̂ ;
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ou, plus généralement.
■X' + ax -  b = ŷ .

Abu Kâmil résout l’équation comme un trinôme du second degré en x ; 
il obtient _________

Il rappelle que le problème est impossible lorsque le discriminant est 
négatif et, d’autre part, que x ne peut être rationnel que si le radical est lui- 
même rationnel. Il n’y a donc de solution rationnelle que s’il existe deux 
nombres rationnels m et v tels que

^ 1  -b  = u^+v^ ;

et, dans ce cas, il existe une infinité de solutions rationnelles. En effet, chaque 
représentation u^+v^ (il y en a une infinité selon le problème 1 2 ) donne 
alors quatre couples {x, y) solutions :

±V + ^,Uj et |̂ ±M + ̂ ,V

Le problème 25 se récrit

-X' - 6x + 260 = y  ̂ ;

ou, plus généralement,
-X ' -  ax + b = y .̂

Comme dans le problème précédent, on résout le trinôme du second 
degré en x et on procède comme en 24. On obtient

2

Il faut donc que le radical soit rationnel pour qu’on obtienne des 
solutions rationnelles, et donc qu’il existe m et v rationnels tels que

\ 2
-  + h = + vL Dans ce cas, il existe une infinité de solutions rationnelles.
b
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On remarque ce souci d’Abü Kàmil d’établir chaque fois les conditions 
pour avoir des solutions rationnelles en nombre infini. On note également 
qu’il ramène tous ces problèmes à un même type, grâce aux méthodes de 
résolution des équations du second degré.

2.2. Le groupe suivant est composé de quatre « équations doubles » du 
premier degré.

(15)

(17)

a -  x^ =y^ 
b + x^=z^

(16)
\ a -  x^ =y^ 
\ b - x ^ = z "

a + x^ =y^ 

b + x^=z"
(18)

\c + x^ =y"

Abù Kâmil procède en éliminant x dans les trois premiers systèmes, et 
obtient, dans 15, = a +b. Il prend a = 3 et b = 2. Donc a + b est la
somme de deux carrés, et le problème se ramène au problème 12. Les 
problèmes 16 et 17 se récrivent = b - a .  Dans ces cas, quelle que
soit la valeur de b - a ,  c’est une différence de deux carrés ; on est ramené à 
un problème du type 1  ou 2 .

Pour résoudre le problème 18, Abû Kâmil pose

ïy = u + v 
\z = u - v

et le système (18) devient
r 2 , 2C =  M +  V

X = 2uv

S’il existe u, v rationnels tels que c = alors il existe une infinité
de solutions rationnelles. En effet, il existe une infinité de solutions de 
l’équation c = u  ̂+v^ (problème 1 2 ).

Pour chacune de ces représentations, [x,y,z) = {2uVyU + v ,u -v )  est 
solution de (18). Abû Kàmil prend c = u  ̂+v^ : sinon il n’existe pas de 
solution rationnelle.

L’analyse indéterminée rationnelle 

2.3. Le groupe suivant est composé des problèmes :

(7)

(8)
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(9)

(11)

+ x = 

+ 2 x = ẑ
(2 0 )

ix^+Sx = y^

jx  -  = ẑ

+ X =
yc'+3jc = ẑ

(2 2 )
+ x = ŷ  

[a:̂  -  x = z^

-  2 x - y ^

\ x ^ - 3 x ^ e
(23)

\x^ + 2x = y  ̂

|jc^ -3 x  = ẑ

[jĉ  + x = ŷ

Ia: -

Les problèmes 7, 8 , 9, 22 et 23 sont de la forme

(1)

et les problèmes 1 1  et 2 0  sont de la forme

2 , 2 X + ax = y , x^ + bx = Z

!\>\ 2  . 2  1 2 2 (1) X ax = y , b x - x  =z ,

2 2 ^ » où on suppose que b(a + b) = À, + jJ, est somme de deux carrés (c’est
2 = 1  + 1 dans le problème 11 et 9 = 3̂  dans le problème 20).

XY XZPour les résoudre, Abû Kàmil pose x = y ~  ̂~ —  > où X, F, Z,

T sont de nouvelles inconnues. Les équations des problèmes deviennent 
respectivement

(2)

(20

X̂  + û7’= f0 X^ + bT = Z^\

X^ + aT= y\ b T -X ^  = Z .̂



156 Chapitre IV

Si « r  = 2uX + U , la première équation est vérifiée et elle donne 
Y = X + U (complétion d’un carré). On reporte la valeur de T dans la 
seconde équation :

, 2bu ^  , bu^ ryi 2bu ^  , bu^ ^2  ^ 2A + — X  + —  = Z , resp. — X  + ------ X  = Z ,
a a a a

équations que l’on peut résoudre par la «méthode de la corde» comme 
celles du groupe (2 .1 ).

Pour les équations 7-9 et 22-23, on pose Z = X -H v, et on obtient

X = bû  -  av̂  
2{av -  bu)

, Y  = 2auv — bu^ -  av^ 
2{av -  bu)

2  _  bu^ + av^ — 2buv j ,  _  uv(u -  v) 
2(av-bu) ’ a v - b u '

(bu^-av^y ( b - a t y

y =

4uv{u -  v)(av -  bu) 4r(l -  t)(at -  b) ’

{bu^ -  av^)(2auv -  bu^ -  av^) _  {b -  at^){2at -  b -  at^)
4uv(u -  v)(av -  bu) 4t(l -  t)(at -  b)

Z =
_  {bu^ -  av^){bu^ + av^ -  2buv) _  {b-at^){b +at^ ~2bt)

4uv(u -  v)(av -  bu) 4̂ (1 -  t)(at -  b)

OÙ on a posé v = tu.

Pour les problèmes 11 et 20, l’équation en X et Z est vérifiée lorsque 
X = -{b -  X) Qi Z = ; on pose donc X  = - (b  -  A) -t- Z = V(J -  — et

on trouve
2u /J,v + À 
a +1

Y  _  U v^(b-?i) + 2fj.v +b +À ry U jj,v  ̂+ 2?iv -  IX
" 2 \ ” ? ^  2  ï ’a V +1 a V +1

Y _  U v^ia + b - À )  + 2ixv + a + b + À 
a +1
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r  = u  ̂ v \a  + 2 b -  2 A) + 4nv + a + 2b + 2À 
v' + 1

d’où on tire jc, 3 ; et z en fonction de v seulement, car le facteur — disparaît.

Dans le cas du problème l l , o n a < 2  = b=  1 etA = jU, = 1, donc

V  «  v +  l  . .  v + 2 v  +  3 ^  v + 2 v - l . ^  2 v + 4 v +  5A = 2u~.— , Y = U— -̂-----, Z = U— 5-------, I = U -----r—;—v̂ + 1  v̂ + 1  v̂ + 1  v̂  + 1

X =
4(v +1)'

(v  ̂+ l)(v' + 4v + 5) ’ ^  (v̂  + l)(v^ + 4v + 5) ’ " (v  ̂+ l)(v^ + 4v + 5)

Dans le cas du problème 2 0 , on a a = 8 , è = 1 et A = 0, /x = 3, donc

_  2(v + l)(v^+2v + 3) _  2(v + l)(v^ + 2v -1)
, Z =

_  U 3v + \ Y — ^ + 6v +10 rj _  U 3v  ̂+ 2v -  3 ^  2v  ̂+ 8v + 3^   ̂ J  ^  > - 5 ^  ^ y I
4 v + l  8 v + l 8  v^ + 1 16 v"+ l

(3v + l)^ _  (3v + l ) (V + 6 v  + 10) (3v + l)(3v^+2v-3)
(v' + l)(2v' + 8v + 3) ’ ^ ”  2(v' + l)(2v' + 8v + 3) ’ ^ ”  2(v' + l)(2v" + 8v + 3) ’

La méthode d’Abü Kâmil admet l’interprétation géométrique suivante ; 
les équations ( 1 ) définissent une courbe biquadratique C dans l’espace des 
coordonnées {x, y, z) ; les deux cylindres quadratiques dont elle est 
l’intersection sont tangents à l’origine et il en résulte que C est singulière en 
ce point, donc elle est de genre 0  et on peut la paramétrer rationnellement. 
Les équations (2) définissent une surface S intersection de deux cylindres 
quadratiques dans l’espace des coordonnées (X, Y, Z, T). On définit une

XYapplication rationnelle f  S dans C par les formules x = — , y = — ,
xzz = — , définies pour T ^ 0. On voit que, pour tout X 0 et tout point

(x, y, z) de C distinct de (0, 0, 0), f ( X,— 1 = (x, y, z), donc /  est
V X X X J

surjective en dehors de l’origine ; de plus, si b -  aa^, /|^0 ,y,±aL,—j =

(0 , 0 , 0 ) pour tout y 0 , mais l’origine n’est pas dans l’image de /  si -
a

n’est pas un carré.
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La surface S est birationnellement équivalente à sa projection S' dans 
l ’espace des coordonnées (X, Y, Z) car 7, qui figure au premier degré, 
s’élimine ; cette projection est un cône quadratique d’équation b{Y - X  ) = 
a { ^  -  X^) pour les problèmes 7-9 et 22-23, et b(Y^ -  X^) = a{Z^ + X^) pour 
les problèmes 11 et 20. L’application f  se factorise à travers une application 
g de S' dans C définie par les formules homogènes

X = aX̂
F -X ' F =

aXY
y 2 _ ^ ; -, 2  =

aXZ

on a j  = (x, y, z) pour tout point ( j c , z) de C distinct de (0, 0, 0)

et g(0. Y, ±aY) = (0, 0, 0) lorsque b = ac? et F 0.

Pour les problèmes 7-9 et 22-23, on remarque que la droite d’équations 
X = y = Z est une génératrice de S' ; une parallèle à cette génératrice,
d’équations Y = X + u ,Z  = X + v, recoupe S' en un point unique, qui 
dépend rationnellement des paramètres m et v. On obtient ainsi un 
paramétrage rationnel de S', donc de C. Pour les problèmes 11 et 20, on 
utilise la génératrice définie par les équations

x= t z ^ ( Y - X ) , Z  = - ^ i Y - X ) ;
a a

un plan passant par cette génératrice recoupe le cône suivant une autre 
génératrice et l’équation d’un tel plan s’écrit

Z +  ^ { Y - X )  = v ( x - — (Y-X)],

où V est un paramètre. On retrouve ainsi les formules ci-dessus.

2.4. Ce groupe est composé des deux systèmes (13) et (14) qui se 
récrivent

x + y = a 

x + k̂  - z ^

K ± y  = t^
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Abü Kâmil commence par éliminer y au moyen de la première 
équation, puis x au moyen de la seconde. Le problème revient alors à 
trouver les solutions rationnelles de

±z^ =k^ ±{a + k^).

Dans 13, ± = -, a = 10, /:] = 20 et Â: 2  = 50 ; il procède par la méthode de 
la corde en posant z = t etr=T-i-Met obtient

C-U^  ̂ C + Û V , / , \z = -------  et t - ------- , ou c = k^ -[a  +k^) = 20-,
2u 2u

et dans 14, ± = -l-, il prend k^-^(a + k^=  8  ̂+ 4  ̂ ; il renvoie au problème
12.

Rappelons que le problème 13 se ramène à IL 10 des Arithmétiques de 
Diophante, alors que 14 est II.9.

Problèmes 26 à 38

On vient d’examiner les différents groupes qui composent les vingt-cinq 
premiers problèmes du troisième livre, et qui tous définissent des courbes de 
genre 0. Les treize derniers problèmes sont tous de genre 1 ; ils sont 
significatifs du niveau de la recherche sur l’analyse indéterminée menée par 
Abü Kâmil, ainsi que de la nouveauté des méthodes qu’il a conçues. Nous 
allons les examiner successivement.

PROBLEME 26.
x f  -I- 2x, = xl

cl + 3^2 = xl

En langage moderne, on y reconnaît les équations d’une courbe lisse de 
degré 4 et de genre 1 dans A^, dont la clôture projective possède quatre 
points à l’infini (1 ; 1 : 1 : 0), (1 : -1 : -1 : 0), (1 : 1 : -1 : 0), (1 : -1 : 1 : 0), et 
un point en (0 : 0 : 0 : 1). Peut-être pouvons-nous reconstituer la démarche 
d’Abü Kâmil dans les cas semblables à celui-ci de la manière suivante. Soit 
deux équations de la forme
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\x^ +k^x  ̂ = xl

[ • ^ 2  ^2 ' ^ 2  ~ -̂ 3

Pour trouver un point rationnel, il pose x  ̂ = (Xc, (où a  est une 
constante). Ceci est l’équation d’un plan passant par (0 : 0 : 0 : 1). Ce plan 
contient deux autres points d’intersection avec la courbe, donnés par

X, = ±

-1
aki

a "  - 1

+ l a ’ à + a ^ f i l
a }  - V J k .

kl-a~^.
k̂

On est donc amené à chercher une solution rationnelle à l ’équation 
cubique en a, /3 :

 ̂k y - a ^  = l3\

Abu Kamil ne savait sûrement pas faire cela en toute généralité, mais il 

a pu facilement trouver la solution (a, P) =y ,  k ^
kl kl

Pour cette valeur de a, la solution est d’une forme particulière :

X, = - 1  kl~ kl

^ 2  = ÛX[ =
k]  -  k f

= ±0 ^ 2  = â Xi = ± f  ̂ 2  • ' ‘ k^-k!
On peut alors construire une suite infinie, en réitérant, comme le fait 

Abü Kâmil :
KX, = ----a - 1
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Cette suite géométrique de raison a  est solution du système infini 
d’équations

x f  + kiXi  =  x j

x ;  + k-x.  = X

OÙ k̂  =  a ‘

Ici, dans le problème 26, on a ki=2,k^ = 3. Abü Kâmil trouve la suite 
infinie

3 2 3 2 1 1 1l + - ,2  + - ,3  + -,5  + -,8  + —,12 + — + I, 
5 5 5 5 10 10 20

suite géométrique de raison ^ .

Si en effet = ^ 2 , où =ccc,, on a, en posant k. = a ‘
kx, = a '”'x, : xf + ^ X , = x,̂ |̂. Si donc on choisit « = l’équation

xl + k^x  ̂ = Xj se vérifie, ainsi qu’une suite infinie d’autres équations.
On voit qu’Abü Kâmil a trouvé une solution à son problème initial, qui 

comportait deux équations. Mais, sans chercher une seconde solution, 
recherche qui échappait aux mathématiques dont il disposait, il s’aperçoit 
que le procédé qui lui a permis de résoudre la seconde équation à partir de 
la solution de la première permet de résoudre une troisième équation du 
même type avec une inconnue supplémentaire, puis une quatrième, etc., 
avec une itération du même procédé. Dans le cadre de sa recherche d’une 
infinité de solutions aux problèmes indéterminés, cette situation pouvait le 
satisfaire.

PROBLÈME 27. — Problème semblable au précédent. Il s’agit du système 
d’équations

\xl +3x, =X2

[xl + 6 X 2  = X j

Ici, /:, = 3 et ^ 2  = 6  ; la solution est donnée par Xj = 1. Abü Kâmil 
mentionne, comme il l’a fait dans le problème précédent, un système
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d’équations infini ayant pour solution une suite géométrique de raison
=  2

+ 3a:, = Xj

l ^ 6 x , = x ]

3 + \2x^ = x]  

] + 24x, = x]

 ̂ + 48X5 = x] 

+ 96x, = xl

PROBLEME 28.
Abu Kâmil propose ici une autre méthode pour résoudre les problèmes 

semblables aux problèmes 26 et 27. Soit le système d’équations

Pour en trouver un point rationnel, il pose z  =  x  +  m  ( o ù  u est une 
constante) ; z = x + m est l’équation d’un plan passant par les points infinis 
( 1  : 1  : 1  : 0 ) et ( - 1  : 1  : - 1  : 0 ) ; on obtient ainsi le système d’équations

x ^ + 2 x = y'

Z =  X  +  M

Ce système possède en général deux solutions finies (puisque la courbe, 
de degré 4, doit couper un plan quelconque en quatre points, dont deux à 
l’infini). On les trouve en résolvant l’équation de degré 2 en x résultant de 
l’élimination de y et z. En choisissant la valeur de u de sorte que le terme de 
degré 2  disparaisse, on obtient une équation linéaire en x, qui nous donne 
une solution rationnelle. Pour éliminer y et z, Abü Kâmil procède selon les 
étapes suivantes. Il élimine d’abord z :

fx  ̂+ 2 x =

1/  + y = (x + M)“

Il élimine ensuite y : la deuxième équation, où l’on remplace y par sa 
valeur dans la première équation, donne immédiatement y = «̂  -  ( 2  -  2 m)x. 
Il reporte cette valeur de y dans la première équation pour obtenir l’équation 
finale en x :

( 1  -  ( 2  -  2 m)' )x'  + ( 2  + 2 m'  ( 2  -  2 m))x -  m" = 0 .
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Choisissons u = - ,  comme Abü Kâmil, afin de faire disparaître le terme
2 1 en X . On obtient x = — .

40

Cette valeur particulière de m = -  donne un plan z = x + m qui, non

seulement passe par les points à l’infini ( 1  ; ± 1  : 1  : 0 ), mais est tangent à la 
courbe au point (1 : -1 ; 1 : 0). Calculons en effet la tangente en ce point : 
c ’est l ’intersection des plans tangents en ce point aux quadriques
x ' + axt = y ', y ' + byt = z', soit :

On trouve

2 x + Mi = - 2 y , - 2 y - b t  = 2z. 

2 x + (a -  b)t = 2z,

c’est-à-dire
z = x + ^—̂ t  (ici M = 2 , Z) = 1 ).

Il s’agit de la méthode de la tangente.

PROBLÈME 29. — Problème semblable aux trois précédents. Il s’agit du 
système d’équations

j x ' + 4 x  = y' 

l / + 2 y = z'

Abü Kâmil adopte la méthode présentée dans le problème 28. Posons 
z  =  X  -h M, on obtient
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[jĉ + 4 a: = /

+2y = {x + uY

Chapitre IV

Éliminons y, on obtient

y = —\{2u ~ A)x +

1̂ -  (m -  + ( 4  -  (m -  2)u^^x  -  —U* = 0

Choisissons « = 1, comme Abu Kâmil, afin de faire disparaître le terme
2 1en J . On obtient ;c = — .

20

PROBLÈME 30. — Problème semblable aux quatre précédents :

X, -  4xj = X
X2 -  2X2 = X3

Abû Kâmil préfère ici revenir à la méthode présentée dans le problème
Tl 2 1Il pose X2  = Cüc,, avec a  = -  = e

ensuite le système d’équations infini :

2 1 126. Il pose X, = ccc,, avec a = -  = - ,  et obtient ainsi x, = 5 + - .  Il mentionne2 P ^ 2  ' 3
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PROBLÈME 31. — Il s’agit du système d’équations :
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Pour le dire en langage moderne, on y reconnaît les équations d’une 
courbe lisse de degré 4 et de genre 1 dans A^, dont la clôture projective 
possède quatre points à l’infini ( 1  : 1  : 1  : 0 ), ( 1  : - 1  : - 1  : 0 ), ( 1  : 1  : - 1  : 0 ), 
(1 : -1 : 1:0).  Pour en trouver un point rationnel, Abü Kâmil pose y = z + 
U (où U est une constante ; y = z + m est l’équation d’un plan passant par les 
points infinis (1 : 1 : 1 : 0) et (1 : -1 : -1 : 0)). On obtient ainsi le système 
d’équations

+ x = y  ̂

x^ + l = Ẑ  
y = z + u

Ce système possède en général deux solutions (finies) que l’on trouve en 
résolvant l’équation de degré 2 en x résultant de l’élimination de y et z. En 
choisissant la valeur de u de sorte que le terme de degré 2 disparaisse, on 
obtient une équation linéaire en x, qui nous donne une solution rationnelle. 
Pour éliminer y  et z, Abu Kâmil procède selon les étapes suivantes. Il 
élimine d’abord y  :

+ X = (z + uY
xf -  4x, = X2 4

x̂  + l = z
X2 -  2X2 = X3

■^3 -^3  -^ 4

2
Puis il se débarrasse du terme en z

2 1 2 2 de la deuxième :
X4 ~ 5̂

2 1 2 ___ 2
X j  ̂X5 Xg

x '+ l = z'
2 1 2  2

X , ---X , = X ,6 8  6 7 En éliminant z, on a alors
2  1 2  2

X , ---- X , = x„’ 16 ' * (4m" -1 ) x-+ 2 (m̂ +1)

Choisissons m = comme Abü Kâmil, afin de faire disparaître le 
2 9terme en x . On obtient x = — . Les problèmes 31 à 38 suivent le même

40
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modèle et décrivent chacun une courbe lisse de degré 4 et de genre 1 dans 
A ,̂ dont la clôture projective possède quatre points à l’infini ( 1  : 1  : 1  : 0 ), 
(1 : -1 : -1 : 0), (1 : 1 : -1 : 0), (1 : -1 : 1 : 0). On reconnaît ici la méthode de 
la tangente (à l’infini) appliquée dans les problèmes 28 et 29.

PROBLÈME 32. — Il s’agit du système d’équations :

On pose z = X + u ,\t  système devient :

f 2 c 2\x -5  = y

d’où

+ y = (jc + uY 

\ x ^ - 5  = y^
[y = 2wc + u  ̂+5 

En éliminant y, on a alors :

+ {-Au -  20m)a: - u* -  lOu^ -  30.

Choisissons  ̂= comme Abû Kâmil, afin de faire disparaître le 
2 17 .terme en a: . On obtient alors ;c = 3 + — . Ici encore, Abu Kamil applique la168

méthode de la tangente à l’infini.

PROBLÈME 33. — Il s’agit du système d’équations

jx^+4x = ŷ
\ x ^ - 2 x - l  = ẑ

On pose Z = y + M, le système devient

ix^+4x = y"

- 2 x - l  = [y + uY

d’où ;
[;c^+4jc = ŷ
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| - 2 My = 6 x + + 1

On élimine y :

( - 4 m" +  36)jc" +  ( - 4 m" +  I2)x +  m" +  2 m" + 1  =  0 .

Choisissons m  = -3, comme Abü Kâmil, afin de faire disparaître le terme
en X . On obtient alors

. 1  2  1  1x = 4 + — et X =17 + — + — 
6  4 9

toujours par la même méthode de la tangente à l’infini.

PROBLÈME 34. — Il s’agit du système d’équations

l x ^ - 2 x  = y^
|y"+y = z"

On pose Z = JC + M, le système devient :

[jc"-2jc = y"

d’où :

[y2 +yz=(^ + M)"

[jc"-2jc = y"
[y = ( 2 m  + 2)x + m "

On élimine y :
(l -  (2 « + 2 )“ y  " + ( - 2 u=( 2 m + 2 ) -  2 )a: -  = 0 .

Choisissons “ = “ 2 ’ Kâmil, afin de faire disparaître le
7 1 1 1 ^terme en jc . On obtient alors jc = 2  + — et =4 + — + - ,  par la méthode

40 10 1600
de la tangente à l’infini.



PROBLÈME 35. — Il s’agit du système d’équations

3x + 1 =

+ 2  =

On pose Z = y + M, le système devient

j x '  + 3a: + 1 = ŷ

— 3a: + 2 = (y +

jx^ + 3a: +1 = ŷ

[ - 2 M y  =  6 x - l  +  u ^

(4ŵ  -  36)a:̂  + 12jc - u * +  6 u ^  -1  = 0.
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d’où:

On élimine y :

Choisissons u = -3 pour faire disparaître le terme en x^. On obtient 
x = 2 + -  et Â = 5 + j  + i . I l  s’agit encore de la même méthode.

PROBLÈME 36. — Il s’agit du système d’équations

|;c^-A: + l = ŷ

| a:^+ a: - 1  = z^

On pose y = M -  Z, le système devient

[a:̂  -  a: + 1 = (m -  z)^ 

[x" + x - \  = z"

\2uz = 2x + û  -  2 
hc^+jc- l  = ẑ

d’où :

On élimine z :

1 2 2 1 „— -1 A^ - — A + — + -y  = 0.
U J U A u

2 • 5On choisit m = 1 pour faire disparaître le terme en a: . On obtient a = -

et Â = -  + — . C’est toujours la même méthode, appliquée avec l’autre paire 
8 64

de points à l’infini (±1 ; 1 : -1 : 0).

PROBLÈME 37. — Il s’agit du système d’équations

|A ^ -x  + 2 = ŷ

\x^ + X -  3 = z^
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On pose y = Z + w, le système devient :

-  A +  2  =  (z  +  m)̂  

| a- + a - 3  = z^

d’où :
Z =  - ( - 2  a -  +  5)

2 m  ̂ '

A^ + a - 3  =  z ^

On élimine z :
, n  2 5 25 1 m"\ - - t W + ^ X ---- T - -  + — = 0 .

2
On choisit u -  \ pour faire disparaître le terme en a . On obtient

2  4 4= 1 + -  et a' = 1 + -  +—. 5 5 25

C’est la même méthode, appliquée à (±1 : 1 : 1 : 0).

PROBLÈME 38. — Il s’agit du système d’équations

\x^ + A + l = y 

1A ^  +  2 a  +  2  =  z ^



Abû Kâmil pose z = y + u. On obtient ainsi le système d’équations

+ x + l = y^

+ 2x + 2 = (y + u.y

'y
Puis il se débarrasse du terme en y dans la deuxième équation au 

moyen de la première :
|jc^+;c + l = y '

[2uy = x + l - u ^
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Enfin il élimine y :
+ a: + 1 ) = (jc + 1  -

1 7 13 17Le choix de « = -  lui donne la solution a: = - ,  y - —,z = —. C’est la
2 8 8 8

même méthode, appliquée au même point, que pour 3 7 .

Récapitulons la démarche d’Abû Kâmil dans une mathématique 
différente de la sienne.

Dans le groupe des problèmes 28 à 38, à l’exception du problème 30, 
Abû Kâmil étudie des systèmes de la forme :

(1)
\x^ +ax + b = y  ̂

\x^ +cx + d =
ou bien (2 )

\x^ +ax + b = y  ̂

y^ + cy + d = z^

De tels systèmes définissent une courbe T^biquadratique dans l’espace 
de dimension 3 et cette courbe est de genre 1, avec quatre points à l’infini 
(±1 : ±1 : 1 : 0).

Abû Kâmil est amené à poser z = x + u ou z = y + u', une telle équation 
définit un plan qui passe par deux des points à l’infini de ^ :

(1 : ± 1 : 1 : 0) pour le premier plan 
(±1 : 1 : 1 : 0) pour le second plan.

On peut encore poser y = x + u, plan passant par (1 :1 : ±1 : 0) ou 
encore

x + y = u plan passant par (1 : -1 : ±1 : 0)
y + z = u plan passant par (±1 : 1 : -1 : 0 )
z + x = u plan passant par (1 : ±1 : -1 : 0).
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Pour un choix convenable de u, le plan considéré est tangent à en 
l’un des points à l’infini ; alors il recoupe i f  en un unique point, 
nécessairement rationnel : c’est la base de la méthode d’Abû Kâmil.

Pour le système (1), il pose z = y + u de sorte que la deuxième équation 
devienne

x^ +cx + d = y^ + 2uy + u^=x^+ax + b + 2yu + 

si on tient compte de la première équation. On a donc

y = — ((c -  a)x + d -  b -  u^) ;
2u

on reporte cette valeur dans la première équation :

+ax + b) = { c -a Y  x  ̂+ 2 ( c - a Y d - b - u ^ ) x  + ( ^d-b- u^Y,  

équation du second degré en x.

On fait 4m̂  = ( c -  aY,  soit u = ± ^ , pour faire disparaître le terme 

en x^ ; cela revient à imposer au plan d’être tangent à l’infini :

ax(c -  a) + b{c - a )  = 2(c -  a M d - b - x +
4 J 1  4  J

d’où
_ 16(4 -  b f  -  8(c -  aY{d + fc) + (c -  aY 

8(c -  a){c^ -  a  ̂-  4(4 -  bYj

puis y et z.
Pour l’équation (2), Abu Kamil pose z ~ x  + u, donc

+ cy + ûf = + 2xu -^u^^x^-ycuc + b + cy + d

si on tient compte de la première équation. On a donc

y = -((2 m - a)x + è -  4) 

et
+ ac^x + bc^ = (2m -  a f  x^ + 2x{2u -  m)(m̂  -  b -  d^ + [u  ̂-  b -  d ^
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a ± cOn fait ( 2 m -  a )  = c ^ ,  soit u =-----et on a

a c  X + b c ‘ = ±2cxy a ± 2 ac + c - b - d a ± lac  + b- d \  .

4. SYSTEMES D’EQUATIONS INDÉTERMINÉES DU PREMIER DEGRÉ : 
PROBLÈMES 39 À 43

Après avoir étudié les trente-huit problèmes indéterminés du second 
degré, Abû Kâmil conclut brièvement : « La plupart de ces problèmes sont 
résolus par ce procédé subtil que je t ’ai décrit et qui est de grande 
importance et très utile »®. Il passe ensuite à la seconde partie de ce chapitre 
où il traite cinq problèmes indéterminés du premier degré -  39 à 43. Mais, à 
la différence des 38 problèmes précédents, il s’agit de problèmes concrets 
qui circulaient parmi les arithméticiens. Abü Kâmil reproduit ces problèmes 
et propose de simplifier les procédés de solution et surtout de les établir sur 
de véritables bases mathématiques. Il transforme alors ces problèmes en 
autant de systèmes d’équations linéaires indéterminées, et donne la méthode 
pour les résoudre.

PROBLÈME 39. — Nous traduirions aujourd’hui l’énoncé dans le système 
d’équations linéaires suivant :

u = -(y + z + t) + x

M =- ( j: + Z + r) + y
3

U -  —( x  +  y +  f)  +  z
4

M = j(jc + y + z) + r

Première méthode : Abü Kâmil considère quatre inconnues qu’il 
nomme chose, dinar, dirham, fels et qui sont les quantités que nous avons 
nommées x, y, z, t ci-dessus. L’élimination de u (qu’il n’a pas besoin de 
« nommer », puisque cette inconnue n’apparaît jamais en tant que telle dans 
les équations qu’il considère) le conduit à considérer l’une après l’autre les 
équations suivantes dans la résolution du problème :

Voir plus loin p. 652.
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^(y + z + t) + x = ^(x + z + r)-i-y

^(x + y + t) + z = ^(x + z + 0  + y

^ (x  + y + z) + t = ^{x  + z + t) + y

La première équation fournit une valeur de y qui, reportée dans les 
suivantes, permet d’éliminer y (ce qu’Abü Kâmil explique en disant qu’il a 
« ôté le nom du dinar ») :

4 1 1y = - x  + - z  + - t .  
3 3 3

La deuxième équation fournit alors une valeur de z qui, reportée dans la 
troisième équation, permet d’éliminer z :

13 4
z = — x  + — t .  

5 5

Abü Kâmil récapitule alors les résultats obtenus :

51 6u = — x + —t 
15 5
11 3y = — x + - t  
5 5
13 4

z = — x + —t 
5 5

Et la troisième équation (après élimination de y et z) est :

r = 28 JC.

Comme le système d’équations est homogène, on peut, comme le fait 
Abü Kâmil, poser jc = 1 pour obtenir une solution :

JC = 1, y = 19, z = 25, t = 28, u = 37.

On remarque que, dans cette méthode, toutes les inconnues présentes 
dans les équations considérées par Abü Kâmil sont nommées, et chacune 
d’un nom distinct ; à chaque étape, la considération d’une nouvelle équation 
permet d’exprimer la valeur d’une des inconnues en fonction de celles qui
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n’ont pas encore été éliminées, et ainsi d’éliminer cette inconnue. Ce 
procédé revient à mettre le système d’équations sous forme triangulaire, et 
était connu des contemporains d’Abû Kâmil.

Deuxième méthode : Dans le but d’alléger les calculs qui, sans l’aide 
d’un symbolisme, sont certes « difficiles », Abù Kâmil propose une 
deuxième méthode, qui consiste à choisir d’abord les inconnues de sorte que 
chacune des équations initiales ne contienne en elle-même qu’un petit 
nombre d’inconnues. Posons donc Ç = x + y + z + t .Le. système s’écrit alors

u = x + - { Ç - x )

u = y + \ { C - y )  

u = z + ^ { c - z )

Ç = x-\-y + z + t

L’élimination de u conduit Abü Kâmil à considérer en fait les équations 
suivantes, dans cet ordre :

x + ^ (^ -x )  = y + ̂ { ; -y)  

xy-^{^-x) = z + ̂ (Ç-z)

^ = JC + y + z + r 

x + ̂ (C-x) = t + ̂ {Ç-t)

La première équation ne contient alors que trois inconnues, et Abü 
Kâmil ne donne de nom qu’à ces trois inconnues x,y, Ç: la chose, le dinar 
et le dirham.

Cette équation détermine une valeur de y, et l’inconnue y est ainsi 
éliminée (on a « ôté le nom du dinar ») :

3 1 .
4 4
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Une fois l’inconnue y éliminée, Abü Kâmil peut utiliser le nom « dinar » 
pour désigner une autre inconnue, en l’occurrence z, et cela lui permet de 
prendre en considération la deuxième équation, qui détermine à son tour 
une valeur de z :

2 1 „ z = - x  + -Ç .
3 3

L’élimination de y et z dans l’équation Ç = x + y-\- z + t détermine une 
valeur de t en fonction de jc et f  (ici Abü Kâmil ne prend pas la peine de
« nommer » l’inconnue t), qui, reportée dans la dernière équation, conduit 
finalement à :

f=73  X,

ce qui mène facilement au résultat final. Donc, suivant cette méthode, Abü 
Kâmil ne « nomme » d’abord que les inconnues qui apparaissent dans la 
première équation ; l’élimination de l’une d’elles permet de réutiliser son 
nom pour désigner une autre inconnue dans l’équation suivante, et ainsi de 
suite. Les opérations de l’algèbre ne se rapportent toujours qu’à une seule 
équation à la fois, et c’est l’usage de ces opérations qui requiert de 
« nommer » les éléments de l’équation. C’est pourquoi il n’est pas 
strictement nécessaire de nommer les inconnues tant qu’elles n’apparaissent 
pas dans l’équation considérée, et il est même possible d’utiliser deux fois le 
même « nom » pour désigner des inconnues différentes.

PROBLÈME 40. — L’énoncé conduit au système d’équations suivant :

v = x + - ( y  + z)

v = y+^(z + 0

v = z + —(t + u) 
4  ̂ ^
1 /  ̂V = r + —(m + a:)

v = M + —(x + y)

L’élimination de v conduit Abü Kâmil à considérer en fait les équations 
suivantes, dans cet ordre :
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x + ̂ {y  + z) = y + ^{z + t)

a: + -(}' + z) = Z +—(r + m) 2  ' 4

^ + \{y + z) = u + ̂ {x + y)

Première méthode ; Abü Kâmil nomme seulement les trois inconnues jc, 
y, 2  : la chose, le dinar et le dirham. L’inconnue t n’est pas nommée, mais la 
première équation en donne immédiatement une valeur qui, reportée dans la 
deuxième équation et dans la troisième, permet d’éliminer t :

, 3 -ult = 3 x  v + —Z.
2 2

La deuxième équation donne alors une valeur de m, qui, reportée dans la 
troisième et dans la quatrième, permet d’éliminer u :

7 5U = x + —y— Z.
2 2

La troisième équation, dans laquelle on a éliminé t et u, ne contient plus 
que les trois inconnues x, y, z, et elle donne la valeur de z :

 ̂= |4  + | ) . - ( 2  + |]y .

Abu Kâmil récapitule les résultats obtenus :

U = lOy -1 Ix

Finalement, la quatrième équation, après élimination de u et z, donne :

61x = 47 y,

d’où la solution donnée par Abü Kâmil, qui pose y = 61 :

X = 47, y = 61, z = 67, ? = 83, M = 93, V = 111.

On remarque que, suivant cette méthode, Abü Kâmil ne nomme que les 
inconnues qui apparaissent dans la première équation, sauf celle qu’il choisit 
d’éliminer au moyen de cette équation. Et ainsi de suite, à chaque étape, il 
considère une équation dans laquelle toutes les inconnues sont nommées, 
sauf celle qu’il choisit d’éliminer.

Deuxième méthode : Ce n’est qu’une variante de la première, consistant 
à nommer l’inconnue que l’on cherche à éliminer à chaque étape, en 
réutilisant toujours le même nom (ici, Abü Kâmil utilise le nom « fels »). 
Cette méthode coïncide avec la deuxième qu’Abû Kâmil avait employée 
dans le problème 39, sans cependant introduire d’inconnue auxiliaire. 
Comme les calculs sont ici identiques à ceux de la première méthode et qu’il 
ne s’agit que d’une différence formelle, Abü Kâmil ne mène pas la 
résolution jusqu’au bout. C’est, en revanche, cette seule méthode qu’il 
applique pour résoudre les deux problèmes suivants, 42 et 43, comme nous 
allons le voir.
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PROBLÈME 41. — Soit le système suivant :

On élimine v :

V = x + —y 
2

v = ,  +

v = z + —t 
4

V = f + - M
5

V=U+—X 
6

1 1x + - y  = y + r ^2 3
1 1

z + - t2 4
1 lX + — y = t + —u2^ 5
1 1

X + —y = u + —X
2 6
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Abû Kâmil nomme seulement les inconnues qui apparaissent dans la 
première équation x,y,z '. la chose, le dinar, le dirham. Il élimine z au moyen 
de cette première équation en reportant sa valeur

dans la deuxième équation. Il réutilise alors le nom « dirham » pour désigner 
l’inconnue t dans la deuxième équation. Il élimine t au moyen de cette 
deuxième équation en reportant sa valeur

t = - 8 x + 8 y

dans la troisième équation. Il réutilise alors le nom « dirham » pour désigner 
l’inconnue u dans la troisième équation. Il élimine u au moyen de cette 
troisième équation en reportant sa valeur

« = 45x---- y
2

dans la quatrième, qui devient

228 y = 265 x.

En choisissant une valeur de x  adéquate, Abû Kâmil fournit alors une 
solution du système en nombres entiers ;

JC = 456, y = 530, z = 573, t = 592, m = 645, v = 721.

Cette méthode coïncide avec la deuxième méthode du problème 39.

PROBLÈME 42.
Soit le système suivant :

jc + l = 2 (y - l)  

y + 2 = 3 (z-2) 

z + 3 = 4{t-3 ) 

r + 4 = 5(a: -  4)

Le système n’est pas homogène, et le mot « dirham » désigne ici non 
plus une inconnue, mais l’unité. Abû Kâmil nomme seulement les inconnues
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JC, y qui apparaissent dans la première équation ; la chose, le dinar. Il élimine 
y au moyen de cette première équation en reportant sa valeur

1 3
y = —X + —

2 2

dans la deuxième. Il réutilise alors le nom « dinar » pour désigner z dans la 
deuxième équation. Il élimine z au moyen de cette équation en reportant sa 
valeur

1 19
^ " 6 ^^ 6

dans la troisième. Il réutilise alors le nom de « dinar » pour désigner t dans 
la troisième équation. Il élimine t au moyen de cette équation en reportant sa 
valeur

1 109
t  =  — X  H--------

24 24

dans la quatrième, qui ne contient plus désormais que l’inconnue x, d’où :

90X = 5 + •
119

puis
. 4 5  ^ 1 5  ^ 9 3

119 119 119

Cette méthode coïncide avec la deuxième méthode du problème 39.

PROBLÈME 43. — Il faut comprendre ainsi l’énoncé, peu clair, du problème 
43 : trois hommes ont des fortunes respectives x, y, z et décident de 
redistribuer leur fortune en formant d’abord une cagnotte, le premier
donnant -x , le deuxième - y ,  le troisième -z .  Ils se partagent ensuite la 

2 3 6
cagnotte en en prenant un tiers chacun, et l’énoncé affirme qu’ils ont alors 
chacun respectivement la moitié, le tiers et le sixième de la fortune totale. Ce 
qui se traduit en le système suivant :
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1 i n  1 1  ̂ 1,

2 i n  1 M  1/ \

Première méthode : En fait, ce système est redondant. La troisième 
équation est comprise dans les deux premières. Abû Kâmil n’utilise donc 
que les deux premières équations. Il nomme x, y, z respectivement la chose, 
le dinar et le dirham. La première équation donne

Puis, si on remplace x par sa valeur dans la deuxième équation :

y = 13 Z,

d’où une solution :
X = 33, y = 13, Z = 1.

Si l’on veut que la fortune finale de chacun soit exprimée par un 
nombre entier, on préférera la solution suivante donnée par Abû Kâmil :

X = 198, y = 78, Z = 6 .

Deuxième méthode : Posons « = - f - x  + -y  + - r  |, et t = x + y + z .l \  faut
3 \2  3 6 J

alors résoudre le système suivant :

1 1
— JC + u  =  — t
2 2
2 1— y + u - - t
3 3
5 1— z + u = —î6 6

l ( l  1 1U --1  ~ x  + - y  + —z 3^2 3 6
t  =  x  +  y  +  z
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Abû Kâmil nomme seulement t et m : la chose, le dirham. Les trois 
premières équations donnent les valeurs de x, y, z (inconnues qu’Abû Kâmil 
ne nomme pas) en fonction de t et u. On reporte ces valeurs dans la 
quatrième équation, d’où ;

t =\ 6  + — IM.

Abû Kâmil pose « = 42 pour avoir une solution en nombres entiers. On 
remarque que, suivant cette méthode, le système des cinq équations ci- 
dessus est redondant, et qu’Abû Kâmil n’utilise pas la cinquième équation. 
Cette méthode ressemble à la première du problème 40, et ne diffère de la 
deuxième du problème 39 que par le fait qu’Abû Kâmil ne nomme pas les 
inconnues x, y, z successivement éliminées au moyen des trois premières 
équations.

On observe que, dans le contexte algébrique qu’il a forgé, Abû Kâmil 
parvient à une conception plus précise et plus claire de la méthode 
d’élimination que celle des arithméticiens.
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PROBLÈMES ARITHMÉTIQUES

1. PROBLEMES DIVERS

Abü Kâmil, on l’a vu, étudie à l’aide des méthodes algébriques qu’il 
venait de concevoir, cinq problèmes concrets (de 39 à 43). Sur la même 
lancée et à l’aide des mêmes méthodes, il étudie les problèmes 44 à 70, qui 
se présentent comme des « exercices résolus », ou encore un domaine de 
problèmes arithmétiques où Abü Kâmil, à l’exemple de son prédécesseur 
al-Khwàrizmi dans le livre sur les legs et les testaments, aurait voulu 
montrer l’efficacité de l’algèbre pour résoudre de tels problèmes concrets. 
C’est à ce titre « d’exercice » ou « d’application » des règles de l’algèbre 
que ces problèmes concrets trouvent leur place dans le livre d’Abû Kâmil, 
et nullement en tant que tels.

PROBLÈME 44. — Sur l’exemple de dix robes dont les prix respectifs 
forment une suite arithmétique, Abü Kâmil affirme que, si (a j est une suite 
arithmétique de raison k, on a

= V(a, +«2 )̂ = V(2a, +(2V-1)Â:).

Il étudie ensuite l’exemple d’une troupe de soldats. Leurs butins 
respectifs sont supposés former une suite arithmétique. Dans les premiers 
cas de figure, il pose l’inconnue x = 2N (effectif de la troupe). Le butin total 
est alors

^ (2 a ,+ {x -l)k )

Dans ce contexte, il résout plusieurs problèmes. On se contentera 
d’indiquer l’équation qu’il résout dans chaque cas.
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Premier cas :

- ( 2  + U -1 )) = 300

X
y  + - - 3 0 0  = 0

L’unique racine positive est _ 2 4
2

Deuxième cas :

-(2-2 + 3(jc-i)) = i26

—  + --126  = 0  
2 2

T ’ • • V * -1 + V3025 ^ . n .L unique racine positive est ------------ = 9 (on remarque qu elle est
6

impaire, bien que l’on ait posé x -  2N).

Troisième cas :
|(2  + (jc-l)) = 10x 

JC— + --10x  = 0 
2 2

x = 19

Quatrième cas :

4 jc'

9
jc =  9

= 4x

Cinquième cas :

1 . ^ ( 2 . 2 . 0 - 1 1 1  = 24.

6 3-  + ---- \x
8 4-8j  8

JC =  28

2+1jc = 24jc
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Sixième cas

2 x'
3

JC = 30

= 20x

4x  ̂ 2x̂  __
------ + ------- =  2 0 jc

9 9

Septième cas :

| ( 2  + (x-l)) = ^

JĈ   ̂ JC ^  2 jc^

2 2 ~ 3
JC = 3

Huitième cas : Maintenant Abü Kâmil pose 2N = x .

2  + 1 I 4 + - l jc - l l l= f l0  + -ljc'

n  2  , r . . L1 . . 2
10 + —Jjc +1̂ 2 + —Ja' —1̂ 10 + — I JC

A =  6

Neuvième cas : Il pose l’inconnue a = /: (la raison de la suite 
arithmétique).

30
Y ( 2  + (30-1)a) = 1335 

A = 3

PROBLÈME 45. — Abû Kâmil résout maintenant plusieurs cas de problèmes, 
où il est question de « postiers ». Les plus simples ont leur analogue dans les 
manuels élémentaires d’aujourd’hui (deux trains partent d’une même ville à 
deux instants différents, etc.).

Premier cas : Deux postiers ayant chacun une vitesse moyenne donnée 
quittent une même ville à deux instants différents.

Deuxième cas : Certains cas proposés par Abü Kâmil font encore 
intervenir la formule de sommation des termes d’une suite arithmétique (a j
vue ci-dessus : l’un des postiers a une vitesse moyenne a„ au jour de 
son voyage. On est ainsi amené à résoudre l’équation suivante :
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— + -  = 2 0 x 
2 2

a: = 39

Troisième cas : On a ici deux suites arithmétiques (une pour chacun des 
deux postiers).

f(2  + U -l)) = ^ ( 2  + 2(^-84-l))

y - r i 6 8  + ^1;c + 7056 = 0

Cette équation quadratique a deux racines positives, 49 et 288. La 
solution du problème devant être supérieure à 84 à cause de l’énoncé, c’est 
la deuxième racine qui est solution.

Quatrième cas :

^(2 + (j:-1 )) = ^ ( 2  + 3(a: -8 -1 ) )

-  25x +100 = 0

Il y a une unique racine supérieure à 8 , soit x = 20.

Cinquième cas : Dans ce cas et dans le suivant, les postiers ont à 
nouveau une vitesse moyenne constante, mais l’on est conduit à une 
équation cubique :

 ̂tL - \ s \x 
20

— a:-15  = 0 
20

Unique racine positive x = 30. 

Sixième cas :
20x^= (x^-44)x  

x '- 2 0 x - 4 4  = 0

Unique racine positive Jc = 22.

PROBLEME 46.
X + y + Z = 1
20x + 15y + 10z = 18
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Problème indéterminé.
On pose z = t,y  = t, d’où

x = l - 2 t

20(l-2r) + 25r = 18 =>r =
15

Autrement : z = t, y =2 r, et on a r =
10

Plus généralement, si on pose y = Az, les équations deviennent

j x  + (A + l)z = 1 

[2 0 x + (l5A + 1 0 )z = 18

On trouve x = 1 -  (A + l)z de la première équation et la seconde 
équation devient

5z (A + 2 ) = 2 ,

d’où

Z =
2A 3A + 8

y = T7:;—  ̂=5(A + 2)’ -̂  5(A + 2)’ 5(A + 2) ’

2 3 2plus simplement, on a y = —  2z et x = -  + z car A = ---- 2.
5 5 5z

PROBLEME 47.
X + y + Z = 1

c . 15x + 4y + — Z = 2 
10

On pose X = t, y = r, d’où
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Z = 1  -  2 / 
1

10
-z = 2 - 9 t

1 t 19
=>2-9t = ----- = — ■

10 5 88

Autrement : x = t, y =5t
z = l - 6 t

- z  = 2 -2 5 t  
10

1 3 122z - 2 5 î - ~ - - t = ^ t -  ^

Plus généralement, si on pose y = Àx, les équations deviennent

(l + A)x + Z = 1

(5 + 4A)jç + —Z = 2 
 ̂  ̂ 10

On tire z = 1 -  ( 1  + À)x de la première équation et la seconde équation 
devient

(49 + 39A)x= 19,

d’où
19

39A + 49’  ̂ 39A + 49’ " 39A + 49
19A

, 2  =
20A + 30

PROBLÈME 48. —  Ce problème se ramène à l’équation

n x - x ^  = 30,

d’où les racines x = 2o\a x=  15.
Plus généralement, Abu Kâmil considère un problème du type

2ax -x ^  = b

il n’est possible que si b < et rationnel seulement lorsque -  b est un 
carré ĉ , c’est-à-dire b = On a alors x = a ± c .

PROBLÈME 49. — Ce problème s’écrit comme le système

Jjcy = 93 
jjc + y = 34

ce qui conduit à l’équation quadratique x^ -  34x -i- 93 = 0, d’où .x = 3 ou 31. 

PROBLÈME 50. —  Ce problème s’écrit
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n + ■\/l + 2 + 3 + ... + n —14,

soit -  51n -f- 392 = 0, équation dont les racines sont n = 8  et n = 49 ; 
mais cette dernière solution est à éliminer car 49 > 14. La solution est donc 
n = 8 .

PROBLEMES 51 A 53.
Ce sont des problèmes arithmétiques de remplissage d’un bassin par 

différentes sources.
Dans le problème 51, le bassin se remplit en 2 jours par le premier cours 

d’eau, en 3 jours par le second cours d’eau et en 4 jours par le dernier. En
un jour, les trois cours d’eau remplissent donc -  + -  + -  = — du bassin et il

2 3 4 12
12faut donc — de jours pour que le bassin soit rempli par les trois cours d’eau 

en même temps.
Les problèmes 52 et 53 sont semblables.
Abü Kâmil traite ensuite divers problèmes du premier degré, ou qui s’y 

ramènent.

PROBLÈMES 54,55 ET 56. Ces problèmes s’écrivent successivement :

• -  = -^(30-.x:), d’où + = -  = 4, d’où x=  12 et 30 -  a: = 18.
5 30^  ̂ l5  30; 3

-  = 1 + — ( 3 0 - a:). 
5 30^ '

On a de même = 5, d’où x=  15, 30 -  a: = 15.

• — = - ^ ( 3 0 - a ) -  1 , d’où — = 3, a: = 9, 30 -  X = 21. 
5 30^  ̂ 3



PROBLÈME 57. Ce problème s’écrit
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-  3x = 3x.

On a 16(a:̂  -  3a:) = 9x^, soit Ix^ = 48a:, a = 6  + -  .

PROBLÈME 58. — Ce problème s’écrit ~ = 10» d’où x = 30.

PROBLÈME 59. — Ce problème s’écrit -yfx =  10, d’où x = 100.

Viennent ensuite les problèmes du second degré et du premier degré, 
pêle-mêle.

PROBLÈME 60. — Ce problème s’écrit

A _ 10-A
9 ”  A

On a a:̂  = 90 -  9a, ou x  ̂+ 9x = 90, d’où a = 6 .

PROBLÈME 61. — On pose y = Va  ̂ -  3a et on considère l’équation

3y + x = 2x + y ;

on a donc 2y = a, c’est-à-dire a  ̂-  3a = —, d’où
4

-A^ = 3a et A = 4. 3

PROBLÈMES 62 ET 63. — On pose encore y = Va  ̂ - 3 a et on considère 
l’équation

4y + X 3x + y.

soit 3y = 2x\ c’est-à-dire a  ̂ -  3a = -  Â  d’où
9

2 4
A = 5 + — et Â  = 29 + — 

5 25
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Le problème 63 est identique au problème 62, mais Abu Kamil mène 
dans 63 le calcul à son terme.

PROBLÈME 64. — Ce problème s’écrit

A + 3̂ + Z = 30 
3x = 6y = 4z = 30t

On a
A 3  .  r ,  1 3 ^  9 ay = —, Z - —X et A 1 +  —  + — = —  = 3 0 , 

^ 2  4 l 2 4j 4

d’où
a  = 13 + - ,  y  = 6  + —, z  = 10 et r = l  +  - .  

3 3 3

PROBLÈME 65. — Ce problème s’écrit

'a + >: + Z = 30
13a = 6 )̂  + 30 = 4z + 60 = 30/

On a
a  =  2 2  +  - ,  y  =  6  +  - ,  z  =  l  +  - e t /  =  2  +  ^ .  

9 9 3 9

PROBLÈME 66. — Ce problème s’écrit

10 + A
=  A,

d’où
5a = 10 et A = 2.

PROBLÈME 67. — Ce problème s’écrit

IL L L IZ H  = L + Z + i - 2 0 ,  y = A-H 3, Z = y-h Z. 
6 2 3 4

On a
y =  A-i-3, z =  A-i -6et  19 + 3a = ~ ’
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x = 35 + - ,  y = 38 + - ,  z = 4l + —. 
1 7 7

PROBLÈME 68. — Ce problème s’écrit

20 +JC
30 12 — X + V 20 + X.

On a
2 x

d’où

8  H----= X + V2 0  + X, soit 8  —  X = V2 0  + X,
5 5

+ U  = 0 et X = — f — ± 7 l = 5 ou 122 + - .  
25 5 181. 5 ;  9

Abü Kâmil ne retient que la première racine Jc = 5, qui correspond à 
une valeur raisonnable pour un salaire.

PROBLÈME 69. — Ce problème s’écrit

2 (2 (2 x -1 0 )-1 0 )-1 0  = 0.

L’équation s’écrit : 8a: -  70 = 0, d’où

X =  8 +  - .
4

PROBLÈME 70. — Ce problème s’écrit

8a: -  70 = X + 10,

d’où
x = l l  + - .

7

2. QUELQUES PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES ET GÉOMÉTRIQUES

À la fin de son livre, Abü Kâmil ajoute, à titre d’appendice en quelque 
sorte, une étude des progressions arithmétiques et géométriques : la somme 
des entiers naturels successifs commençant par 1 , la somme de leurs carrés
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et la somme des puissances de 2. Tout semble indiquer qu’il entend ainsi 
fournir aux algébristes des moyens qui les aident à déterminer les inconnues. 
Ce chapitre est appelé à s’étendre et à s’enrichir, comme l’attestent les livres 
d’al-Karaji et d’al-Samaw’al ensuite\

Cette fois encore, Abü Kâmil définit son but : rationaliser la pratique des 
arithméticiens. Il nous apprend en effet que ces progressions circulent parmi 
les arithméticiens de son temps, qui les ont reçues en héritage des anciens 
-  mais ils ne nomment pas ces anciens^. Il souligne que ces arithméticiens 
transmettaient et utilisaient ces progressions, mais sans les avoir démontrées. 
Fidèle à son projet, Abü Kâmil se donne pour tâche de les démontrer et 
d’intégrer ce chapitre sur les progressions à l’algèbre.

Il commence par vouloir démontrer :

(1 ) = ( « + 5 ) ^ ^ ■

Il propose d’établir d’abord :

n

(2)
2 1 = —n + —. 
3 3

Il procède d’abord par un raisonnement par récurrence archaïque, c’est- 
à-dire qu’il établit le résultat pour n = 1, 2, 3, 4, pour conclure qu’il est vrai 
pour tout n, sans toutefois formuler explicitement l’hypothèse de la 
récurrence.

Ce type de démonstration va survivre encore pendant huit siècles. Voici 
le schéma de la démonstration :

U -  — - l  =  -  +  i
~ 1 ~ ~ 3 3

« 2  =
2  ̂+l-«i 

1 + 2
2 ^ + 1 2   ̂ 1— — • 2  H—

3 3

* R. Rashed, Entre arithmétique et algèbre. Recherches sur l ’histoire des 
mathématiques arabes. Collection « Sciences et philosophie arabes - Études et 
reprises », Paris, 1984.

 ̂Plus tard, al-Samaw’al attribue une origine mythique à la somme des carrés des 
entiers : il l’attribue à Pythagore (al-Bâhir, p. 120 arabe).
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«3 = 3̂  + (1 + 2)ü2 _ 3̂  + 5 _ 2  ̂ 1
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1 +  2  +  3
i2  ,  ̂ a2

— —  3 +  — 
6  3 3

Ua =
1 + 2 + 3 + 4  

et ainsi de suite ; c’est-à-dire

_  4 ^ + ( 1  +  2  +  3 ) m3 _  4 ^ + 1 4  ^  2

10

n +1 i“«-
a=i ' 2 1= —n + —.

k  =  \

En effet, on a

2 n '+ n (n -l/^ (n -l)  + ^l + l  +1) + i(„  + 1)
M„=------------ ^  = ^ ^  = ^ 2--------------------- = -n  + - .

n[n + 1) n + 1 n + 1 3 3

Comme d’habitude, Abu Kâmil pense donner une démonstration 
géométrique. Il écrit : « La cause de cela est établie et vraie par la voie 
géométrique », c’est-à-dire par une demonstratio potissima ; mais il ne la 
donne pas. Il entend sans doute une démonstration par la géométrie plane, 
telle que celle que l’on rencontre chez al-Karaji plus tard .̂

Abü Kâmil établit ensuite de la manière suivante :

1 +  2  +  . . .  +  /Z —  1 +  A I 

Ai +  n ~ l  +  . . .  +  2  +  l
la somme = n{n +1),

d’où le résultat.

Il s’agit ici d’une démonstration, explicite comme d’habitude, portant 
sur les petites valeurs de n, mais de portée générale.

Il peut maintenant tirer

*=i

F. Woepcke, Extrait du Fakhrî, p. 59-63.
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Il démontre ensuite

^ 2 *  = l  + 2(2'’ - l )  = 2 " " '- l
*=o

qu’il attribue à al-K hw àrizm ï (sans doute dans l’un de ses livres 
arithmétiques que nous n’avons plus). Il démontre cette égalité par une 
récurrence archaïque. Voici le schéma de la démonstration ;

1
2 = 1 + 1 

4  =  ( l  +  2 )  +  l  

8 =  (1 +  2  +  4 )  + 1

d’où

2 ' " '  = ( l  +  2  +  4  +  . . .  +  2 " )  +  l

2'’̂ ' -1 = £ 2 L

Nous sommes en présence des premières démonstrations par récurrence 
archaïque en algèbre. Les successeurs d’Abù Kâmil, notamment al-Karaji 
et al-Samaw’al, redonnent des démonstrations de ces mêmes formules, et de 
bien d’autres, par récurrence ou par régression'^.

'^R. Rashed, « L ’induction mathématique: Al-Karaji, As-Samaw’al », Archive 
for History of Exact Sciences, 9, 1972, p. 1-21 ; repr. dans Entre arithmétique et 
algèbre.



CHAPITRE VI

ANALYSE INDÉTERMINÉE ENTIÈRE DU PREMIER DEGRÉ

Dans un autre livre connu aujourd’hui sous le titre Les problèmes rares 
d ’arithmétique et dont le véritable titre, on l’a vu, est Sur les volatiles, Abù 
Kâmil évoque une certaine sorte de calcul arithmétique qui circulait à son 
époque. Il s’agit en fait de se donner plusieurs tas de choses différentes, le 
nombre des éléments de chaque tas étant inconnu, mais la somme des 
éléments de tous les tas étant fixée. On associe aux éléments de chaque tas 
un coefficient, de sorte que la somme des éléments de tous les tas, multipliée 
par le coefficient de chacun, soit égale à la première somme. On cherche le 
nombre des éléments de chaque tas.

Abü Kâmil rappelle alors qu’à l’époque les savants, c’est-à-dire les 
arithméticiens, aussi bien que « les hommes du commun », procédaient 
empiriquement, à savoir par conjecture et par simple intuition. Cette fois 
encore, il se propose de rationaliser cette pratique empirique, autrement dit 
de la mathématiser, ou encore de l’algébriser. Voici ce qu’il écrit dans le 
préambule de son traité :

J’ai vu l’une des sortes d’arithmétique, qui circule entre les hommes de 
science et les hommes du commun, entre le savant et l’ignorant, avec 
laquelle ils se divertissent et qu’ils apprécient, qu’ils trouvent ingénieuse et 
à propos de laquelle les uns interrogent les autres. Celui qui, parmi eux, 
répond, le fait par conjecture et par intuition, sans revenir en cela à un 
principe ou à une inférence. Nombreux parmi les hommes de science et les 
hommes du commun m’ont interrogé à propos des problèmes de cette sorte 
d’arithmétique, et je leur répondais pour un seul problème par une seule 
solution, étant donné qu’il n’y en avait pas d’autre ; peut-être y avait-il 
dans d’autres problèmes deux solutions, ou trois, ou quatre, ou plus que 
cela ; et peut-être la solution de l’un d’entre eux était-elle impossible. 
Jusqu’à ce que me fût parvenu un problème de cette sorte, que j ’ai calculé 
et dont j ’ai trouvé de nombreuses solutions ; j ’ai examiné exhaustivement 
tout ce qu’il comporte de solutions, et j ’ai obtenu deux mille six cent 
soixante-seize réponses correctes. Grande fut ma surprise, et j ’ai remarqué 
que, lorsque j ’ai diffusé cela, on l’a trouvé excessif et choquant, et on m’a 
accusé sans me connaître. J’ai donc décidé de composer un livre sur cette 
sorte, dans lequel je rends facile le procédé qui s’y trouve et le rends 
accessible ; j ’indique comment déterminer la solution correcte du problème



là où c’est possible, je montre celui où il n’y a qu’une seule solution et 
j ’explique celui où il n’y a aucune solution par un vrai procédé et un 
discours démonstratif, jusqu’à ce que je parvienne au problème dont je t’ai 
indiqué qu’il a deux mille six cent soixante-seize solutions correctes*.
Les problèmes de cette sorte de calcul arithmétique sont du genre 

suivant :
Un canard de cinq dirhams et vingt oiseaux d’un dirham et un poulet d’un 
dirham et choses semblables. On t’a payé cent dirhams, ou plus, ou moins, et 
on t’a dit : « achète avec cela cent volatiles de ces espèces, ou plus, ou 
moins ». La solution de ce problème et de ses semblables est de dire : « Tant 
de canards et tant d’oiseaux et tant de poulets, <nombre> entier et sans 
fractions -  c’est-à-dire qu’il n’y a pas un demi-volatile, ni un tiers, ni un 
quart, ni aucune de ses parties, étant donné que les parties de chaque espèce 
de volatile ne se combinent pas avec les parties d’une autre espèce ».
Il s’agit donc du fameux problème dit « des cent volailles », connu 

depuis longtemps en Inde et en Chine^.
Abü Kâmil souligne que les variables peuvent désigner des choses bien 

différentes. Il écrit :
Si on te paie cent dirhams, ou plus, ou moins, et qu’on te dit : « distribue-les 
à cent personnes, ou plus, ou moins, hommes, femmes et jeunes gens, ou 
davantage d’espèces encore, et paie à chaque homme tant, à chaque femme
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* Voir plus loin, p. 732-734.
 ̂Connu en Chine au V® siècle (Zhang Qiujian) -  si ce n’est avant - , puis en Inde à 

partir du Vll'̂  siècle (manuscrit de Bakhshâli), on le retrouve au Caire au milieu du IX̂  
siècle -  et peut-être même avant (chez les arithméticiens évoqués par Abü Kâmil). 
L’énoncé du problème et le chiffre 100 ne laissent aucun doute sur son voyage d’Est en 
Ouest. Sur la route empruntée, maritime ou terrestre, et sur la date du voyage, nous ne 
savons rien, pour l’heure. Il reste que l’étude des méthodes de solution des mathéma
ticiens, chinois et indiens, prédécesseurs d’Abü Kâmil, montre que ce dernier est le 
premier à avoir expliqué son algorithme de solution et à l’avoir établi rigoureusement 
grâce à l’algèbre et à une conception claire de l’analyse indéterminée.

Sur l’histoire de ce problème en Chine, voir notamment: Lam Lay Yong, «Zhang 
Qiujian Suanjing (The Mathematical Classic of Zhang Qiujian: an OverView», Archive 
for History o f Exact Sciences, 50, 3-4, 1997, p. 235 sqq. ; A. P. Youschkevitch, 
Geschichte der Mathematik in Mittelalter, Leipzig, 1964, p. 74; J. C. Martzloff, 
Histoire des mathématiques chinoises, Paris-Milan-Barcelone, 1987, p. 293 ; 
U. Libbrecht, Chinese Mathematics in the Thirteenth Century, Cambridge, Mass., 
1973, p. 416 sqq.

Sur l’histoire de ce problème en Inde, voir notamment : T. Hayashi, The Bakhshâli 
Manuscript : An Ancient Indian Mathematical Treatise, Groningen, 1995, p. 418- 
419 ; Kripa Shankar Shukhla, The Patiganita o f Sridharacarya with an Ancient 
Sanskrit Commentary, Lucknow, 1959, p. 50-51.
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tant et à chaque jeune homme tant ; alors, combien d'hommes, combien de
femmes et combien de jeunes gens ? ».
L’idée d’Abü Kâmil est de traduire ce genre de problèmes en systèmes 

d’équations linéaires indéterminées dont on cherche les solutions en 
nombres entiers, et de calculer le nombre de ces solutions. Pour y parvenir, 
il désigne les différentes variables par des termes ; en plus du terme 
« chose », l’inconnue, il opte pour les noms d’espèces de monnaie pour 
désigner les autres variables : dirham, dinar, fels, khatem ... Tout a 
commencé lorsqu’il a trouvé pour un problème (le sixième du traité) 2678 
solutions. C’est là qu’il a décidé de composer un livre sur ce calcul 
arithmétique. Dans ce livre, il ordonne les problèmes en fonction du nombre 
de solutions entières : 1 solution, 6  solutions, 98 solutions, 304 solutions. Il 
donne ensuite un problème impossible pour trouver, avec celui qui a 
provoqué la recherche elle-même, 2678 solutions entières. Ainsi, il découvre, 
pour les équations linéaires indéterminées dont on cherche les solutions en 
nombres entiers, qu’il peut y avoir un nombre fini de solutions, qu’il 
détermine. Il ne procède cependant pas à un calcul a priori de ce nombre.

PROBLEME 1.
x + y + z = 100

5x + — y+ z = 100 
2 0

Par élimination de x, il obtient

d’où

donc

10 0 -Jc -y  = 1 0 0 -5 x---- y ',2 0

. 19  ̂ 4 .4x = — y ou y = 4x + — x ,  
20 19

(x = 19, y = 80, Z = 1) unique solution en nombres entiers.

PROBLEME 2.
[x + y + z = 100

\ - x  + - y  + z = l00 
3 2

Par élimination de z, il obtient



200 Chapitre VI

d’où

200 -  2 x - 2 y  = m - - x - - y ,  
3  2

5 3 9- a: + - v = 100 et a: = 6 0 - — y. 
3 2 10

Pour parvenir aux solutions entières, il faut que y soit de la forme IO â:, 
avec k -  1, 2, . . , , 6 .  Abû Kâmil en obtient six. C’est ce problème 
qu’emprunte al-Samaw'al dans son al-BàhiP.

PROBLEME 3.
X + y + Z + r = 100

. 1  14x + — y + - z  + t = 100 
10 2

Par élimination de t, Abü Kâmil obtient

100- x - y - z  = 100 - 4 x  -  — y -  —z,
10 2

d’où
3 1X = —y+ -Z. 
10 6

Dans ce cas, y doit être multiple de 10 et z de 6  ; ou y = 5 (mod 10) et 
Z = 3 (mod 6 ). On obtient alors des fractions dont les sommes sont des 
nombres entiers.

Ce problème admet 98 solutions entières ; Abü Kâmil en obtient 96. 
Mais, en marge du manuscrit, une glose donne les deux manquantes. Abü 
Kâmil consigne dans un tableau un certain nombre de ces solutions pour 
aider le lecteur.

PROBLEME 4.
x + y + z + t = 100

2x + - y  + - z  + t = 1 0 0  
2 3

Par élimination de t, Abu Kâmil obtient

 ̂V o ir  A l-B a h ir  en  A lg è b r e  d ’A s -S a m a w ’a l, édition, notes et introduction par Salah
Ahmad et Roshdi Rashed, Damas, 1972, p. 229.
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d’où

1 0 0 -x -y -z  = 100-2jc- —y -  —Z
2  3

1 2
x = - y  + —z. 

2 3

Dans ce cas, y doit être un multiple de 2 et z de 3.

Abü Kâmil obtient 304 solutions entières de ce problème et trace un 
tableau pour une partie de celles-ci.

PROBLEME 5.
x + y + z = 100

3x + -^ y  + —z = 100 
20 3

Par élimination de z, Abu Kâmil obtient

d’où

100 -  JC -  y = 300 -  9 jc----- y ;
2 0

JC = 25 + ---- y,
160

problème impossible puisque, si on multiplie la fraction par 160, on dépasse
100.

PROBLEME 6.
Jc + y + z + t + M = 100

2 jc h— y H— z H— t + M = 100 
2 3 4

Par élimination de u, Abu Kâmil obtient

1 0 0 - j c - y - z - r  = 1 0 0 - 2 x - - y - - z - - r ,2 -^ 3  4

d’où
1 2 3

JC = —y + — z + —t.
2 3 4
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Abu Kâmil observe que ce problème, comme déjà le troisième, admet 
deux groupes de solutions entières dont la somme est 2676 solutions'^. On 
obtient le premier groupe en posant

y = 2K \< k < 2 9  
Z = 31, 1 < / < 1 7  
t = Am, \ < m < \3

de manière que
3k + 51 + Im < 100,

car
X + y + Z + t = -v  + -z  + - t  <100.

2 3 4

Abû Kâmil trouve 1233 solutions de ce type.

Un second groupe de solutions correspond à

y = 2^ + 1, Z = 31, t = Am+ 2 

où l < k <29, 1 < / < 18 et 0 < m < 12, de manière que

3k + 51 + Im + 5 < 100 ; 

ceci donne 1443 solutions.
Il n’y a pas d’autre possibilité, car la relation 12x = 6 y + 8 z + 9/ montre 

que Z est multiple de 3 et que t est pair ; de plus, 2y + 1 est divisible par 4,
donc t est divisible par 4, si y est pair ; et il est congru à 2(mod 4), si y est
impair. Abu Kâmil obtient ainsi 2676 solutions.

Or on peut vérifier que le nombre des solutions, 2676, est exact à deux 
solutions près ; on trouve 2678 solutions : soit à la main, soit par ordinateur, 
avec un programme simple à boucles analysant toutes les possibilités^.

On note qu’il s’agit là d’un des premiers textes (le premier à notre 
connaissance) où l’on procède au calcul du nombre des solutions en 
nombres entiers d’une équation indéterminée. Al-Samaw’al s’inspire de ce

 ̂Dans le manuscrit ; 2696. Or les copistes confondent souvent 70 ( j  
( D’autre part, pour le second groupe, Abû Kâmil donne 1443.

 ̂Le calcul par ordinateur donne 2678. cf. Gérard Villemin ;
http://villemin.gerard.free.frAVwwgvmm/Analyse/sommelOO.htm.
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texte pour soulever le problème de la calculabilité du nombre des solutions, 
en liaison avec les notions de modalité^.

Commentons maintenant l’étude d’Abû Kâmil à l’aide d’une autre 
mathématique, inconnue de lui.

On considère un système linéaire ^ = È«,jc., à résoudre en
1=1 i= l

nombres entiers > \ , a est un nombre entier donné > sup^n,X«, j et les

coefficients sont des nombres rationnels > 0. Le problème revient donc à
déterminer les points à coordonnées entières > 1  dans une variété linéaire 
affine de codimension 2 dans Q".

On peut supposer que «i > « 2  ^ ... > a„. Lorsque certains des a, sont 
égaux, le système se ramène à un système analogue avec moins d’inconnues

m

et un certain nombre d’équations du type “ (autant qu’il y a de
i=i

valeurs distinctes des ce, ) ; le nombre de solutions d’une telle équation est 
f  u — {\

comme on peut le vérifier par récurrence sur u grâce à la formule
m - l

Iv=m-il m-2
M - l

m - l

I) Si « 1  = « 2  = ... = ce,, = ce, il faut que ce = 1 et il ne reste qu’une
« f a - Léquation qui a solutions., = 1 l M -  1 j

II) Si « 1  = ce2  = ... = ce,„ = ce > a„,+, = 0^+2 = ... = ce„ = on pose

X, +X2 + ... +x,„ = «etx„, + , +x„. + 2 + ••• +^n = V ;

les inconnues u, v sont soumises au système m + v = a = eew + )3v. On a 
(ce -  p)u = ( 1  -  p)a et (ce -  j8 )v = (ce -  l)a ; la positivité de m et de v impose

que ce > 1 > Posons c e - j 3 = —, l - j 3 = - o ù p ,  ç, r sont des entiers > 1
 ̂ q

tels que (p, q, r) = 1  ; on a ce -  1 _ P -r et pu ~ ra, pv = {p -  r)a. Comme

” Al-Samaw’al, Al-Bàhir, éd. S. Ahmad et R. Rashed, p. 227 sqq. (arabe) ; p. 74 
sqq. (français).

http://villemin.gerard.free.frAVwwgvmm/Analyse/sommelOO.htm
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M et V sont entiers, il faut que p divise ra: ra = pa', u = a', v = a -  a'.W reste 
à écrire que u > m & tv > n - m ,  soit m < a '< a - n  + m. Le problème 
admet donc des solutions sous les conditions suivantes : l ) a > l > j S ; 2 )

a'= a -—^  est entier \ ?>) m < a '< a -  n + iu.'Lq nombre total des solutionsa -P
est

a' - iVa - a '  - V
m - l j y n - m - l j

Ces deux cas I) et II) ne sont pas étudiés par Abû Kâmil ; on les 
considère ici pour la généralité.

III) Si a, = « 2  = = a^ = a>  = a„,̂ 2 = ... = = j8 > +
a„,+y, + 2  + ... + an = Y, on pose Xi + X2+ ... + x„ = u, + x„+2 + ... + =
V, + x, „ + / , + 2  + ... + = w et les inconnues u, v, w doivent vérifier u + v
+ w = a = au+  pv + yw. On a donc w = a -  u -  v Q t{ a -  y)« + (p -  y)v =
(1 -  7 )a ; on voit que l’existence des solutions exige que a>  l > y. Posons

a - y  = p ~ y  = - ,  1  -  7  = - ,  où p, q, r, s sont des entiers > 1  tels que
^ q q

ip, q, r, s) = \ \ om . pu + rv = as. Soient d = (p, r), p = dp', r = dr', où 
ip', r')= 1. On voit que d(p'u + r'v) = as, donc d divise as = da'oip'u + r'v 
= a ' ', on distingue deux cas :

1 ) r'=  1 , c’est-à-dire d = r, qui divise donc p ; on a alors v = a '-p 'u ,  
w = a -a '+ (p '~  \)u. Les solutions dépendent du paramètre u>m , qui doit 
en outre vérifier

a '-p 'u  > h ,a -  a ' -  (p'~  1 )m > n - m - h .

soit

(1) Mo =  S U p
n - m - h - a  + a'^m,-

p '- \
^  ^  a '-h< u < ------= Ml ;

ceci exige que pm < a s-h r<  p{a -  n + m) etlo nombre de solutions est

M - 1 Y  a' -  p'u -  lY  a - a '  + {p' -  l)u -  f
m -1 h - l n - m - h
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2) r'>  2 ; il existe un entier [ l , r ' -  1] tel que p'p"=  1 + kr', où 
Â: > 1 car p'>  r'>  2. On a p'u = a'{mod r'), d’où u = p"a'~ Ir', où l  est un 
entier ; ensuite

p'u -H r'v -  p 'p"a '-p '£r' + r'v = a'.

soit
v - p ' l -  ka'

w -  a — p"a' + t r ' - p 'i + ka'= a + a '{k-p") — i ( p '-  r').

Les solutions dépendent du paramètre l, qui doit vérifier les inégalités 

ir'<  p"a'~ m, £p'> ka'+ h et £(p '- r')< a + a '(k -p ") - n  + m + h:

et

(2) ka' + h < i< in f ' p"a' - m  a + a'{k -  p") - n  + m + h
P -  r-

Ces solutions n’existent que si sa -  pm > hr et p(n -  m) < a(p -  5 ) + hr, 
soit

(3) pm < a s -h r<  p{a - n  + m),

comme dans le cas 1).

Remarques :
1) On peut simplifier la solution dans le cas particulier où = 1 ; alors 

r = s. Si on soustrait la première équation de la seconde, on trouve 
(a  -  1)m = (1 -  y)w, soit (p -  r)u = rw ou encore ( p '-  r')u = r'w. Dans le
premier cas, où r '=  1 ,  on a w = (p '-  1) m ,  v = m -  pM, solution dépendant du

paramètre u soumis aux inégalités sup m,-n - m - h
p '- l

< u < —  ; elle 
p'

n’existe que lorsque pm < r{a -  h) < p{a -  n + m), cas particulier des 
inégalités (3).

Dans le second cas, où r^> 2, on a p  m = 0 (mod r'), donc u = u 'r ' est 
divisible par r ' oX on aw  = (p '-  r')u', v -  a -  p'u', solution dépendant du 
paramètre m̂  soumis aux inégalités
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m n - m  — h^ 
S U P ! ^

' r P - r  J
< u ' < a - h

elle n’existe que si pm < r(a -  h) < p{a - n  ■¥ m) comme dans le premier 
cas.

2) Il existe une autre simplification, lorsque n = (p ',a )^  1 ou bien lorsque 
P  = (r',a^ 1. Si 71 1, on pose p '=  npu a'=  nau où (pi,ai) = 1 et on a
r V = 7i(ai -  p ,m) ; or (r',7 i) = 1, donc 7t divise v. On pose v = 7 iVi et on est 
ramené à l’équation p^u + r v, = a ,̂ où les coefficients sont plus petits. On se 
ramène ainsi au cas où p^et r'sont premiers avec a'.

Exemples : l)x  + y + z=  100 = 5x -\-y + — z.

Ici « = 3, m = /î = 1 ; a = 100, a  = 5, jS = 1, y = donc p = 99,

q = 20, r = s = 19 et d = 1, de sorte que p '=  p et r'= r. On peut appliquer
19la remarque 1 et écrire 4x = — z, soit 80a: = 19z, d’où on tire x = I9x', 

Z = 80x' y = 100 -  99a:'’, o ù  le paramètre a :'est soumis aux inégalités ^

< 1. La seule solution est donnée par a : ' =  1 ; c’est a : = 19, y = 1, z  = 80.

2) x + y + z = 100 = 3a: + -y  + — z.

On a encore n = 3,m  = h= l e t a  = 100, a  = 3, B = v = — , donc

p = 177, q = 60, r = n , s = 51 et d = \ , p ' - p ,  r'= r, a '=  as = 5700. On 
doit chercher p "  compris entre 1 et 16 tel que 177p" = Ip "  = 1 (mod 17) ; 
on trouve p " =  5, tel que 177 • 5 = 1 + 52 • 17, donc k = 52. On a alors 
a: = 5 • 5700 -  17f, y = \ l l i  -  52 • 5700, z = 100 + 47 • 5700 -  160^ ; le 
paramètre i. est soumis aux inégalités

= 1674 + i l  < f < inff = 1674 + i ® .
177 177 V 17 160 )  160

Comme cet intervalle ne contient pas d’entier, le problème n’a aucune 
solution.

Notons que l’équation en (x,y) s’écrit l l l x  + \ ly  = 5700, où (177,5700) 
= 3 9 !: 1 ; la remarque 2 s’applique : on pose y = 3ji et on est conduit à
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l’équation 5 9 a: + \ ly \  — 1900. On a 59 • 15 = 1 + 52 • 17 et on pose 
a: = 15 • 1900 -  17^ = 28500 -  17^, à reporter dans l’équation ; après
simplification, on trouve 52 • 1900 -  591 + y, = 0, d’où 

y, = 5 9 f - 5 2 -  1900, 

y = 177f -  156 • 1900, 

z = 267600 -  1600f,

comme précédemment. Mais la détermination de l’intervalle pour f est un 

peu plus précise car doit être > 1, ce qui donne l  > = 1674 +

où ^  ^  (la différence est très petite, égale à 0,0039655...).

On peut aussi exploiter une remarque analogue directement sur l’équation 
1 8 0 a: + 20y + 3z = 6000. Le coefficient 3 de z divise 180 et 6000 et il est 
premier avec 20, donc il divise y ; on pose y = 3y\ et on a

z = 2 0 0 0  -  6 0 a: -  20y\ -  1 0 0  -  a: -  3 y i.

Ainsi 1900 = 5 9 a: + 17yi comme ci-dessus.

IV) On traite de même les cas où le nombre des valeurs distinctes des 
coefficients a, est 4, 5, ... Considérons par exemple le système x + y + z + t
= a = ax + py + yz + ôt, où a  > P > Y > ô. On 3L t = a -  X -  y -  z et 
{a -  5)x + iP -  5)y + { y -  d)z = (l -  S)a et on voit que a  > 1 > 5. Posons

a -  Ô= —, P~ Ô = - , y -  ô= -  et 1 - 5  = - ,  de sorte que px: + ry + ^z =
q q q q

ga ; soient d - { p ,r ,  5 ), p = dp', r = dr'et s = ds', où (p', r \ s')=  1. On voit 
que d divise ga : ga = da'et on a

(4) p x  + ry  + s z = a

On distingue deux cas :

1) 5 '=  1, c’est-à-dire que s = d divise p et r. On a alors

z = a " - p x  -  r'y, t =  a -  a'+ {p'~ 1)a: +  {r'~ l ) y .
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solution fonction de deux paramètres x, y soumis aux inégalités x ,y >  1, 
p'x + r'y < a '-  1 et {p '-  1)a: + {r'~ !)>' > a -  a + \.  Dans le plan des (j , 
les inégalités

y > \,p 'x  + ry  < a '-  1 et {p'~ l)x + {r'~ 1)}; > a ' -  a + \

définissent l’intérieur d’un triangle ; en effet les sommets du triangle sont les
L)g + 2

p - s
points de coordonnées x -  —— ^ ——-, y =: I -, x = ——-—-, y = 1 et

_  (g - r )a  + s _  ( p - g ) a  + sA — 1 y ~p - r  p - r

Ce dernier point est dans la région où }̂ > 1 si (p -  g)a + s> p - r ,  soit 

(a  - \ ) a >  a -  ^ - y +  ô ;

comme a > 4 et a  > 1, c’est vrai lorsque 3a  + j8 + y > 5  + 4. Mais si 
{a -  l)a < a  -  P -  Y + ô, tout le triangle est dans le demi-plan >̂ < 1 et on 
doit donc imposer >̂ = 1,

g a - r - s  ^  ^  ^  (g - l ) g  + 2 ^ - r  
P ~ ~ p - s

Dans le cas où le triangle est contenu dans la région y > 1, il reste à 
discuter la position de ses sommets par rapport à la droite jc = 1. Les pentes
des côtés non horizontaux du triangle sont égales à - et

r - s P-Y
a - 8 ; elles sont négatives, et il suffit donc que —— > i pour que
p -o  p~^

tout le triangle soit dans la région x > 1 et le nombre de solutions est celui 
des points à coordonnées entières dans le triangle. Cette inégalité s’écrit 
{g -  r)a + s> p  -  r, soit (1 -  p)a > a - p ~ Y + ^ ,  donc si a - P ~ Y + S < a  
inf(a -  1,1 -  )3), tout le triangle est à considérer ; si au contraire a{\ -  p)<  
a -  P ~ Y +  ô < a { a - l) ,  on doit tronquer le triangle par la verticale x = 1.

2) Dans le cas où 5 '>  2, on résout d’abord la congruence p'x + ry  = 
a'(mod On distingue encore deux cas :

a) si (r',s') = 1, c’est-à-dire si (r,5') = d divise p, il existe un r"e  [1,5'- 1] 
tel que r 'r "  = 1 + ks', où k est un entier > 1 (car r '  > s '  ) et on a
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y = r"{a' -  p'x) -  is'", on reporte cette valeur dans l’équation (4) : 
p'x + (1 + ks'){a'-  p'x) -  r'is'+  s'z = a', soit, après élimination des termes 
qui se compensent et division par s ':  z = r 'i  -  k {a ' -  p'x), puis
t - a - x  + {k -  r"){a'- p'x) -  l{r'~  5  O- On a ainsi une solution dépendant de 
deux paramètres x et i, qui sont soumis aux inégalités x > 1,

r"{a'~ p'x) -  is'>  1, 
r'i -  k{a '-p 'x) > 1

et
a - x  + { k -  r"){a'~ p'x) -  i{r'~  5 0 ^ 1 ;

les trois dernières se récrivent

{i)p'r"x + s 'i< a 'r " - l ,
(ii) p'kx + r'i > ka'+ 1,
(iii) {(k-r")p '+  \)x + {r'-  s')i < a + {k -  r")a'-  1.

Notons que la différence entre (ii) et (i) donne

{k-r")p'x  + {r'~ s')i>  {k-r")a'-\- 2,

qui, combinée avec (iii), conduit à a > x -h 3, qui doit effectivement être 
vérifié. Les inégalités (i), (ii), (iii) définissent un triangle de sommets

g a - r - s   ̂  ̂  ̂ r " - x =  ^^8~r)  + 2 r - s   ̂ _  kpja -  2) -  kag + pr" -  d
p ’ ’ p - r  ’ p - r

et
^ _  g(g -  5) -  r + 2s ^ _  pr''ia -2 )  + k p -  agr" + d

p - s p - s

On doit placer ces sommets par rapport à la droite x = 1, ce qui conduit 
aux inégalités

a{\ -  5) > a  + P + Y -  2)5, 
a{\ -  p) > a  + Y + S -  3>p, 
a(l -  7 ) > a  + 4 - (5 -  3 7  ;
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lorsqu’elles sont vérifiées, le nombre des solutions est celui des points à 
coordonnées entières dans le triangle, mais dans le cas contraire, on doit 
retenir seulement la partie où j  > 1.

b) Si (r'^O = =  ̂ > 2, on pose r'=  er^, s '=  esi, où (r^Si) = 1 et
d

l’équation (4) montre que p'x = «'(mod e). Il existe un [\,e -  1] tel 
que p 'p " -  1 + ke, où k est un entier > 1 ti  on 2l x = p " a '-  l e , où i  est 
entier ; ensuite p'{p"a'- ié) + er^y + es^z - a  \ soit

Vxy + s ̂ z = p'£~ ka

On doit encore distinguer des cas : 
a) = 1, c’est-à-dire que e = 5 ''divise r'; alors

Z= p7 -  k a '-  r^y, t = a + (k-p")a '+  (ri -  1)>̂  -  (p '-  s')i,

solution dépendant des deux paramètres y, l  soumis aux inégalités

y> i<  —-, p 'i -  rxy > ka' + 1,
s

( p '- s ' ) i - { r i -  \)y< a + { k -p " )a '-  1.

La discussion de ces inégalités est analogue à la précédente ; les 
sommets du triangle sont les points

/?_ p " a -d  _  a g - p - s  . p " a -d  _  a { g - s ) - p  + 2s t — , y — , t — , /
r - s

et
a(rd-g(ks + p " r ) - d ( 2 r - s )  _  a ( p - g ) - 2 p  + s

 ̂ ~ / \ ' ys ( p - r )  p - r
Ils sont tous les trois dans le demi-plan y > 1 sous les conditions :

a{\ -  Ô)> a  +
â ( l  -  y )  >  « - h  - I -  5  -  3 7 ,

a { a -  \ ) > 3 > a - ^ - y -  Ô.

P) j-i > 2  ; on a r^y = p 'I -  ka'{mod i"!) et il existe ri e  [L^, -  1 ] tel 
que r,r2  = 1 + hsx, où h est un entier > 1. On a 7  = r2{p'^ -  ka') -  msx, puis

z = mrx -  h(p'i -  ka'), t = a - p"a '+ le + {h -  r2){p'i -  ka') -  m{rx -Sx), 

solution fonction de deux paramètres  ̂et m soumis aux inégalités

£ < E-1— _ Sxiîi > ka'r2 + 1, hp'l -  Vxm < kh a '-  1
e

(e + p'{h -  r2))l -  (ri -  Sx)m > a 'p"- a -f- ka'{h -  r̂ l).
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et

que l’on traite comme précédemment.

Remarques :
1) Dans le cas où j8  ou 7  est égal à 1, on peut recourir à un calcul plus 

simple, par soustraction des équations.
• Supposons d’abord /3 = 1, donc r = g ; la soustraction donne

soit
( a - l ) x  + (7 - l ) z  + ( 5 - l ) r  = 0 ,

(p -  r)x - I -  (  ̂-  r)z -  rt ou {p'~ r')x -  ( r '-  ^0^ = r't.

On a r'> s'>  1, donc r'> 2 et p'x -H 5  z = 0 (mod r') ; si {r',s') = 1, c’est- 
à-dire que (r,5) = d divise p, il existe s" e [ l ,r '~  1] tel que s 's " -  1 + kr', où 
k est un entier > 0 et on a z = ^ r '-  où  ̂est entier, puis

t = ((^ ''- k)p'~  l)x -  (r '-s ') l , y = a -  s'I + kp'x

d’où encore une solution dépendant de deux paramètres x et soumis aux 
inégalités x > 1,

s 'l - k p 'x < a -  1, I r ' -  s"p'x> 1, {{s" -k )p '-  \)x -  {r'-  s')l > 1.

Les sommets du triangle sont les points

a r -  r - s  . , x. ,X -  ----------, l ~ s  { a - \ ) - k \
P

^ _ 2 r - s  2 s " p - k p - d
p - r ' p - r

et



 ̂ _  a{r -  5) -  r + 25 l)(ps" - d ) -  kd(a -  2)X — y -c * •
p - s  p - s

Ils sont tous les trois dans le demi-plan jc > 1 lorsque 

a  + y + 8 < 3, a{l -  5) > a  + P + Y -  3ô, a{l -  Y) ^ oc + 13 + ô -  3y- 

• Si 7  = 1, donc J = ^, on a

( a - l ) j c  +  ( / 3 - l ) } ; 4 - ( 5 - l ) r  =  0 ,
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soit
(p -s)x  + ( r -  5 ')7  =  St,

ou encore
(p'~ sOa: + (r '-s ')y  = s't.

Lorsque *s'̂ = 1, soit s = d divisant p et r, on en tire

t = {p'~ l)x -I- {r'~ 1)7  et Z =  a -p 'x  -  r'y, 

solution dépendant des paramètres x, y soumis aux inégalités

X, 7  > \,p 'x  + ry < a  -  {p '-  l)x -i- {r'~ l)y > 1.

Les sommets du triangle sont les points

a s - r -  s 1 2s - r  .x = --------- , 7 = 1  ; x = ------ , 7 = 1
p p - s

e t

2 r - s - a { r - s )  a { p - s ) - 2 p  + sx  , y
p - r p ~ r

et on doit comparer leurs abscisses à 1  : ils sont tous les trois dans le demi- 
plan X > 1 lorsque as > p + r + s, 3s > p + r et a{r -  s) <3r  -  p -  s, soit

( 5 )  a { l - 8 ) > a  + l3+Y-3Ô, a  + l3 + ô < 3
et a(p -  \ ) >3f i  -  a - y -  8.
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Lorsque s '> 2 ,p 'x  -f r'y = 0 (mod ^0» d’où y — I s '  -  r"p'x, où 
1  < r"< s ' -  1 , r'r" = 1  + k s '\  ensuite t = i{r"-  k)p'~  l)x + { r '-  s ^ i, 
Z = a -  r 'i + kp'x, solution dépendant des paramètres x, l  soumis aux 
inégalités

X > 1 , i s ' -  r"p'x > 1 , r'i -  kp'x < a -  {{r"- k)p'~ l)x + {r'~ s')£ > 1 .

Les sommets du triangle sont les points

et

2 r - s - a { r - s )  { a - \ ) { r " p - d ) - k p { a - 2 )
p - r  ’ p - r

2 s - r  . 2r"p - k p - dX = ------------, l  ^ — - —  ;
p - s  p - s

ils sont dans le demi-plan x > 1  sous les conditions (5).

2) Supposons que l ’un des nombres a  = {p',r',a'), 7 i = (j',s ',a '), 
p  = (p',s',a') soit différent de 1 , par exemple l posons p '= apx, r '= or  ̂
e ta '-  CTfli, où (pi,ri,fli) = L L’équation (4) devient s'z = c{ax - PxX -  r j )  et 
on sait que (s',g) =  1 ; il en résulte que < 7 divise z  : z  =  cr^ i et p i X  +  rxy +  s'zx 
= «1 , où les coefficients sont plus petits. On se ramène ainsi au cas où les 
nombres p', r', s', a 'son t premiers entre eux trois à trois. C’est toujours la
situation dans les exemples d’Abü Kâmil, et il aboutit à une équation dont 
l’un des coefficients est 1 , ce qui permet d’exprimer l’inconnue 
correspondante en fonction des deux autres et d’éviter ainsi la recherche 
d’un inverse modulo r ' ou s'.

Exemples :
1) x-l-v-i-z + t =  100 = 4x -I- V -f- -Z + — t.

2 10
1 9On applique la remarque relative au cas où = 1 ; on a 3x -  —z -  ~

0, soit 30x -  5z -  9r = 0 et p = 39, r = g = 9, 5  = 4, donc d= p ' = p = 39, 
r'=  r = 9, s'=  .5 = 4, a'= ar = 900. Ici (p -  r,r -  s) = 5 ^  donc t = 5tx est 
multiple de 5 (cf. remarque 2) : 6x -  z -  9tx = 0, soit z = 6x-9 tx  ; ensuite
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y = 100 - I x  + 4/,. On doit imposer que jc, ti > 1, 6a: -  9ti > 1 et 7x -  4/i < 
99 ; on considère le triangle de sommets jc = ^, r, = 1 ; jc = ^  = 14 +

= 1 ; a: = = 22 + — , = 15 + —. Le nombre de solutions est39 39 39 39
la somme des nombres n, de nombres entiers dans les intervalles'1

9q +1 4?i +99 [a, ] pour 1 < ^ 1  < 15. On a a , = -  et =

<3,̂ + qui n’est jamais entier, donc l’entier immédiatement supérieur est 

+ 1, où [m] désigne la partie entière du nombre m ; on a [a2k] =
[ciik-x] + 2 et [a2k \̂\ = [a2k\ + 1, comme on le vérifie par récurrence sur k. 

5 4Par ailleurs = 14 + -  et = Z?, + -  ; les seules valeurs entières de b,

sont bs = 17 et b 2̂ = 21. On a [b2k\ = [Z?2 *-i] + 1 pour k = 1,2, 6 ,1  et [b2k\ 
= [^2 *-i] pour 3 < Z: < 5 ; [Z72*+i] = [M  pour k= 1 ,6 ,1  et [Z?2 *+i] = [Z7 2 J  + 1 
pour 2< k< 5. Ainsi les nombres = [b,^] -  sont les suivants : 13,
12, 11, 10, 10, 8, 8, 6, 6, 4, 4, 3, 2, 1, où on remarque que «2 * + 1  = ^2k pour 
2 < k < 5, ri2k = «2 /t-i -  2 pour 3 < A: < 5 et = n, -  1 pour 1 < t < 4 et 
pour 11 < r < 14.

Le nombre total de solutions est donc

1 + 2 + 3 + 11 + 12 + 13 + 4^A = 42 + 56 = 98.

Abü Kâmil obtient 96 solutions et les deux qui restent sont notées en marge 
du manuscrit^.

2) X + y + Z + t = 100 = 2a: + y + - z +  -t.
2 3

On peut aussi exploiter la remarque 2 : l’équation 6x-l>z = 4r implique 
que 3 divise r ; si r = 3^, on a z = 2x -  4r, puis y = 100 -  3x + /] ou encore 
?i = 3a: + y  -  100, Z = 400 -  IOjc -  4y. On a ainsi une solution fonction des 
paramètres jc, y ; c’est celle que considère Abü Kâmil. On doit imposer que 
JC, y  > 1, IO jc + 4y < 399 et 3jc + y > 101. Les sommets du triangle sont ici

X = 39 + - , y  = 1 ;x  = 33 + - ,y  = 1 etjc = - , y  = 93+ - .
2 3 2 2

 ̂Voir plus loin, p. 745 et 749.
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Pour compter le nombre de solutions, on doit faire la somme des 
nombres de nombres entiers dans les intervalles ' "  ‘ ^sup(1,101-3a),99

= [dx,bx\ pour 3 < JC < 39. On note que -  3 ou 1, donc il reste
toujours entier ; on a = 101 -  3jc pour a: < 33 et x = 1 pour 34 < x < 39.
Par ailleurs b̂ ^̂  = b^- - ,  b2 = 92 + -  ’, comme 2 - l = - 2 + - e t - - ^  

 ̂  ̂ 2 4 4 2 4 4 2
3 1= -  3 + - ,  on vérifie, par récurrence sur k, que b2k+\ = [b2k+\] + -  et b2k =
4 4

3
[bik] + Il en résulte que [Z7 2 U1 ] = Ibik] -  2 et [Z?2 *] = [b2k-\] -  3 ; ainsi le

nombre «2 ^ + 1  d’entiers dans [a2k+\,b2k+\] est égal à [Z?2 *+i] -  fl2 *+i -  1  = 
[blk] ~ 0.2k — 0.2k + 1  et U2k ~ [b2k] ~ 02k ~ 1  = [^2 /fe-l] ~ ^ 2 i-l “ 1  ^ 2 /t-l t^nt
que k< 16. Comme = [b̂ ] = 92, « 3  = 1 = «4 , puis, par récurrence sur k, 
«2 *-i -  02k - k  pour 1 < k <  16. Ensuite « 3 3  =16,  = 14 car = 1 et
[Z7 3 4 ] = 14, puis n.2k = ri2k-\ -  3 et ri2k+i = «2  ̂-  2 pour A: > 18 ; il en résulte 
que ri2k = 99 -  5k et «2 *+! -9 1  -  5k. Le nombre total de solutions est donc

2 + 16 + 3 • (99 + 97) -  2 • 5 • (17 + 18 + 19) =
k=i

= 240 + 16 + 588 -  540 = 304 ;

Abü Kâmil les a toutes explicitées.

V) Traitons enfin un exemple comportant 5 inconnues ; les solutions 
dépendront de 5 -  2 = 3 paramètres soumis à 5 inégalités linéaires. Parmi 
ces inégalités, 4 définissent un tétraèdre dans un espace affine de dimension 
3 et on doit placer ce tétraèdre par rapport au plan défini par la dernière 
inégalité, puis compter le nombre de points à coordonnées entières dans le 
solide ainsi défini.

L’exemple d’Abü Kâmil est le suivant :

A: + y + z + t + M = 100 = 2x + y + -Z + - t  + —u.^ ^ 2 3 4
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1 2  3Par soustraction, on trouve x — ^— t — m = 0 soit 12x = 6z + 8t + 9 m ;
2 3 4

cette équation montre que t est multiple de 3 : / = 3q et 4x = 2^ + S/i + 3m. 
On voit encore que m est pair : m = 2mi et 2x = z + 4r, + 3m,, d ’où 
Z  = 2x -  Atx -  3mi, puis y = 100 -  3x + + Mi. On a ainsi une solution 
fonction des paramètres x, t,, m , soumis aux inégalités x , Mj > 1, 
2x -  4q -  3m] > 1, 3x -  q -  Ml < 99. Le tétraèdre a pour sommets

1 0 1 9  9
9: = 4, t, = M, = 1 ; X = —  = 33 + - ,  1̂ = M, = 1 ; X = 39 +

3 3 5

= 18 + - ,  Ml = 1 et X = 42 + - ,  ti = 1, Ml = 26 + - .
5 7 7

Remarque :
On peut aussi tirer ti et Mi en fonction de x, y, z:

0 = 300 - 7 x  - 3 y  -  Z ,  Ui = lOx + 4y + z -  400,

avec les inégalités x, z > 1, 7x + 3}; + z < 299, lOx + 4 j + z > 401.
Le nombre des solutions est la somme des nombres de points à 

coordonnées entières dans les sections triangulaires du tétraèdre qui cor
respondent aux hauteurs Mi comprises entre 1 et 26. Pour Mi = h, les
sommets de la section sont les points x = , ?i = 1 ; X = ■y t\ — \

, /î + 395  ̂ 195-7/î , U Ar J •et X = --------, tx = — —  ; le nombre N h de points correspondant est la
10 10

somme des nombres  ̂de nombres entiers dans les intervalles tx = k, = 
—:— + 2Â: < X < + 3 3  z= (1 < /: < 19 -   ̂ ). Il est clair que

10
1cihM\ = ĥ,k + 2  et que = bh,k + -  ; il en résulte que [«/,,*+J  = [üĥ k] + 2

et = [bh.k] sauf si k ^ 2 h - \  (mod 3), cas dans lequel est entier 
et [bitk̂ x] = [bû k] + 1- Ainsi -  2 si = 2/i o u  2/z + 1 (mod 3) et
nii,k + 1  = -  1  si /: = 2/i -  1 (mod 3).

Notons par ailleurs la borne supérieure de k, c’est-à-dire la partie 
entiere de 19-----; comme = 2  + ~  » on voit que 5 /, _ 3  = s h + 2

sauf si h = S (mod 1 0 ), cas dans lequel ~  ̂ est entier et s,,_̂  = s,,+ 3.

On distingue trois cas, selon que /z = 2, 1 ou 0 (mod 3) : 
â)si h = 2 (mod 3), soit 

h = 26, 23,20, 17, 14, 11,8, 5 ou 2,
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riiuk- 1 = ĥ,k + 2 pour Â: = 0 ou 2 (mod 3) et 
rik,k-1 = + 1 pour k = 1 (mod 3).

Tableau I

h 26 23 20 17 14 11 8 5 2

Sh 1 3 5 7 9 11 13 16 18
1 1 1 2 1 2 2 1 0

Tableau II {n̂ jc )

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
h
2 29 27 25 24 22 20 19 17 15 14 12 10 9 7
5 26 24 22 21 19 17 16 14 12 11 9 7 6 4
8 22 20 18 17 15 13 12 10 8 7 5 3 2
11 19 17 15 14 12 10 9 7 5 4 2
14 15 13 11 10 8 6 5 3 1
17 12 10 8 7 5 3 2
20 8 6 4 3 1
23 5 3 1
26

N„

0 261 
211 
152 
114 
72 
47 
22 
9 
1

Les totaux N,, se calculent de la manière suivante :

N2 = 2 Y .m - 3  i m  = 261,
m  =  \  m  =  \

A 5 = l - t - 2 S m - 3 i  m = 211,
m=l m=l

N  ̂= 5 + 2 Y . m - 3 ^ m  = 152,
m = \  m=i

A n = 2  ^ m - 3  Yj ^  — 114,
m=\ m=\

A,4 = 3 -h 2 X m -  3 = 72,
m=l
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A/̂17 — 2 ^ m - 3  ^ m  = 47,
m=\ m = l

Tableau IT )

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
h
1 30 29 27 25 24 22 20 19 17
4 26 25 23 21 20 18 16 15 13
7 23 22 20 18 17 15 13 12 10
10 19 18 16 14 13 11 9 8 6
13 16 15 13 11 10 8 6 5 3
16 12 11 9 7 6 4 2 1
19 9 8 6 4 3 1
22 5 4 2 0
25 2 1

13 14 15 16 17 18

10 9 7 5 4 2
6 5 3 1
3 2

N,

291
221
175
122
88
52
31
11
3

Les nombres Nî  se calculent d’une manière analogue à celle du 
/i = 2 (mod 3) et on trouve un total général égal à 994.

cas ou

c) si /t = 0 (mod 3), soit h = 24, 21, 18, 15, 12, 9, 6  ou 3, + 2
pour k = \  ou 2 (mod 3) et + 1 pour k = 0 (mod 3).

Analyse indéterminée entière du premier degré 

Tableau I"

219

4 h 24 21 18 15 12 9 6 3
N2Q — 2 + 2 Yj m = 22 Sh 2 4 6 9 11 13 15 17

m=\ ĥ,su 1 2 2 1 0 1 1 1

et le total général, pour les h = 2 (mod 3) est égal à 889. Tableau II" («n,* )

b) si /z = 1  (mod 3 ), soi!: /z = 25, 22, 19, 16, 13, 10, 7, 4 ou 1 , = k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
ĥ,k + 2  pour k = 0  ou 1  (mod 3 ) et ĥ,k + 1  pour k =e2 (mod 3). h

3 28 26 25 23 21 20 18 16 15 13 11 10

Tableau T 6 24 22 21 19 17 16 14 12 11 9 7 6
9 21 19 18 16 14 13 11 9 8 6 4 3

U 25 22 19 16
12 17 15 14 12 10 9 7 5 4 2 0h 13 10 7 4 1 15 14 12 11 9 7 6 4 2 11 4

1 0
6 8 
1 1

10 12 
1 1

14
2

16 18 
1 2

18
21

10
7

8
5

7
4

5
2

3 2

14 15 16 17

24

Nu

249
185
143
95
66
35
18
4

Le total est ici 795 et le total pour tous les h, c’est-à-dire le nombre des 
solutions, est donc 889 + 994 -i- 795 = 2678.

Abü Kâmil explicite seulement 2676 solutions.

Dans cette étude, Abû Kâmil inaugure l’analyse indéterminée entière du 
premier degré, domaine complètement étranger à Diophante, comme l’avait 
déjà remarqué P. Tannery.



CHAPITRE VII

LA DÉMONSTRATION AUX COMMENCEMENTS DE 
L^ALGÈBRE

I. Les documents archéologiques et les textes historiques que nous 
connaissons attestent un fait inébranlable : c’est dans les cités grecques que 
l’on a élaboré, au terme d’un long parcours mathématique et philosophique, 
une pratique et une idée de la démonstration mathématique. Sur la contribu
tion des mathématiciens d’Égypte et de Babylone à l’émergence des prati
ques démonstratives et des normes de la preuve mathématique, nous ne 
savons pour l’heure rien de définitif -  même si les résultats et les quelques 
textes qui nous sont parvenus laissent supposer que ces derniers ont vérifié 
leurs procédures de calcul et de solution des problèmes et les ont, en quelque 
sorte, justifiées. La recherche future nous en dira plus. Telle qu’elle est écrite 
aujourd’hui, l’histoire des mathématiques nous enseigne qu’autour du qua
trième siècle avant notre ère, les mathématiciens grecs procédaient par 
antiphairesis, par neusis ..., avant de définir le concept de démonstration 
rigoureuse. Philosophes et mathématiciens vont engager deux courants de 
recherche pour parvenir à cette définition. Le premier a conduit à fonder la 
structure de la démonstration mathématique sous la forme d’une 
« axiomatique », qui trouvera dans les Eléments d’Euclide son illustration la 
plus achevée^ L’autre a abouti à l’édification de la démonstration sur des 
bases théoriques solides : c’est Aristote qui, dans les Seconds Analytiques, 
achève cette démarche, en édifiant la première théorie connue du système 
déductif. Ces deux mouvements, non seulement sont inséparables, mais 
caractérisent ensemble l’activité mathématique : on produit des démonstra
tions à partir des axiomes, d’une part, et on examine la nature et la structure 
des éléments de celles-ci, d’autre part.

Pendant deux millénaires au moins, mathématiciens, logiciens, philoso
phes et bien d’autres encore, enrichiront sans relâche la bibliothèque des 
commentaires, des critiques et des développements de ces deux livres, celui 
d’Euclide et celui d’Aristote. Mais, déjà au siècle et au début du siècle 
suivant, les mathématiciens de Bagdad, de Chiraz et du Caire élaboraient une

R. Rashed, Les Mathématiques infinitésimales du IX̂  au XÎ  siècle, vol. IV : 
Méthodes géométriques, transformations ponctuelles et philosophie des mathéma
tiques, London, 2002.
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théorie de la découverte qui, jointe à celle de la démonstration, constituait ce 
qu’on appellera plus tard Vars analytica. Je pense à Ibrahim ibn Sinân, al- 
Sijzi et Ibn al-Haytham notamment^.

Soulignons cependant que l’exposé « axiomatique » et le concept de 
démonstration qui lui est intimement hé ont été conçus en géométrie et, si 
j ’ose dire, pour la géométrie. Même si l’idée de système déductif était évo
quée ailleurs -  en philosophie, en jurisprudence etc. -  c’était par analogie, 
voire par métaphore. Le système déductif n’opère que sur les disciplines 
géométriques : optique, statique et certaines parties de l’astronomie ; et sur 
celles qui leur sont liées, telles que l’arithmétique euclidienne. Les autres dis- 
ciphnes mathématiques -  la logistique, l’arithmétique néo-pythagorienne telle 
que celle de Nicomaque de Gérase, de Jamblique, ou de Théon de Smyme, 
et l’arithmétique de Diophante -  sont restées hors du champ d’application 
du système déductif, si bien qu’avec ces dernières et, plus généralement, 
avec les disciplines algorithmiques, se pose une question épistémique 
majeure, celle des rapports entre algorithme et démonstration dans une 
discipline nécessairement algorithmique.

Encore en germe dans les Arithmétiques de Diophante par exemple, 
cette question sera explicitement formulée au IX̂  siècle, à l’heure de la cons
titution de l’algèbre comme discipline différente de la géométrie, mais aussi 
de l’arithmétique, fût-eUe celle de Diophante. Cette nouvelle situation épis
témique dura pendant des siècles, et s’avéra féconde tout au long de 
l’histoire de la discipline, jusqu’à ce que l’on parvînt, au XIX® siècle, à don
ner de l’algèbre un exposé axiomatique.

Au IX® siècle, la situation était la suivante ; al-Khwârizmi -  le fondateur 
de l’algèbre -  et ses successeurs adhéraient aux normes de la démonstration 
héritées de la tradition euclidienne, sans être cependant en mesure de procé
der par un exposé axiomatique. D’autre part ils concevaient l’algèbre 
comme nécessairement algorithmique. Toute la question est donc de savoir 
quel fut le retentissement de cette situation, à première vue paradoxale, sur 
le concept et les méthodes de la démonstration. Autrement dit, comment 
passer d’une suite finie d’instructions à la construction d’une démonstration 
mathématique, qui exige qu’on connaisse non seulement les règles de déduc
tion, mais aussi un système d’axiomes auparavant donné. C’est à cette ques
tion, plus ou moins latente, que les premiers algébristes avaient tenté de 
répondre. Revenons donc au commencement de l’algèbre avec al- 
Khwârizmi et ses successeurs.

R. Rashed, L e s  M a th é m a tiq u e s  in f in i té s im a le s ,  vol. IV ; R. Rashed et
H. Bellosta, Ib r â h îm  ib n  S in ân . L o g iq u e  e t  g é o m é tr ie  au  s iè c le , Leiden, 2000.
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n. Le projet d’al-Khwârizmi est précis : élaborer une théorie des équa
tions des deux premiers degrés à une seule inconnue résolubles par radicaux. 
Une fois en possession de cette théorie, on peut procéder à la solution des 
problèmes arithmétiques ou géométriques traduisibles dans son langage. 
L’exigence de résoudre par radicaux les équations a contraint al-Khwârizmi 
à se borner aux seules équations des deux premiers degrés, et à l’étude des 
opérations du calcul sur les expressions polynomiales associées à ceUes-ci 
seulement.

S’inspirant de la démarche euclidienne, al-Khwârizmi^ commence par 
définir les termes primitifs de la théorie qu’il entend élaborer : le nombre, 
l’inconnue, le carré de l’inconnue, les équations composées de ces termes et 
les opérations qu’on va leur appliquer. Tout comme Euclide, al-Khwârizmi 
exige que les éléments de cette théorie soient apodictiques, c’est-à-dire 
démontrés, et non seulement justifiés. Mais les ressemblances s’arrêtent là 
Al-Khwârizmi, lui, ne part ni de postulats ni d’axiomes, mais des types 
idéaux d’équations définis a priori ; c’est-à-dire de l’ensemble exhaustif des 
formes fixes auxquelles se réduisent toutes les autres. Pour parvenir à ces 
types idéaux d’équations, il lui a fallu procéder à l’aide d’une combinatoire 
des termes primitifs, en faisant intervenir l’addition, la multiplication et la 
notion d’égalité. Al-Khwârizmi détermine ensuite l’algorithme propre à 
chacune des équations ainsi obtenues.

À la différence d’Euclide, al-Khwârizmi n’entend pas démontrer la 
vérité d’un énoncé ; il veut démontrer que l’algorithme qui permet de déter
miner l’inconnue à partir du connu est bien établi, qu’il est nécessaire et 
universel -  c’est-à-dire qu’il mène nécessairement à la solution et que celle-ci 
ne dépend pas des données particulières de l’équation, mais vaut quels que 
soient les coefficients. Il s’agit donc de démontrer que les étapes successives, 
en nombre fini, qui composent l’algorithme aboutissent nécessairement et 
universellement à la détermination de l’objet individuel cherché : l’inconnue. 
Notons qu’al-Khwârizmi, tout comme Diophante avant lui et encore au 
XVII® siècle les algébristes, désigne les paramètres par des nombres. Tous 
savent cependant qu’il s’agit d’une valeur quelconque, provisoirement 
maintenue constante.

Pour al-Khwârizmi, répétons-le, il ne suffit pas de vérifier l’algorithme 
en montrant qu’il est satisfait pour certaines valeurs de l’inconnue, mais il 
faut établir par des déductions contraignantes que l’algorithme mène à la 
détermination de l’inconnue. Cette démonstration doit donc, selon l’expres
sion d’al-Khwârizmi, établir « la cause » de l’algorithme, en théorie des

 ̂R. Rashed, Al-Khwârizmi : Le commencement de l ’algèbre, Paris, 2007. Trad. 
anglaise : Al-Khwârizmi : The Beginnings of Algebra, History of Science and Philoso- 
phy in Classical Islam, London, 2009.
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équations aussi bien qu’en calcul algébrique. Or cette démonstration « par la 
cause » consiste à dériver l’algorithme des relations géométriques établies 
entre les éléments d’une figure, délibérément construite pour traduire 
géométriquement les notions primitives de l’algèbre ainsi que les relations 
qui les lient et que décrit l’équation. Cette démonstration « par la cause » est 
fondée sur une traduction géométrique des identités suivantes :

bx = c X+ ^  = | —I +c
2)

= = ( |)  

. . .  IX = bx + c <  ̂\ X —  = — +c

Al-Khwârizmi trace les figures nécessaires, à partir desquelles il établit 
ces identités. Ses successeurs -  Abû Kâmil et Thâbit ibn Qurra -  ont 
reconnu dans cette démonstration géométrique l’équivalent des propositions
II.5 et II.6 des Éléments d’Euclide. Il est vrai que, tout comme Euclide dans 
le second livre des Eléments, al-Khwârizmi ne procède pas par la méthode 
d’application des aires, laquelle exige le recours à la théorie des proportions. 
C’est plus tard, on le verra, qu’Abû Kâmil, Thâbit ibn Qurra et leurs 
successeurs eurent recours à cette méthode.

Dans le second chapitre de son livre, al-Khwârizmi étudie les algorith
mes du calcul sur les binômes et les trinômes associés aux équations. C’est à 
ce propos qu’il introduit une distinction séminale entre deux modes de 
démonstration : « par la cause » (celle que l’on vient d’évoquer) ; et une 
autre, dite « par l’expression » {al-lafz). Pour donner un contenu à cette 
distinction, rappelons d’abord que le concept de «chose» revêt chez al- 
Khwârizmi trois statuts indissociables : c’est un nombre rationnel ; c’est un 
irrationnel quadratique ; c’est une solution d’une équation du premier ou du 
second degré. Comme, dans les deux derniers cas, la « chose » est représen
tée par un segment de droite, on peut donc lui appliquer les démonstrations 
qui valent pour les segments. Mais lorsque, dans le calcul algébrique, on ne 
peut plus représenter « la chose » par un segment, son carré par une surface 
carrée et son produit par un nombre par un rectangle, ü faut trouver une 
démonstration autre que celle « par la cause » : c’est la démonstration « par 
l’expression ». Cette nouvelle démonstration est intrinsèque à l’algèbre : on 
n’y considère que les formules algébriques dites alors dans la langue natu
relle, sans aucun recours à la construction des figures géométriques. Dans 
cette démonstration, on procède par équivalence entre formules, ou expres
sions. En y regardant de plus près, on voit qu’interviennent des propriétés.
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non-énoncées, de commutativité, d’associativité et de distributivité de la mul
tiplication par rapport à l’addition.

L’idée de démonstration algébrique s’est donc imposée à al-Khwârizmi 
lors de l’étude des algorithmes du calcul algébrique, lorsque la démonstra
tion « par la cause » n’opérait plus. Dans son hvre, comme longtemps 
encore chez ses successeurs, la théorie des équations s’accommodait de la 
démonstration géométrique. C’était alors la demonstratio potissima. La 
démonstration algébrique prendra, mais bien plus tard, le pas sur cette der
nière, même dans la théorie des équations. Mais, avant que cette hiérarchie 
s’inverse, il a fallu une extension sans précédent du calcul algébrique abstrait. 
Or c’est immédiatement à la suite d’al-Khwârizmi que s’amorce ce 
mouvement, en raison de l’établissement de nouveaux rapports, entre la 
nouvelle discipline et l’arithmétique d’une part, et la géométrie d’autre part.

En théorie des équations des deux premiers degrés, on a substitué aux 
figures géométriques d’al-Khwârizmi les propositions du second livre des 
Éléments. Avec ces dernières la démonstration « par la cause » est explici
tement devenue ce qu’en fait elle n’avait jamais cessé d’être : la démons
tration géométrique. À côté d’Abû Kâmil, on peut citer Thâbit ibn Qurra 
(826-901), son élève Na'im ibn Mûsâ et bien d’autres. Déjà le lexique forgé 
par al-Khwârizmi avait commencé à accueillir des termes euclidiens. Plus 
important encore : Abû Kâmil, Thâbit ibn Qurra et les autres mathémati
ciens ne se sont pas contentés de faire des emprunts au second livre des 
Éléments, mais ils ont également recouru à la méthode d’application des 
aires, telle qu’elle se présente au sixième livre, menant ainsi la démonstration 
dans la langue de la théorie des proportions. C’est d’ailleurs à cette langue et 
aux concepts qu’elle véhicule que l’on recourra de plus en plus pour 
formuler les démonstrations en algèbre. Abû Kâmil et Thâbit ibn Qurra 
furent, à ma connaissance, les premiers à démontrer en théorie des équations 
que l’application des aires est équivalente à une équation quadratique, et 
qu’un problème de division d’une droite donnée, sous une condition 
exprimée par l’égalité de deux aires, conduit à une équation du second 
degré, résoluble par l’application des aires. Mais, alors que Thâbit ibn Qurra 
n’a eu recours qu’à l’équation quadratique, Abû Kâmil a, quant à lui, 
appliqué la théorie des proportions aux différents chapitres du calcul 
algébrique. Avec lui, un nouveau style s’impose donc : on adjoint, lorsque 
c’est possible, aux calculs algébriques, une démonstration forgée à partir de 
la théorie des proportions et de la géométrie euclidienne. Ce style, forgé par 
Abû Kâmil, dominera encore pendant des siècles. Cette situation ne soulève 
du reste guère de difficultés, puisque la structure de la géométrie classique 
est celle qu’on appelle « corps commutatif ordonné ».
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Le primat de la demonstratio potissima s’est encore confirmé par la 
suite, lorsqu’on a commencé à traduire des problèmes solides en équations 
cubiques dont la solution est donnée par l’intersection de deux sections 
coniques : ainsi procèdent les successeurs d’Abû Kâmil, comme al-Mâhânî 
lorsqu’il étudie le problème dit « de la droite d’Archimède Mais c’est à 
al-Khayyâm, nous le verrons plus loin, que revient la théorie de cette double 
traduction.

Ne quittons pas al-Khwârizmi et Abû Kâmil. Avec ce dernier, nous 
l’avons vu en détail, on assiste aux premiers développements de l’algèbre 
arithmétique, et par conséquent des méthodes de démonstration algébrique, 
sans toutefois que disparaisse la primauté de la démonstration géométrique. 
La preuve en est qu’Abû Kâmil et ses successeurs, tels qu’al-Karaji et al- 
Samaw’al, font suivre une démonstration algébrique d’une autre démons
tration, géométrique celle-là, de la même proposition.

Nous avons vu que c’est Abù Kâmil qui le premier intégra les irration
nels quadratiques à l’algèbre, à la fois comme inconnues et comme coeffi
cients. Cette intégration, qui sera confirmée et accélérée par les tentatives -  
celle d’al-Mâhânî par exemple -  de traduire le dixième livre des Éléments 
dans les termes de l’algèbre, a eu pour conséquence d’étendre le champ du 
calcul algébrique et de repousser les frontières de l’usage de la démonstra
tion algébrique. Pour le dire autrement, désormais on calcule sur les exten
sions du corps des rationnels.

Nous avons également vu qu’Abû Kâmil fut le premier à introduire 
l’analyse indéterminée des deux premiers degrés au titre de chapitre à part 
entière de tout traité d’algèbre. Les algorithmes de cette analyse connus de 
lui, auxquels s’ajouteront à la fin du IX® siècle ceux de Diophante, une fois 
réunis à ceux du calcul algébrique, furent autant de moyens pour développer 
et pour mener les démonstrations algébriques.

Ainsi donc, Abû Kâmil non seulement a multiplié les procédés de la 
démonstration géométrique en introduisant en algèbre la théorie des propor
tions et la géométrie euclidienne, ainsi que la démonstration apagogique^, 
mais il a également diversifié les méthodes de la démonstration algébrique. 
Parmi ces méthodes, on a noté la méthode d’élimination, la méthode pure
ment algébrique dite « par l’indication » ,̂ et l’induction complète finie. La 
terminologie a du reste suivi les faits ; désormais, en plus de la désignation 
propre de chaque discipline, on trouve le nom de la méthode algébrique

R. Rashed, Les Mathématiques infinitésimales du IX̂  au XÎ  siècle, vol. III ; 
Ibn al-Haytham. Théorie des coniques, constructions géométriques et géométrie 
pratique, London, 2000.

Voir par exemple p. 269 et 499. 
Voir plus loin p. 235-239.
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-tariq al-jabr^ -  opposé à celui de la méthode géométrique -tariq  al- 
handasa^.

On observe ainsi qu’une génération après al-Khwârizmi, et en dépit du 
prestige, inébranlable, de la démonstration géométrique, l’extension du 
domaine du calcul algébrique et l’enrichissement de ses méthodes ont incité 
Abû Kâmil à recourir de plus en plus à des démonstrations algébriques en 
inventant de nouvelles méthodes.

III. À partir d’Abû Kâmil, et de son successeur al-Karaji à la fin du 
siècle, le recours à des démonstrations algébriques est devenu de plus en plus 
fréquent. Les mathématiciens de cette tradition arithmético-algébrique ont 
su, d’une part, convertir des méthodes de démonstration en les transposant 
de l’arithmétique à l’algèbre et, d’autre part, en inventer de nouvelles. Parmi 
les méthodes empruntées, notons celle de l’algorithme euclidien pour étudier 
la divisibilité des expressions polynomiales. Citons aussi la démonstration 
quasi-générale rencontrée dans les livres dits arithmétiques d’Euclide : il 
s’agit de démontrer la formule pour les trois ou quatre premiers nombres, 
puis de la supposer vraie pour un nombre quelconque. Il y a également la 
démonstration par régression, c’est-à-dire par réductions successives. Ces 
deux méthodes sont appliquées dans le chapitre de l’algèbre où l’on cherche 
à établir les formules des séries de puissances.

Il y a, comme on l’a dit, la méthode de l’élimination. On peut d’ailleurs 
en trouver l’origine dans la méthode dite « de la corde », que Diophante 
applique dans ses Arithmétiques. Abû Kâmil l’a retrouvée et appliquée aux 
systèmes d’équations linéaires ainsi qu’aux systèmes d’équations indétermi
nées. B s’agit, à l’aide de substitutions et de transformations, d’abaisser 
d’une unité le nombre des équations données aussi bien que le nombre des 
inconnues, et de réitérer le processus autant de fois que nécessaire pour 
finalement parvenir à une équation du premier degré, ou, au plus, du second 
degré. Lorsqu’il recourt à cette méthode, Abû Kâmil désigne les différentes 
inconnues au moyen des termes « chose », « fels », « dirham », « dinar », 
«khatem», autant de noms de pièces de monnaie. Les algébristes l’ont 
appliquée par la suite à des systèmes d’équations plus nombreuses. Ainsi al- 
Samaw’al l’utilise pour résoudre un système de 210 équations linéaires à 6 
inconnues. Il a noté les équations par les lettres de l’alphabet dans le système 
abjad et les inconnues par les chiffres du système décimal.

On pourrait évoquer bien d’autres emprunts. Fibonacci par exemple se 
sert de la célèbre méthode de Théétète (Théétète démontre que la racine car-

 ̂Rendu par via restaurationis par le traducteur latin. 
 ̂Rendu par via geometrica par le traducteur latin.
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rée d’un entier non carré est irrationnelle) pour établir que l’équation d’al- 
Khayyâm + 20x^ + lOx = 200 n’a pas de solution rationnelle.

Ce sont les algébristes de cette tradition qui furent les premiers à procé
der par une induction complète finie. Al-Karaji, à la suite d’Abû Kâmil, 
applique cette méthode et donne la formule du binôme et le tableau des 
coefficients binomiaux. C’est encore par cette même méthode que l’on a 
démontré que (aby = d'h", formule nécessaire à l’établissement de la for
mule du binôme. Par la suite, le raisonnement par récurrence n’a cessé 
d’investir d’autres chapitres de l’algèbre, comme l’analyse combinatoire, et 
d’autres domaines, tels que le calcul des sommes de puissances. Ainsi au 
début du x f  siècle, Ibn al-Haytham (mort après 1040) démontre les expres
sions suivantes en vue de déterminer le volume du paraboloïde engendré par 
la rotation de la parabole autour d’un de ses diamètres :

et

f P
{n + l)Y k ‘ = y  + y  V k ‘ , avec /=  1, 2, 3 ...

*=1 k = \ p = \ \ k  = \

15
n{n +1)" < J [ ( n  +1)" -  k^] < +1)^ < J [ ( n  +1)' -  k ^ f  .

D’autres méthodes de démonstration algébrique ont pu être appliquées 
grâce à l’intégration de l’analyse diophantienne à l’algèbre et au dévelop
pement de la recherche en ce domaine.

En effet, la variété des types et des systèmes d’équations résultant de 
cette intégration de l’analyse diophantienne a incité les algébristes à engager 
une réflexion plus générale sur les équations algébriques et sur les conditions 
de la démonstration. Mais, comment mener une telle réflexion en l’absence 
d’un cadre axiomatique ? Dans de telles conditions, où l’on ne peut résoudre 
mathématiquement ce genre de problème, on a coutume de se tourner vers 
une réponse logico-philosophique. C’est précisément la démarche d’al- 
Samaw’al dans un chapitre de son Algèbre. Dans cette réponse, qu’il for
mule dans le langage traditionnel des modalités, il procède à une classifica
tion des problèmes, c’est-à-dire des équations et des systèmes d’équations, 
d’abord selon les modalités, ensuite en fonction du nombre des solutions et 
enfin en fonction des conditions que celles-ci doivent vérifier. Les termes 
« nécessaire », « possible » et « impossible », notons-le d’entrée de jeu, por
tent sur la démonstration de l’existence, ou non, de solutions. Voici en effet 
ce qu’écrit al-Samaw’al :
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Toute proposition et tout problème que T arithméticien ou le géomètre 
examine, lorsqu’il l’envisage, il ne manque pas de trouver une 
démonstration de son existence : il l’appelle alors « nécessaire » ; ou de son 
inaccessibilité : ü l’appelle alors inaccessible et impossible ; ou il ne trouve 
de démonstration ni de son existence, ni de sa non-existence, ni de son 
inaccessibilité : il l’ignore donc, et l ’appelle « possible », car il n’a démontré 
ni son existence ni sa non-existence, et cela mène à ce que l’existant est 
non-existant et le nécessaire est inaccessible, ce qui est impossible^.

Al-Samaw’al divise ensuite les problèmes nécessaires en quatre classes : 
1) « Ceux dont le recherché existe dans tous les nombres ». Il s’agit des 

identités. Il donne l’exemple :

L±1 +

2) « Ceux dont le recherché se trouve dans certains nombres et a une 
infinité de réponses ». Il s’agit des équations indéterminées qui ont un nom
bre infini de solutions, sans pourtant être des identités. Al-Samaw’al donne 
par exemple :

et

= a^ qui n’est autre que II.8 des Arithmétiques de Diophante

X + a = y, 
x - a  = yl

, qui est II. 10 des mêmes Arithmétiques.

Al-Samaw’al commence par donner une démonstration algébrique de 
ce dernier problème ; on a -  yl = (yi + -  >2 ) = 2a, et on tire

)'i =^(« + 2) et y2  = ^(a-2 )

peu" la méthode de la double équation qui est celle de Diophante.

3) « Ceux qui ont de nombreuses réponses, mais (en nombre) fini ; et on 
ne peut donc pas les augmenter ». Comme exemple, al-Samaw’al donne un 
système d’équations linéaires diophantiennes.

 ̂ Al-Bâhir en algèbre d ’As-Samaw’al, édition, notes et introduction par Salah 
Ahmad et Roshdi Rashed, Damas, 1972, arabe p. 249.
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4) « Ceux qui ont une solution unique ». D donne pour exemple un sys
tème de n équations à n inconnues ; soit ax = y  ̂et bx = y.

Al-Samaw’al classe ensuite les problèmes nécessaires selon le nombre 
des conditions qu’ils doivent vérifier.

1) Aucune condition. Exemple :xy = a, yz = b, xz = c.
2 22) Une seule condition. Exemple \ x + y = a et xy = b \ condition

a > 2b. Autre exemple \ x + y = a, y + z = b, z + x = c \  condition 
a + b + c
---------- > a,b,c-2

3) Plusieurs conditions. Exemple: un système de 210 équations à 6 
inconnues. Al-Samaw’al calcule 504 conditions.

Viennent ensuite les problèmes impossibles, c’est-à-dire ceux dont on 
peut démontrer l’impossibilité par réduction à l’absurde. Al-Samaw’al dis
tingue alors deux classes de problèmes impossibles : ceux qui sont intrin
sèquement impossibles, c’est-à-dire selon leur définition même, comme le

JC 2système -  = ^  et xy ^  z ; ceux qui sont impossibles selon les hypothèses,
J >̂2

c’est-à-dire qu’il suffit de changer l’une ou l’autre des hypothèses pour
qu’ils deviennent nécessaires, comme par exemple le système = xy et 
xy = 72.

Quant aux problèmes possibles, ce sont ceux dont on ne peut démontrer 
ni la nécessité, ni l’impossibihté. La possibilité, rappelle al-Samaw’al, ne 
porte pas sur l’indétermination de la solution, mais sur son existence et sur la 
démonstration qui l’établit. Il ne donne aucun exemple.

Cette classification, menée dans le langage des modahtés, semble viser 
davantage que ce qu’en dit al-Samaw’al. On observe en effet que tous les 
exemples mentionnés sont des équations ou des systèmes d’équations algé
briques. Aucun exemple géométrique ou arithmétique. On remarque aussi 
qu’al-Samaw’al reconnaît explicitement les équations diophantiennes et 
leurs subdivisions en fonction du nombre des solutions (fini, infini, identité). 
On observe enfin que cette classification est doublée d’une autre, selon les 
hypothèses à vérifier et leur nombre. Tout se passe comme si le mathémati
cien voulait formuler une théorie des équations algébriques à l’aide de la 
logique des modalités, faute des moyens mathématiques d’y parvenir. Or il 
est clair que cette théorie des équations algébriques avait, entre autres objec
tifs, celui de fixer ce que la démonstration algébrique doit établir, et ce dont
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elle doit s’assurer. Restent les problèmes possibles. Al-Samaw’al n’en donne 
aucun exemple. Pensait-il, comme il m’est arrivé de le suggérer, à une sorte 
d’«indécidabilité sémantique» ? ou avait-il à l’esprit les cas n = 3, 4 de 
l’équation %" + y” = z", discutée un siècle, au moins, avant lui par al- 
Khujandi et al-Khàzin, et également évoquée par les philosophes comme 
Avicenne ?

rV. Nous n’avons considéré jusqu’ici que la tradition de l’algèbre arith
métique. Mais il y a également celle de l’algèbre géométrique, ou encore 
celle d’une géométrie algébrique élémentaire. Rappelons qu’al-Khwârizmi 
et ses successeurs s’en sont tenus, dans le domaine des équations algébri
ques, aux seules équations quadratiques. Les seules tentatives de résoudre 
une équation cubique dont nous ayons connaissance, dans cette tradition, 
consistaient à poser des conditions pour ramener le problème -  par un 
changement de variable -  à l’extraction d’une racine cubique. C’est ainsi 
qu’ont procédé al-Sulami, Ibn al-Bannâ’ et Maître Dardi. L’autre tradition 
s’est constituée autour de la solution géométrique de l’équation cubique et 
biquadratique, ou plus précisément en vue d’élaborer une théorie géométri
que des équations de degré inférieur ou égal à 4. Mais il a fallu un siècle et 
demi de recherche mathématique avant qu’al-Khayyàm formule cette théo
rie. Ce dernier inaugure une tradition qui verra naître d’autres méthodes de 
démonstration, dont certaines sont géométrico-algébriques, et les autres 
algébriques.

Après avoir défini les termes primitifs de sa théorie et les avoir construits 
pour déterminer a priori tous les types d’équations des trois premiers 
degrés, al-Khayyâm traduit géométriquement les équations cubiques ; il 
détermine ensuite les racines positives au moyen de l’intersection de courbes 
coniques. Ainsi, pour

x̂  + ax  ̂+ bx = c, avec a, b, c réels strictement positifs

il détermine une racine strictement positive par l’intersection d’un demi- 
cercle et d’une branche d’hyperbole équilatère. Il démontre que l’abscisse 
du point d’intersection donne cette racine. Al-Khayyâm procède à l’aide des 
propositions des Coniques d’Apollonius. D s’agit d’une démonstration 
géométrico-algébrique rédigée dans la langue de la théorie des proportions.

Le successeur d’al-Khayyâm, Sharaf al-Din al-Tùsi, ne tarde pas à 
infléchir cette démonstration géométrico-algébrique dans un sens analytique 
pour satisfaire à une nouvelle exigence démonstrative ; démontrer l’exis
tence de ces racines positives. Al-Tûsi se trouve alors dans l’obligation 
d’étudier les maxima des expressions polynomiales. Reprenons les
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principales étapes de sa démonstration pour l’équation x + c = bx, avec b, c 
réels positifs.

Posons f (x )  = [b -  x^)x. Al-Tüsi commence par montrer

/ (^o)= sup f{x)
0<x<4b

'b \\ avec jcn = -

Pour cela il montre successivement

X2<X^=  ̂f{x^) < f(xg) ;

il calcule ensuite le maximum

et distingue :

si c> 2| l’équation n’a pas de solution ;
3 l

si c = 2| est une solution double ;
3

si C < 2| l’équation a deux solutions x, et X2  telles que Xj < Xq < X2 .

La démonstration d’al-Tüsi emprunte le langage de l’algèbre géométri
que : l’inconnue est représentée par un segment de droite, son carré par une 
surface carrée, son cube par un cube, les produits par des rectangles et par 
des solides, les différences par des gnomons plans et solides -  le tout formulé 
dans une langue qui mêle celle de la théorie des proportions à des termes 
analytiques. C’est ce type de démonstration qu’on rencontre dans les livres 
d’algèbre jusqu’au XVif siècle. Al-Tüsi introduit en effet, et sans aucune 
explication supplémentaire, une notion de maximum et le procédé algébrique 
de dérivation. Il y recourra encore pour démontrer, mais algébriquement 
cette fois, un algorithme pour la solution numérique des équations.

Cet algorithme est équivalent, pour les équations des second et troisième 
degrés, à celui dit de Ruffmi-Homer. Pour établir sa validité, il a fallu qu’al- 
Tüsi s’assure de chaque étape, en déterminant successivement les différents 
chiffres de la plus grande racine positive de l’équation /(x) = N \ f  est un
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polynôme. Pour déterminer le premier chiffre de cette racine, al-Tûsi 
élabore une théorie des « polynômes dominants » : il s’agit de comparer 
entre les poids respectifs du polynôme formé par les premiers termes de J{x) 
et ceux de N. Cette théorie permet en effet de tenir compte des poids des 
coefficients, mais non de ceux des puissances de l’inconnue. Ce sera beau
coup plus tard qu’elle sera en mesure de prendre en compte aussi bien les 
premiers que les seconds, sous le titre des polygones de Newton -  comme 
l’a montré Christian HouzeP®. Quoi qu’il en soit, la démonstration donnée 
par al-Tûsi est purement algébrique.

Lorsqu’il s’agit des autres chiffres de la racine, à partir du second, la 
démonstration d’al-Tûsi est plus heureuse. On reconnaît chez lui la méthode 
de Newton pour la résolution approchée des équations. Une fois déterminés 
le premier chiffre, soit (Jq, et son ordre décimal r, on récrit la racine sous la 
forme x = -H y, avec So = cTo 10". Pour déterminer le second chiffre, on 
développe/(.Sq + >') si l’équation initiale s’écrit y(x) = 0. Al-Tûsi fait 
alors apparaître comme coefficient de y la valeur /'(^o) de la dérivée d e /en

f i s  )Sq. Il obtient le second chiffre en prenant la partie entière de » soit a .̂

D réitère la même méthode pour déterminer le troisième chiffre et continue 
jusqu’à ce qu’il obtienne la racine.

La démarche par laquelle al-Tûsi démontre l’algorithme de résolution 
numérique des équations, aussi bien pour le premier chiffre que pour les 
chiffres suivants de la plus grande racine positive, est purement algébrique ; 
ou, si l’on veut, algébrico-analytique.

V. L’évolution des pratiques de la démonstration aussi bien que de la 
notion même de démonstration pendant les trois premiers siècles de l’his
toire de l’algèbre nous a permis de dégager les conclusions suivantes :

1. Le premier objectif des algébristes était d’élaborer une théorie des 
équations algébriques, pour les équations des deux premiers degrés d’abord, 
et donc de démontrer l’algorithme de solution par radicaux. Ils ont ensuite 
travaillé à la conception d’une théorie géométrique des équations des trois 
premiers degrés, puis des quatre premiers degrés. Dans ces théories succes
sives, ils procédaient selon une démonstration géométrico-algébrique, 
laquelle n’a cessé de prendre de la consistance, d’abord grâce au second, 
puis au sixième livre des Eléments, et ensuite aux Coniques d’Apollonius. 
C’est Descartes qui franchit l’étape suivante, lorsqu’il élabore la notion

« Sharaf al-Dïn al-Tüsi et le polygone de Newton », Arabie Sciences and 
Philosophy, 5, 2, 1995, p. 239-262 ; repris dans La géométrie algébrique : recherches 
historiques, Paris, 2002, p. 11-28.
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d’une équation de degré quelconque aussi bien que celle de la courbe algé
brique qu’elle définit. Mais entre-temps l’école italienne du X V f siècle avait 
résolu l’équation cubique et l’équation biquadratique par radicaux. La 
démonstration est encore du genre géométrico-algébrique déjà rencontré 
chez Sharaf al-Dïn al-Tûsi.

2. Dès le commencement de l’algèbre avec al-Khwârizmi on a vu naître 
l’idée d’une démonstration purement algébrique. On a également observé 
que celle-ci a vu le jour dans le domaine du calcul algébrique. Bien plus, 
c’est le développement de ce calcul, avec Abù Kàmil, qui n’a cessé de lui 
offrir les nouvelles formes dont elle s’est enrichie : méthode d’élimination, 
méthodes empruntées à l’arithmétique euclidienne, méthodes empruntées à 
l’arithmétique de Diophante, méthodes combinatoires, induction complète 
finie. On conçoit d’autres méthodes, comme celle des coefficients indéter
minés, qui sera développée plus tard par Faulhaber, Descartes et Hudde. 
D’autres calculs exigés par des acquis plus tardifs vont encore intégrer la 
notion de démonstration algébrique : relations entre les racines et les coef
ficients des équations algébriques à partir de Viète ; le nombre des racines 
d’une équation d’un degré quelconque et l’apparition empirique des nom
bres imaginaires (Rafael Bombelli, Peter Rothe, Albert Girard ...).

3. La démonstration algébrique n’a pas tardé à se répandre dans 
d’autres domaines voisins, sous deux formes. Elle se présente ainsi en per
sonne dans certains travaux de la théorie des nombres. Abu Kàmil dans 
l’analyse diophantienne entière du premier degré, al-Khàzin ensuite dans le 
chapitre de l’analyse diophantienne entière du second degré, y ont recours, 
alors que plus tard al-Fârisi l’applique à l’étude des fonctions arithmétiques 
élémentaires (somme des diviseurs d’un entier et nombre des diviseurs). Elle 
intervient sous une seconde forme lorsque l’on traduit un problème dans les 
termes d’une équation algébrique. C’est précisément cette forme que le 
même algébriste, al-Fàrisi, a appliquée pour démontrer le théorème d’Ibn 
Qurra sur les nombres amiables ; et, avant lui, al-Samaw’al, pour établir des 
relations trigonométriques.

Plus généralement, il n’est pas rare que l’on procède par une démons
tration algébrique pour établir les différents algorithmes : l’extraction de la 
racine d’un entier, les algorithmes d’interpolation quadratique, etc.

4. Au X lf siècle déjà, on a conçu un troisième type de démonstration en 
algèbre ; la démonstration algébrico-analytique. Elle opère aussi bien en 
théorie des équations que dans le calcul algébrique, et non pas dans un des 
domaines à l’exclusion de l’autre. Nous avons rappelé que Sharaf al-Din al- 
Tüsî l’applique pour prouver l’existence des racines positives et pour 
déterminer les chiffres de la plus grande racine positive, lors de la résolution 
numérique des équations. Cette méthode renaîtra au X V if siècle chez
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Fermât, et trouvera puissance et ampleur avec la constitution de l’analyse 
infinitésimale.

Tels sont les axes de l’histoire de la notion de démonstration en algèbre 
durant les trois premiers siècles de son existence.

VI. La démonstration algébrique dite « par l ’indication »
« La voie de l’indication » est une locution qui désigne une méthode de 

démonstration des propositions algébriques Abû Kàmil est le premier 
auteur connu, que ce soit en algèbre, en mathématiques ou, plus générale
ment, en science et en philosophie, à caractériser ainsi un certain type 
d’inférences. Qu’entend-il exactement par là ? Pour répondre, trois éléments 
doivent être soulignés.

(i) Cette méthode, tout d’abord, s’associe à d’autres, proposées par Abû 
Kàmil, telles que l’induction complète finie (sous une forme encore un peu 
primitive) et la méthode de l’élimination. Ces méthodes algébriques de 
démonstration se conjoignent à la demonstratio potissima, laquelle est 
cependant géométrique et déjà introduite à ce titre par al-Khwàrizmi.

(ii) On remarque ensuite qu’Abû Kàmil insiste sur le caractère rigou
reux d’une telle procédure. La « voie de l’indication » suffit à établir scienti
fiquement une certaine proposition, puisqu’elle en donne la cause véridique 
( 'ilia ... sahihatun).

(iii) Enfin, il est clair, même si Abû Kàmil ne le précise pas en toutes let
tres, que la « voie de l’indication » s’oppose à la « voie de la géométrie » 
comme l’analyse à la synthèse. Rappelons en effet que cette désignation 
apparaît dans l’œuvre d’Abû Kàmil lors de la démonstration de :

(A) c- . * « û , 1 a a .Sijc-l-y = a e t -  + - - b ,  alors-----= b.
X y X y

Abû Kàmil avait établi juste auparavant que :

(B) ^ “ “ , 1  U U y A. ^Si X H-y = a et —+ -  = >̂, alors — + — = — + —+ 2.
X y  X y X y

La « voie de l’indication » consiste donc bien à ramener (A) à (B) par
analyse :

a  a  (  a:-I-vY  -̂  +  V1 y  x  ^  a  a  ," ■^'=- + -  + 2 = -  + -  = /?.
.X y a: y X y

11 Voir plus loin p. 502, 506.
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En revanche, la « voie de la géométrie » procède ainsi (par la théorie des 
proportions) :

Posons -  = z et -  = v ; on a = yv = a = 1 • a ; d’où

1 =  Z  =  _ > L _
V a x+ y  v + 3

d’où vz = V + Z.

Il s’agit là, à l’évidence, d’une démonstration synthétique.
En première conclusion, donc, on affirmera que la « voie de l’indication » 

est une preuve analytique rigoureuse, par les procédés de l’algèbre, d’une 
proposition algébrique donnée.

Reste à s’interroger sur le choix lexical qui a présidé à une telle 
dénomination. Un détour par l’histoire de la philosophie s’avère id 
nécessaire. Depuis Aristote, la tradition philosophique oppose preuve par les 
effets et preuve par les causes. Pour le Stagirite, seul le second type de 
preuve peut être vraiment considéré comme une démonstration {apodeixis), 
car la démonstration véritable doit, précisément, montrer comment la cause 
contient l’effet (voir les développements fameux é'Analytiques Seconds 12). 
Les autres preuves sont des signes, dont certains (mais pas tous) concluent 
nécessairement. C’est le cas avec le signe ùréfutable de la première figure, 
qu’Aristote appelle le tekmêrion. Voici l’exemple qu’il en donne :

[...] la preuve qu’une femme a enfanté parce qu’elle a du lait résulte de la 
première figure, car avoir du lait est le moyen terme : on peut représenter 
enfanter par A, avoir du lait par B, et femme par

Il s’agit donc d’un syllogisme de la première figure où le moyen terme est 
un effet, ou un signe, de l’enfantement, qui n’explique cependant pas pour
quoi telle femme a enfanté. Ce mode d’inférence, de l’effet à la cause, a été 
commenté par Simplicius et par Jean Philopon dans le contexte d’une 
réflexion sur la connaissance, nécessairement régressive, des premiers princi
pes en physique‘Z Les élèves d’Ammonius baptisent cette connaissance du 
nom de « tekmériodique » (tekmêriôdês) et, sans lui accorder le rang d’une 
connaissance proprement apodictique, voient néanmoins en elle une garantie

I 2Aristote, Les Premiers Analytiques, trad. J. Tricot, Paris, 1962, II 27, p. 323. 
D. Morrison, « Philopon us and Simplicius on Tekmeriodic Proof », dans 

E. Kessler (éd.), Method and Order in Renaissance Philosophy o f Nature. The 
Aristotle Commentary Tradition, Ashgate, 1998, p. 1-22, à la p. 8 ; cf. également 
Marwan Rashed, Alexandre d ’Aphrodise, Commentaire perdu de la Physique 
dAristote (Livres IV-VIII), Berlin, 2011, p. 592-595.
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suffisante de l’apodicticité ultérieure de la science physique, qui procédera, 
de manière canonique, des causes aux effets. Philopon écrit ainsi ;

It often happens that one produces conviction (pisteis) of prior things out 
of posteriors, because, as I said, the prior things are not better known to us. 
And this forai of proof is called tekmeriodic and irréfutable''^.

Avec cette preuve, écrit D. Morrison, « It is the first time in the Aristote- 
lian tradition that analysis is put forward as a general method of arriving at 
first principles in physics'^ ».

Les philosophes et les juristes arabes se sont à leur tour intéressés à ce 
mode d’inférence et l’on peut dire qu’ils ont achevé un processus déjà pres
que millénaire à la fin de l’Antiquité. C’est dans la sphère islamique, en effet, 
que l’on voit pour la première fois associées les notions de démonstration 
(burhân = apodeixis) et de signe conclusif {dalil = tekmêrion). Ce geste a 
sans doute été rendu possible par une nouvelle interprétation de la distinction 
hotildioti des Aristotéliciens (en arabe : inna vs lima), dans le sens non plus 
d’une opposition entre deux types de questions épistémiques, mais bien 
entre deux types de démonstrations. Dès lors, en effet, que l’on interprétait 
ainsi cette distinction, il devenait tout naturel de rattacher, à la démonstration 
du inna, c’est-à-dire du simple fait, la notion de démonstration {burhân) et 
celle de signe (dalil) et, à celle du lima, c’est-à-dire de la cause (au sens aris
totélicien), la notion de démonstration tout court. C’est ce qu’on peut lire 
dans le chapitre du Shifâ' d’Avicenne consacré à la démonstration. Le titre 
de ce chapitre, « Sur la démonstration (burhân) simpliciter et sur ses deux 
parties dont l’une est la démonstration lima, (ce pourquoi), l’autre la 
démonstration inna (que), aussi appelée dalil (signe) »'^. La démonstration 
par le signe est telle, écrit Avicenne, « que le terme moyen soit effet de 
l’existence du majeur dans le mineur'^ ». Le philosophe fournit plusieurs 
exemples, dont celui de la lune :

[...] nous disons que la lune prend telle ou telle figure lorsqu’elle devient 
lumineuse, c’est-à-dire qu’elle est d’abord un croissant, puis un demi-disque, 
puis une lune entière, puis qu’elle régresse selon ce même rapport. Qr ce qui 
reçoit ainsi la lumière est sphérique. La lune est donc sphérique.

D. Morrison, « Philoponus and Simplicius on Tekmeriodic Proof », p. 8. 
Ibid., p. 17.
Al-Shifa, al-Mantiq, 5 ; al-Burhân, éd. A. 'Afifî, introduit et révisé par 

I. Madkûr, Le Caire, 1956, p. 78 sq.
17 Ibid., p. 79.
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Dans cet exemple, comme dans d’autres, analogues, « on démontre la 
cause à partir de l’effet, et cela est nommé dalil, signe Avicenne revient 
encore à cette forme de preuve dans son livre al-Najàd^.

Le problème est cependant légèrement compliqué du fait qu’Avicenne 
s’inspire ici d'Analytiques Seconds 1 13 -  auquel il emprunte entre autres 
l’exemple de la lune -  et qu’en un endroit de ce chapitre (78 a 29-30), Aris
tote semble oublier sa définition puriste de la démonstration proposée en 
Analytiques Seconds 12 (cf. en particulier 71 b 17-25) pour employer le 
terme apodeixis pour parler de la science du hotf^. Il ne faudrait cependant 
pas croire que l’on puisse réduire les réflexions d’Avicenne à ce léger glis
sement terminologique d’Aristote. Car à la différence du Stagirite, et en héri
tier lucide des Alexandrins, Avicenne greffe sur la distinction hoti/dioti 
l’opposition du signe et de la cause absente de 1 13.

Quant aux juristes, ils développent cette forme d’inférence et l’appliquent 
très fréquemment au cours de leurs recherches sur les types d’inférences. 
Ainsi al-Ghazâli, dans son Mi'yàr al-'ilm, au cours d’un chapitre intitulé 
« Sur la différence entre l’inférence par la cause et l’inférence par le signe », 
écrit :

Sache que, si le terme moyen est une cause du terme majeur, les juristes 
l’appellent inférence par la cause, et les logiciens l’appellent la preuve du 
limâ (ce pourquoi), c’est-à-dire la mention de ce dont la réponse est ‘parce 
que’. Et si elle n’est pas (une) inférence par la cause, les juristes l’appellent 
« inférence par le signe » et les logiciens la preuve du que (jnna), étant 
donné qu’elle signifie que le terme majeur existe dans le mineur, sans mon
trer sa cause^^

Al-Ghazâli rappelle alors que la démonstration par le signe est l’inverse 
de la démonstration par la cause. On observe que, parmi les exemples qu’il 
donne, figure celui d’Aristote sur la preuve qu’une femme a enfanté.

Aussi constate-t-on, d’Aristote aux logiciens arabes, une perte de plus en 
plus marquée du contenu ontologique du problème initial. Au terme du pro
cessus, la preuve de l’ontologiquement antérieur par l’ontologiquement pos
térieur finit par se présenter comme une démonstration de la cause par 
l’effet et comme logiquement inverse de la preuve de l’effet par la cause 
-  d’où son caractère analytique.

Ibid., p. 80.
Ibn Sinâ, al-Najât, Le Caire, 1938, p. 67.
On a bien le terme burhàn dans la tradition arabe. Cf. al-Nass al-Kâmil li-Mantiq 

Aristù, éd. F. Jabr, Beyrouth, 1999, vol. 1, p. 474.
21

p. 232.
Al-Ghazâli, Mi'yàr al-'ilm, commenté par A. Shams al-Din, Beyrouth, 1989,
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Une différence essentielle, pourtant, sépare cette « analyse » de celle 
d’Abü Kàmil. Cette différence tient à une divergence notable de vues quant 
à la notion de cause {'ilia). Pour les Aristotéliciens comme pour les théolo
giens rationnels de l’Islam, il y a une différence ontologique forte entre la 
cause et l’effet. Il n’y aurait aucun sens, autrement dit, à prétendre que le 
signe soit la « cause » de ce dont il est le signe. C’est précisément la raison 
pour laquelle al-Ghazâli oppose preuve par le signe et preuve par la cause. 
Ce cadre théorique, en revanche, ne peut satisfaire Abu Kâmil. Dans 
l’exemple cité, on pourrait aussi bien ramener (A) à (B) que (B) à (A). C’est 
la raison pour laquelle Abù Kâmil peut décrire une simple mise en évidence 
(ishàra) comme fournissant une cause ( 'ilia) appropriée -  ce que jamais les 
philosophes ne se risqueraient à faire avec le dalil.

Cela précisé, on peut interpréter de deux manières le choix lexicologique 
d’Abü Kàmil. Soit l’opposition dalül'illa était déjà formalisée en son temps, 
et il s’est consciemment éloigné de cette terminologie parce qu’elle lui sem
blait trop «fixiste» d’un point de vue ontologique. Le mouvement serait 
semblable à celui de Thâbit ibn Qurra qui, dans ses Réponses aux questions 
posées par Ibn Usayyicf-^, dénie, contre la tradition philosophique unanime, 
l’unicité de la définition -  pourvu qu’il y ait équivalence (au sens mathéma
tique de la double implication) entre les différentes définitions. Le terme 
ishàra aurait pu, dans ce cas, être choisi par Abû Kâmil justement pour évi
ter de recourir au terme dalil déjà très connoté -  ce qui serait souligné par 
l’exphcitation, chez Abü Kâmil, de la notion d’« indication » à Vaide de la 
notion de cause, 'ilia (et non en opposition à eUe). Soit Abû Kàmil ne 
connaissait pas encore l’opposition qui allait devenir traditionnelle quelques 
décennies plus tard. Dans ce cas, le choix des termes est innocent et visait 
seulement à exprimer l’opposition entre analyse algébrique et synthèse 
géométrique.

En bref donc, si al-Khwàrizmi fut le premier à distinguer démonstration 
géométrique et démonstration algébrique dans son Algèbre, son successeur, 
Abû Kàmil, n’a pas seulement renforcé l’exigence démonstrative par un 
retour aux Éléments d’Euclide ; il a aussi multiplé les modes de démonstra
tion géométrique et connu plusieurs méthodes de démonstration algébrique. 
Ces méthodes seront reprises et discutées par ses successeurs tels qu’al- 
Karaji et al-Samaw’al.

22 Voir Marwan Rashed, « Thâbit ibn Qurra sur l’existence et l’infini : Les 
Réponses aux questions posées par Ibn Usayyid », dans R. Rashed (éd.), Thâbit ibn 
Qurra. Science and Philosophy in Ninth-Century Baghdad, Scientia Graeco-Arabica, 
vol. 4, Berlin/New York, 2009, p. 619-673.



Seconde  Partie

TEXTE ET TRADUCTION

Livre d ’algèbre et d ’al-Muqâbala 

Kitàb al-Jabr wa-al-muqâbala



Au Nom de Dieu Clément et Miséricordieux 
Il n ’y a d ’assistance que de Dieu

Livre d’algèbre et d'al-m uqâbala  d’Abû Kâmil

Ceci est un livre composé par Shujâ' ibn Aslam, connu sous le nom 
d’Abû Kâmil. Il l’a commencé en louant Dieu, en L’invoquant et en célé
brant Sa gloire.

Il a dit : Louange à Dieu, le plus Juste parmi ceux qui jugent, le plus 
Sage parmi ceux qui savent, le plus Clément parmi les miséricordieux, le 
plus digne d’être craint et d’être loué ; c’est vers Lui que s’élèvent toutes 
les espérances, c’est Lui que tous adorent. Je Le loue, certain de Son 
unicité, témoin de Sa divinité, sachant qu’il est le commencement sans 
égal, le merveilleux à nul autre pareil, dont l’immensité ne peut être 
embrassée et dont la représentation est hors de portée. Sa Majesté ne 
connaît pas de bornes. Sa toute-puissance est inaccessible et Ses bienfaits 
sont innombrables. Que Ses Noms soient sanctifiés et que Sa Magnificence 
brille de tout son éclat. Son invocation est au-dessus de tout. Il a créé les 
choses de rien, parfaitement créées ; Il les a déterminées dans le secret de 
Sa science, bien déterminées ; Il a transformé leur état par la subtilité de Sa 
sagesse, et ainsi ce qu’elles recèlent, leur apparence, leur intimité, tout ce 
qu’elles ont de subtil et de sublime, rien n’échappe à Sa science. « Il sait ce 
qui est sur la terre et dans les mers. Pas de feuille qui tombe sans qu’il ne le 
sache, ni de grains dans les ténèbres du sol, ni rien d’humide ni de sec qui 
ne soit dans le Livre explicite » (Sourate VI.59). Il a envoyé Muhammad, 
que Sa bénédiction soit sur lui et les siens, avec Sa mission ; Il lui a confié 
Sa révélation. Il s’est soumis à Son ordre, et il a délivré le message dont il 
était chargé, sans rien ajouter ni ôter. Il a guidé Ses sujets avec patience et 
abnégation.

J’ai trouvé que les savants les plus avancés et les premiers maîtres des 
lettres et de la sagesse n’ont laissé aucune science sublime et fine sans 
l’avoir méditée et examinée en profondeur. Ils en ont parfait la connais
sance et découvert les modes, les notions, les termes, grâce à l’application 
de la pensée et à la maîtrise de l’art. [T] Ils l’ont consignée pour ceux qui 
les suivront, sans la retenir eux-mêmes exclusivement ni accaparer sa 
connaissance pour eux-mêmes en les en privant, et sans la leur cacher, se 
chargeant alors du pêché et se rendant coupables.

J’ai bien examiné les livres des savants en arithmétique, j ’ai cherché ce 
qu’ils ont dit et inspecté ce qu’ils y ont inscrit. J’ai alors vu que le livre de
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Muhammad ibn Mûsâ al-Khwârizmi, connu comme Algèbre et al- 
muqàbala, est le plus valide quant aux fondements et le plus vrai quant à 
l’inférence. Il est du devoir de ceux qui s’adonnent à l’arithmétique 
d’admettre sa priorité, de lui reconnaître science et éminence -  étant donné 
que c’est lui qui le premier <composa> un livre en algèbre et al-muqàbala, 
c’est lui qui l’a commencée et c’est lui qui a inventé ce qu’elle contient de 
fondements, par lesquels Dieu nous a révélé ce qui était voilé, approché ce 
qui était éloigné, facilité ce qui était difficile et illuminé ce qui était 
abscons -  d’implorer Dieu, à Qui sont la puissance et la Majesté, en priant 
pour al-Khwârizmi et en lui demandant d’être miséricordieux et d’œuvrer 
pour que se manifeste ce qui était resté caché à sa connaissance et que se 
dissipent ceux de ses mystères qui étaient couverts d’un voile -  j ’y ai 
trouvé des problèmes dont il a laissé l’explication et l’élucidation.

Dieu, Puissant et Majestueux, parmi les grâces qu’il m’a accordées, et 
les bienfaits, les faveurs et les bontés dont II m’a gratifié, m’a doté de la 
connaissance de l’arithmétique, m’a dévoilé ses secrets et m’a éclairé ses 
obscurités, ce qui m’a permis de parvenir aux fondements clos et aux infé
rences non frayées. J ’en ai dérivé bien des problèmes, dont la plupart 
mènent à d’autres modes que les six mentionnés par al-Khwârizmi dans son 
livre ; ce qui m’a incité à découvrir cela, à le montrer et à manifester 
l’engagement auquel Dieu Puissant et Majestueux m’a lié dans Son Livre 
que nulle erreur n’atteint de nulle part, révélé à Son Prophète Muhammad, 
[2''] que Sa bénédiction soit sur lui, là où il dit : « Dieu a pris l’engagement 
de la part de ceux qui ont eu le Livre de le montrer aux gens et de ne pas le 
tenir secret » (Sourate III. 187).

J’ai alors composé un livre en algèbre et al-muqàbala, dans lequel j ’ai 
consigné une partie de ce que Muhammad ibn Müsâ al-Khwârizmi a 
mentionné dans son livre, pour qu’il se suffise à lui-même ; j ’ai présenté 
son explication, j ’ai éclairé ce qu’al-Khwârizmi a laissé non élucidé et non 
expliqué et je l’ai montré. J’ai poursuivi par l’explication de ce dont Dieu 
m’a donné la connaissance et la découverte des fondements clos, les 
inférences qui en dépendent et les chapitres qui s’y rattachent, pour que 
cela vienne, dans le calcul de l’algèbre et d'al-muqàbala, s’ajouter à ce que 
les savants en possèdent et pour qu’ils sachent quel est leur dû à mon égard, 
à moi qui leur ai dévoilé, montré et interprété ce qu’ils ne pouvaient espérer 
atteindre ni parvenir à connaître. Ils me remercieront alors pour cela et 
imploreront Dieu pour qu’il m’accorde Son pardon. Sa miséricorde et le 
Salut, dans la religion et dans le monde. Il peut toutes choses. J ’ai expliqué 
ce calcul grâce à Son secours, sollicitant Sa récompense et ce qui fait la 
belle renommée et la bonne réputation, dans la vie et après la mort.
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Le secours ne vient que de Dieu. C’est Lui qui me soutient et c’est à 
Lui que je m’en remets.

Celui qui examine mon livre a besoin tout d’abord de trois modes que 
Muhammad ibn Mûsâ al-Khwârizmi a mentionnés dans son livre, qui sont 
les racines, les carrés et le nombre. La racine est toute chose multipliée par 
elle-même à partir de l’unité, des unités qui sont au-dessus d’elle, de leurs 
fractions et des fractions qui sont au-dessous d’elle. Quant au carré, c’est 
ce qu’on obtient de la multiplication des unités ou des unités et des frac
tions ou des fractions contenues dans la racine, par elles-mêmes. Le nom
bre [3*̂] est ce qui existe en lui-même auquel n’échoie ni le nom de racine ni 
le nom de carré, et qui est rapporté à ce qu’il contient d’unités. Il se peut 
que pour ces trois modes chacun d’eux soit égal à chacun des deux modes 
qui restent. Par exemple lorsque tu dis « des carrés sont égaux à des 
racines », « des carrés sont égaux à un nombre », et « des racines sont 
égales à un nombre »^

Les carrés égaux à des racines, c’est par exemple lorsque tu dis : « un 
carré égale cinq racines ». Cela signifie que le carré est égal à cinq raci
nes .̂ La racine du carré est toujours égale au nombre des racines auquel le 
carré est égal. Il est dans ce problème cinq. Et le carré est vingt-cinq, il est 
égal à cinq racines. Nous allons montrer pourquoi le carré sera égal au 
nombre des racines, et nous allons le montrer dans ce problème.

Posons le carré une surface carrée ABCD, ses côtés sont AB, BC, CD, 
DA. Chacun de ses côtés est multiplié par une unité du nombre de la 
longueur de cette surface, qui est la racine de cette surface. Donc, du côté 
AB multiplié par un, qui est la droite BE, on a la surface AE. La surface AE
est donc la racine de la surface AC, et la surface AC 
est égale à cinq fois sa racine ; la surface AC est donc 
cinq fois la surface AE. Partageons la surface AC en 
cinq parties égales, qui sont les surfaces [3''] AE, IF,
SG, MH, OC. Les droites BE, EF, FG, GH, HC sont 
donc égales. Or la droite BE est un. La droite BC est 
donc cinq, elle est la racine du carré, et le carré est 
25, qui est la surface AC. Ce qu’il fallait démontrer.

Et c’est par exemple lorsque tu dis : « la moitié du carré égale dix raci
nes ». Le carré tout entier égale donc vingt racines, la racine du carré est 
vingt et le carré  quatre cents. Exemple ; «cinq carrés égalent vingt 
racines » ; le carré égale donc quatre racines, la racine du carré est quatre

Fig. 1

* = bx, aj? = c, bx-= c.
 ̂ Litt. : cinq de ses racines. On optera souvent, sans le signaler, pour cette 

traduction des expressions équivalentes.
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et le carré est seize^. De même quand le nombre des carrés augmente ou 
diminue, on le ramène à un seul carré. Et nous faisons de même pour les 
racines qui leur sont égales.

Les carrés égaux à un nombre ; un carré égale seize. Alors c’est le 
carré et sa racine est quatre. Et c’est par exemple lorsque tu dis : « cinq 
carrés sont égaux à quarante-cinq dirhams » ; un seul carré est le cin
quième de quarante-cinq, qui est neuf. Et c’est par exemple lorsque tu dis 
« un tiers de carré égale vingt-sept » ; le carré est donc quatre-vingt-un. Il 
en est de même pour tous les carrés, ceux qui excèdent <le carré> et ceux 
qui sont moindres <que lui> sont ramenés à un seul carré. Et nous faisons 
de même pour les nombres qui leur sont égaux' .̂

Les racines égales à un nombre, c’est par exemple lorsque tu dis : 
« une racine est égale à quatre » ; la racine est donc égale à quatre, et le 
carré est seize. Et par exemple lorsque tu dis : « cinq racines sont égales à 
trente » ; la racine est donc égale à six et le carré trente-six. Et par exemple 
lorsque tu dis : « la moitié d’une racine est égale à dix » ; la racine est donc 
égale à vingt et le carré à quatre cents. Et de même pour toutes les racines, 
celles qui excèdent <la racine> et celles qui sont moindres qu’elle sont 
ramenées à une seule racine. Nous faisons de même pour les nombres qui 
leur sont égaux^.

J’ai trouvé [4*̂] ces trois modes qui sont les racines, les carrés et le 
nombre ; ils se combinent et on a deux modes d’entre eux égaux au troi
sième mode. C’est par exemple lorsque tu dis : « des carrés plus des raci
nes sont égaux à un nombre », « des carrés plus un nombre sont égaux à 
des racines », « des racines plus un nombre sont égaux à des carrés »̂ .

Les carrés plus les racines égaux à un nombre, c’est par exemple 
lorsque tu dis ; « un carré plus dix racines sont égaux à trente-neuf 
dirhams ». Cela signifie : un quelconque carré, si tu lui ajoutes dix racines, 
de tout cela on obtient trente-neuf dirhams. Dans ce problème, il y a deux

 ̂Exemples de la première équation : = 5x =» x = 5 =» = 25 ; = 10 x =?>

= 2 0 x = > x  = 20=^x^ = 400 ; 5x  ̂= 20x =^x^ = 4x=>x = 4=>x^ = 16; en général :

ax̂  =bx=> =-x=^ x = -=\-\ avec a, b E Q'^-{0}.
a a \a j

= 16 => X = 4, 5x̂  = 45 x  ̂= 9 X = 3, -̂ x̂  = 27 =» x  ̂= 81 ; en général :

ax̂  =b=>x  ̂= -  avec a , b e  Q +- {0}. 
a

 ̂x = 4 => x^ = 16, 5x = 30 =» X = 6 ^  x̂  = 36 ; - x  = 10 =î> x = 20 x  ̂= 400 ;
2

b fen général : ûx = è=^;c = -=>;c“ = -  avec a, b e Q+ -  {0}.

 ̂ax  ̂+ bx = c, ax^ + c = bx, bx + c = ax^.
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procédés. L’un te mène à la racine du carré et l’autre te mène au carré. 
Nous allons les présenter tous les deux et nous allons montrer leur cause 
par des figures géométriques que les géomètres qui ont examiné le livre 
d’Euclide comprennent.

Le procédé qui te mène à la racine du carré, et qui a été mentionné par 
Muhammad ibn Mûsâ al-Khwârizmi dans son livre^, est : nous partageons 
en deux moitiés les racines, qui sont cinq dans ce problème ; nous le multi
plions par lui-même, on a vingt-cinq ; nous l’ajoutons au trente-neuf, on a 
soixante-quatre ; nous prenons sa racine, on a huit ; retranches-en la moitié 
des racines, qui est cinq ; il reste trois, ce qui est la racine du carré et le 
carré est neuf®.

Procédé qui te mène au carré ; tu multiplies les dix racines par elles- 
mêmes, on a cent ; tu multiplies ce cent par trente-neuf, qui est égal au 
carré plus les racines ; on a trois mille neuf cents, puis tu partages le cent 
en deux, on a cinquante ; tu le multiplies [4''] par lui-même, on a deux mille 
cinq cents, que tu ajoutes aux trois mille neuf cents, on a six mille quatre 
cents ; prends sa racine, quatre-vingts ; enlève-le de cinquante -  qui est la 
moitié de cent -  et de trente-neuf, qui est égal aux racines plus le carré, 
cela est quatre-vingt-neuf ; il reste neuf, ce qui est le carré^.

De même si l’on dit : « deux carrés ou trois carrés ou plus ou moins, 
ramène cela à un seul carré, et ramène les racines et les nombres qui sont 
avec lui de la même manière que celle par laquelle tu as ramené le carré ». 
C’est par exemple lorsque tu dis : « deux carrés et dix racines sont égaux à 
quarante-huit ». Cela signifie que, si tu additionnes deux carrés quel
conques et que tu leur ajoutes dix de la racine de l’un d’eux, on obtient 
quarante-huit. Il faut donc que tu ramènes les deux carrés à un seul carré. 
Alors nous savons que un carré est la moitié de deux carrés ; donc, ramène 
toute chose dans ce problème à sa moitié ; comme si on disait : « un carré 
et cinq racines sont égaux à vingt-quatre dirhams ». Cela signifie : si à un 
quelconque carré tu ajoutes cinq racines, on obtient vingt-quatre.

Procédé qui te mène à la racine : tu partages en deux moitiés le nombre 
des racines ; on a alors deux plus un demi ; tu le multiplies par lui-même, 
on a six plus un quart ; ajoute-le à vingt-quatre, on a trente plus un quart ;

 ̂R. Rashed, Al-Khwarizmi : Le commencement de l ’algèbre, Paris, 2007, p. 101-
102.

® + 10 X = 39. On a (x -f- 5)  ̂= -i- 25 + 10a: = 39 + 25 = 64, donc x + 5 = 8, d’où
x = 3 etA:̂  = 9.
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252 Abu Kâmil : Livre d’algèbre

prends sa racine, on a cinq plus un demi ; retranches-en la moitié des raci
nes, qui est deux et demi, il reste donc trois, qui est la racine du carré, et le 
carré est neuf

Procédé qui te mène au carré : tu multiplies les cinq racines par elles- 
mêmes, on a alors vingt-cinq, [5"] que tu multiplies par le vingt-quatre ; on 
a six cents ; puis tu partages le vingt-cinq en deux, on a douze et demi ; tu 
le multiplies par lui-même, on a cent cinquante-six plus un quart ; ajoute-le 
aux six cents, on a sept cent cinquante-six et un quart ; prends sa racine, on 
a vingt-sept plus un demi ; retranche-le du douze plus un demi, qui est la 
moitié de vingt-cinq, plus le vingt-quatre, qui est égal au carré plus les 
racines, cela est trente-six et demi ; il reste neuf, qui est le carré, et sa 
racine est trois".

Si l’on dit « la moitié d’un carré plus cinq racines sont égaux à vingt- 
huit dirhams », cela signifie : si tu ajoutes à la moitié d’un quelconque 
carré cinq racines, on obtient vingt-huit dirhams. Tu veux compléter ton 
carré pour obtenir un carré entier, et cela en le doublant ; alors double-le et 
double ce qui est avec lui et ce qui lui est égal. On a alors un carré plus dix 
racines égal à cinquante-six.

Procédé qui te mène à la racine ; tu partages en deux les racines, on a 
cinq ; multiplie-le par lui-même, on a vingt-cinq ; ajoute-le au cinquante- 
six, on a quatre-vingt-un ; prends sa racine, on a neuf ; retranches-en la 
moitié des racines, qui est cinq, il reste quatre, ce qui est la racine du carré 
et le carré est seize* .̂

Procédé qui te mène au carré : tu multiplies les dix racines par elles- 
mêmes, on a cent ; tu multiplies ce cent par le cinquante-six, on a cinq 
mille six cents, puis tu partages en deux [5''] le cent, on a cinquante ; tu le 
multiplies par lui-même, on a deux mille cinq cents ; ajoute-le aux cinq 
mille six cents, on a huit mille cent ; prends sa racine, on a quatre-vingt-

= c=> jĉ  +-X = -  ; pour a = 2, ô = 10 et c = 48 : 2)? + 10;c = 48 => +
a  a

< 'IA - J  2 . 25 ^ 2 5  121 5 11 , , 2 n5x = 24; soit hc + -  =x +5x + — = 24 + — ----- , ;c + -  = —=»a: = 3 et4f =9.V 2j 4 4 4 2 2

"  ^̂ - + 2 4 -j25-24+f2  ̂ V2
+ 5a: = 28. On normalise et on obtient : â  + 10a: = 56, (a: + 5Ÿ =x^+ lOx +

2
25 = 56 + 25 = 81, a: + 5 = 9 => x = 4, a:̂  = 16 et ^ a^  = 8  ; en général : ax^ + bx = c -,on

2 b c -A' f  b -I b b^ c b^ Aac + b^ ,, va X +-x = -  ; on considéré jc + —  = a*- + - a + -  — —— > n ou
l a a  4a  ̂ a  4a^ 4â

Abu Kâmil ne mentionne que la racine positive.
, avec a > 0, 6 > 0, c > 0.
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dix ; retranche-le de cinquante, qui est la moitié de cent, et de cinquante- 
six, qui est égal au carré plus les racines, on a cent six, il reste seize, qui est 
le carré^^. Procède de même pour tout ce qui te vient des carrés et des raci
nes et des nombres qui leur sont égaux, si Dieu le veut.

M

Quant à la cause de « un carré plus dix racines égaux à trente-neuf », le 
procédé qui te mène à la racine est : nous posons le carré une surface car
rée ABCD à quoi nous ajoutons les racines qui sont avec lui et qui sont dix 
racines ; soit la surface ABFE. Il est clair que la droite BE est dix en 
nombre car le côté de la surface ABCD, qui 
est la droite AB multipliée par un, est la racine 
de la surface ABCD ; elle est donc multipliée 
par dix et on a dix racines de la surface 
ABCD. La droite BE est par conséquent dix ; 
et la surface FECD est trente-neuf car elle est 
un carré plus dix racines ; on l’obtient de la 
multiplication de la droite EC  par la droite 
CD ; mais la droite CD est égale à la droite 
CB. Donc le produit de la droite EC  par la 
droite CB est trente-neuf. Et la droite EB est 
dix. Nous partageons la droite EB en deux 
moitiés au point H, donc la droite EB a été 
partagée en deux moitiés au point El et on a 
ajouté à sa longueur la droite BC. Donc le 
produit de la droite EC par la droite CB et HB par elle-même sont égaux au 
produit de la droite HC par elle-même, d’après ce qu’a dit Euclide dans le 
deuxième livre de son ouvragê "̂ . Mais le produit de la droite EC  par la 
droite CB est trente-neuf, et le produit de la droite HB par elle-même est 
vingt-cinq. Donc le produit de la droite HC  par elle-même est soixante- 
quatre. La droite HC est donc huit. [6'] Mais la droite HB est cinq. Donc la 
droite BC qui reste est trois, ce qui est la racine du carré, et le carré est 
neuf.

Fig. 2
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Si tu veux que je te montre d’une manière évidente'^ ce que j ’ai dit, 
nous construisons sur la droite HC une surface carrée, soit la surface 
HKNC, et nous prolongeons la droite A5 jusqu’au point O ; la droite HC est 
donc égale à la droite CN ; mais la droite BC est égale à la droite CD, il 
reste la droite BH égale à la droite DN. Donc la surface HA est égale à la 
surface AN. Mais la surface HA est égale à la surface ME. Donc la surface 
ME est égale à la surface AN, les trois surfaces MB, BD, DO sont trente- 
neuf, et la surface AK est vingt-cinq, car elle est le produit de la droite H B 
par elle-même et la droite H B est 5. Donc la surface AK est vingt-cinq, la 
surface KC tout entière est soixante-quatre, donc la droite HC est sa racine, 
elle est huit. Et la droite HB est cinq, donc la droite BC qui reste est trois. 
Ce qu’il fallait démontrer.

Quant à la cause du procédé qui te mène au carré, alors nous posons le 
carré la droite AB, nous lui ajoutons dix racines, qui est la droite BC. Donc 
la droite AC est trente-neuf. Nous voulons savoir quelle est la grandeur de 
la droite AB. Construisons sur la droite BC une surface  ̂
carrée, soit la surface DEBC, qui est cent fois égale à la 
droite AB multipliée par une des unités qui sont dans la 
droite AB, car la droite BC est dix racines de <la droite>
AB ; mais dix racines d’une chose multipliées par elles- 
mêmes, cela est égal à cent fois une chose. Posons la 
surface AH  égale au carré BE. Donc AH  est égale à la 
droite AB multipliée par une des unités de la droite AB,
[6''] cent fois. Donc la droite AM est cent. Achevons la 
surface AN, donc la surface AN est trois mille neuf cents 
car la droite AC  est trente-neuf et AM est cent. Mais la 
surface AH est égale à la surface BE, donc la surface DN 
est trois mille neuf cents, et elle est le produit de NE par 
EC, car la droite EC est égale à la droite ED. Mais la 
droite CN est cent, car elle est égale à la droite AM. Nous 
partageons la droite CN en deux moitiés au <point> L,

H M

Fig. 3

 ̂ Le traducteur latin a rendu cette locution ainsi ; « Si autem vis quod exponam 
tibi quod dixi ita ut oculis appareat » (/. 151). Le choix de « oculis » est littéral puisque 
l’arabe 'iyànan est dérivé du mot 'ayn (œil). Le vrai sens est « d’une manière visible », 
ou mieux encore « d’une manière évidente ».
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donc la droite CN a été partagée en deux moitiés au point L, et on a ajouté à 
sa longueur la droite CE ; donc le produit de la droite NE par la droite EC 
plus la droite CL par elle-même sont égaux à la droite LE par elle-même, 
comme l’a dit Euclide dans le second livre de son ouvrage^^. Mais le 
produit de la droite NE par la droite EC est trois mille neuf cents, et le 
produit de la droite CL par elle-même est deux mille cinq cents ; nous les 
additionnons, on a six mille quatre cents, qui est égal au produit de la droite 
LE par elle-même ; donc le produit de LE par elle-même est six mille qua
tre cents. La droite LE est donc quatre-vingts ; mais la droite CE est égale à 
la droite BC, donc la droite LC plus la droite BC est quatre-vingts ; si nous 
ôtons les deux droites LC et BC, ce qui est quatre-vingts, des deux droites 
AC et CL, ce qui est quatre-vingt-neuf, il reste la droite AB, qui est le carré, 
neuf. Ce qu’il fallait démontrer.

Les carrés et le nombre égaux à des racines, c’est par exemple lors
que tu dis « un carré plus vingt et un dirhams sont égaux à dix racines ». 
Cela signifie : si tu ajoutes à un quelconque carré vingt et un dirhams, [7^ 
alors la somme est égale à dix racines de ce carré. Dans ce problème éga
lement il y a deux procédés ; chacun de ces deux procédés te mène à la 
somme et à la différence. L’un te mène à la racine du carré, et l’autre te 
mène au carré.

Procédé qui te mène à la racine du carré : tu partages en deux moitiés 
les racines, on a cinq ; multiplie-le par lui-même, on a vingt-cinq ; 
retranches-en le vingt et un qui est avec le carré, il reste quatre ; prends sa 
racine, on a deux ; retranche-le de la moitié des racines, qui est cinq ; il res
te trois, ce qui est la racine du carré que nous voulons, et le carré est 
neuE^.

Si tu veux, ajoute deux à la moitié des racines, qui est cinq ; on a sept, 
qui est la racine du carré, et le carré est quarante-neuf. Et sache que, si tu 
partages les racines en deux, par ce procédé, et que tu le multiplies par lui- 
même, de sorte que le produit de cela soit plus petit que les dirhams qui 
sont avec les carrés, alors le problème est impossible. Et s’il est exacte
ment égal aux dirhams, alors la racine du carré est égale à la moitié des 
racines sans ajout ni diminution. Nous allons montrer tout ce que nous 
avons dit dans ce problème dans des figures géométriques, si Dieu Très- 
Haut le veut.

Éléments, II.6.
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Procédé qui te mène au carré : tu multiplies les dix racines par elles- 
mêmes, on a cent ; tu multiplies ce cent par vingt et un qui est avec le 
carré, on a deux mille cent ; puis tu partages en deux moitiés le cent, on a 
cinquante ; tu le multiplies par lui-même, on a deux mille cinq cents ; ôtes- 
en les deux mille cent, il reste quatre cents ; prends sa racine, on a vingt ; 
ôte-le de cinquante qui est la moitié de cent, il reste trente ; ôtes-en le vingt 
et un qui est avec le carré, il reste neuf, qui est le carré. Et si tu veux, 
ajoute le vingt au cinquante, on a soixante-dix ; ôtes-en le vingt et un qui 
est avec le carré, il reste quarante-neuf, ce qui est le carré^^.

Tout ce qui te vient à partir de deux carrés, ou plus ou moins, ramène- 
le à un seul carré, comme nous l’avons montré pour les premiers procédés.

Quant à la cause de « un carré plus vingt et un dirhams sont égaux à 
dix racines », le procédé qui te mène à la racine est : il se peut que le carré 
soit plus grand que les dirhams qui sont avec lui, ou plus petit qu’eux. [7''] 
Et le carré ne sera pas égal aux dirhams qui sont avec lui, sauf si le produit 
de la moitié des racines par elle-même est égal aux dirhams qui sont avec le 
carré. C’est alors que le carré sera égal aux dirhams qui sont avec lui. 
Nous allons montrer tout cela et l’expliquer, si Dieu le veut.

Posons les dirhams qui sont avec le carré, c’est-à-dire vingt et un dir
hams, d’abord plus grands que le carré. Et posons le carré une surface car
rée ABDC. Ajoutons à celui-ci le vingt et un qui est avec lui, soit la surface 
ABEL. Donc la surface ABEL est plus grande que la surface ABCD, car 
nous l’avons posée ainsi. Donc la droite BL est plus grande que la droite 
BD ; mais la surface ED est dix racines de la surface ABCD, donc la droite 
DL est dix. Mais la surface EB est le produit de LB par B A, et B A est égale 
à BD, donc le produit de LB par BD est la surface EB. Mais la surface EB 
est vingt et un, donc le produit de LB par BD est vingt et un. Partageons 
alors la droite LD en deux moitiés au point H. La droite LD a donc été par
tagée en deux moitiés au point H et en deux parties différentes au

18 • -  c + b“c = X . Voir le commentaire mathématique p. 41 s q q .
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<point> B, donc le produit de LB par BD plus HB par elle-même est égal à 
HD par elle-même, d’après ce qu’a dit Euclide dans le livre deux de son 
ouvrage’̂ . Mais la droite HD par elle-même est vingt-cinq, car la droite HD 
est cinq, et la droite LB par BD c’est vingt et un ; il reste la droite HB par 
elle-même, quatre ; la droite HB est donc racine de quatre, ce qui est deux. 
Et la droite HD est cinq ; il reste la droite BD, trois, ce qui est la racine du 
carré, et le carré est neuf.

Fig . 4

Si tu veux que nous montrions d’une manière évidente ce que nous 
avons dit, alors nous faisons sur la droite HD une surface carrée, soit la sur
face DK. La surface KD est donc vingt-cinq, [8*̂] car la droite HD est cinq. 
Mais la surface HC est égale à la surface HE, car la droite LH est égale à la 
droite HD, et la surface AH est égale à la surface AN, donc les trois surfaces 
AH, AN, AD font vingt et un. Il reste la surface AK qui est quatre, un carré. 
Car la droite KN est égale à la droite KH et la droite HS est égale à la droite 
NM. Il reste la droite KS égale à la droite KM. Donc la droite MK est deux ; 
mais elle est égale à la droite HB, la droite HB est donc deux, et il reste la 
droite BD, trois, et elle est la racine du carré et le carré est neuf. Ce qu’il 
fallait démontrer.

É lé m e n ts , II.5.
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On a montré dans ce problème que, si on multiplie la moitié des racines 
par elle-même, alors ce produit est plus grand que les dirhams qui sont avec 
le carré de la surface AK.

Posons ensuite les dirhams qui sont avec le carré et qui sont vingt et un 
dirhams, plus petits que le carré. Posons le carré une surface carrée, soit la 
surface ABCD et ajoutons-lui le vingt et un qui est avec lui, soit la surface 
ABEF. Donc la surface AD est plus grande que la surface AF, car nous 
l’avons posée ainsi, la droite DB est plus longue que la droite B F et la sur
face ED est dix racines de la surface AD ; donc la droite DF est dix et le 
produit de la droite FB par la droite BD est vingt et un. Partageons la droite 
FD en deux moitiés au <point> H ; la droite FD a donc été partagée en 
deux moitiés au point H et en deux parties différentes au point B. Donc le 
produit de FB par BD plus BH par elle-même est égal à HD par elle-même, 
d’après ce qu’a dit Euclide dans le deuxième livre de son ouvrage^®. Mais 
le produit de HD par elle-même est vingt-cinq et le produit de DB par BF 
est vingt et un ; il reste le produit de
BH par elle-même quatre, la droite p l e
BH est donc la racine de quatre, 
c’est-à-dire deux. Nous l’ajoutons à 
la droite HD, qui est cinq ; on a donc 
la droite BD sept, ce qui est la racine 
du carré, et le carré est quarante- 
neuf. On a donc montré que, si nous 
posons le carré plus petit que les 
dirhams qui sont avec lui, alors le 
problème est résolu par différence, et 
si nous le posons plus grand que les 
dirhams qui sont avec lui, il est 
résolu par somme.

D

S

N

Fig. 5

Si tu veux aussi que nous montrions de manière évidente ce que nous 
avons dit, alors nous [8''] faisons sur la droite FH une surface carrée FN. Et 
nous prolongeons la droite //yv jusqu’au point K. La surface BN est donc 
égale à la surface NE car la droite NE est égale à la droite NH ; et la droite

É lé m e n ts , II.5.

•S' 1 dÜi y

------ -----------   ̂ ^ J?
aJI \ y j  '-Wy  Jlil t

^  i j  1 i  l ^  5

^   ̂ C

—  ^  ù-

^  J—^  jÂ?r ^  ^
 ̂ Sr̂  j  — 5 V

Jûâ ' ' ^

L jiL 'ÿ -

,ju.l jjo .

C J L i  I ,
U .  ?  01 U .Î ou

*i«; J,l 5..Uwt Ju . T -  ‘ .
k . r  1 ------ ^  lù J U t  Uj'y U k-. 20

ü -  c  S.' -c U  t ; 'i - .  —  ___

JS.ÜI S)U1; / .
d ^ 1n. m Jaii ;A]aA) 9 — O' ;ôU 1



266 Abu Kâmil ; Livre d’algèbre

BH est égale à la droite NK, car la surface AN  est un carré, comme nous 
allons le montrer. Mais la surface FN est vingt-cinq, donc la surface FS 
plus la surface NE sont vingt-cinq ; mais la surface AF est vingt et un, il 
reste la surface AN, quatre, et c’est un carré, car la droite AB est égale à la 
droite AC, la droite KC est égale à la droite HD, la droite HD est égale à la 
droite HF, la droite HF est égale à la droite HN et la droite HN est égale à 
la droite BS, donc la droite BS est égale à la droite KC ; il reste la droite AK 
égale à la droite AS. Donc la surface AN  est un carré et la droite S N est 
deux ; mais la droite SN  est égale à la droite BH, donc la droite BH est 
deux. Ajoutons à celle-ci la droite HD, qui est cinq ; la droite BD sera sept ; 
c’est la racine du carré, et le carré est quarante-neuf^*.

On a aussi montré dans ce problème que, si on multiplie la moitié des 
racines par elle-même, alors le produit est plus grand que les dirhams qui 
sont avec le carré de la surface AN. Ce qu’il fallait démontrer.

Ainsi nous avons montré que, si nous posons le carré plus petit que le 
nombre qui est avec lui, le problème est résolu par différence, et si nous le 
posons plus grand que les dirhams, le problème est résolu par somme.

On a également montré, d’après ce que nous avons décrit pour les deux 
figures à la fois, c’est-à-dire la figure de la différence et la figure de la 
somme, que, lorsque nous multiplions la moitié des racines par elle-même 
-  [9"] dans ce mode parmi les trois -, de façon que la somme soit plus petite 
que les dirhams qui sont avec le carré, alors le problème sera impossible, 
car nous avons montré dans les deux figures à la fois que le produit de la 
moitié du nombre des racines par elle-même est plus grand que les dirhams 
qui sont avec le carré. Et nous avons montré que, si on multiplie la moitié 
du nombre des racines par elle-même de sorte que ce qu’on obtient soit 
égal aux dirhams qui sont avec le carré, alors le carré sera égal à ces 
mêmes dirhams et la racine du carré sera égale à la moitié des racines.

Voir Note complémentaire [1],
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Ju JUl ŷc» (J\il ^  jjJ\ diJi
owtl 20

;0Cl 6 ~~ » 3 •* 2 ~ 1
questio est - 16 — 0' ‘.0^ 9 [ l]  J S \  8 ;üUj1 /

.01 1015” 19 falsa et impossibilis



268 Abu Kâmil : Livre d’algèbre

Nous représentons cela par un problème que nous posons « un carré 
plus vingt-cinq dirhams est égal à dix racines ». Posons le carré une sur
face carrée ABCD, ajoutons à celle-ci les vingt-cinq dirhams qui sont avec 
lui, soit la surface ABEF ; la surface CF tout entière est donc dix racines de 
la surface ABCD. Donc la droite DF est dix. Si nous partageons la droite 
DF en deux moitiés, alors la division ne peut avoir lieu qu’au point B, ou 
au-dessus du point B, ou au-dessous du point B. Posons-la d’abord au- 
dessous du point B si cela est possible. Faisons-la au point H ; la droite FD 
a donc été divisée en deux moitiés au point H et en deux parties différentes 
au point B. Le produit de DB par BF plus BH par elle-même est égal à HF 
par elle-même, d’après ce qu’a mentionné Euclide dans le deuxième livrê .̂ 
Mais le produit de HF par elle-même est vingt-cinq, donc le produit de DB 
par BF plus BH par elle-même est vingt-cinq. Mais le produit de DB par BF 
est la surface BF, car la droite DB est égale à la droite B A et la surface BF 
est vingt-cinq, donc le produit de DB par BF est vingt-cinq ; or ceci est 
absurde et ne peut pas être, donc la moitié de la droite FD ne peut tomber 
au point H.

Fig. 6

Je dis qu’elle ne peut pas non plus tomber au-dessus de B. Si c’était 
possible, qu’elle tombe au point M. Donc la droite FD a été partagée en 
deux moitiés en M, et en deux parties différentes en B. Le produit de DB 
par BF, plus BM  par elle-même, est donc vingt-cinq, car il est égal à MF 
par elle-même, et MF est cinq ; [9''] mais le produit de DB par BF est vingt- 
cinq, ce qui est absurde et ne peut pas être. On a ainsi montré que la moitié 
de la droite DF ne peut se trouver ni au-dessus de B, ni au-dessous de lui ;
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elle est donc au point B. La droite BD est donc cinq, c’est la racine du 
carré, et le carré est vingt-cinq, qui est la surface AD. Ce qu’il fallait 
démontrer.

Quant à la cause du procédé qui te mène au carré, nous posons le carré 
la droite AB et nous lui ajoutons les dirhams qui sont avec lui, c’est-à-dire 
vingt et un ; soit la droite BC. Donc la droite AC est dix racines de la droite 
AB. Construisons sur la droite AC une surface carrée, soit le carré ACDE, 
qui est cent fois la droite AB multipliée par une des unités de la droite AB, 
car la droite AC  est dix racines de la droite AB. Mais dix racines d’une 
chose multipliées par elles-mêmes sont égales à cette chose multipliée cent 
fois. Posons la surface AH égale au carré AE. Donc AH est égale à la droite 
AB multipliée cent fois par l’unité, la droite AM est donc cent ; achevons la 
surface AN, donc la surface B N  est deux mille cent, car la droite BC est 
vingt et un et la droite CN cent. La surface BN est donc deux mille cent. 
Faisons la surface MO égale à la surface AE ; mais la 
surface AE  est égale à la surface AH, donc la surface AH 
est égale à la surface MO. Nous ôtons communément la 
surface IH, il reste la surface AK égale à la surface KN.
Posons la surface KC commune, donc la surface B N tout 
entière est égale à la surface AO tout entière. Mais la 
surface B N est deux mille cent, donc la surface AO  est 
deux mille cent. Or elle est le produit de CO par ON, car 
ON est égale à [10^ 01. Partageons CN en deux moitiés au 
point L, donc la droite CN a été partagée en deux moitiés 
au <point> L et en deux parties différentes au <point> O ; 
le produit de CD par ON plus LO par elle-même est donc 
égal à LC par elle-même. Mais LC par elle-même, c’est 
deux mille cinq cents. Et la droite CO par la droite ON est 
deux mille cent. Il reste la droite LO par elle-même, quatre 
cents, et LO  est vingt. Mais L N  est cinquante.

H M 

Fig. 7

Donc il reste
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ON trente. Mais la droite ON est égale à la droite 01 et la droite 01 est 
égale à la droite AC, donc la droite AC  est trente ; mais la droite CB est 
vingt et un ; il reste la droite AB neuf, ce qui est le carré. Ce qu’il fallait 
démontrer.

Nous avons donc montré la cause de la soustraction dans ce procédé et 
nous allons le montrer par la somme, si Dieu Très-Haut le veut. Nous 
posons la division de la droite CN en deux moitiés à l’intérieur de la 
surface IN au point L, si nous posons le carré plus grand que les dirhams 
qui sont avec lui, comme nous l’avons montré pour la cause du procédé qui 
mène à la racine. Le produit de CO par ON plus OL par elle-même est égal 
au produit de LC par elle-même. Mais LC par elle-même est deux mille 
cinq cents, et CO par ON est deux mille cent. Il reste OL par elle-même 
quatre cents. Donc OL est vingt ; mais LN est cinquante, donc NO  est 
soixante-dix ; mais NO est égale à 10 et 10 est égale à AC, donc AC est 
soixante-dix ; mais BC est vingt et un, il reste donc AB quarante-neuf, c’est 
le carré. Ce qu’il fallait démontrer.

Il est clair, d’après ce que nous avons décrit, que, si tu multiplies par 
elles-mêmes les racines qui sont égales au carré plus le nombre -  dans ce 
mode parmi les trois -, si ensuite tu prends la moitié du produit et que tu la 
multiplies par elle-même, et que cela est égal au produit des dirhams qui 
sont avec le carré par le produit des racines par elles-mêmes, alors on a le 
carré [10''] égal aux dirhams qui sont avec lui. Mais si tu multiplies les dir
hams par le produit des racines par elles-mêmes, et si cela était plus grand 
que la moitié du produit obtenu de la multiplication de la moitié des racines 
par elle-même par lui-même, alors le problème est impossible. Nous avons 
donc expliqué tout ce que ce procédé contient. Il n’y a de puissance qu’en 
Dieu.

Les racines plus le nombre égaux à des carrés, c’est par exemple 
lorsque tu dis : « trois racines plus quatre en nombre sont égaux à un 
carré ». Dans ce problème également il y a deux procédés, l’un te mène à 
la racine du carré et l’autre te mène au carré. Je vais les donner tous les 
deux et montrer leurs causes selon des figures géométriques, si Dieu Très- 
Haut le veut.
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Procédé qui te mène aux racines : partage en deux moitiés les racines, 
on a un plus un demi, que tu multiplies par lui-même, on a deux plus un 
quart, que tu ajoutes à quatre, on a six plus un quart, prends sa racine, deux 
plus un demi, ajoute-la à la moitié des racines qui est un plus un demi, on a 
quatre, ce qui est la racine du carré et le carré est seize^l

Procédé qui te mène au carré : tu multiplies les trois racines par elles- 
mêmes, on a neuf ; tu multiplies ce neuf par les quatre dirhams qui sont 
avec les racines, on a trente-six ; tu partages ensuite le neuf en deux moi
tiés, on a quatre et demi ; multiplie-le par lui-même, on a vingt et un quart ; 
ajoute-le au trente-six, on a cinquante-six et un quart ; prends sa racine, on 
a sept et un demi ; ajoute-le aux quatre plus un demi, qui est la moitié de 
neuf, et aux quatre dirhams qui étaient avec les racines -  ce qui est huit et 
demi -  cela est seize, ce qui est le carré.

Et tout ce qui est plus qu’un carré, ou moins, ramène-le à un seul 
carré, comme nous l’avons fait dans le premier problème.

Quant à la cause dans ce problème « trois racines plus quatre en nom
bre égal un carré » du procédé qui te mène à la racine, c’est ; nous posons 
le carré une surface carrée AB CD qui est trois racines et quatre en nombre. 
Nous coupons ensuite de la surface AD la surface AN, et nous la supposons 
trois racines de la surface AD. 11 est clair, d’après ce que nous avons décrit, 
que la droite AE est trois en nombre, et que la surface [1 T] ED qui reste est 
quatre en nombre. Nous partageons la droite AE en deux moitiés au point 
H. La droite AE a. donc été partagée en deux moitiés au <point> H, et on a 
ajouté à sa longueur la droite EB ; donc le produit de AB par BE plus EH 
par elle-même est égal à H B par elle-même, d’après ce qu’a dit Euclide 
dans le second livrê "̂ . Mais le produit de AB par BE est quatre, car AB est 
égale à BD. Et le produit de EH par elle-même est deux plus un quart. Donc 
le produit de HB par elle-même est six plus un quart. La droite HB est donc 
deux plus un demi et la droite HA est un plus un demi, donc la droite AB est 
quatre, ce qui est la racine du carré, et le carré est seize.

2 3 3x + 4 = x^ 4 = -3 x

3) 2 O r3V  -, . -, P r  . 9 25 3 5 .X—  =x -3 x+ \-\  =3x + 4 - 3 x +  -  =4 + — = —  , x ----= -,JC = 4.
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M 0
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Fig. 8

Si nous construisons sur la droite HB une surface carrée HK, si nous 
posons la droite M l égale à la droite ND et si nous menons la droite MO 
parallèle à la droite EH, alors il est clair que la surface MS est égale à la 
surface ID car la droite AB est égale à la droite DB et la droite HB est égale 
à la droite BK ; il reste la droite KD égale à la droite AH. Mais la droite AH 
est égale à la droite HE et la droite HE est égale à la droite OM, donc la 
droite OM est égale à la droite KD et la droite MI est égale à la droite ND. 
La surface 01 est donc égale à la surface ID. Posons la surface EK com
mune. La surface ED tout entière est donc égale à la somme des surfaces 
01 et IB ; mais la surface ED est quatre, donc la surface 01 plus la surface 
IB est quatre. Mais il est clair que la surface HM est un carré, car la droite 
HB est égale à la droite lE, et la droite MI est égale à la droite EB ; il reste 
la droite HE égale à la droite EM. Mais la droite HE est un plus un demi. 
Donc la surface HM est deux plus un quart. La surface HK  est donc tout 
entière six plus un quart. La droite HB est donc deux plus un demi et la 
droite AH est un plus un demi ; la droite AB est donc quatre, ce qui est la 
racine du carré, et le carré est seize.

Et il y a une autre forme qui mène à cela : posons le carré une surface 
carrée AB CD, ce qui est trois racines et quatre en nombre. Coupons de la 
droite AC une droite AH et posons-la un plus un demi, et menons la droite 
HM parallèle à la droite AB ; la. surface AM est une racine plus la moitié 
d’une racine. Posons la droite OD également un plus un demi et menons 01 
parallèle à BD ; la surfaee OB est donc aussi une racine plus une demi- 
racine. Il est clair que la surface AM plus la surface [1 T] ND plus la surface 
NB est trois racines ; il reste la surface HO, quatre en nombre, plus la sur
face NB. Mais la surface NB est deux plus un quart, donc la surface HO est 
six plus un quart. La droite CH est donc deux plus un demi et la droite HA
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est un plus un demi. Donc la droite AC tout entière est quatre, ce qui est la 
racine du carré, et le carré est seize. Ce qu’il fallait démontrer.

N

Fig. 9

La cause du procédé qui te mène au carré : nous posons le carré la 
droite AB, donc la droite AB est trois racines plus quatre en nombre ; nous 
posons la droite CB quatre en nombre. Il reste la droite AC trois racines de 
la droite AB. Nous construisons ensuite sur la droite AC une surface carrée 
ACDE qui est neuf fois la droite AB multipliée par un. Nous posons la sur
face AH égale au carré AE. Il est clair que la droite AN  est neuf, et elle est 
égale à la droite CK. La droite CK est donc neuf et la droite CB est quatre. 
La surface CH est donc trente-six. Nous coupons de la droite AD une droite 
égale à AN, soit la droite AO, et nous menons la droite OL parallèle à la 
droite DE ; la surface OC est donc égale à la surface AK. Mais la surface 
AE était égale à la surface AH. Il reste la surface OE égale à la surface KB. 
Mais la surface KB est trente-six, donc la surface OE est trente-six, et la 
droite OA est neuf, car elle est égale à la droite AN. Partageons la droite OA 
en deux moitiés au point [12"] M ; la 
droite OA a donc été partagée en 
deux moitiés au point M  et sa lon
gueur a été augmentée de la droite 
OD. Le produit de AD par DO, plus 
OM par elle-même, est égal à MD 
par elle-même, d’après ce qu’a dit 
Euclide dans le livre deux^ .̂ Mais le 
produit de AD par DO est égal à la 
surface OE, car AD est égal à DE, et 
la surface OE  est trente-six. Le 
produit de AD par DO est donc 
trente-six et le produit de OM par Fig. 10
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elle-même est vingt plus un quart. Nous les additionnons, on a cinquante- 
six et un quart. Le produit de MD par elle-même est donc cinquante-six et 
un quart, donc la droite MD est sept plus un demi, la droite AM est quatre 
plus un demi et la droite CB est quatre ; la droite AB est donc seize, ce qui 
est le carré. Ce qu’il fallait démontrer.

Ce sont les six modes que nous avons annoncés dans notre livre ; nous 
avons montré leur mode d’inférence et la cause de chacun. Trois binômes^® 
qui sont des carrés égaux à des racines, des carrés égaux à un nombre, des 
racines égales à un nombre, et trois trinômes^^ qui sont des carrés plus des 
racines égaux à un nombre, des carrés plus un nombre égaux à des racines, 
et des racines plus un nombre égaux à des carrés. Beaucoup de calculs 
d’algèbre et déal-muqâbala te mènent nécessairement à l’un d’eux. Je pose
rai pour chacun de ces six modes un problème, auquel te mène le calcul de 
l’algèbre et déal-muqàbala.

Nous commençons d’abord par la multiplication des choses les unes 
par les autres, des choses et des nombres par eux-mêmes ou par des choses 
ou par des nombres, ou par d’autres choses que celui qui examine notre 
livre doit connaître ; il n’y a de puissance qu’en Dieu Très-Grand.

<Multiplication, addition et soustraction des termes>28

Je te montre comment multiplier les choses qui sont les racines les unes 
par les autres si elles sont seules ou si elles sont avec des nombres ou si 
elles sont [12''] soustraites d’un nombre ou si le nombre est soustrait 
d’elles, et comment les additionner les unes aux autres, et comment les 
soustraire les unes des autres.

Si les choses sont toutes additionnées à un nombre, alors la quatrième 
multiplication est donc additive, et la quatrième est dès lors la multiplica
tion des choses les unes par les autres, ou la multiplication des nombres les 
uns par les autres, car, si on multiplie deux nombres par deux nombres, 
alors il faut les multiplier quatre fois : on multiplie les deux premiers nom
bres par chacun des deux autres nombres, alors la multiplication a lieu 
quatre fois.

Litt. : singuliers (mufrada).
Litt. : combinés (jnaqruna).
Abu Kâmil donne les règles suivantes : 1) (a + b){c + d ) , 2) {a -  b)(c -  d) ; 

3) {a + b)(c — d) ,4) (a -  b){c + d) pour a, b,c, d> 0.
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Et si les choses sont toutes soustraites d’un nombre, alors la quatrième 
multiplication est additive, c’est la multiplication des choses les unes par 
les autres. Si l’une des deux est soustractive et l’autre additive, alors la 
quatrième multiplication est soustractive. C’est la multiplication des choses 
les unes par les autres. Si les nombres sont tous soustraits des choses, alors 
la quatrième multiplication est additive, et la quatrième est la multiplication 
de l’un des deux nombres par l’autre. Si l’un des nombres est ajouté aux 
choses et l’autre soustrait des choses, alors la quatrième multiplication est 
soustractive, c’est la multiplication de l’un des deux nombres par l’autre. Si 
les choses sont ajoutées à un nombre et un nombre soustrait des choses, 
alors la quatrième multiplication est soustractive. C’est le produit des 
choses additives par le nombre soustractif.

Si nous exposons ce qui est la quatrième multiplication d’après ce que 
nous avons constaté, à savoir que les arithméticiens commencent par elle 
lors de la multiplication, il est possible que la quatrième multiplication soit 
différente de ce que nous avons exposé. Il reste que, en général, la multipli
cation de deux soustraits l’un par l’autre est additive, la multiplication du 
soustrait par l’additif est soustractive et la multiplication de l’additif par 
l’additif est additive.

Et sache que le produit des choses par des choses est des carrés, et les 
choses par les nombres sont des choses ou des racines. Car la chose est la 
racine, et la racine est la chose. Ce ne sont que deux noms qui se rapportent 
à un même nommé.

Si on te dit : combien est une chose par dix dirhams, [13"] tu dis : dix 
choses. En voici le procédé : tu poses la chose à la place de un, tu multi
plies un par dix, on a dix, ce sont donc dix choses. Si on dit : combien sont 
deux choses par dix, alors tu dis : vingt choses. En voici le procédé : tu 
poses les deux choses à la place de deux. Tu multiplies deux par dix, on a 
vingt, on a donc vingt choses. De même pour plus de choses, pose chaque 
chose à la place de un, puis multiplie le nombre de cela par le nombre. Ce 
qu’on obtient, ce sont des choses. Car tout nombre étant multiplié par l’un 
des genres, alors chaque élément appartenant à ce genre aura la place de un. 
Si c’est une chose, on la pose un ; si c’est deux choses, on les pose deux, de 
même si ce sont des carrés ou autres ; puis on multiplie par le nombre. Ce 
qu’on obtient appartient à ce genre.

Le produit de chacun comporte quatre termes. Abû Kàmil énonce alors la règle 
suivante : le quatrième terme bd>0  dans 1) et 2) et M  < 0 dans 3) et 4) ; et la règle des 
signes : le produit de deux termes additifs ou soustractifs est additif, et le produit d’un 
terme additif et d’un terme soustractif est soustractif. Il démontre ensuite 
géométriquement les règles d’associativité et de distributivité : a (b ■ x) = (a • b)x ; 
a{b • y )  = (ab) x" ; {ax){bx) = (ab)x^ ; (jc + a)x = x  ̂+ ax , (a -  x)x = ax -  x ^ , a, b E Q+.
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Je composerai des figures pour te montrer ce que nous venons de dire 
de manière évidente. Il n’y a de puissance qu’en Dieu.

Si on dit ; combien est une chose par une chose, tu dis un carré. En 
voici le procédé : tu poses la chose à la place de un, puis tu multiplies un 
par un, on a un, ce qui est le carré. Si on dit : combien sont deux choses par 
deux choses, tu dis quatre carrés. En voici le procédé : tu poses les deux 
choses à la place de deux et tu multiplies deux par deux, on a quatre, 
comme je te l’ai expliqué. De même trois choses par deux choses, tu multi
plies trois par deux, on a six carrés ; de même une demi-chose par une 
demi-chose, on a un quart de carré. De même pour plus de choses ou 
moins de choses. Pose chaque chose à la place de un, et chaque fraction 
d’une chose à la place d’une fraction de un, puis multiplie les unes par les 
autres ; ce qu’on obtient, ce sont des carrés.

Je compose une figure par laquelle je te fais comprendre la figure du 
carré et de la chose, et nous composons la figure pour la multiplication de 
deux choses par deux choses.

Posons la droite AC deux choses, et la droite CE deux choses ; on mul
tiplie la droite AC par la droite CE, on a la surface AE. Je dis que la surface 
AE est quatre carrés.

Démonstration : partageons la droite AC par le nombre de ce qu’elle 
comprend de choses. Alors ses parties sont AB et BC. Et partageons <la 
droite> CE par le nombre [13''] de ce qu’elle comprend de choses. Ses 
parties sont CD et DE. Menons du point B une droite parallèle à la droite 
CE ; soit
la droite BO \ et menons du point D une droite c b a 
parallèle à la droite AC  ; soit la droite DH. Il se 
produit donc dans la surface AE quatre carrés égaux 
qui sont le carré HB, le carré BD, le carré DO, le 
carré OH. Chacun de ces carrés est un carré. Mais 
chacune des droites AB, BC, CD, DE multipliée par 
un est une chose. Ce sont là le carré et la chose. La 
surface AE est donc quatre carrés. Ce qu’il fallait °
démontrer. Fig. 11
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Si on dit : combien sont trois choses par six dirhams ; pose les trois 
choses à la place des trois dirhams, puis multiplie trois par six, on a dix- 
huit choses.

En voici le procédé : nous posons AB six en nombre et la droite BD 
trois choses. Nous multiplions la droite AB par la droite BD, on a la surface 
AD. Je dis que la surface AD est dix-huit choses.

Démonstration : partageons la droite AB, qui est six, par le nombre des 
unités qu’elle contient. On a six parties qui sont AC, CE, EF, FG, GH, HB ; 
et partageons la droite BD par le nombre des choses qu’elle contient, on a 
les parties BI, IK, KD. Menons ensuite des points C, E, F, G, H des droites 
parallèles à la droite BD, qui sont HL, GM, EN, EP, CO. Menons des points 
1 K deux droites parallèles à la droite AB, qui 
sont IQ, KS. Alors il se produit dans la surface 
AD dix-huit surfaces égales, comme nous le 
voyons dans la figure. Chacune d’elles est 
égale à la surface HI. Mais la surface HI est le 
produit d’une chose, qui est la droite BI, par un,
[14T qui est la droite H B ; donc la surface HI 
est une chose et la surface AD tout entière est 
dix-huit choses. C’est cela que signifie la mul
tiplication d’un nombre par les choses. Ce qu’il 
fallait démontrer.

Fig. 12

D  K

Si on te dit : combien sont dix dirhams plus une chose par une chose ; 
tu dis : dix choses plus un carré.

Procédé : tu multiplies une chose par dix dirhams, on a dix choses, puis 
tu multiplies une chose par une chose, on a un carré. Tu les additionnes, on 
a dix choses plus un carré.
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Je te le montre dans cette figure : nous posons les dix dirhams plus la 
chose, la droite AC  : AB dix, BC une chose ; et la droite CD une chose. 
Nous multiplions la droite AC par la droite CD, on a la surface AD. Je dis 
que la surface AD est dix choses plus un carré.

D E

Fig. 13.1

Démonstration : la droite BE est égale à la droite CD, et la droite CD 
est égale à la droite BC. Donc la droite BE est égale à la droite BC. Mais la 
droite BC est une chose. Donc la droite BE est une chose. Mais la droite AB 
est dix et la surface AE est le produit de la droite AB par la droite BE ; elle 
est donc dix choses. Or la surface BD est un carré car elle est un carré ; et 
elle est le produit de BC, qui est une chose, par la droite CD, qui est une 
chose. La surface AD tout entière est donc dix choses plus un carré. Ce 
qu’il fallait démontrer.

Si on dit : combien sont dix dirhams moins une chose par une chose, tu 
dis : dix choses moins un carré.

En voici le procédé : tu multiplies dix dirhams par une chose, on a alors 
dix choses. Tu multiplies ensuite une chose par une chose, on a un carré, 
que tu ôtes de dix [14''] choses. Il reste dix choses moins un carré.

Je te le montre dans cette figure : tu poses les dix dirhams la droite AC 
et tu poses la droite BC une chose, il reste la droite AB dix dirhams moins 
une chose ; tu poses la droite BE une chose, tu multiplies AB, qui est dix 
dirhams moins une chose, par la droite BE, qui est une chose ; on a la sur
face AE. Je dis que la surface AE est dix choses moins un carré.
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Démonstration ; posons la droite CD une chose 
également et achevons la surface AD à angles droits. 
La surface AD est dix choses, car la droite AC est 
dix ; la droite CD est une chose, et le carré BD est un 
carré, car elle est le produit de la droite BC, qui est 
une chose, par la droite CD qui lui est égale. Il reste la 
surface AE dix choses moins un carré. Ce qu’il fallait 
démontrer.

E
Fig. 13.2

Si on dit : combien sont dix dirhams plus une chose par dix dirhams 
plus une chose, tu dis : cent dirhams plus un carré plus vingt choses.

En voici le procédé : tu multiplies dix dirhams par dix dirhams, on a 
cent dirhams ; tu multiplies ensuite une chose par dix dirhams, on a dix 
choses additives. Puis tu multiplies une chose par dix dirhams, on a dix 
choses additives, puis tu multiplies une chose par une chose, on a un carré 
additif. Et tout cela est cent dirhams plus vingt choses plus un carré.

Je te le montre dans cette figure. Nous posons la droite AB dix dirhams 
plus une chose : AC dix et CB une chose. Nous posons la droite BD dix dir
hams plus une chose : la droite DE dix et la droite BE une chose. Nous 
multiplions ensuite la droite AB par la droite BD, on a la surface AD. Je dis 
que la surface AD est cent dirhams plus un carré plus vingt choses.

Démonstration : menons [15‘] du b c a
point C une droite parallèle à la 
droite BD, soit la droite CH. Menons 
du point E une droite parallèle à la 
droite AB, soit la droite EG. Donc 
CE est un carré et GH est un carré.
Et Euclide a montré cela^ .̂ Mais la 
surface CG est égale à la surface 
EH ; et la surface GH est cent, car 
elle est le produit de la droite AC, Fig. 14

qui est dix, par la droite ED, qui est dix. Et la surface GC est dix choses, 
car elle est le produit de la droite CB, qui est une chose, par la droite AC,

Éléments, II.4.
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qui est dix. Mais la surface EH est aussi dix choses, car elle est le produit 
de la droite BE, qui est une chose, par la droite ED, qui est dix. Et la sur
face carrée CE est un carré, car elle est le produit de la droite CB, qui est 
une chose, par la droite BE, qui est une chose. Nous additionnons ensuite 
les quatre surfaces que sont les surfaces GH, GC, CE, EH, on a cent dir
hams plus un carré plus vingt choses. Or les quatre surfaces sont comme la 
surface AD, donc la surface AD est cent dirhams plus un carré plus vingt 
choses. Ce qu’il fallait démontrer.

Si on dit : combien sont dix dirhams moins une chose par dix dirhams 
moins une chose, alors tu dis : cent dirhams plus un carré moins vingt cho-
seŝ °.

En voici le procédé : tu multiplies dix dirhams par dix dirhams, on a 
cent dirhams. Tu multiplies ensuite une chose soustractive par dix dirhams, 
on a dix choses soustractives. Tu multiplies ensuite une chose soustractive 
par dix dirhams également, on a dix choses soustractives. Puis tu multiplies 
une chose soustractive par une chose soustractive, on a un carré additif. Tu 
additionnes tout cela, on a cent dirhams plus un carré moins vingt choses.
Je montre cela dans cette figure. Tu poses la droite AB dix dirhams [15''] 
moins une chose : AC  dix et 5C  une chose. Tu „  ̂ .
poses la droite DE dix dirhams moins une chose :
CD dix et CE une chose. Tu multiplies la droite 
AB, qui est dix dirhams moins une chose, par la 
droite ED, qui est dix dirhams moins une chose.
On a le carré GH. Je dis que le surface GH est cent 
dirhams plus un carré moins vingt choses.

Démonstration : complétons la surface AD et 
menons du point B une droite parallèle à la droite 
CD, soit la droite BH. Menons du point E une

Fig. 15
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droite parallèle à la droite AC, soit la droite EG. La surface AD est cent, car 
la droite AC  est dix et la droite CD est dix. La surface GC est dix choses, 
car la droite AC est dix et la droite CE une chose. La surface BD est aussi 
dix choses, car la droite DC est dix et la droite CB une chose. La surface du 
carré BE est un carré, car elle est le produit de la droite BC, qui est une 
chose, par la droite CE, qui est aussi une chose. Il reste la surface EH dix 
choses moins un carré, et la surface AE dix choses. Donc la surface GC 
plus la surface EH est vingt choses moins un carré. Mais la surface AD est 
cent. Il reste la surface GH cent dirhams plus un carré moins vingt choses. 
Ce qu’il fallait démontrer.

Si on te dit : combien sont dix dirhams et une chose par dix dirhams 
moins une chose, alors tu dis : cent dirhams moins un carré.

En voici le procédé ; tu multiplies dix dirhams par dix dirhams, on a 
cent dirhams ; puis tu multiplies la chose additive par dix, on a dix choses 
additives ; tu multiplies ensuite la chose soustractive par dix, on a dix cho
ses soustractives. L’additif est annulé par le soustractif, [16^ et il restera 
alors cent dirhams. Tu multiplies ensuite la chose additive par la chose 
soustractive, on aura un carré soustractif, que tu ôtes de cent dirhams ; il 
restera donc cent dirhams moins un carré.

Je te le montre dans cette figure ; tu poses la droite AB dix dirhams plus 
une chose : AC  dix et CB une chose. Tu poses la droite BE dix dirhams 
moins une chose : la droite BD dix et la droite ED une chose. Tu multiplies 
la droite AB, qui est dix dirhams plus une chose, par la droite BE, qui est 
dix dirhams moins une chose ; on a alors la surface AE. Je dis que la sur
face AE est cent dirhams moins un carré.

Démonstration : nous achevons b c ^
la surface AD. La surface AD est 
cent dirhams plus dix choses, puis
que la surface AH  est cent et est le 
produit de A C par CH, que A C est 
dix et CH égal à BD, et que BD est d h i

Fig. 16
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dix, donc CH est dix. Mais la surface CD est dix choses, car elle est le pro
duit de CB, qui est une chose, par BD, qui est dix. La somme est la surface 
AD, qui est cent dirhams plus dix choses. Mais la surface GH est aussi dix 
choses car elle est le produit de MH par MG ; donc la surface GH est égale 
à la surface HB. Coupons alors de la surface HG une <surface> égale à la 
surface carrée MD, soit la surface KH. La surface KH  est donc aussi un 
carré qui est un carré. II reste donc la surface GI égale à la surface MB. La 
surface AM et la surface GI sont donc égales à la surface AE. Mais la sur
face AM et la surface GI sont cent dirhams moins un carré, car la surface 
KH est un carré. La surface AE est par conséquent cent dirhams moins un 
carré. Ce qu’il fallait démontrer.

Si on te dit : combien sont dix dirhams plus une chose par une chose 
moins dix dirhams, alors dis : un carré moins cent dirhams.

En voici le procédé ; tu multiplies la chose par la chose, on a un carré ; 
tu multiplies ensuite la chose par [16''] les dix dirhams additifs, on a dix 
choses additives ; puis tu multiplies la chose par les dix dirhams soustrac
tifs, on a dix choses soustractives. Les choses additives sont annulées par 
les choses soustractives, il reste un carré. Tu multiplies ensuite les dix dir
hams additifs par les dix dirhams soustractifs, on a cent dirhams soustrac
tifs, que tu ôtes du carré ; il reste donc un carré moins cent dirhams.

Je montre cela dans cette figure : nous posons la droite AB dix dirhams 
plus une chose : AC  dix et CB une chose. Nous posons la droite BE une 
chose moins dix : BD une chose et ED dix. Nous multiplions la droite AB, 
qui est dix dirhams plus une chose, par la droite BE, qui est une chose 
moins dix dirhams ; on a alors la surface AE. Je dis que la surface AE est un 
carré moins cent dirhams.

Démonstration : complétons la 
surface AD. La surface AD est donc 
dix choses plus un carré, car la 
droite AB est dix dirhams plus une 
chose, et la droite BD est une chose.

Fig. 17
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Menons la droite CH parallèle à la droite BD : la surface CD est donc un 
carré et elle est un carré, car elle est le produit de CB, qui est une chose, 
par BD, qui est une chose. Mais la surface AH est égale à la surface HE car 
la droite CH est égale à la droite HD. Et la droite AC est égale à la droite 
ED. La surface AH  plus la surface CE sera un carré. Or la surface KH est 
cent, car AC est égal à KL et AC est dix. Donc KL est dix. Et LH est égal à 
ED et ED est dix, donc LH est dix. Donc la surface KH est cent. Il reste la 
surface AE un carré moins cent dirhams. Ce qu’il fallait démontrer.

Si on te dit : combien sont dix dirhams plus deux tiers d’une chose par 
trois dirhams moins six choses, dis : trente dirhams moins quatre carrés 
moins cinquante-huit choses.

En voici le procédé ; tu multiplies dix [17"] dirhams par trois dirhams, 
on a trente dirhams ; tu multiplies deux tiers d’une chose par trois dirhams, 
on a deux choses additives. Tu multiplies six choses soustractives par dix 
dirhams, on a soixante choses soustractives. Tu ôtes les deux choses additi
ves des soixante choses soustractives, il reste trente dirhams moins cin
quante-huit choses ; tu multiplies ensuite les six choses soustractives par les 
deux tiers d’une chose additive, on a quatre carrés soustractifs que tu ôtes 
alors de trente dirhams moins cinquante-huit racines, il reste trente dirhams 
moins quatre carrés moins cinquante-huit racines.

Dans ce que je t’ai expliqué à propos de la multiplication des choses et 
des nombres les uns par les autres, tu peux procéder ainsi pour tout ce qui 
te vient de toute cette espèce. Il n’y a de puissance qu’en Dieu Très-Grand.

cMultiplication et division des racines>^^

[Abû Kâmil a dit] : si tu veux doubler la racine d’un nombre connu ou 
d’un carré inconnu, alors « doubler cela » signifie prendre ses deux raci
nes. Si tu veux multiplier les deux racines d’un nombre connu ou d’un

Voir Chapitre II, p. 54-55.
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carré inconnu par la racine d’un autre nombre ou d’un autre carré, alors 
pose les deux racines à la place de deux, multiplie ensuite deux par deux, 
puis par le nombre connu ou le carré inconnu ; alors la racine du produit 
sera les deux racines du nombre connu ou du carré inconnu. Si tu veux 
trois racines, multiplie alors trois par trois puis par le nombre connu ou le 
carré inconnu, alors la racine du produit est trois racines du nombre connu 
ou du carré inconnu. Et si tu veux la moitié de sa racine, alors multiplie un 
demi par un demi ; on a un quart ; puis par le nombre connu ou le carré 
inconnu, alors la racine du produit est la moitié de la racine du nombre 
connu ou du carré inconnu. De même quand il y en a plus et quand il y en a 
moins, c’est selon cet exemple.

Exemple : nous voulons doubler la racine de seize. Nous multiplions 
deux par deux, on a quatre ; puis nous multiplions quatre par seize, on a 
soixante-quatre. La racine de soixante-quatre est huit, ce qui est le double 
de la racine de seize.

Je montre cela dans cette figure : nous posons seize une surface carrée 
ABCD, et la droite [17''] CD est la racine de la surface carrée ABCD. Si 
nous voulons la doubler, alors nous prolongeons la droite CD jusqu’à E et 
nous posons la droite CE égale à la droite CD. La droite ED est le double 
de la racine de la surface ABCD. Si tu veux savoir de quel nombre elle est 
la racine, alors nous construisons sur la n H
droite ED une surface carrée EG, donc la 
droite ED est la racine de la surface EG. Je 
dis que la surface EG est le quadruple de la 
surface CB.

Démonstration : prolongeons la droite 
CA jusqu’au point H et la droite AB jusqu’au 
point I ; alors il se produit dans la surface 
EG quatre carrés égaux, qui sont le carré 
CB, le carré BH, le carré H1 et le carré IC.
On a ainsi montré que le carré EG est le 
quadruple du carré CB et que le carré CB est

c
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seize ; donc le carré EG est soixante-quatre. Donc la droite ED est la racine 
de soixante-quatre, ce qui est huit. Ce qu’il fallait démontrer.

Si tu veux prendre la moitié de la racine de neuf, alors multiplie un 
demi par un demi, on a un quart ; multiplie-le par neuf, on a deux plus un 
quart ; la racine de deux plus un quart est un et demi, ce qui est la moitié de 
la racine de neuf.

Si tu veux prendre les deux tiers de la racine de neuf, alors multiplie 
deux tiers par deux tiers, on a quatre neuvièmes ; multiplie-les par neuf, on 
a quatre dont la racine est deux, ce qui est les deux tiers de la racine de 
neuf.

Je montre cela dans cette figure : posons neuf une surface carrée 
ABCD, la droite CD est la racine de neuf et elle est la racine d’une surface 
carrée ABCD. Si nous voulons prendre ses deux tiers, alors nous divisons la 
droite CD en trois parties égales, qui sont CG, GE, ED ; la droite DG est 
donc deux tiers de la droite CD, et elle est les deux tiers de la racine de la 
surface carrée CB. Si nous voulons savoir de quel carré elle est la racine, 
alors nous construisons sur la droite GD la surface carrée GKLD. [18^ Je 
dis que la surface GKLD est quatre neuvièmes de la surface CB et qu’elle 
est quatre en nombre.

Démonstration : prolongeons la droite GK jusqu’au point 7 et menons 
du point E une droite parallèle à DB, soit la droite EH. Prolongeons la 
droite L7T jusqu’au point S, coupons la droite 
LD en deux moitiés au <point> O et menons 
du <point> O une droite parallèle à la droite 
AB, soit la droite OF. Ainsi il se produit 
dans la surface CB neuf surfaces égales qui 
sont les surfaces EO, OM, MB, MI, IS, KF,
FG, KN, NG. Mais la surface GL est quatre 
surfaces parmi ces neuf. Elle est par 
conséquent quatre neuvièmes de la surface 
CB, et la surface CB est neuf. Donc la 
surface GL est quatre. Donc la droite GD est 
la racine de quatre, ce qui est deux. Ce qu’il 
fallait démontrer.
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Tout ce qui te vient de cette espèce, fais-le selon cet exemple, si Dieu 
Très-Haut le veut.

Si tu veux multiplier la racine de neuf par la racine de quatre, alors 
multiplie neuf par quatre, on a trente-six ; prends sa racine qui est six, ce 
qui est la racine de neuf par la racine de quatre.

Je montre cela dans cette figure : posons la droite AB la racine de neuf 
et la droite BC la racine de quatre. Si nous voulons multiplier la droite AB 
par la droite BC, alors construisons sur la droite AC une surface carrée AH. 
Menons du point B une droite parallèle aux droites AE et CH, soit la droite 
BG. Chacune des droites AE et CH est la racine de neuf plus la racine de 
quatre. Posons la droite MH racine de quatre et menons du point M une 
droite parallèle aux droites AC et HE, soit la droite MK. La surface AO est 
neuf [18''] et la droite KO est la racine de neuf. Et la surface OH est quatre 
et la droite GO racine de quatre, car la droite GO est égale à la droite OM et 
la droite OM est égale à la droite BC. Mais O B est égale à O K et le rapport 
de MO à OK est égal au rapport de GO à OB. Mais le rapport de MO à OK 
est égal au rapport de la surface OH à la surface GK, et le rapport de GO à 
OB est égal au rapport de la surface G K à la surface OA. Le rapport de la 
surface GM à la surface GK est donc égal au q
rapport de la surface GK à la surface OA. Le 
produit du nombre qui est dans la surface GM 
par le nombre qui est dans la surface OA est 
égal au nombre qui est dans la surface GK par 
lui-même. Or Euclide a montré cela au sixième 
livre de son ouvrage^^ et il a dit : si on a trois 
nombres proportionnels, alors le produit du 
premier nombre par le troisième est égal au pro
duit du second par lui-même. Nous multiplions

0
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donc les unités qui sont dans la surface HO, soit quatre, par les unités qui 
sont dans la surface AO, qui sont neuf. On a alors trente-six. Le produit des 
unités qui sont dans la surface GK par elles-mêmes est trente-six. La 
surface GK est donc la racine de trente-six, ce qui est six. C’est ce qu’on 
obtient du produit de la racine de neuf par la racine de quatre, car KO est la 
racine de neuf et OM est la racine de quatre. Ce qu’il fallait démontrer.

Si on te dit : combien sont racine de dix par racine de trois, alors multi
plie dix par trois, on a trente ; dis alors : racine de trente. Si on te dit : com
bien sont deux racines de dix par la moitié de racine de cinq, alors examine 
les deux racines de dix, de quel nombre elles sont la racine d’après ce que 
je t’ai montré, alors tu trouves que c’est la racine de quarante. Examine 
ensuite la moitié de la racine de cinq, de quel nombre elle est la racine ; tu 
le trouves comme je te l’ai montré, c’est la racine de un plus un quart. C’est 
comme si on te disait : combien sont la racine de quarante par la racine de 
un plus un quart. Multiplie quarante par un plus un quart, on a cinquante ; 
tu dis : [19̂ ] c’est la racine de cinquante. Et elle est la racine de dix par la 
moitié de la racine de cinq. Je propose pour ce procédé une proposition 
générale. Il n’y a de puissance qu’en Dieu Très-Haut, Très-Grand.

Tout nombre multiplié par un nombre, dont on prend ensuite la racine 
du produit, sera égal au produit de la racine de l’un des nombres par la 
racine de l’autre nombre.

Exemple : B est un nombre et A est un nombre, la racine de B est C et la 
racine de A est D. On a multiplié B par A, on obtient G. La racine de G est 
E. On a multiplié C par D, on obtient H. Je dis que H est égal à E.

Démonstration : C a été multiplié par lui-même, 
on obtient 5, et a été multiplié par D, on obtient H. La 
grandeur de C par rapport à D est donc égale à la 
grandeur de B par rapport à //. De même D a été 
multiplié par lui-même, on obtient A ; multiplié par C, 
on obtient H. La grandeur de C par rapport à D est 
donc égale à la grandeur de H par rapport à A. Or la 
grandeur de C par rapport à D était égale à la grandeur 
de B par rapport à H ; donc le produit de B par A est
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égal au produit de H par lui-même. Mais le produit de B par A est G, donc 
le produit de H par lui-même est G. Mais le produit de E  par lui-même est 
G. Donc le produit de H par lui-même est égal au produit de E par lui- 
même. Donc H est égal à E. Ce qu’il fallait démontrer.

Ce que je t’ai expliqué de cette espèce est suffisant. Il n’y a de force et 
de puissance si ce n’est en Dieu Très-Haut, Très-Grand.

Sache que, quand tu multiplies le quotient par le diviseur, on retrouve 
le divisé ; comme lorsque tu divises dix par deux, on obtient cinq. Lorsque 
tu multiplies deux par cinq, on obtient dix, qui est le nombre qu’on vient de 
diviser. Je compose pour ce procédé une proposition générale.

Pour tout nombre divisé par un nombre, le produit du quotient par le 
nombre diviseur est égal au nombre divisé.

Exemple : A est le nombre divisé, B est le diviseur, on a divisé A [19''] 
par B, on obtient C. Je dis que le produit de B par C est A.

Démonstration : A a été divisé par B, on obtient C, donc C mesure A 
par les unités de 5. Et l’unité mesure B par autant de ses unités. Donc la 
grandeur de l’unité par rapport au nombre B est égale à la grandeur de C 
par rapport à A. Or le produit de l’unité par A est égal au produit de B par 
C, et le produit de l’unité par A est A, donc le produit de B par C est A. Ce 
qu’il fallait démontrer.

Fig. 22
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dit ; divise la racine de dix par la racine de deux, alors divise dix par deux, 
il vient cinq, dis alors : racine de cinq. Si on te dit : divise les deux racines 
de vingt par les trois racines de six, alors examine les deux racines de vingt, 
de quel nombre elles sont la racine, comme je te l’ai expliqué. Tu trouves : 
racine de quatre-vingts. Examine ensuite trois racines de six, de quel nom
bre c’est la racine, tu trouves ; racine de cinquante-quatre. Divise quatre- 
vingts par cinquante-quatre. On obtient un dirham et quatre neuvièmes et 
un tiers d’un neuvième. La racine de cela est deux racines de vingt <divisé 
par> trois racines de six. De même tout ce qui te vient de cette espèce, c’est 
selon cet exemple. Je te montre cette espèce dans une proposition générale, 
si Dieu Très-Haut le veut.

Soit deux nombres dont l’un divise l’autre, alors la racine du quotient 
est égale à ce qu’on obtient de la division de la racine du nombre divisé par 
la racine du nombre diviseur.

Exemple : le nombre A a été divisé par le nombre B, on obtient le nom
bre C. La racine du nombre B est D et la racine du nombre A est / /  ; on a 
divisé H par D, on a obtenu O. Je dis que O est la racine de C.

M

Fig. 23

Démonstration : A a été divisé par B, on obtient C, donc C mesure A 
par la quantité des unités qui sont dans B ; mais l’unité mesure B par la 
quantité des unités qui sont dans B, donc la grandeur de l’unité par rapport 
à B est égale à la grandeur de C par rapport à A. De même H a été divisé 
par D, et on a obtenu O, ce qui est le quotient ; donc O mesure H par la 
quantité des unités qui sont dans D, et l’unité mesure D par la quantité des 
unités qui sont dans D ; donc la grandeur de l’unité par rapport à D est 
égale à la grandeur de O par rapport à H. [20'j Mais un multiplié par lui-
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même donne un, D multiplié par lui-même donne B, O multiplié par lui- 
même donne M H multiplié par lui-même donne A, donc la grandeur de 
l’unité par rapport à B est égale à la grandeur de M par rapport à A. Or la 
grandeur de l’unité par rapport à B est égale à la grandeur de C par rapport 
à A, donc la grandeur de C par rapport à A est égale à la grandeur de M par 
rapport à A ; donc C est égale à M ; mais O est la racine de M, donc O est la 
racine de C. Ce qu’il fallait démontrer.

<Addition et soustraction des racines>

Si tu veux réunir la racine de l’un des nombres à la racine d’un autre 
nombre pour savoir de quel carré elle est la racine, cela n’est pas possible 
pour tout nombre, mais c’est possible pour deux nombres carrés dont cha
cun a une racine, ou si des deux nombres l’un divisé par l’autre le quotient 
a une racine, et si le produit de l’un multiplié par l’autre a une racine. Mais 
ce n’est pas possible d’additionner les racines de deux nombres dans les 
autres cas de sorte que cela devienne la racine d’un seul nombre. De même 
pour soustraire l’un de l’autre.

Commençons d’abord par les deux nombres carrés qui sont neuf et 
quatre. Si nous voulons additionner la racine de neuf et la racine de quatre 
de sorte que vienne la racine d’un seul nombre, alors nous additionnons 
neuf et quatre ; on a treize, nous le retenons. Puis nous multiplions neuf par 
quatre ; on a trente-six ; nous prenons leurs deux racines ; on a douze, que 
nous ajoutons au treize que nous avons retenu ; on a vingt-cinq. Donc la 
racine de vingt-cinq est la racine de neuf et la racine de quatre addition
nées, ce qui est cinq.

Et je montre cela dans cette figure : posons la droite AB racine de neuf 
et la droite AC racine de quatre. Si [20''] nous voulons savoir de quel nom
bre la droite CB est racine, alors nous construisons sur la droite CB une
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surface carrée CG. La droite CB est la racine de la surface CG ; nous cons
truisons sur la droite AB une surface carrée ABKL, et nous prolongeons AK 
jusqu’au point H et KL jusqu’au point O ; la surface KB est neuf car la 
droite AB est la racine de neuf, et la surface OH est quatre car AC est racine 
de quatre ; mais AC est égale à O K et la surface AO est six, car elle est le 
produit de la racine de neuf, qui est la droite AK, par la racine de quatre, qui 
est la droite AC. Or la surface KG est aussi six. Donc la surface CG tout 
entière est vingt-cinq et la droite CB est la racine de vingt-cinq, ce qui est 
cinq. Ce qu’il fallait démontrer.

K

B A C

Fig. 24

Si tu veux soustraire la racine de quatre de la racine de neuf, pour que 
le reste de la racine de neuf soit racine d’un seul nombre, alors tu addition
nes le neuf et le quatre ; on a treize, que tu retiens. Tu multiplies ensuite le 
neuf par le quatre, on a trente-six ; tu prends le double de sa racine, on a 
douze ; tu l’ôtes de treize que tu as retenu, il reste un. La racine de un est 
donc la racine de neuf moins la racine de quatre, ce qui est un.

Je montre cela dans cette figure :
Nous posons la droite AB racine de neuf et la droite AC racine de qua

tre ; si nous soustrayons la droite AC de la droite AB, il reste la droite CB ; 
si nous voulons savoir combien est la droite CB et de quel nombre elle est 
la racine, [2T] alors nous construisons sur la droite AB une surface carrée 
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surface carrée A M, la surface A M est donc quatre ; prolongeons la
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droite jusqu’à N et la droite CM jusqu’à K. Il est clair que le carré MG 
est le produit de la droite CB par elle-même. Mais la surface H K est deux 
car la surface AK  est six, puisqu’elle est le produit de AC par AE, qui est la 
racine de neuf ; et la surface AM  est quatre ; il reste la surface H K, deux ; 
de même la surface CN est deux ; il reste le carré MG égal à un. Mais la 
droite MN est sa racine, elle est un. Or la droite MN est égale à la droite 
CB, donc la droite CB est un. Ce qu’il fallait démontrer.

M

Fig. 25

Si tu veux additionner la racine de dix-huit et la racine de huit de sorte 
qu’elles soient une racine d’un seul nombre, alors cela peut s’additionner 
car, si tu divises dix-huit par huit, on obtient deux plus un quart, qui a une 
racine, et sa racine est un et demi. Si tu divises huit par dix-huit, on obtient 
quatre neuvièmes, qui a une racine, et sa racine est deux tiers. Et si tu mul
tiplies dix-huit par huit, on a cent quarante-quatre, qui a une racine, et sa 
racine est douze.

Tout nombre dont la racine peut s’additionner à la racine d’un autre 
nombre est soumis à cette règle. Leurs deux racines s’additionnent de sorte 
qu’elles deviennent une racine d’un seul nombre. Si l’une des trois pro
priétés que nous avons décrites se trouve dans les deux nombres, alors les 
trois propriétés se trouvent en eux.

Si tu veux savoir de quel nombre elle est la racine, alors procède 
comme je te l’ai décrit, c’est-à-dire que tu additionnes le dix-huit et le huit, 
on a vingt-six, que tu retiens. Tu multiplies ensuite huit par dix-huit, on a
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cent quarante-quatre ; tu prends le double de sa racine, qui est vingt-quatre, 
que tu ajoutes au vingt-six que tu as retenu, on a cinquante. La racine de 
cinquante est donc la racine de huit et la racine de dix-huit additionnées. Si 
tu veux soustraire racine de huit de racine de dix-huit, alors tu ôtes le vingt- 
quatre [2 r] de vingt-six que tu avais retenu, il reste deux. La racine de 
deux est donc la racine de dix-huit moins la racine de huit.

Si tu veux additionner la racine de dix à la racine de deux, alors ceci ne 
peut pas être additionné, ni être une racine d’un seul nombre. Car si tu divi
ses le dix par deux, on obtient cinq, et cinq n’a pas de racine. Et si tu divi
ses deux par dix, on obtient un cinquième, et un cinquième n’a pas de 
racine. Et si tu multiplies deux par dix, on a vingt et vingt n’a pas de racine. 
Si tu les additionnes comme je te l’ai décrit, on obtient le double de racine 
de vingt, que tu ajoutes à douze, une fois prise la racine <de la somme>, 
c’est-à-dire la racine de dix et la racine de deux. Et si tu veux le soustraire 
de l’autre, tu procèdes comme je te l’ai décrit : on obtient douze moins le 
double de racine de vingt. Une fois prise la racine du reste, c’est racine de 
dix moins racine de deux. La question en cela est mieux que la réponse.

Mais il faut, si on te pose une chose de ce genre, que ta réponse soit 
équivalente à la question, car tu dis : racine de dix et racine de deux est 
mieux que de dire douze plus le double de racine de vingt une fois prise la 
racine <de la somme>. Et tu dis également pour la soustraction de l’un de 
l’autre : racine de dix moins racine de deux est mieux que de dire douze 
moins le double de racine de vingt, une fois prise la racine du reste, ce qui 
est racine de dix moins racine de deux. Et le double de racine de vingt est la 
racine de quatre-vingts. Ce que je viens de te montrer est suffisant, si Dieu 
le veut.
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<Les six problèmes>

Voici les six problèmes que je t’ai appris ; je poserai un problème pour 
chacun de ces modes auquel te ramène le calcul de l’algèbre.

Le premier de ces six <problèmes>

C’est par exemple quand tu dis : tu as divisé dix en deux parties, tu as 
multiplié l’une des parties par l’autre, puis tu as multiplié la partie la plus 
grande par elle-même, alors celle multipliée par elle-même est égale à une 
fois et demie l’une des deux parties par l’autre.

On l’infère ainsi : Tu poses la plus grande partie une chose, et l’autre 
dix moins une chose, tu multiplies une chose par dix moins une chose, on a 
dix choses moins un carré, puis tu multiplies [22^ la partie la plus grande 
par elle-même, ce qui est une chose, on a un carré ; on a donc une fois et 
demie dix choses moins un carré ; multiplie alors dix choses moins un 
carré par un et demi, on a quinze choses moins un carré et demi, égales à 
un carré ; restaure le quinze par le carré et demi, afin qu’on ait exactement 
quinze choses. Ensuite ramène le carré plus un demi au carré ; on a donc 
deux carrés et demi égaux à quinze choses ; le carré est donc égal à six 
choses et la chose est égale à six. C’est la plus grande partie. L’autre partie 
est quatre, ce qui reste de dix. Ce problème t’a donc conduit au premier des 
six modes, qui est : « des carrés égaux à des racines

Je montre ce problème dans l’une des figures. 
Nous posons la droite AB dix, la droite AC la grande 
partie et la droite CB la petite partie. Nous multiplions 
la droite AC par la droite CB ; on a la surface CD. 
Nous avons en effet posé la droite CE égale à la droite 
AC. Nous multiplions la droite AC par elle-même, on 
a une surface carrée AE. La surface AE est donc égale Fig. 26

à une fois et demie la surface CD ; donc la droite A C est égale à

33 Cf. Al-Khwârizmi, Le livre d ’algèbre, p. 144. Notons qu’Abü Kâmil donne une 
démonstration géométrique pour chaque problème.
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322 Abu Kâmil : Livre d’algèbre

une fois et demie la droite CB. La droite AB tout entière est donc égale à 
deux fois et demie la droite CB. Mais la droite AB est dix. Donc la droite 
CB est quatre et la droite AC est six. Ce qu’il fallait démontrer.

Deuxième problème

Tu as divisé dix en deux parties, tu as multiplié l’une des parties par 
elle-même, puis tu as multiplié le dix par lui-même, de sorte que le produit 
de dix par lui-même soit égal à six fois plus un quart de fois l’une des deux 
parties multipliée par elle-même.

On l’infère ainsi : tu poses l’une des deux parties une chose, que tu 
multiplies par elle-même, on a un carré ; puis tu multiplies le dix par lui- 
même, on a cent. Le cent est égal à six fois plus un quart de fois le carré. 
Tu multiplies le carré [22''] par six et un quart, on a six carrés plus un quart 
de carré, égaux à cent. Ramène-le à un seul carré, qui est quatre parties de 
vingt-cinq, c’est-à-dire quatre cinquièmes de cinquième. Prends de cent les 
quatre cinquièmes de son cinquième, ce qui est seize ; on a donc seize égal 
à un carré. Sa racine est quatre, c’est la partie cherchée. Ce problème t’a 
donc conduit au second des six modes, qui est : « des carrés égaux à un 
nombre ».

Je montre cela dans cette figure. Posons la 
droite AB dix et CS la partie cherchée ; 
multiplions la droite AB, qui est dix, par elle- 
même ; on a cent, ce qui est la surface AM. 
Nous multiplions ensuite la droite CB par elle- 
même, ce qui est la partie cherchée ; on a le 
carré CD. Le carré AM, qui est cent, est donc 
six fois un quart du carré CD. Partageons le 
carré CD en quatre parties égales dont chacune 
est égale au carré BH. La surface AM est donc 
vingt-cinq fois le carré BH. Mais la surface AM
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324 Abu Kâmil : Livre d’algèbre

est cent, le carré BH est quatre et le carré CD est seize ; la droite CB est 
donc quatre, c’est la partie cherchée. Ce qu’il fallait démontrer.

Troisième problème

Tu as divisé dix en deux parties et tu as divisé la plus grande partie par 
la plus petite pcutie ; le quotient est quatre.

On l’infère ainsi : posons la plus petite partie une chose et la plus 
grande dix moins une chose. On divise dix moins une chose par une chose, 
on obtient quatre. Or je t’ai appris que, si tu multiplies le quotient par le 
diviseur, tu obtiens le nombre que tu as divisé. Alors tu multiplies une 
chose par quatre, on a quatre choses égales à dix moins une chose. [23"] 
Restaure le dix par la chose et ajoute-la aux quatre choses ; on a cinq cho
ses égales à dix dirhams et la chose est égale à deux. Ainsi ce problème t’a 
mené au troisième des six modes, c’est-à-dire : « des choses sont égales à 
un nombre

Je te montre cela dans cette figure. Posons la droite AB dix, CB la plus 
petite partie et la droite ACla plus grande. Si nous divisons la droite AC par 
la droite CB, on obtient quatre. AC est donc le quadruple de CB ; donc AB 
est le quintuple de CB. CB est donc le cinquième de AB ; mais AB est dix, 
donc CB est deux. Ce qu’il fallait démontrer.

Fig. 28

34 Cf. al-Khwàrizmi, Livre d ’algèbre, p. 148.
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Quatrième problème

Tu as divisé dix en deux parties et tu as multiplié la plus petite partie 
par neuf et la plus grande par elle-même ; elles deviennent égales.

On l’infère ainsi : tu poses la grande partie une chose et la petite dix 
moins une chose. Tu multiplies ensuite une chose par elle-même, on a un 
carré. Tu multiplies dix moins une chose par neuf, on a quatre-vingt-dix 
dirhams moins neuf choses égaux à un carré. Restaure-les par les neuf 
choses et ajoute-les au carré, on a un carré  plus neuf choses égaux à 
quatre-vingt-dix dirhams.

Voici le procédé qui te mène à la chose : tu partages en deux moitiés 
les choses, on a quatre et demi ; tu le multiplies par lui-même, on a vingt 
plus un quart ; tu l’ajoutes à quatre-vingt-dix, on a cent dix dirhams plus un 
quart. Prends sa racine, on a dix dirhams et un demi. Ôtes-en la moitié des 
racines, ce qui est quatre et demi ; il reste donc six, qui est la chose et qui 
est la plus grande partie.

Voici le procédé qui te mène au carré : tu multiplies les neuf choses 
par elles-mêmes, on a quatre-vingt-un. Tu les multiplies ensuite par les 
quatre-vingt-dix, on a sept mille deux cent quatre-vingt-dix. Tu partages en 
deux moitiés le quatre-vingt-un, on a quarante et demi ; multiplie-le par lui- 
même, on a mille six cent quarante et un quart. Ajoute-le [23''] au sept mille 
deux cent quatre-vingt-dix, on a huit mille neuf cent trente plus un quart ; 
prends-donc sa racine, on a quatre-vingt-quatorze plus un demi. Ôte-le de 
quarante plus un demi, qui est la moitié de quatre-vingt-un, plus quatre- 
vingt-dix qui était égal au carré plus les racines, c’est-à-dire cent trente 
plus un demi ; il reste trente-six, ce qui est le carré. Ce problème t’a donc 
mené au quatrième des six modes, qui est : « des carrés plus des racines 
sont égaux à un nombre ».
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Je montre cela dans une figure. Nous posons la droite AB dix, la droite 
AC la plus grande partie et la droite CB la plus petite partie. AC par elle- 
même est égale à CB par neuf. Mais AC par neuf et CB par neuf est quatre- 
vingt-dix. Mais CB par neuf est égal à AC par elle-même. Donc AC par 
elle-même et par neuf est quatre-vingt-dix. Nous posons le neuf la droite 
AD ; AC par elle-même et par AD est donc quatre-vingt-dix, ce qui est égal 
à DC par CA. Donc DC par CA est quatre-vingt-dix, et AD est neuf. Nous 
divisons DA en deux moitiés en C ; la droite DA a donc été divisée en deux 
moitiés en E et on lui a ajouté en longueur la droite AC. Le produit de DC 
par CA et AE par elle-même est donc égal au produit de EC par elle-même. 
Mais le produit de DC par AC est quatre-vingt-dix, et le produit de AE par 
elle-même est vingt plus un quart ; le produit de EC par elle-même est donc 
cent dix et un quart, donc EC est dix plus un demi, et AE est quatre plus un 
demi. Il reste donc AC six, ce qui est la plus grande partie ; et la plus petite 
partie est CB, qui est quatre. Ce qu’il fallait démontrer.

Fig. 29

Cinquième problème

Tu as divisé dix en deux parties et tu as multiplié l’une par l’autre, on a 
vingt et un.

On l’infère ainsi : tu poses l’une des parties une chose, et l’autre dix 
moins une chose. Tu multiplies une chose par dix moins une chose, on a 
dix choses moins un carré égaux à vingt et un dirhams. Restaure les dix 
choses par le carré et ajoute-le à vingt et un ; on a un carré [24"] plus vingt 
et un dirhams, égaux à dix racines.
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Voici le procédé qui te mène à la chose : on partage les choses en deux 
moitiés, on a cinq ; tu les multiplies par elles-mêmes, on a vingt-cinq ; 
retranches-en vingt et un, il reste quatre ; tu prends sa racine, on a deux ; 
retranche-le ensuite de cinq, qui est la moitié des racines, il reste trois, ce 
qui est l’une des deux parties ; et l’autre partie est le reste de dix, qui est 
sept. Si tu veux, ajoute le deux au cinq, on a sept, qui est l’une des deux 
parties ; et l’autre est ce qui reste de dix, soit trois.

Voici le procédé qui te mène au carré : tu multiplies les dix racines par 
elles-mêmes, on a cent ; tu multiplies alors le cent par vingt et un, qui est 
avec le carré, on a deux mille cent ; tu divises ensuite le cent en deux moi
tiés, on a cinquante ; tu le multiplies par lui-même, on a deux mille cinq 
cents. Retranches-en les deux mille cent, il reste quatre cents. Prends alors 
sa racine, on a vingt. Ôte-le de cinquante, qui est la moitié de cent, il reste 
trente ; tu ôtes de trente vingt et un qui est avec le carré, il reste neuf, ce 
qui est le carré. Et en ajoutant : tu ajoutes le vingt au cinquante, on a 
soixante-dix ; tu en ôtes le vingt et un, il reste quarante-neuf, ce qui est le 
carré. Ce problème t’a donc mené au cinquième des six modes, qui est : 
« des carrés plus un nombre sont égaux à des racines ».

Fig. 30

Je montre cela dans cette figure. Nous posons la droite AB dix, nous la 
partageons en deux parties au point C. Le produit de AC par CB est vingt et 
un. Partageons la droite AB en deux moitiés au <point> E  ; le produit de AC 
par CB plus EC par elle-même est égal au produit de EB par elle-même. 
Mais EB par elle-même est vingt-cinq, et AC par CB est vingt et un ; il reste 
donc EC par elle-même quatre, donc EC est deux et EB est cinq. Il reste 
alors CB trois, donc AC est sept. Ce qu’il fallait démontrer. [24'']
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Sixième problème

Un carré auquel tu ajoutes huit dirhams puis tu multiplies la somme 
par quatre dirhams, on a le carré par lui-même.

On l’infère ainsi : tu poses le carré une chose ; tu ajoutes huit dirhams, 
on a une chose plus huit dirhams ; multiplie-le par quatre, on a quatre 
choses plus trente-deux dirhams ; multiplie ensuite le carré, qui est une 
chose, par lui-même ; on a un carré égal à trente-deux dirhams plus quatre 
choses^^

Voici le procédé qui te mène à la chose : tu partages les choses en deux 
moitiés, on a deux ; tu le multiplies par lui-même, on a quatre ; ajoute-le à 
trente-deux, on a trente-six. Prends donc sa racine, on a six. Ajoute-lui la 
moitié du nombre des racines, qui est deux, on a huit, ce qui est le carré, 
car nous avons posé notre carré une chose.

Voici le procédé qui te mène au carré qui est égal aux racines plus le 
nombre ; tu multiplies les quatre racines par elles-mêmes, on a seize ; tu le 
multiplies alors par les dirhams, soit trente-deux dirhams, on a cinq cent 
douze ; tu divises ensuite le seize en deux parties, on a huit ; tu le multiplies 
par lui-même, on a soixante-quatre. Ajoute-le au cinq cent douze, on a cinq 
cent soixante-seize ; tu prends donc sa racine, on a vingt-quatre. Ajoute-le 
au huit, qui est la moitié de seize, et au trente-deux qui était avec les 
<quatre> racines, et cela est quarante ; on a donc soixante-quatre, ce qui est 
le carré qui est égal aux racines plus le nombre. Tu prends alors la racine 
de cela, on a huit, ce qui est le carré cherché. Ce problème t’a donc mené 
au sixième des six modes, qui est : « un nombre plus des racines sont égaux 
à des carrés ».
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Je montre cela dans une figure. Posons le carré la droite AB et les huit 
dirhams la droite AC. Posons la droite BD quatre. Multiplions la droite BC 
par la droite BD, on a la surface CD. Multiplions ensuite le carré qui est la 
droite [25'] AB par elle-même. On a le carré AE. La surface CD est donc 
égale à la surface AE. Ôtons la surface AD commune, il reste la surface EM 
égale à la surface CM. Mais la surface CM est trente-deux, car AC est huit 
et AM -  qui est égale à BD -  est quatre ; donc la surface ME est trente- 
deux. Mais la surface ME est le produit de A fi par GM, donc le produit de 
Afi par GM est trente-deux ; et AM est quatre. Partageons AM en deux moi
tiés en H ; le produit de AG par GM plus MH par elle-même est donc égal à 
HG par elle-même. Mais MH par elle-même est quatre, donc HG par elle- 
même est trente-six. HG est donc six, et AH est deux, donc AG est huit ; 
mais elle égale à Afi, donc Afi est huit, ce qui est le carré. Ce qu’il fallait 
démontrer^^.

M

H

A C

Fig. 31

<Chapitre sur des problèmes divers>

<7> Si on te dit : tu as divisé dix en deux parties ; tu multiplies chaque 
partie par elle-même et tu retranches le plus petit du plus grand ; il reste 
quatre-vingts.

On l’infère ainsi : tu poses la plus petite partie une chose et la plus 
grande dix moins une chose. Tu multiplies dix moins une chose par lui- 
même, on a cent dirhams plus un carré moins vingt choses. Puis tu multi
plies une chose par elle-même, on a un carré. Tu l’ôtes alors de cent dir
hams plus un carré moins vingt choses, il reste cent dirhams moins vingt

36 Proposition II.6 des Éléments d’Euclide.

^  •• ^Z T \ I j a ;  ^ , 7 Z ^

f ° lAî* -5 ' .« ( > »■

^  oSi J OUI ~

J  V  ' i  ̂ OUI » ^

• Q f J. l'j OUI 7 j i) ~

c ô çn c a c 6  f j  ̂ j '
j  ' i [ojî-sCj] OUI J. cîL, J  J. i  .o_,,*^‘j  

•oi; ù! Ojji U aU ij SJU y .J  uv i

^

. \ i ^  %  L i  - fJ w  ^

>A j L i. N|1 JU j *îl. ^  OjSU J i .  L i

■ 9 -  (255 > ,) .̂051 ^

^  ̂ U —î 12 — (jy^j



336 Abu Kami! : Livre d’algèbre

choses égaux à quatre-vingts dirhams. Restaure les cent dirhams par les 
vingt choses et ajoute-les aux quatre-vingts ; on a vingt choses plus quatre- 
vingts dirhams égales à cent dirhams. Ote quatre-vingts de cent, il reste 
vingt dirhams égaux à vingt choses. La chose est un, qui est la plus petite 
partie, et la plus grande est neuf, ce qui reste de dix.

Si nous posons la plus grande partie une chose et la plus petite dix 
moins une chose, alors nous retranchons cent dirhams plus un carré moins 
vingt choses d’un carré ; il reste alors vingt choses moins cent dirhams 
égales à quatre-vingts dirhams. Restaure alors les vingt choses par les cent 
dirhams [25''] et ajoute-les aux quatre-vingts dirhams ; on a cent quatre- 
vingts dirhams égaux à vingt choses ; et la chose est égale à neuf, qui est la 
plus grande partie, et l’autre, ce qui reste de dix, est un̂ .̂

Et si tu veux, tu peux partager le dix en deux parties par une autre divi
sion qui n’est pas en usage chez les arithméticiens pour diviser le dix. Le 
procédé te sera alors plus facile, tu distingueras la plus grande partie de la 
plus petite et tu t’épargneras dans beaucoup de problèmes qui te sont posés 
la difficulté rencontrée lors de la division des racines en deux moitiés. Cela 
en posant l’une des parties cinq plus une chose, et l’autre cinq moins une 
chose. Tu multiplies alors chacune d’elles par elle-même et tu retranches ce 
que tu obtiens avec la plus petite de ce que tu obtiens avec la plus grande. Il 
reste alors vingt choses égales à quatre-vingts dirhams. Et la chose est égale 
à quatre, que tu ajoutes au cinq ou retranches du cinq, et tu auras la plus 
grande partie neuf, et l’autre un.

< 8> Si on te dit : tu as divisé dix en deux parties, tu divises chacune 
d’elles par l’autre et tu additionnes les quotients ; on a quatre plus un quart.

On l’infère ainsi : tu poses l’une des parties une chose et l’autre dix 
moins une chose. Tu multiplies une chose par elle-même, on a un carré ; 
puis tu multiplies dix moins une chose par lui-même, on a cent plus un 
carré moins vingt choses, que tu additionnes ; on a cent dirhams plus deux 
carrés moins vingt choses, retiens-le. Multiplie ensuite l’une des deux par
ties par l’autre, ce qui est une chose par dix moins une chose ; on a dix

Un énoncé étant donné, il y a plusieurs manières de le traduire en une équation 
algébrique pour trouver la solution positive.
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choses moins un carré, que tu multiplies par le quotient qui est quatre plus 
un quart ; on a quarante-deux choses plus une demi-chose moins quatre 
carrés et un quart de carré égaux au produit de chaque partie par elle- 
même, ce qui est cent dirhams plus deux carrés moins vingt choses ; en 
effet, de deux nombres quelconques dont l’un divise l’autre, les produits de 
chacun par lui-même additionnés sont égaux au produit de l’un des nom
bres par l’autre, puis par la somme des deux quotients. Je te montrerai la 
cause de cela une fois ce problème achevé. Restaure les cent dirhams plus 
les deux carrés moins vingt choses par les vingt choses, et ajoute-les à 
quarante-deux choses plus la moitié [26^ d’une chose moins quatre carrés 
et un quart de carré. On a soixante-deux choses plus une demi-chose moins 
quatre carrés et un quart de carré égaux à cent dirhams plus deux carrés. 
Restaure les soixante-deux choses plus la demi-chose par les quatre carrés 
et un quart de carré et ajoute-les à cent dirhams plus deux carrés. On a cent 
dirhams plus six carrés plus un quart de carré égaux à soixante-deux cho
ses plus une demi-chose. Ramène-le à un seul carré. Or tu sais qu’un carré, 
par rapport à six carrés plus un quart de carré, est quatre cinquième d’un 
cinquième. Prends donc de tout ce que tu obtiens quatre cinquièmes d’un 
cinquième. On a alors un carré plus seize dirhams égaux à dix choses. 
Partage les choses en deux moitiés, on a cinq ; multiplie-le par lui-même, 
on a vingt-cinq, duquel tu retranches seize ; il reste neuf ; prends sa racine, 
soit trois ; retranche-le de la moitié des racines, il reste deux, ce qui est 
l’une des deux parties, et l’autre est huit.

Et si tu veux, partage dix en deux parties comme je t’ai appris à propos 
de la division que les arithméticiens n’ont pas l’habitude d’utiliser pour 
diviser le dix. Alors le procédé sera plus facile et t’épargnera la difficulté 
de diviser les racines en deux moitiés. Et cela, si tu poses l’une des deux 
parties cinq plus une chose, et l’autre cinq moins une chose. Tu multiplies 
chacun d’eux par lui-même et tu les additionnes, on a cinquante dirhams 
plus deux carrés, retiens-le. Puis multiplie l’une des deux parties par
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l’autre, on a vingt-cinq dirhams moins un carré. Tu multiplies cela par 
quatre plus un quart, on a cent six plus un quart moins quatre carrés et un 
quart de carré égaux à cinquante dirhams plus deux carrés. Restaure-les 
par les quatre carrés plus un quart de carré, et ajoute-les aux cinquante dir
hams plus deux carrés. Ôte le cinquante par le cinquante, il reste cin
quante-six plus un quart égaux à six carrés plus un quart de carré. Le carré 
est donc égal à neuf, et la chose est sa racine, c’est-à-dire trois. Retranche- 
le de cinq et ajoute-le à cinq, car nous avons posé l’une des deux parties 
cinq plus une chose, et l’autre cinq moins une chose. L’une des deux par
ties est donc huit et l’autre est deux.

<Lemme 1> Deux nombres quelconques dont l’un est divisé par son 
associé : le quotient est alors égal au quotient du produit du dividende par 
lui-même par le produit du dividende par le diviseur.

Exemple : un nombre A [26''] a été divisé par un nombre B, on obtient 
le nombre C. Mais on a multiplié A par lui-même, on obtient H. On a mul
tiplié A par 5, on a D. Je dis que, si nous divisons H par D, on obtient C.

Fig. 32

Démonstration : A a été divisé par B, on a obtenu C. Donc B mesure A 
par autant d’unités que dans C, et l’unité mesure C par autant d’unités que 
dans C. La grandeur de B par rapport à A est donc égale à la grandeur de 
l’unité par rapport à C. Mais A a été multiplié par lui-même et on a obtenu 
H, et il a été multiplié par R et on a obtenu D. Donc la grandeur de B par 
rapport à A est égale à la grandeur de D par rapport à H. Mais la grandeur 
de B par rapport à A est égale à la grandeur de l’unité par rapport à C. Donc 
la grandeur de D par rapport à H est égale à la grandeur de l’unité par rap
port à C. Mais l’unité mesure C par autant d’unités que dans C. Donc D
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mesure H par autant d’unités que dans C. On a ainsi montré que, si on 
divise H par D, on obtient C. Ce qu’il fallait démontrer.

<Lemme 2> Deux nombres quelconques divisés l’un par l’autre : alors 
ce qu’on obtient des deux divisions est égal à ce qu’on obtient de la divi
sion des produits de chacun d’eux par lui-même par le produit de l’un des 
nombres par l’autre.

Exemple : le nombre A a été divisé par un nombre B, on obtient DE. Le 
nombre B est divisé par le nombre A, on obtient EG. Mais on a multiplié le 
nombre A par lui-même, on obtient C. On a multiplié le nombre B par lui- 
même, on obtient H. On a multiplié le nombre A par le nombre B, on 
obtient O. Je dis que, si on divise chacun de C et de f/ par O, on obtient 
DG.

Démonstration : on a divisé A par B, on obtient DE. On multiplie A par 
lui-même, on obtient C. On multiplie A par B, on obtient O. Si donc on 
divise C par O, on obtient DE, d’après la proposition 
précédente. De même on a divisé 5  par A, on obtient 
EG. On multiplie B par lui-même, on obtient H. On le 
multiplie par A, on obtient O. [2T] Si donc nous 
divisons H par O, on obtient EG, d’après ce que nous 
avons montré. Ainsi on a montré que, si nous divisons 
H plus C par O, on obtient D G. Si donc nous 
multiplions DG par O, on obtient H plus C. On a ainsi 
montré que, pour deux nombres, si l’on divise chacun 
par l’autre, alors les produits additionnés de chacun 
des deux nombres par lui-même sont égaux au produit 
de l’un des deux nombres par l’autre, puis par les quotients de chacun des 
deux nombres par l’autre. Ce qu’il fallait démontrer.
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<Lemme 3> Deux nombres dont chacun est divisé par l’autre : alors le 
produit de l’une des deux parties par l’autre est toujours égal à un dirham^*.

c

Fig. 34

Exemple : divisons le nombre A par le nombre B, on obtient C. Divi
sons le nombre B par le nombre A, on obtient D. Je dis que le produit de C 
par D est toujours un dirham.

Démonstration ; on a divisé A par B, on obtient C. Donc B mesure A 
par autant d’unités que dans C ; et l’unité mesure C par autant d’unités que 
dans C. Alors la grandeur de l’unité par rapport à C est égale à la grandeur 
de B par rapport à A. Donc, par inversion, la grandeur de A par rapport à B 
est égale à la grandeur de C par rapport à l’unité. De même, B a été divisé 
par A, on obtient D, A mesure B par autant d’unités que dans D et l’unité 
mesure D par autant d’unités que dans D. Donc le rapport de l ’unité à D est 
égal au rapport de A à i? ; mais le rapport de A à 5  est égal au rapport de C 
à [27''] l’unité. Donc le rapport de C à l’unité est égal au rapport de l’unité à 
D. Donc le produit de C par D est égal au produit de l’unité par elle-même. 
Mais le produit de l’unité par elle-même est un. Donc le produit de C par D 
est un. Ce qu’il fallait démontrer.

Si tu veux, tu peux le calculer de cette autre manière. Si on te dit : tu as 
divisé dix en deux parties, puis tu as divisé chacune par l’autre ; tu addi
tionnes les quotients et tu obtiens quatre plus un quart. Pose l’une des deux 
parties une chose et l’autre dix moins une chose, et divise dix moins une 
chose par une chose. Alors le quotient sera tel que, si on le multiplie par 
une chose, on a dix moins une chose. Alors tu multiplies quatre plus un

38 Voir Note complémentaire [3].
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quart par une chose, on a quatre choses plus un quart de chose. Tu en sous
trais dix dirhams moins une chose. Il reste cinq choses plus un quart de 
chose moins dix dirhams. Puis tu multiplies une chose par une chose, on a 
un carré. Tu le divises par dix dirhams moins une chose, on a cinq choses 
plus un quart de chose moins dix dirhams. Or nous avons montré que, si 
nous multiplions le quotient par le diviseur, il vient le dividende. Donc tu 
multiplies cinq choses plus un quart de chose moins dix dirhams par dix 
dirhams moins une chose, on a soixante-deux choses plus une demi-chose 
moins cinq carrés et un quart dé carré moins cent dirhams, égaux à un 
carré. Tu réduis par ceci, on a six carrés plus un quart de carré plus cent 
dirhams égaux à soixante-deux choses plus une demi-chose. Tu procèdes 
comme je te l’ai décrit. Tune des parties sera huit et Tautre deux.

Il y a une autre manière : posons Tune des parties une chose et Tautre, 
dix moins une chose. Nous divisons alors dix moins une chose par une 
chose, on obtient un dinar. Si nous multiplions un dinar par une chose, on 
obtient dix dirhams moins une chose. Tu divises ensuite une chose par dix 
moins une chose, on obtient quatre plus un quart moins un dinar. Tu multi
plies quatre dirhams plus un quart moins un dinar par dix moins une chose. 
On a cinquante-deux dirhams plus un demi moins cinq choses et un quart 
de chose moins dix dinars égaux à une chose. Tu réduis par ceci, comme Je 
te Tai décrit ; on a dix dinars égaux à cinquante-deux dirhams [28"] plus un 
demi moins six choses et un quart. Le dinar est donc égal à cinq dirhams 
plus un quart de dirham moins cinq huitièmes d’une chose.

Mais tu sais maintenant que, si tu divises dix dirhams moins une chose 
par une chose, on obtient cinq plus un quart moins cinq huitièmes d’une 
chose. Tu multiplies alors cinq plus un quart moins cinq huitièmes d’une 
chose par une chose, on a cinq choses plus un quart de chose moins cinq 
huitièmes de carré égaux à dix dirhams moins une chose. Réduis par ceci, 
on a six choses plus un quart de chose égaux à dix dirhams plus cinq
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huitièmes de carré. Complète donc les cinq huitièmes de carré pour obtenir 
un carré entier, et cela en lui ajoutant ses trois cinquièmes. Tu ajoutes donc 
à toute chose en ta possession trois cinquièmes, on obtient un carré plus 
seize dirhams égaux à dix choses. Divise les choses en deux, soit cinq, que 
tu multiplies par lui-même, soit vingt-cinq ; retranches-en seize, il reste 
neuf ; tu prends sa racine, trois ; ôte-le de la moitié des racines, c’est-à-dire 
cinq ; il reste deux, qui est l’une des deux parties, et l’autre est huit.

Il y a également une autre manière : nous avons montré que, pour deux 
nombres dont chacun est divisé par l’autre, le produit des deux quotients 
l’un par l’autre est un dirham. Mais ce qu’on obtient des deux parties dans 
ce problème est quatre dirhams plus un quart. Nous posons alors l’une une 
chose, et l’autre quatre dirhams plus un quart moins une chose. Nous mul
tiplions ensuite l’un par l’autre, on a alors quatre choses plus un quart de 
chose moins un carré égaux à un dirham. Réduis par ceci, on a alors la 
chose -  si tu veux -  quatre, ou -  si tu veux -  un quart. Puis tu reviens au 
début du problème, et tu dis alors : l’une des deux parties est une chose, et 
l’autre dix moins une chose. Tu divises dix dirhams moins une chose par 
une chose, on a alors quatre. Tu multiplies quatre par une chose, on a qua
tre choses égales à dix dirhams moins une chose ; réduis par ceci, la chose 
sera alors deux, qui est l’une des deux parties, et l’autre, ce qui reste de dix, 
c’est-à-dire huit. Et si tu veux, tu dis : nous avons divisé dix moins une 
chose par une chose, on a alors un quart de dirham ; tu multiplies un quart 
de dirham par une chose, on a un quart de chose égal à dix dirhams moins 
une chose. Réduis par ceci, la chose est huit, qui est Tun [28''] des deux 
nombres, et l’autre est deux.

<9> Si on dit : tu as divisé dix en deux parties ; tu divises l’une par 
l’autre, puis tu soustrais l’un de l’autre, alors il reste cinq sixièmes de 
dirham.
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On l’infère ainsi : tu poses l’une des deux parties une chose et l’autre 
dix moins une chose. Tu multiplies une chose par elle-même, on a un 
carré ; puis tu multiplies dix moins une chose par lui-même, on a un carré 
plus cent dirhams moins vingt choses. Soustrais l’un de l ’autre, il reste cent 
dirhams moins vingt choses ; retiens-le ; multiplie ensuite l’une des deux 
parties par l’autre, c’est-à-dire une chose par dix moins une chose, on a dix 
choses moins un carré. Multiplie-le par ce qui reste une fois que tu as 
soustrait les quotients l’un de l’autre, ce qui est cinq sixièmes de dirham. 
On a donc huit choses plus un tiers d’une chose moins cinq sixièmes de 
carré égaux à cent dirhams moins vingt racines. Restaure les cent dirhams 
par les racines et ajoute-les aux huit choses plus un tiers d’une chose moins 
cinq sixièmes de carré. On a donc vingt-huit choses plus un tiers d’une 
chose moins cinq sixièmes de carré égaux à cent dirhams. Restaure-le par 
cinq sixièmes de carré et ajoute-les aux cent dirhams ; on a cent dirhams 
plus cinq sixièmes de carré égaux à vingt-huit choses plus un tiers d’une 
chose. Complète alors les cinq sixièmes de carré pour qu’ils deviennent un 
seul carré, et cela en lui ajoutant son cinquième ; puis ajoute à tout ce que 
tu as son cinquième, on a alors un carré plus cent dirhams plus vingt dir
hams égaux à trente-quatre choses. Prends la moitié des racines, multiplie- 
la par elle-même et retranche du produit cent vingt dirhams ; il reste cent 
soixante-neuf dirhams ; prends sa racine -  treize -, retranche-la de la moitié 
des choses, qui est dix-sept, il reste donc quatre, l’une des deux parties, et 
l’autre est six.

La cause de ce problème est comme la cause du problème qui précède. 
La différence entre eux est que, dans le premier problème, on avait besoin 
de la cause ; si deux nombres sont tels que l’un divise l’autre, alors la 
somme des produits [29^ de chacun de ces deux nombres par lui-même est 
égale au produit de l’un des deux nombres par l’autre et par <la somme 
des> quotients de chacun des deux nombres par l’autre. Nous avons montré 
la cause de cela. Mais on a besoin dans ce problème-ci de la cause sui
vante : si deux nombres sont tels que l’un divise l’autre, alors, si tu
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multiplies chacun des deux nombres par lui-même et que tu soustrais un 
produit de l’autre, ce qui reste sera égal au produit de l’un des nombres par 
l’autre et par la différence des quotients de chacun des deux nombres par 
l’autre. Celui qui considère la cause du premier problème détermine la 
cause de ce problème car elle lui est semblable. Et on peut traiter ce 
problème par les trois procédés qui sont dans le premier problème, si Dieu 
Très-Haut le veut.

<10> Si on te dit : tu répartis cinquante dirhams entre des hommes, 
alors chacun d’eux obtient une chose. Ensuite tu as ajouté trois hommes, 
puis tu répartis entre eux les cinquante dirhams, alors chacun d’eux a 
obtenu trois dirhams plus un demi plus un quart de dirham de moins que ce 
qu’ont obtenu les premiers.

On l’infère ainsi : tu multiplies les premiers hommes par la différence 
qui est entre ce qu’obtiennent les premiers et ce qu’obtiennent les seconds. 
Divise le produit par la différence entre les premiers hommes et les autres. 
Ce qu’on obtient, multiplie-le par les autres hommes ; le produit sera donc 
le nombre divisé.

Je pose la cause de ce procédé : posons le nombre divisé, qui est cin
quante dirhams, la surface ABCD, les premiers honunes la droite CD, et la 
part de chacun de ces premiers hommes la droite AC, puisque le produit de 
la droite AC  par la droite CD est la surface CB. Si donc nous divisons la 
surface ACDB par la droite CD, qui est le nombre^^ des premiers hommes, 
alors la part de chacun est la droite AC. Ajoutons ensuite aux premiers 
hommes -  la droite CD -  trois hommes, soit la droite DE. Alors la droite 
CE sera les autres hommes. Posons la surface CEGH cinquante et parta- 
geons-la selon la droite CE, qui est les autres honunes. Alors on a la droite 
CG, la part de chacun [29''] des autres hommes. La droite AG est donc trois 
plus un demi plus un quart, car c’est la différence entre la part de chacun 
des premiers et la part de chacun des seconds.

39 Nous ajoutons « le nombre » pour les besoins de la traduction ; et ainsi dans la
suite.
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B

H  M

Fig. 35

Nous multiplions alors le nombre des 
premiers hommes, qui est la droite GM -  car 
la droite GM est égale à la droite CD - , par 
la droite AG, qui est la différence entre la 
part de chacun des premiers et celle de 
chacun des seconds. On aura la surface GB ; 
mais la surface GB est égale à la surface 
HD, car la surface AD est égale à la surface 
CH, étant donné que chacune d’elles est cin
quante. Nous ôtons ensuite la surface CM 
commune, il reste la surface GB égale à la 
surface DH. Nous divisons alors la surface 
DH par la droite DE, qui est trois, qui est la 
différence entre le nombre des premiers 
hommes et celui des autres. On a la droite
DM, qui est égale à la droite CG, qui est la part de chacun des autres 
hommes. Nous la multiplions par la droite CE, qui est le nombre des autres 
hommes ; on a alors la surface CH cinquante. Ce qu’il fallait démontrer.

Cela étant montré, et la cause étant établie pour ce procédé, alors nous 
posons le nombre des premiers hommes une chose, que nous multiplions 
par la différence entre ce qu’obtiennent les premiers et ce qu’obtiennent les 
seconds'̂ ® ; c’est trois plus un demi plus un quart ; on a trois choses plus 
une demi-chose plus un quart de chose, que nous divisons par la différence 
entre le nombre des premiers hommes et le nombre des autres, c’est-à-dire 
trois ; on a une chose plus un quart de chose, que nous multiplions par le 
nombre des autres honunes, qui est une chose plus trois ; on a alors un 
carré plus un quart de carré plus trois choses plus trois quarts de chose 
égaux à cinquante dirhams. Ramène tout ce que tu as à un seul carré, on a 
un carré plus trois choses égaux à quarante dirhams. Partage les choses en 
deux moitiés, multiplie-les par elles-mêmes et ajoute le produit à quarante ; 
on a quarante-deux plus un quart ; prends sa racine, on a six plus un demi ; 
soustrais-en la moitié des racines, qui est un plus un demi, il reste cinq, qui 
est le nombre des premiers hommes.

Littéralement : entre eux.
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<11> Si on te dit : tu partages dix dirhams entre des hommes dont cha
cun obtient une chose. Puis tu leur ajoutes quatre hommes et tu partages 
entre eux trente dirhams ; la part de chacun sera inférieure à la part de cha
cun des premiers, de quatre dirhams.

On l’infère ainsi : tu multiplies le nombre des premiers hommes par la 
différence entre la part de chacun des premiers hommes et la part de chacun 
des autres hommes, puis tu ajoutes au produit la différence entre les deux 
nombres divisés ; ce que tu obtiens, tu le divises par la différence entre le 
nombre des premiers hommes et le nombre des autres ; tu multiplies alors 
le quotient par le nombre des autres hommes. Le produit sera le plus grand 
nombre divisé, qui est trente dans ce problème.

J’établis donc la cause de ce procédé : posons le plus petit nombre 
divisé, qui est dix, la surface ABCD, le nombre des premiers hommes la 
droite CD et la part de chacun des premiers hommes la droite AC. Ajoutons 
ensuite au nombre des premiers honunes -  la droite CD -  quatre hommes, 
soit la droite DE. La droite CE sera les autres honunes. Posons la surface 
CEHG trente dirhams et divisons-la par la droite CE ; alors on aura la 
droite CG, qui est la part de chacun des autres hommes. Il reste la droite 
AG, quatre ; car c’est la différence entre la part de chacun des premiers 
hommes et celle de chacun des autres hommes. Multiplions le nombre des 
premiers honunes -  la droite GM, car la droite GM est égale à la droite CD 
-  par la droite AG ; on a la surface GB. Ajoutons ensuite à la surface GB la 
différence entre trente et dix, soit vingt ; on a la surface DH ; la surface DH 
sera en effet plus grande de vingt que la surface 
GB, c’est la différence entre les deux nombres 
divisés ; la surface AD  est en effet dix et la 
surface CH est trente, donc la surface CH est 
plus grande de vingt que la surface AD. On ôte 
la surface CM commune, il reste la surface DH 
plus grande que la surface GB de vingt. On 
divise ensuite la surface DH par la droite DE, 
qui est quatre ; on a la droite DM, qui est égale 
à la droite CG, ce qui est la part de chacun des 
autres hommes. On multiplie la droite CG par 
la droite CE, on a la surface CH, qui est trente.
Ce qu’il fallait démontrer.

En voici la figure. ,® Fig. 36
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Étant donné que nous avons montré la cause de ce procédé, [30''] alors 
nous posons le nombre des premiers hommes une chose, que nous multi
plions par la différence entre eux et les autres, qui est quatre dirhams ; on a 
donc quatre choses, auxquelles nous ajoutons vingt dirhams, qui est la dif
férence entre les deux nombres divisés ; on a alors quatre choses plus vingt 
dirhams, que nous divisons par la différence entre le nombre des premiers 
hommes et le nombre des autres, qui est quatre ; on a une chose plus cinq, 
que nous multiplions par le nombre des autres hommes, qui est une chose 
plus quatre ; on a alors un carré plus neuf choses plus vingt dirhams égaux 
au plus grand nombre -  le dividende - , qui est trente dirhams. Nous ôtons 
vingt de trente, il reste un carré plus neuf choses égaux à dix ; partage les 
choses en deux, on a quatre plus un demi ; multiplie-le par lui-même, on a 
vingt plus un quart. Ajoute-leur les dix dirhams, on a trente plus un quart ; 
prends la racine, on a cinq plus un demi ; retranches-en la moitié des raci
nes, soit quatre plus un demi, il reste un ; c’est le nombre des premiers 
hommes.

<12> Si on dit ; tu partages dix dirhams entre des hommes dont chacun 
obtient une chose, puis tu leur ajoutes quatre hommes, entre lesquels tu 
partages soixante dirhams dont chacun obtient, en plus de ce qu’obtenait 
chacun des premiers, cinq dirhams.

On l’infère ainsi : tu multiplies le nombre des autres hommes par 
l’excédent qui est entre les parts de chacun de ceux-là et les parts de chacun 
des premiers hommes. Ce que tu obtiens, ajoute-le au plus petit nombre
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divisé, retranche la somme du plus grand nombre divisé, divise ce qui reste 
par la différence entre le nombre des premiers honunes et celui des autres 
et multiplie le quotient par le nombre des premiers hommes. Le produit 
sera le plus petit nombre divisé.

J’établis la cause de ce procédé : posons le plus petit nombre divisé, qui 
est dix, la surface [3 T] AB CD ; le nombre des premiers hommes la droite 
CD et la part de chacun des premiers hommes, la droite AC ; ajoutons 
ensuite aux premiers hommes, qui sont la droite CD, quatre hommes, qui 
sont la droite DE ; alors la droite CE sera les autres hommes ; posons la 
surface CEML soixante et divisons-la par la droite CE, le nombre des pre
miers hommes ; on a la droite CL la part de chacun des autres hommes ; la 
droite AL est cinq, car c’est la différence entre la part de chacun des autres 
hommes et la part de chacun des premiers hommes ; nous multiplions le 
nombre des autres honunes -  c’est-à-dire la droite AO, car la droite AO est 
égale à la droite CE -  par la droite AL, qui est la différence ; on a alors la 
surface AM  ; ajoutons-y ensuite la surface CB, qui est le plus petit nombre 
divisé, soit dix ; puis retranchons la somme de la surface CM, qui est le 
plus grand nombre divisé, c’est-à-dire soixante ; il reste la surface DO ; 
divisons-la par la droite DE, qui est quatre, c’est-à-dire la différence entre 
le nombre des premiers hommes et le nombre des autres ; on a la droite DB, 
qui est égale à la droite AC, et c’est la part de chacun des premiers hom
mes ; nous la multiplions par la droite CD, les premiers hommes ; on a la 
surface CB dix. Ce qu’il fallait démontrer.
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La cause de ce procédé ayant été démontrée, alors nous posons le nom
bre des autres hommes une chose plus quatre, que nous multiplions par 
l’excédent qui est entre eux, c’est-à-dire cinq ; on a alors cinq choses plus 
vingt dirhams à quoi nous ajoutons le plus petit nombre divisé, qui est dix. 
On a alors cinq choses plus trente dirhams, que nous retranchons du plus 
grand nombre divisé, qui est soixante dirhams ; il reste trente [ST] dirhams 
moins cinq choses, que nous divisons par la différence entre le nombre des 
premiers hommes et le nombre des autres, ce qui est quatre ; on a alors sept 
plus un demi moins une chose et un quart de chose ; multiplions-le par le 
nombre des premiers hommes, qui est une chose ; on a alors sept choses 
plus une demi-chose moins un carré et un quart de carré, égaux au plus 
petit nombre divisé, qui est dix ; ramène tout ce que tu as à un seul carré, 
on a alors six choses moins un carré égaux à huit. Complète les six choses 
par le carré et ajoute-le au huit ; on a un carré plus huit égaux à six 
choses ; partage les choses en deux moitiés, on a trois ; multiplie-le par lui- 
même, on a neuf, duquel tu retranches le huit ; il reste un ; prends sa racine, 
on a un ; retranche-le de la moitié des racines, qui est trois, il reste deux ; 
c’est le nombre des premiers hommes. Et si tu veux, ajoute le un à la moitié 
des racines, qui est trois ; on a quatre, qui sont les premiers hommes.

<13> Si on dit : tu partages soixante dirhams entre des hommes de 
sorte que chacun obtienne une chose, puis tu leur ajoutes trois hommes et 
tu partages vingt dirhams entre eux de sorte que chacun obtienne vingt-six 
dirhams de moins que ce qu’obtenaient les premiers.

On l’infère ainsi : tu multiplies le nombre des premiers hommes par la 
différence entre la part de chacun des premiers et la part des autres. Retran
che du produit la différence entre les deux nombres divisés, divise ce qui 
reste par la différence entre le nombre des premiers hommes et le nombre 
des autres. Multiplie le quotient par le nombre des autres hommes ; ce 
qu’on obtient est le plus petit nombre divisé.
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J’établis la cause de ce procédé : posons le plus grand nombre divisé 
qui est soixante dirhams la surface ABCD, le nombre des premiers hommes 
la droite CD et la part qui revient à chacun des premiers hommes la droite 
AC. Ajoutons ensuite au nombre des premiers hommes, qui est la droite
CD, trois hommes, c’est-à-dire la droite DE. La droite CE sera le nombre 
des autres hommes. Posons la surface CEHG vingt et divisons-la par la 
droite CE, qui est le nombre des autres hommes. On a la droite CG la part 
de chacun des autres hommes. La droite AG est donc vingt-six, car c’est la 
différence entre la part de chacun des premiers hommes [32^ et la part de 
chacun des autres hommes. Multiplions le nombre des premiers hommes, 
ce qui est la droite GM, par la droite AG ; on a 
la surface GB. Retranchons-en la différence 
entre les deux nombres divisés, soit quarante ; 
il reste la surface DH. Il est clair que la surface 
GB est plus grande que la surface DH de qua
rante car la surface AD est soixante et la sur
face CH est vingt. Elle est donc plus grande 
qu’elle de quarante. Retranchons la surface GD 
commune, il reste la surface GB plus grande 
que la surface D H de quarante. Divisons 
ensuite la surface DH par la droite DE, qui est 
trois. On a la droite DM, qui est égale à la 
droite CG et qui est la part de chacun des autres 
hommes. Multiplions la droite CG par la droite
CE, qui est le nombre des autres hommes ; on a 
la surface CH, qui est le plus petit nombre 
divisé ; c’est vingt.

Fig. 38

Étant donné qu’on a démontré la cause de ce procédé, alors posons le 
nombre des premiers hommes une chose, multiplions-le par la différence 
entre la part de chacun des premiers hommes et la part de chacun des 
autres, qui est vingt-six ; on a vingt-six choses. Ôtons-en la différence entre
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les deux nombres divisés, qui est quarante ; il reste vingt-six choses moins 
quarante dirhams, que nous divisons par la différence entre le nombre des 
premiers hommes et le nombre des autres, qui est trois ; on a alors huit cho
ses plus deux tiers d’une chose moins treize dirhams et un tiers de dirham, 
que nous multiplions par le nombre des autres hommes, qui est une chose 
plus trois. On a alors huit carrés plus deux tiers d’un carré plus douze cho
ses et deux tiers d’une chose moins quarante dirhams égaux au plus petit 
nombre, qui est vingt dirhams. Restaure-le par les quarante dirhams et 
ajoute-le aux vingt dirhams, on aura huit carrés plus deux tiers de carré 
plus douze 132''] choses et deux tiers d’une chose égaux à soixante dirhams. 
Ramène tout ce que tu as à un seul carré. Or nous savons que le carré de 
huit carrés plus deux tiers de carré est trois parties de vingt-six ; prends 
donc de tout ce que tu as trois parties de vingt-six, on a alors un carré et 
une chose et douze parties de vingt-six parties d’une chose égaux à six dir
hams plus vingt-quatre parties de vingt-six parties de dirham. Partage les 
choses en deux moitiés, on a dix-neuf parties de vingt-six parties d’une 
chose ; multiplie-les par elles-mêmes, on a treize parties de vingt-six 
parties et vingt-trois parties de six cent soixante-seize parties. Ajoute-le aux 
dirhams, qui sont six plus vingt-quatre parties de vingt-six, on a sept plus 
onze parties de vingt-six et vingt-trois parties de six cent soixante-seize. 
Prends sa racine, on a deux dirhams plus dix-neuf parties de vingt-six ; 
retranches-en la moitié des racines qui est dix-neuf parties de vingt-six, il 
reste deux, ce qui est le nombre des premiers hommes.

J’établis la cause du premier des quatre problèmes sous une forme 
numérique qui te donne plus de force pour démontrer les trois problèmes 
qui restent, si Dieu Très-Haut le veut.

<Lemme> Si on divise un nombre par deux nombres différents, alors le 
produit du premier diviseur par la différence des deux quotients obtenus
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368 Abû Kàmil : Livre d’algèbre

lors de la division du nombre par les deux nombres, puis par le diviseur le 
plus grand, est égal au produit du nombre divisé par la différence entre les 
deux diviseurs.

Démonstration : A a été divisé par EC, on obtient GD ; le produit de 
CE par GD est A. De même, A a été divisé par CL, on obtient GM ; le pro
duit de GM par CL est A. Donc le produit de CE par GD est égal au produit 
de CL par GM. Donc le rapport de CE à CL est égal au rapport de GM à 
GD. Si nous inversons, on a le rapport de CL à CE égal au rapport de DG à 
GM ; si nous séparons, on a le rapport de LE à EC égal au rapport de DM à 
GM. Donc le produit de LE par MG est égal au produit de CE par MD. 
Posons dans la multiplication la droite LC commune ; le produit de MG par 
LE puis de ce qu’on obtient par CL est donc égal au produit de CE par MD 
puis de ce qu’on obtient par CL. Mais le produit de MG par LE puis de ce 
qu’on obtient par CL est égal au produit de MG par CL puis de ce qu’on 
obtient par LE. Mais le produit de MG par CL est A, donc le produit de A 
par LE est égal au produit de CE par MD puis de ce qu’on obtient par CL. 
Ce qu’il fallait démontrer.

M

Fig. 39

Et ceci est sa propriété. Il y a deux manières pour ces quatre problèmes 
et leurs semblables qui sont analogues aux deux manières que nous avons 
appliquées pour « dix que tu divises en deux parties et tu divises chacune 
par l’autre, tu obtiens quatre plus un quart ». Je te montre l’une d’elles, 
pour que tu puisses en déduire l’autre procédé.

<14> Si on te dit : vingt dirhams que tu partages entre des hommes 
dont chacun obtient une chose, puis tu leur ajoutes deux hommes, et tu 
partages ensuite entre eux soixante dirhams de sorte que chacun obtienne 
cinq dirhams de plus que ce qu’obtenait chacun des premiers.
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On l’infère ainsi : tu poses le nombre des premiers hommes une chose 
et tu partages vingt dirhams entre eux de sorte que chacun obtienne un 
dinar. Si nous multiplions le dinar par une chose, il vient vingt dirhams. 
Nous ajoutons aux premiers hommes, qui sont une chose, deux hommes ; 
on a une chose plus deux le nombre des autres hommes. Nous divisons 
soixante dirhams par une chose plus deux, on a un dinar plus cinq. Si nous 
multiplions [33^ un dinar plus cinq par une chose plus deux, on a soixante 
dirhams. Nous multiplions un dinar plus cinq par une chose plus deux, on a 
trente dirhams plus cinq choses plus deux dinars égaux à soixante dirhams. 
Nous ôtons trente dirhams et cinq choses de soixante. Il reste trente dir
hams moins cinq choses égaux à deux dinars, et le dinar est égal à quinze 
dirhams moins deux choses et demie. Nous revenons ensuite au début du 
problème et nous disons : nous avons divisé vingt dirhams par une chose, 
on a obtenu quinze dirhams moins deux choses et demie. Nous multiplions 
alors une chose par quinze dirhams moins deux choses et demie. On a alors 
quinze choses moins deux carrés et demi égaux à vingt dirhams. Ramène 
tout ce que tu as à un seul carré. Or nous savons qu’un carré par rapport à 
deux carrés et demi est leur deux cinquièmes. Prends donc de tout ce que 
tu as ses deux cinquièmes ; on a alors six choses moins un carré égaux à 
huit dirhams. Restaure les six choses par le carré et ajoute-le aux huit dir
hams, on a donc un carré plus huit dirhams égaux à six choses. Partage les 
choses en deux moitiés, on a trois. Multiplie-le par lui-même, on a neuf ; 
ôtes-en huit, il reste un. Prends sa racine, ce sera un. Retranche-le de la 
moitié des choses qui est trois, il reste deux ; c’est le nombre des premiers 
hommes. Et si tu veux, ajoute le un à la moitié des racines, qui est trois ; on 
a quatre, qui est le nombre des premiers hommes. Comprends cela, si Dieu 
le veut.

<15> Si on te dit : dix dirhams que tu partages entre des hommes dont 
chacun obtient une chose, puis tu leur ajoutes six hommes, entre lesquels tu 
partages quarante dirhams de sorte que chacun obtienne ce qu’obtenaient 
les premiers.
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On l’infère ainsi : tu multiplies le plus petit nombre divisé, qui est dix, 
par la différence entre le nombre des premiers hommes et le nombre des 
autres, et tu divises le produit par la différence des deux nombres divisés. 
Ce qu’on obtient est le nombre des premiers hommes. Multiplie le plus 
petit nombre, qui est dix, par la différence entre le nombre des premiers 
hommes et celui des autres, qui est six ; on a soixante, que tu divises par la 
différence entre les deux nombres divisés, [33''] qui est trente ; on obtient 
deux, c’est le nombre des premiers hommes. Si tu veux, divise la différence 
entre les deux nombres divisés, qui est trente, par la différence entre le 
nombre des premiers hommes et les autres, qui est six ; on a cinq. Divise 
ensuite le plus petit nombre divisé, qui est dix, par celui-ci ; on a deux, 
c’est le nombre des premiers hommes. La cause de cela est claire.

Il y a une autre manière : tu sais que le rapport des premiers hommes 
aux autres hommes est égal au rapport des parts des premiers aux parts des 
seconds hommes. Or nous savons que les parts des premiers honmies font 
dix, et que les parts des seconds font quarante. Et le rapport de dix à 
quarante est le quart. Donc le nombre des premiers honmies est le quart du 
nombre des autres hommes ; nous posons les premiers hommes une chose, 
donc les autres hommes sont une chose plus six. Or nous savons qu’une 
chose est égale au quart d’une chose plus six. Nous prenons le quart d’une 
chose plus six, on a le quart d’une chose plus un dirham et demi égal à une 
chose ; ôte le quart d’une chose d’une chose, il reste trois quarts d’une 
chose égaux à un plus un demi. La chose est donc deux. C’est le nombre 
des premiers hommes.

<16> Si on te dit : dix robes de valeurs différentes mais dont la valeur 
est soixante-douze dirhams, que l’on divise entre deux hommes, la moitié 
pour chacun, de valeur trente-six dirhams. L’un des deux hommes a pris
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quelques robes et l’autre a pris ce qui reste des dix robes, et la valeur de 
chacune des robes prises par l’un d’eux est supérieure à la valeur de cha
cune des robes prises par l’autre, de trois dirhams.

Fig. 40

On l’infère ainsi : posons les robes la droite AB, et les robes qu’a prises 
l’un des deux la droite AC, l’autre la droite CB. Posons la valeur de chaque 
robe de la droite CB, la droite CD. La valeur totale des robes de la droite 
CB est la surface DB. La surface DB est donc trente-six. Posons la valeur 
de chaque robe de la droite ACla droite CE ; la valeur totale des robes de la 
droite AC est donc la surface AE. La surface AE est aussi trente-six. Mais la 
droite DE est trois, car c’est la différence entre les deux valeurs. Posons 
ensuite la droite CB une chose ; elle [34*̂ ] est égale à la droite DG ', et la 
droite DE est trois, donc la surface EG est trois choses. La surface BO tout 
entière est soixante-douze plus trois choses. Mais la droite AB est dix, donc 
la droite AO est sept plus un cinquième plus trois dixièmes d’une chose, qui 
est égale à la droite EC ; mais la droite DE est trois, il reste la droite CD, 
quatre, plus un cinquième plus trois dixièmes d’une chose. Nous la multi
plions par la droite CB, qui est une chose. On a quatre choses plus un cin
quième d’une chose plus trois dixièmes de carré égaux à trente-six dir
hams. Complète les trois dixièmes de ton carré, et tu le complètes pour 
qu’il soit un carré entier, en le multipliant par trois plus un tiers. Tu multi
plies tout ce que tu as par trois plus un tiers, on a un carré plus quatorze 
choses égaux à cent vingt dirhams. Procède comme je te l’ai décrit, tu auras 
la chose, six. Ce qui est le nombre de robes de la droite CB, et l’autre, ce 
qui reste de dix robes, quatre, et c’est la droite AC. Ce qu’il fallait démon
trer.

Pour ce problème et ses analogues, il y a une autre manière, comme je 
te l’ai expliqué. Et cela si on pose ce que l’un a pris, une chose de dix 
robes, et l’autre, dix moins une chose. Or nous savons que notre

âLiüIj y} 375
■* I * * *

• Ijî 2

C.  ̂ ' ^   ̂ ^  ^   ̂ y  ^  2

(*' L ô .3 âL- Uajl ô i

^  1 Jajij .ç l^ i jlü l ^

tÀ * 6 .3 g
" " —  ̂ ^

J  ^  ^  ^ ^ ^ .U-c.

j3 (JüwXj J l  jIJupI *3

^  ^  d i iu r i j  .Jjiju ,L ip î

^  t* ^  jA j

Uijl L»  ̂ 3a>- jJLJij

AÎ
AS

ül j A j  O

'J .L i

10

15

^  1̂  g ' L«j 2jL.*J,l ôÂij



376 Abü Kâmil : Livre d’algèbre

multiplication d’une chose par la valeur de toute robe est trente-six 
dirhams, et notre multiplication de dix moins une chose par la valeur de 
toute robe plus trois est trente-six dirhams. Notre multiplication de 
l’ensemble des dix robes par la valeur de toute robe plus trois est alors 
soixante-douze plus trois choses. Si nous le divisons par dix, on obtient la 
valeur de chacune des dix robes moins une chose : sept et un cinquième et 
trois dixièmes d’une chose. Tu procèdes ensuite comme nous l’avons décrit 
précédemment ; on obtient la chose six robes, ce que l’un a pris, et l ’autre a 
pris ce qui reste des robes, c’est-à-dire quatre robes.

Ce problème tient lieu de ton énoncé : tu divises dix en deux parties et 
tu multiplies l’une des parties par une chose, on a trente-six ; tu multiplies 
l’autre par une chose plus trois, on a trente-six. Alors tu procèdes égale
ment de la manière que nous avons appliquée dans ce qui précède. Cela 
tient lieu aussi d’énoncé : tu partages trente-six entre des hommes de sorte 
que chacun ait une chose, puis tu leur ajoutes dix hommes moins le double 
des premiers hommes, puis tu partages entre eux trente-six de sorte que 
chacun des autres hommes reçoive ce que chacun des premiers a reçu 
moins trois dirhams. Tu le calcules de la manière que je t’ai indiquée ; tu 
réussiras, si Dieu le veut.

<17> Si on dit : dix que tu partages en deux parties telles que tu multi
plies l’une des parties par six et que tu divises le produit par la seconde 
partie ; puis tu prends le tiers du quotient que tu ajoutes au produit de l’une 
des deux parties par six, on a cinquante-six.

On l’infère ainsi : tu poses l’une des deux parties une chose, l’autre dix 
moins une chose. Tu multiplies une chose par six, on a six choses. Si tu 
divises six choses par dix moins une chose, alors le tiers du quotient est
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cinquante-six dirhams moins six choses, car il a dit : si on le réunit à six 
choses, on aura cinquante-six dirhams. Le quotient est donc cent soixante- 
huit moins dix-huit choses. Tu multiplies cent soixante-huit moins dix-huit 
choses par dix moins une chose, on a mille six cent quatre-vingts dirhams 
plus dix-huit carrés moins trois cent quarante-huit choses égaux à six cho
ses. Restaure et réduis, on a mille six cent quatre-vingts dirhams plus dix- 
huit carrés égaux à trois cent cinquante-quatre choses. Ramène tout ce que 
tu as à un seul carré ; or tu sais que le carré par rapport à dix-huit carrés 
est la moitié de son neuvième ; alors prends de tout ce que tu as la moitié 
de son neuvième, on a un carré plus quatre-vingt-treize dirhams plus un 
tiers de dirham égal à dix-neuf choses plus deux tiers d’une chose. Tu 
réduis par ceci, comme je te l’ai décrit ; on obtient la chose, huit, qui est 
l’une des deux parties, et l’autre deux.

<18> Si on te dit : un carré dont tu ôtes le tiers et deux dirhams, puis tu 
multiplies ce qui reste par lui-même, on obtient le carré plus vingt-quatre 
dirhams.

On l’infère ainsi : tu poses le carré une chose et tu en retranches son 
tiers et deux dirhams, [35^ il reste deux tiers d’une chose moins deux 
dirhams, que tu multiplies par lui-même ; on a quatre neuvièmes de carré 
plus quatre dirhams moins deux choses et deux tiers d’une chose, égaux à 
une chose plus vingt-quatre dirhams. Retranche quatre dirhams de vingt- 
quatre dirhams, restaure les quatre neuvièmes par les deux choses et les 
deux tiers et ajoute-les aux dirhams et à la chose, on aura vingt dirhams 
plus trois choses plus deux tiers d’une chose égaux à quatre neuvièmes de 
carré. Complète quatre neuvièmes de ton carré afin d’avoir un carré entier, 
et cela en le multipliant par deux plus un quart ; tu multiplies donc tout ce 
que tu as par deux plus un quart, on a quarante-cinq dirhams plus huit 
choses plus un quart de chose égaux à un carré. Tu procèdes comme je te 
l’ai décrit ; on a douze, ce qui est le carré.
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Il y a une autre manière : tu poses le carré un carré moins vingt-quatre 
dirhams, puis tu en retranches son tiers et deux dirhams, il reste deux tiers 
d’un carré moins dix-huit dirhams égaux à une racine. Réduis par ceci, 
conune je te l’ai décrit, alors le carré est trente-six ; tu en retranches vingt- 
quatre car tu as posé le carré un carré moins vingt-quatre, il reste douze 
qui est le carré cherché.

<19> Si on te dit : un carré tel que trois de ses racines plus quatre des 
racines de ce qui reste soit vingt dirhams.

On l’infère ainsi : tu poses ton carré un carré, puis tu dis : trois racines 
plus quatre racines du carré moins trois racines sont égaux à vingt dirhams. 
Retranche les trois racines de vingt, il reste vingt dirhams moins trois raci
nes égaux à quatre racines du carré moins trois racines. Son quart est la 
racine du carré moins trois racines, ce qui est cinq dirhams moins trois 
quarts de racine ; multiplie-le par lui-même, on a la moitié du carré plus un 
demi-huitième de carré plus vingt-cinq dirhams moins sept racines et 
demie égaux à un carré moins trois racines. Restaure-les par sept racines et 
demie, et ajoute-le à un carré moins trois racines ; on a un carré plus qua
tre racines plus une demi-racine égaux à la moitié du carré et la moitié du 
huitième de carré plus vingt-cinq dirhams. Retranche la moitié du carré 
plus la moitié d’un huitième de carré du carré, il reste trois huitièmes de 
carré plus la moitié d’un huitième de carré plus quatre racines plus une 
demi-racine égaux à vingt-cinq dirhams. Complète ton carré [35''] en lui 
ajoutant lui-même et ses deux septièmes, on a un carré entier ; tu ajoutes 
donc à tout ce que tu as lui-même et ses deux septièmes, on a donc un carré 
plus dix choses plus deux septièmes d’une chose égaux à cinquante-sept 
plus un septième ; prends la moitié des racines, on a cinq plus un septième, 
multiplie-le par lui-même, on a vingt-six dirhams et trois septièmes et un
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septième d’un septième ; tu l’ajoutes au cinquante-sept plus un septième, 
on a quatre-vingt-trois dirhams plus quatre septièmes et un septième d’un 
septième. Prends-en la racine, on a neuf plus un septième ; retranches-en la 
moitié des racines, qui est cinq plus un septième ; il reste quatre, qui est la 
racine du carré, et le carré est seize.

Si tu veux, dis ; trois racines et quatre racines du carré moins trois 
racines égaux à vingt dirhams. Mais quatre racines du carré moins trois 
racines, c’est la racine de seize carrés moins quarante-huit racines ; tu dis 
alors : trois racines et la racine de seize carrés moins quarante-huit racines 
égaux à vingt dirhams. Tu retranches trois racines de vingt dirhams, il reste 
vingt dirhams moins trois racines égaux à la racine de seize carrés moins 
quarante-huit racines. Tu multiplies vingt moins trois racines par eux- 
mêmes, et tu multiplies également la racine de seize carrés moins quarante- 
huit racines par elle-même ; tu réduis seize carrés moins quarante-huit 
racines par le produit, et tu procèdes comme je te l’ai décrit ; on obtient le 
carré, seize.

Si tu veux, pose ce qui reste du carré une fois que tu en as ôté trois de 
ses racines, un carré, et prends quatre de ses racines, ce qui est quatre raci
nes. Mais on sait que, si tu ajoutes ces quatre racines aux trois racines du 
premier carré, on a vingt dirhams ; il est nécessaire que trois racines du 
premier carré soient vingt dirhams moins quatre racines. Son tiers est la 
racine du premier carré, qui est six dirhams plus deux tiers moins une 
racine et un tiers. Tu le multiplies par lui-même, on a un carré plus sept 
neuvièmes de carré plus quarante-quatre dirhams plus quatre neuvièmes de 
dirham moins dix-sept choses et sept neuvièmes de chose, [36^ ce qui est le 
carré recherché. Tu en retranches trois de ses racines, ce qui est vingt
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dirhams moins quatre racines ; il reste vingt-quatre dirhams et quatre neu
vièmes de dirham plus un carré et sept neuvièmes de carré moins treize 
racines et sept neuvièmes de racine égaux à un carré. Tu procèdes comme 
je te l’ai décrit, on aura la chose, deux, qui est la racine de ce qui reste du 
carré une fois que tu en as ôté trois de ses racines. Tu le multiplies par lui- 
même, on a quatre, ce qui reste du carré. Tu prends quatre racines de 
quatre, ce qui est huit. Tu l’ôtes de vingt, il reste douze, qui est trois racines 
du carré ; son tiers est donc la racine du carré, qui est quatre, et le carré est 
seize, ce qui est le carré recherché.

<20> Si on te dit : un carré, tu en retranches son tiers, puis tu multi
plies ce qui reste par trois racines du premier carré, alors on retrouve le 
premier carré. Tu sais que, si tu soustrais du carré son tiers, il reste ses 
deux tiers, et qu’on multiplie ses deux tiers par un dirham plus un demi 
pour ramener le carré à son origine. Alors le dirham et un demi sont trois 
racines de carré. La racine du carré est donc un demi et le carré est un 
quart"̂ *.

On trouve en marge le commentaire suivant : « Abû Yûsuf a dit : si tu veux, 
procède de cette autre manière : tu poses le carré une chose, tu en retranches le tiers, il 
reste deux tiers de chose. Multiplie-les par trois racines de la chose, c’est-à-dire la 
racine de neuf choses, on a la racine de quatre cubes égale à une chose. Multiplie donc 
une chose par elle-même, on a un carré, et multiplie la racine de quatre cubes par elle- 
même, on a alors quatre cubes égaux à un carré. Divise tout ce que tu as par un carré, 
tu obtiens quatre choses égales à un dirham ; la chose est donc égale à un quart de 
dirham. »
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<21> Si on te dit : un carré, tu en retranches son tiers, puis tu multi
plies ce qui reste par trois fois la racine de ce qui reste du carré ; on 
retrouve alors le carré.

Tu sais qu’un dirham plus un demi est le triple de la racine de ce qui 
reste du carré, ce sont les deux tiers ; que la racine des deux tiers est un 
demi-dirham ; que les deux tiers sont un quart ; et que le carré est trois 
huitièmes de dirham.

Si tu veux, procède d’une autre manière : tu poses le carré une chose, 
dont tu retranches le tiers. Il reste deux tiers d’une chose. Tu multiplies 
deux tiers d’une chose par trois racines des deux tiers d’une chose, ce qui 
est la racine de six choses. On a donc la racine de deux cubes et deux tiers 
d’un cube égale au carré, qui est une chose. Multiplie-la par elle-même, et 
réduis par ceci deux cubes et deux tiers d’un cube, alors la chose sera égale 
à trois huitièmes'* .̂

<22> Si on te dit : un carré tel que trois de ses racines plus deux raci
nes de ce qui reste lui soient égales.

Tu sais que deux des racines de ce qui reste sont égales à ce qui reste. 
Alors ce qui reste est quatre dirhams. Tu en ôtes trois de ses racines, il reste 
quatre dirhams. Et le carré est seize.

<23> Si on te dit : un carré tel que trois de ses racines plus quatre fois 
la racine de ce qui en reste soient égales au carré plus quatre dirhams.

Or tu sais que ce qui reste du carré une fois enlevées les trois racines 
est égal à quatre fois ses racines moins quatre dirhams. Appelle ce qui reste 
du carré une fois enlevées trois de ses racines, un carré. Tu dis ensuite : un 
carré tel que quatre de ses racines moins [36''] quatre dirhams lui soient 
égales, le carré est donc quatre dirhams. Tu dis ensuite : un carré tel que tu 
en retranches trois de ses racines, il reste quatre dirhams. Le carré est donc 
seize dirhams, ce qui est le carré cherché.

42 Ce paragraphe est absent de la traduction latine.
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<24> Si on dit : tu divises dix en deux parties et tu divises l’une des 
deux parties par l’autre, alors le quotient plus le diviseur est cinq plus un 
demi.

On l’infère ainsi : tu poses l’une des deux parties une chose, et l’autre 
dix moins une chose. Mais tu sais que, si tu divises dix moins une chose par 
une chose, alors, si on ajoute au quotient une chose, on a cinq plus un demi. 
Si on enlève une chose de cinq plus un demi, alors le reste est ce que l’on 
obtient comme quotient, ce qui est cinq plus un demi moins une chose. Tu 
dis ensuite : nous avons divisé dix moins une chose par une chose, on 
obtient cinq plus un demi moins une chose. Or nous savons que, lorsque 
nous multiplions le quotient par le diviseur, on retrouve notre bien qui a été 
divisé. Nous multiplions donc cinq plus un demi moins une chose par une 
chose, et nous réduisons dix moins une chose par le produit. On obtient la 
chose, quatre.

<25> Si on dit : tu divises dix en deux parties, et tu divises l’une des 
deux parties par l’autre, puis tu ajoutes le quotient au dividende, tu multi
plies ensuite ce que tu obtiens par le diviseur, on a trente.

On l’infère ainsi : tu poses l’une des deux parties une chose, et l ’autre 
dix moins une chose. Si nous divisons dix moins une chose par une chose, 
nous savons que, si nous multiplions le quotient par une chose, on a dix 
moins une chose. Si nous multiplions dix moins une chose par une chose, 
on a dix choses moins un carré, à quoi nous ajoutons dix moins une chose ; 
on a donc dix dirhams plus neuf choses moins un carré égaux à trente 
dirhams. Tu réduis par ceci, comme je te T ai décrit, alors la chose sera 
quatre, ce qui est Tune des deux parties, c’est-à-dire le diviseur.
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<26> Si on dit ; tu divises dix en deux parties, tu divises l’une des deux 
parties par l’autre, puis tu multiplies le quotient par le dividende, on a donc 
neuf dirhams.

On l’infère ainsi : tu poses l’une des deux parties une chose et l’autre 
dix moins une chose. [37^ Si donc nous divisons dix moins une chose par 
une chose, alors ce qu’on obtient, si nous le multiplions par une chose, sera 
dix moins une chose. Et si nous le multiplions par dix moins une chose, on 
a neuf. Tu les additionnes, on aura dix-neuf moins une chose.

Il est clair, d’après ce que nous avons décrit, que ce qu’on obtient de la 
division de dix dirhams moins une chose par une chose, si nous le multi
plions par dix dirhams, on a dix-neuf dirhams moins une chose. Nous divi
sons donc dix-neuf moins une chose par dix, on obtient un dirham plus 
neuf dixièmes de dirham moins un dixième de chose, ce qui est le quotient. 
Tu reviens ensuite et tu dis : nous avons divisé dix dirhams moins une 
chose par une chose, on a obtenu un dirham plus neuf dixièmes de dirham 
moins un dixième de chose. Tu procèdes ensuite comme je te l’ai décrit, tu 
obtiens la chose, quatre, ce qui est l’une des deux parties, et c’est le divi
seur.

<27> Si on te dit : tu divises dix en deux parties et tu divises l’une des 
deux parties par l’autre, puis tu multiplies le quotient par lui-même, et 
ensuite par le diviseur, et on a trente-deux dirhams.

On l’infère ainsi : Tu poses l’une des deux parties, une chose, et l’autre, 
dix moins une chose. Si nous divisons dix moins une chose par une chose, 
alors, si nous multiplions le quotient par une chose, on a dix moins une 
chose, ce qui est le dividende. Si nous multiplions dix moins une chose par 
le quotient, on a trente-deux, car tout nombre multiplié par lui-même puis 
par un autre nombre est égal au produit du premier nombre par l’autre 
nombre puis le résultat par le premier nombre ; ceci est clair.
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Tout cela étant montré, c’est comme si on disait : tu as divisé dix en 
deux parties, tu as divisé l’une des parties par son associée, puis tu as mul
tiplié le quotient par le dividende, et on a trente-deux. Or nous avons mon
tré cela dans le problème précédent.

<28> Si on dit : tu divises dix en deux parties, tu divises l’une des deux 
parties par l’autre, puis tu multiplies le quotient par la différence entre les 
deux parties, et on a vingt-quatre dirhams.

On l’infère ainsi : tu poses l’une des deux parties une chose, et l’autre 
dix moins une chose ; si nous divisons dix moins une chose par [37''] une 
chose, nous savons que, si nous multiplions le quotient par la différence 
entre les deux parties, c’est-à-dire dix moins deux choses, on a vingt-quatre 
dirhams. Or nous savons que le produit du quotient par une chose est dix 
moins une chose, et par deux choses, c’est vingt moins deux choses ; nous 
les additionnons aux vingt-quatre, on aura quarante-quatre moins deux cho
ses. Il est donc clair, d’après ce que nous avons décrit, que le produit du 
quotient par dix est quarante-quatre moins deux choses. Nous divisons qua
rante-quatre moins deux choses par dix, on obtient quatre dirhams et deux 
cinquièmes de dirham moins un cinquième d’une chose, ce qui est le quo
tient. Nous revenons ensuite et nous disons : nous avons divisé dix moins 
une chose par une chose, et on obtient quatre dirhams et deux cinquièmes 
de dirham moins le cinquième d’une chose. Tu procèdes comme je te l’ai 
décrit ; on a la chose, deux, ce qui est l’une des deux parties, c’est-à-dire le 
diviseur, et l’autre partie est huit.
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<29> Si on dit : tu divises dix en deux parties, tu divises chacune par 
l’autre, tu les additionnes et tu multiplies ensuite la somme par l’une des 
deux parties, on a trente-quatre dirhams.

On l’infère ainsi : tu poses l’une des deux parties une chose, et l’autre 
dix moins une chose. Si nous divisons dix moins une chose par une chose, 
et une chose par dix moins une chose et que nous additionnons les deux 
quotients puis nous multiplions le tout par dix moins une chose, on a trente- 
quatre dirhams. Or nous savons que, lorsque nous multiplions le quotient 
d’une chose par dix moins une chose par dix moins une chose, on a une 
chose. Nous ôtons donc une chose de trente-quatre, il reste trente-quatre 
moins une chose. Il est clair, d’après ce que nous avons décrit, que, si nous 
divisons dix moins une chose par une chose puis nous multiplions le quo
tient par dix moins une chose, on a trente-quatre moins une chose. Et si 
nous multiplions le quotient de dix moins une chose par une chose par une 
chose, on a dix moins une chose, que nous ajoutons à trente-quatre moins 
une chose ; on a alors quarante-quatre moins deux choses, ce qui est égal au 
produit du quotient de dix moins une chose par une chose, par dix. Nous 
divisons donc quarante-quatre moins deux choses par dix, on a quatre dir
hams plus deux cinquièmes moins un cinquième d’une chose.

Nous revenons ensuite et nous disons : nous avons divisé dix dirhams 
moins une chose par une chose ; on obtient donc quatre dirhams plus deux 
cinquièmes moins un cinquième d’une chose. Or nous savons que, lorsque 
nous multiplions [38^ le quotient par le diviseur, on retrouve notre bien 
divisé. Nous multiplions quatre dirhams plus deux cinquièmes de dirham 
moins un cinquième de chose par une chose, on a quatre choses et deux 
cinquièmes d’une chose moins un cinquième de carré égaux à dix dirhams 
moins une chose. Tu réduis par ceci, comme je te l’ai décrit ; on a la chose 
deux, ce qui est l’une des deux parties, et l’autre est huit.
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Si tu veux, pose l’une des deux parties une chose et l’autre dix moins 
une chose, puis tu dis : nous avons divisé une chose par dix moins une 
chose, et on obtient un dinar. Et nous avons divisé dix moins une chose par 
une chose, on obtient un fels. Nous les additionnons, on a un dinar plus un 
fels. Or nous savons que, si nous multiplions un dinar et un fels par une 
chose, on a trente-quatre. Et si nous multiplions un fels par une chose, on a 
dix dirhams moins une chose. Nous ôtons dix moins une chose de trente- 
quatre, il reste vingt-quatre plus une chose. Or nous savons que le produit 
d’un dinar par une chose est vingt-quatre dirhams plus une chose, et si nous 
multiplions un dinar par dix moins une chose, on a une chose, que nous 
ajoutons à vingt-quatre plus une chose ; on a alors vingt-quatre plus deux 
choses. Il est donc clair que, si nous multiplions un dinar par dix, on a 
vingt-quatre dirhams plus deux choses. Nous divisons donc vingt-quatre 
plus deux choses par dix, on obtient deux dirhams plus deux cinquièmes 
plus un cinquième d’une chose, ce qui est le dinar. Nous revenons ensuite 
et nous disons : nous avons divisé une chose par dix moins une chose et on 
obtient deux dirhams plus deux cinquièmes de dirham plus un cinquième 
d’une chose. Or nous savons que, lorsque nous multiplions le quotient par 
le diviseur, on retrouve notre bien divisé ; multiplions donc deux dirhams 
plus deux cinquièmes <de dirham> plus un cinquième d’une chose par dix 
moins une chose. On a donc vingt-quatre dirhams moins deux cinquièmes 
d’une chose moins un cinquième de carré égaux à une chose. Tu réduis par 
ceci, comme je te l’ai décrit, alors on a la chose, huit, ce qui est l’une des 
deux parties, et l’autre est deux.

<30> Si on dit : tu divises dix en deux parties, tu divises la plus grande 
par la plus petite, puis tu ajoutes le quotient à dix, puis tu multiplies la 
somme par la partie la plus petite, et on a quarante-six dirhams.

On l’infère ainsi : tu poses la petite partie, une chose, et la grande, dix 
moins une chose ; or nous savons que, si nous divisons dix moins une 
chose par une chose, que nous ajoutons [38''] le quotient à dix et multi
plions la somme par une chose, on a quarante-six dirhams. Il est clair que le
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produit de dix par une chose est dix choses, que nous ôtons de quarante-six 
dirhams ; il reste donc quarante-six dirhams moins dix choses, ce qui est 
égal au produit du quotient de dix moins une chose par une chose par une 
chose. Mais le produit du quotient de dix moins une chose par une chose 
par une chose est dix moins une chose. On a donc dix moins une chose égal 
à quarante-six moins dix choses. Tu réduis par ceci, comme je te l’ai 
montré ; la chose sera alors quatre.

<31> Si on te dit : tu divises dix en deux parties, tu divises la plus 
grande par la plus petite, tu ajoutes au quotient dix et tu multiplies la 
somme par la partie le plus grande, on a soixante-neuf dirhams.

On l’infère ainsi : tu poses la plus petite partie une chose et la plus 
grande dix moins une chose. Si nous divisons dix moins une chose par une 
chose et que nous ajoutons le quotient à dix, puis nous multiplions la 
somme par dix moins une chose, alors on a soixante-neuf. Nous multiplions 
dix dirhams par dix moins une chose, on a cent dirhams moins dix choses, 
que nous ôtons de soixante-neuf dirhams ; il reste dix choses moins trente 
et un dirhams, ce qui est égal au produit du quotient de dix moins une 
chose par une chose par dix moins une chose. Mais le produit du quotient 
de dix moins une chose par une chose par une chose est dix moins une 
chose, que nous ajoutons à dix choses moins trente et un dirhams ; on a 
neuf choses moins vingt et un, ce qui est égal au produit du quotient de dix 
moins une chose par une chose, par dix. Tu divises neuf choses moins vingt 
et un par dix, on obtient neuf dixièmes d’une chose moins deux dirhams 
moins un dixième, ce qui est le quotient de dix moins une chose par une 
chose. Tu multiplies neuf dixièmes de chose moins deux dirhams et un 
dixième par une chose. On a neuf dixièmes de carré moins deux choses 
moins un dixième de chose égaux à dix moins une chose. Tu réduis par ceci 
[39"] et tu complètes ton carré. On a un carré égal à onze dirhams plus un
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neuvième de dirham plus une chose plus deux neuvièmes de chose. Partage 
en deux la chose et les deux neuvièmes de chose, on a un demi plus un 
neuvième ; multiplie-le par lui-même, on a un quart plus un neuvième plus 
le neuvième du neuvième, que tu ajoutes à onze dirhams et à un neuvième 
de dirham, on a onze dirhams plus un quart, plus un sixième, plus la moitié 
d’un neuvième plus le neuvième de neuvième ; tu prends la racine, on a 
trois dirhams plus deux tiers plus la moitié d’un neuvième, auquel tu ajou
tes la moitié des racines, c’est-à-dire un demi plus un neuvième ; on a qua
tre, ce qui est la chose et c’est la plus petite partie.

Si tu veux, pose l’une des parties, une chose, ce qui est la plus petite, et 
la plus grande est dix moins une chose. Si nous divisons dix moins une 
chose par une chose, on a un dinar, que tu ajoutes au dix ; on a dix dirhams 
et un dinar. Si nous multiplions dix dirhams plus un dinar par dix dirhams 
moins une chose, on a soixante-neuf dirhams. Mais le produit de dix dir
hams par dix dirhams moins une chose est cent dirhams moins dix choses, 
que tu ôtes de soixante-neuf. Il reste dix choses moins trente et un dirhams. 
On a donc montré que le produit d’un dinar par dix dirhams moins une 
chose est dix choses moins trente et un dirhams. Mais le produit d’un dinar 
par une chose est dix dirhams moins une chose, que tu ajoutes à dix choses 
moins trente et un ; on a neuf choses moins vingt et un. Or nous savons que 
le produit du dinar par dix dirhams est neuf choses moins vingt et un ; nous 
divisons neuf choses moins vingt et un par dix, on obtient neuf dixièmes de 
chose moins deux dirhams plus un dixième, ce qui est le dinar. C’est 
comme si on disait : dix moins une chose que tu as divisé par une chose et 
on a neuf dixièmes de chose moins deux dirhams et un dixième. Tu 
procèdes ensuite comme je te l’ai décrit ; on a la chose, quatre, qui est la 
plus petite partie, et la plus grande est six.
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<32> Si on dit : tu divises dix en deux parties, tu divises la plus grande 
partie par la plus petite et la plus petite par la plus grande, tu les addition
nes et tu les ajoutes à dix, [39''] puis tu multiplies la somme par la plus 
grande partie, on a soixante-treize dirhams.

On l’infère ainsi : tu poses la plus grande partie, une chose, et la plus 
petite, dix moins une chose. Si nous divisons dix moins une chose par une 
chose, et une chose par dix moins une chose, et que nous ajoutons les quo
tients à dix, puis nous multiplions la somme par une chose, on a soixante- 
treize. Or nous savons que le produit de dix par une chose est dix choses, 
que nous ôtons de soixante-treize ; il reste soixante-treize moins dix choses, 
ce qui est égal au produit du quotient d’une chose par dix moins une chose 
plus le quotient de dix moins une chose par une chose, par une chose. Mais 
le produit du quotient de dix moins une chose par une chose, par une chose, 
est égal à dix moins une chose, que nous soustrayons de soixante-treize 
moins dix choses. Il reste soixante-trois moins neuf choses, ce qui est égal 
au produit du quotient d’une chose par dix moins une chose par une chose. 
Mais le produit du quotient d’une chose par dix moins une chose, par dix 
moins une chose, est une chose, que tu ajoutes à soixante-trois moins neuf 
choses ; on a soixante-trois moins huit choses, ce qui est égal au produit du 
quotient d’une chose par dix dirhams moins une chose par dix. Tu divises 
le soixante-trois moins huit choses par dix, on obtient six dirhams plus trois 
dixièmes de dirham moins quatre cinquièmes d’une chose. Il est clair, 
d’après ce que nous avons décrit, que, si nous divisons une chose par dix 
moins une chose, on a six dirhams plus trois dixièmes de dirham moins 
quatre cinquièmes d’une chose. Or nous savons que, lorsque nous multi
plions le quotient par le diviseur, on retrouve notre bien divisé. Nous mul
tiplions donc six dirhams plus trois dixièmes de dirham moins quatre cin
quièmes d’une chose par dix moins une chose. On a donc soixante-trois 
dirhams plus quatre cinquièmes de carré moins quatorze choses plus trois
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dixièmes d’une chose égaux à une chose. Tu réduis par ceci, on a quinze 
choses et trois dixièmes d’une chose égaux à quatre cinquièmes de carré 
plus soixante-trois dirhams. Complète ton carré, on a un ca rré  plus 
soixante-dix-huit dirhams plus un demi plus un quart égaux à dix-neuf cho
ses plus un huitième de chose. Partage les choses en deux moitiés, on a 
neuf plus un demi plus un demi d’un huitième ; [40"] multiplie-le par lui- 
même, on a quatre-vingt-onze plus un quart plus un huitième plus la moitié 
d’un huitième plus une partie de deux cent cinquante-six. Ôtes-en soixante- 
dix-huit plus un demi plus un quart, il reste douze plus un demi plus un 
huitième plus la moitié d’un huitième plus une partie des deux cent cin
quante-six. Prends-en la racine, on a trois plus un demi plus un demi- 
huitième, que tu ôtes de la moitié des choses, qui est neuf plus un demi plus 
un demi-huitième ; il reste six, ce qui est la chose, et c’est la partie la plus 
grande.

<33> Si on dit : tu divises dix en deux parties, tu divises chacune des 
deux parties par l’autre puis tu prends la différence entre les deux parties 
obtenues de la division de chacune des deux parties par l’autre, que tu mul
tiplies par l’une des deux parties, on a cinq dirhams.

On l’infère ainsi : tu poses l’une des parties, une chose et l’autre, dix 
moins une chose. Nous savons que, lorsque nous divisons une chose par 
dix moins une chose et dix moins une chose par une chose, et que nous 
prenons la différence entre eux, que nous multiplions par une chose, on 
obtient cinq dirhams. Si nous multiplions le complément des deux quotients 
par une chose, on a vingt dirhams moins deux choses, car le complément 
des deux quotients par une chose est le double du quotient de dix moins 
une chose par une chose, <multiplié> par une chose, que nous ajoutons à 
cinq dirhams ; on aura vingt-cinq dirhams moins deux choses.

On a ainsi montré que le produit de la somme des quotients de chacune 
des deux parties par l’autre, par une chose, est vingt-cinq dirhams moins 
deux choses.
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C’est comme si on disait : tu divises dix en deux parties et tu divises 
chacune des deux parties par l’autre, puis tu les multiplies par l’une des 
deux parties, on a vingt-cinq dirhams moins deux choses ; c’est-à-dire 
vingt-cinq dirhams moins le double de l’une des deux parties. Tu procèdes 
ici comme nous l’avons montré précédemment.

Si tu veux, pose l’une des deux parties, une chose, et l’autre, dix moins 
une chose. Puis nous disons : nous avons divisé une chose par dix moins 
une chose, on obtient un dinar, et nous avons divisé dix moins une chose 
par une chose, on obtient un fels. Nous prenons la différence entre le dinar 
et le fels, c’est-à-dire un dinar moins un fels. Nous le multiplions par une 
chose, on a cinq dirhams, car telle était la question. Or nous savons que <la 
différence> entre le dinar plus le fels -  ce qui résulte de la somme des deux 
quotients -  et un dinar moins un fels est deux fels. Mais le produit des deux 
fels par une chose [40’'] est vingt dirhams moins deux choses, à quoi tu 
ajoutes cinq dirhams. On a donc vingt-cinq dirhams moins deux choses. 
C’est comme si on disait : tu as divisé dix en deux parties, et tu as divisé 
chacune des deux par l’autre, et tu as additionné les quotients, puis tu as 
multiplié cela par l’une des deux parties, on a vingt-cinq dirhams moins 
deux choses. Tu le fais comme je te l’ai décrit.

<34> Si on te dit : tu as divisé dix en deux parties, tu as divisé le plus 
grand par le plus petit et tu as ajouté le quotient au plus grand, puis tu as 
divisé le plus petit par le plus grand et tu as ajouté le quotient au plus petit, 
puis tu as multiplié l’un par l’autre ; on a trente-cinq.

On l’infère ainsi : nous posons la plus grande partie, une chose, et la 
plus petite, dix moins une chose. Nous divisons une chose par dix moins 
une chose et nous ajoutons le quotient à une chose ; on aura une chose plus 
le quotient d’une chose par dix moins une chose. Puis nous divisons dix 
moins une chose par une chose et nous ajoutons le quotient à dix moins une 
chose ; on a dix dirhams moins une chose, plus le quotient de dix moins 
une chose par une chose. Nous le multiplions par une chose et par le
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quotient d’une chose par dix moins une chose. Mais le produit d’une chose 
plus le quotient d’une chose par dix moins une chose, par dix moins une 
chose, plus le quotient de dix moins une chose par une chose, est égal au 
produit d’une chose par dix moins une chose, plus le produit du quotient de 
dix moins une chose par une chose par une chose, plus le produit du quo
tient d’une chose par dix moins une chose par dix dirhams moins une 
chose, plus le produit du quotient d’une chose par dix moins une chose par 
le quotient de dix moins une chose par une chose. Or tu sais que le produit 
d’une chose par dix moins une chose est dix choses moins un carré, que le 
produit du quotient d’une chose par dix moins une chose par dix moins une 
chose est une chose, que le produit du quotient de dix dirhams moins une 
chose par une chose par une chose est dix moins une chose et que le produit 
du quotient d’une chose par dix moins une chose par le quotient de dix 
moins une chose par une chose est un dirham, car nous avons montré que, 
si on a deux nombres dont l’un divise l’autre, alors le produit des deux 
quotients l ’un par l’autre est toujours un. La somme des produits est dix 
choses moins un carré plus une chose plus dix [4L] <dirhams> moins une 
chose plus un dirham. La somme des produits est donc onze dirhams plus 
dix choses moins un carré, égaux à trente-cinq dirhams. Réduis par ceci, 
comme je te l’ai décrit ; on obtient la chose, six, ce qui est la plus grande 
partie, et l’autre, quatre, ce qui est la plus petite partie.

Si tu veux : pose la plus grande partie une chose et la plus petite dix 
moins une chose, et divise une chose par dix moins une chose ; on obtient 
un dinar, que tu ajoutes à la chose ; on a une chose plus un dinar. Puis tu 
divises dix moins une chose par une chose, on obtient un fels, que tu ajou
tes à dix moins une chose ; on a donc dix plus un fels moins une chose. Tu 
le multiplies par une chose et un dinar. Tu multiplies une chose par dix dir
hams moins une chose, on a dix choses moins un carré ; et tu multiplies un
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dinar par dix dirhams moins une chose, on a une chose. Tu multiplies un 
fels par une chose, on a dix dirhams moins une chose ; et tu multiplies un 
dinar par un fels, on a un dirham. Tu additionnes tout cela, on a onze dir
hams plus dix choses moins un carré égaux à trente-cinq dirhams. Tu 
réduis par ceci, d’après ce que je t’ai montré.

<35> Si on te dit : tu divises dix en deux parties et tu divises la plus 
grande par la plus petite et tu ajoutes le quotient à dix ; et tu divises la plus 
petite par la plus grande et tu ajoutes le quotient à dix ; et tu multiplies 
l’une par l’autre, on a cent vingt-deux dirhams plus deux tiers.

On l’infère ainsi : tu poses le quotient de la plus grande par la plus 
petite, une grande chose, que tu ajoutes à dix ; on a donc dix plus une 
grande chose. Tu poses le quotient de la plus petite par la plus grande, une 
petite chose. Tu l’ajoutes à dix, on a dix plus une petite chose. Tu le 
multiplies par dix et une grande chose. Tu multiplies dix par dix, on a cent ; 
tu multiplies une grande chose par dix, on a dix grandes choses ; tu 
multiplies une petite chose par dix, on a dix petites choses et tu multiplies 
une grande chose par une petite chose, on a un dirham. [4T] Tu 
additionnes. On a donc cent dirhams plus un dirham plus dix grandes 
choses plus dix petites choses égaux à cent vingt-deux dirhams plus deux 
tiers de dirham. Tu ôtes de cent vingt-deux dirhams plus deux tiers de 
dirham cent un dirhams ; il reste vingt et un dirhams plus deux tiers égaux à 
dix grandes choses plus dix petites choses. La somme de la petite chose et 
de la grande chose est donc deux dirhams plus un sixième. C’est conrnie si 
on disait : tu as divisé dix en deux parties et tu as divisé chacune d’elles par 
l’autre, on obtient deux dirhams plus un sixième. Nous avons montré cela.
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<36> Si on te dit : tu divises dix en deux parties, tu divises la plus 
grande par la plus petite et tu ajoutes le quotient à dix ; puis tu divises la 
plus petite par la plus grande, tu retranches le quotient de dix et tu 
multiplies ensuite l’une par l’autre ; on a cent sept et un tiers.

On l’infère ainsi : tu poses le quotient de la plus grande par la plus 
petite, une grande chose, que tu ajoutes à dix ; on a dix plus une grande 
chose. Tu poses le quotient de la plus petite par la plus grande une petite 
chose et tu le retranches de dix ; il reste dix moins une petite chose, que tu 
multiplies par dix plus une grande chose ; on a quatre-vingt-dix-neuf 
dirhams plus dix grandes choses moins dix petites choses égaux à cent sept 
dirhams et un tiers. Tu réduis par ceci, il reste dix grandes choses moins dix 
petites choses égales à huit plus un tiers. La grande chose moins la petite 
chose est donc égale à cinq sixièmes de dirham. C’est comme si on disait : 
tu divises dix en deux parties, tu divises chacune d’elles par l’autre et tu 
ôtes la plus petite de la plus grande ; il reste cinq sixièmes de dirham. Tu 
procèdes comme je te l’ai indiqué.

<37> Si on te dit : divise dix dirhams par deux plus la racine de trois"̂ .̂
On l’infère ainsi : tu poses ce qui revient à chacun une chose. C’est 

comme si on disait : divisons dix dirhams par deux dirhams plus la racine 
de trois ; on obtient une chose. Or tu sais que, lorsque tu multiplies le 
quotient par le diviseur, on retrouve notre bien divisé. Tu multiplies une 
chose par [42^ deux plus la racine de trois. On a deux choses plus la racine 
de trois carrés égaux à dix dirhams. Retranche deux choses de dix, il reste 
dix moins deux choses, égaux à la racine de trois carrés. Multiplie dix

Littéralement : partage dix dirhams entre deux plus la racine de trois.
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moins deux choses par lui-même ; on a cent dirhams plus quatre carrés 
moins quarante choses égaux à trois carrés. Réduis par ceci, on a un carré 
plus cent dirhams égaux à quarante choses. Partage les choses en deux 
moitiés, on a vingt ; multiplie-le par lui-même, on a quatre cents ; retran- 
ches-en le cent qui est avec le carré, il reste trois cents. Sa racine soustraite 
de vingt est ce qui revient à un individu. Si donc nous divisons dix par deux 
plus la racine de trois, alors ce qui revient à chacun est vingt moins la 
racine de trois cents.

J’ai trouvé de nombreux problèmes de calcul de l’algèbre qui te mènent 
à d’autres modes que les six que j ’ai mentionnés dans ce livre. Je t’en 
montre quelques-uns pour t’indiquer cet art du calcul de l’algèbre, si Dieu 
le veut.

<Équations à coefficients irrationnels>

<38> Si on te dit : un carré que tu multiplies par lui-même et par la 
racine de dix dirhams, on a neuf fois le carré.

On l’infère ainsi : tu poses le carré une chose, que tu multiplies par une 
chose et la racine de dix dirhams, on a un carré plus la racine de dix carrés 
égaux à neuf choses. Retranche la racine de dix carrés de neuf choses, il
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reste neuf choses moins la racine de dix carrés égaux à un carré. Une 
chose est donc égale à neuf dirhams moins la racine de dix dirhams, ce qui 
est le carré.

<39> Si on te dit : un carré dont tu multiplies la racine de huit fois lui- 
même par la racine de trois fois lui-même puis tu ajoutes au produit vingt 
dirhams, on a le carré par lui-même.

On l’infère ainsi : tu poses le carré une chose, tu multiplies alors la 
racine de huit fois celle-ci par la racine de trois fois celle-ci, on a la racine 
de vingt-quatre carrés ; puis tu lui ajoutes vingt dirhams, on a vingt 
dirhams plus la racine de vingt-quatre carrés égaux à un carré. Car il a dit 
« ce qu’on obtient est égal au carré par lui-même [42''] et le carré est une 
chose ». Partage les choses en deux moitiés, ce qui est la racine de vingt- 
quatre carrés ; on a racine de six, que tu multiplies par elle-même ; on a 
six, que tu ajoutes aux dirhams qui sont vingt dirhams ; on a vingt-six 
dirhams. Prends-en la racine et ajoute-la à la racine de six ; ce que tu 
obtiens est le carré, c’est-à-dire la racine de vingt-six plus la racine de six.

<40> Si on te dit : un carré dont tu multiplies la racine de six fois lui- 
même par la racine de cinq fois lui-même, puis tu ajoutes au produit dix 
fois le carré plus vingt dirhams, on a le carré par lui-même.

On l’infère ainsi : tu poses le carré une chose et tu multiplies la racine 
de six fois celle-ci par la racine de cinq fois celle-ci, on a la racine de trente 
carrés ; puis tu lui ajoutes dix choses plus vingt dirhams, on a dix choses 
plus vingt dirhams plus la racine de trente carrés égaux à un carré. Partage 
les choses et la racine de trente carrés en deux moitiés, on a cinq plus la 
racine de sept et demi ; multiplie-le par lui-même, on aura trente-deux
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dirhams plus un demi plus la racine de sept cent cinquante dirhams ; ajoute- 
le aux vingt dirhams, on a cinquante-deux dirhams plus un demi plus la 
racine de sept cent cinquante dirhams. La racine de cela, à quoi on ajoute 
cinq et la racine de sept plus un demi, est le carré.

<41> Si on dit : dix que tu divises en deux parties, tu multiplies l’une 
par l’autre puis tu divises le produit par la différence entre les deux parties, 
on obtient la racine de six.

On l’infère ainsi : tu poses l’une des deux parties une chose et l’autre 
dix moins une chose. Tu multiplies l’une par l’autre ; on a dix choses moins 
un carré. Partage cela par la différence entre les deux parties, c’est-à-dire 
dix moins deux choses, le quotient sera racine de six. Or nous savons que, 
lorsque nous multiplions le quotient par le diviseur, on retrouve notre bien 
divisé. Multiplions donc la racine de six par dix moins deux choses ; on a 
racine de six cents dirhams moins racine de vingt-quatre carrés égaux à dix 
choses moins un carré. Restaure la racine de six cents dirhams par la racine 
de vingt-quatre carrés et ajoute-le aux dix choses moins un carré. Puis 
restaure les dix choses par le carré et ajoute-le à la racine des six cents 
dirhams ; on a un carré plus la racine des six cents dirhams égaux à dix 
choses [43*̂ ] plus la racine de vingt-quatre carrés. Partage les dix choses 
plus la racine de vingt-quatre carrés en deux moitiés, on a cinq plus la 
racine de six. Multiplie-le par lui-même, on a trente et un dirhams plus la 
racine de six cents dirhams. Enlèves-en la racine des six cents dirhams qui 
sont avec le carré, il reste trente et un. Prends alors la racine de trente et un, 
que Ton retranche de cinq plus racine de six. C’est l ’une des deux parties, 
et l’autre qui reste de dix est cinq plus racine de trente et un moins racine 
de six.
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<42> Si on dit : dix que tu divises en deux parties, tu multiplies l’une 
des deux parties par elle-même et l’autre par racine de huit puis tu retran
ches le produit de l’une des deux parties par racine de huit du produit de 
celle qui est multipliée par elle-même ; il reste quarante dirhams.

On l’infère ainsi : tu poses l’une des deux parties une chose et l’autre 
dix moins une chose. Tu multiplies dix moins une chose par lui-même, on a 
cent dirhams plus un carré moins vingt choses. Puis tu multiplies une chose 
par racine de huit, on a la racine de huit carrés, que tu retranches de cent 
dirhams plus un carré moins vingt choses. Il reste cent dirhams plus un 
carré moins vingt racines"*̂  moins la racine de huit carrés égal à quarante 
dirhams. Restaure les cent dirhams et le carré par vingt choses et par racine 
de huit carrés, et ajoute-les aux quarante dirhams ; tu auras cent dirhams 
plus un carré égaux à quarante dirhams plus vingt choses plus racine de 
huit carrés. Retranche quarante dirhams de cent dirhams, il reste soixante 
dirhams plus un carré égaux à vingt choses plus la racine de huit carrés. 
Partage les vingt choses et la racine de huit carrés en deux moitiés. On a 
dix plus la racine de deux ; multiplie-le par lui-même, on a cent dirhams 
plus deux dirhams plus la racine de huit cents. Retranches-en les soixante 
dirhams qui sont avec le carré, il reste quarante-deux dirhams plus racine 
de huit cents. Sa racine retranchée de dix et de la racine de deux est la 
partie multipliée par la racine de huit. Et l’autre, ce qui reste de dix, c’est 
quarante-deux dirhams plus la racine [43''] de huit cents, dont on prend la 
racine et dont on retranche la racine de deux.

Si tu veux, multiplie la chose par elle-même, on a un carré ; et multi
plie l’autre partie, qui est dix moins une chose, par la racine de huit ; on a 
racine de huit cents dirhams moins racine de huit carrés. Retranche la 
racine de huit cents dirhams moins la racine de huit carrés du carré. Il reste 
un carré plus la racine de huit carrés moins la racine de huit cents dirhams 
égaux à quarante dirhams. Restaure le carré et la racine de huit carrés par 
la racine de huit cents dirhams, et ajoute-le aux quarante dirhams. On a 
quarante dirhams plus la racine de huit cents dirhams égaux à un carré plus 
la racine de huit carrés. Partage en deux moitiés la racine de huit carrés ;

^  Ici Abu Kâmil utilise indifféremment « chose » et « racine ».
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on a racine de deux, que tu multiplies par elle-même ; on a deux, que tu 
ajoutes aux quarante dirhams plus la racine de huit cents ; on a quarante- 
deux dirhams plus la racine de huit cents dirhams ; la racine de cela dont on 
retranche la racine de deux est la partie multipliée par elle-même.

<43> Si on dit : dix que tu as divisé en deux parties, tu as multiplié 
l’une des parties par la racine de dix et l’autre par elle-même, elles seront 
égales.

On l’infère ainsi : tu poses l’une des deux parties une chose et l’autre 
dix moins une chose. Tu multiplies une chose par elle-même, on a un 
carré, et tu multiplies dix moins une chose par la racine de dix, on a la 
racine de mille dirhams moins la racine de dix carrés égaux à un carré. 
Restaure la racine de mille dirhams par la racine de dix carrés, et ajoute-le 
au carré ; on a un carré plus la racine de dix carrés égaux à la racine de 
mille dirhams. Partage en deux moitiés la racine de dix carrés, on a la 
racine de deux et demi ; multiplie-la par elle-même, on a deux plus un 
demi. Ajoute-le à la racine de mille, on a deux dirhams et un demi plus la 
racine de mille dirhams. La racine de cela dont on retranche la racine de 
deux plus un demi est la partie multipliée par elle-même, et l’autre est ce 
qui reste de dix, c’est-à-dire deux plus un demi plus la racine de mille, dont 
la racine est retranchée de dix, plus racine de deux plus un demi.

<44> Si on te dit : un carré auquel tu ajoutes dix dirhams, puis tu 
multiplies la somme par la racine de cinq, et on a [44”̂] le carré par lui- 
même.

On l’infère ainsi : tu poses le carré, une chose, à quoi tu ajoutes dix 
dirhams. On a dix dirhams plus une chose, que tu multiplies par la racine 
de cinq dirhams ; on a racine de cinq cents dirhams plus racine de cinq 
carrés égales à un carré. Partage la racine de cinq carrés en deux moitiés ; 
on a la racine d’un carré plus un quart. Multiplie-la par elle-même ; on a un 
plus un quart. Ajoute-le à la racine de cinq cents dirhams, on a un plus un
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quart plus la racine de cinq cents dirhams. La racine de cela, à laquelle on 
ajoute la racine de un plus un quart, est le carré.

<45> Si on te dit : deux carrés dont la différence est cinq dirhams, tels 
que, si tu multiplies le plus grand par dix fois lui-même puis tu prends la 
racine du produit, il sera égal au plus petit par lui-même.

On l’infère ainsi : tu poses l’un des carrés une chose et l’autre une 
chose moins cinq dirhams. Tu multiplies le plus grand, qui est une chose, 
par dix fois elle-même ; on a dix carrés. La racine de dix carrés est donc 
égale à vingt-cinq dirhams plus un carré moins dix racines. Restaure les 
vingt-cinq dirhams et le carré par les dix choses et ajoute-les à la racine de 
dix carrés ; on aura racine de dix carrés plus dix choses égal à un carré 
plus vingt-cinq dirhams. Partage les dix choses et la racine de dix carrés en 
deux moitiés ; on aura cinq plus racine de deux et demi ; multiplie-le par 
lui-même, on a vingt-sept plus un demi, plus la racine de deux cent 
cinquante. Retranches-en le vingt-cinq qui est avec le carré, il reste deux 
dirhams et demi plus la racine de deux cent cinquante. La racine de cela à 
laquelle est ajouté cinq plus la racine de deux plus un demi est le plus grand 
carré. Le carré le plus petit lui est inférieur de cinq ; ce qui est deux 
dirhams plus un demi plus la racine de deux cent cinquante, dont on prend 
la racine à laquelle on ajoute la racine de deux dirhams plus un demi.

<46> Si on dit : un carré que tu multiplies par deux fois lui-même ; 
puis tu prends la racine du produit, à quoi tu ajoutes deux dirhams ; puis tu 
le multiplies par le carré, on a trente dirhams.

On l’infère ainsi : tu poses le carré une chose et tu le multiplies par 
deux fois lui-même, on a deux carrés. Puis tu multiplies deux dirhams plus 
la racine de deux carrés par une chose, on a deux choses plus la racine des 
deux carrés-carrés égaux à trente dirhams. Ramène toute chose que tu as à 
un carré, et cela en multipliant la racine des deux carrés-carrés par la
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racine d’un demi-dirham [44''], afin d’avoir un carré. Cela est en effet 
devenu ainsi, car le carré est la racine du carré-carré, et les deux racines 
du carré-carré, si tu les multiplies par la racine d ’un demi-dirham, on 
obtient la racine du carré-carré. Mais la racine du carré-carré est un carré. 
Tu multiplies donc tout ce que tu as par la racine d’un demi-dirham. Tu 
multiplies la racine d’un demi-dirham par la racine des deux carrés-carrés, 
on a un carré. Puis tu multiplies deux choses par la racine d’un demi- 
dirham, on a la racine de deux carrés, car si tu multiplies deux choses par 
elles-mêmes, on a quatre carrés. Puis tu multiplies quatre carrés par un 
demi-dirham, on a deux carrés ; la racine de cela est la racine d’un demi- 
dirham par deux choses. Tu multiplies ensuite trente dirhams par la racine 
d’un demi, on a la racine de quatre cent cinquante. Tu additionnes ensuite 
tout cela, on a un carré plus la racine de deux carrés égaux à quatre cent 
cinquante. Partage en deux moitiés la racine des deux carrés, on a la racine 
d’un demi. Multiplie-la par elle-même, on a un demi. Ajoute-le à la racine 
de quatre cent cinquante, on a alors un demi-dirham plus la racine de quatre 
cent cinquante. La racine de cela, dont on retranche la racine d’un demi- 
dirham, est le carré.

<47> Si on te dit : tu divises dix en deux parties, tu divises chacune des 
deux parties par Tautre et tu les additionnes, on a la racine de cinq dirhams.

On Tinfère ainsi : tu poses Tune des deux parties une chose et Tautre 
dix moins une chose. Multiplie donc chacune d’elles par elle-même et addi- 
tionne-les. On a cent dirhams plus deux carrés moins vingt choses. 
Retiens-le. Multiplie ensuite Tune des deux parties par Tautre, ce qui est 
une chose par dix moins une chose. On a dix choses moins un carré. Mul- 
tiplie-le par la racine de cinq. On a la racine de cinq cents carrés moins la 
racine de cinq carrés-carrés égaux à cent dirhams plus deux carrés moins 
vingt racines. Restaure la racine de cinq cents carrés par la racine de cinq 
carrés-carrés et ajoute-le aux cent dirhams plus deux carrés moins vingt 
choses. Restaure les cent dirhams et les deux carrés moins vingt choses par 
les vingt choses et ajoute-le à la racine de cinq cents carrés. On a vingt 
choses plus la racine de cinq cents carrés égales à cent dirhams plus deux 
carrés [45'j plus la racine de cinq carrés-carrés. Ramène tout ce que tu as à
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un seul carré, et cela en multipliant les deux carrés et la racine de cinq 
carrés-carrés par la racine de cinq dirhams moins deux dirhams. Tu le 
multiplies en effet par la racine de cinq dirhams moins deux dirhams car, si 
tu divises un dirham par deux plus racine de cinq, alors il revient à chacun 
la racine de cinq moins deux dirhams. Or nous avons montré cela. Tu 
multiplies donc toute chose que tu as par la racine de cinq dirhams moins 
deux dirhams. On a donc un carré plus la racine de cinquante mille 
dirhams moins deux cents dirhams égaux à dix choses. Partage donc les 
choses en deux moitiés, on a cinq ; multiplie-le par lui-même, on a vingt- 
cinq dirhams ; enlèves-en la racine de cinquante mille dirhams moins deux 
cents dirhams, il reste deux cent vingt-cinq dirhams moins la racine de 
cinquante mille. La racine de cela, retranchée de cinq, est Tune des parties, 
et ajoutée à cinq, elle est l’autre partie.

Si tu veux, calcule-le d’une autre manière, et cela en divisant la racine 
de cinq en deux parties dont le produit de l’une par l’autre est un dirham. 
Pose l’une des deux parties une chose et l’autre la racine de cinq moins une 
chose. Tu multiplies l’une par l’autre, on a la racine de cinq carrés moins 
un carré égaux à un dirham. Restaure la racine de cinq carrés par le carré 
et ajoute-le au dirham ; on a un carré plus un dirham égaux à la racine de 
cinq carrés. Partage la racine de cinq carrés en deux moitiés ; on a la 
racine de un plus un quart. Multiplie-la par elle-même, on a un plus un 
quart. Retranches-en le dirham, il reste un quart. Prends sa racine, on a un 
demi. Enlève-la de la racine de un plus un quart, il reste la racine de un plus 
un quart moins un demi-dirham. C’est ce qu’on cherchait.

Nous avons montré que pour les choses qui appartiennent aux trois 
modes combinés, si on multiplie la moitié par elle-même, alors le produit 
est un nombre -  les racines des carrés sont des choses. Si donc tu prends la 
moitié et tu la multiplies par elle-même, tu as un nombre. Tu reviens 
ensuite au commencement du problème, tu poses l ’une des deux parties une 
chose et l’autre dix moins une chose et tu divises dix moins une chose par 
une chose ; on obtient, d’après ce que nous avons montré, la racine de un 
plus un quart moins un demi-dirham que tu multiplies par une chose ; on a
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la racine d’un carré [45''] plus un quart de carré moins une demi-chose 
égaux à dix moins une chose. Restaure la racine du carré plus un quart de 
carré par la moitié d’une chose et ajoute-la à dix moins une chose ; on a 
dix moins une demi-chose égaux à la racine du carré plus un quart de 
carré. Multiplie dix moins une demi-chose par lui-même, on a cent dirhams 
plus un quart de carré moins dix racines, égaux à un carré plus un quart de 
carré. Restaure les cent dirhams plus le quart de carré par les dix choses, 
ajoute-les au carré plus un quart <de carré> et retranche un quart de carré 
par un quart de carré ; on aura un carré plus dix racines égaux à cent 
dirhams. La chose égale donc la racine de cent vingt-cinq dirhams moins 
cinq dirhams ; c’est l’une des deux parties et l’autre partie est le reste de 
dix, c’est-à-dire quinze moins la racine de cent vingt-cinq dirhams.

Si tu veux, calcule-le de l’autre manière, et cela en posant l’une des 
deux parties une chose et l’autre dix moins une chose. Divise dix dirhams 
moins une chose par une chose. On obtient un dinar. Lorsque tu multiplies 
un dinar par une chose, on a dix moins une chose. Divise ensuite une chose 
par dix moins une chose, on a la racine de cinq moins un dinar. Lorsque tu 
multiplies la racine de cinq moins un dinar par dix moins une chose, on a 
une chose. Tu multiplies la racine de cinq dirhams moins un dinar par dix 
moins une chose. On a dix dirhams moins une chose, plus la racine de cinq 
cents dirhams, moins la racine de cinq carrés, moins dix dinars, égaux à 
une chose. Restaure-les par les dix dinars et ajoute-les à la chose. On a une 
chose plus dix dinars égaux à dix dirhams moins une chose, plus la racine 
de cinq cents dirhams moins la racine de cinq carrés. Retranches-en une 
chose, il reste dix dirhams moins deux choses plus la racine de cinq cents 
dirhams moins la racine de cinq carrés égaux à dix dinars. Le dinar est 
donc égal à un dirham, plus la racine de cinq dirhams, moins le cinquième 
d’une chose, moins la racine de la moitié d’un dixième de carré. Tu 
reprends et tu dis : nous avons divisé dix dirhams moins une chose par une 
chose ; on a obtenu un dirham, plus la racine de cinq dirhams, moins le 
cinquième d’une chose, moins la racine de la moitié d’un dixième de carré. 
Lorsque nous le multiplions par une chose, on a dix dirhams moins une 
chose. Nous multiplions un dirham, plus la racine de cinq dirhams, moins 
le cinquième d’une chose, moins la racine de la moitié d’un dixième de
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carré, par une chose ; on a une chose plus la racine de cinq carrés [46*̂ ] 
moins le cinquième du carré moins la racine d’un demi-dixième de carré- 
carré égaux à dix dirhams moins une chose. Restaure par le cinquième de 
carré et par la racine d’un demi-dixième de carré-carré et ajoute-les à dix 
dirhams moins une chose. Restaure les dix dirhams par la chose et ajoute-la 
à une chose plus la racine de cinq carrés ; on a deux choses plus la racine 
de cinq carrés égaux à dix dirhams, un cinquième de carré et la racine d’un 
demi-dixième de carré-carré. Complète ton carré afin que ce soit un carré 
parfait. Pour le compléter, multiplie-le par la racine de cinq cents dirhams 
moins vingt dirhams. Tu multiplies toute chose que tu as par la racine de 
cinq cents dirhams moins vingt dirhams. On a dix choses égales à un carré 
plus la racine de cinquante mille dirhams moins deux cents dirhams. 
Partage les choses en deux moitiés, on a cinq ; multiplie-le par lui-même, 
on a vingt-cinq ; retranches-en donc la racine de cinquante mille moins 
deux cents dirhams, il reste deux cent vingt-cinq dirhams moins la racine 
de cinquante mille. La racine de cela, retranchée de cinq, est l’une des deux 
parties, et la racine de deux cent vingt-cinq dirhams moins la racine de 
cinquante mille est la racine de cent vingt-cinq dirhams moins dix 
dirhams ; retranche-le de cinq, il reste quinze dirhams moins la racine de 
cent vingt-cinq, ce qui est l’une des deux parties ; et l’autre, ce qui reste de 
dix, c’est-à-dire la racine de cent vingt-cinq dirhams moins cinq dirhams.

<48> Si on te dit : tu divises dix en deux parties et tu divises chacune 
d’elles par l’autre. Tu multiplies ensuite chacun des quotients de l’une par 
l’autre par lui-même, et on a trois dirhams. Or tu sais que le produit de 
l ’une des parties obtenues dans la division de chacune des deux parties de 
dix par l’autre est toujours un dirham ; et ce produit par l’autre, deux fois, 
est deux dirhams. Tu ajoutes donc les deux dirhams aux trois, on a cinq. Il 
est donc clair, d’après la description d’Euclide"^ ,̂ que le produit <de la 
somme> des deux quotients -  obtenus de la division de chacune des deux
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parties de dix par l’autre -  par elle-même est cinq dirhams. [46''] La racine 
des deux quotients est donc la racine de cinq dirhams. C’est comme si on 
disait : tu divises dix en deux parties et tu divises chacune d’elles par 
l’autre, on obtient la racine de cinq dirhams. Or j ’ai expliqué ce problème.

<49> Si on dit ; tu divises dix en deux parties et tu divises chacune 
d’elles par l’autre. Puis tu retranches le quotient du plus petit par le plus 
grand du quotient du plus grand par le plus petit ; il reste cinq sixièmes de 
dirham.

On l’infère ainsi : tu poses le quotient du plus petit par le plus grand, 
une chose, et tu l’ajoutes aux cinq sixièmes de dirham ; on a donc une 
chose plus cinq sixièmes de dirham, c’est le quotient du plus grand par le 
plus petit. Tu le multiplies par une chose ; on a un carré plus cinq sixièmes 
d’une chose égaux à un dirham. Or nous avons montré précédemment dans 
notre livre ce problème par un autre procédé. Si tu veux, fais-le par l’autre 
procédé.

<50> Si on te dit : tu divises dix en deux parties et tu divises chacune 
par l’autre. Puis tu multiplies chacun des quotients par lui-même. Puis tu 
retranches le plus petit du plus grand, il reste deux dirhams.

On l’infère ainsi : tu poses le quotient du plus petit par le plus grand 
égal à une chose. Tu le multiplies par lui-même, on a un carré, que tu 
ajoutes aux deux dirhams ; on a un carré et deux dirhams. Il est clair, 
d’après ce que nous avons décrit, que le produit du quotient du plus grand 
par le plus petit par lui-même est un carré plus deux dirhams. Tu multiplies 
donc un carré par un carré plus deux dirhams ; on a un carré-carré plus 
deux carrés égaux à un dirham, car nous avons montré que T un par l’autre 
est un dirham. Mais le produit du carré de l’un par le carré de l’autre est 
égal au dirham par lui-même ; et le produit du dirham par lui-même est un 
dirham. Partage donc les deux carrés en deux moitiés, on a un. Multiplie-le

JT  '̂ 1
.âJLII ÔÔ.A

y* ^

<i<\>
^  5

clLJi 2 ^  L Jjc4 OÎ

^  L y OjSU JlP

S/l* ùjSU 0  ^

j i j . ^  u j  âjL ai ojub u:  jûi jjüo 1 0

* ■*
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par lui-même, on a un. Ajoute-le au dirham, on a deux. Si donc on prend la 
racine de deux, dont on retranche un, et qu’on prend la racine de ce qui 
reste, c’est le quotient du plus petit [47^ par le plus grand. Tu reviens 
ensuite au début du problème et tu dis : nous avons divisé dix dirhams 
moins une chose par une chose ; on a obtenu la racine de deux, dont on 
retranche un, et on prend la racine de ce qui reste ; nous le multiplions alors 
par une chose. Si tu veux cela, multiplie dix moins une chose par lui-même, 
on a cent dirhams plus un carré moins vingt choses ; multiplie une chose 
par elle-même, on a un carré ; et multiplie la racine de deux, dont on 
retranche un et dont on prend la racine du reste, par lui-même, on a la 
racine de deux dont on retranche un. Tu dis ensuite : nous avons divisé cent 
dirhams plus un carré moins vingt choses par un carré ; on a obtenu la 
racine de deux diminuée de un. Multiplie ceci par un carré ; on a la racine 
de deux carrés-carrés, diminuée d’un carré, égale à cent dirhams plus un 
carré moins vingt choses. Réduis par ceci, et cela en restaurant les cent 
dirhams et le carré par vingt choses, que tu ajoutes à la racine des deux 
carrés-carrés. Tu restaures la racine des deux carrés-carrés par le carré, tu 
l’ajoutes aux cent dirhams plus un carré et tu retranches la racine de deux 
carrés-carrés de cent dirhams plus deux carrés ; on a cent dirhams plus 
deux carrés moins la racine de deux carrés-carrés, égaux à vingt racines. 
Ramène tout ce que tu as à un carré, et cela en multipliant tout ce que tu as 
par un plus la racine d’un demi. Tu multiplies deux carrés moins la racine 
de deux carrés-carrés par un dirham plus la racine de la moitié du dirham ; 
on a un carré ; puis tu multiplies vingt choses par un dirham plus la racine 
d’un demi-dirham, on a vingt choses plus la racine de deux cents carrés. Tu 
multiplies ensuite cent dirhams par un dirham plus la racine d’un demi- 
dirham, on a cent dirhams plus la racine de cinq mille dirhams. Tu 
additionnes cela, on a un carré plus cent dirhams plus la racine de cinq 
mille dirhams égaux à vingt choses plus la racine de deux cents carrés. 
Partage en deux moitiés vingt choses plus la racine de deux cents carrés, 
on a dix plus la racine de cinquante. Multiplie-le par lui-même, on a cent 
cinquante dirhams plus la racine de vingt mille. Retranches-en cent dirhams 
et la racine de cinq mille dirhams, il reste cinquante dirhams plus la racine
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de cinq mille dirhams. La racine de cela retranchée [47''J de dix plus la 
racine de cinquante est le plus grand quotient. Et le plus petit quotient est le 
reste de dix.

Si tu veux, calcule-le de cette autre manière : on sait que les carrés <des 
quotients> des deux parties de dix divisées chacune par l ’autre, si on 
retranche le plus petit du plus grand, le reste est deux dirhams. Car, pour 
tout nombre divisé par un nombre, si tu multiplies le quotient par lui- 
même, alors le produit est égal au quotient du produit du dividende par lui- 
même par le produit du diviseur par lui-même. Posons alors le quotient du 
carré du plus grand par le carré du plus petit deux dirhams plus une chose, 
et le quotient du carré du plus petit par le carré du plus grand une chose. Or 
nous avons montré que le produit de l’un par l’autre est un dirham. Tu 
multiplies donc une chose par deux dirhams plus une chose ; on a deux 
choses plus un carré. Réduis par ceci un, on obtient la chose : racine de 
deux diminuée de un. Tu reviens ensuite au dix et tu poses l ’une des deux 
parties une chose, et l’autre dix moins une chose. Le carré de l’un est un 
carré et le carré de l’autre est cent dirhams plus un carré moins vingt cho
ses. Tu divises ensuite cent dirhams plus un carré moins vingt choses par 
un carré, on obtient la racine de deux diminuée de un. Tu le multiplies par 
un carré, on a la racine de deux carrés-carrés, diminuée d’un carré, égale 
à cent dirhams plus un carré moins vingt choses ; réduis par ceci, comme je 
l’ai montré dans le premier problème, si Dieu le veut.

<51> Si on dit : tu ôtes d’un carré ses deux racines plus dix dirhams, 
puis tu multiplies ce qui reste par lui-même, on a huit fois le carré.

On l’infère ainsi : pose ton carré un carré et ôtes-en deux racines plus 
dix dirhams ; il reste un carré moins deux racines moins dix dirhams, 
égaux à la racine de huit carrés, car il a dit « tu multiplies ce qui reste par 
lui-même ; on a huit fois le carré ». Ce qui reste est donc la racine de huit
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carrés. Réduis par ceci ; on a deux racines plus dix dirhams plus la racine 
de huit carrés égaux à un carré. Prends la moitié des deux racines plus la 
racine de huit carrés, on a un plus racine de deux. Multiplie-le par lui- 
même, [48"] on a trois plus racine de huit ; ajoute-le au dix, on a treize plus 
racine de huit. La racine de cela est donc ajoutée à un plus la racine de 
deux ; ce qu’on obtient est la racine du carré. Tu la multiplies par elle- 
même, ce qu’on obtient est le carré.
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<52> Si on dit : un carré dont les deux racines plus la racine de sa 
moitié plus la racine de son tiers lui sont égaux, combien est le carré ?

On l’infère ainsi : pose ton carré un carré ; puis tu dis : deux racines 
plus la racine de la moitié du carré plus la racine d’un tiers de carré sont 
égaux à un carré. Donc la chose égale deux plus la racine d’un demi plus la 
racine d’un tiers, ce qui est la racine du carré, et le carré est quatre plus un 
demi plus un tiers plus la racine de huit plus la racine de cinq et un tiers 
plus la racine de deux tiers.

<53> Si on dit : un carré dont les deux racines et la racine de sa moitié 
et la racine de son tiers égalent vingt dirhams, combien est le carré ?

On l’infère ainsi : pose ton carré un carré ; prends ses deux racines et 
la racine de sa moitié et la racine de son tiers; on a deux choses plus la 
racine de la moitié du carré plus la racine du tiers du carré égaux à vingt 
dirhams. Retranche deux choses de vingt dirhams, il reste vingt dirhams 
moins deux choses égaux à la racine de la moitié du carré et à la racine du 
tiers du carré. Multiplie vingt dirhams moins deux choses par lui-même, on 
a quatre cents dirhams plus quatre carrés moins quatre-vingts choses égaux 
à la racine de la moitié du carré plus la racine du tiers du carré multiplié 
par lui-même, ce qui est la moitié du carré plus le tiers du carré plus la 
racine des deux tiers du carré-carré. Réduis par ceci, comme je te l’ai 
décrit ; on a quatre-vingts choses égales à quatre cents dirhams plus trois 
carrés plus un sixième de carré moins la racine de deux tiers du carré- 
carré. Ramène tout ce que tu as à un carré et procède comme je te l’ai 
décrit, si Dieu le veut.
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<54> Si on dit ; un carré auquel tu ajoutes quatre de ses racines plus la 
racine de sa moitié plus la racine de ses deux tiers, on a dix dirhams, 
combien est le carrél

On l’infère ainsi : pose ton carré un carré, ajoute-lui quatre racines 
plus la racine de sa moitié plus la racine de ses deux tiers ; on a un carré 
plus quatre choses plus la racine de la moitié du carré plus la racine des 
deux tiers du carré égaux à dix dirhams. Tu procèdes comme je te l’ai 
décrit, si Dieu le veut.

<55> Si on dit : un carré auquel tu ajoutes sa racine plus la racine de sa 
moitié, puis tu multiplies la somme par elle-même, on a [48''] le quintuple 
du premier carré. On a donc un carré plus sa racine plus la racine de la 
moitié du carré égaux à la racine de cinq carrés. La chose est donc égale à 
la racine de cinq dirhams moins un dirham moins la racine de la moitié 
d’un dirham, ce qui est la racine du carré ; et le carré est six dirhams plus 
un demi plus la racine de deux moins la racine de vingt moins la racine de 
dix.

<56> Si on dit : un carré auquel tu ajoutes sa racine et la racine de sa 
moitié, puis tu multiplies la somme par elle-même, tu auras vingt dirhams. 
Ainsi tu as un carré plus une chose plus la racine d’un demi-carré, qui sont 
égaux à la racine de vingt dirhams. Partage en deux moitiés la chose plus la 
racine de la moitié du carré ; on a un demi plus la racine d’un huitième. Tu 
le multiplies par lui-même, on a trois huitièmes de dirham plus la racine 
d’un huitième de dirham. Tu l’ajoutes à la racine de vingt dirhams, on aura 
trois huitièmes de dirham plus la racine de vingt dirhams plus la racine 
d’un huitième de dirham. Tu prends sa racine, de laquelle tu enlèves un 
demi et la racine d’un huitième. Ce qui reste est la racine du carré.

<57> Si on te dit : un carré auquel tu ajoutes la racine de sa moitié, 
puis tu multiplies la somme par elle-même, on aura le quadruple du premier 
carré.
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On l’infère ainsi : tu poses ton carré, une chose, à laquelle tu ajoutes la 
racine de sa moitié ; on a alors une chose plus la racine de la moitié d’une 
chose, que tu multiplies par elle-même ; on a un carré plus une demi-chose 
plus la racine de deux cubes égal à quatre choses. Sache que le carré est le 
produit de la chose par elle-même, que le cube est le produit de la chose par 
le carré, que le carré-carré est le produit du carré par le carré et que le 
cubo-cube est le produit du cube par le cube. Le carré plus une demi-chose 
plus la racine de deux cubes sont donc égaux à quatre choses. Retranche un 
carré plus une demi-chose de quatre choses, il reste trois choses plus une 
demi-chose moins un carré égaux à la racine de deux cubes. Multiplie trois 
choses plus une demi-chose moins un carré par lui-même ; on a un carré- 
carré plus douze carrés plus un quart de carré moins sept cubes égaux à 
deux cubes. Restaure-les [49*̂ ] par les sept cubes et ajoute-les aux deux 
cubes ; on a un carré-carré plus douze carrés plus un quart de carré égaux 
à neuf cubes. Ramène tout ce que tu as à un carré ; on a un carré plus 
douze dirhams plus un quart de dirham égaux à neuf choses. Prends la 
moitié des choses ; on a quatre plus un demi, que tu multiplies par lui- 
même ; on a vingt plus un quart, duquel tu enlèves le douze plus le quart ; il 
reste huit. Sa racine sera retranchée de quatre plus un demi ; ce qui reste est 
le carré, qui est quatre plus un demi moins la racine de huit.

Et si tu veux, pose ton carré un carré auquel tu ajoutes la racine de sa 
moitié ; on a un carré plus la racine de la moitié du carré égaux à la racine 
de quatre carrés. Car il a dit : « si tu le multiplies par lui-même, on a le 
quadruple du carré ». On a alors un carré plus la racine de sa moitié égal à 
la racine du quadruple du carré, ce qui est deux choses. Enlève la racine de 
la moitié du carré de la racine de quatre carrés ; il reste la racine de quatre 
carrés moins la racine de la moitié du carré égaux à un carré. La racine du 
carré est donc égale à la racine de quatre moins la racine d’un demi, ce qui 
est deux dirhams moins la racine d’un demi-dirham. Et le carré est quatre 
plus un demi moins la racine de huit.

Si tu veux, pose ton carré deux carrés ; ajoute-lui la racine de sa moi
tié, on a deux carrés plus une chose ; multiplie-le par lui-même, on a quatre 
carrés-carrés plus un carré plus quatre cubes égaux à huit carrés.
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Enlève un carré de huit carrés, il reste quatre carrés-carrés plus quatre 
cubes égaux à sept carrés. Ramène tout ce que tu as au carré-carré ; on a 
un carré-carré plus un cube égaux à un carré plus trois quarts de carré. 
Ramène tout ce que tu as à un carré en divisant tout ce que tu as par un 
carré -  en effet tu divises tout ce que tu as par un carré car, si tu divises un 
carré-carré par un carré, tu obtiens un carré ; si tu divises un cube par un 
carré, on a une chose ; et si tu divises un carré plus trois quarts de carré 
par un carré, on obtient un dirham plus trois quarts de dirham. On a donc 
un carré plus une chose égal à un dirham plus trois quarts de dirham. 
Divise les racines en deux moitiés, on a un demi ; multiplie-le par lui- 
même, [49''] on a un quart, que tu ajoutes au dirham plus les trois quarts ; 
on a deux dirhams. La racine de deux dirhams de laquelle on retranche un 
demi, ce qui est la racine de la moitié du carré, multiplie-le par lui-même ; 
on a deux dirhams plus un quart moins la racine de deux, ce qui est la 
moitié du carré ; double-le, on a quatre dirhams plus un demi moins la 
racine de huit, ce qui est le carré.

<58> Si on te dit : deux carrés égaux, tu ajoutes à l’un la racine de trois 
et à l’autre la racine de deux dirhams, puis tu multiplies l’un par l’autre, on 
a vingt dirhams.

On l’infère ainsi : tu poses chacun des deux carrés une chose et tu 
ajoutes à l’un la racine de trois et à l’autre la racine de deux dirhams. Puis 
tu multiplies l’un par l’autre, ce qui est une chose plus la racine de trois par 
une chose plus la racine de deux dirhams. On a donc un carré plus la racine 
de six dirhams plus la racine de trois carrés plus la racine de deux carrés 
égaux à vingt dirhams. Retranche donc la racine de six dirhams de vingt 
dirhams. Il reste vingt dirhams moins la racine de six dirhams égaux à un 
carré plus la racine de trois carrés plus la racine de deux carrés. Prends la 
moitié de la racine de trois carrés plus la racine de deux carrés, on a la 
racine de trois quarts plus la racine d’un demi. Multiplie-le par lui-même, 
on a un dirham plus un quart plus la racine d’un dirham et un demi-dirham. 
Ajoute-le à vingt dirhams moins la racine de six dirhams, on a vingt et un
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dirhams plus un quart plus la racine d’un dirham et un demi moins la racine 
de six dirhams ; ce qui est vingt et un dirhams plus un quart de dirham 
moins la racine de un et demi. Le reste de la racine de cela, dont on 
retranche la racine de trois quarts plus la racine d’un demi, est l’un des 
deux carrés ; et l’autre carré lui est égal, si Dieu le veut.

<59> Si on te dit : un carré auquel tu ajoutes sept dirhams, puis tu 
multiplies la somme par la racine de trois fois le carré et on a dix fois le 
carré.

On l’infère ainsi : tu poses ton carré une chose, à laquelle tu ajoutes 
sept dirhams. On a une chose plus sept dirhams ; tu les multiplies par la 
racine du triple du carré, c’est-à-dire la racine de trois choses. On a donc la 
racine de trois cubes plus la racine de cent quarante-sept choses égaux à dix 
fois le carré, qui est dix choses. Divise tout ce que tu as [50"] par la racine 
de trois choses. On obtient une chose plus la racine de quarante-neuf 
dirhams égaux à la racine de trente-trois choses plus un tiers de chose. 
Multiplie une chose plus la racine de quarante-neuf dirhams par lui-même. 
On a un carré plus quarante-neuf dirhams plus la racine de cent quatre- 
vingt-seize carrés égaux à trente-trois choses plus un tiers de chose. 
Retranche la racine de cent quatre-vingt-seize carrés de trente-trois choses 
plus un tiers de chose ; il reste trente-trois choses plus un tiers de chose 
moins la racine de cent quatre-vingt-seize carrés égaux à un carré plus 
quarante-neuf dirhams.

Si tu veux, tu partages en deux moitiés les choses moins la racine de 
cent quatre-vingt-seize carrés, et tu procèdes comme je te l’ai décrit.

Si tu veux, prends la racine de cent quatre-vingt-seize carrés, ce qui est 
quatorze choses, que tu retranches de trente-trois choses plus un tiers d’une 
chose ; il reste dix-neuf choses plus un tiers d’une chose égaux à un carré 
plus quarante-neuf dirhams. Partage les choses en deux moitiés, on a neuf
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plus deux tiers ; multiplie-le par lui-même, on a quatre-vingt-treize plus 
quatre neuvièmes. Retranches-en les dirhams, qui sont quarante-neuf ; il 
reste quarante-quatre plus quatre neuvièmes ; prends sa racine, on a trente- 
six ; retranche-le de la moitié des choses, qui est neuf plus deux tiers, il 
reste trois, qui est le carré.

Si tu veux, ajoute le trente-six à la moitié des choses, qui est neuf plus 
deux tiers ; on a seize plus un tiers, ce qui est le carré.

Si tu veux, si le problème parvient à une chose plus la racine de 
quarante-neuf dirhams, tu prends la racine de quarante-neuf, ce qui est 
sept ; tu multiplies une chose plus sept par lui-même, tu réduis par ceci 
trente-trois choses plus un tiers d’une chose et tu procèdes comme je l’ai 
décrit, tu obtiens le carré trois ou seize plus un tiers, celui que tu voudras.

Si tu veux, tu le calcules de l’autre manière en posant ton carré, une 
chose, à laquelle tu ajoutes sept dirhams ; on a une chose plus sept dirhams. 
Or tu sais que, si tu le multiplies par la racine de trois choses, on a dix 
choses. Divise alors dix choses par la racine de trois choses, on obtient : 
racine de trente-trois choses plus un tiers d’une chose [50''] égaux à une 
chose plus sept dirhams. Tu le multiplies par lui-même, on a un carré plus 
quarante-neuf dirhams plus quatorze choses égaux à trente-trois choses plus 
un tiers d’une chose.

Si tu veux, pose ton carré un tiers d’un carré  et ajoute-lui sept 
dirhams ; on a alors un tiers d’un carré plus sept dirhams, que tu multiplies 
par la racine de son triple, ce qui est une chose. On a alors le tiers d’un 
cube plus sept choses égaux à trois carrés plus un tiers de carré. Car il a 
dit : « on a dix fois le carré » -  or nous avons posé le carré un tiers d’un 
carré ; dix fois celui-ci est donc trois carrés plus un tiers d’un carré. Divise 
tout ce que tu as par une chose, on obtient un tiers d’un carré plus sept 
dirhams égaux à trois choses plus un tiers d’une chose. Complète le tiers de 
ton carré pour que ce soit un carré. Pour le compléter, multiplie-le par 
trois. Multiplie donc tout ce que tu as par trois. On a un carré plus vingt et
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un dirhams égaux à dix racines. Partage les racines en deux moitiés, on a 
cinq ; multiplie-le par lui-même, on a vingt-cinq ; retranches-en le vingt et 
un, il reste quatre. Prends-en la racine, deux ; enlève-le de la moitié des 
racines, qui est cinq ; il reste trois, qui est la racine du carré, et le carré est 
neuf. Mais nous avons posé notre carré un tiers d’un carré, prends donc 
son tiers ; on a trois, qui est le carré.

Et si tu veux, ajoute le deux à la moitié des racines qui est cinq ; on a 
sept, c’est la racine du carré et le carré est quarante-neuf. Mais nous avons 
posé notre carré le tiers d’un carré. Tu prends son tiers, on a seize plus un 
tiers, ce qui est le carré.

<60> Si on te dit : un carré auquel tu ajoutes la racine de son triple, 
puis tu multiplies la somme par la racine de son double, on a le quadruple 
du carré.

On l’infère ainsi ; tu poses ton carré une chose, à laquelle tu ajoutes la 
racine de son triple ; on a une chose plus la racine de trois choses, que tu 
multiplies par la racine de deux choses ; on a la racine de deux cubes plus 
la racine de six carrés égaux à quatre choses. Car il a dit : « on a le 
quadruple du carré ». Divise tout ce que tu as par une chose, on a la racine 
de deux choses plus la racine de six [5 T] dirhams égaux à quatre dirhams. 
Retranche la racine de six dirhams de quatre dirhams, il reste quatre dir
hams moins la racine de six dirhams égaux à la racine de deux choses. 
Multiplie alors quatre dirhams moins la racine de six dirhams par lui- 
même, on a vingt-deux dirhams moins la racine de trois cent quatre-vingt- 
quatre dirhams égaux à deux choses ; la chose est donc égale à onze moins 
la racine de quatre-vingt-seize dirhams, ce qui est le carré.

Si tu veux, enlève la racine de six carrés de quatre choses, il reste qua
tre choses moins la racine de six carrés égaux à la racine de deux cubes. 
Multiplie quatre choses moins la racine de six carrés par lui-même, on a 
vingt-deux carrés moins la racine de trois cent quatre-vingt-quatre carrés- 
carrés égaux à deux cubes. Nous les restaurons par la racine de trois cent 
quatre-vingt-quatre carrés-carrés et nous l’ajoutons aux deux cubes ; on a
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deux cubes plus la racine de trois cent quatre-vingt-quatre carrés-carrés 
égaux à vingt-deux carrés. Divise tout ce que tu as par un carré. Tu divises 
donc deux cubes par un carré, on a deux choses ; et tu divises la racine de 
trois cent quatre-vingt-quatre carrés-carrés par un carré, on obtient la 
racine de trois cent quatre-vingt-quatre dirhams. Tu divises vingt-deux 
carrés par un carré ; on obtient vingt-deux dirhams. On a donc deux choses 
plus la racine de trois cent quatre-vingt-quatre dirhams égaux à vingt-deux 
dirhams. Une chose est donc égale à onze moins la racine de quatre-vingt- 
seize, ce qui est le carré.

Si tu veux, tu retranches les deux cubes de vingt-deux carrés, il reste 
vingt-deux carrés moins deux cubes égaux à la racine de trois cent quatre- 
vingt-quatre carrés-carrés. Multiplie alors vingt-deux carrés moins deux 
cubes par lui-même ; on a quatre cent quatre-vingt-quatre carrés-carrés 
plus quatre cubes-cubes moins quatre-vingt-huit cubes multipliés par un 
carré ; et si tu veux, dis : moins quatre-vingt-huit carrés-carrés multipliés 
par une chose -  le tout égal à trois cent quatre-vingt-quatre carrés-carrés. 
Restaure-les par quatre-vingt-huit carrés-carrés multipliés par une chose, 
que tu ajoutes [ST] à trois cent quatre-vingt-quatre carrés-carrés ; on a 
donc trois cent quatre-vingt-quatre carrés-carrés plus quatre-vingt-huit 
carrés-carrés, multipliés par une chose, égaux à quatre cent quatre-vingt- 
quatre carrés-carrés plus quatre cubes-cubes. Enlève trois cent quatre- 
vingt-quatre carrés-carrés de quatre cent quatre-vingt-quatre carrés- 
carrés ; il reste quatre cubes-cubes plus cent carrés-carrés égaux à quatre- 
vingt-huit carrés-carrés multipliés par une chose. Ramène tout ce que tu as 
à un cubo-cube, et cela en prenant le quart de tout ce que tu as. On a donc 
un cubo-cube plus vingt-cinq carrés-carrés égaux à vingt-deux carrés- 
carrés multipliés par une chose. Divise tout ce que tu as par un carré- 
carré ; tu divises donc un cubo-cube par un carré-carré ; on obtient un 
carré. Divisons vingt-cinq carrés-carrés par un carré-carré ; on obtient

(JAxj J ü

i,  , ^ ^ ^ ^

çj\ jUai . L i ^ 5
I. I . «*)

(jyj

. âL- jdS' (jJ

< ^ U >  o^\ JJ»-  - -  t-pj— J j^  UT.-----UIJ
.Ju  Ju NjU

jL* Jl* j  jijds^^

J ii à\j — Ju J  ’Ojjdaj» jy tij ÂJU Âjojtj IQ

Ju c - J Ju Ju Î

JU JU ,JL.

JU JU ù^  jL. ^ j î j

JU JU ùy'ij JU JU
Jl> Oylij ^  Ju j

 ̂ «! !» X  • '-r' Ij
JU j u  JU j u  5JUj ^  ^ u r  L jî ^ ^ ’ iju

^  J ,  ^  y  - y  ^

Uÿî' JA .̂ JU JU y>._j ^   ̂ ^

! ju  JU ^  i U  U y  ^

^  JU JU ;ju  ^  JU JU ^
 ̂  ̂ si *

Y  -  4 -  J  3
:v u r  Â-Jj 14 vus- :v l . r  ,0 -  8 -  U4>, : V  ,  _
JL. / ..us- e J  : v u r  U.;, le -  u , ;  ^



456 Abu Kâmil ; Livre d’algèbre

vingt-cinq dirhams. Divisons vingt-deux carrés-carrés multipliés par une 
chose par un carré-carré ; on obtient vingt-deux choses. Il vient un carré 
plus vingt-cinq dirhams, égaux à vingt-deux choses. Partage les racines en 
deux moitiés, on a onze. Tu le multiplies par lui-même, on a cent vingt et 
un ; retranches-en les vingt-cinq, il reste quatre-vingt-seize. La racine de 
cela, retranchée de onze, est le carré, qui est onze moins la racine de 
quatre-vingt-seize.

Si tu veux, pose ton carré la moitié d’un carré et ajoute-lui la racine de 
son triple ; on a la moitié d’un carré plus la racine d’un carré plus un demi, 
que tu multiplies par la racine de son double, qui est une chose ; on a donc 
un demi d’un cube plus la racine d’un carré-carré et un demi carré-carré 
égaux à deux carrés. Car il a dit : « on a le quadruple du carré ». Et le 
carré est un demi, et son quadruple est deux carrés. Divise donc tout ce 
que tu as par un carré, on a une demi-chose plus la racine d’un dirham et 
un demi, égaux à deux dirhams. La chose est donc égale à quatre dirhams 
moins racine de six. Multiplie-le par lui-même, on a vingt-deux moins 
racine de trois cent quatre-vingt-quatre, ce qui est le carré. Or nous avons 
posé notre carré [52^ un demi-carré ; nous prenons donc son demi, on a 
onze moins la racine de quatre-vingt-seize, ce qui est le carré.

Si tu veux, retranche la moitié du cube de deux carrés, il reste deux 
carrés moins la moitié d’un cube égaux à la racine d’un carré-carré plus 
un demi-carrc-carrc. Multiplie deux carrés moins un demi-cube par lui- 
même, on a quatre carrés-carrés plus un quart de cubo-cube moins deux 
carrés-carrés multipliés par une chose, égaux à un carré-carré plus un 
demi-carrc-carrc. Restaure-le par deux carrés-carrés multipliés par une 
chose et ajoute-les au carré-carré plus un demi-carré-carré. Il vient un 
carré-carré plus un demi-carré-carré plus deux carrés-carrés multipliés 
par une chose, égaux à un quart de cubo-cube plus quatre carrés-carrés. 
Enlève un carré-carré et un demi-carré-carré de quatre carrés-carrés ; il 
reste un quart de cubo-cube plus deux carrés-carrés plus un demi-carré-
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carré égaux à deux carrés-carrés multipliés par une chose. Complète le 
quart de cubo-cube afin que ce soit un cubo-cube. Pour le compléter, 
multiplie-le par quatre, et tu multiplies tout ce que tu as par quatre. On a un 
cubo-cube plus dix carrés-carrés égaux à huit carrés-carrés multipliés par 
une chose. Divise tout ce que tu as par un carré-carré, on a un carré plus 
dix dirhams égaux à huit choses. Partage les choses en deux, on a quatre ; 
tu le multiplies par lui-même, on a seize, dont tu retranches dix dirhams ; il 
reste six ; prends-en la racine, que tu enlèves de quatre. Ce qui reste est la 
chose, c’est-à-dire quatre moins la racine de six. Et le carré est vingt-deux 
dirhams moins racine de trois cent quatre-vingt-quatre dirhams. Or nous 
avons posé notre carré un demi-carr^. Prenons donc sa moitié, on a onze 
dirhams moins racine de quatre-vingt-seize, ce qui est le carré cherché.

<61> Si on te dit : un carré tel que tu ajoutes à la racine de sa moitié 
trois dirhams et à la racine de son tiers deux dirhams, puis tu multiplies l’un 
par l’autre, on a vingt dirhams.

On l’infère ainsi ; tu poses ton carré une chose et tu ajoutes à la racine 
de sa moitié trois dirhams, on a trois dirhams plus la racine d’une demi- 
chose ; [52''] et tu ajoutes à la racine de son tiers deux dirhams, on a deux 
dirhams plus la racine d’un tiers d’une chose. Tu multiplies trois dirhams 
plus la racine de la moitié d’une chose par deux dirhams plus la racine d’un 
tiers d’une chose. Si tu veux cela, multiplie la racine d’une demi-chose par 
la racine d’un tiers de chose, on a la racine d’un sixième de carré. Puis tu 
multiplies trois dirhams par la racine d’un tiers d’une chose, on a la racine 
de trois choses. Puis tu multiplies deux dirhams par la racine d’une demi- 
chose, on a la racine de deux choses. Puis tu multiplies trois dirhams par 
deux dirhams, on a six dirhams. Puis tu additionnes tout cela ; on a six 
dirhams plus la racine d’un sixième de carré plus la racine de trois choses 
plus la racine de deux choses égaux à vingt dirhams. Alors tu ôtes six 
dirhams de vingt, il reste quatorze dirhams égaux à la racine d’un sixième 
de carré plus la racine de trois choses plus la racine de deux choses. Tu 
ôtes la racine d’un sixième de carré de quatorze dirhams ; il reste quatorze 
dirhams moins la racine d’un sixième de carré égaux à la racine de trois
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choses plus la racine de deux choses. Multiplie alors quatorze dirhams 
moins la racine d’un sixième de carré par lui-même ; on a cent quatre- 
vingt-seize plus un sixième de carré moins la racine de cent trente carrés et 
deux tiers d’un carré égaux à la racine de trois choses plus la racine de 
deux choses, multiplié par lui-même ; ce qui est cinq choses plus la racine 
de vingt-quatre carrés. Restaure les cent quatre-vingt-seize dirhams plus le 
sixième de carré par la racine de cent trente carrés plus deux tiers de carré 
et ajoute-le aux cinq choses plus la racine de vingt-quatre carrés. On a cinq 
choses plus la racine de vingt-quatre carrés plus la racine de cent trente 
carrés plus deux tiers de carré égaux à cent quatre-vingt-seize dirhams plus 
un sixième de carré. Complète le sixième de ton carré afin qu’il vienne un 
carré. Pour le compléter, tu le multiplies par six et donc tu multiplies tout 
ce que tu as par six ; on a un carré plus mille cent soixante-seize dirhams 
égaux à trente choses plus la racine de huit cent soixante-quatre carrés plus 
la racine de quatre mille sept cent quatre carrés. Partage en deux moitiés 
les choses, la racine de quatre [53^ mille sept cent quatre carrés et la racine 
de huit cent soixante-quatre carrés. On a quinze plus la racine de mille cent 
soixante-seize plus racine de deux cent seize, que tu multiplies par lui- 
même. On a mille six cent dix-sept plus la racine de mille mille et 
cinquante-huit mille et quatre cents, plus la racine de mille mille et seize 
mille et soixante-quatre, plus la racine de cent mille quatre-vingt-quatorze 
mille et quatre cents. Retranches-en mille cent soixante-seize, il reste 
quatre cent quarante et un dirhams plus la racine de mille mille cinquante- 
huit mille et quatre cents, plus la racine de mille mille seize mille soixante- 
quatre, plus la racine de cent quatre-vingt-quatorze mille et quatre cents. Tu 
prends la racine de tout cela et tu la retranches de quinze plus la racine de 
mille cent soixante-seize plus la racine de deux cent seize. Ce qui reste est 
le carré.

Et si tu veux, procède comme je vais te le décrire : lorsque tu parviens 
dans le calcul de ce problème à cinq choses plus la racine de vingt-quatre 
carrés plus la racine de cent trente carrés plus deux tiers de carré égaux à
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cent quatre-vingt-seize dirhams plus un sixième de carré, alors tu addition
nes la racine de vingt-quatre carrés plus la racine de cent trente carrés plus 
les deux tiers de carré, comme je te l’ai indiqué. On a dès lors cinq choses 
plus la racine de deux cent soixante-six carrés plus les deux tiers d’un 
carré égaux à cent quatre-vingt-seize dirhams plus un sixième de carré. 
Complète alors ton carré en le multipliant par six ; on a un carré plus mille 
cent soixante-seize dirhams égaux à trente choses plus la racine de neuf 
mille six cents carrés. Partage en deux moitiés les choses et la racine de 
neuf mille six cents carrés, on a quinze plus la racine de deux mille quatre 
cents. Multiplie-le par lui-même, on a deux mille six cent vingt-cinq plus la 
racine de deux mille mille, cent mille et soixante mille. Retranches-en les 
mille cent soixante-seize qui sont avec le carré ; il reste mille quatre cent 
quarante-neuf plus la racine de deux mille mille cent mille et soixante 
mille. [53''] Tu prends la racine de cela et tu retranches ce que tu obtiens de 
quinze plus racine de deux mille quatre cents. Ce qui reste est le carré.

Si tu veux, tu poses ton carré deux carrés, tu ajoutes à la racine de sa 
moitié trois dirhams, on a une chose plus trois dirhams ; et tu ajoutes à la 
racine de son tiers deux dirhams, on a deux dirhams plus la racine de deux 
tiers de carré ; tu multiplies une chose plus trois dirhams par deux dirhams 
plus la racine de deux tiers de carré, on a deux choses plus six dirhams plus 
la racine de deux tiers de carré-carré plus la racine de six carrés, égaux à 
vingt dirhams. Ôte six dirhams de vingt dirhams, il reste quatorze dirhams 
égaux à deux choses plus la racine de deux tiers de carré-carré plus la 
racine de six carrés. Complète la racine de deux tiers de carré-carré pour 
avoir la racine du carré-carré. Pour la compléter, multiplie-la par la racine 
de un plus un demi. On a la racine du carré-carré plus la racine de six car
rés plus la racine de neuf carrés -  qui est trois choses - , égaux à la racine 
de deux cent quatre-vingt-quatorze dirhams. Mais la racine du carré-carré 
est un carré. Il vient donc un carré plus la racine de six carrés plus la 
racine de neuf carrés -  qui est trois choses - , égaux à la racine de deux cent 
quatre-vingt-quatorze dirhams. Partage donc en deux moitiés trois choses 
plus la racine de six carrés ; on a un plus un demi et la racine de un plus un
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demi. Multiplie-le par lui-même, on a trois plus un demi plus un quart plus 
la racine de treize et un demi, que tu ajoutes à la racine de deux cent quatre- 
vingt-quatorze dirhams ; on a trois plus un demi plus un quart plus la racine 
de deux cent quatre-vingt-quatorze dirhams plus la racine de treize et un 
demi. Mais la racine de deux cent quatre-vingt-quatorze plus la racine de 
treize et un demi est la racine de quatre cent trente-trois plus un demi. Il 
vient donc trois plus un demi plus un quart, plus la racine de quatre cent 
trente-trois plus un demi. Tu prends la racine de cela et tu retranches de ce 
que tu obtiens un plus un demi et la racine de un plus un demi. Ce qui reste 
est la racine de la moitié du carré, car nous avons posé notre carré deux 
carrés. Nous le multiplions par lui-même ; ce que tu obtiens est la moitié 
du carré, que nous doublons. Ce qu’on obtient, c’est le carré. [54^

<62> S’il dit : un carré que tu multiplies par racine de dix et tu divises 
le produit par deux plus racine de trois, le gain de la personne est égal au 
carré moins dix dirhams. Et si tu veux, dis : un homme a acheté pour racine 
de dix et a vendu pour deux plus racine de trois, et il reste dix, combien est 
le capital?

On l’infère ainsi : pose ton carré une chose, multiplie-le par racine de 
dix, on a racine de dix carrés. Divise racine de dix carrés par deux plus 
racine de trois, on obtient racine de quarante carrés moins racine de trente 
carrés ; alors tu dis : j ’ai divisé racine de dix par deux plus racine de trois, 
on obtient une chose ; alors, lorsque nous multiplions une chose par deux 
plus racine de trois, on a racine de dix. Alors nous multiplions une chose 
par deux plus racine de trois, on a deux choses plus racine de trois carrés 
égales à racine de dix. Ote deux choses de racine de dix, il reste racine de 
dix moins deux choses égaux à racine de trois carrés. Multiplie racine de 
dix moins deux choses par lui-même, on a dix dirhams plus quatre carrés 
moins racine de cent soixante carrés égaux à trois carrés. Réduis-les par la 
racine de cent soixante carrés, ajoute-la à trois carrés et ôte trois carrés de
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quatre carrés. Il reste un carré plus dix dirhams égaux à la racine de cent 
soixante carrés. Partage la racine de cent soixante carrés en deux moitiés. 
On a la racine de quarante, que tu multiplies par elle-même ; on a quarante. 
Retranches-en dix, il reste trente. La racine de trente est donc retranchée de 
la racine de quarante, ce qui reste est la chose, c’est le gain de la personne, 
c’est-à-dire la racine de quarante moins la racine de trente.

On a ainsi montré que, si nous divisons la racine de dix dirhams par 
deux plus racine de trois, alors ce qui revient à la personne est la racine de 
quarante dirhams moins la racine de trente dirhams. Il est donc clair que, si 
nous divisons la racine de dix carrés par deux plus racine de trois, alors ce 
qui revient à la personne est la racine de quarante carrés moins la racine de 
trente carrés. Car, tout nombre étant divisé par un nombre, si l’on multiplie 
le dividende par l’un des nombres, quel que soit ce nombre, et que l’on 
divise ensuite le produit par le premier nombre -  le diviseur - , alors ce 
qu’on obtient [54''] est égal à ce qu’on obtient de la première division, si tu 
le multiplies par le nombre par lequel a été multiplié le dividende. Or nous 
avons divisé la racine de dix dirhams par deux dirhams plus racine de 
trois ; on a obtenu racine de quarante dirhams moins racine de trente 
dirhams. Si donc nous divisons racine de dix carrés par deux plus racine de 
trois, alors le quotient est racine de quarante carrés moins racine de trente 
carrés, car si tu multiplies racine de dix dirhams, qui est le dividende, par 
une chose, on a racine de dix carrés ; multiplie donc racine de quarante 
dirhams moins racine de trente dirhams par une chose, on a racine de 
quarante carrés moins racine de trente carrés.

Nous avons ainsi montré que, si nous divisons la racine de dix carrés 
par deux plus la racine de trois, ce qui revient à la personne est la racine de 
quarante carrés moins la racine de trente carrés ; la racine de quarante 
carrés moins la racine de trente carrés est alors égal à une chose moins dix. 
Car il a dit : « le gain de la personne est égal à un carré moins dix ». Mais 
le carré est une chose, alors multiplie une chose moins dix par lui-même ; 
on a un carré plus cent dirhams moins vingt choses égal à la racine de 
quarante carrés moins la racine de trente carrés, multiplié par lui-même, ce 
qui est soixante-dix carrés moins la racine de quatre mille huit cents
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carrés-carrés. Retranche donc un carré de soixante-dix carrés, il reste 
soixante-neuf carrés ; restaure les cent dirhams par vingt choses, ajoute-les 
aux soixante-neuf carrés, restaure les soixante-neuf carrés par la racine de 
quatre mille huit cents carrés-carrés et ajoute-les aux cent dirhams. On a 
alors cent dirhams plus la racine de quatre mille huit cents carrés-carrés 
égaux à soixante-neuf carrés plus vingt choses. Retranche les soixante-neuf 
carrés de cent dirhams plus la racine de quatre mille huit cents carrés- 
carrés ; il reste vingt choses égales à cent dirhams plus la racine de quatre 
mille huit cents carrés-carrés moins soixante-neuf carrés. Ramène tout ce 
que tu as à un carré, et cela en multipliant tout ce que tu as par un dirham 
plus trente parties de trente-neuf parties de dirham plus racine de trois 
dirhams plus deux cent trente-sept parties de mille cinq cent vingt et une 
parties de dirham. Si en effet nous divisons un dirham par racine de quatre 
mille huit cents moins soixante-neuf, [55'̂ ] alors il revient à chacun un 
dirham plus trente parties de trente-neuf parties de dirham, plus racine de 
trois dirhams plus deux cent trente-sept parties de mille cinq cent vingt et 
une parties de dirham. Il est clair, d’après ce que nous avons décrit, que, si 
nous divisons un par racine de quatre mille huit cents carrés-carrés moins 
soixante-neuf carrés, alors ce qui revient au carré est un dirham plus trente 
parties de trente-neuf parties de dirham plus la racine de trois dirhams plus 
deux cent trente-sept parties de mille cinq cent vingt et une parties. Si nous 
multiplions la racine de quatre mille huit cents carrés-carrés moins 
soixante neuf carrés par un dirham plus trente parties de trente-neuf parties 
de dirham, plus la racine de trois dirhams plus deux cent trente-sept parties 
de mille cinq cent vingt et une parties de dirham, on a un carré. Tu 
multiplies ensuite cent dirhams par un dirham plus trente parties de trente- 
neuf parties de dirham plus la racine de trois dirhams plus deux cent trente- 
sept parties de mille cinq cent vingt et une parties de l’unité, on a cent 
soixante-seize dirhams plus trente-six parties de trente-neuf parties de
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l’unité, plus la racine de trente et un mille cinq cent cinquante-huit dirhams 
plus deux cent quatre-vingt-deux parties de mille cinq cent vingt et une 
parties de dirham. Tu multiplies ensuite vingt choses par un dirham plus 
trente parties de trente-neuf parties de dirham plus la racine de trois 
dirhams plus deux cent trente-sept parties de mille cinq cent vingt et une 
parties de l’unité ; on a alors trente-cinq choses plus quinze parties de 
trente-neuf parties de chose plus la racine de mille deux cent soixante-deux 
carrés, plus quatre cent quatre-vingt-dix-huit parties de mille cinq cent 
vingt et une parties de carré. Il vient alors un carré plus cent soixante-seize 
dirhams plus trente-six parties de trente-neuf parties de dirham [55''] plus la 
racine de trente et un mille cinq cent cinquante-huit dirhams plus deux cent 
quatre-vingt-deux parties de mille cinq cent vingt et une parties de dirham, 
égaux à trente-cinq choses plus quinze parties de trente-neuf parties d’une 
chose plus la racine de mille deux cent soixante-deux carrés plus quatre 
cent quatre-vingt-dix-huit parties de mille cinq cent vingt et une parties de 
carré. Partage alors en deux moitiés trente-cinq choses plus quinze parties 
de trente-neuf parties de chose plus la racine de mille deux cent soixante- 
deux carrés plus quatre cent quatre-vingt-dix-huit parties de mille cinq cent 
vingt et une parties de carré. On a alors dix-sept plus vingt-sept parties de 
trente-neuf parties plus la racine de trois cent quinze plus huit cent quatre- 
vingt-cinq parties de mille cinq cent vingt et un. Multiplie-le par lui-même ; 
on a six cent vingt-huit dirhams plus neuf cent douze parties de mille cinq 
cent vingt et une parties de dirham plus la racine de trois cent mille quatre- 
vingt-quinze mille cent trente dirhams plus deux mille mille cinquante-sept 
mille six cent soixante-dix parties de deux mille mille trois cent mille treize 
mille quatre cent quarante et une parties de dirham. Ôtes-en les dirhams qui
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sont avec le carré ; c’est-à-dire cent soixante-seize dirhams plus trente-six 
parties de trente-neuf parties de dirham plus la racine de trente et un mille 
cinq cent cinquante-huit dirhams plus deux cent quatre-vingt-deux parties 
de mille cinq cent vingt et une parties de dirham. Il reste quatre cent 
cinquante et un dirhams plus mille vingt-neuf [56^ parties de mille cinq 
cent vingt et une parties de dirham plus la racine de trois cent mille quatre- 
vingt-quinze mille cent trente dirhams plus deux mille mille cinquante-sept 
mille six cent soixante-dix parties de deux mille mille trois cent mille treize 
mille quatre cent quarante et une parties de dirham moins la racine de trente 
et un mille cinq cent cinquante-huit dirhams plus deux cent quatre-vingt- 
deux parties de mille cinq cent vingt et une parties de dirham. Tu prends la 
racine de cela et tu y ajoutes dix-sept dirhams plus vingt-sept parties de 
trente-neuf parties de dirham plus la racine de trois cent quinze dirhams 
plus huit cent quatre-vingt-cinq parties de mille cinq cent vingt et une 
parties de dirham. Ce que tu obtiens est le carré.

3 9 5 1 3 0
2 0 5 7 6 7 0
2 3 1 3 4 4 1

<63> S’il dit : deux carrés dont l’un est égal au triple de l’autre ; tu 
ajoutes à chacun sa racine et tu multiplies ensuite l’un par l’autre ; on a dix 
fois le plus grand carré.

On l’infère ainsi : tu poses l’un des deux carrés une chose et l’autre 
trois choses. Tu ajoutes à la chose sa racine, on a alors une chose plus la 
racine d’une chose ; puis tu ajoutes aux trois choses leur racine, on a trois 
choses plus la racine de trois choses ; tu multiplies alors une chose plus la 
racine d’une chose par trois choses plus la racine de trois choses, on a trois 
carrés plus la racine de trois carrés plus la racine de neuf cubes plus la
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racine de trois cubes égaux à dix fois le plus grand carré, c’est-à-dire trente 
choses. Divise tout ce que tu as par une chose, on a alors trois choses plus 
la racine de trois dirhams plus la racine de neuf choses plus la racine de 
trois choses égaux à trente dirhams. Ôte trois choses plus la racine de trois 
dirhams de trente dirhams, il reste trente dirhams moins trois choses moins 
la racine de trois dirhams égaux à la racine de neuf choses plus la racine de 
trois choses. Multiplie trente dirhams moins trois choses moins la racine de 
trois dirhams par lui-même ; on a neuf cents dirhams plus trois dirhams 
plus neuf carrés plus la racine de cent carrés plus huit carrés moins [56''] 
cent quatre-vingts choses moins la racine de dix mille huit cents dirhams 
égaux à douze choses plus la racine de cent carrés plus huit carrés. 
Retranche la racine de cent carrés plus huit carrés de la racine de cent 
carrés plus huit carrés, il reste neuf cents dirhams plus trois dirhams plus 
neuf carrés moins cent quatre-vingts choses moins la racine de dix mille 
huit cents dirhams égaux à douze choses. Restaure-les par les cent quatre- 
vingts choses et ajoute-les aux douze choses ; on a alors cent quatre-vingt- 
douze choses égales à neuf cents dirhams plus trois dirhams plus neuf 
carrés moins racine de dix mille huit cents dirhams. Tu procèdes ensuite 
comme je te l’ai montré.

<64> Si on te dit : un carré dont la racine plus la racine de sa racine 
plus la racine de ses deux racines plus la racine de son quintuple sont égaux 
à dix dirhams.

On l’infère ainsi : tu poses ton carré un carré et tu prends sa racine et 
la racine de sa racine et la racine de ses deux racines et la racine de son 
quintuple ; on a alors une chose plus la racine d’une chose plus la racine de 
deux choses plus la racine de cinq carrés égaux à dix dirhams. Ôte une 
chose et la racine de cinq carrés de dix dirhams, il reste dix dirhams moins 
une chose moins la racine de cinq carrés égaux à la racine d’une chose plus 
la racine de deux choses. Multiplie alors dix dirhams moins une chose 
moins la racine de cinq carrés par lui-même, on a cent dirhams plus six
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carrés plus la racine de vingt carrés-carrés moins vingt choses moins la 
racine de deux mille carrés égaux à la racine d’une chose plus la racine de 
deux choses, multiplié par lui-même, ce qui est trois choses plus la racine 
de huit carrés. Réduis par ceci ; on a après réduction vingt-trois choses plus 
la racine de deux mille carrés plus la racine de huit carrés égaux à cent 
dirhams plus six carrés plus racine de vingt carrés-carrés. Ramène tout ce 
que tu as à un carré, et cela en multipliant par trois huitièmes de dirham 
moins la racine de cinq huitièmes de huitième de dirham. Tu multiplies 
alors six carrés plus la racine de vingt carrés-carrés par trois huitièmes 
moins la racine de cinq huitièmes de huitième ; on a alors un carré. Tu 
multiplies cent dirhams par trois huitièmes moins la racine de cinq 
huitièmes de huitième, on a trente-sept dirhams plus un demi moins la 
racine de sept cent quatre-vingt-un dirhams plus un quart. Puis tu multiplies 
vingt-trois choses par trois huitièmes moins la racine de cinq huitièmes de 
huitième ; [57^ on a huit choses plus cinq huitièmes de chose moins la 
racine de quarante et un carrés plus un quart de carré plus cinq huitièmes 
de huitième de carré. Tu multiplies la racine de deux mille carrés par trois 
huitièmes moins la racine de cinq huitièmes de huitième. On a la racine de 
deux cent quatre-vingt-un carrés plus un quart de carré moins douze 
choses plus une demi-chose. Tu multiplies ensuite la racine de huit carrés 
par trois huitièmes moins la racine de cinq huitièmes de huitième ; on a la 
racine d’un carré plus un huitième de carré moins la racine de cinq 
huitièmes de huitième de carré. Il vient après tout cela un carré plus trente- 
sept dirhams plus un demi moins la racine de sept cent quatre-vingt-un 
dirhams plus un quart, égaux à la racine de deux cent quatre-vingt-un 
carrés plus un quart de carré plus la racine d’un carré et un huitième de 
carré moins trois choses et sept huitièmes de chose moins la racine de 
quarante et un carrés et un quart de carré et cinq huitièmes de huitième de 
carré moins la racine de cinq huitièmes de carré. Tu procèdes ensuite 
comme je te l’ai montré.
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<65> Si on te dit : trois carrés différents, si tu multiplies le plus petit 
par lui-même et le moyen par lui-même, la somme sera égale au plus grand 
par lui-même ; si tu multiplies le plus grand par le plus petit, le produit sera 
égal au moyen par lui-même ; et si tu multiplies le plus petit par le moyen, 
on aura dix dirhams.

On l’infère ainsi : tu poses le plus petit une chose, le moyen sera dix 
dirhams divisés par une chose et le plus grand cent dirhams divisés par un 
cube, car si le carré du moyen est divisé par le plus petit, on obtient le plus 
grand ; mais le carré du moyen est cent dirhams divisés par un carré, et s’il 
est divisé par le plus petit, qui est une chose, on obtient le plus grand carré, 
cent dirhams divisés par un cube. On a ainsi montré que, si nous posons le 
plus petit carré une chose, alors le carré moyen sera dix dirhams divisés 
par une chose et le plus grand carré cent dirhams divisés par un cube. Tu 
multiplies le plus petit carré, qui est une chose, par lui-même ; on a un 
carré. Tu multiplies le carré moyen, qui est dix dirhams divisés par une 
chose, par lui-même, on a cent dirhams divisés par un carré. Tu les 
additionnes, on a alors un carré plus cent dirhams divisés par un carré. Tu 
multiplies le carré par le carré, on a un carré-carré ; [57''] alors le produit 
du plus petit carré par lui-même plus le moyen par lui-même est un carré- 
carré plus cent dirhams, le tout divisé par un carré. Tu le multiplies par un 
carré-carré. On a un carré-carré-carré-carré plus cent carrés-carrés. On a 
donc montré que, si nous divisons un carré-carré-carré-carré plus cent 
carrés-carrés par un cubo-cube, on a le carré du carré moyen plus le carré 
du plus petit carré. Nous multiplions ensuite le plus grand carré, qui est 
cent dirhams divisés par un cube, par lui-même ; on a alors le carré du plus 
grand carré, dix mille dirhams divisés par un cubo-cube, égal au carré du 
carré moyen plus le carré du plus petit carré, qui est un carré-carré-carré- 
carré plus cent carrés-carrés divisés par un cubo-cube ; il vient alors dix 
mille dirhams égaux à un carré-carré-carré-carré plus cent carrés-carrés. 
Partage donc en deux moitiés les cent carrés-carrés, on a cinquante, que tu 
multiplies par lui-même ; on a deux mille cinq cents, que tu ajoutes aux dix
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mille ; on a douze mille cinq cents ; tu en prends la racine et tu ôtes de ce 
qu’on obtient cinquante dirhams ; tu prends ensuite la racine de la racine de 
ce qui reste, ce que tu obtiens est le plus petit carré.

<66> Si on te dit : tu divises dix dirhams en trois parties et tu multiplies 
la plus petite par elle-même et la moyenne par elle-même, on a la plus 
grande par elle-même. Tu multiplies la plus petite par la plus grande, elle 
sera égale à la moyenne par elle-même. Tu laisses pour le moment les dix 
dirhams, puis tu dis :

Si on te dit : trois carrés différents, si tu multiplies le plus petit par lui- 
même et le moyen par lui-même, ce sera égal au plus grand par lui-même. 
Si tu multiplies le plus petit par le plus grand, ce sera égal au moyen par 
lui-même.

On l’infère ainsi : tu poses le plus petit un dirham, le moyen une chose 
et le plus grand un carré. Car, si tu multiplies le plus petit par le plus grand, 
il sera comme le produit du moyen par lui-même. Puis tu multiplies le plus 
petit par lui-même et le moyen par lui-même et tu les additionnes ; on a un 
carré plus un dirham égaux au carré-carré, qui est égal au produit du plus 
grand par lui-même. Tu procèdes comme je te l’ai décrit ; on a le carré, un 
demi-dirham plus la racine de un plus un quart, ce qui est le plus grand ; le 
carré moyen est la racine de cela qui est un demi-dirham plus la racine de 
un plus un quart dont on prend la racine, et le plus petit carré est un 
dirham. Tu additionnes les trois carrés, on a un dirham plus un demi plus la 
racine de un plus un quart, plus un demi-dirham plus la racine de un plus 
un quart dont on prend la racine.

Tu reviens ensuite aux dix dirhams [58*̂ ] et tu dis : nous avons divisé 
dix dirhams par un dirham plus un demi plus la racine de un plus un quart, 
et par un demi-dirham plus la racine de un plus un quart dont on prend la 
racine, et ainsi on obtient une chose. Or nous savons que, lorsque l’on 
multiplie le quotient par le diviseur, on retrouve le dividende ; alors nous 
multiplions une chose par un dirham plus un demi plus la racine de un plus 
un quart, plus un demi-dirham et la racine de un plus un quart dont on 
prend la racine. On a alors une chose plus une demi-chose plus la racine du 
carré plus un quart, plus un demi-carré plus la racine du carré-carré plus 
un quart de carré-carré dont on prend la racine, égaux à dix dirhams. Ôte
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de dix dirhams la chose et la demi-chose et la racine du carré plus un quart 
de carré, il reste dix dirhams moins une chose et demie moins la racine du 
carré plus un quart de carré, égaux à la moitié du carré plus la racine du 
carré-carré plus un quart de carré-carré, dont on prend la racine ; multiplie 
alors dix dirhams moins une chose et demie moins la racine du carré et un 
quart de carré par lui-même, on a cent dirhams plus trois carrés plus un 
àemi-carré plus la racine de onze carrés-carrés plus un quart de carré- 
carré moins trente choses moins la racine de cinq cents carrés égaux à un 
demi-carr^ plus la racine d’un carré-carré plus un quart de carré-carré. 
Restaure les cent dirhams par trente choses plus la racine de cinq cents 
carrés et ajoute l’égal à un demi-carré plus la racine du carré-carré plus un 
quart de carré-carré. Retranche un demi-carré de trois carrés plus un 
demi, et retranche la racine du carré-carré plus un quart de carré-carré de 
la racine de onze carrés-carrés plus un quart de carré-carré. Il reste donc 
cent dirhams plus trois carrés plus la racine de cinq carré s-carrés, égaux à 
trente choses plus la racine de cinq cents carrés. Ramène tout ce que tu as à 
un carré, et cela en le multipliant par trois quarts moins la racine d’un quart 
et un demi-huitième. Tu multiplies tout ce que tu as par trois quarts moins 
la racine d’un quart et un demi-huitième. On a un carré plus soixante- 
quinze dirhams moins la racine de trois mille cent vingt-cinq dirhams 
égaux à dix choses. Partage les choses en deux moitiés. On a cinq. 
Multiplie-le par lui-même, on a vingt-cinq ; ôtes-en le soixante-quinze 
moins la racine de trois mille cent vingt-cinq, il reste la racine de trois mille 
cent vingt-cinq moins cinquante dirhams. La racine de cela est soustraite de 
cinq ; ce qui reste est la plus petite partie des trois parties dont la somme est 
dix dirhams.

Si tu veux connaître la plus grande partie, pose alors le plus grand des 
trois [58''] différents carrés un dirham, le plus petit une chose et le moyen 
la racine d’une chose. Nous avons posé ainsi les trois carrés que nous 
avons nommés car le produit du plus petit par le plus grand est égal au 
moyen par lui-même. Tu multiplies ensuite le plus petit par lui-même, on a 
un carré, et le moyen par lui-même, on a une chose ; tu les additionnes, on 
a un carré plus une chose, égaux au plus grand par lui-même, c’est-à-dire 
un dirham ; la chose est donc égale à la racine de un plus un quart, moins
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un demi-dirham ; ce qui est le plus petit carré ; et le moyen est la racine de 
cela. C’est donc la racine de un plus un quart, moins un demi, dont on 
prend la racine. Et le plus grand est un dirham. Tu additionnes les trois 
carrés, on a un demi-dirham plus la racine de un plus un quart, plus la 
racine de un plus un quart moins un demi, dont on prend la racine. Tu 
procèdes ensuite conune tu avais procédé pour la petite partie, et cela en te 
ramenant aux dix dirhams.

Tu dis alors : nous avons divisé dix dirhams par un demi-dirham plus la 
racine de un plus un quart plus la racine de un plus un quart moins un demi, 
dont on a pris la racine, et on a obtenu une chose. Mais, quand nous 
multiplions le quotient par le diviseur, on a dix dirhams. Multiplie alors une 
chose par un demi-dirham plus la racine de un plus un quart plus la racine 
de un plus un quart moins un demi, dont on a pris la racine. On a alors une 
demi-chose plus la racine du carré plus le quart du carré plus la racine du 
carré-carré plus le quart du carré-carré moins la moitié d’un carré, dont 
on a pris la racine, égaux à dix dirhams. Ôte donc de dix dirhams une demi- 
chose plus la racine du carré plus le quart du carré, il reste donc dix 
dirhams moins une demi-chose moins la racine du carré et un quart de 
carré, égaux à la racine du carré-carré plus le quart du carré-carré, moins 
un demi-carré, dont on a pris la racine. Tu multiplies dix moins une demi- 
chose moins la racine du carré et un quart de carré par lui-même, on a cent 
dirhams plus un carré et un demi-carré plus la racine du carré-carré plus 
un quart de carré-carré moins dix choses moins la racine de cinq cents 
carrés, égaux à la racine d’un carré-carré plus un quart de carré-carré 
moins un demi-carré. Restaure les cent dirhams par dix choses et la racine 
de cinq cents carrés, et ajoute-le à la racine du carré-carré plus un quart de 
carré-carré moins un demi-carré ; restaure la racine du carré-carré plus un 
quart de carré-carré [59*̂ ] par la moitié du carré, ajoute-le au carré plus un 
demi et ôte la racine du carré-carré plus un quart de carré-carré de la 
racine du carré-carré plus un quart de carré-carré ; il reste cent dirhams 
plus deux carrés égaux à dix choses plus la racine de cinq cents carrés- 
carrés. Ramène les deux carrés à un seul carré.
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Or tu sais qu’un carré est la moitié de deux carrés. Prends donc de tout 
ce que tu as la moitié, on a alors un carré plus cinquante dirhams égaux à 
cinq choses plus la racine de cent vingt-cinq carrés. Partage en deux 
moitiés les choses plus la racine de cent vingt-cinq carrés, on a deux plus 
un demi plus la racine de trente et un plus un quart. Multiplie-le par lui- 
même, on a trente-sept plus un demi, plus la racine de sept cent quatre- 
vingt-un plus un quart ; ôtes-en les cinquante dirhams, il reste la racine de 
sept cent quatre-vingt-un plus un quart moins douze moins un demi. La 
racine de cela est soustraite de deux plus un demi plus la racine de trente et 
un plus un quart. Ce qui reste est la plus grande partie.

Mais nous avons montré que la plus petite partie est la racine de trois 
mille cent vingt-cinq moins cinquante dirhams, dont on a pris la racine, 
retranché de cinq. Il est donc clair, d’après ce que nous avons décrit, que la 
partie moyenne est ce qui reste de dix, c’est-à-dire deux dirhams plus un 
demi, plus la racine de sept cent quatre-vingt-un plus un quart moins douze 
et un demi, dont on prend la racine, plus la racine de trois mille cent vingt- 
cinq dirhams moins deux cinquièmes de dirham, dont on prend la racine, et 
tout cela est diminué de la racine de trente et un dirhams plus un quart.

On peut aussi y répondre autrement ; les deux réponses mènent à la 
même chose. Et cela en disant que la partie moyenne est douze plus un 
demi plus la racine de sept cent quatre-vingt-un et un quart, dont on prend 
la racine, dont on soustrait la racine de trente et un dirhams plus un quart 
moins deux dirhams et un demi. Et si tu veux, dis : deux dirhams plus un 
demi, plus douze dirhams et un demi plus la racine de sept cent quatre- 
vingt-un plus un quart dont on prend la racine, et de cette somme on 
retranche la racine de trente et un plus un quart.
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Et si tu veux procéder pour la partie moyenne comme tu l’as fait pour 
la petite partie et la grande partie, alors pose le carré moyen parmi les trois 
carrés différents, deux dirhams, le plus petit carré, une chose, et le plus 
grand carré, la racine d’un carré plus quatre dirhams. Multiplie alors une 
chose par la racine du carré plus quatre dirhams, [59''] on a la racine du 
carré-carré plus quatre carrés égaux à quatre dirhams. Multiplie quatre 
dirhams par lui-même, on a seize dirhams égaux à un carré-carré plus 
quatre carrés. Le carré est donc égal à la racine de vingt moins deux 
dirhams. La racine de cela est le petit carré, le moyen est deux dirhams et 
le grand carré est deux dirhams plus la racine de vingt, dont on prend la 
racine. Divisons donc vingt selon les trois carrés différents que nous avons 
mentionnés. Nous divisons vingt dirhams et rien d’autre car nous avons 
posé le carré moyen deux dirhams et on a obtenu une chose ; nous 
multiplions donc une chose par deux dirhams et par la racine de vingt 
moins deux dirhams, dont on a pris la racine, et par deux dirhams plus la 
racine de vingt, dont on a pris la racine. On a donc deux choses, plus la 
racine de vingt carrés-carrés plus deux carrés, dont on a pris la racine, plus 
la racine de vingt carrés-carrés moins deux carrés, dont on a pris la racine, 
égal à vingt dirhams. Retranche donc deux choses de vingt dirhams, il reste 
vingt dirhams moins deux choses, égal à deux carrés plus la racine de vingt 
carrés-carrés dont on a pris la racine, plus la racine de vingt carrés-carrés 
moins deux carrés dont on a pris la racine. Multiplie donc vingt dirhams 
moins deux choses par lui-même, on a alors quatre cents dirhams plus 
quatre carrés moins quatre-vingts choses, égaux à deux carrés plus la 
racine de vingt carrés-carrés dont on a pris la racine plus la racine de vingt 
carrés-carrés moins deux carrés dont on a pris la racine, <le tout> par lui- 
même. Ce qui est huit carrés plus la racine de quatre-vingts carrés-carrés. 
Il vient donc huit carrés plus la racine de quatre-vingts carrés-carrés égaux 
à quatre cents dirhams plus quatre carrés moins quatre-vingts choses. 
Restaure les quatre cents plus les quatre carrés par quatre-vingts choses, 
ajoute son égal aux huit carrés plus la racine de quatre-vingts carrés-carrés 
et retranche quatre carrés de huit carrés ; il reste quatre cents dirhams 
égaux à quatre carrés plus quatre-vingts choses plus la racine de quatre- 
vingts carrés-carrés. Ramène tout ce que tu as à un seul carré, et cela en

489

<uk5»eil ^  JU.1
P ^

JU j  J  J l .  J li 'J  tli-i

-̂0̂  (jt* Jt* I
fi ''  ̂  ̂ ^
J (Jt* (jjju ^ clgiL» j  ^ 5

J\Il y ,  J i J ' ^  J-L»J

j a i j

.U U /'i ^1

j j  dJ  j  Ü .

 ̂ tôjLïr ^ jX>rJ

ùJu  J u  j u

JL* JU Jju4
^•L^J 0 ^  cMi. J  ^

^̂ =■>-1. jL. JU

^  >  V! JU JL.

- J u  J u  JI_,.î^oli jUai i J u  JU oÿU J Jl_,.t

_ J ,^ î  ^ .^ ^ 5

JU JU ovU VUÜl ^  g * .
.  ^  ^

12 -  i ^ u  10 _  ^ ^  . .. J,

-  ^ 2 0 - , , - v u

•ijL-Ul J  :Lî̂  OÿUi

10

15

20



490 Abu Kâmil : Livre d’algèbre

multipliant tout ce que tu as par la racine du huitième de huitième plus le 
quart d’un huitième de huitième, moins le demi-huitième d’un dirham. On 
a donc un carré plus la racine de cent vingt-cinq carrés, dont on retranche 
cinq choses, égaux à la racine de trois mille cent vingt-cinq dirhams, dont 
on retranche vingt-cinq dirhams. Partage en deux moitiés la racine de cent 
vingt-cinq carrés, de laquelle on retranche cinq choses, on a la racine de 
trente et un plus un quart, moins deux plus un demi. Multiplie-le par lui- 
même, on a trente-sept plus un demi moins la racine de sept cent quatre- 
vingt-un plus un quart, auquel tu ajoutes la racine de trois [60^ mille plus 
cent vingt-cinq dirhams moins vingt-cinq dirhams ; on a alors douze plus 
un demi plus la racine de sept cent quatre-vingt-un plus un quart. De la 
racine de cela on retranche la racine de trente et un plus un quart moins 
deux plus un demi. Ce qui reste est la partie moyenne, qui est deux dirhams 
plus un demi plus la racine de sept cent quatre-vingt-un plus un quart, 
auquel est ajouté douze plus un demi dont on a pris la racine, et de tout cela 
on retranche la racine de trente et un plus un quart.

<67> Si on dit : tu divises dix en deux parties, tu ajoutes à l’une des 
deux parties ses deux racines et tu retranches de l’autre ses deux racines, et 
elles seront égales.

On l’infère ainsi : tu poses l’une des parties cinq plus une chose et 
l ’autre cinq moins une chose, et tu ajoutes au cinq moins une chose ses 
deux racines. On a donc cinq moins une chose plus la racine de vingt moins 
quatre choses ; et tu retranches de cinq plus une chose ses deux racines, il 
reste cinq plus une chose moins la racine de vingt plus quatre choses, égaux 
à cinq moins une chose plus la racine de vingt moins quatre choses. 
Restaure cinq plus une chose par la racine de vingt plus quatre choses 
qu’on ajoute à cinq moins une chose plus la racine de vingt moins quatre 
choses. On a alors cinq moins une chose plus la racine de vingt plus quatre 
choses plus la racine de vingt moins quatre choses égaux à cinq plus une 
chose. Restaure alors le cinq moins une chose plus la racine de vingt plus 
quatre choses plus la racine de vingt moins quatre choses par une chose, 
ajoute-la à cinq plus une chose, et retranche cinq de cinq ; il reste deux
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choses égales à la racine de vingt plus quatre choses plus la racine de vingt 
moins quatre choses. Multiplie deux choses par deux choses, on a quatre 
carrés. Et multiplie la racine de vingt plus quatre choses et la racine de 
vingt moins quatre choses par elle-même.

Si tu veux cela, multiplie la racine de vingt moins quatre choses par 
elle-même, on a vingt moins quatre choses, et multiplie la racine de vingt 
plus quatre choses par elle-même, on a vingt plus quatre choses ; 
additionne-les, on a quarante dirhams, puis multiplie racine de vingt moins 
quatre choses par racine de vingt plus quatre [60''] choses, on a racine de 
quatre cents moins seize carrés ; double-le, on a la racine de mille six cents 
moins soixante-quatre carrés. Prends cela ajouté à quarante, ce qui est la 
racine de vingt plus quatre choses par elle-même plus la racine de vingt 
moins quatre choses par elle-même, il vient donc quarante dirhams plus la 
racine de mille six cents moins soixante-quatre carrés, égaux à quatre 
carrés. Retranche quarante dirhams de quatre carrés, il reste quatre carrés 
moins quarante dirhams égaux à la racine de mille six cents moins 
soixante-quatre carrés. Multiplie donc quatre carrés moins quarante 
dirhams par lui-même, on a seize carrés-carrés plus mille six cents 
dirhams moins trois cent vingt carrés égaux à mille six cents dirhams 
moins soixante-quatre carrés. Réduis par ceci, on a seize carrés-carrés 
égaux à deux cent cinquante-six carrés. Donc le carré-carré est égal à 
seize carrés, le carré est égal à seize dirhams, et la chose est égale à quatre 
dirhams, que tu ajoutes à cinq et que tu ôtes de cinq car tu as posé l’une des 
deux parties cinq plus une chose et l’autre cinq moins une chose. On a donc 
l’une des parties, neuf, et l’autre, un.

Et si tu veux, tu procèdes de cette manière : tu poses l’une des deux 
parties cinq plus une chose et l’autre cinq moins une chose ; tu ajoutes à la 
plus petite ses deux racines ; on a cinq moins une chose plus les deux 
racines de cinq moins une chose, et tu retranches de l’autre ses deux 
racines ; il reste cinq plus une chose moins les deux racines de cinq plus 
une chose, égaux à cinq moins une chose plus les deux racines de cinq 
moins une chose. Restaure cinq plus une chose par les deux racines de cinq 
plus une chose et ajoute-le à cinq moins une chose plus les deux racines de
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cinq moins une chose ; on a donc cinq moins une chose plus les deux 
racines de cinq plus une chose plus les deux racines de cinq moins une 
chose égaux à cinq plus une chose ; réduis le cinq par la chose, ajoute-la à 
cinq plus une chose et retranche cinq de cinq ; il reste deux choses égales 
aux deux racines de cinq moins une chose plus les deux racines de cinq 
plus une chose. [6 T] Une seule chose est donc égale à la racine de cinq plus 
une chose plus la racine de cinq moins une chose. Multiplie une chose par 
une chose, on a un carré. Multiplie la racine de cinq plus une chose par 
elle-même et la racine de cinq moins une chose par elle-même, on a dix 
dirhams plus la racine de cent dirhams moins quatre carrés égaux à un 
carré. Ôte donc dix dirhams du carré, il reste un carré moins dix dirhams 
égaux à la racine de cent dirhams moins quatre carrés. Multiplie donc un 
carré moins dix dirhams par lui-même, on a un carré-carré plus cent 
dirhams moins vingt carrés égaux à cent dirhams moins quatre carrés. 
Réduis par ceci ; on a la chose égale à quatre dirhams. Tu l’ajoutes à cinq et 
tu la retranches de cinq, on a l’une des deux parties, neuf, et l’autre, un.

Si tu veux, si tu parviens à une chose égale à la racine de cinq plus une 
chose plus la racine de cinq moins une chose, alors tu retranches la racine 
de cinq plus une chose d’une chose ; il reste une chose moins la racine de 
cinq plus une chose, égaux à la racine de cinq moins une chose. Multiplie 
alors une chose moins la racine de cinq plus une chose par lui-même. Si tu 
veux cela, multiplie une chose par elle-même, on a un carré ; puis multiplie 
la racine de cinq plus une chose par une chose, on a la racine de cinq carrés 
plus un cube, soustractif ; multiplie ensuite également la racine de cinq plus 
une chose par une chose, on a la racine de cinq carrés plus un cube, sous
tractif ; puis multiplie la racine de cinq plus une chose par elle-même, on a 
cinq plus une chose, additif. Puis additionne-les. On a un carré plus cinq 
dirhams plus une chose moins la racine de vingt carrés plus quatre cubes 
égaux à cinq dirhams moins une chose. Restaure le cinq moins une chose 
par la chose et ajoute-la au carré plus cinq dirhams plus une chose. Res
taure le carré et le cinq et les deux choses par la racine de vingt carrés plus 
quatre cubes, ajoute-la au cinq, et retranche cinq de cinq ; il reste un carré 
plus deux choses égaux à la racine de vingt carrés plus quatre cubes. Mul
tiplie alors un carré plus deux choses par lui-même, on a un carré-
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carré plus quatre carrés plus quatre cubes égaux à vingt carrés plus quatre 
cubes. Retranche quatre cubes de quatre cubes, et quatre carrés de quatre 
carrés, il reste un carré-carré égal à seize carrés. Le carré [ôL] est donc 
égal à seize dirhams, et la chose est égale à quatre dirhams. Ajoute-la au 
cinq et retranche-la de cinq, l’une des deux parties sera neuf et l’autre un.

Si tu veux, procède de cette autre manière : on divise un nombre en 
deux parties, tu ajoutes à l’une sa racine, et tu retranches de l’autre sa 
racine, alors elles seront égales ; ou tu ajoutes à l’une ses deux racines, et tu 
retranches de l’autre ses deux racines, alors elles seront égales, ou ce que tu 
veux des racines, de sorte que le nombre des racines soit égal par addition 
et par soustraction ; on sait alors qu’elles seront toujours égales lors de la 
multiplication de la racine de l’une des deux parties par la racine de l’autre, 
quel que soit <le nombre> de racines.

Exemple : tu divises dix en deux parties et tu poses l’une des deux par
ties neuf et l’autre un. Alors, si nous ajoutons à un ses deux racines et si 
nous retranchons de neuf ses deux racines, il reste de neuf, trois, et le un 
aboutit à trois, et ils seront égaux. Or on sait que le trois est le produit de la 
racine de neuf par la racine de un. S’il en était ainsi, pose l’une des deux 
parties un carré, et l’autre dix moins un carré ; multiplie la racine du carré 
par la racine de dix moins un carré, alors on a la racine de dix carrés moins 
un carré-carré, égale à un carré plus deux racines. Multiplie un carré plus 
deux racines par lui-même et réduis par ceci dix carrés moins un carré- 
carré, on a la racine du carré un dirham, et le carré un dirham, ce qui est 
l’une des deux parties, et l’autre neuf.

Si tu veux, procède de cette autre manière : on a deux nombres iné
gaux, tels que l’on retranche du plus grand sa racine et qu’on ajoute au plus 
petit sa racine, alors ils sont égaux ; la racine du plus grand nombre est 
donc plus grande que la racine du plus petit nombre de un car il a dit : une 
racine et une racine ; mais s’il avait dit : on retranche du plus grand ses 
deux racines et on ajoute au plus petit ses deux racines, alors ils sont égaux, 
la racine du plus grand nombre serait supérieure de deux à la racine du plus 
petit ; et s’il avait dit : trois racines et trois racines, alors la racine du plus
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grand serait supérieure à celle du plus petit de trois, autant que le nombre 
des racines, de sorte qu’elles deviennent égales. Il en est ainsi pour les deux 
racines de nombres, et de même pour ce qui est plus grand ou plus petit, si 
<les nombres> de racines ajoutées ou retranchées sont égaux ; et c’est selon 
ceci, si Dieu le veut. [6T]

Exemple : posons les carrés les carrés ABCD, EDFG sur une même 
droite, soit la droite CDGP. Posons le plus grand carré, le carré ACBD, et 
le plus petit carré, le carré EDFG. Posons le plus grand carré tel que, si on 
en soustrait ses deux racines et que, si on ajoute au petit carré ses deux 
racines, ils soient égaux ; mais on sait que le côté du carré ABCD est plus 
grand que le côté <du carré> EDFG de la droite EB. Je dis que la droite EB 
est deux.

B

L
0 F E

H

D

Fig. 41

Si elle n’était pas deux, qu’elle soit plus grande ou plus petite que deux. 
Posons-la d’abord plus grande, et posons la droite BL  deux. Menons la 
droite LI parallèle à CD. Alors le rectangle AL est les deux racines du 
rectangle AD. Ajoutons deux à la droite EF ; soit la droite FO ; et complé
tons le rectangle FP. Le rectangle FP est les deux racines du carré EG. Les 
rectangles LC et EP sont par conséquent égaux. Mais la droite DL est plus 
grande que la droite ED, et la droite ED est égale à la droite DG ; donc la 
droite LD est plus grande que la droite DG ; mais la droite BL est égale à la 
droite GP, donc la droite BD est plus grande que la droite DP. Mais la 
droite BD est égale à la droite DC, donc la droite DC est plus grande que la 
droite DP, et la droite DL est plus grande que la droite DE. Donc le rectan
gle LC est plus grand que le rectangle EP. Or il lui était égal, ce qui est 
absurde et ne se peut pas. BE n’est donc pas plus grande que deux. Et je dis 
qu’elle n’est pas plus petite qu’elle. Si c’était possible, posons-la plus petite 
que deux, et posons BH deux. Donc le rectangle AH  est deux racines du 
carré AD ; le rectangle SD est par conséquent égal au rectangle DO. Mais la
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droite DH est plus petite que la droite DE et la droite DE est égale à la 
droite DG, donc la droite DG est plus grande que la droite DH. Mais la 
droite HB est égale à la droite GP, car chacune est deux. La droite DP est 
donc plus grande que la droite DB. Mais la droite DB est égale à la droite 
CD, donc la droite DP est plus grande que la droite CD et la droite CS est 
plus petite que la droite DE ; donc le rectangle DO est plus grand que le 
rectangle DS ; or il lui était égal, ce qui est absurde et ne se peut pas. Donc 
la droite BE n’est pas plus petite que deux. Or on a montré qu’elle n’était 
pas plus grande, la droite BE est par conséquent deux.

Si donc nous menons la droite EK [62'’] parallèle à la droite CD, le 
rectangle AE sera les deux racines du carré AD ; mais la droite BE est égale 
à la droite GP, et DG est égal à DE, donc BD est égal à DP. Mais BD est 
égal à DC, donc CD est égal à DP, et CK est égal à DE ; donc le rectangle 
KD est égal au rectangle DO.

On a ainsi montré que, si tu ôtes du plus grand carré ses deux racines et 
que tu ajoutes au plus petit ses deux racines, et qu’ils deviennent égaux, 
alors la racine du plus grand carré est plus grande que la racine du plus 
petit de deux. Et, selon cette propriété, tu sais que, si tu ôtes du plus grand 
trois de ses racines, et si tu ajoutes au plus petit l’analogue et qu’ils sont 
égaux, la différence entre eux sera trois dirhams ; et c’est selon la grandeur 
des nombres des racines ajoutées ou retranchées, s’ils sont égaux.

La cause de cela par la voie de l’algèbre est en effet vraie et claire : 
pour deux carrés dont la racine de l’un est plus grande que la racine de 
l’autre d’un dirham, alors, si tu retranches du plus grand sa racine et si tu 
ajoutes au plus petit sa racine, ils deviennent égaux, comme je te l’ai 
indiqué ; en effet, quand tu poses la racine de l’un des deux carrés une 
chose et l’autre une chose et un dirham, alors tu multiplies chacun d’eux 
par lui-même, le plus petit sera un carré et le plus grand un carré plus deux 
choses plus un dirham. Alors, si tu ajoutes au plus petit sa racine, qui est 
une chose, et que tu retranches du plus grand sa racine, qui est une chose 
plus un dirham, il reste du plus grand un carré plus une chose et le plus 
petit devient un carré plus une chose et ils seront égaux.
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De même s’il dit : posons la racine du plus petit une chose et la racine 
du plus grand une chose plus deux dirhams. Nous multiplions chacun d’eux 
par lui-même, alors le plus petit sera un carré et le plus grand un carré plus 
quatre choses plus quatre dirhams. Si tu ajoutes au plus petit ses deux raci
nes, ce qui est deux choses, et si tu retranches de l’autre ses deux racines, 
ce qui est deux choses plus quatre dirhams, il reste du plus grand un carré 
plus deux choses et le plus petit devient un carré plus deux choses, et ils 
sont égaux aussi. Il en est de même quand c’est plus grand que cela ou plus 
petit, et cela se ramène à ce que nous avons dit une fois <les nombres> de 
racines ajoutées ou retranchées égaux.

S’il en est ainsi, nous posons la racine de la plus petite partie de dix une 
chose ; la plus petite sera donc un carré ; puis nous posons la racine de la 
plus grande -  ce qui reste de dix -  une chose [63"] plus deux dirhams. Nous 
le multiplions par lui-même, on a un carré plus quatre choses plus quatre 
dirhams, ce qui est la plus grande partie ; nous lui ajoutons la plus petite, 
qui est un carré, on a deux carrés plus quatre racines plus quatre dirhams 
égaux à dix dirhams ; tu réduis de la manière que je t’ai expliquée, alors la 
chose sera un, qui est la racine de la plus petite partie, et la racine de la plus 
grande partie l’excède de deux dirhams, ce qui est trois ; alors la plus 
grande partie sera neuf et la plus petite un.

<68> S’il dit : tu divises dix en deux parties et tu divises dix par cha
cune des deux parties, on obtient six plus un quart.

Ôte toujours deux de six plus un quart, il reste quatre plus un quart ; 
c’est comme s’il avait dit : tu divises dix en deux parties, tu divises chacune 
des deux parties par l’autre et on obtient quatre plus un quart. Alors tu 
procèdes comme je te l’ai décrit.

La cause pour laquelle tu ôtes le deux est vraie par la voie de 
l’indication'^ .̂ Car tu sais que, si tu divises l’une des deux parties par 
l’autre, alors le quotient sera une chose ; si donc tu divises le dix par cette 
chose'*̂ , le quotient sera une chose plus un dirham, car le dix est égal à la
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partie que tu as divisée plus le diviseur. Tu obtiens de même de l’autre 
côté ; si en effet tu divises le dix par l’autre partie, alors le quotient excède 
de un le quotient de l’autre par la partie selon laquelle tu as divisé les dix 
dirhams.

On a montré par cette méthode que, si tu divises le dix par chacune de 
ces deux parties, alors <la somme> des quotients excède toujours de deux 
<la somme> des quotients de chacune des deux parties du dix par l’autre.

Nous montrons cela par la voie de la géométrie. Nous disons : si on 
divise un nombre en deux parties puis on divise le nombre par l’une des 
deux parties, alors le quotient excède le quotient de la partie qui n’a pas été 
divisée par la partie par laquelle le nombre a été divisé, toujours de un.

Exemple : nous divisons le nombre AC en deux parties au point B, ce 
sont les deux parties AB et BC. Or on a divisé AC par BC, on a obtenu DE ; 
on a divisé AB par BC, on a obtenu GE ; et DE est plus grand que GE de 
DG ; je dis que DG est un. [63'']

Démonstration : on a divisé AC par BC, on a obtenu DE  ; donc le 
produit de DE par BC est AC, d’après ce que nous avons ^
montré précédemment ; on a divisé AB par BC, on a obtenu 
GE, donc le produit de GE par BC est AB. Mais le produit de 
BC par DE est égal au produit de GE par BC plus DG par 
BC ; le produit de DE par BC est AC, et le produit de GE par 
BC est AB. Il reste le produit de DG par BC, qui est BC.
Mais le produit de un par BC est BC, donc le produit de un g {»
par BC est égal au produit de DG par BC, donc DG est égal 
à un. Ce qu’il fallait démontrer. <

Fig. 42
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Et si tu veux, tu sais que le produit de DE par BC est AC. Donc BC 
mesure AC par autant d’unités qu’il y en a dans DE. Et le produit de GE par 
BC est AB. Donc BC mesure AB par autant d’unités qu’il y en a dans GE. Il 
reste BC, qui mesure elle-même par autant d’unités qu’il y en a dans DG. 
Mais BC mesure elle-même une seule fois, donc DG est un. Ce qu’il fallait 
démontrer.

D’après cette propriété, nous savons que, si nous divisons AC par AB, 
alors le quotient excède le quotient de CB par BA de un également.

On a ainsi montré que, si on divise un nombre en deux parties puis que 
l’on divise le nombre par chacune des deux parties, alors les quotients 
excèdent les quotients de chacune des deux parties du nombre par l’autre, 
toujours de deux.

Si on dit : tu divises dix en deux parties, puis tu divises le dix par cha
cune des deux parties, puis tu multiplies l’une par l’autre, on a six plus un 
quart, je dis que le produit des deux quotients l’un par l’autre est égal à la 
somme des deux quotients.

La cause de cela est vraie et établie par la voie de l’indication'^^ ; en 
effet, nous avons montré que, si tu divises dix par chacune [64^ des deux 
parties, alors les quotients des deux divisions excèdent chacun le quotient 
des deux parties de dix l’une par l’autre d’un dirham. Or il est clair, d’après 
ce que nous avons décrit, que le quotient des deux parties de dix l’une par 
l’autre, c’est quatre plus un quart. Si nous posons l’une une chose, l’autre 
quatre plus un quart moins une chose, alors les quotients des deux parties 
de dix par chacune des deux parties sont l’un une chose plus un dirham et 
l’autre cinq plus un quart moins une chose. Je dis donc que le produit d’un 
dirham et une chose par cinq plus un quart moins une chose est égal à un 
dirham plus une chose plus cinq plus un quart moins une chose, ce qui est 
six plus un quart.

48 Voirchap. VII, p. 235-239.
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Démonstration : tu sais que le produit d’un dirham plus une chose par 
cinq plus un quart moins une chose est égal au produit d’une chose par 
quatre plus un quart moins une chose, plus un dirham par quatre plus un 
quart moins une chose, plus un dirham par une chose, plus un dirham par 
un dirham. Or nous avons montré que le produit d’une chose par quatre 
plus un quart moins une chose est égal à un dirham, et le produit du dirham 
par quatre plus un quart moins une chose est quatre plus un quart moins 
une chose, et un dirham par une chose est une chose, et un dirham par un 
dirham est un dirham. Tu additionnes, il vient six plus un quart.

Nous montrons cela par la voie de la géométrie. Nous disons : si on 
divise un nombre en deux parties, puis on divise le nombre par chacune de 
ces deux parties, alors le produit des deux quotients l’un par l’autre est égal 
à la somme des deux quotients.

Exemple : on a divisé le nombre A en deux parties qui sont les nombres 
B et C. Alors A a été divisé par B, on diE. A a été divisé par C, on a D. Je 
dis que le produit de par D est égal à E plus D.

Démonstration : A a été divisé par 5, on a E. Donc le produit de E par 
fi est A. De même le produit de D par C est A. Donc le produit de E par fi 
devient égal au produit de D par C. Le rapport est 
donc : la grandeur de C par rapport à fi est égale à la 
grandeur de E par rapport à D. Or nous avons montré 
que le produit de D par C est A, et le produit de un par 
A est A ; alors le produit de un par A est égal au 
produit de D par C. Le rapport est donc : la grandeur 
de un par rapport à D est égale à la grandeur de C par 
rapport à A. Mais A est égal à fi plus C. Donc la 
grandeur de un par rapport à D est égale à la grandeur 
de C par rapport à fi plus C. Et la grandeur de C par 
rapport à fi plus C est égale à la grandeur de E par 
rapport à E plus D, car nous avons montré que la 
grandeur de C [64''] par rapport à fi est égale à la 
grandeur de E par rapport à D. Si nous composons, on a la grandeur de C 
par rapport à fi plus C égale à la grandeur de E par rapport à E plus D. 
Donc la grandeur de un par rapport à D est égale à la grandeur de E par 
rapport à E plus D. Donc le produit de un par E plus D est égal au produit 
de E par D. Mais le produit de un par E plus D est E plus D ; donc le pro
duit de E par D est égal à E plus D. Ce qu’il fallait démontrer^^.

Fig. 43

NI
509

0 c
?

< P i
1
1

l

A B 5 1
)

>
P ) 9

•
9 <> <

0

E
n ™ )U {

aLUilj J^\

'  ^  ^  üî ..

C: J  ̂ .J ( j  ^  j l  Llo a i , .

r-^ - JS- os Ul y j  . , -, '

y  .A:.-! , IS” 1- , Il .> "u* aa*Ji ^

-  -  '  -  -  ; . r - *  i aa.p j l  J i i .

,, -  -  __^  I I»—vâj 0 ^  10
1 yb ^  a ^  ^

C-__ • ywâ I (ji ijljbjt

 ̂ _  _ " * ji-vai ci ^  s>f s
4 i • ,a aap e jaiS^ l , i. * •  ̂ i ~_ _ ^ JÜ3 .;>r J  i

^  J  0^ J I  'o!'i4

* ^4aP ;>»- , J3 â >.
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Je dis également : si on divise deux nombres chacun par un nombre et 
si on multiplie les quotients des deux nombres l’un par l’autre, alors le pro
duit est égal au quotient du produit des deux nombres divisés, l’un par 
l’autre, par le produit des deux diviseurs, l’un par l’autre.

Exemple : nous divisons un nombre A et un nombre B par un nombre C 
et un nombre D. Nous divisons A par C, on a £  ; et nous divisons B par D, 
on a G. On multiplie A par 5, on a / /  ; et on multiplie C par D, on a L. On a 
multiplié E par G, on a M. Je dis que, si nous divisons H par L, on a M.

Démonstration : on a divisé A par C, on a E. Donc le produit de E par C 
est A. Et le produit de E par G est M. Donc E a été multiplié par deux nom
bres, qui sont G et C ; on a M et A. Donc la grandeur de G par rapport à C 
est égale à la grandeur de M par rapport à A. Donc le produit de G par A est 
égal au produit de M par C. Posons D commun dans la multiplication. Donc 
le produit de G par A puis par D est égal au produit de M  par C puis par D. 
Mais le produit de M  par C puis par [65"] D est égal au produit de C par D 
puis par M, et le produit de C par D est L ; donc le produit de M par L est 
égal au produit de C par D puis par M. Mais le produit de 
C par D puis par M  est égal au produit de M par C puis par 
D, et le produit de M  par C puis par D est égal au produit 
de G par A puis par D. Donc le produit de M  par L sera 
égal au produit de G par A puis par D. Mais le produit de G 
par A puis par D est égal au produit de G par D puis par A ; 
et le produit de G par D est 5. Donc le produit de A par B 
sera égal au produit de G par A puis par D. Or on a montré 
que le produit de G par A puis par D est égal au produit de 
M  par L, donc le produit de M  par L sera égal au produit de 
A par B ; mais le produit de A par B est H, donc le produit 
de M  par L est H. On a ainsi montré que, si nous divisons 
H par L, on obtient M, car, si nous multiplions deux 
nombres l’un par l’autre, alors, si on divise le produit par 
l’un des deux nombres, on obtient l’autre nombre. Ce qu’il 
fallait démontrer.
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Ainsi, ce que nous avons introduit est vrai : si tu divises dix en deux 
parties, puis tu divises le dix par chacune des deux parties, et tu obtiens six 
plus un quart, alors, si tu multiplies le nombre de l’une des deux parties par 
l’autre puis par six et un quart, c’est comme si tu multipliais le dix par lui- 
même.

Il s’ensuit de ce qui précède que, si tu divises dix en deux parties, que 
tu divises vingt dirhams par chacune des deux parties et que tu obtiens 
douze et un demi, c’est par exemple lorsque tu divises dix par chacune des 
deux parties et que tu obtiens la moitié de douze plus un demi, qui est six 
plus un quart. Car dix est la moitié de vingt. Cela s’ensuit également si tu 
divises dix en deux parties et que tu divises cinq par chacune des deux par
ties pour obtenir trois plus un huitième. C’est par exemple lorsque tu divi
ses [65''] dix par chacune des deux parties pour obtenir le double de trois 
plus un huitième, qui est six plus un quart. Car dix est le double de cinq. Il 
s’ensuit également que, si tu divises dix en deux parties et que tu divises 
vingt par chacune des deux parties, puis que tu multiplies l’une par l’autre 
et qu’on a vingt-cinq, c’est par exemple lorsque tu divises dix par chacune 
des deux parties, que tu multiplies ensuite l’une par l’autre pour obtenir le 
quart de vingt-cinq, ce qui est six plus un quart ; car dix est la moitié de 
vingt, et le demi <d’une chose>, si on le multiplie par lui-même, c’est 
comme un quart <de la chose> par elle-même. Cela s’ensuit également, si 
tu divises dix en deux parties et que tu divises trente par chacune des deux 
parties, puis tu multiplies l’une par l’autre pour obtenir cinquante-six plus 
un quart ; c’est comme si tu divises dix par chacune des deux parties puis tu 
multiplies l’une par l’autre pour obtenir le neuvième de cinquante-six plus 
un quart, ce qui est six plus un quart ; car dix est le tiers de trente, et le tiers 
<d’une chose> multiplié par lui-même est égal au neuvième de cette chose 
par elle-même. Cela s’ensuit aussi, si tu divises dix en deux parties, puis tu 
divises cinq par chacune des deux parties, puis tu multiplies l’une par 
l’autre pour obtenir un dirham plus un demi plus la moitié d’un huitième. 
C’est par exemple lorsque tu divises dix par chacune des deux parties, puis

' ' y  ^
5 ^ 1  lii id b l  IcJiâ ^  jUâ

.AP lii a Jü  L .  ^  j r

^  j i .  o i r  ^  J  J; ^

ü  5yup o - w  lil l i L l  U j  fÂi- Ji û

o f ,  Oi ^  ^  j r  ^  ^

^  jji j ,  ^  y  ^

b l  U j t   ̂ ^  -

* * - ^  üi J
5 üSl  CAJ , . À" M '  -Vl*- •• ̂ ^  ^  r  10

•ü .-Ml ^
- -"T à -  ^

OWaj ô A J  , . 2- , , >

tü  aSsj (1)1 » aU 'â tit- " W c
'  , ' ' ,  ÿ j  >  o i r  .Oi. J  lii ,5

bl j f  cljU.» - r u ^  ^  -
. .  . .  .P .  ùlSo ^ ' y i  J  ^

Î J u ) l c - _ a b l  .f ‘i - j j

j  L^Ji^î Ci.j ^  J i -  J lT  aIl . J
^  A>-1, V  1 - V . .

( J ^  <wÂ-.<ajJ Uygl J  L»*ji j l

( j j J l  « .^ ^ 1  . JLc. ,  “  U ”  .^ *utp (j ■ U . .
(jiwpLil j  ;a_21 . I, • ' 15 -  L)l 6' <>pÀ.paJI «JU JLi U^21‘| p

bJul^ (J5 Jjî aj^j .Aiip (j iJuaj

.Lxjj_5 :L4-pajj 22 ~

20



514 Abu Kâmil : Livre d’algèbre

tu multiplies l’une par l’autre pour obtenir quatre fois un dirham plus un 
demi plus la moitié d’un huitième, ce qui est six plus un quart. Car dix est 
le double de cinq, et le double d’une chose, s’il est multiplié par lui-même, 
on a quatre fois cette chose par elle-même. Nous avons montré que, si tu 
divises un nombre en deux parties et que tu divises le nombre par chacune 
de ces deux parties, puis que tu multiplies l’une par l’autre, alors le produit 
est égal au quotient des deux parties.

Si cela est comme nous l’avons décrit, alors il est clair que, si tu divises 
dix en deux parties et que tu divises dix par chacune des deux parties, puis 
que tu multiplies l’une par l’autre pour avoir six plus un quart, alors le 
quotient de chacune des deux parties par l’autre est aussi [66^ quatre plus 
un quart.

Il est clair, d’après ce que nous avons décrit, que, si on te dit : tu divises 
dix en deux parties, tu divises quarante par chacune des deux parties, puis 
tu multiplies l’une par l’autre, on a cent dirhams, alors tu poses l’une des 
deux parties cinq plus une chose, et l’autre cinq moins une chose. Tu mul
tiplies l’une par l’autre, on a vingt-cinq moins un carré. Tu multiplies cela 
par cent dirhams, on a deux mille cinq cents moins cent carrés égaux à 
quarante dirhams par eux-mêmes, ce qui est mille six cents dirhams ; tu 
procèdes comme je te l’ai décrit ; le carré sera égal à neuf dirhams et la 
chose, leur racine, est trois, que tu ajoutes à cinq et que tu retranches de 
cinq ; alors l’une des deux parties est huit et l’autre deux.

Nous avons procédé ainsi car nous avons montré que, si on multiplie 
l’un par l’autre les quotients de deux nombres, chacun divisé par un nom
bre, alors le produit est égal au quotient du produit des deux nombres divi
sés l’un par l’autre par les deux nombres diviseurs l’un par l’autre. Or nous 
avons dit que l’une des deux parties de dix est huit et l’autre deux. Si donc
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nous divisons quarante par huit, et quarante par deux ; quarante et quarante 
tiennent lieu de deux nombres ; huit et deux sont deux nombres également.

Il est clair également d’après ce que nous avons décrit que, s’il dit : tu 
divises dix en deux parties, tu divises cinquante par l’une des deux parties 
et quarante par l’autre, puis tu multiplies l’une par l’autre, on a cent vingt- 
cinq dirhams ; tu poses l’une des deux parties de dix, cinq plus une chose, 
et l’autre, cinq moins une chose ; tu multiplies l’une par l’autre, on a vingt- 
cinq dirhams moins un carré ; tu multiplies cela par cent vingt-cinq, on a 
trois mille cent vingt-cinq dirhams moins cent vingt-cinq carrés égaux à 
cinquante par quarante, ce qui est deux mille. Tu procèdes comme je te l’ai 
décrit, on aura le carré neuf dirhams et la chose, leur racine, trois, que tu 
ajoutes à cinq et que tu retranches [ôô''] de cinq ; alors l’une des deux 
parties est huit et l’autre deux.

Et si tu veux, tu sais que, si tu divises dix par chacune des deux parties, 
puis tu multiplies Tune par l’autre, on obtient la moitié du dixième de cent 
vingt-cinq, ce qui est six plus un quart, car le dix est le quart de quarante et 
le cinquième de cinquante ; et si on multiplie le quart par le cinquième, 
c’est égal à la moitié d’un dixième de cette chose multipliée par elle- 
même ; or ceci est clair également, d’après ce que nous avons montré et 
expliqué précédemment, à partir de ce qu’il a dit : tu divises dix en deux 
parties et tu divises chacune des deux parties par l’autre pour obtenir quatre 
plus un quart, tu ajoutes à quatre plus un quart toujours deux, on a six plus 
un quart ; tu poses ensuite l’une des deux parties cinq plus une chose et 
l’autre cinq moins une chose ; tu multiplies l’une par l’autre, on a vingt- 
cinq dirhams moins un carré. Tu multiplies cela par six plus un quart, on a 
cent cinquante-six plus un quart moins six carrés plus un quart égaux à 
cent dirhams ; tu réduis par ceci et tu restaures, et tu ramènes tout ce que tu
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as à un carré ; on a alors : un carré égal à neuf dirhams, et la chose qui est 
la racine est trois, que tu ajoutes à cinq et que tu retranches de cinq. L’une 
des deux parties est alors huit et l’autre deux.

<69> S’il dit : dix que tu divises en deux parties ; tu as divisé le dix par 
chacune des deux parties, puis tu as multiplié les deux quotients par eux- 
mêmes, on a vingt dirhams plus un quart.

Alors la racine de vingt plus un quart, ce qui est le quotient des deux 
parties, est quatre plus un demi ; or nous en avons expliqué le procédé.

S’il dit : nous multiplions le quotient des deux parties par lui-même 
pour obtenir trente, alors la racine de trente est le quotient des deux parties. 
Si tu veux connaître combien est chacune des deux parties, alors procède 
comme je te l’ai décrit en posant l’une des deux parties de dix cinq plus une 
chose et l ’autre cinq moins une chose. Tu multiplies l’une par l’autre, on a 
vingt-cinq dirhams moins un carré. Tu multiplies cela par la racine de 
trente. Si tu veux, tu multiplies vingt-cinq dirhams moins un carré par lui- 
même, on a six cent vingt-cinq dirhams plus un carré-carré moins cin
quante carrés. Puis tu multiplies cela [67^ par trente, on a trente carrés- 
carrés plus dix-huit mille sept cent cinquante dirhams moins mille cinq 
cents carrés ; la racine de tout cela est égale à cent dirhams. Multiplie cent 
dirhams par eux-mêmes, on a dix mille dirhams égaux à trente carrés- 
carrés plus dix-huit mille sept cent cinquante dirhams moins mille cinq 
cents carrés. Tu restaures et réduis et ramènes tout ce que tu as à un carré- 
carré ; on a un carré-carré plus deux cent quatre-vingt-onze dirhams plus 
deux tiers égaux à cinquante carrés. Partage en deux <le nombre> de 
carrés. On a vingt-cinq. Multiplie-le par lui-même, on a six cent vingt- 
cinq ; retranches-en deux cent quatre-vingt-onze plus deux tiers ; ce qui 
reste est trois cent trente-trois plus un tiers ; la racine de cela est soustraite
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de vingt-cinq, et tu prends la racine de ce qui reste, que tu ajoutes à cinq, ce 
qui est l’une des deux parties ; soustraite de cinq, c’est l’autre partie.

<70> S’il dit : dix que tu as divisé en deux parties, et tu as divisé le 
quarante par chacune des deux parties, puis tu multiplies le quotient de cela 
par lui-même, on a six cent vingt-cinq.

Il faut donc, si tu divises dix par chacune des deux parties et que tu 
multiplies le quotient par lui-même, que cela soit la moitié du huitième de 
six cent vingt-cinq, ce qui est trente-neuf plus un demi-huitième, car le dix 
est le quart de quarante ; et si on multiplie le quart par lui-même, le résultat 
est la moitié du huitième de ce qu’on obtient de la somme par elle-même. 
Or nous en avons expliqué le procédé.

Si tu veux dériver de ce problème de nombreux problèmes par cette 
méthode ou par d’autres, le procédé pour le résoudre est facile, d’après ce 
que j ’ai expliqué dans ce qui précède de mon livre, si Dieu le veut.
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Au Nom de Dieu Clément et Miséricordieux 
C’est de Lui que nous implorons le secours 'VJ

Le pentagone et le décagone réguliers

j j i l j

Abû Kâmil Shujâ’ ibn Aslam a dit : Étant donné que nous avons montré 
ce qu’il faut montrer de ce qui est difficile d’accès, dans le calcul d ’al-jabr 
et d'al-muqâbala, pour ceux qui sont avancés dans la connaissance ou le 
raisonnement à son propos, aussi bien que pour les habiles d’entre les 
géomètres, instruits du livre d’Euclide et d’autres livres, et que nous avons 
éclairé cela et l’avons expliqué dans notre livre que voici, nous allons 
montrer la grandeur de chacun des côtés du pentagone et du décagone 
ayant des côtés et des angles égaux et dont chacun est circonscrit à un 
cercle connu ou inscrit dans un cercle connu ; et la grandeur du diamètre du 
cercle circonscrit à un pentagone ou à un décagone connu dont les côtés et 
les angles sont égaux, ou inscrit dans chacun d’eux ; et la grandeur de la 
corde d’une partie des quinze parties de la circonférence d’un cercle 
connu ; et la grandeur de chacun des côtés du pentagone et du décagone 
d’angles et de côtés égaux, si leur aire est connue ; et la grandeur des côtés 
des triangles d’aire connue, s’ils sont inscrits dans un pentagone ou un 
décagone de côtés et d’angles égaux ; et d’autres de ces choses que nous 
avons expliquées dans notre livre que voici, et dont la détermination, pour 
beaucoup d’entre elles, était hors de portée de ceux des arithméticiens et 
des géomètres de notre temps que nous avons rencontrés, et de ceux dont 
nous avons ouï-dire, qui sont avancés dans la science de l’arithmétique et 
de la géométrie. Dieu, Puissant et Glorieux, m’a facilité la voie pour saisir 
ce qui leur était interdit et pour atteindre ce qui leur était difficile à 
comprendre.

Grâces, remerciements, bénédiction et éternité à Dieu, qui est Unique.

<1> Commençons par déterminer la grandeur de la corde d’un 
cinquième d’un cercle connu à partir de son diamètre.
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Posons le cercle connu le cercle ABDEC dont le diamètre est dix en 
nombre -  soit la droite HE - , et dans lequel est inscrit un pentagone 
régulier*, -  soit le pentagone ABDCE. Si nous voulons savoir quelle est la 
grandeur de chacun des côtés de ce pentagone [68^, nous menons la droite 
CLD qui est la corde de deux cinquièmes de cercle et nous posons la droite 
ED une chose. On sait que la droite EL est un dixième du carré, car le 
produit de ED par lui-même est égal au produit de HE par EL ; la droite DL 
est la racine du carré moins un dixième d’un dixième du carré-carré et la 
droite CL est égale à la droite LD ; la droite CD est donc la racine de quatre 
carrés moins deux cinquièmes d’un dixième du carré-carré. Mais on sait 
que la somme du produit de AB par CD et de AB par lui-même est égale au 
produit de CD par lui-même, puisque le produit de AB par CD plus AC par 
BD est égal au produit de AD par BC ; or AC par BD est égal à AB par lui- 
même, AD par BC est égal à CD par lui-même, oX CD par lui-même est 
quatre carrés moins deux cinquièmes d’un dixième de carré-carré. On 
élimine de ceci le produit de AB par lui-même, qui est un carré ; il reste 
alors trois carrés moins deux cinquièmes d’un dixième de carré-carré, égal 
au produit de AB par C D. Nous divisons alors trois carrés moins deux 
cinquièmes d’un dixième de carré-carré par la droite AB, qui est une 
chose ; il vient la droite CD, trois choses moins deux cinquièmes d’un 
dixième de cube.

Mais nous avons montré que la droite CD est la racine de quatre carrés 
moins deux cinquièmes d’un dixième de carré-carré. Nous multiplions 
trois choses moins deux cinquièmes d’un dixième de cube par eux-mêmes ; 
on a neuf carrés et une partie de six cent vingt-cinq parties de cubo-cube 
moins six parties de vingt-cinq parties de carré-carré égaux à quatre carrés

* Littéralement : un pentagone ayant des angles et des côtés égaux, que nous 
traduisons par « pentagone régulier ».
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526 Abu Kâmil : Le pentagone et le décagone réguliers

moins deux cinquièmes d’un dixième de carré-carré. Réduisons par ceci, 
on a un cinquième de carré-carré égal à cinq carrés et une partie de six 
cent vingt-cinq parties de cubo-cube. Divise tout ce que tu as par un carré, 
il vient cinq dirhams et une partie de six cent vingt-cinq parties de carré- 
carré égaux à un cinquième de carré. Rends entier ton carré-carré pour 
qu’il y ait un carré-carré, et ceci en le multipliant par six cent vingt-cinq, 
ainsi que tout ce que tu as par six cent vingt-cinq ; on a un carré-carré plus 
trois mille cent vingt-cinq dirhams égaux à cent vingt-cinq carrés. Partage 
les carrés en deux moitiés, il vient soixante-deux et demi ; multiplie-les par 
eux-mêmes, il vient trois mille neuf cent six et un quart ; [68''] ôtes-en trois 
mille cent vingt-cinq, il reste sept cent quatre-vingt-un et un quart. On 
retranche ensuite la racine de cela de soixante-deux et un demi, on prend la 
racine de ce qui reste, on a la droite ED qui est l’un des côtés du pentagone. 
Ce qu’il fallait démontrer.

<2> Si nous voulons connaître la grandeur^ de la corde d’un dixième de 
cercle connu et dont nous avons connu auparavant la corde du cinquième, 
nous traçons un cercle AB CD EH et nous posons son diamètre dix en 
nombre ; soit la droite AH. Nous traçons dans sa moitié cinq cordes égales, 
qui sont les droites AB, BC, CD, DE et EH.
Il est clair que la droite DH est la corde 
d’un cinquième de ce cercle ; or nous 
avons montré que son produit par elle- 
même est soixante-deux et un demi moins 
la racine de sept cent quatre-vingt-un plus 
un quart ; or la droite AC lui est égale et le 
produit de AC par DH plus CD par AH est 
égal à AD par CH ; mais AD est égal à CH 
et AC est égal à DH, donc le produit de DH 
par lui-même plus CD par AH  est égal au 
produit de C par lui-même ; mais la
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 ̂ Littéralement : la grandeur de la quantité ; le traducteur latin a rendu cette
expression par « mensuram quantitatis » (éd. Lorch, p. 235,1. 46).

JiA ^  ' (J  ̂ ^

• (p. 235, 46) corde 1/lOcirculi i ( j y u p  y j  / mensuram quantitatis ■Ç*S' j j j



528 Abù Kâmil : Le pentagone et le décagone réguliers

droite CD est la corde d’un dixième de ce cercle, nous la posons une chose 
et nous la multiplions par la droite AH, qui est le diamètre du cercle et qui 
est dix ; on a donc dix choses ; nous multiplions la droite DH  par elle- 
même, on a donc soixante-deux et demi moins la racine de sept cent quatre- 
vingt-un et un quart ; ainsi le produit de la droite CH par elle-même sera 
soixante-deux et un demi plus dix choses moins la racine de sept cent 
quatre-vingt-un et un quart. Nous lui ajoutons le produit de AC par lui- 
même, qui est soixante-deux et un demi moins la racine de sept cent quatre- 
vingt-un et un quart ; on a cent vingt-cinq dirhams plus dix choses moins la 
racine de trois mille cent vingt-cinq dirhams égaux au produit de AH [69^ 
par lui-même, qui est cent dirhams ; nous réduisons par ceci ; on a après 
réduction la racine de trois mille cent vingt-cinq moins vingt-cinq dirhams 
égaux à dix choses ; une chose est donc égale à la racine de trente et un et 
un quart moins deux et demi, ce qui est la droite CD qui est la corde d’un 
dixième de cercle. Ce qu’il fallait démontrer.

<3> Si nous voulons connaître la grandeur^ de la corde <qui est> l’un 
des côtés du pentagone régulier circonscrit à un cercle connu, nous traçons 
un cercle connu, nous posons son diamètre dix et nous construisons sur lui 
un pentagone régulier, soit le pentagone ABCDG.

Il est clair que la corde IH est la corde ^
du cinquième de la circonférence du 
cercle ; or nous avons montré que son 
produit par elle-même est soixante-deux et 
un demi moins la racine de sept cent 
quatre-vingt-un et un quart, et le carré de la 
droite IL  est quinze et cinq huitièmes 
moins la racine de quarante-huit plus un 
demi plus un quart plus cinq huitièmes 
d’un huitième ; nous l’ôtons du carré de la 
droite lE, qui est le demi-diamètre ; ce

 ̂ Littéralement : la quantité ; le traducteur latin a rendu cette expression par
« quanta sit » (éd. Lorch, p. 236,1. 65).
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carré est vingt-cinq ; il reste alors le carré de la droite LE, neuf plus un 
quart plus un huitième plus la racine de quarante-huit plus un demi plus un 
quart plus cinq huitièmes d’un huitième. Posons ensuite la droite AB, qui 
est l’un des côtés du pentagone circonscrit au cercle, une chose ; son carré 
est un carré et sa grandeur par rapport au carré de KE, qui est vingt-cinq, 
est égale à la grandeur du carré de IH, qui est la corde d’un cinquième de la 
circonférence du cercle, qui est soixante-deux plus un demi moins la racine 
de sept cent quatre-vingt-un plus un quart, par rapport au carré de EL, qui 
est neuf plus un quart plus un huitième plus la racine de quarante-huit plus 
un demi plus un quart plus cinq huitièmes d’un huitième. Multiplions alors 
un carré par neuf plus trois-huitièmes plus la racine de quarante-huit [69''] 
plus un demi, plus un quart plus cinq huitièmes d’un huitième ; on a neuf 
carrés, plus trois huitièmes de carré, plus la racine de quarante-huit carrés- 
carrés, plus trois quarts de carré-carré plus cinq huitièmes de huitième de 
carré-carré ; ceci est égal au carré de KE par le carré de IH, ce qui est mille 
cinq cent soixante-deux plus un demi moins la racine de quatre cent mille 
quatre-vingt-huit mille deux cent quatre-vingt-un plus un quart. Ramène 
tout ce que tu as à un carré, c’est-à-dire que tu multiplies tout ce que tu as 
par un cinquième plus un cinquième d’un cinquième moins la racine de 
vingt parties de six cent vingt-cinq parties de dirham ; tu multiplies alors 
neuf carrés plus trois huitièmes de carré plus la racine de quarante-huit 
carrés-carrés plus trois quarts de carré-carré plus cinq huitièmes de 
huitième de carré-carré par un cinquième plus un cinquième d’un 
cinquième moins la racine de vingt parties de six cent vingt-cinq parties de 
l’unité ; on a alors un carré ; tu multiplies ensuite mille cinq cent soixante- 
deux plus un demi moins la racine de quatre cent mille plus quatre-vingt- 
huit mille plus deux cent quatre-vingt-un plus un quart par un cinquième 
plus un cinquième d’un cinquième moins la racine de vingt parties de six 
cent vingt-cinq parties de l’unité ; tout cela sera trois cent soixante-quinze 
dirhams plus la racine de quinze mille six cent vingt-cinq dirhams moins la 
racine de vingt-huit mille cent vingt-cinq moins la racine de soixante-dix- 
huit mille cent vingt-cinq dirhams, ce qui est cinq cents moins la racine de 
deux cent mille. Un carré sera égal alors à cinq cents moins la racine de 
deux cent mille. Sa racine est la droite AB, qui est l’un des côtés du
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pentagone régulier circonscrit au cercle connu dont le diamètre est dix en 
nombre. On a donc montré que le carré de la droite AB, qui est l’un des 
côtés du pentagone, [70^ est cinq cents moins la racine de deux cent mille. 
Ce qu’il fallait démontrer.

<4> Si on te dit : nous voulons connaître la grandeur^ de la corde du 
décagone régulier circonscrit à un cercle connu, alors nous traçons un 
cercle, nous posons son diamètre dix en nombre et nous traçons sur le 
cercle un décagone qui l’entoure, soit le décagone ABCDOSUQRM ; et 
nous voulons connaître combien est la droite AB, qui est l’un des côtés du 
décagone.

Il est clair que la droite IH intercepte le dixième de la circonférence du 
cercle ; or nous avons montré qu’elle est la racine de trente et un plus un 
quart moins deux plus un demi. Mais la droite IL est sa moitié et elle est la 
racine de sept plus un demi plus un quart plus la moitié d’un huitième 
moins un et un quart. Son carré est donc neuf plus un quart plus un 
huitième moins la racine de quarante-huit plus un demi plus un quart plus 
cinq huitièmes d’un huitième ; nous le retranchons du carré de lE, qui est 
vingt-cinq ; il reste le carré de EL, quinze plus cinq huitièmes plus la racine 
de quarante-huit plus un demi plus un quart plus cinq huitièmes d’un 
huitième. Mais le carré de IH est trente-sept plus un demi moins la racine 
de sept cent quatre-vingt-un plus un quart. Posons ensuite la droite AB une 
chose, qui est l’un des côtés du décagone circonscrit au cercle, et son carré

 ̂ Littéralement : la quantité de la grandeur ; le traducteur latin a rendu cette
expression par « quanta sit mensura » (éd. Lorch, p. 237,1. 92).
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un carré ; la grandeur du carré par rapport au carré de IH, qui est trente- 
sept plus un demi moins la racine de sept cent quatre-vingt-un plus un 
quart, est égale à la grandeur du carré de KE, qui est vingt-cinq, par rapport 
au carré de EL, qui est quinze plus cinq huitièmes plus la racine de 
quarante-huit plus un demi plus un quart plus cinq huitièmes d’un huitième. 
Nous le multiplions par le carré de AB, qui est un carré ; on a quinze carrés 
plus cinq huitièmes de carré plus la racine de quarante-huit carrés-carrés 
plus trois-quarts de carré-carré plus cinq huitièmes d’un huitième de 
carré-carré égaux au carré de KE par le carré de IH, qui est neuf cent 
trente-sept plus un demi moins la racine de quatre cent mille plus quatre- 
vingt-huit mille plus deux cent quatre-vingt-un plus un quart. Ramène tout 
ce que tu as à un carré, et ceci en multipliant tout ce que tu as par deux 
cinquièmes d’un cinquième d’unité moins la racine des quatre cinquièmes 
d’une partie de la six cent vingt-cinquième partie de l’unité ; on a un carré 
égal [70''] à soixante-quinze dirhams plus la racine de six cent vingt-cinq 
dirhams moins la racine de trois mille cent vingt-cinq dirhams moins la 
racine de mille cent vingt-cinq dirhams. Tout ceci est cent dirhams moins la 
racine de huit mille, qui est le carré de la droite AB, qui est l’un des côtés 
du décagone circonscrit au cercle connu dont le diamètre est dix en 
nombre. Ce qu’il fallait démontrer.

<5> Si nous voulons connaître la grandeur^ du diamètre d’un cercle 
circonscrit à un pentagone connu et régulier, nous posons le pentagone 
connu le pentagone ABCDE et nous traçons chacun de ses côtés dix en 
nombre, et le cercle qui l’entoure, dont le diamètre est la droite KD. Pour 
connaître le diamètre, joignons EC et posons-la une chose.

 ̂ Littéralement : la quantité ; le traducteur latin a rendu cette expression par
« quanta est » (éd. Lorch, p. 238,1. 115).
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Il est clair que son produit par AB, qui est dix plus AB par lui-même, est 
égal au produit de £"0 par lui-même. Donc le produit de EC, qui est une 
chose, par AB, qui est dix, est dix choses ; mais AB par lui-même est cent, 
et EC par lui-même est un carré. Il vient un carré égal à dix choses plus 
cent dirhams ; une chose est donc égale à cinq plus la racine de cent vingt- 
cinq, ce qui est la droite EC. Sa moitié est donc deux dirhams plus un demi 
plus la racine de trente et un et un quart, qui est la droite EL. Multiplions-la 
par elle-même ; on a trente-sept plus un demi plus la racine de sept cent 
quatre-vingt-un plus un quart. Ôtons ce carré de DE par lui-même, qui est 
cent ; il reste soixante-deux plus un demi moins la racine de sept cent 
quatre-vingt-un plus un quart, ce qui est le carré de la droite DL. Posons 
ensuite le diamètre du cercle, qui est la droite KLD, une chose ; son carré 
est un carré. La grandeur du carré par rapport au carré de DE, qui est cent, 
est égale à la grandeur du carré de DE, qui est cent, par rapport au carré de 
DL, qui est soixante-deux plus un demi moins la racine de sept cent quatre- 
vingt-un plus un quart. Multiplions-le [7 P] par un carré ; on a soixante- 
deux carrés plus un demi-carré moins la racine de sept cent quatre-vingt- 
un carrés-carrés et un quart de carré-carré égal au produit du carré de ED 
par lui-même, qui est dix mille. Ramène tout ce que tu as à un carré en 
multipliant tout ce que tu as par un cinquième d’un dixième d’unité plus la 
racine d’une partie plus un quart de la quinze mille six cent vingt- 
cinquième partie d’unité ; on a alors un carré égal à deux cents plus la 
racine de huit mille. On a ainsi montré que le carré du diamètre du cercle, 
qui est la droite KLD, est deux cents plus la racine de huit mille. Ce qu’il 
fallait démontrer.
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538 Abu Kâmil : Le pentagone et le décagone réguliers

<6> Si nous voulons connaître le diamètre du cercle inscrit dans le 
pentagone ABCDE connu et régulier, dont chacun des côtés est dix en 
nombre ; le centre du cercle est M, son demi-diamètre est la droite KM et le 
demi-diamètre du cercle qui entoure le pentagone est la droite AM -  or 
nous avons montré que le carré du diamètre de ce cercle est deux cents plus 
la racine de huit mille - , le carré de la droite AM, qui est son demi- 
diamètre, est donc cinquante plus la racine de cinq cents. Nous retranchons 
de ce carré le carré de AK, qui est vingt-cinq ; il reste le carré de KM, qui 
est le demi-diamètre du cercle inscrit dans ce pentagone. Ce carré est vingt- 
cinq plus la racine de cinq cents. Le carré du diamètre du cercle inscrit dans 
ce pentagone est donc cent plus la racine de huit mille. Ce qu’il fallait 
démontrer.

Si tu veux, multiplie l’un des côtés du pentagone par lui-même, 
retranche-le du produit du diamètre du cercle circonscrit à ce pentagone par 
lui-même et prend la racine de ce qui reste. Ce que tu obtiens est le 
diamètre du cercle inscrit dans le pentagone. Ce procédé est valable pour 
tout polygone régulier, saisis cela.
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<7> Si nous voulons connaître la grandeur du diamètre d’un cercle 
circonscrit à un pentagone connu et régulier [TT], dont chacun des côtés 
est dix, par un procédé autre que celui que nous avons indiqué 
précédemment, il est clair, d’après ce qu’Euclide a décrit^, que, pour toute 
corde d’une partie d’un cercle, sa grandeur par rapport à une autre corde 
qui intercepte une partie égale à cette partie d’un autre cercle est égale à la 
grandeur des diamètres des deux cercles l’un par rapport à l’autre. Or nous 
avons montré que, si un cercle a pour diamètre dix en nombre, le carré de la 
corde de son cinquième est soixante-deux plus un demi moins la racine de 
sept cent quatre-vingt-un et un quart. Il est donc clair, d’après ce que nous 
avons défini, que la grandeur de cent par rapport à soixante-deux et demi 
moins la racine de sept cent quatre-vingt-un et un quart est égale à la 
grandeur du carré, qui est le carré du diamètre du cercle inconnu 
circonscrit au pentagone dont chacun des côtés est dix, car nous avons posé 
ce carré quelque chose de cent, qui est le carré du diamètre du cercle connu 
circonscrit au pentagone connu. Nous multiplions donc cent par cent, on a 
dix mille ; nous multiplions ensuite un carré par soixante-deux et demi 
moins la racine de sept cent quatre-vingt-un et un quart, on a soixante-deux 
carrés plus un demi-carré moins la racine de sept cents carrés-carrés, 
quatre-vingt-un carrés-carrés et un quart de carré-carré, ce qui est égal à 
dix mille. Ramène tout ce que tu as à un carré, et ceci en multipliant tout ce 
que tu as par un cinquième d’un dixième d’unité plus la racine d’une partie 
plus un quart d’une partie de la quinze mille six cent vingt-cinquième partie 
de l’unité ; on a alors un carré égal à deux cents dirhams plus la racine de 
huit mille, ce qui est le carré du diamètre du cercle circonscrit au 
pentagone, si chacun de ses côtés est dix.

<8> De même, si nous voulons inscrire un cercle dans le pentagone, à 
partir d’un pentagone connu régulier dont chacun des côtés est dix -  or 
nous avons montré, pour un cercle dont le diamètre est dix en nombre, que 
[IT] le carré de chaque côté du pentagone circonscrit à ce cercle est cinq 
cents moins la racine de deux cent mille -, alors nous disons que la 
grandeur de cent, qui est le carré de l’un des côtés du pentagone, par
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542 Abu Kâmil : Le pentagone et le décagone réguliers

rapport à cinq cents moins la racine de deux cent mille, est égale à la 
grandeur du carré, qui est le carré du diamètre du cercle inconnu, dont on 
cherche à connaître le diamètre, par rapport au carré du diamètre du cercle 
connu, qui est cent. Multiplions donc cent par cent, on a dix mille ; 
multiplions ensuite un carré par cinq cents moins la racine de deux cent 
mille ; on a cinq cents carrés moins la racine de deux cent mille carrés- 
carrés, ce qui est égal à dix mille dirhams. Ramène tout ce que tu as à un 
carré, c’est-à-dire en multipliant par un dixième d’un dixième d’unité plus 
la racine des quatre cinquièmes d’une partie de la dix millième partie de 
l’unité ; on a donc un carré égal à cent plus la racine de huit mille, qui est 
le carré du diamètre du cercle inscrit dans ce pentagone dont chacun des 
côtés est dix.

<9> De même, si nous voulons circonscrire un cercle à un décagone 
connu et régulier, dont chacun des côtés est dix -  or nous avons montré, 
pour un cercle dont le diamètre est dix, que la corde du décagone inscrit 
dans ce cercle est la racine de trente et un plus un quart moins deux et demi 
-  alors nous posons le diamètre du cercle une chose et nous disons ensuite 
que la grandeur d’une chose par rapport à dix est égale à la grandeur de dix 
par rapport à la racine de trente et un plus un quart moins deux et demi. 
Nous multiplions alors dix par dix ; on a cent. Nous multiplions ensuite une 
chose par la racine de trente et un plus un quart moins deux et demi, on a la 
racine de trente et un carrés plus un quart de carré de laquelle on soustrait 
deux choses et demie, ce qui est égal à cent. Nous le restaurons par les deux 
choses et demie, que nous ajoutons à cent ; on a cent dirhams plus deux 
choses plus une demi-chose égaux à la racine de trente et un carrés plus un 
quart de carré. Multiplie cent dirhams plus deux choses plus une demi- 
chose par lui-même, on a dix mille dirhams plus six carrés plus un quart de 
carré plus cinq cents choses égaux à trente et un carrés plus un quart de 
carré. Nous réduisons par ceci, nous avons la chose égale à dix plus la 
racine de cinq cents, qui est le diamètre du cercle circonscrit au décagone 
dont chaque côté est dix.
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<10> De même, si nous voulons inscrire un cercle dans un décagone 
connu et régulier dont chacun des côtés est dix -  or nous avons montré 
pour tout cercle dont le diamètre est dix que le carré de la corde du 
décagone circonscrit est cent [72''] moins la racine de huit mille -  nous 
disons alors que la grandeur de cent moins la racine de huit mille par 
rapport à cent est égale à la grandeur de cent par rapport à un carré. 
Multiplie donc cent par cent, il vient dix mille ; multiplie ensuite cent 
moins la racine de huit mille par un carré, il vient cent carrés moins la 
racine de huit mille carrés-carrés, ce qui est égal à dix mille. Ramène tout 
ce que tu as à un seul carré, et ceci en multipliant par la moitié d’un 
dixième d’unité plus la racine des quatre cinquièmes d’une partie de la 
quatre centième partie de l’unité ; on a un carré égal à cinq cents plus la 
racine de deux cent mille, qui est le carré du diamètre du cercle inscrit dans 
ce décagone dont chaque côté est dix.

Si tu veux, multiplie le diamètre du cercle circonscrit à ce décagone par 
lui-même. Or nous avons montré qu’il est dix plus la racine de cinq cents ; 
on obtient donc six cents plus la racine de deux cent mille. Retranches-en 
cent, c’est-à-dire le produit du côté du décagone par lui-même ; il reste cinq 
cents plus la racine de deux cent mille. La racine de cela est le diamètre du 
cercle inscrit dans ce décagone. J’établis la cause de ce procédé, si Dieu le 
veut.

Pour tout polygone régulier circonscrit à un cercle et inscrit dans un 
cercle, la somme du produit de l’un de ses côtés par lui-même et du produit 
du diamètre du cercle inscrit dans le polygone par lui-même est égale au 
produit du diamètre du cercle circonscrit au polygone par lui-même.

Exemple : construisons un triangle équilatéral, soit le triangle ABC, 
circonscrit au cercle HGL, inscrit dans un cercle ABC et dont le diamètre 
est la droite AD ; le diamètre du cercle inscrit dans le triangle est la droite 
KO. Je dis que la somme du produit de AC par lui-même et de KO par lui- 
même est égale au produit de AD par lui-même.
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546 Abù Kâmil : Le pentagone et le décagone réguliers

Démonstration : menons à la droite AC du point L, c’est-à-dire de la 
position où le cercle <inscrit> touche la droite AC, une perpendiculaire. Il 
est clair qu’elle passe par le centre des deux cercles et que son extrémité 
aboutit à la circonférence du cercle HGL ; c’est la droite LG. La droite LG 
est donc le diamètre du cercle HGL et elle est égale à la droite KO. 
Joignons le point G au point D par la droite GD et le point D [73"] au point 
C par la droite DC ; la droite AM  est égale à la droite MD et la droite ML 
est égale à la droite MG ; les deux droites AM Qi ML sont respectivement 
égales aux deux droites DM et MG, l’angle AML est égal à l’angle DMG, 
donc la base DG est égale à la base AL. Mais AL est égale à LC, donc LC 
est égale à DG ', le triangle AML est égal au triangle DMG et ses angles 
sont égaux à ses angles ; l’angle ALM est donc égal à l’angle MGD et la 
droite GD est donc parallèle à la droite LC ; or on a montré qu’elle lui est 
égale et on a joint leurs extrémités par les deux droites GL et DC ; la droite 
GL est donc parallèle et égale à la droite DC ; le produit de AC par lui- 
même plus CD par lui-même est égal au produit de AD par lui-même, car 
l’angle ACD est droit ; DC est égal à LG et LG est égal à KO ; la sonune 
des produits de AC par lui-même et de KO par lui-même est donc égale au 
produit de AD par lui-même. Ce qu’il fallait démontrer.

<11> Si on a un polygone régulier à quinze angles, inscrit dans un cer
cle dont le diamètre est dix, et si nous voulons connaître la grandeur de 
chacun de ses côtés, alors nous posons le cercle connu le cercle ACB, dont
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548 Abu Kâmil : Le pentagone et le décagone réguliers

le diamètre est AB ; nous traçons dans ce cercle le côté d’un décagone qui 
intercepte une partie et demie et qui est la droite BD ; or nous avons montré 
qu’il est la racine de trente et un plus un quart moins deux et demi ; la 
corde AD est son complément, elle est la corde de deux cinquièmes de cer
cle et elle est soixante-deux et demi plus la racine de sept cent quatre-vingt- 
un plus un quart, dont on a pris la racine. Traçons dans le cercle la corde du 
sixième, soit BC ; elle intercepte deux parties et demie et elle est cinq ; la 
droite AC est son complément, elle est la corde d’un tiers et elle est la 
racine de soixante-quinze ; nous multiplions la droite AC  par la droite BD, 
on aura la racine de deux mille trois cent quarante-trois plus un demi plus 
un quart moins la racine de quatre cent soixante-huit plus un demi plus un 
quart ; nous le retranchons ensuite du produit de la droite AD par la droite 
BC, qui est mille [73''] cinq cent soixante-deux plus un demi plus la racine 
de quatre cent mille quatre-vingt-huit mille deux cent quatre-vingt-un et un 
quart, dont on a pris la racine ; il reste mille cinq cent soixante-deux plus 
un demi plus la racine de quatre cent mille quatre-vingt-huit mille deux 
cent quatre-vingt-un plus un quart, dont on a pris la racine, auquel on ajoute 
la racine de quatre cent soixante-huit plus un demi plus un quart ; on 
retranche de tout cela la racine de deux mille trois 
cent quarante-trois plus un demi plus un quart, ce 
qui est égal au produit de la droite AB par la droite 
CD ; nous divisons par la droite AB, qui est dix ; 
on obtient la droite CD, quinze plus cinq huitièmes 
plus la racine de quarante-huit plus trois quarts 
plus cinq huitièmes d’un huitième, dont on a pris la 
racine, plus la racine de quatre dirhams et demi 
plus un huitième plus la moitié d’un huitième, 
moins la racine de vingt-trois plus trois huitièmes 
plus la moitié d’un huitième. Ce qu’il fallait 
démontrer.

Nous allons donner une approximation de la détermination de la corde 
CD pour que tu comprennes comment prendre la racine de quarante-huit 
plus trois quarts plus cinq huitièmes d’un huitième par approximation ; tu
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la trouveras six plus cinquante-neuf minutes plus quinze secondes plus 
quarante-six tierces, que tu ajoutes à quinze plus cinq huitièmes ; on a 
vingt-deux plus trente-six minutes quarante-cinq secondes et quarante-six 
tierces, dont tu prends la racine que tu trouves par approximation, quatre 
plus quarante-cinq minutes plus dix-neuf secondes plus une tierce ; tu lui 
ajoutes alors la racine de quatre plus cinq huitièmes plus un demi-huitième 
par approximation, qui est deux plus neuf minutes plus cinquante-quatre 
secondes plus douze tierces ; on a six plus cinquante-cinq minutes plus 
treize secondes plus treize tierces, dont tu soustrais la racine de vingt-trois 
plus trois huitièmes plus un demi-huitième par approximation, ce qui est 
quatre dirhams cinquante minutes vingt-huit secondes et vingt-cinq tierces ; 
il reste deux plus quatre minutes plus quarante-quatre secondes plus 
quarante-huit tierces, ce qui est la corde CD par approximation. Ce qu’il 
fallait démontrer [74*̂ ].

<12> Si on te dit : soit un triangle équilatéral dont l’aire et la hauteur 
ont pour somme dix en nombre, quelle est sa hauteur? Posons le triangle, le 
triangle ABC, dont la hauteur est AD. Si nous voulons connaître combien 
est la droite AD qui est la hauteur, nous la posons une chose ; la droite DC 
est donc la racine du tiers du carré, tout côté du triangle ABC est la racine 
d’un carré plus un tiers <de carré>. Faire du triangle ^
ABC est la racine d’un tiers d’un carré-carré et sa 
hauteur est une chose ; il vient alors une chose plus la 
racine d’un tiers d’un carré-carré égal à dix. Rends 
entière la racine du tiers de ton carré-carré pour 
qu’elle soit la racine d’un carré-carré, ce qui est un 
carré ; pour le rendre entier, tu le multiplies par la 
racine de trois, on aura un carré ; tu multiplies tout ce 
que tu as par la racine de trois, on aura un carré plus
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la racine de trois carrés égaux à la racine de trois cents. Partage en deux 
moitiés la racine de trois carrés ; il vient la racine de trois quarts que tu 
multiplies par elle-même ; il vient trois quarts que tu ajoutes à la racine de 
trois cents ; il vient trois quarts plus la racine de trois cents ; tu prends la 
racine de cela de laquelle tu retranches la racine de trois quarts ; ce qui 
reste est la droite AD, qui est la hauteur. Ce qu’il fallait démontrer.

<13> Si on te dit : soit un triangle équilatéral dont chacun des côtés est 
dix et dans lequel est inscrit un rectangle^ dont l’aire est dix, quelle est la 
longueur du rectangle ?

Exemple : posons le triangle, le triangle ABC, et le rectangle inscrit, le 
rectangle EGHL Si nous voulons savoir quelle est la droite EH qui est la 
longueur du rectangle, nous la posons une chose ; alors la droite BH est la 
racine d’un tiers du carré ; de même la droite IC est la racine d’un tiers du 
carré ; il reste la droite Hl, dix moins la racine du carré et du tiers du 
carré, que tu multiplies par la droite EH, qui est une chose ; on aura dix 
[74''] choses moins la racine du carré-carré et du tiers d’un carré-carré 
égal à dix dirhams. Restaure les choses par la racine du carré-carré plus un 
tiers de carré-carré et ajoute une quantité égale aux dirhams ; il vient dix 
dirhams plus la racine du carré-carré plus un tiers de carré-carré égal à dix 
choses. Ramène tout ce que tu as à la racine du carré-carré, qui est un 
carré, en le multipliant par la racine de trois quarts et en multipliant tout ce

Litt. : carré allongé {murabba' mustatil qâ’im al-zawàyà).
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que tu as par la racine de trois quarts ; on aura un carré plus la racine de 
soixante-quinze dirhams égal à la racine de soixante-quinze carrés. Partage 
en deux moitiés la racine de soixante-quinze carrés ; on aura la racine de 
dix-huit plus un demi plus un quart, que tu multiplies par elle-même ; il 
vient dix-huit plus un demi plus un quart, dont tu retranches la racine de 
soixante-quinze ; il reste dix-huit plus un demi plus un quart moins la 
racine de soixante-quinze, dont tu prends la racine, et à ce que tu obtiens tu 
ajoutes la racine de dix-huit plus un demi plus un quart ; la somme est la 
longueur du rectangle, qui est la droite EH. Ce qu’il fallait démontrer®.

<14> Si on te dit : soit un triangle équilatéral ABC dans lequel est 
inscrit un carré, soit le carré HLOM tel que la somme de l’aire du triangle 
et de celle du carré soit dix, combien est chaque côté du carré OLHM ?

A

On l’infère ainsi : Pose chacun des côtés du carré une chose, son aire 
est un carré et l’aire du triangle ABC est dix moins un carré ; il reste l’aire 
du triangle BLH plus l’aire du triangle MOC plus l’aire du triangle AHM, 
dix moins deux carrés. Or nous avons posé chacun des côtés du carré une 
chose ; la droite MO est alors une chose et la droite OC est la racine d’un 
tiers de carré ; l’aire des deux triangles MOC et HLB est donc la racine du 
tiers du carré-carré. Mais la droite Al est la racine des trois quarts du 
carré, donc l’aire du triangle AHM est la racine d’un huitième de carré- 
carré plus un demi-huitième de carré-carré. <La somme des aires> du 
triangle MOC, du triangle HBL et du triangle HMA est la somme de la 
racine d’un tiers de carré-carré et de la racine d’un huitième de carré-

Ce problème n’est possible que pour le rectangle. Voir chap. III, p. 132, n. 2.
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carré plus un demi-huitième de carré-carré, et elle est égale à dix moins 
deux carrés. Rends entière la racine du tiers du carré-carré pour qu’elle 
soit la racine du carré-carré [75'̂ ], qui est un carré ; pour la rendre entière, 
multiplie-la par la racine de trois, multiplie donc la racine d’un tiers de 
carré-carré par la racine de trois, on aura la racine du carré-carré, qui est 
un carré ; multiplie aussi la racine d’un huitième de carré-carré plus un 
demi-huitième de carré-carré par la racine de trois ; on a la racine d’un 
dQmi-carré-carré plus un demi-huitième de carré-carré, ce qui est trois 
quarts de carré ; ce sera alors un carré plus trois quarts de carré. Tu 
multiplies dix moins deux carrés par la racine de trois, on aura la racine de 
trois cents moins la racine de douze carrés-carrés. Il vient un carré plus 
trois quarts de carré égal à la racine de trois cents moins la racine de douze 
carrés-carrés. Restaure la racine de trois cents par la racine de douze 
carrés-carrés et ajoute-la au carré plus trois quarts de carré ; il vient un 
carré plus trois quarts de carré plus la racine de douze carrés-carrés égal à 
la racine de trois cents. Ramène tout ce que tu as à un seul carré en le 
multipliant par la racine de trois mille soixante-douze parties de vingt mille 
quatre cent quarante-neuf parties de l’unité moins vingt-huit parties de cent 
quarante-trois parties de l’unité ; on aura un carré égal à la racine de 
quarante-cinq dirhams plus mille trois cent quatre-vingt-quinze parties de 
vingt mille quatre cent quarante-neuf parties de l’unité moins la racine de 
onze dirhams plus dix mille deux cent soixante et une parties de vingt mille 
quatre cent quarante-neuf parties de dirham, qui est l’aire du carré HMLO 
inscrit dans le triangle ABC, que tu retranches de dix. Ce qui reste est l’aire 
du triangle ABC.

Si tu veux, dis que l’aire du carré est six plus cent parties plus deux 
parties de cent quarante-trois parties d’unité moins la racine de onze 
dirhams plus dix mille deux cent soixante et une parties de vingt mille 
quatre cent quarante-neuf parties de dirham. L’aire du triangle reste trois 
plus quarante et une parties de cent [75''] quarante-trois parties d’unité plus 
la racine de onze plus dix mille deux cent soixante et une parties de vingt 
mille quatre cent quarante-neuf parties d’unité.
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<15> Si on te dit : soit un carré, dont chacun des côtés est dix, soit le 
carré ABCD, dans lequel nous inscrivons un pentagone selon cette figure, 
soit le pentagone AEHRM. Pour connaître chacun de ses côtés, pose un de 
ses côtés, soit la droite AE, une chose ; il reste la droite EB, dix moins une 
chose, et la droite CH est la racine de la moitié d’un carré ; il reste la droite 
HB, dix moins la racine de la moitié d’un carré.
Mais la droite EB  est dix moins une chose ; tu 
multiplies chacune d’elles par elle-même et tu les 
additionnes ; on aura deux cents dirhams, plus un 
carré, plus un demi-carré moins vingt choses 
moins la racine de deux cents carrés égal à un 
carré ; tu réduis par ceci, comme je te l’ai 
expliqué ; on obtient la droite AE qui est l’un des 
côtés du pentagone, deux cents plus la racine de 
trois cent mille plus vingt mille, dont on a pris la 
racine, retranché de vingt plus la racine de deux 
cents. Ce qu’il fallait démontrer.

<16> Si on dit : soit un pentagone régulier dont l’aire est cinquante 
coudées, combien est chacun de ses côtés?

On l’infère ainsi : Tu poses le pentagone, le 
pentagone ABCDE, et le centre du cercle 
circonscrit, M, et tu mènes les droites AM, MB,
MC, MD, ME. Il est clair qu’il a été partagé en 
cinq triangles égaux, qui sont les triangles 
AM B, BMC, CMD, DME et EMA. Le triangle 
EMD est donc dix en nombre ; or nous avons 
montré précédemment dans notre livre que, si 
on a un pentagone régulier dont chacun des 
côtés est dix, alors le carré du diamètre du
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cercle circonscrit est deux cents plus la racine de huit mille. Il est donc 
clair, d’après ce que nous avons décrit, que, si tu veux connaître le diamètre 
du cercle circonscrit à un pentagone régulier et connu, tu multiplies l’un de 
ses côtés par lui-même, tu doubles ce que tu obtiens et tu le retiens, puis tu 
multiplies également l’un de ses côtés par lui-même et ensuite ce que tu 
obtiens par lui-même et tu en prends les quatre cinquièmes [76"] ; tu prends 
alors la racine de ce que tu as obtenu, tu ajoutes le résultat à ce que tu as 
retenu, tu prends alors la racine de tout ce que tu as obtenu, ce que tu as 
alors est le diamètre du cercle. S’il en est ainsi, nous posons la droite DE 
une chose, c ’est-à-dire l ’un des côtés du pentagone ; alors le carré du 
diamètre du cercle circonscrit à ce pentagone est comme nous l ’avons 
montré : deux carrés plus la racine des quatre cinquièmes du carré-carré ; 
le carré de son demi-diamètre, c’est-à-dire la droite EM, est un demi-carré 
plus la racine d’un demi-dixième de carré-carré. Menons ensuite la hauteur 
du triangle EMD ; il est clair qu’elle tombe au milieu de la droite ED ; c’est 
la droite MH. La droite EH est une demi-chose ; nous la multiplions par 
elle-même, on a un quart de carré ; on le retranche du carré de la droite 
EM, qui est un demi-carré plus la racine d’un demi-dixième de carré- 
carré ; il reste le carré de la droite MH, un quart de carré plus la racine 
d’un demi-dixième de carré-carré. Nous le multiplions par le carré de la 
droite EH, qui est une demi-chose, on a la moitié d’un huitième de carré- 
carré plus la racine d’une partie de trois cent vingt parties du carré-carré- 
carré-carré, égal à dix multiplié par lui-même, ce qui est cent. Rends entier 
un demi-huitième de ton carré-carré pour avoir un carré-carré en le 
multipliant par seize ; tu multiplies alors tout ce que tu as par seize, on a un 
carré-carré plus la racine de deux cent cinquante-six parties de trois cent 
vingt parties d’un carré-carré-carré-carré égal à mille six cents. Ramène 
tout ce que tu as à un carré-carré en le multipliant par cinq moins la racine 
de vingt, on a un carré-carré égal à huit mille moins la racine de cinquante 
et un mille mille plus deux cent mille ; prends la racine <quatrième> de 
tout cela, tu as chacun des côtés du pentagone.
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<17> Si on te dit : soit un décagone régulier dont l’aire est cent en 
nombre, combien est chacun de ses côtés ?

Fig. 14

Exemple ; pose le décagone, le décagone ABCDEFGHIL et le centre du 
cercle circonscrit, M. Il est clair qu’il se partage en dix triangles égaux ; 
ainsi le triangle GMF est son dixième. Or nous avons montré dans ce qui 
précède que si, pour un décagone régulier, chacun de ses côtés est dix, alors 
le diamètre du cercle circonscrit [76''] est dix plus la racine de cinq cents. Il 
est donc clair, d’après ce que nous avons décrit, que, si tu veux connaître le 
diamètre d’un cercle circonscrit à un décagone connu, tu multiplies l’un des 
côtés du décagone par lui-même et ensuite par cinq, et puis tu prends la 
racine de ce que tu obtiens, que tu ajoutes à l’un des côtés du décagone ; ce 
qu’on a est le diamètre du cercle. Ce que nous avons dit étant devenu clair, 
posons la droite GF une chose, et c’est l’un des côtés du décagone. Il faut 
donc que le diamètre du cercle circonscrit soit, comme nous l’avons 
montré, une chose plus la racine de cinq carrés ; et son demi-diamètre, qui 
est la droite GM, est une demi-chose plus la racine d’un carré plus un quart 
de carré. Ce que nous avons dit est également clair d’après ce qu’Euclide a 
exposé’. Il a dit en effet : si on partage une droite en moyenne et extrême 
raison et si on prolonge cette droite d’une <longueur> égale à la plus 
grande partie, alors tout cela se partage en moyenne et extrême raison, dont 
la plus grande partie est la première droitê ®.

’ Éléments, XIII.5, éd. Heiberg, qui correspond à XIII.6 de la traduction arabe 
Ishâq-Thâbit.

Voir chap. III, note 1, p. 138-139.
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Il est donc clair, d’après ce que nous avons mentionné, que, si on 
partage une droite en moyenne et extrême raison, alors, si on partage la 
plus grande partie en moyenne et extrême raison, la plus grande partie de 
cette droite est la plus petite partie de la première droite.

Il a dit dans un autre endroit** : si on prolonge le côté d’un hexagone 
par le côté d’un décagone d’un même cercle, alors toute la droite est 
divisée en moyenne et extrême raison et le côté de l’hexagone est la plus 
grande partie. Mais la droite GF est le côté du décagone et la droite GM est 
le côté de l’hexagone ; alors, si ces deux droites deviennent une seule 
droite, celles-ci se partagent en moyenne et extrême raison et la plus grande 
partie de la droite GM, si elle est divisée en moyenne et extrême raison, est 
égale à la droite GF* .̂

Si tu poses GF une chose que tu retranches de GM, si ensuite tu ajoutes 
à ce qui reste la moitié de la droite GF et si tu multiplies ce que tu obtiens 
par lui-même, le produit sera égal à cinq fois le carré de la moitié de la 
droite GF, comme l’a mentionné Euclide* ,̂

Multiplie donc la moitié de la droite GF par elle-même, ensuite par 
cinq ; tu prends la racine que tu ajoutes à la moitié de la droite GF, qui est 
une demi-chose ; il vient alors la droite GM. On a ainsi montré que la droite 
GM est une demi-chose plus la racine d’un carré plus un quart de carré. 
Mène ensuite la hauteur du triangle GMF, soit M5" ; il est clair qu’elle 
tombe sur la moitié de la droite GF, c’est-à-dire G5'*'*.

Multiplie ensuite la droite GM par elle-même, ce qui est une demi- 
chose plus la racine d’un carré plus un quart de carré ; on aura un carré 
[IT] plus un àQmï-<carré> plus la racine du carré-carré plus un quart de 
carré-carré. Multiplie ensuite la droite GS, qui est une demi-chose, par

** Éléments, XIII. 12.
*̂  Voir chap. III, note 2, p. 139-140.
*̂  Euclide, Éléments, XIII. 1 (voir relation P, note 2, p. 139). 
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elle-même ; on a un quart de carré. Retranche celui-ci de celui-là ; il reste 
un carré plus un quart <de carré> plus la racine d’un carré-carré plus un 
quart de carré-carré. La racine de cela est la droite MS ; multiplie-la par la 
droite GS, qui est une demi-chose ; il vient un quart de carré-carré plus un 
demi-huitième de carré-carré plus la racine de cinq parties de soixante- 
quatre parties de carré-carré-carré-carré, ce qui est égal à cent dirhams. 
Rends entier le quart de ton carré-carré et le demi-huitième de ton carré- 
carré pour qu’il y ait un carré-carré, et ceci en le multipliant par trois plus 
un cinquième ; multiplie alors tout ce que tu as par trois plus un cinquième, 
il vient un carré-carré plus la racine de quatre cinquièmes de carré-carré- 
carré-carré, égal à trois cent vingt dirhams. Ramène tout ce que tu as à un 
carré-carré en le multipliant par cinq moins la racine de vingt, il vient un 
carré-carré égal à mille six cents moins la racine de deux mille mille 
quarante-huit mille. Prends la racine^  ̂ de tout cela, c’est la droite GF, et 
c’est l’un des côtés du décagone. Ce qu’il fallait démontrer.

<18> Si on dit : un pentagone ABCDE régulier est tel que l’aire du 
triangle BED est dix, combien est la droite DE qui est la base du triangle et 
l’un des côtés du pentagone?

B

On l’infère ainsi : pose la droite ED une chose. Or Euclide*^ a montré 
que, si la droite BE est divisée en moyenne et extrême raison, alors la plus 
grande partie est égale à la droite DE et il a montré aussi que, si on divise 
une droite suivant une moyenne et extrême raison et si on ajoute à la plus 
grande partie de celle-ci la droite tout entière, le tout additionné sera selon

 ̂ Ici encore, comme dans les problèmes 18, 19 et 20, il s’agit de la racine 
quatrième.

Éléments, XIII.8 (éd. Heiberg) ou XIII. 13 (trad. arabe Ishâq-Thàbit).
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la même raison et la plus grande partie sera la première droite ; et il a 
montré également que, si on divise une droite suivant une moyenne et 
extrême raison, si on ajoute à la petite partie la moitié de la partie la plus 
longue et si on multiplie cela par lui-même, alors le carré obtenu est cinq 
fois le carré obtenu de la moitié de la plus longue partie par elle-même*^. 
Partageons la droite BE en M suivant une moyenne et extrême raison et 
posons la plus grande partie la droite ME, alors la droite ME est égale à la 
droite [77''] ED. Partageons la droite ME en deux moitiés au <point> L, 
alors le produit de BL par elle-même est cinq fois le produit de LE par elle- 
même ; mais le produit de LE par elle-même est le quart du produit de DE 
par elle-même ; il est donc un quart de carré, car nous avons posé la droite 
ED une chose ; la droite ME est donc une chose et LE est une demi-chose, 
donc le produit de BL par elle-même est un carré plus un quart. La droite 
BL est donc la racine d’un carré plus un quart ; mais la droite LE est une 
demi-chose, donc la droite BE est une demi-chose plus la racine d’un carré 
plus un quart. Menons ensuite la hauteur du triangle BED, soit BH ; la 
droite EH est une demi-chose ; nous la multiplions par elle-même, on a un 
quart de carré, que nous retranchons du produit de BE par elle-même, ce 
qui est un carré plus un demi plus la racine d’un carré-carré plus un quart 
de carré-carré ; il reste alors un carré plus un quart plus la racine d’un 
carré-carré plus un quart de carré-carré ; la racine de cela est la droite 
BH ; multiplions-la par la droite EH, qui est une demi-chose, on aura un 
quart de carré-carré plus un demi-huitième de carré-carré plus la racine de 
cinq parties de soixante-quatre parties d’un carré-carré-carré-carré, égal à

Éléments, X1II.4 (trad. arabe Ishàq-Thâbit).
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cent dirhams. Rends entier le quart de ton carré-carré plus le demi- 
huitième de ton carré-carré pour qu’il y ait un seul carré-carré, et ceci en 
multipliant par trois plus un cinquième ; multiplie tout ce que tu as par trois 
plus un cinquième, il vient un carré-carré plus la racine de quatre 
cinquièmes d’un carré-carré-carré-carré, égal à trois cent vingt dirhams. 
Ramène tout ce que tu as à un carré-carré en multipliant par cinq moins la 
racine de vingt ; il vient un carré-carré égal à mille six cents moins la 
racine de deux mille mille quarante-huit mille ; la racine de cela est la 
droite ED. Il est clair que le triangle BED de ce pentagone que nous venons 
de décrire est semblable au triangle GMF du décagone que nous avons 
décrit dans la proposition précédente, si Dieu le veut.

<19> Si on dit : l’aire du triangle ABE est dix en nombre, combien est 
la droite BEI

On l’infère ainsi : pose la droite BE une chose. Mais Euclide*^ a montré 
que, si on partage une droite suivant une moyenne et extrême raison, alors, 
si on allonge la plus grande partie de la moitié de la droite tout entière [78'] 
et si on multiplie cela par lui-même, le carré obtenu est cinq fois le carré 
obtenu de la moitié de la droite par elle-même.

Posons la droite BE une chose. Si on multiplie sa moitié par elle-même 
et puis par cinq, on a un carré plus un quart <de carré>. Il est clair, d’après

Éléments, XIII. 1.
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ce que nous avons décrit, que la droite AE est la racine d’un carré plus un 
quart, moins une demi-chose. Menons la perpendiculaire à la droite BE, 
soit la droite AO ; multiplions la droite AE par elle-même ; on a un carré 
plus un demi moins la racine d’un carré-carré plus le quart d’un carré- 
carré. Multiplions ensuite la droite EO, qui est une demi-chose, par elle- 
même ; on a un quart de carré ; retranchons celui-ci de celui-là, il reste un 
carré plus un quart <de carré> moins la racine d’un carré-carré plus un 
quart de carré-carré ; on aura alors le carré de la droite AO un carré plus 
un quart moins la racine d’un carré-carré plus un quart de carré-carré ; sa 
racine est donc la droite AO, qui est la hauteur du triangle BAE. Multiplions 
le carré de AO par le carré de la droite EO, qui est une demi-chose ; on a un 
quart d’un carré-carré plus un demi-huitième d’un carré-carré moins la 
racine de cinq parties de soixante-quatre parties d’un carré-carré-carré- 
carré ; sa racine est égale à l’aire du triangle AEB, qui est dix. Multiplie 
celle-ci par elle-même ; on a cent égal à un quart de carré-carré plus un 
demi-huitième de carré-carré moins la racine de cinq parties de soixante- 
quatre parties d’un carré-carré-carré-carré. Rends entier le quart de ton 
carré-carré plus un demi-huitième de ton carré-carré, pour qu’il y ait un 
carré-carré, en multipliant par trois plus un cinquième ; multiplie tout ce 
que tu as par trois plus un cinquième ; il vient un carré-carré moins la 
racine de quatre cinquièmes d’un carré-carré-carré-carré, égal à trois cent 
vingt. Rends-le entier pour qu’il y ait un carré-carré en le multipliant par 
cinq plus la racine de vingt ; il vient un carré-carré égal à mille six cents 
dirhams plus la racine de deux mille mille quarante-huit mille ; la racine de 
cela est la droite BE. Ce qu’il fallait démontrer.

<20> Si on dit : soit un décagone léguXiQï ABCDEFGHIK et soit l’aire 
du triangle KIH, dix en nombre ; combien est la droite KH, qui est la corde 
d’un cinquième du cercle circonscrit au décagone?
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On l’infère ainsi : pose la droite KH  une chose. Mais nous avons 
montré que, si la corde d’un cinquième de cercle est une chose, le carré de 
son diamètre est deux carrés plus la racine de quatre cinquièmes de carré- 
carré. Le carré de son demi-diamètre est donc un demi-carré plus la racine 
d’un demi-dixième de carré-carré ; retranchons ceci du carré de la corde 
d’un cinquième, ce qui est un carré ; il reste le carré de Kl, un demi-carré 
moins la racine d’un demi-dixième de carré-carré. Nous avons procédé 
ainsi car Euclide'^ [78''] a montré que la corde du cinquième peut la corde 
du sixième plus la corde du dixième, si le cercle est le même. Retranchons 
de celui-cP le carré de KM, qui est le produit d’une demi-chose par elle- 
même, ce qui est un quart de carré ; il reste le carré de IM, qui est la 
hauteur du triangle Kl H, un quart de carré moins la racine d’un demi- 
dixième de carré-carré. Nous le multiplions par le carré de KM, qui est le 
quart d’un carré ; on a un demi-huitième de carré-carré moins la racine 
d’une partie de trois cent vingt parties de carré-carré-carré-carré. La 
racine de cela est égale à l’aire du triangle KIH, qui est dix en nombre. 
Multiplie dix par lui-même ; il vient cent égal à la moitié d’un huitième de 
carré-carré moins la racine d’une partie de trois cent vingt parties du 
carré-carré-carré-carré. Rends entier le demi-huitième de ton carré-carré 
pour qu’il y ait un carré-carré, en le multipliant par seize ; multiplie tout ce 
que tu as par seize ; on a un carré-carré moins la racine de quatre

Éléments, XIII. 12 (trad. arabe Ishâq-Thabit). 
Il s’agit du carré de Kl.
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cinquièmes du carré-carré-carré-carré, égal à mille six cents. Complète-le 
pour qu’il y ait un carré-carré parfait en le multipliant par cinq plus racine 
de vingt ; multiplie tout ce que tu as par cinq plus la racine de vingt ; on 
aura un carré-carré égal à huit mille plus la racine de cinquante et un mille 
mille et deux cent mille. La racine de cela est la droite KH, qui est la corde 
du cinquième de cercle circonscrit au décagone. Ce qu’il fallait démontrer.
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A m nom de Dieu Clément et Miséricordieux 
Il n ’y a de force et de puissance si ce n'est en Dieu.

I -

<Analyse indéterminée rationnelle>

<1, Équations et systèmes d ’équations du second degré>

Nous avons achevé la résolution de ce qui était en grande partie difficile 
pour les arithméticiens de notre temps que nous avons étudiés, et pour ceux 
des Anciens dont nous avons eu connaissance, à propos des cordes du pen
tagone et du décagone, chacun étant inscrit dans un cercle connu ou cir
conscrit à un cercle connu ; à propos de la détermination du diamètre du 
cercle circonscrit à un pentagone ou à un décagone connu et du cercle ins
crit dans un pentagone ou un décagone connu ; à propos de la 
détermination de la grandeur de la corde d’une partie de quinze parties de la 
circonférence d’un cercle connu ; à propos de la détermination de la gran
deur du côté du pentagone et du décagone réguliers\ si leur aire est connue, 
et des côtés de triangles d’aire connue, s’ils sont inscrits dans un pentagone 
ou un décagone régulier ; ainsi que bien d’autres choses que nous avons 
montrées dans ce livre, d’une manière suffisante.

Nous expliquons maintenant beaucoup de problèmes indéterminés que 
certains arithméticiens appellent fluides, je veux dire par cela qu’on peut 
déterminer de nombreuses solutions vraies par une inférence convaincante 
et une méthode claire ; certains de ces problèmes circulent parmi les 
arithméticiens selon des types^, sans qu’ils aient établi la cause à partir de 
laquelle ils procèdent. J’ai résolu certains d’entre eux à l’aide d’un principe 
valide et d’une procédure facile et très utile, grâces soient rendues à Dieu 
pour ce qu’il a rendu aisé. C’est Lui qui sait ce qui est dans les cœurs.

Nous expliquons également une grande partie de ce que les 
arithméticiens ont défini dans leurs livres et qu’ils ont fait par types, par 
l’algèbre et par l’inférence, pour que celui qui le lit et l’examine le com
prenne véritablement et ne se contente pas de le réciter par cœur et d’imiter 
leur auteur. Qu’en cela Dieu nous dispense Son aide.
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<1> Si on te dit : un carré ayant une racine, si tu lui ajoutes cinq 
dirhams, il aura une racine, quel est le carré ? Ce problème est alors 
indéterminé et peut avoir d’innombrables solutions vraies^. Nous rapportons 
deux de ces solutions, ainsi que la manière de procéder dans ce problème 
pour te faciliter la recherche des solutions que tu vises, si Dieu le veut'̂ .

La manière de déterminer l’une des deux solutions, c’est de poser ton 
carré un seul carré ayant une racine, sa racine étant une chose ; tu lui 
ajoutes cinq dirhams, on aura un carré plus cinq dirhams ; il est nécessaire 
que <cette somme> ait une racine. Mais tu sais que [79'"] sa racine est plus 
grande qu’une chose, car le seul carré a pour racine une chose ; pose la 
racine <de la somme> une chose plus un nombre, tel que, si on multiplie ce 
nombre par lui-même, il vienne un nombre de dirhams moindre que celui de 
ceux qui sont avec le carré et qui dans le problème est cinq dirhams. Pose-le 
une chose plus un dirham et multiplie-le par lui-même ; on a un carré plus 
un dirham plus deux choses égaux à un carré plus cinq dirhams. Retranche 
un carré et un dirham d’un carré plus cinq dirhams, il reste deux choses 
égales à quatre dirhams ; la chose est donc deux et le carré est quatre. Si tu 
lui ajoutes cinq dirhams, on a neuf, dont la racine est trois. Si tu poses sa 
racine une chose plus deux dirhams et que tu le multiplies par lui-même, il 
vient un carré, plus quatre choses, plus quatre dirhams égaux à un carré 
plus cinq dirhams. Retranche un carré plus quatre dirhams d’un carré plus 
cinq dirhams, il reste quatre choses égales à un dirham ; la chose est donc 
égale à un quart de dirham, qui est la racine du carré, et le carré est la 
moitié du huitième d’un dirham ; si tu lui ajoutes cinq dirhams, on a cinq 
plus un demi-huitième <de dirham> et sa racine est deux dirhams plus un 
quart.

Si tu veux, pose la racine du carré une chose plus un demi-dirham ou 
une chose plus un dirham et demi ou une chose plus un dirham plus deux 
tiers ou un nombre à volonté tel que, ajouté à la chose et multiplié par lui- 
même, il vienne moins que cinq. De même pour tout ce qui te parvient de 
cette espèce, tu procèdes selon cet exemple.

 ̂Désormais l’expression «solutions vraies» sera remplacée par le mot «solutions». 
 ̂ + 5 = , y  > X.
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<2> Si on te dit : un carré ayant une racine, si tu en retranches dix 
dirhams, le reste a une racine, alors ce problème est également indéterminé^.

Mais tu sais que la racine du carré est une chose et que la racine d’un 
carré moins dix dirhams est plus petite qu’une chose. Pose-la une chose 
moins un dirham ou moins deux dirhams, ou moins un nombre ou une 
fraction ou un nombre et une fraction à volonté. Nous le posons une chose 
moins un dirham, nous le multiplions par lui-même ; on a un carré plus un 
dirham moins deux choses, égal à un carré moins dix dirhams. Restaure le 
carré par les dix dirhams et ajoute-les au carré plus le dirham moins deux 
choses ; on a un carré plus onze dirhams moins deux choses égal à un 
carré ; restaure ceci par les deux choses, ajoute-les au carré et retranche un 
carré de chaque membre ; il reste onze dirhams égaux à deux choses ; la 
chose est donc cinq dirhams et demi, ce qui est la racine du carré, et le carré 
[80"̂ ] est trente dirhams et un quart. Si tu en enlèves dix, il reste vingt 
dirhams et un quart dont la racine est quatre plus un demi. Si tu poses la 
racine de ton carré moins dix dirhams, une chose moins deux dirhams, que 
tu la multiplies par elle-même et que tu réduis par ce que tu obtiens de la 
multiplication, un carré moins dix dirhams, <après réduction> il résulte que 
la racine du carré est trois plus un demi et le carré douze plus un quart. Si 
tu en retranches dix, il reste deux dirhams et un quart, dont la racine est un 
et un demi.

Si le nombre retranché de la chose et multiplié par lui-même est 
supérieur au nombre de dirhams retranchés du carré, sache que la racine du 
carré sera alors ce nombre retranché de la chose moins cette chose, car la 
racine du carré moins dix sera ce nombre retranché de la chose moins la 
chose ; en effet le produit d’un nombre moins une chose par lui-même est 
égal au produit de la chose moins ce nombre par lui-même^.

 ̂ -  10 = y .̂
Posons y = X -  U.

2 , r\ 2  ̂ 2 W +10X -  10 = X -  lux  + M , d ou JC = --------
lu

11 9 7 3Pour M = l , o n a j c  = — e ty  = —; pour m = 2, on a jc = — et y = —.
2 2 2 2

 ̂ Si Vjĉ  -1 0  = x - u  avec u > 10, alors (x -  u) < 0 et (x -  u)^ > 0 ; or
y^ = x^ -10 = [ x -  uf ={u- xŸ cty = u -  X.
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<3> Si on te dit : un carré ayant une racine, si tu lui ajoutes trois 
racines, la somme a une racine, quel est le carré ? alors ce problème est 
également indéterminé^.

Pose la racine du carré plus trois choses, une chose plus un dirham ou 
une chose plus un demi-dirham, ou une chose plus un tiers de dirham ou un 
nombre à volonté, tel qu’il soit plus petit que la moitié du nombre des 
choses ajoutées au carré, qui sont dans ce problème trois choses. Nous la 
posons alors une chose plus un dirham, nous la multiplions par elle-même, 
on aura un carré plus un dirham plus deux choses égal à un carré plus trois 
choses. Retranche un carré et deux choses d’un carré et trois choses ; il 
reste une chose égale à un dirham, ce qui est la racine du carré, et le carré 
est un dirham. Si tu lui ajoutes trois de ses racines, il vient quatre dirhams, 
dont la racine est deux dirhams.

<4> Si on te dit : un carré ayant une racine, si tu en retranches six de 
ses racines, la différence a une racine, alors ce problème est également 
indéterminé^.

On l’infère ainsi : tu poses ton carré un carré et tu en retranches six 
racines, il reste alors un carré moins six racines ; sa racine est inférieure à 
une chose. Pose-la une chose moins quatre dirhams ou moins cinq dirhams, 
ou moins trois dirhams et demi, ou moins un nombre à volonté tel qu’il soit 
plus grand que la moitié des six choses retranchées du carré. Posons-la une 
chose moins quatre dirhams, que nous multiplions par elle-même ; [80'̂ ] on 
aura un carré plus seize dirhams moins huit choses égal à un carré moins six 
choses. Réduis par ceci ; la chose sera huit et le carré soixante-quatre. 
Retranche du carré six de ses racines, c’est-à-dire quarante-huit, il reste seize 
dont la racine est quatre.

<5> Si on te dit : un carré ayant une racine, si tu lui ajoutes dix de ses 
racines plus vingt dirhams, la somme aura une racine, alors ce problème est 
également indéterminé^.

7 2 O 2 T> 3  , ,  ,  u(3-u)' X  + 3x = y . P o s o n s  y = x + u, a v e c  «  <  — , d  o u  x = ------------  e t  y  =  — --------- -,
2 3 - 2 u  3 -2u

p o u r  U = l, X = l, y = 2.
8 2 ^ 2 r . 6  u(6-u)

X  - 6 x  = y . P o s o n s  y = x -  u, a v e c  «  >  — d  o u  x = ------------ , y  =  — ------------ ,  p o u r
2 2m -  6 2m -  6

M = 4 ,  X = 8, y  = 4 .
9  „ 2x̂  + 1 0 a: +  2 0  =  y
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On l’infère ainsi : tu poses ton carré, un carré et tu lui ajoutes dix de ses 
racines et vingt dirhams, on a alors un carré plus dix choses plus vingt 
dirhams. Pose sa racine une chose plus un nombre, tel que, si tu la multiplies 
par elle-même, il résulte de la multiplication, pour les choses moins que les 
dix <choses> et pour les dirhams plus que vingt dirhams ; et il n’est pas 
possible qu’ils soient moins que les deux ensemble ni plus que les deux 
ensemble, car, s’il en était ainsi, tu réduis par le résultat de la multiplication 
le carré plus les dix choses plus les vingt dirhams et il reste des choses et des 
dirhams égaux à rien. Tu poses la racine une chose plus quatre dirhams et 
demi et tu la multiplies par elle-même, on a un carré plus neuf choses plus 
vingt dirhams et un quart égal à un carré plus dix choses plus vingt 
dirhams ; tu réduis par ceci, on aura la chose égale à un quart de dirham, ce 
qui est la racine du carré, et le carré, un demi-huitième de dirham. Si tu lui 
ajoutes dix de ses racines et vingt dirhams, on a vingt-deux dirhams plus un 
demi-<dirham> plus un demi-huitième dont la racine est quatre dirhams plus 
un demi plus un quart. Saisis donc cela.

Si tu veux, pose la racine du carré un nombre à volonté -  tel que, si tu 
le multiplies par lui-même, le résultat sera plus grand que les dirhams qui 
sont avec le carré -  et retranche du nombre une chose.

<6> Si on te dit : un carré ayant une racine, si tu en retranches huit de 
ses racines et trente dirhams, le reste a une racine, alors ce problème est 
indéterminé

On l’infère ainsi : tu poses ton carré, un carré, et tu en retranches huit 
racines et trente dirhams ; il reste alors un carré moins huit choses moins 
trente dirhams. Sa racine est donc plus petite qu’une chose. Pose-la une 
chose moins cinq dirhams ou moins un nombre à volonté tel qu’il soit plus 
grand que la moitié des huit choses retranchées du carré. Si tu veux, pose sa 
racine un nombre moins une chose, tel que le nombre soit plus grand que la
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moitié [81'] des choses retranchées du carré. Nous l’avons posée une chose 
moins cinq dirhams et nous l’avons multipliée par elle-même ; on a un carré 
plus vingt-cinq dirhams moins dix choses égal à un carré moins huit choses 
et trente dirhams. Réduis par ceci ; la chose sera égale à vingt-sept dirhams 
et un demi, ce qui est la racine du carré, et le carré, sept cent cinquante-six 
dirhams et un quart ; retranches-en huit de ses racines et trente dirhams, 
c’est-à-dire deux cent cinquante ; il reste cinq cent six et un quart, sa racine 
est vingt-deux et un demi.

<7> Si on dit : un carré ayant une racine, si tu lui ajoutes sa racine, la 
somme a une racine, et si tu lui ajoutes le double de sa racine, la somme a 
une racine, alors ce problème est également indéterminé

La méthode pour cela est de chercher un nombre ayant une racine, tel 
que, si tu lui ajoutes un autre nombre, la somme aura une racine ; et, si tu lui 
ajoutes également le double de ce nombre, la somme aura une racine. Si tu 
trouves ce nombre, tu le divises par le nombre ajouté, et le résultat sera la 
racine du carré. Le nombre qui a une racine est un et les nombres qui lui 
sont ajoutés sont vingt-quatre et quarante-huit. Mais tu sais que, si tu ajoutes 
vingt-quatre à un, la somme a une racine et sa racine est cinq ; et si tu 
ajoutes quarante-huit à un, on aura quarante-neuf, dont la racine est sept. Si 
tu veux connaître quel est le carré, tu divises un par vingt-quatre ; le résultat 
sera un tiers d’un huitième, qui est la racine du carré, et le carré est une 
partie de cinq cent soixante-seize parties d’unité. Si tu lui ajoutes sa racine, 
qui est le tiers d’un huitième, on a le tiers d’un huitième et une partie de 
cinq cent soixante-seize parties de l’unité, ce qui est vingt-cinq parties de 
cinq cent soixante-seize parties de l’unité, qui a une racine, qui est cinq 
parties de vingt-quatre parties de l’unité. Si tu ajoutes au carré, qui est une 
partie de cinq cent soixante-seize parties de l’unité, le double de sa racine, 
qui est un demi-sixième, il vient un demi-sixième plus une partie de cinq cent
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590 Abü Kâmil : Analyse indéterminée

soixante-seize parties de l’unité, ce qui est quarante-neuf parties de cinq cent 
soixante-seize parties d’unité, qui a une racine qui est sept parties de vingt- 
quatre parties de l’unité, c’est-à-dire [ST] un sixième plus un huitième.

Si tu veux, tu poses le nombre cherché qui a une racine quarante-neuf et 
les nombres qui lui sont ajoutés cent vingt et deux cent quarante. Mais tu 
sais que, si tu ajoutes cent vingt à quarante-neuf, on a cent soixante-neuf 
dont la racine est treize ; et si tu lui ajoutes deux cent quarante, qui est le 
double de cent vingt, on a deux cent quatre-vingt-neuf, dont la racine est 
dix-sept. Si nous voulons savoir quel est le carré, divise alors quarante-neuf 
par cent vingt ; on obtiendra un cinquième plus un huitième plus un demi- 
sixième, qui est la racine du carré, et le carré est deux mille quatre cents 
parties plus une partie de quatorze mille quatre cents parties de dirham ; si 
tu lui ajoutes sa racine, c’est-à-dire cinq mille huit cent quatre-vingt-huit 
parties de quatorze mille quatre cents parties de dirham, on obtient huit mille 
deux cent quatre-vingt-une parties de quatorze mille quatre cents parties de 
dirham, qui a une racine, et sa racine est quatre-vingt-onze parties de cent 
vingt parties de dirham. Si tu lui ajoutes le double de sa racine, c’est-à-dire 
onze mille sept cent soixante parties de quatorze mille quatre cents parties 
de dirham, on obtient quatorze mille cent soixante et une parties de quatorze 
mille quatre cents parties de dirham, qui a une racine qui est cent dix-neuf 
parties de cent vingt parties de dirham.

<8> De même si on dit : un carré ayant une racine, si tu lui ajoutes sa 
racine, la somme aura une racine ; et si tu lui ajoutes le triple de sa racine, la
somme aura aussi une racine 12
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592 Abü Kâmil : Analyse indéterminée

Cherche donc un nombre qui a une racine, tel que, si tu lui ajoutes un 
autre nombre, la somme aura une racine ; et si tu lui ajoutes trois fois ce 
nombre, la somme aura une racine ; ceci en effet, car les trois racines sont 
trois fois la racine. Le nombre cherché qui a une racine est alors un et les 
nombres qui lui sont ajoutés sont huit et vingt-quatre. Divise alors un par 
huit, on aura un huitième de dirham, qui est la racine du carré, et le carré 
est un huitième d’un huitième. Si tu lui ajoutes sa racine, c’est-à-dire un 
huitième, on a un huitième plus un huitième d’un huitième, qui a une racine, 
et sa racine est trois huitièmes. [82*̂ ] Si tu lui ajoutes trois de ses racines, 
c’est-à-dire trois huitièmes, il vient trois huitièmes plus un huitième d’un 
huitième, qui a une racine, et sa racine est cinq huitièmes.

Si tu veux, tu poses le nombre qui a une racine, cent soixante-neuf, et 
les nombres qui lui sont ajoutés, cent vingt et trois cent soixante ; car, si tu 
ajoutes cent vingt à cent soixante-neuf, on obtient deux cent quatre-vingt- 
neuf, qui a une racine, et sa racine est dix-sept ; et si tu ajoutes trois cent 
soixante, on a cinq cent vingt-neuf, qui a une racine, et sa racine est vingt 
trois. Si tu veux savoir quel est le carré, tu divises cent soixante-neuf par 
cent vingt, on a un dirham plus un cinquième plus un huitième plus un 
demi-sixième, qui est la racine du carré, et le carré, un dirham plus quatorze 
mille cent soixante et une parties de quatorze mille quatre cents parties de 
dirham ; tu lui ajoutes alors sa racine, c’est-à-dire un dirham plus un cin
quième plus un huitième plus un demi-sixième, on aura trois dirhams plus 
cinq mille six cent quarante et une parties de quatorze mille quatre cents 
parties d’unité, qui a une racine, et sa racine est un dirham plus cent parties 
plus une partie de cent vingt parties de dirham. Si tu lui ajoutes trois de ses 
racines, c’est-à-dire quatre dirhams plus vingt-sept parties de cent vingt par
ties de dirham, on a six dirhams plus trois mille parties de quatorze mille 
quatre cents parties de dirham, qui a une racine, et sa racine est deux 
dirhams plus cinquante-neuf parties de cent vingt parties de dirham.
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Ce problème et ses analogues ont d’innombrables solutions ; je t’expli
querai le procédé subtil pour déterminer ces nombres pour que la pratique 
te soit facile dans tout cet art, si Dieu le veut.

Sache que tout carré a une racine ; si donc tu lui ajoutes deux de ses 
racines plus un dirham, la somme a une racine et sa racine est égale à la 
racine du premier carré plus un dirham. Si tu veux chercher un nombre 
quelconque, qui a une racine, tel que, si tu lui ajoutes un autre nombre, la 
somme ait une racine ; et si tu lui ajoutes deux fois ce nombre ou trois fois 
celui-ci ou quatre fois celui-ci ou un nombre de fois à volonté, [82''] la 
somme ait une racine, alors pose ton carré, un carré ; ajoute-lui ensuite deux 
fois sa racine plus un dirham, il vient un carré plus deux racines plus un 
dirham, qui a une racine, et sa racine est une chose plus un dirham ; puis tu 
ajoutes au carré, si tu veux, deux fois ce nombre, quatre fois sa racine plus 
deux dirhams, et, si tu le veux, trois fois ou un nombre de fois à volonté, 
conformément à cela. C’est comme si nous voulions deux fois, on aura un 
carré plus quatre choses plus deux dirhams. Tu poses sa racine une chose 
plus un dirham plus un demi et tu le multiplies par lui-même ; on aura un 
carré plus trois choses plus deux dirhams plus un quart égal à un carré plus 
quatre choses plus deux dirhams ; tu réduis par ceci, la chose sera donc 
égale à un quart de dirham, qui est la racine du carré, et le carré est un 
demi-huitième de dirham, c’est-à-dire une partie de seize parties de dirham. 
Mais nous avons posé le nombre qui lui est ajouté deux choses plus un 
dirham, c’est-à-dire un dirham et demi. Puisque la chose est un quart de 
dirham et le dirham seize parties, le dirham plus un demi sera vingt-quatre 
parties, c’est-à-dire le nombre qui, ajouté à l’unité, aura une racine ; et si tu 
ajoutes à l’unité deux fois vingt-quatre, c’est-à-dire quarante-huit, on aura 
<un nombre> qui a une racine. Tu procèdes ensuite comme je te l’ai 
expliqué.
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Si tu veux chercher pour ce problème une autre solution, pose la racine 
du carré plus les quatre choses plus les deux dirhams, une chose plus un 
dirham plus deux tiers ; multiplie cette somme par elle-même, il vient un 
carré plus deux dirhams plus sept neuvièmes de dirham plus trois choses 
plus un tiers de chose égal à un carré plus quatre choses plus deux dirhams. 
Réduis par ceci ; on aura la chose, un dirham plus un sixième, ce qui est la 
racine du carré, et le carré, quarante-neuf parties divisées par trente-six 
parties, qui sont le nombre des parties du dirham, ce qui est le nombre 
cherché ayant une racine. Si tu veux connaître le nombre tel que, si tu 
l’ajoutes à quarante-neuf, la somme ait une racine ; et si tu ajoutes deux fois 
ce nombre à quarante-neuf, la somme ait une racine ; alors tu sais que tu as 
posé le premier nombre ajouté au carré, deux racines plus un dirham, et 
nous avons montré que la racine est un dirham plus un sixième, le dirham 
étant trente-six parties. Les deux racines plus le dirham sont trois plus un 
tiers. Tu multiplies trois plus un tiers par trente-six, on aura cent vingt, ce 
qui est le nombre tel que, si tu l’ajoutes à quarante-neuf, la somme ait une 
racine ; et si tu ajoutes deux fois cent vingt, [83"̂ ] c’est-à-dire deux cent 
quarante, à quarante-neuf, la somme ait une racine. Procède ensuite comme 
je te l’ai décrit.

<9> De même si on dit : un carré ayant une racine, si tu en retranches 
deux de ses racines, le reste a une racine, et si tu en soustrais trois de ses 
racines, le reste a une racine ; ce problème est également indéterminé

La méthode en cela est de chercher un nombre ayant une racine tel que, 
si tu en retranches un autre nombre, le reste aura une racine ; et si tu en 
retranches une fois et demie ce nombre, le reste aura une racine, car les trois 
racines sont égales à deux racines plus la moitié de celles-ci.

Si tu trouves ce <premier> nombre, tu le divises par la moitié du 
nombre retranché ; ce qu’on obtient est la racine du carré. Tu le divises en 
effet par la moitié du nombre retranché car le nombre retranché tient lieu, à
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cet égard, de deux fois la racine du carré ; sa moitié tient donc lieu de la 
racine du carré. Le nombre cherché qui a une racine est alors vingt-cinq et 
le nombre qui en est retranché est seize et il tient lieu, à cet égard, de deux 
racines ; chaque racine est huit et l’autre nombre, qui est trois racines, est 
vingt-quatre ; si tu retranches seize de vingt-cinq, il reste neuf, qui a une 
racine qui est trois ; et si tu retranches vingt-quatre de vingt-cinq, le reste est 
un, qui a une racine qui est un.

Si tu veux connaître quel est le carré, divise alors vingt-cinq par huit ; 
on obtient trois plus un huitième, qui est la racine du carré, et le carré est 
neuf dirhams plus six huitièmes plus un huitième de huitième. Retranches-en 
le double de la racine, c’est-à-dire six plus un quart ; il reste alors trois plus 
un demi plus un huitième de huitième, qui a une racine qui est un dirham 
plus sept huitièmes ; enlève ensuite du carré le triple de sa racine, c’est-à- 
dire neuf plus un quart plus un huitième ; il reste trois huitièmes plus un 
huitième d’un huitième, qui a une racine qui est cinq huitièmes. La 
recherche de ces nombres est facile, d’après ce que je t’ai appris ; je vais 
t’expliquer cela pour que ce soit bien enraciné en toi.

Sache que tout carré a une racine ; si donc tu en retranches le double de 
sa racine moins un dirham, le reste a une racine et sa racine est égale à la 
racine du premier carré moins un dirham. Si tu veux chercher un nombre 
ayant une racine tel que, si tu en soustrais un autre nombre, le reste ait une 
racine et que, si tu en soustrais un nombre égal à ce nombre plus sa moitié, 
le reste ait également une racine, alors pose ton carré un carré [83''] et 
retranches-en ensuite le double de sa racine moins un dirham ; il restera 
alors un carré plus un dirham moins deux racines, qui a une racine qui est 
une chose moins un dirham. Retranche ensuite du carré une <somme> 
égale à deux racines moins un dirham plus la moitié de cette somme ; il reste 
un carré plus un dirham et demi moins trois choses. Tu poses sa racine trois 
dirhams moins une chose, que tu multiplies par elle-même ; on aura neuf 
dirhams plus un carré moins six choses égal à un carré plus un dirham et 
demi moins trois choses. Tu réduis par ceci, comme je te l’ai expliqué ; alors 
la chose sera deux dirhams plus un demi, ce qui est la racine du carré, et le
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600 Abu Kâmil : Analyse indéterminée

carré est six plus un quart, c’est-à-dire vingt-cinq parties divisées par les 
parties de dirham qui sont quatre. Or nous avons montré que le nombre qui 
en est retranché est deux choses moins un dirham, c’est-à-dire quatre 
dirhams, chaque dirham étant quatre parties, cela sera alors seize parties ; le 
nombre cherché ayant une racine est donc vingt-cinq, le nombre qui est 
deux racines et qui en est retranché est seize et le nombre qui est trois 
racines et qui en est retranché est vingt-quatre. Tu procèdes ensuite pour 
achever le problème comme je te l’ai appris, si Dieu le veut.

Tu peux obtenir pour ce problème et ses analogues autant de solutions 
que tu veux, comme je te l’ai montré.

<10> Ainsi, si on te dit : un carré ayant une racine, si tu le soustrais de 
sa racine, le reste aura une racine, ce problème est également indéterminé*' .̂

On l’infère ainsi ; tu poses ton carré un carré, que tu retranches de sa 
racine, qui est une chose ; il reste une chose moins un carré ; il est donc 
nécessaire que le reste ait une racine. Tu poses alors sa racine des choses à 
volonté, si tu veux une chose ou si tu veux plus ou si tu veux moins. Nous 
la posons une chose, que nous multiplions par elle-même ; on aura un carré 
égal à une chose moins un carré ; tu réduis par ceci ; la chose sera donc 
égale à un demi-dirham, qui est la racine du carré, et le carré, un quart de 
dirham. Si tu veux le vérifier, enlève le carré, qui est un quart de dirham, de 
sa racine, qui est un demi-dirham ; il reste un quart de dirham, qui a une 
racine qui est un demi-dirham. Si tu poses sa racine'^ deux choses, la racine 
du carré sera un cinquième de dirham et le carré le cinquième d’un 
cinquième de dirham ; si tu veux le vérifier, enlève le carré, c’est-à-dire le 
cinquième d’un cinquième de dirham, de sa racine, c’est-à-dire un cinquième 
de dirham ; il reste donc quatre cinquièmes du cinquième d’un dirham, qui a 
une racine, qui est deux cinquièmes de dirham.

X  -  -  y ^ .

Il s’agit de la racine du deuxième membre.
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<11> Si on te dit : un carré [84'̂ ] ayant une racine, si tu lui ajoutes sa 
racine, la somme a une racine et si tu retranches le carré de sa racine, le 
reste a une racine. Ce problème est également indéterminé*^.

La méthode en cela est de chercher un nombre ayant une racine ; si tu 
lui ajoutes un autre nombre, la somme a une racine, et si tu retranches le 
premier nombre qui a une racine de l’autre nombre auquel tu l’as ajouté, le 
reste a une racine. Si tu trouves ce nombre, tu le divises par le nombre 
ajouté ; ce que tu obtiens est la racine du carré. Le nombre qui a une racine 
est quatre et le nombre que tu lui as ajouté est cinq ; si donc tu ajoutes cinq 
à quatre, la somme aura une racine, qui est trois, et si tu retranches le quatre 
du cinq, il reste un, qui a une racine qui est un. Si tu veux savoir quel est le 
carré, tu divises quatre par cinq ; on obtient quatre cinquièmes, qui est la 
racine du carré, et le carré est trois cinquièmes plus un cinquième de 
cinquième.

Je t’explique le procédé subtil pour déterminer ces nombres. Nous 
avons expliqué précédemment que tout carré a une racine ; si donc tu lui 
ajoutes le double de sa racine plus un dirham, la somme a une racine. Pose 
donc ton carré, un carré ; retranche-le de deux racines plus un dirham, il 
reste deux racines plus un dirham moins un carré ; pose alors sa racine une 
chose moins un dirham. Tu soustrais en effet le dirham de la chose pour 
obtenir par la multiplication un dirham ; donc, quand tu réduis par ceci, les 
carrés restent égaux à des choses. Multiplie une chose moins un dirham par 
elle-même, il vient un carré plus un dirham moins deux choses égal à deux 
choses plus un dirham moins un carré. Réduis par ceci ; il vient un carré 
égal à deux choses, la chose est donc deux et le carré est quatre ; c’est celui 
qui a une racine ; l’autre nombre, c’est-à-dire le double de la racine de 
quatre plus un dirham, est cinq.

Si tu poses la racine du carré une demi-chose plus un dirham que tu 
multiplies par elle-même ; si tu réduis deux choses plus un dirham moins un 
carré par le produit, tu obtiens le nombre ayant une racine égal à seize et 
l’autre soixante-cinq, et la racine du carré sera seize parties de soixante-cinq 
parties de dirham. Pour tout ce qui te parvient par cette voie, procède de
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cette manière ; tu obtiendras autant que tu veux de solutions, si Dieu le veut. 
Je t’expliquerai plus tard [84'̂ ] ce problème d’une autre manière.

<12> Sache que tout nombre partagé en deux parties telles que chacune 
ait une racine peut être partagé en deux autres parties telles que chacune ait 
une racine, et encore en deux autres parties, et ainsi indéfiniment'^. Je vais 
t’expliquer cela pour que tu le comprennes, si Dieu le veut.

Si on te dit : divise cinq dirhams en deux parties dont chacune a une 
racine, tu sais alors que l’une des deux parties est quatre et l’autre un.

Si tu veux le diviser en deux autres parties différentes de ces deux 
parties et telles que chacune ait une racine, prends alors la racine de l’une 
des deux parties, ajoute-lui une chose et multiplie la somme par elle-même ; 
ce que tu obtiens est l’une de ces deux parties ; enlève-la de cinq, ce qui 
reste est la seconde partie. C’est comme si nous prenions l’une des parties, 
c’est-à-dire un ; nous prenons sa racine qui est un à laquelle nous ajoutons 
une chose ; il vient un plus une chose ; nous multiplions cette somme par 
elle-même, il résulte un carré plus un dirham plus deux choses, ce qui est 
l’une des deux parties que tu cherches. Nous la retranchons de cinq ; il reste 
quatre dirhams moins un carré moins deux choses, qui est la seconde 
partie ; il est nécessaire qu’elle ait une racine. Or nous savons que sa racine 
est plus petite que deux dirhams ; nous la posons deux dirhams moins une 
chose et un tiers, nous la multiplions par elle-même, on aura quatre dirhams 
plus un carré plus sept neuvièmes de carrés moins cinq choses et un tiers de 
chose égal à quatre dirhams moins un carré moins deux choses. Réduis par 
ceci, comme je te l’ai expliqué ; la chose sera un dirham plus un cinquième. 
Mais nous avons posé la racine de l’une des deux parties une chose et un 
dirham, alors la racine de l’une des deux parties sera deux dirhams plus un 
cinquième ; nous la multiplions par elle-même, on aura quatre dirhams plus 
quatre cinquièmes plus un cinquième d’un cinquième, ce qui est l’une des 
deux parties que tu cherches ; l’autre est ce qui reste de cinq, c’est-à-dire 
quatre cinquièmes de cinquième.
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Si tu veux le partager en deux autres parties différentes de ces deux 
parties, pose alors la racine de quatre dirhams moins un carré moins deux 
choses, deux dirhams moins une chose et demie ; multiplie <cette 
différence> par elle-même, réduis quatre dirhams moins un carré moins 
deux choses par le résultat de la multiplication et procède comme je te l’ai 
décrit ; tu obtiens la racine de l’une des deux parties, deux dirhams plus trois 
parties de treize, et la racine de l’autre partie deux parties de treize parties 
de dirham. Tu multiplies chacune par elle-même, tu obtiens l’une des deux 
parties quatre dirhams plus douze parties de treize parties de dirham plus 
neuf parties [85’’] de cent soixante-neuf parties de dirham et la deuxième 
partie, quatre parties de cent soixante-neuf parties de dirham.

Fais de même dans tout ce qui te parvient de ce type, procède de cette 
manière, tu obtiens autant de parties que tu veux. Tu prends en effet la 
racine de l’une des deux parties, tu lui ajoutes une chose, tu multiplies la 
somme par elle-même ; ce que tu obtiens est l’une des deux parties que tu 
cherches ; tu la retranches ensuite du nombre que tu veux partager en deux 
parties dont chacune a une racine, ce qui reste est la deuxième partie, c’est- 
à-dire un nombre qui a une racine duquel on a soustrait un carré et des 
choses. Prends alors la racine de ce nombre et retranches-en des choses à 
volonté, à condition que la réduction ne soit pas impossible après 
multiplication <de cette différence> par elle-même ; tu réduis par ceci la 
partie qui est un nombre ayant une racine duquel on a soustrait un carré 
plus des choses, tu obtiendras alors une infinité de parties.

<13> Si on te dit : divise dix en deux parties, tu ajoutes l’une des parties 
à vingt, la somme a une racine, et tu retranches l’autre de cinquante, le reste 
a une racine ; ce problème est également indéterminé**.
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On l’infère ainsi : tu poses l’une des deux parties un carré moins vingt, 
telle que, si tu l’ajoutes à vingt, tu auras un carré qui a une racine qui est 
une chose. L’autre partie est ce qui reste de dix, qui est trente moins un 
carré ; tu le retranches alors de cinquante dirhams, il reste un carré plus 
vingt dirhams ; il est nécessaire que ce reste ait une racine. Si nous voulons 
la connaître, de sorte que le carré soit plus grand que vingt et plus petit que 
trente, alors ceci admet beaucoup de solutions. Pour l’une, que tu poses la 
racine du carré, cinq plus un sixième, le carré est vingt-six plus deux tiers 
plus un quart de neuvième ; retranches-en vingt dirhams, il reste six dirhams 
plus deux tiers plus un quart de neuvième, ce qui est l’une des deux parties ; 
si tu l’ajoutes à vingt, la somme aura une racine qui est cinq plus un sixième, 
l’autre partie est ce qui reste de dix, c’est-à-dire trois dirhams plus un quart 
plus un demi-neuvième ; si tu le retranches de cinquante dirhams, il reste 
quarante-six dirhams plus deux tiers plus un quart de neuvième, qui a une 
racine qui est six plus un demi plus un tiers.

Si tu veux savoir comment la racine du carré est devenue cinq plus un 
sixième, pose la racine du carré plus vingt, un dirham plus deux tiers plus 
une chose ; multiplie-la par elle-même, il vient deux dirhams plus sept 
neuvièmes plus un carré plus trois choses plus un tiers d’une chose égal à 
un carré plus vingt dirhams. Réduis par ceci, la chose devient cinq plus un 
sixième. [85'̂ ] Si tu veux une autre solution, procède comme je te l’ai décrit.

<14> Si on dit : divise dix en deux parties, tu ajoutes l’une des parties à 
vingt, la somme aura une racine, tu ajoutes l’autre à cinquante, la somme a 
une racine ; ce problème est également indéterminé'^.

On l’infère ainsi : tu poses l’une des deux parties un carré moins vingt 
dirhams afin que, si tu l’ajoutes à vingt, la somme ait une racine ; l’autre, ce 
qui reste de dix, est trente moins un carré. Ajoute-le à cinquante, soit quatre- 
vingts moins un carré. Il est nécessaire que la somme ait une racine. C’est 
comme si on disait : partage quatre-vingts dirhams en deux parties dont 
chacune a une racine. Si on te pose un problème de ce genre, tu procèdes
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610 Abu Kâmil : Analyse indéterminée

de cette manière pour te ramener à un nombre que tu divises en deux 
parties dont chacune a une racine, si le nombre est de ceux qui se divisent, 
sinon le problème n’a pas de solution.

Partage donc quatre-vingts en deux parties dont chacune a une racine ; 
pose l’une des parties plus grande que vingt et plus petite que trente et 
l’autre partie plus grande que cinquante et plus petite que soixante ; alors 
ceci a d’innombrables solutions et le procédé subtil pour déterminer autant 
de solutions que tu veux est selon ce que je t’ai appris précédemment. On 
obtient l’une des solutions en posant l’une des deux parties de quatre-vingts, 
vingt-six dirhams et deux cent trente parties de deux cent quatre-vingt-neuf 
parties de dirham ; l’autre partie est ce qui reste de quatre-vingts, c’est-à- 
dire cinquante-trois dirhams et cinquante-neuf parties de deux cent quatre- 
vingt-neuf parties de l’unité.

Si tu veux savoir quelles sont chacune des deux parties de dix, retranche 
de la première partie vingt dirhams, il reste six dirhams plus deux cent trente 
parties de deux cent quatre-vingt-neuf parties de dirham, ce qui est l’une des 
deux parties ; et l ’autre est celle qui reste de dix, qui est trois dirhams et 
cinquante-neuf parties de deux cent quatre-vingt-neuf parties de dirham. Si 
tu ajoutes la plus grande partie des deux parties de dix à vingt, on a vingt-six 
dirhams plus deux cent trente parties de deux cent quatre-vingt-neuf parties 
de dirham, qui a une racine, qui est cinq dirhams plus trois parties de dix- 
sept parties de dirham. Si tu ajoutes la plus petite partie des deux parties, 
c’est-à-dire trois dirhams plus cinquante-neuf [86*̂ ] parties de deux cent 
quatre-vingt-neuf parties de dirhams, à cinquante dirhams, il vient cinquante- 
trois dirhams plus cinquante-neuf parties de deux cent quatre-vingt-neuf 
parties de dirham, qui a une racine, qui est sept dirhams plus cinq parties de 
dix-sept parties de dirham.
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612 Abu Kâmil : Analyse indéterminée

<15> Si on te dit ; si tu retranches un carré de trois dirhams, le reste a 
une racine, et si tu l’ajoutes à deux dirhams, la somme a une racine, ce 
problème est également indéterminé^®.

On l’infère ainsi : additionne les trois <dirhams> et les deux dirhams ; il 
vient cinq dirhams ; divise-les en deux parties dont chacune a une racine, et 
pose l’une des deux parties plus grande que deux dirhams et l’autre plus 
petite que trois ; retranche ensuite les deux dirhams de l’une des deux 
parties, ce qui reste est alors le carré. Si tu veux, tu poses le carré, vingt- 
trois parties de cent soixante-neuf parties de dirham ; si tu veux, tu le poses 
cent quarante-six parties de cent soixante-neuf parties de dirham ; si tu veux, 
tu le poses quatre cent trente et une parties de six cent vingt-cinq parties de 
dirham ; et si tu veux tu le poses cent quatre-vingt-quatorze parties de six 
cent vingt-cinq parties de dirham. Tu peux trouver autant que tu veux de 
solutions pour ce problème et pour ses analogues, comme je te l’ai expliqué 
précédemment.

<16> Si on te dit : si tu retranches un carré de dix dirhams, le reste a 
une racine, et si tu retranches le carré également de vingt dirhams, le reste a 
une racine, alors ce problème est également indéterminé^*.

On l’infère ainsi : tu poses ton carré dix dirhams moins un carré ou, si 
tu veux, vingt dirhams moins un carré. Tu le poses ainsi en effet pour que, si 
tu le soustrais de l’un des deux, il reste un carré qui a une racine qui est une 
chose ; nous le posons alors dix dirhams moins un carré. Si donc nous le 
retranchons de dix dirhams, il reste un carré, et si nous le retranchons de 
vingt dirhams, il reste un carré plus dix dirhams ; il est nécessaire que ce 
reste ait une racine, or tu sais que sa racine est plus grande qu’une chose ; tu 
le poses une chose plus deux dirhams ou une chose plus trois <dirhams> ou 
ce que tu veux, comme nous l’avons explicité précédemment, et tel que de 
cette racine, une fois multipliée par elle-même et réduite par un carré plus 
dix dirhams, on obtienne le carré plus petit que dix dirhams. [86'"] Tu la
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614 Abu Kâmil : Analyse indéterminée

poses une chose plus deux dirhams et tu la multiplies par elle-même ; on a 
un carré plus quatre dirhams plus quatre choses égal à un carré plus dix 
dirhams. Réduis par ceci, on aura la racine du carré, un dirham plus un 
demi, et le carré, deux dirhams plus un quart ; mais nous avions posé le 
carré, dix dirhams moins un carré, donc le carré cherché est sept plus un 
demi plus un quart ; si tu le retranches de dix dirhams, il reste deux 
<dirhams> plus un quart, dont la racine est un dirham plus un demi. Et si tu 
le retranches de vingt dirhams, il reste douze dirhams plus un quart qui a 
une racine qui est trois dirhams et un demi. Si tu poses la racine de ton 
carré plus dix dirhams égale à une chose plus trois dirhams, tu obtiens le 
carré neuf dirhams plus un demi plus un tiers plus cinq sixièmes d’un 
sixième. Les solutions de ce problème et de ses analogues sont trop 
nombreuses pour qu’on les énumère.

<17> Si on te dit : si tu ajoutes un carré à vingt dirhams, la somme aura 
une racine, et si tu l’ajoutes à trente, la somme a une racine, alors ce 
problème est également indéterminé^^.

On l’infère ainsi : pose ton carré, un carré moins vingt dirhams ou un 
carré moins trente dirhams ; c’est comme si nous le posions un carré moins 
vingt dirhams que nous ajoutons à vingt ; la somme sera un carré dont la 
racine est une chose ; nous l’ajoutons ensuite à trente, il vient un carré plus 
dix dirhams ; il est nécessaire que cette somme ait une racine et que le carré 
soit plus grand que vingt. Tu poses sa racine une chose plus un dirham, tu la 
multiplies par elle-même et tu réduis un carré plus dix dirhams par le 
produit ; on obtient le carré, vingt dirhams plus un quart ; tu en retranches 
vingt dirhams, il reste un quart de dirham, qui est le carré cherché. Si tu 
l’ajoutes à vingt dirhams, la somme a une racine, et si tu l’ajoutes à trente, la 
somme a une racine. Si tu veux, tu dis : le carré, soixante-quinze dirhams 
plus un demi-huitième, si tu l’ajoutes à vingt, la somme a une racine qui est 
neuf plus un demi plus un quart ; et si tu l’ajoutes à trente, la somme a une 
racine qui est dix dirhams plus un quart. Pour ce problème et ses analogues, 
il y a de nombreuses solutions.
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616 Abu Kamil ; Analyse indéterminée

<18> Si on te dit : si tu ajoutes à un carré dix dirhams, la somme a une 
racine ; et si tu retranches le carré de dix dirhams, la différence a une 
racine^^

Si les deux nombres sont égaux dans ce problème et si l’un des deux 
nombres se partage en deux parties dont chacune a une racine, tu peux 
trouver pour ce problème d’innombrables solutions. Mais s’il ne se partage 
pas en deux parties dont chacune a une racine, alors le problème [87'"] est 
irrationnel et n’a pas de solutions. Divise alors le dix en deux parties dont 
chacune a une racine, c’est-à-dire neuf et un ; prends ensuite la racine de 
neuf plus la racine de un, ce qui est quatre ; multiplie-le par lui-même, on a 
seize ; retranches-en dix, il reste six, qui est le carré ; si tu l’ajoutes à dix, la 
somme a une racine, et si tu le retranches de dix, la différence a une racine. 
La cause de ce problème est établie, car si tu retranches de dix le carré qui 
est six, il reste quatre ; mais le quatre est le produit de l’excédent de la 
racine de l’une des deux parties sur la racine de l’autre par lui-même.

<19> Si on dit : si tu retranches un carré de huit fois sa racine plus cent 
dirhams plus neuf dirhams, la différence a une racine, alors, s’il te parvient 
des problèmes analogues à ce problème, multiplie la moitié <du nombre> 
des racines par elle-même et ajoute ce produit aux dirhams ; si la somme se 
partage en deux parties dont chacune a une racine, alors le problème est 
rationnel et il a des solutions innombrables ; mais si la somme ne se partage 
pas en deux parties dont chacune a une racine, alors le problème est 
irrationnel et sans solution '̂ .̂

Multiplie donc la moitié du <nombre> de racines par lui-même, soit 
seize ; ajoute cela à cent neuf, soit cent vingt-cinq. Partage-le en deux 
parties, dont chacune a une racine ; si tu veux, tu poses l’une des deux 
parties vingt-cinq et l’autre cent ; si tu veux, tu poses l’une d’elles quatre et 
l’autre cent vingt et un, et, si tu veux, tu poses deux parties à volonté, 
comme je te l’ai indiqué.

23 10 + x' =y  ̂
10- = 7}

8;c + 109 -  = yl

4 jJl3 r d Ajij ^  ^

tdLd.1

J-AV Ô J - L w ?  / dLd.1 (1)U J*—^

cSjCwd ^

L̂.c« jjJli . edi/» (3 ca*jjÎ

l t d  ùl5" ô A j i j  ù[ (^Jél Jlii y t j  d*-

Ai,*» (Jdi ddaA**»l lil iJJj SI ,d«jl5 dt,wd,l OtXjt (3 d d i j  , j S ^  d

^^1 jd>- ^  jjs> ^  ^  4Âajj1 tô ^

.A**,A) ( 3  l5 ^

y  617

10

^  ij\ JL« :J»J ü ü

j ^ \ i  tdL*Al ôÂa A.j*ij L» J jL d l QA dJLip i j j  ^jÀ?r d  C)\S'

^  ^  ^  J*—vaJl j l i  o i j j  aJU* 3  jl*d>r'yi (wÂ-ŝ
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618 Abu Kâmil : Analyse indéterminée

Tu reviens ensuite et tu prends Tune des parties que tu veux, que tu 
ajoutes à un carré ; c’est comme quand nous prenons vingt-cinq que nous 
ajoutons à un carré, on a un carré plus vingt-cinq ; tu dis alors : un carré 
plus vingt-cinq dirhams est égal à huit choses plus cent dirhams plus neuf 
dirhams ; tu retranches vingt-cinq de cent neuf dirhams, il reste un carré 
égal à huit choses plus quatre-vingt-quatre dirhams ; prends la moitié <du 
nombre> de choses, soit quatre ; multiplie-le par lui-même, soit seize ; 
ajoute-le à quatre-vingt-quatre, il vient cent, qui est la deuxième partie.

Si en effet nous avons procédé de cette manière et divisé en deux parties 
dont chacune a une racine, c’est pour que, si nous ajoutons l’une des deux 
parties au carré et que par cette somme nous réduisons les choses [87'̂ ] plus 
les dirhams que nous avons mentionnés, et si nous partageons en deux 
moitiés <le nombre> de choses, si nous multiplions la moitié par elle-même 
et l’ajoutons au nombre ou en retranchons le nombre, la somme de cela ou 
la différence soit la deuxième partie et le reste des racines et des dirhams, 
lorsque le carré en est retranché, la partie qu’on ajoute au carré.

Nous revenons ensuite et nous prenons la racine de cent, qui est dix ; 
nous l’ajoutons à la moitié <du nombre> des racines, qui est quatre ; on a 
alors quatorze, qui est la racine du carré, et le carré est cent quatre-vingt- 
seize ; retranche-le de huit fois sa racine plus cent dirhams plus neuf 
dirhams, ce qui est deux cent vingt et un ; il reste donc vingt-cinq, dont la 
racine est cinq.

Si nous prenons l’autre partie, qui est cent dirhams, que nous ajoutons 
au carré ; si nous réduisons huit racines plus cent dirhams plus neuf dirhams 
par la somme, on obtient le carré, quatre-vingt-un. Si nous prenons l’autre 
partie, qui est quatre, que nous ajoutons au carré ; si nous réduisons huit 
racines plus cent dirhams plus neuf dirhams par cette somme, on obtient le 
carré, deux cent vingt-cinq. Si nous prenons l’autre partie, qui est cent vingt 
et un, que nous ajoutons au carré ; si nous réduisons huit racines plus cent
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t !  * • * .

<j L L l i j

j l j  i-tg-î J lL l Âju-Jj ÂjU j  o l i
a O *

ÂjL*J ÂJlC Aj LdjU_j 4(Jlll

* - *  ̂ ..
Lijj>-Î j [ j  ^

ÂjU j  Â J li Aj L d jl ij  4JIH ^ Js - oUS jj 4L)_5j-ipj J b - îj Âj‘ L* jP J  20

y \  619

-î :1aj- Î  17



620 Abu Kâmil : Analyse indéterminée

neuf par cette somme, on obtient le carré, si tu veux trente-six et si tu veux 
quatre. Les solutions de ce problème sont nombreuses.

<20> Si on dit : si tu ajoutes à un carré huit fois sa racine, la somme a 
une racine, et si tu retranches le carré de deux fois sa racine, le reste a une 
racine. Ce problème est également indéterminé^^.

On l’infère ainsi : tu poses les huit racines ajoutées au carré, seize choses 
plus soixante-quatre dirhams, pour que la somme ait une racine qui est une 
chose plus huit dirhams. Il est permis de poser autre chose que cela, à 
condition que la somme ait une racine. Si donc les huit racines sont seize 
choses plus soixante-quatre dirhams, alors nous savons que chaque racine 
est deux choses plus huit dirhams, et les deux racines, quatre choses plus 
seize dirhams ; c’est alors comme si on disait : si tu retranches un carré de 
quatre fois sa racine plus seize dirhams, le reste a une racine. Tu procèdes 
alors comme je te l’ai décrit et on obtient le carré, trente-six, il s’agit du 
carré auxiliaire^^. Tu reviens ensuite pour dire : nous avons posé la racine du 
carré, deux choses plus huit dirhams, ce qui est vingt ; tu divises trente-six 
[88^ par vingt, on obtient un dirham plus quatre cinquièmes, qui est la 
racine du carré cherché, et le carré trois dirhams plus un cinquième plus le 
cinquième d’un cinquième, ce qui est le carré cherché. Si tu lui ajoutes huit 
fois sa racine, ce qui est vingt-quatre dirhams plus deux cinquièmes, on a 
dix-sept plus trois cinquièmes plus un cinquième d’un cinquième, dont la 
racine est quatre dirhams plus un cinquième. Si tu retranches le carré, qui 
est trois dirhams plus un cinquième, plus un cinquième d’un cinquième, du 
double de sa racine, qui est trois dirhams plus trois cinquièmes, il reste un 
cinquième plus quatre cinquièmes de cinquième et sa racine est trois 
cinquièmes. Si tu le fais d’une autre manière, on obtient le carré égal à un 
dirham. Tu peux trouver pour ce problème d’innombrables solutions.

26

25 = /

Litt. ; par lequel on considère.

 ̂ f, ^

i j > u J i  - . y s -

* ^01 Jlil ^ y .

621

J -  AA

Ob 01 J u  ;Jl5 üU <Y .>
*  ̂ t * f VI
jiP Uajl ^ u l l  ôâjfc .J.W ^  Uj 015̂  ^  J\X|

 ̂ f  ̂ . " : " V " - CT
y s -  Jlil oOjjil ÂjUdl 01 :<.w-lj.

Ob -(^b^ y 3 U  o

^  jii?rSli Âjudi liiî .j j j-  aS oî jbu ijui

cji-ftlji ÂJlij ôUji jSj>r J5" 01 LuI p Xâi c U * J  ^  )î 4 *• e

JA A S ^  01 j u  : JU <3150 ^

tdU u r  j . ^  U  o ir  ^

ja i  LU^ lt  ^  f  j ^ \  jiii

a!t̂  J lilj CL̂ _jüail JÜ.1 2 î
r . . ,  ̂  ̂ , ;  r  r  -Jb

Jlil ^

lt- ^ 3  j' ^  015* cOL*̂ «.̂  4 , ,
- . , ' . Ojyupj 15

^ I j i  tjlil Ob î

^  3^3 ~  Or*

<.̂ LÜ1 -y» aJU-P- ob  ^(r"^l î r*'-^ iv i - f
“ ‘̂ j b

L oU j-^1 JA ÂjL*dl 01 oL5b>j J ij

• l'i*Ajp 2C

.U* 13



622 Abü Kâmil : Analyse indéterminée

<21> Si on te dit : si tu retranches un carré du double de sa racine plus 
quarante-neuf dirhams, la différence a une racine^ .̂

Si tu veux, procède comme je te l’ai décrit, et si tu veux, multiplie les 
deux racines par elles-mêmes ; ce que tu obtiens est le carré. Tu fais cela en 
effet car quarante-neuf a une racine. Si le nombre associé aux racines n’a 
pas de racine, reviens alors au premier procédé^^ que je t’ai explicité avant 
ce problème. Ce procédé en effet n’est permis que pour ce qui a une racine 
et ne conduit qu’à une seule solution, mais le procédé pour ce problème et 
ses analogues mène à de nombreuses solutions. Si en effet nous multiplions 
le nombre <des racines> par lui-même et nous posons ce produit égal au 
carré, c’est pour que, si nous retranchons le carré des racines plus les 
dirhams, il reste les dirhams eux-mêmes.

<22> Si on dit : un carré ayant une racine, si tu lui ajoutes sa racine, la 
somme a une racine, et si tu en retranches sa racine, le reste a une racine, 
alors ce problème est également indéterminé^^.

La méthode en cela est de chercher un nombre ayant une racine tel que, 
si tu lui ajoutes un autre nombre, la somme aura une racine ; et si tu en 
retranches le même nombre, la différence a une racine. Si tu trouves ce 
nombre, tu le divises par le nombre ajouté ; ce qu’on obtient est la racine du 
carré. Le nombre ayant une racine est vingt-cinq, le nombre ajouté est 
vingt-quatre et le nombre retranché est vingt-quatre. [88''] Tu sais en effet 
que, si tu ajoutes vingt-quatre à vingt-cinq, on a quarante-neuf, dont la 
racine est sept ; et si tu retranches vingt-quatre de vingt-cinq, il reste un, 
dont la racine est un. Si tu veux savoir quelle est la racine du carré, tu 
divises vingt-cinq par vingt-quatre ; on obtient un dirham plus un tiers de 
huitième, qui est la racine du carré, et le carré est un dirham plus un demi- 
sixième plus une partie de cinq cent soixante-seize parties de dirham ; si tu 
lui ajoutes sa racine, c’est-à-dire un plus un tiers de huitième, il vient deux

2x + A9-x^ = ŷ .
28 Voir problème <19>.
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dirhams plus un huitième plus une partie de cinq cent soixante-seize parties 
de dirham, qui a une racine, qui est un plus un tiers plus un demi-sixième 
plus un tiers de huitième ; si tu en retranches sa racine, c’est-à-dire un plus 
un tiers de huitième, il reste vingt-cinq parties de cinq cent soixante-seize 
parties de dirham, qui a une racine qui est un huitième plus un demi-sixième.

Si tu veux, tu poses le nombre cherché, ayant une racine, cent soixante- 
neuf, le nombre qui lui est ajouté, cent vingt et le nombre qui lui est 
retranché cent vingt. Mais tu sais que, si tu ajoutes cent vingt à cent 
soixante-neuf, la sormne a une racine, qui est dix-sept ; et si tu retranches 
cent vingt de cent soixante-neuf, le reste a une racine, qui est sept. Si tu 
veux connaître quel est le carré, tu divises cent soixante-neuf par cent 
vingt ; on obtient un dirham plus un cinquième plus un huitième plus un 
demi-sixième, qui est la racine du carré, et le carré, un dirham plus quatorze 
mille cent soixante et une parties de quatorze mille quatre cents parties de 
dirham. Si tu lui ajoutes sa racine, qui est un dirham plus un cinquième plus 
un huitième plus un demi-sixième, on a trois dirhams plus cinq mille six cent 
quarante et une parties de quatorze mille quatre cents parties de dirham, qui 
a une racine, qui est un dirham plus cent parties et une partie de cent vingt 
parties de dirham ; si tu en retranches sa racine, c’est-à-dire un dirham plus 
un cinquième plus un huitième plus un demi-sixième, il reste huit mille deux 
cent quatre-vingt-une parties de quatorze mille quatre cents parties de 
dirham, ce qui a une racine, qui est quatre-vingt-onze parties de cent vingt 
parties d’unité. Ce problème et ses analogues ont d’innombrables solutions 
[89^ ; nous t’avons indiqué le procédé subtil pour déterminer ces nombres, 
et ceux d’entre eux que tu veux te mènent à des solutions à volonté, si Dieu 
le veut.

Nous t’exposons comment déterminer également ces nombres, pour 
que cela soit enraciné en toi. Je t’apprends que, tout carré ayant une racine, 
si tu lui ajoutes deux de ses racines plus un dirham, la somme aura une
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racine ; tu retranches du carré deux de ses racines et un dirham et tu dis : 
faisons comme si ses deux racines plus un dirham était le nombre que tu 
cherches ; il reste un carré moins deux racines moins un dirham. Nous 
savons que sa racine est plus petite qu’une chose ; tu la poses une chose 
moins deux dirhams, tu la multiplies par elle-même, on a donc un carré plus 
quatre dirhams moins quatre choses égal à un carré moins deux racines et 
un dirham ; tu réduis par ceci, la chose sera égale à deux dirhams et demi, 
qui est la racine du carré, et le carré est six dirhams plus un quart. Mais 
nous avons posé le nombre qui lui est ajouté deux racines plus un dirham, 
c’est-à-dire six, car la racine est deux plus un demi ; le nombre cherché 
devient donc six plus un quart, le nombre qui lui est ajouté est six, et le 
nombre qui en est retranché, six ; tu les développes en quarts, le nombre 
cherché sera vingt-cinq, le nombre qui lui est ajouté vingt-quatre et le 
nombre qui en est retranché vingt-quatre. Si tu poses la racine du carré 
moins deux choses et un dirham, une chose moins un dirham et demi, que 
tu multiplies par elle-même, on a un carré plus deux dirhams plus un quart 
moins trois choses égal à un carré moins deux choses et un dirham ; tu 
réduis par ceci, la chose sera égale à trois dirhams plus un quart ; tu les 
développes en quarts, on a treize, qui est la racine du carré cherché ayant 
une racine, c’est-à-dire <la racine de> cent soixante-neuf, dont chaque seize 
est une unité ; le nombre qui lui est ajouté est deux racines plus un dirham, 
c’est-à-dire sept plus un demi, car la racine est trois dirhams et un quart 
dont chaque dirham était seize parties ; cela est cent vingt parties. Tu 
procèdes ensuite comme je te l’ai appris, si Dieu le veut.

<23> Si on te dit : un carré ayant une racine, si tu lui ajoutes le double 
de sa racine, la somme a une racine, et si tu en retranches le triple de sa 
racine, la différence a une racinê ®, il est nécessaire de chercher un nombre 
ayant une racine tel que, si tu lui ajoutes un autre nombre, la somme ait une 
racine, et si tu en retranches une fois et demi ce nombre [89' ]̂, le reste ait 
une racine, car le triple de la racine est égal aux deux racines et demie. Si tu 
trouves ce nombre, tu le divises par la moitié du nombre ajouté ou par le 
tiers du nombre retranché ; ce que tu obtiens est la racine du carré. Le 
nombre ayant une racine est cent vingt et un, le nombre qui lui est ajouté est 
quarante-huit et le nombre qui en est retranché est soixante-douze ; si tu
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veux savoir quel est le carré, tu divises cent vingt et un, si tu veux par la 
moitié de quarante-huit et si tu veux par le tiers de soixante-douze, c’est-à- 
dire vingt-quatre ; ce que tu obtiens sera cinq plus un tiers d’un huitième, ce 
qui est la racine du carré et le carré, vingt-cinq dirhams plus un quart plus 
un sixième plus une partie de cinq cent soixante-seize parties de dirham. Si 
tu lui ajoutes le double de sa racine, c’est-à-dire dix dirhams plus un demi- 
sixième, il vient trente-cinq dirhams plus un demi plus une partie de cinq 
cent soixante-seize parties de dirham, qui a une racine qui est cinq dirhams 
plus un demi plus un tiers plus un huitième. Si tu retranches du carré le 
triple de sa racine, c’est-à-dire quinze dirhams et un huitième, il reste dix 
dirhams plus un sixième plus un huitième plus une partie de cinq cent 
soixante-seize parties de dirham, qui a une racine qui est trois dirhams plus 
un huitième plus un demi-sixième.

Si tu veux, tu poses le nombre cherché qui a une racine, quarante-neuf, 
le nombre qui lui est ajouté, trente-deux, et le nombre qui en est retranché 
quarante-huit. Tu divises ensuite quarante-neuf par seize, on obtient trois 
dirhams plus un demi-huitième de dirham, ce qui est la racine du carré, et le 
carré, neuf dirhams plus trois huitièmes plus une partie de deux cent 
cinquante-six parties de dirham.

Si tu veux, tu poses le nombre qui a une racine, six cent vingt-cinq, le 
nombre qui lui est ajouté, trois cent trente-six et le nombre qui en est 
retranché, cinq cent quatre. Tu divises ensuite six cent vingt-cinq par la 
moitié de trois cent trente-six ou par le tiers de cinq cent quatre, c’est-à-dire 
cent soixante-huit ; on obtient trois dirhams plus deux tiers plus un quart de 
septième plus un huitième de septième, qui est la racine du carré, et le carré 
est treize dirhams plus cent quarante et une [90"̂ ] parties de cent soixante- 
huit parties de dirham plus vingt-cinq parties de vingt-huit mille deux cent 
vingt-quatre parties de dirham. Si tu lui ajoutes le double de sa racine, c’est- 
à-dire sept dirhams plus soixante-quatorze parties de cent soixante-huit
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parties de dirham, il vient vingt et un dirhams plus quarante-sept parties de 
cent soixante-huit parties de dirham plus vingt-cinq parties de vingt-huit 
mille deux cent vingt-quatre parties de dirham, qui a une racine qui est 
quatre dirhams plus cent trois parties de cent soixante-huit parties de 
dirham ; si tu retranches du carré le triple de sa racine, c’est-à-dire onze 
dirhams plus vingt-sept parties de cent soixante-huit parties de dirham, il 
reste deux dirhams plus cent quatorze parties de cent soixante-huit parties 
de dirham, plus vingt-cinq parties de vingt-huit mille deux cent vingt-quatre 
parties de dirham, qui a une racine qui est un dirham plus cent sept parties 
de cent soixante-huit parties de dirham. La recherche de ces nombres t’est 
facile. Je t’ai montré cela auparavant.

Je t’ai appris que chaque carré a une racine, alors, si tu lui ajoutes le 
double de sa racine et un dirham, la somme a une racine, qui est une chose 
plus un dirham. Tu poses le nombre ajouté au carré, deux choses plus un 
dirham, et le nombre qui en est retranché est trois choses plus un dirham et 
demi. Tu ôtes du carré le triple de sa racine plus un dirham et demi, il reste 
un carré moins le triple de sa racine et un dirham et demi. Pose la racine du 
reste une chose moins deux dirhams, multiplie-la par elle-même, il vient un 
carré plus quatre dirhams moins quatre choses égal à un carré moins trois 
choses moins un dirham et demi ; tu réduis par ceci, la chose sera cinq et 
demi et le carré, trente et un quart. Mais comme nous avons posé le nombre 
ajouté <au carré> deux choses plus un dirham, c’est-à-dire douze, et posé le 
nombre qui en est retranché, trois choses plus un dirham et demi, c’est-à- 
dire dix-huit, développe-les, tous, en quarts ; il vient le nombre cherché 
ayant une racine, cent vingt et un, le nombre qui lui est ajouté, quarante- 
huit, [90' ]̂ et le nombre qui en est retranché soixante-douze. Tu procèdes 
ensuite comme je te l’ai décrit en d’autres endroits, si Dieu le veut.
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<24> Si on dit : un carré ayant une racine, si tu le retranches de dix fois 
sa racine moins huit dirhams, la différence a une racine^ ̂ ; si un tel problème 
te parvient, multiplie la moitié du nombre des racines par elle-même et 
retranche du produit les dirhams ; si le reste se partage en deux parties dont 
chacune a une racine, alors le problème a des solutions à volonté ; et si le 
reste ne se partage pas en deux parties dont chacune a une racine, alors le 
problème est irrationnel, sans solution. S’il en est ainsi, si tu multiplies la 
moitié du nombre des racines par elle-même et si le produit est égal au 
nombre de dirhams ou plus petit que lui, le problème est impossible. 
Multiplie la moitié du nombre des racines par elle-même, ce qui est cinq 
dans ce problème, soit vingt-cinq ; retranches-en les huit dirhams, il reste 
dix-sept. Partage-le en deux parties dont chacune a une racine, qui sont seize 
et un. Tu dis ensuite, si tu veux : un carré plus seize dirhams est égal à dix 
racines moins huit dirhams, ou un carré plus un dirham est égal à dix 
racines moins huit dirhams. C’est comme si tu disais : un carré plus seize 
dirhams est égal à dix racines moins huit dirhams, il en résultera le carré, si 
tu veux trente-six et si tu veux seize. Et si tu dis : un carré plus un dirham 
est égal à dix racines moins huit dirhams, il en résulte le carré, si tu veux 
quatre-vingt-un ou, si tu veux, un.

<25> Si on te dit : un carré ayant une racine, si tu le retranches de deux 
cent soixante dirhams moins six fois sa racine, le reste a une racine^^. Si un 
tel problème ou l’un de ses analogues te parvient, multiplie alors la moitié du 
nombre des racines par elle-même et ajoute le produit aux dirhams. Si cette 
somme se partage en deux parties dont chacune a une racine, alors le 
problème a des solutions à volonté ; si elle ne se partage pas ainsi, alors le 
problème est irrationnel, sans solution. Multiplie la moitié du nombre des 
racines, qui est trois dans ce problème, par elle-même, on a neuf ; ajoute le 
produit à deux cent soixante, il vient deux cent soixante-neuf. Partage cette 
somme en deux parties dont chacune a une racine, qui sont cent soixante- 
neuf et cent. Tu dis ensuite, si tu veux : un carré plus cent soixante-neuf 
dirhams est égal à deux cent soixante dirhams moins six choses ; et si tu
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veux, dis alors [9 T] : un carré plus cent dirhams est égal à deux cent 
soixante dirhams moins six choses. C’est comme si tu disais : un carré plus 
cent soixante-neuf dirhams est égal à deux cent soixante dirhams moins six 
choses ; on obtient le carré quarante-neuf. Mais si tu dis : un carré plus cent 
dirhams égal à deux cent soixante dirhams moins six choses, il en résulte le 
carré égal à cent dirhams.

<26> Si on te dit : un carré ayant une racine, si tu lui ajoutes le double 
de sa racine, et si tu ajoutes à la somme le triple de sa racine, la somme a 
une racine^ .̂

On l’infère ainsi : tu poses ton carré un carré, tu lui ajoutes le double de 
sa racine, on a un carré plus deux racines et cela a une racine qui est une 
chose et un demi. Sa racine sera une chose et un demi, car les trois racines 
sont égales à une fois et demie deux racines. Multiplie une chose et un demi 
par elle-même, on a deux carrés plus un quart <de carré> égaux à un carré 
plus deux racines. Réduis par cette somme, on a la racine du carré, un 
dirham et trois cinquièmes ; le carré est deux dirhams plus deux cinquièmes 
plus quatre cinquièmes de cinquième. Si tu lui ajoutes le double de sa racine, 
qui est trois plus un cinquième, il vient cinq dirhams plus trois cinquièmes 
plus quatre cinquièmes de cinquième. On sait que sa racine est égale à la 
racine du premier carré plus sa moitié, ce qui est deux dirhams plus deux 
cinquièmes, et que les deux racines sont égales à un carré plus son quart. Il 
faut que trois racines de cinq dirhams plus trois cinquièmes plus quatre 
cinquièmes de cinquième soient aussi égales à elles-mêmes^"  ̂plus leur quart, 
ce qui est sept plus un cinquième ; et lorsqu’on l’ajoute à cinq dirhams plus 
trois cinquièmes et quatre cinquièmes de cinquième, on a douze plus quatre 
cinquièmes plus quatre cinquièmes de cinquième. Or on sait que la racine 
<de cette somme> est égale à la racine, plus la moitié de la racine de cinq 
plus trois cinquièmes et quatre cinquièmes de cinquième, ce qui est trois 
dirhams plus trois cinquièmes. Il faut que quatre racines plus la moitié de la 
racine de douze plus quatre cinquièmes plus quatre cinquièmes de cinquième 
soient aussi égales à elles-mêmes plus leur quart, ce qui est seize plus un 
cinquième ; et lorsqu’on l’ajoute à douze plus quatre cinquièmes et quatre 
cinquièmes de cinquième, on a vingt-neuf plus quatre cinquièmes de 
cinquième. On sait que sa racine est égale à la racine, plus la moitié de la
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C’est-à-dire à cinq dirhams plus trois cinquièmes plus quatre cinquièmes de 
cinquième.
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racine de douze plus quatre cinquièmes plus quatre cinquièmes de 
cinquième, ce qui est cinq dirhams plus deux cinquièmes. De même, [9 T] 
lorsque tu ajoutes des racines à volonté d’une manière qui convient au 
problème, alors chaque somme a une racine ; et que, si tu ajoutes à vingt- 
neuf plus quatre cinquièmes de cinquième six de ses racines plus trois quarts 
de sa racine, alors la somme a une racine et sa racine est égale à la racine, 
plus la moitié de la racine de vingt-neuf plus quatre cinquièmes de 
cinquième, ce qui est huit et un dixième ; et que, si tu ajoutes également à la 
somme dix de ses racines plus un huitième de sa racine, la somme a 
également une racine, qui est égale à huit plus un dixième plus sa moitié , 
qui est douze plus un dixième plus un demi d’un dixième. Il en est de même 
pour les ajouts qui se suivent à volonté selon cet ordre, si l’ajout convient au 
problème, c’est-à-dire que les trois racines sont égales à deux racines plus 
leur moitié, et ainsi de suite à l’infini.

<27> De même, s’il dit : un carré ayant une racine, si tu lui ajoutes trois 
de ses racines, on a une racine, et si tu ajoutes à cette somme six de ses 
racines, la somme a une racine^ .̂

On l’infère ainsi : tu poses ton carré un carré et tu lui ajoutes trois de 
ses racines ; on a un carré plus trois racines, et sa racine est deux choses ; en 
effet il vient deux choses car les six racines sont égales au double des trois 
racines. Multiplie deux choses par deux choses, on a quatre carrés égaux à 
un carré plus trois choses. Réduis par ceci ; on a une chose égale à un 
dirham qui est la racine du carré, et le carré est un dirham. Il en est de 
même lorsque tu ajoutes à volonté d’une manière qui convient au problème, 
c’est-à-dire si tu ajoutes également à la somme -  qui est douze -  sa racine, 
alors la somme a une racine ; et si tu ajoutes à la somme -  qui est vingt- 
quatre -  sa racine, alors la somme a une racine ; ainsi pour quarante-huit et 
sa racine, ainsi pour quatre-vingt-seize et sa racine, à l’infini.

C’est-à-dire la moitié de huit plus un dixième.
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J 'i/b» OjlÂ?rt Âjbb) aJlP (.iJÜL» <1)1 * 1»

ÂÎbWl jlJbrVl ÂI.̂ 1 dSi
fi  ̂  ̂  ̂ O *  ̂ O ^.«.L-il ÂjtAjj '̂ b« Juj ĵ ^  jl 15
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Par ce procédé, tu peux résoudre tout ce qui te parvient de cette 
manière, si les secondes racines sont supérieures aux premières ; mais si elles 
sont inférieures aux premières, tu ne peux pas le résoudre par ce procédé. Il 
y a un procédé subtil pour résoudre les deux choses à la fois, qui est le 
suivant :

<28> Si on te dit : un carré ayant une racine, si tu lui ajoutes deux de 
ses racines, on a une racine, et si tu ajoutes à la somme sa racine, la somme 
a une racine^ .̂

On l’infère ainsi : tu poses ton carré un carré, auquel tu ajoutes deux de 
ses racines ; on a un carré plus deux racines ; puis tu ajoutes à la somme 
[92^ sa racine, c’est-à-dire la racine du carré plus deux racines, on a un 
carré plus deux racines plus la racine du carré plus deux racines, qui doit 
avoir une racine. Tu poses sa racine une chose plus un demi-dirham, tu le 
multiplies par lui-même, on a un carré plus une chose plus un quart de 
dirham égal à un carré plus deux racines plus la racine du carré plus deux 
racines ; tu ôtes un carré et une racine, du carré et des deux racines et de la 
racine du carré plus deux racines, alors il reste une racine plus la racine du 
carré plus deux racines égal à un quart de dirham. Ôte une racine du quart 
de dirham, il reste un quart de dirham moins une racine, égal à la racine du 
carré plus deux racines. Multiplie un quart de dirham moins une racine par 
lui-même ; on a la moitié du huitième de dirham plus un carré moins la 
moitié d’une chose, égal à un carré plus deux racines. Réduis par ceci ; on a 
la racine du carré égale à un quart d’un dixième, et le carré une partie de 
mille six cents parties de dirham. En effet, on a posé sa racine une chose 
plus un demi-dirham pour que les carrés s’annulent lors de la réduction et 
qu’il reste des choses égales à un nombre.

<29> De même, si on te dit : un carré ayant une racine, si tu lui ajoutes 
quatre de ses racines, la somme a une racine, et si tu ajoutes à la somme 
deux de ses racines, la somme a une racine^ .̂

On l’infère ainsi : tu poses ton carré un carré, tu lui ajoutes quatre de 
ses racines, on a un carré plus quatre choses ; puis tu ajoutes au carré plus 
quatre choses deux fois sa racine, qui est la racine de quatre carrés plus seize
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choses, il vient un carré plus quatre racines plus la racine de quatre carrés 
plus seize choses. Pose sa racine une chose plus un dirham, multiplie-la par 
elle-même, on a un carré plus un dirham plus deux choses égal à un carré 
plus quatre choses plus la racine de quatre carrés plus seize choses. Ote un 
carré et deux choses du carré et des quatre choses, il reste un dirham égal à 
deux choses plus la racine de quatre carrés plus seize choses. Ôte les deux 
choses du dirham, il reste un dirham moins deux choses égal à la racine des 
quatre carrés plus seize choses. Multiplie un dirham moins deux choses par 
lui-même, on a un dirham plus quatre carrés moins quatre racines égaux à 
quatre carrés plus seize choses. Réduis par ceci ; la chose est la moitié d’un 
dixième de dirham, qui est la racine du carré, et le carré est une partie de 
quatre cents parties de dirham.

Quel que soit ce qui te vient selon ce mode, procède ingénieusement 
avec la racine de sorte que, si tu parviens à la réduction, il reste des choses 
égales à un nombre. Ce procédé subtil est très utile dans cela et ailleurs.

<30> S’il dit : un carré duquel on a retranché quatre de ses racines, le 
reste a une racine, et si on retranche de ce qui reste deux de ses racines, le 
reste a une racine^^.

On l’infère ainsi : tu poses ton carré un carré, duquel tu ôtes quatre de 
ses racines, il reste un carré moins quatre de ses racines ; ceci a une racine, 
qui est une demi-chose par une demi-chose. On a donc un quart de carré 
égal à un carré moins quatre racines. Réduis par ceci ; on a la racine du 
carré égale à cinq plus un tiers et le carré égal à vingt-huit plus quatre 
neuvièmes. On suit dans ce problème et ses analogues, pour la 
proportionnalité des racines, ce qu’on a suivi dans le problème précédent ; 
c’est-à-dire : si tu retranches de ce qui reste sa racine, le reste a une racine, 
et si tu retranches du reste également la moitié de sa racine, le reste a une 
racine, puis le quart de sa racine, le huitième de sa racine, la moitié du 
huitième de sa racine, chacun est la moitié de celui qui précède, car les deux 
racines sont la moitié des quatre racines. Tout ce qui te vient de cela est 
selon cette méthode, si les secondes racines sont plus petites que les 
premières.
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<31> Si on te dit : un carré ayant une racine, si tu lui ajoutes sa racine, 
on a une racine, et si tu ajoutes au carré un dirham, on a une racine'̂ ®.

On l’infère ainsi : tu poses ton carré un carré et tu lui ajoutes sa racine ; 
on a un carré plus une racine, ce qui a une racine, et tu ajoutes au carré un 
dirham, on a un carré plus un dirham ayant une racine. Puis tu reviens et tu 
poses la racine du carré plus la racine, la racine du carré plus un dirham, 
moins un demi-dirham. Tu le multiplies par lui-même, on a un carré plus un 
dirham plus un quart <de dirham> moins la racine du carré plus un dirham 
égal à un carré plus une racine. Ôte du carré un carré, il reste un dirham 
plus un quart moins la racine du carré plus un dirham égal à une racine. 
Restaure le dirham et le quart par la racine du carré plus un dirham et 
ajoute-le à la racine, on a une racine plus la racine du carré plus un dirham 
égal à un dirham plus un quart. Retranche la racine du dirham plus un quart, 
il reste un dirham plus un quart moins une chose égal à la racine du carré 
plus un dirham. Multiplie un dirham plus un quart moins une chose par lui- 
même, on a un dirham plus un demi plus un demi d’un huitième de dirham 
moins deux racines et demie égaux à un carré plus un dirham. Réduis par 
ceci ; on a la chose égale à neuf parties de quarante parties de dirham, qui 
est la racine du carré. Et le carré est quatre-vingt-une parties de mille six 
cents parties de dirham. Nous avons en effet posé sa racine la racine du 
carré plus un dirham moins un demi-dirham pour que, lors de la réduction, 
les choses soient égales à un dirham. Ce procédé subtil [93^ peut mener à 
des solutions dans beaucoup de problèmes de cet art.

<32> Si on te dit : un carré ayant une racine, si tu en retranches cinq 
dirhams, le reste a une racine, et si tu ajoutes à ce qui reste sa racine, la 
somme a une racine"**.

On l’infère ainsi : tu poses ton carré un carré, duquel tu ôtes cinq 
dirhams ; il reste un carré moins cinq dirhams. Puis tu ajoutes au carré 
moins cinq dirhams sa racine, qui est la racine du carré moins cinq dirhams ; 
on a un carré moins cinq dirhams plus la racine du carré moins cinq 
dirhams. Pose sa racine une chose moins un demi-dirham. Multiplie-le par 
lui-même ; on a un carré plus un quart de dirham moins une racine égaux à 
un carré moins cinq dirhams plus la racine d’un carré moins cinq dirhams. 
Restaure ceux-ci par les cinq et celle-là par la racine, ajoute les cinq au carré

40 +
+ l =

2 c _ „ 2
41 x" -5 = :v̂

2 2 y^+y = ẑ
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plus un quart de dirham, et la racine au carré ; on a un carré plus cinq 
dirhams plus un quart <de dirham> égaux à un carré plus une chose plus la 
racine d’un carré moins cinq dirhams. Ote le carré et la chose du carré et 
des cinq dirhams plus un quart, il reste cinq dirhams plus un quart moins 
une chose égaux à la racine du carré moins cinq dirhams. Multiplie cinq 
dirhams plus un quart moins une chose par eux-mêmes, on a vingt-sept 
dirhams et demi plus la moitié d’un huitième plus un carré moins dix racines 
et une demi-racine égaux à un carré moins cinq dirhams. Réduis par ceci ; 
alors la chose est égale à trois dirhams plus dix-sept parties de cent soixante- 
huit parties de dirham, ce qui est la racine du carré, et le carré est neuf 
dirhams plus cent parties et trois parties de cent soixante-huit parties de 
dirham plus cent vingt et une parties de vingt-huit mille plus deux cent 
vingt-quatre parties de dirham. Si on en ôte cinq dirhams, il reste quatre 
dirhams et cent parties et trois parties de cent soixante-huit parties de 
dirham plus cent vingt et une parties de vingt-huit mille deux cent vingt- 
quatre parties de dirham ; tu lui ajoutes sa racine, qui est deux dirhams plus 
vingt-cinq parties de cent soixante-huit parties de dirham, on a six dirhams 
plus cent parties et vingt-huit parties de cent soixante-huit parties de dirham 
plus cent vingt et une parties de vingt-huit mille deux cent vingt-quatre 
parties de dirham, ce qui a une racine qui est deux dirhams plus cent parties 
et une partie de cent soixante-huit [ 9 3 parties de dirham.

<33> Si on te dit : un carré ayant une racine, si tu lui ajoutes quatre de 
ses racines, la somme a une racine, et si tu en retranches deux de ses racines 
et un dirham, le reste a une racine'^ .̂
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On l’infère ainsi : tu poses ton carré un carré, auquel tu ajoutes quatre 
de ses racines. On a un carré plus quatre racines, ce qui a une racine. Tu en 
retranches deux de ses racines et un dirham, il reste un carré moins deux 
racines moins un dirham, ce qui a une racine. Pose sa racine -  d’après ce 
qu’on va te montrer lors de la réduction, à savoir qu’il ne peut pas en être 
autrement -  la racine du carré plus quatre choses moins trois dirhams. Tu la 
multiplies par elle-même ; son carré sera alors un carré plus neuf dirhams 
plus quatre racines moins six racines du carré plus quatre choses, égal à un 
carré moins deux racines et un dirham. Réduis par ceci ; on a un carré plus 
six racines plus dix dirhams égaux à un carré plus six racines du carré plus 
quatre choses. Mais les six racines du carré plus quatre choses, c’est la 
racine de trente-six carrés plus cent quarante-quatre choses. Retranche un 
carré d’un carré, il reste six racines plus dix dirhams égaux à la racine de 
trente-six carrés plus cent quarante-quatre choses. Multiplie six racines plus 
dix dirhams par lui-même, on a trente-six carrés plus cent vingt choses plus 
cent dirhams égaux à trente-six carrés plus cent quarante-quatre choses. 
Réduis par ceci ; la chose sera égale à quatre dirhams plus un sixième de 
dirham, qui est la racine du carré. Et le carré est dix-sept dirhams plus un 
quart et un neuvième.

<34> Si on te dit : un carré ayant une racine, si tu en retranches deux 
de ses racines, le reste aura une racine, et si tu ajoutes à ce qui reste sa 
racine, la somme a une racine'^ .̂

On l’infère ainsi : tu poses ton carré un carré, duquel tu retranches deux 
de ses racines ; il reste un carré moins deux racines, auquel tu ajoutes sa 
racine ; on a un carré moins deux racines plus la racine d’un carré moins 
deux racines et la somme a une racine. Pose sa racine une chose moins un 
dirham et un demi et multiplie-le par lui-même ; on a un carré plus deux 
dirhams plus un quart moins trois racines égaux à un carré moins deux 
racines plus la racine d’un carré moins deux racines. Réduis par ceci ; on a 
après la réduction une chose plus la racine d’un carré moins deux racines 
égal à deux dirhams plus un quart. Retranche une chose de deux dirhams 
plus un quart, il reste deux dirhams plus un quart moins une chose égal à la 
racine d’un carré moins deux racines. Multiplie deux dirhams plus un quart 
moins une chose par lui-même, on a cinq dirhams plus la moitié d’un 
huitième de dirham plus un carré [94"̂ ] moins quatre choses plus une demi-
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chose, égaux à un carré moins deux racines. Réduis par ceci ; la chose sera 
deux dirhams plus un quart d’un dixième de dirham, qui est la racine du 
carré, et le carré quatre dirhams plus un dixième plus une partie de mille six 
cents parties de dirham. Tu en retranches ses deux racines, ce qui est quatre 
dirhams plus la moitié d’un dixième de dirham, il reste la moitié du dixième 
et une partie de mille six cents parties de dirham. Tu lui ajoutes sa racine, qui 
est un cinquième plus un quart d’un dixième, on aura un quart plus un quart 
d’un dixième plus une partie de mille six cents parties de dirham, ce qui a 
une racine, qui est un demi et un quart d’un dixième.

<35> Si on dit : un carré ayant une racine, si tu lui ajoutes trois de ses 
racines plus un dirham, la somme a une racine, et si tu en retranches trois de 
ses racines moins deux dirhams, le reste a une racine"^.

On l’infère ainsi : tu poses ton carré, un carré, auquel tu ajoutes trois de 
ses racines et un dirham ; on a un carré plus trois racines plus un dirham, la 
somme a une racine. Tu retranches du carré trois de ses racines moins deux 
dirhams, il reste un carré plus deux dirhams moins trois racines, le reste a 
une racine. Pose sa racine, la racine du carré plus trois racines plus un 
dirham moins trois dirhams et multiplie-le par lui-même, on a un carré plus 
trois racines plus dix dirhams moins la racine de trente-six carrés plus trente- 
six dirhams plus cent choses et huit choses égaux à un carré plus deux 
dirhams moins trois racines. Réduis par ceci ; on a après la réduction six 
choses plus huit dirhams égaux à la racine de trente-six carrés plus trente-six 
dirhams plus cent choses plus huit choses. Multiplie six choses plus huit 
dirhams par elles-mêmes, on a trente-six carrés plus quatre-vingt-seize 
choses plus soixante-quatre dirhams égal à trente-six carrés plus trente-six 
dirhams plus cent choses plus huit choses. Réduis par ceci, on a la chose 
égale à deux dirhams plus un tiers, qui est la racine du carré. Le carré est 
cinq dirhams plus un tiers et un neuvième. Si tu lui ajoutes trois de ses 
racines plus un dirham, on a treize dirhams plus quatre neuvièmes, et sa 
racine est trois dirhams plus deux tiers. Si tu en retranches trois de ses 
racines moins deux dirhams, il reste quatre neuvièmes et sa racine est deux 
tiers de dirham.
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<36> S’il dit : un carré ayant une racine, si tu lui ajoutes un dirham 
moins la racine du carré, la somme a une racine, et si tu en retranches un 
dirham moins la racine du carré, le reste a une racine'^ .̂

On l’infère ainsi : tu poses ton carré un carré, tu lui ajoutes un dirham 
moins la racine du carré, il reste un carré et un dirham [94''] moins une 
racine, ce qui a une racine ; et si tu en retranches un dirham moins la racine 
du carré, il reste un carré plus une racine moins un dirham, ce qui a une 
racine. Pose la racine du carré plus un dirham moins une chose un dirham 
moins la racine du carré plus une racine moins un dirham. Multiplie-le par 
lui-même, on a un carré plus une racine moins deux racines du carré plus 
une racine moins un dirham, égal à un carré plus un dirham moins une 
racine. Restaure par la racine, ajoute-la au carré plus une racine, restaure 
l’autre par les deux racines du carré plus une racine moins un dirham et 
ajoute-les au carré plus un dirham. Ôte un carré du carré, il reste un dirham 
plus les deux racines du carré plus une racine moins un dirham égal à deux 
choses. Retranche un dirham des deux choses, il reste deux choses moins un 
dirham égal à deux racines du carré plus une racine moins un dirham. Sa 
moitié -  soit une chose moins un demi-dirham -  est égale à la racine du 
carré plus une racine moins un dirham. Multiplie une chose moins un demi- 
dirham par elle-même, on a un carré plus un quart de dirham moins une 
chose égal à un carré plus une racine moins un dirham. Réduis par ceci ; la 
chose est égale à cinq huitièmes de dirham, qui est la racine du carré, et le 
carré est trois huitièmes plus le huitième d’un huitième.

<37> Si on dit : un carré ayant une racine, si tu lui ajoutes deux dirhams 
moins la racine du carré, la somme a une racine, et si tu en retranches trois 
dirhams moins sa racine, le reste a une racine'^ .̂

On l’infère ainsi : tu poses ton carré un carré, auquel tu ajoutes deux 
dirhams moins la racine du carré ; on a un carré plus deux dirhams moins 
une racine, ce qui a une racine ; et tu en retranches trois dirhams moins une 
racine, il reste un carré plus une racine moins trois dirhams, ce qui a une 
racine. Pose la racine du carré plus deux dirhams moins une racine, un 
dirham plus la racine d’un carré plus une racine moins trois dirhams. 
Multiplie-le par lui-même, on a un carré plus une racine moins deux dirhams 
plus deux racines du carré plus une racine moins trois dirhams, égal à un 
carré plus deux dirhams moins une racine. Restaure le carré et les deux
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dirhams par la racine, ajoute-les au carré plus une racine moins deux 
dirhams, restaure le carré et la racine par les deux dirhams et ajoute-le au 
carré plus deux dirhams, puis ôte un carré d’un carré ; il reste deux racines 
plus deux racines du carré plus une racine moins trois dirhams égal à quatre 
dirhams. Ote les deux racines des quatre dirhams, il reste quatre dirhams 
moins deux racines égal à deux racines du carré plus une racine moins trois 
dirhams. La moitié, qui est deux dirhams moins une racine, est égale à la 
racine du carré plus une racine moins trois dirhams. Multiplie deux 
dirhams moins une chose par elle-même, on a quatre dirhams plus un carré 
moins quatre choses égal à un carré plus une racine moins trois dirhams. 
Réduis par ceci ; la chose sera égale à un dirham plus deux cinquièmes et le 
carré égal à un dirham plus quatre cinquièmes plus quatre cinquièmes de 
cinquième.

<38> Si on te dit : un carré ayant une racine, si tu lui ajoutes sa racine 
plus un dirham, la somme a une racine, et si tu lui ajoutes aussi deux de ses 
racines plus deux dirhams, la somme a une racine"̂ .̂

On l’infère ainsi : tu poses ton carré un carré auquel tu ajoutes sa racine 
plus un dirham, ce qui est un carré plus une racine plus un dirham, et la 
somme a une racine. Tu ajoutes également au carré deux de ses racines et 
deux dirhams, on a un carré plus deux racines plus deux dirhams, et la 
somme a une racine. Tu poses sa racine la moitié d’un dirham et la racine 
d’un carré plus une racine plus un dirham, et tu le multiplies par lui-même ; 
on a un carré plus une racine plus un dirham plus un quart plus la racine 
d’un carré plus une racine plus un dirham, égal à un carré plus deux racines 
plus deux dirhams. Ote un carré plus une racine plus un dirham plus un 
quart, d’un carré plus deux racines plus deux dirhams ; il reste une chose 
plus trois quarts de dirham égal à la racine du carré plus une racine plus un 
dirham. Multiplie une chose plus trois quarts de dirham par elle-même, on a 
un carré plus une chose et demie plus un demi-dirham plus la moitié d’un 
huitième de dirham, égal à un carré plus une racine plus un dirham. Tu 
réduis par ceci : la chose est sept huitièmes de dirham, qui est la racine du 
carré, et le carré est six huitièmes plus un huitième d’un huitième. La 
plupart de ces problèmes sont résolus par ce procédé subtil que je t’ai décrit 
et qui est de grande importance et très utile.
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<2. Systèmes d'équations indéterminées du premier de g ré>

<39> Si on te dit : quatre individus se sont réunis pour acheter une bête 
de trait. Le premier a dit aux trois autres : « si vous me donnez la moitié de 
ce que vous avez, j ’aurai le prix de la bête ». Le deuxième a dit aux trois 
autres : « si vous me donnez le tiers de ce que vous avez, j ’aurai le prix de 
la bête ». Le troisième a dit aux trois autres : « si vous me donnez le quart 
de ce que vous avez, j ’aurai le prix de la bête ». Le quatrième a dit aux trois 
autres : « si vous me donnez le cinquième de ce que vous avez, j ’aurai le 
prix de la bête ». Quel est le prix de la bête et combien chacun a-t-il ?

On l’infère ainsi : tu poses avec le premier une chose, avec le second un 
dinar, avec le troisième un dirham et avec le quatrième un fels. Le premier, 
ayant une chose, a dit aux trois autres : « donnez-moi la moitié de ce que 
vous avez, que je l’ajoute à ce que j ’ai, alors j ’aurai le prix de la bête » 
[95' ]̂. Mais la moitié de ce qu’ils ont est la moitié d’un dinar plus la moitié 
d’un dirham plus la moitié d’un fels. Si donc il l’ajoute à la chose qu’il a, la 
somme sera une chose plus la moitié d’un dinar plus la moitié d’un dirham 
plus la moitié d’un fels, ce qui est le prix de la bête. Le deuxième, ayant un 
dinar, a dit aux trois autres : « donnez-moi le tiers de ce que vous avez, que 
je l’ajoute à ce que j ’ai, alors la somme sera le prix de la bête ». Mais le tiers 
de ce qu’ils ont est le tiers d’une chose et le tiers d’un dirham et le tiers 
d’un fels. Si donc il l’ajoute à ce qu’il a, qui est un dinar, alors la somme 
sera un dinar plus le tiers d’une chose plus le tiers d’un dirham plus le tiers 
d’un fels, ce qui est le prix de la bête. Cette somme est par conséquent égale 
à une chose plus la moitié d’un dinar plus la moitié d’un dirham plus la 
moitié d’un fels. Réduis en ôtant le tiers d’une chose d’une chose, il reste 
deux tiers d’une chose ; puis tu ôtes le tiers d’un dirham de la moitié d’un 
dirham, il reste un sixième de dirham, et tu ôtes le tiers d’un fels de la moitié 
d’un fels, il reste un sixième de fels, et tu ôtes la moitié d’un dinar d’un 
dinar, il reste la moitié d’un dinar égale aux deux tiers d’une chose plus un 
sixième de dirham plus un sixième de fels. Le dinar est donc égal à une 
chose plus un tiers plus un tiers d’un dirham plus un tiers d’un fels. Or le 
prix de la bête était une chose plus la moitié d’un dinar plus la moitié d’un 
dirham plus la moitié d’un fels. Ote la moitié d’un dinar du prix de la bête et 
ajoute à sa place la moitié de ce qui est égal au dinar, c’est-à-dire les deux 
tiers d’une chose plus le sixième d’un dirham plus le sixième d’un fels. Le 
prix de la bête sera donc une chose plus les deux tiers d’une chose plus les 
deux tiers d’un dirham plus les deux tiers d’un fels. Ainsi le nom du dinar a 
été ôté, et on a à sa place une chose plus un tiers d’une chose plus un tiers 
de dirham plus un tiers de fels.

JjS/l J lü  iU_,pU  ̂ ^  J j  0^  < K \ >

.aî'jWJ ijUlt J l j j  câJiaJI ^  ^  oLvii ùj

01 OJUl JU j ^  ^  OIT L. ItX 01

0! Ju_, ^  ^  o i r  ^  U g j  5

^  ^  ^  .Çwi ^  ^  o ir  ^  U.

OJWl Jliil i L i  ^  OÎ :a-.L5

L. tJuAJ tJ jV ' jL ü  .U Jl»

jjkjj o u i i j  / .aJljJl ^  OjS^ L.

U o i j

^  ^  O j ^  U ^ _ ,ü î

U JJ . i u î  liji l i ' J  i j î j  ' J ;

^  ' J  u j j  -
Lilô~» Il  ̂ • • '  . ■*1̂ *’J- J en ü»-ya3J U-i J-Uj lil J5

^  ^  ^

^  ^ ^

èr^ J Uij‘j  jLjjJli
t'r* iboUJl ‘ ~\îi ! •  . . A- * * A,

(y J jb ji oLyüjj ÂjIjJI 20

Ui; L. Sj_, ÇloJl ^

C i  ^  jU à  i-oi.
Il t *

 ̂ d J jJ  s . ^  ç\iJ jLjjél ^ 1

JJUJI :^ \S '  y \  655

.ajLv»I ;ajw»I 12 — •.ajL.îsi 8



656 Abü Kâmil : Analyse indéterminée

Le troisième, ayant un dirham, a dit aux trois autres : « donnez-moi le 
quart de ce que vous avez, que je l’ajoute à ce que j ’ai, alors j ’aurai le prix 
de la bête ». Mais le quart de ce qu’ils ont est le tiers d’une chose plus le 
quart d’une chose plus la moitié d’un sixième de dirham plus un tiers de 
fels. Si donc il l’ajoute au dirham qu’il a, la somme sera un dirham plus la 
moitié d’un sixième de dirham plus le tiers d’une chose plus le quart d’une 
chose plus le tiers d’un fels, qui est le prix de la bête. Par conséquent, celui- 
ci est égal à une chose plus les deux tiers d’une chose plus les deux tiers 
d’un dirham plus les deux tiers d’un fels. Réduis en ôtant le tiers d’une 
chose plus le quart d’une chose d’une chose plus les deux tiers d’une 
chose ; il reste une chose plus la moitié d’un sixième d’une chose. Et tu ôtes 
le tiers d’un fels des deux tiers d’un fels, il reste le tiers d’un fels ; et tu ôtes 
les deux tiers d’un dirham d’un dirham plus la moitié du sixième, il reste un 
quart plus un sixième de dirham égal à une chose plus la moitié du sixième 
d’une chose [96'̂ ] plus le tiers d’un fels. Le dirham est donc égal à deux 
choses plus trois cinquièmes d’une chose plus quatre cinquièmes d’un fels. 
Ote les deux tiers de dirham du prix de la bête et ajoute à sa place deux tiers 
de ce qui est égal au dirham, qui est une chose plus un tiers d’une chose 
plus deux cinquièmes d’une chose plus deux cinquièmes de fels plus deux 
tiers d’un cinquième de fels. La valeur de la bête sera donc trois choses plus 
un cinquième d’une chose plus un fels plus un cinquième d’un fels. Ainsi le 
nom du dirham est ôté, et on a à sa place deux choses plus trois cinquièmes 
d’une chose plus quatre cinquièmes d’un fels. Ote le tiers de dirham qui fait 
partie de la valeur du dinar et ajoute à sa place ce qui lui est égal, c’est-à-dire 
le tiers de ce qui est égal aux dirhams, qui est les deux tiers d’une chose plus 
un cinquième d’une chose plus un cinquième d’un fels plus le tiers d’un 
cinquième d’un fels. Alors la valeur du dinar sera deux choses plus le 
cinquième d’une chose plus trois cinquièmes d’un fels. Il est devenu clair 
que le premier a une chose ; le second, qui est associé au dinar, deux choses 
plus un cinquième d’une chose plus trois cinquièmes d’un fels ; le troisième, 
qui est associé au dirham, deux choses plus trois cinquièmes d’une chose 
plus quatre cinquièmes d’un fels ; et le quatrième un fels. Et la valeur de la 
bête est trois choses plus deux cinquièmes d’une chose plus un fels plus un 
cinquième d’un fels'̂ ®.
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657

 ̂ 0 J
^  ^  U

^  ^

01 U ^

^  ^  _  

p .  Cr* ^ 0 - ^  ^  ^  ^  'I x
K i  Jo~. y jL

P  OAA Jo^.

y j  y  . ç i o J i  ^

(v-ftjO Jl Xâi L - i i j  s.^^ ~̂ \A\

^ j A]I d - i j  j JU  A yô j  O l i J i  4-«LL. » l i j

'  '  ' * * cr̂  »
( J - W  ^  *«LJL) 4J.5L*J L* 4 j IS v̂  i j j  Cj L jAII ^  (_^JÜ1 

jU o A il  "AtA jA A  a A j  ^J^  U l î  15

\xAi oî AA

( ^ J  c j U j a J l  j A j  t j l i l l
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Le quatrième, ayant un fels, a dit aux trois autres : « donnez-moi le cin
quième de ce que vous avez, je l’ajoute à ce que j ’ai, j ’aurai le prix de la 
bête ». Mais le cinquième de ce qu’ils ont est une chose plus les quatre cin
quièmes du cinquième d’une chose plus le cinquième d’un fels plus les deux 
cinquièmes du cinquième d’un fels. Si donc il l’ajoute au fels qu’il a, il aura 
un fels plus un cinquième plus les deux cinquièmes d’un cinquième d’un fels 
plus une chose plus quatre cinquièmes de cinquième d’une chose, ce qui est 
par conséquent égal à la valeur de la bête, qui est trois choses plus deux cin
quièmes d’une chose plus un fels plus le cinquième d’un fels. Ôte un fels et 
le cinquième d’un fels d’un fels et le cinquième d’un fels, et de deux cin
quièmes d’un cinquième d’un fels, il reste deux cinquièmes d’un cinquième 
d’un fels. Ôte une chose et quatre cinquièmes de cinquième d’une chose de 
trois choses et de deux cinquièmes d’une chose, il reste deux choses et un 
cinquième d’une chose et un cinquième d’un cinquième d’une chose égal à 
deux cinquièmes d’un cinquième d’un fels. Le fels est donc égal à vingt-huit 
choses. Pose la chose ce que tu veux. C’est comme si nous la posions un, ce 
qui est avec le premier. Le fels est vingt-huit, ce qui est avec le quatrième. 
Et avec le deuxième, dix-neuf, car c’est les trois cinquièmes de ce qu’a le 
quatrième plus le double de ce qu’a le premier plus son cinquième. Et le 
troisième a vingt-cinq, car il a quatre cinquièmes de ce qu’a le quatrième et 
le double de ce qu’a le premier plus trois cinquièmes. Et la valeur de la bête 
est trente-sept car [96'"] elle est égale à ce qu’a le quatrième plus son cin
quième plus trois fois ce qu’a le premier plus ses deux cinquièmes.

Ce procédé est ce qui est connu des arithméticiens ; c’est une méthode 
correcte, mais elle est difficile à appliquer, surtout si le nombre augmente. Je 
l’ai rendue aisée par une inférence valide et une méthode sûre et claire. Il 
n’y a de puissance qu’en Dieu.

Posons un dirham tout ce qu’ils ont et posons le premier une chose de 
ce dirham. Il reste avec les trois autres un dirham moins un chose. Si nous 
ajoutons sa moitié à ce qu’a le premier, qui est une chose, alors la valeur de 
la bête sera la moitié d’une chose plus la moitié d’un dirham. Nous posons 
ensuite avec le second un dinar. Il reste avec les trois autres un dirham 
moins un dinar. Si nous ajoutons son tiers à ce qu’a le second, qui est un 
dinar, alors la valeur de la bête sera deux tiers d’un dinar plus un tiers d’un 
dirham. Elle est par conséquent égale à la valeur de la bête de l’autre
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membre, qui est une demi-chose plus un demi-dirham. Ôte le tiers d’un 
dirham de la moitié d’un dirham, il reste les deux tiers d’un dinar égal à la 
moitié d’une chose et le sixième d’un dirham. Ainsi le nom du dinar est ôté, 
et à sa place on a trois quarts d’une chose plus un quart d’un dirham. Tu 
poses ensuite avec le troisième un dinar, il reste donc avec les trois autres un 
dirham moins un dinar. Si nous ajoutons son quart à ce qu’a le troisième, 
qui est un dinar, alors la valeur de la bête sera trois quarts de dinar plus un 
quart de dirham, ce qui est égal à la valeur de la bête dans l’autre membre, 
qui est une demi-chose plus un demi-dirham. Ôte un quart de dirham d’un 
demi-dirham. Il reste une demi-chose et un quart de dirham égal à trois 
quarts de dinar. Le dinar est donc égal aux deux tiers d’une chose plus un 
tiers de dirham. Alors le nom du dinar est ôté et à sa place on a deux tiers 
d’une chose plus un tiers de dirham. On a ainsi montré que le premier a une 
chose, le second trois quarts de chose plus un quart de dirham et le 
troisième deux tiers d’une chose plus un tiers de dirham. Tous les trois ont 
donc deux choses plus un quart plus un sixième d’une chose plus un tiers et 
un quart de dirham. Or nous avons posé que les quatre avaient un dirham ; 
il reste donc avec le quatrième un quart de dirham plus un sixième de 
dirham moins deux choses et un quart et un sixième d’une chose. Il a dit 
aux trois qui ont deux choses plus un quart plus un sixième d’une chose 
plus un tiers plus un quart de dirham : « donnez-moi le cinquième de ce que 
vous avez, que je l’ajoute à ce que j ’ai ». Mais le cinquième de ce qu’ils ont 
est sept parties de soixante parties de dirham plus vingt-neuf parties de 
soixante parties d’une chose ; si donc il l’ajoute à [97^ ce qu’il a, qui est un 
quart plus un sixième de dirham moins deux choses et un quart et un 
sixième d’une chose, il aura trente-deux parties de soixante parties de 
dirham moins une chose et cinquante-six parties de soixante parties d’une 
chose, ce qui est le prix de la bête. Il est par conséquent égal à son prix de 
l’autre membre, qui est une demi-chose plus un demi-dirham. Réduis par 
ceci ; on a après la réduction le tiers d’un dixième de dirham égal à deux 
choses plus un tiers plus un dixième d’une chose. Le dirham est donc égal à 
soixante-treize choses. Pose la valeur du dirham soixante-treize, ce qu’ont 
les quatre, et la valeur de la chose, un, ce qu’a le premier. Le deuxième a 
dix-neuf, car c’est le quart de la valeur du dirham plus trois quarts de la
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valeur de la chose. Le troisième a vingt-cinq, car c’est le tiers de la valeur du 
dirham plus les deux tiers de la valeur de la chose. Et le quatrième a vingt- 
huit, car il a le quart et le sixième de la valeur du dirham moins deux fois <la 
somme de deux choses> plus un quart plus un sixième de la valeur de la 
chose.

Si tu veux, additionne ce qu’ont le premier et le second et le troisième, 
ce qui est quarante-cinq, et retranche-le de soixante-treize ; ce qui reste est 
ce qu’a le quatrième, qui est vingt-huit, et la valeur de la bête est trente-sept, 
car c’est la moitié de la valeur du dirham et la moitié de ce qu’a le premier.

Tu peux appliquer ce procédé à ce qui te parvient de cet art, même si le 
nombre augmente, car tu n’as besoin d’utiliser que trois genres. Je veux dire 
par « genres », le dirham, le dinar et le fels, ou autre genre qui facilite la 
tâche de celui qui examine cet art.

<40> Si on dit : cinq individus se sont réunis pour acheter une bête ; le 
premier a dit au second et au troisième : « si vous me donnez la moitié de ce 
que vous avez, j ’aurai le prix de la bête ». Le deuxième a dit au troisième et 
au quatrième : « si vous me donnez le tiers de ce que vous avez, j ’aurai le 
prix de la bête ». Le troisième a dit au quatrième et au cinquième : « si vous 
me donnez le quart de ce que vous avez, j ’aurai le prix de la bête ». Le qua
trième a dit au cinquième et au premier : « si vous me donnez le cinquième 
de ce que vous avez, j ’aurai le prix de la bête ». Le cinquième a dit au pre
mier et au second : « si vous me donnez le sixième de ce que vous avez, 
j ’aurai le prix de la bête ». Quel est le prix de la bête et combien chacun 
d’eux avait-il

On l’infère ainsi : tu poses avec le premier une chose, avec le second un 
dinar, avec le troisième un dirham ; dans ce problème et ses analogues, on 
n’a pas besoin de plus de ces trois espèces, même si le nombre augmente. 
Le premier a dit [97'̂ ] au deuxième et au troisième, lui qui a une chose alors 
qu’eux ont un dinar et un dirham ; « si vous me donnez la moitié de ce que 
vous avez, que je l’ajoute à ce que j ’ai, alors la somme sera le prix de la 
bête ». Mais la moitié de ce qu’ils ont est la moitié d’un dinar et la moitié
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d’un dirham. Il faut donc que le prix de la bête soit une chose plus la moitié 
d’un dinar et la moitié d’un dirham. Le second, ayant un dinar, a dit au 
troisième et au quatrième : « si vous me donnez le tiers de ce que vous avez, 
que je l’ajoute à ce que j ’ai, qui est un dinar, j ’aurai le prix de la bête, qui est 
une chose plus la moitié d’un dinar plus la moitié d’un dirham ». Ôtes-en un 
dinar, il reste une chose plus un demi-dirham moins la moitié d’un dinar, ce 
qui est le tiers de ce qu’ont le troisième et le quatrième ; tu le multiplies par 
trois, on a trois choses plus un dirham et un demi, moins un dinar et un 
demi, ce qu’ont le troisième et le quatrième. Tu en retranches ce qu’a le 
troisième, qui est un dirham, il reste trois choses plus un demi-dirham moins 
un dinar et demi, c’est ce qu’a le quatrième. Mais le troisième a dit au qua
trième et au cinquième : « si vous me donnez le quart de ce que vous avez, 
que je l’ajoute à ce que j ’ai, j ’aurai le prix de la bête », qui est une chose 
plus un demi-dinar plus un demi-dirham. Ôte du prix de la bête ce qu’a le 
troisième, qui est un dirham ; il reste une chose plus la moitié d’un dinar 
moins la moitié d’un dirham, ce qui est le quart de ce qu’ont le quatrième et 
le cinquième. Tu le multiplies par quatre, on a quatre choses plus deux 
dinars moins deux dirhams, ce qu’ont le quatrième et le cinquième. Tu en 
ôtes ce qu’a le quatrième, c’est-à-dire trois choses plus un demi-dirham 
moins un dinar et demi ; il reste ce qu’a le cinquième, une chose, plus trois 
dinars et demi, moins deux dirhams et demi. Le quatrième, qui a trois 
choses plus un demi-dirham moins un dinar et demi, a dit au cinquième et 
au premier, qui ont deux choses plus trois dinars et demi moins deux 
dirhams et demi : « si vous me donnez le cinquième de ce que vous avez, 
que je l’ajoute à ce que j ’ai, j ’aurai le prix de la bête ». Mais le cinquième de 
ce qu’ils ont est les deux cinquièmes d’une chose et sept dixièmes de dinar 
moins un demi-dirham. S’il l’ajoute à ce qu’il a, il vient trois choses plus 
deux cinquièmes d’une chose moins quatre cinquièmes de dinar, ce qui est 
égal au prix de la bête de l’autre membre, c’est-à-dire une chose plus la 
moitié d’un dinar et la moitié d’un dirham. Tu réduis par ceci, on a un 
dirham égal à quatre choses plus quatre cinquièmes d’une chose moins deux 
dinars et trois cinquièmes de dinar. Ôte le demi-dirham du prix de la bête et 
ajoute à sa place la moitié de ce que vaut le dirham, qui est deux choses plus 
deux cinquièmes d’une chose moins trois dixièmes de dinar, alors la valeur 
de la bête sera trois choses plus deux cinquièmes d’une chose moins quatre
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cinquièmes de dinar, et ce qu’a le premier est une chose, ce qu’a le 
deuxième est un dinar, ce qu’a le troisième est quatre choses [98H et quatre 
cinquièmes d’une chose moins deux dinars et trois cinquièmes de dinar, et le 
quatrième a cinq choses et deux cinquièmes de chose moins deux dinars et 
quatre cinquièmes de dinar. Ceci sera avec le quatrième, car le quatrième 
avait trois choses et la moitié d’un dirham moins un dinar et demi. Nous 
avons ôté la moitié du dirham de ce qu’il a et nous avons ajouté à sa place la 
moitié de ce que vaut le dirham. D’après ce que nous avons montré, il faut 
que le cinquième ait dix dinars moins onze choses. Il a alors dit au premier 
et au second, qui ont une chose et un dinar : « si vous me donnez le sixième 
de ce que vous avez, que je l’ajoute à ce que j ’ai, j ’aurai le prix de la bête ». 
Mais le sixième de ce qu’ils ont est un sixième d’une chose et un sixième de 
dinar. Alors le cinquième aura dix dinars plus un sixième moins dix choses 
et une demi-chose et un tiers de chose, ce qui est le prix de la bête, et qui est 
égal à son prix de l’autre membre, c’est-à-dire trois choses et deux cin
quièmes d’une chose moins quatre cinquièmes de dinar. Tu réduis par ceci ; 
tu auras après réduction la chose, quarante-sept, ce qu’a le premier. Le dinar 
est soixante et un, ce qu’a le second. Le troisième a soixante-sept, car il a 
quatre fois plus quatre cinquièmes de fois ce qu’a le premier moins deux fois 
et trois cinquièmes de fois ce qu’a le second. Et avec le quatrième, quatre- 
vingt-trois, car il a cinq fois plus deux cinquièmes ce qu’a le premier, moins 
deux fois et quatre cinquièmes de fois ce qu’a le second. Et avec le cin
quième, quatre-vingt-treize, car il a dix fois ce qu’a le second moins onze 
fois ce qu’a le premier. Et la valeur de la bête est cent onze, car elle est trois 
fois et deux cinquièmes de fois ce qu’a le premier moins quatre cinquièmes 
de ce qu’a le second.

Et si tu veux déterminer ce qu’ont le quatrième et le cinquième par un 
autre procédé, sachant que le premier a quarante-sept, le second soixante et 
un et le troisième soixante-sept ; alors ôte ce qu’a le deuxième du prix de la 
bête, il reste cinquante ; multiplie-le par trois, on a cent cinquante ; ôtes-en 
ce qu’a le troisième, qui est soixante-sept, il reste ce qu’a le quatrième, qui 
est quatre-vingt-trois. Et si tu veux connaître ce qu’a le cinquième, ôte ce
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qu’a le troisième du prix de la bête ; il reste quarante-quatre ; multiplie-le par 
quatre, on a cent [98''] soixante-seize ; ôtes-en ce qu’a le quatrième, qui est 
quatre-vingt-trois ; il reste quatre-vingt-treize, c’est-à-dire ce qu’a le 
cinquième.

Si tu veux, pose ce qu’a le premier, une chose, ce qu’a le second, un 
dinar, ce qu’a le troisième, un dirham, et ce qu’a le quatrième, un fels. Tu 
n’as pas besoin dans ce problème et ses semblables, même si le nombre 
augmente, de plus que ces quatre genres. Le premier a dit au deuxième et 
au troisième : « si vous me donnez la moitié de ce que vous avez, que je 
l’ajoute à ce que j ’ai, alors j ’aurai le prix de la bête ». Le prix de la bête est 
donc une chose, et la moitié d’un dinar est la moitié d’un dirham. Le 
deuxième a dit au troisième et au quatrième : « si vous me donnez le tiers de 
ce que vous avez, que je l’ajoute à ce que j ’ai, j ’aurai le prix de la bête ». 
Donc de ce membre le prix sera également un dinar plus un tiers de dirham 
et un tiers de fels ; il est donc égal au prix de la bête de l’autre membre, qui 
sera une chose plus un demi-dinar plus un demi-dirham. Réduis par ceci ; on 
aura le fels égal à trois choses plus un demi-dirham moins un dinar et demi, 
ce qu’a le quatrième. Posons un fels ce qu’a le cinquième. Le troisième 
ayant un dirham a dit au quatrième et au cinquième, qui ont un fels et trois 
choses et un demi-dirham moins un dinar et demi : « si vous me donnez le 
quart de ce que vous avez, que j ’ajoute à ce que j ’ai, on a le prix de la 
bête ». Mais le quart de ce qu’ils ont est trois quarts de chose plus un quart 
de fels plus un huitième de dirham moins trois huitièmes de dinar. Si je 
l’ajoute au dirham que j ’ai, j ’aurai le prix de la bête, qui est aussi dans ce 
membre, un dirham plus un huitième de dirham plus un quart de fels plus 
trois quarts moins trois huitièmes de dinar, qui est égal au prix de la bête à 
partir du premier membre, qui est une chose plus un demi-dinar plus un 
demi-dirham. Réduis par ceci ; on a le fels égal à une chose et trois dinars et 
demi moins deux dirhams et demi, ce qu’a le cinquième. Tu procèdes 
ensuite dans ce problème comme je te l’ai montré. Si Dieu le veut.
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<41> Si on dit : cinq individus se sont rencontrés, alors le premier dit au 
second : « si tu me donnes la moitié de ce que tu as, j ’aurai le prix de la 
bête ». Le deuxième a dit au troisième : « si tu me donnes le tiers de ce que 
tu as, j ’aurai le prix de la bête ». Le troisième a dit au quatrième : « si tu me 
donnes le quart de ce que tu as, j ’aurai le prix de la bête ». Et le quatrième a 
dit [99"̂ ] au cinquième ; « si tu me donnes le cinquième de ce que tu as, j ’au
rai le prix de la bête ». Et le cinquième a dit au premier : « si tu me donnes 
le sixième de ce que tu as, j ’aurai le prix de la bête ». Quel est le prix de la 
bête et combien chacun d’eux a-t-il

On l’infère ainsi : tu poses une chose ce qu’a le premier, un dinar ce 
qu’a le second, un dirham ce qu’a le troisième. Alors le premier, ayant une 
chose, a dit au second, qui a un dinar : « si tu me donnes la moitié de ce que 
tu as, j ’aurai le prix de la bête », donc le prix est une chose plus un demi- 
dinar. Le second, ayant un dinar, a dit au troisième, qui a un dirham : « si tu 
me donnes le tiers de ce que tu as, j ’aurai le prix de la bête », alors dans ce 
membre le prix sera un dinar plus un tiers de dirham, qui est égal à une 
chose plus un demi-dinar, qui est le prix de la bête dans l’autre membre. 
Réduis par ceci ; on a le dirham égal à trois choses moins un dinar et demi, 
ce qu’a le troisième. Puis tu poses un dirham avec le quatrième, alors le 
troisième, ayant trois choses moins un dinar et demi, a dit au quatrième, qui 
a un dirham : « si tu me donnes son quart, qui est le quart de dirham, j ’aurai 
le prix de la bête ». Donc le prix, à partir de ce membre, est trois choses 
plus un quart de dirham moins un dinar et demi, qui est égal au prix de la 
bête de l’autre membre, qui est une chose plus un demi-dinar. Réduis par 
ceci ; on a un dirham égal à huit dinars moins huit choses, ce qu’a le 
quatrième. Puis tu poses que le cinquième a un dirham. Alors le quatrième, 
qui a huit dinars moins huit choses, a dit au cinquième, qui a un dirham : « si 
tu me donnes son cinquième, j ’aurai le prix de la bête », alors le prix dans ce 
membre est également huit dinars plus un cinquième de dirham moins huit 
choses, qui est égal au prix de la bête dans l’autre membre, qui est une 
chose plus un demi-dinar. Réduis par ceci ; on a le dirham égal à quarante-
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cinq choses moins trente-sept dinars et demi, ce qu’a le cinquième. Il a dit au 
premier, qui a une chose : « si tu me donnes le sixième de ce que tu as, qui 
est un sixième de chose, que je l’ajoute à ce que j ’ai, j ’aurai le prix de la 
bête ». Alors de ce membre le prix sera quarante-cinq choses plus un 
sixième de chose moins trente-sept dinars et demi, qui est égal au prix de la 
bête de l’autre membre, qui est [99''] une chose plus un demi-dinar. Réduis 
par ceci ; on a après la réduction quarante-quatre choses plus un sixième de 
chose égal à trente-huit dinars, que tu développes en sixièmes. Alors la chose 
sera égale à deux cent vingt-huit, ce qu’a le premier. Et le dinar est égal à 
deux cent soixante-cinq, ce qu’a le deuxième. Mais le troisième a trois 
choses moins un dinar et demi, ce qui est deux cent quatre-vingt-six et demi. 
Tu le développes aussi ; alors la chose, ce qui est avec le premier, est quatre 
cent cinquante-six. Et le dinar qui est avec le deuxième est cinq cent trente. 
Et le troisième aura cinq cent soixante-treize. Et le quatrième huit dinars 
moins huit choses, ce qui est cinq cent quatre-vingt-douze. Et le cinquième 
quarante-cinq choses moins trente-sept dinars et demi, ce qui est six cent 
quarante-cinq. Et la valeur de la bête sept cent vingt et un.

<42> Si on dit : quatre individus se sont rencontrés, alors le premier a 
dit au second : « si tu me donnes un dirham, j ’aurai le double de ce qui te 
reste ». Le deuxième a dit au troisième : « si tu me donnes deux dirhams, 
j ’aurai le triple de ce qui te reste ». Le troisième a dit au quatrième : « si tu 
me donnes trois dirhams, j ’aurai le quadruple de ce qui te reste ». Le qua
trième a dit au premier : « si tu me donnes quatre dirhams, j ’aurai le quin
tuple de ce qui te reste ». Combien chacun d’eux avait-il

On l’infère ainsi : tu poses une chose avec le premier et un dinar avec le 
second. Si donc le premier prend du second un dirham, alors le premier 
aura une chose plus un dirham, égal au double de ce qu’a le second, qui est

x  +  [  =  2 { y - l )  

y  +  2 =  3 ( z - 2 }  

z +  3 =  4 { t - 3 )  

t - i - 4  =  5 { x - 4 )
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deux dinars moins deux dirhams. Tu réduis par ceci ; alors le dinar sera égal 
à la moitié d’une chose et un dirham plus un demi, ce qu’a le deuxième. 
Puis tu poses avec le troisième un dinar. Si donc le second prend deux 
dirhams au troisième, alors le second aura la moitié d’une chose plus trois 
dirhams et demi, ce qui est égal au triple de ce qu’a le troisième, qui est trois 
dinars moins six dirhams. Réduis par ceci ; on a un dinar égal à un sixième 
de chose plus trois dirhams et un sixième, ce qu’a le troisième. Tu poses 
avec le quatrième un dinar ; si donc le troisième lui prend trois dirhams, 
[100"̂ ] alors il aura un sixième de chose plus six dirhams et un sixième, ce 
qui est égal à quatre fois ce qui reste au quatrième, ce qui est égal à quatre 
dinars moins douze dirhams. Réduis par ceci ; on a le dinar égal au tiers du 
huitième d’une chose plus quatre dirhams plus un quart plus un sixième plus 
un huitième, ce qu’a le quatrième. Si donc il prend du premier quatre 
dirhams, il aura huit dirhams plus treize parties de vingt-quatre parties de 
dirham plus le tiers du huitième d’une chose, ce qui est égal au quintuple de 
ce qui reste au premier, c’est-à-dire cinq choses moins vingt dirhams. Réduis 
par ceci ; alors la chose sera égale à cinq dirhams plus quatre-vingt-dix 
parties de cent dix-neuf parties de dirham, ce qu’a le premier. Mais le 
second a la moitié de ce qu’a le premier plus un dirham et un demi, ce qui 
est quatre dirhams plus quarante-cinq parties de cent dix-neuf parties de 
dirham. Et le troisième a le sixième de ce qu’a le premier plus trois dirhams 
et un sixième, ce qui est quatre dirhams plus quinze parties de cent dix-neuf 
parties de dirham. Et le quatrième a le tiers du huitième de ce qu’a le 
premier plus quatre dirhams plus un quart et un sixième et un huitième, ce 
qui est quatre dirhams plus quatre-vingt-treize parties de cent dix-neuf 
parties de dirham.

<43> Si on dit : trois individus ont distribué un bien entre eux, la moitié 
pour l’un, le tiers pour le second, et le sixième pour le troisième. Puis celui 
qui a eu la moitié a rendu la moitié de ce qu’il a acquis, celui qui a acquis le 
tiers a rendu le tiers de ce qu’il a acquis, et celui qui a eu le sixième a rendu 
le sixième de ce qu’il a acquis. Puis ils ont partagé ce qu’ils ont rendu en 
trois parties et chacun a pris ce qui lui est dû̂ .̂
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On l’infère ainsi : tu poses le bien une chose plus un dinar plus un 
dirham. Alors celui qui a eu la moitié a acquis une chose, celui qui a eu le 
tiers, un dinar, et celui qui a eu le sixième, un dirham. Celui qui a acquis la 
moitié a donc restitué la moitié d’une chose, celui qui a acquis le tiers a res
titué le tiers d’un dinar et celui qui a acquis un sixième, le sixième de 
dirham. Ainsi, la somme de ce qu’ils ont rendu est la moitié d’une chose 
plus le tiers d’un dinar plus le sixième d’un dirham, qu’ils ont partagé en 
trois. Chacun d’eux a donc acquis le sixième d’une chose plus le neuvième 
d’un dinar plus la moitié du neuvième d’un dirham, qu’il a ajouté à ce qui 
lui restait. Alors celui qui avait la moitié a deux tiers d’une chose plus un 
neuvième de dinar plus la moitié d’un neuvième de dirham, ce qui est égal à 
la moitié du bien, qui est [100''] la moitié d’une chose plus la moitié du dinar 
plus la moitié du dirham. Tu réduis par ceci ; on a la chose égale à deux 
dinars plus un tiers de dinar et deux dirhams plus deux tiers. Il faut donc que 
le bien soit trois dinars plus un tiers plus trois dirhams et deux tiers. Ainsi, 
celui qui a acquis la moitié a acquis deux dinars plus un tiers et deux 
dirhams plus deux tiers ; il a rendu la moitié, qui est un dinar plus un sixième 
et un dirham plus un tiers ; tout ce qu’ils ont rendu est donc un dinar et 
demi et un dirham et demi, qu’ils ont partagé en trois ; un demi-dinar et un 
demi-dirham pour chacun. Ainsi, celui qui a le dinar et qui a le tiers du bien 
a un dinar et un sixième plus la moitié d’un dirham ; ce qui est égal au tiers 
du bien, c’est-à-dire un dinar et un neuvième de dinar plus un dirham et 
deux neuvièmes de dirham. Tu réduis par ceci ; on a le dinar égal à treize 
dirhams, ce qu’a acquis celui qui a le tiers. Mais la chose est deux dinars et 
un tiers plus deux dirhams et deux tiers, ce qui est trente-trois, et c’est ce 
qu’a acquis celui qui a la moitié. Et celui qui a le sixième a acquis un dirham, 
ce qui est un. Pour le rendre entier sans fractions lorsque tu vérifies, 
multiplie par six ; celui qui a eu la moitié a donc cent quatre-vingt-dix-huit, 
celui qui a obtenu le tiers a soixante-dix-huit et celui qui a eu le sixième a six. 
Et le bien entier est deux cent quatre-vingt-deux.

C’est ce procédé qu’appliquent les arithméticiens. C’est une méthode 
correcte mais elle est pénible à appliquer, surtout quand le nombre aug
mente. Je l’ai rendue aisée par une inférence valide et une méthode sûre et 
claire. Il n’y a de puissance qu’en Dieu.
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678 Abu Kàmil : Analyse indéterminée

Posons le bien une chose, dont chacun a acquis une partie, et telle que 
ce qu’ils ont rendu remplisse la condition de rendre trois dirhams, qu’ils ont 
partagé en trois ; et donc que chacun ait gagné un dirham, qu’il ajoute à ce 
qui lui reste, et ainsi chacun a eu son dû. Il est nécessaire que tu saches que 
ce qui reste à celui qui a la moitié, une fois rendue la moitié de ce qu’il a 
acquis, est la moitié d’une chose moins un dirham. Ce qui reste à celui qui a 
le tiers est le tiers d’une chose moins un dirham, et ce qu’il a rendu est un 
sixième de chose moins un demi-dirham. Et ce qui reste à celui qui a le 
sixième est un sixième de chose moins un dirham, et il a rendu le tiers d’un 
dixième de chose moins un cinquième de dirham. La somme de ce qu’ils 
ont rendu est donc la moitié et un cinquième de chose moins un dirham et 
sept dixièmes de dirham, [lOC] ce qui est égal à trois dirhams. Alors réduis 
par ceci ; la chose est égale à six dirhams plus cinq septièmes de dirham, ce 
qui est le bien tout entier. Si tu veux savoir combien chacun d’eux a acquis, 
alors tu sauras que celui qui a pris la moitié a acquis une chose moins deux 
dirhams, ce qui est quatre dirhams plus cinq septièmes de dirham. Et celui 
qui a pris le tiers a acquis la moitié d’une chose moins un dirham et demi, ce 
qui est un dirham et six septièmes de dirham. Et celui qui a pris le sixième a 
acquis un cinquième de chose moins un dirham et un cinquième, ce qui est 
sept dirhams. Nous posons chaque dirham quarante-deux parties, alors le 
bien sera deux cent quatre-vingt-deux ; celui qui a pris la moitié a acquis 
cent quatre-vingt-dix-huit, celui qui a pris le tiers soixante-dix-huit et celui 
qui a pris le sixième six.
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<Problèmes numériques et progressions arithmétiques>

<Problèmes numériques divers>

<44> Si on dit : dix robes. La valeur de la première est un dirham, et la 
valeur de chacune excède celle de l’autre d’un dirham en un dirham. 
Combien est la totalité de leurs valeurs ?

Tu sais que la valeur de la première robe est un dirham et la dixième est 
dix dirhams. La valeur de la deuxième est deux, la neuvième neuf, la 
troisième trois, et la huitième huit ; la valeur de chaque paire de robes selon 
cet ordre est donc onze. Multiplie onze par cinq, on a cinquante-cinq, ce qui 
est la valeur de dix robes.

Si on dit : la valeur de la première est un dirham, et la valeur de chacune 
excède celle de l’autre de deux dirhams, quelle est la valeur totale ?

Il faut que la valeur de la dixième robe soit dix-neuf. La valeur de la 
première est en effet un dirham et, pour les neuf qui restent, la seconde robe 
excède la première de deux dirhams, la troisième excède la seconde de deux 
dirhams, donc elle excède la première de quatre, la quatrième excède la 
première de six, et la dixième excède la première de dix-huit ; or la valeur de 
la première est un dirham, donc la valeur de la dixième est dix-neuf, et la 
valeur de la dixième et de la première est vingt, et la valeur de la neuvième 
et de la deuxième est vingt, et la valeur de la huitième et de la troisième est 
vingt. On a ainsi montré que la valeur de chaque paire de robes est vingt 
dirhams, selon cet ordre. Multiplie vingt par cinq, on a cent, qui est la valeur 
des dix robes. Et la cause de ce procédé est claire, d’après ce que nous 
avons expliqué.

Si on dit : dix robes. La première est trois, et <la valeur> de chacune 
excède celle de l’autre de quatre en quatre. Quelle est leur valeur totale ?

Le procédé ici est selon ce que nous avons expliqué et commenté : tu 
multiplies toujours l’excédent, qui est quatre, par le nombre de robes moins 
un. On a trente-six [lOL] ; tu lui ajoutes la valeur de la première robe, qui
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est trois, on a trente-neuf, ce qui est la valeur de la dixième robe. Mais la 
valeur de la première est trois, donc la valeur de la première et de la dixième 
est quarante-deux, la valeur de la neuvième et de la deuxième est quarante- 
deux, et il en est ainsi de la valeur de chaque paire de robes, selon cet ordre. 
Multiplie donc quarante-deux par cinq ; on a deux cent dix, qui est la valeur 
totale des robes.

<44.1> Si on dit : une troupe de soldats est partie en expédition, le 
premier a gagné un dirham, et le gain de chacun a excédé celui de l’autre 
d’un dirham, de telle sorte que la somme de ce qu’ils ont gagné soit trois 
cents dirhams. Quel est le nombre d’hommes de cette troupe ?

On l’infère ainsi : tu poses le nombre de la troupe une chose. Il faut 
donc que tout couple d’hommes de la troupe, selon les procédés que nous 
avons ordonnés, gagne une chose et un dirham. Tu multiplies une chose et 
un dirham par la moitié d’une chose. On a la moitié d’un carré plus la 
moitié d’une chose, ce qui est la somme de ce qu’ils ont gagné, qui est égale 
à trois cents dirhams. Tu réduis par ceci ; on a la chose, vingt-quatre, ce qui 
est le nombre de la troupe.

<44.2> Si on dit : une troupe de soldats est partie en expédition, le 
premier a gagné deux dirhams, puis le gain de chacun a excédé celui de 
l’autre de trois dirhams, de telle sorte que la somme de tout ce qu’ils ont 
gagné soit cent vingt-six dirhams. Quel est le nombre d’hommes de la 
troupe ?

On l’infère selon les procédés que nous avons expliqués : tu multiplies 
l’excédent par le nombre de la troupe moins un ; on a trois choses moins 
trois dirhams ; ajoute à cela ce qu’a gagné le premier, c’est-à-dire deux ; on 
a trois choses moins un dirham, ce qu’a gagné le dernier. Tu lui ajoutes ce 
qu’a gagné le premier, c’est-à-dire deux ; on a trois choses et un dirham, ce 
que gagne chaque couple d’hommes selon notre ordre. Multiplie-le par la 
moitié du nombre de la troupe, on a un carré et un demi plus une demi- 
chose, ce qui est la totalité des gains de la troupe. C’est donc égal à cent 
vingt-six dirhams. Réduis par ceci ; la chose sera neuf, ce qui est le nombre 
de la troupe.
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<44.3> Si on dit : une troupe de soldats est partie en expédition, alors le 
premier a gagné un dirham et le gain de chacun a excédé celui de l’autre 
d’un dirham. Quand ils sont rentrés, ils ont partagé également et chacun a 
acquis dix dirhams. Nous avons montré que tout ce qu’ils ont gagné est un 
demi-carré plus une demi-chose. Tu le divises par le nombre de la troupe, 
qui est une chose ; tu obtiens dix dirhams. Tu le multiplies par une chose, on 
a dix choses égales à la moitié d’un carré plus une demi-chose. Tu réduis 
par ceci ; on a la chose, [102*̂ ] dix-neuf, ce qui est le nombre de la troupe.

<44.4> Si on dit : les deux tiers d’une troupe de soldats sont partis en 
expédition. Le premier a gagné un dirham, puis le gain de chacun a excédé 
celui de l’autre de deux dirhams. Quand ils sont revenus, ils ont partagé 
également ce qu’ils ont gagné, entre eux et entre ceux qui sont restés au 
camp. Chacun d’eux a acquis quatre dirhams. Quel est le nombre de la 
troupe ?

On l’infère ainsi : tu poses le nombre de la troupe, une chose ; deux tiers 
sont partis en expédition, soit deux tiers d’une chose. Le premier a gagné un 
dirham. Puis le gain de chacun excède celui de l’autre de deux dirhams ; il 
faut donc, d’après ce que nous avons montré, que la somme de ce qu’ils ont 
gagné soit quatre neuvièmes de carré ; nous la divisons par le nombre de la 
troupe, qui est une chose, on obtient quatre dirhams ; multiplions quatre 
dirhams par une chose, on a quatre choses égales à quatre neuvièmes de 
carré ; le carré est donc égal à neuf choses et la chose est égale à neuf, ce 
qui est le nombre de la troupe.

<44.5> Si on dit : les trois quarts d’une troupe de soldats sont partis en 
expédition, le premier a gagné deux dirhams, puis le gain de chacun excède 
celui de l’autre de trois dirhams. Quand ils sont rentrés, ils ont divisé 
également, entre eux et entre ceux qui sont restés au camp. Chacun a acquis 
vingt-quatre dirhams. Quel est le nombre de la troupe ?

On l’infère ainsi : tu poses le nombre de la troupe, une chose, trois 
quarts sont partis en expédition, ce qui est trois quarts d’une chose. Le 
premier a gagné deux dirhams, puis le gain de chacun a excédé celui de 
l’autre de trois dirhams. Il faut, d’après ce que nous avons expliqué, que la 
somme de ce qui a été gagné par les trois quarts de la chose soit six 
huitièmes de carré plus trois quarts de huitième de carré plus trois huitièmes 
d’une chose. Tu le divises par le nombre de la troupe, qui est une chose ; on
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obtient vingt-quatre choses égales à trois quarts de carré plus trois quarts 
d’un huitième de carré plus trois huitièmes de chose ; tu réduis par ceci ; on 
aura la chose vingt-huit, ce qui est le nombre de la troupe.

<44.6> Si on dit : deux tiers d’une troupe de soldats sont partis en 
expédition ; le premier a gagné un dirham, puis le gain de chacun a excédé 
celui de l’autre de deux dirhams. Ensuite le tiers de ceux qui restent est parti 
en expédition, le premier a gagné deux dirhams, puis le gain de chacun a 
excédé celui de l’autre de quatre dirhams, puis ils ont additionné ce qu’ils 
ont gagné, qu’ils ont partagé à parts égales. Alors chacun d’eux a acquis 
vingt dirhams. Quel est le nombre de la troupe ?

On l’infère ainsi : tu poses le nombre de la troupe de soldats, une chose ; 
les deux tiers sont partis en expédition, c’est-à-dire les deux tiers d’une 
chose ; le premier a gagné un dirham, puis le gain de chacun a excédé celui 
de l’autre de deux dirhams. Il faut, d’après ce que nous avons montré, que 
ce qu’ont gagné les deux tiers soit quatre neuvièmes de carré ; puis le tiers 
qui reste est parti en expédition, le premier d’entre eux a gagné deux 
dirhams, puis le gain de chacun a excédé celui de l’autre [102''] de quatre 
dirhams. Il faut donc, d’après ce que nous avons montré, que ce que le tiers 
a gagné soit deux neuvièmes de carré. Tu l’additionnes à ce qu’ont gagné 
les deux tiers, c’est-à-dire quatre neuvièmes de carré. Alors la somme de 
tout ce que la troupe a gagné est deux tiers de carré. Tu le divises par le 
nombre de la troupe, qui est une chose ; alors ce qu’ils obtiennent est vingt. 
Tu multiplies vingt par une chose, on a vingt choses égales aux deux tiers de 
carré. Le carré est donc égal à trente choses, et la chose est trente, ce qui 
est le nombre de la troupe.

<44.7> Si on dit : une troupe de soldats est partie en expédition, le 
premier a gagné un dirham, puis le gain de chacun a excédé celui de l’autre 
d’un dirham. Quand ils sont rentrés, ils ont partagé entre eux, à parts égales, 
ce qu’ils ont gagné. Chaque homme a obtenu une somme égale aux deux 
tiers du nombre de la troupe. Quel est le nombre de la troupe ?

Il faut que la somme de tout ce qu’ils ont gagné -  si nous posons le 
nombre de la troupe, une chose, d’après ce que nous avons montré -  soit la 
moitié d’un carré plus la moitié d’une chose. Nous le divisons par le nombre 
de la troupe, qui est une chose ; on a deux tiers d’une chose. Nous multi
plions deux tiers d’une chose par une chose, on a deux tiers de carré égal à 
la moitié d’un carré plus une demi-chose. La chose est égale à trois, c’est le 
nombre de la troupe.
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688 Abu Kàmil : Analyse indéterminée

<44.8> Si on dit : quatre racines plus une demi-racine d’une troupe de 
soldats est partie en expédition. Le premier a gagné un dirham, puis le gain 
de chacun a excédé celui de l’autre d’un dirham. Quand ils sont rentrés, ils 
ont partagé entre eux ce qu’ils ont gagné, à parts égales. Chaque homme a 
obtenu dix dirhams plus un demi. Quel est le nombre de la troupe ?

On l’infère ainsi : tu poses le nombre de la troupe de soldats un carré. 
Quatre de ses racines et la moitié de sa racine, ce qui est quatre choses et 
une demi-chose, sont partis en expédition. Le premier a gagné un dirham, 
puis le gain de chacun a excédé celui de l’autre d’un dirham. Il faut que, 
d’après ce que nous avons montré, ce qu’ils ont gagné soit dix carrés plus 
un huitième de carré plus deux choses plus un quart d’une chose. Nous le 
divisons par le nombre de la troupe, qui est un carré. On a dix dirhams plus 
un demi. Multiplie dix et demi par un carré, on a dix carrés plus un demi- 
carré égaux à dix carrés plus un huitième de carré plus deux choses plus un 
quart d’une chose. Réduis par ceci ; on a la chose, six, et le carré trente-six, 
qui est le nombre de la troupe.

<44.9> Si on dit : trente hommes sont partis en expédition, le premier a 
gagné un dirham, puis le gain de chacun a excédé celui de l’autre d’une 
chose. Ce qu’ils ont gagné est mille trois cent trente-cinq dirhams. Alors, de 
combien chacun excède-t-il l’autre ?

On l’infère ainsi : tu poses que le second surpasse le premier d’une 
chose, que le troisième surpasse le second d’une chose, que le quatrième 
surpasse le troisième d’une chose, et ainsi de suite jusqu’au dernier. Chacun 
surpasse son voisin d’une chose. Tu procèdes comme nous avons montré : 
tu multiplies l’excédent qui est une chose par [103"̂ ] le nombre du groupe 
toujours moins un. On aura vingt-neuf choses. Tu lui ajoutes le double de ce 
qu’a gagné le premier, qui est un dirham. On a vingt-neuf choses plus deux 
dirhams. C’est ce que gagne chaque couple parmi eux, selon l’ordre que 
nous t ’avons indiqué. Tu le multiplies par quinze, qui est la moitié du 
nombre de la troupe. On a trente plus quatre cents plus trente-cinq choses. 
C’est tout ce qu’ils ont gagné. C’est donc mille trois cent trente-cinq 
dirhams. Tu réduis par ceci ; la chose est alors trois, c’est de cela que chacun 
dépasse son voisin.
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690 Abu Kâmil : Analyse indéterminée

<45.1> Si on dit : le postier est parti d’un lieu et tu lui as ordonné de 
parcourir chaque jour vingt farsakhs. Il a marché cinq jours. Puis tu as en
voyé à sa suite un autre postier, tu lui a ordonné de parcourir chaque jour 
trente farsakhs. Dans combien de jours le rejoint-il ?

On l’infère ainsi : tu poses le nombre de jours au bout duquel le 
deuxième postier l’a rejoint, une chose. Donc le nombre de farsakhs qu’il a 
parcourus est trente choses. Car tu multiplies le nombre de jours de marche 
par le nombre de farsakhs qu’il parcourt chaque jour ; ce qu’on a est le 
nombre de farsakhs qu’il a parcourus. Le nombre de jours de marche du 
premier postier est une chose et cinq jours ; tu le multiplies par ce qu’il par
court chaque jour, c’est-à-dire vingt farsakhs. On a vingt choses plus cent 
farsakhs égal à trente choses. Tu réduis par ceci ; on a la chose, dix jours, au 
bout desquels il est rejoint par le deuxième postier, et le premier postier aura 
marché quinze jours.

<45.2> Si on dit : tu as envoyé deux postiers d’un même lieu le même 
jour au même moment. Tu as ordonné à l’un de parcourir vingt farsakhs 
par jour, puis tu as ordonné à l’autre de parcourir le premier jour un farsakh 
puis d’augmenter chaque jour d’un farsakh. Dans combien de jours le 
rejoint-il ?

On l’infère ainsi : tu poses les jours de marche du premier et du second 
postiers une chose. Tu la multiplies par ce que parcourt le premier postier 
chaque jour, c’est-à-dire vingt farsakhs. On a vingt choses, ce qui est le 
nombre de farsakhs que parcourt chacun d’eux. Or tu sais que le nombre de 
jours de marche du deuxième postier est une chose. Or il parcourt un far
sakh le premier jour, puis augmente d’un farsakh chaque jour. Il faut, 
d’après ce que nous avons expliqué pour la troupe, que le nombre de farsa
khs parcourus soit un àtvai-carré plus une demi-chose, ce qui est égal à celui 
parcouru par le premier postier, c’est-à-dire vingt choses. Tu réduis par 
ceci ; alors la chose est trente-neuf jours, c’est ce que parcourt chacun 
[103''] d’eux.
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692 Abu Kâmil : Analyse indéterminée

<45.3> Si on dit : un postier est parti d’un lieu, tu lui as ordonné de 
parcourir le premier jour un farsakh, puis d’augmenter chaque jour d’un 
farsakh. Il a marché quatre-vingt-quatre jours. Tu as envoyé un autre postier 
à sa suite, et tu lui as ordonné de parcourir le premier jour un farsakh, puis 
d’augmenter chaque jour de deux farsakhs. Dans combien de jours le 
rejoint-il ?

On l’infère ainsi : tu poses le nombre de jours de marche du premier 
postier une chose. Il faut, d’après ce que nous avons expliqué pour la 
troupe, que le nombre de farsakhs qu’il a parcourus soit un demi-carré plus 
une demi-chose. Le nombre de jours de marche du deuxième postier sera 
une chose moins quatre-vingt-quatre. Il faut donc que le nombre de 
farsakhs, d’après ce que nous avons expliqué pour la troupe, soit un carré 
plus sept mille cinquante-six moins cent soixante-huit choses. Il est par 
conséquent égal à la moitié du carré plus une demi-chose. Réduis par ceci ; 
la chose sera deux cent quatre-vingt-huit ; ce qu’a parcouru le premier 
postier. Et le second postier marche deux cent quatre jours.

<45.4> Si tu lui ordonnes de parcourir le premier jour un farsakh, puis 
d’augmenter d’un farsakh par jour, et qu’il a marché huit jours ; puis tu 
ordonnes au second postier de parcourir le premier jour un farsakh, puis 
d’augmenter chaque jour de trois farsakhs, dans combien de jours le rejoint- 
il?

On l’infère ainsi : tu poses le nombre de jours de marche du premier 
postier, une chose. Il faut, d’après ce que nous avons expliqué pour la 
troupe, que le nombre de farsakhs soit un demi-carré plus une demi-chose. 
Le nombre de jours de marche du deuxième postier est une chose moins 
huit. Il faut donc que le nombre de farsakhs soit un carré plus un demi-carré 
plus cent dirhams moins vingt-quatre choses et demie. Il est par conséquent 
égal à un demi-carré plus une demi-chose. Réduis par ceci ; la chose sera 
vingt jours, ce que parcourt le premier postier, et le second marche douze 
jours.
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694 Abu Kâmil : Analyse indéterminée

<45.5> Si on dit : tu as ordonné à un postier parti d’un lieu de parcourir 
chaque jour vingt farsakhs ; il a marché quinze jours. Puis tu as envoyé à sa 
suite un autre postier et tu lui as ordonné de parcourir chaque jour la racine 
du nombre de farsakhs au bout duquel il le rejoint.

On l’infère ainsi : tu poses le nombre de farsakhs parcourus par le pre
mier postier un carré. Il faut que le nombre de ses jours de marche soit un 
demi-dixième de carré. Mais le deuxième postier marche quinze jours de 
moins. Par conséquent, le nombre de ses jours de marche est la moitié d’un 
dixième de carré moins [104^ quinze jours. Tu le multiplies par ce qu’il 
parcourt pendant un jour, c’est-à-dire une chose, car il est dit qu’il parcourt 
chaque jour la racine du nombre de farsakhs au bout duquel il le rejoint, et 
ce nombre est un carré, donc sa racine est une chose. On a donc la moitié 
d’un dixième de cube moins quinze choses égal à un carré. Tu réduis par 
ceci ; on a un carré égal à trois cents dirhams plus vingt choses. La chose 
est donc égale à trente, qui est la racine du nombre de farsakhs que le 
premier postier a parcourus. Tu le multiplies par lui-même, on a neuf cents 
farsakhs, ce que le premier postier a parcouru. Tu le divises par ce qu’il 
parcourt chaque jour, soit vingt farsakhs ; le résultat est quarante-cinq jours, 
ce sont les jours de marche du premier postier ; tu en ôtes quinze jours, il 
reste trente jours, ce sont les jours de marche du deuxième postier.

<45.6> Si on dit : un postier est parti d’un lieu, tu lui as ordonné de 
parcourir chaque jour vingt farsakhs, et il a marché quarante-quatre jours. 
Puis tu as envoyé à sa suite un autre postier, et tu lui as ordonné de parcou
rir chaque jour la racine du nombre de jours pendant lesquels le premier a 
marché pour le rejoindre.

On l’infère ainsi : tu poses le nombre de jours de marche du premier 
postier un carré. Donc le nombre de farsakhs parcourus est vingt carrés. Le 
nombre de jours du second postier sera donc un carré moins quarante- 
quatre jours ; tu le multiplies par ce qu’il parcourt chaque jour, c’est-à-dire 
une chose ; on a donc un cube moins quarante-quatre choses égal à vingt 
carrés. Tu réduis par ceci ; la chose est donc vingt-deux, ce qui est la racine
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696 Abu Kàmil : Analyse indéterminée

du nombre de jours pendant lesquels le premier postier a marché. Multiplie- 
le par lui-même ; on a quatre cent quatre-vingt-quatre jours, c’est le nombre 
de jours de marche du premier postier. Tu le multiplies par vingt jours, on a 
neuf mille six cent quatre-vingts, c’est le nombre de farsakhs parcourus par 
le premier postier. Et le nombre de jours du second postier est quatre cent 
quarante-quatre jours, que tu multiplies par ce qu’il parcourt chaque jour, 
c’est-à-dire vingt-deux farsakhs ; on a neuf mille six cent quatre-vingts 
farsakhs.

<46> Si on dit : un poids^  ̂pour vingt dirhams et un poids pour quinze 
dirhams et un poids pour dix dirhams ; on te dit alors : prends de tous un 
poids pour dix-huit dirhams : ce problème est indéterminé.

On l’infère ainsi : tu poses une chose du poids qui est au prix de dix 
dirhams, pour dix choses des dirhams, et une chose du poids qui est au prix 
de quinze dirhams, pour quinze choses des dirhams ; il reste du poids un 
poids moins deux choses, et des dirhams dix-huit [104''] dirhams moins 
vingt-cinq choses. Tu prends du poids qui est au prix de vingt un poids 
moins deux choses pour vingt moins quarante choses ; il vient dix-huit 
dirhams moins vingt-cinq choses égal à vingt dirhams moins quarante 
choses. Réduis par ceci ; on a la chose égale à deux tiers de cinquième. Tu 
achètes des poids qui sont au prix de dix et au prix de quinze, de chacun 
d’eux, deux tiers de cinquième d’un poids, et tu achètes du poids qui est au 
prix de vingt, trois cinquièmes plus deux tiers d’un cinquième.

Si tu veux, prends une chose du poids qui est au prix de dix, pour dix 
choses des dirhams, et prends deux choses du poids qui est au prix de 
quinze, pour trente choses des dirhams, il reste du prix du poids dix-huit 
dirhams moins quarante choses, et il reste du poids un poids moins trois

Un mithqàl est une unité de poids qui vaut un dirham et trois septièmes.
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698 Abu Kàmil : Analyse indéterminée

choses, que tu achètes du poids qui est au prix de vingt dirhams pour vingt 
moins deux choses. Il est par conséquent égal à dix-huit dirhams moins qua
rante choses. Tu réduis par ceci ; on a la chose, un dixième. Tu prends du 
poids qui est au prix de dix un dixième de poids, du poids qui est au prix de 
quinze dirhams, un cinquième de poids, et du poids qui est au prix de vingt, 
sept dixièmes de poids, ce qui est un demi plus un cinquième de poids.

<47> Si on dit : une livre pour cinq dirhams et une livre pour quatre 
dirhams et dix livres pour un dirham ; prends de tous une livre pour deux 
dirhams. Ce problème est indéterminé.

On l’infère ainsi : tu prends une chose de la livre au prix de cinq, pour 
cinq choses de deux dirhams, et une chose de la livre au prix de quatre 
dirhams, pour quatre choses de deux dirhams ; il reste de deux dirhams 
deux dirhams moins neuf choses, et de la livre une livre moins deux choses. 
Tu prends de celui qui est d’un dirham les dix livres pour un dixième de di
rham moins un cinquième de chose ; on a dès lors deux dirhams moins neuf 
choses égaux à un dixième de dirham moins un cinquième de chose. Réduis 
par ceci ; la chose est donc dix-neuf parties de quatre-vingt-huit parties. Tu 
achètes de chacune des livres au prix de cinq et au prix de quatre dix-neuf 
parties de quatre-vingt-huit parties de livre, et des dix livres dont le prix est 
un dirham cinquante parties de quatre-vingt-huit parties de livre. Et, si tu 
veux, prends de la livre au prix de cinq une chose pour cinq choses de deux 
dirhams, et de la livre au prix de quatre cinq choses pour vingt choses de 
deux dirhams. Il reste de deux dirhams deux dirhams moins vingt-cinq 
choses et de la livre une livre moins six choses. [lOSH Tu prends de ce que 
dix livres valent un dirham pour un dixième <de dirham> moins trois 
cinquièmes de chose. On a donc deux dirhams moins vingt-cinq choses 
égaux à un dixième de dirham moins trois cinquièmes de chose. Réduis par 
ceci ; on a la chose, dix-neuf parties de deux cent quarante-quatre, ce que tu 
achètes de la livre qui est au prix de cinq. Et tu achètes de la livre au prix de 
quatre quatre-vingt-quinze parties de deux cent quarante-quatre parties de
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700 Abû Kâmil : Analyse indéterminée

livre. Et tu achètes de ce que dix livres valent un dirham cent trente<-trois> 
parties de deux cent quarante-quatre parties de livre. Et, si tu veux, prends 
de la livre qui est au prix de cinq trois dixièmes de livre et deux cinquièmes 
d’un dixième de livre pour un dirham et un demi et un cinquième. Et la 
livre au prix de quatre, prends-en trois cinquièmes d’un dixième de livre 
pour deux cinquièmes de dirham plus deux cinquièmes d’un dixième de 
dirham. Et de ce que dix livres valent un dirham, trois cinquièmes de livre 
pour le tiers d’un dixième de dirham.

<48> Si on dit ; tu as acheté pour dix dirhams de la farine au prix d’un 
dirham les trois mesures^* ,̂ tu as acheté pour trois dirhams du sésame à un 
prix inconnu, tu as vendu chacun d’eux au prix de l’autre et tu as gagné 
quatre dirhams. Quel est le prix du sésame ?

On l’infère ainsi : tu as acheté trente mesures de farine à dix dirhams au 
prix de trois mesures pour un dirham, et tu as acheté pour trois dirhams de 
sésame au prix d’une chose pour un dirham. On a donc trois choses. Tu as 
vendu les trois choses au prix de trois pour un dirham. Leur prix sera une 
chose et il reste du capital plus le profit dix-sept dirhams moins une chose, 
ce qui est le prix de la farine, si tu la vends au prix du sésame. Tu la vends, 
ce qui est trente mesures, au prix d’une chose pour un dirham ; on a dix- 
sept dirhams moins une chose. Multiplie une chose par dix-sept dirhams 
moins une chose, on a dix-sept choses moins un carré égal à trente. Réduis 
par ceci ; la chose si tu veux est quinze, ou si tu veux est deux ; tu dis que le 
sésame est, si tu veux, quinze mesures et, si tu veux, deux mesures.

Si on te pose un problème comme celui-ci ou ses semblables, alors, si le 
capital et le profit, ou le capital et la perte -  si on te dit que tu as perdu -  se 
partagent en deux parties telles que le produit de l’une par l’autre soit égal 
au produit du prix de l’une des deux denrées [105''] par le prix de l’autre 
denrée, le problème est rationnel ; et s’ils ne se partagent pas, alors le 
problème est irrationnel.

5 4 Un qafîz est une mesure de grain.
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702 Abu Kamil : Analyse indéterminée

<49> Si on dit : des mesures de grain inconnues dont le prix est quatre- 
vingt-treize dirhams, néanmoins le nombre de mesures plus le prix de l’une 
d’elles est trente-quatre. Quel est le nombre de mesures et quel est le prix de 
la mesure ?

On l’infère ainsi : tu poses le prix de la mesure, une chose. Il reste le 
nombre de mesures trente-quatre moins une chose. Tu multiplies une chose 
par trente-quatre moins une chose. On a trente-quatre choses moins un 
carré égal à quatre-vingt-treize dirhams. Tu réduis par ceci ; la chose est 
donc trois, c’est le prix de la mesure, et les mesures sont trente et un. Si tu 
veux, pose la mesure trois et le prix des mesures trente et un.

<50> Si on dit : des mesures de grain inconnues, tu as vendu la 
première pour un dirham, et chacune a excédé l’autre d’un dirham. Tu as 
pris alors la racine de la totalité de leur prix, qui est ajoutée à leur nombre, 
on aura quatorze.

On l’infère ainsi : tu poses le nombre de mesures une chose. Il faut que 
leur prix, d’après ce que nous avons expliqué pour les troupes, soit un demi- 
carré plus une demi-chose. Sa racine, si tu lui ajoutes une chose, est qua
torze. Tu ôtes une chose de quatorze choses, il reste quatorze moins une 
chose égal à la racine de la moitié du carré plus une demi-chose. Multiplie 
quatorze moins une chose par lui-même, on a cent quatre-vingt-seize 
dirhams plus un carré moins vingt-huit choses égal à un demi-carré plus une 
demi-chose. Tu réduis par ceci ; la chose sera huit, c’est le nombre de 
mesures.

<51> Si on dit : un bassin dans lequel coulent trois cours d’eau. L’un le 
remplit en deux jours, le second en trois jours et l’autre en quatre jours. Tu 
as ouvert tous les cours d’eau. En combien de jours le bassin se remplit-il ?

On l’infère ainsi : tu poses que celui qui le remplit en deux jours remplit 
en un seul jour la moitié du bassin, que celui qui le remplit en trois jours 
remplit en un seul jour le tiers du bassin, et que celui qui le remplit en quatre
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704 Abu Kâmil : Analyse indéterminée

jours remplit en un seul jour le quart du bassin. Alors tous remplissent en un 
seul jour un bassin et un demi-sixième d’un bassin. Donc le bassin se remplit 
en douze parties de treize parties d’un jour.

<52> Si on dit : l’un le remplit en une demi-journée, l’autre en un cin
quième de jour, le dernier en deux jours. Tu les as tous ouverts, en combien 
de jours sera-t-il rempli ? Tu sais que celui qui le remplit en une demi- 
journée remplit en un seul jour deux bassins. Et celui qui le remplit en un 
cinquième de jour remplit en une journée [lOb*̂ ] cinq bassins. Et celui qui le 
remplit en deux jours remplit en une journée la moitié d’un bassin. Alors 
tous remplissent en un jour sept bassins et demi, donc un seul bassin se 
remplit en deux parties de quinze parties d’un jour, c’est-à-dire un dixième 
et un tiers d’un dixième.

<53> Si on dit : l’un remplit en un sixième de jour, l’autre en un quart 
de jour, et le dernier en un septième de jour ; et le bassin a une évacuation 
qui le vide, s’il se remplit, en un neuvième de jour. Tu as ouvert tous les 
cours d’eau, ainsi que l’évacuation. En combien de jours le bassin se 
remplit-il ?

On l’infère ainsi : celui qui le remplit en un sixième de jour remplit en un 
jour six bassins, celui qui le remplit en un quart de jour remplit en un jour 
quatre bassins, et celui qui le remplit en un septième de jour remplit en un 
jour sept bassins ; alors tous remplissent en un jour dix-sept bassins. Et celui 
qui évacue ce qui est dans le bassin en un neuvième de jour évacue en un 
jour neuf bassins. Il reste provenant des cours d’eau, en un jour, huit bassins. 
Un seul bassin se remplit d’eau en un huitième de jour.

<54> Si on dit : si on recrute un employé de sorte que, s’il travaille un 
mois entier, on lui donne six dirhams, et s’il chôme le mois entier, il paye 
quatre dirhams. Il a travaillé et il a chômé et il n’a rien obtenu ni n’a eu de 
dette. Combien de jours a-t-il travaillé ? Combien de jours a-t-il chômé ?
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^

j  J  SlJ :JJ OU <oY'>

^  <j jUSi
0^ ^  ' 0 çy, (3 ij ojic, ĉ 4Jl 0l
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706 Abu Kâmil : Analyse indéterminée

On l’infère ainsi : tu poses ce qu’il a travaillé au cours du mois, une 
chose. Alors le salaire qu’on lui doit est un cinquième de chose, car six est le 
cinquième du mois. Et tu poses ce qu’il a chômé au cours du mois trente 
moins une chose. Alors ce qu’il doit est un dixième et le tiers d’un dixième 
de ce qu’il a chômé, c’est-à-dire quatre dirhams moins un dixième de chose 
et le tiers d’un dixième de chose. Alors, tu réduis par ceci un cinquième de 
chose, on a la chose, douze ; ce qu’il a travaillé pendant le mois. Et il a 
chômé dix-huit <jours>.

Et si tu veux, dis : il chôme pendant le mois une fois plus un demi car 
six est égal à quatre fois un plus un demi. Alors tu poses ce qu’il travaille 
une chose, et ce qu’il chôme une chose plus un demi ; tu les additionnes, on 
aura deux choses plus un demi égales à trente jours. La chose est donc 
douze jours, c’est ce qu’il a travaillé et il a chômé dix-huit jours.

<55> Si on dit : il a travaillé et il a chômé, et il a gagné un dirham, 
combien a-t-il travaillé et combien a-t-il chômé ?

On l’infère ainsi : tu procèdes comme je te l’avais décrit, puis tu dis : un 
cinquième de chose est égal à cinq dirhams moins un dixième de chose et le 
tiers d’un dixième de chose. Et cela est égal à cinq dirhams car il doit avoir 
pour salaire pour ce qu’il travaille au cours du mois plus que ce qu’il doit en 
chômant le reste du mois, d’un dirham. Tu le réduis par ceci, on a la chose 
quinze, c’est [106''] ce qu’il travaillé, et il a chômé quinze.

<56> Si on dit : il a travaillé et il a chômé et il devait un dirham à la fin, 
tu procèdes comme je te l’ai décrit ; on a un cinquième de chose égal à trois 
dirhams moins un dixième de chose et le tiers d’un dixième de chose. Tu 
réduis par ceci, on a la chose, neuf, c’est ce qu’il a travaillé, et il a chômé 
vingt et un.

707

$-
i »

Cr- ^  l^JJI J.UÎ 0(

V! j L :  ^  ^

V! ï~ jî j i ;  U ^  ^  U p  ^  ^ jJ l j  i L i

u . i  c L i

Uji ^  Ul .L. .̂ ^

Jî» < s o >

Jjjq

■'•A

U p

J J jüïj {.

10

y  ^  ^  .S i  ^  ^

j U  lJ[j

‘J— I y . j à '

' A A  15

J]a-j

o n >

'j  c

■ -f-Aÿ*
• 20

•Ô'y 3 — IjLsÆij J :^wajj ejA g
:«.! Jii\ 1



708 Abu Kâmil : Analyse indéterminée

<57> Si on dit : un bien dont tu isoles trois des racines, puis tu prends 
quatre racines de ce qui reste, alors ce sera égal aux trois racines que tu as 
isolées. Alors il faut que les racines du reste du bien, une fois ôtées trois de 
ses racines, soient égales à trois quarts de la racine du bien. C’est comme s’il 
disait : un bien dont tu isoles trois des racines puis tu prends la racine du 
reste, on a trois quarts de la racine du bien.

On l’infère ainsi : tu poses ton bien un carré, dont tu isoles trois des 
racines ; il reste un carré moins trois choses, donc la racine est égale à trois 
quarts de racine. Tu le multiplies par lui-même, on a la moitié du carré plus 
la moitié d’un huitième de carré, égaux à un carré moins trois racines. 
Réduis par ceci, la chose sera égale à six plus six septièmes, ce qui est la 
racine du carré, et le carré est quarante-sept plus un septième de septième.

<58> Si on dit : des animaux en nombre inconnu, dont la nourriture au 
cours d’un mois est dix fois leur nombre. On a nourri cinq animaux parmi 
eux pendant six jours, il leur est revenu le tiers de leur nombre.

On l’infère ainsi : tu sais que cinq animaux mangent cinquante pendant 
un mois, alors il faut qu’ils mangent pendant six jours le cinquième de cin
quante, car six est le cinquième du mois, c’est-à-dire dix. Dix est donc le 
tiers du nombre des animaux, et le nombre des animaux est trente.

<59> Si on dit : cinq animaux parmi eux ont mangé pendant six jours et 
il leur est revenu la racine de leur nombre. Or nous avons montré que cinq 
animaux parmi eux mangent pendant six jours dix ; dix est donc la racine de 
leur nombre, leur nombre est donc cent.

<60> Si on dit : dix qui sont des hommes et un dirham. Tu as partagé le 
dirham entre les hommes ; il revenait à chacun un neuvième du nombre des 
hommes.
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710 Abu Kàmil : Analyse indéterminée

On l’infère ainsi : tu poses le nombre d’hommes une chose, et le dirham 
dix moins une chose, sur une chose. Tu divises dix moins une chose, on 
obtient un neuvième de chose ; tu multiplies un neuvième de chose par une 
chose, on a un neuvième de carré égal à dix moins une chose. Réduis par 
ceci, on a la chose, six, c’est le nombre des hommes et le dirham est quatre.

<61> Si on dit ; un carré dont tu isoles trois des racines puis tu prends 
quatre racines de ce qui reste, et tu en ajoutes une [107^ aux trois, et une 
racine des trois aux quatre, ils seront égaux.

On l’infère ainsi : tu dis trois grandes racines et quatre petites racines, tu 
ajoutes une grande racine aux petites racines, et une petite racine aux 
grandes racines ; on a alors trois petites racines plus une grande racine 
égales à deux grandes racines plus une petite racine. Ôte donc une grande 
racine par une grande racine et une petite racine par une petite racine, il 
reste une grande racine égale à deux petites racines. Et la petite racine est la 
moitié de la grande racine. C’est comme s’il disait : un carré dont tu 
retranches trois de ses racines, puis tu prends la racine de ce qui reste, ce 
sera égal à la moitié de la racine du carré ; tu poses ton carré, un carré, tu 
en ôtes trois de ses racines, il reste un carré moins trois racines, sa racine est 
égale à la moitié des racines. Multiplie la moitié des racines par elle-même, 
on a un quart de carré égal à un carré moins trois racines ; tu réduis par 
ceci, on a la racine du carré égale à quatre et le carré égal à seize.

<62> Si on dit : tu prends une racine des trois, tu l’ajoutes aux quatre, 
et une racine des quatre, tu l’ajoutes aux trois ; alors tu substitues quatre à la 
place de trois, ou trois à la place de quatre ; tu dis alors : deux grandes 
racines et une petite racine sont égales à quatre petites racines ; tu réduis par 
ceci, il reste deux grandes racines égales à trois petites racines et la petite 
racine est les deux tiers de la grande racine.
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712 Abu Kâmil : Analyse indéterminée

<63> Et, si tu veux, dis alors : trois petites racines plus une grande 
racine sont égales à trois grandes racines. Ote alors une grande racine d’une 
grande racine, il reste deux grandes racines égales à trois petites racines. La 
petite racine est donc les deux tiers d’une grande racine. C’est comme si on 
disait : un carré dont tu enlèves trois des racines, puis tu prends la racine de 
ce qui reste, il vient les deux tiers de la racine du carré. Tu poses ton carré, 
un carré, tu en enlèves trois de ses racines, il reste un carré moins trois 
racines, sa racine est les deux tiers d’une racine. Multiplie deux tiers de 
racine par eux-mêmes, on a quatre neuvièmes de carré égaux à un carré 
moins trois choses. Réduis par ceci, on a la chose cinq plus deux cinquièmes 
de dirham, ce qui est la racine du carré, et le carré est vingt-neuf dirhams 
plus quatre cinquièmes de cinquième.

<64> Si on dit : trois employés, le salaire mensuel de l’un est trois 
dirhams, du deuxième six, du troisième quatre. Ils ont travaillé pendant le 
mois, et ils ont obtenu [107''] le même salaire. Combien de jours chacun 
d’eux a-t-il travaillé ?

On l’infère ainsi : tu poses que celui dont le salaire est trois dirhams tra
vaille une chose, que celui dont le salaire est six travaille une demi-chose, car 
trois est la moitié de six, et que celui dont le salaire est quatre travaille trois 
quarts de chose ; tu additionnes ; on a deux choses plus un quart égal à 
trente. La chose est donc treize plus un tiers, c’est ce qu’a travaillé celui 
dont le salaire mensuel est trois dirhams ; celui dont le salaire est six a tra
vaillé la moitié, c’est-à-dire six plus deux tiers, et celui dont le salaire est 
quatre a travaillé trois quarts, c’est-à-dire dix, et il revient à chacun d’eux un 
dirham plus un tiers.

<65> Si on dit : le salaire du premier est plus grand que le salaire du 
second d’un dirham, et le salaire du second est plus grand que le salaire du 
troisième d’un dirham, pose alors que le premier a travaillé une chose et que 
le deuxième a travaillé une demi-chose moins cinq, car le salaire du second 
pour cinq jours est un dirham, et que le troisième a travaillé trois quarts 
d’une chose moins quinze, car son salaire pour quinze jours est deux
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714 Abü Kâmil : Analyse indéterminée

dirhams ; tu additionnes, on a deux choses et un quart moins vingt égal à 
trente ; réduis par ceci, on a la chose vingt-deux plus deux neuvièmes, c’est 
ce qu’a travaillé celui dont le salaire est trois. Le deuxième travaille la moitié 
moins cinq, ce qui est six plus un neuvième, et le troisième travaille trois 
quarts moins quinze, ce qui est un plus deux tiers. Le salaire qui revient au 
premier est deux dirhams plus deux neuvièmes, au second un dirham plus 
deux neuvièmes, et au troisième deux neuvièmes.

<66> S’il dit : un employé dont le salaire mensuel est dix dirhams plus 
un vêtement, il a travaillé cinq jours, et il a pris le vêtement, quelle est la 
valeur du vêtement ? Tu sais que, s’il a pris un vêtement pour cinq jours, 
alors il prend pour le mois six vêtements, donc six vêtements sont égaux à 
dix dirhams plus un vêtement. Donc le vêtement vaut deux dirhams.

Si tu veux, dis : celui qui a travaillé un sixième du mois, il lui revient un 
sixième de salaire mensuel, qui est un dirham plus deux tiers plus un sixième 
de vêtement, ce qui est égal à un vêtement, donc le vêtement vaut deux 
dirhams.

Si tu veux, dis : il a pris le vêtement pour cinq jours, il reste vingt-cinq 
jours pour dix dirhams, pour cinq jours deux dirhams.

<67> Si on dit : un employé dont le salaire mensuel est dix dirhams plus 
trois vêtements, chaque vêtement est supérieur à l’autre de trois dirhams, il 
a travaillé cinq jours, il a pris la moitié du plus bas et le tiers du moyen et le 
quart du plus élevé, et il a remboursé vingt dirhams. Quelle est la valeur du 
plus bas ? Tu sais qu’il prend [lOSn pour cinq jours la moitié du plus bas, 
qui est la moitié d’un vêtement, le tiers du moyen, qui est le tiers d’un 
vêtement plus un dirham, et le quart du plus élevé, qui est le quart d’un 
vêtement plus un dirham plus un demi, et qu’il rembourse vingt dirhams ; il 
reste un vêtement plus la moitié d’un sixième d’un vêtement moins dix-sept 
dirhams et un demi pour le travail de cinq jours. S’il travaille le mois tout 
entier, il prend six vêtements plus la moitié d’un vêtement moins cent
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716 Abu Kâmil : Analyse indéterminée

dirhams et cinq dirhams égaux au salaire, qui est trois vêtements plus dix- 
neuf dirhams ; tu réduis par ceci, on a la valeur du vêtement le plus bas 
trente-cinq dirhams plus trois septièmes de dirham.

<68> Si on dit : son salaire mensuel est vingt dirhams plus une chose, il 
a travaillé douze jours et il a pris la chose et la racine de son salaire, quelle 
est la valeur d’une chose ?

On l’infère ainsi : tu sais que douze jours sont les deux cinquièmes du 
mois, et ce qui lui revient de salaire, c’est deux cinquièmes, ce qui est huit 
dirhams plus deux cinquièmes d’une chose, ce qui est égal à une chose plus 
la racine de vingt dirhams, plus une chose. Ote une chose de huit dirhams 
plus les deux cinquièmes d’une chose ; il reste donc huit moins trois cin
quièmes d’une chose égaux à la racine de vingt dirhams et une chose. 
Multiplie huit dirhams moins trois cinquièmes d’une chose par lui-même, il 
vient soixante-quatre dirhams, plus le cinquième d’un carré, plus quatre cin
quièmes de cinquième de carré, moins neuf choses et trois cinquièmes de 
chose, égaux à vingt dirhams plus une chose. Tu réduis par ceci, on a la 
chose cinq dirhams.

<69> Si on dit : un homme qui avait un bien, il en a fait commerce et il 
a gagné l’égal de ce bien. Il a fait aumône de dix dirhams, puis il a fait 
commerce et il a gagné l’égal de ce qu’il avait. Il a alors fait aumône de dix 
dirhams, puis il a fait conunerce une troisième fois de ce qu’il avait, il a 
gagné l’égal de ce qu’il avait. Il a alors fait aumône de dix dirhams, et il ne 
lui reste plus rien. Quel est son capital ?

On l’infère ainsi : tu poses son capital, une chose ; il a fait commerce 
avec, il a gagné l’égal, ce qui est une chose, il vient deux choses. Il a fait 
l’aumône de dix dirhams, il reste deux choses moins dix dirhams, puis il en a 
fait commerce, il a gagné l’égal, il vient quatre choses moins vingt dirhams. 
Puis il fait l’aumône de dix dirhams, il reste quatre choses moins trente 
dirhams ; il en a fait commerce, il a gagné l’égal, il vient huit choses moins 
soixante dirhams égal à dix dirhams, car il a dit : il a fait l’aumône de dix

J

ü Q  <* \ A>

OÎj ^  ^  ^

Jjju  ^  ^ y  J ôL-s> aj\y '  ^

é/* ^

^ . S . ^ y J
^1>-Î J u  Q

jL» 10
 ̂  ̂ % SS ^

tLé

^ ^  .J J  < i ^ >

y s c j i  ^  ^  j  f  ôy j o

' ' * * t
Alt* ^  ^4jLî  ̂ ^ }  cAju» ^  Le. ÂiJÜ U a j l  Aj

15

~  y ' j  ~  CA. J L .  ' y J  y J :  o t

^  ^  y â ,_ii ,  û c3

j U a i  AJli4 ^ y

jL s o »  caLl.  ^ ÿ  aj c U * j i

Jy- . j j  C(*Jblji 20

y }  717

.«1 j5' ;Ajiy  6 ~  o \ y  :aj1 jT4



718 Abu Kàmil : Analyse indéterminée

dirhams et il ne lui reste plus rien. Par nécessité, ce qui reste est dix dirhams. 
Tu réduis par ceci, alors la chose sera huit dirhams plus un demi plus un 
quart, ce qui est son capital. [108'']

<70> Si on dit : il a obtenu à la fin son capital plus dix dirhams, quel 
était son capital ? Pose son capital, une chose, il a gagné l’égal de son capi
tal, on a deux choses. Il a fait l’aumône de dix dirhams, il reste deux choses 
moins dix dirhams. Il a gagné l’égal, on a quatre choses moins vingt di
rhams. Il a fait l’aumône de dix dirhams, il reste quatre choses moins trente 
dirhams. Il a gagné l’égal, il vient huit choses moins soixante dirhams ; il a 
fait l’aumône de dix dirhams, il reste huit choses moins soixante-dix dirhams 
égal à une chose plus dix dirhams ; tu réduis par ceci, on a une chose égale à 
onze dirhams plus trois septièmes, ce qui est son capital.

<4. Sur des progressions arithmétiques et géométriques>

J’ai trouvé un des procédés des arithméticiens, retranscrit dans les livres 
de leurs prédécesseurs, qui n’est attribué à personne, dont on ne connaît pas 
l’auteur et dont on ne sait identifier l’inventeur. Tous ceux qui s’adonnent à 
l’arithmétique, parmi les contemporains que nous avons vus, le redisent et 
imitent celui qui l’a composé, sans en identifier le fondement ni en connaître 
une cause à laquelle se référer. J’ai beaucoup interrogé ceux qui sont 
instruits dans l’arithmétique et la géométrie sur sa cause et sur le fondement 
à partir duquel il a été inventé, mais je n’en ai trouvé aucun qui l’identifie ni 
le reconnaisse. Je suis resté un bon moment à m’interroger sur la cause qui 
a amené les arithméticiens à retranscrire ce procédé dans leurs livres. Dieu, 
Puissant et Majestueux, a rendu aisé par Sa grâce. Ses faveurs et Sa 
puissance, la cause à partir de laquelle il a été inventé. Je l’ai donc retranscrit 
dans mon livre. Voici son énoncé : additionne un par un jusqu’à dix par dix, 
ou jusqu’à cent par cent, ou jusqu’à autant que tu voudras selon la 
succession des nombres, comme un par un, deux par deux, trois par trois. •
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quatre par quatre et ainsi de suite jusqu’où tu veux selon cet ordre. Comme 
si tu voulais jusqu’à dix par dix. Le procédé que j ’ai trouvé, comme je te l’ai 
dit, inscrit dans les livres des anciens : tu ajoutes à dix auquel ton calcul 
aboutit un, absolument ; on a onze, que tu multiplies par dix, on a cent dix ; 
retiens-le, puis prends le tiers de dix que j ’ai mentionné absolument, on a 
trois plus un tiers, auquel tu ajoutes un sixième absolument ; on a trois plus 
un demi, que tu multiplies par cent dix que tu as retenu ; on a trois cent 
quatre-vingt-cinq, ce que tu obtiens de la somme de la multiplication de un 
par un jusqu’à dix par dix selon la succession des nombres [109^ et leur 
ordre.

En voici la cause : si tu commences par multiplier un par un, deux par 
deux, trois par trois selon la succession des nombres, que tu les additionnes, 
et que tu divises la somme par ce que tu obtiens de la somme de un plus 
deux plus trois successivement sans multiplication jusqu’à l’endroit où tu as 
abouti lors de la multiplication, alors ce que tu obtiens comme quotient est 
égal aux deux tiers des parties du nombre auquel tu as abouti lors de l’addi
tion avec les multiplications, plus un tiers de un absolument.

Exemple^^ : nous multiplions un par un, on obtient un. Si nous divisons 
un par un, on obtient un. C’est donc deux tiers de un plus un tiers de un. Si 
nous multiplions deux par deux, on a quatre ; si nous lui ajoutons le premier 
un, on a cinq ; si nous divisons cinq par un plus deux, ce qui est trois, on a 
un plus deux tiers, ce qui est les deux tiers de deux plus le tiers de un. Si 
nous multiplions trois par trois, on a neuf ; si nous lui ajoutons cinq, on a 
quatorze ; si nous le divisons par un plus deux plus trois, c’est-à-dire six, on 
a deux plus un tiers, ce qui est les deux tiers de trois plus le tiers de un. Si 
nous multiplions quatre par quatre, on a seize ; si nous lui ajoutons quatorze, 
on a trente ; si nous le divisons par un plus deux plus trois plus quatre, c’est- 
à-dire dix, on a trois, c’est-à-dire les deux tiers de quatre plus le tiers de un.
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Et, selon cet exemple, on a la division de la somme des produits de un par 
un jusqu’à dix par dix, selon la succession des nombres et leur ordre, par la 
somme de un plus deux plus trois jusqu’à dix successivement, les deux tiers 
de dix plus le tiers de un absolument ; ce qui est ici sept. La cause de cela est 
établie correctement par la voie de la géométrie.

Et on montre ce que nous avons décrit pour la troupe de soldats : si tu 
veux additionner à partir de un jusqu’au nombre que tu veux, comme un, 
deux, trois, quatre, selon la succession des nombres, que tu ajoutes au 
nombre que tu veux un absolument, ce que tu obtiens, tu le multiplies par la 
moitié du nombre que tu veux. Ce que tu obtiens est la somme de tous. 
Comme si nous voulions additionner de un à dix : nous ajoutons à dix un 
absolument, on a onze, que nous multiplions par la moitié de dix, on a 
cinquante-cinq^^.

Nous le montrons également [109''] de cette manière : tu sais que un 
plus dix est onze, et deux plus neuf est onze, et trois plus huit est onze, et 
quatre plus sept est onze, et cinq plus six est onze, donc chaque couple selon 
cet ordre est onze, et les dix sont cinq couples ; alors multiplie onze par cinq, 
on a cinquante-cinq. Il est donc clair que les produits de un par un jusqu’à 
dix par dix, si on les divise par cinquante-cinq, on a deux tiers de dix plus un 
tiers de un, qui est sept. Tu multiplies sept par cinquante-cinq, on a trois cent 
quatre-vingt-cinq, ce que l’on obtient des produits de un par un jusqu’à dix 
par dix est établi exactement d’après ce que nous avons expliqué.

Le procédé auquel la cause nous a amenés est d’additionner de un à dix, 
on a cinquante-cinq ; puis nous prenons les deux tiers de dix absolument, on 
a six et deux tiers auquel nous ajoutons le tiers de un absolument ; on a sept, 
que nous multiplions par cinquante-cinq, on a trois cent cinquante-huit.
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Le procédé que nous avons trouvé inscrit dans leurs livres est : nous 
ajoutons à dix un absolument, on a onze que nous multiplions par dix, on a 
cent dix ; ce cent dix est le double de la somme de un à dix, qui est 
cinquante-cinq.

Puis il a dit : prends le tiers de dix absolument, on lui ajoute un sixième 
absolument, on a trois plus un demi ; on le multiplie par cent dix, on a trois 
cent quatre-vingt-cinq ; mais le tiers de dix plus un sixième de un est la 
moitié de deux tiers de dix plus un tiers de un. Double l’un et prends la 
moitié de l’autre, on a le même résultat par la multiplication. Et il a fait cela 
comme je l’imagine pour cacher la cause.

Chapitre pour doubler les nombres et les additionner successivement et 
dans l’ordre, comme doubler les cases de l’échiquier et autres choses, 
comme un, deux, quatre, huit, seize et ainsi de suite.

C’est comme l’a dit Muhammad ibn Mûsâ al-Khwârizmi, que Dieu soit 
miséricordieux avec lui : si la deuxième case est plus grande de un que la 
première, la troisième plus grande que la première et la seconde de un, la 
quatrième plus grande que la première et la seconde et la troisième de un, et 
ainsi de suite, chacune est plus grande que la somme de celles qui la 
précèdent de un absolument.

Puisque tu sais que la deuxième est deux et la première un, [110^ donc 
la deuxième est plus grande que la première de un ; la quatrième est huit, ce 
qui est plus grand que la première et la seconde et la troisième de un ; et 
ainsi de suite jusqu’à ce que tu veux de doublement ; et le double de cha
cune est plus grand que le double de ce qui le précède, de un absolument ; 
s’il en est ainsi, et que nous voulons ensuite doubler entre un et vingt, ou 
jusqu’au nombre que nous voulons, selon l’ordre, la succession et la somme, 
comme, si nous voulons, jusqu’à vingt, alors nous doublons de un jusqu’à 
vingt et un ; et nous faisons de même, si on dit « jusqu’à soixante-quatre »,
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qui est le nombre de cases de l’échiquier ; alors nous doublons de un jusqu’à 
soixante-cinq en ajoutant un absolument à ce que nous voulons doubler. 
Nous disons : un plus deux plus quatre plus huit plus seize, jusqu’à ce que 
nous aboutissions à vingt et une fois. Ce que tu obtiens de vingt et une fois, 
retranches-en un absolument ; ce qui reste ce sont les doubles, et la somme 
de un, deux, quatre, huit, seize... jusqu’à vingt fois^ .̂

Muhammad ibn Mûsà -  que Dieu soit satisfait de lui -  a rendu cela aisé 
et accessible en disant : tu poses le premier, deux, il a posé le premier deux 
pour se dispenser d’ajouter un ; s’il le multiplie par lui-même, on a quatre, 
qui est le deuxième. Et si on multiplie quatre par lui-même, on a seize, qui 
est le quatrième. Et si on multiplie seize par lui-même, on a deux cent 
cinquante-six, qui est le huitième. Et si on multiplie deux cent cinquante-six 
par quatre, qui est le second, on a mille vingt-quatre, qui est le dixième. Tu 
fais de même selon cet exemple avec tout ce qu’il te vient. Si tu multiplies le 
quatrième par le cinquième, on a le neuvième, car quatre plus cinq est neuf. 
Et si tu multiplies le huitième par le septième, on a le quinzième, et si tu 
multiplies le premier par le neuvième, on a le dixième, car nous avons posé 
le premier deux et le neuvième cinq cent douze. Si nous multiplions le 
dixième, qui est mille vingt-quatre, par lui-même, on a mille mille quarante- 
huit mille cinq cent soixante-seize, dont tu soustrais un ; il reste mille mille 
quarante-huit mille cinq cent soixante-quinze, ce qui est la somme des 
doubles de un à vingt.

Si tu veux doubler et additionner [110''] les cases de l’échiquier, multi
plie la huitième, qui est deux cent cinquante-six, par elle-même ; ce que tu 
obtiens est la seizième ; multiplie la seizième case par elle-même, ce que tu 
obtiens est la trente-deuxième case ; multiplie la trente-deuxième case par 
elle-même, ce que tu obtiens est la soixante-quatrième case. Soustrais-en un
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absolument, ce qui reste est la somme des doubles de un jusqu’à soixante- 
quatre, qui sont les cases de l’échiquier. Et selon cela double ce que tu veux, 
si Dieu le veut.

Abu Kàmil Shujâ' ibn Aslam al-Hàsib a dit : j ’ai montré, expliqué et 
éclairé ce que j ’ai inscrit dans mon livre de ces problèmes, d’une explication 
claire, et j ’ai commenté ce dont al-Khwàrizmi a laissé l’explication et 
l’éclaircissement, par des figures géométriques, une démonstration claire et 
un discours convaincant. J’ai obtenu pour les problèmes que j ’ai inscrits des 
principes utiles et rigoureux par lesquels vous résolvez bien des problèmes 
qui étaient inaccessibles aux savants en arithmétique -  il était ardu de les 
résoudre et d’y parvenir ; et j ’ai dérivé de ces fondements de nombreux 
problèmes pour vous trouver la voie, pour vous faciliter la méthode et 
établir pour vous un argument clair, en tenant à vous apprendre et en 
cherchant ce qui peut vous aider à atteindre ce que vous n’osiez désirer 
atteindre et dont vous n’espériez acquérir la connaissance, dans le but de 
recevoir la récompense de Dieu et l’autre Monde. Bénédiction de Dieu soit à 
Muhammad, son Prophète, et les siens, et que la paix soit sur eux.
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TEXTE ET TRADUCTION

Livre sur les volatiles 

Kitàb al-Tayr



Au nom de Dieu, Clément et Miséricordieux i-r-i 
J?—0 • —̂

LIVRE SUR LES VOLATILES

<Analyse indéterminée entière du premier degré>

Shujâ' ibn Aslam, connu sous le nom d’Abû Kâmil, a dit ; J’ai vu l’une 
des sortes d’arithmétique, qui circule entre les hommes de science et les 
hommes du commun, entre le savant et l’ignorant, avec laquelle ils se 
divertissent et qu’ils apprécient, qu’ils trouvent ingénieuse et à propos de 
laquelle les uns interrogent les autres. Celui qui, parmi eux, répond, le fait 
par conjecture et par intuition, sans revenir en cela à un principe ou à une 
inférence. Nombreux parmi les hommes de science et les hommes du 
commun m’ont interrogé à propos des problèmes de cette sorte 
d’arithmétique, et je leur répondais pour un seul problème par une seule 
solution, étant donné qu’il n’y en avait pas d’autre ; peut-être y avait-il 
dans d’autres problèmes deux solutions, ou trois, ou quatre, ou plus que 
cela ; et peut-être la solution de l’un d’entre eux était-elle impossible. 
Jusqu’à ce que me fût parvenu un problème de cette sorte, que j ’ai calculé 
et dont j ’ai trouvé de nombreuses solutions ; j ’ai examiné exhaustivement 
tout ce qu’il comporte de solutions, et j ’ai obtenu deux mille six cent 
soixante-seize réponses correctes. Grande fut ma surprise, et j ’ai remarqué 
que, lorsque j ’ai diffusé cela, on l’a trouvé excessif et choquant, et on m’a 
accusé sans me connaître. J’ai donc décidé de composer un livre sur cette 
sorte, dans lequel je rends facile le procédé qui s’y trouve et le rends 
accessible ; j ’indique comment déterminer la solution correcte [A-4"] du 
problème là où c’est possible, je montre celui où il n’y a qu’une seule 
solution et j ’explique celui où il n’y a absolument aucune solution par un 
vrai procédé et un discours démonstratif, jusqu’à ce que je parvienne au 
problème dont je t’ai indiqué qu’il a deux mille six cent soixante-seize 
solutions correctes. Alors, l’accusation tombe, [B-5r] le soupçon est dis
sipé, l’affirmation s’avère et la vérité se dévoile. Et si nous ajoutons dans 
ce problème et dans les problèmes analogues l’une de ses notions, alors les 
solutions que nous avons exposées se multiplient, augmentent et devien
nent nombreuses. Cette sorte, que Dieu te chérisse, est lorsqu’on dit :
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Un canard de cinq dirhams et vingt oiseaux d’un dirham et un poulet 
d’un dirham et choses semblables. On t’a payé cent dirhams, ou plus, ou 
moins, et on t’a dit : « achète avec cela cent volatiles de ces espèces, ou 
plus, ou moins ».

La solution de ce problème et de ses semblables est de dire : « Tant de 
canards et tant d’oiseaux et tant de poulets, <nombre> entier et sans frac
tions -  c’est-à-dire qu’il n’y a pas un demi-volatile, ni un tiers, ni un quart, 
ni aucune de ses parties, étant donné que les parties de chaque espèce de 
volatile ne se combinent pas avec les parties d’une autre espèce ». Si celui 
qui demande [A-4''] s’en contente, il sera possible, dans chaque problème 
qui vient de cet art, d’obtenir <un nombre> de solutions, sans fin, et qui 
n’est épuisable que par la disparition de ceux qui y répondent.

Il est possible que celui qui demande abandonne cette voie pour une 
autre voie, et dise : Si on te paie cent dirhams, ou plus, ou moins, et qu’on 
te dit : « distribue-les à cent personnes, ou plus, ou moins, hommes, fem
mes et jeunes gens, ou davantage d’espèces encore, et paie à chaque 
homme tant, à chaque femme tant et à chaque jeune homme tant ; alors, 
combien d’hommes, combien de femmes et combien de jeunes gens ?» ; et 
si on te dit : « achète avec cela des sabres, des lances et toute autre de ces 
espèces que l’on veut, qu’on ne peut pas diviser, une fois que ces espèces 
sont en nombre connu, et dont [B-ST] un sabre est tant, une lance est tant, 
un arc est tant, combien advient-il de chacune de ces sortes ? »

Celui qui demande peut dire à celui qui est interrogé : Que le nombre 
des hommes soit plus grand que celui des femmes et que le nombre des 
jeunes gens, ou plus petit que celui-ci -  entre autres questions que celui qui 
demande peut poser. Si cela est possible, alors celui qui est interrogé a 
besoin de déterminer les réponses qui conviennent à ce problème ; puis il 
les examine successivement ; si, parmi elles, il y en a une qui convient à ce 
qui est demandé, il répond à celui qui demande ; et s’il n’y en a pas, il dit : 
cela n’est pas possible. [A-5']
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736 Abü Kâmil : Livre sur les volatiles

<1> En premier, qu’il dise : si on te paie cent dirhams et qu’on te dit : 
achète avec cela cent volatiles de trois espèces, canards, poulets et oiseaux. 
Chacun des canards est cinq <dirhams>, vingt oiseaux est un dirham et les 
poulets, chacun un dirham.

On l’infère ainsi : On prend les canards une chose pour cinq choses de 
dirham ; les oiseaux un dinar pour la moitié d’un dixième de dinar de dir
ham. Il reste des dirhams, cent dirhams moins cinq choses moins la moitié 
d’un dixième de dinar, et on obtient du nombre des volatiles une chose et 
un dinar -  ainsi il reste de ce qu’on a obtenu du cent, le nombre des 
volatiles, cent moins une chose moins un dinar, que tu achètes en comptant 
les poulets pour un dirham. Alors on obtient de cela ce qui est égal à leur 
nombre, qui est : cent volatiles moins une chose moins un dinar, ce qui est 
égal à ce qui reste des dirhams, qui est cent dirhams moins cinq choses 
moins la moitié d ’un dixième de dinar. Tu restaures et tu réduis. Il reste 
quatre choses égales à neuf dixièmes de dinar, plus un demi-dixième de 
dinar. Alors un seul dinar est égal à quatre choses plus quatre parties de 
dix-neuf [6-52*̂ ] parties d’une chose.

Or, nous avons posé les canards une chose, les oiseaux un dinar. [A-S^ 
On a donc montré que les oiseaux sont le quadruple des canards et quatre 
parties de dix-neuf parties de ceux-ci. Si donc nous posons les canards dix- 
neuf, il faut que les oiseaux soient quatre-vingts et les poulets un seul. Car 
les poulets sont cent moins les canards et les oiseaux. Ce problème n’admet 
que cette seule solution, car on a montré que les oiseaux sont le quadruple 
des canards plus quatre parties de dix-neuf parties de ceux-ci. Or le plus 
petit nombre des canards tel qu’il y ait en lui une partie de dix-neuf sans 
fraction est dix-neuf. Si donc nous posons les canards trente-huit, il s’ensuit 
nécessairement que le nombre des oiseaux est cent soixante. Et le problème 
devient impossible, car on aura une seule espèce plus grande que la somme 
des autres espèces cherchées.

<2> Si on te paie cent dirhams et qu’on te dit : achète avec cela cent 
volatiles de trois espèces -  pigeons, canards et poulets. Chacun des canards 
est deux dirhams, trois pigeons un dirham et deux poulets un dirham.
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738 Abu Kâmil : Livre sur les volatiles
ljV jiWi Ti^

On l’infère ainsi : Tu achètes des pigeons une chose, pour un tiers 
d’une chose de dirham, et des poulets un dinar, pour la moitié [A-6H d’un 
dinar de dirham. Il reste cent moins un tiers d’une chose moins un demi- 
dinar, et des canards cent moins une chose moins un dinar, que tu achètes 
en comptant chaque canard pour deux dirhams. On obtient leur prix, le 
double de leur nombre ; c’est deux cents dirhams moins deux choses moins 
deux dinars, égal à ce qui reste des dirhams, c’est-à-dire cent dirhams 
moins le tiers d’une chose moins la moitié d’un dinar ; tu réduis par cela. 
Alors il reste cent dirhams moins un dinar et un demi égal à une chose plus 
deux tiers de chose ; la chose est donc égale à soixante en [B-52''] nombre 
moins neuf dixièmes de dinar. Mais nous avons posé les pigeons une chose, 
et les poulets un dinar ; donc les pigeons sont soixante moins neuf 
dixièmes, le nombre des poulets. Donc le plus petit nombre possible des 
poulets doit avoir un dixième ; c’est dix. Si donc nous posons le nombre 
des poulets dix, les pigeons seront soixante moins neuf dixièmes de dix. Il 
faut donc que le nombre des pigeons soit cinquante et un et les canards, ce 
qui manque pour compléter le cent, trente-neuf. Il est donc établi que les 
pigeons sont cinquante et un, les poulets dix et les canards trente-neuf.

Il est possible d’avoir dans ce problème d’autres solutions, d’après ce 
que j ’ai décrit. On a montré que les pigeons sont soixante moins neuf 
dixièmes des poulets. [A-6' ]̂ On peut donc continuer à ajouter au nombre 
des poulets, dix, puis dix, ... Nous retranchons alors de soixante neuf 
dixièmes de ce qu’on obtient de chaque dix, à partir de dix. Ce qui reste de 
soixante, pour chaque dix ajouté, est le nombre des canards ; et ce qui 
manque pour compléter le cent, avec chaque dix ajouté, est le nombre des 
pigeons. Nous continuons à procéder ainsi, jusqu’à ce que les neuf 
dixièmes de ce qu’on obtient du nombre des poulets soit plus petit que 
soixante. S’il dépasse soixante, cela cesse d’être correct et il n’y a plus de 
solution.

Exemple : si nous ajoutons au nombre des poulets, qui est dix, un autre 
dix, leur nombre sera vingt. Si de soixante nous ôtons neuf dixièmes de 
vingt, il reste quarante-deux, ce qui est le nombre des pigeons. Et ce qui 
manque pour compléter le cent, ce sont les canards, qui sont trente-huit. Et
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740 Abu Kamil : Livre sur les volatiles

si nous ajoutons au nombre des poulets un autre dix, leur nombre sera 
trente. Si [B-53H nous ôtons de soixante neuf dixièmes de trente, il reste le 
nombre des poulets, trente-trois, et le nombre des canards, trente-sept. Si 
nous ajoutons au nombre des poulets un autre dix, leur nombre sera 
quarante. Si nous ôtons de soixante neuf dixièmes de quarante, [A-7H il 
reste le nombre des pigeons, vingt-quatre, et le nombre des canards sera 
trente-six. Si nous ajoutons au nombre des poulets un autre dix, leur 
nombre sera cinquante. Si nous ôtons de soixante neuf dixièmes de 
cinquante, il reste le nombre des pigeons, quinze, et le nombre des canards 
sera trente-cinq. Si nous ajoutons au nombre des poulets un autre dix, leur 
nombre sera soixante. Si nous ôtons de soixante neuf dixièmes de soixante, 
il reste le nombre des pigeons, six, et le nombre des canards, trente-quatre. 
Là s’achève le nombre des solutions correctes, et il ne reste aucune autre 
solution correcte, car, si nous ajoutons au nombre des poulets un autre dix, 
leur nombre sera soixante-dix et les neuf dixièmes de soixante-dix sont plus 
grands que soixante. Et ainsi, on enlève le plus grand du plus petit, ce qui 
est absurde et ne se peut pas. Ce problème a donc six solutions correctes.

Si tu veux, tu dis : les poulets, dix, les pigeons, cinquante et un, et les 
canards, trente-neuf. Et si tu veux, tu dis : les poulets, vingt, les pigeons, 
quarante-deux et les canards, trente-huit. Et si tu veux, tu dis : les poulets, 
trente, les pigeons, trente-trois et les canards, trente-sept. Et si tu veux, [A- 
7''] tu dis : les poulets, quarante, les pigeons vingt-quatre et les canards, 
trente-six. Et si tu veux, tu dis : les poulets, cinquante, les pigeons, quinze 
[B-53''] et les canards, trente-cinq. Et si tu veux, tu dis : les poulets, 
soixante, les pigeons, six et les canards, trente-quatre'.

<3> Si on te paie cent dirhams et qu’on te dit : achète avec cela cent 
volatiles de quatre espèces -  canards, poulets, pigeons et oiseaux. Un 
canard, quatre dirhams ; les oiseaux, chacun pour un dixième de dirham ; 
deux pigeons, un dirham, et un poulet, un dirham.

Voir Appendice.
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742 Abû Kâmil : Livre sur les volatiles

On l’infère ainsi : Tu achètes des canards une chose, pour quatre choses 
d’un dirham ; des oiseaux, un dinar pour dix dinars d’un dirham ; et des 
pigeons, un fels pour la moitié d’un fels d’un dirham. Il reste des dirhams 
cent dirhams moins quatre choses moins un dixième de dinar moins la 
moitié d’un fels ; et des poulets cent moins une chose moins un dinar moins 
un fels, que tu achètes en comptant un poulet pour un dirham. Alors tu en 
obtiens un nombre égal à leur nombre, c’est-à-dire cent dirhams moins une 
chose moins un dinar moins un fels, ce qui est égal à ce qui reste des dir
hams, c’est-à-dire cent dirhams moins quatre choses moins un dixième de 
fels moins un demi-dinar. [A-8T Tu réduis par cela. On a, après la réduc
tion, une chose égale à trois dixièmes de dinar plus un sixième de fels. Pose 
le dinar une chose qui a un dixième, ce qui est dix -  c’est-à-dire les 
oiseaux ; et le fels une chose qui a un sixième, ce qui est six -  c’est-à-dire 
les pigeons ; et la chose quatre, c’est-à-dire les canards -  car c’est trois 
dixièmes des oiseaux et un sixième des pigeons. Les poulets, c’est ce qui 
manque pour compléter le cent, c’est-à-dire quatre-vingts poulets. C’est 
une solution correcte.

Si tu veux une autre solution, alors, ajoute au nombre des oiseaux dix, 
puis dix..., et laisse le nombre des pigeons tel qu’il est, six ; [B-54T chaque 
fois que tu ajoutes dix au nombre des oiseaux, fais-le le nombre des 
oiseaux. Les canards seront trois dixièmes des oiseaux et un sixième des 
pigeons. Mais, chaque fois que tu ajoutes dix, il te parvient une solution 
autre que la première solution. Tu continues à procéder ainsi jusqu’à ce que 
le nombre des oiseaux aboutisse à soixante-dix. Dès lors tu ne peux plus 
rien ajouter, car, si tu ajoutes dix à soixante-dix, le nombre des oiseaux sera 
quatre-vingts, les pigeons six et les canards trois dixièmes de quatre-vingts 
et un sixième de six, et cela est vingt-cinq. Donc, <le nombre> des canards, 
des pigeons et des oiseaux, sans les poulets, sera plus grand que cent. Or ce 
qu’on a demandé, y compris les poulets, est cent. [A-8'']

Si tu aboutis à soixante-dix, reviens au commencement en ajoutant six 
au nombre des pigeons. Leur nombre sera donc douze. Et tu laisses le 
nombre des oiseaux tel quel, dix. Dès lors, le nombre des canards sera cinq, 
car il est égal au sixième de douze plus trois dixièmes de dix. Et ce qui 
manque pour compléter le cent est le nombre des poulets, qui est soixante- 
treize.
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744 Abu Kàmil : Livre sur les volatiles

Tu laisses ensuite le nombre des pigeons, douze, tel quel ; et tu ajoutes 
au nombre des oiseaux dix, puis dix... Chaque fois que tu ajoutes dix au 
nombre des oiseaux, fais-le le nombre des oiseaux ; le nombre des canards 
est trois dixièmes du nombre des oiseaux et un sixième du nombre des 
pigeons, qui est douze ; jusqu’à ce que le nombre des oiseaux atteigne 
soixante. Dès lors, tu ne peux plus rien ajouter, d’après ce que nous avons 
dit précédemment.

Tu reviens ensuite encore une fois au conunencement et tu ajoutes au 
nombre des pigeons, qui est douze, six. Leur nombre sera dix-huit. Et tu 
laisses le nombre [B-54''] des oiseaux, dix. Dès lors, le nombre des canards 
sera six, car c’est la moitié d’un tiers de dix-huit plus trois dixièmes de dix. 
Ce qui manque pour compléter le cent est le nombre des poulets, qui est 
soixante-six.

Puis, tu laisses tel quel le nombre des pigeons, dix-huit, et tu ajoutes au 
nombre [A-9'j des oiseaux dix, puis dix... Chaque fois, avec chaque dix, 
que tu ajoutes dix au nombre des oiseaux, fais-le le nombre des oiseaux. Et 
le nombre des canards sera trois dixièmes du nombre des oiseaux et un 
sixième de dix-huit ; jusqu’à ce que le nombre des oiseaux aboutisse à 
soixante. Dès lors tu ne peux plus rien ajouter, d’après ce qu’on a montré 
précédemment.

Tu ajoutes également six au nombre des pigeons ; leur nombre sera 
vingt-quatre ; tu laisses le nombre des oiseaux tel quel, dix ; on a alors le 
nombre des canards, sept, car c’est le sixième de vingt-quatre plus trois 
dixièmes de dix ; et ce qui manque pour compléter le cent est le nombre des 
poulets, qui est cinquante-neuf. Tu continues à ajouter au nombre des 
oiseaux, dix, puis dix..., et tu laisses le nombre des pigeons tel quel, vingt- 
quatre ; jusqu’à ce que le nombre des oiseaux aboutisse à cinquante. Dès 
lors tu ne peux plus rien ajouter au nombre des oiseaux.

Ensuite, tu reviens encore une fois et tu ajoutes au nombre des pigeons, 
six ; leur nombre sera trente ; tu laisses le nombre des oiseaux tel quel, dix, 
et tu procèdes comme je te l’ai prescrit. Tu ajoutes au nombre des oiseaux 
dix, puis dix..., et tu procèdes comme je t’ai expliqué, jusqu’à ce que leur 
nombre aboutisse à quarante. Dès lors tu ne peux plus rien ajouter. Tu 
continues à procéder ainsi. Tu ajoutes six, puis six ..., au nombre des 
pigeons, et tu procèdes pour les oiseaux comme je t’ai montré, jusqu’à ce 
que le nombre des pigeons aboutisse à soixante-six, les oiseaux à dix ; [A-
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746 Abu Kâmil : Livre sur les volatiles

9''] et les canards seront alors quatorze, car c’est le sixième de soixante-six 
plus trois dixièmes [B-55T de dix. Ce qui manque pour compléter le cent 
est le nombre des poulets, qui est dix.

poulets canards pigeons oiseaux

80 4 6 10
67 7 6 20

54 10 6 30
41 13 6 40

28 16 6 50
15 19 6 60

2 22 6 70
73 5 12 10

60 8 12 20
Al 11 12 30

34 14 12 40
21 17 12 50

8 20 12 60
66 6 18 10

53 9 18 20
40 12 18 30

27 15 18 40
14 18 18 50

1 21 18 60
59 7 24 10

Tableau 1

Si tu poses également le nombre des oiseaux, cinq, et les pigeons, trois, 
alors les canards sont deux, car c’est le sixième de trois plus trois dixièmes 
de cinq. Puis tu produis les solutions de cette manière également, comme je 
te l’ai prescrit dans la démarche précédente, cela en laissant le nombre des 
pigeons, qui est trois, tel quel ; et tu ajoutes au nombre des oiseaux dix, 
puis dix... ; et chaque fois que tu ajoutes dix au nombre des oiseaux, fais-le
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le nombre des oiseaux ; le nombre des canards est les trois dixièmes de 
celui-ci, plus le sixième de trois ; et ce qui manque pour compléter le cent, 
ce sont les poulets ; jusqu’à ce que tu aboutisses au nombre des oiseaux, 
soixante-cinq. Dès lors tu ne peux plus rien ajouter, d’après ce que je t’ai 
expliqué.

Puis tu ajoutes au nombre des pigeons, six. Leur nombre sera donc 
neuf ; tu laisses le nombre des oiseaux, cinq, puis tu lui ajoutes dix, puis 
dix..., comme je t’ai expliqué. Et tu continues à procéder ainsi jusqu’à ce 
que le nombre des pigeons aboutisse à soixante-neuf, et les oiseaux à cinq. 
Tu obtiens de ce problème quatre-vingt-seize solutions. Or j ’en ai inscirt 
[A-10''] certaines dans un tableau [B-55''] afin qu’il soit entre tes mains ; si 
tu veux en trouver, il sera facile pour toi de le rechercher. Si Dieu le veut.

<4> Si on te paie cent dirhams et qu’on te dit : achète avec cela cent 
volatiles de quatre espèces, canards, pigeons, alouettes et poulets ; chaque 
canard pour deux dirhams, deux pigeons un dirham, trois alouettes un dir
ham et les poulets chacun un dirham.

On l’infère ainsi : Tu achètes une chose des canards pour deux choses 
de dirham, un dinar des pigeons pour un demi-dinar de dirham et un fels 
des alouettes [A-10''] pour un tiers de fels de dirham. Des dirhams il reste 
cent dirhams moins deux choses moins un demi-dinar et moins un tiers de 
fels ; et des poulets cent moins une chose moins un dinar moins un fels, que 
tu achètes en comptant un poulet pour un dirham ; il en résulte alors ce qui 
est égal à leur nombre, soit cent dirhams moins une chose moins un dinar 
moins un fels, ce qui est égal à ce qui reste des dirhams, soit cent moins 
deux choses moins un demi-dinar moins un tiers de fels. La chose sera 
donc égale à un demi-dinar et deux tiers de fels. Pose les dinars -  ce qui est 
les pigeons -  deux, les fels -  ce qui est les alouettes -  trois, et la chose 
-  qui est les canards -  trois, car c’est un demi-dinar et deux tiers de fels ; et 
des poulets ce qui reste <pour compléter le cent>, c’est-à-dire quatre-vingt- 
douze. Détermine ensuite ce que cela contient de solutions correctes, 
d’après ce que je t’ai montré précédemment, et tu obtiendras comme
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solutions correctes trois cent quatre. J’en ai inscrit pour toi certaines dans 
un tableau afin qu’il soit entre tes mains ; si tu veux en trouver, il sera 
facile pour toi de le rechercher. Voici la figure du tableau.

poulets canards alouettes pigeons

92 3 3 2
89 4 3 4

86 5 3 6
83 6 3 8

80 7 3 10
77 8 3 12

74 9 3 14
71 10 3 16

68 11 3 18
65 12 3 20

62 13 3 22
59 14 3 24

56 15 3 26
53 16 3 28

50 17 3 30
47 18 3 32

44 19 3 34
41 20 3 36

38 21 3 38
35 22 3 40

Tableau 2

<5> Si on te paie cent dirhams et qu’on te dit : achète avec cela cent 
volatiles de trois espèces : canards, poulets, [A-IT] oiseaux. Les canards, 
chacun trois dirhams ; les poulets, trois pour un dirham ; et les oiseaux, 
vingt pour un dirham. Alors le problème est impossible et on n’obtient 
absolument pas de solution entière.

Exemple : si tu achètes des canards une chose, pour trois choses de dir
ham ; des oiseaux un dinar, pour la moitié d’un dixième de dinar de
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dirham. Il reste des poulets cent moins une chose moins un dinar ; et des 
dirhams cent moins trois choses moins un demi-dixième de dinar, par quoi 
tu achètes des poulets au prix de trois pour un dirham. Tu obtiens alors des 
poulets trois cents moins neuf [A-1 T] choses moins un dixième et un demi- 
dixième de dinar. Tu réduis par cela les poulets, c’est-à-dire cent moins une 
chose moins un dinar. Après la réduction, on a deux cents en nombre plus 
huit dixièmes de dinar plus un demi-dixième de dinar égaux à huit choses. 
Une seule chose est donc égale à vingt-cinq en nombre plus un dixième de 
dinar plus le huitième [B-56''] de la moitié du dixième de dinar. Or nous 
avons posé le canard la chose et les oiseaux le dinar. Le plus petit 
<nombre> d’oiseaux est donc cent soixante, car tu as besoin que la moitié 
du huitième de son dixième soit entier, sans fraction. Les oiseaux par 
conséquent sont à eux seuls plus nombreux qu’autant qu’on veut de 
volatiles. Ce qui est absurde et ne se peut pas.

<6> Nous aboutissons donc au problème dont je t’ai appris au début de 
mon livre qu’il a deux mille six cent soixante-seize solutions. C’est-à-dire, 
quand on dit ; si on te paie cent dirhams et qu’on te dit : achète avec cela 
cent volatiles de cinq espèces, canards, pigeons, tourterelles, alouettes et 
poulets ; chaque canard pour deux dirhams, les pigeons, chaque paire un 
dirham, les tourterelles trois pour un dirham, les alouettes quatre pour un 
dirham et les poulets chacun un dirham.

On l’infère ainsi : [A-12̂ ] Tu achètes des canards une chose pour deux 
choses de dirham ; des pigeons un dinar pour la moitié d’un dinar de dir
ham ; des tourterelles un fels pour un tiers de fels de dirham ; et des 
alouettes un khatem pour un quart de khatem de dirham. Il reste donc des 
dirhams cent dirhams moins deux choses moins un demi-dinar moins un 
tiers de fels moins un quart de kliatem ; et des poulets cent moins une chose 
moins un dinar moins un fels moins un khatem. Tu achètes avec cela au 
prix d’un poulet pour un dirham ; tu obtiens leur prix égal à leur nombre, 
c’est-à-dire cent dirhams moins une chose moins un dinar moins un fels 
moins un khatem. Tu réduis par cela ce qui reste des dirhams, c’est-à-dire 
cent dirhams moins deux choses moins la moitié d’un dinar moins le tiers 
d’un fels moins le quart d’un khatem. Après réduction, la chose sera égale à
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j Lj .3 bJwaj âLUII ĴÜ JOju ç.^ ^ \  .̂ L>- (j-di 'yJ

y  J jL i j-isPj 6 — [._̂ ] JjUJ ; JjLiâ 3 — [l] 2 — [s-"] \

9 L , 8  ’J ^
14 [l] 13 ['] dt*J 12 ~  [*--']

• H  17 — [t ]̂ \ \i^  15

15



754 Abu Kâmil : Livre sur les volatiles
755

un demi-dinar et deux tiers [B-57"] de fels et trois quarts de khatem. Or 
nous avons posé les dinars les pigeons, les fels les tourterelles, les khatems 
les alouettes et la chose les canards. Et ce qui reste <pour compléter> le 
cent, ce sont les poulets. Pose les dinars un, les fels trois et les khatems 
deux. Or il fallait apparemment poser pour le dinar son plus petit nombre 
un demi, c’est-à-dire deux, et pour le khatem son plus petit nombre un 
quart, [A-12''] c’est-à-dire quatre, car nous avons montré que la chose est 
un demi-dinar plus deux-tiers de fels plus trois quarts de khatem. Notre but 
était d’abord de poser le dinar un et le khatem deux, car si nous prenons la 
moitié de un et les trois quarts de deux, on a deux, qui est un nombre entier. 
Nous lui ajoutons les deux tiers du fels que nous avons posé trois, c’est-à- 
dire deux. La chose sera alors quatre. Procède de même pour tout ce qui te 
parvient de cela, et suis cette voie dans chaque problème qui se pose à toi. 
Si tu fais cela, et choses semblables, tu obtiens toutes les solutions de ce 
problème, si Dieu le veut.

À présent que nous avons achevé ce mode et que nous l’avons examiné 
exhaustivement selon ce que je décris, nous abordons l’autre mode et nous 
posons les dinars deux, les fels trois et les khatems quatre. La chose, c’est- 
à-dire les canards, sera, selon ce mode, six.

Nous commençons par le premier mode en posant les dirhams un, 
c’est-à-dire les pigeons ; les fels trois, c’est-à-dire les tourterelles ; les 
khatems deux, c’est-à-dire les alouettes ; et la chose quatre, c’est-à-dire les 
canards ; selon ce que tu vois dans le tableau. Ce qui reste pour compléter 
le cent, ce sont les poulets, qui sont quatre-vingt-dix. Tu inscris ensuite les 
tourterelles trois par trois, [A-13 ĵ selon ce que tu vois, l’une au-dessous de 
l’autre. De même, les alouettes deux par deux, chacune [B-57''] au-dessous 
de l’autre ; et tu ajoutes aux pigeons deux. On a donc au-dessous des 
tourterelles, trois, et les canards seront dès lors cinq, car ils sont la moitié 
du trois que sont les pigeons, les deux tiers du trois que sont les tourterelles 
et les trois quarts du deux que sont les alouettes. Ce qui reste pour 
compléter le cent, ce sont les poulets, c’est-à-dire quatre-vingt-sept.

Tu ajoutes ensuite au trois que sont les pigeons, deux également. On a 
cinq. Tu laisses les tourterelles trois, et les alouettes deux, vis-à-vis du 
cinq ; et les canards six, et les poulets quatre-vingt-quatre, comme tu vois
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dans le tableau. Tu continues à inscrire selon cet exemple, jusqu’à ce que 
les pigeons aboutissent à cinquante-neuf, les canards à trente-trois et les 
poulets à trois.

Dès lors, tu ajoutes aux alouettes quatre -  les alouettes seront donc six 
-  et tu laisses les tourterelles telles qu’elles sont, trois. Tu inscris les 
pigeons, un ; les canards seront sept et les poulets, ce qui reste pour 
compléter les cent dirhams, c’est-à-dire quatre-vingt-trois, comme tu vois 
dans le tableau. Ensuite, tu ajoutes aux pigeons deux, puis deux, et tu 
procèdes chaque fois comme tu l’as fait la première fois, jusqu’à ce que les 
pigeons aboutissent à cinquante-cinq, les canards à trente-quatre et les 
poulets à deux.

Dès lors, tu ajoutes aux alouettes, quatre -  les alouettes seront dix -  et 
tu laisses les tourterelles telles qu’elles sont, trois. Tu inscris les pigeons, 
un ; alors les canards seront dix et les poulets, ce qui reste pour compléter 
les cents dirhams, c’est-à-dire soixante-seize, comme tu le vois dans le 
tableau. Tu ajoutes ensuite aux pigeons deux, puis deux..., et tu procèdes 
comme tu as procédé la première fois, jusqu’à ce que les pigeons 
aboutissent à cinquante et un, [A-13''] les canards à trente-cinq et les 
poulets à un seul.

Dès lors, tu ajoutes aux alouettes quatre ; les alouettes seront quatorze ; 
et tu laisses les tourterelles telles qu’elles sont, trois. Tu inscris les pigeons, 
un ; alors les canards seront treize et les poulets, ce qui reste pour complé
ter le cent, c’est-à-dire soixante-neuf, comme tu vois dans le tableau.

Tu continues ensuite à inscrire dans le tableau selon cet exemple, c’est- 
à-dire que tu laisses les tourterelles trois, tu ajoutes quatre aux alouettes et 
tu écris les tourterelles vis-à-vis des alouettes. Tu inscris chacun au-
dessous de son associé, tu fais les pigeons d’abord un et tu ajoutes aux 
pigeons deux, puis deux... À mesure que tu ajoutes deux, tu prends la moi
tié des pigeons, les deux tiers des tourterelles et les trois quarts des alouet
tes, et tu les additionnes. On aura alors les canards. Tu les inscris sur une 
même ligne, comme tu le vois dans le tableau, jusqu’à ce que tu aies fini. 
Et pour savoir que c’est la fin : si tu prends la moitié des pigeons, les deux 
tiers des tourterelles et les trois quarts des alouettes, que tu ajoutes aux 
pigeons, aux tourterelles, aux alouettes, de telle sorte que la somme obte
nue soit cent ou plus, alors reprends jusqu’à ce qu’elle soit toujours moins 
de cent, afin que ce qui reste pour compléter le cent soit les poulets. Tu
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continues à faire ainsi jusqu’à ce que [A-H" ]̂ les pigeons aboutissent à 
trois, les tourterelles à trois -  car après celui-ci il y a un autre trois -, les 
alouettes à cinquante, les canards à quarante et un et les poulets à trois, 
comme tu le vois dans le tableau. Dès lors, les trois, qui sont les tourterel
les, sont terminés. Ce que tu obtiens jusque-là est deux cent douze solutions 
correctes.

Tu ajoutes au trois un autre trois ; tu inscris les tourterelles, six, les 
pigeons, un, et, pour les alouettes, tu reviens à la première figure et tu les 
inscris, deux. On a les canards, six, et ce qui reste pour compléter le cent, 
c’est-à-dire les poulets, quatre-vingt-cinq, comme tu le vois dans le tableau. 
Tu procèdes ensuite par le six qui est les tourterelles, le deux qui est les 
alouettes, et le un qui est les pigeons, comme tu as fait lorsque tu commen
çais, jusqu’à ce que les pigeons aboutissent à un, les tourterelles à six -  car 
après celui-ci, il y a un autre six -  et les alouettes à cinquante, les canards à 
quarante-deux et les poulets à un, comme tu le vois dans le tableau.

C’est alors que finissent les six qui sont les tourterelles, [B-58''] d’après 
ce que je t’ai montré ; et il te vient jusque-là quatre cent trois solutions 
correctes.

Tu ajoutes au six trois autres, [A-14'"] et tu inscris les tourterelles, neuf, 
puis neuf..., les pigeons, un ; et pour les alouettes, tu reviens à la première 
figure et tu les inscris, deux. Les canards sont huit, et ce qui reste pour 
compléter le cent, c’est-à-dire les poulets, est quatre-vingts, comme tu le 
vois dans le tableau. Tu continues à faire ainsi et à ajouter aux tourterelles 
trois, puis trois..., et tu fais pour les alouettes et les pigeons comme je te 
l’avais décrit, jusqu’à ce que les tourterelles aboutissent à cinquante et un, 
les alouettes à six, les canards à trente-neuf, les poulets à trois et les 
pigeons à un, comme tu le vois dans le tableau. Et ce que tu obtiens comme 
solutions correctes selon ce mode, c’est 1442.

Tu reviens ensuite au premier mode [A-IS"̂ ] en posant les pigeons, 
deux, les tourterelles, trois, les alouettes, quatre ; les canards seront six et 
les poulets quatre-vingt-cinq, comme tu le vois dans le tableau. Puis tu 
procèdes dans ce mode comme tu as procédé dans le premier mode, jusqu’à 
ce que les tourterelles aboutissent à cinquante et un, les alouettes à
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quatre, les canards à trente-neuf, les poulets à deux et les pigeons à quatre, 
comme tu le vois dans le tableau. Ainsi, il te vient comme solutions de ce 
problème, par les deux modes à la fois, 2676 solutions correctes.

Grâces soient rendues à Dieu pour les bienfaits qu’il a dispensés, éter
nelles et infinies.

Si tu veux, procède pour les alouettes comme tu as procédé pour les 
tourterelles, et pour les tourterelles comme tu as procédé pour les alouettes, 
et pour les pigeons comme cela également, si Dieu le veut.

p o u l e t s c a n a r d s a l o u e t t e s t o u r t e r e l l e s p i g e o n s

9 0 4 2 3 1
8 7 5 2 3 3

8 4 6 2 3 5

8 1 7 2 3 7

7 8 8 2 3 9

7 5 9 2 3 11

7 2 10 2 3 1 3

6 9 11 2 3 1 5

66 12 2 3 1 7

6 3 1 3 2 3 1 9

6 0 1 4 2 3 21
5 7 1 5 2 3 2 3

5 4 1 6 2 3 2 5

5 1 1 7 2 3 2 7

4 8 1 8 2 3 2 9

4 5 1 9 2 3 3 1

4 2 20 2 3 3 3

3 9 21 2 3 3 5

3 6 22 2 3 3 7

3 3 2 3 2 3  1 3 9

T a b le a u  3
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A V 0 X r r

A l 3 X r 0

A ^ V X r V

V A A X r 5

V o 5 X r X X

VX  ̂ . X r x r

3 5 'l ^ X r X 0

33 \  X X r XV

3r ^ r X r X 5

3  .  ̂ 1 X r X X

o V X 0 X r x r

O 1 X 3 X r X o

O ^ XV X r X V

l A X A X r X 5

1 O X 5 X r r x

I X X « X r r r

r 5 X X X r r o

r3 XX X r rv
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Extrait d'al-B àhir en a lgèbre  d’al-Samaw’al *

Exemple de ce qui a de nombreuses solutions en nombre fini : Nous 
voulons acheter pour cent dirhams cent volatiles de trois espèces -  canards, 
pigeons et poulets. Chaque canard pour deux dirhams, trois pigeons pour 
un dirham et deux poulets pour un dirham.

Ce qu’on recherche dans ce problème est diviser cent en trois parties 
deux fois, de telle sorte que le rapport de la première partie de la première 
division à la première partie de la seconde division soit égal au rapport de 
deux à un ; que le rapport de la deuxième partie de la première division à la 
deuxième partie de la seconde division soit égal au rapport de un à trois ; 
que le rapport de la troisième partie de la première division à la troisième 
partie de la seconde division soit égal au rapport de un à deux ; et que les 
parties de la seconde division soient entières, sans fraction.

Que ce qu’il a acheté de pigeons soit une chose, pour un tiers d’une 
chose de dirham ; et un nombre de poulets pour la moitié d’un nombre de 
dirhams. Il reste donc des dirhams cent moins un tiers d’une chose moins la 
moitié d’un nombre de dirhams ; et, des volatiles, cent canards moins une 
chose moins un nombre. Nous achetons en comptant un canard pour deux 
dirhams ; nous trouvons alors leur prix égal au double de leur nombre, 
c’est-à-dire deux cents dirhams moins deux choses moins deux nombres, 
égal à ce qui reste des dirhams ; c’est-à-dire cent dirhams moins un tiers de 
chose moins la moitié d’un nombre de dirhams. Tu restaures par cela ; il 
reste cent dirhams moins un nombre moins la moitié d’un nombre, égal à 
une chose plus les deux tiers d’une chose. La chose est donc égale à 
soixante en nombre moins neuf dixièmes du nombre des poulets. Le 
premier nombre possible pour les poulets est dix, afin que ses neuf 
dixièmes soient un entier. Les pigeons, soixante moins neuf dixièmes de 
dix ; il faut donc que les pigeons soient 51 ; et la somme du nombre des 
pigeons et de celui des poulets est 61, et les canards, ce qui reste pour 
achever le cent, c’est-à-dire 39. On vérifie donc que le nombre des pigeons

 ̂ A l - B a h i r  e n  a l g è b r e  d ’A s - S a m a w ’a l ,  édition, notes et introduction par Salah
Ahmad et Roshdi Rashed, Damas, 1972, p. 229-230.
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jd j J 4 ^ jdj
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est 51, celui des poulets dix et celui des canards 39. Nous continuons à 
ajouter au nombre des poulets dix, puis dix, et de soixante nous retranchons 
neuf dixièmes de ce qu’on obtient. C’est le nombre des pigeons. Le nombre 
dont nous avons retranché les neuf dixièmes est le nombre des poulets, et le 
reste pour arriver à cent est le nombre des canards. Nous continuons à 
procéder ainsi jusqu’à ce que neuf dixièmes de ce qu’on obtient du nombre 
des poulets excède soixante. S’il excède soixante, alors il n’y a plus de 
solution et il n’en reste aucune. Le nombre des solutions de ce problème est 
six, à quoi on ne peut rien ajouter^.

Ce problème est le second du livre Sur les volatiles d’Abû Kâmil.

Voici le tableau des solutions que propose Abu Kâmil :

pigeons poulets canards
51 10 39
42 20 38
33 30 37
24 40 36
15 50 35
6 60 34

.JaJi :>Js- Oj LApÎ AamO

oÂft ^  4 j ôAp*̂ t  ̂3 Aâ3

• 'yJ

.^IS^ jilsJl ^  âJL^I ôÀaj



NOTES COMPLÉMENTAIRES

[1, p. 262 ; ar. p. 263, 8]
Ce paragraphe pose un problème relatif à l’histoire du texte d’Abû 

Kâmil, qui nous ramène à ses copies antérieures au Xlf siècle.
1° Il manque une phrase, nécessaire à la restitution de la démonstration. 
2° La traduction latine ne correspond pas au texte arabe : la figure est 

modifiée, elle comporte des ajouts explicatifs et n’est pas exempte d’erreurs. 
On lit en effet :

E A N

U B H D

« Si autem volueris quod tibi exponamus quod diximus expositione que sit oculis 
manifesta : Faciemus super lineam UH quadratum, super quod sint f/,Z. Et producamus 
HZ usque ad N. Erit ergo superficies BZ sicut superficies ZE : propterea quia linea 
HZ est equalis linee EN, cum utraque sit medietas totius linee UD ; et linea BH est 
equalis linee ZN, propterea quod tota BD est equalis toti HN, quia ipsa est equalis 
BA, et BA est sicut HN, et ZH equalis HD, quia utraque est medietas linee BD, 
remanet igitur BH equalis NZ ; ergo superficies BZ, ZE sunt equales, quia equis 
continentur lineis. Igitur 2 superficies ZA et BE sunt 25, cum ipse sint sicut quadratum 
UZ. Superficies autem BE iam fuit 21. Igitur superficies ZA residua est 4, et est 
quadrata, sicut ostensum est. » (éd. J. Sesiano, p. 333,1. 310-322.)

Le texte de ce paragraphe latin, ainsi que la figure géométrique qui 
l’accompagne, diffèrent donc de ceux du manuscrit arabe existant.

En revanche, la traduction hébraïque et la figure qui lui est associée 
collent parfaitement à l’arabe, même si le texte hébraïque est plus bref (cf. éd. 
M. Levey, p. 42-43). Elle a été effectuée en Espagne musulmane, avant le Xlf 
siècle. Comme cette traduction et la traduction latine sont témoins de deux 
manuscrits différents, et différents du manuscrit arabe existant, on a des raisons 
de penser que la difficulté rencontrée dans ce paragraphe remonte à la tradition 
manuscrite antérieure au XlC siècle et que, confronté à cette difficulté, le 
traducteur latin a préféré gloser.
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Traduisons ce texte dans l’arabe d’Abû Kâmil

3 r  -3 J ^  ‘ 1 t ~ r ,
^  f -— ___   ̂ f   ^  Cth-* j ' '- 't r * * '

Jû  j'i! j  ô Jai- 3 ^  Ja>. j ' i  t d \ T̂ Ja**, , U -----  _
___ ___  » __  ^  ^  ^  3 c_j J1
ü ^  O UJ ‘ j  3 ( J ^  (ia^^iïkil ^  ù C j) ^
----- , . , 1 /  It -----  . ----- ^  ^  J  .‘ û a Jaâ-O  J5  ̂ U -̂--

I ,> io  0U .U . U»iV . o L j L ^  73 J 3 ;  ■ '^

'3  e -  e - *
T û 5 Ô 1 j  Urlia», >i.jl 

l <' “ î

Co

f2. p. 292 ; ar. p. 293, 7], Al-Samaw’al, al-Bàhir, p. 4 0 -4 i •
9

- '̂ 1 \ j i^ ^ \  ^

L.

ST/ - i ^  jJl •
^  A.~, L - i ,

( d^ \ jù  OjJUx. ^  ^  jJl ^  ( t .  . . /  ■___
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Notes complémentaires 771

lUx 4 d k_M• *'iĵ   ̂ Jo^j ♦ jv 1 Ja>- 4 ôj-éitaC' j  i Sj é̂̂ jc-

4 JLo 6 4 ^  ^d a « /j ‘ ^  Jgj^ ^  JjJuC’ ^ Jaâk. j ' ^  4  ôj_*2X’ L â jl û  l j  ^ L u-/j

Uâ j I j A (^ jJ l  d JJ- ,L>- ^  j f t  <,^311 — JJ- Ljj k-Jj—4^ ij^

ILjJ: ^  0 ^ 3 •■* ‘ ♦'W"' * ^ ‘ *̂1 *'br̂ ' ^  «
X • 'i lL a j iSLo ô : < ] a jJ a i t l l  ^  j  ^^***' ‘ ^   ̂ ^ L u r - j  . '^L« *̂ 1

** 9 9 fi

•\^J  ̂ l>4 i

Abu Kâmil Shujà' ibn Aslam a dit' :
Si on dit : combien sont dix dirhams moins une chose par dix dirhams 

moins une chose, alors tu dis ; cent dirhams plus un carré moins vingt choses.
En voici le procédé : tu multiplies dix dirhams par dix dirhams, on a 

cent dirhams. Tu multiplies ensuite une chose soustractive par dix dirhams, on 
a dix choses soustractives. Tu multiplies ensuite dix dirhams [ms. choses] par 
une chose soustractive, on a dix choses soustractives. Puis tu multiplies une 
chose soustractive par une chose soustractive, on a un carré additif. Tu 
additionnes tout cela, on a cent dirhams plus un carré moins 2 0  choses.

C B A
•S4- éjj, vj \.

>•*
:i

Je montre cela dans cette figure. Tu poses la droite AB dix dirhams 
moins une chose : AC dix et BC une chose. Tu poses la droite DE dix dirhams 
moins une chose : CD dix et la droite CE une chose. Tu multiplies la droite 
AB, qui est dix dirhams moins une chose, par la droite ED, qui est dix dirhams 
moins une chose. On a le carré GH. Je dis que le surface GH est cent dirhams 
plus un carré moins 2 0  choses.

Kâmil
Le soulignement met en évidence les divergences par rapport à VAlgèbre d’Abu
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Démonstration : complétons la surface AD et menons du point B une 
droite parallèle à la droite CD, soit la droite BH. Menons du point E une droite 
parallèle à la droite AC, soit la droite EG. La surface AD est cent, car la droite 
AC est dix et la droite CD est dix. La surface GC est dix choses, car la droite 
AC est 10 et la droite CE une chose. La surface BD est aussi dix choses, car la 
droite DC est dix et la droite CB une chose. La surface du carré BE est un 
carré, car elle est le produit de la droite BC, qui est une chose, par la droite 
CE, qui est aussi une chose. Il reste la surface EH dix choses moins un carré. 
et la surface AE dix choses. Donc la surface GC plus la surface EH est vingt 
choses moins un carré. Mais la surface AD est cent. Il reste la surface GH cent 
dirhams plus un carré moins 20 choses. Ce qu’il fallait démontrer.

[3, p. 344 ; ar. p. 345, 1] Al-Samaw’al, al-Bàhir, p. 57 :
jU .^ '^1  ^  JLi

. f j u l  (J*
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Notes complémentaires 773

Abu Kâmil a dit : deux nombres dont chacun est divisé par l’autre : 
alors le produit de l’une des deux parties par l’autre est toujours égal à un 
dirham.

Exemple : divisons le nombre A par le nombre B, on obtient C. Divisons 
le nombre B par le nombre A, on obtient D. Je dis que le produit de C par D 
est toujours un dirham.

Démonstration ; on a divisé A par B, on obtient C. Donc B mesure A par 
autant d’unités que dans C ; et l’unité mesure C par autant d’unités que dans
C. Alors la grandeur de l’unité par rapport à C est égale à la grandeur de B par 
rapport à A. Donc, par inversion, la grandeur de A par rapport à B est égale à la 
grandeur de C par rapport à l’unité. De même, B a été divisé par A, on obtient
D, A mesure B par autant d’unités que dans D et l’unité mesure D par autant 
d’unités que dans D. Donc le rapport de l’unité à D est égal au rapport de A à 
B ; mais le rapport de A à fi est égal au rapport de C à l’unité. Donc le rapport 
de C à l’unité est égal au rapport de l’unité à D. Donc le produit de C par D est 
égal au produit de l’unité par elle-même. Mais le produit de l’unité par elle-même 
est un. Donc le produit de C par D est un. Ce qu’il fallait démontrer.

[4, p. 508 ; ar. p. 509, 6-21]. Al-Samaw’al, al-Bàhir, p. 116 :

^ ^  *>4 eX̂ l̂   ̂t <1,̂ ^ bb

.  L a «.*>■< J )  1 . 2 A C -  * > f t l b
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3  ^ < j  d  d  a  ^ • ( J i  j  d JW L J  L J  1 J

. f ----- - --- ---- ---  ** ,,
A>*lj (Jj j 'i  i ^  ^  j  0 LJj^ JW I ^  ô A <-JJ-ô jl • jJ

ô ^ 1̂ j  6 4_***uj I 1 ^  jv (_> j  a ^ 1̂ û A tLJ 1 AA*J
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. lji5_̂ i l« dllSj i j  2 j  d i_jj.̂ Âj ô J J  < j  ô il>-lj

Shujâ' <Abü Kâmil> a dit : Si l’on divise un nombre en deux parties et 
si on le divise par chacune d’elles, alors on obtient par la division deux 
nombres dont le produit est égal à leur somme.

Exemple : on a divisé le nombre AB en deux nombres AC et CB. Divisons 
AB par AC pour obtenir DE ; divisons AB par BC pour obtenir EG. Je dis que 
la somme des deux nombres DE et EG, c’est-à-dire DG, est égale au produit 
de DE par EG.

Démonstration : le produit de DE par AC est égal au produit de EG par 
CB, car chacun des deux est égal au nombre AB. Le rapport de DE à EG est 
donc égal au rapport de BC à CA ; et le rapport de EG à ED est égal au rapport 
de AC à CB. Si nous composons, le rapport de GD à DE est donc égal au 
rapport de EG à l’unité. DE mesure donc DG par les unités de EG ; donc, DE 
multiplié par EG donne DG. Ce qu’il fallait démontrer.

GLOSSAIRE ARABE-FRANÇAIS

Lorsque le mot se répète un grand nombre de fois en conservant le même sens, nous 
n’avons cité qu’une dizaine d’occurrences. Chacune de ces occurrences est indiquée par 
1e numéro du texte en chiffre romain [(I) Livre d ’algèbre ; (II) Livre sur les volatiles], 
les numéros de page et de ligne en chiffre arabe.

toujours (I) 247, 10 ; 345, 2 ,4 ; 409, 12 ; 433, 20 ; 503, 16 ; 505, 6 ; 517, 18 ; 
681,20 ; 689,17 ; (II) 757,23 ; absolument (I) 721, 3-5 ; 723, 7, 9, 21, 22 ; 
7 2 5 ,2 ,4 ,1 5 ,1 8 ;... ; (11)751,5

iLj I

présenter, donner, venir (I) 249, 22 ; 261, 9 ; 273, 20 ; parvenir (II) 733, 15

salaire (I) 707,14 ; 713, 9, 10, 12, 15, 18,21 ; 715, 2, 4, 6...

unités (I) 247, 3, 6 ; 257, 13, 16 ; 271, 6 ; 305, 19 ; 307, 1, 2 ; 309, 15 ; ...

(_r̂ *

prendre (I) 251,4, 10 ; 253, 1,7, 18, 23-24 ; 259, 17 ; 261, 4 ; 273, 12 ; (
275, 3 ; 299, 20 ; ... ; (II) 737,4 ; 755, 6 ; 757, 19, 21
pris, dont on prend (I) 319, 10, 12, 16, 18 ; 421, 16 ; 481, 14, 16 ; 527, 10 ; j j à u  
549,4 ; 559, 10

les premiers maîtres des lettres (I) 243, 15

mener (I) 277, 12 ; 487, 14 ; 729, 9 

vis-à-vis (II) 755, 23 ; 757, 17

fondement (I) 245, 1, 3, 10, 19 ; 719, 14, 15 ; 729, 6, 8 ; 
origine (I) 385, 11 ; principe (I) 579, 16 ; (II) 733, 6

composer (I) 243, 3 ; 245, 16 ; (II) 733, 12 
se combine (II) 735, 7

moins (I) 289, 10, 12, 15 ; 291, 5 ; 293, 7, 8, 12, 14-18 ; ... 
(11)735,5-9, 15 ; 737, 5-9;...

isA

-̂Lii 
:iLI
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prescrire (II) 745, 20 ; 747, 5 
chose (I) 639, 3

méditer (I) 243, 16

'K'

J-o I
(JLg

nos contemporains, de notre temps (I) 523, 15 ; 579, 5 ; 719, 13 I j  .  ̂ < Lg U j  Jjbî

J jl
premier (1)275, 13 ; 281, 20 ; 305, 18 ; 321, 4, 16 ; 353, 4, 5, 8-11 ; ... ; ^ J j l
(II) 755, 14 ; 757, 6 ; 759, 7, 16 ;
début (I) 349, 12 ; 371, 9 ; 437, 3 ; (II) 743, 20 ; 753, 10 ; 759, 10
d’abord (I) 261, 16 ; 269, 6 ; 281, 10 ; 313, 12 ; 499, 9 ; (II) 755, 5 ; 757, 18 Vjî

maintenant (I) 347, 18 ; 579, 13
ùjl
mVI

le fait de chercher (I) 243, 20

absolument (II) 733, 15

nécessairement, devoir (I) 281, 8, 11, 19 a-. V

commencer (I) 281, 10 ; 283, 9 ; 313, 12 ; 523, 19 ; 721, 8 ; (II) 755, 14 
commencer (II) 743, 20 ; 745, 5 ; 759, 10 
celui qui a commencé (I) 245, 3

 ̂f-1 a"> 1 I  >I
I 1 O

démonstration (I) 285, 14 ; 287, 6 ; 289, 4 ; 291, 1, 15 ; 293, 20 ; 295, 21 ;
301, 18; 303, 14; 307, 17; ...
discours démonstratif (II) 733, 15 LG_,i J j j

développer (en quarts)(I) 627, 7, 11; 631, 19 ; 673, 6, 9 1 * UI a i I c Ix * 1

le nom du dinar est ôté (I) 661, 2
t j i n  t

)Lj_iaJI j* ml JJâ_l

Glossaire arabe-français 777

il n’y a plus de solution (II) 739, 19 
chômer (I) 705, 19, 20 ; 707, 2, 3, 5-7, 9-11...

t- 11 ̂  11 _̂)-lû—1
(̂ j>Üa_i) JJa_J

éloigné (I) 245, 4

partie (I) 245, 16 ; 679, 1
certains (I) 579, 13 ; (II) 749, 7 ; 751, 1 ; quelques 373, 20 ; 415, 8 
les uns par les autres (I) 281, 10, 14, 16, 18 ; 283, 2, 3 ; 285, 8 ; 
299, 16 ; (II) 733, 5

J ^  l-j

falloir, devoir (I) 251, 16 ; 319, 14 ; 639, 8

rester (I) 251, 5, 12 ; 253, 2, 9, 19, 25 ; 257, 3 ; 259, 8, 17, 18 ; 261, 4 ... 
(II) 737,5,6,9, 10; 739, 6, 11, 16,21,22; ... 
reste, qui reste (I) 247, 7 ; 255, 19 ; 257, 8 ; 275, 18 ; 321, 15 ; 367, 20 ; 
389, 5 ; 439, 1 ;5 0 3 ,8 ;. ..  ; (II) 755, 2

parvenir, obtenir (I) 249, 22 ; 251, 16, 19 ; 253, 12, 13 ; 359, 22 ; 361, 3
451, 6 ; 495, 12; 561, 5...
somme, produit (I) 259, 21 ; 267, 16

jL*

^1IX

chapitre (I) 245, 19 ; procédé (I) 249, 22 ; 251, 1, 6, 21 ; 253, 3, 16, 20 ; 
255, 3 ; 257, 9 ; 259, 13, 15,21 ; ... ; type (I) 579, 15, 18

L

cases de l’échiquier (I) 725, 9-10 ; 121, 1, 18-21 ; 729, 2 J  In Ml I I OiJ) J I

vendre (I) 465, 11 ; 701, 7, 11, 13 ; 703, 8
acheter (I) 655, 2 ; (II) 737, 1, 7, 22 ; 739, 3 ; 741, 20 ; 743, 4 ; 749, 9, 15 ; 
751,3 ; 753, 12

être montré, devenir clair (I) 355, 13 ; 393, 1 ; 563, 9
le fait de montrer (I) 247, 12 ; 331, 21 ; 505, 15 ; 517, 16
clair (I) 255, 5 ; 267, 18 ; 273, 11 ; 275, 17 ; 277, 2, 7, 16 ; 279, 7 ; ...
montrer (I) 245, 9, 12, 17, 18, 21 ; 247, 12 ; 249, 23 ; 257, 1 ; 259, 23 ; (,
261, 10, 15 ; 263, 6 ; ... ; (II) 733, 14 ; 745, 23 ; 749, 21 ; 755, 4 ; 759, 13

^ Llx I 

àiri

0 ô-ti
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Ce qu’il fallait démontrer (I) 247, 22 ; 257, 8 ; 259, 9 ; 263, ù-i-H 6*
12-13 ; 267, 10-11 ; 271, 2 ; 273, 2, 10 ; 279, 2 ; 281, 3 ; ... 
qui montre, explique (I) 281, 14 ; 311, 7 ; 369, 15 ; 415, 8 ; 603, 12
montrer (I) 265, 1 ; 267, 9, 14 ; 269, 16 ; 301, 22 ; 467, 5, 18 ; 501, 10 ; “
507, 7 ; 511, 21 ; ... ; (II) 737, 13, 17 ; 739, 13 
être clair (I) 397, 8

o'-i

au-dessous (II) 755, 17, 18 ; 757, 18

laisser (I) 245, 7, 18 ; 481, 5 ; 729, 4 ; (II) 743, 12, 21 ; 745, 1, 6, 9, 13, 16, 19 ; d  
747,5 ; 755, 22...

neuvième (I) 303, 7, 13, 21 ; 311, 6 ; 317, 10 ; 379, 7, 8, 14, 16-18 ; ... ^  ^

parfaire la connaissance (I) 243, 17 
sûr(I) 659, 17 ; 677, 22

«Laïc

achever (I) 257, 17 ; 271, 9 ; 291, 1 ; 601, 6 ; compléter (I) 293, 20 ; 295, 21 ; 
297, 21 ; 499, 11 ; (II) 739, 11, 16, 22 ; 743, 10, 23 ; 745, 8, 15 ; 747, 2 ;
749, 1 ; 755, 16 ; 757, 4, 9, 15, 23 ; ...
complément (I) 549, 3, 5
entier (JL«

être établie (la cause) (I) 355, 13 ( ^ 1 )

poids (I) 697, 6, 7, 9-12, 14-19 ; ... (JjljLÎLo ^  JLLÎLo

U.I
tiers (1)249, 8 ; 299,7, 10, 13 ; 303, 6, 7, 10, 11 ; 311, 6 ; 375, 14 ; ... ;
(II) 735, 6 ; 739, 2 ; 745, 7 ; 749, 13, 14, 17, 18 ; ...
triple (JLlxi JLl-oi
tierce (I) 551, 1, 3-6, 8, 9
triangle (I) 523, 13 ; 547, 7, 8 ; 551, 12, 15 ; 555, 10-16 ; ... >.1^^
-équilatéral (I) 545, 19 ; 551, 11 ; 553, 6 L ) j  ^jLuJLa -

prix (I) 655, 3-6, 9, 11, 12, 14, 19, 21 ;... ; (II) 739, 4 ; 753, 20
* '■*

huitième (I) 347, 17, 19, 20 ; 349, 1 ; 381, 15, 16 ; 387,4, 8 ; 405, 3, 4... ; jL Jil 
(II) 753, 6, 8
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seconde (I) 551, 1, 2, 4-6, 8, 9 
retrancher (I) 587, 13 ; 603, 15 ; 607, 13 
le soustrait (I) 283, 11
retranché (I) 583, 15-17 ; 585, 14 ; 587, 19 ; 589, 1 ; 607, 13, 15

venir, parvenir (1)255, 1 ; 299, 17 ; 305, 1 ; 311, 7 ; 581, 20 ; 603, 23 ; 607, 9 ; .U  
639, 1 ;641,9, 20; ... ; (II) 755, 8

restaurer (I) 321, 12 ; 325, 10 ; 327, 6 ; 329, 16 ; 337, 1, 7 ; 339, 7, 10 ; 341, 2 ;
351, 7, 10 ; 367, 5 ; 371, 14 ; 379, 5, 16 ; 381, 13 ; ... ; (II) 737, 10
algèbre (I) 321, 3 ; 415, 7, 9 ; 501, 15 ; 579, 18 ^ 1
al-jabr etal-muqâbala (1)245, 1, 3, 16, 20 ; 281, 7, 9 ; 523, 5 ^LLLIj jV-.ll

tableau (II) 749, 7 ; 751, 2 ; 755, 16 ; 757, 1, 5, 15, 16, 20 ; 759, 3, 8 ...

racine (I) 247, 2, 4, 6, 8-12, 16, 18,21 ; ... 
petite racine (I) 711, 7-11, 18, 19 ; 713, 1, 3... 
grande racine (1)711,7-11, 18-20 ; 713, 1-3...

partie (I) 523, 11 ; 525, 16, 17 ; 527, 1-3 ; 531, 12, 13, 15 ; 
535,9; 537, 15, 16; ... ; (II) 735, 6, 7 ; 737, II, 12, 14, 17, 18

jld^i ^
j l i . ^  ^ j _ ^  -

C -

poser, faire (I) 247, 14 ; 255, 4 ; 257, 9, 15 ; 261, 16, 17, 19 ; 263, 6 ;
265, 3, 4... ; (II) 737, 13, 14, 19 ; 743, 8 ; 747, 3 ; 749, 18 ; 753, 6 ; 755, 1-3...

additionner (I) 251, 16 ; 259, 5 ; 281, 1, 16 ; 287, 19 ; 293, 4, 12 ; 297, 2 : 
297,2 ; 313, 10, 13 ; 315, 10 ; ... ; (II) 757, 20 
générale (proposition) (I) 307, I l  ; 309, 8 ; 311, 8 
additionné (I) 313, 17 ; 319, 3 ; 339, 5 ; 343, 18 ; 351, 20 ; 569, 1 
tout, tout entier (I) 249, 9, 14, 23 ; 255, 1 ; 259, 23 ; 261, 15 ; 269, 3 ;
271, 14 ; 273, 17 ; 277, 6 ... ; (II) 755, 10 ; somme (II) 737, 20 
à la fois (I) 267, 14, 17 ; 273, 20 ; 281, 17 ; 283, 1 ,4 ; 639, 3 ; (II) 761, 3 
se réunir (I) 663, 10 ; s’additionner (I) 317, 8, 13

buj-a^
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résultat, somme, produit, ce qu’on obtient (I) 247, 4 ; 259, 12 ; 265, 1 ; U
267, 9-10, 18 ; 273, 13, 15, 16 ; 283, 21, 24 ; 285, 8 ... ; (II) 739, 15, 18 ; 757, 22 
somme (I) 655, 10 ; 657, 3 ^ -

en général (I) 283, 10-11

côté (I) 529, 12 ; 533, 3 ; 535, 17 ; 539, 2 ; 541, 2, 8, 16, 19-21 • 
543,8... g: V

genre (I) 283, 22, 24 ; 319, 14 ; 611, 1 ; 663, 8, 18 ; 669, 6 

ignorant (II) 733,4
inconnu (I) 299, 19 ; 301, 1-5, 7, 8 ; 541, 8 ; 543, 2 ; 703, 1, 8 ; 709, 9

réponse (I) 319, 13, 14 ; solution (II) 733, 7-11, 14, 16, 19 ; 735, 4, 8, 20
737, 16 ; 739, 13...
répondre (II) 733, 5, 7 ; 735, 21
celui qui répond (II) 735, 8

.U

être possible ; être permis (I) 283, 10 ; 587, 4 ; 623, 6 ; (II) 735, 10 
dépasser (II) 739, 18

vouloir (I) 257, 1 ; 263, 6; 265, 19; 383, 5, 14; 435, 11 ; 451, 9-601 7-
617, 22; 625, 20; ...

chemin (I) 729, 9 «La  a

termes (I) 243, 17 
indéterminé (problème)  ̂4—I Luu—û ^

se produire (I) 285, 17 ; 287, 11 ; 301, 20 ; 303, 18

intuition (II) 733, 6 Ja
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calculer (I) 345, 13 ; 377, 14 ; 429, 10 ; 439, 3 ; 451, 10 ; (II) 733, 9 
conformément à cela (I) 595,11 uUj
calcul (I) 245, 20 ; 281, 7, 9 ; 321, 3 ; 415, 7, 9 ; 461, 21 ; 523, 5 ; 721, 3 
arithmétique (I) 243, 20 ; 245, 9, 20 ; 523, 16 ; 719, 15 ; 729, 7 ; (II) 733, 4 
à un prix inconnu (I) 701, 7 J j ^
au prix de (I) 701, 6, 9, 10, 11, 13 ; (II) 753, 2, 19 ; ,
en comptant (II) 737, 7-8 ; 739, 3 ; 743, 4 ; 749, 15 
les arithméticiens (I) 245, 2 ; 283, 9 ; 337, 10 ; 339, 19 ; 523, 15 ;
579, 5, 14, 15, 18 ; 659, 15 ; 677, 20 ; 719, 11 ; 729, 3

L> 
(>»

jLi ii-kll

mieux (I) 319, 13, 15 
apprécier (II) 733, 5

obtenir (II) 737, 6 
celui qui obtient (II) 737, 7

J
J-lAA

innombrables (solutions) (I) 581, 2-3 ; 595, 1 ;6 1 1 ,5 ; (cljLiI l 
617,4, 15-16 ; 621, 19-20 ; 625, 19

retenir (I) 313, 14, 15 ; 315, 11, 12 ; 317, 17 ; 319, 2, 5 ; 337, 22 
339, 22 ; 351,4 ; 427, 16; 561, 3...

k fl-k

dû (I) 675, 22 ; 679, 4 «3̂

règle (1)317, 12 
sagesse (I) 243, 15 
la maîtrise de l’art (I) 243, 18 
maîtrisé (I) 729, 6

résoudre (I) 521, 13 ; 729, 6

4
4 1 I r» 11

» 5 .k.

t-U-

avoir besoin, être nécessaire (I) 247, 1 ; 351, 19, 22 ; 523, 4 ; 581, 7 ; 
601, 12; 605, 14 ; 609, 20 ; 613, 19; 615, 13... ; (II) 735, 20 ; 753, 7
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être circonscrit (I) 523, 8, 9 ; 529, 13 ; 533, 5 ; 535, 1, 13, 15 ; 541, 1, 8, 9 ; JaU.1 
543, 10... ; être inscrit (I) 523, 8, 10 ; 525, 2 ; 539, 1 ; 541, 20 ; 545, 2, 14, 16, 17 ; 547, 
14; ... ; entourer (I) 533, 6 ; 535, 17
circonférence (I) 523, 11 ; 531, 4 ; 533, 8 ; 547, 3 ; 579, 8 ; k .
circonscrit (I) 531, 3 ; 533, 1 ; 561, 1 ; 563, 6, 10 ; 573, 18 ; 577, 4 ; 579, 7

tel quel (II) 743, 13, 21 ; 745, 1, 9, 14, 17, 20 ; 757, 4, 9 
substituer (I) 711, 17 
impossible (I) 633, 6
être impossible (problème) (I) 259, 22 ; 267, 16 ; 273, 17 ; 607, 
14 ; (II) 737, 20 
impossible (II) 751, 5

procédure, procédé subtil (I) 579, 16 ; 595, 2 ; 603, 12 ; 611, 5 ; 
625, 19 ; 639, 3 ; 641, 10 ; 643, 14 ; 653, 19 
procéder ingénieusement (I) 641,9

(5J1.

«üUa

) (JLa-Âjuul

{ J - J  ~l I l l .D

t

JLIa. I

dès lors (I) 281, 18 ; 583, 16 ; (II) 743, 16, 22 ; 745, 4, 6, 12, 21 ; 
747, 1 ;749, 2,4 ...

avoir ouï-dire, avoir connaissance (I) 523, 16 ; 579, 5 
annoncer (I) 281, 4 ; exposer (I) 283, 9, 10 ; 625, 21 ; (II) 733, 19 ; 
rapporter (I) 581, 3 ; diffuser (II) 733, 12

... 4_JI

khatem (II) 753, 17-19, 21, 22 ; 755, 1-6

être résolu (problème) (I) 265, 18 ; 267, 12, 13 ; 611, 2 ; 5JLu-o ^
obtenir (II) 733, 10 ; 737, 8 ; 739, 4 ; 741, 12 ; 749, 6, 15,21 ; 751, 5 ; 753, 2... 
mener (I) 245, 11 ; 249, 22, 23 ; 251, 1, 6, 21; 253, 3, 16, 20 ;
255,4 ; ... ;
prolonger (I) 257, 2 ; 265, 20 ; 301, 14, 18-19 ; 303, 14, 15 ; 315, ^
2-3 ; 317, 1
au-dessus (I) 269, 5, 13 j
résolution (I) 729,7
déterminer (I) 353, 4 ; (II) 749, 20 ; résoudre (I) 579, 16 ; 
inventer (I) 719, 15, 18
détermination (I) 523, 14, 19 ; 549, 20 ; 579, 7-9 ; 581, 5 ; 595, 2 ;
603, 12 ; 611, 5 ; ... ; (II) 733, 13 ; 735, 20 ; résolution (I) 579, 4 
inventeur (I) 719, 12
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celui qui a inventé (I) 245, 3

bas(I) 715, 16-18 ; 717, 2

perdre (I) 701, 19 
perte (I) 701, 19

les hommes de science (II) 733, 4, 6

droite (I) 247, 17, 20, 21 ; 255, 5, 6, 8, 10-19 ; ... 
perpendiculaire (I) 547, 2

faciliter la tâche (I) 663, 9 

propriété (I) 317, 13, 14

le fait d’acquérir, d’atteindre (I) 245, 10, 22 ; 523, 17 ; 729, 7, 10

absurde (I) 269, 12, 16 ; 499, 16 ; (II) 741, 12 ; 753, 9 
inverser (rapport) (I) 345, 7 ; 369, 6
différent, inégal (I) 261, 23 ; 265, 9 ; 269, 7, 14 ; 271, 18 ; 367, 21 ; 
479, 1 ; 483, 20 ; 489, 2, 8 ; tout autre (II) 735, 15

J ~ "

(JILA

783

4 , ̂ 1 ■̂11

ia jia.^ ^

j^u. ^ iLk

1 Ô I
|4_iduu-i) y 4 I

1-a.a. Icinquième (I) 249, 8 ; 319, 8, 9 ; 323, 11, 12 ; 325, 17 ; 349, 2 ;
371, 13 ; 375, 10-12 ; ...
pentagone (régulier) (I) 523, 7, 9, 12, 13 ; 525, 2, (L ) j j J ) j  ^>LubV)
3, 4 ; 527, 10 ; 529, 12-14 ; 531, 3 ; 533, 1 ; 535, 15-16 ; 539, 1-2, 4, 7-12 ; ...

considérer (I) 353, 4 ; procéder (I) 603, 23 ; 607, 9 ; 611, 1 ; 619, 7 

au-dessous (I) 269, 5, 6 ; à l’intérieur (I) 273, 4 L lÔ - i I
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dirham (1) 249, 7, 21, 22; 251, 19 ; 253, 11 ; 259, 11, 12,21,22; 
261, 11-14; . . .  ;(II) 735, 1 ,2 ; 737, 1,3-5, 8, 9, 23,24; . . .

payer (II) 735, 2, 11, 13 ; 737, 1, 22 ; 741, 20 ; 749, 9 ; 751, 3 ; 753, 11

pénible, difficile à appliquer (I) 659, 16 ; 677, 21 «H 
minute (I) 549, 21 ; 551, 2, 3, 5, 6, 8, 9 3̂-j LSj ^ 4_Ll2j

indiquer (11) 733, 13
déduire (I) 369, 15 ; indiquer (I) 415, 8 (J |.\ ~t l,U 1

dinar (I) 347, 11, 13, 14, 16 ; 371, 2, 4-6, 8 ; 397, 2, 3, 6... ; (II) 
737,4-7, 10, 11 ;739, 1-8...

^ j LljJ

circuler (I) 579, 15 ; (II) 733,4
cercle (I) 523, 8,9, 11, 19 ; 525, 1,2, 4 ; 527, 12, 13, 17; 531, 3... 
tracer (un cercle) (I) 527, 13 ; 529, 13 ; 533, 5

J

(ôjlilj) j Ij I

au-dessous (I) 247, 3 
consigner (I) 243, 18

ÙJ'i

coudée (1) 559, 14

mentionner, exposer (I) 245, 11, 16 ; 247, 1 ; 251, 1 ; 269, 8 ; 415, 8 ; 
489, 8 ; 501, 17 ; 563, 12 ; 565, 1, 12 ; 721,4

s’annuler (I) 295, 13 ; 297, 13 ; 639, 16 ; être dissipé (II) 733, 17 
méthode (I) 579, 14 ; 659, 15, 16 ; 677, 20, 21

»_ 1 à
j

‘  ̂J_a

voir, trouver, constater (1) 243, 21 ; 245, 6 ; 283, 9 ; 287, 12 ; 
(11) 733, 3, 12 ; 755, 16, 17 ; 757, 1, 5, 15, 20 ; 759, 3, 8... 
l’application de la pensée (I) 243, 17 
montrer (I) 307, 7

(j 'h

jJ  1 jl 0 ~I-V 1
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gagner (I) 701, 8 ; 707, 10 ; 717, 12-14 ; 719, 4-6 ; 
profit (I) 701, 12,19

quart (I) 251, 22 ; 253, 1, 6, 7 ; 275, 3, 8, 22 ; 277, 9, 10 ; ... ; (II) 735, 
6 ; 753, 17, 18 
quadruple, quatre fois
carré (I) 267, 1, 3, 6 ; 263, 10 ; 271, 5, 8 ; 285, 17-19 
289, 7 ; 291, 3, 17 ; 293, 3, 17 ; ... 435, 19 ; ... 
carré (1) 555, 8-10, 12 ; 557, 16, 18 ; 559, 1, 2 
rectangle (I) 553, 7-9 ; 555, 6

(J L iL a l J L j-a l

I 1— J Lji
Lj I J jJ  I i»-jL3 J J U —

peut-être (II) 733, 9 U.■iJ

suivre un ordre (I) 683, 8 ; 689, 19
ordre (I) 681, 6, 14 ; 683, 3 ; 689, 19 ; 723, 14

reprendre, revenir (I) 349, 12 ; 371, 9 ; 391, 10 ; 393, 14 ; 395, 15 ; 
397, 10 ; 429, 20 ; 431, 19 ; 437,2 ; 439, 11 ; ... ; (II) 733, 6 ; 743, 20 
745,5, 19 ; 757, 23 ; 759,7, 16,22

ramener (I) 249, 4, 9, 14 ; 251, 13, 14, 17 ; 261, 9 ; 275, 12 ; 321, 13 ; 
323, 10 ; ... ; rendre, restituer (I) 675, 20-22 ; 677, 2, 4 ; 679, 2... ; 
venir (II) 735, 8 ; se poser (II) 755, 9

‘‘J

être enraciné (I) 599, 12 ; 625, 21

inscrire, consigner, retranscrire (I) 243, 21 ; 245, 16 ; 719, 17, 18 ; 729, 6 ; 
tracer (I) 527, 14 ; 533, 6 ; 535, 16 ; 549, 4 ; (II) 749, 7 ; 751, 1 ; 755, 16 ; 
757, 1,4, 9, 14, 16, 17 ; définir (I) 541, 7 ; 579, 18 
figure (II) 759, 7, 16
inscrit, retranscrit (I) 719, 11 ; 721, 2 ; 725, 1

C-"J

livre(I) 699, 5-10, 13-18. 

enlever (I) 387, 14, 15

JJaj
J U o j l  ^  J J a j
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supérieur (I) 715, 16 
supérieur (1) 715, 17, 19

composer (rapport) (1) 509, 19

centre (1) 539, 3 ; 547, 2 ; 559, 15 ; 563, 3

vouloir (1) 253, 13 ; 257, 11 ; 259, 18 ; 281, 11 ; 299,
20 ; 301, 3, 5, 9, 13, 15 ; ... ; (11) 743, 12 ; 749, 8 ; 751, 1

((j_  ̂ ( <AjI jJô-jlj jljl

réciter, redire (1) 579, 19 ; 719, 13
(SJJ

i ^ h j )  ( j j j

angle (1) 523, 8, 10, 12, 
14 ; 547, 8, 14 
-droit (1) 547, 11

iSJj
«CjM n ^  j

 ̂Jn-a. I il J Jn 11̂ 4 Mjj —

ajouter (1) 249, 21 ; 251, 3, 9, 16, 19, 22 ; 253, 6, 12, 17 ; 255, 14 ; ... ;
(11) 733, 17 ; 739, 14, 16, 17, 20 ; 741, 1, 3, 5, 7...
pour p lus... ou moins (1) 285, 7 ; 301, 8 ji
addition (1) 497, 8 ; 499, 3 ; 501, 14 ; 503, 6 ; ajout (1) 259, 23 ; (11) 743, 16 ;
745, 12, 15, 17 ; 749, 3 ; l’additif (1) 295, 13 ; excédent (1) 359, 21 ; 363, 2 ;
plus (1) 675, 13, 15 ; 721, 12, 14, 16, 21 ; 723, 3, 17 ;
somme (1) 259, 13 ; 265, 18 ; 267, 13, 15 ; 273, 3 ; 331, 13 ;
qui excède (1) 249, 9, 14 ; additionné, ajouté (1) 281, 17 ; 283, 5, 6 ;
additif (1) 283, 1,2, 4, 8, 11, 12 ; 291, 8-10 ; 293, 12; ...
auquel on ajoute (1) 425, 1, 13, 14 ; 429, 9 ; 441, 4 ; 491, 10 ; 493, 8 ; 521, 1 ;
549, 12 ; ...
ajouté (1)589, 11, 12 ; 591, 5 ; 593, 3, 9 ; 595, 15 ; 597, 8 ; 603, 6 ; 619, 11 ; ...

" J
jlj

JI J La

6al—i ̂  

djij

continuer (11) 739, 14, 17 ; 743, 15 ; 745, 16, 22 ; 749, 5 ; 759, 1
J j j

JI3  V

interroger (11) 733, 5, 7 ; 735, 19, 21 
celui qui demande (11) 735, 7, 10, 18, 19, 21 
question (1) 319, 13 ; 407, 8 ; 719, 14
problème (1) 245, 7, 11 ; 247, 11, 13 ; 249, 22 ; 251, 2, 18 ; 259, 
12, 22, 23 ; ... ; (11) 733, 7-9, 14, 16, 18 ; 735, 4, 8 ; 737, 16, 20

(J Leu 

(J_iLeu 
Jl̂ -̂eu

L II a ^ ^  11 II ,n
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-  indéterminé (1) 579, 13 ; 581, 2 ; 583, 2 ; 585, 2, 10, 19 ;
587, 15 ; 589, 8 ; 597, 15-16 ; 601, 10 ; ...
-  les six problèmes (1) 321, 1-4
-  fluide (indéterminé) (1) 579, 14
-  irrationnel et sans solution (1) 617, 5, 17 ; 633, 5, 19 ; 701, 21 
-numérique (1) 681, 1
-rationnel (1)617, 15 ; 701, 21
recherché (1) 383, 20 ; celui qui est interrogé (11) 735, 18, 20

àjj

<J I 11 II — 

V f  I n ii*> —

Il__il 9 - j |)  —

J

septième (1) 381, 18-20 ; 383, 1-3

voie (1) 729, 8
d’après (1) 283, 9 ; selon la méthode (1) 641, 20

I m l ^  ^  eu

J } *U
J J  ;  ‘ ■!

sixième (1) 349, 20 ; 351, 6-11 ; 401, 2 ; 411, 19, 20 
(11) 743, 14, 18, 22; 745, 3, 11, 14 ; 747, 1 ,4 ; ... 
hexagone (1) 565, 4, 6, 7

I lUtiul

^ J U ,

C L>"‘

O"

ligne (11) 757, 20

jja-uà
1̂-1 11.11

surface (1) 247, 15-20, 22 ; 255, 5-9 ; 257, 2, 4-7... ; 
rectangle (1) 499, 10-12, 15, 16, 18 ; 501, 4, 7, 9 
-carrée (1) 247, 14 ; 255, 4 ; 257, 1, 11 ; 261, 17 ; 263, 6 
265,4, 20; 269, 2 ; 271, 5 ; ...

^  In  II I

prix (1) 701,7,8, 13

le nom du dinar/du dirham a été ôté (1) 655, 23 ; 657, 12;
661,8
s’épargner la difficulté (1) 337, 12 ; 339, 19-20
enlever, ôter (1) 251, 10 ; 253, 7, 24 ; 259, 7 ; 261, 4-7 ; 289, 12 ; kS-iuii
295, 15 ; 297, 15 ; ... ; (11) 741, 12

suivre cette voie (11) 755, 8-9 diuJ.1 liA ...
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appeler, nommer (I) 387, 15 ; 483, 21 ; 579, 13 
nom (I) 247, 6 ; 283, 14 
nommé (I) 283, 14

f ^
 ̂fl â 111 n j In 1 I I <*» 1 1 ^  in-i I ̂  1 111

être facile (I) 337, 11 ; 339, 19 ; 521, 13 ; 595, 2 ; 599, 12 ; 631, 9 ; 
(II) 749,8 ; 751, 2
rendre aisé, faciliter (I) 245, 4 ; 523, 16 ; 579, 16 ; 581, 3 ; 659, 16 ; 
677, 21 ; 727, 6 ; 729, 8 ; (II) 733, 13

Jf-U.

J-é-“

autre, différent de (I) 605, 8 ; 607, 1 ; sans (II) 743, 18 
également, à parts égales (I) 685, 2, 9, 17 ; 687, 5, 16 ; 689, 3 
exactement (I) 321, 13 ; équivalent (I) 319, 15 ; même (I) 713, 10 ; 725, 7 
égal (I) 247, 10, 11 ; 287, 12 ; 291, 4 ; 499, 16 ; 501, 5 ; 547, 4 ; 569, 6 
égal (I) 247, 20, 21 ; 285, 18 ; 287, 11 ; 301, 20 ; 303, 10, 19 ; 325, 1 ; 
447, 12 ; 499, 12 ; 527, 14...
régulier n » .l±d■̂   ̂ Ll j j J  Ij
être égal (I) 327, 3 ; 423, 5 ; 491, 13 ; 497, 6-8, 22 ; 499, 1, 3, 7 ; ...

Lj

y

semblable (I) 353, 4 ; 369, 13
analogues (I) 369, 13 ; 375, 18 ; 595, 1 ; 601, 7 ; 613, 12 ; 615, 8, 20 ; 
617, 13 ; 623, 7 ; 625, 18 ; 633, 17 ; ... ; (II) 733, 18 ; 735, 1, 4

Lû

expliquer (I) 261, 15 ; 273, 17 ; 299, 16 ; 435, 3 ; 517, 16 ; 519, 7 ; 521, 13 
523, 6, 14 ; 603, 12 ; ... ; (II) 733, 15 ; 745, 21 ; 749, 5 
explication (I) 245, 7, 17, 18 ; 729, 4, 5

remplir une condition (I) 679, 2

commun (I) 271, 13, 14 ; 277, 6 ; 335, 4 ; 355, 8 ; 359, 2 ; 365, 13 ; 369, 
8 ; 511, 11

Ja
Ja

acheter (I) 465, 11 ; 663, 10 ; 697, 14, 16, 19 ; 699, 12, 21, 22 ; 
(II) 735, 2, 14 ; 739, 1 ; 743, 1 ; 749, 12 ; 751, 6 ; 753, 2, 15, 19

figure (I) 267, 14, 17 ; 285, 1 ; proposition (I) 307, 11 ; 309, 8 ; 311, 8 
343, 12 ; 571, 8
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polygone régulier (I) 539, 11-12 ; 545, 16-18 ; 547, 14-15 
forme numérique (I) 367, 19
figure géométrique (I) 249, 24 ; 259, 23-24 ; 273, 20-21 ; 729, 5

I ( J J
(JJJJ: -  

a-j-A —

vouloir (I) 259, 19 ; 261,7 ; 331, 5 ; 339, 18 ; 345, 13 ; 349, 11, 12 ; 
363, 12 ; 371, 17 ; 373, 6 ; ... ; (II) 737, 4, 6-13 ; 741, 13-18 ; 761, 5 
chose (I) 247, 2 ; 257, 14, 15 ; 271, 7, 8 ; 281, 10, 11, 14, 17,
18; 283, 1,2... ; (II) 737,4, 6-13 ; 739, 1-7...

indication (I) 503, 19 ; 507, 13 I J In 1 1̂ ô jL iiij

être vrai (I) 513, 1 ; être établi (II) 739, 11 ; être avéré (II) 733, 17 
vrai, valide, correct (I) 501, 15 ; 503, 19 ; 507, 13 ; 579, 16 ;
659, 15 ; 677, 20, 21 ; 723, 4, 19 ; (II) 733, 15 ; 
entier (II) 735, 5 ; 751, 5 ; 753, 8 ; 755, 7 
véritablement (I) 579, 19 
le plus valide (I) 245, 1

^  I n  . yn

associé (I) 341, 8 ; 393, 2 ; 657, 17 ; (II) 757, 18 ; celui qui a (I) 675, 20, 21 
677, 1-3, 6, 9, 12, 15... ; auteur (I) 719, 12

le plus vrai (I) 245, 1
faire l’aumône (I) 717, 12-14 ; 719, 4, 5, 7

ü

J

abandonner (II) 735, 10

petite (chose) (1)411, 11, 13-15, 18; 413, 7, 10 ^
plus petit (I) 321, 19 ; 325, 5, 7, 15 ; 327, 2, 4 ; 329, 2, 10 ; 335, 14 ;~337, 4, 5... j Jl̂ i

examiner successivement (II) 735, 21

irrationnel 1 1 ii-n J In 11̂  ̂‘^ 1
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sorte (II) 733, 3, 4, 13, 19 ; espèce (II) 735, 3, 6, 7, 12, 15, 17 ; uiLu^l ^
737, 2, 20, 23 ; 741, 21 ; ...

solutions vraies, correctes (I) 579, 14 ; 581, 2-5 ; 595, 1 ; 597, 1 ; 
601,7 ; 605, 1 ; 609, 5, 14 ; 611, 5... ; (II) 733, 11, 14, 17 ; 739, 18 ; 
741, 10, 12; 743, 11 ; 749, 21 ; 759, 5, 14... 
obtenir, de la part de (1)353, 6-10, 14, 17, 20,21 ; 355, 3, 10; ...

11 ^  i__)Ij |  i«~i

) Luâ I

figure (I) 285, 10 ; 287, 12 ; 289, 1, 14 ; 291, 11 ; 293, 14 ; 295, ^
16 ; 297, 16 ; 301, 12 ; 303, 8 ; 305, 4 ; ... ; (II) 751, 2 ; forme (I) 277, 12 
faire (I) 269, 6 ; 313, 10, 13 ; (II) 743, 13 ; 745, 2, 10 ; 747, 6 ; 757, 18

par nécessité, nécessaire (I) 679, 4 ; 719, 1 , j j j AJ L

L5-*multiplier (I) 251,7 ; 253,4,21 ; 273, 11 ;281, 14, 19 ; 283, 17, 19,21,
24 ; ...
multiplier par lui-même (I) 247, 3 ; 251, 3, 6-7, 9, 22 ; <» ■■■à’. ^  ,<lLîLo

253,3 ,5 ,17 ,20 ,22;...
produit, multiplication (I) 247, 4 ; 255, 10, 11, 15, 16 ; 257, >— 5:
20 ; 259, 2, 3 ; 261, 13, 20-22 ; ... ; mode (I) 245, 11 ; 247, 1, 6 , 7 ;
249, 16, 17 ; 267, 15, 16 ; 273, 12 ; 281, 4, 8 ; ...
la quatrième multiplication (I) 281, 17 ; 283, 1-7, 9, 10 j  ~
produit par lui-même (I) 255, 15-18 ; 259, 2-6 ; 261, 1 ,2 ; ... «tlîLa -
multiplié (I) 247, 15, 16 ; 255, 6 , 7 ; 257, 12, 14, 16 ; 271, 6 , 7, 9 ; ...

double (I) 301, 11 ; 513, 10 ; 515, 2 ; 725, 3 ; (II) 739, 4 
doubler (I) 253, 13, 14 ; 299, 19, 20 ; 301, 9, 13 ; 447, 10 
465, 8; 493, 8 ; 561, 3... 
doublement (I) 725,9, 18, 19 
se multiplier (II) 733, 18

_àI i> Î  ■ a « .>.1 ,. a «

k_iLx.uâ I

côté (I) 247, 14-16 ; 255, 6 ; 499, 
7 ; 523,7, 8, 10-14 ; ........

< <"i I >I ^ k  1 1̂ ^  ^ I

réunir (I) 313, 6 ; 379, 1
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ajouter (I) 255, 4 ; 257, 10 ; 265, 4 ; 269, 2 ; 271, 4 ; 503, 10 
655,8, 10, 12; 657, 1,3 ; ...

extrémité (I) 547, 3, 9

méthode, voie (I) 505, 4 ; 521, 12 ; 729, 8
-  de l’algèbre (I) 501, 15
-  de l’indication (I) 503, 19 ; 507, 13
-  de la géométrie (I) 505, 7 ; 509, 6 ; 723, 4

i— i l j j o l  ^  I__ S j - l o

Jj-I®

6 J L « < 11 
4 11. \ \ I I —

chercher (I) 589, 9 ; 593, 1 ; 595, 5 ; 597, 17 ; 599, 14 ; 603, 4 ;
605, 13,20 ; 607, 11 ; ... ; (II) 737,21 ; 743, 19 ; 749, 8 ; 751, 2 
recherche (I) 581, 3 ; 599, 11
cherché (I) 323, 13, 16, 18 ; 325, 3 ; 333, 18 ; 381, 5 ; 385, 7 ; 387, 18 
429, 17 ; 459, 9 ; ...

volatiles (II) 735, 2, 6, 7 ; 737, 2, 6-8, 22 ; ...

augmenter (II) 733, 19
longueur (I) 247, 15 ; 553, 7, 9 ; 555, 6
augmenter la longueur (I) 255, 14 ; 259, 1 ; 275, 19 ; 279, 14 ; 329, 7 ; 
allonger, prolonger (I) 563, 13 ; 571, 11
plus long, plus grand (I) 261, 19 ; 265, 6 ; 499, 7, 13-15 ; 501, 1, 3 ; 569, 3

trouver ingénieux (II) 733, 5

' - ''J ̂ '•

J U a

JLi»
Jj-I®

, 4 Jj-lal

jJà
I_i i ‘ I

conjecture (II) 133,6 
soupçon (II) 733, 17

mesurer (I) 309, 14, 15 ; 311, 14, 15, 17 ; 341, 14, 15, 18 ; 345, 5, 6, 8 ; ai:
507, 1-4...
nombre(I)247, 2, 5, 8, 10, 15 ;249, 10, 11, 16, 18, 20; ... ; ^  axe
(II) 735, 16, 18, 19 ; 737, 6-8, 18, 19 ; ... 
nombre carré (I) 313, 7, 12 
numérique
nombre (I) 285, 15 ; 287, 7 ; 703, 1, 3, 9, 10 ; 709, 9, 10, 13, 15, 16 ; "
(II) 743,21 ;745,6...



792 Glossaire arabe-français

être égal (1)247, 7-9 ; 249, 1-3, 6-8, 11-13, 18... ; (II) 737, 9-11 ; 739, 4 ; 
749, 16, 18 ; 753, 5, 22
être égal (I) 249, 4, 10, 15, 17 ; 253, 14 ; 255, 1 ; 657, 14 ; 
être égal (I) 497, 20

Jax
Jax

JaLc

être difficile (I) 579, 4 ; être hors de portée (I) 523, 15

connaître (I) 527, 12 ; 719, 12, 14 ; (II) 733, 12 ; distinguer (I) 337, 11 
le fait de connaître, connaissance (I) 243, 19 ; 245, 6, 9, 19, 22 ; 281, 11 ; 
523, 5 ; 535, 17 ; 543, 2 ; 559, 3 ; ... science (I) 245, 2 
les savants (I) 243, 15
connu (I) 243, 3 ; 245, 1 ; (II) 733, 3

^J-C

isoler (les racines) (I) 709, 1-3, 5

Jjj>î

J
(jlWVI) Jjx

être difficile (I) 523, 17 
difficile (I) 245, 4

dixième (I) 375, 10-13 ; 377, 5, 6 ; 391, 9, 11 ; 399, 18-20 ; ^
437, 19, 21 ; ... ; (II) 737, 10-12 ; 743, 3, 6, 8, 10, 14, 17, 22 ; ... 
décagone régulier (I) 523, 7, 9, 12, 13 ; 533, 4-7, Ll j j J  Ij  I ^
14;543,9-11,20; ...

donner (I) 655, 3-5, 8, 12\651, 1 ; 659, 1 ; 661, 13 ; 663, 11-15... ("LL_cl)

plus grand (I) 265, 5 ; 321, 8, 18 ; 325, 5, 7, 15 ; 329, 2, 10 ; 337, 4, 5... > u . i
trouver excessif et choquant (II) 733, 12 .U»-. ...i^ . u . -  ...i

se rapporter (I) 283, 14 .

cause (I) 249, 23 ; 255, 3 ; 257, 9 ; 261, 11 ; 271, 3 ; 273, 3, 5, 20 ; 
275, 14; 279,3 ; 281,4; 339, 6 ; 351, 18, 19,22; ...

(-U
(JLc ^ <üLt

savoir, connaître (I) 243, 17 ; 245, 20 ; 251, 17 ; 257, 11 ; 259, 20 ; 283, 13 ;

301, 15 ; 303, 11 ; 309, 6 ; 313, 6, 19 ; 315, 16 ; ... ; remarquer (11)733,11 
science (I) 243, 16 ; 523, 16 ^ ^
savant (I) 243, 20 ; 245, 20 ; 523, 6 ; 729, 7 ; (II) 733, 4 ; ceux qui sont . U il  ^ ^  U 
instruits (I) 719, 15
on sait que (I) 383, 15 ; 439, 3 ; 497, 8, 13 ; 499, 7 ; 525, 5, 7 ; 635, 17, o '
22 ; . . .

connu (I) 299, 19 ; 301, 1-7 ; 523, 8-13, 19 ; ... ; (II) 735, 16 ^
apprendre (I) 325, 8 ; 339, 18 ; 599, 12 ; 601, 6 ; 611, 6 ; 625, 21 ; 627,
15 ; 631, 11 ; 729, 9 ; indiquer (II) 733, 16 ; 753, 10
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les hommes du commun (II) 733, 4, 7 I <̂ L»JI

hauteur (I) 551, 12, 13, 16 ; 553, 5 ; 561, 9 ; 565, 15 ; 569, 11 ; 573, 5 ; 575,
7 ; perpendiculaire (I) 573, 1

J-A-C
procéder, construire, faire (I) 255, 1 ; 257, 1, 11 ; 271, 5 ; 275, 12 ; 277, 1 ; 279,
5 ; 299, 17 ; 301, 15 ; 303, 12 ; 305, 1 ; ... ; (II) 755, 8 ; 761, 5
pratique (I) 595, 2 ; procédé (I) 337, 11 ; 339, 19 ; 353, 4 ; 369, 15 ; 435, JLo^i ^ J-ojt
10, 11 ; 521, 11, 13 ; 623, 6, 7 ; 639, 1, 2 ; ... ; (II) 733, 13, 15
utiliser (I) 663, 8 J_ajLLuul

cacher la cause (I) 725, 7-8

c’est-à-dire (I) 267, 14 ; 579, 14 ; 637, 9, 18 ; 641, 17 ; 663, 8 ; (II) 735, 5 
notion (I) 243, 17 ; (II) 733, 18 ^
cela signifie (I) 247, 10 ; 249, 21 ; 251, 15, 19 ; 253, 12 ; 259, J j l  <
11 ;287, 15 ; 299, 20

retrouver (I) 309, 6 ; 347, 5 ; 385, 9 ; 387, 2 ; 389, 8 ; 395, 17 ; 397, 12 ; 403, 
19; 413, 17; 419, 9 ; 481, 20; ramener (1) 385, 11 
en usage (I) 337, 10 ; avoir l’habitude (I) 339, 19

Jj-c
jlx

être ardu (I) 729, 7

exactement (I) 259, 22 ; même (I) 261, 19 ; 623, 9 
d’une manière évidente (I) 257, 1 ; 263, 6 ; 265, 19 ; 285, 1 iI lxü
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être d’accès difficile, inaccessible (I) 523, 4 ; 729, 7 
voilé (I) 245, 4 ; clos (I) 245, 10, 19

moins (I) 347, 12, 13 ; 395, 8 ; 405, 13 ; 517, 20

sans fin (II) 735, 8 <_iLc V Lo

le fait d’inspecter (I) 243, 21

Jj-i
Jji-O

( i ' »

j j m A

expliquer (I) 285, 5 ; 309, 4 ; 311, 4 ; 375, 18 ; 503, 11 ; 521, 11 ; 595, 19 ; 599, ^
21 ; 613, 21 ;6 2 3 ,6 ; ... ; (11)749,3 
explication (I) 245, 18

binôme (I) 281, 5 ; seul (I) 281, 15

farsakh (I) 691 ,2 ,3 ,5 ,6 , 8, 12, 13, 15-19; ... 

dériver (I) 245, 10 ; 521, 12 ; 729, 7 

achever (I) 339, 6-7 ; (II) 755, 11

distribuer (II) 735, 11 
différence (I) 351, 18

séparer (rapport) (I) 369, 6
i<f» *

(<, u.u-j) Jj-a j

excéder, surpasser (I) 681, 10, 11 ; 689, 13-15, 22
excédent, différence (I) 353, 3, 10, 21 ; 355, 3, 9, 15 ; 357, 6, 14, 19, 22 ; ... ; j l k î  
éminence (I) 245, 2
être supérieur, excéder' (I) 373, 18 ; 681, 2, 8, 17 ; 683, 5, 11 ; 685, 1, 7, J^Là.3
16, 19 ; 687, 3...
excédent (I) 681, 19 ; 683, 14 ; 689, 16 jlû U :.
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faire, procéder (I) 249, 4, 10, 15 ; 515, 18 ; 575, 4 ; 623, 4 ; 725, 7, 21 ; 727, 
11 ; (II) 739, 17 ; 743, 15 ; 745, 20-22 ; 749, 5 ; 755, 9 ; 757, 6, 11 ; 759, 1, 9.

fels (I) 397, 3, 4 ; 407, 7, 9, 10 ; 409, 18, 19 ; 411, 1..

art (I) 415, 8 ; 595, 2 ; 643, 15 ; 663, 7, 9 ; (II) 735, 8

disparition (II) 735, 8

comprendre (I) 249, 24 ; 285, 10 ; 371, 19 ; 523, 17 ; 539, 12 ; 549 20 • 
579, 19; 587, 11 ; 605, 5

au-dessus (I) 247, 3 l3>®

avant (I) 623, 6
qui précède, précédent (I) 343, 12 ; 351, 18 ; 393, 3 ; 571, 8 ; 725, 8 ; <ü_  ̂^111
(II) 747, 5
réduire (I) 347, 7, 15, 21 ; 349, 11, 14 ; 379, 5, 9 ; 381, 3 ; 387, 8 ; 389, 9, 17 ;
395, 19 ; 397, 4, 14 ; 399, 4, 21 ; 405, 1 ; ... ; (II) 737, 10 ; 739, 5 ; 743, 7 ; 753, 3, 2l' 
réduction (I) 477, 3 ; 529, 8 ; 607, 14 ; 639, 16 ; 641, 9 ; ^ I )
643, 14 ; 647, 3 ; 649, 14 ; 661, 19 ; (II) 743, 7 ; 753, 4, 22

grandeur (I) 307, 18,20,21 ; 309, 15 ; 311, 15, 17, 18 ; 313, 2, 3 ; 341, 15... ; j j i  
523, 7, 9, 10, 13, 19 ; ... ; rapport (I) 373, 10, 11, 13 ; quantité (I) 311, 14, 15, 17 
grandeur (I) 525, 3 j  I a i-

priorité (I) 245, 2
introduire (I) 513, 1
précéder (I) 513, 4 ; 517, 16 ; 521, 13
précédemment (I) 377, 6, 11 ; 407, 3-4 ; 435, 10 ; 541, 3 ; 559, 19-20 
563, 5 ;603, 12 ; 611, 6 ; 613, 12,21 ; ... ; (II) 745,4, 12 ; 749, 21 
les Anciens (I) 579, 5 ; ceux qui sont avancés (I) 523, 5, 16

-^  jjgjj

^ JA j

ÙJ-®

approcher (I) 245, 4 ; rendre accessible (I) 727, 6 ;
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donner une approximation (I) 549, 20 
approximation (I) 549, 21 ; 551, 3, 5, 7, 10 
rendre accessible (II) 733, 13 6 i—û

combiné (1) 429, 18 ; trinôme (I) 281, 6 
se combiner (I) 249, 17

ùj-j*

0 ^ 1

partager, diviser (I) 247, 19 ; 285, 14, 15 ; 287, 6, 7 ; 309, 7, 10,
12, 18 ; ...
-  en deux moitiés (I) 255, 13-14 ; 257, 21 ; 259, 1 ; 261, 22, 23 ; Ch-Lu^ -
265, 8 ; 269,4,7, 14 ; 271, 16-17 ; ...
quotient (1) 309, 6, 10 ; 311, 9, 16 ; 313, 9 ; 325, 5, 8-9 ; 339, 1 ; \ U
341, 9 ; 343, 20 ; ... ; division (1) 269, 5
partie (I) 247, 20 ; 261, 23 ; 265, 9 ; 269, 7, 14 ; 271, 18 ; 285, 14, 15 ; ^  ^
287,7, 8 ; 303, 10; ...
division (1) 273, 4 ; 311, 10 ; 337, 10 ; 339, 18 ; 343, 4 ; 391, 7... ; (II) 735, 15 
divisé (I) 309, 7, 8, 11, 12, 19 ; 311, 10 ; 353, 12, 13 ; 357, 6, 8, 9 ; ... 
dividende (I) 341, 9, 10 ; 347, 5 ; 359, 12 ; 391, 2, 18 ; 393, 2 ; 439, 7 ; f
467,9, 11, 15 ; ...
diviseur (I) 309,6, 11, 12 ; 311, 10 ; 325,9 ; 341, 10 ; 347, 5 ; 367, 22 ; <Loix 
3 6 9 ,1 ,2 ;...
se partager ; être divisé (I) 559, 17 ; 617, 5, 14, 16 ; 633, 3, 4, 17, 19 ;
701 ,18 ,21 ;...
partager en trois (I) 675, 22 ; 677, 4, 11 ; 679, 2 . ■■ ô I
partager également (I) 685, 2 L â I

but (II) 755, 5

examiner exhaustivement (II) 733, 10 ; 755, 11

être épuisable (II) 735, 8

diamètre (I) 523, 9, 19 ; 525, 1 ; 527, 13 ; 529, 2, 14 ; 533, 2, 5 
535, 13, 15, 17, 18 ; ...
demi-diamètre (I) 529, 22 ; 539, 3, 5 ; 561, 8 ; 563, 11 ; 575, 2

couper (I) 275, 16 ; 277, 13 ; 279, 8 ; 297, 4 ; 303, 16 a
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base (I) 547, 6, 7 ; 567, 12

mesure (de farine) (I) 701, 6, 9, 10, 13, 17 ; 703, 1-3, 5, 
6 . . .

imiter (I) 579, 19 ;719, 13

ali

ali

diminuer (I) 249, 4 ; être plus petit (I) 499, 2 J i
petit (1)407, 14-16; 411, 5, 6,9, 10 ; 413, 2, 5 ; 425, 4...
plus petit, moins (I) 251, 13 ; 259, 21 ; 261, 9, 12 ; 265, 3, 17 ; 267, 12, 16 ; '  tUl
275, 12 ;... ;(II) 735,2,3, 11, 12, 19 ; 737, 17 ; 739, 8, 18 ; 741, 12 ; 753, 7 ; 755,4...

se contenter (II) 735, 7 
convaincant (I) 579, 14 ; 729, 5

J j^
dire (I) 251, 13, 18 ; 253, 11 ; 255, 16 ; 257, 1 ; 259, 3, 23 ; 263, 1, 6 ;
265, 10... ; (II) 733, 3 ; 735, 2, 4, 11, 14, 22 ; 737, 1,22; ...
discours (I) 729, 5 ; le fait de dire (I) 247, 7, 9 ; 249, 1, 6, 7, 11, 13, 17, J j j ÜI ^  J j i  
20 ; 251, 15 ; ... ; (II) 733, 19 ; 745, 4 ; 753, 11 ; énoncé (I) 377, 9, 11 ; 
affirmation (II) 733, 17
livre (I) 255, 16 ; 259, 3 ; 263, 2 ; 265, 10 ; 269, 8 ; 275, 20 ; 305, 16

valeur (I) 373, 18, 20 ; 375, 1, 2, 4-7 ; 377, 1, 3, 5 ; 657, 11, 14, 15, 19 ; ... 
avoir à la place (I) 655, 23 ; 657, 13 ; 661, 3, 8 ... ^Li
tenir lieu à cet égard (I) 599, 1, 3 ... jL ^ V L  ^Li
établie (la cause) (I) 507, 13 ; 579, 15 ; 617, 9 ; 723, 4, 19 (iU l I)
à angles droits (I) 291, 2 Ll
ce qui existe en lui-même (I) 247, 5 ^LSJI

pouvoir (I) 575, 5
donner plus de force (I) 367, 19

inférence (I) 245, 1, 10, 19 ; 281,4 ; 579, 14, 19 ; 659, 16 ; 677, 21 ; (II) 733, 6 
on l’infère ainsi (I) 321, 8 ; 323, 8 ; 325, 7 ; 327, 4 ; 329, 14 ; 333, 4 ; 335, 14 ; 
337, 19 ; 351, 1 ; 353, 9 ; 357, 4 ; 359, 21 ; ... ; (II) 737, 4 ; 739, 1 ; 743, 1 ; 
749,12 ; 753, 15



raisonnement (I) 523, 5
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LLa

grand (1)411, 9-15 ; 413, 6, 8-10; ...
plus grand (1) 321, 15 ; 335, 14 ; 337, 11, 15 ; 357, 21 ; 359, 1, 2, 12 ; 361, 1, " 
14;365, 1...

écrire (11) 757, 17
livre (1) 243, 3, 12, 20, 21 ; 245, 3, 12-14, 16, 17 ; ... ; (11) 733, 12 ; 
753, 10

‘ ■ ~ ̂
C -

augmenter (1) 249, 4 ; 659, 16 ; 663, 7, 19 ; 669, 5 ; 677, 21 ; (11) 733, 19 ; être 
plus grand (1) 499, 2
grand (1)407, 14, 15 ; 411,5, 6, 11 ;413, 1, 2, 5, 7 ; 425, 3... ; 
nombreux (1) 245, 11 ; (11) 733, 6, 10 
beaucoup (1) 281, 7 ; 337, 12
plus, plus grand (1) 251, 13 ; 261, 9, 12, 16, 18 ; 265, 2, 18 ; 267, 10, 13 ; 273, 
5, 16 ; ... ; (11) 733, 9 ; 735, 2, 3, 11, 12, 18 ; 737, 20 ; 741, 11 ; 753, 8 ; ...

> 1

salaire (1) 707, 1 ; 713, 17 ; 717, 4, 6 .1 ^

fraction (1) 247, 3-5 ; 285, 7, 8 ; 583, 5 ; (11) 735, 5 ; 737, 18 ; 753, 8 ^ ^

dévoiler (1) 245, 9, 21 
la vérité se dévoile (11) 733, 17

cube (1) 387, 7, 8 ; 445, 2-7, 9, 10, 22 ; 447, 1... 
cubo-cube (1) 445, 4 ; 455, 10, 14-18, 20 ; 457, 20, 21 ;
459, 1-3... ; 525, 17 ; 527, 2

tout entier, ensemble (1) 249, 1 ; 257, 7 ; 279, 1 ; 287, 15 ; 291, 10 ; 
323, 1 ; 377, 3...

I__ ft 1

) I J) !<-» I I I a 1̂ .5 \ I 

jIa£ ^

combien (1) 283, 16 ; 285, 2, 3 ; 287, 1, 17 ; 289, 10 ; 291, 6 ; 293, 7 ;
297, 9 ; 299, 7 ; ... ; (11) 735, 13, 14, 16
grandeur (1) 527, 12 ; 529, 12 ; 533, 4 ; 535, 15 ; 541, 1
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compléter (le carré) (1) 253, 13 ; 349, 1 ; 351, 11, 12 ; 363, 9 ;
375, 13 ; 379, 17 ; 381, 17 ; 399, 21 ; 405, 2 ; 433, 6... ;
rendre entier (1) 527, 3 ; 551, 17, 18 ; 557, 1, 2 ; 561, 15 ; 571, 1 ; 573, 10
entier (carré) (1) 349, 1

obtenu (1) 571, 12
place (1) 657, 14 ; 665, 21 ; 667, 5 ; (11) 759, 4 

comment (1) 281, 14, 16 ; 549, 20 ; 581, 3 ; 609, 11

qui se rattache (1) 245, 19

ôter, retrancher (1) 271, 12 ; 335, 13 ; 341, 3 ; 355, 7 ; 359, 2, 13 ; 365, 12 
7 ; 381, 9, 15 ; 383, 8... ; (11)739, 15,21 ;741, 1,4,6, 8 
poser (1)319, 14, 15 ; 609, 21 
se rencontrer (1) 671, 1 ; 673, 15

égal (1) 247, 10, 12 ; 255, 11 ; 257, 3, 4, 12, 15, 16, 19, 20 ; 259, 2... ;
(11) 737, 8 ;
exemple (1) 247, 9 ; 249, 2 ; 251, 15 ; fois (1) 247, 18, 19 ; 449, 6, 9 ;
451, 18, 19 ; 475, 1 ;...
double (1) 405, 17 ; 407, 3 ; 425, 16, 18 ; 453, 10 ; 457, 8 ; 589, 10 ;
591.7 ; 595,6.......
triple (1) 449, 6, 8 ; 451, 17 ; 453, 9, 11; 457, 7 ; 473, 14 ; 593, 2, 3 ;
595.7 ; ...
quadruple (1) 301, 17, 22 ; 325, 16 ; 443, 18 ; 445, 16-17 ; 453, 10, 13 ; 
457,9-10 ; ... ; (11) 737, 13, 17
quintuple (1) 325, 16 ; 443, 7 ; 475, 16, 18 ; 571, 12 ; 673, 19 
exemple (1) 301, 8, 9 ; 305, 1 ; 307, 15 ; 309, 12 ; 311, 7, 11 ;
341, 11 ; 343, 6 ; 345, 3 ; 497, 11 ; 499, 4 ; ... ; (11) 739, 20 ; 751, 6 ; 757, 
représenter (1) 269, 1

le fait de vérifier (1) 601, 15, 18

JL a £ l/ J_^l 
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371, ^ 1

JiL.
J_La

JLj-oI ^ J_La 

J LÎLo I

JLil_û( <u«_4jl

J  liLa I <Li II -fc

<lÎLûl ^ JIAj> 
1, 16

JÎLo

passer (I) 547, 2
fois (1) 257, 12, 15, 17 ; 271, 6, 8, 9 ; 281, 19, 20 ; 321, 7, 10... ; (11) 
743, 13 ; 745, 2 ; 747, 6 ; 757, 6



cinq couples (I) 723, 14
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‘ ' I y > I

aire (I) 523, 12, 13 ; 551, 11, 15 ; 555, 8, 10, 11, 13, 14 ; 557, 16-18, 21 ; ..

pouvoir, être possible (I) 269, 12, 13, 16 ; 299, 17 ; 313, 7, 10 ; 499, 16, 17 ; 
601,7 ; 605,4 ; 613, 11 ; 617, 4 ; 621, 19 ; ... ; (II) 733, 14, 15; 735, 7, 15, 
22 ; 739, 8 ; 741, 12; 743, 16 ; 745, 4, 12, 22 ; 749, 2... 
possible (II) 735, 20

^ i U <a

I

être interdit (I) 523, 17 ; être impossible (II) 733, 9 -̂13-01

toucher (I) 547, 2

aborder (II) 755, 11
carré(l) 247, 2, 4, 6, 8-12 ; 249, 1-4... ; 445, 3 ; ... bien (I) 395, 17 ;
397, 12; 403, 19; 413, 17 ; 419, 9 ; 677, 1,7, 9 ; 679, 1, 10...
-  entier (I) 253, 13 ; 375, 13 ; 379, 18 ; 381, 18 ; parfait (I) 433, 6 ; 577, 1 
carré-carré(1) 425, 19, 20 ; 427, 1-4, 18, 19, 22 ; 433, 2 ; 445, 4 ; ... ’ 
carré-carré-carré-carré (J) A19, 15, 16, 19-21 ; 561, 14, 17 ; 571,
1,3-4; 573, 10, 12; ...
capital (I) 465, 12 ; 701, 12, 18, 19 ; 717, 15, 16 ; 719, 2-4, 9 
le carré du carré (J) 479, 16-19 
carré auxiliaire (I) 621, 11

Jj-»

 ̂Jl-0

J L o  JL o  
J L a  J L o  J L o  JLo

J L U  (_>"IJ  
JL L I

4—1 J  1 ■«, 1.1 J L U

voie (I) 603, 23 ; type (I) 607, 9 ; manière (I) 639, 1 ; mode (I) 641, 9 
de la manière, comme, d’après (I) 275, 12 ; 377, 11 ; 379, 9 ; 397, 14 ;
501, 17 ; 503, 11 ; 521, 13 ; 559, 8 
choses semblables (II) 755, 9
côté (I) 505, I ; manière (I) 621, 18 ; mode (II) 755, 12, 13
de l’autre membre (I) 661, 1, 5 ; 665, 18 ; 667, 10 ; 669, 11, 18 ; 4_ia.LJI j _o
671,21

à la place de (I) 283, 17, 19, 20 ; 285, 2 ,4 ,7 , 8 ; 287, 1 ; 301, 1 ; 377, 9, 11 ; ... <ü p

rapport (I) 305, 11-14 ; 345, 9, 10 ; 369, 5-7 ; 509, 13, 15 ; ... ; raison (1) 569, 1 
en moyenne et extrême raison (I) 563, 13, 14 ; 565, 1, 2, 5, 7-9 ; cr-âj-Lj j  
567, 15, 16 ; 569, 2, 5 ; 571, 11

Glossaire arabe-français

rapporté à (I) 247, 6
convenir (I) 637, 9
proportionnalité (I) 641, 16
d’une manière qui convient (I) 637, 2, 17
proportionnel (I) 305, 17

ordre (I) 637, 8 ; 721, 1, 7 ; 723, 2 ; 725, 9

801

moitié, demi (1)249, 1, 13 ; 251, 4, 11, 17, 18, 22; 253, l l ^ l  jJiJ.1) Li.'
1 ,2 ,5 ... ; (II) 735, 5 ; 737, 10, 11 ; 739, 2, 5, 6 ; 743, 2, 3, 7... 
partager en deux moitiés (I) 251, 2, 8, 21 ; 253, 5, 16, 22 ; ^
259, 15, 20; 261, 3 ; 275, 1 ...
division en deux moitiés (I) 337, 12 ; 339, 20  ̂ à ,

examiner (I) 249, 24 ; 281, 11 ; 307, 7, 8 ; 311, 3, 4 ; 579, 19 
663,9 ; 719, 13
examiner en profondeur (I) 243, 16 
celui qui examine (I) 247, 1

ordre (I) 725, 20

individus (I) 655, 2 ; 663, 10 ; 671, 1 ; 673, 15 , 675, 19

très utile (I) 641, 10; 653, 19-20

^  à J L \ I I > I 

Ûâ_j

<* à i-ll

soustraire, retrancher (I) 251, 4 ; 253, 1, 18 ; 259, 16, 17 ; 281, 16 ;
285, 7 ; 315, 9, 15 ; 319, 3, 10; ...
diminution (I) 259, 23 ; différence (I) 259, 13 ; 265, 18 ; 267, 13, 14 ;
353, 9 ; 355, 14 ; 357, 4 ; 359, 8 ; ... ; le soustractif (I) 295, 13 ; 
soustraction (I) 273, 3 ; 313, 11 ; 319, 16 ; 497, 8 ; 499, 3 ; 501, 14 ; 503, 6 
soustrait (I) 281, 15, 16 ; 283, 1, 3, 5, 7 ; soustractif (I) 283, 2, 3, 6-8, 11 ; 
293, 10-12 ; 295, 13, 14 ;... ; moindre (I) 249, 9, 14 
soustrait (1)419, 17; 421, 14, 16 ; 423, 2, 12, 14 ; 427, 11 ; 429, 8 ; 433,
11 ;437, 1,4...

point (I) 255, 13, 14 ; 257, 2 ; 259, 1 ; 261, 23 ; 265, 20 ; 269, 5-7, 12,
14, 17 ; ...

9 f
j  Li r» a I
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acquérir (I) 675, 20-22 ; 677, 1, 9 ; 679, 1, 10-13, 15 ; ... ü-jl

indéfiniment (I) 605, 5 ; infinité (I) 607, 16 ; à l’infini (I) 637, 9-10, 20 <ü V U 
aboutir (I) 497, 13 ; 547,3 ;721,3, 11, 12 ; 727, 3 ; devenir (I) 501, 21 ; 
achever (I) 579, 4 ; (II) 739, 18 ; 741, 9 ; 743, 15, 20 ; 745, 3, 11, 17,21,23...
fin (II) 757, 21

espèce (I) 299, 17 ; 305, 1 ; 309, 4 ; 311, 7 ; 581, 20

géométrie (I) 505, 7 ; 509, 6 ; 523, 16 ; 719, 15 ; 723, 4 
les géomètres (I) 249, 24 ; 523, 6, 15

(joj J > A
<Llu jJlJb 

Ù J  j  i I

pouvoir (II) 735, 18, 20 ; convenir, admettre (solution) (II) 737, 16 ; 739, 13

intercepter (I) 533, 8 ; 541, 4 ; 549, 1, 5
corde (I) 523, 10, 19 ; 525, 4 ; 527, 12-14, 16 ; 529, 1, 11, 12, 16; ...

-HJ

être du devoir de (I) 245, 1, 21 ; s’ensuivre (I) 513,4, 10, 15, 20 ; 521, j-a. j)  
7 ; 563, 10 ; 667, 5 ; 677, 8 ; 681, 8 ; ... ; falloir (II) 737, 15, 19 ; 739, 10 ; 755,'3 
nécessaire (I) 383, 16 ; 635,14, 19

î'J
J

^ 'J

trouver (I) 243, 15 ; 249, 16 ; 307, 7, 8 ; 311,4, 5 ; 317, 14 ; 415,7 ; 
549,21 ;551,3... ; (II) 733, 10 
qui se trouve (I) 317, 15

modes (I) 243, 17 ; (II) 755, 11 ; 759, 21, 22, 24 ; 761, 3 ; 
manière, méthode (I) 347, 10 ; 349, 7 ; 369, 13, 14 ; 373, 10 ; 375, 18 
377, 15 ; 381, 1 ; 429, 10 ; 431, 9 ; ... ; (II) 747, 4 ; voie (II) 735, 10 ; 
démarche (II) 747, 5
manière (I) 345, 13 ; 387, 5 ; 439, 3 ; 451, 10 ; 493, 19 ; 497, 5, 19 ; 
membre (I) 669, 10 ; 671, 15 ; 673, 3

unité, un (I) 247, 15, 16, 21 ; 255, 7 ; 271, 6, 9 ; 275, 2... ; 
seul (I) 249, 4, 7 ; (II) 733, 7, 15 ; 737, 15, 16

*^J
-H.I J
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laisser (I) 243, 16 ; (II) 749, 4

parvenir (I) 617, 13 ; 633, 2, 16 ; (II) 733, 9

être parallèle (I) 279, 9 ; 299, 1 ; 303, 15, 17 ; 499, 10 ; 501, 7 
parallèle (I) 277, 2, 15 ; 285, 16, 17 ; 287, 9, 10 ; 291, 15, 16 ; 293, 21 ; 
295, 1 ;305,6, 8 ; ...

‘‘j J

<jjj
<jjh
j'j-"

moyen (1)479, 2-6, 8, 14 ; 481, 4-6, 8-11, 13 ; ...

décrire (I) 267, 14 ; 273, 11 ; 275, 17 ; 317, 14, 16 ;
319, 10, 12 ; 347, 9, 15 ; 375, 15 ; ... ; (II) 739, 13 ; 759, 19
qui décrit (11) 755, 11
propriété (I) 369, 13 ; 501, 11 ; 507, 5

parvenir à (I) 245, 10, 21 ; 719, 18 ; 729, 5 ; saisir (I) 523, 17 
joindre (I) 535, 18 ; 547, 4, 9 ; poursuivre (I) 245, 18 
prolonger (I) 565, 4-5 
qui dépend de (I) 245, 19

Jojjjj
L u â - i l  In  ■ I l j l

J  
4-û-uû

LJ-*! (Jj-^ j) J ^ J

d A I a " ■ ..I Jjüâj 
J-uaI x

être clair (I) 657, 16 ; 723, 15
clair (I) 373, 9 ; 501, 15 ; 579, 15 ; 659, 17 ; 677, 22 ; 681, 15 ; 729, 5, 9 
expliquer (I) 595, 1
éclairer (I) 245, 17 ; 523, 6 ; 729, 3 ; indiquer (I) 625, 19 
élucidation (I) 245, 7, 18 ; 729, 5

t ^ J

j ^ j l

composer (I) 579, 20 ; 719, 13
qui pose, compose, propose (I) 281, 8 ; 285, 1, 10 ; 307, 11 ; 309, 8 ; 321, 2 ; j
353, 13 ; qui établit (la cause du procédé) 357, 9 ; 361, 4 ; 365, 1 ; 367, 19 ; 545, 14 
position, endroit (I) 547, 1 ; 565, 4 ; 631, 21 ; 721, 11

identifier (I) 719, 12, 14, 16
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pour le moment (I) 481,5

découvrir (I) 243, 17 ; échoir (I) 247, 5 ; avoir lieu (I) 269, 5 ; 281, 20 ; 
advenir (II) 735, 16 ; tomber, se trouver (I) 269, 12, 13, 17 ; 561, 9 ; 565, 16 
être circonscrit (I) 539, 10 ; 545, 3 11, 20 
être inscrit (I) 539, 7, 8, 11 ; 543, 7 ; 545, 9

SjJ I l i A

parvenir (II) 743, 15 ; produire (II) 747, 4

ainsi de suite (I) 725, 10-11 
succession (I) 725, 20
succession des nombres (I) 719, 20 ; 721 7, 9, 10 ; 723, 2, 6 
successivement (I) 723, 3 ; 725, 9

imaginer (I) 725, 7

jl JjcVl , J l

INDEX DES NOMS PROPRES

Abû Hanifa al-Daynüri ; 146 
Abü Kâmil, Shujâ' ibn Aslam : V et 

passim
Abû Sidira, al-Sayyid: 3 n. 9 
Abû al-Wafà’ al-Bûzjânî : 114, 114 n. 2 
Abû Yûsuf : 10, 70, 384 n. 41, 385 ap. 
Aertsen, J. A. : 15 n. 37 
'Afifi, A. : 237 n. 16 
Allard, A. : 15, 16 n. 40 
Ahmad, S. : 8 n. 24, 203 n. 6, 229 n. 9, 

764 n. 1
Amin, A. ; 4 n. 14 
Ammonius : 236 
Anbouba, A. ; 2, 2 n. 7 
Apollonius : 37, 231, 233 
Archimède : 226 
Aristote : 221, 236-238 
Avicenne: 231, 237, 238

al-Balawi, Abû Muhammad : 2, 2 n. 8 
Banû Mûsâ : 4 
Bellosta, H. : 222 n. 2 
Bombelli, Rafael : 234 
Boncompagni, B. : 18 
Buchwald, J. Z. ; V n. 3

Chalhoub, S. : 30 
Chasles, M. : 14

Dardi de Pise, Maître ; 231 
Descartes, René : 233, 234 
Diophante: VII, IX, 5, 5 n. 15, 6, 11, 

53, 55, 58, 58 n. 7, 105, 145, 146, 
151, 152, 159, 219, 222, 223, 226, 
227, 229

Endress, G. : 15 n. 37 
Euclide: VI-VIII, 5, 31, 37, 38, 52, 53, 

85, 113, 114, 125, 131, 143, 146, 
221-224, 227, 239, 248, 250, 254, 
258, 262, 264, 268, 274, 278, 290, 
304, 335 ap., 432, 522, 540, 562, 
564, 566, 570, 574 

Eudoxe : 54

al-Fàrisi, Abû Zayd : 29 
al-Fârisi, Kamâl al-Din : 114, 114 n. 3, 

234
Faulhaber, Johann : 234

Fermât, Pierre de : 235 
Fibonacci : VIII, 15, 17-27, 114, 227 
Finzi, Mordekhay : 26, 30 
Folkerts, M. : 15 n. 36, 114 n. 5

Gérard de Crémone : 15, 16, 18 
al-GhazàU : 238, 239 
Girard, Albert : 234 
Golius : 29 
Graf, G. : 6 n. 18 
Guillaume de Luna : 15 
Guest, R. : 3 n. 12

al-Hajjâj ibn Matar: 255 ap., 263 ap., 
291 ap.

Hàjji Khalifa: VI n. 4, 7-9 
Hayashi, T. ; 198 n. 2 
Heiberg, J. L. : 304 n. 33, 562 n. 9, 566 

n.l6
Héron d’Alexandrie; 113 
Hissette, R. : 15, 15 n. 37, 16 
Hogendijk, J. P. ; 15 n. 36, 114 n. 5 
Houzel, Ch. : 233 
Hudde, Jan ; 234

Ibn Abi Barza : 146 
Ibn al-Akfani : 9
Ibn 'Ali, Mas'ûd ibn Muhammad : 28 
Ibn Aslam, Ahmad : 3,3 n. 13 
Ibn al-Athir : 3 n. 12 
Ibn al-Bannà’ : 231 
Ibn Budayr, Mikhâ’il : 6 n. 18 
Ibn Duqmâq : 3 n. 11 
Ibn Hasan al-Ansâri, Muhammad : 11 
Ibn al-Haytham, al-Hasan : 222, 228 
Ibn Kathir; 3 n. 12 
Ibn Khaldûn; 1, 1 n. 3, 2 
Ibn al-Khalil, Abû Yûsuf : 29 
Ibn al-Muqaffa', Servus : 6 n. 18 
Ibn Qurra : voir Thâbit 
Ibn Sinân, Ibrahim ; 222 
Ibn Taghribardi, Abû al-Mahâsin ; 3 

n. 11
Ibn Tûlûn, 'Abbâs ; 3, 3 n. 13 
Ibn Tûlûn, Ahmad: 2-4 
Ibn turk :37 ,37  n. 2,145, 146 
Ibn Yusuf al-Baghdàdi, Abu Ja'far 

Ahmad ; 4 ,4  n. 14 
al-'Imrâni, 'Ali ibn Ahmad : 1 n. 2, 8
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Ishâq ibn Hunayn ; 304 n. 32, 567 ap., 
569 ap. 

al-Istakhri : 8 
Jabr, F. : 238 n. 20 
Jamblique : 222 
al-Jârim, 'A. : 4 n. 14 
al-Jawhari, al-'Abbâs : 4

al-Karaji: VII-IX, 11-13, 27, 53, 58, 
114, 150, 193-195, 226-228, 239, 
345 ap., 385 ap., 387 ap., 389 ap. 

Karpinski, L. C. ; 2, 14, 14 n. 34, 18 
n. 43

al-Kàshi : 114, 114 n. 4 
al-Khayyâm ; 29, 226, 228, 231 
Kessler, E. : 236 n. 13 
al-Khâzin : 231, 234 
al-Khujandi : 231
al-Khwàrizmi, Abû Ja'far Muhammad 

ibn Müsâ : V-IX, 1 n. 3, 2, 4, 5, 8, 9, 
17-22, 24, 30, 35-38, 53, 55, 113, 
145, 146, 146 n. 3, 183, 195, 222- 
227, 231, 234, 235, 239, 244, 246, 
249 ap., 250, 251 ap., 320 n. 33, 324 
n. 34, 724, 726

al-Kindi, Abü 'Umar : 3, 3 n. 12-13 
al-Kindi, Ya'qüb ibn Ishâq : 4 
Kurd 'Ali, M. : 2 n. 8 '

Lam Lay Yong : 198 n. 2
Levey, M. : 2, 18, 18 n. 43, 27, 27 n.

47, 114 n. 5, 385 ap., 769 
Lévy, T. : 27 n. 45, 30, 30 n. 52 
Libbrecht, U. : 198 n. 2 
Libri, G.: 18 
Lippert, J. ; 1 n. 2
Lorch, R. : 15, 15 n. 36, 114 n. 5, 526 

n. 2, 528 n. 3, 532 n. 4, 534 n. 5 
Loria, G. : 18

Madkür, I. : 237 n. 16
al-Màhâni ; 226
al-Ma’mûn : 4
al-Maqrizi : 3 n. 11
al-Màradïni, Muhammad Sibt : 11
Martzloff, J. C. :'l98 n. 2
Mawaldi, M. : 114 n. 3
al-Miqàtî, Muhammad : 29
Montgomery, J. E. : 0
Morrison, D. : 236 n. 13, 237, 237 n. 14
Muhaqqiq, M. : 7
Mustafâ Pa§a : 10, 11
al-Mutawalddl : 4

al-Nabulsi, N. : 114 n. 4

al-Nadim : 1, 1 n. 1, 2, 6, 8, 8 n. 20-22, 
27, 30

Na'îm ibn Müsâ : 225 
Newton, Isaac : 233 
Nicomaque de Gérase : 222

Philopon, Jean : 236, 237 
Ptolémée: 113, 115, 116, 146 
Pythagore : 193 n. 2 
al-Qalqashandi : 1 n. 4 
al-Qiftï : 1, 1 n. 2, 8, 8 n. 23 
al-Qühi : 115 
al-Qurashi : 8
Qustâ ibn Lûqà: 5, 5 n. 15, 147

Rashed, M. : 236 n. 13, 239 n. 22 
Rashed, R. : V n. 1, n. 3, VIII n. 6, X 

n. 7, 5 n. 15, 8 n. 24, 16 n. 40, 18 n. 
44, 29 n. 51, 37 n. 3-4, 55 n. 5, 113 
n. 1, 115 n. 6, 145 n. 2, 193 n. 1, 195 
n. 4, 203 n. 6, 221 n. 1, 222 n. 2, 223 
n. 3, 226 n. 4, 229 n. 9, 239 n. 22, 
250 n. 7, 764 n. 1 

Robert de Chester : 15 
Rothe, Peter : 234

Sacerdote, G. ; 27 n. 48, 114 n. 5 
Saidan, A. S. : 30, 30 n. 54, 114 n. 2 
al-Samaw’al : VII, VIII, 8, 8 n. 24, 14, 

27, 28, 193, 193 n. 2, 195, 200, 200 
n. 3, 202, 203 n. 6, 226-231, 234, 
239, 293 ap., 345 ap., 763, 770-774 

Sanad (Sind) ibn 'Ali : 4, 5, 145, 146 
al-Saraidisi, Abü al-'Abbàs : 146 
al-Saydanâni : 145 
Sayili, A. : 37 n. 2, 145 n. 1 
Sayyid, A. F. : 3 n. 11 
Schub, P. : 27 n. 47 
Sesiano, J. : 15, 15 n. 36, 16 n. 41, 

769
Shams al-Din, A. : 238 n. 21 
Shukla, K. S.: 198 n. 2 
al-Sijzi : 222 
Simplicius : 236 
al-Sulami : 231
Suter, H. : 2, 27 n. 48, 30, 30 n. 53, 114 

n. 5

Tajaddud, R. : 1 n. 1 
Tannery, P. : 219
Thàbit ibn Qurra: VIII, 37, 38, 145, 

224, 225, 234, 239, 304 n. 32 
Théétète : 227 
Théon de Smyme : 222 
Tricot, J. : 236 n. 12
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al-Tüsi, Sharaf al-Din : 231-234

Vahabzadeh, B .:29n . 51 
Ver Eecke, P. : 58 n. 7 
Viète, François : 234 
Villemin, G. : 202 n. 5

al-Wâthiq: 20 n.32 
Weinberg, J. ; 2, 27, 27 n. 46 
Witkam, J. J. : 9 n. 28

Woepcke, F. : 58 n. 6, 194 n. 3

Yadegari, M. : 114 n. 5 
Yaltkaya, M. §. : VI n. 4, 7 n. 19, 8 

n. 25
Youschkevitch, A. : 54, 54 n. 2, 198 

n. 2
Zeuthen, H.-G. ; 37 
Zhang Qiujian : 198 n. 2

INDEX DES CONCEPTS

addition : 72-76, 223, 225 
aire
-  carrée: 38, 39, 41-51, 132 n. 9, 133,

134,232 
-d u  cercle: 113
-  du cône : 113
-  du décagone : 137
-  du pentagone : 136
-  plane : 37
-  des polygones : 114
-  de la pyramide : 113
-  des quadrilatères : 113
-  du rectangle : 41-51, 132, 133
-d u  triangle: 113, 115, 131, 133-135, 

138, 140-143
algèbre : V-VII, X, 5, 7, 10, 11, 35, 52, 

54, 113, 114, 128, 145, 147, 183, 
193, 195, 198 n. 2, 222, 224-228, 
232, 236

-  géométrique : VIII, 37, 38, 114, 231, 
232

algébrisation : 28, 114, 147, 197 
algorithme : VII, VIII, X, 35-38, 40, 42, 

48, 50-52, 58, 59, 68, 114, 145, 146 
n. 3, 222-227, 232-234

-  dit de Ruffini-Homer : 232 
analyse
-  combinatoire : 228
-  déterminée : VII
-  indéterminée (diophantienne) : IX,

11, 26, 27, 145, 150, 159, 226, 
228 ; entière du premier degré : IX, 
7, 28, 197-219; rationnelle: VII, 
VIII, X, 5, 7, 145, 151

-  infinitésimale : 235 
antiphairesis : 221
apodictique : 6, 35, 147, 223, 236, 237 
application
-  des aires : 37, 38, 45, 49, 224, 225

-  de l’algèbre à la géométrie : VI, 7, 
113,114

-  de l’algèbre à l’arithmétique : VI, 7,
113

-  rationnelle surjective : 157 
arithméticiens (hussàb) : VI-VIII, 5, 28,

146, 147, 172, 193, 197, 198, 282, 
336, 338

arithmétique: V-VII, 7, 53, 222, 225, 
227, 234

arithmétisation de l’algèbre : VII, VIII, 
11, 54

ars analytica : 222 
associativité : 54,72, 225, 282 n. 29 
augmentation et diminution : 7 
axe de symétrie : 116 
axiomatique : 221, 222, 228

bàb \ 146, 146 n. 3, 147 
binômes : 53, 224, 228

calcul {hisàb) :
-  algébrique: VI, VII, 1, 18, 35, 38, 53-

55, 62, 145, 148, 224-226, 234 ; 
abstrait : 55, 145, 225

-  arithmétique : 197-199 
-juridique: V, VI, 7
-  des legs et testaments : V, VI, 7, 183
-  des obligations {hisàb al-farà'id) : V,

VI
-  sur les polynômes : 53
-  sur les segments et les aires : 37, 44, 

62
carré {mal) : 35, 53, 99, 100, 246 n. 1 
carré de l’inconnue: 37, 42, 46, 48, 52, 

223, 232, 246 n. 1 
carré parfait: 151
cause {‘ilia): 36, 42, 60, 62, 146, 223, 

235, 239 ; {limà) : 237-238 
cercle(s) : VIII, 113-128, 139, 152
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chose {shay’) \ 35, 53, 65, 86, 97, 99, 
108, 172, 174, 176, 178-181, 199, 
224, 227

classification des équations : 35, 36, 
148, 149, 228-230

clôture projective : 151, 159, 165, 166 
coefficient(s) : VII, 53, 55, 122, 123, 

125-127, 149, 197, 203, 207, 213, 
223, 226, 233, 234

-  binomiaux : 228
-  indéterminés ; 234
-  irrationnels ; 80-82, 96 
combinatoire des termes primitifs: 36,

223
commutativité ; 54, 225
complétion du carré : 39, 43, 44, 156
cône quadratique : 158
congruence : 208
conique : 151, 152
connu {ma'lüm) : 3, 223
construction
-  de figures géométriques : 224, 225
-  à la règle et au compas : 113, 115
-  par sections coniques : 115
corde (détermination) : 115, 130, 142 ;

voir aussi méthode 
corps commutatif ordonné : 54, 225 
côté
-  du carré : 133-135
-  du polygone (pentagone / décagone) :

113-129, 135-138, 140, 141
-  du rectangle : 132
-  du triangle : 130, 132, 133, 208 
courbe(s) algébrique(s) ; 147 n. 6, 234
-  biquadratique : 157, 170
-  de genre 0 : 147, 149, 151, 157, 159
-  de genre 1 : 147, 149, 159, 165, 170
-  lisse de degré 4 : 159, 162, 165, 166
-  plane : 147 n. 6
-  de second degré : 150
-  unicursales : 147 n. 6 
cube : 232
cylindre quadratique : 157

décagone: VIII, 5, 15, 27, 113-115, 
118, 128, 129, 138

-  régulier convexe: 113, 117, 120, 
121, 126, 127, 137, 142

démonstration : VI, VII, 10, 37, 54, 
193, 194, 221-239

-  algébrico-analytique : 234
-  algébrique par « l’expression» ijafz) :

VII, 17, 54, 60, 64, 65, 106, 107, 
145, 224-230, 234, 239

-  algébrique par « l’indication » : 108, 
226, 235-239

-  des algorithmes de solution : 35, 38, 
40, 46, 48, 50-52, 222-227, 232-234

-  apagogique : 226
-  arithmétique : 107, 109
-  euclidienne : 62
-  de l’existence de racines positives 

231 ; de l’existence de solutions : 
228-230

-  géometrico-algébrique ; 231, 233, 234 
-géométrique par «la cause» {‘ilia -

demonstratio potissima) : 17, 36- 
38, 42, 52, 54, 55, 62, 64, 106-108, 
128, 194, 223-226, 235, 239

-  par récurrence archaïque : 193, 195
-  par régression : 227
-  par « le signe » : 237-239 
dérivation (procédé de) : 36, 232 
diamètre du cercle inscrit/circonscrit :

113-129, 136, 138 
différence (demi-) : 55 
distributivité: 1, 54, 225, 282 n. 29 
diviseurs : 234 
division : 55
-  des puissances : 91
-  des racines : 58
-  d’un segment de droite : 37, 225 ; en 

moyenne et extrême raison: 115, 
138-140

divisibilité des expressions polyno
miales : 227

droite projective : 147 n. 6

égalité : 223
-  des aires : 37, 225 
élimination {voir aussi méthode)
-  des radicaux : 74, 80, 83, 87, 94, 95,

97, 101, 103
entiers : voir nombres, solutions, somme 
équation(s)
-  binôme: 38, 58, 59, 81, 94, 95
-  biquadratique : VII, 231, 234
-  à coefficients irrationnels : 80-82, 96
-  cubique: 10, 160, 186, 226, 231, 234
-  de degré quelconque : 234
-  de la droite : 152, 158
-  indéterminées (diophantiennes) : 147,

202, 229, 230 ; du second degré : 
147, 149, 150

-  linéaire: 67, 69, 75, 78, 85, 162, 165,
172, 199 ; à 6 inconnues : 227, 230

-  d’un plan : 160, 162, 165, 170
-  du premier degré: 28, 35, 55, 154, 

223-225, 227, 233
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-  quadratique : VII, VIII, 35-38, 41, 
55, 58, 62, 64, 66-69, 71, 74-76, 
78, 80, 82, 85, 87, 88, 90, 91, 96- 
99, 101, 103, 114, 122, 145, 154, 
171, 186, 189, 223-225, 227, 231, 
233

-  les six types canoniques : 35, 53, 55
-  trinôme: 58, 81, 95, 96
-  à trois inconnues : 99, 100 
espace de dimension 3 : 170, 215 
expression {lafz) : voir démonstration 
extraction de la racine : 231, 234

génératrice : 158
géométrie: V, VI, 7, 37, 54, 55, 113, 

222, 225
-  algébrique : X, 231
-  euclidienne : VIII, 5, 54, 225, 226 
-plane: 35, 37, 54, 194
-  pratique : 3 
gnomon : 52, 232

hexagone : 129

inconnue: VII, 35, 36, 48, 53, 61, 79, 
83, 99, 100, 155, 161, 172-181, 
183, 185, 193, 199, 203, 204, 213, 
215, 223, 226, 227, 232, 233 

inéquations : 89
indication {isfiàra) : voir démonstration 
induction complète finie : 226, 228, 

234, 235 {voir aussi récurrence) 
inégalités linéaires : 215 
inférence {qiyâs) : 146, 197, 235-238 
infinité de solutions : 149, 150, 151, 

153, 154, 159, 161, 228-230, 232 
interpolation quadratique : 234 
intersection
-  des coniques : 10, 226, 231
-  de deux cylindres : 157
-  des plans tangents : 163

irrationnel {asamm) quadratique: VII, 
53, 224, 226 

irrationnel trinôme : 99 
invariant : 147 n. 6

al-jabr (restauration) : v

maximum  (des expressions polyno
miales) : 231, 232 

mensuration des terrains : 7, 30 
méthode(s) :
-  algébrique {tariq al-jabr) : 226-227
-  combinatoires : 234

-  « de la corde » : 151, 152, 156, 159, 
227

-  « de Diophante » : 58
-  de la double équation : 229
-  d’élimination : 145, 162-181, 199- 

201, 226, 227, 234, 235
-  géométrique {tariq al-handasa) :

227, 236
-  de la tangente (à l’infini) : 163, 166,

167
-  de Théétète : 227
modalité / modulo : 203, 213, 216-218,

228, 230 
monômes : 53
multiplication : 54, 55, 72, 223, 225, 

282 n. 29
-  d’une aire par une autre : 114
-  des puissances : 91 
al-muqâbala (réduction) : V, 227

neusis : 221
nombre(s) {'adad) : 35, 53,97,223
-  amiables : 234
-  entier : 1, 28, 180, 192, 199, 203-206,

210, 214, 228 {voir aussi solutions)
-  imaginaires : 234
-  irrationnel : 55, 85
-  rationnel: 28, 55, 149-153, 203, 224

opérations algébriques: 53, 175

paramètre: 158, 204-216, 223 
paramétrage rationnel : 150, 158 
pentadécagone : 115 
pentagone(s) : VIII, 5, 15, 27, 113- 

116, 128, 135
-  étoilé : 117
-  équilatéral inscrit dans un carré : 114
-  réguliers convexes : 5, 113, 117, 118,

122, 124-126, 136, 140, 141 
plan tangent à l’infini : 171 
point(s)
-  à coordonnées entières : 203, 208, 

215, 216
-  à l’infini : 147 n. 6, 151, 159, 162,

163, 165, 166, 169, 170, 171
-  d’intersection : 160, 231
-  rationnel : 150-154, 160, 162, 165, 

171
polygone
-  de Newton : 233
-  régulier convexe : 113-115, 124, 128
-  à 15 côtés : 131
polynôme : 53, 147 n. 6, 223, 233
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problème(s)
-arithmétiques : 148, 183
-  des cent volatiles : 27, 189, 198, 223
-  concrets (des postes...) : 146, 172, 

183-186
-  déterminés : 145
-  « de la droite d’Archimède » : 226
-  indéterminés (sayyâla) : VII, 5 ; du 

second degré : 145, 146, 148, 161 ; 
du premier degré : 27, 28, 172

-  « nécessaires » : 229, 230
-  possibles/impossibles : 145, 153, 

228-231
-  rationne 1/irrationnel : 149
-  solides : 114, 226
progressions arithmétiques : VII, 146, 

148, 192, 193
puissances de l’inconnue : 35, 53, 91, 

193, 233

quadrilatère(s) : VIII, 116, 122, 129
-  convexe : 118, 122, 130 
quadriques : 163

racine (jidhr) : 35, 52 
-carrée; 55, 227-228
-  cubique : 231
-  irrationnelle : 228
-  positive : 38, 41, 63, 65, 68, 69, 74, 

85, 89, 90, 98, 105, 122, 132, 133, 
136, 184, 186 ; existence de ; 231, 
234

rectangle : 41, 114, 129, 132, 232, 552 
n. 7, 554 n. 8

récurrence {voir aussi induction, 
démonstration) : 203, 214, 215, 228 

régression ; 195, 227 
règle des deux erreurs : 6, 7 
règle des signes : 54, 282 n. 29 
résolution
-  approchée des équations : 233
-  par radicaux : 35, 223, 233

segment de droite : 37, 44, 52, 132, 
224, 232

séries de puissances : 227 
signe {dalîl) ; 236-239 
solides : 232
solutions {voir aussi infinité)
-  en nombres entiers : 147, 178, 181,

199-206, 210, 214, 216
-  rationnelles (infinité) : 147, 149-151,

153, 154, 159, 161

somme
-  d’une aire et d’un segment ; 114, 131,

132
-  des carrés des entiers ; 192-193, 193 

n. 2
-  demi- : 55
-  des diviseurs d’un entier : 234
-  des entiers naturels : 192
-  des puissances : 193, 228
-  des termes d’une suite : 185 
suite
-arithmétique; 148, 183, 185, 186
-  géométrique (infinie) ; 160-162 
surface carrée ; voir aire 
système(s)
-  déductif ; 221
-  d’équations linéaires indéterminées ;

147-149, 172, 199, 227, 229 
-infini d’équations ; 160-162, 164

tangente ; 163 
tétraèdre ; 215, 216 
théorème
-  de la géométrie du triangle ; 115
-  de Ptolémée ; 115, 116 
théorie
-  de la découverte ; 222
-  des équations; VI, VII, 15, 17, 35, 

38, 223-225, 230, 233, 234 ; des 
deux premiers degrés; 11, 18, 35, 
53, 223

-  des nombres ; 234
-  des « polynômes dominants » : 233
-  des proportions ; VIII, 38, 54, 55, 

62, 65, 108, 224, 225, 231, 232, 
236

transformations ; 53, 227
-  birationnelles ; 147 n. 6 
triangle(s); VIII, 115, 131, 135, 140,

208-215 {voir aussi aire) 
-équilatéral; 114, 128, 130-134 
-rectangle; 124, 129
-  semblables ; 140, 141 
trigonométriques (relations) ; 234 
trinôme; 53, 99, 151, 153, 224
-  du second degré ; 153

unité(s) de longueur ; 38

variables ; 80, 81, 105, 150, 199, 231 
variété linéaire affine ; 203 
volatiles {voir aussi problème) ; 27, 28, 

147, 197
volume du paraboloïde ; 228
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Abû Kâmil
Kitâb al-'Asir: 1 n. 1, 6,7 
Kitàb al-Falàh/Miftàh al-Falàh: 1 n. 1, 

6,7
Kitàb hisàb al-dawr wa-al-wisàyâ\ 7 
Kitàb f i  al-Jabr wa-al-muqàbala 

{Algèbre) ; V-IX, 1, 1 n. 1-2, 2, 4- 
27, 113, 145-147
Traduction latine ; 39, 146 n. 3, 227 
n. 7-8, 247 ap„ 251 ap., 256 n. 15, 
257 ap., 261 ap., 267 ap., 299 ap.,
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409 ap., 411 ap., 417 ap., 451 ap
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«Mahamelet» ; 14, 15

Apollonius 
Coniques : 233
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Les Premiers Analytiques : 236 n. 12 
Les Seconds Analytiques : 221, 236, 
238

Avicenne
al-Najàt : 238, 238 n. 19 
al-Shifà’ ; 237, 237 n. 16

al-Balawi
Sirat Ahmad ibn Tülün ; 2, 2 n. 8 

Diophante
Les Arithmétiques : VII, IX, 5, 5 n. 

15, 6, 11, 58, 145-147, 152, 159, 
222, 227, 229

Euclide
Les Éléments : VI, VII, 5, 31, 38, 53, 

221, 239, 250 
II ; 37, 225 
II.2 ; 247 ap.
11.4 ; 290 n. 29, 432 n. 45, 433 ap.
11.5 ; VIII, 37, 42, 44, 46, 47, 52, 
224, 262-265 ap., 268, 269 ap.
II.6; VIII, 37, 39, 41, 48, 51, 52, 
224, 254, 255 ap., 258, 274, 275 
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VI ; 37, 38, 225, 233
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32, 305 ap.
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IX ; 113 
X ; 85, 226 
XII ; 113
XII. 1 ; 125, 540 n. 6, 541 ap.
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575 ap.

al-Fârisi, Abû Zayd
al-Masà’il al-hisàbiyya {Problèmes 

arithmétiques) : 29

Fibonacci
Liber Abaci : 17, 18 
Practica geometriae : 114

al-Ghazâli
Mi'yàr al- 'ilm : 238, 238 n. 21 

Hâjji Khalifa
Kashf al-zunün : VI n. 4, 7-9

Ibn al-Akfâni 
Irshàd al-Qàsid : 9
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Sharh md ushkila min musâdarât 

Uqlidis {Commentaire des difficul
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29

Khwârizmi, Muhammad ibn Mûsâ
Kitâb al-Jabr wa-al-muqâbala {Algè

bre): VI, 1 n. 3, 18, 30, 35-38, 55, 
145, 146, 146 n. 3, 183, 239, 244, 
246, 249 ap., 250, 251 ap., 320 n. 
33, 324 n. 34

al-Nadim
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Subh al-A 'shâ ; 1 n. 4
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Ta’rîkh al-hukamà’ : 1 n. 2
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al-Bàhir: 8 n. 24, 14, 14 n. 31-33, 27, 

28, 193 n. 2, 200, 200 n. 3, 203 
n. 6, 227-229, 293 ap., 345 ap., 
763-767, 770-774

Thâbit ibn Qurra
Fî Tashîh masà’il al-jabr bi-al-baràhin 

al-handasiyya {Rétablir les problè
mes de l ’algèbre par les démonstra
tions géométriques) : 145

Min al-masâ’il allatî sa’ala 'anhâ Ibn 
Usayyid {Réponses aux questions 
posées par Ibn Usayyid) : 239, 239 
n. 22
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