
Aus dem Programm Huber: Psychologie Lehrbuch

Wissenschaftlicher Beirat:
Prof. Dr. Dieter Frey, München
Prof. Dr. Kurt Pawlik, Hamburg
Prof. Dr. Meinhard Perrez, Freiburg (Schweiz)
Prof. Dr. Hans Spada, Freiburg i. Br.





Jürgen Rost

Lehrbuch
Testtheorie
Testkonstruktion

Verlag Hans Huber
Bern l Göttingen l Toronto l Seattle



Das Umschlagbild stammt von Carl Lambertz. Es trägt den Titel ,,Marionettentänzerin“
(1982, Gouache, 70 cm x 51 cm). Wiedergabe mit freundlicher Erlaubnis des Künstlers.

Adresse des Autors:
Prof. Dr. Jürgen Rost
Institut für die Pädagogik der Naturwissenschaften
Olshausenstraße 62
D-24098 Kiel

Die Deutsche Bibliothek - CIP-Einheitsaufnahme

Rost, Jürgen:
Lehrbuch Testtheorie, Testkonstruktion / Jürgen Rost. -
1. Aufl. - Bern ; Göttingen ; Toronto ; Seattle : Huber, 1996
(Aus dem Programm Huber: Psychologie-Lehrbuch)
ISBN 3-456-82480-7

1. Auflage 1996
0 Verlag Hans Huber Bern 1996
Druck: Hubert & Co., Göttingen
Printed in Germany



9

Über dieses Buch

Die Konzeption dieses Buches ist durch
zwei Merkmale geprägt, die es von den
meisten vergleichbaren Texten unterschei-
det: Erstens, es macht Schluß mit der
künstlichen Alternative zwischen soge-
nannter klassischer und probabilistischer
Testtheorie, indem es beide Ansätze als
komplementäre, nicht als konkurrierende
Theorien behandelt (S.U. den Abschnitt
über klassische Testtheorie). Zweitens,
werden nicht nur Methoden behandelt, die
Personeneigenschaften mittels Tests quan-
tifizieren, sondern auch solche, die Per-
sonen anhand von Testergebnissen klas-
sifizieren, also qualitative Personenun-
terschiede erfassen (S.U. den Abschnitt
über klassifizierende Testtheorie). Beide
Merkmale sind nicht unproblematisch,
denn mehr als 95 % aller standardisierten
Test- und Fragebogeninstrumente sind
nach der klassischen Testtheorie ent-
wickelt worden, und ein ebenso großer
Anteil von Test- und Fragebogenverfahren
zielt darauf ab, quantitative Personen-
merkmale zu erheben.

Schaut man sich dagegen an, was auf dem
Gebiet der Psychometrie und Testtheorie
derzeit an Methoden entwickelt und pu-
bliziert wird, so scheint dieses Unterfan-
gen weniger gewagt: Arbeiten zur proba-
bilistischen Testtheorie dominieren die
Szene ebenso, wie es auch immer mehr
psychometrische Arbeiten gibt, die quali-
tativen Unterschieden zwischen den gete-
steten Personen Rechnung tragen. Dabei
ist die Gesamtheit der Neuentwicklungen
in den letzten dreißig Jahren durchaus
nicht divergent oder zersplittert, sondern
sie stellt ein - zwar mosaikartig zusam-
mengefügtes - aber letztlich einheitliches
und konsistentes Gebäude psychometri-

scher Verfahren dar. Es ist das Anliegen
dieses Buches, einen Einblick in dieses
Gebäude zu vermitteln und dem Leser die
damit verbundenen vielfältigen Möglich-
keiten psychometrischer Methoden zu
erschließen.

Wie in allen Bereichen der universitären
Ausbildung dürfen sich auch die Inhalte
der Testtheorie nicht daran orientieren,
was derzeit der Standard der Testpraxis
ist, sondern daran, welche Möglichkeiten
für die Praxis der derzeitige Forschungs-
stand bietet. Das Potential der Testtheorie
für eine Verbesserung der Testpraxis ist
enorm groß, jedoch ist die Nutzung dieses
Potentials an eine wesentliche Vorausset-
zung geknüpft: Neue Verfahren müssen
anwendbar sein, d.h., es muß benutzer-
freundliche Computerprogramme geben.
So werden in diesem Buch auch nur sol-
che Verfahren und Methoden vorgestellt,
für die entsprechende Software angeboten
wird. Für die wichtigsten in diesem Buch
dargestellten Verfahren der Testanalyse
steht ein Programmsystem zur Verfugung
(WINMIRA), das in einer Übungs-Ver-
sion kostenlos vom Programmautor ange-
fordert werden kann (siehe den Anforde-
rungsschein auf der letzten Seite des Bu-
ches). Mit dieser Demoversion können
fast alle im Text verwendeten Rechenbei-
spiele nachgerechnet werden. Für alle
anderen, nicht durch WINMIRA abge-
deckten Auswertungsverfahren, wird auf
entsprechende, allgemein zugangliche
Software verwiesen.

Das Buch versteht sich nicht als Aufbau-
kurs für Studierende, die ‘noch etwas
mehr’ lernen möchten, sondern als Basisli-
teratur für alle Studiengänge der Psycho-
logie, Soziologie und Pädagogik, in denen
Kenntnisse der Test- und Fragebogenkon-
struktion und -analyse zur Grundausbil-
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dung gehören. Deshalb werden auch keine
besonderen Kenntnisse der Wahrschein-
lichkeitsrechnung und Statistik vorausge-
setzt, sondern es werden alle benötigten
Begriffe bei ihrem ersten Auftauchen im
Text erläutert.

Klassische Testtheorie

Jedes Auswertungsverfahren beruht auf
bestimmten Annahmen über die empiri-
schen Daten und macht sich die - behaup-
tete oder nachgewiesene - Geltung dieser
Annahmen zunutze, um einzelne Auswer-
tungsschritte zu rechtfertigen oder zu be-
gründen. Die Annahmen der sogenannten
klassischen Testtheorie beziehen sich auf
vorliegende, fehlerbehaftete Meßwerte von
Personen. Diese Annahmen bestehen aus
bestimmten Aussagen über den Meßfehler
dieser Meßwerte, z.B. über seine Größe
oder darüber, daß er nicht mit dem Meß-
fehler anderer Meßwerte korreliert. Die
Existenz von Meßwerten, wenn auch feh-
lerbehafteter, wird aber vorausgesetzt.

Anders verhält es sich mit der sogenann-
ten probabilistischen Testtheorie, deren
Annahmen sich darauf beziehen, wie die
beobachteten Antworten in einem Test
von der zu messenden Eigenschaft abhän-
gen. Die Berechnung von Meßwerten für
die Personen ist hier erst das Ergebnis
einer Testanalyse und nicht ihre Voraus-
setzung. Insofern ergänzen sich die klassi-
sche und die probabilistische Testtheorie:
die eine fängt dort an (die klassische
Testtheorie), wo die andere aufhört (die
probabilistische Testtheorie), nämlich bei
den Meßwerten.

Beide Begriffe sind zudem höchst irrefüh-
rend: die klassische Testtheorie ist eben-
sowenig eine Theorie über Tests, wie die

probabilistische Testtheorie unbedingt
probabilistisch sein muß. Erstere wird in
diesem Buch daher als allgemeine Meß-
fehlertheorie bezeichnet und letztere
untergliedert sich in eine Vielzahl von
Testmodellen - probabilistische und de-
terministische. Die Behandlung dieser
Testmodelle nimmt zweifelsohne den grö-
ßeren Raum in diesem Buch ein - weil es
so viele interessante und brauchbare
Testmodelle gibt und weil in ihnen die
psychologischen Annahmen über das Ver-
halten der Personen bei der Beantwortung
der Testaufgaben stecken.

Dennoch wird auch die klassische Test-
theorie (die Meßfehlertheorie) in diesem
Buch recht ausführlich behandelt, aller-
dings verteilt auf mehrere Kapitel. Im Ab-
schnitt ‘Lesehinweise’ wird ein Lesevor-
schlag gemacht, der einem Kurs in klassi-
scher Testtheorie gleichkommt: von den
Testgütekriterien über die Axiome der
klassischen Testtheorie, die Berechnung
der Objektivität, Reliabilität und Validität,
die Bestimmung von Vertrauensinterval-
len, Reliabilitätssteigerung durch Testver-
längerung, Verdünnungsformeln, Relia-
bilitäts-Validitäts-Dilemma, normorien-
tierte Testauswertung bis hin zu den klas-
sischen Problemen der Veränderungsmes-
sung.

Klassifizierende Testtheorie

Jede Art der Testauswertung basiert auf
einer Annahme über die Art der Perso-
nenunterschiede, die der Test oder Frage-
bogen erfassen soll. Zumeist erfaßt ein
Test quantitative Personenunterschiede,
d.h. er soll den Ausprägungsgrad der In-
telligenz, der Extraversion oder der Ein-
stellung zum Umweltschutz ermitteln, also
quantifizieren. Das Gegenstück hierzu
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besteht darin, qualitative Personenunter-
schiede zu erfassen, also z.B. Attributi-
onsstile, Coping-Stile, kognitive Stile oder
Strategien, Einstellungsstrukturen, gene-
ralisierte Kognitionen oder persönlich-
keitspsychologische Typenkonstrukte.

Die Erfassung qualitativer Personenunter-
schiede kommt dabei einer Klassifizierung
der Person gleich, da man über Personen,
die sich qualitativ voneinander unterschei-
den, nur sagen kann, daß sie unterschiedli-
chen Gruppen, Typen, Kategorien oder
eben ‘Klassen’ angehören. Der Begriff
‘klassifizierende’ Testtheorie wird hier be-
vorzugt, um die Diskussion um ‘qua-
litative Methoden’ zu entlasten.

Während es in der inhaltlichen Theorien-
bildung eine Vielzahl solcher Konstrukte
gibt, mit denen qualitative Personenunter-
schiede beschrieben werden, wird bei ihrer
Erfassung durch einen Test oder Fragebo-
gen in der Regel dann doch quantifiziert.
Wann immer man einen Summenwert über
die Items eines Tests bildet, also etwa die
mit ‘ja’ beantworteten Fragen zusammen-
zählt, hat man die Schwelle zur Quantifi-
zierung unwiederbringlich überschritten:
Ein Summenwert enthält nicht mehr die
Information, welche Person welches Item
bejaht hat, sondern nur den quantitativen
Aspekt, wieviele Fragen bejaht wurden.
Eine qualitative oder klassifizierende
Testtheorie berücksichtigt dagegen, wel-
che Fragen mit ‘ja’ und welche mit ‘nein’
beantwortet wurden, also das Antwortmu-
ster.

Es stellt keine böse Unterstellung gegen-
über Testkonstrukteuren dar, wenn man
sagt, daß deswegen immer wieder auf eine
quantifizierende Testauswertung zurück-
gegriffen wird, weil keine Alternativen
bekannt sind: Es gab diese Alternativen

einer qualitativen Testtheorie bislang nicht
und sie sind auch bis heute nicht so ausge-
reift wie quantitative Auswertungsverfah-
ren. Trotzdem werden klassifizierende
Testmodelle in diesem Buch gleichbe-
rechtigt neben quantifizierenden Modellen
behandelt.

Der Hauptgrund für diese Gleichbehand-
lung liegt in der Überzeugung, daß es der
Testpraxis nur gut tut und berechtigte Kri-
tik an der Testpraxis entkräftet, wenn man
qualitative Personenunterschiede auch als
solche erfaßt und nicht stets und überall
quantifiziert. Aber es gibt noch weitere
Grunde. Gerade wenn man eine quantita-
tive Personenvariable messen will, können
klassifizierende Testmodelle dabei helfen.
Zum einen läßt sich durch einen Vergleich
eines quantitativen und eines klassifizie-
renden Modells prüfen, ob die Personen-
unterschiede tatsächlich quantitativer Na-
tur sind. Zum anderen können sie bei der
Testoptimierung durch Selektion von Per-
sonen oder Items herangezogen werden,
um einen quantitativen Test zu verbessern.
Schließlich stellen sie einfach einen
brauchbaren Ausweg dar, wenn es nicht
gelingt, einen quantifizierenden Test zu
konstruieren: Anstatt den Test als un-
brauchbar aufzugeben, kann er unter Um-
ständen mit einem klassifizierenden Test-
modell ausgewertet werden.

In ein ‘Lehrbuch’ gehören klassifizierende
Testmodelle allein schon aus didaktischen
Gründen: Die Beschäftigung mit ihnen
fördert das Verständnis dafür, was es
heißt, wenn man mit einem Test oder Fra-
gebogen eine Personeneigenschaft quanti-
fizieren möchte.



12 Über dieses Buch

Zur Didaktik des Buches

Eines der hilfreichsten Merkmale der
Testtheorie ist zugleich ihr problema-
tischstes Merkmal: Hier werden psycho-
logische Annahmen über das Verhalten
von Menschen, nämlich über ihr Antwort-
verhalten, in Formeln verpackt. Tatsäch-
lich sind die meisten, in diesem Buch ab-
gedruckten Formeln so etwas wie
‘Verhaltensgleichungen’: Sie beschreiben
die Abhängigkeit des beobachtbaren Ver-
haltens von Personen- und Situations-
merkmalen. Dies ist sehr hilfreich, denn es
führt zu eindeutigen Auswertungsverfah-
ren und sichert ein wichtiges Gütemerk-
mal von Tests, ihre Objektivität. Es ist
aber deshalb problematisch, weil sich
viele Studierende von Formeln derart ab-
schrecken lassen, daß sie die Psychologie
dahinter nicht mehr sehen. Auch wenn die
formalisierten Annahmen oft nicht beson-
ders tiefschürfend sind, ist es umso wich-
tiger, sie zu erkennen und zu durch-
schauen.

Es gibt (mindestens) vier verschiedene
Modi der Wissensvermittlung in einem
solchen Gebiet wie der Testtheorie: den
verbalen, den graphischen, den numeri-
schen und den formalen Modus. Beson-
ders im zentralen, dritten Kapitel wurde
versucht, alle 4 Modi zur Darstellung
eines Testmodells einzusetzen: Seine An-
nahmen und Eigenschaften werden verbal
beschrieben, der Zusammenhang zwischen
der zu messenden Personeneigenschaft
und dem Antwortverhalten wird durch
Graphiken dargestellt, es werden Zahlen-
beispiele vorgeführt und - so spät wie
möglich in jedem Unterkapitel - wird die
Formalisierung eingeführt. Was mit diesen
4 Darstellungsmodi vermittelt wird, ist
weitgehend redundant, so daß es dem
Verständnis vieler Kapitel keinen ent-

scheidenden Abbruch tut, wenn man z.B.
mit den Formeln nicht klar kommt.

Trotzdem wurde einiges unternommen,
um auch die Formalisierung der Testtheo-
rie verständlich zu machen. Alle Funkti-
onszeichen, mathematischen Symbole und
Rechenregeln, die über das Abiturwissen
im Fach Mathematik hinausgehen, werden
bei ihrem ersten Auftreten erläutert. Über
die verwendete Notation gibt eine aus-
führliche Tabelle am Ende des Buches
Auskunft. Statistische Konzepte wie
‘Varianz’ und ‘Korrelation’ werden eben-
falls bei ihrem ersten Auftreten erläutert,
die entsprechende Seitenzahl läßt sich
über das Stichwortverzeichnis jederzeit
wiederfinden.

Längere Ableitungen und Beweise werden
aus dem laufenden Text herausgenommen,
um den ungeübten Leser nicht zu irritie-
ren. Solche Ableitungen finden sich in
abgesetzten Kästchen wieder. Obwohl es
empfehlenswert ist, diese Ableitungen
nachzuvollziehen, ist es für das weitere
Verständnis des Textes nicht erforderlich.
Oft dienen die ebenfalls in abgesetzten
Kästchen wiedergegebenen Datenbeispiele
allein dazu, die Bedeutung der in den
Formeln auftauchenden Modellparameter
plastischer zu machen.

Schließlich werden in den Übungsaufga-
ben keine Beweisführungen verlangt, son-
dern es handelt sich um Anwendungsauf-
gaben, Kreativleistungen oder Abfragen
mit leichter Transferanforderung. Kieler
Studierende des Wintersemesters 94/95
baten mich, ausdrücklich darauf hinzuwei-
sen, daß es bei vielen Aufgaben nicht
zielführend ist, die entsprechenden For-
meln zu suchen, um die Antwort zu be-
rechnen. Die Lösung ist oft leichter durch
logische Schlüsse zu finden.
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Ein heikles Kapitel stellt das Thema Lite-
raturverweise dar. Es nützt den Studieren-
den wenig, wenn sie im laufenden Text
erfahren, daß Mayer (1974) oder Schulze
(1975) auch zu diesem Thema etwas ge-
schrieben haben, was man eigentlich lesen
sollte, aber nie lesen wird. Für mich war
es eine notwendige Konsequenz, auf sol-
che Verweise beim Schreiben ganz zu
verzichten. Es beeinflußt nämlich den
Schreibstil sehr, wenn man stets die Ver-
antwortung für das Geschriebene anderen
Autoren zuschreiben darf oder muß.
Die notwendigen Referenzen auf die je-
weiligen Originalarbeiten oder andere le-
senswerte Texte erfolgt am Ende jedes
Unterkapitels in Literatur-Kästchen. Aber
auch hier stellt sich ein Problem, nämlich
das der ungeheuren Fülle testtheoretischer
Arbeiten. Es kann nicht die Aufgabe eines
Lehrbuchs sein, ganze Jahrgänge von ein-
schlägigen Fachzeitschriften zu zitieren.
Einige Kriterien für die sicherlich subjek-
tive Auswahl an Literatur sind:

- historisch bedeutsame Arbeiten, in
denen ein Ansatz erstmals ausführlich
behandelt wurde,

- Arbeiten, die von ihrem Inhalt und Stil
her geeignet sind, von den Adressaten
dieses Buches, also Studierenden der
Fächer Psychologie, Pädagogik und
Soziologie gewinnbringend als Teil
ihres Studiums gelesen zu werden,

- Arbeiten, die dieselben Inhalte anders
darstellen, also als Konkurrenz oder
Alternative zu diesem Lehrbuch fun-
gieren können.
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Lesehinweise

Die Untergliederung des Buches in 6
Kapitel stellt insofern eine chronologische
Gliederung dar als die Kapitel den Ablauf
einer Testentwicklung widerspiegeln:
Nach der Testkonstruktion (Kapitel 2)
folgt die Auswahl und Anwendung eines
geeigneten Testmodells (Kapitel 3). Zu-
nächst müssen die Parameter dieses Test-
modells geschätzt werden (Kapitel 4),
welche dann die Grundlage für Modellgel-
tungskontrollen darstellen (Kapitel 5). Der
letzte und vielleicht wichtigste Schritt
einer Testentwicklung besteht in der Op-
timierung des Tests oder Fragebogens
hinsichtlich Meßgenauigkeit und Gültig-
keit (Kapitel 6). Wissenschaftstheoretische
Überlegungen sollten stets am Anfang
stehen und werden in Kapitel 1 behandelt.

Dieses Gliederungsprinzip muß unter di-
daktischen Gesichtspunkten nicht das
sinnvollste sein, denn oft versteht man die
ersten Schritte besser, wenn man schon
weiß, welche Schritte noch folgen. Insbe-
sondere ist es wohl nicht sinnvoll, das
ganze Buch von vorne bis hinten durchzu-
lesen, und geradezu fatal wäre es, nur die
erste Hälfte durchzuarbeiten und auf die
zweite Hälfte aus Zeitgründen zu verzich-
ten. Aus diesem Grund werden im folgen-
den 5 Lesevorschläge gemacht, die sich
sowohl zur Strukturierung von Lehrver-
anstaltungen als auch zum Selbststudium
eignen.

Der Standardkurs

Entweder als 2-stdg. Vorlesung mit Tuto-
rium zur Besprechung der Übungsaufga-
ben oder als Lektürekurs in Form eines 2-
stdg. Seminars. Die zweite Variante stellt
rohe Anforderungen an die Studierenden
da der Stoff nur zu bewältigen ist, wenn
alle TeilnehmerInnen die angegebenen Ka-
pitel vor der jeweiligen Seminarstunde
gelesen haben. Gegebenenfalls ist der
Stoff auf 2 Semester zu verteilen.

1. Wissenschaftstheorie der Testaus-
wertung und Testgütekriterien (1, 2.1)

2. Testkonstruktion (2.2 - 2.5)
3. Das Antwortverhalten bei richtig-

falsch Antworten (3 - 3.1.1.2.1)
4. Logistische Antwortfunktionen

(3.1.1.2.2-3.1.1.2.4)
5. Die Berechnung quantitativer Meß-

werte (4.1, 4.2.1)
6. Die Prüfung der Modellannahmen

(5.3)
7. Klassifizierende Testauswertung

(3.1.2)
8. Gleichzeitig Klassifizieren und

Quantifizieren (3.1.3)
9. Die Identifizierung von latenten

Klassen (4.2.2)
10. Metrische Skalen aus ordinalen Ant-

worten (3.3.1, 3.3.2)
11. Klassifizieren mit ordinalen Ant-

worten (3.3.3 - 3.3.5)
12. Die Angemessenheit der Testaus-

wertung (5.1, 5.2)
13. Erhöhung der Meßgenauigkeit (4.4,

6.1)
14. Testoptimierung durch Item- und

Personenselektion (6.2, 6.3)
15. Externe Validität und Normierung

(6.4, 6.5)
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Ein Aufbaukurs

Dieser Vorschlag für ein zweistündiges
Fortgeschrittenenseminar setzt den Stan-
dardkurs voraus. Der Lesestoff dieses Bu-
ches pro Thema ist im Umfang gering:
aber inhaltlich komprimiert und sollte
durch eine oder zwei der dort angegebenen
Literaturstellen ergänzt werden.

1. Nichtmonotone Itemfunktionen
(3.1.1.3)

2. Latente Klassenanalyse nominaler
Daten (3.2.1)

3. Das mehrdimensionale Rasch-Modell
(3.2.2)

4. Das linear logistische Testmodell
(3.4.1)

5. Das mehrdimensionale Komponen-
tenmodell (3.4.2)

6. Die linear logistische Klassenanalyse
(3.4.1)

7. Klassische Probleme der Verände-
rungsmessung (3.5.1)

8. Dreifaktorielle Testmodelle (3.5.2)
9. Personenspezifisches Lernen während

des Tests (3.5.3.1)
10. Itemspezifisches Lernen während des

Tests (3.5.3.2)
11. Reaktionskontingentes Lernen

(3.5.3.3)
12. Die Messung von Wirksamkeit

(3.5.4)

Klassische Testtheorie

Die folgende Auflistung von Themen und
Kapitelnummern gibt eine Übersicht, wel-
che Inhalte der klassischen Testtheorie in
diesem Buch behandelt werden. Da die
klassische Testtheorie in diesem Buch je-
doch nicht als eigenständige Grundlage für
eine Testauswertung, sondern als Meßfeh-
lertheorie behandelt wird, stellt die Anein-
anderreihung dieser Themen nicht unbe-
dingt einen didaktisch sinnvollen Kurs in
klassischer Testtheorie dar. Ein wichtiges
Thema, nämlich die Methoden der Re-
liabilitätsberechnung im Rahmen der
klassischen Testtheorie, wird nur gestreift,
da die Bestimmung der Reliabilität eines
Tests im Rahmen probabilistischer Test-
modelle über die Schätzfehlervarianzen
vgl. Kap. 6.1.1) sehr viel effektiver und
präziser erfolgen kann.

1. Testgütekriterien und Axiome der
Meßfehlertheorie (1.1, 2.1)

2. Testkonstruktion (2.2, 2.3)
3. Berechnung der Auswertungsobjek-

tivität (2.4, 2.5)
4. Die Testmodelle der klassischen

Testtheorie (3.1.1.2.1)
5. Reliabilitätssteigerung durch Testver-

längerung und Vertrauensintervalle
(6.1.1, 6.1.2, 6.1.3)

6. Trennschärfe und Faktorenanalyse als
Testmodell (6.2.1, 6.2.3)

7. Validität, Verdünnungsformeln und
Reliabilitäts-Validitäts-Dilemma
(6.4)

8. Normorientierte und kriteriumsorien-
tierte Testinterpretation (6.5)

9. Klassische Probleme der Verände-
rungsmessung (3.5.1)

10. Ipsative Meßwerte (3.2.2)
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Rasch-Meßtheorie

Dieser Kurs richtet sich an Studierende.
die schon an einer Lehrveranstaltung über
restkonstruktion und die sog. klassische
Testtheorie teilgenommen haben und jetzt
einen Einblick in die Rasch-Meßtheorie
erhalten möchten. Die angegebenen The-
men und Kapitel eignen sich gut für ein 2-
stündiges Seminar.

1. Formale Modelle und Testmodelle
(1.2)

2. Das Binomialmodell (Einl. v. 3, 3.1,
3.1.1, 3.1.1.2.1)

3. Das Rasch-Modell (3.1.1.2.2)
4. Parameterschätzung (4.1, 4.2.1)
5. Eindeutigkeit und Meßgenauigkeit

der Parameterschätzungen (4.3, 4.4,
6.1.1)

6. Das mixed Rasch-Modell (3.1.3)
7. Modellgeltungstests (5.3)
8. Modellvergleiche (5.1, 5.2)
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Klassifizierende Testtheorie

Dieser Kurs richtet sich an alle Studieren-
den, für die ‘Testauswertung’ bisher
gleichbedeutend war mit ‘Quantifizierung’
von Personeneigenschaften. Er soll einen
Einblick in die Möglichkeiten eröffnen,
Tests unter Berücksichtigung des Ant-
wortmusters oder Antwortprofils auszu-
werten. Er eignet sich ebenfalls für ein 2-
stündiges Seminar, wobei - je nach Vor-
kenntnissen - des öfteren auf andere Kapi-
tel zurückgegriffen werden muß.

1.

2.

3.

4.

5.
6.
7.

8.

9.
10.

11.

12.

13.
14.

15.

Quantitative und kategoriale Perso-
nenvariablen (2.2.1, Einl. v. 3, 3.1,
3.1.1, Kap. 3.1.1.1)
Deterministische und probabilistische
Klassen (Einl. 3.1.2, 3.1.2.1, 3.1.2.2)
Die Identifizierung der Klassen (4.1,
4.2.2)
Restringierte Parameter (3.1.2.3,
3.1.2.4)
Das mixed Rasch-Modell (3.1.3)
Modellgeltungstests (5.1, 5.2)
Klassenanalyse nominaler Daten
(3.2.1)
Ordinales Rasch-Modell und ordinale
Klassenanalyse (3.3.1, 3.3.3)
Ratingskalen-Modelle (3.3.2, 3.3.4)
Ordinales mixed Rasch-Modell
(3.3.5)
Linear-logistische Klassenanalyse
(3.4.3)
Genauigkeit der Parameterschätzun-
gen (4.3, 4.4)
Itemselektion (6.1.4, 6.2.2)
Klassen unskalierbarer Personen
(6.3.2)
Validitätsberechnung und normori-
entierte Interpretation (6.4.1, 6.5)
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1. Was ist Testtheorie?

In diesem Kapitel soll beschrieben wer-
den, was Tests sind, was Testtheorie ist
(Kap. 1.1), wozu man sie braucht und
inwiefern es sich bei der Testtheorie um
eine wissenschaftliche Teildisziplin der
Psychologie handelt (Kap. 1.2). Dabei
wird deutlich, daß das wissenschaftstheo-
retische Grundverständnis identisch ist mit
dem der gesamten empirischen Psycho-
logie.

1.1 Der Gegenstand der
Testtheorie

In der sozialwissenschaftlichen Methoden-
lehre gibt es zwei Begriffe von Testtheorie.
Der eine bezeichnet die Theorie über sta-
tistische Schlüsse, also Schlüsse, die man
aufgrund von Stichprobendaten bezüglich
bestimmter Eigenschaften der Population
zieht. Man nennt solch einen statistischen
Schluß einen Test, weil man damit eine
Hypothese testet, d.h. sie einer Prüfung
unterzieht. Dieser Begriff von Testtheorie
ist nicht Gegenstand dieses Buches, auch
wenn in vielen Kapiteln von derartigen
‘statistischen Tests’ die Rede sein wird.

Der geläufigere Begriff, der auch hier
gemeint ist, bezeichnet dagegen die Theo-
rie über ‘psychologische Tests’, also Ver-
fahren zur Erfassung psychischer Eigen-
schaften oder Merkmale von Personen.
Solche Tests können sehr unterschiedlich
aussehen: Unter Tests im weiteren Sinne
kann man auch Fragebögen, standardi-
sierte Interviews und standardisierte Be-
obachtungen verstehen, Tests im engeren
Sinne sind nur solche Verfahren, die die
getestete Person nicht willentlich in eine
gewünschte Richtung verfälschen kann.

Der Gegenstand der Testtheorie sind Tests
im weiteren Sinne, also auch Daten von
Fragebögen, Beobachtungen und Inter-
views.

1.1.1 Was ist ein Test?

Eine klassische Definition von Tests lau-
tet:

‘Ein Test ist ein wissenschaftliches Routi-
neverfahren zur Untersuchung eines oder
mehrerer empirisch abgrenzbarer Per-
sönlichkeitsmerkmale mit dem Ziel einer
möglichst quantitativen Aussage über den
relativen Grad der individuellen Merk-
malsausprägung’, (Lienert, 1969, S. 7).

Diese Definition ist auch heute noch recht
brauchbar, auch wenn sie in einem we-
sentlichen Punkt erweitert werden muß.
Doch zunächst die Aspekte, die beibehal-
ten werden sollen:

- Ein Test ist insofern ein Routineverfah-
ren als er hinsichtlich seiner Durchfüh-
rung und Auswertung bereits an einer
größeren Stichprobe erprobt und so
detailliert beschrieben sein muß, daß er
auch von anderen Personen mit ande-
ren Testleitern durchgeführt werden
kann.

- Ein solches Verfahren wird dadurch
‘wissenschaftlich’, daß es eine Theorie
darüber gibt, unter welchen Bedingun-
gen aus den Testergebnissen welche
Aussagen über die getesteten Personen
abgeleitet werden können (eben eine
‘Testtheorie’).

- Persönlichkeitsmerkmale sind insofern
Gegenstand der Untersuchung, als es
stets um die Erfassung eines relativ sta-
bilen und konsistenten Merkmals der
Personen geht, das für das im Test ge-
zeigte Verhalten verantwortlich ist.
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Zu eng gefaßt ist diese Definition inso-
fern, als es nicht immer um eine ‘mög-
lichst quantitative Aussage über den
relativen Grad der individuellen Merk-
malsausprägung’ gehen muß. Vielmehr
können auch qualitative, d.h. kategoriale
Aussagen über die individuelle Ausprä-
gung eines (nominal skalierten) Merkmals
Ziel des Testens sein.

Nicht nur im Alltagsverständnis weisen
die Begriffe ‘Psychologischer Test’ und
‘Psychologisches Experiment’ eine gewisse
Verwandtschaft auf. Es stellt sich daher
die Frage, worin sich ein Test von einem
Experiment unterscheidet, zumal die
experimentelle Methode in der empi-
rischen Psychologie eine exponierte Stel-
lung einnimmt.

Bei näherer Betrachtung stellt sich ein
psychologischer Test als ein spezieller Fall
eines Experiments dar. Ein Experiment
zeichnet sich durch eine bewußte, vom
Versuchsleiter durchgeführte Variation
einer Variable aus, der sogenannten unab-
hängigen Variable. Unter den so herge-
stellten, verschiedenen Versuchsbedingun-
gen wird die abhängige Variable beob-
achtet oder gemessen. Das Ziel eines Ex-
periments besteht meistens darin, Aus-
sagen über die Wirkungen der unabhän-
gigen Variable auf die abhängige Variable
zu machen.

Bei einem Test besteht die unabhängige
Variable darin, daß verschiedene Items
vorgegeben werden. Die unabhängige Va-
riable hat also so viel Stufen wie der Test
Items hat. Jede Person wird unter jeder
Experimentalbedingung, sprich bezüglich
jedes Items, beobachtet. Die abhängige
Variable ist die Itemantwort. In Form der
abhängigen Variablen wird registriert, wie

die ‘Versuchsperson’ auf die verschiedenen
Bedingungen (Items) reagiert.

Was ist ein Item?

Als Item (das Wort wird üblicherweise
englisch ausgesprochen und dekliniert)
bezeichnet man die Bestandteile eines
Tests, die eine Reaktion oder Antwort her-
vorrufen sollen, also die Fragen, Auf-
gaben, Bilder etc. Wenn auch die Items
von Test zu Test sehr unterschiedlich aus-
sehen können, sind sie innerhalb eines
Tests sehr ähnlich (homogen), da sie das-
selbe Merkmal der Personen ansprechen.

Bei der unabhängigen Variable handelt es
sich - versuchsplanerisch ausgedruckt -
um einen Meßwiederholungsfaktor, da
jede Versuchsperson alle Items beant-
wortet. Im Gegensatz zu einem ‘normalen’
Experiment ist man bei Tests jedoch we-
niger an dem Haupteffekt der unabhängi-
gen Variable ‘Items’ interessiert, sondern
an den Unterschieden zwischen den Per-
sonen hinsichtlich ihrer Reaktionen auf
alle Items. Auch dies ist im Rahmen ex-
perimenteller Untersuchungsdesigns vor-
gesehen, da man die Versuchspersonen als
zweiten Faktor betrachten kann, und man
so ein zweifaktorielles Design mit einer
Beobachtung pro Zelle erhält:

Faktor: Item
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Diese Analogie zur experimenteilen Ver-
suchsplanung ließe sich weiter ausbauen.
An dieser Stelle dient sie jedoch nur zur
Begründung der folgenden Definition:

Bei einem Test handelt es sich um ein spe-
zielles psychologisches Experiment mit
dem Ziel, vergleichende Aussagen über
die Personen abzuleiten.

Einen weiteren Nutzen hat diese Einord-
nung in die Experimentalpsychologie in-
sofern, als viele Prinzipien der Versuchs-
planung, Durchführung und Auswertung
gleichermaßen für die Konstruktion,
Durchführung und Auswertung von Tests
gelten. Ein bedeutsamer Unterschied be-
steht allerdings in der Tatsache, daß die
abhängige Variable bei Tests in der Regel
kategorial ist, d.h. man registriert, in wel-
che ‘Kategorie’ die Antwort einer Ver-
suchsperson auf ein Item fällt. Die
Bemuntwort als abhängige Variable ist
also nur nominalskaliert (sofern die ver-
schiedenen Kategorien qualitativ unter-
schiedlich sind), oder ordinalskaliert (so-
fern sie sich quantitativ unterscheiden).
Somit verbieten sich für die Testauswer-
tung alle Verfahren, die man zur Auswer-
tung von Experimenten zur Verfügung
hat, da diese Intervallskalenniveau der
abhängigen Variable voraussetzen.

Variablen und ihr Skalenniveau

Eine Variable stellt das Gegenstück zu
einer Konstanten dar. Mit ‘Variable’ be-
zeichnet man eine Eigenschaft, meist von
Personen, welche in mehreren Aus-
prägungen vorkommt. Jede Person hat
dann genau eine Ausprägung dieser
Eigenschaft. Ordnet man den verschie-
denen Ausprägungen der Eigenschaft un-
terschiedliche Zahlenwerte zu, so erhält
man eine numerische Variable. Die Zah-

lenwerte einer numerischen Variable kön-
nen jedoch Unterschiedliches bedeuten.

Ordnet man z.B. der Eigenschaft ‘Haar-
farbe’ die Werte 1 für ‘blond’, 2 für
‘schwarz’, 3 für ‘rot’ usw. zu, so besagt die
Variablenausprägung ‘2’ lediglich, daß es
sich um eine andere Haarfarbe handelt als
‘1’ oder ‘3’. Daß die Zahl 2 größer ist als 1
und kleiner als 3, hat keine Bedeutung.
Man spricht hier von einer kategorialen
oder nominalen Variable, da ihre Zah-
lenwerte nur Kategorien bezeichnen und
nichts anderes als Namen (lat. nomen) für
die Eigenschaftsausprägungen darstellen.

Ordnet man der Eigenschaft ‘Körpergröße’
die Werte 1 für ‘klein’, 2 für ‘mittel’ und 3
für ‘groß’ zu, so spiegelt die Größe der
Zahlen die Rangordnung der Personen
hinsichtlich ihrer Körpergröße wider. Sol-
che Variablen heißen ordinale Variablen,
weil die Zahlenwerte die Ordnung der Per-
sonen hinsichtlich einer Eigenschaft reprä-
sentieren. Ordinale Variablen lassen sich
nur für quantitative Eigenschaften (wie
Körpergröße) konstruieren oder für einen
quantitativen Aspekt einer qualitativen
Variable (wie die Helligkeit der Haar-
farbe).

Haben darüber hinaus auch die Abstände
(Intervalle) zwischen den Werten einer
numerischen Variable eine Bedeutung,
z.B. wenn man die Körpergröße in Zenti-
metern mißt, so spricht man von inter-
vallskalierten Variablen.

Diese unterschiedlichen Bedeutungen der
Zahlenwerte einer Variable bestimmen das
Skalenniveau der Variable. Von den drei
genannten stellt die Nominalskala das un-
terste, die Ordinalskala das mittlere und
die Intervallskala das höchste Skalenni-
veau dar. Der Begriff Nominalskala stellt
jedoch einen Widerspruch in sich dar,
denn ‘Skala’ bedeutet soviel wie ‘Treppe’,
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während die Kategorien einer nominalen
Variable gerade keine Treppenstufen dar-
stellen. Eine detailliertere Beschreibung
der Skalenniveaus oder Skalentypen findet
sich bei Bortz  (1977).

Aus dieser Charakterisierung eines Tests
als Experiment folgt auch, daß ein Test
immer aus mehreren, d.h. mindestens zwei
Items bestehen muß, da es sonst keine
unabhängige Variable gibt, die variiert
wird. Tatsächlich braucht man für einen
Test, der aus einem einzelnen Item be-
steht, auch keine Testtheorie.

Es fragt sich allerdings, warum man für
Tests überhaupt eine Theorie braucht und
ob es dafür eine einheitliche Theorie ge-
ben kann.

1.1.2 Warum eine Theorie über
Tests?

Genauer betrachtet handelt es sich bei der
Testtheorie nicht um eine Theorie über
Tests, also z.B. über verschiedene Arten
von Tests, ihren Aufbau und ihre Kon-
struktionsprinzipien. Vielmehr geht es um
eine Theorie darüber, wie das zu erfas-
sende psychische Merkmal der Personen
ihr Verhalten im Test beeinflußt, also zum
Beispiel ihre Antworten in einem Frage-
bogen. Eine solche Theorie ist wichtig,
weil man bei der Auswertung eines Tests
den umgekehrten Weg geht: man schließt
von dem Antwortverhalten im Test auf das
psychische Merkmal.

Ein solcher Schluß bedarf aber einer
Theorie über den Zusammenhang von bei-
dem, dem psychischen Merkmal und dem
Testverhalten.

Testauswertung

Personen-
merkmal beeinflußt

Abbildung 1: Der Gegenstandsbereich der Test-
theorie

Die Testtheorie beschäftigt sich mit dem
Zusammenhang von Testverhalten und
dem zu erfassenden psychischen Merkmal.

Aus dieser vorläufigen Definition wird
deutlich, daß es sich bei der Testtheorie
um eine ureigenst psychologische Diszi-
plin handelt, denn es wird menschliches
Verhalten mit intrapsychischen Strukturen
in Verbindung gebracht.

Es wird allerdings auch deutlich, daß man
immer dann keine Testtheorie braucht,
wenn das Antwortverhalten in einem Test
oder Fragebogen selbst dasjenige ist, was
erfaßt werden soll. Das ist z.B. dann der
Fall, wenn man in einem Fragebogen nach
der Mitgliedschaft in einer Umweltschutz-
organisation fragt, man aber an der Tatsa-
che selbst interessiert ist und sie nicht als
Indikator für ein hohes Umweltbewußtsein
nimmt.

Natürlich gibt es auch keine einheitliche
Theorie, die sich auf den Zusammenhang
von Testverhalten und psychischen Merk-
malen bezieht. Vielmehr handelt es sich -
im besten Fall - um eine formale Rahmen-
theorie, die sich in mehrere formale Mo-
delle untergliedert, welche wiederum erst
durch Anwendung auf einen bestimmten
Test, eine bestimmte Stichprobe und ein
bestimmtes psychisches Merkmal zu einer
Theorie werden. Hierauf wird in Kapitel
1.2 näher eingegangen
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Es gibt auch die Auffassung, daß man
keine Theorie über den Zusammenhang
von Antwortverhalten in einem Test und
dem zu erfassenden psychischen Merkmal
braucht. Nach dieser Auffassung ist es
legitim, aus den Antworten in einem Test
ein Maß für eine Eigenschaft abzuleiten,
z.B. die Anzahl der mit ‘ja’ beantworteten
Fragen. Erst in einem zweiten Schritt ist
dann die Brauchbarkeit dieses Maßes
empirisch nachzuweisen.

Man nennt solch eine Art von Messung
‘per fiat’-Messung (fiat = es möge sein!
(lat.)). Etwas wissenschaftlicher ausge-
druckt, ist eine solche Messung Bestand-
teil einer operationalen Definition.

Eine operationale Definition beschreibt
eine Variable lediglich dadurch, daß sie
die Operationen festlegt, mit Hilfe derer
man sie messen kann. Ein klassisches
Beispiel für eine operationale Definition
wäre der Satz: ‘Intelligenz ist das, was der
Intelligenztest xy mißt.’ Obwohl jede em-
pirische Überprüfung einer psychologi-
schen Theorie erfordert, daß die Variablen
operationalisiert werden, läuft ein empiri-
sches Vorgehen, das sich ausschließlich
auf operationale Definitionen stützt, Ge-
fahr theorielos zu werden.

Im Falle von Testresultaten, die man per
fiat zu Messungen erklärt ohne eine Test-
theorie heranzuziehen, handelt es sich um
ein Stück vermeidbare ‘Theorielosigkeit’.
Trotzdem ist diese Auffassung sehr weit
verbreitet, und bezeichnenderweise hat
sogar der ‘grand old man’ der US-ameri-
kanischen Testtheorie, Frederik Lord,
diese Position am treffendsten ausge-
druckt:

‘Wenn man einen Testwert, z.B. durch
Aufsummierung richtiger Antworten bildet

und die resultierenden Werte so behandelt
als hätten sie Intervalleigenschaften, so
kann dieses Verfahren einen guten Prädik-
tor für ein bestimmtes Kriterium hervor-
bringen, muß aber nicht. Im dem Ausmaß,
in dem diese Skalierungsprozedur einen
guten empirischen Prädiktor hervorbringt,
ist auch die postulierte Intervallskala
gerechtfertigt’ (Lord & Novick 1968,
S.22, Übers. d. Verf.).

Das Ausmaß, in dem ein Testergebnis mit
einem externen Kriterium zusammen-
hängt, wird externe Validität genannt. Die
externe Validität von Meßwerten als
Nachweis für die Richtigkeit des Meß-
vorganges zu nehmen - wie in diesem
Zitat ausgedruckt wird - ist jedoch sehr
problematisch. Das setzt nämlich voraus,
daß bei jeder Neuentwicklung eines Tests
bereits eine Theorie besteht, mit welchen
anderen Variablen das Testergebnis zu-
sammenhängt, und daß diese Variablen
auch zuverlässig gemessen werden kön-
nen.

Der in diesem Buch beschrittene Weg, ein
Testergebnis zu legitimieren, besteht dar-
in, die Gültigkeit eines Testmodells für
einen bestimmten Test nachzuweisen. Die-
se wissenschaftstheoretische Auffassung
über psychologische Tests wird im folgen-
den Kapitel näher ausgeführt.
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1.2 Die wissenschaftstheo-
retischen Grundlagen der
Testtheorie

Wissenschaftliches Arbeiten zeichnet sich
dadurch aus, daß das Verhältnis von
Theorie und Empirie in nachvollziehbarer
Weise offengelegt wird. Eine Aussage wie
z.B. ‘Person a ist intelligenter als Person b’
ist dann wissenschaftlich, wenn ich an-
geben kann, aufgrund welcher theoreti-
schen Annahmen und aufgrund welcher
Beobachtungen ich diese Aussage für
wahr halte. Wohlgemerkt zeichnen sich
wissenschaftliche Aussagen nicht dadurch
aus, daß man sie beweisen kann oder ihren
Wahrheitsgehalt objektiv nachweisen
kann. Dies wäre ein positivistischer Wis-
senschaftsbegriff, der nach den radikalen
philosophischen Arbeiten von Sir Karl
Popper nicht mehr Grundlage der empiri-
schen Wissenschaften sein kann.

Vielmehr entwerfen sich Wissenschaftler
mit Theorien Abbilder der Welt (oder von
Teilen der Welt), die mit möglichst vielen
Beobachtungen in Einklang stehen oder
zumindest nicht von diesen widerlegt wer-
den sollten.

Theorien sind der Intention nach Abbilder
der Welt, die man immer wieder daraufhin
prüft, ob sie diese Abbildungsfunktion
auch erfüllen. Wie dies geschieht, ist sehr
schwer zu sagen, und wissenschaftliche
Disziplinen wie auch einzelne For-
schungsrichtungen innerhalb derselben
Disziplin unterscheiden sich in der Art der
Theorienprüfung sehr. Dieser Frage
kommt auch in diesem Buch ein großer
Stellenwert zu; speziell geht Kapitel 5 auf
entsprechende Methoden ein.

1.2.1 Was sind Theorien?

Eine Theorie ist zunächst einmal nichts
anderes als eine Menge von Aussagen,
wobei eine Aussage ein sprachliches Ge-
bilde ist, das wahr oder falsch sein kann.
So gesehen kann die eingangs gemachte
Aussage

‘Person a ist intelligenter als Person b’

bereits eine Theorie sein, denn eine Menge
(von Aussagen) kann auch aus nur einem
Element bestehen. Allerdings muß dieses
sprachliche Gebilde einen Wahrheitswert
haben, d.h. es muß möglich sein, den Wert
‘wahr’ oder ‘falsch’ zuzuordnen. Diesen
Wahrheitswert muß man nicht kennen, er
muß nur ‘potentiell’ bestimmbar sein.

An diesem Beispiel erkennt man ein
Hauptproblem psychologischer Theorien:
Niemand hätte Probleme, das sprachliche
Gebilde ‘Person a ist größer als Person b’
als Aussage (mit Wahrheitswert!) anzuer-
kennen, da jeder Zollstock den Wahr-
heitswert zutage fördert. Bei ‘intelligenter
als’ muß man dagegen erst angeben, was
man unter ‘intelligenter als’ versteht und
wie man den Wahrheitswert der Aussage
ermitteln kann. Das wäre dann ein Be-
standteil der Theorie. Genau mit solchen
Fragen befaßt sich die Testtheorie, und im
folgenden ist dargestellt, wie das Problem
gelöst wird.

Der Wahrheitswert der Beispiel-Aussage
kann nicht allein damit bestimmt werden,
daß nur die Personen a und b beobachtet
werden, und auch nicht damit, daß nur ein
Indikator für Intelligenz beobachtet wird.
Vielmehr wird das Prädikat ‘intelligenter
als’ dadurch zu einem wissenschaftlichen’
Prädikat gemacht, daß eine Theorie for-
muliert und überprüft wird, nach der sich
Personen tatsächlich entlang eines Konti-
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nuums als ‘intelligenter’ oder ‘weniger
intelligent’ anordnen lassen.

Nur wenn sich diese Theorie bestätigen
läßt, d.h. nach einem vorher festgelegten
Kriterium in Einklang mit empirischen
Beobachtungen steht, ist die Aussage
‘Person a ist intelligenter als Person b’ eine
wissenschaftliche Aussage. Sie ist das
auch nur als Bestandteil der jeweiligen
Theorie über das Intelligenzkontinuum,
die man zugrunde gelegt hat.

Wie sehen Theorien aus, in deren Rahmen
Aussagen wie ‘a ist intelligenter als b’
sinnvoll sind, d.h. einen Wahrheitswert
erlangen können? Wie in jeder psycholo-
gischen Theorie, die sich mit der Abhän-
gigkeit der Verhaltens V von der Person P
und der Situation U (wie Umwelt) nach
der klassischen Verhaltensgleichung:

befaßt, so muß auch in einer solchen
Theorie festgelegt werden:

- welche Verhaltensweisen muß man
- bei welchen Personen
- in welchen Situationen beobachten.

Mit diesen drei Bestimmungsstücken for-
muliert eine Theorie dann die Abhängig-
keit des Verhaltens von Eigenschaften der
Personen und Situationen. Inhaltlich sind
diese Theorien recht einfach und oft nicht
sehr spannend, denn sie dienen nur als
Mittel zum Zweck, nämlich dem Zweck,
Aussagen wie ‘a ist intelligenter als b’ Sinn
zu verleihen. Andererseits dürfen die
Theorien nicht zu stark vereinfachen, sonst
kann man ihre Übereinstimmung mit der
Empirie nicht mehr zeigen, und sie sind
wertlos.

Hier zwei Beispiele, wie der Zusammen-
hang von Verhalten, Personeneigenschaf-
ten und Situationsmerkmalen in der
Theorie formuliert wird:

Theorie A:

Die Situationen sind definiert durch die
Menge aller verbalen Analogieaufgaben
des Typs

‘Vogel’ verhält sich zu ‘Flügel’
wie ‘Fisch’ zu ‘?’

Als Verhaltensweisen werden nur unter-
schieden: ‘sinnvoll ergänzt’ und ‘unsinnig
oder gar nicht ergänzt’. Die Theorie soll
sich auf alle erwachsenen Personen mit
Deutsch als Muttersprache beziehen. Die
Theorie besagt, daß die Wahrschein-
lichkeit einer sinnvollen Ergänzung ab-
hängt von einer quantitativen Eigenschaft
der Person, die ‘Intelligenz’ genannt wer-
den soll, und von der jeweiligen ‘Leichtig-
keit’ der Analogie.

Theorie B:

Die Situationen sind durch die Notenbe-
kanntgabe von Klassenarbeiten und Klau-
suren in allgemeinbildenden Schulen defi-
niert. Als Verhaltensweisen werden exter-
ne und interne Attributionen des jeweili-
gen Erfolgs oder Mißerfolgs unterschieden
(Aussagen wie ‘es lag an mir’ (= intern)
oder ‘es war Zufall’ (= extern)). Die Theo-
rie soll sich auf alle Schülerinnen und
Schüler beziehen und besagt, daß es einen
Typ von Schülerinnen und Schülern gibt,
die Erfolge (gute Noten) extern und Miß-
erfolge intern attribuieren.

Mit Theorie A ist beabsichtigt, Aussagen
wie ‘Person a ist intelligenter als Person b’
mit Theorie B Aussagen wie ‘Schüler a hat
einen negativen Attributionsstil’ sinnvoll
zu machen.
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Wie läßt sich prüfen, ob diese Theorien
gelten? Man benötigt hierfür ein formales
Modell, das in Form einer mathematischen
Gleichung den angenommenen Zusam-
menhang zwischen der Wahrscheinlichkeit
des Auftretens der Verhaltensweisen
(‘sinnvolle Ergänzung’, ‘interne Attribu-
tion’) und der Personeneigenschaft (‘Intel-
ligenz’, ‘Attributionsstil’) sowie den Situa-
tionsmerkmalen (‘Leichtigkeit’, ‘Erfolg
oder Mißerfolg’) beschreibt. Ein formales
Modell ist notwendig, weil sonst nicht
über die Gültigkeit der Theorie und somit
die Wissenschaftlichkeit der Aussagen
entschieden werden kann.

Ein solches formales Modell hat die all-
gemeine Form

d.h., die Wahrscheinlichkeit p eines Ver-
haltens Vpu der Person p in Situation u ist
eine Funktion f einer Personeneigenschaft
Mp und eines Situationsmerkmals M,.
Derartige formale Modelle werden Test-
modelle genannt und stehen im Zentrum
der Testtheorie (vgl. Kap. 3.). Abbildung
2 veranschaulicht den dargestellten Zu-
sammenhang von Theorie und Empirie.

Die zentrale Aussage dieser Abbildung
lautet: ein einzelnes Testergebnis erlangt
seinen Anspruch auf Wissenschaftlichkeit
dadurch, daß es Teil einer Theorie über
das Antwortverhalten in diesem Test ist,
welche empirisch überprüft sein muß. Die
Überprüfung der Theorie kann mit Hilfe
von mathematischen (formalen) Modellen
erfolgen, die gleichzeitig festlegen, welche
Aussagen über einzelne Personen sinnvoll
und welche sinnlos sind.

Empirie

Population von
Personen, Menge
von Situationen,
Menge von Ver-
haltensweisen

ist
Teil
von

Person a und Per-
son b bearbeiten
einen Test (z.B.
Analogieaufgaben,
Bewertung eigener
Leistung)

Theorie

Theorie über das

bildet ab
Antwortverhalten

(- s ~ ~ t Z i ~ e n
(mit Hilfe eines
Testmodells)

ist
Teil
von

vergleichende Aus-
sage über 2 Perso-
nen (z.B. a ist intel-

bildet ab

<

ligenter als b, oder
Person a hat einen
negativen, Person b
einen positiven
Attributionsstil)

Abbildung 2: Vereinfachtes Schema des Verhält-
nisses von Theorie und Empirie beim Testen

1.2.2 Was ist ein formales
Modell?

Ein Modell ist dem allgemeinen Sprach-
verständnis nach ein reduziertes Abbild
der Wirklichkeit. Die Wirklichkeit wird in
Modellen auf diejenigen Aspekte redu-
ziert, die gerade von Interesse sind.

Beispiele von Modellen:

Auf dem Computer kann man Modelle für
bestimmte Ausschnitte der Wirklichkeit
programmieren. Derartige Modelle nennt
man Computer-Simulations-Modelle.
Automodelle im Spielzeugladen sind oft
nur Modelle für das äußere Erschei-
nungsbild und die Fortbewegungsart, nicht
aber für den Antriebsmechanismus. Hier-
für gibt es in der Fahrschule andere Mo-
delle. Wasserkreislaufmodelle für den
elektrischen Stromkreis haben für einige
zentrale Gesetzmäßigkeiten des elek-
trischen Stroms Abbildungsqualität, bei
näherer Betrachtung sind sie jedoch falsch.
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Ein mathematisches oder formales Modell
ist eine algebraische Struktur, die zunächst
auf keinen Inhalt bezogen ist. Man kann
das formale Modell aber auf einen kon-
kreten Inhalt anwenden, so daß daraus
eine Theorie wird.

Ein formales Modell, das auf einen Inhalt
angewendet wird, wird zu einer Theorie.

So kann ein Computer-Simulations-Mo-
dell für Binnengewässer zu einer Theorie
über den Bodensee werden, wenn man be-
hauptet, daß es - mit den richtigen Para-
metern ‘gefüttert’ - zu korrekten Aussagen
über den Bodensee führt.

Das Gesagte sei anhand eines einfachen
formalen Modells erläutert. Die meisten
biologisch bedingten quantitativen Merk-
male einer Spezies, wie z.B. Körpergröße,
Körpergewicht, mittlere Herzfrequenz etc.,
folgen einer glockenförmigen Verteilung
wie sie in Abbildung 3 dargestellt ist.

Abbildung 3: Die Gauss'sche Glockenkurve oder
Normalverteilung

Diese Kurve ist zunächst ein graphisches
Modell. Es wird zu einer Theorie, wenn
man für ein bestimmtes Merkmal behaup-
tet, daß seine Verteilung diese Form habe.
Die Theorie kann falsch werden, wenn
man für dieses Merkmal eine andere Ver-
teilungsform beobachtet. Das Modell
selbst (d.h. die Kurve) kann nicht falsch

werden, nur seine Anwendung auf einen
konkreten Inhalt.

Um die Geltung dieses Modells für einen
Inhalt (ein Merkmal) genau prüfen zu
können, muß man die Kurve durch eine
mathematische Gleichung beschreiben.
Diese Gleichung, die der Mathematiker
Gauss abgeleitet hat, lautet

Sie findet sich unter anderem auf jedem 10
DM Schein:

Abbildung 4: Ausschnitt aus einem 10 DM Schein

In dieser Gleichung bezeichnet x die
Merkmalsausprägungen, deren Wahr-
scheinlichkeitsverteilung (Dichtefunktion)
f(x) durch eben diese Gleichung definiert
wird. Die Konstante e = 2.7... ist die Eu-
lersche Zahl und rc = 3.14... die Konstante
Pi. Es verbleiben zwei unbekannte Grö-
ßen, nämlich u (My) und cr (Sigma). Sie
sind die beiden freien Parameter dieses
Modells. p bezeichnet den Populations-
mittelwert des Merkmals, also den Abszis-
senwert des Gipfelpunktes der Kurve. CJ
beschreibt die Breite der Glockenkurve,
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und zwar genau den Abstand der beiden
Wendepunkte vom Mittelwert. Das ist
auch in Abbildung 4 eingezeichnet. Die
Parameter heißen solange ‘freie’ Parameter,
wie sie noch nicht durch konkrete
Zahlenwerte ersetzt worden sind.

Wendet man das Modell der Glocken-
kurve oder Normalverteilung auf ein kon-
kretes Merkmal an, so sind zunächst die
beiden freien Parameter p und 0 zu be-
stimmen. Man kann sie nie genau berech-
nen, da es unbekannte Größen der Popula-
tion sind. Man kann sie nur mehr oder
weniger genau anhand von Stichproben-
daten schätzen und spricht daher von
‘Parameterschätzung’. Wie man die Para-
meter eines Modells schätzt, ist eine
Frage, die bei jeder Modellentwicklung
geklärt werden muß. Sie wird in Kapitel 4
für die dargestellten Testmodelle behan-
delt.

In jedem Fall wird ein Modell erst mit der
Schätzung der Modellparameter zu einer
Theorie für den betreffenden Inhalt. Diese
Parameterschätzungen stellen einerseits
selbst ein Ergebnis dar, denn es ist z.B.
eine Information zu wissen, daß der Popu-
lationsmittelwert der Körpergröße p = 172
cm und ihre Streuung (3 = 10.3 cm in dem
Modell der Glockenkurve beträgt (hypo-
thetische Zahlen).

Andererseits werden die Parameterschät-
zungen selbst zu einem Teil der Theorie,
wenn man mit dem Modell andere Aussa-
gen ableiten will, z.B. ob die Kieler Psy-
chologiestudenten im Durchschnitt größer
sind als erwachsene Bundesbürger. Dann
wird ein Stichprobenmittelwert der Kieler
Psychologiestudenten mit einem Populati-
onsmittelwert verglichen, nämlich mit
dem geschätzten Parameter u der Popula-
tion aller Erwachsenen. Die Theorie kann

dann behaupten, daß die Kieler Psycholo-
giestudenten eine Teilmenge dieser Popu-
lation sind oder gerade nicht. In jedem
Fall sind die (geschätzten) Populationspa-
rameter, p und 0, Bestandteil der Theorie,
denn sie definieren die fragliche Popula-
tion der Erwachsenen.

Zusammenfassend kann man sagen, daß
ein formales Modell eine Vorstufe für eine
Theorie ist, sozusagen ein ‘Theorie-Ge-
rippe’. Hinzukommen müssen zwei Dinge,
nämlich ein konkreter Realitätsbereich,
auf den man das Modell anwendet, und
die Schätzungen der freien Mo-
dellparameter für diesen Realitätsbereich.
Gemeinsam mit den Parameterschätzun-
gen bildet das Modell den Realitätsbereich
ab, ist also eine Theorie (die natürlich
auch falsch sein kann).

Bei näherer Betrachtung stellt jede stati-
stische Auswertung von empirischen Da-
ten eine Anwendung eines formalen Mo-
dells dar. Jedes Auswertungsverfahren
beruht nämlich auf bestimmten Annahmen
über die Daten und somit über den unter-
suchten Realitätsbereich. Die übliche Prü-
fung der Voraussetzungen von statisti-
schen Verfahren entspricht der Prüfung
der Gültigkeit eines formalen Modells.
Nur wenn dieses Modell paßt (die Voraus-
setzungen erfüllt sind), machen die Er-
gebnisse einen Sinn.

Formale Modelle sind also im wahrsten
Sinne des Wortes überall in der empiri-
schen Forschung anzutreffen. Im folgen-
den soll jedoch nur ein bestimmter Typ
von formalen Modellen von Interesse sein,
die ‘Testmodelle’.
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1.2.3 Was sind Testmodelle?

Testmodelle sind spezielle formale Mo-
delle, die durch die Art der empirischen
Daten, auf die sie sich anwenden lassen,
definiert sind. So wie die Gauss’sche
Glockenkurve als ‘Verteilungsmodell’ be-
zeichnet werden kann, da sie sich nur auf
Verteilungen eindimensionaler Merkmale
anwenden läßt, lassen sich auch Testmo-
delle nur auf Datenstrukturen anwenden,
wie man sie mit Hilfe von Tests erhält.

Diese Datenstruktur zeichnet sich dadurch
aus, daß eine Menge von Personen auf
eine Menge von Items geantwortet hat.
Die Daten lassen sich somit in einer recht-
eckigen Personen x Item Matrix darstel-
len, in deren Zellen die kodierte Itemant-
wort, also eine Kodezahl für das beobach-
tete Verhalten steht, siehe Abbildung 5.

1

Personen

N

Items
1 . . . . . . . . . . . . . k

Abbildung 5: Datenstruktur für Testmodelle

Formale Modelle, die sich auf solche Da-
ten anwenden lassen, werden in Kapitel 3
behandelt. Es stellt sich hier jedoch die
Frage, warum man Testmodelle unab-
hängig von einer konkreten inhaltlichen
Anwendung entwickelt (und in Lehrbü-
chern behandelt) und wie man - wenn es
schon verschiedene Testmodelle gibt - ein
geeignetes Modell für einen bestimmten

Test auswählt. Beide Fragen hängen zu-
sammen

Idealerweise sollte man natürlich für jedes
inhaltliche Problem ein ‘passendes’ Test-
modell (deduktiv) ableiten. Es ist aber
leicht einzusehen, daß sehr viele psycho-
metrische Probleme (Psychometrie be-
zeichnet die Messung psychischer Eigen-
schaften) zu demselben formalen Modell
führen würden, da die Struktur dessen,
was mit einem Test erfaßt werden soll,
ähnlich ist. Aus ökonomischen Gründen
ist es daher sehr sinnvoll, verschiedene
Modelle ‘zur Auswahl’ zu haben.

Das beantwortet auch die Frage, welches
Modell man auswählt: natürlich dasjenige,
welches die Annahmen der jeweiligen
Theorie am besten widerspiegelt und wel-
ches diejenigen Aspekte der Wirklichkeit
abzubilden vermag, die mit dem Test er-
faßt werden sollen.

Da ein Modell, wie oben ausgeführt, im-
mer eine Reduktion der Wirklichkeit ist,
ist es wichtig, diese auf die gewünschten
Merkmale zu reduzieren. So wäre es z.B.
falsch, mit dem Modell der Glockenkurve
für die Intelligenzverteilung zu arbeiten,
wenn man nachweisen will, daß die Popu-
lation der Mathematikstudenten besonders
viele extrem intelligente Individuen um-
faßt. Damit würde man eine asymmetri-
sche, ‘nach oben hin’ gestreckte Intelli-
genzverteilung für diese Population an-
nehmen, die mit dem Modell der Glocken-
kurve gar nicht abgebildet werden kann.

Im Falle von Testmodellen wäre es ge-
nauso unsinnig, ein Modell mit einer
quantitativen Personenvariable anzuwen-
den, wenn man qualitative Unterschiede
zwischen Gruppen von Personen bezüg-
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lich ihres Antwortverhaltens nachweisen
will.

Die wissenschaftliche Fundierung von
Aussagen wie ‘a ist intelligenter als b’ mit
Hilfe von Theorien über das Antwort-
verhalten hat also zwei Seiten von ‘Mo-
dellgültigkeit’: zum einen muß das Modell
diejenigen Aspekte des Testverhaltens
korrekt abbilden können, die für die späte-
re Interpretation wichtig sind; zum ande-
ren muß das Modell auch auf die Daten
passen. Beides kann durchaus zueinander
im Widerspruch stehen, d.h. es kann ein
Modell passen, das die gewünschten
Aussagen gar nicht abzuleiten gestattet.
Insofern kann sich eine richtig verstandene
Testtheorie als größter Kritiker der Test-
praxis erweisen.

1.2.4 Was erklären Theorien
über das Testverhalten?

Theorien sollen dem allgemeinen Sprach-
verständnis nach etwas erklären und nicht
bloß beschreiben. Tatsächlich ist die Un-
terscheidung von ‘Erklären’ und ‘Be-
schreiben’ wissenschaftstheoretisch sehr
schwer zu fassen. Dennoch fällt auf, daß
in der bisherigen Darstellung der Aspekt
der Beschreibung von Wirklichkeit durch
Theorien dominierte.

Was erklären denn Testmodelle, die man
auf einen Inhalt anwendet und die sich für
einen Test als gültig erwiesen haben, ei-
gentlich?

Sehr abstrakt ausgedruckt, erklärt ein
Testmodell systematische Zusammenhän-
ge zwischen den Antworten oder Reak-
tionen der Personen bezüglich der ver-
schiedenen Items dadurch, daß latente

Personenvariablen eingeführt werden.
Dies ist folgendermaßen zu verstehen.

In der Testdatenmatrix (s. Abb. 5.) wird es
in aller Regel bestimmte systematische
Zusammenhänge zwischen den Itemant-
worten geben, d.h. Personen, die bei ei-
nem Item eine bestimmte Verhaltensweise
zeigen, werden auch überzufällig oft bei
einem anderen Item entweder dieselbe
oder eine bestimmte andere Verhaltens-
weise zeigen. Etwas genauer lassen sich
‘Zusammenhänge zwischen den Itemant-
worten’ folgendermaßen definieren:

Die Spalten in dieser Datenmatrix enthal-
ten die Ausprägungen der einzelnen Item-
variablen. Diese Itemvariablen werden als
manifeste Variablen bezeichnet, da sie
direkt beobachtbar sind, also selbst Mani-
festationen im Verhalten darstellen.

Diese manifesten Variablen sind nicht
unabhängig voneinander, sondern weisen -
wie zuvor beschrieben - bestimmte Zu-
sammenhänge oder Kontingenzen auf.

Kontingenz

Der Begriff ‘Kontingenz’ bezeichnet die
Eigenschaft zweier Variablen, daß be-
stimmte Ausprägungen der einen Vari-
able gehäuft mit bestimmten Ausprä-
gungen der anderen Variablen zusammen
auftreten.

Nehmen beide Variablen nur zwei Werte
an, ‘0’ und ‘l’, so läßt sich ihre Kontin-
genz anhand einer Vierfeldertqfel dar-
stellen. Ohne darauf einzugehen, wie
man die Kontingenz berechnet, läßt sich
an dem folgenden Beispiel sehen, daß in
der linken Vierfeldertafel keine, in der
rechten eine starke Kontingenz gegeben
ist:
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0 1 0 1

In der linken Tafel ist das Verhältnis von
0-Werten zu l-Werten stets 2:3, in der
rechten Tafel treten dagegen die Kom-
binationen 0-l und 1-0 extrem häufig auf. 

Um diese Kontingenzen zu erklären, er-
findet oder konstruiert man eine oder
mehrere latente Personenvariable(n)
(latent = verborgen, nicht sichtbar), die für
das Antwortverhalten im Test verant-
wortlich ist (sind).

Latente Variable oder Konstrukte?

Latente Variablen heißen auch Konstrukte,
weil sie im Rahmen der Theorienbildung
konstruiert worden sind. Dies gilt auch für
eine so prominente Variable wie ‘Intel-
ligenz’.

Im Gegensatz zum Begriff des ‘Kon-
struktes’, der keine speziellen meß- oder
testtheoretischen Eigenschaften impliziert,
ist mit ‘latente Variable’ in der Regel ge-
meint, daß es sich um genau eine Variable
handelt, die allerdings quantitativ oder
kategorial (nominal) sein kann.

Im Falle der oben genannten Beispiele ist
die latente Variable die Intelligenz der
Person oder ihr Attributionsstil. Abbil-
dung 6 verdeutlicht das Vorgehen.

Abbildung 6: Beobachtete Zusammenhänge zwi-
schen den manifesten Variablen (den Items, linkes
Bild) werden auf den Einfluß einer latenten Perso-
nenvariable zurückgeführt (rechtes Bild).

Es wird also angenommen, daß eine (zu-
nächst unbekannte) Variable für das Zu-
standekommen der Itemantworten ‘verant-
wortlich’ ist und daher deren beobachtbare
Kontingenzen (Zusammenhänge) ‘produ-
ziert’. Wenn diese ‘Erklärung’ der Daten
(Itemantwort) richtig ist, so müßten die
Zusammenhänge zwischen den Items ‘ver-
schwinden’, wenn man die latente Variable
‘ausschaltet’, also z.B. konstant hält. Ge-
nau das wird in den meisten Testmodellen
angestrebt: wenn ein bestimmtes
Testmodell gelten soll, dürfen die Item-
antworten bei festgehaltener latenter Va-
riable untereinander keine Zusammen-
hänge mehr aufweisen.

 Ein Dialog zum Erklärungswert von
Testmodellen

Frage: Warum löst Person A fast alle
Aufgaben in diesem Test und
Person B fast gar keine?

Antwort: Weil A intelligenter ist als B.

Frage: Aha. Du meinst Person A ist in-
telligenter, weil sie mehr Aufga-
ben löst!

Antwort: Genau!

Frage: Das ist doch zirkulär! Du erklärst
das eine mit dem anderen!

Antwort: Ich definiere eben Intelligenz als
die Fähigkeit, genau diese Auf-
gaben zu lösen.

Frage: Und was hat das für einen Er-
klärungwert?

Antwort: Die Definition hat gar keinen Er
klärungswert. Aber wenn ich Dir
zeigen kann, daß es tatsächlich
nur eine einzige Variable gibt
von der es abhängt, ob ein Iten
gelöst wird oder nicht, dann ha
das Erklärungswert. Und dies
eine Variable nenne ich dann
einfach Intelligenz.
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Frage: Wie willst Du denn zeigen, daß
das Antwortverhalten nur von
einer einzigen Variable abhängt?

Antwort: Z.B. indem ich mir Gruppen von
Personen mit jeweils gleichem
Intelligenzgrad anschaue. Inner-
halb dieser Gruppen dürfte es
keine systematischen Zusam-
menhänge mehr zwischen den
Itemantworten geben.

Frage: Was meinst Du mit ‘systema-
tische Zusammenhänge’?

Antwort: Na, z.B. daß Personen, die häu-
figer Item x lösen auch häufiger
Item y lösen.

Frage: Aber es könnte doch sein, daß
diese Personen einen Trick ken-
nen, mit dem man genau diese
beiden Items x und y gut lösen
kann.

Antwort: Ja, aber dann erklärt mein Intel-
ligenzbegriff nicht mehr die Da-
ten, weil ich zusätzlich anneh-
men muß, daß es ‘Tricks’ gibt,
die nur einige Personen kennen.

Frage: Ach, das meinst Du mit ‘erklä-
ren’.

Antwort: Genau.

Als Resümee zum Erklärungswert von
Testtheorien sei festgehalten: Gilt ein
Testmodell, in dem eine latente Variable
angenommen wird, für eine Datenmatrix,
so hat dies insofern eine Erklärungsfunk-
tion, als eine einzige erfundene latente
Variable die Zusammenhänge zwischen
sehr vielen manifesten Variablen be-
schreibt. Die Beschreibung eines relativ
komplexen Sachverhalts (die multivariaten
Zusammenhänge zwischen den manifesten
Variablen) durch eine relativ einfache

‘Erfindung’ (die latente Variable) kann als
‘Erklärung’ gelten.

Literatur

Mit der Definition und Problematik psy-
chologischer Tests setzen sich die Bücher
von Lienert (1969; Lienert & Raatz 1994)
und Grubitzsch & Rexilius (1978) sowie
alle größeren Lehrbücher der psy-
chologischen Diagnostik auseinander,
Eine Einführung in die Grundlagen der
Experimentalpsychologie gibt Sarris
(1990). Die Wissenschaftstheorie von
Popper (1972) sowie konkurrierende An-
sätze sind in vielen Lehrbüchern darge-
stellt, z.B. Schnell, Hill & Esser (1989).
Mit der Modellbildung in der Psychologie
befaßt sich Gigerenzer (1981).

Übungsaufgaben

1. Was unterscheidet ein Experiment von
der Durchführung eines Tests?

2. Nennen Sie drei psychologische Va-
riablen mit unterschiedlichem Skalen-
niveau und geben Sie für jede der
Variablen eine operationale Definition
an, aus der das Skalenniveau ersicht-
lich ist.

3. Worin besteht das formale Modell, was
sind die Modellparameter und wann ist
eine Anwendung falsifiziert, wenn Sie
- eine Vierfelder-Häufigkeitstabelle mit

dem X2-Test auf Signifikanz testen.
- eine einfaktorielle Varianzanalyse für

drei Gruppen rechnen.

4. Erklären Sie unter Heranziehung einer
latenten Variable die empirisch ermit-
telte Kontingenz zwischen Geschwi-
sterposition und beruflichem Erfolg
(Erstgeborene sind erfolgreicher). Wie
könnten Sie untersuchen, ob diese
Erklärung zutrifft?
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2. Testkonstruktion hier drei Gütekriterien genannt, nämlich
Objektivität, Reliabilität und Validität, die

Dieses Kapitel befaßt sich mit Fragen und jeder Test zu einem Mindestausmaß zu

Problemen der Entwicklung und Kon- erfüllen hat.

struktion von Fragebögen und Testinstru-
menten. Die Erörterung von Fragen der Mit Objektivität ist gemeint, inwieweit das

Testkonstruktion wendet sich dabei nicht Testergebnis unabhängig ist von jeglichen

allein an diejenigen LeserInnen, die tat- Einflüssen außerhalb der getesteten Per-

sächlich selbst einen Test entwickeln son, also vom Versuchsleiter, der Art der

möchten (obwohl das im Rahmen vieler Auswertung, den situationalen Bedingun-

Diplomarbeiten im Fach Psychologie der gen, der Zufallsauswahl, von den Test-

Fall ist). Die Darstellung soll vielmehr items usw. Es ist ersichtlich, daß es sehr

auch dem Verständnis und der kritischen viele verschiedene Arten von Objektivität

Beurteilung existierender Verfahren die- bei Tests zu unterscheiden gilt.

nen.

Das Gliederungsprinzip des Kapitels er-
gibt sich aus den Phasen, die bei einer
Testentwicklung zu durchlaufen sind.
Kapitel 2.1 befaßt sich mit den Gütekrite-
rien für Tests, d.h. mit der Frage, wodurch
sich ein ‘guter’ Test auszeichnet. Kapitel
2.2 beschreibt die Schritte, die idealer-
weise durchlaufen werden sollten, wenn
man ein neues Testinstrument konstruiert.
Kapitel 2.3 geht dann konkret auf Fragen
der Itemkonstruktion ein, d.h. auf die
praktische Seite der Testentwicklung.
Nach der Darstellung von Problemen der
Datenerhebung in Kapitel 2.4 beschäftigt
sich Kapitel 2.5 abschließend mit der Ko-
dierung der Testantworten, d.h. mit der
Transformation der Itemantworten in
Zahlen, auf die man Testmodelle anwen-
den kann.

Mit Reliabilität (Zuverlässigkeit) ist das
Ausmaß gemeint, wie genau der Test das
mißt, was er mißt (egal, was er mißt). Es
ist hier lediglich die Meßgenauigkeit, die
numerische Präzision der Messung ange-
sprochen, unabhängig davon, was der Test
überhaupt mißt. Als Meßgenauigkeit wird
dabei nicht die Zahl der Dezimalstellen
der Meßwerte bezeichnet, sondern die Zu-
verlässigkeit, mit der bei einer wieder-
holten Messung unter gleichen Bedingun-
gen dasselbe Meßergebnis herauskommt.

Mit Validität ist gemeint, inwieweit der
Test das mißt, was er messen soll. Es geht
also um den Grad der Gültigkeit der Mes-
sung oder der Aussagefähigkeit des Test-
ergebnisses bezüglich der Meßintention.

Diese klassische Trias von Testgütekrite-
rien entstammt einer testtheoretischen
Tradition, die die Auswertung von Tests
noch nicht aus dem Blickwinkel der An-

2.1 Gütekriterien für Tests wendung eines Testmodells sah. Trotzdem
lassen sich die drei Konzepte der

Wenn man einen Test konstruieren will, Objektivität, Reliabilität und Validität
muß man eine Vorstellung davon haben, weiterhin zur Beschreibung, der Güte
was einen ‘guten’ Test auszeichnet. Das ist eines Tests verwenden.
die Frage nach den sogenannten Gütekri-
terien für Tests. Klassischerweise werden Alle drei Gütekriterien haben verschiedene

Teilaspekte, und es gibt für jedes auch
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verschiedene Arten, es zu operationali- Nach dieser Möglichkeit entspricht die
sieren und in konkrete Zahlen zu fassen. Validität eines Tests der Korrelation des
Die konzeptuellen Ausdifferenzierungen Testergebnisses mit einer anderen Varia-
werden in den folgenden drei Unterka- ble, die eine Messung desselben Merkmals
piteln beschrieben, die konkreten Berech- darstellt.
nungsmöglichkeiten erst in Kapitel 6
(Testoptimierung). Kapitel 2.1.4 geht auf Was ist eine Korrelation?
die logischen Beziehungen ein, die zwi-
schen diesen Konzepten bestehen. Kapitel Als Korrelation bezeichnet man den Zu-

2.1.5 behandelt schließlich ein weiteres sammenhang zwischen zwei quantitativen

Gütekriterium, nämlich die Normierung. Variablen. Es handelt sich also um eine

Geordnet sind die Kapitel nach der Wich- spezielle Art der Kontingenz (s. Kap.

tigkeit der Gütekriterien, beginnend mit 1.2.4). Die Höhe der Korrelation, also die

dem wichtigsten, der Validität. Stärke des Zusammenhangs wird durch
den Korrelationskoeffizienten ausge-
druckt.

2.1.1 Validität Dieser kann Werte zwischen -1 und +l

Unter der Validität eines Test versteht
annehmen, wobei eine Korrelation von 0

man das Ausmaß, in dem der Test das
bedeutet, daß zwischen den beiden Varia-

mißt, was er messen soll.
blen kein Zusammenhang besteht. Eine
negative Korrelation bedeutet, daß hohe

Beispiel

Man möchte einen besonders ökonomi- Die Kovarianz im Zähler ist das durch-

schen (kurzen) Intelligenztest entwickeln schnittliche Produkt der Abweichungen

und hat zufällig eine Stichprobe von Per- beider Meßwerte von ihrem jeweiligen

sonen zur Verfügung, die schon vor eini- Mittelwert,

ger Zeit hinsichtlich ihrer Intelligenz un-
tersucht worden sind und deren Intelli-
genzgrad daher bekannt ist. Diesen Per-
sonen gibt man dann auch den Kurztest
vor. Die Korrelation zwischen beiden
Meßwertreihen ist dann ein Maß für die
Validität des Kurztests.

Wie beurteilt man aber, inwieweit der Test
Werte auf der einen Variable mit niedrigen

mißt, was er messen soll? Hier gibt es
Werten auf der anderen Variable einherge-

prinzipiell zwei Möglichkeiten. Die eine
hen, während eine positive Korrelation

Möglichkeit setzt voraus, daß eine andere
bedeutet, daß hohe Werte auf beiden Va-

Messung dessen, was der Test messen soll,
riablen bzw. niedrige Werte auf beiden

verfügbar ist. In diesem Fall braucht man
Variablen miteinander gepaart sind.

nur an einer Stichprobe von Personen Der Korrelationskoeffizient zwischen zwei
beide Arten der Messung vorzunehmen Variablen X und Y wird folgendermaßen
und zu prüfen ob die Ergebnisse bei allen berechnet
Personen übereinstimmen.
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N bezeichnet die Anzahl und v den Sum-
mationsindex der Personen.

Im Nenner des Korrelationskoeffizienten
steht die Wurzel aus dem Produkt beider
Varianzen, wobei die Varianz einer Varia-
ble X definiert ist als die durchschnittliche
quadrierte Abweichung aller Meßwerte
von ihrem Mittelwert:

Diese Art der Validität nennt man externe
Validität, weil ihre Bestimmung anhand
der Testergebnisse eine externe (d.h. au-
ßerhalb des Tests liegende) Variable vor-
aussetzt, und zwar genau die Variable, die
der Test erfassen will.

Die zweite Möglichkeit zu prüfen, ob der
Test das mißt, was er messen soll, benutzt
allein die Daten, die aufgrund der Test-
durchführung vorliegen. Hier wird geprüft,
ob die Personen auf die Items so antwor-
ten, wie man es aufgrund der Theorie über
die zu messende Personeneigenschaft
erwarten würde. Dabei wird natürlich
nicht vorausgesetzt, daß man die Ausprä-
gungen der Personeneigenschaft bereits
kennt.

Beispiel

Ein Steinzeitmensch möchte die Muskel-
kraft seiner Stammesgenossen testen und
sucht sich hierfür eine Reihe unter-
schiedlich großer Steine und Felsbrocken
zusammen. Die Größe der Steine ist un-
terschiedlich genug, so daß man sie ‘mit
dem Auge’ der Größe nach ordnen und
(sofern die Zahlen schon erfunden sind)
der Größe nach durchnumerieren kann.
Jeder Stammesgenosse muß versuchen,
alle Steine anzuheben und die Nummer

des größten Steins, den er anheben kann,
ist der Meßwert für seine Muskelkraft.

Aus der Steinzeittheorie über die Per-
soneneigenschaft ‘Muskelkraft’ folgt, daß
jede Person alle Steine bis zu einer Größe,
die ihrer Kraft entspricht, anheben kann.
Beobachtet der Steinzeitmensch nun, daß
jede Person alle Steine, die kleiner sind als
der größte, den sie heben kann, auch an-
heben kann, so ist der Test intern valide.

Dies ist nur ein Beispiel für einen mögli-
chen Zusammenhang zwischen der Perso-
neneigenschaft und dem Testverhalten. Es
macht deutlich, daß der Begriff der inter-
nen Validität gleichzusetzen ist mit der
Gültigkeit des jeweils zugrunde gelegten
Testmodells.

Ein Test heißt intern valide, wenn
sich die Annahmen über das Ant-
wortverhalten anhand der Datenma-
trix bestätigen lassen.

Je strenger die Annahmen über das Ant-
wortverhalten, desto überzeugender läßt
sich die interne Validität eines Tests
nachweisen. Während man zum Nachweis
der externen Validität ein Validitätskri-
terium braucht (so nennt man die externe
Variable, die das repräsentiert, was der
Test messen soll), erfordert der Nachweis
der internen Validität präexperimentelle
Annahmen über das Antwortverhalten bei
den einzelnen Items.

Beide Aspekte der Validität bedingen sich
nicht unbedingt gegenseitig. So kann es
z.B. sein, daß mit einem intern validen
Test, für den das angenommene Testmo-
dell sehr gut paßt, eine Variable gemessen
wird, die keinerlei Erklärungswert für das
sonstige Verhalten der Personen hat. Ge-
nauso kann irgendein Testergebnis einen
guten Vorhersagewert für bestimmte an-
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dere Variablen besitzen, ohne daß man
eine Theorie über die Itemantworten hat.

Es wird deutlich, daß interne und externe
Validität zwei sehr unterschiedliche Seiten
desselben Gütekriteriums sind. Während
die Prüfung der internen Validität ein
zentrales Thema der Testtheorie darstellt,
überschreitet die Frage der externen Va-
lidität den Bereich der Testtheorie. Ob ein
Test extern valide ist, kann mit den übli-
chen Methoden statistischer Datenanalyse
untersucht werden. Kapitel 6.4 geht auf
die einfachsten Arten der Validitätsbe-
rechnung ein und beschreibt den Einfluß
der Meßgenauigkeit eines Tests auf die
Höhe der errechneten externen Validität.

Ganz anders verhält es sich mit der inter-
nen Validität eines Tests. Sie ist abzulesen
an der Geltung des jeweiligen Testmodells
für den Datensatz der Testentwicklung.
Hier gibt es jedoch andere Probleme. Ob
ein Testmodell gilt oder nicht gilt, ist oft
keine Ja-Nein-Entscheidung, sondern kann
durchaus ein graduelles Urteil sein, d.h.
ein Testmodell kann mehr oder weniger
gut passen. Oft ist die Entscheidung, ob
ein Testmodell paßt oder nicht, auch nur
relativ zu anderen Testmodellen zu beant-
worten, d.h. es läßt sich lediglich sagen,
ob ein bestimmtes Testmodell besser paßt
als ein bestimmtes Vergleichsmodell. In
diesen Fällen gibt es nicht mal mehr eine
quantitative Aussage, wie gut ein Modell
paßt, sondern lediglich eine relative Aus-
sage, die davon abhängt, welche Ver-
gleichsmodelle man überhaupt geprüft hat.
Hierauf wird in Kapitel 5 im Detail einge-
gangen.

2.1.2 Reliabilität und Meßge-
nauigkeit

Die Reliabilität oder zu deutsch die Zuver-
lässigkeit eines Tests bezeichnet die Prä-
zision oder Genauigkeit, mit der ein Test
eine Personeneigenschaft mißt. Reliabili-
tät im engeren Sinne meint jedoch eine
bestimmte Definition von Meßgenauig-
keit, die nicht die einzig mögliche ist und
auch nicht bei jedem Testmodell Sinn
macht. Um diese Definition verständlich
zu machen, wird zunächst dargestellt, was
ein Meßfehler ist.

Angenommen, man hat bei einer Anzahl
von N Personen intervallskalierte Meß-
werte erhoben. Der Meßwert einer Person
v wird mit xv bezeichnet und stellt den
sog. beobachteten Wert dar.

Von diesem Meßwert nimmt man an, daß
er die ‘wirkliche’ Eigenschaftsausprägung
ziemlich genau, aber nie ‘ganz genau’ wi-
derspiegelt. Die hypothetische wirkliche
Eigenschaftsausprägung einer Person wird
mit tv bezeichnet (t wie true = wahr) und
stellt den sog. wahren Wert dar.

Den kleinen Betrag, um den der beobach-
tete Wert von dem wahren Wert abweicht,
nennt man Meßfehler und bezeichnet ihn
mit ev (e wie error = Fehler).
Überlegungen ergibt sich die
chung der Meßfehlertheorie:

Da die Grundgleichung der

Aus diesen
Grundglei-

Meßfehler-
theorie für alle Personen v gelten soll, läßt
sie sich auch als Beziehung zwischen den
Variablen schreiben:
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X bezeichnet die Meßwertvariable, T die
Variable der wahren Werte und E die
Fehlervariable.

Anmerkung
Variablen werden hier und im folgenden mit gro-
ßen lateinischen Buchstaben bezeichnet, ihre
Ausprägungen mit den zugehörigen Kleinbuch-
staben.

Diese Gleichungen zerlegen das beobach-
tete Testergebnis xv in zwei Komponen-
ten, tv und ev, die man beide nicht kennt.
Über den wahren Wert kann man nicht
viel sagen, aber einen Meßfehler zeichnen
zwei Eigenschaften aus:

Erstens zeichnet sich ein Meßfehler da-
durch aus, daß er dazu beiträgt, den wah-
ren Wert manchmal zu überschätzen, und
manchmal zu unterschätzen. Genau das
unterscheidet einen Meßfehler von einem
systematischen Fehler, auch ‘Bias’
genannt: er ist im Mittel ‘neutral’. Mit an-
deren Worten, der Mittelwert oder Erwar-
tungswert der Meßfehlervariable E über
eine große Anzahl von Personen ist 0:

Erw (E) = 0. (I)

Was ist ein Erwartungswert?

Der Erwartungswert ist eine Kenngröße
einer numerischen Variable. Treten die
Werte x einer Variable X mit der Wahr-
scheinlichkeit p(x) auf, so ist der Erwar-
tungswert definiert durch

Summiert wird hier über alle möglichen
Werte der Variable X. In dem Beispiel

X 1 2 3

p(x) 0.5 0.3 0.2

beträgt der Erwartungswert 1.0.5t
2.0.3+3.0.2=1.7.  Kennt man nicht die
Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Va-
riable, also die Werte p(x), sondern hat
man N Ausprägungen der Variable x
beobachtet, so entspricht der Mittelwert
dieser Werte

näherungsweise dem Erwartungswert
von X. Hat man in dem o.g. Beispiel von
10 Beobachtungen 5-mal die 1, 3-mal
die 2 und 2-mal die 3 beobachtet, so be-
trägt der Mittelwert von X ebenfalls
x=1.7.

Zweitens gehört zum Konzept eines Meß-
fehlers, daß er nicht mit dem wahren Wert
korreliert ist, d.h. es darf nicht sein, daß
z.B. hohe wahre Werte überschätzt werden
und niedrige wahre Werte unterschätzt
werden. In einem solchen Fall würde man
ebenfalls von einem systematischen Fehler
oder Bias sprechen. Meßfehler zeichnen
sich daher auch dadurch aus, daß:

Korr (E,T) = 0. (II)

Überhaupt gehört zum Konzept eines
Meßfehlers dazu, daß er mit keiner an-
deren Variable korreliert, also nicht mit
den wahren Werten einer Variable Y:

Korr (Ex,Ty) = 0, (III)

und auch nicht mit deren Meßfehler E,:

Korr (Ex,Ey) = 0. (IV)

Diese vier Gleichungen (1) bis (IV) nennt
man auch die Axiome der klassischen
Testtheorie. Sie wurden von Gulliksen
(1950) formuliert und beschreiben nichts
anderes als die Eigenschaften eines Meß-
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fehlers. Aus ihnen ist keine Testtheorie im
Sinne von Kapitel 1 ableitbar, sondern nur
eine Theorie über das Verhalten des Meß-
fehlers. Sie wird daher im folgenden als
Meßfehlertheorie bezeichnet.

Im Unterschied zu einer Testtheorie, die
sich auf nominale oder ordinale Itemant-
worten bezieht, geht die Meßfehlertheorie
von fertigen Meßwerten X und Y aus. Die
vier Gleichungen (1) bis (IV) stellen ge-
nauso wie Testmodelle ein formales Mo-
dell dar, nur bezieht sich dieses formale
Modell auf eine andere Datenstruktur.

Aus dem formalen Modell wird (wie im-
mer) eine Theorie, wenn man es auf einen
konkreten Inhalt (konkrete Meßwerte X
und Y) anwendet und die Parameter des
Modells schätzt (S.O. Kap. 1). In diesem
Fall macht die Meßfehlertheorie die Aus-
sage, daß ein Meßwert X nur eine latente
Variable Tx repräsentiert und die Abwei-
chungen der Meßwerte von den wahren
Variablenausprägungen den Erwartungs-
wert 0 haben und mit nichts anderem
korrelieren.

Diese Theorie ist z.B. dann falsifiziert,
wenn sich herausstellt, daß der (ver-
meintliche) Meßfehler die soziale Er-
wünschtheit beinhaltet (S.O. Kap. 1). Dann
gibt es nämlich eine Variable, die mit dem
Meßfehler korreliert, nämlich die Tendenz
der Personen, sozial erwünscht zu ant-
worten.

Wie im Fall von Testmodellen, so gibt es
auch bei Meßfehlermodellen nicht nur ein
Modell. Vielmehr entstehen durch ver-
schiedene Zusatzannahmen und Erweite-
rungen viele Meßfehlermodelle, die hin-
sichtlich ihrer Gültigkeit miteinander ver-
glichen werden können. Auf diese unter-

schiedlichen Meßfehlermodelle wird in
Kapitel 3.1.1.2.1 kurz eingegangen.

Testmodelle und Meßfehlermodelle
schließen sich also nicht gegenseitig aus,
sondern sie ergänzen einander:

Testmodelle wendet man auf Itemant-
worten an, um daraus Meßwerte zu ma-
chen, Meßfehlermodelle wendet man auf
die erhaltenen Meßwerte an, um deren
Fehleranteil zu bestimmen.

Die gerade dargestellte Meßfehlertheorie
bezieht sich ausschließlich auf quantita-
tive, mindestens intervall-skalierte Perso-
nenvariablen. Das gleiche gilt für die
folgende Definition der Reliabilität eines
Tests. Nach dieser Definition ist Relia-
bilität ein Varianzanteil, nämlich das Ver-
hältnis von wahrer Varianz zu beobachte-
ter Varianz.

Reliabilität =
wahre Varianz Var (Tx)

beobachtete Varianz = Var (X)

Mit wahrer Varianz bezeichnet man die
Varianz der nicht beobachtbaren, imaginä-
ren wahren Testergebnisse und mit beob-
achteter Varianz die Varianz der tat-
sächlich in einem Test erhaltenen Ergeb-
nisse.

Aus den Annahmen der Meßfehlertheorie
folgt, daß die wahre Varianz stets kleiner
ist als die beobachtete Varianz.

Beweis

Die Varianz der Summe zweier Zufalls-
variablen X und Y läßt sich nach der For-
mel berechnen:

Var(X+Y)=Var(X)+Var(Y)+2Cov(X,Y).

Mit Cov(X,Y) wird die Kovarianz von X
und Y bezeichnet (s. Kap. 2.1.1). Diese ist
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definitionsgemäß gleich 0, wenn die Kor-
relation von X und Y gleich 0 ist.

Die Grundgleichung der Meßfehlertheorie
zerlegt den Meßwert in die Summe zweier
unkorrelierter Variablen (laut Axiom II):

X = Tx + Ex,

deren Varianzen sich folglich auch addie-
ren:

Var(X)=Var(Tx)+Var(Ex),

Da Varianzen stets positiv sind, ist auch
die wahre Varianz stets kleiner als die be-
obachtete Varianz:

Var(Tx) < Var(X).

Dies mag auf den ersten Blick nicht ein-
leuchten, kann man sich doch z.B. folgen-
den Fall vorstellen:

x 15 10 15 20 25
Tx 12 8 15 22 28

Hier wäre die wahre Varianz größer als die
beobachtete. Bei näherer Betrachtung sieht
man jedoch, daß das Axiom II verletzt ist,
denn die Fehlervariable, im Beispiel:

Ex 1 3 2 0 -2 -3

ist natürlich hoch (negativ) mit dem wah-
ren Wert korreliert.

Bei Geltung der Voraussetzungen ist tat-
sächlich die wahre Varianz stets kleiner
als die beobachtete Varianz, so daß nach
der obigen Definition die Reliabilität eines
Tests stets zwischen Null und Eins liegt:

0 < Rel. < 1.

Dieses Maß für die Meßgenauigkeit eines
Tests gibt an, welcher Anteil an der Vari-
anz der Meßwerte wirklich auf Personen-
unterschiede zurückgeht und ist als Vari-
anzanteil daher ähnlich interpretierbar wie

das Quadrat eines Korrelationskoeffizien-
ten (= Anteil gemeinsamer Varianz) oder
ein Erblichkeitsindex (= Anteil der erblich
bedingten Varianz).

Wie man die Reliabilität eines Tests kon-
kret berechnet, wird in Kapitel 6 be-
schrieben.

Soviel zu dem klassischen Reliabilitäts-
begriff, der nur eine Art der Definition der
Meßgenauigkeit von Tests darstellt. Für
Tests mit einer kategorialen Personen-
variable gibt es keine vergleichbare ein-
heitliche Definition der Meßgenauigkeit.
Hier kann sich eine hohe Meßgenauigkeit
z.B. darin ausdrucken, daß die Anzahl der
‘Fehlklassifikationen’ der Personen zu den
Valenzen der kategorialen Personenva-
riable sehr gering ist (s. Kap. 6).

2.1.3 Objektivität

Wenn ein Testergebnis nicht unabhängig
vom Testleiter, von Situationsmerkmalen,
von störenden Randbedingungen, vom
Testauswerter oder sonstigen Personen ist,
so wird der Test auch keine interne Validi-
tät und keine besonders hohe Meßgenau-
igkeit erlangen können. Insofern ist Ob-
jektivität der Testdurchführung eine logi-
sche Voraussetzung für Reliabilität und
Validität. Eine hohe Objektivität bei der
Testentwicklung zu erreichen, ist somit
kein Selbstzweck im Sinne eines positi-
vistischen Wissenschaftsbegriffes, sondern
lediglich Mittel, um Genauigkeit und
Validität zu erreichen.

Im einzelnen ist bei der Testentwicklung
anzustreben, daß das Testergebnis unab-
hängig davon ist,

- wer den Test vorgibt
(Durchführungsobjektivität),
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- wer den Test auswertet
(Auswertungsobjektivität) und

- wer den Test interpretiert
(Interpretationsobjektivität).

Zusätzlich gibt es verschiedene Unterfor-
men dieser Objektivitätsaspekte wie z.B.
die Signierobjektivität, die sich auf die
Objektivität bei der Kodierung freier Ant-
worten bezieht. Sie ist ein Teilaspekt der
Auswertungsobjektivität.

Neben diesen Objektivitätsaspekten, die
sich auf die Unabhängigkeit von anderen
Personen beziehen, gibt es auch die Ob-
jektivität im Sinne einer Unabhängigkeit
von anderen Dingen. So sollte das Test-
ergebnis z.B. weitgehend davon unabhän-
gig sein, in welcher Situation der Test
durchgeführt wurde. Damit kann natürlich
nur eine Unabhängigkeit innerhalb eines
Spektrums ‘normaler’ Situationen gemeint
sein.

Vermutet man eine starke Situationsab-
hängigkeit des Testergebnisses und hält
deshalb die Testsituation konstant, indem
man den Test quasi unter Laborbedin-
gungen durchführt, so hat das unter-
schiedliche Auswirkungen auf die interne
und externe Validität des Testergebnisses.
Während die interne Validität sogar stei-
gen kann, je stärker man die situationalen
Bedingungen konstant hält (da ein be-
stimmtes Testmodell unter Idealbedingun-
gen vielleicht besser paßt), dürfte die ex-
terne Validität im allgemeinen sinken:
Wenn ein Testergebnis nicht mal auf ande-
re Testsituationen generalisierbar ist, so
wird auch seine Korrelation mit externen
Variablen nicht hoch sein.

Hier zeigt sich die semantische Ähnlich-
keit des Begriffspaares ‘interne und exter-

ne Validität’ mit den gleichlautenden Be-
griffen aus der Versuchsplanung beson-
ders deutlich: bei Experimenten bezeich-
net man als externe Validität ebenfalls die
Aussagekraft und die Generalisierbarkeit
des Ergebnisses über die Experimentalsi-
tuation hinaus.

Ebenfalls eine Objektivität im Sinne einer
Unabhängigkeit von anderen Dingen ist
mit dem Begriff der spezifischen Objek-
tivität gemeint. Spezifische Objektivität
bezeichnet die Unabhängigkeit eines Test-
ergebnisses von der Itemauswahl aus
einem hypothetischen Item-Universum.
Dahinter steht die Überlegung, daß jeder
Test nur eine sehr begrenzte Anzahl von
Items umfassen kann, das Testergebnis
aber nicht nur etwas über die Fähigkeit zur
Beantwortung dieser Items aussagen soll,
sondern über die Fähigkeit zur Beantwor-
tung dieses Typs von Items.

Eine Eigenschaftsmessung bezieht sich
also immer auf ein ganzes Itemuniversum,
das unendlich viele Items umfaßt. Ein
wichtiger Objektivitätsaspekt ist daher mit
der Frage angesprochen, ob bei jeder be-
liebigen Itemauswahl stets dasselbe Test-
ergebnis (abgesehen vom Meßfehler) her-
auskommt.

Diese sogenannte spezifische Objektivität
ist nicht nur eine Eigenschaft eines Tests,
sondern auch des jeweiligen Testmodells:
Bei den meisten der in Kapitel 3 behan-
delten quantitativen Testmodelle sind die
Meßwerte spezifisch objektiv, sofern das
Modell für die Daten gültig ist.
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2.1.4 Logische Beziehungen
zwischen den drei Gütekrite-
rien

Zwischen den drei Gütekriterien eines
Tests bestehen verschiedene logische Be-
ziehungen, die sich unter bestimmten ma-
thematischen Annahmen sogar in Formeln
beschreiben lassen. Und zwar ist die Ob-
jektivität eine logische Voraussetzung für
die Reliabilität und diese wiederum ist lo-
gische Voraussetzung für die externe Vali-
dität:

Validität (ext.)
T

Reliabilität
1‘

Objektivität

Ein Test, der bei einem anderen Testleiter
oder in einem anderen Raum bei densel-
ben Personen gänzlich andere Resultate
erbringt, also nicht objektiv ist, kann auch
keine hohe Meßgenauigkeit haben, d.h.
nicht reliabel sein.

Ebenso kann ein Test mit einer sehr gerin-
gen Meßgenauigkeit (Reliabilität) keine
besonders hohe externe Validität errei-
chen. Soll z.B. ein Test entwickelt wer-
den, der die Schulleistung vorherzusagen
gestattet, so kann diese Vorhersage nicht
besonders gut ausfallen, wenn der Test nur
sehr ungenau mißt.

Eine solche Voraussetzungsbeziehung be-
steht nicht zwischen der Meßgenauigkeit
und der internen Validität. Auch ein un-
genau messender Test kann intern valide
sein.

Andererseits besteht zwischen Meßge-
nauigkeit, interner und externer Validität
auch ein kontradiktorisches Verhältnis:

Das Streben nach einer möglichst hohen
Meßgenauigkeit bei der Testentwicklung
kann in einem Widerspruch stehen zum
Ziel einer möglichst hohen Validität. Die-
ser Widerspruch ergibt sich daraus, daß
sich die Meßgenauigkeit im allgemeinen
dadurch steigern läßt, daß man den Test
verlängert, d.h. zusätzliche Items auf-
nimmt (s. Kap. 6.1.2).

Durch eine Testverlängerung, die den Test
rein theoretisch beliebig genau machen
könnte, können Items hineinkommen, die
einen etwas anderen Aspekt der latenten
Variable ansprechen, es können Bearbei-
tungseffekte wie Ermüdung, Konzentrati-
onsmangel, Wechsel der Antwortstrategie,
Erinnerungseffekte, Lerneffekte und ähnli-
ches eintreten. Diese Effekte können so-
wohl die präexperimentelle Theorie über
das Antwortverhalten, d.h. das Testmo-
dell, in seiner Gültigkeit einschränken, als
auch die Korrelation mit einem Validi-
tätskriterium, also die externe Validität,
beeinträchtigen.

Auch die Ziele einer möglichst hohen in-
ternen und externen Validität können bei
der Testentwicklung miteinander in einem
Konflikt stehen. So läßt sich die interne
Validität im allgemeinen dadurch steigern,
daß man den Test homogener macht, d.h.
möglichst ähnliche Aufgaben auswählt.
Damit erfaßt man aber eine sehr eng
gefaßte, spezielle Personeneigenschaft, die
nur noch geringe Korrelationen mit einem
Validitätskriterium aufweist.

Die immanenten Widersprüche zwischen
Reliabilität und Validität werden auch als
Reliabilitäts-Validitäts-Dilemma der Test-
theorie bezeichnet (s. Kap. 6.4.3). Dieses
Dilemma ist letztlich Ursache für den
weitverbreiteten Argwohn, daß Tests ent-
weder mit einer hohen Präzision etwas
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völlig Irrelevantes messen, oder eine Per-
soneneigenschaft in ihrer ganzen Breite,
aber völlig unzuverlässig erfassen.

2.1.5 Normierung

Neben den drei klassischen Gütekriterien
gibt es das mehr pragmatische Kriterium
der Normierung. Dieses betrifft die Frage,
inwieweit es für die Ergebnisse eines
Tests Vergleichsdaten gibt, anhand derer
sich Einzelergebnisse interpretieren lassen.
Solche Vergleichsdaten, die an repräsen-
tativen Stichproben verschiedener Teilpo-
pulationen der Bevölkerung erhoben wor-
den sind, bilden dann die Normen, anhand
derer das Ergebnis einer einzelnen Person
beurteilt und interpretiert werden kann.

Interpretiert man ein Ergebnis indem man
es mit der Norm einer Referenzpopulation
vergleicht, so spricht man auch von nor-
morientiertem Testen. Das Gegenstück
hierzu ist das sogenannte kriteriumsori-
entierte Testen. Hier wird das einzelne
Testergebnis nicht über den Vergleich mit
den Werten einer Referenzpopulation in-
terpretiert, sondern anhand eines inhaltli-
chen, vorher vom Testkonstrukteur ge-
setzten Kriteriums.

Ein prominentes Beispiel für diesen Un-
terschied ist die Zensurenvergabe in der
Schule. Ein normorientiertes Vorgehen
besteht darin, daß zunächst für jeden
Schüler Punkte vergeben werden, um dann
anhand der Punkteverteilung eine Noten-
zuordnung durchzuführen. Diese soll
sicherstellen, daß auf jeden Fall ein paar
Einsen und ein paar Fünfen dabei sind.

Eine solche Zensur ist für den Schüler
normorientiert, d.h. sie informiert ihn nur
über seine relative Stellung in der Klasse,
seiner Referenzpopulation, aber nicht rela-
tiv zum Leistungsziel.

Bei einer kriteriumsorientierten Zensuren-
vergabe würde der Lehrer vorher festle-
gen, bei welcher Punktzahl es eine Eins,
eine Zwei usw. gibt. Die resultierenden
Zensuren sagen etwas darüber aus, wie der
einzelne Schüler zum gesteckten Lei-
stungsziel, dem Kriterium, steht, aber
nicht unbedingt, wie er im Vergleich zu
den anderen Schülern dasteht.

Wie bei diesem Beispiel der Schullei-
stungsbewertung gibt es generell bei psy-
chologischen Tests die Alternative zwi-
schen einer Normorientierung und einer
Kriteriumsorientierung.

Soll ein Test später für individual dia-
gnostische Zwecke eingesetzt werden, so
sind im allgemeinen Normtabellen sehr
hilfreich, da sie über die Verteilung der
Testergebnisse in verschiedenen Referenz-
populationen Aufschluß geben, z.B. in
Altersgruppen, Geschlechtsgruppen oder
nach der Schulbildung definierten Grup-
pen. Von daher wird die Normierung eines
Tests im allgemeinen als ein Gütekrite-
rium angesehen, da diese die Interpretation
erleichtert und in einem gewissen Sinne
auch objektiver macht (objektiv in dem
Sinne der Unabhängigkeit von der sub-
jektiven Setzung eines inhaltlichen Krite-
riums).

Dennoch ist die Normierung eines Tests
kein für alle Zwecke einer Testentwick-
lung sinnvolles Gütekriterium. Auch bei
individualdiagnostischen Fragestellungen
kann eine rein kriteriumsorientierte Inter-
pretation des Testergebnisses wesentlich
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sinnvoller sein, z.B. bei der Frage, ob ein
bestimmtes Krankheitsbild vorliegt oder
nicht. In diesem Falle ist vom Testkon-
strukteur nicht eine Normierung des Tests
vorzunehmen, es muß vielmehr ein in-
haltliches Kriterium oder mehrere solcher
Kriterien für die Interpretation der Testre-
sultate bereitgestellt werden.

Für viele Zwecke der Testentwicklung
stellt eine Normierung keine Notwendig-
keit und auch kein Gütekriterium dar.
Geht es z.B. darum, im Rahmen von For-
schungsarbeiten eine Personenvariable mit
einem Test zu messen, um sie mit anderen
Variablen in Beziehung zu setzen, so ist
eine Normierung der Testresultate über-
flüssig: Sollen etwa zwei verschiedene
Personengruppen hinsichtlich ihres Er-
gebnisses in einem Test miteinander ver-
glichen werden oder soll eine quantitative
Personenvariable mit einer anderen Per-
sönlichkeitsvariable wie Extraversion oder
Intelligenz korreliert werden, so ist es
völlig unerheblich, ob ein Test normiert ist
oder nicht. Eine Normierung schlägt sich
weder in Mittelwertsdifferenzen noch in
Korrelationen nieder.

Das Gütekriterium der Normierung wird
oft überbewertet, d.h. man begeht leicht
den Fehlschluß anzunehmen, daß ein nor-
mierter Test auch etwas Sinnvolles mißt.
Das kann, muß aber nicht der Fall sein:
Das Gütekriterium der Normierung steht
in keinerlei logischer Beziehung zu den
anderen drei Gütekriterien der Objektivi-
tät, Meßgenauigkeit und Validität. Auch
ein wenig objektiver, wenig reliabler und
wenig valider Test läßt sich einer reprä-
sentativen Bevölkerungsstichprobe vorge-
ben und an ihr normieren (s. Kap. 6.5).

Literatur

Die Gütekriterien für Tests werden von
Lienert und Raatz (1994) aber auch in den
meisten Diagnostik-Lehrbüchern (z.B.
Guthke, Böttcher & Sprung 1990) behan-
delt. Fischer (1974) und Steyer & Eid
(1993) führen aus, daß die Axiome der
Meßfehlertheorie keine Axiomatik im
mathematischen Sinne darstellen. Das
Konzept der spezifischen Objektivität wird
von Rasch (1977) und Fischer (1987) dis-
kutiert. Die Abhängigkeit der Tester-
gebnisse von Situationen wird von Eid
(1995) systematisch in die Formalisierung
von Testmodellen einbezogen.

Übungsaufgaben

1. Sie haben die Meßwerte einer Varia-
blen X, die wahren Werte derselben
Variable, Tx, und die Meßwerte eines
Validitätskriteriums Y von 5 Personen:

Personen
1 2 3 4 5

Tx: 1 1 5 9 9
x :  2 0 5 10 8
Y: 3 4 4 4 5
Prüfen Sie, ob für den Meßfehler der
Meßwerte X die ersten beiden Axiome
der Meßfehlertheorie gelten. Berechnen
Sie die Reliabilität und die externe
Validität von X.

2. Nennen Sie 5 möglichst unterschied-
liche Faktoren, die die Objektivität
eines Tests beeinträchtigen können.

3. Ein Schüler hat in einer Klausur 84%
aller gestellten Aufgaben richtig gelöst
Ermöglicht dieses Ergebnis bereits eine
normorientierte oder kriteriumsorien-
tierte Interpretation? Welche Zusatz-
information benötigt man, um das
Ergebnis normorientiert oder kriteri-
umsorientiert interpretieren zu können?
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2.2 Schritte der Testent-
wicklung

Jede Testentwicklung nimmt ihren Aus-
gangspunkt in einer Theorie über die Per-
soneneigenschaft, die der Test erfassen
soll. Eine solche Theorie ist oft sehr wenig
präzise und muß hinsichtlich verschiede-
ner Aspekte konkretisiert werden, um
Grundlage einer Testentwicklung sein zu
können.

Idealerweise findet diese Präzisierung in
fünf Schritten statt:

- Erstens muß man sich darüber klar
werden, welcher Art die Personenva-
riable überhaupt ist.

- Zweitens kann man sich darüber
Gedanken machen, über welche Art
von Testverhalten man diese Personen-
eigenschaft am besten erfassen könnte.

- Drittens sollte man den Typ von Items,
die den gewünschten Schluß vom Test-
verhalten auf die Personeneigenschaft
zulassen, als Itemuniversum formulie-
ren.

- Den vierten Schritt stellt die Auswahl
einer geeigneten Itemstichprobe aus
diesem Universum dar.

- Schließlich sollte man sich fünftens
auch schon vor der Testkonstruktion
Gedanken über das Testmodell ma-
chen, das auf diese Daten passen soll.

Diese Punkte werden in den folgenden
Unterkapiteln abgehandelt.

2.2.1 Arten von latenten Varia-
blen

Aus der Theorie sollte ableitbar sein, ob
die zu testende Personeneigenschaft quan-
titativer Natur oder qualitativer Natur ist.

Mit quantitativer Natur ist gemeint, daß
sich die Personen hinsichtlich eines ‘mehr
oder weniger’ voneinander unterscheiden,
das zu testende Personenmerkmal also
graduelle Abstufungen annimmt.

Mit qualitativer Natur ist gemeint, daß
Personenunterschiede getestet werden sol-
len, die sich darin ausdrucken, daß sich
Gruppen von Personen qualitativ vonein-
ander unterscheiden. Das zu messende
Personenmerkmal ist dann lediglich nomi-
nal skaliert.

Weiterhin sollte aus der Theorie ableitbar
sein, ob es sich um ein univariates oder
ein multivariates Persönlichkeitsmerkmal
handelt. Univariat bedeutet, daß nur eine
Variable variiert, multivariat heißt ein
Merkmal, das sich nur mit Hilfe von meh-
reren Variablen beschreiben läßt. Im Fall
von mehreren quantitativen Personenei-
genschaften spricht man auch von einer
mehrdimensionalen Personenvariable.

Ein Beispiel ist das Konstrukt Ängstlich-
keit, das sich als eine mehrdimensionale
Variable definieren läßt. Die einzelnen Di-
mensionen ergeben sich aus den Gegen-
standsbereichen, in denen sich Ängst-
lichkeit manifestiert, also z.B. Angst vor
physischer Verletzung, Angst vor sozialer
Ablehnung, Angst vor medizinischer Be-
handlung etc.

Auch bei kategorialen oder qualitativen
Eigenschaften gibt es multivariate Kon-
zeptionen. Ein Beispiel hierfür ist die
Messung des Attributionsstils, welcher als
eine bivariate Personeneigenschaft aufge-
faßt werden kann:

Die erste kategoriale Personenvariable
unterscheidet, ob die Person primär intern
oder primär extern attribuiert (‘es liegt
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alles an mir’ oder ‘es lag an den äußeren
Umständen’). Die zweite kategoriale Per-
sonenvariable unterscheidet stabile versus
labile Attributionen (‘das ist immer so’
oder ‘in diesem einzelnen Fall war das so’).

Es gibt also sowohl bei kategorialen als
auch bei quantitativen Personenvariablen
univariate und multivariate Konzeptionen
von Personeneigenschaften. Sind die Per-
sonenvariablen kategorial, so läßt sich aus
ihnen eine einzelne Variable konstruieren,
die als Kategorien die möglichen Kombi-
nationen der Kategorien der Ausgangsva-
riablen hat. Im obigen Beispiel würde man
also eine latente Variable mit vier Aus-
prägungen bilden:

intern - labil
intern - stabil
extern - labil
extern - stabil

Sofern die Variablen quantitativ sind, es
sich also um eine mehrdimensionale Va-
riable handelt, sind die möglichen Impli-
kationen für die Testentwicklung vielfäl-
tig.

Der einfachste Fall besteht darin, daß man
versucht, die verschiedenen Dimensionen
mit unterschiedlichen Items zu erfassen.
Im oben genannten Beispiel eines Angst-
fragebogens konstruiert man also Fragen
zur Angst vor physischer Verletzung, zur
Angst vor sozialer Ablehnung etc. In die-
sem Fall kann man jede Teilmenge von
Items, jeden sogenannten Subtest, als
eigenständigen Test konstruieren und aus-
werten. Anschließend können die Zusam-
menhänge der Meßwerte auf den verschie-
denen Dimensionen analysiert werden.

Komplizierter ist der Fall, daß dieselben
Items mehrere Dimensionen ansprechen.
Z.B. wird die Beantwortung der Frage:

Wie unangenehm ist es Ihnen, sich
nachts in einem Gasthaus in einer
fremden Gegend nach dem Weg
erkundigen zu müssen?

sowohl von der Angst vor physischer Ver-
letzung, als auch von der Angst vor sozia-
ler Ablehnung beeinflußt sein. Generell ist
von der Konstruktion derartiger mehrdi-
mensionaler Tests abzuraten, obwohl es
Testmodelle gibt, mit denen man auch
solche Tests auswerten kann (s. z.B. Kap.
3.4.2).

Der dritte Fall mehrdimensionaler Tests
besteht darin, daß man nicht die Items
sondern die Antwortkategorien danach
unterscheidet, welche Dimension sie
ansprechen. Ein Beispiel ist die Frage:

Was würden Sie heute abend um
liebsten unternehmen?

- ins Theater gehen
- Freunde besuchen
- gutes Essen zubereiten

Die Auswahl der Antwort wird in diesem
Beispiel von drei Dimensionen des Frei-
zeitinteresses bestimmt: das Interesse an
kulturellen Aktivitäten, an sozialen Akti-
vitäten und an gestaltenden Beschäftigun-
gen. Diese Art der Erfassung mehrdimen-
sionaler Eigenschaft birgt gewisse Schwie-
rigkeiten, auf die im Kapitel 3.2.2 einge-
gangen wird, und kommt in der Praxis
selten vor. Trotzdem gibt es auch für
diesen Fall geeignete Testmodelle (Kap.
3.2.2).

Schließlich gibt es einen speziellen Fall
der Kombination einer kategorialen und
einer quantitativen Personenvariable. Die-
ser ist dann gegeben, wenn eine quan-
titative Personenvariable gemessen wer-
den soll, aber damit zu rechnen ist, daß
verschiedene Personengruppen diesen
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Test auf unterschiedliche Art und Weise
bearbeiten.

Beispiel

Die Messung des räumlichen Vorstel-
lungsvermögens ist zweifellos ein Beispiel
für die Messung einer quantitativen
Personenvariable. Es folgt allerdings aus
der Theorie, daß es zwei unterschiedliche
Arten von Lösungsstrategien für die Test-
items gibt, nämlich eine analytische und
eine holistische Strategie. Weiterhin wird
angenommen, daß jede Person eine dieser
beiden Strategien bevorzugt und daher
auch einen Raumvorstellungstest primär
mit der von ihr bevorzugten Strategie löst.
In diesem Falle gibt es eine kategoriale
Personenvariable (holistische versus ana-
lytische Strategiepräferenz) und eine quan-
titative Personenvariable, nämlich die
Fähigkeit, mit der jeweiligen Strategie
Raumvorstellungsaufgaben zu lösen.

Auch für diesen Spezialfall einer Kom-
bination von kategorialer und quantitativer
Personenvariable gibt es spezielle Test-
modelle, die in Kapitel 3.1.3 und 3.3.5 be-
handelt werden.

Die Klärung der Frage, welcher Art die
latente Variable ist, die der Test erfassen
soll (kategorial oder quantitativ, ein- oder
mehrdimensional) stellt deswegen den
ersten Planungsschritt bei der Testent-
wicklung dar, weil die Beantwortung die-
ser Frage weitgehend von der psycholo-
gischen Theorie über die betreffende Per-
sönlichkeitseigenschaft bestimmt sein
sollte. Die konkreten Implikationen für die
Testkonstruktion ergeben sich aber erst
aus der Kenntnis der Testmodelle, die man
für den jeweiligen Zweck heranziehen
kann.

2.2.2 Arten von Tests

Hat man sich Klarheit darüber verschafft,
welcher Art die zu messende Personen-
eigenschaft ist, so stellt sich als nächstes
die Frage, welcher Art das zu beobachten-
de Testverhalten ist, und wie es mit der
Personeneigenschaft zusammenhängt. Je
nach der Art des im Test erfaßten
Verhaltens lassen sich folgende Arten von
Tests unterscheiden:

Leistungstests
Persönlichkeitsfragebögen
objektive Persönlichkeitstests
Projektive Tests
Situationsfragebögen
Symptomlisten
Einstellungstests
Motivations- und Interessensfragebögen
Verhaltensfragebögen

Im folgenden soll das Charakteristische
der Beziehung zwischen Personeneigen-
schaft und Testverhalten bei diesen Test-
arten dargestellt werden.

2.2.2.1 Leistungstests

Leistungstests zeichnen sich dadurch aus,
daß von den Personen die Lösung von
Aufgaben oder Problemen verlangt wird,
die Reproduktion von Wissen, das Unter-
beweisstellen von Können, Ausdauer oder
Konzentrationsfähigkeit. So heterogen die-
se Aufzählung klingen mag, Leistungs-
tests haben die wichtige Eigenschaft ge-
meinsam, daß die getesteten Personen das
Ergebnis willentlich nur in einer Richtung
verfälschen können, nämlich ‘nach unten’.
Man kann sich ‘dümmer’ stellen als man
ist, man kann sich keine Mühe geben bei
der Testbearbeitung oder die Antworten
einfach zu erraten versuchen. Man kann
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aber nicht in Verfälschungsabsicht eine
höhere Leistung erbringen als die, zu der
man imstande ist.

Leistungstests sind daher schon von vorn-
herein als ‘halb-objektiv’ zu bezeichnen,
obwohl die Verfälschungsmöglichkeit
‘nach unten’ aufgrund mangelnder Test-
motivation, z.B. bei Felduntersuchungen,
sehr gravierende Einschränkungen der
Interpretierbarkeit der Ergebnisse mit sich
bringen kann. Das Phänomen des Erratens
der richtigen Lösung kann mit Mitteln der
Itemkonstruktion eingeschränkt und mit
geeigneten Testmodellen kontrolliert wer-
den.

Innerhalb der Kategorie der Leistungstests
gibt es eine weitere Unterteilung in soge-
nannte speed- und power-Tests. Bei speed-
Tests wird durch eine begrenzte Zeitvor-
gabe neben der Qualität der Leistung auch
die Geschwindigkeit erhoben, mit der eine
Leistung erbracht wird. Bei power-Tests
zählt dagegen nur, ob die Aufgaben richtig
oder falsch gelöst wurden, und nicht
wieviel Zeit die Person dafür benötigt.

Reine power-Tests sind schon aus tech-
nischen Gründen kaum durchführbar, da
jede Testvorgabe eine zeitliche Begren-
zung haben muß. Diese Grenze sollte aber
so bemessen sein, daß in der Regel alle
Personen bis zur letzten Testaufgabe
vordringen. Nur in diesem Fall lassen sich
die meisten Testmodelle auf die resul-
tierenden Daten anwenden: die unter-
schiedliche Anzahl von nicht bearbeiteten
Aufgaben wirft rechnerische Probleme,
vor allem aber auch Interpretationspro-
bleme auf.

Relativiert man die erbrachte Leistung an
der Zahl der bearbeiteten Aufgaben, so
bewertet man die langsamen Personen zu

gut, da sie sich für jede Aufgabe mehr Zeit
als die schnellen Personen genommen
haben. Relativiert man die Leistung an der
Gesamtzahl der angebotenen Aufgaben, so
bewertet man die Qualität der Leistung
von langsamen Personen zu schlecht, da
man nicht berücksichtigt, wieviele der
nicht bearbeiteten Aufgaben sie noch hät-
ten lösen können.

Auf jeden Fall stellt die Verquickung von
Qualität und Geschwindigkeit bei ‘ge-
speedeten’ Leistungstests ein Problem dar,
für dessen Lösung es zwar einige Ansätze
in der Testtheorie gibt, von denen aber
keiner ganz befriedigend ist. Günstiger ist
es, die Bearbeitungszeit pro Aufgabe zu
begrenzen. Hier hat jede Person dieselben
Bedingungen für jede Aufgabe und es las-
sen sich die meisten Testmodelle pro-
blemlos anwenden.

Für einige Varianten von Speed-Tests
benötigt man allerdings auch keine Test-
modelle. Mißt man etwa die Zeit, die eine
Person für eine vorgegebene Menge von
Aufgaben benötigt, so hat man mit der
gemessenen Zeitdauer bereits eine metri-
sche Personenvariable. Um den Qualitäts-
aspekt aus dieser Zeitmessung ganz zu
eliminieren, kann man falsch gelöste Auf-
gaben wiederholt vorlegen (z.B. beim
computerunterstützten Testen), so daß die
Zeit für die richtige Lösung aller Aufga-
ben gemessen wird.

Mit einer gewissen Berechtigung läßt sich
bei Vorgabe eines festen Zeitintervalls
auch die Anzahl der richtig gelösten Auf-
gaben als eine Häufigkeit, und somit als
eine metrische Variable auffassen und man
kann ebenfalls von der Anwendung eines
Testmodells absehen.
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Spielt also die Geschwindigkeit eines
Verhaltens die zentrale Rolle bei der Mes-
sung einer Personeneigenschaft, so läßt
sich die physikalische Größe ‘Zeit’ auch
zur (metrischen) Operationalisierung die-
ser Personeneigenschaft nutzen.

2.2.2.2 Persönlichkeitsfragehögen

Persönlichkeitsfragebögen sind dadurch
charakterisiert, daß von der befragten Per-
sonen eine Selbstauskunft (self report) ver-
langt wird. Fragen wie

Sorgen Sie sich um schreckliche
Dinge, die vielleicht geschehen
könnten ?
ja - nein
(Item aus dem EPI, Eggert 1974)

stellen verschiedene Anforderungen an
den Beantwortungsprozeß, wenn der
Schluß von der Itemantwort auf die Perso-
neneigenschaft (hier: Neurotizismus) ge-
rechtfertigt sein soll.

Zunächst einmal muß die erfragte Selbst-
kenntnis vorhanden sein, d.h. die Person
muß wissen, ob sie sich um schreckliche
Dinge sorgt. Dies ist ein Aspekt der
Metakognition (das ist die Einsicht in
eigene kognitive Prozesse) der befragten
Person, die durchaus nicht immer vorhan-
den sein muß. Ist diese Metakognition
nicht vorhanden, oder entspricht sie ganz
und gar nicht der Realität, so kann man
von der Itemantwort bestenfalls auf das
Selbstbild der Person, aber nicht auf ihre
Persönlichkeit schließen. Beispiel: eine
Person meint, sie mache sich Sorgen über
schreckliche Dinge, sorgt sich aber tat-
sächlich nur darum, daß das Geld nicht bis
zum Monatsende reichen könnte.

Sodann muß eine Offenbarungsbereit-
schaft vorhanden sein, d.h. die Person
muß bereit sein, gemäß ihrer Metakogni-
tion zu antworten. Es kann z.B. sein, daß
eine Person zwar die Bereitschaft hat, den
Test auszufüllen, aber ihr Ideal-Selbstbild
anstelle des Real-Selbstbildes wiedergibt.
Mit Ideal-Selbstbild ist hier dasjenige
Selbstbild gemeint, das die Person gerne
gegenüber demjenigen, der den Test vor-
gibt, zeichnen möchte.

Man hat den Tendenzen, sich in einem
Persönlichkeitsfragebogen anders darzu-
stellen als man wirklich ist, verschiedene
Namen gegeben: Beantwortet eine Person
die Fragen so, daß ein positives, in unse-
rer Gesellschaft allgemein akzeptiertes
Bild entsteht, so beeinflußt die Variable
der sozialen Erwünschtheit ihr Antwort-
verhalten. Eine zweite Variable, die die
Ehrlichkeit der Antworten in einem Per-
sönlichkeitsfragebogen beeinflußt, ist die
Tendenz zur Selbstpräsentation (self
monitoring). Personen, die sich stets der
jeweiligen Situation angepaßt darstellen,
also die Eigenschaft eines Chamäleons
haben, tun dies eventuell auch bei der
Beantwortung eines Persönlichkeitsfrage-
bogens.

Ist die Metakognition und die Offenba-
rungsbereitschaft gegeben, so ist als drittes
eine geeigneter Beurteilungsmaßstab vor-
auszusetzen, der Daten aus sozialen Ver-
gleichsprozessen erfordert. So beinhaltet
z.B. die Frage, ob man sich Sorgen um
schreckliche Dinge macht, auch den
Aspekt, ob die befragte Person das häu-
figer oder intensiver tut als andere Per-
sonen. Dies setzt bei der Beantwortung der
Frage voraus, daß die Person es ein-
schätzen kann, inwieweit sich andere
Menschen Sorgen um schreckliche Dinge
machen.
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Wird eine Frage ohne einen solchen Beur-
teilungsmaßstab beantwortet, so sagt die
Antwort zwar auch etwas über die Person
aus (nämlich, daß sie meint, daß sie sich
mehr als andere Personen Sorgen macht).
Sie sagt dann aber weniger über den ‘tat-
sächlichen’ Neurotizismusgrad der Person
aus, sondern vielleicht etwas über ihren
Leidensdruck oder ihren Glauben, daß es
anderen Leuten besser geht als ihr.

Neben diesen drei Voraussetzungen für
eine brauchbare Selbstauskunft ist ein
weiteres Charakteristikum von Persön-
lichkeitsfragebögen ihre Durchschaubar-
keit. Jugendliche und Erwachsene mit
einem gewissen psychologischen Reflexi-
onsniveau werden bei vielen Fragen aus
Persönlichkeitsfragebögen durchaus rich-
tig raten, auf welche Personeneigen-
schaften aus der Antwort geschlossen
werden soll.

Diese Durchschaubarkeit beinhaltet eine
leichte Verfälschbarkeit im Sinne einer
gezielten Beeinflussung des gesamten
Testresultates. Im Gegensatz zu Leistungs-
tests, kann diese Beeinflussung in beide
Richtungen gehen, z.B. kann man sich
aufgrund der Durchschaubarkeit bewußt
neurotischer oder weniger neurotisch dar-
stellen.

2.2.2.3 Objektive Persönlichkeits-
tests

Dieser Begriff geht auf den Persönlich-
keitsforscher R.B. Cattell zurück. Dieser
forderte als Ergänzung und Kontrolle von
Persönlichkeitsfragebögen noch eine zwei-
te Art von Tests, die er objektive Persön-
lichkeitstests nannte. Sie sind in dem
Sinne objektiv, als eine Verfälschung

wegen Undurchschaubarkeit ausgeschlos-
sen sein soll.

Schmidt (1975, S. 19) definiert objektive
Tests folgendermaßen:

‘Objektive Tests zur Messung der
Persönlichkeit und Motivation sind
Verfahren, die unmittelbar das Ver-
halten eines Individuums in einer
standardisierten Situation erfassen,
ohne daß diese sich in der Regel
selbst beurteilen muß. Die Verfahren
sollen für den Probanden keine mit
der Meßintention übereinstimmende
Augenscheinvalidität haben.’

Unter Augenscheinvalidität versteht man
die Eigenschaft von Tests, daß man ihnen
‘ansieht’ was sie messen sollen und wel-
ches Verhalten man damit vorhersagen
möchte.

Die Idee objektiver Persönlichkeitstests
besteht also darin, aus Itemantworten auf
Personeneigenschaften zu schließen, die
gar nicht Gegenstand der Fragen waren.
Z.B. soll die befragte Person in einem
Untertest der Cattell’schen Testbatterie
(Schmidt et al. 1994) beurteilen, ob jede
Feststellung einer vorgegebenen Liste
‘sinnvoll ist und einen guten Eindruck
hinterläßt’ oder aber ‘sinnlos ist und ein
schlechtes Licht auf den wirft, der sie
benutzt’. Es folgt dann eine Reihe
klischeehafter Feststellungen, wie

Frauen können sich nie entscheiden
Jeder Mensch braucht Freunde

Geld ist der Grund vieler Bosheit
Wer Geld hat, hat auch Freunde...u.s.w.

Während der Befragte gemäß der Testin-
struktion nach Sinn und Unsinn jeder ein-
zelnen Feststellung ringt, wird am Ende
nur ausgezählt, wieviele Feststellungen
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man für sinnvoll hält - als Maß für die
‘Hausbackenheit’ des Befragten.

Auch viele der wöchentlich neu konstru-
ierten ‘Psyche-Tests’ in Illustrierten sind
von diesem Typ, etwa wenn aus der
Beantwortung der Frage

Sind Sie eigentlich ‘wetterfühlig’ ?

darauf geschlossen wird, wie ‘rücksichts-
voll’ die befragte Person ist. Diese Tests
sind ein gutes Beispiel dafür, daß ein Test
zwar das Gütekriterium der Objektivität
(oder einen Aspekt davon) erfüllen kann,
aber trotzdem keine große Validität be-
sitzt.

Das Konzept objektiver Tests setzt eine
nicht-triviale Theorie über den Zusam-
menhang von unverfänglich erfragbaren
Verhaltensaspekten und relevanten Per-
sönlichkeitseigenschaften voraus. Viel-
leicht liegt es daran, daß die Erfassung
von Persönlichkeitseigenschaften mit sol-
chen Tests im akademischen Bereich der-
zeit kaum eine Rolle spielt. Es ist offenbar
sehr schwer, von Verhaltensaspekten zu-
verlässig auf Persönlichkeitseigenschaften
zu schließen, bezüglich derer die Fragen
keine Augenscheinvalidität besitzen.

Trotzdem stellen diese Tests wohl am
ehesten das dar, was der Laie von psycho-
logischen Tests erwartet: auf geheimnis-
volle Weise aus ein paar banalen Antwor-
ten auf tiefliegende Strukturen der Per-
sönlichkeit schließen zu können.

2.2.2.4 Projektive Tests

Ein ganz anderer Weg, zu objektiven Test-
resultaten zu gelangen, wird mit den
sogenannten projektiven Verfahren began-
gen. Der Name leitet sich aus der psy-
choanalytischen Theorie ab, in der mit
Projektion ein Abwehrmechanismus be-
zeichnet wird, mit Hilfe dessen sich das
Ich gegen angstauslösende oder verbotene
Triebregungen wehrt. Die Abwehr besteht
darin, daß diese inneren Regungen und
Impulse nach außen, meistens auf andere
Personen projiziert werden und dadurch
nicht mehr mit den Normen des eigenen
Über-ich in Konflikt geraten können.

Bei projektiven Tests wird angenommen,
daß dieser Vorgang auch in der Situation
einer Testvorgabe stattfinden kann und
man somit über die Itemantworten zu Er-
kenntnissen über Persönlichkeitseigen-
schaften gelangt, die der Person selbst gar
nicht bewußt sind oder in einem direkten
Fragebogen nicht geäußert (‘zugegeben’)
würden.

Um den Vorgang der Projektion zu er-
möglichen, stellen die Items Stimuli dar
(das sind auslösende Reize), welche mög-
lichst unstrukturiert sein müssen. Sie
müssen einerseits innere Vorgänge stimu-
lieren, die dann zum Inhalt einer Projek-
tion werden können. Andererseits muß das
Item so vage (unstrukturiert) sein, daß
man in diesen Stimulus auch Eigenes
‘hineinlesen’ oder projizieren kann. Be-
züglich dieser Eigenschaften unterschei-
den sich projektive Verfahren graduell.
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keit mit existierenden Personen haben.
Dadurch wird es der befragten Person er-
leichtert, sich selbst mit der antwortenden
Person in der Zeichnung zu identifizieren.

Abbildung 7: Ein Item aus dem Rorschach Test
(Rorschach, 1954)

Während die Items des Rorschach Tests
nur aus einem (spiegelsymmetrischen)
Tintenklecks bestehen, sind die Bilder des
thematischen Apperzeptionstests (TAT)
photographisch genau, jedoch bezüglich
der Interpretation ihres Inhaltes offen und
unstrukturiert.

Abbildung 9: Ein Item aus dem Picture-
Frustration Test (Hörmann & Moog 1957)

Das Konzept von projektiven Tests ist
auch über den engen psychoanalytischen
Begriff der Projektion hinaus sinnvoll. So
ist es eine unbestreitbare Tatsache, daß
man leicht ‘von sich auf andere schließt’
oder Dinge assoziiert, die dem eigenen
Erleben und Denken entspringen.

Abbildung 8: Ein Item aus dem thematischen
Apperzeptionstests (TAT; Revers & Taeber 1968)

Unstrukturiert sind die Items des Rosen-
zweig Picture-Frustration Tests dadurch,
daß es sich um sehr sparsame Strich-
zeichnungen handelt, die keine Ähnlich-

Projektive Tests sind immer dann in Be-
tracht zu ziehen, wenn Persönlichkeitsei-
genschaften gemessen werden sollen, die
mit einer starken positiven oder negativen
Wertung verknüpft sind, sei diese gesell-
schaftlicher oder individueller Natur. Bei-
spiele sind etwa die Messung der Ag-
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gressivität, die man ungern zugibt oder
auch nur wahrhaben will, oder die Mes-
sung des Leistungsmotivs, über dessen
Stärke man sich oft nicht im Klaren ist,
und dessen hohe Ausprägung in unserer
Gesellschaft eine positive Norm darstellt.

Die Stärke der Tendenz, mit der sich eine
Person an der gesellschaftlichen oder so-
zialen Norm orientiert, nennt man die Va-
riable der sozialen Erwünschtheit (social
desirability). Die soziale Erwünschtheit
beeinflußt potentiell jedes Ergebnis einer
direkten Befragung. Projektive Verfahren
können als Versuch aufgefaßt werden, den
Einfluß der sozialen Erwünschtheit auf das
Testergebnis dadurch möglichst gering zu
halten, daß der Befragte in der Itemant-
wort nicht über sich selbst sprechen muß
(und sich somit sozial erwünscht darstellt),
sondern über einen abstrakten Stimulus
oder eine fremde Person.

2.2.2.5 Situationsfragebögen

Eine andere Art von Projektion stellt das
‘Sich-hinein-versetzen’ in eine beschrie-
bene Situation dar. Hier werden nicht in-
nere Triebregungen nach außen projiziert,
sondern die eigene Person versetzt sich in
der Vorstellung in eine hypothetische Si-
tuation. Sodann wird das Erleben und Ver-
halten in dieser Situation erfragt. Derartige
Tests heißen Situationsfragebögen.

Ein Beispiel ist etwa das Angstbewälti-
gungsinventar (ABI, Krohne et al. 1989),
in dem die Person aufgefordert wird, sich
folgende Situation vorzustellen:

Stellen Sie sich vor, Sie fahren als
Beifahrer mit einem offensichtlich
ungeübten Autofahrer. Es herrschen
durch Schnee und Glatteis ungünsti-
ge Straßenverhältnisse.

Die Person hat dann für 18 Verhaltensbe-
schreibungen anzugeben, ob diese für sie
in der Situation zutreffend sind oder nicht,
z.B.:

- denke ich: ‘Mir bleibt auch nichts
erspart.’

- sage ich mir: ‘Es wird schon
nichts Schlimmes passieren.’

- schaue ich einfach nicht mehr auf
die Fahrbahn, sondern denke an
etwas anderes oder betrachte die
Gegend.

Verlangt wird von der befragten Person -
wie bei Persönlichkeitsfragebögen - eine
Selbstauskunft, jedoch ohne die Voraus-
setzungen der Metakognition und des so-
zialen Maßstabs (S.O. Kap. 2.2.2.2). Vor-
aussetzung ist im allgemeinen nur die Er-
innerung an ähnliche Situationen und die
Fähigkeit, das Wissen aus dieser Erinne-
rung heraus auf die vorgegebene, hypo-
thetische Situation zu übertragen. Natür-
lich ist das auch ein Stück ‘Selbstkenntnis’,
jedoch wird von der befragten Person
keine Einschätzung der eigenen Person
verlangt, sondern Auskunft über potentiell
beobachtbares Verhalten und potentielles
Erleben.

Die Voraussetzung der Offenbarungsbe-
reitschaft und die Möglichkeit einer Be-
einflussung durch die soziale Erwünscht-
heit ist bei Situationsfragebögen genauso
gegeben, wie bei Persönlichkeitsfrage-
bögen.

2.2.2.6 Einstellungstests

Die Messung von Einstellungen (attitudes)
ist ein sehr altes Kapitel in der Geschichte
der Messung psychischer Merkmale. Im
Unterschied zu generellen Persönlich-
keitseigenschaften sind Einstellungen auf
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ein bestimmtes Objekt gerichtet, das Ein-
stellungsobjekt. Das Einstellungsobjekt
muß nicht eine Person oder Sache sein,
sondern kann auch ein abstraktes Prinzip,
ein Paragraph oder Ähnliches sein. Bei-
spiele sind etwa:

Einstellung gegenüber Kernkraft-
werken
Einstellung zur Abtreibung
Einstellung gegenüber Ausländern
Einstellung zum Recht auf Freie Mei-
nungsäußerung

Üblicherweise wird bei Einstellungen eine
Pro-Contra-Dimension oder eine Zustim-
mungs-Ablehnungs-Dimension gemessen.
Dies geschieht in der Regel dadurch, daß
verschiedene Statements über das Einstel-
lungsobjekt vorgegeben werden und die
befragten Personen angeben sollen, inwie-
weit sie der jeweiligen Aussage zustim-
men oder sie ablehnen. Diese Aussagen
stellen die Items des Tests dar und jede
Aussage (jedes Item) druckt eine be-
stimmte Position auf der zu messenden
Pro-Contra-Dimension aus.

In einem Fragebogen zur Einstellung ge-
genüber der Nutzung von Kernenergie
markieren z.B. die drei folgenden Items
unterschiedliche Positionen auf der zu
messenden Einstellungsdimension:

- Kernkraftwerke sichern langfri-
stig unsere Energieversorgung.

- Die derzeit in Betrieb befindli-
chen Kernkraftwerke sollten in-
nerhalb der nächsten 10 Jahre
abgeschaltet werden.

- Kernkraftwerke stellen eine Tech-
nologie dar, die gegenüber den
nachfolgenden Generationen un-
Verantwortbar ist.

Während das erste Item am positiven Ende
der Einstellungsdimension liegt, hat das
zweite Item eine mittlere Position und das
dritte Item liegt am negativen Ende. Die
Zustimmung zu der jeweiligen Aussage
kann im einfachsten Fall mit einer ja-nein
Antwort erfaßt werden, wird aber in der
Regel mit einer mehrstufigen Ratingskala
erfaßt (vgl. Kap. 2.3.1.3), z.B.:

- stimme völlig zu
- stimme eher zu
- lehne eher ab
- lehne völlig ab

Über den Zusammenhang von Antwort-
verhalten und latenter Variable gibt es
zwei unterschiedliche Annahmen, die je-
weils auch unterschiedliche Testmodelle
für die Testauswertung erforderlich ma-
chen. Sie werden nach den beiden ‘Pio-
nieren’ der Einstellungsmessung, L.L.
Thurstone und R. Likert benannt.

Die Annahme der Thurstone-Skalie-
rung

Thurstone (Thurstone & Chave 1929) hat
eine Methode zur Einstellungsmessung
angewendet, deren zentrale Annahme
darin besteht, daß die Personen denjenigen
Items zustimmen, die ihrer eigenen Po-
sition auf der Einstellungsdimension am
nächsten liegen. Items, die von der eige-
nen Position weiter entfernt liegen, wer-
den dagegen abgelehnt. In der folgenden
Graphik würde also Person 1 den Items 1
und 2 zustimmen und die Items 3 und 4
ablehnen.

Person 2 würde den Items 2 und 3 zu-
stimmen und die Items 1 und 4 ablehnen.
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Diese Annahme ist zwar sehr plausibel,
hat aber für die Testauswertung die
schwerwiegende Konsequenz, daß man die
Positionen der Items genau kennen muß,
um zu Meßwerten für die Personen zu ge-
langen.

Die Annahme der Likert-Skalierung

Likert (1932) hat eine andere Methode der
Einstellungsmessung verwendet, bei der
man nicht die Position jedes einzelnen
Items kennen muß. Sie basiert vielmehr
auf der Annahme, daß jedes Item entweder
eine positive oder eine negative Haltung
gegenüber dem Einstellungsobjekt aus-
drückt. Eine Zustimmung zu einem posi-
tiven Item kann dann genauso gewertet
werden wie eine Ablehnung eines negati-
ven Items.

Die grundlegende Annahme über das
Antwortverhalten besagt, daß eine Person
allen positiv formulierten Items umso
mehr zustimmt, und alle negativ formu-
lierte Items umso mehr ablehnt, je positi-
ver ihre Einstellung zu dem betreffenden
Objekt ist. Handelt es sich in dem folgen-
den Beispiel um vier positiv formulierte
Items, so würde nach dieser Annahme die
Person 1 dem ersten Item zustimmen, die
anderen drei eher ablehnen.

Die Person 2 stimmt den Items 1 und 2 zu,
wobei die Zustimmung zu Item 1 deut-
licher ausfallt (‘stimme völlig zu’), weil die
Einstellung der Person noch positiver ist.
als es das erste Item ausdrückt. Die Zu-
stimmung zu einem Item sinkt also nicht
mit zunehmender Distanz zu der Position
des Items (wie bei der Thurstone-Ska-

lierung), sondern sie steigt mit zuneh-
mender Distanz in positiver Richtung.

Auch diese Annahme ist für viele Ein-
stellungstests sehr plausibel. Sie hat den
Vorteil, daß die Testauswertung ver-
gleichsweise unkompliziert ist, sofern alle
Items eindeutig positiv oder negativ for-
muliert sind.

Welche der beiden Annahmen über das
Antwortverhalten zutreffend ist, hängt
weitgehend auch von der Formulierung
der Items ab. In einem Test zur Messung
der Einstellung zum Umweltschutz löst
das folgende Item sicherlich umso mehr
Zustimmung aus, je positiver die Einstel-
lung ist:

Jeder Bürger sollte seinen privaten
Energieverbrauch so weit wie mög-
lich reduzieren.

Dagegen wird die folgende Formulierung
vermutlich sowohl von Personen abge-
lehnt, die eine geringe Ausprägung der
Einstellung haben, als auch von Personen,
die weitaus drastischere Maßnahmen zur
Erhaltung der Umwelt für notwendig hal-
ten:

In der Reduktion des privaten Ener-
gieverbrauchs liegt der Schlüssel
zum Schutz der Umwelt.

Bei der Konstruktion eines Einstellungs-
tests muß man sich frühzeitig für eine der
beiden Annahmen entscheiden und die
Items entsprechend formulieren. Die mei-
sten der in Kapitel 3 behandelten quan-
titativen Testmodelle eignen sich nur zur
Analyse von Items, für die die Annahme
der Likert-Skalierung gilt. Modelle für
Einstellungstests, die nach der Thurstone-
Methode konstruiert sind, werden in Kapi-
tel 3.1.1.3 behandelt. Allerdings eignen
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sich auch Testmodelle mit einer katego-
rialen Personenvariable für die Auswer-
tung von Einstellungstests. Für die An-
wendung dieser Testmodelle spielt es
keine Rolle, ob die Itemantworten nach
Thurstone oder nach Likert zustandege-
kommen sind.

Darüber hinaus ist es bei der Anwendung
klassifizierender Testmodelle auch nicht
erforderlich, von einer Einstellungsdimen-
sion auszugehen. Individuelle Unterschie-
de in der Einstellung gegenüber einem
Einstellungsobjekt können sich auch in
Form von qualitativen Unterschieden
äußern. Man spricht dann auch von der
Einstellungsstruktur. Damit ist gemeint,
daß sich Personen darin unterscheiden, bei
welchen Items sie im Sinne einer positiven
Einstellung antworten und bei welchen im
Sinne einer negativen Einstellung. In die-
sem Fall sind weder die Personen noch
die Items auf einer Dimension anordenbar,
wie das zuvor stets vorausgesetzt wurde.

2.2.2.7 Motivations- und Interes-
sensfragebögen

Interessen sind wie Motivationen Eigen-
schaften, die eine Antriebsqualität für das
Handeln von Personen haben, also gleich-
sam Motor des Verhaltens sind. Frage-
bögen, die diese Eigenschaften direkt er-
fassen sollen, bestehen oft aus Fragen der
folgenden Art:

Was machst Du am liebsten......
Was würdest Du gerne tun....

Wozu hast Du Lust.....

Dieser Typ von Tests hat vieles gemein-
sam mit den bisher beschriebenen Testar-
ten. So wird eine Selbstauskunft über
innere Zustände oder Vorgänge erfragt,
die vergleichbare Voraussetzungen erfor-

dert und Verfälschungsgefahren birgt, wie
Persönlichkeitsfragebögen. Interessen sind
wie Einstellungen objektbezogen, d.h. man
hat ein Interesse an etwas oder für etwas,
und man druckt sein Interesse wie seine
Meinung gerne graduell abgestuft aus
(z.B. ‘mein Interesse daran ist eher ge-
ring’).

Ein besonderer Aspekt von Interessensfra-
gebögen besteht jedoch darin, daß Interes-
sen zukunftsorientiert sind und in der
Regel auch zukunftsbezogen erfaßt wer-
den. Damit ist gemeint, daß sich die Tä-
tigkeit, auf die sich das Interesse bezieht,
erst in der Zukunft ausgeführt wird: ‘..was
möchtest Du (...gleich... später... mor-
gen...) tun?‘.

Besonders deutlich wird die Zukunftsori-
entierung, wenn man etwa Schülerinteres-
sen erhebt, um den späteren Unterricht für
diese Schüler zu planen, oder Berufsinter-
essen, um die Probanden bezüglich ihrer
Berufswahl zu beraten. Hier bezieht sich
die Itemantwort auf eine innere Vorliebe
für etwas, was der Befragte noch gar nicht
kennt und kennen kann, weil es ihm noch
bevorsteht.

Dem trägt man bei der Testkonstruktion
dadurch Rechnung, daß entweder die ein-
zelnen Items aus einem längeren Text
bestehen oder mehreren Items ein gemein-
samer Text vorangeht, in dem das Interes-
sensobjekt beschrieben ist. Diese Be-
schreibung dient dann als Stimulus, der
das Interesse ‘wecken’ oder zumindest
bewußt machen soll.

Die Itemantwort kann dann - wie bei
einem Einstellungstest - in einem Urteil
auf einer mehrstufigen Ratingskala be-
stehen, z.B.



54 2. Testkonstruktion

Das Problem dabei ist, daß die befragten
Personen einen vergleichbaren Beurtei-
lungsmaßstab haben sollten, nämlich was
‘mäßiges’, ‘deutliches’ und ‘starkes’ In-
teresse ist. Man verläßt sich hier auf die
intersubjektive Gültigkeit der Sprache, die
bei solchen differenzierten Urteilen oft
fraglich ist.

Die Stärke des Interesses muß nicht un-
bedingt auf einer Ratingskala eingestuft
werden. Es kann z.B. auch eine Präferenz-
wahl (Präferenz = Bevorzugung) aus vor-
gegebenen Alternativen erfolgen, die als
Ausdruck des relativen Interesses gewertet
wird, z.B.:

Was würden Sie jetzt am liebsten lesen:

- das nächste Kapitel über Ver-
haltensfragebögen

- etwas über Ergebnisse der Interes-
sensforschung

- etwas darüber, wie man Interes-
senstests mit Präferenzwahlen aus-
wertet

- eine Übersicht, welche Interessens-
tests schon entwickelt und erprobt
worden sind

Wählen Sie eine Alternative aus!

Der Nachteil von solchen Präferenzwahlen
besteht darin, daß die Itemantwort nur den
Schluß zuläßt, daß die gewählte Alterna-
tive relativ zu den anderen Alternativen
als interessant gilt. Es können somit nur
relative Interessensausprägungen gemes-
sen werden und das Testergebnis hängt
völlig von den angebotenen Vergleichsal-
ternativen ab. Die generelle Problematik
von Antwortformaten mit nominal-skalier-
ten Antwortvariablen wird in Kapitel 3.2
behandelt.

2.2.2.8 Verhaltensfragebögen

Aufgrund der Probleme, die mit der Ein-
schätzung und Beurteilung eigener innerer
Zustände und Vorgänge verbunden sind,
bietet sich als Alternative an, statt innerer
Zustände das tatsächliche Verhalten der
Personen mit Fragebögen zu erfassen. Es
hat einigen Reiz, sich nicht mit Intro-
spektion, sozialen Vergleichen, Beurtei-
lungsmaßstäben und Präferenzurteilen aus-
einandersetzen zu müssen, sondern den
Probanden schlicht zu fragen:

Was hast Du getan ?

Prominentes Beispiel ist etwa die Erfas-
sung des Umweltbewußtseins, wo man
einsehen mußte, daß Selbsturteile über
umweltrelevante Einstellungen, Verant-
wortungszuschreibungen und sogar Hand-
lungsabsichten nicht das tatsächliche Ver-
halten im Umweltbereich vorherzusagen
gestatten.

Mit Verhaltensfragebögen möchte man
erfassen, was die befragten Personen
tatsächlich in der Vergangenheit getan
haben. Im Gegensatz zu Situationsfrage-
bögen ist selbst die Übertragung auf hy-
pothetische Situationen ausgeschlossen.

Voraussetzungen für die Interpretierbar-
keit der Itemantworten sind ein hinrei-
chend zuverlässiges Gedächtnis der Pro-
banden für das eigene Verhalten und die
Bereitschaft, ehrlich Auskunft zu geben.
Die soziale Erwünschtheit kann natürlich
auch die Ergebnisse eines Verhaltensfra-
gebogens beeinflussen, jedoch ließe sich
diese Beeinflussung nur über eine bewußte
Lüge realisieren. Hier ist die Hemm-
schwelle sicherlich höher, als bei der
Selbsteinschätzung einer Persönlichkeits-
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Diese Ehrlichkeit vorausgesetzt, kann das
Antwortverhalten im Test gleichgesetzt
werden mit dem tatsächlichen Verhalten.
Damit ist man aber nur scheinbar ‘dichter’

eigenschaft, welche sich leichter ‘verzer- Annahmen der Thurstone- und der Likert-
ren’ läßt. Skalierung analog sind (vgl. Kap. 2.2.2.6):

Erstens, das Verhalten tritt nur dann auf,
wenn die Eigenschaftsausprägung der Per-
son in der Nähe der Position der Verhal-
tensweise ist.

an der zu messenden Persönlichkeitseigen- Zweitens, das Verhalten wird von einer
schaft dran. Das Problem beim Schluß bestimmten Eigenschaftsausprägung an
vom tatsächlichen Verhalten auf eine aufwärts gezeigt.
Persönlichkeitseigenschaft besteht darin,
daß das gezeigte Verhalten außer von der
vermuteten Persönlichkeitseigenschaft von
einer Vielzahl von situationalen Bedin-
gungen abhängt.

So kann man z.B. keine Gelegenheit ge-
habt haben, ein Verhalten zu zeigen, daran
gehindert worden sein, von anderen veran-
laßt worden sein, es zu zeigen, oder es aus
ganz anderen Gründen ‘zufällig’ gezeigt
haben. Kurzum, der Schluß von Verhalten
unter Realbedingungen auf Personenei-
genschaften ist extrem fehlerbehuftet. Um
diesen Fehler klein zu halten, sollte man
nach solchen Verhaltensweisen fragen, bei
denen die situationalen Bedingungen für
alle Befragten möglichst gleich sind. Dies
kann wiederum die Aussagekraft bezüg-
lich der zu messenden Eigenschaft ein-
schränken.

Sieht man von der Beeinträchtigung durch
situationale Faktoren einmal ab, setzt der
Schluß vom Testverhalten (= erfragtes
Verhalten) auf Personeneigenschaften
Annahmen darüber voraus, unter welchen
Eigenschaftsausprägungen welches Ver-
halten zu erwarten ist. Im Falle einer
quantitativen Eigenschaft kann dies - wie
bei Einstellungstests - darüber geschehen,
daß die erfragten Verhaltensweisen unter-
schiedliche Punkte auf der Eigenschafts-
dimension markieren. Auch hier gibt es
wieder die beiden Alternativen, die den

Beispiel

In einem Fragebogen zum Umwelthandeln
wird gefragt:

- haben Sie in letzter Zeit Geld für eine
Umweltschutzorganisation gespendet?

- sind Sie Mitglied in einer Umwelt-
schutzorganisation?

- arbeiten Sie in einer Umweltschutz-
organisation mit?

Die erste Verhaltensweise zeigt sich im
Sinne der ersten, oben genannten Alterna-
tive vermutlich nur bei einer mittleren
Handlungsbereitschaft, aber nicht bei einer
sehr schwachen oder sehr starken Hand-
lungsbereitschaft. Bei einer sehr starken
Handlungsbereitschaft spendet man nicht
mehr, sondern arbeitet selbst mit.

Das zweite Item wird vermutlich im Sinne
der zweiten Alternative beantwortet, da
man auch bei einer aktiven Mitarbeit in
einer Umweltorganisation Mitglied in die-
ser Organisation ist.

In Verhaltensfragebögen, die sehr viele
Verhaltensweisen abfragen, ist die erste
Annahme über das Antwortverhalten sehr
viel realistischer, da auch von Personen
mit hoher Eigenschaftsausprägung (Hand-
lungsbereitschaft) nicht erwartet werden
kann, daß sie alle Verhaltensweisen zei-
gen. Dafür reicht oft die zur Verfügung



stehende Zeit nicht aus und auch bei einer
starken Handlungsbereitschaft werden Ak-
zente auf bestimmte Aktivitäten gesetzt.
Entsprechendes gilt z.B. auch für sog.
Symptomlisten, bei denen ebenfalls nicht
erwartet werden kann, daß Patienten mit
einer starken Ausprägung der Störung alle
Symptome eines Krankheitsbildes zeigen.

Für die Testauswertung bedeutet dies, daß
quantitative Testmodelle mit monoton
steigenden Itemfunktionen (s. Kap. 3)
nicht geeignet sind, die Handlungsbereit-
schaft zu messen. Testmodelle mit ka-
tegorialer Personenvariable sind hier sehr
viel unproblematischer, da sich bei diesen
Modellen die Personen hinsichtlich ihres
Musters an Verhaltensweisen unterschei-
den und nicht nur hinsichtlich der Anzahl
an Verhaltensweisen.

2.2.3 Definition des Itemuni-
versums

Aus der inhaltlichen Theorie über die zu
messende Personeneigenschaft sollte auch
ableitbar sein, in welchen Situationen sich
ein Verhalten äußert, das Rückschlüsse
über die Ausprägung der Personeneigen-
schaft zuläßt. Diese Beschreibung einer
Klasse von Situationen, in denen sich ein
bestimmtes Verhalten zeigen kann, und
einer Klasse von Verhaltensweisen, die
Rückschlüsse auf die Personeneigenschaft
zulassen, muß dann transformiert werden
in eine Beschreibung des Itemuniversums.

So ließe sich im vorliegenden Beispiel das
Itemuniversum als die Menge aller
deutschsprachigen Drei-Wort-Analogien
definieren, bei denen es ein viertes Wort
geben muß, das zu C in derselben Relation
steht wie B zu A. Damit sind alle nicht-
sprachlichen und fremdsprachlichen Ana-
logien ausgeschlossen, sowie solche Ana-
logien, die mehrere Worte pro Element
des Analogieschlusses benötigen.

Bei der Definition des Itemuniversums hat
man sich davon leiten zu lassen, welche
Art von Items homogen genug zu sein
scheint, um die Messung der gewünschten
Persönlichkeitseigenschaft zu ermögli-
chen. Eine solche Homogenitätsvermutung
ist natürlich eine sehr subjektive Angele-

Bei der Messung der Fähigkeit zum analo-
gen Schließen ist die Menge der Situatio-

genheit und resultiert gewöhnlich aus ei-

nen durch alle Problemstellungen defi-
ner Mischung von Erfahrung mit Test-
konstruktionen und einer weiteren Elabo-

niert, die die formale Struktur ration der Theorie über das zu messende
Persönlichkeitsmerkmal.

Beispiel
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(A verhält sich zu B wie C zu ?)

haben. Die Klasse der Verhaltensweisen
unterscheidet lediglich zwei Arten von
Verhalten, nämlich sinnvolle und sinnlose
Ergänzungen der Analogie. Sinnvolle sind
dadurch definiert, daß das für das Fra-
gezeichen gefundene Element in derselben
Relation zu C steht wie das Element B zu
A.

Diese Situations- und Verhaltensbeschrei-
bungen für die Fähigkeit des analogen
Schließens sind natürlich noch keine De-
finition eines Itemuniversums. Hier müs-
sen im Sinne einer operationalen Definiti-
on (S.O.) pragmatische und formale Festle-
gungen getroffen werden, die allerdings
die Gültigkeit des Tests für die in der
Theorie behandelte Persönlichkeitseigen-
schaft einschränken.
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Die Definition eines Itemuniversums ist
deswegen von Bedeutung, weil ein Test-
ergebnis nicht nur etwas über die Beant-
wortung der im Test enthaltenen Items
aussagen will, sondern eine generalisie-
rende Aussage über das Antwortverhalten
bezüglich einer ganzen Klasse von Situa-
tionen (Items) ermöglichen soll. Das Item-
Universum definiert den Geltungsbereich
des Testergebnisses.

2.2.4 Ziehung einer Itemstich-
probe

Wenn es um die Ziehung von Stichproben
geht, denkt man zunächst an eine Zu-
fallsstichprobe, da deren Ergebnisse am
ehesten generalisiert werden dürfen. Die
Ziehung einer Zufallsstichprobe aus der
Menge aller möglichen Items (Itemuni-
versum) ist in der Regel weder möglich
noch sinnvoll.

Möglich ist eine Zufallsziehung oft des-
wegen nicht, weil das Itemuniversum zwar
theoretisch definiert werden kann, jedoch
nicht in einem physischen Sinne existiert
wie etwa die Population eines Landes. Wo
keine Grundmenge existiert, ist es tech-
nisch zumindest schwierig, eine Stichpro-
be zu ziehen.

Auch sinnvoll wäre eine Zufallsstichprobe
nicht, da man einen Test im allgemeinen
für eine bestimmte Adressatengruppe kon-
struiert und man eine Itemauswahl treffen
sollte, die speziell zu dieser Adressaten-
gruppe ‘paßt’. Das Prinzip der Passung
von Personenstichprobe und Itemstich-
probe zielt in erster Linie auf die Maxi-
mierung der Varianz der Antwortva-
riablen ab. Das bedeutet, daß solche Items
ausgewählt werden sollten, von denen
erwartet wird, daß es eine starke Streuung

der Itemantworten in der betreffenden Per-
sonenstichprobe gibt.

Items, auf die sämtliche befragten Perso-
nen einer Stichprobe dieselbe Antwort ge-
ben, bei denen also die Varianz der Item-
antwort 0 beträgt, sind schlicht wertlos. Es
läßt sich im Rahmen von vielen Testmo-
dellen zeigen, daß tatsächlich diejenigen
Items die meiste Information zur Messung
eines Personenmerkmals beitragen, bei
denen die Variation der Itemantworten am
größten ist (s. Kap. 6.1).

Im Falle von Leistungstestitems, bei de-
nen nur zwischen einer korrekten und
einer falschen Antwort unterschieden
wird, ist die Varianz der Itemantworten
dann maximal, wenn das Item in der be-
treffenden Stichprobe eine relative Lö-
sungshäufigkeit von 50 % hat. Dies läßt
sich direkt aus der Formel für die Varianz
einer 0- 1 -Variable ablesen. Diese lautet
nämlich

Var(X) = P (1-p),

wenn X nur die Werte 0 oder 1 annimmt
und p die Wahrscheinlichkeit bezeichnet,
daß X den Wert 1 annimmt, also p(X = 1).

Die folgende Tabelle zeigt, daß diese Va-
rianz mit einem Wert von 0.25 bei p = 0.5
maximal ist.

p(X=1) .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9

Var (X) .09 .16 .21 .24 .25 .24 .21 .16 .09

Dieses Prinzip der Passung von Item- und
Personenstichprobe gilt jedoch nicht nur
für Leistungstests und auch nicht nur für
die Messung von quantitativen Personen-
variablen. Will man etwa mit Hilfe eines
Verhaltensfragebogens umweltpolitisch
aktive Personen von umweltpolitisch nicht
aktiven Personen unterscheiden (eine
zweikategorielle Personenvariable), so
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wäre es im wahrsten Sinne des Wortes
‘unpassend’, relativ mittellose Gymnasia-
sten zu fragen, ob sie schon einmal einer
Umweltschutzorganisation einen größeren
Geldbetrag gespendet haben.

Neben dem Prinzip der Passung muß auch
davon ausgegangen werden, daß es ein-
fach bessere und schlechtere Vertreter des
Itemuniversums gibt. D.h. keine noch so
sorgfältige Definition eines Itemuniver-
sums wird ausschließen können, daß es
Items gibt, bei denen der Schluß vom
Antwortverhalten auf die Personeneigen-
schaft zwingend und eindeutig ist, und
solche, bei denen andere Faktoren als die
zu messende Personeneigenschaft das
Antwortverhalten beeinflussen können.
Diese Frage geht jedoch in den Bereich
der Itemkonstruktion hinein, der in Kapitel
2.3 behandelt wird.

Auch über die Größe der Itemstichprobe
läßt sich wenig Allgemeingültiges aussa-
gen. Generell gilt, daß eine höhere Meß-
genauigkeit durch eine größere Itemanzahl
erreicht werden kann. Andererseits hat
eine größere Itemanzahl auch negative
Auswirkungen wie Ermüdung, Redun-
danz, Konzentrationseinbußen, Minderung
der Antwortbereitschaft, Lern- und
Übungseffekte, und vieles andere mehr.

Zusammenfassend sei festgehalten, daß
die Ziehung einer Itemstichprobe anderen
Prinzipien folgt und generell sehr viel
schwieriger ist als etwa die Ziehung einer
Personenstichprobe aus einer definierten
Personenpopulation. Dennoch ist es sinn-
voll, die Menge der in einem Test enthal-
tenen Items als Stichprobe aus einer hypo-
thetischen Grundgesamtheit zu betrachten
und, soweit es geht, auch so zu behandeln,
da sonst die Frage der Generalisierbarkeit

des Testergebnisses schwer zu beantwor-
ten ist.

2.2.5 Auswahl eines geeigneten
Testmodells

Auch die Auswahl eines geeigneten Test-
modells gehört in die Planungsphase, d.h.
in die Phase der Konstruktion eines Test-
instrumentes. Idealerweise sollte auch hier
die Theorie über das jeweilige Personen-
merkmal so präzise sein, daß die Annah-
men über den Zusammenhang von Ant-
wortverhalten im Test und latenter Perso-
nenvariable direkt ableitbar sind.

Dies ist in der Praxis nicht immer der Fall,
so daß das umgekehrte Vorgehen gewählt
wird: Man überlegt sich, welche Testmo-
delle man kennt und welches am ehesten
zu der Theorie über die Persönlichkeitsei-
genschaft paßt. Dieses setzt natürlich ei-
nen Überblick über ein möglichst breites
Spektrum bestehender Testmodelle vor-
aus.

Sich in der Phase der Testkonstruktion auf
ein bestimmtes Testmodell festzulegen, ist
deswegen von Bedeutung, weil bestimmte
formale Annahmen des jeweiligen Mo-
dells auch spezielle Anforderungen an die
Itemformulierung und Testkonstruktion
stellen. Z.B. macht es einen Unterschied,
ob man einen deterministischen Zusam-
menhang zwischen Antwortverhalten und
latenter Variable annimmt oder einen pro-
babilistischen Zusammenhang.

Ein Item wie

Ich könnte mir vorstellen, einmal gegen
die Errichtung eines großtechnologischen

Projektes Einspruch zu erheben
(Antwort: ja - nein)
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steht wohl kaum in einem deterministi-
schen Zusammenhang mit einer politi-
schen Einstellungsdimension wie Protest-
bereitschuf?. Dies könnte bei einem Item
wie

Ich habe schon einmal an einer
Demonstration gegen ein Kernkraftwerk

teilgenommen (Antwort: ja - nein)

dagegen eher möglich sein.

Die Auswahl eines passenden Testmodells
in der Planungsphase kann auch damit
enden, daß man zwei oder drei alternative
Testmodelle zur Auswahl hat und man em-
pirisch darüber entscheiden will, welches
Modell am besten paßt. Dies ist im Sinne
eines Entscheidungsexperimentes nicht
nur ein legitimes Vorgehen, sondern kann
ausgesprochen interessante Fragestellun-
gen einer empirischen Klärung zuführen.

Dies reicht hin bis zu der Grundfragestel-
lung, ob eine angenommene Persönlich-
keitseigenschaft dimensionaler oder typo-
logischer Natur ist (ob die Personen-
variable quantitativ oder kategorial ist).
Für die weitere Konstruktion des Test-
instrumentes hat dies jedoch die Kon-
sequenz, daß das Testinstrument mit den
Annahmen der gewählten Testmodelle
kompatibel sein muß. Was das im einzel-
nen bedeuten kann, wird im Laufe des
Kapitels 3 deutlich.

Literatur

Nährer, W. (1986) stellt Konzeptionen von
Leistungstests mit Zeitbegrenzung dar
(Speed-Tests). Auf die Messung von Per-
sönlichkeitseigenschaften mit Fragebögen
gehen Angleitner & Wiggings (1986) ein,
das Konzept objektiver Persönlichkeits-
tests diskutieren Schmidt (1975) und
Schmidt & Schwenkmezger (1994). Die

Problematik projektiver Verfahren wird
von Allesch (1991), Asendorpf (1994) und
Tent (1991) erörtert, Westmeyer (1994)
stellt das Selbstverständnis der Verhal-
tensdiagnostik dar. Dawes (1977) behan-
delt die Grundlagen der Einstellungs-
messung und Edwards (1957) den Einfluß
der ‘sozialen Erwünschtheit’ in Persönlich-
keitsfragebögen. Eine Beschreibung der
Likert- und der Thurstone-Skalierung
findet sich z.B. bei Roskam (1983) und
Schnell et al. (1989).

Übungsaufgaben

Sie sollen drei Testinstrumente neu
entwickeln, und zwar zu den drei Per-
soneneigenschaften:
- Freundlichkeit im zwischenmensch-

lichen Umgang
- die Eigenschaft, in Persönlichkeits-

fragebögen sozial erwünscht zu ant-
worten

- Prüfungsangst.
Wählen Sie für jedes Instrument eine
andere Testart aus (begründen Sie die
Wahl), beschreiben Sie die Art der Per
sonenvariable und konstruieren Sie je
zwei Beispielitems.

2. Welche Varianten von Speed-Test!
gibt es? (Vor- und Nachteile)

3. Welche Voraussetzungen müssen bei
der Beantwortung von Persönlichkeits-
fragebögen seitens der befragten Per
son gegeben sein?

4. Worin unterscheiden sich die Annah-
men einer Thurstone-Skalierung und
einer Likert-Skalierung? Bei welchen
Testarten kann diese Unterscheidung
eine Rolle spielen?
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2.3 Itemkonstruktion

Nach den Planungsüberlegungen, die die
Anlage und Konstruktion des gesamten
Testinstrumentes betreffen, stellt die For-
mulierung und Konstruktion der einzelnen
Items die ‘eigentliche’ Arbeit der Test-
konstruktion dar. Es ist nicht leicht, etwas
über die Konstruktion von Items zu sagen,
ohne sich zumindest auf einen bestimmten
Typ von Tests zu beziehen oder sogar auf
eine bestimmte zu messende Personenei-
genschaft. Trotzdem gibt es einige über-
greifende Konstruktionsprinzipien, die bei
sehr vielen Testarten zu berücksichtigen
sind.

Hierzu soll zunächst dargestellt werden,
was ein Item überhaupt ist und welche Be-
stundteile es hat. Danach wird in getrenn-
ten Unterkapiteln auf verschiedene Arten
von Antwortformaten, auf die sprachliche
Formulierung der Items und auf die Zu-
sammenstellung des Tests eingegangen.

Das Item ist die kleinste Beobachtungs-
einheit in einem Test, sozusagen der ele-
mentare Baustein, aus dem ein Test aufge-
baut ist. An einem Item lassen sich zwei
Komponenten unterscheiden, nämlich der
sogenannte Itemstamm und das Antwort-
format.

Der Itemstamm kann aus einer Frage,
einer Aussage, einem Bild, einer Ge-
schichte, einer Zeichnung oder einer Re-
chenaufgabe bestehen und stellt ganz all-
gemein die Situation dar, in der die Person
ihr Testverhalten zeigt.

Demgegenüber dient das Antwortformat
der Registrierung eben dieses Testverhal-
tens. Es kann aus anzukreuzenden Alter-
nativen bestehen, aus einer leeren Zeile, in
die man etwas eintragen muß, aus einer

mehrstufigen Antwortskala, auf der man
eine Stufe ankreuzen muß, oder einem
weißen Blatt Papier, auf das man etwas
zeichnen soll.

Diese beiden Bestandteile gehören aus
logischen Gründen zu einem Item, denn
man möchte in einem Test das Verhalten
unter standardisierten Situationen erfassen
(durch den Itemstamm vorgegeben), und
man möchte das Verhalten der Personen in
diesen Situationen in einem vergleichba-
ren Format registrieren, dem Antwortfor-
mat. Dennoch kann einer der beiden Be-
standteile eines Items bei einzelnen Tests
bis zur Unkenntlichkeit degeneriert sein.

So bestehen z.B. die Items bei dem be-
kannten Tintenkleckstest von Rorschach
(vgl. Kap. 2.2.2.4) allein aus den Tafeln,
die in diesem Sinne den Itemstamm dar-
stellen. Das Antwortformat ist schlicht das
offene Ohr des Testleiters, meist eines
Therapeuten, für die gesprochenen Aus-
führungen des Probanden zu dieser Tafel.
Im anderen Extrem kann ein Item nur aus
den Alternativen bestehen, zwischen
denen man auswählen soll, also dem Ant-
wortformat, eventuell mit dem Hinweis als
‘Itemstamm’, daß man die geeignete
Alternative anzukreuzen habe.

Der Normalfall besteht jedoch tatsächlich
darin, daß im Itemstamm eine Aufgabe
gestellt wird, eine Frage gestellt wird oder
eine Situation dargestellt ist, und mit ei-
nem geeigneten Antwortformat das Ver-
halten in dieser Situation, zu dieser Frage
oder zu dieser Aufgabenstellung registriert
wird.

Mit der Definition eines Items als kleinste
Beobachtungseinheit ist auch gemeint, daß
ein Item tatsächlich eine Einheit im Sinne
von ‘Einheitlichkeit’ darstellen muß. Ein
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Item, das nach zwei Dingen gleichzeitig
fragt, zwei unterschiedliche Aufgaben in
einem stellt oder gleichzeitig zwei sehr
unterschiedliche Stimuli beinhaltet, ist in
der Regel ein unbrauchbares, zumindest
problematisches Item: Das im Antwortfor-
mat registrierte Verhalten muß eindeutig
auf die im Itemstamm vorgegebene Situa-
tion (Frage) zurückzuführen sein, wenn
das Testverhalten Rückschlüsse auf die
Personeneigenschaft erlauben soll.

2.3.1 Arten von Antwortfor-
maten

Die wichtigste Unterscheidung bei Ant-
wortformaten ist die Trennung nach freien
(oder offenen) und gebundenen Antwort-
formaten.

In einem freien Antwortformat wird die
Itemantwort von der getesteten Person
selbst in einem allgemein verständlichen
Zeichensystem formuliert wie z.B. in der
Sprache, in Form von Zahlen, in Bildern,
in Gesten oder in Lauten. Es bleibt dann
dem Testleiter vorbehalten, diese wie auch
immer registrierte Itemantwort zu ver-
schlüsseln, d.h. in ein vorgefertigtes Kate-
goriensystem einzuordnen. Diesen Vor-
gang nennt man Signierung (s. Kap.
2.5.1). Der typische Fall von freien Ant-
worten besteht in einer kurzen schriftli-
chen Antwort auf dem Testformular.

Auch freie Antworten erfordern ein For-
mat, denn es wird ja vorgegeben, welche
Art von Verhalten die Person produzieren
soll, etwa ein Bild malen, einen Satz er-
gänzen, ein Muster fortsetzen, eine Zah-
lenreihe ergänzen oder eine Geschichte
erzählen.

Ein gebundenes Antwortformat bietet
demgegenüber eine Auswahl von Verhal-
tensalternativen an. Die Person braucht die
Itemantwort nicht zu formulieren, sondern
hat einen eingeschränkten Verhaltensbe-
reich zur Verfügung, aus welchem eine
Auswahl zu treffen ist. Der Vorteil dieser
Antwortformate liegt darin, daß der Pro-
zeß der Signierung, also der Einordnung
der Itemantwort in Verhaltenskategorien
entfällt.

2.3.1.1 Freie Antwortformate

Ein freies Antwortformat ist vorzuziehen,
wenn es um die Erfassung spontaner
Reaktionen geht, denn das Durchlesen von
Verhaltensalternativen kann die Sponta-
nität einschränken. Es ist auch bei der
Erfassung kreativer Leistungen (was sich
von selbst versteht) oder bei Assoziations-
tests sinnvoll, wo es darum geht, welche
Assoziationen man zu einem vorgege-
benen Stimulus hat. Auch in projektiven
Testverfahren sind im allgemeinen freie
Antwortformate angebracht, da das
Durchlesen vorgegebener Antwortalterna-
tiven den Prozeß der Projektion stören
kann.

Bei Leistungstests sind freie Antworten
ein Mittel, um die Wahrscheinlichkeit ein-
zuschränken, daß die richtige Antwort
erraten wird. Generell ist auch bei solchen
Befragungsinhalten ein freies Antwort-
format vorzuziehen, bei denen sich die
Wichtigkeit des Erfragten darin manifestie-
ren kann, daß es der befragten Person
zuerst einfällt.

Ein Beispiel hierfür ist die Erhebung von
Wertvorstellungen: gibt man diese in
einem gebundenen Format vor, so werden
in der Regel alle als wichtig eingestuft.
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Läßt man dagegen in einem freien Ant-
wortformat diejenigen Werte nennen, die
für die befragte Person wichtig sind, so
fallen der Person unter Umständen wirk-
lich nur diejenigen Werte ein, von denen
sie sich leiten läßt.

Ein ganz anderes Kriterium für freie Ant-
worten ist das Alter der befragten Perso-
nen. So kann es für Kinder durchaus
schwierig sein, vor die Entscheidungssi-
tuation eines gebundenen Antwortforma-
tes gestellt zu werden, jedoch sehr viel
einfacher, eine freie Antwort zu produzie-
ren.

Innerhalb der freien Antwortformate las-
sen sich drei Arten von Antwortformaten
unterscheiden.

Eine Art ist dadurch gekennzeichnet, daß -
außer der Angabe des Mediums - so gut
wie keine weiteren Vorgaben gemacht
werden. D.h. die Person bekommt ein
weißes Blatt Papier hingelegt mit dem
Auftrag, z.B. die Mitglieder ihrer Familie
als Tiere zu zeichnen (Familie-in-Tieren
Test).

Ein zweiter Typ freier Antwortformate
macht eine formale Vorgabe für die Pro-
duktion des Verhaltens, wie z.B. ein Wort
aufzuschreiben, genau einen Satz zu for-
mulieren, genau drei Dinge zu nennen, so
viele Antworten wie möglich zu produzie-
ren und diese so schnell wie möglich auf-
zuschreiben usw. Mit diesen formalen
Vorgaben für die freie Produktion der
Antwort kann eine gewisse Standardisie-
rung des Tests erreicht werden und es
können Fehlerquellen wie die Eloquenz
(Redegewandtheit) der befragten Person
kontrolliert werden.

Ein dritter Typ freier Antwortformate
macht eine sogenannte Lückenvorgabe,
d.h. die erfragte Itemantwort soll eine
Leerstelle im vorgegeben Itemstamm aus-
füllen. Dies ist z.B. der Fall, wenn die
Aufgabe darin besteht, ein unvollständiges
Bild oder einen Satz zu ergänzen oder
Geschichten oder vorgegebene Muster
fortzusetzen.

Der Vorteil von einschränkenden Vor-
gaben bei freien Formaten liegt zum einen
in einer größeren Sicherheit für die gete-
stete Person hinsichtlich dessen, was von
ihr verlangt wird. Zum anderen lassen sich
die Antworten leichter signieren, da sie,
zumindest äußerlich, homogener sind.

Der Nachteil einschränkender Vorgaben
ist darin zu sehen, daß die freie Produktion
der Antworten behindert werden kann.

Bei der Auswahl eines freien Antwortfor-
mates ist unbedingt schon in der Pla-
nungsphase genau festzulegen wie die
freien Antworten zu signieren sind.

Wird z.B. bei einem Kreativitätstest mit
freiem Antwortformat lediglich ausge-
zählt, wieviele Ideen zu einem Stimulus
produziert werden, unabhängig davon, wie
ähnlich sich die Ideen, wie neu oder wie
nützlich sie sind, so sollte das Antwort-
format eine Zeitbegrenzung enthalten. Bei
unbegrenzter Beantwortungszeit dürfte
sich die Anzahl der Produktionen einander
angleichen. Soll hingegen auch die Quali-
tät der Produktion (Neuartigkeit, Brauch-
barkeit) signiert werden, so ist ein Ant-
wortformat ohne Zeitbegrenzung sinn-
voller.
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2.3.1.2 Gebundene Antwortfor-
mate

Gebundene Antwortformate haben zu-
nächst den Anschein einer höheren Objek-
tivität und sind tatsächlich oft auch objek-
tiver, da die Auswertungsobjektivität sehr
hoch ist. Die durch die vorgegebenen
Antwortalternativen erzwungene Objek-
tivität kann jedoch auch leicht zu Lasten
der Validität des Tests gehen: Die vorge-
gebenen Alternativen schöpfen vielleicht
nicht alle Reaktionsmöglichkeiten aus, das
Durchlesen der Alternativen erzeugt bzw.
beeinflußt die Antwort oder die vorgege-
benen Antworten entsprechen in Formu-
lierung und Stil nicht der natürlichen
Reaktion der befragten Person.

Der Hauptvorteil gebundener Formate
besteht in der Auswertungsökonomie des
Tests, d.h. solche Tests sind schnell, von
ungeschulten Auswertem und mit Scha-
blonen auswertbar und somit bei Massen-
untersuchungen einsetzbar. Tests mit frei-
en Antworten können prinzipiell den glei-
chen Grad an Objektivität (und wissen-
schaftlicher Dignität) erreichen, aber ver-
bunden mit einem höheren Aufwand.

Ein gebundenes Antwortformat besteht
aus einem vorgefertigten System von Ant-
wortmöglichkeiten. Die befragte Person ist
an diese Antwortkategorien gebunden,
also nicht frei in ihren Reaktionen.

Wie bei jedem Kategoriensystem, so stellt
sich auch bei den vorgegebenen Antwort-
kategorien eines gebundenen Antwortfor-
mates die Frage, ob die Kategorien dis-
junkt sind, d.h. einander ausschließen, und
ob die Menge der vorgegebenen Katego-
rien exhaustiv ist, d.h. den Bereich aller
Verhaltensmöglichkeiten ausschöpft. Im

Prinzip kann es bei Testitems alle vier
Kombinationsmöglichkeiten von disjunk-
ten und nicht-disjunkten und exhaustiven
und nicht-exhaustiven Antwortkategorien
geben. Beispiel:

Wie groß ist die Wurzel aus 2?

mit den Antwortkategorien:

disjunkt nicht disjunkt

exhaustiv
kleiner als 1.3. kleiner als 1.3.
1.3 bis 1.5 1.2 bis 1.8
größer als 1.5 größer als 1.6

nicht
exhaustiv

1.2 1.41 oder 1.73
1.69 1.21 oder 1.73
1.41 1.21 oder 1.41

Während bei Leistungstests nicht-exhau-
stive Formate sehr gebräuchlich sind, kön-
nen sie bei anderen Testarten problema-
tisch sein, da die befragte Person in die
Situation kommen kann, eine Itemantwort
geben zu wollen, die in den Antwortkate-
gorien gar nicht vorgesehen ist.

Manchmal möchte man bewußt keine
Exhaustivität, wenn man nämlich die
befragte Person dazu zwingen will, eine
Auswahl aus den vorgegebenen Alter-
nativen zu treffen. Solche Antwortformate
nennt man 'forced choice’ Formate
(deutsch: erzwungene Wahl). Beispiel:

Was machen Sie, wenn ein guter
Freund ein lang geplantes Treffen
absagt ?

- Ich verabrede mich mit jemand
anderem.

- Ich gehe allein spazieren.
- Ich verrichte eine seit langem

notwendige Arbeit.
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Die Funktion von solchen forced choice
Formaten besteht darin, nur solche Reak-
tionen zuzulassen, die man nach der vor-
liegenden Theorie über die zu messende
Personeneigenschaft auch eindeutig inter-
pretieren kann.

Ihr Nachteil liegt selbstverständlich darin,
daß sich die Validität des Tests ver-
schlechtert, wenn die Personen in Erman-
gelung einer passenden Kategorie eine be-
liebige der vorgegebenen Kategorien an-
kreuzen.

Die Exhaustivität der Antwortkategorien
ist jedoch nicht nur eine Frage des
Antwortformates, sondern auch des
Itemstamms. So kann ein exhaustiv
formuliertes Antwortformat wie

- ja
- nein
- ich weiß nicht

für die befragte Person zu einem Problem
werden, wenn sie am liebsten ‘sowohl als
auch’ oder ‘weder noch’ antworten würde.
Beispiel:

Sind Sie immer noch so glücklich wie
früher?

Ja - Nein - Ich weiß nicht

Hier werden alle befragten Personen vor
ein Problem gestellt, die früher gar nicht
glücklich waren.

Bei Leistungstests sind die vorgegebenen
Antwortkategorien im allgemeinen nicht
exhaustiv und können es meistens auch
gar nicht sein. Beispiel:

Welche Zahl setzt die folgende
Zahlenreihe am besten fort?

2 3 4 9 8 27 16?
Antwortalternativen: 32, 18, 54 oder
81.

(Die richtige Zahl ist 81, da sie die Reihe
3 = 31, 9 = 32, 27 = 33 fortsetzt.)

Solche Aufgaben haben eine unendlich
große Anzahl möglicher Itemantworten,
aus der nur eine kleine Anzahl zur Aus-
wahl angeboten werden kann. Die richtige
Itemantwort sollte natürlich darunter sein.
Die aus der großen Anzahl möglicher
falscher Antworten ausgewählten Ant-
wortalternativen nennt man Distraktoren.

Wie wichtig die Auswahl geeigneter Di-
straktoren für die Itemkonstruktion ist,
wird sofort einsichtig, wenn man sich vor-
stellt, die Antwortalternativen zum voran-
gehenden Beispiel lauteten:

1, 2, 3, 4 und 81.

Distraktoren haben die Funktion, die
Identifikation der richtigen Antwort zu
erschweren. Dies ist deswegen notwendig,
weil der Lösungsprozeß bei gebundenen
Antwortformaten grundsätzlich ein ande-
rer ist als bei freien Antworten. Bei vorge-
gebenen Antwortalternativen werden in
der Regel alle vorgegebenen Alternativen
daraufhin geprüft, ob sie die angemessene
Itemantwort darstellen. Je ‘ähnlicher’ die
Antwortkategorien sind, desto schwieriger
ist dieser Auswahlprozeß für die befragte
Person.

Bei Leistungstestitems wird der Auswahl-
prozeß nicht nur durch die Ähnlichkeit der
Antwortalternativen erschwert, sondern
auch durch die Plausibilität der Distrak-
toren auf den ersten Blick. So kann der
zeitliche Aufwand zur Lösungsfindung
nahezu beliebig durch das Angebot sehr
schwieriger Distraktoren gesteigert wer-
den. Ein Beispiel hierfür ist das folgende
Item aus dem Test für medizinische
Studiengänge (TMS):
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Abbildung 10: Ein Item aus dem TMS, (Inst. f.
Test- und Begabungsforschung 1989)

Mit der Auswahl von Distraktoren kann
jedoch nicht nur die Schwierigkeit eines
Items variiert werden, sondern es können
auch gezielt halbrichtige Lösungen oder
bestimmte Denkfehler der befragten Per-
sonen erfaßt werden.

Ein Beispiel hierfür stellt der Würfeltest
aus dem Intelligenzstrukturtest (IST) dar,
bei dem es neben der richtigen Lösung
auch immer einen Distraktor gibt, in dem
der Würfel zwar die richtigen Flächen,
aber in einer falschen Anordnung hat:

Abbildung 11: Ein Item aus dem IST (Amthauer
1970)

Während die Antwortkategorien bei Lei-
stungstests im allgemeinen nicht exhaustiv
sind, sollten sie jedoch stets disjunkt sein,
wenn man nur eine Antwortalternative
auswählen darf. Dies ist notwendig, damit
die befragte Person ihre Itemantwort
eindeutig in genau einer der vorgegebenen
Antwortkategorien wiederfindet.

Nun gibt es aber Antwortformate, wo
bewußt mehrere Antwortkategorien anzu-
kreuzen sind oder sogar eine beliebige

Anzahl, einschließlich der Möglichkeit gar
keine anzukreuzen,

Bei Leistungstests bedient man sich oft
dieses Tricks, um die Ratewahrscheinlich-
keit zu senken. Bei Auswahl von nur einer
Kategorie aus k vorgegebenen Kategorien
beträgt die Ratewahrscheinlichkeit näm-
lich 1/k, also bei 5 Antwortalternativen
20%.

Soll man aus fünf Antwortalternativen
zwei auswählen, sinkt die Ratewahr-
scheinlichkeit bereits auf 10%, da die An-
zahl der möglichen Zweierkombinationen
aus fünf Elementen (5.4)/2 = 10 beträgt.

Soll man eine beliebige Anzahl aus 5 Ant-
wortkategorien auswählen, beträgt die Ra-
tewahrscheinlichkeit nur noch 1/32, da es
jeweils

5 Einerauswahlen,
10 Zweierauswahlen,
10 Dreierauswahlen und
5 Viererauswahlen

gibt, wo noch die beiden Möglichkeiten
hinzukommen, daß gar keine Alternative
oder alle Alternativen richtig sind.

Die Anzahl möglicher Kombinationen aus
n Antwortalternativen läßt sich mit Hilfe
des Binomialkoeffizienten

berechnen (sprich ‘n über k’), der die An-
zahl der Kombinationen von k Elementen
aus einer Menge von n Elementen
definiert. Die Anzahl aller möglichen
Kombinationen ist dann über folgende
Summe zu berechnen:
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Die Ratewahrscheinlichkeit wird minimal,
wenn man die Anzahl richtiger Antworten
nicht vorgibt, sondern es dem Befragten
überläßt, wieviele Alternativen er für
richtig hält.

Solche Antwortformate werden nicht nur
zur Senkung der Ratewahrscheinlichkeit in
Leistungstests eingesetzt. Sie können auch
im Rahmen von Einstellungsmessungen
verwandt werden, z.B. wenn man aus
einer Liste von Politikern die fünf er-
folgreichsten oder eine beliebige Anzahl
von vertrauenswürdigen Politikern auszu-
wählen hat.

Eine Auswahlanweisung, bei der die
Anzahl auszuwählender Alternativen nicht
vorgegeben ist, bezeichnet man auch als
‘Pick any out of n’-Format.

Die in Kapitel 3 behandelten Testmodelle
können mit solchen Mehrfachantworten
nicht direkt umgehen, da sie genau eine
Reaktion pro Person-Item-Kontakt voraus-
setzen. Diese Voraussetzung läßt sich auf
zweierlei Weise nachträglich herstellen.

Erstens kann bei der Kodierung der Daten
die Mehrfachantwort in eine Antwort-
variable (mit disjunkten Kategorien) trans-
formiert werden (s. Kap. 2.5). Bei Lei-
stungstests wird dies in der Regel auch
getan, indem nämlich nur die richtige
Kategorienkombination als Itemlösung ko-
diert wird und alle anderen Kombina-
tionen als Nicht-Lösung. Es sind aber
auch Transformationen in eine ordinale
Antwortvariable möglich, indem z.B. die
Anzahl der angekreuzten richtigen Alter-
nativen als Antwortvariable fungiert.

Der zweite Weg ist nur bei ‘Pick any out
of n’ möglich und besteht darin, die Ant-

wortalternativen selbst als Items mit ei-
nem dichotomen Antwortformat (gewählt
oder nicht gewählt) aufzufassen. Im Falle
einer vorgegebenen Anzahl von Auswah-
len (Pick k out of n) ist dieser Weg nicht
gangbar, da die experimentelle Unabhän-
gigkeit zwischen den Items verletzt ist (s.
Kap. 2.3.3).

Beispiel: Wenn man nur drei Politiker von
20 vorgegebenen auswählen kann, so ha-
ben nach drei erfolgten Wahlen die restli-
chen Politiker keine Chance mehr gewählt
zu werden. Die ‘Items’ würden also keine
unabhängigen Beobachtungseinheiten des
Tests mehr darstellen.

2.3.1.3 Ratingformate

Unter den gebundenen Antwortformaten
bilden die sogenannten Ratingformate eine
häufig benutzte Untergruppe. Ein Rating-
format zeichnet sich durch zwei Eigen-
schaften aus. Erstens handelt es sich um
mehrere, d.h. mehr als zwei abgestufte
Antwortkategorien, von denen angenom-
men wird, daß sie für die befragte Person
eine Rangordnung darstellen. Zweitens
sind diese Antwortkategorien item-unspe-
zifisch formuliert, d.h. dieselbe Benen-
nung der Antwortkategorien gilt für meh-
rere oder alle Items eines Fragebogens.
Diese itemunspezifischen, ordinalen Ant-
wortkategorien nennt man Ratingskala.

Beispiel: 2 Items aus dem State-Trait-
Anxiety-Inventory (STAI, Laux et al.
1981)
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fast manch- oft fast
nie mal immer

Item 34: Ich mache
mir Sorgen über mög- 1 2 3 4
liches Mißgeschick

Item 38: Enttäuschun-
gen nehme ich so
schwer, daß ich sie 1 2 3 4
nicht vergessen kann

Ratingformate haben gegenüber dichoto-
men Antwortformaten, bei denen nur zwi-
schen Ja/Nein oder Zustimmung/Ableh-
nung unterschieden wird, den Vorteil, daß
sie informationsreicher sind. Die befragte
Person hat die Möglichkeit, sich gegen-
über dem Iteminhalt differenzierter zu
äußern und verschiedene Abstufungen
ihrer Zustimmung oder Ablehnung auszu-
drücken.

Trotz der relativ klaren Definition einer
Ratingskala und ihrer Vorteile, gibt es
eine Vielzahl von Varianten von Rating-
skalen und ebenso viele Punkte, die es bei
der Testkonstruktion zu bedenken gilt. Die
meisten dieser Überlegungen hängen da-
mit zusammen, daß die Ratingskala eine
Ordinalskala sein soll, d.h. von der be-
fragten Person als solche benutzt und bei
der Datenauswertung entsprechend ver-
rechnet werden soll.

Oft besteht sogar der weitergehende An-
spruch, daß die Ratingskala Intervallska-
lenqualität besitzt. Wenn man dies (un-
geprüft) annehmen will, kann man auf die
Itemantworten normale statistische Ver-
fahren anwenden, die Intervallskalen vor-
aussetzen. Bei den in Kapitel 3 behan-
delten Testmodellen wird keine Intervall-
Skalenqualität von Ratingskalen voraus-
gesetzt, sondern lediglich Ordinalskalen-

qualität. Mit den geschätzten Modellpara-
metern erhält man Information über die
Kategorienabstände (also auch, ob sie
äquidistant sind und somit eine Inter-
vallskala bilden) und darüber, ob die
Annahme des Ordinalniveaus gerecht-
fertigt ist.

Folgende Aspekte gilt es bei der Kon-
struktion einer Ratingskala zu beachten:

Erstens, soll die Skala unipolar oder bipo-
lar aufgebaut sein?

Eine unipolare Skala geht von einem
Nullpunkt lediglich in eine Richtung, d.h.
zum Beispiel in Richtung auf eine starke
Zustimmung. Die Ratingskala im o.g.
Beispiel aus dem STAI ist unipolar in
Richtung auf zunehmende Häufigkeit.

Bei bipolaren Ratingskalen gehen die Ka-
tegorien von einem negativen Pol (z.B.
sehr starke Ablehnung) über einen fiktiven
oder als Mittelkategorie vorgegebenen
Nullpunkt bis hin zu einem positiven Pol
(z.B. sehr starke Zustimmung). Eine bipo-
lare Ratingskala ist im allgemeinen sym-
metrisch, d.h. sie hat gleich viele Katego-
rien auf jeder Seite. Sie muß es aber nicht
sein, wie das folgende Beispiel aus
dem Interaktions-Angst-Fragebogen (IAF,
Becker 1982) zeigt:

Item 9: Sie denken daran, daß Sie
von Ihrem Vorgesetzten abends
eingeladen sind.
Item 11: Es soll Ihnen vom Arzt mit
einer dicken Nadel Blut entnommen
werden.

Die Ratingskala für alle Items lautet:
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Dieser Fragebogen ist nicht nur ein
Beispiel für eine bipolare asymmetrische
Ratingskala, er zeigt auch, daß es
manchmal problematisch sein kann, ein
item-unspezifisches Antwortformat für
alle Items zu verwenden. Es hängt sehr
stark vom jeweiligen Iteminhalt ab, ob
eine unipolare oder eine bipolare Rating-
skala angemessen ist.

Neben dem vermuteten Grad der kogniti-
ven Differenziertheit der zu befragenden
Personen spielt bei der Entscheidung über
die Kategorienanzahl einer Ratingskala
auch die Vermeidung sogenannter Ant-
worttendenzen oder response sets eine
große Rolle.

Response sets

Unter einem response set versteht man
die von der zu messenden Personeneigen-
schaft unabhängige Neigung einer Person.
die Ratingskala in einer bestimmten Art
und Weise zu gebrauchen.

Darüber hinaus hängt die Entscheidung
‘unipolar oder bipolar?’ auch von der zu
messenden Personeneigenschaft ab, die
ihrerseits unipolar oder bipolar definiert
sein kann (z.B. ‘Extraversion-Introversion’
als bipolares, ‘Ängstlichkeit’ als unipolares
Konstrukt). Eine Korrespondenz der Art
‘unipolares Konstrukt - unipolare Rating-
skala’ ist zwar nicht zwingend, aber es
kann Schwierigkeiten bereiten, wenn man
für eine unipolare Eigenschaft einen Ge-
genpol auf der Ratingskala konstruieren
will.

So kann im obigen Beispiel der Gegenpol
‘angenehm’ zum Ängstlichkeit anzeigen-
den Pol ‘unangenehm’ auch zu konzep-
tuellen Problemen führen: Müssen Per-
sonen, die extrem wenig ängstlich sind,
die genannten Situationen wirklich als
‘ziemlich angenehm’ einstufen? Wenn die
Ratingskala Ordinalniveau haben soll,
müßte man das erwarten.

Zweitens lassen sich Ratingskalen danach
unterscheiden, wie differenziert sie das
abgestufte Urteil erfassen, d.h. also wie
viele Stufen die Ratingskala aufweist. Die
Anzahl der Stufen sollte sich daran orien-
tieren, welchen Differenziertheitsgrad im
Urteil man den zu befragenden Personen
‘zutrauen’ kann. Dabei kommt so ziemlich
jede Anzahl zwischen 3 und 10 in Frage.

Es lassen sich folgende response sets un-
terscheiden:

Tendenz zum mittleren Urteil
Tendenz zum extremen Urteil

Ja-sage-Tendenz (Aquieszenz)

oder auch deren jeweiliges Gegenteil, d.h.

Vermeidung des mittleren Urteils,
Vermeidung eines extremen Urteils
und

 Nein-sage-Tendenz.

Graphisch lassen sich response sets durch
die jeweils entstehende Häufigkeitsver-
teilung der Antwortkategorien darstellen:

Tendenz zur Mitte Tendenz zum Extrem

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 1

Ja-sage Tendenz Nein-sage Tendenz

1 2 1 4 5 6 1 1 2 3 4 5 6 7
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Vermeidung der Mitte Verm. des Extrems

Auch Kombinationen aus diesen response
sets oder weitere Formen können die
Benutzung einer Ratingskala systematisch
prägen.

Bei der Konstruktion und Auswahl einer
Ratingskala ist der Einfluß von response
sets deswegen möglichst gering zu halten,
weil er den Schluß von den Itemantworten
auf die zu messende Personeneigenschaft
beeinträchtigt, d.h. unsicherer macht. Die
Beeinflussungsmöglichkeiten hängen in-
sofern mit der Anzahl der Stufen der Ra-
tingskala zusammen, als sich z.B. bei nur
drei oder vier Antwortstufen eine Tendenz
zum extremen Urteil weniger gravierend
bemerkbar macht als etwa bei 7 Stufen.

Drittens unterscheiden sich Ratingskalen
dahingehend, ob sie eine ungerade Anzahl
von Kategorien - und damit eine neutrale
oder mittlere Kategorie - haben oder eine
gerade Anzahl.

In vielen Untersuchungen hat sich die
Verwendung einer mittleren, neutralen Ka-
tegorie als ungünstig erwiesen. Diese Ka-
tegorie wird von den Personen oft nicht
oder nicht nur als Ausdruck einer mitt-
leren Position zwischen zwei Polen
benutzt, sondern sie drückt aus, daß die
Person das Item für unpassend hält oder
die Antwort verweigert. Insofern ist die
Persönlichkeitseigenschaft, von der die
Benutzung dieser Kategorie abhängt, oft
eine andere als die, die gemessen werden
soll. Der Test ist in diesem Sinne dann
zweidimensional.

Von Personen, die motiviert sind den Test
zu bearbeiten, wird die mittlere Kategorie
oft gemieden, d.h. sie tritt seltener auf als
es aufgrund der Verteilung der zu mes-
senden Eigenschaft zu erwarten ist. Dies
führt dazu, daß die Parameter entsprechen-
der Testmodelle anzeigen, daß die mittlere
Kategorie mit den anderen Kategorien der
Ratingskala keine Ordinalskala bildet. Die
Qualität der Messung wird dann durch
diese Kategorie eher beeinträchtigt als
erhöht.

Viertens und letztens unterscheiden sich
Ratingskalen nach der Benennung ihrer
Kategorien. Im folgenden einige Bei-
spiele:

Eine Benennung mit Zahlen wird oft ver-
wendet, um zu bewirken, daß die Rating-
skala wie eine Intervallskala benutzt wird.

Dies ist jedoch nicht automatisch garan-
tiert, da in der subjektiven Wahrnehmung
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von Personen auch aufeinanderfolgende
ganze Zahlen nicht unbedingt gleichen
Abstand haben.

Verbale Etikettierungen haben demgegen-
über den Vorteil, daß die Bedeutung der
Antwortstufen durch eine sprachliche Um-
schreibung intersubjektiv vereinheitlicht
wird, was bei einer Kennzeichnung durch
Zahlen nicht gegeben ist. Die Schwierig-
keit bei der sprachlichen Benennung liegt
jedoch darin, solche Beschreibungen zu
finden, die eindeutig eine Rangordnung
der vorgegebenen Kategorien ausdrucken.

Von einer Kombination aus beidem, d.h.
numerische Bezeichnung der Stufen und
verbale Beschreibung der Pole (siehe die
obigen Beispiele), erhofft man sich die
Vorteile von beiden Varianten.

Eine Belegung mit Symbolen wie Plus-
und Minuszeichen soll wiederum die sub-
jektiven Schwankungen in der Bedeutung
sprachlicher Benennungen ausschließen
und - gegenüber einer numerischen Eti-
kettierung - den Eindruck übertriebener
mathematischer Exaktheit vermeiden.

Häufigkeitsangaben als Etikettierungen
der Ratingkategorien haben den Vorteil,
daß sie einen verbindlichen, intersubjektiv
definierten Maßstab als Beurteilungsskala
anbieten und somit Urteilsfehler und den
Einfluß von response sets auf ein Mini-
mum reduzieren.

Ratingformate haben den Vorteil, daß sie
nicht für jedes einzelne Item konstruiert
werden müssen, sondern für alle Items
eines Tests gelten. Dies ist auch für die
befragte Person ein Vorteil, denn sie kann
sich auf einen Antwortmodus einstellen

und gleichartige Maßstäbe für alle Items
bei ihrer Antwort benutzen.

Dennoch kann es sinnvoll sein, ordinal
abgestufte Itemantworten spezifisch für
jedes Item zu formulieren. Solche item-
spezifischen ordinalen Antwortalternati-
ven würde man nicht mehr als Ratingskala
(im engeren Sinne) bezeichnen. Für die
Auswertung solcher Daten müssen Test-
modelle herangezogen werden, die unter-
schiedliche Kategorienabstände für jedes
Item vorsehen.

Das Problem von response sets ist bei
itemspezifischen Formaten differenzierter.
Einerseits treten response sets seltener auf,
da sich Antwortgewohnheiten schlechter
herausbilden und manifestieren, wenn die
Antworten bei jedem Item anders lauten.
Andererseits können sie - wenn sie
auftreten - schwerer identifiziert werden.

Der Vorteil itemspezifischer Antwortkate-
gorien liegt jedoch darin, daß man sie auf
den jeweiligen Iteminhalt beziehen kann.
Ein Beispiel sind die beiden folgenden
Items eines Interessentests:

Wenn Sie sich Ihre Freizeit allein nach
Ihren Interessen gestalten könnten, wie
häufig würden Sie...
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2.3.2 Die sprachliche Formu-
lierung der Items

Auch die einfachste Frage bleibt stets
mehrdeutig und läßt dem Befragten einen
Interpretationspielraum. Daher muß man
eine gewisse Bereitwilligkeit vorausset-
zen, daß der Befragte die Frage auch so
versteht wie sie gemeint ist. Bereits eine
einfache Frage wie

Warum haben Sie dieses
Buch gekauft?

hat je nach Betonung mindestens vier In-
terpretationen:

. . . Was war die Motivation?

... Warum Sie und kein anderer?

. . . Warum gerade dieses Buch?

. . . Warum gekauft und nicht geklaut
oder geborgt?

Für derartige Probleme der sprachlichen
Formulierung von Items kann es keine
allgemeingültigen Anweisungen geben
außer der, daß jede Frage oder jedes Item
nur einen einzelnen Aspekt ansprechen
sollte und nicht zwei oder drei gleichzei-
tig.

Im folgenden sollen einige Dichotomien
dargestellt werden, nach denen sich Items
einteilen lassen und die auch bei der Aus-
wahl und Formulierung der Iteminhalte
dienlich sein können.

Der Unterschied zwischen direkten und
indirekten Fragen besteht darin, daß man
in einem Item die zu messende Personen-
eigenschaft selbst ansprechen kann, z.B.

Halten Sie sich für rücksichtsvoll?

oder man Indikatoren erfragt, über die
man indirekt auf die zu messende Eigen-
schaft schließt:

Halten Sie mit dem Auto an, wenn am
Straßenrand eine Person steht, die offen-
sichtlich die Straße überqueren möchte ?

Das Item kann sich auf einen hypothe-
tischen oder tatsächlichen Sachverhalt
beziehen, also z.B.

Was würden Sie tun, wenn...
oder

Haben Sie schon einmal . . . getan ?

Hypothetische Inhalte sind anfälliger ge-
genüber Fehleinschätzungen der eigenen
Person, sozialer Erwünschtheit und ande-
ren Fehlerquellen. Erfragt man tatsäch-
liche Sachverhalte, so erhält man zwar
‘harte Fakten’ und ist von subjektiven
Einschätzungen unabhängiger, jedoch ist
die Itemantwort außer von der Personen-
eigenschaft noch von situationalen Bedin-
gungen der befragten Person abhängig:
Eine Person kann z.B. keine Gelegenheit
gehabt haben, die erfragte Tätigkeit zu
zeigen.

Das Item kann sich auf einen eher konkre-
ten oder abstrakten Sachverhalt beziehen.
Beispiel:

Sammeln Sie Briefmarken?
oder

Sammeln Sie gerne irgendwelche Sachen?

Auch hier stellen die konkreten Inhalte
eher harte Fakten dar, die situationsab-
hängiger sind. Die allgemeinen Inhalte
sind eher ‘Einschätzungssache’ und somit
anfälliger für Urteilsfehler.

Die Frage kann personalisiert oder deper-
sonalisiert gestellt werden. Beispiel:

Würden Sie gegen ein geplantes
Kernkraftwerk demonstrieren?

oder
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Sollten möglichst viele Menschen gegen
geplante Kernkraftwerke demonstrieren?

Personalisierte Fragen lassen einen besse-
ren Rückschluß auf die zu messende Ei-
genschaft zu, wenn sie ehrlich beantwortet
werden. Sie können aber von der befragten
Person als ein zu starker Eingriff in die
Privatsphäre betrachtet werden und Wi-
derstand gegen den Test bewirken.

Depersonalisierte Fragen wahren die Di-
stanz, bergen aber die Gefahr, daß die
Antworten nur allgemeine Unverbind-
lichkeiten ausdrucken (‘Ja, ja, man sollte
das tun . . . aber ich doch nicht’).

Items können versuchen einen inneren
Zustand neutral abzufragen, d.h. möglichst
keine Stimulusqualität haben, oder sie
können bewußt einen solchen Stimulus
setzen, um die Reaktion darauf zu erfra-
gen. Beispiel:

Sind Sie manchmal wütend über die lasche
Haltung der Polizei gegenüber dem

Rechtsradikalismus?
oder

Was empfinden Sie, wenn Sie hören, daß
Jugendliche den Hitler-Gruß zeigen, ohne

von der danebenstehenden Polizei
behelligt zu werden?

Items mit Stimulusqualität (die zweite
Formulierung) haben sicherlich den Vor-
teil, daß auch Personen ohne eine entspre-
chende Metakognition beim Durchlesen
des Itemtextes ihre eigene Reaktion auf
diesen Stimulus beobachten können und
die Antwort daher gültiger ist.

Andererseits ist die Itemantwort bei sol-
chen Items sehr stark vom jeweiligen
Stimulus abhängig, was die Zuverlässig-
keit des Testergebnisses schmälern kann.
Bei dem obigen Beispiel hält vielleicht

eine Person den Hitler-Gruß für eine vom
Grundgesetz erlaubte freie Meinungsäuße-
rung, während sie ansonsten für eine stär-
kere Bekämpfung des Rechtsradikalismus
ist.

Nicht zuletzt kann man mit der sprachli-
chen Einkleidung des Iteminhaltes die
Schwierigkeit des Items beeinflussen und
gezielt steuern. Mit Schwierigkeit ist dabei
gemeint, wie schwer es einer durchschnitt-
lichen Person fällt, dem Iteminhalt zuzu-
stimmen oder die Frage zu bejahen. Bei-
spiel:

Die Polizei sollte Bundesbürger, die den
Hitlergruß zeigen, sofort festnehmen und

strafrechtlich verfolgen
oder

Das Zeigen des Hitlergrußes sollte vom
Staat mit den zur Verfügung stehenden

Rechtsmitteln geahndet werden.

Eine Manipulation der Itemschwierigkeit
durch die sprachliche Einkleidung (die
erste Formulierung dürfte ‘schwieriger’
sein) ist nichts Ungewöhnliches. Man muß
als Testkonstrukteur sogar die Schwierig-
keit in einem gewissen Rahmen beeinflus-
sen, wenn man einen zuverlässigen Test
entwickeln will: Bei einigen Testmodellen
in Richtung auf eine mittlere Schwierig-
keit, bei anderen Testmodellen in Rich-
tung auf eine gleichmäßige Streuung oder
Staffelung der Schwierigkeiten aller Items.

Weil die Itemschwierigkeit von der
sprachlichen Formulierung abhängt, sind
deskriptive Ergebnisse von einzelnen
Items, z.B. ‘80% der Bevölkerung tolerie-
ren den Hitler-Gruß’, relativ wertlos, wenn
nicht der vollständige Wortlaut und das
Antwortformat der Frage mit genannt
werden.
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2.3.3 Die Zusammenstellung
des Tests

Wie fügt man Items zu einem Test
zusammen? Damit ist im wesentlichen die
Frage gemeint, welche Abhängigkeiten
zwischen den Items erlaubt sind und
welche nicht.

Betrachtet man die Durchführung eines
Tests als ein Experiment (S.O. Kapitel l),
so stellt die Beobachtung des Verhaltens
mehrerer Personen bei verschiedenen
Items - in der Terminologie der Versuchs-
planung - eine Meßwiederholung dar. Da
alle Itemantworten von denselben Per-
sonen stammen, und durch die zu mes-
sende Personeneigenschaft bedingt sind,
werden keine unabhängigen Beobach-
tungen realisiert.

Hält man die zu messende Personeneigen-
schaft jedoch konstant, z.B. indem man
nur eine Person betrachtet oder nur Per-
sonen mit derselben Ausprägung der
latenten Variable, so müssen die Items ex-
perimentell unabhängig bearbeitet werden.

Diese spezielle Art von Unabhängigkeit
nennt man lokale stochastische Unab-
hängigkeit (stochastisch = wahrscheinlich-
keitsmäßig). ‘Lokal’ bedeutet, daß die
stochastische Unabhängigkeit nur für
einen festen ‘Ort’ (locus = Ort) oder Wert
der Personenvariable gilt.

Betrachte t  man nur  Personen mit
demselben Wert der latenten Variable, so
versteht man unter stochastischer Unab-
hängigkeit von zwei Items A und B, daß
die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten
Antwort Al bei Item A und Antwort Bl

bei Item B gleich dem Produkt der beiden
Einzelwahrscheinlichkeiten ist:

p(Al und B1) = p(A1) . p(B1).

Was diese Definition bedeutet, wird klar,
wenn man sich anschaut, wie sich die
Wahrscheinlichkeit der Antwortkombina-
tion ohne die Annahme der stochastischen
Unabhängigkeit berechnen würde. Dann
müßten die Wahrscheinlichkeiten der Ant-
wortkombinationen auf bedingte Wahr-
scheinlichkeiten zurückgeführt werden:

p(A1 und B1) = p(Al) . p(Bl 1 Al)

oder

p(Al und Bl) = p(B1) . p(Al 1 B1).

p(Bl l Al) bezeichnet die Wahrscheinlich-
keit von B1 unter der Bedingung von At.

Vergleicht man diese beiden Gleichungen
mit der obigen Definition, so zeigt sich,
daß stochastische Unabhängigkeit nichts
anderes bedeutet, als daß die bedingten
Antwortwahrscheinlichkeiten gleich den
unbedingten sind. Noch anders ausge-
druckt:

Die Wahrscheinlichkeit einer Antwort auf
Item B darf nicht davon abhängen, was
die Person auf Item A (tatsächlich) geant-
wortet hat.

Folgende Graphik soll das demonstrieren:

Item A Item B
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Die Graphik stellt die Antwortwahr-
scheinlichkeiten des Items B mit den bei-
den Alternativen Bl und B2 in Abhängig-
keit von den tatsächlichen Antworten auf
Item A, A1 und A2, dar. Die Länge der
Kästchen symbolisiert die Größe der
Wahrscheinlichkeiten. Das Wahrschein-
lichkeitsverhältnis von B1 zu B2 muß
gleich bleiben, egal was bei Item A ge-
antwortet wurde.

Es wird jedoch keine Aussage darüber
gemacht wie das Wahrscheinlichkeitsver-
hältnis von Al zu A2 ist. Ein häufiges
Mißverständnis besteht darin, daß man
meint, die Wahrscheinlichkeiten von A
und B dürften nicht zusammenhängen.
Über die Personen hinweg betrachtet ist
das natürlich der Fall: wer Item A eher
löst, wird auch Item B eher lösen, wenn es
sich um einen homogenen Leistungstest
handelt. Nur: durch die Lösung von Item
A darf sich die Wahrscheinlichkeit für B
nicht verändern!

Wann ist die Annahme der lokalen stocha-
stischen Unabhängigkeit verletzt? Auf
jeden Fall bei logischen Abhängigkeiten
zwischen den Items. Logische Unabhän-
gigkeit zwischen den Items bedeutet, daß
die Beantwortung eines Items nicht eine
bestimmte Antwort auf ein anderes Item
voraussetzen darf. Ein Beispiel für logisch
abhängige Items ist:

Item 1: Haben Sie schon einmal das Ge-
fühl gehabt, daß Sie keinem Menschen
trauen können ?

Item 2: Haben Sie daraufhin mit jeman-
dem darüber gesprochen?

Es ist klar, daß die Beantwortung von
Item 2 nur Sinn macht, wenn Item 1 bejaht
wurde. Solche logischen Abhängigkeiten
bilden das Prinzip von sog. verzweigten

Fragebögen, bei denen jeweils vorge-
schaltete ‘Filterfragen’ abklären sollen, ob
die befragte Person überhaupt den folgen-
den Fragenkomplex zu bearbeiten hat
(z.B. ‘...wenn nein, gehen Sie weiter zu
Frage XY’). Zur testtheoretisch fundierten
Messung einer Personeneigenschaft eig-
nen sich solche abhängigen Items nicht, da
die Konstruktion geeigneter Testmodelle
sehr kompliziert ist.

Wenn sichergestellt ist, daß zwischen den
Items keine logischen Abhängigkeiten be-
stehen, stellt sich als nächstes die Frage,
wie die Items zu einem Test zusammen-
gesetzt werden können, ohne die lokale
stochastische Unabhängigkeit der Itemant-
worten zu gefährden. Hier gilt es, Posi-
tionseffekte und Reihenfolgeeffekte zu
berücksichtigen.

Positions- und Reihenfolgeeffekte

Unter Positionseffekten versteht man die
Veränderung der Schwierigkeit oder ande-
rer Merkmale eines Items infolge seiner
Plazierung im Test. Mit solchen Positions-
effekten ist besonders bei den Items am
Testanfang (mangelndes Instruktionsver-
ständnis oder ‘warming-up’ Prozesse) oder
am Testende (Ermüdung, Zeitmangel,
schwindende Testmotivation und Ab-
bruch) zu rechnen.

Unter Reihenfolgeeffekten versteht man
die Beeinflussung der Itemantwort da-
durch, welche anderen Items zuvor bear-
beitet wurden. So sind bei vielen Lei-
stungs- und Intelligenztests die Aufgaben
nach aufsteigender Schwierigkeit geord-
net, was sicherlich dazu beiträgt, daß die
schwierigen Aufgaben infolge der Übung
an leichteren Aufgaben ebenfalls etwas
leichter zu lösen sind.
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Solche Effekte können, müssen aber nicht
die lokale stochastische Unabhängigkeit
verletzen. Diese besagt lediglich, daß die
Wahrscheinlichkeit einer Itemantwort
nicht davon abhängen darf, was bei den
vorangehenden Items geantwortet wurde.
Sehr wohl darf sie davon beeinflußt sein,
welche Items vorher bearbeitet wurden.

Solange sich ein Positions- oder Reihen-
folgeeffekt darin ausdrückt, daß ein Item
durch seine Position im Test oder durch
vorangehende Items für alle Personen
gleichermaßen leichter oder schwerer
wird, ist die stochastische Unabhängigkeit
nicht verletzt.

Bewirken diese Effekte dagegen reak-
tionskontingente Veränderungen der zu
messenden Personeneigenschaft (reak-
tionskontingent = mit der Reaktion zusam-
menhängend), so ist die lokale stochasti-
sche Unabhängigkeit verletzt.

Hier ist insbesondere an reaktionskontin-
gentes Lernen zu denken, also Lernvor-
gänge, die bei einer richtigen Itemlösung
anders ablaufen als bei einer falschen Lö-
sung. Leider sind die meisten oder zumin-
dest die interessanteren Lernvorgänge
reaktionskontingent. So etwa Lernen
durch Einsicht, das sich einstellt, wenn
man eine Aufgabe ‘zufällig’ gelöst hat
(Aha-Erlebnis), oder Verstärkungslernen,
wenn die richtige Lösung (sofern man
auch merkt, daß sie richtig ist) als Ver-
stärker für den richtigen kognitiven Prozeß
fungiert. Auch wenn man bei einer er-
folglosen Bearbeitung von Aufgaben mehr
lernt als bei einer richtigen Lösung, liegt
reaktionskontingentes Lernen vor. Sollten
solche Lernprozesse massiv auftreten,
wäre die stochastische Unabhängigkeit der
Items nicht gegeben.

Findet dagegen lediglich Lernen im Sinne
von Üben statt, was im wesentlichen von
der Anzahl und Qualität der Aufgaben
aber nicht von den eigenen Reaktionen
abhängt, so ist das eine Form von Lernen,
die mit der Annahme der stochastischen
Unabhängigkeit vereinbar ist.

Auch bei anderen Tests als Leistungsstests
kann es zu reaktionskontingenten Verän-
derungen der zu messenden Personenei-
genschaft kommen. Ein Beispiel wäre ein
Aggressionstest, bei dem aggressive Reak-
tionen auf frühere Items einen kathar-
tischen Effekt haben (Katharsis = Läu-
terung) und somit die Wahrscheinlichkeit
aggressiver Reaktionen auf spätere Items
senken.

Was folgt aus diesen Überlegungen für die
Zusammenstellung von Items zu einem
Test?

Erstens dürfen Items, die dieselbe Perso-
neneigenschaft messen, nicht logisch
voneinander abhängig sein.

Zweitens sollte man möglichst eine Zu-
fallsabfolge wählen. Möchte man durch
eine gezielte Anordnung bestimmte
Reihenfolge- oder Positionseffekte ausnut-
zen, so muß sichergestellt sein, daß diese
Effekte auf alle Personen gleichermaßen
wirken und nicht davon beeinflußt sind,
wie eine Person bestimmte Items beant-
wortet.

Zur Vermeidung unerwünschter Abhän-
gigkeiten zwischen den Items gibt es eini-
ge Tricks. So kann man z.B. Scheinitems
in den Test einstreuen,

- die eine befürchtete Kontingenz zwi-
schen aufeinanderfolgenden Items
durchbrechen sollen (Puffer-Items),

- die die zu messende Persönlichkeitsei-
genschaft verschleiern sollen,
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- oder die ‘ganz nebenbei’ vermutete
Störvariablen (Tendenz zur sozialen
Erwünschtheit, Ja-sage-Tendenz) erfas-
sen sollen.

Weiterhin kann man sensible Items, deren
Antwort durch vorangehende Items beein-
flußt werden könnte, an den Anfang
stellen. Und man kann reaktive Items, d.h.
solche deren Beantwortung Effekte auf
spätere Itemantworten ausüben können, an
den Schluß stellen.

Soll ein Testinstrument zur Messung meh-
rerer Personeneigenschaften zusammen-
gestellt werden, ergeben sich weitere
Möglichkeiten, wie z.B. die Items ver-
schiedener Untertests zu mischen.

Literatur

Eine detaillierte Diskussion der Konstruk-
tion von Fragebögen und Tests findet sich
bei Lienert (1969), Kline (1986),
Mummendey (1987), Roid & Haladyna
(1982) und Tränkle (1983). Hornke und
Rettig (1992) diskutieren am Beispiel von
Analogieitems Ansätze einer theoriegelei-
teten Itemkonstruktion, Esser (1977) geht
auf die Problematik von response sets ein,
Couch & Keniston (1960) gehen speziell
auf die Ja-sage Tendenz ein. Dubois &
Bums (1975) analysieren die Rolle einer
‘Ich-weiß-nicht’ Kategorie.

Übungsaufgaben

1. Man möchte in einer schriftlichen Be-
fragung von Ihnen wissen, welche
übergeordneten Werte für Sie in Ihrem
Leben und für Ihr Handeln wichtig
sind. Wie sollten die Items aussehen,
auf die Sie am ehesten und am ehrlich-
sten antworten würden? Formulieren
sie 3 Beispielitems mit unterschiedli-

chem Antwortformat und diskutieren
Sie Vor- und Nachteile.

Formulieren Sie für folgende Items
Distraktoren, die es Ihnen ermöglichen,
auch Denkfehler zu erfassen:
Wieviel ist 43 (4 hoch 3)?
Wer war zur Zeit der großen Koalition
Bundespräsident?
Wieviel kostet es, eine 60 Watt Lampe
5 Stunden brennen zu lassen, wenn die
Kilowattstunde 20 Pfennige kostet?

Wie groß ist die Ratewahrscheinlich-
keit bei einem Item mit 6 Antwortka-
tegorien, wenn genau 3 richtige Ant-
worten dabei sind (und das Item nur als
gelöst gilt, wenn alle richtigen ange-
kreuzt werden)? Ist die Ratewahr-
scheinlichkeit kleiner, gleich oder grö-
ßer, wenn es genau 4 richtige Ant-
worten gibt?

Sie möchten als Indikator für Auslän-
derfeindlichkeit die Bereitschaft erfra-
gen, direkt neben einem Asylbewer-
berheim zu wohnen. Formulieren sie 3
möglichst unterschiedliche Items für
diesen Indikator und diskutieren Sie
die Vor- und Nachteile.

  In einer Stichprobe von Personen mit
derselben Ausprägung der zu messen-
den Fähigkeit erhalten Sie die folgen-
den Lösungshäufigkeiten von 2 Items
A und B:

A und B gelöst: 35%
A gelöst, B nicht: 5%
B gelöst, A nicht: 25%
Weder A noch B gelöst : 35%

Zeigen Sie, daß hier die Annahme der
lokalen stochastischen Unabhängigkeil
nicht gilt. Wie müßten die 4 o.g. pro-
zentualen Häufigkeiten aussehen, wem
die Annahme gilt?
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2.4 Datenerhebung

Mit Datenerhebung ist in diesem Kapitel
die Sammlung von Testdaten zum Zwecke
einer Testentwicklung oder im Rahmen
einer Forschungsarbeit gemeint. Fragen
der Datenerhebung im Sinne einer Test-
anwendung für diagnostische Zwecke
werden hier nicht behandelt.

2.4.1 Stichprobenprobleme

Jede Stichprobenziehung fängt mit der
Definition der Population an, über die die
Stichprobe etwas aussagen soll. Wie bei
jeder empirischen Untersuchung ist auch
bei einer Testentwicklung eine repräsen-
tative Stichprobe optimal. Repräsentativi-
tät bedeutet, daß alle denkbaren Variablen
in der Stichprobe genauso verteilt sind wie
in der Population. Eine repräsentative
Stichprobe ist somit nur durch eine völlig
zufällige Auswahl der Individuen aus der
Population herzustellen.

Eine solche Zufallsauswahl ist in der Pra-
xis so gut wie nie erreichbar und es stellt
sich daher die Frage, welche Eigenschaf-
ten einer repräsentativen Stichprobe für
eine Testentwicklung wirklich wichtig
sind und mit welcher Art der Stichpro-
benziehung diese Eigenschaften gewonnen
werden können.

Hier muß wieder nach den Zielen der
Testentwicklung unterschieden werden:

Soll der Test normiert werden (s. Kap.
2.1.5), so muß die Verteilung der zu
messenden Personenvariable in der
Stichprobe völlig identisch sein mit der
Verteilung in der Population.

In Abbildung 12 symbolisiert die durchge-
zogene Linie die Häufigkeitsverteilung der
Meßwerte X in der Population und die
gestrichelte Linie die Stichprobenvertei-
lung.

Abbildung 12: Populations- und Stichproben-
verteilung

So ein nahezu identisches Abbild der
Populationsverteilung des zu messenden
Merkmals ist tatsächlich nur notwendig,
wenn Normen für die Testinterpretation
entwickelt werden sollen (s. Kap. 2.1.5
und 6.5). Dann sind allerdings sogar oft
mehrere repräsentative Stichproben für
verschiedene Teilpopulationen erforder-
lich, je nachdem für welche Referenz-
populationen getrennte Normen ge-
wünscht werden.

Die Art der Stichprobenziehung soll in
diesem Fall lediglich sicherstellen, daß die
zur Selektion benutzten Variablen nicht
mit der zu messenden Variable zusam-
menhängen. So darf z.B. die Tatsache, daß
jemand ein Telefon besitzt, nicht mit der
zu messenden Eigenschaft zusammen-
hängen, wenn die Stichprobe durch tele-
fonische Anfrage rekrutiert werden soll
(aus Telefonbüchern lassen sich leicht
Zufallsstichproben ziehen).

Sollen demgegenüber keine Normen ent-
wickelt werden, sondern soll ‘lediglich’ ein
meßgenauer und valider Test entwickelt
werden, so schwächen sich die Erfor-
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dernisse an die Verteilung der Eigenschaft
in der Stichprobe deutlich ab. Es sind im
wesentlichen zwei Dinge zu gewährlei-
sten:

Erstens, sollte die Variation der zu mes-
senden Eigenschaft in der Stichprobe ge-
genüber der Populationsvariation nicht
eingeschränkt sein. Dieser Punkt ist
besonders wichtig, wenn eine externe
Validität des Tests berechnet wird. Jede
Einschränkung der Varianz der Meßwerte
bewirkt nämlich eine Unterschätzung der
Validität.

Dies wird in der folgenden Abbildung
veranschaulicht.

Abbildung 13: Korrelation zwischen Meßwert und
Validitätskriterium

Die Graphik zeigt die Korrelation zwi-
schen Meßwerten und externem Validi-
tätskriterium in der Population. Innerhalb
des eingeschränkten Variationsbereiches
der Stichprobe fällt die Punktewolke we-
sentlich ‘runder’ und damit die Korrelation
(sprich: externe Validität) niedriger aus.

Obwohl die Konsequenzen gegen die In-
tentionen des Testkonstrukteurs gerichtet
sind, ist die Varianzeinschränkung wohl
einer der häufigsten Fehler, der bei der
Stichprobenziehung begangen wird. Man
denke nur an die vielen Testentwick-
lungen, die ausschließlich an studenti-
schen Stichproben vorgenommen werden.

Eine eingeschränkte Varianz der zu mes-
senden Eigenschaft in der untersuchten
Stichprobe wirkt sich auch auf andere Be-
rechnungen im Rahmen einer Testent-
wicklung nachteilig aus. So kann die Qua-
lität des Items nicht so gut beurteilt wer-
den, wenn die Varianz der latenten Varia-
ble eingeschränkt ist (vgl. Kap. 6.2.1).

Für die Stichprobenziehung kann man
daraus die Konsequenz ableiten, mehrere
möglichst unterschiedliche Teilstichpro-
ben zu untersuchen, um so die Variation
zu erhöhen.

Der zweite Punkt, der auch bei einer nicht-
repräsentativen Stichprobe gewährleistet
sein sollte, besteht darin, daß die Art der
Abhängigkeit von Testverhalten und Per-
soneneigenschaft in der Stichprobe nicht
untypisch für die Art der Abhängigkeit in
der Gesamtpopulation ist. Entwickelt man
etwa einen Angstfragebogen ausschließ-
lich an einer Stichprobe von Personen mit
akademischer Bildung, so ist damit viel-
leicht nicht die Variation der Eigenschaft
‘Ängstlichkeit’ eingeschränkt. Es kann aber
sein, daß der rationale Umgang mit dem
Phänomen ‘Angst’ und somit die Bezie-
hung von Ängstlichkeit und Testverhalten
in dieser Stichprobe anders aussieht als in
anderen Teilpopulationen.

Der letztgenannte Punkt betrifft primär die
Sicherstellung der internen Validität des
Tests. Diese ist aber Voraussetzung für
jegliche sinnvolle Verwendung des Tests.

Abschließend noch ein paar Antworten auf
die zentrale Frage: Wie groß soll die
Stichprobe sein?

Diese Frage läßt sich unter drei Gesichts-
punkten beantworten, je nachdem welches
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Ziel oder Gütekriterium eines Tests man
vor Augen hat:

- die Prüfung der Modellgeltung (die in-
terne Validität des Tests)

- die Genauigkeit der Parameterschät-
zungen

- die Entwicklung von Normen.

Strebt man eine möglichst exakte Prüfung
der Modellgeltung an, so kann das leicht
zu astronomischen Stichprobengrößen
führen. So lautet die (Maximal-) Antwort
auf die o.g. Frage, daß man ein Mehr-
faches (z.B. 5-faches) der Anzahl mögli-
cher Antwortmuster in einem Test braucht.

Diese Antwort hat folgenden Hintergrund:
Die theoretisch befriedigendste Methode,
ein Testmodell vollständig auf Gültigkeit
zu prüfen, verlangt, daß man die beob-
achteten Häufigkeiten unterschiedlicher
Antwortmuster mit den vom Modell
vorhergesagten Häufigkeiten aller mögli-
chen Antwortmuster vergleicht.

Besteht ein Test z.B. aus zehn Items mit je
zwei Antwortmöglichkeiten, so gibt es 210

= 1024 unterschiedliche Antwortmuster:

Item: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0  0  0  0  0  0  0  0 0  0
2 0  0  0  0  0  0  0  0  0  1
3 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
4 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
5 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
6 0  0  0  0  0  0  0 1 0  1
7 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0

Ein Vergleich von theoretisch erwarteten
und beobachteten Häufigkeiten der Ant-
wortmuster würde voraussetzen, daß jedes
dieser 1024 Antwortmuster eine reelle
Chance hätte beobachtet zu werden. Dies
ist wohl erst bei ein paar tausend ge-
testeten Personen der Fall.

Natürlich gibt es auch ‘sparsamere’ For-
men, die Geltung eines Testmodells zu
testen, aber dann wird die Antwort auf die
Frage ‘Wieviel Personen?’ zur Ermessens-
sache.

Eine sparsamere Form der Geltungs-
prüfung besteht darin, die Stichprobe bei
der Testauswertung in zwei Hälften zu tei-
len und die Parameterschätzungen in bei-
den Teilstichproben miteinander zu ver-
gleichen. Diese Methode setzt voraus, daß
die halbe Stichprobengröße ausreicht, die
Modellparameter zu schätzen. Da dies bei
vielen Modellen schon mit etwa 50 Per-
sonen möglich ist, kommt man zu einem
minimalen Stichprobenumfang von ca.
100 Personen.

Hat man sehr starke a priori Hypothesen
(a priori (lat.) = im vorhinein), z.B. über
die Rangordnung der Schwierigkeiten der
Testitems, so reichen auch 40-50 Per-
sonen aus. Die Prüfung der internen Vali-
dität des Modells kann dann über den
Vergleich der empirisch geschätzten Mo-
dellparameter mit den hypothetischen
erfolgen.

Innerhalb dieses Spielraumes von 50 bis
5000 Personen kann man nur differen-
ziertere Aussagen machen, wenn man sich
auf ein spezielles Testmodell bezieht. So
reichen für Modelle mit einer quan-
titativen Personeneigenschaft im allgemei-
nen etwas kleinere Stichprobenumfänge
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aus als für Modelle mit kategorialer Per-
soneneigenschaft.

Geht man von der Genauigkeit der Para-
meterschätzungen aus, so lassen sich
Empfehlungen für Stichprobengrößen
ebenfalls nur modellspezifisch ableiten.
Anzumerken ist hier, daß für die Genauig-
keit der Meßwerte der Items ausschließ-
lich die Anzahl der Personen maßgeblich
ist. Umgekehrt wird die Genauigkeit der
Personenmeßwerte ausschließlich von der
Anzahl der Items beeinflußt.

Insofern ist die Erreichung einer hohen
Meßgenauigkeit (Reliabilität) des Tests
keine Frage der Größe der Personen-
stichprobe. Man kann jedoch Ansprüche
an die Genauigkeit der Itemmeßwerte
stellen und daran die Stichprobengröße
orientieren. In welcher Weise die Stich-
probengröße mit der Meßgenauigkeit der
Items zusammenhängt, wird in Kapitel 6.1
behandelt.

Nimmt man die Ableitung von Normen als
Kriterium für die Bestimmung der Stich-
probengröße, so stellt sich zunächst die
Frage, wie differenziert man denn die
Normen haben möchte. Im einen Extrem
kann man allein daran interessiert sein,
wie groß der Mittelwert einer quantitativen
Personeneigenschaft in einer Referenzpo-
pulation ist. Hier können schon 20 bis 30
Personen ausreichen, um den Populati-
onsmittelwert einigermaßen genau zu be-
stimmen.

Im anderen Extrem kann man z.B. alle
100 Prozentmarken der Verteilung der
Meßwerte in einer Population bestimmen
wollen. Hierfür sind dann schon ca. 2000
Personen erforderlich; das ist eine Stich-
probengröße, die sich auch für Meinungs-
umfragen und Wahlprognosen als hinrei-

chend erwiesen hat. Nicht zuletzt muß
berücksichtigt werden, für wieviele Teil-
populationen, die z.B. nach Geschlecht,
Alter oder Berufsgruppe aufgeschlüsselt
sind, Normtabellen entwickelt werden sol-
len. Hier lassen sich keine allgemeingül-
tigen Empfehlungen geben.

2.4.2 Durchführungsprobleme

Bei der Durchführung der Datenerhebung
sind einige Probleme zu bedenken, die es
bei einem Einsatz des Tests zu indivi-
dualdiagnostischen Zwecken so nicht gibt.

Hierzu gehört zunächst die Aufklärung
über den Gegenstand der Befragung. In
vielen Fällen ist es sinnvoll, wenn die be-
fragten Personen möglichst wenig über
den Gegenstand der Befragung wissen,
damit die Itemantworten unbeeinflußt
bleiben von Vorkenntnissen. Das bewußte
Verschweigen des eigentlichen Gegen-
stands einer Befragung oder gar die Vor-
spiegelung einer falschen Testabsicht wirft
jedoch ethische Probleme auf.

Wie bei vielen Experimenten, bei denen
man vor demselben Problem steht, wird es
im Allgemeinen für ethisch vertretbar ge-
halten, wenn man die Befragten vorher
informiert, daß man den Gegenstand der
Befragung vor der Testbearbeitung nicht
offenbaren kann, aber ankündigt, daß man
dies im Anschluß nachholt. Eine falsche
Cover-story erfordert in jedem Fall eine
nachträgliche Richtigstellung.

Neben den ethischen Problemen hat ein
Verschweigen oder eine Falschinformation
auch den Nachteil, daß fälschliche Vermu-
tungen über den Befragungsgegenstand
die Itemantworten ebenso nachteilig oder
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noch ungünstiger beeinflussen können,
wie die richtige Information.

Ein Beispiel wäre, wenn man einen Fra-
gebogen zu moralischen Wertvorstellun-
gen damit zu kaschieren versucht, daß
man vorgibt, es handele sich um einen
Fragebogen zum politischen Konservati-
vismus. Die Testergebnisse über die Mo-
ralvorstellungen hängen dann auch davon
ab, wie konservativ sich die Befragten
darstellen möchten.

Eine Information über den Sinn der Befra-
gung ist unter anderem auch deshalb not-
wendig, um eine Bereitschaft zur Testbe-
arbeitung zu schaffen, die sogenannte
Testmotivation. Jeder Befragte braucht
irgendeinen Grund, eine Motivation, den
Test möglichst sorgfältig und ehrlich zu
beantworten.

Ein solches Motiv ist bei der späteren in-
dividualdiagnostischen Verwendung eines
Tests in der Regel automatisch gegeben.
Bei der Testentwicklung mittels zufälliger
Personenstichproben ist diese Testmotiva-
tion erst herzustellen.

Da die ethischen Richtlinien für die
Durchführung von Humanexperimenten
(und um solche handelt es sich bei Tests)
verlangen, daß die Teilnahme freiwillig
ist, sollte man sich der Bereitschaft der zu
befragenden Personen vorher vergewissern
und gegebenenfalls Anreize zur Bearbei-
tung des Tests schaffen. Inwieweit die
dabei induzierte Testmotivation die Be-
antwortung der Items beeinflussen kann,
ist im Einzelfall abzuwägen.

Ein weiterer Punkt, in dem sich die Ent-
wicklungsphase eines Tests von seiner
individualdiagnostischen Verwendung un-
terscheidet, liegt in der Zusicherung der

Anonymität. Dabei ist die Zusicherung
leichter gegeben als eingehalten, denn es
müssen organisatorische Maßnahmen
getroffen werden, um zu verhindern, daß
der Testleiter im nachhinein die Identität
der Befragten rekonstruieren kann (nicht
zu viele demographische Variablen, wie
Alter, Geschlecht, Beruf etc. erfragen).

Schließlich müssen die Bearbeitungshin-
weise für den Test so einfach und so genau
wie möglich formuliert werden. Hierzu
gehören im allgemeinen

- ein oder zwei Itembeispiele mit mögli-
cher Antwort

- eine Angabe, wieviel Zeit die Bearbei-
tung insgesamt in Anspruch nimmt,

- Hinweise, was man tun soll, wenn man
ein Item nicht beantworten will, und

- bei Leistungstests, ob man bei zu
schweren Items die Antwort raten oder
das Item lieber überspringen soll.

Spezielle Arten der Datenerhebung brin-
gen auch spezifische Durchführungspro-
bleme mit. So stellt sich bei einer postali-
schen Befragung das Problem, eine hohe
Rücklaufquote zu erreichen. Darunter ver-
steht man den prozentualen Anteil zurück-
gesandter Fragebögen an der Gesamtzahl
versandter Fragebögen. Je nach Umfang
und Inhalt der Fragebögen muß man
manchmal schon mit einer Rücklaufquote
von 50% zufrieden sein.

Das Problem einer geringen Rücklauf-
quote ist nicht die Verkleinerung des
Stichprobenumfangs. Diese kann dadurch
ausgeglichen werden, daß man von vorn-
herein mehr Personen anschreibt als be-
nötigt werden. Das Problem stellt die
sogenannte Eigenselektion dar. Damit ist
gemeint, daß die befragten Personen selbst
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entscheiden, ob sie den Fragebogen beant-
worten und zurücksenden. Die Kriterien,
nach denen diese Auswahl (Selektion)
erfolgt, hängen in der Regel mit dem
Gegenstand der Befragung zusammen, so
daß die zurückerhaltenen Fragebögen eine
verzerrte Stichprobe des Antwortver-
haltens darstellen.

Hat man den befragten Personen Anony-
mität zugesichert, läßt sich diese Ver-
zerrung auch nicht dadurch beeinflussen,
daß man säumige Personen anmahnt oder
Ersatzpersonen sucht, die in demogra-
phischen Merkmalen vergleichbar sind.

Telefonische Befragungen eignen sich na-
turgemäß nur für Erhebungen von gerin-
gem zeitlichen Umfang. Sie werden insbe-
sondere im Bereich soziologischer Unter-
suchungen eingesetzt.

Spezielle Möglichkeiten und Probleme er-
geben sich auch durch den Einsatz des
Computers bei der Testvorgabe. Das com-
puterunterstützte Testen stellt eine Form
der Datenerhebung dar, die es erlaubt, die
Auswahl der Testitems individuell auf
jede Person abzustimmen. Die höchste
Stufe dieses maßgeschneiderten Testens
(taylored testing) besteht darin, jede
Itemantwort sofort zu verarbeiten und für
die Auswahl des nächsten Items zu nutzen.

Das Prinzip der Passung von
Itemschwierigkeit und Personenfähigkeit
(s. Kap. 2.2.4) kann dadurch optimal
realisiert werden, daß schon nach wenigen
bearbeiteten Items eine erste Schätzung
der Fähigkeit der Person vorgenommen
wird. Die folgenden Items werden dann so
ausgewählt, daß die betreffende Person in
etwa eine 50%-ige Lösungswahrschein-
lichkeit hat. Auf diese Weise kann eine re-
lativ hohe Meßgenauigkeit realisiert wer-

den und die getesteten Personen müssen
sich nicht mit zu leichten oder zu schwe-
ren Items beschäftigen.

Außerdem dient das computerunterstützte
Testen der Standardisierung der Test-
durchführung und damit der Objektivität
der Ergebnisse. Auf die vielen technischen
Aspekte der Computernutzung beim Te-
sten kann hier jedoch nicht eingegangen
werden. Mehrere Beiträge zum computer-
unterstützten Testen finden sich in dem
Sammelband von Kubinger (1988).

Literatur

Allgemeine Fragen der Stichproben-
ziehung werden in Lehrbüchern der
empirischen Forschung behandelt, s. z.B.
Bortz (1984), Schnell et al. (1989). Auf
einige Aspekte der Testdarbietung geht
Lienert (1969) ein.

Übungsaufgaben

1. Wie wirkt sich eine eingeschränkte Va-
rianz des zu messenden Merkmals in
der Stichprobe auf die Validität und die
Reliabilität des Tests aus? Ziehen Sie
zur Beantwortung der Frage die Defini-
tion von Reliabilität in Kapitel 2.1.2
heran.

2. Sie haben einen Test mit 3 dichoto-
men, 3 dreikategoriellen und 3 vierka-
tegoriellen Items. Wieviele Personen
müßte Ihre Stichprobe umfassen, damit
alle möglichen Antwortmuster minde-
stens einmal beobachtet werden kön-
nen?
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2.5 Kodierung der Antwor-
ten

Den Vorgang, die Itemantworten der be-
fragten Personen aus dem Testheft oder
dem Antwortblatt derart in Zahlen zu ver-
schlüsseln, daß diese Daten dann mit
einem entsprechenden Testmodell analy-
siert werden können, nennt man Kodie-
rung der Itemantworten. Die Kodierung
der Antworten ist bereits ein Vorgang, bei
dem berücksichtigt werden muß, wie die
Daten ausgewertet werden sollen. Im
Zweifelsfalle empfiehlt es sich, möglichst
die ganze, in den Antworten vorhandene

Itemantworten: freie Antworten

Signierung

L Kategorisierung

Antwortkategorien: A,B,C
I
1 Kodierung

Antwortvariable: Xvi

I
1 Parameterschätzung

 Meßwert: 8,,

Information differenziert zu kodieren,
denn eine Rekodierung durch Zusammen-

Abbildung 14: Phasen der Transformation einer
freien Antwort in einen Meßwert

legen von Kategorien ist jederzeit mög-
lich. Der umgekehrte Weg, d.h. eine Das Ziel der beiden ersten Phasen besteht
nachträgliche Ausdifferenzierung von zu
groben Kategorien ist dagegen nur unter

darin, für jedes Item i eine Antwortvaria-

erheblichem Aufwand möglich.
ble Xvi ZU erhalten.

Für Items mit freien Antwortformaten läßt Was ist eine Variable?

sich der Prozeß der Kodierung in zwei In der Sprache der Mengenlehre versteht
Phasen unterteilen, nämlich die Zuord- man unter einer Variable eine eindeutige
nung der freien Antworten zu bestimmten Zuordnung (Abbildung) einer Menge von
Kategorien und die Zuordnung von Zah- Objekten zu einer Menge von Zahlen. Das
lencodes zu diesen Kategorien. Man be- bedeutet, daß dieselbe Zahl zwar mehreren
zeichnet den ersten Schritt als Kategori- Personen (Objekten) aber nicht dieselbe
sierung oder mit einem älteren Begriff als Person mehreren Zahlen zugeordnet
Signierung der freien Antworten. Der werden kann:
Begriff Signierung stammt aus der Aus-
wertung projektiver Tests, bei denen die
Kategorisierung der Itemantworten ein
hohes Maß an psychologischer Schulung
erfordert. Die beiden Phasen der Transfor-
mation einer Itemantwort in die Antwort-
variable zeigt Abbildung 14. Die dritte
Phase ist die Transformation der Antwort-
variablen in einen Meßwert mittels eines
Testmodells (s. Kap. 3) und der Schätzung
seiner Parameter (Kap. 4). Das Wesen einer Variable besteht darin,

jedem Objekt, in diesem Fall: jeder Per-
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son, genau einen Wert aus einer Menge
von Zahlen zuzuordnen.

Eine Antwortvariable ordnet jeder
Person hinsichtlich jeder Itemant-
wort genau einen Wert zu.

Das hat zum Beispiel zur Konsequenz, daß
auch Mehrfachantworten auf ein Item nur
durch eine Kodezahl verschlüsselt werden
dürfen, es sei denn man unterscheidet
mehrere Signierungsaspekte (s. Kap.
2.5.1)

Die beiden folgenden Unterkapitel gehen
getrennt auf den Prozeß der Signierung
und der Kodierung ein.

2.5.1 Die Signierung freier
Antworten

Freie Antworten können aus Bildern,
Worten, Satzergänzungen, verbalen Bild-
interpretationen oder ähnlichem bestehen.
Eine erste Frage betrifft die Anzahl der
Signierungsaspekte, hinsichtlich derer jede
Antwort signiert oder kategorisiert werden
soll. Im einfachsten Fall handelt es sich
nur um einen einzelnen Signierungsaspekt,
also z.B. welche Art von Aggressivität in
der Itemantwort zum Ausdruck kommt.
Ein Beispiel für mehrere Signierungs-
aspekte ist die Auswertung freier Text-
produktionen nach Textlänge, Merkmalen
des Satzbaus und nach Inhalten des
Textes. Jeder Signierungsaspekt ergibt in
der Regel eine Antwortvariable.

Für die weitere Auswertung ist es sinn-
voll, daß die Signierungsaspekte logisch
unabhängig voneinander sind, d.h. daß die
Zuordnung einer Itemantwort zu einer
Kategorie des einen Aspektes nicht zur
Folge haben darf, daß bestimmte Katego-

rien eines anderen Signierungsaspektes
auftreten müssen oder nicht auftreten kön-
nen. Derartige logisch voneinander ab-
hängige Signierungsaspekte sind schwie-
rig auszuwerten, da die logischen Abhän-
gigkeiten zu statistischen Abhängigkeiten
führen, welche keine empirischen Gege-
benheiten widerspiegeln, sondern nur die
Definition der Signierungsaspekte.

Innerhalb jedes Signierungsaspektes gilt
es, einen Satz von mindestens zwei Kate-
gorien derartig klar und eindeutig zu de-
finieren, daß jede Itemantwort in genau
eine dieser Kategorien entfällt bzw. ihr
zuordenbar ist. Bisweilen werden auch
Mehrfachsignierungen vorgenommen, d.h.
Zuordnungen der Itemantwort zu mehr als
einer Kategorie desselben Signierungs-
aspektes. Solche mehrfach signierten
Itemantworten müssen aber im nächsten
Schritt der Kodierung derart verschlüsselt
werden, daß tatsächlich eine Antwort-
variable entsteht (s. o.).

Das Kategorienschema, welches man für
einen Signierungsaspekt entwickelt, kann
sehr unterschiedlich aussehen. Es reicht
von lediglich dichotomen Antwortkatego-
rien (ein bestimmtes Merkmal ist in der
Itemantwort enthalten oder nicht), über
qualitativ unterschiedliche Kategorien
(Merkmal A, B oder C ist in der Antwort
enthalten) bis hin zu mehrfach gestuften
Ratingskalen, anhand derer die Itemant-
worten beurteilt werden. Generelle Emp-
fehlungen, welche Art von Kategorien-
schema für welche Signierungsaspekte am
sinnvollsten sind, lassen sich schwer
geben. Ein wichtiges formales Kriterium
besteht darin, daß das Kategorienschema
einfach genug sein muß, damit eine hin-
reichende Signierobjektivität erreicht wer-
den kann.
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Unter Signierobjektivität versteht man das
Ausmaß, in dem zwei voneinander unab-
hängig arbeitende Signierer die Itemant-
worten denselben Antwortkategorien zu-
ordnen. Die Signierobjektivität muß bei
jeder Testentwicklung kontrolliert, d.h.
berechnet werden und gilt als Gütekrite-
rium des Tests (vgl. Kap 2.1.3). Die Be-
rechnung der Signierobjektivität geschieht
mittels eines geeigneten Übereinstim-
mungskoeffizienten.

Ausgangspunkt für die Berechnung eines
Übereinstimmungskoeffizienten ist eine
sog. Übereinstimmungsmatrix, in der die
Häufigkeiten stehen, mit denen zwei Sig-
nierer die Antwortkategorien zugeordnet
haben.

Beispiel

Die Übereinstimmungsmatrix

Signierer 2
A B C D E

gibt an, daß von den 84 zu signierenden
Itemantworten 10 übereinstimmend von
beiden Signierern der Kategorie A, 15
Antworten der Kategorie B etc. zugeord-
net wurden. Die Übereinstimmung ist
perfekt, wenn nur die Felder der Haupt-
diagonale in dieser Matrix besetzt sind.
Im vorliegenden Fall hat z.B. Signierer 2
vier Antworten anderen Kategorien zu-
gewiesen, die Signierer 1 der Kategorie
A zugeordnet hat (nämlich eine in B,
zwei in C und eine in E). Aus den Rand-
summen der Matrix ist ersichtlich, daß
Signierer 2 die Kategorie B häufiger und
Kategorie C seltener verwendet als Si-
gnierer 1.

Eine solche Übereinstimmungsmatrix
kann man itemspezifisch aufstellen (in
diesem Fall wären die 84 Kodierungen im
obigen Beispiel auf 84 Personen und nur
ein Item bezogen) oder für mehrere bzw.
alle Items (z.B. könnte es sich um die
Antworten von 21 Personen auf 4 Items
handeln). Ob die Signierobjektivität item-
spezifisch oder für alle Items gemeinsam
berechnet werden sollte, hängt davon ab,
ob man besondere Schwierigkeiten der
Signierung bei einzelnen Items erwartet.
In diesem Fall sollte die Objektivitätskon-
trolle itemspezifisch erfolgen, so daß man
Items mit einer zu geringen Signierobjek-
tivität bei einer Testrevision modifizieren
oder eliminieren kann, bzw. deren Ant-
worten bei der Testauswertung unberück-
sichtigt läßt.

Es gibt mehrere Übereinstimmungskoeffi-
zienten, die man anhand einer solchen
Matrix berechnen kann, von denen hier
nur einer dargestellt werden soll. Es han-
delt sich um Cohen’s K (Kappa), der fol-
gendermaßen definiert ist

wobei p die relativen Häufigkeiten der
übereinstimmenden Kategorisierungen be-
zeichnet:

Die Häufigkeiten in den Diagonalfeldern
werden mit fxx bezeichnet und die Anzahl
der kodierten Itemantworten mit N.

Mit pe werden die zu erwartenden Häu-
figkeiten von Übereinstimmungen be-
zeichnet, die allein per Zufall auftreten,
d.h. wenn beide Signierer würfeln würden.
Diese erwarteten Häufigkeiten lassen sich
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anhand der Randsummen f1x und f2x der
Matrix berechnen

Zur Berechnung von K benötigt man also
nur die Häufigkeiten aus der Hauptdiago-
nale und die Randsummen der Überein-
stimmungsmatrix.

Beispiel

Für die oben aufgeführte Übereinstim-
mungsmatrix ergibt sich für p der folgende
Wert:

p = (10+15+20+8+13) / 84 = 0.7857

Diese Zahl besagt, daß die beiden Signie-
rer 78,5 % aller Itemantworten überein-
stimmend signiert haben. Unter Zufalls-
bedingungen würde bei den gegebenen
Randverteilungen die folgende Überein-
stimmung erreicht:

pe = (14~14+16~19+26~23+11~12+17~16)
/ 842 = 0.213

Der Koeffizient K korrigiert die beobacht-
tete Übereinstimmung um diesen Zufalls-
effekt:

K= 0.785-0.213
1-0.213 =0.727 .

Dieser Koeffizient K berücksichtigt nicht,
welche andere Kategorie ein Signierer
wählt, wenn er nicht mit einem anderen
Signierer übereinstimmt: Wie die Häufig-
keiten in den Feldern außerhalb der Dia-
gonale verteilt sind, geht in die Berech-
nung nicht ein. Dies ist dann problema-
tisch wenn die Kategorien eine Rangord-
nung darstellen, also eine Vertauschung
von B und D gravierender ist als eine
Vertauschung von B und C.

Das ist relativ häufig gegeben, nämlich
immer dann, wenn mittels abgestufter
Kategorien das Ausmaß signiert wird, in
dem eine freie Antwort z.B. Aggression
oder Angst ausdrückt. Für diese Fälle ge-
ordneter Signierungskategorien kann ein
gewichteter K-Koeffizient berechnet wer-
den, der eine unterschiedliche Signierung
in benachbarten Kategorien weniger stark
gewichtet als eine Signierung in weiter
auseinander liegenden Kategorien.

Um diese Gewichte in dem Übereinstim-
mungsmaß K berücksichtigen zu können,
wird K zunächst so transformiert, daß es
anhand der Häufigkeiten außerhalb der
Hauptdiagonalen berechnet wird und nicht
anhand der Diagonalfelder selbst:

Im Zähler des zweiten Summanden steht
die relative Häufigkeit der nicht überein-
stimmenden Kategorisierungen, also die
Summe aller Häufigkeiten fxy aus Zeile x
und Spalte y der Übereinstimmungsma-
trix, wobei x und y nicht identisch sein
darf, also x f y. Im Nenner stehen die
unter Zufallsbedingungen zu erwartenden
Nicht-Übereinstimmungen, wobei flx die
Randhäufigkeit der Zeile x (also von Si-
gnierer 1) und f2y die Randhäufigkeit der
Spalte y (also von Signierer 2) bezeichnet.

In dieser Schreibweise von K lassen sich
jetzt leicht Gewichte einführen, um den
‘Schweregrad’ einer Abweichung der bei-
den Signierer einzubeziehen:



2.5 Kodierung der Antworten 87

Der Index w von K steht für ‘weighted’
also gewichtetes Kappa und die Gewichte
wxy sind so zu wählen, daß ein größeres
Gewicht eine gravierendere Abweichung
bezeichnet. Bilden die Signierungskate-
gorien eine Rangordnung und kann man
weiterhin davon ausgehen, daß die Ab-
stände zwischen den Kategorien gleich
groß sind, so verwendet man als Gewicht
die quadrierten Abweichungen. Hierfür
werden die Kategorien mit aufsteigenden
ganzzahligen Werten kodiert, also z.B. mit
den Werten 1 bis 5. Die Gewichte lauten
dann:

(4) wx y  =(x-y) 2 .

Für das Datenbeispiel mit fünf Signie-
rungskategorien sieht die Matrix der Ge-
wichte wie folgt aus:

Prinzipiell lassen sich auch andere Ge-
wichte wählen, jedoch bedarf es dafür
recht präziser Vorstellungen, wie ähnlich
sich die Kategorien sind und wie ‘zulässig’
daher Verwechslungen sind. Wählt man
die quadrierten Abweichungen (4) als Ge-
wichte, so ist Kw bei großem N identisch
mit der Intraklassen-Korrelation, einem
Übereinstimmungsmaß, das man für inter-
vallskalierte Signierungskategorien ver-
wendet (s. Fleiss und Cohen (1973)).

Datenbeispiel

Für die oben genannte Übereinstim-
mungsmatrix soll das gewichtete Kappa
mit den quadrierten Abweichungen als
Gewichte berechnet werden. Hierfür
werden zunächst die Zellen der Über-
einstimmungsmatrix mit den Zellen der
Gewichtematrix multipliziert:

Da die Hauptdiagonalelemente dieser
Matrix durch das Gewicht 0 aus der
Gewichtematrix ohnedies gleich 0 sind,
ergibt die Summe aller Matrixelemente,
88, multipliziert mit N = 84 den Zähler-
ausdruck von K,, 88.84=7392.  Den
Nenner ergibt die Summe aller Elemente
einer Matrix, in deren Zellen die erwar-
teten Häufigkeiten, flx f2x, multipliziert
mit den Gewichten stehen:

A B C D E

A 0 266 4322 9.168 16.224

B 224 0 368 4.192 9.256

C 4.364 494 0 312 4,416

D 9.154 4.209 2 5 3 0 176

E 16.238 9.323 4.391 204 0

Diese Summe lautet 25374, so daß sich
für Kw der folgende Wert ergibt:

Die Übereinstimmung zwischen den bei-
den Signierern ist demnach unter der



88 2. Testkonstruktion

Annahme geordneter Kategorien mit
gleichen Abständen etwas niedriger als
unter der Annahme nominalskalierter
Kategorien (0.727). Dies liegt daran, daß
den 7 Verwechslungen zwischen benach-
barten Kategorien (s. die Übereinstim-
mungsmatrix) immerhin 10 Verwechs-
lungen zwischen weiter auseinanderlie-
genden Kategorien gegenüberstehen.

Den Berechnungen der Signierobjektivität
unter der Annahme geordneter Signie-
rungskategorien liegt bereits eine be-
stimmte Zuordnung von Zahlencodes zu
den Antwortkategorien zugrunde. Dieser
Auswertungsschritt der ‘Kodierung’ von
Antwortkategorien wird im folgenden
Kapitel ausführlicher behandelt.

2.5.2 Die Kodierung von Ant-
wortkategorien

Den Kategorien der Itemantworten, seien
sie durch das Antwortformat vorgegeben
oder seien sie das Resultat der Signierung
freier Antworten, müssen Zahlen zugeord-
net werden, um sie weiter verarbeiten zu
können. Dieser Vorgang wird als Kodie-
rung bezeichnet und hat zum Ziel, die
Antwortvariablen herzustellen (s.o.). Die
Arten der Kodierung von Antwortkatego-
rien lassen sich daher anhand der Arten
der durch sie erzeugten Antwortvariablen
unterscheiden.

Die wichtigsten Unterscheidungsmerkma-
le sind hierbei, ob die Antwortvariable

- dichotom (zweigeteilt) oder polytom
(mehrgeteilt) ist, und

- ob sie ungeordnete oder geordnete
Kategorien hat.

Dichotome Antwortvariablen sind weitaus
die häufigsten. Sie nehmen nur 2 Werte
(Valenzen) an, nämlich 0 und 1. Diese
beiden Codes haben sich durchgesetzt,
weil sie rechnerisch am leichtesten hand-
habbar sind (anders als etwa die Codes 1
und 2).

Unterscheidet das Antwortformat (oder die
Signierung) von vornherein nur 2 Katego-
rien, z.B. richtig - falsch, ja - nein, stimme
zu - stimme nicht zu etc., so stellt sich bei
der Kodierung in eine dichotome Ant-
wortvariable nur ein Problem, nämlich das
der Polung. Für die meisten Arten der
Testauswertung, insbesondere für die
Messung quantitativer Personenmerkmale,
ist es nämlich wichtig, daß die Antwort-
variablen für alle Items gleichsinnig gepolt
sind, d.h. der Code ‘1’ immer auf densel-
ben Pol des zu messenden Merkmals hin-
weist (z.B. Extraversion). Das bedeutet,
daß eine ja-Antwort durchaus nicht immer
mit einer ‘1’ zu kodieren ist, nämlich dann
nicht, wenn sie auf den entgegengesetzten
Pol der zu messenden Eigenschaft hin-
weist (z.B. Introversion).

Ob eine derartige Umpolung negativ for-
mulierter Items bei der Kodierung erfol-
gen sollte, hängt von dem anzuwendenden
Testmodell ab. So sollten die Antworten
bei einem quantitativen Testmodell mit
nicht-monotonen Itemfunktionen (s. Kap.
3.1.1.3) nicht umgepolt werden, bei klas-
sifizierenden Testmodellen dient eine Um-
polung lediglich der Übersichtlichkeit der
Ergebnisse.

Gibt es mehr als zwei Antwortkategorien,
so kann eine Dichotomisierung, also eine
Kodierung in eine dichotome Antwortva-
riable sinnvoll sein, was aber stets mit
einem Informationsverlust verbunden ist.
Werden in einem Leistungstest etwa 5
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Alternativen vorgegeben, so verzichtet
man mit der Kodierung der richtigen Al-
ternative mit ‘1’ und aller anderen mit ‘0'
auf die Information, welcher Distraktor
gewählt wurde. Die Wahl eines schwieri-
gen Distraktors ist zwar auch eine ‘falsche’
Itemantwort, sie weist aber darauf hin, daß
sich die Person bei der Beantwortung
‘etwas gedacht’ und nicht nur geraten hat.
Die Alternative zu einer Dichotomisierung
wäre in diesem Fall die Kodierung mit

0 = Wahl eines unplausiblen Distraktors
1 = Wahl eines plausiblen Distraktors
2 = Wahl der richtigen Alternative,

also die Herstellung einer polytomen Ant-
wortvariable.

In Fragebögen mit geordneten Antwortka-
tegorien, z.B. Ratingformaten, empfiehlt
sich generell keine Dichotomisierung. Fast
alle in Kapitel 3 behandelten Testmodelle
gibt es auch in einer Version für polytome
Antwortvariablen mit geordneten Katego-
rien. Solche Testmodelle für ordinale Da-
ten bieten nicht nur genauere Meßwerte
für die Personeneigenschaft, sondern auch
bessere Möglichkeiten der Prüfung, ob ein
Testmodell auf die Daten paßt.

Entscheidet man sich für die Dichotomi-
sierung mehrerer Antwortkategorien, stellt
sich die Frage wie man dichotomisiert.

Bei einem Leistungstest mit mehreren
richtigen Antwortkategorien kann man
unterschiedlich streng dichotomisieren, in-
dem man entweder nur die Kombination
der richtigen Alternativen mit ‘1’ kodiert
oder auch Kombinationen, in denen die
richtigen Alternativen und ein Distraktor
enthalten sind. Hierzu kann es keine gene-
rellen Empfehlungen geben, außer der,
daß es aus statistischen Gründen vorteil-

haft ist, wenn beide Codes etwa gleich
häufig auftreten.

Bei Ratingformaten kann sich die Not-
wendigkeit einer Zusammenlegung von
Kategorien, und im Extremfall einer
Dichotomisierung stellen, wenn einige
Antwortkategorien zu selten gewählt wur-
den. Bei sehr vielen Testmodellen gibt es
nämlich Probleme mit der Parameterschät-
zung, wenn einzelne Antwortkategorien
bei einem Item gar nicht oder nur 2- oder
3-mal auftreten.

Bei polytomen Antwortvariablen sind
diejenigen mit geordneten Kategorien
weitaus häufiger als solche mit ungeordne-
ten. Werden Ratingformate verwendet, so
nimmt man im allgemeinen an, daß die
Kategorien der Ratingskala geordnet sind.
Ihre Kodierung erfolgt mit aufsteigenden
ganzzahligen Werten, wobei ebenfalls mit
0 begonnen wird. Die Antwortvariablen
Xvi nehmen also Werte von 0 bis m an,

wenn es m+l Ratingkategorien gibt.

Die Zuordnung aufeinanderfolgender
ganzzahliger Werte zu den Stufen einer
Ratingskala (sog. integer scoring) wird oft
als willkürlich empfunden und es wird ar-
gumentiert, man könnte den Stufen mit
gleichem Recht auch die Werte 1, 3, 9, 10
und 27 zuordnen. Mit dieser Kritik ist ge-
meint, daß die Zuordnung gleichabständi-
ger (äquidistanter) Codes ein Skalenni-
veau für die Itemantworten voraussetzt,
(nämlich des Niveau einer Intervallskala),
das den Daten gar nicht zukommt. Würde
diese Kritik zutreffen, so wäre das tat-
sächlich ein gravierender Nachteil polyto-
mer Antwortvariablen, denn eine Äquidi-
stanzannahme, die bereits in die Kodie-



90 2. Testkonstruktion

rung der Itemantworten eingeht, kann
nicht nachträglich über die Gültigkeit
eines Testmodells geprüft werden. Der
Testauswertung würde in diesem Fall ein
willkürliches Element anhaften, das ihre
‘Wissenschaftlichkeit’ in Frage stellt.

Diese Kritik trifft jedoch nur dann zu,
wenn man die Antwortvariablen selbst zu
Meßwerten erklärt. Das ist etwa dann der
Fall, wenn man die Summe der Itemant-
worten (bzw. deren Codes) als Meßwert
für die Personeneigenschaft nimmt. Be-
rechnet man jedoch die Meßwerte mit
Hilfe eines Testmodells für polytome
Daten (s. Kap. 3.3), so stellen die Codes
der Antwortkategorien keine Werte auf
einer Intervallskala dar, sondern sie
bezeichnen die Anzahl der Schwellen-
überschreitungen, die einer Itemantwort
zugrundeliegen.

Damit ist gemeint, daß zwischen den Ka-
tegorien einer (m+l)-stufigen Ratingskala
genau m Übergänge, sog. Schwellen lie-
gen. Ein Kreuz auf einer m-stufigen Ra-
tingskala zu machen, setzt bei der befrag-
ten Person m-mal die Entscheidung vor-
aus, eine Schwelle zu überschreiten oder
nicht. Ein Kreuz in Kategorie x gibt an,
daß die Person x-mal eine Schwelle über-
schritten hat. Der Code x ist also eine
Häufigkeitsangabe und kein intervallska-
lierter Meßwert.

Diese Art der Kodierung mit Werten von 0
bis m setzt lediglich voraus, daß die Ant-
wortkategorien tatsächlich geordnet sind,
so daß die Überschreitung einer höheren
Schwelle nur möglich ist, wenn alle nied-
rigeren Schwellen überschritten wurden.
Andernfalls würde der Code x für die
(x+l)-te Stufe der Ratingskala nicht mehr
die Anzahl der Schwellenüberschreitungen
kennzeichnen. Ob diese Schwellen dann

für ein bestimmtes Item oder ein bestimm-
tes Antwortformat äquidistant sind, ist
eine ganz andere Frage, die mittels geeig-
neter Testmodelle beantwortet werden
kann (s. Kap. 3.3.2 und 3.3.4).

Auch für polytome Antwortvariablen mit
geordneten Kategorien stellt sich die Frage
einer gleichsinnigen Polung aller Items,
die dasselbe Merkmal messen. Für die
wichtigsten Testmodelle ist eine solche
gleichsinnige Polung Voraussetzung. Aus-
nahmen bilden Testmodelle mit nicht-mo-
notonen Itemfunktionen (s. Kap. 3.1.1.3),
die sich auch für polytome Daten verall-
gemeinem lassen und klassifizierende
Testmodelle mit itemspezifischen Schwel-
lendistanzen (s. Kap. 3.3.4).

Das Problem bei einer Umpolung negativ
formulierter Items mit geordneten Ant-
wortkategorien besteht darin, daß mit der
Umpolung auch die Reihenfolge der
Schwellen umgekehrt wird.

Beispiel

Ein Angst-Fragebogen enthält die beiden
folgenden Items:

- Vor einer Prüfung kann ich meistens
nichts essen.

- Wenn ich zum Zahnarzt gehe, lese ich
im Wartezimmer in aller Ruhe die Il-
lustrierten.

Das Antwortformat lautet:

- trifft nicht zu
- trifft selten zu
- trifft oft zu
- trifft immer zu.

Da die beiden Items offensichtlich in un-
terschiedlicher Richtung formuliert sind
erfordert eine gleichsinnige Polung der
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Antwortvariablen die Kodierung von 0 bis
3 beim ersten, und von 3 bis 0 beim
zweiten Item. Ein Wert von x=l bedeutet
daher beim ersten Item, daß die Schwelle
von ‘trifft nicht zu’ nach ‘trifft selten zu’
überschritten wurde. Beim zweiten Item
bedeutet derselbe Wert, daß die Schwelle
von ‘trifft immer zu’ nach ‘trifft oft zu’
überschritten wurde.

Diese Umkehrung der Schwellenreihen-
folge infolge der Umpolung negativ for-
mulierter Items ist für solche Testmodelle
problematisch, bei denen die Schwellen-
abstände als für alle Items konstant ange-
nommen werden (s. Kap. 3.3.4). Diese
Modelle können in solchen Fällen nicht
angewendet werden.

Die Kodierung ungeordneter Kategorien
in polytome Antwortvariablen wirft ganz
andere Fragen auf. Soll auf die Daten ein
klassifizierendes Testmodell angewendet
werden, d.h. soll eine qualitative Perso-
nenvariable erfaßt werden, so ist die Ko-
dierung ungeordneter Kategorien völlig
unproblematisch: den Kategorien jedes
Items werden in beliebiger Reihenfolge
die Werte 0 bis m zugeordnet, wobei es
nicht nur egal ist, wie die Antwortkatego-
rien von jedem Item definiert sind, son-
dern sogar wieviele Antwortkategorien bei
jedem Item unterschieden werden.

Beispiel

Mit einem Fragebogen sollen die lei-
stungsbezogenen Kognitionen von Schü-
lern erfaßt werden, wobei von einer Typo-
logie von Schülern ausgegangen wird, die
3 Muster von leistungsbezogenen Kogni-
tionen unterscheidet. In dem Fragebogen
kommen ganz unterschiedliche Items vor:

Erstens, Items die die Attribution von
Mißerfolg (schlechte Noten) erfassen

sollen und vier Antwortkategorien un-
terscheiden: intern-labile, intern-stabi-
le, extern-labile und extern-stabile At-
tribution.

Zweitens, Items die die Leistungsmotiva-
tion erfassen sollen und zwei Ant-
wortkategorien unterscheiden: Hoff-
nung auf Erfolg und Furcht vor
Mißerfolg.

Drittens, Items die die subjektiven Kon-
trollüberzeugungen der Schüler erfas-
sen sollen und drei Antwortkategorien
unterscheiden: Kontrolle liegt beim
Schüler, Kontrolle liegt bei anderen
Personen, Kontrolle liegt beim Zufall.

Die drei erwarteten Typen von Schülern
zeichnen sich durch folgende Antwortmu-
ster aus:

Typ 1: intern-labile Attribution von Miß-
erfolg, Hoffnung auf Erfolg, Kon-
trolle beim Schüler

Typ 2: extern-labile Attribution von Miß-
erfolg, Furcht vor Mißerfolg, Kon-
trolle beim Zufall

Typ 3: extern-stabile Attribution von Miß-
erfolg, Furcht vor Mißerfolg, Kon-
trolle bei anderen Personen

Die Items können mit den Werten 0-1-2-3,
0-1 und 0-1-2 kodiert werden und mit
einem klassifizierenden Testmodell aus-
gewertet werden, um die Schülertypen zu
erfassen.

Ganz anders sind die Erfordernisse an die
Kodierung, wenn mit ungeordneten Kate-
gorien quantitative Personenmerkmale
erfaßt werden sollen. Hierzu muß man
sich zunächst klarmachen, daß man nicht
mit mehreren ungeordneten Antwortkate-
gorien nur eine quantitative Eigenschaft
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erfassen kann. Hat ein Item die Kategorien
A, B, C und D und soll mit allen 4 Kate-
gorien nur die eine Eigenschaft X erfaßt
werden, so geht das nur, wenn die Ant-
wortwahrscheinlichkeiten der 4 Katego-
rien auch tatsächlich von der Eigenschaft
X abhängen. Das bedeutet, daß jede der
Kategorien A, B, C und D einen Abschnitt
auf der zu messenden Dimension haben
muß, in dem diese Kategorie auch mit
relativ hoher Wahrscheinlichkeit gewählt
wird

In diesem Fall handelt es sich aber bereits
um geordnete Kategorien und diese müs-
sen gemäß ihrer Ordnung kodiert werden,
d.h. B=0, D=1, C=2 und A=3.

Ungeordnet sind Kategorien nur dann,
wenn jede Kategorie eine andere Eigen-
schaft anspricht, z.B.

A + die Tendenz intern-labil zu
attribuieren
B + die Tendenz intern-stabil zu
attribuieren
C + die Tendenz extern-labil zu
attribuieren
D -+ die Tendenz extern-stabil zu
attribuieren

Aus diesem Sachverhalt leiten sich auch
die Konsequenzen für die Kodierung un-
geordneter Antwortkategorien ab: die Ka-
tegorien werden wiederum mit den Werten
von 0 bis m kodiert, jedoch muß jeder
Code bei allen Items dieselbe Antwortka-
tegorie bezeichnen, also z.B. die Codezahl
‘2’ bezeichnet diejenige Antwort, die auf
eine extern-labile Attribution hinweist.

Kodierung bei der Messung qualitativer 
Zusammenfassend läßt sich sagen, daß die

Personeneigenschaften itemspezifisch er-
folgen darf, während sie bei der Messung
quantitativer Eigenschaften itemübergrei-
fend erfolgen muß.

Eine letzte Anmerkung noch zur Kodie-
rung ‘fehlender Itemantworten’, also zu
dem Fall, daß Personen einzelne Items
ausgelassen oder übersprungen haben. Es
hat sich eingebürgert, diese sog. missing
data mit der Codezahl ‘9’ zu kodieren,
bzw. mit ‘99’ wenn mehr als 9 Antwortal-
ternativen zu kodieren sind. Man sollte
eine solche getrennte Kodierung fehlender
Antworten in jedem Fall vornehmen, auch
wenn es bei der Anwendung eines Test-
modells oft erforderlich ist, diesen Wert zu
recodieren, d.h. mit einer zulässigen Item-
antwort zusammenzulegen (z.B. 9+0).
Nicht  nur  die verfügbare Software
unterscheidet sich hinsichtlich ihrer mis-
sing-data Optionen, also dem Angebot mit
fehlenden Werten umzugehen. Auch hängt
es von den jeweiligen Testmodellen ab,
wie sinnvoll überhaupt mit fehlenden
Werten umgegangen werden kann.

In den folgenden Kapiteln wird diese
Problematik nicht weiter erörtert. Es wird
vielmehr davon ausgegangen, daß die An-
zahl fehlender Werte im allgemeinen so
gering ist, daß eine Zusammenlegung mit
einer zulässigen Kategorie (z.B. ‘0’ bei
Leistungsitems oder einer mittleren Kate-
gorie bei Ratingskalen) zu keiner gravie-
renden Veränderung der Ergebnisse führt.

Literatur

Das Übereinstimmungsmaß Kappa wurde
von Cohen (1960) für Nominaldaten und
Cohen (1968) für Ordinal- oder Intervall-
daten (weighted Kappa) entwickelt. Fleiss
(1971) und Light (1971) diskutieren die
Verallgemeinerung dieses Maßes für mehr
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als 2 Signierer und Fleiss et. al (1969)
geben an, wie man den Standardfehler von
Kappa berechnen kann. Neuere Methoden
zur Berechnung von Signier- oder Rater-
Übereinstimmung bedienen sich der latent
class Analyse (Dillon & Mulani 1984).
Asendorpf & Wallbott (1979) sowie
Zegers (1991) geben einen Überblick über
verschiedene Koeffizienten. Matschinger
und Angermeyer (1992) diskutieren Effek-
te der Itempolung auf das Antwortver-
halten.

Übungsaufgaben

In einem Satzergängzungstest wurden
zu dem Satzanfang : ‘Wenn mich auf
dem Gehweg jemand anrempelt und
sich nicht mal entschuldigt, dann ...’
folgende Ergänzungen produziert:

. . . ist das unverschämt

. . . rufe ich ihm/ihr etwas hinterher

. . . gehe ich einfach weiter

. . kann das mal passieren

. . ärgere ich mich

. . . sage ich ‘hoppla’

. . . bleibe ich stehen und wundere
mich.

Schlagen Sie mehrere Signierungs-
aspekte vor und signieren Sie die
Antworten danach.

Zwei Signierer erhalten bei der Si-
gnierung nach 4 Kategorien die fol-
gende Übereinstimmungsmatrix:

Berechnen Sie den Übereinstimmungko-
effizienten K.

In einem Leistungstest zum Physik-
wissen ist als ein Item eine Batterie,
zwei Lämpchen und ein Ein-/Aus-
Schalter abgebildet. Die Aufgabe be-
steht darin, eine Kabelverbindung
zwischen diesen 4 Teilen so einzu-
zeichnen, daß bei einer Realisierung
dieser Schaltung beide Lämpchen
möglichst hell leuchten. Schlagen Sie
eine Signieranleitung und eine Kodie-
rung vor, mit der eine polytome Ant-
wortvariable entsteht.
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3. Testmodelle

Dieses Kapitel gliedert sich in fünf Unter-
kapitel, von denen sich die ersten drei auf-
grund des Skalenniveaus der Antwortva-
riablen ergeben: dichotome (Kap. 3.1),
nominale (Kap. 3.2) und ordinale (Kap.
3.3) Itemantworten. Das vierte Unterkapi-
tel (3.4) behandelt Testmodelle für solche
Tests, bei denen die Items eine systemati-
sche Struktur haben, so daß sich z.B.
ihre Schwierigkeit aus unterschiedlichen
‘Komponenten’ zusammensetzt. Kapitel
3.5 behandelt schließlich Modelle zur
Veränderungsmessung.

3.1 Modelle für dichotome
Itemantworten

Dichotome Itemantworten (dichotom ist
griechisch und heißt ‘zweigeteilt’) sind
vermutlich der häufigste und zugleich
einfachste Fall von Reaktionen auf Test-
und Fragebogenitems. Es werden lediglich
zwei Reaktionen unterschieden wie

ja - nein,
richtig - falsch,

Zustimmung - Ablehnung,
beantwortet - nicht beantwortet,

Reaktion aufgetreten - Reaktion nicht auf-
getreten usw..

Zugleich ist es der schwierigste, weil in-
formationsärmste Fall, da pro Person-
Itemkontakt lediglich 1 bit Information
erhoben wird.

Was ist ein bit?

Ein bit (Abk. für ‘binary digit’) ist die
Einheit, in der die Informationsmenge ge-
messen wird, und zugleich die kleinste
Menge an Information, die von einem

Sender zu einem Empfänger transportiert
werden kann: weniger als eine Wahl
zwischen zwei Alternativen kann man
nicht mitteilen (Jedes ‘Weniger’ wäre ‘Gar
nichts’).

Leider ist gerade für dichotome Itemant-
worten die Testtheorie am weitesten ent-
wickelt, was oft dazu führt, daß ursprüng-
lich mehrkategoriell vorliegende Itemant-
worten nachträglich ‘dichotomisiert’ wer-
den. Die folgenden Kapitel 3.2 und 3.3
über nominale und ordinale Itemantworten
werden deutlich machen, daß dichotome
Itemantworten ein eher uninteressanter
Spezialfall von informationsreicheren,
z.B. ordinalen Itemantworten darstellen.

Trotzdem lassen sich die meisten testtheo-
retischen Konzepte und vor allem die
unterschiedlichen theoretischen Konzep-
tionen über den Zusammenhang von be-
obachtbarem Verhalten und latenten Va-
riablen bereits für dichotome Daten dar-
stellen und hier am leichtesten verständ-
lich machen.

Die Datenstruktur, auf die sich die Model-
le dieses Kapitels beziehen, ist eine recht-
eckige 0-1 Matrix, in der die Zeilen den
Personen und die Spalten den Test- oder
Fragebogenitems entsprechen. Die Werte
in der Matrix werden mit xvi bezeichnet,
wobei v der Zeilenindex ist (v wie ‘Ver-
suchsperson’) und i der Spaltenindex. Die
Werte xvi sind die Ausprägungen der Ant-
wortvariablen Xvi. Die in der folgenden
Abbildung dargestellten Daten fungieren
gleichzeitig als ‘kleines’ Datenbeispiel zur
Illustration einiger Testmodelle in den
folgenden Unterkapiteln.
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Datenstruktur ’Item-Leichtigkeit’

1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 1 1
3 0 0 0 0 0 0

Personen 4 0 0 0 1 0 1
v= 5 0 0 0 1 1 2

6 0 0 1 1 1 3
7 0 1 1 0 1 3
8 0 1 0 1 1 3
9 1 1 1 1 1 5
10 1  0  1  1  0 3
11 0 0 0 1 1 2
12 0 0 1 0 1 2

ni = 2 3 5 7 8

Items i =
1 2 3 4 5

rv =

Abbildung 15: Die Datenstruktur dichotomer
Testdaten

Anhand dieser Datenstruktur lassen sich
einige Begriffe einführen, die im Rahmen
von allen Testmodellen eine Rolle spielen.
Die Spaltensummen dieser Matrix

(1)

werden als Itemscores bezeichnet und
drucken die Leichtigkeit des Items aus. N
ist die Anzahl getesteter Personen. Der
Itemscore gibt die Anzahl der Personen
an, die das Item ‘gelöst’ haben, mit ‘ja’ ge-
antwortet haben, eine positive Reaktion
gezeigt haben usw. Es stellt eine Kon-
vention dar, daß die Kodierung 1 immer
für die richtige Lösung bzw. eine zustim-
mende oder positive Reaktion gewählt
wird, und die Kodierung 0 für das Gegen-
teil, d.h. falsche Antwort - Ablehnung -
negative oder fehlende Reaktion (s. Kap.
2.5). Die Schwierigkeit eines Items druckt
sich demgegenüber in der Anzahl der
Nullen aus, also N - ni.

Man spricht auch dann von der ‘Leich-
tigkeit’ oder ‘Schwierigkeit’ eines Items,
wenn es sich nicht um Leistungstestitems
handelt, es also nicht besonders ‘schwierig’
ist, eine mit 1 kodierte Antwort zu
produzieren. Dieser Sprachgebrauch soll
im folgenden beibehalten werden, ebenso,
wie von einer ‘Itemlösung’ gesprochen
werden soll, auch wenn es kein Problem
zu lösen gibt, sondern eine Frage mit ‘ja’
beantwortet wird oder ähnliches.

Die entsprechende Zeilensumme der Da-
tenmatrix

(2)

wird als Personenscore oder Summenscore
bezeichnet, wobei r Werte zwischen 0 und
k annehmen kann und k die Anzahl der
Items ist. In vielen quantitativen Test-
modellen druckt der Summenscore die
‘Personenfähigkeit’ aus. Für den Terminus
‘Personenfähigkeit’ gilt jedoch Analoges
wie für ‘Itemschwierigkeit’, d.h. er be-
zeichnet generell die Tendenz der Person,
eine l-Antwort im Test zu geben.

Die Häufigkeitsverteilung der Personen-
scores ist die Scoreverteilung. Für das
obige Datenbeispiel sieht die Scorevertei-
lung wie folgt aus:

Abbildung 16: Die Scoreverteilung für die Daten
aus Abbildung 15. Mit nr wird die Häufigkeit eines
Scores bezeichnet
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Erfaßt der Test eine quantitative Variable,
kann man an der Scoreverteilung bereits
sehr viele Eigenschaften des Tests und der
befragten Personenstichprobe ablesen, z.B.
ob sich die Personenfähigkeiten gleichmä-
ßig verteilen oder einer anderen Vertei-
lungsform folgen. Weiterhin erkennt man,
ob der Test ‘zu leicht’ oder ‘zu schwer’ war,
d.h. ob er einen Decken- oder Bodeneffekt
aufweist (Floor- oder Ceilingeffekt).

Gleichverteilung

Eingipflige (unimodale) Verteilung

Deckeneffekt (Test ist zu leicht)

Bodeneffekt (Test ist zu schwer)

Abbildung 17: Verschiedene Formen von Score-
Verteilungen

Die Berechnung und Interpretation von
Personenscores und somit auch einer
Scoreverteilung setzt jedoch voraus, daß
es Sinn macht, die Itemantworten einer
Person über die Items aufzusummieren.
Mit der Addition der Itemantworten und
der Interpretation des Personenscores als
Maß für die Leistung der Person in diesem
Test geht natürlich die Information
verloren, welche Items eine Person gelöst
hat und welche nicht. Die Addition ist
eine kompensatorische Verknüpfung, d.h.
die Nichtlösung eines Items kann durch
die Lösung eines anderen Items kompen-
siert werden, so daß derselbe Personen-
score und damit dasselbe Testergebnis
herauskommt.

Eine zentrale Frage psychologischer Test-
theorie ist, wann der Personenscore ein
adäquates Maß für die Leistung der Per-
son in einem Test darstellt. Anders aus-
gedruckt besteht die Fragestellung darin,
ob in der Gesamtheit der Itemantworten
einer Person mehr Information über die zu
testende Eigenschaft steckt, als durch den
Personenscore erfaßt wird.

Will man diese Frage beantworten, so
muß man anstelle der Scorehäufigkeiten
die Patternhäufigkeiten oder die Häufig-
keiten der Antwortmuster anschauen bzw.
zum Gegenstand einer statistischen Unter-
suchung machen. Ein Antwortmuster oder
Antwortpattern ist der Vektor aller Item-
antworten einer Person.

Vektoren werden mit unterstrichenen
Kleinbuchstaben bezeichnet, d.h. 5, ist
der Antwortvektor der Person v und & ist
ein beliebiger Antwortvektor.
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Was ist ein Vektor?

Eine Zeile oder eine Spalte aus der Daten-
matrix bezeichnet man als Personenvektor
(Zeile) oder Itemvektor (Spalte). Der Be-
griff des ‘Vektor’ stammt aus der Algebra
und bezeichnet eine lineare Anordnung
von Zahlen, z.B.

(3, 4, 2, 3.5, 600) oder

Ein Vektor ist zu unterscheiden von einem
Skalar, womit man eine einzelne Zahl
bezeichnet, und einer Matrix, womit man
eine rechteckige Anordnung von Zahlen
bezeichnet.

Ein Vektor kann auch geometrisch inter-
pretiert werden, indem man die einzelnen
Zahlen des Vektors als Koordinaten eines
Punktes in einem k-dimensionalen Raum
(k = Länge des Vektors) auffaßt. Die
Strecke vom Koordinatenursprung bis zu
diesem Punkt repräsentiert dann diesen
Vektor.

Die Häufigkeitsverteilung der Antwort-
vektoren entsteht dadurch, daß man aus-
zählt, wieviele Personen ein bestimmtes
Antwortpattern bei einem Test produziert
haben.

Patternhäufigkeiten

0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 1 1
0 0 1 0 0
0 0 1 0 1
0 0 1 1 0
0 0 1 1 1
0 1 0 0 0
. . .
0 1 0 1 1
0 1 1 0 1
1 0 1 1 0
1 1 1 1 1

2
1
1
2
0
1
0
1
0

Von den 32 möglichen Antwortpattern
wurden viele nicht beobachtet. Die ‘...’
deuten an, daß hier Pattern mit Nullhäu-
figkeiten ausgelassen wurden.

Demgegenüber stellt die Scoreverteilung
und der Vektor der Itemscores eine sehr
starke Form der Datenaggregation dar, da
hier alle Personen, die dieselbe Anzahl
von Aufgaben gelöst haben, als gleich-
wertig behandelt werden.

Die Häufigkeitsverteilung der Antwortpat-
tern kann als eine äquivalente Repräsenta-
tion der ursprünglichen O-l-Datenmatrix
gelten, da keine andere Art der Datenag-
gregation vorgenommen wurde als die
Auszählung, wieviel Personen exakt das-
selbe Muster von Antworten in einem Test
produziert haben.

Für obiges Datenbeispiel sehen die Pat-
ternhäufigkeiten wie folgt aus:

Datenaggregation

Mit Datenaggregation (Aggregation = An-
häufung) bezeichnet man die Zusammen-
fassung von ‘Rohdaten’ zu einer kleineren
Menge von Daten, die dann die Basis für
die Anwendung statistischer Modelle dar-
stellt. Eine Datenaggregation ist in der
Regel mit einem Informationsverlust ver-
bunden, und es ist daher wichtig, Daten so
zu aggregieren, daß möglichst wenig In-
formation verloren geht, bzw. nur solche,
die nicht von Interesse ist.
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Im Gegensatz zur Scoreverteilung wird die
Verteilung der Patternhäufigkeiten jedoch
sehr schnell zu unübersichtlich, da es bei
einem Test mit k dichotomen Items 2k

unterschiedliche Antwortmuster gibt. Das
sind bei 10 Items 1024 und bei 20 Items
schon über 1 Million unterschiedliche
Antwortmuster. Dies ist der Grund dafür,
daß Testmodelle, die neben oder statt der
Anzahl der gelösten Aufgaben das Muster
der Itemantworten zur Grundlage der Er-
fassung von Personeneigenschaften ma-
chen, rechnerisch komplizierter zu hand-
haben sind.

Mit dieser simplen Unterscheidung zwi-
schen Scoreverteilung als starker Form der
Datenaggregation einerseits und Pattern-
Verteilung als schwacher Form der Daten-
aggregation andererseits korrespondiert
bereits die grundlegende Unterscheidung,
die das Gliederungsprinzip für die folgen-
den Abschnitte darstellt. Gemeint ist die
Unterscheidung, ob der Test eine, quanti-
tative oder eine kategoriale (qualitative)
latente Personenvariable erfaßt: Soll der
Personenscore alles über die Testleistung
einer Person aussagen, so legt man im-
plizit die Annahme einer quantitativen
Personenvariable zugrunde.

Die Personen werden nämlich bereits in
diesem ersten Schritt der Datenaggregati-
on auf die Ordinalskala der möglichen
Scores abgebildet, d.h. Personen mit ei-
nem höheren Score haben auch eine bes-
sere Testleistung in einem quantitativen
Sinne.

Werden Personen demgegenüber lediglich
danach unterschieden, welche unter-
schiedlichen Antwortmuster sie produzie-
ren, so zielt dies auf qualitative Personen-
unterschiede ab. Ob eine Person andere
Items (aber nicht unbedingt mehr oder

weniger) als eine andere Person gelöst hat,
sagt zunächst nichts darüber aus, ob sie
‘besser oder schlechter’ ist, sondern ledig-
lich, daß sie ‘anders’ ist.

Es läßt sich an dieser Stelle auch schon
erkennen, daß die Messung einer quanti-
tativen Personeneigenschaft einen Spezial-
fall der Messung von qualitativen Perso-
nenunterschieden darstellt, nämlich jener,
bei dem Antwortmuster, die denselben
Summenscore aufweisen, ‘in einen Topf
geschmissen’ werden.

Die folgenden beiden Kapitel befassen
sich zunächst mit Testmodellen mit quan-
titativer latenter Variable (3.1.1) und dann
mit Modellen mit qualitativer latenter
Variable (3.1.2). Kapitel 3.1.3 behandelt
die Kombination von beidem, daß nämlich
eine quantitative latente Variable für jede
Valenz (Ausprägung, Wert) einer katego-
rialen latenten Variable angenommen
wird.

Modelle mit mehreren quantitativen laten-
ten Variablen in dem Sinne, daß verschie-
dene Items unterschiedliche Personenei-
genschaften ansprechen, werden hier nicht
behandelt. Das liegt daran, daß es bisher
nur vereinzelte und noch nicht ausgereifte
Ansätze für solche Art von mehrdimensio-
nalen Testmodellen gibt. Trotzdem werden
in Kapitel 3 auch Modelle mit mehreren
quantitativen Personenvariablen behan-
delt, z.B. in Kapitel 3.2.2 über nominale
Itemantworten. Dort geht es darum, daß
die unterschiedlichen Antwortkategorien
der Items verschiedene Personeneigen-
schaften ansprechen. Ebenso in Kapitel
3.4.2 über Itemkomponentenmodelle wo
es unterschiedliche Personeneigenschaften
für die einzelnen Itemkomponenten geben
kann. Es gibt also unterschiedliche Begrif-
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fe von ‘Mehrdimensionalität’ bei Test-
modellen (s.a. Ka. 2.2.1).

Die in diesem Kapitel behandelten Test-
modelle sollen an einem gemeinsamen
Datenbeispiel illustriert werden. Neben
dem Mini-Datensatz aus Abbildung 15
steht hierfür das folgende Standardbei-
spiel für dichotome Daten zu Verfügung.

Es handelt  sich um 5 Items aus dem
KFT (Kognitiver Fähigkeitstest, Heller,
Gaedike & Weinläder, 1976), die zusam-
m e n  m i t  d e n  ü b r i g e n  2 0  I t e m s  d e r
‘figuralen Analogieaufgaben’ des KFT im
Rahmen einer Feldstudie von 5410 Schü-
lern der 7. Klassenstufe aus mehreren
Bundesländern Deutschlands bearbeitet
wurden (Baumert et al. 1992). Aus Grün-
den der Übersichtlichkeit werden in die-
sem Kapitel  lediglich die Daten von
N=300 Schülern verrechnet. Abbildung 18
zeigt die ausgewählten Items.

Die Items des KFT sind nach ansteigender
Schwierigkeit geordnet, so daß auch bei
diesen 5 Items das erste das leichteste und
das letzte das schwerste ist. Die Item-
scores lauten:

““,I
Die Scoreverteilung lautet:

Die Testinstruktion lautet: Von den fünf
Auswahlf iguren rechts  sol l  diejenige
herausgefunden werden, die zu der dritten

Figur ebenso paßt wie die zweite zur
ersten.

Abbildung 18: Die 5 ausgewählten Items des
KFT: Form A, Itemnummer: 19, 23, 27, 31 und 35

Der vollständige Datensatz wird durch die
folgende Tabelle der Patternhäufigkeiten
repräsentiert:

X- 44

0 0 0 0 0  58
0 0 0 0 1 4
0 0 0 1 0 2
0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 0 11
0 0 1 0 1 2
0 0 1 1 0 1
0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 0 8
0 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 2
0  1 1 0 0 3
0 1 1 0 1 1
0 1 1 1 0 2
0 1 1 1 1 8
1 0 0 0 0 23
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1 0 0 0 1 7
1 0 0 1 0 2
1 0 1 0 0 6
1 0 1 0 1 2
1 0 1 1 0 2
1 0 1 1 1 3
1 1 0 0 0 21
1 1 0 0 1 10
1 1 0 1 0 8
1 1 0 1 1 10
1 1 1 0 0 24
1 1 1 0 1 6
1 1 1 1 0  3 3
1 1 1 1 1 38

Übungsaufgaben

1. Welche Verteilungsform hat (in etwa)
die Scoreverteilung des KFI-Datenbei-
spiels?

2. Welche beiden Pattern traten bei den
300 Schülern im KFT-Beispiel nicht
auf?

3.1.1 Modelle mit quantitativer
Personenvariable

Sind die (manifesten) Itemantworten
dichotom und ist die zu erfassende latente
Variable quantitativ, so läßt sich der in
einem Testmodell vermutete Zusammen-
hang zwischen Testverhalten und psychi-
schem Merkmal in Form einer Funktion
darstellen, die man Itemcharakteristik oder
Itemfunktion nennt. Die Itemcharakteristik
(Abk: ICC wie Item Characteristic Curve)
ist eine Funktion, die  die  Wahr-
scheinlichkeit einer richtigen Itemantwort
p(Xvi = 1) in Abhängigkeit von der quan-

titativen Personenvariable 8 beschreibt

(1)

Die latente Personenvariable soll 8 (Theta)
heißen. Über ihr Skalenniveau ist zunächst
nichts weiter bekannt, als daß es minde-
stens ordinal, also quantitativ ist. Gra-
phisch läßt sich eine ICC oder Itemfunk-
tion wie folgt darstellen

Abbildung 19: Der Graph einer Itemfunktion

Die Itemfunktion beschreibt also die Ab-
hängigkeit der l-Antwort auf ein Item von
der quantitativen latenten Variable. Damit
ist zugleich auch die Abhängigkeit einer
O-Antwort von der latenten Variable defi-
niert: da sich beide Wahrscheinlichkeiten
zu 1 addieren müssen, ist der Verlauf der
Funktion für eine O-Antwort spiegelbild-
lich bezüglich einer Waagerechten, die
durch den Ordinatenwert 0.5 geht.

Abbildung 20: Die Wahrscheinlichkeitsfunktionen
beider Antwortkategorien

In dieser Abbildung stellt die durchgezo-
gene Kurve die Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion
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dar und die gestrichelte Kurve die Funk-
tion

Alle Modelle mit einer quantitativen laten-
ten Variable lassen sich mit Hilfe der
Funktion, die sie für die einzelnen Items
annehmen, voneinander unterscheiden und
mit Hilfe des Funktionsverlaufs auch
graphisch gut repräsentieren. Während auf
den ersten Blick die Vielfalt von mögli-
chen Funktionsverläufen, unendlich groß
zu sein scheint, reduziert sich diese Viel-
falt bei näherer Betrachtung drastisch.

Eine insbesondere für Leistungstests sehr
naheliegende Annahme ist nämlich, daß
der Funktionsverlauf monoton steigend ist,
d.h. mit zunehmender Eigenschaftsaus-
prägung steigt die Wahrscheinlichkeit
einer l-Antwort. Tatsächlich nehmen die
meisten Testmodelle eine solche Mono-
tonie der Itemfunktion an.

Unter den nicht-monotonen Funktionsver-
läufen sind wiederum nur jene von Inter-
esse, die eingipflig oder ‘umgekehrt U-
förmig’ sind. Mit einer solchen Form wird
angenommen, daß die Wahrscheinlichkeit
einer l-Antwort zunächst monoton an-
steigt bis sie einen gewissen Punkt auf der
X-Achse erreicht hat, um dann wiederum
monoton abzunehmen. Solche Itemfunk-
tionen werden postuliert, wenn die Zu-
stimmung zu einem Item nur in einem
bestimmten Spektrum der quantitativen
Eigenschaft wahrscheinlich ist, z.B. wenn
nach Präferenzen gefragt wird. Test-
modelle mit nicht-monotonen Itemfunk-
tionen werden im dritten Unterkapitel die-
ses Kapitels behandelt (Kap. 3.1.1.3).

Andersartige ICC’s als monotone und
eingipflige werden in der Testtheorie so

gut wie gar nicht behandelt. Innerhalb der
Gruppe der monoton steigenden ICC’s
lassen sich noch zwei Formen unterschei-
den, nämlich ‘stufenförmige’, d.h. ICC’s
mit einer Unstetigkeitsstelle (Sprung-
stelle), und solche, die ohne Sprungstelle
kontinuierlich ansteigen (s. Abb. 21).
Stufenförmige und kontinuierliche Item-
funktionen werden getrennt in den beiden
folgenden Unterkapiteln 3.1.1.1 und
3.1.1.2 behandelt.

Abbildung 21: Zwei Arten von Itemfunktionen

Zuvor sollen jedoch anhand des Konzeptes
der Itemcharakteristik zwei zentrale Be-
griffe der Testtheorie eingeführt werden,
die im Rahmen aller Modelle mit einer
quantitativen Personenvariable definiert
werden können, die Itemschwierigkeit
und die Trennschärfe von Items.

Die Schwierigkeit bzw. Leichtigkeit von
Items ist durch die Lage der ICC relativ
zur X-Achse definiert. Somit ist das Item,
dessen ICC am weitesten links liegt das
leichteste, und das Item, das am weitesten
rechts liegt, das schwierigste: man braucht
für ein weiter rechts liegendes Item eine
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größere Fähigkeit, um dieselbe Lösungs-
wahrscheinlichkeit zu erreichen, wie für
ein weiter links liegendes Item.

Abbildung 22: Die Itemschwierigkeit als Lokation
der Itemfunktion

Als Konvention definiert der Abszissen-
wert der 50% Wahrscheinlichkeit die Lage
des Items und somit seine Schwierigkeit.
Diese Abszissenwerte sind in Abbildung
22 ebenfalls eingezeichnet. Die Lage einer
Itemfunktion relativ zur latenten Dimen-
sion, also zur X-Achse nennt man auch die
‘Lokation eines Items’.

Die Trennschärfe ist eine zweite Eigen-
schaft eines Testitems und soll aus-
drucken, wie gut ein Item zwischen ver-
schiedenen Eigenschaftsausprägungen der
Personen ‘trennt’. Hat ein Item eine hohe
Trennschärfe, so lassen sich mit Hilfe
dieses Items sehr gut Personen mit
unterschiedlichen Eigenschaftsausprägun-
gen voneinander unterscheiden. Geringe
Trennschärfe meint dagegen, daß dies nur
schwer möglich ist.

Bei monotonen Itemcharakteristiken
druckt sich die Trennschärfe im Anstieg
der ICC aus, genauer gesagt, im Anstieg
der Kurve an ihrer steilsten Stelle. Ist die
Kurve nämlich sehr steil, so haben relativ
dicht beieinander liegende Eigenschafts-
ausprägungen (Werte auf der X-Achse)
sehr unterschiedliche Wahrscheinlichkei-

ten, das Item zu lösen. Ist der Anstieg da-
gegen gering, so haben wenig unterschied-
liche Eigenschaftsausprägungen auch nur
geringfügig unterschiedliche Lösungs-
wahrscheinlichkeiten.

Abbildung 23: Die Trennschärfe eines Items als
Anstieg der Itemfunktion bei monotonen und
nicht-monotonen Items (das gestrichelte Item ist
jeweils trennschärfer)

Bei nichtmonotonen ICC’s ist dement-
sprechend die ‘Steilheit’ des eingipfligen
Funktionsverlaufs Ausdruck der Trenn-
schärfe des Items. Ein flacher Verlauf der
Funktion bedeutet wiederum, daß sich
unterschiedliche Eigenschaftsausprägun-
gen nur in geringfügigen Schwankungen
der Antwortwahrscheinlichkeit nieder-
schlagen.

Stufenförmige Itemfunktionen haben nach
dieser Definition eine unendliche Trenn-
schärfe, da die Steigung einer Kurve an
einer Sprungstelle unendlich ist. Tatsäch-
lich läßt sich die Trennschärfe bei solchen
Itemfunktionen noch anders definieren,
worauf in dem Kapitel 3.1.1.1.2 eingegan-
gen wird.
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Als Gütekriterium eines Items betrachtet,
z.B. für Zwecke der Itemselektion, wird
eine hohe Trennschärfe im allgemeinen als
ein positives Merkmal des Items gewertet.

Diese Sicht ist nicht unproblematisch,
denn bei einem steilen Anstieg der ICC
trennt das Item zwar gut zwischen Perso-
nen deren Eigenschaftsausprägungen im
Bereich des steilsten Anstiegs liegen
(Person A und B in Abb. 24). Demgegen-
über leistet das Item dann keinen Beitrag
mehr zur Unterscheidung von Personen im
Spektrum von niedrigen oder hohen
Eigenschaftsausprägungen (Person C und
D oder E und F in Abb. 24).

Abbildung 24: Die Trennschärfe zweier Items in
unterschiedlichen Fähigkeitsbereichen

Somit ist die Trennschärfe eines Items als
Gütemerkmal durchaus verteilungsabhän-
gig: ein trennscharfes Item ist für solche
Stichproben von Personen gut, deren
Eigenschaftsausprägungen in der Nahe des
steilsten Anstiegs einer ICC liegen.

Die Ermittlung der Trennschärfe eines
Items aufgrund von Testdaten ist nur ein
Teilaspekt der generellen Frage:

Wie bestimmt man den Verlauf der
Itemfunktionen eines Tests anhand der

Testdaten?

Werden sie in Form einer Annahme ein-
fach vorausgesetzt oder lassen sie sich
anhand der Testdaten berechnen? Beides

ist teilweise richtig. Es wird bei der Ana-
lyse von Testdaten eine bestimmte Form
des Funktionsverlaufs vorausgesetzt und
es werden dann die Parameter dieser
Funktion für jedes Item anhand der Daten
geschätzt. Da Modellparameter stets Maß-
zahlen einer Population sind, können sie
nie ‘berechnet’, sondern nur anhand von
Stichprobendaten näherungsweise be-
stimmt, also geschätzt werden.

Beispiel: eine Gerade als Itemfunktion

Würde man zum Beispiel eine Gerade als
Funktionsverlauf voraussetzen, so müßten
für jedes Item anhand der Daten 2 Parame-
ter geschätzt werden, nämlich der Anstieg
der Geraden, a, und der Abschnitt auf der
Y-Achse, b, da die Geradengleichung

(2) Y = a X + b

oder als ICC geschrieben:

(3)

zwei unbekannte Parameter hat. Diese
beiden Parameterwerte werden für jedes
Item so geschätzt, daß die mit diesen Ge-
raden vorhergesagten Antwortwahrschein-
lichkeiten möglichst gut mit den beobach-
teten Antworthäufigkeiten übereinstim-
men. Wie dies genau gemacht wird, ist in
Kapitel 4 unter ‘Parameterschätzung’ dar-
gestellt, wird aber auch in den folgenden
Unterkapiteln ansatzweise erläutert.

Wie gut die Übereinstimmung von vor-
hergesagten Antwortwahrscheinlichkeiten
und beobachteten Antworthäufigkeiten ist,
muß mit Modellgeltungstests geprüft
werden. Diese werden ebenfalls in einem
gesonderten Kapitel behandelt (Kap. 5),
aber bei einzelnen Testmodellen in den
folgenden Kapiteln schon skizziert.
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Dieses Vorgehen erscheint auf den ersten
Blick sehr umständlich, würde man sich
doch wünschen, die richtigen Funktions-
verläufe einfach anhand der Daten ermit-
teln zu können. Eine solche Berechnung
des Funktionsverlaufs ist jedoch unmög-
lich, denn von den beiden an der Funktion
beteiligten Größen, der Antwortwahr-
scheinlichkeit und der latenten Variable ist
keine in den Daten vorhanden. Gegeben
sind nur die dichotomen Itemantworten.

Im übrigen ist dieses ‘umständliche’ Vor-
gehen völlig identisch mit dem Vorgehen
bei jeder Anwendung eines statistischen
Modells: Stets werden Parameter unter der
Annahme einer bestimmten Modellstruk-
tur berechnet und, ob diese Annahmen
empirisch zutreffen, muß anhand der er-
mittelten Modellparameter geprüft wer-
den.

3.1.1.1 Stufenförmige Itemfunk-
tionen

3.1.1.1.1 Die Guttman-Skala: der
Sprung von Null auf Eins

Die einfachste Annahme einer stufenför-
migen Itemcharakteristik besteht darin,
daß die Lösungswahrscheinlichkeit für
einen unteren Bereich der Eigenschafts-
ausprägung 0 ist und an einer bestimmten
Stelle auf 1 springt.

Abbildung 25: Die Itemfunktion einer Guttman-
Skala

Man könnte dies als eine Alles-oder-
Nichts-Itemcharakteristik beschreiben,
d.h. entweder man kann ein Item lösen
oder man kann es nicht. Bis zu einem
gewissen Fähigkeitsgrad kann man es
nicht lösen, darüber hinaus kann man es
infolge einer entsprechenden Einsicht oder
eines ‘Aha’-Erlebnisses lösen.

Haben alle Items diese Form einer Item-
Charakteristik und läßt sich die Stelle die-
ser ‘plötzlichen’ Einsicht auf derselben
latenten Dimension anordnen, so be-
schreibt die in Abbildung 26 wiedergege-
bene Schar von ICC’s die Items eines
Tests.

Abbildung 26: Die Itemfunktionen mehrerer Items
einer Guttman-Skala

Das Testmodell, das aus diesen beiden
Annahmen resultiert, ist als Skalogramm-
Analyse oder auch kurz Guttman-Skala
bekannt. Es ist durch die beiden Annah-
men festgelegt, daß alle ICC’s stufen-
förmig von einer O-Wahrscheinlichkeit zu
einer 1-Wahrscheinlichkeit springen und
daß die latente Dimension, auf der diese
Sprungstellen angesiedelt sind (repräsen-
tiert durch die X-Achse), für alle Items
dieselbe ist.

Letztere Annahme wird als Annahme der
Itemhomogenität bezeichnet. ‘Itemhomo-
genität’ heißt also, daß alle Items dieselbe
latente Variable ansprechen. Wäre dies
nicht der Fall, so dürfte man nicht alle
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ICC’s mit derselben X-Achse zeichnen. Ist
dies jedoch der Fall, d.h. sind die Items
homogen im Sinne der Guttman-Skala, so
lassen sich weitere Folgerungen dieses
Modells ableiten.

Die wichtigste Eigenschaft ist die, daß
sich sowohl Itemunterschiede als auch
Personenunterschiede nur auf Ordinalska-
lenniveau bestimmen lassen. Dies geht aus
Abbildung 26 insofern hervor, als sich alle
Personen, deren Fähigkeitsausprägungen
zwischen den Sprungstellen zweier be-
nachbarter Items liegen, in ihrem Test-
verhalten nicht voneinander unterscheiden.
Insofern kann auch nicht aus ihrem
Testverhalten auf unterschiedliche Eigen-
schaftsausprägungen geschlossen werden.

Es können maximal so viele Eigenschafts-
ausprägungen von Personen unterschieden
werden, wie es Items gibt, plus eins. Bei 6
Items gibt es 7 Bereiche auf dem latenten
Kontinuum, die sich aufgrund des Ant-
wortverhaltens unterscheiden lassen.

Diese 7 Personengruppen entsprechen
genau den 7 möglichen Scoregruppen, die
es bei 6 Items gibt. Die Gruppe, die am
weitesten links liegt, hat kein Item gelöst,
die zweite Gruppe hat genau ein Item ge-
löst usw.. Alle Personen, die in dieselbe
Scoregruppe fallen, d.h. denselben Perso-
nenscore aufweisen, haben auch genau
dasselbe Antwortpattern produziert. Alle
Personen mit Score 3 haben dieselben 3
Items, nämlich die 3 leichtesten gelöst.
Gilt für einen Datensatz das Modell der
Guttman-Skala, so gibt es in dieser Da-
tenmatrix nur so viele unterschiedliche
Antwortmuster wie es Personenscores
gibt. Die Patternhäufigkeiten entsprechen
den Scorehäufigkeiten.

Ordnet man den Personen ihren Personen-
score als ‘Meßwert’ zu, so ist dieser

Meßwert lediglich ordinal skaliert. D.h.
man kann für eine Person, die 4 Items
gelöst hat, nur sagen, daß sie ‘besser’ ist
als eine Person, die 3 Items gelöst hat,
aber nicht um wieviel.

Um das Ausmaß dessen quantifizieren zu
können, um wieviel diese Person besser
ist, müßte man die Schwierigkeit des
vierten, zusätzlich gelösten Items im Ver-
gleich zum dritten Item kennen. Bezogen
auf Abbildung 26, müßte man den Ab-
stand der Sprungstellen des Items 3 und
des Items 4 kennen. Die Schwierigkeit der
Items ist im Modell der Guttman-Skala
durch die Lage der Sprungstelle relativ zur
X-Achse definiert.

Das bedeutet, daß man die Schwierigkei-
ten der Items kennen müßte, um die Fä-
higkeiten der Personen auf einem höheren
Skalenniveau als dem der Ordinalskala be-
rechnen zu können. Im Modell der Gutt-
man-Skala ist die Schwierigkeit eines
Items oder seine Lokation jedoch ebenfalls
nur auf einer Ordinalskala bestimmbar.
Die genaue Angabe des Abszissenwertes
der Sprungstelle ist nicht möglich, da dies
voraussetzen würde, daß man die Fähig-
keit der Personen kennt, die dieses Item
gelöst haben.

Für das oben aufgeführte Beispiel könnten
die 6 ICC’s also auch andere Abstände
haben, z.B. äquidistant sein:

p(X=1)
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Daran wird deutlich, daß ein Testmodell
stets eine zweifache Skalierungsaufgabe
zu erfüllen hat, nämlich die gleichzeitige
Skalierung von Personen und Items.

Würde man die Meßwerte der einen Sorte
von Skalierungsobjekten kennen, so ließen
sich die Meßwerte der anderen Sorte er-
mitteln. In der Regel kennt man jedoch
beides nicht, was die besondere Schwie-
rigkeit von Testmodellen im Vergleich zu
anderen Meßmodellen ausmacht.

Eine Möglichkeit, dennoch zu Meßwerten
zu gelangen, besteht darin, eine Vertei-
lungsannahme bezüglich der Meßwerte
aller getesteten Personen zu treffen. Da die
Ermittlung von Meßwerten unter be-
stimmten Verteilungsannahmen eine wich-
tige Rolle in der Testtheorie spielt, soll
das Prinzip verteilungsabhängiger Meß-
werte anhand der Guttman-Skala näher
dargestellt werden.

Nimmt man z.B. an, daß sich die
Fähigkeiten aller Personen in einem be-
stimmten Intervall gleichverteilen, so
ließen sich die Abstände der Sprungstellen
der ICC’s anhand der Scorehäufigkeiten
ermitteln. Lautet etwa die Scoreverteilung
für einen Test mit 6 Items in einer Stich-
probe folgendermaßen

so führt die Gleichverteilungsannahme zu
folgenden Abständen der ICC’s und zu
folgenden Itemschwierigkeiten.

Den Items könnten die Werte 6, 9, 11, 15,
16 und 19 als Schwierigkeitsparameter zu-
geordnet werden, aber auch jede lineare
Transformation dieser Werte, z.B. 0.0,
0.3, 0.5, 0.9, 1.0 und 1.3. Die Idee dabei

ist, daß der Abstand der Items, also die
Differenz ihrer Schwierigkeiten stets pro-
portional zur Anzahl der Personen in der
dazwischen liegenden Scoregrupppe ist.
Damit sind die Itemschwierigkeiten inter-
vallskaliert.

Abbildung 28: Die Lokationen der Itemfunktionen
aufgrund einer Verteilungsannahme

Die Meßwerte der Personen lassen sich in
diesem Fall durch die Intervallmitte defi-
nieren, also z.B. 7.5, 10, 13 usw.. Sie
liegen ebenfalls auf einer Intervallskala,
jedoch lassen sich für Personen, die kein
Item oder alle Items gelöst haben, auf
diese Weise keine Meßwerte ermitteln.
Die entsprechenden Intervalle reichen von
minus unendlich bis 6, bzw. von 19 bis
plus unendlich und haben keinen definier-
ten Mittelpunkt.

Unter einer Verteilungsannahme,
z.B. der Annahme einer Gleichver-
teilung, lassen sich die Itemschwie-
rigkeiten und Personenfähigkeiten
eines Guttman-skalierbaren Tests auf
Intervallskalenniveau bestimmen.

Dies demonstriert an einem einfachen
Beispiel, wie man mit Hilfe von Vertei-
lungsannahmen zu Meßwerten auf einem
höheren Skalenniveau gelangen kann (z.B.
Intervall- statt Ordinalniveau).

Durch die Einführung der Gleichvertei-
lungsannahme ändert sich zwar das Ska-
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lenniveau der Messung, die Meßgenauig-
keit bleibt jedoch unverändert. Alle Per-
sonen, deren Fähigkeitsausprägungen zwi-
schen zwei benachbarten ICC’s liegen,
erhalten denselben Meßwert, und es ist
nicht bestimmbar, ob sie weiter links oder
weiter rechts in diesem Intervall liegen.

Die Meßgenauigkeit läßt sich bei der
Guttman-Skala nur dadurch erhöhen, daß
weitere Items in den Test aufgenommen
werden, deren ICC’s zwischen denen der
bereits existierenden Items liegen.

Probleme der Parameterschätzung erge-
ben sich bei diesem Modell nicht - sofern
man keine Verteilungsannahme trifft. Als
Personenmeßwert kann einfach der
Personenscore genommen werden, wobei
dieser - wie erwähnt - Ordinalskalenquali-
tät besitzt.

Die Frage der Modellgeltung für einen
bestimmten Datensatz läßt sich ebenso
leicht beantworten. Gilt nämlich das Mo-
dell für eine gegebene Datenmatrix, so
ergibt sich eine ‘Dreiecksmatrix’, wenn
man alle Personen und alle Items in auf-
steigender Reihenfolge ihrer Scores sor-
tiert.

Die Dreiecksmatrix der
Guttman-Skala

erlaubte Pattern unerlaubte Pattern

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 1 0 1
0 0 1 1 1 0 0 1 1 0
0 1 1 1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1

1  1  1  1  0

Die Prüfung der Modellgeltung ist auch
bei großen Datensätzen problemlos durch-
führbar, da man lediglich die Items so um-
sortieren muß, daß ihre Scores ansteigen.
Für die derart umsortierte Datenmatrix
muß dann gelten, daß keine 0 rechts von
einer 1 steht.

Alle Antwortpattern, bei denen diese
Bedingung erfüllt ist, heißen Guttman-
Pattern. Ein einziges Antwortmuster, das
diese Bedingung nicht erfüllt, falsifiziert
bereits das Modell der Guttman-Skala. Die
Prüfung der Modellgeltung bezieht sich
also auf die Häufigkeiten der Antwortmu-
ster, wobei die unter dem Modell erwarte-
ten Häufigkeiten für alle ‘Guttman-Pat-
tern’ beliebig sind, während sie für alle
anderen Pattern Null betragen müssen.

Daß bereits eine Person das Modell der
Guttman Skala für einen ganzen Test fal-
sifizieren kann, liegt an dem deterministi-
schen Charakter dieses Testmodells. Ein
deterministisches Testmodell unterscheidet
nur Antwortwahrscheinlichkeiten von 1
und 0 und ist dementsprechend durch eine
einzige unzulässige Itemantwort bereits
falsifiziert.

Um das Modell dennoch nicht gleich ver-
werfen zu müssen, gibt es einen Index, der
beschreiben soll ‘wie gut’ das Modell paßt.
Dieses sogenannte Reproduzierbarkeits-
maß basiert auf der Anzahl unzulässiger
Einsen und Nullen in der geordneten
Datenmatrix und ist wie folgt definiert:

Itemantworten bezeichnet, k die Anzahl
der Items und N die Anzahl der Personen.
Dieses Maß beschreibt den relativen
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Anteil modellkonformer Itemantworten in
der Datenmatrix. Ein Antwortpattern kann
dabei durchaus mehr als eine unzulässige
Itemantwort enthalten, z.B. das Patten 5 =
(0 1 1 0 0 1). Im Zweifelsfalle zählt jedoch
die kleinste Anzahl von Itemantworten mit
deren Änderung sich ein Guttman-Pattern
ergibt. So weist das Pattern x = (010011)
nur eine unzulässige Antwort auf, nämlich
die ‘1’ an zweiter Stelle, und nicht zwei
(die beiden Nullen hinter der ‘1’).

Datenbeispiel

Das kleine Datenbeispiel aus Abbildung
15 enthält 5 unzulässige Antwortmuster,
in denen insgesamt 6 unzulässige Itemant-
worten enthalten sind: das Pattern der 10-
ten Person ist nur durch zwei Korrekturen
in ein Guttman-Pattern zu verwandeln.

Das Reproduzierbarkeitsmaß beträgt dem-
nach

Das Reproduzierbarkeitsmaß gibt also das
Ausmaß an Abweichungen vom determi-
nistischen Modell der Guttman-Skala an.
Eine Prüfung, ob diese Abweichung ‘sta-
tistisch’ signifikant ist, ist nicht möglich,
da unter der Annahme der Modellgeltung
keine einzige Modellabweichung zulässig
ist.

Was ist eine statistisch signifikante
Modellabweichung?

Die Abweichung einer Datenmatrix von
dem, was unter der Annahme eines
bestimmten Testmodells zulässig ist, kann
mehr oder weniger groß sein. Um ein
Entscheidungskriterium zu haben, wann
die Abweichung so groß ist, daß man die
Annahme der Modellgeltung besser fallen
lassen sollte, berechnet man für den

Datensatz eine Prüfgröße (sog. Prüfsta-
tistik). Im Fall der Guttman-Skala könnte
z.B. das Reproduzierbarkeitsmaß eine sol-
che Prüfgröße darstellen.

Um zu beurteilen, ob der Wert der Prüf-
größe noch im Bereich des ‘vertretbaren’
liegt, benötigt man eine Angabe, mit
welcher Wahrscheinlichkeit welche Werte
der Prüfgröße auftreten, sofern das Modell
gilt. Tritt der berechnete Wert mit einer
Wahrscheinlichkeit von unter 5% auf, so
ist die Modellabweichung statistisch signi-
fikant (= bedeutsam).

Ein anderer Weg, mit dem Problem des
Determinismus umzugehen, besteht darin,
die Größe der Teilstichprobe (von Perso-
nen) zu bestimmen, für die das Modell der
Guttman-Skala gilt. Diese Teilstichprobe
bezeichnet man als die Klasse der ‘Ska-
lierbaren’, während der Rest der Stich-
probe als Klasse der ‘Unskalierbaren’ be-
zeichnet wird. Die relative Größe der
Klasse der Skalierbaren ist auch ein
Indikator dafür, wie gut das Modell der
Guttman-Skala auf einen Test paßt.

In dem kleinen Datenbeispiel umfaßt die
Klasse der Skalierbaren 7 von 12 Perso-
nen, also 58%.

Eine solche Erweiterung des Modells der
Guttman-Skala um eine Klasse von Un-
skalierbaren sprengt den Rahmen von Mo-
dellen mit quantitativer Personenvariable,
da neben der quantitativen Variable, die
nur in einer Teilstichprobe gemessen wer-
den kann, noch die qualitative Personen-
variable ‘skalierbar versus nicht-skalierbar’
gemessen wird. Diese Erweiterung der
Guttman-Skala stellt bereits ein klassifi-
zierendes Testmodell dar (S.U. Kap. 3.1.2
und Kap. 3.1.3).
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Literatur

Das Modell der Guttman-Skala wurde
erstmals von Guttman (1950) beschrieben.
Es wird in den meisten Lehrbüchern zur
Skalierung behandelt (z.B. Borg & Stau-
fenbiel 1989, Coombs et al. 1975 und
Orth 1983) da es ein gutes Beispiel zur
Konstruktion einer Ordinalskala darstellt.

Viele Statistik-Programme, z.B. SPSS,
bieten die Möglichkeit, die für eine An-
wendung der Guttman-Skala notwendigen
Berechnungen durchzuführen.

Die Erweiterung der Guttman-Skala um
eine Klasse von Unskalierbaren geht auf
Goodman (1975) zurück. Zysno (1993)
behandelt die Erweiterung der Guttman-
Skala für polytome Daten.

Übungsaufgaben

1. Wieviele ‘unerlaubte’ Pattern gibt es in
dem KFI-Datenbeispiel?

2. Wieviel Prozent der Stichprobe
(N=300) umfaßt die Klasse der ‘Unska-
lierbaren’?

3. Wie hoch ist das Reproduzierbarkeits-
maß für diesen Datensatz?

3.1.1.1.2 Antwortfehlermodelle: Irr-
tum und Raten

Eine sehr viel elegantere Möglichkeit, die
Guttman-Skala auf realistische Datensätze
anwendbar zu machen, besteht darin, die
stufenförmigen ICC’s probabilistisch wer-
den zu lassen. Die Annahme, daß die
Lösungswahrscheinlichkeiten nur die Wer-
te 0 und 1 annehmen können, ist insofern
sehr extrem, als die Möglichkeit ausge-
schlossen wird, die richtige Itemantwort

zu erraten oder ein Item irrtümlich nicht
zu lösen.

Definiert man als Ratewahrscheinlichkeit
eine gleichbleibende Wahrscheinlichkeit
das Item zu lösen, auch wenn man sich
‘links’ von der Sprungstelle der ICC be-
findet und als Irrtumswahrscheinlichkeit
die Wahrscheinlichkeit, das Item nicht zu
lösen, auch wenn man sich ‘rechts’ von der
Sprungstelle befindet, so ergeben sich
Itemfunktionen der folgenden Form

Abbildung 29: Eine Itemfunktion mit einer Rate-
und Irrtumswahrscheinlichkeit von jeweils 20%.

Modelle, die einen solchen Verlauf der
ICC annehmen, heißen response error
Modelle, da sie aus der Guttman-Skala
durch Einführung von Antwortfehlern,
also Raten und Irrtum hervorgehen.
Lazarsfeld und Henry (1968) bezeichnen
diese Modelle auch als latent distance
Modelle. Der Name spielt auf die Distanz
zwischen den Sprungstellen der Itemfunk-
tionen an.

Response error Modelle können unter-
schiedlich restriktiv, d.h. einschränkend
sein, je nachdem welche Annahmen man
bezüglich der Konstanz von Irrtums- und
Ratewahrscheinlichkeit über die Items
eines Test trifft.

Im restriktivsten Fall nimmt man an,
daß Rate- und Irrtumswahrscheinlichkeit
gleich hoch sind und zudem für alle Items
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konstant. Damit enthält das Modell nur
einen zusätzlichen Parameter, nämlich
eben jenen unbekannten Wert der Rate-
und Irrtumswahrscheinlichkeit bei allen
Items.

Das am wenigsten restriktive Modell läßt
für jedes Item andere Ratewahrscheinlich-
keiten und davon unterschiedliche Irrtums-
wahrscheinlichkeiten zu. Die Itemcharak-
teristiken sehen dann wie folgt aus:

Die Eigenschaften dieser Modelle sind
teilweise dieselben wie die der Guttman-
Skala: Es können nur soviele Meßwerte
für die Personen unterschieden werden wie
es Items gibt (plus eins). Personen, die
zwischen den Sprungstellen zweier be-
nachbarter Items liegen, können nicht hin-
sichtlich ihrer Eigenschaftsausprägung un-
terschieden werden. Die Personenmeß-
werte liegen also ebenfalls auf einer
Ordinalskala.

Wie bei der Guttman-Skala werden ledig-
lich Klassen von Personen unterschieden,
nämlich jene Klassen, deren Fähigkeits-
ausprägungen genau zwischen zwei be-
nachbarten Sprungstellen liegen.

Als Itemtrennschärfe läßt sich bei diesen
Modellen die Differenz zwischen Rate-
wahrscheinlichkeit und Lösungswahr-
scheinlichkeit eines Items definieren, also
die ‘Höhe’ der Sprungstelle. Im Vergleich
zu Guttman-Items haben die Items von
response error Modellen eine geringere
Trennschärfe: Je höher Rate- und Irrtums-
wahrscheinlichkeit sind, desto schlechter
diskriminiert ein Item zwischen verschie-
denen Ausprägungsgraden der latenten
Variable.

Die Items sind durch 3 Parameter ge-
kennzeichnet:

1. Durch ihre Itemschwierigkeit oder Lo-
kation, ‘3i (Sigma), die wiederum nur
auf Ordinalskalenniveau bestimmbar
ist. Das bedeutet, es ist lediglich die
Reihenfolge der Itemschwierigkeiten
zu ermitteln.

2. Die Ratewahrscheinlichkeit eines
Items, yi (gamma), die einen Wahr-
scheinlichkeitsparameter (im Intervall
von 0 bis 1) darstellt, aber möglichst
gering sein sollte (in jedem Fall unter
0.5).

3. Die Irrtumswahrscheinlichkeit, ßi
(beta), die ebenfalls möglichst gering
sein sollte. Eins minus Irrtumswahr-
scheinlichkeit ergibt die Lösungswahr-
scheinlichkeit des Items für alle Per-
sonen, die rechts von der Sprungstelle
liegen.

Die Modellgleichung des allgemeinen
Antwortfehlermodells läßt sich dann in
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Form von zwei bedingten Antwortwahr-
scheinlichkeiten schreiben:

Fähigkeitsparameter 8, sind ebenso wie
die Itemschwierigkeiten oi nur ordinal-
skaliert.

Das Modell der Guttman-Skala ergibt sich
durch die Restriktion: yi = ßi = 0 für alle
Items i. Das bereits erwähnte restriktivste
Antwortfehlermodell ergibt sich durch die
Restriktion: yi = ßi = y, wobei y die für
alle Items konstante Rate- und Irrtums-
Wahrscheinlichkeit bezeichnet.

Diese Modelle werden in der Praxis der
Testentwicklung und Anwendung sehr
selten angewendet. Die einfachste Mög-
lichkeit der Parameterschätzung und Mo-
dellgeltungskontrolle besteht darin, re-
sponse error Modelle als restringierte
latent class Modelle zu formulieren. Diese
Möglichkeit wird in Kapitel 3.1.2.3 dar-
gestellt.

Zur Illustration sei jedoch hier schon das
Ergebnis einer Beispielrechnung mit den
KFT-Daten wiedergegeben.

Datenbeispiel

Für die 5 Items des KFT-Datensatzes
ergeben sich die folgenden Rate- und
Irrtumswahrscheinlichkeiten:

Zwischen den Sprungstellen liegen fol-
gende Prozentanteile der Personenstich-
probe (N=300).

vor 1 1-2 2-3 3-4 4-5 hinter 5

% 28 13 11 9 15 24

Daraus geht hervor, daß die Sprung-
stellen der Items 3 und 4 relativ dicht zu-
sammenliegen, wenn man annimmt, daß
sich die Personenfähigkeiten gleichmä-
ßig über das Fähigkeitsspektrum vertei-
len.

Literatur

Einen Überblick über Antwortfehlermo-
delle und ihre Systematik geben Clogg
and Sawyer (1981), Formann (1984),
Langeheine (1988) und Rost (1988a).
Formann (1994) geht auf Probleme der
Identifizierbarkeit von Antwortfehlermo-

Übungsaufgaben

1. Zeichnen Sie die Itemfunktionen der 5
KFT-Items.

2. Welches Item ist unter Annahme des
Antwortfehlermodells das trennschärf-
ste. welche das trennschwächste?
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3.1.1.2 Kontinuierlich ansteigen-
de Itemfunktionen

Der sprunghafte Anstieg der Lösungs-
wahrscheinlichkeit an einer bestimmten
Stelle des latenten Kontinuums stellt für
viele Anwendungen von Tests und Frage-
bögen eine zu strenge Annahme dar.
Warum sollten auf einem latenten Konti-
nuum einige Stellen derart ausgezeichnet
sein, daß gerade dort ein ‘qualitativer’
Sprung im Antwortverhalten stattfindet?
Daher nehmen die meisten Testmodelle
an, daß sich die Lösungswahrscheinlich-
keit nur langsam und kontinuierlich in
Abhängigkeit von der latenten Variable
ändert.

Die Anzahl möglicher Funktionsverläufe
ist natürlich unendlich groß, und es stellt
sich die Frage, wie man zu einer Auswahl
von Funktionstypen kommt, bei denen es
sich lohnt, sie unter testtheoretischen Ge-
sichtspunkten zu betrachten. Kriterien für
die Auswahl von Funktionsarten für die
Itemfunktionen können sein:

- Einfachheit im Sinne des Einfachheits-
kriteriums, das an jede Art von
Theorienbildung zu stellen ist,

- vorteilhafte statistische Eigenschaften,
die etwa die Schätzung der Parameter
dieser Funktion betreffen,

- psychologische Plausibilität für eine
Vielzahl von psychologischen Tests
und Fragebögen, damit nicht für jeden
Test ein neues Testmodell entwickelt
werden muß.

Geht man vom ersten Kriterium, dem der
Einfachheit aus, so ist sicherlich die li-
neare Beziehung zwischen Antwortwahr-
scheinlichkeit und latenter Variable dieje-

nige Funktion, die diesem Kriterium am
ehesten entspricht.

Eine lineare Beziehung anzunehmen, wirft
jedoch das Problem auf, daß der Werte-
bereich der latenten Variable beschränkt
werden muß, weil die Antwortwahrschein-
lichkeiten nur Werte zwischen 0 und 1
annehmen können: man kann keine lineare
Beziehung zwischen einer beschränkten
und einer unbeschränkten Variable defi-
nieren.

Das Testmodell, das auf der Annahme
einer Geraden als Itemfunktion basiert,
wird im ersten Unterkapitel (3.1.1.2.1)
behandelt. Dieses Modell erweist sich als
sehr restriktiv, da es konstante Schwie-
rigkeiten für alle Items voraussetzt.

Im zweiten Unterkapitel (3.1.1.2.2) wird
ein anderer Weg beschritten, die Annahme
einer Geraden als Itemfunktion aufrecht-
zuerhalten: die Antwortwahrscheinlichkei-
ten werden zunächst in Werte transfor-
miert, die nicht mehr auf das O-l-Intervall
beschränkt sind, sondern zwischen -00
(minus unendlich) und +M (plus unend-
lich) liegen. Für diese so transformierten
Wahrscheinlichkeiten wird dann eine
lineare Abhängigkeit von der latenten
Variable postuliert. Das daraus resul-
tierende Modell erfüllt die o.g. Kriterien
einer hohen psychologischen Plausibilität
des Funktionsverlaufs und vorteilhafter
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statistischer Eigenschaften sowie - auch
wenn es zunächst kompliziert aussehen
mag - das Kriterium der Einfachheit. Es
wird nach Georg Rasch als das Rasch-
Modell bezeichnet.

Das dritte und vierte Unterkapitel be-
handeln Verallgemeinerungen dieses Mo-
dells, und zwar einmal durch Einführung
weiterer Parameter der Itemfunktion (Kap.
3.1.1.2.3), und einmal durch Verzicht auf
jegliche Parametrisierung des Funktions-
verlaufs (Kap. 3.1.1.2.4).

3.1.1.2.1 Das Binomialmodell: Eine
Gerade als Itemfunktion

Den prominentesten Versuch, ein Test-
modell mit Geraden als Itemfunktionen zu
konstruieren, stellt die sog. klassische
Testtheorie dar. Dieses Modell ergibt sich,
wenn man die Grundgleichung und die
Annahmen der Meßfehlertheorie (vgl.
Kap. 2.1.2)

(1)

auf die einzelnen Itemantworten als Meß-
werte anwendet, d.h. von der Gleichung

(2)

ein Element aus der Menge der beiden
Zahlen 0 und 1).

Gleichung (2) läßt sich folgendermaßen in
eine Itemfunktion umwandeln: Nach den
Axiomen der Meßfehlertheorie (s. Kap.
2.1.2) hat die Fehlervariable den Erwar-
tungswert 0 und ist mit der Variable der
wahren Werte unkorreliert, so daß der Er-
wartungswert der Antwortvariable gleich
dem wahren Wert ist,

(3) Erw(Xvi) = tvi .

Der Erwartungswert einer O-l-Variable
entspricht der Wahrscheinlichkeit der Va-
lenz ‘1’, da laut Definition des Erwartungs-
wertes (s. Kap. 2.1.2) gilt:

Somit kann man Gleichung (3) auch
folgendermaßen schreiben:

(5)

Wendet man die Meßfehlertheorie auf
Itemantworten an, so ist eine Zusatz-
annahme erforderlich, die sich darauf
bezieht, wie die itemspezifischen wahren
Werte zusammenhängen. Es können drei
unterschiedliche Annahmen getroffen wer-
den:

Die erste Annahme besagt, daß die Items
dieselbe latente Variable erfassen, sich
aber in ihrer Schwierigkeit unterscheiden.
Der wahre Wert der Person v bei Item i
setzt sich nach dieser Annahme aus ihrer
Eigenschaftsausprägung 8, und der Item-
Schwierigkeit ‘3i zusammen:

(6)

Das resultierende Testmodell

(7)

ist das sog. Modell essentiell tau-äqui-
valenter Messungen und hat als Item-
funktionen Geraden, die denselben An-
stieg haben, also parallele Geraden.

Die zweite Annahme besagt, daß die Items
dieselbe latente Variable erfassen, sich
aber hinsichtlich Schwierigkeit und Trenn-
schärfe unterscheiden. Da Trennschärfe
als Anstieg der Itemfunktion definiert ist
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(s.o.), gibt es einen zweiten Itemparameter
ßi und die entsprechende Itemfunktion
lautet

(8)

Dieses Modell ist das Modell kongene-
rischer Messungen und hat als Item-
funktion Geraden unterschiedlichen An-
stiegs.

Beide Zusatzannahmen sind im Fall von
dichotomen Itemantworten höchst proble-
matisch. Nimmt man nämlich Geraden als
Itemfunktionen an, so stellt sich das Pro-
blem, welchen Wertebereich die latente
Variable 8 hat.

Haben die Items unterschiedliche Loka-
tionen, also Schwierigkeiten, wie im
Modell essentiell tau-äquivalenter Mes-
sungen (7), so ist stets für einige Items die
Lösungswahrscheinlichkeit in bestimmten
Wertebereichen der latenten Variable nicht
definiert (z.B. für Person v und w in Abb.

Abbildung 33: Items mit unterschiedlichen
Schwierigkeiten

Eine Begrenzung des Wertebereichs auf
ein ‘mittleres’ Intervall (s. Abb. 34), löst
dieses Problem nicht, sondern schafft so-
gar ein neues Problem, da die Lösungs-
wahrscheinlichkeiten von leichten Items
nicht mehr unter einen bestimmten Wert
absinken, die von schweren Items nicht

mehr einen bestimmten Wert überschrei-
ten können.

Ein ‘Ausweg’ könnte darin bestehen zwei
‘Knicke’ in der ICC vorsehen, um
außerhalb des Definitionsbereiches der
Geraden die 0- bzw. 1 -Wahrscheinlichkei-
ten als Werte der Itemfunktionen fest-
zulegen.

p(X=l)

Abbildung 35: ‘Abgeknickte’ Geraden als Item-
funktionen

Dies kann aber nicht die Idee einer
einfachen Funktion sein: warum sollte es
gerade an bestimmten Stellen des Konti-
nuums solche Knicke geben? Sie wären
psychologisch nicht interpretierbar.
Daraus folgt:

Das Konzept linearer Itemfunktionen
ist mit der Annahme unterschiedli-
cher Itemschwierigkeiten nicht ver-
einbar.

Auch die Annahme unterschiedlicher
Itemtrennschärfen, d.h. unterschiedlicher
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Steigungen der Geraden führt zu densel-
ben Problemen, daß nämlich für bestimm-
te Bereiche der latenten Variable die
Lösungswahrscheinlichkeiten nicht defi-
niert sind oder die Lösungswahrschein-
lichkeiten bestimmte Werte nicht über-
bzw. unterschreiten können.

Es läßt sich also allein mit graphischen
Argumenten ersehen, daß ein Testmodell
mit linearen Itemfunktionen Items mit
gleicher Schwierigkeit und gleicher Trenn-
schärfe voraussetzt.

Die einzig sinnvolle Annahme, die man
treffen kann, wenn man die Meßfeh-
lertheorie auf dichotome Itemantworten
anwenden will, ist daher die Annahme
tau-äquivalenter Messungen

(9)

die zu der einfachen Modellgleichung

(10)

führt. Dieses Modell hat eine Gerade als
Itemfunktion, und zwar dieselbe Gerade
für alle Items (s. Abb. 37).

Es setzt voraus, daß alle Items gleich
schwierig und gleich trennscharf sind. Ob-
wohl dieses Modell im Rahmen der klas-
sischen Testtheorie behandelt wird, stellt
es nicht das Modell dar, das typischer-
weise mit dem Begriff ‘klassische Test-

theorie’ assoziiert wird. In der gängigen
Praxis der Testanalyse nach der klas-
sischen Testtheorie werden vielmehr
Schwierigkeits- und Trennschärfe-Indices
für die Items berechnet, und es wird damit
das Modell kongenerischer Messungen (8)
zugrundegelegt.

p(X=l)

Abbildung 37: Die Itemfunktion des Modells tau-
äquivalenter Messungen bzw. des Binomial-
modells

Weitaus bekannter ist Modell (10) unter
dem Namen Binomialmodell. Warum das
Modell so heißt, ergibt sich aus der fol-
genden Darstellung.

Da das Modell konstante Itemschwierig-
keiten und konstante Itemtrennschärfen für
alle Items voraussetzt, gibt es auch keinen
Itemparameter in diesem Testmodell zu
schätzen. Die Lösungswahrscheinlichkei-
ten einer Person v sind für alle Items
konstant:

Wie schon die Gleichung (10) ausdrückt,
entspricht der Personenparameter eben
dieser Lösungswahrscheinlichkeit:

Nimmt man an, daß die Items unabhängig
voneinander bearbeitet werden, d.h. trifft
man die Annahme der stochastischen
Unabhängigkeit (vgl. Kap. 2.3.3),
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so kann der Test auch als eine Anein-
anderreihung von k binären Zufallsexpe-
rimenten mit gleichen Ausgangswahr-
scheinlichkeiten p(xvi) aufgefaßt werden.

Was ist ein binäres Zufallsexperiment?

Wirft man eine Münze, so stellt dies ein
binäres (= zweiwertiges) Zufallsexperi-
ment dar, da es nur die beiden Ausgänge
‘Kopf oder ‘Zahl’ gibt. In diesem Beispiel
sind die beiden Ausgänge gleichwahr-
scheinlich, was aber nicht notwendiger-
weise so sein muß. Kodiert man die bei-
den Ausgänge mit ‘0’ und ‘l’, so ist ein
binäres Zufallsexperiment durch die bei-
den Wahrscheinlichkeiten p(0) und p(1)
charakterisiert, die sich zu 1 ergänzen
müssen: p(0) + p(1) = 1.

Aus der Statistik ist bekannt, daß bei
solchen Experimenten die relative Anzahl
von ‘l-Ausgängen’, also Itemlösungen
einen Schätzwert für die Wahrschein-
lichkeit darstellt, in jedem einzelnen Expe-
riment den Ausgang 1 zu erhalten. Das
heißt, daß die Anzahl der von einer Person
gelösten Aufgaben, dividiert durch die
Aufgabenanzahl, direkt eine Schätzung
des Fähigkeitsparameters der Person
darstellt:

Schätzwerte für einen Parameter werden
mit einem A gekennzeichnet (sprich z.B.
6 : ‘Theta Dach’).

Weiterhin ist aus der Statistik bekannt,
daß die Wahrscheinlichkeit, in einer sol-
chen Serie von k binären Zufallsexperi-
menten genau r l-Ausgänge (also Itemlö-

sungen) zu erhalten, durch die Binomial-
Verteilung definiert ist.

Die Binomialverteilung

Die Wahrscheinlichkeit, daß eine Person
mit dem Parameter 8, die ersten r von k
Items löst, beträgt

Diese Wahrscheinlichkeit ist für alle Ant-
wortmuster mit r Einsen identisch. Um die
Wahrscheinlichkeit zu berechnen, irgend-
ein Antwortmuster mit Score r zu erhalten,
muß die rechte Seite von Gleichung (13)
noch mit der Anzahl möglicher Antwort-
muster mit Score r multipliziert werden.
Diese Anzahl gibt der Binomialkoeffizient

an:

Es ergibt sich daraus die folgende
Wahrscheinlichkeit des Scores r für
Person v:

Die Gleichung definiert die Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Scores einer Per-
son. Dieser Typ von Verteilung wird als
Binomialverteilung bezeichnet.

Mit Gleichung (15) lassen sich bei
gegebener Itemanzahl k und Personen-
fähigkeit 8 die Wahrscheinlichkeiten für
alle möglichen Testresultate r berechnen.
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Beispiel

Beträgt z.B. die Lösungswahrscheinlich-
keit einer Person 40% oder 8 = 0.4, so
ergibt sich bei k = 5 Items die folgende
Wahrscheinlichkeit, einen Score von
r = 2 zu erhalten:

Die Verteilung aller möglicher Testscores
sieht wie folgt aus:

Testscore r:
0 1 2 3 4 5

.0771 .2592 .3456 .2304 .0768 .0102

Wahrscheinlichkeit p(r)

Weil die Binomialverteilung in diesem
Testmodell für jede Person die Wahr-
scheinlichkeiten der möglichen Testresul-
tate beschreibt, heißt dieses Testmodell
auch Binomialmodell.

Als Modellgleichung bezeichnet man die
Funktion, die die Antwortwahrscheinlich-
keit einer Person auf ein Item in Abhän-
gigkeit von den Modellparametern spezi-
fiziert. Sie besteht aus den beiden einzel-
nen Antwortwahrscheinlichkeiten

und

die folgendermaßen zu einer Gleichung
zusammengefaßt werden können:

Die Exponenten xvi und l-xvi können nur
die beiden Werte 0 und 1 annehmen. Ihre
Funktion besteht darin zu steuern, welcher
der beiden Faktoren jeweils bestehen
bleibt und welcher ‘verschwindet’, denn:

Während als ‘Modellgleichung’ die Wahr-
scheinlichkeitsfunktion einer einzelnen
Itemantwort bezeichnet wird, versteht man
unter der ‘Likelihoodfunktion’ die Wahr-
scheinlichkeitsfunktion der gesamten Da-
tenmatrix:

Passend zur Kennzeichnung von Vektoren
durch einfach unterstrichene Buchstaben
werden Matrizen durch doppelt unter-
strichene Buchstaben gekennzeichnet.

Likelihood

likelihood’ ist im Englischen neben ‘prob-
ability’ ein zweiter Begriff für ‘Wahr-
scheinlichkeit’. Er meint stärker die ‘ver-
mutete’ oder ‘erwartete’ Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses und ließe sich - etwas
antiquiert - mit ‘Mutmaßlichkeit’ über-
setzen.

Definition: Die Likelihoodfunktion be-
schreibt die Wahrscheinlichkeit der Daten
in Abhängigkeit von den Modellparame-
tern unter der Annahme, daß das Modell
gilt.

Die Likelihoodfunktion kann man sowohl
für die Parameterschätzung gut gebrau-
chen (die besten Parameterschätzungen
sind dort, wo die Likelihoodfunktion ihr
Maximum hat, vgl. Kap. 4) als auch für
die Prüfung der Modellgeltung (je höher
der Wert der Likelihoodfunktion, desto
besser paßt das Modell auf die Daten, vgl
Kap. 5).
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Man erhält die Likelihoodfunktion, indem
man die Wahrscheinlichkeiten der einzel-
nen Itemantworten über alle Zeilen (Per-
sonen) und Spalten (Items) aufmultipli-
ziert.

(17)

Das Produktzeichen n

So wie das Summenzeichen X eine ver-
kürzte Schreibweise einer Addition vieler
Summanden erlaubt,

ermöglicht das Produktzeichen n
(großes griechisches Pi) eine verkürzte
Schreibweise der Multiplikation vieler
Faktoren:

Der Buschstabe i fungiert hier als Lauf-
index, der die Zahlen von 1 bis k durch-
läuft (sprich: ‘Produkt’ von i gleich 1 bis k

Da die Multiplikation von Wahrschein-
lichkeiten nur für unabhängige Ereignisse
die Wahrscheinlichkeit ihres gemeinsamen
Eintretens definiert, setzt Gleichung (17)
neben der stochastischen Unabhängigkeit
der Antworten innerhalb einer Person
(Multiplikation über die Items, vgl. Kap.
2.3.3) auch die Unabhängigkeit der Test-
bearbeitung zwischen den Personen voraus
(Multiplikation über die Zeilen).

Anmerkung

Würde man die Annahme der s to-
chastischen Unabhängigkeit nicht treffen,
müßte man weitere Parameter spezifizie-
ren, mit Hilfe derer man aus den
Einzelwahrscheinlichkeiten auf die Wahr-
scheinlichkeit kombinierter Ereignisse
schließen kann, also auf die Wahrschein-
lichkeit eines ganzen Antwortvektors. Da
dies relativ kompliziert ist, gibt es bislang
nur sehr wenige Ansätze für Testmodelle
ohne die Annahme stochastisch unab-
hängiger Itemantworten (vgl. z.B. Kap.
3.5.3.3).

Die Likelihoodfunktion für das Binomial-
modell lautet nach Einsetzen von (16) in
(17):

Das innere Produkt kann verkürzt werden
zu:

da jeder Personenparameter 0, genau so
oft aufmultipliziert wird, wie die Person v
Items gelöst hat (rv-mal).

Von den ursprünglichen Testdaten braucht
man für die Likelihoodfunktion lediglich
die Zeilenrandsummen der Datenmatrix,
also die Testscores rv. Die Wahrschein-
lichkeit der Daten hängt also nicht davon
ab, welche Items eine Person gelöst hat,
sondern nur wieviele.

Das wesentliche Resultat dieser Betrach-
tungen der Likelihoodfunktion besteht
darin, daß man für die Schätzung der
Modellparameter des Binomialmodells le-
diglich die Testscores rv der Personen
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benötigt. Da diese ‘Summenstatistik’ (rv ist
ja die Summe aller l-Antworten von
Person v) eine ‘erschöpfende’ Auskunft
über die getestete Person gibt (sofern das
Modell gilt), nennt man die rv auch die
erschöpfenden Statistiken für die
Personenparameter, oder die suffizienten
Statistiken (sufficient statistics).

Erschöpfende Statistiken

Der Begriff der erschöpfenden Statistiken
ist ein wichtiger Begriff, wenn es um die
Schätzung der Modellparameter geht (vgl.
Kap. 4), da Parameter mit erschöpfenden
Statistiken unproblematisch zu schätzen
sind. Der Begriff ist aber auch für das
Verständnis eines Testmodells wichtig,
denn die erschöpfenden Statistiken geben
an, welche Information aus den Testdaten
‘herangezogen’ wird. Es ist die Art von
Datenaggregation (s.o.), die bei Geltung
des betreffenden Testmodells legitim ist,
d.h. nicht mit einem Verlust diagnosti-
scher Information verbunden ist.

Während die Schätzung der Modellpara-
meter bei diesem Modell relativ simpel ist
(es wird die relative Lösungshäufigkeit
einer Person als ihr Meßwert berechnet),
so sind die Annahmen dieses linearen
Modells, nämlich konstante Itemschwie-
rigkeiten und Itemtrennschärfen, doch sehr
streng und unrealistisch.

Die Parameterwerte für die Personen
liegen auf einer Absolutskala, da es Wahr-
scheinlichkeitsparameter sind. Als ‘abso-
lut-skaliert’ bezeichnet man Meßwerte, für
die keinerlei Transformation zulässig ist.
es handelt sich um das höchste Skalen-
niveau. Das hohe Skalenniveau der Meß-
werte im Biomialmodell ist quasi der Ge-
genwert für die strengen Annahmen, die
das Modell voraussetzt.

Die Annahme konstanter Itemschwierig-
keiten impliziert in diesem Modell, daß
die Lösungshäufigkeiten der Items also die
Itemscores bis auf Zufallsschwankungen
gleich groß sind. Die Streuung der Item-
scores gibt einen ersten Hinweis, ob das
Binomialmodell auf einen Datensatz paßt.

Zusammenfassung

Aus der Annahme linearer ICC’s und der
Annahme stochastisch unabhängiger Item-
antworten folgt das Binomialmodell, in
dem die relative Anzahl gelöster Items
einen Schätzer für die Personenfähigkeit
darstellt. Es müssen konstante Schwie-
rigkeiten und Trennschärfen für alle Items
vorausgesetzt werden.

Literatur

Die verschiedenen Testmodelle der klas-
sischen Testtheorie werden von Lord &
Novick (1968), Steyer (1989) und Steyer
& Eid (1993) dargestellt. Das Binomial-
modell behandelt Klauer (1987)
ausführlich. V. d. Linden (1979) geht auf
die Frage unterschiedlicher Itemschwierig-
keiten im Binomialmodell ein.

Übungsaufgaben

1. Wie lauten die Personenparameter des
Binomialmodells für die KFT-Daten?

2. Wie groß ist im KFT-Beispiel die
Wahrscheinlichkeit, daß eine Person
mit der Fähigkeit 8 = 0.6 von diesen 5
Items a.) genau 2 löst, b.) genau 4 löst?

3. Berechnen Sie den Wert der Likeli-
hoodfunktion unter dem Binomialmo-
dell für die folgende Datenmatrix:

0 0 1
101
1 1 0
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3.1.1.2.2 Das Rasch-Modell: paralle-
le Itemfunktionen

Wenn die Annahme einer linearen Bezie-
hung zwischen Lösungswahrscheinlichkeit
und latenter Variable zu der restriktiven
Folgerung konstanter Itemschwierigkeiten
führt, so liegt dies daran, daß die Lineari-
tät zwischen einer auf das O-l-Intervall
beschränkten Variable und einer potentiell
unbeschränkten Variable angenommen
wird.

Eine Möglichkeit, dieses Problem zu um-
gehen, besteht darin, Linearität zwischen
Lösungswahrscheinlichkeit und latenter
Variable nur im Mittelbereich anzuneh-
men und die Itemfunktion im oberen
Bereich asymptotisch dem Grenzwert 1
und im unteren Bereich dem Grenzwert 0
anzunähern. Die ICC’s haben dann in etwa
folgenden Verlauf:

Abbildung 38: Eine Itemfunktion, die nur im Mit-
telbereich linear ist

Ein solcher ogivenförmiger Kurvenverlauf
ist psychologisch plausibel, denn er be-
schreibt die Annahme, daß die Lösungs-
wahrscheinlichkeit im Mittelbereich am
stärksten mit zunehmender Fähigkeit
steigt (den steilsten Anstieg hat). Ist ein
Item dagegen zu leicht oder zu schwer, so
verändert eine Fähigkeitszunahme nur
geringfügig die Lösungswahrscheinlich-
keit.

Es stellt sich die Frage, welcher mathema-
tische Funktionstyp genau diese Form der
ICC beschreibt. Man könnte hierzu ver-
schiedene Funktionstypen ‘ausprobieren’
und jeweils untersuchen, welche mathe-
matischen Eigenschaften das daraus re-
sultierende Modell aufweist. Vielleicht
könnten für einzelne Funktionstypen auch
sinnvolle psychologische Annahmen for-
muliert werden, aus denen genau dieser
Funktionstyp ableitbar ist. Auf diesem
Wege gelangt man z.B. zu der sog.
kumulativen Normalverteilung als einer
geeigneten Itemfunktion.

Der Kurvenverlauf dieser Funktion ist in
Abbildung 39 mit einer durchgezogenen
Linie dargestellt.

Abbildung 39: Die Kurvenverläufe der logisti-
schen Funktion (gestrichelte Linie; Modellglei-
chung siehe weiter unten) und der kumulativen
Normalverteilung mit den Parameterwerten ~i=O
und Oi=l.6  (durchgezogene Linie)

Die Modellgleichung der kumulativen
Normalverteilung als Testmodell lautet

Dieses Testmodell hat pro Item 2 Para-
meter, nämlich l+ und Ei. l+ ist der Mit-
telwert der Normalverteilung (s.a. Kap.
1.2.2), die hier integriert wird, und somit
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der Abszissenwert des Wendepunktes der
Integralfunktion. Da der Wendepunkt zu-
gleich die 50%-Lösungswahrscheinlich-
keit definiert, stellt fi den Schwierig-
keitsparameter des Items dar (s.o.).

‘3i parametrisiert die Standardabweichung
der Normalverteilung und repräsentiert
somit nicht nur die Breite der Glocken-
kurve, sondern auch den Anstieg ihres
Integrals. ‘Si kann daher als Trennschärfe-

parameter des Items interpretiert werden:
je kleiner die Streuung (J, desto größer die
Trennschärfe.

Abbildung 40: Zwei Normal-Ogiven ungleichen

Die direkte Interpretierbarkeit der Modell-
parameter als Schwierigkeit und Trenn-
schärfe ist ein erstes starkes Argument für
die Wahl dieses Funktionstyps. Hinzu
kommen pragmatische Argumente, wie
die Vertrautheit mit diesem Funktionstyp
in vielen Bereichen der Statistik.

Das stärkste Argument ist jedoch, daß
dieser Funktionstyp an frühere Tradi-
tionen der Skalierung anknüpft, SO z.B. an
die Skalierungstechniken von Thurstone.
Thurstone hat bei vielen Skalierungsme-
thoden angenommen, daß der Urteilsfehler
bei der Einschätzung eines Stimulus nor-
malverteilt ist. Läßt man in einem Expe-
riment zur Beurteilung eines Stimulus nur
zwei Reaktionen zu, nämlich ‘größer
gleich’ oder ‘kleiner als’ (ein konstanter

Vergleichsstimulus), so ist die Wahr-
scheinlichkeit für ein größer-gleich-Urteil
durch die Normal-Ogive (Modellgleichung
1) beschreibbar.

Nachteile dieses Funktionstyps sind, daß
er unvorteilhafte statistische Eigenschaften
aufweist (es gibt keine einfachen suffizien-
ten Statistiken, S.O.) und daß er nur unter
bestimmten Annahmen über den Antwort-
prozeß (wie sie z.B. Thurstone getroffen
hat) aus einfachen Axiomen ableitbar ist.

Man kann jedoch auf eine ganz andere
Weise zu einer Itemfunktion gelangen,
welche sich kaum von der Kurve der
kumulativen Normalverteilung unterschei-
det (s. die gestrichelte Linie in Abbildung
39). Dieser Weg besteht darin, die Ant-
wortwahrscheinlichkeiten zunächst so zu
transformieren, daß die Werte nicht mehr
auf das O-l-Intervall beschränkt sind, und
für die so transformierten Wahrschein-
lichkeiten eine einfache lineare Funktion
anzunehmen.

Diese Transformation erfolgt in zwei
Schritten.

Zunächst wird die Wahrscheinlichkeit, um
die es geht, das ist in diesem Fall also die
Lösungswahrscheinlichkeit

durch ihre Gegenwahrscheinlichkeit divi-
diert, was man als Odds-ratio oder auch
Wettquotienten bezeichnet

Wettquotient:

Dieser Bruch liegt zwischen 0 und +M
(das Zeichen 00 steht für ‘unendlich’) und
druckt wie ein Wettquotient die Chance
aus, daß die Person gegen das Item
‘gewinnt’, d.h. es löst.



122 3. Testmodelle

Der Wettquotient

Wenn man sagt, daß die Wetten ‘1 zu 7’
stehen oder ‘5 zu 2’, so meint man damit
einen Bruch, also einen Quotienten, der
das Verhältnis der Wahrscheinlichkeiten
zweier einander ausschließender Ereig-
nisse beschreibt, z.B. Pferd A gewinnt
versus es gewinnt nicht, oder Gegner A
versus Gegner B gewinnt den Boxkampf.
Daher werden Wettquotienten auch mit
dem Doppelpunkt als Divisionszeichen
geschrieben, also 1:7 oder 5:2, was sich
auch in einem Wert ausdrucken ließe,
nämlich 1:7 = 0.14 bzw. 5:2 = 2.5. Schätzt
man die Wahrscheinlichkeit für ein
Ereignis auf p = 0.8, so steht die Wette
0.8:0.2, also 4:1.

Man druckt den Wettquotienten immer in
ganzen Zahlen aus (4:l statt 0.8:0.2) und
verschleiert so, daß es sich letztlich um
einen Bruch von Wahrscheinlichkeiten
handelt, die sich zu 1 addieren. Diese
beiden Wahrscheinlichkeiten lassen sich
leicht aus dem Wettquotienten zurück-
rechnen, indem man beide Zahlen durch
die Summe beider Zahlen dividiert. So
beruht ein Wettquotient von 4:3 auf der
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
4:7 = 0.57 und ihrer Gegenwahr-
scheinlichkeit von 3:7 = 0.43.

Die Umwandlung der Antwortwahrschein-
lichkeit in den zugehörigen Wettquotien-
ten läßt sich graphisch wie folgt dar-
stellen: Das O-l-Intervall der Wahrschein-
lichkeiten wird in asymmetrischer Weise
in einer Richtung geöffnet, so daß aus der
Wahrscheinlichkeit 0.5 ein Wert von 1
wird, und aus einer Wahrscheinlichkeit,
die gegen 1 geht, wird ein Wettquotient,
der gegen +m geht.

Abbildung 41: Die Transformation von Wahr-
scheinlichkeiten in Wettquotienten

Dies ist eine sehr asymmetrisch verzer-
rende Projektion des O-l-Intervalls auf den
positiven Teil der Zahlengerade. Um diese
Asymmetrie wieder zu beseitigen, und die
gesamte Zahlengerade, also auch den
negativen Wertebereich, mit einzube-
ziehen, wird dieser Wettquotient logarith-
miert, was man dann als den Logit der
Wahrscheinlichkeit bezeichnet

(2)

Der natürliche Logarithmus

Der Logarithmus einer Zahl x ist derjenige
Exponent, mit dem man eine Grundzahl b
potenzieren muß, um die Zahl x zu er-
halten:

Üblicherweise werden zwei verschiedene
Grundzahlen benutzt, zum einen die
Grundzahl b = 10 beim dekadischen
Logarithmus, zum anderen die Euler’sche
Zahl b = e = 2.718 beim natürlichen
Logarithmus. Im folgenden wird aus-
schließlich der natürliche Logarithmus
verwendet. In Abweichung von der
Konvention, ihn mit 1n(x) zu bezeichnen
wird er hier mit log(x) abgekürzt.
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Aus den Rechenregeln des Potenzierens
ergeben sich die markanten Eigenschaften
der logarithmischen Transformation:

Für negative Zahlen ist der Logarithmus
nicht definiert, da auch ein negativer
Exponent stets eine positive Zahl ergibt:

Die Umkehrfunktion zur logarithmischen
Funktion ist die Exponentialfunktion ex,
die im folgenden exp(x) geschrieben wird.

Wendet man die Exponentialfunktion auf
den Logarithmus von x an, so erhält man
wieder x:

Die Logarithmierung des Wettquotienten
bewirkt, daß die Werte nicht mehr nur
zwischen 0 und +m sondern zwischen
-00 und +c= variieren können.

Die logarithmische Transformation be-
wirkt eine Projektion der positiven Zah-
lengerade auf den Gesamtbereich der reell-
wertigen Zahlen:

Im Vergleich zum ursprünglichen Wahr-
scheinlichkeitsintervall ist die Logit-trans-
formation eine symmetrische Projektion
auf die Zahlengerade, wobei dem Wahr-
scheinlichkeitswert 0.5 der Nullpunkt der
Zahlengerade zugeordnet wird. Den Wahr-
scheinlichkeiten .25 und .75 werden die
Werte -1.1 und +1.1 zugeordnet, den
Wahrscheinlichkeiten 0.1 und 0.9 die
Werte -2.2 und +2.2 und so weiter.

Abbildung 43: Die Logit-Transformation

Im mittleren Bereich ist die Spreizung des
Intervalls fast linear, während sie zum
Rand hin immer extremer wird (s. Abb.
44).

Abbildung 44: Der Graph der Logit-Funktion

Für die logit-transformierten Lösungs-
wahrscheinlichkeiten kann man jetzt eine
lineare Abhängigkeit von der Personen-
variable annehmen, was bei den nicht-
transformierten Antwortwahrscheinlich-
keiten auf schwere Probleme stieß (s. Kap.
3.1.1.2.1):

Abbildung 42: Die Logarithmierung von Wettquo-
tienten



124 3. Testmodelle

Die Gleichung besagt, daß die Logits der
Lösungswahrscheinlichkeiten eine lineare
Funktion der Personenfähigkeit 8, und
der Itemschwierigkeit <Si sind. Beide Para-
meter sind mit einem Minuszeichen
verknüpft, damit der Itemparameter oi die
Schwierigkeit und nicht die Leichtigkeit
des Items ausdrückt: je größer ‘3i, desto
kleiner wird der Logit der Lösungswahr-
scheinlichkeit, desto schwieriger ist also
das Item. Ist der Itemparameter so groß
wie der Personenparameter, so ist der
Logit gleich Null und die Lösungswahr-
scheinlichkeit beträgt 50%.

Gleichung (3) wird nun nach p(Xvi = 1)

aufgelöst, um die Itemfunktion zu erhal-
ten, die aus diesem ‘linearen Logitmodell’
folgt.

Ableitung

Zur Vereinfachung der Schreibweise sei

p l = p(X v i = l) und p0 = p(Xvi = 0),

so daß Gleichung (3) lautet

Nimmt man von beiden Seiten der Glei-
chung die Umkehrfunktion des Logarith-
mus, d.h. die Exponentialfunktion (s.o.),
so erhält man

Auflösen nach pl :

Und Ersetzen von p0 durch (1 - pl) ergibt

oder ausmultipliziert

Auflösen nach pl ergibt

die Lösungswahrscheinlichkeit

und die Gegenwahrscheinlichkeit

Die Lösungswahrscheinlichkeit

und ihre Gegenwahrscheinlichkeit

lassen sich zu einer Modellgleichung zu-
sammenfassen, indem man den Wert der
Antwortvariable, xvi, als Faktor in den
Exponenten des Zählers schreibt:

Ist xvi = 1, so sieht der Zähler wie in
Gleichung (4) aus, ist xvi = 0, so wird der
Zähler 1. Das durch diese Gleichung de-
finierte Testmodell wurde 1960 von dem
Dänen Georg Rasch erstmals im Detail
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untersucht und dargestellt und wird
seitdem als Rasch-Modell bezeichnet.

Abbildung 45 zeigt die Itemfunktion des
Rasch-Modells für ein Item mit der
Schwierigkeit <3i = 0.

Abbildung 45: Die Itemfunktion des Rasch-
Modells

Der Itemparameter (Ji definiert den Abs-
zissenwert der 50%-Lösungswahrschein-
lichkeit und damit auch den Wendepunkt
der Kurve. Ist der Parameter positiv, d.h.
das Item schwieriger, so liegt die Kurve
weiter rechts. Ist Oi negativ, d.h. das Item
leichter, so liegt die Kurve weiter links.

Daß das Rasch-Modell nur einen Itempa-
rameter hat, nämlich den Schwierigkeits-
parameter, hat zur Folge, daß alle Item-
funktionen den gleichen Anstieg haben
und somit parallel bezüglich der X-Achse
verschoben sind.

Abbildung 46: Die Itemfunktionen von drei Items
mit den Parametern o1 = 0, o2 = 1 und 03 = 2

Die Parallelität der Itemfunktionen ist ein
bedeutsames Merkmal des Rasch-Modells.
Es bedeutet, daß alle Items eines Tests
dieselbe Trennschärfe haben, wenn das
Rasch-Modell für diesen Test gilt.

Anhand der KFT-Daten soll die Interpre-
tation der Parameter illustriert werden.

Datenbeispiel

Es ergeben sich folgende Parameter-
schätzwerte:

Personenparameter 8, für jeden Score r:

und Itemparameter:

Eine Person mit der Fähigkeitsausprä-
gung 8 = -1.33 hat bei Item Nr. 4 mit
dem Parameter cr4 = 0.70 eine Lösungs-
wahrscheinlichkeit von:

Anhand dieses Datenbeispiels lassen sich
verschiedene Charakteristika der Modell-
parameter verdeutlichen. Zunächst ist fest-
zustellen, daß nicht für jede Person ein
eigener Personenparameter berechnet zu
werden braucht, sondern daß alle Perso-
nen mit demselben Summenscore auch
denselben Personenparameter erhalten.
Das ist eine Eigenschaft, die aus dem Mo-
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dell folgt und auf die weiter unten noch
eingegangen wird.

Für Personen, die kein Item gelöst haben
(r = 0) oder die alle Items gelöst haben
(r = 5), kann der Personenparameter nur
mit Hilfe von Zusatzannahmen geschätzt
werden, da für diese Personen der Test
entweder zu leicht oder zu schwer war.
Während man früher deswegen für diese
beiden Personengruppen keinen Parameter
geschätzt hat, sind heute zufriedenstellen-
de Schätzverfahren verfügbar (s. Kap.
4.2.1).

An den Itemparametern kann man nach-
rechnen, daß die Summe aller Itempa-
rameter 0 ergibt. Man nennt dies eine
Summennormierung Eine solche Normie-
rung ist notwendig, da sich die Item-
Schwierigkeiten nicht auf einer Absolut-
Skala bestimmen lassen. Das wird anhand
der Modellgleichung deutlich:

Addiert man z.B. zu allen Itemparametern
eine bestimmte Konstante hinzu, so ändert
das nichts an den vorhergesagten Lö-
sungswahrscheinlichkeiten, wenn man
gleichzeitig dieselbe Konstante zu allen
Personenparametern addiert. Das bedeutet,
die Menge der Personenparameter und die
Menge der Itemparameter sind gemeinsam
verschiebbar und müssen an irgendeinem
Punkt fixiert werden. Es hat sich
eingebürgert, die Itemparameter so zu
fixieren, daß die Summe aller Itempara-
meter 0 ergibt (sog. Summennormierung):

Damit liegen auch die Personenparameter
fest.

Aus diesen Überlegungen ergibt sich auch
die Antwort auf die Frage nach dem Ska-
lenniveau der Modellparameter im Rasch-
Modell. Sowohl Personen- als auch Item-
Parameter liegen auf einer Differenzen-
skala, d.h. sie sind fixiert bis auf eine ad-
ditive Transformation, welche eben durch
die Summennormierung per Konvention
festgelegt ist.

Differenzenskala

Das Skalenniveau der Differenzenskala
liegt oberhalb des Intervallskalenniveaus
und entspricht dem Niveau der Verhältnis-
skala. Während bei einer Differenzerzskala
der Nullpunkt frei wählbar ist, aber die
Einheit festliegt (daher sind nur Additio-
nen erlaubt), liegt bei einer Verhältnisska-
la der Nullpunkt fest, jedoch die Einheit
nicht (daher sind Multiplikationen erlaubt,
jedoch keine Additionen). Man kann auch
sagen, die Rasch-Parameter haben das
Skalenniveau einer logarithmierten Ver-
hältnisskala.

Das bedeutet praktisch, daß ein einzelner
Personenparameter als Testergebnis nur
etwas aussagt, wenn die Itemparameter so
normiert wurden, daß man die Personen-
parameter kriteriumsorientiert interpretie-
ren kann (vgl. Kap. 6.5). Dagegen macht
die Differenz zweier Personenparameter
eine Aussage über den Fähigkeitsun-
terschied zweier Personen, die unabhängig
davon ist,

- wie die Itemparameter normiert wur-
den,

- ob der Test eher leichte oder eher
schwere Items enthält

- welche Eigenschafts- oder Fähigkeits-
ausprägungen die anderen getesteten
Personen haben.
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Man hat diese Invarianzeigenschaft der
Parameterwerte des Rasch-Modells auch
als Stichprobenunabhängigkeit bezeichnet.
Dieser Begriff ist deswegen irreführend,
weil die Modellparameter des Rasch-Mo-
dells nur dann stichprobenunabhängig
sind, wenn das Rasch-Modell in der unter-
suchten Population gilt. Will man dagegen
für einen Test erst untersuchen, ob das
Rasch-Modell gilt, so ist es keineswegs
beliebig, welche Personen- und Item-
stichprobe man untersucht. Hat man z.B.
die Geltung des Modells für einen Test
anhand einer Stichprobe von Gymna-
siasten nachgewiesen, so ist nicht auto-
matisch garantiert, daß das Modell auch
bei Hauptschülern auf den Test paßt.
Zudem ist selbst bei Modellgeltung die
Genauigkeit der Parameterschätzungen
von der Verteilung der Item- und Perso-
nenparameter in der Stichprobe abhängig.

Die Unabhängigkeit der Differenz zweier
Personenparameter von der Verteilung der
Itemparameter im Test ist Ausdruck der
spezifischen Objektivität der Testergeb-
nisse (s. Kap. 2.1.3). Würde man den
Summenscore r einer Person als Meßwert
ihrer Fähigkeit nehmen, so ist nicht nur
die Höhe des Scores selbst, sondern in der
Regel auch die Differenz zweier Scores
von der Auswahl der Items im Test ab-
hängig. Die Eigenschaft spezifisch objek-
tiver Testergebnisse wäre nicht gegeben.

Gilt das Rasch-Modell für einen Test und
eine Personenpopulation, so sind die Test-
ergebnisse insofern spezifisch objektiv, als
die Differenz zweier Personenparameter
die oben genannten Invarianzeigenschaf-
ten aufweisen.

An dem Datenbeispiel ist weiterhin abzu-
lesen, daß der Summenscore und die zuge-
hörige Personenparameterschätzung fast

linear, aber auf jeden Fall streng monoton
zusammenhängen. In der Regel beträgt die
Korrelation r = 0.90 bis r = 0.95. Die fol-
gende Abbildung zeigt ein typisches Dia-
gramm der Beziehung zwischen Personen-
parameterschätzungen und Summenscores.

Abbildung 47: Der Zusammenhang von Testscore
und Personenparameter

Lediglich an den beiden Skalenenden ist
die Skala der latenten Dimension gegenü-
ber der Skala der Summenscores gespreizt.
Dieser enge Zusammenhang zwischen
Summenscore und Personenparameter
besagt auch, daß die Personenparameter -
abgesehen von den Skalenenden - keine
wesentlich genauere Messung der Per-
sonenfähigkeit bieten als die Summen-
scores. Oft wird dies als Argument
angeführt, doch gleich die Summenscores
als Meßwert für die Personen zu nehmen
und sich die etwas aufwendigere Skalen-
analyse nach dem Rasch-Modell zu erspa-
ren.

Summenscores oder Personenpara-
meter?

In der Tat spricht nichts dagegen, die
Summenscores als Meßwerte zu verwen-
den, wenn man festgestellt hat, daß der
Test Rasch-skalierbar ist. Auf die Rasch-
Analyse zu verzichten, kann jedoch nicht
die Konsequenz sein, denn nur wenn das
Rasch-Modell gilt, ergibt sich die darge-
stellte Beziehung zwischen Summenscore
und latenter Variable. Die Geltung des
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Rasch-Modells für einen Test ist die Vor-
aussetzung dafür, daß der Summenscore
eine sinnvolle Aussage über die Fähig-
keitsausprägung einer Person macht. Inso-
fern ist das Ziel einer Analyse mit dem
Rasch-Modell nicht primär, die Sum-
menscores durch die Personenparameter
zu ersetzen, sondern die Überprüfung, ob
es überhaupt gerechtfertigt ist, mit Sum-
menscores zu arbeiten.

Nur wenn das Rasch-Modell gilt,
sagt der Summenscore alles über das
Antwortverhalten der getesteten Per-
sonen aus.

Diese Feststellung mag irritieren, wenn
man daran denkt, daß auch beim Bino-
mial-Modell die Anzahl der gelösten Auf-
gaben als Meßwert für die Fähigkeits-
ausprägung fungiert. Dies ist jedoch kein
Widerspruch, da das Binomialmodell ein
Spezialfall des Rasch-Modells ist.

Das Binomialmodell als Spezialfall des
Rasch-Modells

Das Binomialmodell geht dadurch aus
dem Rasch-Modell hervor, daß alle Item-
Parameter konstant sind. In diesem Spe-
zialfall enthält das Modell nur noch Per-
sonenparameter und keine Itemparameter,
da der eine verbleibende Itemparameter als
Konstante von allen Personenparametern
abgezogen werden kann:

Die Personenparameter liegen somit auf
einer Absolutskala und sind lediglich eine
Logit-Transformation der Antwortwahr-
scheinlichkeiten, die für alle Items kon-
stant sind:

Da die Antwortwahrscheinlichkeiten
im Binomialmodell den Per-

sonenparametern 0: entsprechen, lassen
sich die Personenparameter beider Mo-
delle durch eine Logit-Transformation
ineinander überführen:

Einen Beleg dafür, daß im Rasch-Modell
der Summenscore tatsächlich die gesamte
Information über eine Person ausschöpft,
erhält man, wenn man die Wahrschein-
lichkeit der gesamten Datenmatrix be-
trachtet. Ausgehend von der Modellglei-
chung, die die Wahrscheinlichkeit einer
einzelnen Itemantwort spezifiziert, ergibt
sich die Wahrscheinlichkeit der gesamten
Datenmatrix durch Aufmultiplizieren über
alle Zeilen und Spalten der Datenmatrix,
d.h. über alle Items und Personen:

Dieser Ausdruck gibt die Wahrscheinlich-
keit der beobachteten Daten unter der
Annahme der Modellgeltung an. Man be-
zeichnet diese Funktion als Likelihood-

funktion (s.a. Kap. 3.1.1.2.1).

Setzt man die Modellgleichung (5) in
Gleichung (6) ein, so ergibt sich die
Likelihoodfunktion
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Die Daten sind in Form der xvi im
Exponenten des Zählers vertreten. Die
Gleichung läßt sich nun so umformen, daß
in ihr gar nicht mehr auftaucht, welche
Person welches Item gelöst hat, sondern
nur die Summenscores der Datenmatrix.

Ableitung

Die Produktzeichen lassen sich getrennt
für Zähler und Nenner schreiben:

wobei der Nenner unabhängig von den

nicht enthalten sind. Der Nenner ist daher
eine Konstante, die im folgenden mit dvi

bezeichnet wird.

Im Zähler dieses Ausdruckes läßt sich das
doppelte Produkt als doppelte Summe des
Exponenten schreiben, da das Produkt von
Potenzen bekanntlich gleich der Grund-
zahl hoch der Summe der Exponenten ist:

Das Produkt im Exponenten läßt sich
ausmultiplizieren, so daß Item- und Perso-
nenparameter getrennt aufsummiert wer-
den können:

Man sieht nun, daß jeder Personenparame-
ter so oft addiert wird, wie eine Person
Items gelöst hat, nämlich rv-mal. Entspre-
chend wird jeder Itemparameter so oft

aufsummiert, wie das Item von Personen
gelöst wurde, also ni-mal, d.h.

Das überraschende Result dabei ist, daß in
dieser Funktion lediglich die Randsum-
men der Datenmatrix, rv und ni, benötigt
werden, nicht aber das Innere der Matrix.

Somit hängt die Wahrscheinlichkeit der
Daten unter Annahme der Modellgeltung
nicht davon ab, welche Items von welcher
Person gelöst wurden, sondern nur davon,
wieviele Items eine Person gelöst hat bzw.
wie oft ein Item gelöst wurde.

Man nennt diese Häufigkeitsstatistiken,
also die Randsummen der Datenmatrix,
‘suffiziente Statistiken’ (erschöpfende
Statistiken), da sie die ganze, in den Origi-
naldaten enthaltene Information aus-
schöpfen, die für die Schätzung der Mo-
dellparameter benötigt wird (s. Kap.
3.1.1.2.1).

Aus diesen Betrachtungen der Likelihood-
funktion folgen zwei wesentliche Konse-
quenzen für die Testauswertung:

Erstens ist es im Falle der Geltung dieses
Modells sinnlos, sich die einzelnen Ant-
wortmuster der Personen anzuschauen: Es
können daraus keine weiteren Erkennt-
nisse gezogen werden als schon aufgrund
der Interpretation der Item- und Per-
sonenparameter verfügbar sind. Anders-
herum ausgedruckt, man kann die Prüfung
des Rasch-Modells für einen Datensatz
auch als Kriterium benutzen, ob es loh-
nenswert ist, eine Patternanalyse auf
individueller Basis vorzunehmen: eine sol-
che Patternanalyse ist nur sinnvoll, wenn
das Modell nicht gilt.
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Zweitens folgt daraus, daß auch in einem
Test mit unterschiedlich schwierigen
Items (die ja im Rasch-Modell vorgesehen
sind) die ungewichtete Summe der
Itemlösungen Alles über die Fähigkeit der
Person aussagt und man nicht mit der
Schwierigkeit der jeweils gelösten Items
bei der Summenbildung gewichten muß.
Dies steht in einem gewissen Widerspruch
zu dem intiutiven Vorverständnis, daß
man es höher gewichten müsse, wenn eine
Person ein schweres Item löst als wenn sie
ein leichtes löst. Sofern in einem Test die
Itemfunktionen des Rasch-Modells gelten,
ist eine solche Gewichtung nicht nur
überflüssig, sondern auch falsch:

Unterscheiden sich in einem Test die
Items hinsichtlich ihrer Schwierigkeit
und gilt ansonsten das Rasch-Modell,
so schöpft die ungewichtete Summe
aller Itemlösungen die gesamte Infor-
mation über das Antwortverhalten
einer Person in diesem Test aus.

Die Likelihoodfunktion (8) zeigt zwar sehr
anschaulich die erschöpfenden Statistiken
der Modellparameter im Rasch-Modell,
der damit verbundene Vorteil kommt aber
in dieser Likelihoodfunktion gar nicht
zum tragen. Sowohl bei der Schätzung der
Modellparameter als auch bei Modellgel-
tungskontrollen ist es nämlich von Nach-
teil, mit einer Likelihoodfunktion zu arbei-
ten, in der beide Parameterarten enthalten
sind, Personen- und Itemparameter. Insbe-
sondere die Personenparameter bereiten
Probleme, und zwar aus zwei Gründen:

Erstens sind es sehr viele und die pro
Parameter zur Verfügung stehende Infor-
mation ist nicht beliebig zu vermehren:
mit jeder neuen Testvorgabe kommt auch
ein neuer, zu schätzender Personenpa-
rameter hinzu. Man nennt solche Para-

meter inzidentelle Parameter in Abgren-
zung zu strukturellen Parametern, für
deren Schätzung die Information in den
Daten durch weitere Beobachtungen be-
liebig vermehrt werden kann. Im Rasch-
Modell sind die Itemparameter strukturelle
Parameter. Das Mißverhältnis der Anzahl
der inzidentellen zur Anzahl der struktu-
rellen Parameter ist sowohl bei der Para-
meterschätzung als auch bei Modellgel-
tungstests problematisch.

Zweitens haben die Personenparameter-
schätzungen besonders bei kurzen Tests
eine sehr viel geringere Genauigkeit als
die Schätzungen der Itemparameter (vgl.
Kap. 4.4). Im KFT-Datenbeispiel stehen
z.B. für 300 Personen nur 6 verschiedene
Schätzwerte der Personenparameter zur
Verfügung, obwohl jede Person theore-
tisch eine andere Fähigkeitsausprägung
haben kann. Eine geringe Schätzgenauig-
keit ist deswegen nachteilig, weil die
Likelihoodfunktion die Wahrscheinlich-
keit der Daten unter den Modellannahmen
darstellen soll, zu denen auch die Modell-
parameter gehören. Hat man aber nur sehr
ungenaue Schätzungen der Parameter, so
ist auch der Wert der Likelihoodfunktion
unzuverlässig.

Im Rasch-Modell besteht die Möglichkeit,
eine Likelihoodfunktion zu spezifizieren,
die nur eine Funktion der Itemparameter,
nicht aber der Personenparameter ist. Um
diese Funktion abzuleiten, wird Gleichung
(6) zunächst als Produkt der Patternwahr-
scheinlichkeiten geschrieben:

Diese Patternwahrscheinlichkeiten werden
dann auf die bedingten Patternwahr-
scheinlichkeiten unter der Bedingung des
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jeweiligen Summenscores rv zurückge-
führt. Dies ist möglich, wenn man die
bedingte Wahrscheinlichkeit wiederum
mit der Wahrscheinlichkeit des betreffen-
den Summenscores p(rv) multipliziert,
d.h.

Ableitung

Diese Aufspaltung ergibt sich direkt aus
der Definition bedingter Wahrschein-
lichkeiten, die gleich der Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses und seiner Bedin-
gung, dividiert durch die Wahrschein-
lichkeit der Bedingung ist.

Die Wahrscheinlichkeit von ‘5 und r’ ist
jedoch gleich der Wahrscheinlichkeit von
x, da es sich bei r um den Summenscore
des Patterns 5 handelt.

Die bedingte Patternwahrscheinlichkeit
p(x,Irv) ist gleich dem folgenden Quo-

tienten:

wobei die Summe im Nenner über alle
Pattern mit dem Score r gebildet wird. Es
handelt sich hierbei um den Anteil, den
eine bestimmte Patternwahrscheinlichkeit
an der Gesamtwahrscheinlichkeit aller Pat-
tern mit Score r hat. Das Besondere an
Gleichung (11) ist, daß sich auf der rech-
ten Seite der Gleichung der Personen-
parameter 8, herauskürzen läßt.

Die bedingte Patternwahrscheinlichkeit
als Funktion der Itemparameter

Gleichung (11) führt die bedingten Pat-
ternwahrscheinlichkeiten auf die unbe-
dingten zurück, welche als Produkt
der einzelnen Antwortwahrscheinlichkei-
ten geschrieben werden können:

Wie bei der Verkürzung der Likelihood-
funktion zu Gleichung (8), so kann auch
dieser Ausdruck verkürzt werden, indem
man das Produkt im Zähler als Summe der
Exponenten schreibt:

Der Nenner hängt nicht von den Daten ab
und stellt daher eine Konstante dar (d,).
m Exponenten des Zählers wird 8, genau
rv-mal aufsummiert, so daß dieser Aus-
druck vor die Summe gezogen (ausge-
klammert) werden kann:
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Eingesetzt in Gleichung (11) ergibt sich

da sich nicht nur die Nenner dv kürzen
lassen, sondern auch der Faktor
exp( rv Cl,), der bei allen Pattern konstant
ist. Somit bleibt tatsächlich eine Funktion
übrig, in der die Parameter 0, nicht mehr
enthalten sind.

Der Nenner von (13) ist ebenfalls nicht
von den Daten, also dem jeweiligen Pat-
tern 5, abhängig, sondern stellt eine

Funktion aller Itemparameter und des
Scores r dar. Diese Funktion bezeichnet
man als symmetrische Grundfunktion r-ter
Ordnung, yr (gamma). Die Struktur dieser
Funktion wird deutlicher, wenn man die
Summe der Exponenten als Produkt der
Potenzen schreibt:

Die symmetrischen Grundfunktionen

Um sich die Struktur dieser Funktion zu
verdeutlichen, führt man zunächst die fol-
gende Transformation der Itemparameter
durch:

(E = epsilon). Die symmetrischen Grund- 
funktionen dieser sog. delogarithmierten
Itemparameter (die Exponentialfunktion
ist die inverse Funktion des Logarithmus)
lauten

Es handelt sich um eine Summe von Pro-
dukten, wobei jeder Summand ein Produkt
aus r Faktoren ist. Für r = 1 ergibt sich
einfach die Summe aller Itemparameter:

Für r = 2 ergibt sich die Summe aller
möglichen Paare zweier Itemparameter:

usw. Die symmetrische Grundfunktion r-
ter Ordnung ist die Summe aller Produkte

Nachdem sich somit die bedingten Pat-
ternwahrscheinlichkeiten als Funktion der
Itemparameter schreiben lassen,

läßt sich auch durch Einsetzen von (15) in
(10) und (9) eine Likelihoodfunktion ab-
leiten, in der die Personenparameter gar
nicht mehr auftauchen

mL steht für marginale Likelihood, da in
dieser Funktion die Randsummen (= mar-
ginals) der Datenmatrix, also die Sum-
menscores rv, die Personenparameter 0,
‘verdrängt’ haben. Genau diese Summen-
scores, bzw. deren Wahrscheinlichkeiten
p(rv) stellen in Gleichung (16) aber neue,
unbekannte Größen dar. Diese Scorewahr-
scheinlichkeiten sind Modellparameter,
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die anhand der Daten geschätzt werden
müssen. Ihre Schätzung ist jedoch sehr un-
problematisch, da sie durch die relativen
Häufigkeiten geschätzt werden können:

(17)

Im Gegensatz zur Likelihoodfunktion (8),
die eine Funktion von k-l Itemparametern
und N Personenparametern ist, ist die
marginale Likelihood (16) eine Funktion
von k-l Itemparametern und lediglich k
Scoreparametern, da für die k+l un-
terschiedlichen Scorewahrscheinlichkeiten
die Normierungsbedingung

(18)

gilt und somit nur k unabhängige Para-
meter zu schätzen sind.

Die marginale Likelihoodfunktion (16)
enthält nur strukturelle Parameter und eig-
net sich sehr viel besser für die Schätzung
der Itemparameter und für Modellgel-
tungstests. Es ist eine der hervorstehenden
Eigenschaften des Rasch-Modells, daß
man die Itemparameter schätzen kann
ohne die Personenparameter zu kennen
oder gar Verteilungsannahmen bzgl. der
Personenfähigkeiten zu treffen.
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Übungsaufgaben

1. Jemand sagt Ihnen, die Wette stehe
10:1, daß Person v das Item i nicht
löst. Welche Lösungswahrscheinlich-
keit wird der Person v damit zuge-
schrieben?

2. Welche Wahrscheinlichkeit ist größer?
a) daß eine Person mit Score r=2 das
dritte Item löst oder
b) daß eine Person mit Score r=3 das
vierte Item löst?

3. Sie wollen den Test ohne das fünfte
Item verwenden und daher die ersten 4
Items neu summen-normieren. Wie
lauten die neu normierten Parameter
der ersten 4 Items?

4. Berechnen Sie die Itemparameter für
die ersten 4 Items mit dem Programm
WINMIRA. Vergleichen Sie die Er-
gebnisse mit dem Resultat aus Aufgabe
3.

5. Zeichnen Sie den (ungefähren) Verlauf
der 5 Itemfunktionen im KFT-Beispiel.

5. Schätzen Sie die Scorewahrscheinlich-
keiten p(r) im KFT-Datenbeispiel.

7. Wieviele Summanden hat die symme-
trische Grundfunktion dritter Ordnung
im KFT-Datenbeispiel?

8. Welches Antwortmuster hat im Daten-
beispiel die größte unbedingte Wahr-
scheinlichkeit für eine Person mit
8, = 0.0, welches Muster die größte
bedingte Wahrscheinlichkeit, unter der
Bedingung r = 3?
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3.1.1.2.3 Item Response Theorie
(IRT): Rate- und Trennschärfe-
Parameter

Sollen sich die Items nicht nur hinsichtlich
ihrer Schwierigkeit unterscheiden, sondern
auch hinsichtlich der Trennschärfe, d.h.
des Anstiegs der Itemfunktion, so muß ein
zweiter Parameter in die Modellgleichung
des Rasch-Modells eingeführt werden. Der
Anstieg der Itemfunktion kann im Fall
dichotomer Daten nur durch einen mul-
tiplikativen Parameter im Exponenten der
logistischen Funktion gesteuert werden, so
daß die Modellgleichung für das soge-
nannte zweiparametrige logistische Mo-
dell wie folgt aussieht:

Der Parameter Bi druckt den Anstieg der
Itemfunktion aus, wobei ein Wert größer
als 1 die Kurve steiler macht als im Fall
des Rasch-Modells und ein Wert zwischen
0 und 1 die Kurve flacher werden läßt. ßi
ist also ein Trennschärfparameter.

Die Interpretation des Itemschwierigkeits-
parameters und des Fähigkeitsparameters
ist dieselbe wie beim Rasch-Modell. Die-
ses Modell wird auch Birnbaum-Modell

genannt, da es bereits 1968 von Allan
Birnbaum diskutiert wurde.

Haben die Items unterschiedliche Item-
trennschärfen, so führt dies notwendiger-
weise dazu, daß sich die Itemfunktionen
überschneiden. Das hat die Konsequenz,
daß zwei Items für verschiedene Personen
eine unterschiedliche Reihenfolge ihrer
Lösungswahrscheinlichkeiten aufweisen
können:

Abbildung 49: Zwei Itemfunktionen mit unter-
schiedlicher Trennschärfe

In Abbildung 49 hat Person v eine höhere
Lösungswahrscheinlichkeit für Item 1 als
für Item 2, wohingegen Person w eine
höhere Lösungswahrscheinlichkeit für
Item 2 hat. Dies ist insofern bemerkens-
wert, als es schwer vorstellbar ist, daß ein
Item für eine Person relativ leichter ist als
ein anderes, während es für eine andere
Person relativ schwerer ist. Testet man
nur Personen im oberen Fähigkeitsspek-
trum, so würde man zu einer anderen
Rangordnung der Itemschwierigkeiten ge-
langen, als wenn man Personen im unteren
Fähigkeitsspektrum testet. Die Rangfolge
der Itemschwierigkeiten ist somit abhän-
gig  von der Auswahl der jeweiligen
Personenstichprobe, was zur Konzequenz
hat, daß das zweiparametrige logistische
Modell keine spezifisch objektiven Mes-
sungen ermöglicht.
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Tatsächlich wird das zweiparametrige
logistische Modell auch vornehmlich dort
angewendet, wo sichergestellt ist, daß eine
möglichst große Stichprobe mit dem ge-
samten Fähigkeitsspektrum getestet wor-
den ist.

Betrachtet man die Wahrscheinlichkeits-
funktion der gesamten Daten, also die
Likelihoodfunktion, so zeigt sich, daß die
erschöpfenden Statistiken für die Per-
sonenparameter nicht die Summenscores
sind, sondern gewichtete Summen der
Itemantworten. Die Likelihoodfunktion

läßt sich umwandeln zu (vgl. das voran-
gegangene Kapitel):

so daß sich die Wahrscheinlichkeit der be-
obachtenden Daten nicht mehr allein auf-
grund der Randsummen der Datenmatrix
bestimmen läßt, sondern das Innere der
Datenmatrix benötigt wird. Genau be-
trachtet wird für jede Person eine gewich-
tete Summe ihrer Itemlösungen benötigt,

wobei jede Itemantwort mit dem Trenn-
schärfeparameter dieses Items gewichtet
wird. Hat eine Person ein sehr trennschar-
fes Item gelöst, so zählt das ‘mehr’ für die
Bestimmung ihres Fähigkeitsparameters,
als wenn sie ein sehr trennschwaches Item
gelöst hat.

Dies ist insofern ein bedeutsames Resultat,
als es besagt, daß nicht mit der Schwie-
rigkeit eines Items, sondern mit seiner
Trennschärfe gewichtet werden muß,

wenn man die Information berücksichtigen
will, welche Items eine Person gelöst hat.

Das Birnbaum-Modell ist somit ein Test-
modell, bei dem das Muster der Itemant-
worten zur Schätzung der Fähigkeitsaus-
prägung herangezogen wird. Das geschieht
allerdings um den Preis, daß die Personen-
meßwerte nicht mehr unabhängig sind von
der Itemstichprobe.

Soll neben der Itemschwierigkeit und der
Trennschärfe auch noch die Ratewahr-
scheinlichkeit eines Items in das Modell
aufgenommen werden, so ergibt sich fol-
gende Modellgleichung:

In diesem sogenannten dreiparametrigen
logistischen Modell spezifiziert der yi-
Parameter die Ratewahrscheinlichkeit und
somit die untere Asymptote der Itemfunk-
tion, die von keiner noch so niedrigen
Fähigkeitsausprägung unterschritten wer-
den kann.

Dieser Rateparameter läßt sich entweder
empirisch bestimmen, d.h. als Modellpa-
rameter schätzen, oder er kann präexperi-
mentell vorgegeben werden, wenn er sich
aus der Art des Antwortformates ergibt.
Z.B. kann er auf yi = 0.25 fixiert werden,
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Z.B. kann er auf yi = 0.25 fixiert werden,
wenn es sich um ein vierkategorielles Ant-
wortformat mit genau einer richtigen Ant-
wort handelt.

Die logistischen Modelle mit unterschied-
licher Anzahl von Itemparametern werden
unter dem Begriff Item Response Theorie
(IRT) zusammengefaßt. Sie werden über-
wiegend in den USA im Rahmen von
überregionalen schulischen Leistungstests
(educational assessment studies) einge-
setzt.

Die Ermittlung der Modellparameter für
diese Modelle ist recht schwierig und vom
statistischen Standpunkt aus nicht befrie-
digend. Die drei Itemparametertypen las-
sen sich nicht unabhängig voneinander
schätzen, so daß die Schätzungen der
Itemschwierigkeit z.B. auch einen Einfluß
auf die Schätzung der Trennschärfe oder
des Rateparameters hat. Die Schätzpro-
bleme verringem sich, wenn man eine
bestimmte Verteilung der Fähigkeiten,
also der Personeneigenschaften annehmen
kann, z.B. eine Normalverteilung (s. Kap.
3.1.1.1.1 ‘Verteilungsannahmen’). Auf
jeden Fall benötigt man relativ große
Stichproben, um zu einigermaßen zuver-
lässigen Parameterschätzungen zu gelan-
gen.

Literatur

Die Lehrbücher zur Item Response Theo-
rie sind ausnahmslos englischsprachig
(z.B. Hambleton & Swaminathan (1985)
Lord (1980)). Puchhammer (1988a) be-
richtet über die Schätzbarkeit der Modell-
parameter beim 3-parametrigen Modell.
Verhelst & Glas (1995) haben als Alter-
native zum Birnbaum-Modell (Birnbaum
1968) das sog. One-parameter-logistic-
model (OPLM) untersucht, in dem die

Trennschärfeparameter nicht geschätzt,
sondern a priori auf bestimmte Werte
fixiert werden. Keats (1974) hat erstmals
das 2-parametrige Modell mit
Schwierigkeits- und Rateparametern
untersucht, von dem Colonius (1977)
zeigte, daß es ebenfalls keine spezifisch
objektiven Messungen erlaubt (s.a.
Puchhammer (1988b)).

Übungsaufgaben

1. Zeichnen Sie die Itemfunktion eines
Items mit den Parametern: y = 0.15,

2. An welcher Stelle (Abszissenwert)
überschneiden sich im zweiparametri-
gen Modell (Birnbaum-Modell) zwei
Itemfunktionen mit den Parametern

3.1.1.2.4 Die Mokken-Analyse:
unbekannte Itemfunktionen

Die Beschreibung des Birnbaum-Modells
(s. vorangegangenes Kap.) hat ergeben,
daß einander überschneidende Itemcharak-
teristiken eine interpretative Problematik
aufweisen. Andererseits ist die Annahme
eines bestimmten Funktionstyps wie beim
Rasch-Modell, noch dazu mit konstanten
Itemtrennschärfen, vielen Praktikern zu
restriktiv. Möchte man lediglich sicher-
stellen, daß sich die Itemfunktionen nicht
überschneiden, ansonsten aber den Funk-
tionstyp der Itemfunktion nicht weiter
festlegen, so gelangt man zu einem Test-
modell, das als Mokken-Analyse bekannt
ist und auf Mokken (1971) zurückgeht.
Die Itemfunktionen einer Mokken-Skala
können wie folgt aussehen:
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Dieses Testmodell wird auch als nicht-
parametrisches Modell bezeichnet, da die
Itemfunktionen nicht als metrische Funk-
tionen von Modellparametern spezifiziert
sind, die es zu schätzen gilt.

Die Anwendung dieses Modells auf einen
Datensatz besteht im wesentlichen in der
Überprüfung, ob die Grundannahmen des
Modells erfüllt sind. Die wesentliche
Grundannahme des Modells wird als dop-
pelte Monotonie bezeichnet und druckt
aus, daß alle Personen hinsichtlich ihrer
Lösungswahrscheinlichkeiten zu jedem
Item dieselbe Ordnung aufweisen müssen,
und daß alle Items hinsichtlich ihrer Lö-
sungswahrscheinlichkeiten für jede Person
dieselbe Ordnung aufweisen müssen.

Die erste Monotonieannahme ist nichts an-
deres als die Annahme monoton steigender
Itemfunktionen und lautet:

Aus der Tatsache, daß die Lösungswahr-
scheinlichkeit eines Items i für Person v
größer ist als für Person w, muß folgen,
daß auch die Lösungswahrscheinlichkeit
jedes anderen Items für Person v größer ist
als für Person w. Offensichtlich hat in
diesem Fall Person v eine höhere Fähig-
keit als Person w, was sich bei allen Items
in einer höheren Lösungswahrscheinlich-
keit niederschlagen muß. Dies ist genau

dann gegeben, wenn alle Itemfunktionen
monoton ansteigen.

Die zweite Monotoniebedingung lautet

und druckt aus, daß alle Itemfunktionen
überschneidungsfrei sein müssen: Aus
einer höheren Lösungswahrscheinlichkeit
von Person v für Item i im Vergleich zu
Item j muß folgen, daß auch alle anderen
Personen eine höhere Lösungswahrschein-
lichkeit bei Item i als bei Item j haben.

Dies ist z.B. beim Birnbaum-Modell nicht
der Fall, wie im vorigen Kapitel darge-
stellt wurde. Beide Monotoniebedingun-
gen sind in Abbildung 52 veranschaulicht.

Abbildung 52: Die Erfüllung der doppelten Mono-
toniebedingung bei monotonen und überschnei-
dungsfreien Itemfunktionen

Aus diesen beiden Monotoniebedingungen
lassen sich verschiedene Ungleichheiten
bezüglich der beobachteten relativen Häu-
figkeiten von Antworten ableiten. Aus der
ersten Bedingung läßt sich z.B. ableiten,
daß die Wahrscheinlichkeit, mit der alle
Personen Item i und Item j lösen, größer
sein muß als das Produkt der Wahrschein-
lichkeiten, daß sie i lösen und j lösen.

Diese Folgerung wird durch die Über-
legung plausibel, daß in Formel (3) genau
dann ein Gleichheitszeichen gilt, wenn die
Antworten auf die Items i und j von-
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einander unabhängig sind (Multiplika-
tionssatz für Wahrscheinlichkeiten). Die
Annahme, daß beide Items monoton stei-
gende Itemfunktionen bezüglich derselben
latenten Variable 8 haben, besagt aber,
daß die Itemantworten beider Items positiv
korreliert sind und somit die Wahr-
scheinlichkeit gleicher Antworten größer
ist als das Produkt der Einzelwahr-
scheinlichkeiten.

Schätzt man die Wahrscheinlichkeiten in
Gleichung (3) durch die relativen Häufig-
keiten in der vorliegenden Stichprobe, so
kann man mit Hilfe dieser Ungleichheit
prüfen, ob die erste Monotoniebedingung
gültig oder verletzt ist.

Aus beiden Monotoniebedingungen zu-
sammen folgt weiterhin, daß die Wahr-
scheinlichkeiten, mit denen zwei Items
gelöst werden, immer dieselbe Rangfolge
haben müssen, wenn man ein Item kon-
stant hält:

Auch für diese Folgerung läßt sich eine
Plausibilitätserklärung angeben. So muß
die erste Ungleichung in (4) dadurch be-
dingt sein, daß Item j die latente Variable
‘besser’ mißt (trennschärfer ist) als Item k.
Wenn sich dies hinsichtlich eines Ver-
gleichsitems i zeigt, so muß sich dieselbe
Überlegenheit von j aber auch hinsichtlich
jedes anderen Vergleichsitems m zeigen.

Auch die Folgerung (4) läßt sich anhand
der relativen Häufigkeiten im Datensatz
nachprüfen.

Sind beide Monotoniebedingungen erfüllt,
so ordnen die Summenscores der Daten-
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matrix die Personen nach ihren Fähigkei-
ten und die Items nach ihren Schwierigkei-
ten. Allerdings liegen diese Summenwerte
als Meßwerte von Items und Personen
lediglich auf einer Ordinalskala, da weder
die Lokation eines Items auf der latenten
Dimension definiert ist noch (infolge des-
sen) die Lokation der Personen auf der la-
tenten Dimension bestimmt werden kann.
Die Mokken-Analyse ist also ein ordi-
nales Testmodell.

Literatur

Das Modell geht auf Mokken (1971)
zurück und wird z.B. von Henning (1976)
und Mokken & Lewis (1982) dargestellt.
Meijer et al (1990) vergleichen es mit dem
Rasch-Modell und Croon (1991) stellt die
Mokken-Analyse als ein speziell restrin-
giertes latent-class Modell dar. Sijtsma et
al. (1989) verallgemeinem das Testmodell
für mehrkategorielle Daten.

Übungsaufgaben

Überprüfen sie mittels der relativen Lö-
sungshäufigkeiten, ob für die ersten vier
Items des KFT-Beispiels die zweite Fol-
gerung (Gleichung 4) erfüllt ist. (Sie be-
nötigen hierfür die Tabelle der Pattern-
häufigkeiten.)

3.1.1.3 Nichtmonotone eingipflige
Itemfunktionen

Die im vorangegangenen Kapitel behan-
delten monoton ansteigenden Itemfunktio-
nen sind für einen Test immer dann anzu-
nehmen, wenn die einzelne Itemantwort
als Ausdruck einer Dominanzrelation
zwischen Person und Item betrachtet
werden kann: Wenn die Person das Item
dominiert, so löst sie es, wenn das Item
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aber die Person dominiert, so ‘läßt es sich
nicht lösen’.

Wie stark ein Item eine Person dominiert
oder umgekehrt, ergibt sich aus dem
Abstand des Personenmeßwertes von der
Itemlokation auf dem latenten Kontinuum.
Je größer diese Distanz ist, d.h. je weiter
rechts eine Person vom Item liegt, desto
größer die Dominanz über dieses Item. Je
kleiner die Distanz, d.h. je weiter links die
Person von einem Item liegt, desto stärker
dominiert das Item diese Person.

Bei Items mit einer nichtmonotonen, ein-
gipfligen Itemcharakteristik geht man da-
gegen nicht von einer Dominanzrelation
zwischen Person und Item aus, sondern
von einer Näherelation. Je dichter ein
Personenmeßwert an der Itemlokation
liegt, und zwar egal, ob rechts oder links
davon, desto wahrscheinlicher wird eine
positive Itemantwort.

Abbildung 53: Die Itemfunktion als Ausdruck
einer Dominanzrelation

Abbildung 54: Die Itemfunktion als Ausdruck
einer Näherelation

Beispiele für solche Items, bei denen die
Itemantwort durch eine Näherelation und
nicht durch eine Dominanzrelation zustan-
dekommt, gibt es weniger im Bereich der
Leistungsmessung als vielmehr bei Ein-
stellungsfragebögen (s. Kap. 2.2.2.6,
‘Thurstone-Skalierung’). Gibt man etwa in
einem Fragebogen zur politischen Orien-
tierung eine Reihe von Aussagen vor, die
von extrem konservativ bis extrem pro-
gressiv reichen, und fordert die Personen
auf diejenigen Aussagen anzukreuzen,
denen sie am ehesten zustimmen würden,
so ist zu erwarten, daß die Personen die
ihrer Meinung am nächsten liegenden
Aussagen ankreuzen.

Dies setzt natürlich voraus, daß die Perso-
nen auf demselben Kontinuum lokalisier-
bar sind wie die Items, d.h. es dreht sich
auch hier um die Messung einer kontinu-
ierlichen latenten Variable.

Wie bei den monoton ansteigenden Item-
funktionen, so lassen sich auch bei den
eingipfligen nichtmonotonen Itemfunktio-
nen Modelle mit stufenförmigen Item-
funktionen von solchen mit kontinuierlich
ansteigenden und abfallenden Funktionen
unterscheiden. Auf sie wird in den beiden
folgenden Unterkapiteln eingegangen.

Für Testmodelle mit eingipfligen Item-
funktionen hat sich auch der Begriff Un-
folding-Modelle eingebürgert. Unfolding
heißt zu deutsch ‘Entfaltung’ und stammt
von einem Modell von Coombs (1950)
über die Skalierung anhand von Bevor-
zugungsdaten (preference data).

Unfolding

Der Begriff der Entfaltung (Unfolding)
druckt folgendes aus: Ordnen sich alle
Reize, zu denen eine Person hinsichtlich
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ihrer Präferenz befragt wird, entlang einer
Dimension an, und ist die befragte Person
selbst auch als Punkt auf dieser Skala
lokalisierbar, so wird sich die Rangreihe
ihrer Präferenzen aufgrund der Abstände
jedes Objektes zu der betreffenden Person
ergeben:

Abbildung 55: Die ‘Entfaltung’ einer Präferenz-
Skala

In diesem Beispiel wird die höchste Präfe-
renz der Person bezüglich Objekt C sein.
die nächsthöchste für D, E, B, F, G und A.

Geht man von den empirischen Daten aus,
so beobachtet man nicht die horizontale
Achse, d.h. das Kontinuum, auf dem die
Stimuli und die Personen angeordnet sind,
sondern man beobachtet die Rangfolge der
Präferenzen dieser Person, also die verti-
kale Achse. Die Konstruktion der waage-
rechten Achse kann man sich dann wie ein
Aufklappen der Senkrechten nach beiden
Seiten vorstellen. Dieses Aufklappen oder
Entfalten bezeichnet der Begriff Unfol-
ding.

3.1.1.3.1 Das Parallelogramm-Mo-
dell: kastenförmige Itemfunktionen

Nimmt man an, daß sich alle Items auf
einem latenten Kontinuum anordnen las-
sen, und daß weiterhin jedes Item einen
bestimmten Bereich um sich herum hat, in
dem man eine positive Itemantwort zeigt
(dem Item zustimmt), außerhalb dessen
man das Item aber ablehnt, so gelangt man
zu folgenden Itemfunktionen.

Dieses deterministische Modell (deter-
ministisch, weil es nur Wahrschein-
lichkeiten von 0 und 1 unterscheidet) ist
das Gegenstück zur Guttman-Skala (vgl.
Kap. 3.1.1.1.1) und weist auch ähnliche
Eigenschaften auf. So sind Items und
Personen auch hier nur auf Ordinal-
skalenniveau meßbar, d.h. die genaue
Lage der Sprungstellen läßt sich ohne
weitere Zusatzannahmen (z.B. Vertei-
lungsannahmen) nicht bestimmen. Ebenso
lassen sich Personen, die zwischen zwei
benachbarten Sprungstellen auf dem laten-
ten Kontinuum liegen, nicht voneinander
unterscheiden, d.h. sie erhalten denselben
Meßwert.

Ordnet man die Items nach ihrer Lokation
auf dem latenten Kontinuum und gleich-
zeitig die Personen nach ihrer Lage auf der
latenten Dimension, so zeigt die entspre-
chend umsortierte Datenmatrix eine cha-
rakteristische Struktur, ähnlich wie bei der
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Skalogrammanalyse. Jedoch handelt es
sich in diesem Fall nicht um ein Dreieck
von Einsen, sondern um ein Parallelo-
gramm von Einsen, das sich diagonal
durch die Testdatenmatrix zieht.

1
2
3
4

Person 5
6
7
8
9

Items
1 2 3 4
0 0 0 0
1 0 0 0
1 1 0 0
1  1  1  0
0  1  1  0
0  0  1  0
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0

Die Itemfunktionen, die zu dieser Paralle-
logramm-Matrix passen, sehen wie folgt
aus:

p ( X = l )

v = l 2 3 4 5 6 7 8 9

Abbildung 57: Die zu der vorangehenden Daten-
matrix passenden Itemfunktionen und Personenlo-
kationen

Wie aus dem Beispiel ersichtlich ist, muß
die Anordnung von Einsen und Nullen in
der Testdatenmatrix nicht unbedingt ein
sehr gleichförmiges Parallelogramm erge-
ben, sondern es kann je nach Breite des
Akzeptanzintervalls der Items und deren
Überlappung auch stufig sein. Es können
sogar Unterbrechungen im Parallelo-
gramm auftreten, nämlich wenn eine
Person zwischen den Akzeptanzbereichen
benachbarter Items liegt und somit keinem

einzigen Item zustimmt. Dies passiert bei
Items, deren Itemfunktionen sich nicht
überlappen, wie z.B. in Abbildung 56
dargestellt.

Präziser als die Parallelogrammstruktur in
der geordneten Testdatenmatrix ist das
Kriterium, daß bei geordneten Items in
keiner Zeile der Datenmatrix rechts und
links von einer 0 eine 1 stehen darf.
Anschaulich ausgedruckt bedeutet dies,
daß jede Person die zwei auseinanderlie-
gende Items bejaht, auch alle dazwischen
liegenden Items bejahen muß. Dies folgt
zwingend aus dem Konzept der Näherela-
tion zwischen Personen und Items, wenn
man ein deterministisches Antwortver-
halten voraussetzt.

Im Unterschied zur Guttman-Skala ist die
Sortierung der Datenmatrix nach aufstei-
genden Itemlokationen und Personenfä-
higkeiten jedoch nicht anhand der Rand-
summen möglich. Die Lokation eines
Items ist nicht daran erkennbar, wie viele
Personen diesem Item zugestimmt haben.
Zwar sind die Zustimmungshäufigkeiten
für in der Mitte des Kontinuums liegende
Items am höchsten und nehmen zu beiden
Rändern hin ab, jedoch ist nicht ohne
weiteres entscheidbar, ob ein Item, dem
wenig zugestimmt wurde, rechts oder
links von der Mitte liegt. Dennoch ist es in
der Praxis unproblematisch, die Datenma-
trix in eine Parallelogrammform umzusor-
tieren, sofern diese existiert.

Datenbeispiel

Im folgenden ist der kleine Beispiel-
datensatz dieses Kapitels so umsortiert,
daß sich möglichst eine Parallelogramm-
struktur ergibt:
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1
3

10
9
7

Person 8
12
6

4

5

11
2

Item
1 2 3 4 5
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 1 1 0
1 1 1 1 1
0 1 1 0 1
0 1 0 1 1
0 0 1 0 1
0 0 1 1 1
0 0 0 1 0
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

Bei 4 Personen ist die Bedingung
verletzt, daß nicht rechts und links
von einer 0 eine 1 stehen darf. Insgesamt
sind es auch nur 4 unzulässige Itemant-
worten, die die geforderte Struktur
stören. Berechnet man auch hier
ein Reproduzierbarkeitsmaß (s. Kap.
3.1.1.1.1), so ergibt sich mit

sogar eine noch bessere Modellanpas-
sung als für die Guttman-Skala. Aller-
dings ist das vorliegende Modell auch
‘schwächer’, d.h. die Dreiecks-Bedingung
der Guttman-Skala ist ein Spezialfall der
Parallelogramm-Bedingung.

Schwierig ist auch hier die Frage nach der
Modellgeltung, wenn es Abweichungen
vom deterministischen Antwortverhalten
gibt. Vorausgesetzt diese Abweichungen
sind so schwach, daß sich die Ordnung der
Items ermitteln läßt, kann der Grad der
Modellabweichung über die Anzahl unzu-
lässiger Itemantworten, also die Anzahl
von 101-Tripeln in der Datenmatrix be-
stimmt werden. Die Auszahlung derartiger
Modellverletzungen ist Ausdruck einer

nachträglichen Fehlertheorie für ein
deterministisches Modell.

Anstelle einer solchen nachträglichen Feh-
lertheorie gibt es auch den Ansatz, analog
zur Mokken-Analyse (s. Kap. 3.1.1.2.4)
probabilistische eingipflige Itemfunk-
tionen anzunehmen, jedoch deren genauen
Verlauf unbestimmt zu lassen.

Literatur

Die Unterscheidung von Dominanz- und
Näherelation geht auf die Datentheorie
von Coombs (1964) zurück, die auch
Coombs et al. (1975) und Roskam (1983)
behandeln. Das Parallelogramm-Modell
wurde ebenfalls von Cooms (1964)
eingeführt. Van Schuur (1988) beschreibt
probabilistische Unfolding-Modelle. Post
und Snijders (1993) diskutieren als Pen-
dant zur Mokken-Analyse das nicht-
parametrische Unfolding-Modell und v.
Schuur (1993) dessen Verallgemeinerung
für mehrkategorielle Daten.

Übungsaufgabe

Die folgende Datenmatrix erfüllt die Be-
dingungen des Parallelogramm-Modells:

Items

1 2 3 4 5

Wie lautet die Reihenfolge der Items
nach aufsteigender Schwierigkeit, wie
die Reihenfolge der Personen nach
aufsteigender Fähigkeit?
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3.1.1.3.2 Kontinuierliche, eingipflige
Itemfunktionen

Die Entwicklung von probabilistischen
Testmodellen mit eingipfligen Itemfunkti-
onen ist wesentlich weniger fortgeschritten
als die für monoton ansteigende Item-
funktionen. Es läßt sich derzeit noch nicht
abschließend sagen, welches der verschie-
denen möglichen Modelle den obenge-
nannten Kriterien der Einfachheit, psycho-
logischen Plausibilität und statistischen
Handhabbarkeit am ehesten entspricht.

Im Gegensatz zu monoton ansteigenden
Itemfunktionen, bei denen die Lösungs-
wahrscheinlichkeit eines Items mit stei-
gender Differenz von Fähigkeitsparameter
und Schwierigkeitsparameter ansteigt,
muß bei eingipfligen Itemfunktionen die
Antwortwahrscheinlichkeit mit zuneh-
mendem Absolutbetrag der Differenz von
Personen- und Itemparameter absinken.

Das bedeutet, je geringer der Abstand der
Personenfähigkeit von der Lokation des
Items ist, desto größer ist die Wahrschein-
lichkeit einer positiven Itemantwort. Je
größer der Abstand von der Eigenschafts-
ausprägung und der Itemlokation ist, und
zwar egal, ob in negativer oder in positiver
Richtung, desto kleiner ist die Wahr-
scheinlichkeit einer positiven Itemantwort.

Die Antwortwahrscheinlichkeit eines
Items kann also wie bei monotonen Mo-
dellen eine Funktion der Differenz von
Personen und Itemparameter sein, jedoch
darf das Vorzeichen dieser Differenz keine
Rolle spielen. Ein in der Statistik üblicher
Weg, um das Vorzeichen von Differenzen
auszuschalten, besteht darin, die Differen-
zen zu quadrieren.

Geht man wie beim Rasch-Modell wieder
von den logit-transformierten Antwort-
wahrscheinlichkeiten aus (vgl. oben Kap.
3.1.1.2.2), so muß man diese Logits gleich
der negativen quadrierten Differenz von
Personen- und Itemparameter setzen, da
die Antwortwahrscheinlichkeiten mit stei-
gender Differenz sinken sollen.

Löst man diese Gleichung wiederum nach
der Antwortwahrscheinlichkeit p(xvi) auf
(s. ebenfalls Kap. 3.1.1.2.2), so erhält man
das folgende Testmodell:

Die Itemcharakteristik dieses Testmodells
ist in Abbildung 59 wiedergegeben, wobei
auffällt, daß die höchste Antwortwahr-
scheinlichkeit (bei einer Nulldifferenz von
Personen- und Itemparameter) lediglich
p = 0.5 beträgt.
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Abbildung 59: Die Itemfunktion des ‘quadra-
tischen’ Testmodells

Das liegt daran, daß der Exponent maxi-
mal 0 werden kann und e0 / (1 + e0) ledig-
lich 1/2 ist. Trotz sonstiger vorteilhafter
statistischer Eigenschaften dieses Modells
dürfte dieser Sachverhalt seine Brauchbar-
keit einschränken. Es ist psychologisch
nicht sehr plausibel, daß die Zustim-
mungswahrscheinlichkeit für ein Item, das
der eigenen Eigenschaftsausprägung genau
entspricht, nicht größer sein soll als die
‘Ratewahrscheinlichkeit’ von 0.5.

Diesen Nachteil versucht eine andere
Itemfunktion auszugleichen, die ebenfalls
von der quadrierten Differenz zwischen
Personen- und Itemparameter ausgeht,
jedoch statt der gewohnten logistischen
Funktion die folgende Funktion wählt:

Zusammen mit der Gegenwahrscheinlich-
keit

führt dies zu der Modellgleichung

Die folgende Abbildung zeigt den Verlauf
der Itemfunktionen bei diesem Testmodell
(sog. Parella-Modell).

Während dieses Modell einen plausiblen
Verlauf der Itemfunktionen hat, die bei
Übereinstimmung von Item- und Perso-
neneigenschaft auch den Wert 1 erreichen,
fehlt hier jedoch eine nachvollziehbare
Ableitung der Modellgleichung aus einfa-
chen Annahmen über das Antwortver-
halten.

Eine solche nachvollziehbare Ableitung
der Modellgleichung bietet ein dritter An-
satz für ein logistisches Testmodell mit
eingipfliger Itemfunktion. Es leitet sich
allerdings aus dem verallgemeinerten
Rasch-Modell für ordinale, genauer: drei-
kategorielle ordinale Itemantworten ab
und setzt daher den Inhalt von Kapitel
3.3.1 voraus. Dort ist erläutert, daß die
Itemfunktion für drei geordnete Antwort-
kategorien folgendermaßen aussieht:

Abbildung 61: Die Itemfunktion für 3 geordnete
Antwortkategorien (vgl. Kap. 3.3.1)
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Die interessante Eigenschaft dieser Item-
funktion besteht darin, daß die mittlere
Antwortkategorie bereits eine eingipflige
Wahrscheinlichkeitsfunktion hat, während
die Funktion für Kategorie 0 monoton
sinkend, die für Kategorie 2 monoton
steigend ist.

Beispiel

Zur Beantwortung der Fragen:

Wie geht es Ihnen?

werden 3 Antwortkategorien vorgeben,

0: ‘schlecht’
1: ‘mittel’ und
2: ‘gut’

Mit zunehmendem Wohlbefinden wird die
Wahrscheinlichkeit, ‘schlecht’ zu antwor-
ten, monoton sinken, ‘gut’ zu antworten,
monoton steigen. Die Wahrscheinlichkeit
der Antwort ‘mittel’ wird bei geringem und
rohem Wohlbefinden niedrig, im Mittel-
bereich hoch sein. Die Mittelkategorie hat
also eine eingipflige Wahrscheinlichkeits-
funktion!

Die Mittelkategorie bei einem dreikate-
goriellen Item hat dieselben Eigenschaf-
ten, wie die Zustimmungskategorie in
einem Unfolding-Modell: Sie wird am
wahrscheinlichsten gewählt, wenn eine
Person eine Eigenschaftsausprägung hat,
die dem Abszissenwert des Gipfels ent-
spricht. Ist die Eigenschaftsausprägung
sehr viel weiter links oder weiter rechts, so
antwortet die Person eher in einer anderen
Kategorie: bei einem dreikategoriellen
Item in Kategorie ‘0’ oder ‘2’, bei einem
Unfolding-Item in der Ablehnungskate-
gorie ‘0’.

Somit ergibt sich die Möglichkeit, die
Wahrscheinlichkeitsfunktion der O-Kate-

gorie eines Unfolding-Items dadurch zu
erhalten, daß man die Wahrscheinlich-
keitsfunktion der beiden äußeren Kate-
gorien eines dreikategoriellen Items zu-
sammenlegt, d.h. addiert.

Die Itemfunktion, die sich aus der Zusam-
menlegung der Kategorien 0 und 2 ergibt,
sieht dann folgendermaßen aus:

Abbildung 62: Die Itemfunktion aus Abbildung
61, wenn die Wahrscheinlichkeiten von Kategorie
0 und 2 addiert werden

Beide Kurven addieren sich an jedem
Punkt des Kontinuums zu 1, da sie die
Antwortwahrscheinlichkeiten für 2 einan-
der ausschließende Kategorien beschrei-
ben.

Man kann die Konstruktion eines Unfold-
ing-Modells nach dieser Idee auch folgen-
dermaßen charakterisieren: Der Antwort-
prozeß bei einem Unfolding-Item mit den
beiden Kategorien ‘stimme zu’ und ‘lehne
ab’ entspricht dem Antwortprozeß bei
einem dreikategoriellen Item mit den
Kategorien ‘stimme noch nicht zu’,
‘stimme zu’ und ‘stimme nicht mehr zu’.
Man hat bloß bei dem Unfolding-Item
‘vergessen’ zu erfragen, ob man den Item-
inhalt ablehnt, weil man weiter links oder
weiter rechts vom Item liegt. Natürlich ist
dies keine Frage des ‘vergessen habens’,
sondern man meint, diese zusätzliche In-
formation nicht valide erfragen zu können,
weil eine Antwort die Kenntnis der eige-
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nen Position auf dem latenten Kontinuum
voraussetzt oder weil die Formulierung
des Items zu komplex wird.

Im Folgenden wird die Modellgleichung
des entsprechenden Unfolding-Modells
aus der Modellgleichung des dreikatego-
riellen, ordinalen Rasch-Modells abgelei-
tet (s. Kap. .3.3.1)

Die Wahrscheinlichkeiten für drei geord-
nete Antwortkategorien lauten

wobei die Parameter IJil und Zi2 die Abs-

zissenwerte der beiden Schnittpunkte der 3
Kurven in Abbildung 61 definieren (vgl.
Gleichung (8) in 3.3.1). Sie sind auch in
Abbildung 62 eingezeichnet, entsprechen
hier aber nicht mehr den Schnittpunkten
der beiden Kurven!

Da der Nenner dvi dieser drei Gleichungen
sicherstellen muß, daß sich die drei Wahr-
scheinlichkeiten zu 1 addieren, ist er
gleich der Summe der drei Zähler:

Werden nun die Kategorien 0 und 2
vereinigt zu der neuen Kategorie 0, so
lautet deren Wahrscheinlichkeit:

Die Wahrscheinlichkeit der 1-Kategorie
bleibt so, wie sie in den Gleichungen (6)
definiert wurde.

Während die Interpretation des Personen-
parameters 8, dieselbe ist wie bei allen
Testmodellen (er gibt die Lokation von
Person v auf dem latenten Kontinuum an),
stellt sich die Frage nach der Interpretation
der beiden Itemparameter Tit und ~i2.  Die
folgende Abbildung zeigt einige Beispiel-
items:

Beide Parameter zusammen, d.h. ihr Mit-
telwert, bestimmen die Lokation des
Items, also seine Schwierigkeit. Ihr Ab-
stand bestimmt zusätzlich die Höhe der
Kurve: bei kleinem Abstand ist der Hügel
niedrig, bei großem Abstand hoch.

Mit Hilfe einer relativ unbekannten Funk-
tion, die diesem Modell seinen Namen
gibt, dem Hyperbelcosinus, lassen sich die
Modellgleichungen (8) vereinfachen.
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Die Funktion des Hyperbelcosinus (cosi-
nus hyperbolicus) ist über die Exponen-
tialfunktion definiert

Um von dieser Funktion Gebrauch ma-
chen zu können, wird an der Modell-
gleichung (8) eine Reparametrisierung
vorgenommen, und zwar werden die bei-
den ‘Schwellenparameter’ (s. Kap. 3.3.1)

und ihren Abstand vom Mittelpunkt

1

Der Parameter (Si parametrisiert somit die
Lokation des Items und ist ein Schwie-
rigkeitsparameter, 6i parametrisiert die
Breite der Itemfunktion und wird als Dis-
persionsparameter bezeichnet.

Setzt man diese neuen Parameter in die
Modellgleichungen (8) ein, so erhält man

Ableitung

Multipliziert man in beiden Gleichungen
Zähler und Nenner mit exp(Si),  so kürzt
sich der Dispersionsparameter aus den Ex-
ponentialfunktionen heraus:

In diesen Gleichungen lassen sich nun
jeweils zwei Exponentialfunktionen, deren
Exponenten sich nur im Vorzeichen un-
terscheiden, durch den Hyperbelcosinus
(S.O.) ersetzen

Dieses Modell wird als Hyperbelcosinus-
Modell bezeichnet.

Erste Erfahrungen mit diesem Modell zei-
gen, daß sich die Dispersionsparameter 6,
nur schwer schätzen lassen, so daß der
Gedanke nahe liegt, sie auf einen festen
Wert zu fixieren. Eine solche Restriktion
entspricht auch eher der Situation beim
Rasch-Modell (s. Kap. 3.1.1.2.2), bei dem
ebenfalls kein Trennschärfeparameter son-
dern nur ein Schwierigkeitsparameter ge-
schätzt wird.

Eine Fixierung der 6i auf den Wert

führt zu der Modellgleichung

die dem Rasch-Modell sehr ähnlich ist. In
beiden Fällen hängt die Antwortwahr-
scheinlichkeit nur von der Differenz von
Personenfähigkeit und Itemschwierigkeit
ab, jedoch einmal mittels der Exponential-
funktion und einmal mittels des Hyper-
belcosinus. Abbildung 64 zeigt den Ver-
lauf dieser beiden Funktionen.
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Übungsaufgabe

Welchen Wert nimmt im Modell (8) die
Wahrscheinlichkeit einer l-Antwort maxi-
mal an, wenn die beiden Itemparameter

Abbildung 64: Der Verlauf der Exponential-
funktion und des Hyperbelcosinus

Literatur

Das ‘quadratische’ Testmodell wurde von
Andrich (1988a) beschrieben, das Modell
ohne Exponentialfunktion der Parameter,
Modell (5), ist eines von mehreren Model-
len, die Hoijtink (1990, 1991) diskutiert
und - in Anspielung auf die Parallelo-
grammstruktur der Datenmatrix - unter
dem Namen PARELLA zusammenfaßt.
Andrich & Luo (1993) und Verhelst &
Verstrahlen (1993) haben gleichzeitig und
unabhängig voneinander das Hyperbel-
cosinus-Modell (8) entwickelt. Letzteres
wurde von Andrich (1995) und Rost und
Luo (1995) für mehrkategorielle, ordinale
Itemantworten verallgemeinert. Auf das
nicht-parametrische Unfolding-Modell
von Post & Snijders (1993) und dessen
Verallgemeinerung für mehrkategorielle
Daten wurde bereits im vorangehenden
Kapitel hingewiesen.
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3.1.2 Modelle mit qualitativer
Personenvariable

Das zentrale Konzept, nach dem sich Mo-
delle mit quantitativer Personenvariable
unterscheiden lassen, ist das Konzept der
Itemcharakteristik oder Itemfunktion. Die
Itemfunktion beschreibt bei dichotomen
Items die Abhängigkeit der Lösungs-
wahrscheinlichkeit von der latenten Va-
riable. Ist die Personenvariable qualitativ
oder kategorial (was in diesem Zusam-
menhang synonym ist), so läßt sich die
Itemcharakteristik allenfalls als Abfolge
einzelner Punkte darstellen:

Abbildung 65: Eine Itemfunktion bei einer kate-
gorialen Personenvariable

Da die Personenvariable nur eine begrenz-
te Anzahl diskreter Werte annehmen kann,
gibt es keinen zusammenhangenden Kur-
venverlauf. Bei einer ‘echten’ kategorialen
Personenvariable ist auch die Abfolge der
Valenzen, die in der Abbildung mit ‘l’,
‘2’, ‘3’ und ‘4’ bezeichnet wurden, beliebig.

Nur wenn die Kategorien der Personen-
variable eine Ordnung beinhalten, sind die
Valenzen, mehr als nur ‘Hausnummern’.
Sollen z.B. die vier Ausprägungen in Ab-
bildung 65 als Abstufungen einer Fähig-
keitsvariable interpretiert werden, so ist
die richtige Benennung und Anordnung
der Valenzen der Personenvariable:

Abbildung 66: Die Itemfunktion aus Abbildung
65 mit geordneten Valenzen der Personenvariable

Man kann auch hier von einer monoton
ansteigenden Itemfunktion sprechen. Eine
solche Monotonie kann immer durch Um-
benennung der Valenzen hergestellt wer-
den, solange man nur ein Item betrachtet.

Bereits bei 2 Items, aber erst recht bei
noch mehr Items ist es nicht immer mög-
lich, die Valenzen der Personenvariable so
zu sortieren, daß alle Items monotone
Itemfunktionen haben. Die folgende Ab-
bildung zeigt die Itemfunktionen von drei

Das bedeutet, auch bei einer kategorialen
Personenvariable stellt es einen Spezialfall
dar, wenn es eine Anordnung der Valen-
zen gibt, bei der alle Items monoton sind.
Man bezeichnet in diesem besonderen Fall
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die latente Variable als ordinalskaliert,
weil die Valenzen der Personenvariable
dadurch eine eindeutige Ordnung erhal-
ten, daß alle Lösungswahrscheinlichkeiten
einer höheren Valenz größer sind als die
jeweiligen Lösungswahrscheinlichkeiten
einer niedrigeren Valenz.

Die Kategorien einer qualitativen
Personenvariable sind ordinalska-
liert, wenn es eine Anordnung dieser
Kategorien gibt, so daß die Losungs-
wahrscheinlichkeiten aller Items für
eine höhere Kategorie der Personen-
variable größer sind als die Lö-
sungswahrscheinlichkeiten für eine
niedrigere Kategorie. Dies ist gleich-
bedeutend damit, daß es eine Anord-
nung der Kategorien der Personen-
variable gibt, für die alle Itemfunk-
tionen monoton steigend sind,

Die Kategorien oder Valenzen einer quali-
tativen Personenvariable definieren eine
Klasseneinteilung auf der Menge der
Personen.

Klasseneinteilung

Ordnet man jeder Person ihren (katego-
rialen) Meßwert zu, so bildet man Teil-
mengen von Personen, die disjunkt (über-
schneidungsfrei) und exhaustiv (aus-
schöpfend) sind. Das heißt nichts anderes,
als daß jede Person nur einer Teilmenge
angehört (und nicht zwei oder drei) und
daß jede Person einer solchen Teilmenge
angehört. Eine Einteilung einer Menge in
disjunkte und exhaustive Teilmengen
nennt man eine Partition oder Klassen-
einteilung.

Aus diesem Grund spricht man bei
Testmodellen mit qualitativer Personen-
variable auch von Modellen mit latenten

Klassen: Mißt man eine kategoriale Vari-
able, so mißt man damit eine Klassen-
zugehörigkeit, wobei jede Kategorie der
Variable eine Klasse definiert. ‘Latent’
heißen die Klassen deshalb, weil die kate-
goriale Variable nicht beobachtbar oder
manifest ist (wie z.B. das Geschlecht oder
die Haarfarbe), sondern ebenso unbekannt
ist, wie die (latente) Dimension, die man
mit einem quantitativen Test messen will.

Anstatt von einer ordinalen Personen-
variable kann man daher - und dies ist der
geläufigere Sprachgebrauch - von geord-
neten Klassen sprechen.

Klassen heißen dann geordnet, wenn
man sie so anordnen kann, daß alle
Itemfunktionen monoton sind.

Als Beispiel für ein Testmodell mit ge-
ordneten Klassen kann ein Spezialfall an-
geführt werden, der auch schon im
vorangehenden Kapitel 3.1.1 behandelt
wurde. Gemeint ist der extreme Fall, bei
dem alle Lösungswahrscheinlichkeiten nur
die Werte 0 oder 1 annehmen können. Die
monotonen Itemfunktionen sehen dann bei
4 Items wie folgt aus:

Abbildung 68: Die Itemfunktionen von 4 Items
mit geordneten Klassen

Tatsächlich ist die optische Ähnlichkeit
zum Modell der Guttman-Skala (s. Kap.
3.1.1.1.1) nicht zufällig: Ein solches Klas-
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sen-Modell ist die Guttman-Skala. Die 5
Valenzen der latenten Variable sind in Ab-
bildung 68 so angeordnet, daß sie Punkte
auf einer latenten Dimension markieren.
Natürlich ist der Abstand dieser Punkte
nicht bekannt. Aber die genaue Lokation
der Sprungstellen der Itemfunktionen bei
einer Guttman-Skala ist ebenfalls nicht
bekannt.

Man kann daher die Sprungstellen der
Items irgendwo zwischen den Valenzen
der latenten Variable einzeichnen und die
einzelnen Personenklassen als Zusam-
menfassung aller Personen, die zwischen
zwei Sprungstellen liegen, betrachten:

Die Guttman-Skala ist in zweifacher
Hinsicht ein Spezialfall eines Testmodells
mit qualitativer Personenvariable:

Erstens ist sie deterministisch, d.h. un-
terscheidet nur Wahrscheinlichkeiten
von 0 und l und

zweitens weist sie geordnete Klassen
auf, was ebenfalls einen Spezialfall
darstellt.

Im allgemeinen Fall, d.h. ohne diese bei-
den Einschränkungen können die Item-
funktionen zur Messung einer kategorialen
Variable sehr chaotisch aussehen:

Abbildung 70: Beliebige, nichtmonotone Item-
funktionen

In den folgenden Unterkapiteln wird zu-
nächst auf das deterministische Testmo-
dell mit ungeordneten Klassen eingegan-
gen (denn dasjenige mit geordneten Klas-
sen ist ja die bereits behandelte Guttman-
Skala). Danach wird auf das allgemeine
probabilistische Modell mit ungeordneten
Klassen eingegangen (Kap. 3.1.2.2). Auf
dessen Spezialfalle mit geordneten Klas-
sen wird in den Unterkapiteln 3.1.2.3 und
3.1.2.4 eingegangen.

3.1.2.1 Deterministische Klassen:
verbotene Antwortmuster

Deterministische Klassen von Personen
erwartet man bei einer Testvorgabe immer
dann, wenn man davon ausgeht, daß nur
bestimmte Muster von Antworten in dem
Test oder Fragebogen möglich sind. Dies
ergibt sich z.B. dadurch, daß die Ant-
worten auf einige Fragen bestimmte Ant-
worten bei den anderen Items implizieren.

Ein Beispiel hierfür sind Wissen- und
Kenntnistests, deren Items hierarchisch
zusammenhängende Wissenselemente ab-
decken.
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Beispiel

Ein Mathematik-Test besteht aus folgen.
den 4 Items:

1. Welche Zahl bezeichnet man
als die Eulersche Zahl?

2. Wieviel ist e2?
3. Wieviel ist 3.52?

4. Wieviel ist 1.4 . 2.5?

Diesem Test liegen drei Wissenseinheiter;
zugrunde, nämlich die Kenntnis der Euler-
schen Zahl sowie das Beherrschen des
Quadrierens und der Multiplikation. Gehl
man davon aus, daß alle drei Wissens-
elemente nach dem Alles-oder-nichts-Prin-
zip beherrscht werden, wobei allerdings
das Quadrieren das Multiplizieren voraus-
setzt, so sind lediglich die folgenden Ant-
wortmuster zu erwarten:

0000 für Personen, die keines der Wis-
senselemente beherrschen

1000 für Personen mit Kenntnis der
Eulerschen Zahl

0011 für Personen, die quadrieren können
0001 für Personen, die multiplizieren

können
1001 für Personen, die die Eulersche Zahl

kennen und multiplizieren können
sowie

1111 für Personen, die die Eulersche Zahl
kennen und quadrieren können.

Die übrigen 10 möglichen Antwortmuster
sind nicht möglich, sofern die Theorie
über die drei Wissenselemente stimmt und
die befragten Personen über diese Wis-
senselemente tatsächlich nach dem Alles-
oder-nichts-Prinzip verfügen.

In diesem Beispiel kann man von einer
hierarchischen Wissensstruktur sprechen,
auch wenn die Hierarchie nur partiell
besteht. Die folgende Abbildung zeigt die

Struktur der Wissenszustände, die sich auf
4 Ebenen anordnen lassen. Die Person
einer höheren Ebene hat stets ‘mehr
Wissen’ als die einer tieferen Ebene.

Abbildung 71: Eine hierarchische Wissensstruktur

Ein anderer Anwendungsbereich, wo man
nur bestimmte Muster von Antworten
erwartet, stellt die Erfassung von Typen
dar. Unterscheidet man eine begrenzte
Anzahl von Personentypen und erwartet
man von jedem Typ bestimmte (im Ex-
tremfall ein bestimmtes) Antwortmuster,
so sind auch hier deterministische Per-
sonenklassen über ‘zulässige’ und ‘unzu-
lässige’ Anwortmuster definiert.

Ein sehr einfaches Beispiel ist der folgen-
de, aus vier Items bestehende Fragebogen,
wobei die Aussagen jeweils mit ‘stimmt:’
(= 1) oder ‘stimmt nicht’ (= 0) zu beant-
worten sind:

1. Ich brause leicht auf
2. Ich stehe ständig unter Dampf
3. Ich halte das Leben für sinnlos

4. Ich laß’ die Dinge mal auf mich zu-
kommen.

Würde man auf diesen Fragebogen die
Lehre der vier Temperamentstypen in pu-
ristischer Manier anwenden, so sind nur
vier Antwortmuster zu erwarten, nämlich
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1000 für die Choleriker
0100 für die Sanguiniker
0010 für die Melancholiker
0001 für die Phlegmatiker.

Man erwartet also aus der Menge der
möglichen Antwortpattern, (in diesem Fall
16, nämlich 24) lediglich vier mögliche
Antwortmuster. Diese vier Klassen sind
ungeordnet, denn es gibt keine psycho-
logisch sinnvolle Dimension, auf der sich
diese vier Temperamentstypen anordnen
ließen.

Das Auswerten des Tests bei Vorliegen
einer solchen Typenhypothese ist denkbar
einfach, denn man braucht lediglich nach-
zusehen, ob sich außer den erwarteten
Antwortpattern noch weitere Antwortmu-
ster in der Datenmatrix befinden. Legt
man ein deterministisches Antwortverhal-
ten zugrunde, so falsifiziert bereits ein un-
erwartetes Antwortmuster die Hypothese.

Verfügt man über keine präexperimentel-
len Hypothesen bezüglich der möglichen
Antwortmuster, so bleibt die Möglichkeit,
in der Testdatenmatrix nachzuschauen,
welche Muster auftauchen und welche
nicht. Dieses führt in den meisten Fällen
jedoch zu keiner sinnvollen Testauswer-
tung, da in aller Regel mehr Antwortmu-
ster zu beobachten sind, als sinnvoller-
weise Klassen anzunehmen sind.

Literatur

Die Erfassung von Wissensstrukturen oder
sog. Verhaltenshierarchien wird zumeist
im Zusammenhang mit probabilistischen
Klassen-Modellen gesehen (Bergan &
Stone, 1985, Dayton & Macready, 1976,
Rindskop, 1983), während Hilke et al.
(1977) auch die Vorteile deterministischer
Annahmen betonen. Die Erfassung von
Typen mit Hilfe von Klassen-Modellen
diskutiert Rost (1995).

Übungsaufgabe

Sie erhalten in einem Wissens-Test mit 5
Items die folgenden 8 Antwortpattern:

Items
1 2 3 4 5

0 0 0 0 0
0 1 0 1 0
0 1 0 1 1

Pattern 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1
0 1 0 0 1
1 1 0 0 0
1 1 1 0 0

Zeichnen Sie die hierarchische Wissens-
struktur auf, die diese 8 Pattern mitein-
ander verbindet.

3.1.2.2 Die Analyse latenter Klas-
sen: wahrscheinliche Antwort-
muster

Die Analyse latenter Klassen ist die pro-
babilistische Variante eines Testmodells
für den zuvor geschilderten Fall, daß man
bestimmte Arten von Antwortmustern in
einem Test oder Fragebogen erwartet. Im
Unterschied zum vorangehenden Kapitel
erfolgt hier die einzelne Itemantwort je-
doch nicht deterministisch, sondern nur
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit.

Im folgenden soll die Modellgleichung für
dieses allgemeine kategoriale Testmodell
abgeleitet werden. Dabei wird von relativ
einfachen, ‘schwachen’ Annahmen ausge-
gangen.

Die erste Annahme besagt, daß die Lö-
sungswahrscheinlichkeit eines Items für
alle Personen in einer Klasse (mit demsel-
ben kategorialen Meßwert) konstant ist,
d.h.
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wobei 7Cig  einen Modellparameter be-
zeichnet, der genau diese konstante Lö-
sungswahrscheinlichkeit von Item i in der
Klasse g ausdrückt. Der Parameter kann
also nur Werte zwischen 0 und 1 anneh-
men. Man bezeichnet solche Parameter
auch als Wahrscheinlichkeitsparameter.
Die Gegenwahrscheinlichkeit, also die
Wahrscheinlichkeit, das Item nicht zu
lösen, lautet dann

was zusammengefaßt werden kann zu

Die zweite Annahme besagt, daß jede
Person nur einer Klasse angehören kann,
d.h. die Klassen sind disjunkt und ex-
haustiv. Das entspricht der bei allen Test-
modellen üblichen Annahme, daß jeder
Person nur ein Wert der Personenvariable
zugewiesen werden kann. Ebenfalls üblich
ist die Annahme, daß die Anzahl der
Personen mit demselben Meßwert, hier die
Klassengröße, unbekannt ist.

Man führt für die Klassengröße ebenfalls
einen Wahrscheinlichkeitsparameter, TC~,
ein, der die Wahrscheinlichkeit bezeich-
net, daß eine zufällig ausgewählte Person
zur Klasse g gehört:

Diese Klassengrößen addieren sich auf-
grund der getroffenen Annahme zu Eins :

Die Anzahl latenter Klassen, G, ist zwar
eine unbekannte Größe, sie stellt aber kei-
nen Modellparameter dar. Das bedeutet,
daß diese Anzahl nicht direkt geschätzt
oder berechnet werden kann wie die ande-
ren Parameter. Sie muß vielmehr indirekt
über eine Kontrolle der Modellgültigkeit
bei unterschiedlichen Klassenanzahlen er-
mittelt werden (s. Kap. 4 und 5).

Mit diesen beiden Parametern läßt sich
bereits die unbedingte Lösungswahr-
scheinlichkeit ausdrucken, was zunächst
an einem Beispiel verdeutlicht werden
soll.

Beispiel

Es gibt drei verschiedene Automarken, de-
ren Autos jeweils zu 30% (Marke A), 50%
(Marke B) und 70% (Marke C) eine helle,
leuchtende Lackierung aufweisen. D.h. die
bedingten Wahrscheinlichkeiten für eine
helle Lackierung betragen 0.3, 0.5 und
0.7. Die drei Marken haben Marktanteile
von 60%, 20% und 20%. Dies entspricht
den Klassengrößenparametern rct = 0.6,
rc2 = 0.2 und 9 = 0.2. Dann ist die unbe-

dingte Wahrscheinlichkeit, ein helles Auto
anzutreffen:

d.h. 42 von 100 Autos haben eine helle
Lackierung.

Die allgemeine Gleichung lautet

und läßt sich wie folgt aus den beiden ge-
nannten Annahmen ableiten.(4)
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Ableitung

Die unbedingte Lösungswahrscheinlich-
keit p(Xvi = 1) läßt sich als Summe von
konjugierten Ereignissen

schreiben, wenn man über alle Werte
addiert, die das konjugierte Ereignis, also
hier die latente Variable 0,, annehmen
kann:

Nach der Definition einer bedingten Wahr-
scheinlichkeit

läßt sich die Wahrscheinlichkeit eines
konjungierten Ereignisses auf die bedingte
Wahrscheinlichkeit zurückführen

also auch

Die dritte Annahme ist die Annahme der
Itemhomogenität, die besagt, daß alle
Items dieselbe Personenvariable messen.
Daraus folgt nämlich, daß sich die unbe-
dingte Patternwahrscheinlichkeit genauso
berechnen läßt, wie die unbedingte Lö-
sungswahrscheinlichkeit, nämlich:

Als vierte und letzte Annahme wird wie-
derum die lokale stochastische Unabhän-
gigkeit benötigt (s. Kap. 2.3.3), um
die bedingten Patternwahrscheinlichkeiten
p(xlg)  auf die einzelnen Lösungswahr-

scheinlichkeiten zurückzuführen:

wobei der Exponent xi jeweils die i-te
Komponente des Vektors x bezeichnet.
Es ergibt sich somit als Modellgleichung:

Dieses Testmodell, das auf Paul Lazars-
feld (1950) zurückgeht, wird als latent-
class Modell bezeichnet und stellt das
Grundmodell für alle Testmodelle mit ka-
tegorialer Personenvariable dar.

Datenbeispiel

Analysiert man die KFT-Daten unter
der Annahme einer zweikategoriellen
Personenvariable, so ergeben sich die
folgenden Modellparameter:

Man sieht an den Modellparametern,
daß es sich hier um zwei geordnete
Klassen handelt, d.h. die Personen in
Klasse 1 haben durchweg höhere Lö-
sungswahrscheinlichkeiten als in Klasse
2.
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Obwohl man somit sagen kann, daß die
Personen der Klasse 1 ‘fähiger’ sind als die
der Klasse 2, ergeben sich weitere
‘qualitative’ Unterschiede: In Klasse 1 ist
das letzte Item am schwersten, während es
in Klasse 2 das vierte Item ist. Daß für
verschiedene Personengruppen eine unter-
schiedliche Reihenfolge der Itemschwie-
rigkeiten gilt, kann es bei quantitativen
Testmodellen mit überschneidungsfreien
Itemfunktionen nicht geben.

Die Lösungswahrscheinlichkeiten in Form
von Itemfunktionen graphisch darzustellen,
bewährt sich immer dann nicht, wenn es
mehr Items als Klassen gibt. Hier sind
sog. Itemprofile besser geeignet, bei denen
auf der Abszisse die Itemnummern und
auf der Ordinate die Lösungswahrschein-
lichkeiten abgetragen sind:

Abbildung 72: Die Itemprofile des Datenbeispiels

Ob die Klassen geordnet und somit die
Itemfunktionen monoton steigend sind,
läßt sich auch anhand der Itemprofile
eindeutig sagen:

Die Itemprofile sind genau dann
überschneidungsfrei, wenn die Item-
funktionen monoton steigend sind,
d.h. die Klassen geordnet sind.

Aus den vier Modellannahmen läßt sich
ableiten, daß jede Person jeder Klasse nur

mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit
angehört. Die Personen werden also nicht
‘manifest’ klassifiziert, sondern es werden
nur Wahrscheinlichkeitsaussagen über die
Klassenzugehörigkeit gemacht. Die Wahr-
scheinlichkeit, mit der eine Person mit
dem Antwortmuster & der Klasse g an-
gehört, beträgt:

Das heißt, diese bedingte Klassenwahr-
scheinlichkeit ist gleich der Wahrschein-
lichkeit, daß eine Person aus Klasse g
genau dieses Muster produziert, p(x)g),

multipliziert mit der Klassengröße 7cg und
dividiert durch die Summe dieser Produk-
te über alle Klassen. Der Nenner sorgt
dafür, daß die Summe dieser sogenannten
Zuordnungswahrscheinlichkeiten stets
Eins ergibt:

(12)

denn einer Klasse muß ja jede Person
angehören.

Der Satz von Bayes

Gleichung (11) druckt nichts anderes aus
als eine Vertauschung dessen, was vor und
hinter dem Bedingungsstrich einer beding-
ten Wahrscheinlichkeit steht, nämlich hier
g und x. Dies läßt sich allein mit Hilfe der
Definition einer bedingten Wahrschein-
lichkeit ableiten (s. Gleichung 7), welche
auf diesen Fall bezogen lautet:
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Die Wahrscheinlichkeit des Eintretens des
Ereignisses

g: ‘die Person gehört Klasse g an’
unter der Bedingung des Ereignisses

& : ‘die Person produziert Antwort-
muster x’-

ist gleich der Wahrscheinlichkeit des kom-
binierten Ereignisses, p(g A 5)) dividiert
durch die Wahrscheinlichkeit der Bedin-
gung, p (5). Eine Umstellung ergibt:

Gleichsetzen der beider Gleichungen und
Auflösen nach der gewünschten Größe er-
gibt

Diese Gleichung stellt eine Anwendung
des Theorems von Bayes dar. Wird p(g)
durch rcg ersetzt und wird für p(x) der
entsprechende Term aus Gleichung (8)
eingesetzt, so ergibt sich Gleichung (11).

Das Ziel einer Testvorgabe besteht darin,
für jede Person mit möglichst großer
Wahrscheinlichkeit angeben zu können,
welcher Kategorie der Personenvariable,
also welcher Klasse sie angehört. Mit
Hilfe von Gleichung (11) können diese
Wahrscheinlichkeiten anhand der Modell-
parameter bestimmt werden.

Möchte man die Personen dann tatsächlich
einer der Klassen zuordnen, so wird jede
Person derjenigen Klasse zugeordnet, der
sie am wahrscheinlichsten angehört. Die
Klassenzugehörigkeit wird also durch das
Maximum der Zuordnungswahrscheinlich-
keiten definiert:

Die durchschnittliche Höhe dieser Maxima
T(&,) über alle Personen:

oder auch nur über die Personen einer
Klasse:

kann dabei - ähnlich wie ein Reliabilitäts-
maß - als Maß für die Meßgenauigkeit des
Tests interpretiert werden. T gibt die
‘Treffsicherheit’ an, mit der die wahre
Klassenzugehörigkeit der getesteten Perso-
nen auch tatsächlich ermittelt wird.

Datenbeispiel

Im Datenbeispiel ergeben sich anhand
der bereits aufgeführten bedingten Lö-
sungswahrscheinlichkeiten die folgenden
Zuordnungswahrscheinlichkeiten für alle
Antwortmuster mit dem Score r = 2.

In der Tabelle sind die Patternhäufig-
keiten n(x) und die Zuordnungswahr-
scheinlichkeiten zu Klasse 2 aufgeführt.
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Es zeigt sich, daß alle Pattern mit Score
2 der zweiten Klasse, also der Klasse mit
den niedrigeren Lösungswahrscheinlich-
keiten angehören. Allerdings gehen die
Zuordnungswahrscheinlichkeiten bis an
die 50%-Grenze heran, z.B. bei dem
Pattern ~=(11000).

Der Grund liegt bei diesem Pattern
darin, daß diese Personen das 1. und 2.
Item gelöst haben und diese beiden
Items gerade in Klasse 1 eine extrem
hohe Lösungswahrscheinlichkeit haben.
Personen, die zwei andere Items gelöst
haben, gehören sehr viel eindeutiger zu
Klasse 2.

Durch diese Ergebnisse wird deutlich, daß
bei der latent-class Analyse nicht das Prin-
zip gilt, daß die Anzahl der gelösten Auf-
gaben alles über die Personenfähigkeit
aussagt, wie es beim Rasch-Modell der
Fall ist. Vielmehr hängt der Meßwert, d.h.
die Klassenzugehörigkeit, davon ab, wel-
che Items gelöst werden.

Die mittleren Zuordnungswahrscheinlich-
keiten, also die Treffsicherheiten für die
beiden Klassen betragen in diesem Bei-
spiel

was als relativ hoch angesehen werden
kann. Das bedeutet, die Personen dieser
Stichprobe werden mit einer Sicherheit
von 96% der ersten Klasse und mit einer
Sicherheit von 89% der zweiten Klasse
zugeordnet. Die geringere Treffsicherheit
für die zweite Klasse ist sicherlich auf den
zuvor interpretierten Sachverhalt zu-
ruckzufuhren, daß Personen mit geringem
Score gerade die in Klasse 1 leichten
Items lösen.

Die Likelihoodfunktion der latent-class
Analyse läßt sich nicht in ähnlicher Weise
vereinfachen, wie dies beim Rasch-Modell
der Fall ist. Analog zu Gleichung (9) in
Kapitel 3.1.1.2.2 geht man vom Produkt
der Patternwahrscheinlichkeiten aus

das sich als Produkt aller möglichen und
unterschiedlichen Pattern umschreiben
läßt:

Zu beachten ist hier, daß die Wahrschein-
lichkeiten von Antwortpattern, die nicht in
der Datenmatrix enthalten sind, auch nicht
die Likelihood beeinflussen, da sie den
Exponenten n(x) = 0 haben (und a0 = 1
ist).

Setzt man die unbedingte Patternwahr-
scheinlichkeit (10) ein, so erhält man die
Likelihoodfunktion

die - wie gesagt - nicht weiter vereinfacht
werden kann. Die Patternhäufigkeiten
n(x) sind jene Statistiken der Datenma-
trix, die man für die Parameterschätzung
und Modellgeltungstests benötigt. Es
findet somit im Vorfeld der Modellan-
wendung so gut wie keine Datenaggre-
gation statt (s.o.), d.h. die Analyse latenter
Klassen arbeitet mit der gesamten, in den
Daten enthaltenen Information.

Daraus ergeben sich jedoch auch gewisse
Begrenzungen hinsichtlich der Item- und
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Kategorienanzahl sowie die Notwendig-
keit größerer Personenstichproben als sie
z.B. für Analysen mit dem Rasch-Modell
erforderlich sind.

Literatur

Die latent-class Analyse ist ausführlich
von Lazarsfeld und Henry (1968),
Formann (1984) und McCutcheon (1987)
behandelt worden. Einen Überblick über
spezielle Entwicklungen geben Lange-
heine (1984, 1988), Langeheine und Rost
(1993) und Rost & Strauß (1992). Anwen-
dungsbeispiele finden sich in Formann et
al. (1980) und Rost & Langeheine (1996).

Übungsaufgaben

1. Welches Antwortmuster hat die größte
Wahrscheinlichkeit, von Personen der
ersten bzw. zweiten Klasse produziert
zu werden?

2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird
eine Person, die das erste Item gelöst
hat, der zweiten Klasse zugeordnet?

3. In welchem Fall gehört man mit
größerer Wahrscheinlichkeit zur Klasse
der ‘Könner’ (Klasse 1 im Datenbei-
spiel): wenn man die beiden leichtesten
oder die beiden schwersten Items löst?

4. Berechnen Sie mit WINMIRA die 3-
Klassenlösung.
- Handelt es sich auch hier um geord-

nete Klassen?
- Wie hoch sind die Treffsicherheiten

für die 3 Klassen?
- Welches sind die wahrscheinlichsten

Antwortmuster in den drei Klassen?

3.1.2.3 Das Fixieren und Gleich-
setzen von Parametern

Das Modell der latent-class Analyse, so
wie es im vorangegangenen Kapitel be-
schrieben wurde, ist sehr allgemein und
wenig restriktiv. Während dies zunächst
eine positive Modelleigenschaft zu sein
scheint, hat sie jedoch die negative Kehr-
seite, daß das Modell sehr viele Parameter
umfaßt und letztlich vielleicht auch ‘zu
flexibel’ ist. Mit ‘zu flexibel’ ist gemeint,
daß das Modell, wenn man nur ausrei-
chend viele Klassen annimmt, auf jeden
beliebigen Datensatz paßt und damit
keinen Erklärungswert mehr besitzt.

Außer der Annahme über die Anzahl la-
tenter Klassen fließen in die Anwendung
dieses Testmodells keinerlei weitere An-
nahmen über die Höhe der Modellparame-
ter ein. D.h., welcher Art die latenten
Klassen sind, die man erwartet, wird im
allgemeinen Fall nicht weiter spezifiziert.

Aus diesen Überlegungen ergibt sich die
Idee, mit Hilfe von sogenannten Para-
meterrestriktionen spezielle präexperimen-
telle Annahmen in die Datenauswertung
eingehen zu lassen. Als Parameterrestrik-
tion bezeichnet man eine Maßnahme, die
bewirkt, daß ein Parameter gar nicht mehr
zu schätzen ist bzw. in seinem Wertebe-
reich wesentlich eingeschränkt ist.

Man unterscheidet verschiedene Arten von
Parameterrestriktionen, nämlich

1. das Fixieren von Parametern auf einen
bestimmten Wert, d.h. das Einsetzen
eines konkreten Zahlenwertes an die
Stelle des Modellparameters,

2. das Gleichsetzen von mindestens zwei
Parametern, d.h. die Bedingung, daß
die Parameterschätzungen für zwei
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oder mehr, vorher bestimmte Parameter Im Datenbeispiel ergeben sich für zwei
identisch sein sollen, und entsprechend fixierte Klassen die folgen-

den Modellparameter:
3. Ordnungsrestriktionen, d.h. die Vor-

schrift, daß ein Parameter größer (oder
kleiner) zu sein hat als ein bestimmter
anderer.

Alle drei Arten von Parameterrestriktionen
lassen sich auf die Modellparameter des
latent-class Modells anwenden. Dadurch
wird es möglich, sehr unterschiedliche
präexperimentelle Annahmen über die
latenten Klassen zum Gegenstand einer
empirischen Überprüfung zu machen.

Durch Fixierung der Klassengrößen-
parameter rg lassen sich Klassen be-
stimmter Größe erzwingen. So kann man
bei einer Zweiklassenlösung beide Klas-
sengrößenparameter auf  jewei ls  0 .5
fixieren und bewirkt somit, daß die opti-
male 50%-Aufteilung anhand der gegebe-
nen Itemantworten ermittelt wird.

Das derart restringierte latent-class Modell
bestimmt diejenige Zweiteilung der
Stichprobe, in der die beiden Gruppen
möglichst heterogen zueinander sind, bei-
de Gruppen aber gleich groß bleiben.
Damit ist dieses Verfahren wesentlich
voraussetzungsärmer als z.B. der oft ver-
wendete Mediansplit, bei dem die Stich-
probe am Median der Summenscore-
verteilung in zwei Hälften geteilt wird.
Während der Mediansplit voraussetzt, daß
dem gesamten Testverhalten eine eindi-
mensionale Variable zugrunde liegt, er-
laubt die Einteilung in zwei Klassen mit
fixierten Klassengrößen auch qualitative
Unterschiede zwischen den Personen bei-
der Klassen.

Datenbeispiel

Klasse 1
(50%)
Klasse 2
(50%)

Im Vergleich zur unrestringierten Lö-
sung, bei der die Klassengrößen auch
schon relativ dicht bei 0.5 liegen (s.o.),
ergibt sich ein leichter Anstieg der
bedingten Antwortwahrscheinlichkeiten
in beiden Klassen. Das liegt daran, daß
die Klasse der ‘Könner’ im Vergleich zu
vorher kleiner wird, während die Klasse
der ‘Nicht-Könner’ größer wird.

Ebenso lassen sich die bedingten Ant-

wortwahrscheinlichkeiten Zig auf be-
stimmte präexperimentell erwartete Werte
fixieren. Erwartet man z.B. bei einem Lei-
stungstest, daß es eine Klasse von Per-
sonen gibt, die alle Items mit einer 10%-
igen Irrtumswahrscheinlichkeit lösen (vgl.
Kap. 3.1.1.1.2.), so kann man für eine
Klasse alle bedingten Antwortwahrschein-
lichkeiten auf 0.9 fixieren

Datenbeispiel

Für das gegebene Datenbeispiel führt das
zu folgenden Resultaten:

Klasse 1
(33%)
Klasse 2
(67%)

Da die Klassengrößen in diesem Fall na-
türlich nicht mehr fixiert sein dürfen,
ergibt sich, daß die Klasse der ‘Könner
mit 10% Irrtum’ in der untersuchten
Stichprobe 33% der Personen umfaßt.
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In entsprechender Weise läßt sich auch
eine Klasse spezifizieren, für die erwartet
wird, daß diese Personen die richtige Lö-
sung lediglich erraten (vorausgesetzt man
kennt die Ratewahrscheinlichkeit aufgrund
des verwendeten Antwortformates).

Während es in der Praxis oft schwierig ist,
präexperimentell bestimmte Parameter
vorauszusagen und sie auf diesen Wert zu
fixieren, ist das Mittel der Gleichsetzung
von Parametern sehr viel universeller
einsetzbar. So können die Antwortwahr-
scheinlichkeiten zwischen den Klassen
gleichgesetzt werden, d.h. man erwartet,
daß in verschiedenen Klassen die Ant-
wortwahrscheinlichkeiten bezüglich be-
stimmter Items gleich sind. Dies kann z.B.
dann sinnvoll sein, wenn man zwei Klas-
sen unterscheiden möchte, die sich nur be-
züglich bestimmter Items unterscheiden,
bezüglich anderer Items aber identische
Antworttendenzen haben.

Auch gibt es eine Vielzahl von Hypothe-
sen, die sich in einer Gleichsetzung von
Parametern innerhalb von Klassen reali-
sieren lassen, z.B. wenn präexperimentell
erwartet wird, daß bestimmte Items auf-
grund ihrer Struktur die gleichen Lösungs-
wahrscheinlichkeiten haben müßten, man
diese aber nicht kennt.

Die wichtigste Anwendung von Gleich-
heitsrestriktionen besteht darin, daß sich
alle sogenannten Antwortfehlermodelle mit
einer stufenförmigen Itemfunktion, die in
Kapitel 3.1.1.1.2 behandelt wurden, als
entsprechend restringierte latent-class Mo-
delle rechnen lassen. Da sich in solchen
Modellen die Personen, die zwischen zwei
Sprungstellen liegen, nicht in ihren Lö-
sungswahrscheinlichkeiten unterscheiden,
können sie in latenten Klassen zusam-
mengefaßt werden.

Man benötigt zur Berechnung von
Antwortfehlermodellen stets eine Klasse
mehr als es Items gibt, und man muß die
Lösungswahrscheinlichkeiten zwischen
bestimmten Klassen gleichsetzen.

Hierfür muß die Reihenfolge der Items
entlang des Kontinuums bekannt sein, die
sich aber im Normalfall einfach an den
Lösungshäufigkeiten ablesen läßt. In dem
Datenbeispiel ist das die Reihenfolge 1-2-
3-4-5 nach aufsteigender Schwierigkeit.

Dann müssen die Lösungswahrscheinlich-
keiten folgendermaßen gleichgesetzt wer-
den:

für Item 1 in Klasse 2 bis 6
für Item 2 in Klasse 1 bis 2 und 3 bis 6
für Item 3 in Klasse 1 bis 3 und 4 bis 6
für Item 4 in Klasse 1 bis 4 und 5 bis 6 und
für Item 5 in Klasse 1 bis 5.

Es ergibt sich das folgende Bild der stu-
fenförmigen Itemfunktionen. Die Parame-
terwerte wurden bereits in Kapitel
3.1.1.1.2 genannt.

Darüber hinaus lassen sich auch die Lö-
sungswahrscheinlichkeiten zwischen den
Items gleichsetzen, was dazu führt, daß
man nur noch zwei Lösungswahrschein-
lichkeiten zu schätzen hat, nämlich die
Rate- und die Irrtumswahrscheinlichkeit,
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die bei allen Items in allen Klassen gleich
ist. Hinzu kommen natürlich die 6
Klassengrößenparameter.

Datenbeispiel

Es ergibt sich eine Ratewahrscheinlich-
keit von p = 0.12 und eine Irrtumswahr-
scheinlichkeit von p = 0.11 (d.h. eine Lö-
sungswahrscheinlichkeit von p = 0.89) für
alle Items. Die geschätzten Klassen-
größen lauten (geordnet nach aufstei-
gender ‘Fähigkeit’):

Klasse 1 2 3 4 5 6

ng .31 .09 .13 .10 .13 .23

Parametergleichsetzungen im Rahmen der
latent-class Analyse ermöglichen es, eine
Vielzahl von quantitativen Testmodellen
mit stufenförmigen Itemfunktionen darzu-
stellen und auch praktisch zu berechnen.

Ordnungsrestriktionen setzt man dann ein,
wenn man erzwingen möchte, daß die
Parameter in einer gewissen Richtung
voneinander abweichen. Dies ist z.B. dann
der Fall, wenn man geordnete Klassen
erwartet, d.h. Klassen, die sich in eine
Rangreihe bringen lassen, so daß alle Lö-
sungswahrscheinlichkeiten einer höheren
Klasse größer sind als die einer niedri-
geren Klasse (s.o.).

Oft ergeben sich geordnete Klassen - wie
in unserem Datenbeispiel - ohne jegliche
Restriktion, so daß man keine Ordnungs-
restriktionen benötigt. Möchte man jedoch
bei Vorliegen einzelner Abweichungen
von der Ordnung prüfen, ob ein Modell
mit geordneten Klassen trotzdem auf die
Daten paßt, so muß man die Parameter
nochmals mit einer Ordnungsrestriktion
schätzen. Modellvergleiche anhand der

Likelihood der Daten (vgl. Kap 5.1) geben
dann Aufschluß, ob die Annahme geord-
neter Klassen gerechtfertigt ist.

In aller Regel wird dies dazu führen, daß
bei den Items und Klassen, bei denen die
geforderte Ordnung verletzt ist (ein Item
in einer höheren Klasse schwerer ist als in
einer niedrigeren Klasse), die Parameter
auf einem ‘mittleren’ Wert festgehalten
werden. Letztlich resultiert also aus einer
Ordnungsrestriktion eine Gleichheitsre-
striktion, was die folgende Abbildung
verdeutlichen soll.

Abbildung 74: Die Antwortprofile von drei Items
ohne Ordnungsrestriktion (oben) und mit Ord-
nungsrestriktion (unten)

Ordnungsrestriktionen führen nur dann zu
einer wirklichen Restriktion des Testmo-
dells, und somit zu einer schlechteren Mo-
dellanpassung, wenn die Ordnung tatsäch-
lich in einzelnen Klassen bei einzelnen
Items verletzt ist. In diesem Fall spart man
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durch die Ordnungsrestriktion so viele
Parameter wie es Paare von gleichge-
setzten Antwortwahrscheinlichkeiten gibt.

Neben der soeben dargestellten Ordnung
der Klassen bezüglich aller Items kann
man auch dieselbe Ordnung der Items in
allen Klassen erwarten. Das bedeutet, daß
die Items in jeder Klasse dieselbe Rang-
ordnung ihrer Antwortwahrscheinlichkei-
ten aufweisen: Ein Item i, das in einer
Klasse leichter ist als ein Item j, muß auch
in jeder anderen Klasse leichter sein als
Item j.

Graphisch bedeutet dies, daß sich die
Items so anordnen lassen, daß die Item-
profile in den latenten Klassen monoton
ansteigend sind.

Abbildung 75: Die Itemprofile von geordneten
Items (oben) und geordneten Klassen (unten)

Abbildung 75 zeigt, daß die Items ge-
ordnet sein können, ohne daß die Klassen
geordnet sind (oberes Bild) und, daß die
Klassen geordnet sein können, ohne daß es
die Items sind (unteres Bild). Es handelt
sich also um zwei unabhängige Ord-
nungsbedingungen oder Monotoniebedin-
gungen.

Tatsächlich sind es dieselben beiden Mo-
notoniebedingungen, die auch bei einer
Mokken-Analyse erfüllt sein müssen (s.
Kapitel 3.1.1.2.4).

Gibt es so viele latente Klassen wie Per-
sonen getestet wurden, d.h. bildet jede
getestete Person ihre eigene latente Klasse,
so sind die beiden Modelle, die Mokken-
Skala und das latent-class Modell mit
geordneten Items und Klassen, identisch.

Der Unterschied zwischen beiden Model-
len besteht darin, daß bei der Mokken-
Analyse im Prinzip unendlich viele Aus-
prägungen der latenten Variable auftreten
können, während die Anzahl latenter
Klassen beschränkt und normalerweise
relativ klein ist.

Praktisch wird man jedoch feststellen, daß
eine Gruppierung der Personen in Klassen
mit ähnlichen Eigenschaftsausprägungen
keine sehr viel schlechtere Modellgeltung
hat. Hat ein Test monoton steigende und
überschneidungsfreie Itemcharakteristiken
im Sinne der Mokken-Skala (s. Abb. 76,
oben), so wird eine latent-class Analyse
mit hinreichend vielen latenten Klassen
Parameterwerte aufweisen, die die dop-
pelte Monotoniebedingung erfüllen, d.h.
deren Klassen und deren Items geordnet
sind (s. Abb. 76, unten).
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Abbildung 76: Monotone, überschneidungsfreie
Itemfunktionen ergeben geordnete Klassen und
Items

In Abbildung 76 sind die Itemprofile von
drei latenten Klassen eingezeichnet, die an
drei Punkten der latenten Dimension einer
Mokken-Skala lokalisiert sind (zum
Konzept lokalisierter Klassen vgl. das
nächste Unterkapitel). Somit bietet die
latent-class Analyse mit geordneten Klas-
sen und Items eine gute Möglichkeit zu
prüfen, ob ein Test Mokken-skalierbar ist.

Auch lassen sich beide Monotoniebedin-
gungen einzeln überprüfen: Sind die la-
tenten Klassen geordnet, so kann man
schließen, daß die Itemcharakeristiken
monoton steigend sind. Sind die Items in
allen Klassen geordnet, so kann man
schließen, daß die Itemcharakteristiken
überschneidungsfrei sind. Vorausgesetzt
man läßt hinreichend viele latente Klassen
zu, so läßt sich auf diesem Weg unter-
suchen, ob es für einen Test ein quanti-
tatives Testmodell mit monotonen, über-
schneidungsfreien Itemfunktionen gibt.

Literatur

Die Möglichkeiten von Parameterfixierun-
gen und Gleichheitsrestriktionen ergaben
sich durch die Entwicklung der Parame-
terschätzmethode von Goodman (1974a,
b). Der Einsatz derart restringierter Mo-
delle für das sog. mastery testing wird von
Macready & Dayton (1977, 1980) dis-
kutiert. Dayton & Macready (1980) be-
rücksichtigen bei Antwortfehlermodellen
eine Klasse unskalierbarer Personen.
Clogg & Goodman (1985) benutzen Para-
meterrestriktionen, um eine latent-class
Analyse simultan in mehreren Personen-
stichproben durchzuführen. Croon (1990)
und Formann (1992) beschreiben unter-
schiedliche Ansätze für Ordnungsrestrik-
tionen im latent-class Modell, und Croon
(1991) sowie de Gruijter (1994) gehen auf
die Beziehungen zwischen der Mokken-
Analyse und der latent-class Analyse ein.

Übungsaufgabe

Die geschätzten Modellparameter des
unrestringierten 3-Klassen Modells lau-
ten:

Die 5 Items des KFT bilden nach diesen
Ergebnissen keine Mokken-Skala. Bei
welchen Items und in welchen Klassen
ist welche Monotoniebedingung ver-
letzt?
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3.1.2.4 Lokalisierte Klassen:
Punkte auf einem Kontinuum

Die im vorangegangenen Kapitel darge-
stellte Äquivalenz zwischen der Mokken-
Analyse und der Klassen-Analyse mit
einer doppelten Ordnungsrestriktion wur-
de mit Hilfe des Gedankenmodells ver-
deutlicht, daß die Eigenschaftsausprägun-
gen der Personen nur eine begrenzte
Anzahl von Werten annehmen können.
Die Klassen in denen die Personen mit
gleicher Eigenschaftsausprägung zusam-
men gefaßt werden, sind an derjenigen
Stelle des latenten Kontinuums angesie-
delt (lokalisiert oder ‘verortet’), die der
Eigenschaftsausprägung der Personen in
dieser Klasse entspricht. Das ist das Kon-
zept lokalisierter Klassen.

Mittels einer solchen Lokalisation der
Klassen auf einem Kontinuum kann man
die Antwortwahrscheinlichkeiten in den
latenten Klassen durch kontinuierliche,
d.h. auf das gesamte Kontinuum bezogene
Itemfunktionen definieren. Aus dem
Graph der Itemfunktionen ergeben sich
die Antwortwahrscheinlichkeiten inner-
halb der Klassen durch die Schnittpunkte
der Itemfunktionen mit senkrechten Linien
über der jeweiligen Klassenlokation (s.
Abb. 77).

Testmodelle mit lokalisierten Klassen ge-
hen also davon aus, daß es zwar eine
kontinuierliche Personenvariable gibt, daß
die getesteten Personen aber nicht kon-
tinuierlich über das gesamte Spektrum
verteilt sind, sondern sich an bestimmten
Verdichtungspunkten, den Klassenlokali-
sationen häufen. Es gibt nur eine begrenz-
te Anzahl von Ausprägungen einer ‘eigent-
lich’ kontinuierlichen Personenvariable.

Abbildung 77:  Die I temprofi le  von drei
lokalisierten Klassen (unten) auf einem Kontinuum
mit 3 Itemfunktionen des Rasch-Modells (oben)

Solche Testmodelle sind gewissermaßen
Zwitter aus Testmodellen mit kontinuier-
licher und mit kategorialer Personenva-
riable. Sie verdeutlichen die Beziehung
dieser beiden grundlegenden Arten von
Testmodellen zueinander. Zwei, zunächst
paradox erscheinende Beziehungen lassen
sich ablesen.

Ein Paradoxon?

Erstens scheint ein Testmodell mit lo-
kalisierten Klassen insofern ein Spezialfall
des zugehörigen kontinuierlichen Test-
modells zu sein, als es aus der Vielzahl
der möglichen Ausprägungen der latenten
Personenvariable nur eine sehr begrenzte
Anzahl von Ausprägungen, nämlich so
viele wie es Klassen gibt, zuläßt.

Zweitens scheint ein Testmodell mit
monoton ansteigenden Itemfunktionen
gegenüber der unrestringierten Klassen-
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analyse ein sehr restriktiver Spezialfall zu
sein, bei dem die klassenspezifischen
Antwortwahrscheinlichkeiten auf be-
stimmte, durch die Itemfunktionen vor-
gegebene Werte fixiert sein müssen.

Diese beiden paradox erscheinenden Ein-
sichten lassen sich auf einen gemeinsamen
Nenner bringen, wenn man der Frage
nachgeht, ob eine begrenzte Anzahl lokali-
sierter Klassen die Daten genauso gut
erklären kann, wie das zugrundeliegende
quantitative Testmodell. Um die Antwort
vorwegzunehmen: Es reicht eine relativ
kleine Anzahl von lokalisierten Klassen
aus. Mit dieser vorweggenommenen Ant-
wort ergibt sich die ‘Auflösung’ des Para-
doxon:

Quantitative Testmodelle sind ein
Spezialfall von latent-class Modellen,
wenn man eine bestimmte Klassen-
anzahl  wählt  und die  bedingten
Antwortwahrscheinlichkeiten in ge-
eigneter Weise restringiert.

Diese Restriktionen sind aber weder durch
Parameterfixierungen noch durch Gleich-
setzungen oder lediglich Ordnungsre-
striktionen (S.O. Kap. 3.1.2.3) zu erwirken.
Die Art der Restriktionen hängt vielmehr
vom jeweiligen Typ der Itemfunktion ab.
Im folgenden wird das Modell lokalisierter
Klassen für die Itemfunktionen des Rasch-
Modells dargestellt.

Hierfür wird das Modell der Klassen-
Analyse zunächst so abgeändert, daß die
Wahrscheinlichkeitsparameter Zig in lo-
gistische Parameter transformiert werden.
Man nennt das eine Reparametrisierung,
was bedeutet, daß man die Parameter eines
Modells durch eine andere Sorte von
Parametern austauscht, ohne daß sich an
den Annahmen des Modells und somit an

seiner Gültigkeit für empirische Daten-
sätze irgendetwas ändert. Im vorliegenden
Fall wird eine Logit-Transformation der
Antwortwahrscheinlichkeiten Zig vorge-
nommen (vgl. Kap. 3.1.1.2.2), d.h.

und damit

Sie bewirkt, daß die neuen Parameter aig
nicht mehr auf das Wahrscheinlichkeitsin-
tervall von 0 bis 1 beschränkt sind, son-
dern zwischen -00  und +m liegen. Fer-
nerhin sind sie zentriert, d.h. für aig=O
ergibt sich eine Antwortwahrschein-
lichkeit von 0.5 (s.a. Kap. 3.1.1.2.2, Abb.
43 und 44). Auch ist diese Transformation
symmetrisch, so daß die Gegenwahr-
scheinlichkeit zur Lösungswahrscheinlich-
keit, also l-~ig, dem negativen Logit-
Parameter, -aig, entspricht:

Somit läßt sich die Modellgleichung der
Klassenanalyse statt

folgendermaßen schreiben
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was sich zusammenfassen läßt zu

Wie beim Rasch-Model l  (s .  Kap.
3.1.1.2.2) sorgt der Koeffizient xvi im
Exponent dafür, daß der ganze Zähler für
Xvi = 0 gleich Eins wird.

Diese Reparametrisierung des Modells
wird logistische latent-class Analyse ge-
nannt. Da die Modellparameter aig nicht
mehr (wie die 7Cig Parameter) auf das 0-1-
Intervall beschränkt sind, sondern zwi-
schen -00  und +M liegen, kann man lineare
Zerlegungen dieser Parameter einführen,
ohne daß man Überschreitungen des
Wertebereichs zu befürchten hat (vgl. Kap.
3.1.1.2.2).

Zerlegt man den Logit-Parameter aig in
einen Klassenparameter 8, und einen
Itemparameter Ei, so erhält man mit

ein Modell mit lokalisierten Klassen, des-
sen Itemfunktionen diejenigen des Rasch-
Modells sind. Der Parameter 8, druckt die
Fähigkeit aller Personen in Klasse g aus,
und es wird nur eine endliche Anzahl von
Ausprägungen der latenten Dimension
angenommen, nämlich G.

Was ist der Unterschied zwischen diesem
Modell mit lokalisierten Klassen und
einem ‘richtigen’ Rasch-Modell? Formal
besteht der Unterschied darin, daß im
Klassen-Modell nur eine bestimmte An-
zahl von Fähigkeitsausprägungen zuge-
lassen ist, während beim Rasch-Modell

jede beliebige reellwertige Fähigkeitsaus-
prägung theoretisch möglich ist. Praktisch
müßten beide Modelle jedoch ineinander
übergehen, wenn man nur hinreichend
viele lokalisierte Klassen zuläßt. Es ergibt
sich die Frage, wie viele lokalisierte Klas-
sen man braucht, um die Daten gleich gut
erklären zu können wie das Rasch-Modell.

Die Antwort auf diese Frage hängt mit der
Anzahl unabhängiger Modellparameter
zusammen, die unter beiden Formalisie-
rungen zu schätzen sind. Im Fall des
Rasch-Modells muß man sich dabei auf
das Modell (16) mit den bedingten Pat-
ternwahrscheinlichkeiten und den Score-
Parametern beziehen, um das Problem der
vielen inzidentellen Parameter (die es bei
Klassen-Modellen nicht gibt) zu umgehen.
In diesem Modell gibt es neben den k-l
unabhängigen Itemparametem noch k
unabhängige Scoreparameter (s. Kap.
3.1.1.2.2), also insgesamt 2 k-l Para-
meter.

Bei dem Modell lokalisierter Klassen sind
ebenfalls k-l Itemparameter zu schätzen,
da sie auch summennormiert werden müs-
sen. Hinzu kommen so viele Fähigkeits-
parameter 8, wie es Klassen gibt, also G,
und die Klassengrößenparameter rcg, von
denen einer nicht geschätzt zu werden
braucht, da sie sich insgesamt zu 1 ad-
dieren. Insgesamt handelt es sich also um
k + 2 G - 2 Parameter.

Es läßt sich nun zeigen, daß man genau so
viele lokalisierte Klassen braucht, daß die
Anzahl unabhängiger Modellparameter
im Klassen-Modell der Anzahl unabhängi-
ger Parameter im Rasch-Modell ent-
spricht. Damit

2 k - l = k + 2 G - 2
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wird, muß Literatur

Das Konzept lokalisierter Klassen wurde
bereits von Lazarsfeld & Henry (1968)

sein. Die Anzahl der benötigten Klassen diskutiert. Clogg (1988), Lindsay et al.
entspricht also (k+1)/2, wenn es sich um (1991) und Formann (1989) haben die
eine ungerade Itemanzahl handelt und Parameterschätzung und die Frage der
(k/2)+1, wenn es sich um eine gerade notwendigen Klassenanzahl untersucht.
Itemanzahl handelt.

Übungsaufgabe:
Beispiel 1 Die (erdachten) Itemprofile für 4 lo-
Hat man einen Test mit 10 Items, so gibt kalisierte Klassen sehen folgender-
es im Rasch-Modell 9 Itemparameter und maßen aus:
10 Scoreparameter. Wählt man in diesem
Fall 5 lokalisierte Klassen, so hat man
neben den 9 Itemparametern 5 Klas-
senparameter und 4 Klassengrößenpara-
meter, also einen Parameter zuwenig. In
diesem Fall sind 6 lokalisierte Klassen
nötig und ausreichend, um die Daten
genauso gut zu erklären wie es das Rasch-
Modell tut.

Das Modell lokalisierter Klassen ist Zeichnen sie den möglichen Verlauf

insofern von theoretischem Interesse, als der Itemfunktionen dieser 5 Items

es auf eine mathematisch exakte Weise und zeichnen Sie die Lokationen der

zeigt, daß Quantifizieren ein Spezialfall 4 Klassen ein.

von Klassifizieren ist. Dieser Spezialfall 2. Wieviele lokalisierte Klassen benö-
beinhaltet eine bestimmte Art der Restrik- tigt man, um für einen Test mit 15
tion der klassenspezifischen Lösungswahr- Items das Rasch-Modell zu berech-
scheinlichkeiten und erfordert eine be- nen?
stimmte minimale Klassenanzahl.

Die Art der Parameterrestriktion bezeich-
net man als linear logistische Restriktion,
da sie eine lineare Zerlegung der logistisch
transformierten Lösungswahrscheinlich-
keiten darstellt.

Das Modell kann aber auch von
praktischem Nutzen sein, wenn es z.B.
darum geht, Annahmen über die Ver-
teilung der Fähigkeiten zu testen.
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3.1.3 Das mixed Rasch-Modell:
klassifizieren und quantifizie-
ren zugleich

Nachdem im vorangegangenen Kapitel
über lokalisierte Klassen gezeigt wurde,
daß man bestimmte Modelle wahlweise
als quantitative oder als kategoriale Test-
modelle verstehen kann, soll in diesem
Kapitel auf ein Testmodell eingegangen
werden, das gleichzeitig quantifiziert und
klassifiziert.

Die Funktion dieses Testmodells besteht
darin, die Personen so zu klassifizieren,
daß innerhalb jeder Klasse eine quan-
titative Personenvariable gemessen werden
kann. Es wird also eine quantitative Per-
sonenvariable gemessen, jedoch wird an-
genommen, daß dies nicht in der gesamten
Personenpopulation möglich ist, sondern
jeweils nur in bestimmten Teilpopula-
tionen.

Das ist die Idee des mixed Rasch-Modells,
welches eine Kombination aus dem Rasch-
Modell und der Klassenanalyse darstellt.
Die Annahme, daß innerhalb jeder latenten
Klasse das Rasch-Modell gilt, führt zu
folgender klassenspezifischer Antwort-
wahrscheinlichkeit:

Die Gleichung besagt, daß für jedes Item
die logistische Itemfunktion des Rasch-
Modells gilt, jedoch wird sie von Para-
metern bestimmt, die klassenspezifisch
sind, d.h. sich von Klasse zu Klasse
unterscheiden.

Wie im Modell der Klassenanalyse wird
angenommen, daß die Klassen exhaustiv

und disjunkt sind, so daß sich die unbe-
dingte Antwortwahrscheinlichkeit wieder-
um durch Summation über die Klassen
und Gewichtung mit einer Klassengröße
7cg ergibt:

Man sieht an dieser Gleichung, daß es sich
bei dem mixed Rasch-Modell um das
gemeinsame Obermodell von Rasch-Mo-
dell und Klassenanalyse handelt.

Abbildung 78: Das mixed Rasch-Modell als
Synthese von latent-class Analyse und Rasch-
Modell

Gibt es nur eine Klasse, d.h. ist G = 1, so
reduziert sich das ganze Modell auf das
normale Rasch-Modell. Gibt es dagegen
keine Varianz in den Personenparametern
Cl,,,  d.h. sind alle 8,,=8,,  so ist die klas-
senspezifische Eigenschaftsausprägung 8,
nichts anderes als eine Normierungskon-
stante. In diesem Fall resultiert die logi-
stische Schreibweise des Modells der
Klassenanalyse (S.O. Kap. 3.1.2.4, Formel
(4)) mit aig = -Gig.

Die Klassengrößenparameter 7rg sind wie-
derum Wahrscheinlichkeitsparameter, die
sich zu 1 addieren, d.h.
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Die Itemparameter unterliegen - wie beim
normalen Rasch-Modell - einer Normie-
rungsbedingung, und zwar müssen die
Itemparameter innerhalb jeder Klasse
summennormiert sein, d.h. es gilt

Die Anwendungsbereiche dieses zunächst
etwas kompliziert aussehenden Modells
erschließen sich auf zweierlei Weise, näm-
lich wenn man entweder vom normalen
Rasch-Modell oder von der normalen
Klassenanalyse ausgeht und sich klar-
macht, welche Annahmen jeweils ge-
lockert werden.

Im ersten Fall, d.h. beim normalen Rasch-
Modell wird angenommen, daß dieselben
Itemparameter für alle Personen in der
befragten Population gelten, d.h. die
Itemschwierigkeiten müssen konstant sein
für alle getesteten Personen. Dies ist eine
sehr restriktive Annahme, die oft dazu
führt, daß das Rasch-Modell für einen
Datensatz verworfen werden muß. Das
mixed Rasch-Modell trifft nicht diese
restriktive Annahme konstanter Item-
schwierigkeiten für alle Personen, sondern
erlaubt unterschiedliche Itemschwierig-
keiten für verschiedene Personengruppen.

Beispiel : unterschiedliche Lösungs-
Strategien

Gibt es für die Aufgaben eines Lei-
stungstests, z.B. zum räumlichen Vor-
stellungsvermögen, mehrere Lösungsstra-
tegien, so muß angenommen werden, daß
auch die Itemschwierigkeiten für Personen
unterschiedlich sind, die verschiedene

3. Testmodelle

Lösungsstrategien verwenden. Gibt es im
einfachsten Fall zwei verschiedene Lö-
sungsstrategien und wendet jede Person
genau eine der beiden Strategien auf alle
Items an, so ist das räumliche Vor-
stellungsvermögen nur zu messen, indem
man zwei Gruppen von Personen unter-
scheidet, für die unterschiedliche Item-
parameter gelten.

In diesem Fall messen zwar alle Items
dieselbe Fähigkeit, nämlich die Fähigkeit
eben diese Items zu lösen. Dennoch kann
das Rasch-Modell nur innerhalb der
beiden homogenen Teilpopulationen gel-
ten, die jeweils dieselbe Lösungsstrategie
anwenden.

Geht man dagegen von der normalen
Klassenanalyse aus, so ist deren restrik-
tivste Annahme die Forderung, daß sich
die Personen innerhalb jeder latenten
Klasse in ihren Antwortwahrscheinlich-
keiten nicht weiter unterscheiden dürfen.
Das bedeutet, alle Personen derselben
Klasse haben für alle Items dieselben Lö-
sungs- bzw. Antwortwahrscheinlichkeiten.

Hier wäre es wünschenswert, daß sich die
Personen in den latenten Klassen graduell
unterscheiden dürfen, d.h. im Rahmen
eines klassenspezifischen Antwortprofils
im Niveau variieren können.

Beispiel: unterschiedlich prägnante

Typen

Ein Persönlichkeitsfragebogen soll den ex-
travertierten Typ vom introvertierten Typ
unterscheiden. Jeder Typus zeichnet sich
durch ein bestimmtes Antwortprofil aus,
d.h. er stimmt gewissen Fragen eher zu
und lehnt andere eher ab. Die getesteten
Personen gehören aber nicht nur dem
einen oder anderen Typ an, sondern un-
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terscheiden sich auch darin, wie ausge-
prägt ihre intro- bzw. extravertierte Per-
sönlichkeitsstruktur ist. Ein ausgeprägt ex-
travertierter Typ wird die Items sehr viel
eher in Richtung Extraversion beantworten
als ein schwächer ausgeprägter Typ.

In diesem Fall gibt es zwar zwei typen-
spezifische Profile von Itemschwierig-
keiten, aber diese bedeuten nicht, daß alle
Personen einer Klasse dieselben Antwort-
wahrscheinlichkeiten hätten.

Die folgende Abbildung veranschaulicht
die Idee klassenspezifischer Profile von
Schwierigkeitsparametern.

Abbildung 79: Itemprofile für zwei Klassen

Die Abbildung zeigt die Profile der
Itemparameter für zwei latente Klassen.
Zu beachten ist hier, daß es sich nicht um
die Profile der Lösungswahrscheinlich-
keiten handelt, wie bei der normalen
Klassenanalyse. Die wichtigste Implika-
tion dieses Unterschieds besteht darin, daß
es ein solches Profil konstanter Lösungs-
wahrscheinlichkeiten im mixed Rasch-
Modell nicht gibt - es sei denn im Sinne
eines mittleren (Durchschnitts-) Profils.

Die beiden in Abbildung 79 dargestellten
Profile zeigen vielmehr nur den Profil-
verlauf der Itemschwierigkeiten. Jede ein-
zelne Person in der betreffenden Klasse

kann nach Maßgabe ihres klassenspe-
zifischen Personenparameters 8,, eher
hohe oder eher niedrige Lösungswahr-
scheinlichkeiten bei allen Items haben. An
den Profilen ist daher nur der Verlauf aber
nicht das Niveau zu interpretieren. Wegen
der Normierungsbedingung (4) ist der Mit-
telwert aller Itemparameter in einer Klasse
stets gleich Null.

Datenbeispiel: Itemparameter

Die I temparameter  des 2-Klassen
Modells für die KFT-Daten lauten:

Dasselbe Muster spiegelt sich in den
mittleren Itemlösungswahrscheinlichkei-
ten der beiden Klassen wieder:

Als ‘mittlere Lösungswahrscheinlichkei-
ten’ werden die über alle Personen in
einer latenten Klasse gemittelten Lö-
sungswahrscheinlichkeiten der Items be-
zeichnet.
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Abbildung 80: Die mittleren Lösungswahr-
scheinlichkeiten der beiden Klassen

Die kleinere Klasse ist also die Klasse
der ‘Könner’, die größere die der ‘Nicht-
Könner’. Dieses läßt sich anhand der
Itemparameter nicht erkennen, da sie in
beiden Klassen summennormiert sind.

Als Ergebnis einer Testung und Auswer-
tung mit dem mixed Rasch-Modell erhält
man also zwei Personenmeßwerte:

Erstens, ihre wahrscheinlichste Klassen-
zugehörigkeit als Ausprägung einer kate-
gorialen Personenvariable und

zweitens, ihre Fähigkeitsausprägung in-
nerhalb dieser Klasse als Ausprägung
einer quantitativen Personenvariable.

Die Ermittlung der wahrscheinlichsten
Klassenzugehörigkeit für jede Person
erfolgt genauso wie im Modell der
Klassenanalyse (S.O. Kap. 3.1.2.2). Sie
ergibt sich daraus, für welche Klasse die
bedingte Patternwahrscheinlichkeit p(&lg)

am größten ist.

Auch hier läßt sich ein Mittelwert
der Klassenzugehörigkeitswahrscheinlich-
keiten berechnen, der die Treffsicherheit
der Klassenordnung für alle Personen ei-
ner Klasse angibt.

Datenbeispiel: Zuordnungswahrschein-
lichkeiten

Eine Person mit dem Antwortmuster
x = (11100) hat in diesem Datenbeispiel-
die beiden Zuordnungswahrscheinlichkei-
ten von

gehört also eher der zweiten Klasse an.
Eine Person mit dem Pattern & = (01110)
hat die Zuordnungswahrscheinlichkeiten:

und gehört daher eher der ersten Klasse
an. Obwohl beide Personen denselben
Score haben (r = 3), werden sie aufgrund
ihres Antwortprofils unterschiedlichen
Klassen zugeordnet.

Die Treffsicherheiten liegen für die beiden
Klassen bei:

Tl = 0.96 und T2 = 0.94.

Genauso wie beim normalen Rasch-
Modell erhalten alle Personen mit dem-
selben Summenscore auch denselben
Personenparameter. Im Unterschied zum
Rasch-Modell werden jedoch klassen-
spezifische Personenparameter berechnet,
d.h. jede Person erhält soviele Personen-
parameter wie es latente Klassen gibt.

Allerdings werden sich diese verschie-
denen Fähigkeitsparameter für eine Person
numerisch nicht sehr voneinander unter-
scheiden: Sie hängen zwar in jeder Klasse
von den dort gültigen Itemparametern ab
und könnten sich von daher sehr wohl
unterscheiden. Jedoch hat jede Person
natürlich nur einen Summenscore - egal
welcher Klasse sie angehört - und die
diesem Score zugeordneten Parameter-
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Schätzungen unterscheiden sich nur in
besonderen Fällen.

Datenbeispiel: Personenparameter

Die Schätzungen der Personenparameter
lauten:

Ebenso wie beim normalen Rasch-
Modell sind die Personenparameter für
Personen, die gar kein Item gelöst haben
oder die alle Items gelöst haben, nicht
exakt bestimmbar. Um solche Personen
nicht eliminieren zu müssen, gibt es je-
doch spezielle Schätzverfahren, die eine
unter praktischen Gesichtspunkten be-
friedigende Schätzung erlauben.

Das mixed Rasch-Modell, soweit es
bislang beschrieben wurde, enthält sehr
viele Modellparameter - zu viele, um sie
alle gleichzeitig zu schätzen.

Deswegen wird hier dieselbe Reparame-
trisierung vorgenommen, die schon für das
normale Rasch-Modell beschrieben wurde
(vgl. Kap. 3.1.1.2.2). Das Modell baut
statt auf den unbedingten auf den be-
dingten Patternwahrscheinlichkeiten auf,
in denen die Personenparameter 8,, nicht

mehr enthalten sind (vgl. Gleichung (13)
in 3.1.1.2.2). Die bedingten Patternwahr-
scheinlichkeiten sind als Anteil definiert,
den ein bestimmtes Pattern an der Ge-
samtwahrscheinlichkeit aller Pattern mit
Score r hat,

und werden durch Multiplikation mit der
Wahrscheinlichkeit dieses Scores r in
Klasse g wieder zur unbedingten Pattern-
Wahrscheinlichkeit:

Die klassenspezifischen Scorewahrschein-

lichkeiten p(rlg)  sind die neuen Parameter

des Modells und müssen anhand der Daten
geschätzt werden. Bezeichnet man sie mit
7crg,  so ergibt sich für die globale, d.h.

klassenunspezifische Patternwahrschein-
lichkeit analog zu Gleichung (8) in Kapitel
3.1.2.2:

Die Wahrscheinlichkeiten p(x/r, g) sind

wiederum eine relativ ‘einfache’ Funktion
der Itemparameter und ihrer symmetri-
schen Grundfunktionen (vgl. (14) und (15)
in 3.1.1.2.2):

Insbesondere sind in (8) die Personenpa-
rameter nicht mehr enthalten. Die Modell-
gleichung des mixed Rasch-Modells auf
der Ebene der Patternwahrscheinlichkeiten
läßt sich somit wie folgt schreiben
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Die Scorewahrscheinlichkeiten qg müs-

sen sich über alle Scores r zu 1 addieren,
denn ein Summenscore muß schließlich
mit jedem Antwortpattern verbunden sein:

Um diese Parameter anschaulicher zu
machen, kann man sie mit der geschätzten
Anzahl der Personen in einer Klasse
multiplizieren und erhält so die erwarteten
Scorehäufigkeiten für jede Klasse

Datenbeispiel: Scorehäufigkeiten

Die Scorehäufigkeiten lauten für das
Datenbeispiel:

Wiederum sieht man, daß es sich hier
um zwei ‘Leistungsklassen’ handelt: in
der ersten Klasse sind die ‘Könner’, bei
denen die Scores 1 bis 3 fast gar nicht
auftreten, in der zweiten Klasse sind die
weniger leistungsstarken Schüler.

Im Gegensatz zur Scoreverteilung der
Rohdatenmatrix sind die klassenspezi-
fischen Scoreverteilungen beim mixed
Rasch-Modell nicht mit ganzzahligen
Häufigkeiten gebildet: Da es sich um
latente Häufigkeiten handelt, können sie
auch gebrochene Werte annehmen, was
bei manifesten Klassen nicht möglich ist.
Sie addieren sich aber über die Klassen zu
den beobachteten Scorehäufigkeiten.

Obwohl die Scoreparameter unproblema-
tisch zu schätzen sind, haben sie den
Nachteil, daß es sehr viele sind. Berechnet
man zum Beispiel für einen Test mit zehn
Items die 3-Klassenlösung, so benötigt
man 33 Scoreparameter.

Eine solche Anzahl kann zum einen
Schwierigkeiten bei der Modellgeltungs-
kontrolle bereiten (s. Kap 5), vor allem ist
aber hier das Prinzip verletzt, daß ein Mo-
dell nur solche Parameter enthalten sollte,
die auch tatsächlich interpretiert werden.
Die relative Häufigkeit, mit der ein ein-
zelner Summenscore in einer Klasse auf-
tritt, wird im Allgemeinen nicht interpre-
tiert.

Man kann daher die Scoreverteilung in
den Klassen auch durch eine Funktion
anpassen, die weniger Parameter enthält.
Eine sehr brauchbare Funktion, die nur
zwei Parameter p und p enthält, ist die
folgende logistische Funktion

Der Parameter v ist ein Lokationspara-
meter, gibt also an, wo der Mittelwert der
Verteilung liegt. Der Parameter p (rho) ist
dagegen ein Dispersionsparameter, der
angibt, wie ‘breit’ die Verteilung ist.

Die folgende Abbildung zeigt eine unre-
stringierte und eine restringierte Score-
Verteilung.
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Abbildung 81: Eine unrestringierte und eine
restringierte Scoreverteilung

Die logistische Verteilung ‘glättet’ die ‘hol-
perige’ unrestringierte Verteilung. Dabei
ist dieser Verteilungstyp in der Lage, sehr
unterschiedliche Verteilungen anzupassen,
die auch u-förmig sein können. Abbildung
82 zeigt einige Beispiele.

Die Parameter lt und p können im Sinne
der mittleren Eigenschaftsausprägung in
einer Klasse (p) bzw. der Streuung der
Eigenschaftsausprägungen in der Klasse
(p) interpretiert werden.

Datenbeispiel: restringierte Score-
verteilung

Die 2-Klassenlösung des Datenbeispiels
hat die folgenden unrestringierten nrg

und restringierten iirg Scorehäufigkeiten

vgl. (11):

Man sieht, daß die jeweils rechte Spalte
eine sehr viel ‘glattere’ Häufigkeitsver-
teilung wiedergibt. Insbesondere der
Knick’ in den unrestringierten Vertei-
lungen zwischen Score 3 und 4 ver-
schwindet: Während in der unrestrin-
gierten Lösung fast alle Personen mit
dem Score 0, 1, 2 oder 3 in Klasse 2 sind
und Personen mit Score 4 oder 5 der
Klasse 1 angehören, werden in der re-
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stringierten Lösung Personen mit einem
mittleren Score, r = 2 oder r = 3, gleich-
mäßiger aufgeteilt. Das führt dazu, daß
die Klasse der ‘Könner’ wesentlich
größer wird.

Die beiden Parameter der logistischen
Verteilung (12) lauten:

Die P-Parameter drucken aus, daß sich
die beiden Klassen stark in der Höhe der
Scores unterscheiden. Da die Disper-
sionsparameter p positiv sind, sind auch
beide Verteilungen eingipflig.

In diesem Beispiel hat die Restringierung
der Scoreverteilung mittels der logi-
stischen Funktion dazu geführt, daß sich
auch die beiden Klassen selbst verändert
haben. Die Einführung einer solchen
Verteilungsannahme kann also neben der
Einsparung von Parametern auch den
Zweck haben, die Klassenstruktur unter
der Bedingung dieser Verteilungsannahme
zu analysieren.

Die Anzahl unabhängiger Parameter im
mixed Rasch-Modell hängt natürlich von
der gewählten Parametrisierung der Score-
Verteilungen ab.

Anzahl der Modellparameter

Wegen der Summennormierung gibt es
k-1 unabhängige I temparameter  (s .
Gleichung (4)) in jeder Klasse, also G.(k-
1) Itemparameter insgesamt.

Hinzu kommen G-l unabhängige Klas-
sengrößenparameter (s. Gleichung (3)).

Die Auszählung der Scoreparameter
gestaltet sich dadurch schwierig, daß für
Personen, die alle oder kein Item gelöst
haben, die Klassenzugehörigkeit nicht als
Bestandteil des Modells definiert ist: der
Vektor x = (00000...) und der Vektor
x = (11111...) als Antwortvektor ist in-
allen latenten Klassen gleich wahr-
scheinlich.

Dies läßt sich formal ableiten, ist aber
auch intuitiv ersichtlich, da diese beiden
Antwortmuster keinerlei Information über
das Profil der Lösungswahrscheinlichkei-
ten einer Person enthalten. Zur Klassen-
einteilung der getesteten Personen tragen
daher die beiden Antwortmuster nichts bei
(worin ein wesentlicher Unterschied zur
latent-class Analyse besteht).

Die Konsequenz besteht darin, daß von
k + 1 möglichen Summenscores 2 Score-
wahrscheinlichkeiten (für die Extrem-
scores) nicht klassenspezifisch sind, so daß
in jeder Klasse nur k-l Scorewahr-
scheinlichkeiten zu schätzen sind. Von
diesen ist nochmals ein Parameter abzu-
ziehen, da sich die Scorewahrscheinlich-
keiten in jeder Klasse zu 1 addieren
(schließlich sind es Wahrscheinlich-
keiten!). Es verbleibt die Anzahl von
2+G(k-2) unabhängigen Scorepara-
metern.

Im Falle der restringierten Scorevertei-
lungen gibt es pro Klasse 2 Parameter also
insgesamt 2G Scoreparameter.

Obwohl eine Aufspaltung der beobach-
teten Häufigkeiten von Score r = 0 und
r = k anhand der Modellparameter nicht
möglich ist, sind in den o.g. Tabellen stets
auch die klassenspezifischen Häufigkeiten
dieser Scores aufgeführt. Diese Häufigkei-
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ten stellen Schätzungen anhand der übri-
gen Scorewahrscheinlichkeiten dar (sog.
Extrapolationen) und beeinflussen nicht
die Schätzung der Itemparameter in den
Klassen.

Literatur

Das mixed Rasch-Modell geht auf Arbei-
ten von Rost (1990), Mislevy & Verhelst
(1990) und Kelderman & Macready
(1990) zurück. Detailliertere Darstellun-
gen finden sich bei Rost & v. Davier
(1995) und Rost (1995). Anwendungs-
beispiele geben Köller (1994), Köller et al.
(1994), Rost & v. Davier (1993) und Rost
& Langeheine (1996).

Übungsaufgaben

1. Wieviele unabhängige Modellparame-
ter wurden in dem KFI-Beispiel insge-
samt geschätzt?

2. Berechnen Sie mit WINMIRA die
Itemprofile der 2-Klassenlösung mit
restringierten Scoreverteilungen. Wel-
che Pattern mit Score r = 2 gehören
eher der Klasse der ‘Könner’ an, welche
der Klasse der ‘Nicht-Könner’?

3. Denken Sie sich je einen Leistungstest
und einen Persönlichkeits- oder Ein-
stellungstest aus, für den die Geltung
des mixed Rasch-Modells mit 2 Klas-
sen theoretisch plausibel ist.
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3.2 Modelle für nominale
Itemantworten

In Kapitel 3.1 wurde gesagt, daß dichoto-
me Itemantworten der einfachste Fall von
Itemantworten sind und vielleicht auch der
häufigste. Unter den mehrkategoriellen
Itemantworten sind ordinale Itemantwor-
ten, wie sie z.B. mit Ratingskalen erhoben
werden, die häufigsten. Reine nominale
Itemantworten sind eher selten, was je-
doch auch an der Kompliziertheit ihrer
Auswertung liegen mag. Wenn jede Ant-
wort auf ein Item qualitativ etwas anderes
bedeutet, so ist es zwar leicht, mit Hilfe
eines Testmodells eine kategoriale Perso-
nenvariable zu erfassen, jedoch eher
schwierig, eine quantitative Personen-
variable zu messen.

Diesen Unterschied kann man auch ohne
eine Formalisierung nachvollziehen: Ein
Testmodell wie die latent-class Analyse
nimmt lediglich an, daß in jeder Klasse
bestimmte Antwortwahrscheinlichkeiten
konstant für alle Personen dieser Klasse
gelten. Dies kann man sich nicht nur für
dichotome, sondern gleichermaßen für
mehrkategorielle Itemantworten vorstel-
len: man nimmt entsprechend an, daß die
Antwortwahrscheinlichkeiten bezüglich
aller Kategorien eines Items in jeder
Klasse konstant sind. Die Generalisierung
der dichotomen latent-class Analyse auf
den Fall nominaler Itemantworten ist sehr
gradlinig und wird in Kapitel 3.2.1
behandelt.

Möchte man mit nominalen Itemantworten
dagegen quantitative Personenvariablen
erfassen, so muß man zunächst das Pro-
blem klären, wie man verschiedene quali-

tative Beobachtungen (die Itemantworten)
den zu messenden Quantitäten zuordnet.

Dies setzt voraus, daß man bei jedem Item
für jede Itemantwort genau weiß, welche
latente Personenvariable sie anspricht. Soll
daraus aber ein praktikables Testmodell
abgeleitet werden, so ist weiter anzuneh-
men, daß es fürjede zu messende Dimen-
sion bei jedem Item auch eine zugehörige
Itemantwort gibt. Somit hat jedes Item
gleich viele Antwortkategorien und je-
weils eine Kategorie entspricht einer zu
messenden Personeneigenschaft. Das ist
die Idee des mehrkategoriellen mehrdi-
mensionalen Rasch-Modells, welches in
Kapitel 3.2.2 dargestellt wird.

Die Idee, daß man mit mehreren nomina-
len Antwortkategorien nur eine latente
Personenvariable mißt, ist dagegen nicht
realisierbar. Man würde hierfür irgendeine
Annahme benötigen, wie qualitative Item-
antworten mit genau einer Personen-
variable zusammenhängen (s. Kap. 2.5.2).

Nimmt man zum Beispiel an, daß die Ant-
wortkategorien die latente Variable unter-
schiedlich stark ansprechen, d.h. daß es
vom Ausprägungsgrad der Eigenschaft ab-
hängt, welche Kategorie man wählt, so
gelangt man unweigerlich zu ordinalen
Antwortkategorien. Es ist dies genau die
Annahme von quantitativen Modellen für
ordinale Daten, wie sie in Kapitel 3.3 be-
handelt werden.

Zusammenfassend ergibt sich die etwas
asymmetrisch erscheinende Situation, daß
sich mit nominalen Itemantworten zwar
leicht eine nominale Personenvariable
messen läßt, daß es aber nur möglich ist,
so viele quantitative Personenvariablen zu
messen, wie es Antwortalternativen gibt.
Aus diesem Grund kann es manchmal
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angebracht sein, nominale Itemantworten
mittels der Klassenanalyse auszuwerten
statt mit einem quantitativen Testmodell.
Andererseits ermöglicht das mehrdimen-
sionale Rasch-Modell, das für jede Ant-
wortkategorie eine eigene latente Variable
vorsieht, sehr interessante Interpretations-
möglichkeiten (s. Kap. 3.2.2).

Datenbeispiel

Als Datenbeispiel dient in diesem Kapi-
tel ein Fragebogen zum Umwelthan-
deln, der in einer bundesweiten Befra-
gung von Lehrerinnen und Lehrern ein-
gesetzt wurde (Eulefeld et al. 1993). In
den 9 Items des Fragebogens, von de-
nen die ersten 5 hier als Datenbeispiel
ausgewählt wurden, sind verschiedene
Tätigkeiten aufgeführt und als Item-
stamm ist die Frage gestellt:

‘Jeder Einzelne ist aufgefordert,
durch eigenes Tun einen Beitrag
zur Verbesserung der Umwelt-
situation zu leisten. Wie ist es bei
Ihnen?’

Die 5 Items lauten:

1. Regelmäßig mit öffentlichen Ver-
kehrsmitteln oder dem Fahrrad zur
Schule fahren bzw. zu Fuß gehen.

2. Eine politische Partei deshalb wäh-
len, weil sie den ‘ökologischen Um-
bau’ der Industriegesellschaft an-
strebt.

3. Einem Umweltverband für den
Schutz bedrohter Arten Geld spen-
den.

4. Auf die Ausübung einer Sportart
verzichten (z.B. Skifahren, Motor-
sport), um die Umwelt zu schonen.

5. An einer Versammlung einer Um-
welt- oder Naturschutzgruppe teil-
nehmen.

Das nominale Antwortformat besteht
aus den folgenden 4 Kategorien:

0: Habe ich schon getan bzw. tue ich
bereits.

1: Kann ich mir gut vorstellen.

2: Würde ich tun, wenn geeignete Be-
dingungen geschaffen würden.

3: Ich halte das für ungeeignet, um die
Umwelt zu schützen.

Mit den beiden letzten Kategorien soll
erhoben werden, warum bestimmte Tä-
tigkeiten nicht ausgeführt werden, und
die zweite Kategorie (‘kann ich mir gut
vorstellen’) bietet den Befragten eine
weitere Möglichkeit ‘zuzugeben’, daß
man diese sicherlich ‘sozial er-
wünschten’ Tätigkeiten nicht ausführt.
Der verzerrende Einfluß der Variable
soziale Erwünschtheit (s. Kap. 2.3) soll
mit diesen Antwortkategorien
möglichst gering gehalten werden. Die
Antwortkategorien bilden weder eine
Rangskala, noch kann angenommen
werden, daß eine einzige quantitative
Personenvariable das Antwortverhalten
erklärt.

Das Datenbeispiel umfaßt die Antwor-
ten von N = 800 Lehrerinnen und Leh-
rern. Es ergeben sich die folgenden
Kategorienhäufigkeiten:

Die vollständigen Patternhäufigkeiten
hier wiederzugeben ist zu aufwendig, da
deren Anzahl zu groß ist.
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Übungsaufgaben

1. Wieviele unterschiedliche Antwort-
muster sind bei diesem Beispiel
prinzipiell beobachtbar?

2. Wie könnte man die 4 Personenvaria-
blen beschreiben, die das mehrdimen-
sionale Rasch-Modell bei diesem Da-
tenbeispiel erfassen würde?

3.2.1 Klassenanalyse nomina-
ler Daten

In Kapitel 3.1.2.2 wurde das Modell der
latent-class Analyse aus vier Annahmen
abgeleitet, nämlich

1. die Annahme konstanter Lösungswahr-
scheinlichkeiten für alle Personen einer
Klasse,

2. die Annahme disjunkter und exhausti-
ver Personenklassen, deren Größe un-
bekannt ist,

3. der Annahme der Itemhomogenität und

4. die Annahme der stochastischen Unab-
hängigkeit aller Itemantworten in
einem Test.

Aus denselben Annahmen ist auch das
Modell der latent-class Analyse für no-
minale Daten herleitbar mit dem kleinen
Unterschied, daß nun in Annahme 1 nicht
mehr von konstanten Lösungswahrschein-
lichkeiten gesprochen wird, sondern von
konstanten Antwortwahrscheinlichkeiten
für alle Antwortkategorien eines Items.

Die Grundidee ist also die, daß es eine be-
stimmte Anzahl von Klassen von Perso-
nen gibt, innerhalb derer die Wahrschein-
lichkeiten, eine bestimmte Kategorie von
m+ 1 vorgegebenen Kategorien anzukreu-

zen, konstant sind. In Entsprechung zu
Formel (1) in Kapitel 3.1.2.2 lautet daher
die Grundgleichung, die sich aus der er-
sten Modellannahme ergibt:

Die Antwortvariable Xvi kann Werte zwi-

schen 0 und m annehmen, d.h. sie umfaßt
m+l Antwortkategorien. Für jede dieser
Antwortkategorien wird ein Wahrschein-
lichkeitsparameter nlxg eingeführt, der die

Wahrscheinlichkeit charakterisiert, daß in
Klasse g bei Item i in Kategorie x geant-
wortet wird. Diese m+l Antwortwahr-
scheinlichkeiten eines Items in einer
Klasse müssen sich zu 1 addieren, da jede
Person genau eine Alternative auszu-
wählen hat und daher die folgende Nor-
mierungsbedingung gilt:

In Entsprechung zu Gleichung (5) in Kapi-
tel 3.1.2.2 ergibt sich aufgrund der zwei-
ten Annahme exhaustiver und disjunkter
Klassen mit unbekannten Klassengrößen
ng die folgende Gleichung für die unbe-

dingten Antwortwahrscheinlichkeiten:

Auch hier gilt selbstverständlich für die
Klassengrößenparameter ng,  daß sie sich
zu 1 addieren müssen, d.h.
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Aufgrund der beiden weiteren Annahmen
der Itemhomogenität und stochastischen
Unabhängigkeit ergibt sich schließlich die
unbedingte Patternwahrscheinlichkeit als
Modellgleichung dieses Modells. Diese
entspricht Formel (10) in Kapitel 3.1.2.2:

(5)

Verglichen mit Gleichung (10) im Kapitel
3.1.2.2 sieht diese Gleichung sogar noch
einfacher aus, da die Schreibweise mit den
Exponenten xi bzw. 1-xi entfällt. Dies
liegt daran, daß hier jede Antwortkategorie
einen eigenen Parameter 7Cixg  erhält, wäh-

rend im dichotomen Fall nur die Wahr-
scheinlichkeit für x=l parametrisiert ist.
Dafür muß hier die Normierungsbe-
dingung (2) berücksichtigt werden, was im
dichotomen Fall der Tatsache gleich-
kommt, daß von 2 möglichen Parametern
nur einer in der Modellgleichung auftritt.

Datenbeispiel

Analysiert man das oben genannte Da-
tenbeispiel mit vier Antwortkategorien
unter der Annahme von drei latenten
Klassen, also einer dreikategoriellen Per-
sonenvariable, so ergeben sich die fol-
genden Modellparameter:

Personen in Klasse 1 haben bei
Item 1 die Antwortwahrscheinlichkeit
qol = 0.24 bezüglich Kategorie x = 0,
während in Klasse 2 die Ant-
wortwahrscheinlichkeit 7q02  = 0.39 be-
trägt und in Klasse 3 7clo3 = 0.41.

Die Klassengrößenparameter nng lauten:

q = 0.22, 7c2 = 0.23 und 7c3 = 0.55. Betrach-
tet man die Antwortwahrscheinlichkeiten
der ersten Antwortkategorie (x=0) in den
drei Klassen, so sieht man, daß die Per-
sonen in Klasse 3 am meisten angeben
zu handeln, während diese Wahrschein-
lichkeiten, zumindest bei den Items 2 bis
5, in den beiden anderen Klassen
deutlich geringer sind.

Klasse 1 zeichnet sich dadurch aus, daß
die Wahrscheinlichkeiten für die zweite
Kategorie (‘kann ich mir gut vorstellen’)
recht groß sind. Dies ist offensichtlich
ein Typ von Personen, der gerne mehr
für die Umwelt tun würde (bzw. es
angibt), es aber nicht tatsächlich tut.

In Klasse 2 sind (außer für das erste
Item) die Wahrscheinlichkeiten der letz-
ten Antwortkategorie sehr hoch. Man
könnte diese Personen (etwas bösartig)
als ‘die Rationalisiere? bezeichnen, denn
sie halten viele der erfragten Verhaltens-
weisen für ungeeignet, die Umwelt zu
schützen.
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Im Unterschied zur latent-class Analyse
dichotomer Daten lassen sich diese Ergeb-
nisse nicht mehr so einfach in Form von
Itemprofilen darstellen. Man braucht z.B.
im vorliegenden Datenbeispiel vier Profile
für jede Klasse, was innerhalb einer Ab-
bildung sehr unübersichtlich wird. In Ab-
bildung 83 sind daher die Antwortprofile
für jede Klasse getrennt abgebildet.

1 2 3 4 5

Abbildung 83: Die Antwortprofile der 3 Klassen
aus dem Datenbeispiel

Auch macht es im Unterschied zum Fall
dichotomer Daten im allgemeinen keinen
Sinn von geordneten Klassen zu sprechen,
da die Antwortwahrscheinlichkeiten für

jede Kategorie zwischen den Klassen
anders geordnet sein können.

Anhand des Datenbeispiels kann illustriert
werden, wie die Personen anhand ihres
Antwortmusters den Klassen zugeordnet
werden. So werden etwa die folgenden
drei Antwortmuster mit relativ großer
Wahrscheinlichkeit je einer der drei Klas-
sen zugeordnet, da diese Personen bei
allen Items eine Kategorie ausgewählt
haben, die in dieser Klasse eine hohe
Wahrscheinlichkeit besitzt.

Bei anderen Antwortmustern ist die Zu-
ordnung zu den latenten Klassen nicht so
eindeutig. So weist eine Person, die sich
nur in einer Antwort von dem dritten,
zuvor genannten Pattern unterscheidet

x = (0 1 2 0 1)-

folgende Zuordnungswahrscheinlichkeiten
auf:

Einem Umweltverband Geld zu spenden
(i = 3), hat in der Klasse der ‘Handelnden’
(g = 3) offensichtlich einen so hohen
Stellenwert, daß man dieser Klasse nicht
mehr zugeordnet wird, wenn man nur
unter geeigneteren Bedingungen spenden
würde (xv3 = 2).

Die allgemeine Formel zur Bestimmung
der Zuordnungswahrscheinlichkeiten läßt
sich analog zu (11) in Kapitel 3.1.2.2
ableiten und lautet:
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Möchte man für jede getestete Person kon-
kret deren Klassenzugehörigkeit bestim-
men, so wird man die Person derjenigen
Klasse mit der höchsten Zuordnungswahr-
scheinlichkeit zuordnen, was sich für das
zuletzt genannte Antwortmuster allerdings
erst in der dritten Kommastelle entschei-
det.

Auch die mittlere Treffsicherheit für alle
Personen einer Klasse läßt sich analog zu
Formel (15) in Kapitel 3.1.2.2 bestimmen.
Sie ist ein Indikator für die Güte der
Klasseneinteilung und somit für die Meß-
genauigkeit des Tests. Im Datenbeispiel
ergeben sich für die drei Klassen die fol-
genden mittleren Zuordnungswahrschein-
lichkeiten:

Ein großer Vorteil der Klassenanalyse no-
minaler Daten kommt bei diesem Daten-
beispiel gar nicht zum Tragen. Es ist näm-
lich nicht erforderlich, daß alle Items glei-
che Kategorienanzahlen haben. D.h. es ist
möglich, daß z.B. Item 1 zwei Kategorien,
Item 2 vier Kategorien und Item 3 fünf
Kategorien aufweist. In dieser Hinsicht ist
die latent-class Analyse sehr flexibel und
universell einsetzbar.

In Kapitel 3.1.2.3 wurde beschrieben, wie
mit Hilfe von Parameterrestriktionen spe-
zielle latent-class Modelle berechnet wer-
den können. Diese Möglichkeiten des Fi-
xierens von Parametern auf bestimmte
Werte und des Gleichsetzens von minde-
stens zwei Modellparametern bestehen

auch bei der Klassenanalyse für nominale
Daten. Die in Kapitel 3.1.2.3 dargestellten
Überlegungen sind entsprechend verallge-
meinerbar und sollen hier nicht weiter
ausgeführt werden.

Literatur

Die latent-class Analyse wird im Allge-
meinen nicht getrennt für dichotome und
nominale Daten dargestellt, so daß auch
hier auf die Bücher von Lazarsfeld &
Henry (1968), Formann (1984) und
McCutcheon (1987) sowie auf den Über-
blicksartikel von Langeheine und Rost
(1993) verwiesen werden kann.

Übungsaufgaben

1. Welcher Klasse wird das folgende Ant-
wortmuster mit größter Wahrschein-
lichkeit zugeordnet:

x = (00313)-

2. Welches der 5 Items ist nach der oben
gegebenen Interpretation der drei Klas-
sen das ‘schlechteste’, d.h. am wenig-
sten ‘trennscharfe’ Item (Begründung)?



184 3. Testmodelle

3.2.2 Das mehrdimensionale
Rasch-Modell

Will man mit mehreren nominalen Ant-
wortkategorien quantitative Personenva-
riablen messen, so setzt dies - wie in der
Einleitung von Kapitel 3.2 ausgeführt -
voraus, daß alle Items gleich viele Kate-
gorien haben und jeweils eine Kategorie
eine bestimmte Dimension anspricht. In
Kapitel 2.5.2 über die Kodierung von
Antwortkategorien wurde dies am Beispiel
eines Attributionsfragebogens beschrie-
ben, bei dem jede von vier Antwort-
alternativen einem der vier Attributions-
stile entspricht.

Nur in diesem Fall macht es Sinn, für die
Personen Summenscores zu bestimmen,
also die Häufigkeiten, mit denen eine
Person eine bestimmte Kategorie bei den
Items ausgewählt hat. Würden sich die
Kategorien zwischen den Items nicht ent-
sprechen, wären solche Summenscores
unsinnig.

Datenbeispiel: Scorevektoren

In dem Fragebogen zum Umwelthandeln
wurden vier Antwortkategorien unter-
schieden (siehe oben):

0: Habe ich schon getan bzw. tue ich
bereits.

1: Kann ich mir gut vorstellen.
2: Würde ich tun, wenn geeignete Be-

dingungen geschaffen würden.
3: Ich halte das für ungeeignet, um die

Umwelt zu schützen.

Dementsprechend erhält jede Person
einen Vektor von 4 Summenscores, die
angeben, wie oft sie in jeder Antwortka-
tegorie geantwortet hat

Das ergibt bei 5 Items die stattliche An-
zahl von 56 unterschiedlichen Vektoren
von Summenscores. So gibt es z.B.
allein vier extreme Scorevektoren, bei
denen die Person 5-mal in derselben
Kategorie geantwortet hat, nämlich

Angegeben sind jeweils auch deren be-
obachtete Häufigkeiten n(r). Die Zahl
der Scorevektoren, bei denen 4-mal die-
selbe, aber einmal eine andere Kategorie
angekreuzt wurde, beträgt 12, und sie
wurden mit folgenden Häufigkeiten
beobachtet:

Im Gegensatz zu dichotomen Testdaten
sind die Summenscores bei mehrkatego-
riellen, nominalen Daten also recht un-
übersichtlich.

Die Idee quantitativer Modelle für solche
Daten besteht darin, daß Personen mit
einem höheren Summenscore bezüglich
einer Kategorie x auch einen höheren Aus-
prägungsgrad auf der entsprechenden Per-
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sonenvariable aufweisen. Bei vier Ant-
wortkategorien gibt es vier Personen-
variablen, und der Scorevektor sagt etwas
darüber aus, wie diese Eigenschaften bei
der betreffenden Person ausgeprägt sind.

Bevor man sich Gedanken über die For-
malisierung eines entsprechenden Testmo-
dells macht, ist es lohnenswert, sich einige
Eigenschaften einer solchen Datenstruktur
vor Augen zu fuhren. Diese Eigenschaften
haben nämlich weitreichende Implikatio-
nen für die Interpretation der Modell-
parameter entsprechender Testmodelle. In
dem Datenbeispiel addieren sich die vier
Summenscores jeder Person stets zu 5, da
es genau fünf Items gibt und jede Person
bei jedem Item nur eine Kategorie an-
kreuzen darf. Generell gilt

(1)

wenn rvx die Anzahl von Antworten in
Kategorie x bei Person v bezeichnet.

Das bedeutet, daß die Summenscores der
Personen nicht unabhängig voneinander
variieren können. Wenn man bei vier Ant-
wortkategorien drei Summenscores kennt,
so ergibt sich der vierte automatisch, wenn
man die Anzahl der Items kennt.

Solche Summenscores und die aus ihnen
abgeleiteten Meßwerte bezeichnet man als
ipsative Meßwerte.

Was sind ipsative Meßwerte?

Ipsativ bedeutet ‘auf sich selbst bezogen’
(ipse = selbst), d.h. ipsative Meßwerte
sagen nur etwas über den relativen Aus-
prägungsgrad einer Eigenschaft bezogen
auf andere Eigenschaften innerhalb der-
selben Person aus.
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Nehmen wir als Beispiel wieder den Attri-
butionsfragebogen mit vier Antwortkate-
gorien, so sagt die Häufigkeit, mit der ex-
tern-stabile Attributionen vorgenommen
werden, nur etwas über den Ausprägungs-
grad dieses Attributionsstils relativ zu den
anderen drei Attributionsstilen dieser Per-
son aus. Dies ist deshalb so, weil bei einer
Itemantwort in einer Kategorie die anderen
Attributionstendenzen gar nicht mehr die
Chance haben sich zu manifestieren.

Hat man z.B. bei 10 Items neunmal extern
stabil attribuiert, so besagt der Summen-
score 9 lediglich, daß der extern-stabile
Attributionsstil bei dieser Person relativ zu
den anderen drei Attributionsstilen recht
stark ist. Wie stark jeder der Attribu-
tionsstile ‘wirklich’ ist, könnte sich nur
zeigen, wenn alle vier Reaktionen gleich-
zeitig geäußert werden könnten und nicht
die Wahl einer Alternative zugleich die
Wahl der jeweils anderen unterdrucken
bzw. unmöglich machen würde.

Das Gegenstück zu ipsativen Messungen
sind normative Messungen, bei denen der
Meßwert etwas über den Ausprägungsgrad
einer Person relativ zu anderen Personen
aussagt. Diese Unterscheidung bedeutet
jedoch nicht, daß ipsative Meßwerte gar
nicht zwischen den Personen interpretier-
bar wären. Dies wäre auch unsinnig, denn
das Ziel einer Testvorgabe sind zumeist
vergleichende Aussagen zwischen den
Personen. Solche interindividuellen Ver-
gleiche sind bei ipsativen Meßwerten je-
doch komplizierter.

So können stets nur relative Variablen-
ausprägungen zwischen den Personen
verglichen werden, also z.B. die extern-
stabile Attributionstendenz relativ zu den
anderen drei Attributionstendenzen. Dies
ist eine Eigenschaft ipsativer Meßwerte
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und wird bei der Interpretation der
Modellparameter des mehrdimensionalen
Rasch-Modells zu berücksichtigen sein.

Eigenschaften ipsativer Meßwerte

Ipsative Meßwerte haben weitere Eigen-
schaften, die es zu berücksichtigen gilt,
wenn man sie mit statistischen Mitteln
weiterverarbeiten will. So sind ipsative
Meßwerte untereinander im Mittel stets
negativ korreliert. Dies ergibt sich daraus,
daß eine höhere Ausprägung einer Varia-
ble stets niedrigere Ausprägungen der
anderen Variablen bedingt.

Man kann sogar die Höhe dieser künstli-
chen negativen Interkorrelation ipsativer
Meßwerte bestimmen. Sie beträgt nämlich
bei einer Anzahl von m+l ipsativen Meß-
werten im Mittel

D.h. im Fall von vier Antwortkategorien
sind die Summenscores untereinander im
Durchschnitt zu -1/3, also -0.33 korreliert.
Dies bedeutet eine sehr starke artifizielle
Verzerrung der inhaltlich bedingten Inter-
korrelationen der gemessenen Variablen.

Auch die Korrelationen ipsativer Meß-
werte mit externen Variablen, also z.B. die
Validitäten dieser Meßwerte sind künst-
lich verzerrt. So ist die Summe der Korre-
lationen ipsativer Meßwerte mit einer
anderen Variable gleich Null, wenn die
Varianzen der ipsativen Meßwerte gleich
sind. Das bedeutet z.B., daß, wenn 3 von 4
ipsativen Meßwerten mit einem Kriterium
positiv korrelieren, der vierte negativ mit
diesem Kriterium korrelieren muß, und
zwar in der Höhe, die der Summe aller
drei positiven Korrelationen entspricht.

Im folgenden sollen jedoch nicht die Sum-
menscores als Meßwerte betrachtet wer-
den, sondern daraus abgeleitete Personen-
parameter eines entsprechend verallge-
meinerten mehrdimensionalen mehrkate-
goriellen Rasch-Modells.

Wie beim dichotomen Rasch-Modell (s.
Kap. 3.1.1.2.2) hängen auch hier die
Antwortwahrscheinlichkeiten von der Dif-
ferenz eines Personenparameters für diese
Kategorie, Cl,,, und eines Itemparameters
für diese Kategorie, CYix,  ab, d.h.

Die Itemparameter Fix drucken die
Schwierigkeit von Item i aus, eine Ant-
wort in Kategorie x zu provozieren, also
eine kategorienspezifische Itemschwie-
rigkeit. Die Personenparameter t3,,
drucken die Tendenz der Person aus,
Antworten in Kategorie x zu geben, also
die ‘Fähigkeit’ oder  Eigenschaf t  der
Person, Antworten der Kategorie x zu
produzieren.

Wie beim dichotomen Modell läßt sich die
Funktion f in Gleichung (2) über die
Logits der Antwortwahrscheinlichkeiten
spezifizieren. Im Fall von nur 2 Antwort-
kategorien ist ein Logit als der Loga-
rithmus des Quotienten aus Wahrschein-
lichkeit und Gegenwahrscheinlichkeit de-
finiert (vgl. Kap. 3.1.1.2.2). Im Fall von
mehreren Antwortkategorien wird der
Quotient aus der Wahrscheinlichkeit einer
Kategorie x zur Wahrscheinlichkeit einer
festen Referenzkategorie, z.B. der 0-
Kategorie gebildet. Nimmt man an, daß
diese Logits gleich der Differenz von
Personen- und Itemparameter sind,
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so ergibt sich nach einigen Umformungen
die Modellgleichung des mehrkategoriel-
len Rasch-Modells. Auf die algebraische
Ableitung soll an dieser Stelle verzichtet
werden, da sie in Kapitel 3.3.1 für das
ordinale Rasch-Modell wiedergegeben ist.

Statt dessen wird die Modellgleichung im
folgenden mittels einer ‘Plausibilitätsüber-
legung’ abgeleitet. Gleichung (3) besagt,
daß die Kategorienwahrscheinlichkeit
gleich der Exponentialfunktion der Para-
meterdifferenz ist, wobei diese jedoch
noch mit einer Unbekannten zu multi-
plizieren ist, nämlich mit p(Xvi = 0) :

Diese ‘Unbekannte’ ist dann keine Unbe-
kannte mehr, wenn man die Wahrschein-
lichkeiten der anderen Kategorien, x = 1 bis
x = m, kennt, denn es muß gelten:

Tatsächlich würde man bei einer detail-
lierten Ableitung der Modellgleichung aus
Gleichung (3’) sehen, daß die einzige
Funktion dieser ‘Unbekannten’ darin be-
steht, sicherzustellen, daß die Summe der
über die Exponentialfunktion definierten
Kategorienwahrscheinlichkeiten 1 ergibt.
Dies kann man jedoch auch durch einen
einfachen Trick erreichen, indem man
nämlich die Exponentialfunktion der Para-
meterdifferenz durch die Summe dieser
Ausdrucke über alle Kategorien dividiert:

Der Nenner in Gleichung (5) wirkt wie
eine Normierungskonstante, die sicher-
stellt, daß sich die Ausdrucke über alle
Antwortkategorien zu 1 addieren, d.h. es
gilt

Den Nenner kann man getrost als Normie-
rungskonstante bezeichnen, da er nicht von
den Daten abhängt. Er ist für jede Person
und jedes Item allein durch deren Parame-
ter definiert und hängt nicht davon ab,
welche Kategorie die Person bei diesem
Item angekreuzt hat. Dementsprechend
taucht der Index x als Code der ange-
kreuzten Kategorie auch nicht im Nenner
auf; es wird vielmehr über alle Ausprä-
gungen der Antwortvariable summiert
(Summationsindex : s).

Was hier als ‘Trick’ ausgegeben wurde, um
die Antwortwahrscheinlichkeiten zu nor-
mieren, hat bewirkt, daß die Antwortwahr-
scheinlichkeit einer Kategorie x nun doch
von den Personen- und Itemparametern
aller Kategorien abhängt. Die Parameter
der anderen, nicht gewählten Antwortkate-
gorien tauchen im Nenner von (5) auf und
beeinflussen auf diese Weise die Wahr-
scheinlichkeit der gewählten Antwortka-
tegorie.

Die Wahrscheinlichkeit einer Antwort in
Kategorie x hängt also nicht nur davon ab,
wie stark die diesbezügliche Eigenschafts-
ausprägung der Person ist, sondern auch
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davon, wie schwach die anderen Eigen- fixieren muß. In Analogie zum dichoto-
schaftsausprägungen sind. men Modell gilt die folgende Summen-

normierung:
Formel (5) stellt die Modellgleichung des
mehrdimensionalen Rasch-Modells dar, für alle x .
die jedoch um drei weitere Parameter-
normierungen ergänzt werden muß.

Das bedeutet, für jede Antwortkategorie
Die erste dieser Normierungen ergibt sich müssen die Itemparameter dieser Normie-
wiederum im Rückgriff auf das dichotome rung unterworfen werden, so daß man z.B.
Rasch-Modell. Dort kann die Antwortva- bei 10 vierkategoriellen Items nur 27
riable die beiden Werte 0 und 1 anneh- unabhängige Itemparameter zu schätzen
men, es gibt jedoch nicht zwei Parameter hat.
für jedes Item, sondern lediglich einen.
Eine der beiden Antwortkategorien stellt
die Referenzkategorie dar, auf die die Ant-
worttendenz hinsichtlich der anderen
Antwortkategorie bezogen ist (s. Kap.
3.1.1.2.2).

Entsprechend gibt es im mehrkategoriellen
Fall nicht m+l Parameter für jedes Item,
sondern lediglich m. Eine (beliebige) Ka-
tegorie muß die Rolle der Referenz-
kategorie spielen. Es werden auch hier
(wie im dichotomen Modell) die Para-
meter für die Kategorie x = 0 auf den Wert
0 gesetzt, d.h. es gilt

(7) für alle i.

Als zweite Normierung ist - wie im
dichotomen Rasch-Modell - eine Sum-
mennormierung der Itemparameter erfor-
derlich. Man kann sich die Notwendigkeit
für eine solche Normierung dadurch klar
machen, daß man in Gleichung (5) zu den
Itemparametern einer bestimmten Kate-
gorie eine Konstante c hinzu addieren
kann, wenn man dieselbe Konstante
gleichzeitig zu allen Personenparametern
derselben Kategorie addiert. Dadurch wür-
de sich an den Exponenten in Gleichung
(5) nichts ändern, so daß man die Para-
meter durch eine geeignete Normierung

Datenbeispiel: Itemparameter

Die Analyse des Datenbeispiels ergibt
die folgenden Schätzungen für die Item-
parameter:

Wegen der Normierungen sind alle
Parameter der O-ten Kategorie gleich 0,
und die Itemparameter addieren sich in
jeder Spalte dieser Tabelle ebenfalls zu
Null.

Dadurch sind zeilen- oder spaltenweise
Vergleiche zweier Itemparameter von
den anderen Itemparametern abhängig
und somit nicht spezifisch objektiv (vgl.
Kap. 2.1.3). Stellt man z.B. fest, daß es
beim ersten Item um 1.28 Einheiten
schwerer ist, Kategorie 3 anzukreuzen
als Kategorie 1, so ist die Differenz
wegen der Summennormierung in jeder
Spalte auch von den Parametern der
anderen Items mitbestimmt. Ebenso ist
die Feststellung, daß das Wählen einer
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Ökopartei für sehr ungeeignet
(oZ3 = -1.35), die Benutzung öffentli-

cher Verkehrsmittel für geeignet
gehalten wird, die Umwelt zu schützen
(c13 = 2.24), von den Parametern dieser

beiden Items in der Normierungska-
tegorie abhängig (also davon, wie häufig
diese beiden Handlungen ausgeführt
wurden).

Spezifisch objektiv sind bei diesem
Modell daher nur Vergleiche von Dif-
ferenzen von Itemparametern, also Ver-
gleiche, an denen vier Parameter betei-
ligt sind. Man kann jedoch die zuvor
genannten zeilen- oder spaltenweisen
Parametervergleiche anstellen, wenn
man dabei berücksichtigt, daß es sich
tatsächlich um Vergleiche von Parame-
terdifferenzen handelt: Vergleicht man
die Parameter zweier Kategorien eines
Items, so vergleicht man ‘in Wirklich-
keit’ die Differenzen der beiden Parame-
ter zu den beiden Mittelwerten aller
Itemparameter dieser Kategorien, die
wegen (8) gleich Null sind. Vergleicht
man die Parameter zweiter Items
bezüglich einer Kategorie, so vergleicht
man ‘in Wirklichkeit’ die Differenzen der
beiden Parameter zu den beiden Para-
metern der Normierungskategorie, die
wegen (7) ebenfalls gleich Null sind.

Die dritte notwendige Normierungsbedin-
gung bezieht sich auf die Personenpara-
meter. Im dichotomen Fall wird für zwei
Antwortkategorien nur ein Personenpara-
meter geschätzt. Entsprechend können im
mehrkategoriellen Fall bei m+l Katego-
rien nur m unabhängige Personenpara-
meter geschätzt werden. Das ergibt sich
aus der Ipsativität der Meßwerte, die ja
bewirkt (s.o), daß jeweils ein Meßwert

völlig von der Summe der übrigen Meß-
werte abhängt.

Während dieses Problem im dichotomen
Fall dadurch gelöst wird, daß es für die 0-
Kategorie keinen Personenparameter gibt,
ist es im mehrkategoriellen Fall sinnvol-
ler, die Summe aller Parameter einer Per-
son gleich Null zu setzen, d.h.

Damit drucken die Personenparameter 8,,

jeweils die Stärke einer Antworttendenz
relativ zur Ausprägung der anderen Ant-
worttendenzen aus. Ein einzelner Per-
sonenparameter eV, beinhaltet daher zu-
nächst eine intraindividuelle Aussage über
die relative Starke dieser Verhaltens-
tendenz innerhalb einer Person. Diese
intraindividuellen Ausprägungsgrade kön-
nen jedoch auch interindividuell, d.h. über
die Personen hinweg verglichen werden.

Die Summennormierung wird hier ge-
wählt, um für jede Antwortkategorie einen
Meßwert der Person zu erhalten. Anders
als bei dichotomen Antworten gibt es bei
mehrkategoriellen Antworten oft keine
Kategorie, die sich als Referenzkategorie
anbietet und auf deren Parameter man
verzichten könnte (man denke z.B. an den
Attributionsfragebogen, bei dem jede Ant-
wortkategorie einem bestimmten Attribu-
tionsstil entspricht).

Auch im dichotomen Fall wird der Para-
meter für die Kategorie x = 0 nicht einfach
‘weggelassen’, sondern er ist faktisch
gleich Null gesetzt worden. Dies wird er-
sichtlich, wenn man das dichotome Mo-
dell als Spezialfall des mehrkategoriellen
Modells (5) aufschreibt:
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Die ‘1’ im Nenner des dichotomen Rasch-
Modells kommt nämlich dadurch zustan-
de, daß t3vo  und (3io gleich Null gesetzt
sind und sich somit exp(0) = 1 ergibt.

Die unterschiedliche Normierung im
dichotomen und polytomen Fall (polytom
= mehrkategoriell) hat zur Folge, daß ein
Personenparameter, der im dichotomen
Modell z.B. 8, = 1.8 beträgt, im polyto-

men Modell (angewandt auf dieselben
dichotomen Daten) nur 8,l = 0.9 beträgt.

Das liegt daran, daß es hier einen zweiten
Parameter eV0 = -0.9 gibt, der sich mit

eV1 zu Null addiert.

In ihrer Interpretation sind beide Ergeb-
nisse identisch, denn die relative Antwort-
tendenz der Person bezüglich Kategorie 1
beträgt stets O,l - Bvo = 1.8.

Datenbeispiel: Personenparameter

Im folgenden sind die Personenparame-
ter für 6 Personen wiedergegeben, die
genau zweimal die Kategorie x = 0 (‘Habe
ich schon getan bzw. tue ich bereits’)
angekreuzt haben:

Zunächst sieht man, daß sich die Para-
meter zeilenweise zu Null addieren.
Dann fällt auf, daß die Personen 4 und 5
dieselben Parameter erhalten. Das liegt
daran, daß beide Personen dieselben
Summenscores rvx haben, nämlich je 2-

mal die ‘0’ und die ‘1’ und einmal die ‘2’
angekreuzt haben.

Der Parameter für x = 0 ist bei den ande-
ren Personen jedoch unterschiedlich, ob-
wohl alle Personen diese Kategorie
gleich oft angekreuzt haben. Da diese
Personen die underen Kategorien unter-
schiedlich oft angekreuzt haben, ist
auchihre Antworttendenz bzgl. Kategorie
0 im intraindividuellen Vergleich unter-
schiedlich stark: sie ist bei Person 6 am
schwächsten, da diese Person jede an-
dere Kategorie auch einmal angekreuzt
hat. Sie ist bei Person 1 am stärksten, da
diese Person zwei andere Kategorien
überhaupt nicht angekreuzt hat und
daher stark negative Verhaltenstenden-
zen hinsichtlich dieser beiden Kategorien
hat.

Korreliert man die 4 Meßwerte über alle
800 befragten Personen miteinander, so
ergibt sich folgende Korrelationsmatrix:

Der Mittelwert dieser 6 Korrelationsko-
effizienten beträgt genau -x = -0.33,
wie es für 4 ipsative Meßwerte zu erwar-
ten ist (s.o.). Obwohl alle Korrelationen
negativ verzerrt sind, lassen sie sich doch
relativ zueinander interpretieren. So ist
der stärkste positive Zusammenhang
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(wenn man den Bias von -0.33 wieder
abzieht; Bias = systematische Verzerrung)
zwischen den Verhaltenstendenzen
bezüglich der Kategorien 2 und 3:
-.14+.33 = +.19. Diese beiden Ant-
wortalternativen bieten zwei unterschied-
liche ‘Rationalisierungen’ für fehlendes
Umwelthandeln an (‘die Bedingungen sind
nicht gegeben’ und ‘die Maßnahme ist un-
geeignet’), so daß ein positiver Zusam-
menhang plausibel ist.

Schließlich ist es auch aufschlußreich,
diese Ergebnisse mit dem Ergebnis der
Klassenanalyse derselben Daten in Be-
ziehung zu setzen. Die folgende Tabelle
zeigt die Mittelwerte der 4 Personen-
meßwerte S,, für die Mitglieder der 3

latenten Klassen (vgl. Kap. 3.2.1):

Klasse 3 war die Klasse der ‘Handelnden’
und entsprechend ist hier die Verhaltens-
tendenz der Kategorie 0 am stärksten aus-
geprägt. Klasse 1 war die Klasse der Per-
sonen, die sozial erwünscht (?) antworten:
‘kann ich mir gut vorstellen’. Die entspre-
chende Verhaltenstendenz hat hier den
größten Mittelwert (1.78). Klasse 2
schließlich sind die ‘Rationalisiere? mit
starker Tendenz zu Kategorie 2 und 3.
Insgesamt führen das klassifizierende und
das quantifizierende Testmodell zu ähn-
lichen Ergebnissen, auch wenn sie die
interindividuellen Unterschiede sehr unter-
schiedlich repräsentieren.

Die Abhängigkeit der Antwortwahrschein-
lichkeiten von der latenten Dimension
wurde bei dichotomen Testmodellen mit
Hilfe der Itemcharakteristiken oder Item-
funktionen dargestellt. Diese Itemfunk-
tionen sind für das mehrdimensionale
Rasch-Modell schwieriger darzustellen, da
jeweils mehrere Parameter pro Item und
pro Person variieren.

Abbildung 84: Die Itemfunktionen eines vierkate-
goriellen Items mit den Parametern bi0 = +1.0,

q, = 0.0, q2 = -1.0 und q3 = -2.0
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Abbildung 84 zeigt die Abhängigkeit der
Antwortwahrscheinlichkeiten von den Per-
sonenvariablen Cl,, für ein vierkatego-
rielles Item. Die Abbildung besteht aus je
einer Graphik für jede latente Variable
8“x, in denen jeweils 4 Kurven einge-
zeichnet sind, nämlich eine für jede
Antwortkategorie.

In jedem der vier Bilder variiert genau
eine Personenvariable Cl,,, während die
Ausprägungen der 3 anderen Variablen als
untereinander gleich stark angenommen
werden. Wegen der Normierungsbedin-
gung (9) bedeutet das im Falle des
obersten Graphen, daß für Cl,1 bis eV3 gilt:

So addieren sich die 4 Meßwerte stets zu
Null. In allen 4 Graphen steigt die Wahr-
scheinlichkeit einer Antwort in derjenigen
Kategorie, deren Personenparameter vari-
iert wird, monoton an. Demgegenüber fal-
len die Wahrscheinlichkeiten der drei
übrigen Kategorien monoton ab.

Die Itemparameter (Tix drucken sich in der
Lage dieser Kurven bzgl. der Abszisse und
in ihrem Abstand voneinander aus: Je
größer Fix ist, desto schwerer fällt eine
Antwort in diese Kategorie und desto
weiter rechts liegt die monoton steigende
Kurve. Bei den monoton fallenden Kurven
verlaufen die Kurven umso flacher je
größer der Schwierigkeitsparameter der
Kategorie ist.

Die Verläufe dieser Itemfunktionen sind
zwar etwas komplizierter nachzuvoll-
ziehen, entsprechen aber letztlich den
Erwartungen.

Die Eigenschaft von Rasch-Modellen, daß
die Summenscores die gesamte Informa-
tion ausschöpfen (vgl. auch Kap.
3.1.1.2.2), zeigt sich wiederum in der
Likelihoodfunktion der Daten für dieses
Modell.

Die Likelihood der gesamten Datenmatrix
ergibt sich durch Multiplikation über alle
Items und alle Personen, d.h. sie ist durch

Es zeigt sich, daß die Likelihood der
Daten lediglich von der Häufigkeit nix,

mit der bei Item i die Kategorie x gewählt
wurde, und der Häufigkeit rvx, mit der
Person v Kategorie x gewählt hat, ab-
hängt.

Bei welchen Items die rvx Antworten in
Kategorie x fallen, spielt keine Rolle, so-
fern das Modell gilt. Anders ausgedruckt:
wenn das Modell gilt, so kann man sicher
sein, daß die Antwortmuster keine zusätz-
liche diagnostische Information über die
Personen enthalten.

Möchte man in einem Test mit nominalen
Antwortkategorien die Antworthäufigkei-
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ten in einer bestimmten Kategorie als
Indikator für die Ausprägung einer ent-
sprechenden Personeneigenschaft interpre-
tieren, so sollte man daher zuvor prüfen,
ob das mehrdimensionale Rasch-Modell
auf die Daten paßt.

Mit der Tatsache, daß die Summenscores
rvx die gesamte Information über die Per-
sonenparameter eV, enthalten, ist ein Pro-
blem verbunden, das unter anderem auch
für die seltene Anwendung dieses Test-
modells verantwortlich ist. Hat nämlich
eine Person in dem Test eine oder mehrere
Antwortkategorien bei keinem Item ange-
kreuzt, d.h. ist ein Score rvx = 0, so läßt
sich der Ausprägungsgrad der zugehörigen
Personeneigenschaft nur mit Hilfe von
Zusatzannahmen ermitteln.

Rein rechnerisch würde sich für diese
Person eine Ausprägung von minus un-
endlich Cl,, = -M auf dieser Variable er-

geben, da sie diese Kategorie im Vergleich
zu den anderen Kategorien ‘unendlich
selten’ nämlich ‘nie’ angekreuzt hat. Dies
allein wäre nicht weiter tragisch, man
müßte nur in Kauf nehmen, daß für einige
Personen die Meßwerte bezüglich einzel-
ner Kategorien fehlen. Die Normierungs-
bedingung (9) fuhrt aber dazu, daß wenn
ein Parameter -00 beträgt, alle anderen
Parameter +m werden bzw. gar nicht de-
finiert sind.

Die Konsequenz, auf jede Person zu ver-
zichten, die in mindestens einer Kategorie
nie geantwortet, d.h. den Score Null hat,
ist nicht praktikabel. In unserem Daten-
beispiel sind es immerhin 701 von 800
Personen, die mindestens einen Score
gleich Null haben (was hier allerdings an
der kleinen Itemanzahl liegt).

Bei der Anwendung dieses Testmodells
sollten daher mittels geeigneter Verfahren

(vgl. Kap. 4.2.1) alle Personenparameter
geschätzt werden. Hierfür ist schon ein
einfacher ‘Trick’ ausreichend, indem man
nämlich alle Nullscores, d.h. alle rvx = 0,
bei der Parameterschätzung auf 0.1 setzt.
Mit diesem Trick wird die Empirie
dahingehend verfälscht, daß angenommen
wird, die Person hätte bei einem ‘zehntel’
Item die Kategorie x angekreuzt. Die o.g.
Ergebnisse des Datenbeispiels wurden auf
diese Weise berechnet.

Literatur

Das mehrdimensionale Rasch-Modell geht
auf Rasch (1961) zurück und wurde von
Andersen (1974) und Fischer (1974,
1995b) beschrieben. Fischer & Spada
(1973) haben es auf den Rorschachtest
angewendet. Kelderman & Rijkes (1994)
beschreiben das Modell als log-lineares
Modell und Thissen & Steinberg (1984)
diskutieren ein mehrdimensionales Modell
mit einem zusätzlichen, multiplikativen
Parameter. Hicks (1970) hat die Eigen-
schaften ipsativer Meßwerte ausführlich
dargestellt und Rost (1983) diskutiert
diese Eigenschaften in Bezug auf Interes-
sentests.

Übungsaufgaben

1. Wieviele unterschiedliche Scorevekto-
ren gibt es im Datenbeispiel, die keinen
Nullscore enthalten?

2. Welches der 5 Beispielitems ist am an-
fälligsten dafür, sozial erwünscht be-
antwortet zu werden, wenn man davon
ausgeht, daß die zweite Antwortalter-
native diese Tendenz ausdrückt?

3. Welche Personenparameter erhält
eine Person mit dem Scorevektor
r, = (2, 1, 1, l)? Welcher Antwortvektor
ist bei dieser Person am wahrschein-
lichsten?
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3.3 Modelle für ordinale
Itemantworten

Ordinale Daten stellen nach den dichoto-
men Itemantworten sicherlich den häufig-
sten Datentyp dar, der mit Tests und Fra-
gebögen erhoben wird. In einigen Gebie-
ten der Psychologie und der Sozialwissen-
schaften stellen ordinale Daten wahr-
scheinlich sogar den häufigsten Datentyp
dar. Dies ist auch berechtigt, denn
menschliche Reaktionen auf Itemvorgaben
können sicherlich differenzierter ausge-
druckt werden als nur mit einer Ja-Nein-
Antwort, und es entspricht einfachen Ko-
sten-Nutzen-Überlegungen, die Itemant-
wort so differenziert wie möglich zu erhe-
ben und auch entsprechend auszuwerten.

In diesem Kapitel werden daher die wich-
tigsten Testmodelle für dichotome Item-
antworten auf den Fall ordinaler Itemant-
worten verallgemeinert. Es handelt sich
dabei durchweg um Verallgemeinerungen,
so daß sich die entsprechenden dichoto-
men Testmodelle stets für den Spezialfall
nur zweier ‘ordinaler’ Antwortkategorien
‘automatisch’ ergeben.

Kapitel 3.3.1 behandelt die Verallgemei-
nerung des Rasch-Modells für ordinale
Daten, Kapitel 3.3.2 einige Spezialfälle
dieses Modells für Tests mit einer Rating-
skala als Antwortformat. In Kapitel 3.3.3
ist die Klassenanalyse für ordinale Daten
dargestellt und Kapitel 3.3.4 behandelt
wiederum spezielle Modelle für Rating-
skalen. Kapitel 3.3.5 geht auf die Verall-
gemeinerung des mixed Rasch-Modells
ein.

Viele Testmodelle, die in Kapitel 3.1 für
dichotome Daten dargestellt wurden, wer-
den in diesem Kapitel in ihrer Verallge-

meinerung für ordinale Daten nicht be-
handelt. Hierzu gehören Modelle mit
stufen- oder kastenförmigen Itemfunktio-
nen, sowie die sog. nicht-parametrischen
Modelle, aufbauend auf der Mokken-
Analyse. Auch Modelle mit nicht-mono-
tonen Itemfunktionen, sog. Unfolding-
Modelle, mehrparametrige Modelle im
Sinne der item-response Theorie, sowie
Modelle, die auf der linearen Itemfunktion
der sog. klassischen Testtheorie aufbauen,
werden hier nicht in ihren ordinalen Ver-
allgemeinerungen behandelt.

Diese Auswahl ist zum Teil durch den
Stand der Modellentwicklungen und durch
die Verfügbarkeit geeigneter Computer-
programme begründet. Zum Teil spiegelt
die Auswahl eine subjektive Einschätzung
der Bedeutung und Brauchbarkeit der
verschiedenen Modelle für die Praxis der
Testentwicklung wider. Während viele
Annahmen über das Antwortverhalten in
Tests und Fragebögen mit mehrstufigen
Antworten in den hier behandelten
Modellen Berücksichtigung finden, stellt
die Auslassung mehrkategorieller Unfol-
ding-Modelle (vgl. Kap. 3.1.1.3) eine
schmerzliche Lücke dar.

Die Annahme der Thurstone-Skalierung
bei der Messung von Einstellungen (vgl.
Kap. 2.2.2.6) ist eine echte Konkurrenz
zur Annahme der Likert-Skalierung, so
daß es gerade für die Auswertung von
Fragebögen mit mehrstufigen Antworten
wünschenswert wäre, beide Methoden zur
Verfügung zu haben. Die Auswertung von
Fragebögen mit nicht-parametrischen
mehrkategoriellen Unfolding-Modellen ist
besonders durch die Arbeiten von
Wijbrandt van Schuur (s. z.B. v. Schuur
1993, 1996) weit fortgeschritten, während
die entsprechenden parametrischen Model-
le (Andrich 1995, Rost & Luo 1995) noch



3.3 Modelle für ordinale Itemantworten 195

in den Kinderschuhen stecken. Eine
spätere Auflage dieses Lehrbuchs sollte
diese Lücke schließen.

In den Unterkapiteln von Kapitel 3.1. wur-
de jeweils auf Literatur zu den mehrkate-
goriellen Verallgemeinerungen der dort
behandelten Testmodelle verwiesen, so-
fern diese nicht im folgenden dargestellt
sind

Datenbeispiel

Als Datenbeispiel für dieses Kapitel
dienen 5 Items aus dem Persönlichkeits-
fragebogen NEOFFI von Borkenau und
Ostendorf (1991). Diese 5 Items gehö-
ren zu insgesamt 12 Items, die die
Persönlichkeitseigenschaft ‘Neurotizis-
mus’ erfassen sollen. Sie lauten:

1. Ich fühle mich oft angespannt und
nervös.

2. Manchmal fühle ich mich völlig
wertlos.

3. Zu häufig bin ich entmutigt und will
aufgeben, wenn etwas schiefgeht.

4. Ich bin selten traurig oder depri-
miert.

5. Ich fühle mich oft hilflos und
wünsche mir eine Person, die meine
Probleme löst.

Die Aussagen sind im Originalfragebo-
gen auf einer 5-stufigen Ratingskala mit
den Kategorien:

0: völlig unzutreffend
1: unzutreffend
2: weder noch
3: zutreffend
4: völlig zutreffend

einzuschätzen. Aus Gründen, die im
Laufe des Kapitels 3.3.1 deutlich wer-
den, ist jedoch ein 4-stufiges Antwort-
format bei diesem Test besser geeignet
eine quantitative Dimension zu messen.

Für die Beispielrechnungen wurden bei
den Originaldaten daher die Kategorien
1 (‘unzutreffend’) und 2 (‘weder noch’)
zusammengelegt, so daß die folgende 4-
stufige Antwortvariable resultiert:

0: völlig unzutreffend
1: unzutreffend - weder noch
2: zutreffend
3: völlig zutreffend

Zudem wurde das vierte Item umgepolt,
da es negativ formuliert ist. Bei diesem
Item bedeutet also eine ‘0’: völlig zu-
treffend, eine ‘1’: zutreffend U.S.W.

Die Beispieldaten umfassen 1000 Per-
sonen aus einer größeren Stichprobe der
Testautoren (Borkenau und Ostendorf
1991). Die Kategorienhäufigkeiten lau-
ten:

i=l i=2 i=3 i=4 i=5

0 57 182 153 48 189
x=l  510 471 605 512 586

2 321 266 192 351 169
3 112 81 50 89 56

Übungsaufgabe

Geben Sie die Reihenfolge der Itemnum-
mern an, wenn man die Items nach auf-
steigender Schwierigkeit ordnet. Geben
Sie an, welche Definition von ‘Item-
Schwierigkeit’ Sie dabei verwendet haben.
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3.3.1 Das ordinale Rasch-Mo-
dell

In Kapitel 3.1 über dichotome Testmo-
delle stellte das Konzept der Itemfunktion
oder Itemcharakteristik ein zentrales Kon-
zept dar, um Testmodelle zu definieren.
Die Itemfunktion gibt die Abhängigkeit
der Lösungswahrscheinlichkeit eines
Items von der latenten Variable an. Mittels
der Itemfunktion konnten jeweils die
zentralen Modellannahmen graphisch ver-
anschaulicht und verschiedene Modelle
miteinander verglichen werden.

Die verschiedenen Kurvenverläufe, die in
Kapitel 3.1 als Itemfunktionen gezeichnet
wurden, stellen bei näherer Betrachtung
nur Kategorienfunktionen dar, denn sie
definieren die Abhängigkeit der Antwort-
wahrscheinlichkeit einer Kategorie (näm-
lich der l-Kategorie) von der latenten
Variable. Fügt man dem Bild noch die
Funktion für die O-Kategorie hinzu, so er-
hält man mit den beiden Kategorienfunk-
tionen ein Gesamtbild, das man ‘Item-
funktion’ nennen könnte, da es die beiden
Antwortwahrscheinlichkeiten eines Items
charakterisiert.

Abbildung 85: Die beiden Kategorienfunktionen
eines zweikategoriellen Items mit Schwierigkeit

redundant, da sie der an einer horizontalen
Geraden gespiegelten Funktion für die 1-
Kategorie entspricht. Dies ist so, da sich
beide Wahrscheinlichkeiten an jedem
Punkt des latenten Kontinuums zu 1 ad-
dieren müssen.

Während es im zweikategoriellen Fall also
überflüssig ist, beide Kategorienfunktio-
nen zu zeichnen, kann man die Itemfunk-
tionen für mehrkategorielle ordinale Item-
antworten nur verstehen, wenn man sich
die Abhängigkeit jeder Kategorienwahr-
scheinlichkeit von der latenten Personen-
variable anschaut. Wie solche Kategorien-
funktionen ordinaler Daten aussehen, wird
im folgenden dargestellt.

Abbildung 85 zeigt, daß mit zunehmen-
dem Wert der Personeneigenschaft die
Wahrscheinlichkeit, in Kategorie 0 zu ant-
worten, kontinuierlich absinkt und gleich-
zeitig die Wahrscheinlichkeit für eine 1-
Antwort ansteigt.

Stellt man sich nun vor, daß es zwischen
der O-Kategorie und der l-Kategorie noch
eine dritte, mittlere Kategorie gibt, und
benennt man die drei Kategorien mit den
Ziffern 0, 1 und 2, so ist folgender Kur-
venverlauf zu erwarten: Zunächst domi-
niert die Wahrscheinlichkeit für eine 0-
Antwort, welche aber mit steigender
Eigenschaftsausprägung absinkt. Im mitt-
leren Bereich der Eigenschaftsausprägung
steigt sodann eine Kurve an, die die
Wahrscheinlichkeit für die mittlere, also
die l-Antwort definiert, die aber nicht
monoton ist. Sie sinkt vielmehr wieder ab,
weil im oberen Eigenschaftsbereich die
Wahrscheinlichkeit für eine 2-Antwort an-
steigt. Dies ist in Abbildung 86 darge-
stellt.

Im zweikategoriellen Fall ist die zweite
Kategorienfunktion (für die O-Kategorie)
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Abbildung 86: Die Kategorienfunktionen für ein
dreikategorielles Item

Es ergibt sich in diesem Gedankenmodell
ganz von selbst, daß die mittlere Antwort-
kategorie eine nicht-monotone, eingipflige
Kategorienfunktion haben muß, da es
sowohl rechts als auch links von ihr eine
andere Antwortkategorie gibt, deren Ant-
wortwahrscheinlichkeit in der jeweiligen
Richtung zunimmt.

Dieses Prinzip läßt sich auch auf vier
Antwortkategorien verallgemeinem, was
in Abbildung 87 dargestellt ist.

Abbildung 87: Die Kategorienfunktionen für ein
vierkategorielles Item

Wiederum zeigt sich, daß die mittleren
Antwortkategorien nicht-monoton ein-
gipflig sind, während die Extremkategori-
en ihre monoton sinkende bzw. monoton
steigende Kategorienfunktion beibehalten.

Für die Konstruktion eines Testmodells,
das solche Kurven beschreibt, stellt sich
die Frage, wie man die Kurvenschar para-
metrisiert, d.h. welche Kennwerte des
Kurvenverlaufs man als Modellparameter

berücksichtigt. Hier gibt es im Prinzip
sehr viele Möglichkeiten. So könnte man
die Lage und Höhe der Gipfelpunkte der
mittleren Kategorien, die Breite der Hügel
für die mittleren Kategorien, den jeweils
steilsten Anstieg jeder Kurve oder ähn-
liches als Modellparameter vorsehen. Bei
der Entscheidungsfindung kann wiederum
die Betrachtung des zweikategoriellen
Falles helfen.

In Kapitel 3.1.1.2.2 wurde dargestellt, daß
der Itemparameter des Rasch-Modells dem
Abszissenwert des Wendepunktes der logi-
stischen Funktion entspricht. Der Wende-
punkt ist zugleich auch der Punkt, in dem
die 50%- Wahrscheinlichkeitsgrenze über-
schritten wird, und auch der Punkt mit
dem steilsten Anstieg (s. Abb. 85). Aus
Abbildung 85 ist auch ersichtlich, daß es
zugleich der Punkt ist, in dem sich die
beiden Kategorienkurven überschneiden.

Mit anderen Worten, der Itemparameter
markiert jenen Punkt auf der latenten Di-
mension, der das latente Kontinuum in
zwei Abschnitte zerteilt: Links von diesem
Schnittpunkt ist die Wahrscheinlichkeit
für eine O-Antwort am höchsten, rechts
davon die Wahrscheinlichkeit für eine 1-
Antwort.

Dieses Prinzip, daß die Modellparameter
die Schnittpunkte der Kategorienfunktio-
nen markieren, ist gut auf den mehrkate-
goriellen Fall generalisierbar: Die Kurven-
schnittpunkte segmentieren das latente
Kontinuum hier nicht mehr nur in zwei
Abschnitte, sondern in so viele, wie es
Kategorien gibt. In jedem Abschnitt hat
jeweils eine Antwortkategorie die relativ
höchste Wahrscheinlichkeit (s. Abb. 88).
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Abbildung 88: Durch die Schnittpunkte definierte
Abschnitte auf der latenten Dimension

Hieran wird deutlich, wie in ordinalen
Testmodellen mit den abgestuften Ant-
wortkategorien umgegangen wird: Es wird
versucht, die Antwortkategorien so auf die
zu messende Personeneigenschaft zu pro-
jizieren, daß jeder Kategorie ein Abschnitt
auf der latenten Variable entspricht. Die
Größe oder Länge dieses Abschnittes
kennzeichnet die Größe der jeweiligen
Antwortkategorie.

In Abbildung 88 liegen die Schnittpunkte
der Kategorie 2 dichter beieinander als die
der Kategorie 1, d.h. ihr ist ein kleinerer
Abschnitt auf dem Kontinuum zugeordnet.
Kategorie 2 ist somit kleiner als Kategorie
1.

Die Ordnung der Antwortkategorien
schlägt sich darin nieder, daß ihre zuge-
hörigen Abschnitte entlang dem zu mes-
senden Kontinuum geordnet sind: Der
Abschnitt für eine höhere Antwortkatego-
rie liegt stets weiter rechts, so daß eine hö-
here Eigenschaftsausprägung für eine Ant-
wort in dieser Kategorie erforderlich ist.
Sind die Antwortkategorien entgegen der
präexperimentellen Hypothese nicht ge-
ordnet, so ergeben sich auch keine Ab-
schnitte auf dem latenten Kontinuum, die
die angenommene Ordnung widerspiegeln.

Um diesen Fall graphisch nachzuvoll-
ziehen, sei noch einmal darauf hinge-

wiesen, daß die besagten Abschnitte auf
der Abszisse durch die Schnittpunkte
jeweils zweier benachbarter Kategorien-
funktionen definiert sind. Eine Kategorie
erhält dann keinen ‘eigenen’ Abschnitt auf
der Abszisse, wenn ihr Schnittpunkt mit
der höheren Kategorie links vom Schnitt-
punkt mit der niedrigeren Kategorie liegt.
Dies ist in Abbildung 89 dargestellt.

Abbildung 89: Ein vierkategorielles Item mit un-
geordneten Schnittpunkten

In Abbildung 89 ist der Fall dargestellt,
daß der Schnittpunkt der Kurve 0 mit Kur-
ve 1 rechts vom Schnittpunkt der Kurve 1
mit Kurve 2 liegt. Dies führt dazu, daß
Kategorie 1 keinen Abschnitt auf der
Abszisse hat, in dem diese Kategorie mit
relativ höchster Wahrscheinlichkeit ge-
wählt wird. Die Kategorien 0 oder 2 haben
überall eine höhere Wahrscheinlichkeit als
die zwischen ihnen liegende Kategorie 1.
Hierin druckt sich aus, daß Kategorie 1
‘nicht in Ordnung ist’ oder ‘aus der Reihe
tanzt’: Die Antwortkategorien lassen sich
nicht derart auf die zu messende Personen-
variable projizieren, daß aufeinander fol-
genden Kategorien auch aufeinander fol-
gende Abschnitte der Personenvariable
entsprechen.

Es läßt sich zusammenfassend festhalten,
daß mit der Parametrisierung der Schnitt-
punkte benachbarter Kategorienfunktionen
nicht nur die Größe der Antwortkategorien
ausgedruckt werden kann, sondern auch
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nachgeprüft werden kann, ob die Katego- Was ist eine Schwellenwahrscheinlich.
rien überhaupt geordnet sind, d.h. ob die keit?
Itemantworten Ordinalskalenqualität besit-
zen oder nicht. Die Schwellenwahrscheinlichkeit qX läßt

sich mit Hilfe der beiden benachbarter
Als Überleitung zur Formalisierung dieses Kategorienwahrscheinlichkeiten, pX-1 und
Testmodells wird zunächst der Begriff der pX definieren. Und zwar ist die Schwel-
Schwelle eingeführt: Die Schnittpunkte lenwahrscheinlichkeit nichts anderes als
zweier benachbarter Antwortkategorien der relative Anteil der ‘höheren’ Kate-
definieren die Schwelle zwischen diesen gorienwahrscheinlichkeit an beiden Kate-
Antwortkategorien. Die Abszissenwerte gorienwahrscheinlichkeiten:
dieser Schnittpunkte definieren die Lage
der Schwellen auf dem latenten Kon-
tinuum. Der Begriff der Schwelle soll
suggerieren, daß an diesem Punkt auf dem
Kontinuum der Übergang von einer Kate- Ist die Kategorie x wahrscheinlicher als
gorie zur anderen stattfindet, d.h. die die Kategorie x-1, so überschreitet man
Wahrscheinlichkeit in der folgenden Ka- die Schwelle mit einer Wahrscheinlichkeit
tegorie zu antworten von diesem Punkt an größer als 0.5. Ist dagegen die links von
größer wird als die Wahrscheinlichkeit, in der Schwelle gelegene Kategorienwahr-
der vorangegangenen Kategorie zu ant- scheinlichkeit größer, so überschreitet man
worten. die Schwelle mit einer Wahrscheinlichkeit

kleiner als 0.5.
Auf der Schwelle selbst haben beide Ant-
wortkategorien dieselbe Wahrscheinlich- Man kann die Schwellenwahrscheinlich-
keit, es steht also auf der Schwelle genau keit auch als bedingte Wahrscheinlichkeit
50 zu 50, in welche Kategorie die Antwort definieren, nämlich als Wahrscheinlichkeit
fällt. einer Antwort in Kategorie x unter der

Bedingung, daß die Anwort in x-l oder in
Um die ganze Kurvenschar der Kategori- x liegt:
enfunktionen festzulegen, muß man mit-
tels einer geeigneten Funktion bestimmen,
mit welchen Wahrscheinlichkeiten die
Schwellen überschritten werden. Man be- Nach der Definition bedingter Wahr-
nötigt den Begriff der Schwellenwahr- scheinlichkeiten, sind beide Definitionen,
scheinlichkeit und ein Modell, das (1) und (l’), identisch.

die Schwellenwahrscheinlichkeiten be-
schreibt. Auch bei dichotomen Itemantworten gibt

es eine Schwelle - aber eben nur eine,
nämlich die zwischen Kategorie 0 und Ka-
tegorie 1. Die Schwelle ist auch hier durch
den Schnittpunkt der beiden Katego-
rienfunktionen definiert (s. Abb. 85) und
ihre Lage auf dem latenten Kontinuum ist
identisch mit dem, was in Kapitel 3.1.1
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die Lokation des Items genannt wurde. Im
dichotomen Fall ist die Schwellen-
wahrscheinlichkeit gleich der Wahrschein-
lichkeit einer l-Antwort und somit durch
die logistische Funktion des Rasch-
Modells definiert, d.h.

Die Identität von Schwellenwahrschein-
lichkeit und Lösungswahrscheinlichkeit
eines dichotomen Items liegt daran, daß
der Nenner der Schwellenwahrscheinlich-
keit (1) im dichotomen Fall stets gleich 1
ist.

Es liegt nahe, den Ansatz, für die Schwel-
lenwahrscheinlichkeiten die logistische
Funktion des Rasch-Modells anzunehmen,
auf den Fall ordinaler Daten zu übertra-
gen:

Der Itemparameter z (sprich: tau) hat in
dieser Gleichung einen zweiten Index be-
kommen, da jedes Item mehrere Schwel-
len besitzt und jede Schwelle eine eigene
Lokation (d.h. Lage auf dem latenten
Kontinuum) hat. Diese wird durch den
Parameter Zix definiert (2,  das griechische

‘t’, steht für die englische Bezeichnung von
‘Schwelle’: threshold).

Gleichung (3) besagt, daß die Schwellen-
wahrscheinlichkeit einer Person v bei Item
i von der Eigenschaftsausprägung dieser
Person abhängt und von der Schwierigkeit
der Schwelle bei diesem Item.

Graphisch stellt sich diese Annahme so
dar, daß es für jede Schwelle eines Items
eine logistische Funktion gibt, die die
Wahrscheinlichkeit dieser Schwelle defi-
niert (s. Abb. 90).

Abbildung 90: Die vier Schwellenfunktionen
eines fünfkategoriellen Items mit den Parametern

In dieser Abbildung sind die Abhängigkei-
ten von vier Schwellenwahrscheinlichkei-
ten von der latenten Personenvariable dar-
gestellt, es handelt sich also um ein fünf-
kategorielles Item.

Die Kurven drucken aus, daß die Über-
gangswahrscheinlichkeiten mit wachsen-
der Eigenschaftsausprägung ansteigen.
Leichtere Schwellen liegen weiter links,
schwerere Schwellen weiter rechts, so daß
man für das Überschreiten einer Schwelle
zwischen zwei höheren Kategorien auch
einer höheren Eigenschaftsausprägung be-
darf.

Rechnet man die in Abbildung 90 dar-
gestellten Schwellenwahrscheinlichkeiten
in Kategorienwahrscheinlichkeiten um, so
ergibt sich das folgende Bild:

Abbildung 91: Die Kategorienfunktionen des in
Abbildung 90 dargestellten Items

Die Wendepunkte der Schwellenwahr-
scheinlichkeiten in Abbildung 90 mar-



3.3 Modelle für ordinale Itemantworten 201

kieren genau die Schnittpunkte der Kate-
gorienfunktionen in Abbildung 91. D.h.
die Lokationen der Schwellen auf dem
Kontinuum sind durch die Parameter Zix
der Schwellenfunktionen in Formel (3)
definiert.

Löst man Gleichung (1) nach den Kate-
gorienwahrscheinlichkeiten auf und setzt
man für die Schwellenwahrscheinlich-
keiten Gleichung (3) ein, so ergibt sich die
Modellgleichung für das mehrkategorielle
ordinale Rasch-Modell. Diese wird im
folgenden abgeleitet.

Ableitung

Schwellenwahrscheinlichkeiten und Kate-
gorienwahrscheinlichkeiten hängen laut
Definition (1) wie folgt zusammen.

Die Auflösung der Gleichung nach px er-
gibt:

( 4 )

d.h. jede Kategorienwahrscheinlichkeit px

st auf die vorangehende Kategorienwahr-
scheinlichkeit px-l und die dazwischen
liegende Schwellenwahrscheinlichkeit qx

zurückzuführen. Setzt man dies rückwärts
gehend bis zur ersten Schwelle fort, sc
ergibt sich ein sog. rekursives Glei-
chungssystem

das sich allgemein schreiben läßt:

Da für die Schwellenwahrscheinlichkeiter
die logistische Funktion (3) gelten soll,

gilt für deren Gegenwahrscheinlichkeit:

Setzt man beide Gleichungen in (5) ein, sc
kürzen sich die Nennerausdrücke der
Schwellenwahrscheinlichkeiten heraus.
und es ergibt sich eine relativ einfache
Rekursionsformel

Das Ergebnis dieser Ableitung besagt, daß
die Wahrscheinlichkeit der Kategorie x auf
die Wahrscheinlichkeit der O-ten Katego-
rie und auf eine Exponentialfunktion der
Modellparameter zurückzuführen ist. Glei-
chung (6) läßt sich auch umschreiben zu
einem linearen Logit-Modell
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das an die Ableitung des dichotomen
Rasch-Modells (Kap 3.1.1.2.2) und des
mehrdimensionalen Rasch-Modells (Kap.
3.2.2) erinnert. In diesem Fall hat sich das
Logit-Modell (6’) als Resultat der
Annahme logistischer Schwellenwahr-
scheinlichkeiten (3) ergeben.

Die rechte Seite von Gleichung (6’) läßt
sich vereinfachen, indem man sog.
kumulierte Schwellenparameter (kumulie-
ren = anhäufen) Cix einführt:

und die Summe der Personenparameter als
Produkt schreibt:

Es ergibt sich dadurch:

die Modellgleichung ableiten.

Ableitung

Aufgrund von (7) ist

Für px wird Gleichung (6) mit den neu
eingeführten kumulierten Schwellenpara-
metern eingesetzt

so daß

x=l

Division beider Seiten durch p0 und Auf-
lösen nach p0 ergibt:

Dieser Ausdruck kann für p0 in Gleichung
(6”') eingesetzt werden:

Präzisiert man px als die Wahrschein-
lichkeit einer Antwort von Person v bei
Item i in Katgorie x, p(Xvi) = x, SO stellt

(8’) die Modellgleichung des ordinalen
Rasch-Modells dar. Allerdings schreibt
man den Nenner meist einfacher, indem
man die Summe von 0 an laufen läßt und
für die 0-te Kategorie Itemparameter ein-
führt, die gleich Null sind,

Somit nimmt der erste Summand wegen
exp(0.0,+0)=1 den Wert 1 an und die
Modellgleichung lautet:
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Modell (8) wird auch partial-credit Mo-
dell genannt. Der Name kommt von der
mehrkategoriellen Kodierung von Lei-
stungstests, bei der man mit der Kodie-
rung einer halb-richtigen ober fast-rich-
tigen Antwort einen ‘partial credit’ ge-
währt.

Die Besonderheiten dieses Modells für
ordinale Daten werden deutlich, wenn man
es mit dem Rasch-Modell für nominale
Itemantworten vergleicht (s. Kap. 3.2.2):

Das ordinale Modell (8) geht aus Modell
(9) durch die Restriktion

und

hervor. Restriktion (10) besagt, daß die
mehrdimensionale Personenvariable des
nominalen Modells mittels einer einfachen
linearen Funktion auf die eindimensionale
Personenvariable des ordinalen Modells
zurückgeführt wird.

Ein historischer Exkurs

Während schon Georg Rasch (1961) zeig-
te, daß es sich um eine lineare Funktion
handeln muß, wenn das Testmodell spezi-
fisch objektive Meßwerte liefern soll,
herrschte lange Zeit über die beiden mög-
lichen Parameter einer linearen Funktion

also über <px  und yrx (Phi und Psi) Un-
klarheit. Angeregt durch eine Arbeit von
Erling Andersen (1977) konnte David

Andrich (1978a, b) zeigen, daß es sich bei
dem multiplikativen Parameter nicht um
einen zu schätzenden Modellparameter
handelt, sondern um die Anzahl der
Schwellen, die man von der O-ten bis zur
x-ten Kategorie überschreitet, also

Die additiven Parameter yrx sind Be-
standteil der Itemschwierigkeiten Crix, die

nicht restringiert werden müssen (aber
können, s. Kap. 3.3.2).

Die Restriktion der Personenparameter
(10) kann man sich so verständlich
machen, daß man für eine Antwort in Ka-
tegorie x genau x-mal eine Schwelle über-
schreiten muß und ebenso oft die Fähig-
keit 0, erfolgreich aktivieren muß.

Die Rückführung der Schwierigkeitspara-
meter Oix auf Schwellenparameter Tix,

die in Gleichung (11) ausgedruckt ist,
stellt zwar keine Restriktion dar, da es ge-
nauso viele unabhängige T-Parameter wie
o-Parameter gibt. Sie ist aber bedeutsam,
um den Modellparametern eine sinnvolle
Interpretation zu verleihen. Die z-Para-
meter definieren nämlich die Lokation der
Schwellen auf dem latenten Kontinuum,
also die Schnittpunkte der Kategorien-
funktionen (s. Abb. 91).

Da die Schwellen bei ordinalen Antwort-
kategorien auf dem latenten Kontinuum
angeordnet sein sollten (s.o.), müssen auch
die Parameter Fix geordnet sein, d.h. die
Parameter müssen von Kategorie zu Kate-
gorie größer werden. Will man etwas über
die Ordnung der Antwortkategorien oder
deren Größe erfahren, so muß man die
dekumulierten Parameter Zix statt der ku-
mulierten Parameter (3ix interpretieren.
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Während Zix die Schwierigkeit der x-ten
Schwelle ausdrückt, bestimmt <3ix  die
Schwierigkeit der x-ten Kategorie. Die
Schwierigkeit einer Kategorie, Fix,  ent-
spricht der Summe der Schwierigkeiten
aller Schwellen, die man überschritten hat,
wenn man in Kategorie x antwortet. Die-
ser Sachverhalt darf aber nicht zu dem
Irrtum verleiten, die Kategorienwahr-

scheinlichkeit p (Xvi = x) hinge nur von

den Schwellen ab, die überschritten wur-
den, also den unteren Schwellen 1 bis x.

Der Nenner der Modellgleichung (8) hängt
nämlich von allen Schwellenparametern,
also auch den höher liegenden ab, so daß
die Schwellenschwierigkeiten der oberen
Kategorien auch die Antwortwahrschein-
lichkeiten der unteren Kategorien mitbe-
stimmen.

Der Antwortprozeß

Die Rede von den Schwellen, die über-
schritten werden, wenn man in Kategorie x
antwortet, suggeriert leicht, daß der Pro-
zeß des Zustandekommens einer Itemant-
wort ein unidirektionaler Prozeß (= in eine
Richtung) wäre: so als ginge man die
Ratingskala wie die Stufen einer Treppe
hinauf und bliebe dort stehen (antwortet
dort) wo man nicht mehr weiter kann.
Dieses Bild eines Antwortprozesses ist
falsch, d.h. es trifft nicht auf das ordinale
Rasch-Modell zu.

Ein solcher Prozeß würde nämlich bedeu-
ten, daß die Schwierigkeit der höheren
Stufen (die man nicht mehr erreicht)
keinen Einfluß auf das Erklimmen der
unteren Stufen hat.

Der Antwortprozeß, der zu Modell (8)
paßt, ist vielmehr ein simultaner Prozeß,

bei dem alle Schwellenschwierigkeiten be-
stimmen, wo man landet: Ist eine höhere
Schwelle schwierig, so erhöht das die
Wahrscheinlichkeit, daß man in den unte-
ren Kategorien antwortet. Um bei dem
Bild einer Treppe zu bleiben: Man sieht
sich nicht nur die jeweils nächste Stufe an,
sondern entscheidet anhand der Höhe aller
Stufen, auf welche Stufe man sich stellt.

Bei einer Ratingskala beeinflussen alle
Antwortkategorien und deren Benennun-
gen, wie wahrscheinlich eine Antwort in
einer Kategorie ist.

Die Normierungsbedingungen unterschei-
den sich etwas vom mehrdimensionalen
Modell. Daß die Itemparameter für die
erste Kategorie (x=O) gleich 0 gesetzt
werden, ist geblieben bzw. wird auto-
matisch dadurch sichergestellt, daß es für
die O-Kategorie gar keine Schwelle und
somit auch keinen Schwellenparameter
gibt.

Die Summennormierung über alle Items
hinweg erfolgt hier jedoch nicht kategori-
enweise, sondern es ist die Summe aller
Schwellenparameter gleich 0 zu setzen,
d.h.

In einem Test mit 10 vierkategoriellen
Items sind somit 29 unabhängige Schwel-
lenparameter zu schätzen.
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Datenbeispiel : Schwellenparameter

Für das Datenbeispiel ergeben sich die
folgenden Schwellenparameter (Ti,-Pa-
rameter):

x = l  x = 2  x = 3

1 -3.66 0.14 1.78
2 -2.01 0.48 2.11

i = 3 -2.41 1.20 2.51
4 -3.87 0.06 2.15
5 -2.09 1.34 2.27

Es zeigt sich, daß bei allen Items die
Schwellen in aufsteigender Reihenfolge
geordnet sind, d.h. es wird, wie es bei
ordinalen Daten zu erwarten ist, von
Kategorie zu Kategorie schwieriger, die
Schwelle zu überschreiten.

Dabei ist die Distanz zwischen Schwelle
1 und 2 stets größer als zwischen den
Schwellen 2 und 3. Dies ist ein Resultat
der Zusammenlegung der zweiten und
dritten Antwortkategorie (S.O. Beschrei-
bung des Datenbeispiels). Dadurch wird
die (neue) zweite Antwortkategorie rela-
tiv groß, so daß auch die sie begren-
zenden Schwellen 2 und 3 weit aus-
einander liegen. Das heißt, es gibt einen
recht großen Abschnitt auf dem latenten
Kontinuum, auf dem die zweite Katego-
rie die höchste Wahrscheinlichkeit hat.

Die ursprüngliche zweite und dritte Ant-
wortkategorie wurden übrigens deswe-
gen zusammengelegt, weil die Schwel-
len für das originale 5-stufige Antwort-
Format nicht geordnet waren.

Daß die Schwellenübergänge von Kate-
gorie zu Kategorie schwieriger werden,
darf nicht zu dem Fehlschluß führen, daß

die Kategorienhäufigkeiten mit aufstei-
gender Kategoriennummer absinken. Die
folgenden Zahlenbeispiele zeigen, daß
sinkende Schwellenwahrscheinlichkeiten
(also steigende Schwellenschwierigkeiten)
sowohl sinkende, als auch steigende oder
eingipflig verteilte Kategorienhäufigkeiten
bewirken können (vgl. Gleichung (1)):

x= 0 1 2 3 4

qx= - .43 .40 .29 .20

px= .40 .30 .20 .08 .02

qx= - .60 .57 .55 .54

p x= .10 .15 .20 .25 .30

qx= - .66 .64 .42 .29

px= .10 .20 .35 .25 .10

Auch in dem Datenbeispiel des NEOFFI
sinken trotz steigender Schwellenschwie-
rigkeiten durchaus nicht alle Kategorien-
häufigkeiten ab, wie bereits die Tabelle
der Kategorienhäufigkeiten zeigt (s.o.).
Hierbei ist jedoch zu beachten, daß die
(über alle Personen ausgezahlten) Häufig-
keiten der Antwortkategorien auch von der
Verteilung der Personeneigenschaft in der
Stichprobe abhängen. D.h. wenn es viele
hohe Eigenschaftsausprägungen gibt, so
nimmt die Besetzung der höheren Ant-
wortkategorien stärker zu als man es
aufgrund der Schwellenparameter erwarten
würde.

Im folgenden soll die Likelihoodfunktion
des ordinalen Rasch-Modells betrachtet
werden, um zu sehen, welche Informa-
tionen aus der Datenmatrix zur Bestim-
mung der Modellparameter benötigt wer-
den. Die Likelihood, d.h. die Wahrschein-
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lichkeit der Testdaten unter der gegebenen benötigt, wieviele Antworten jede Person
Modellstruktur, lautet:

Schreibt man das doppelte Produkt über
Personen und Items jeweils für Zähler und
Nenner getrennt, so ergibt sich im Expo-
nenten des Zählers eine Doppelsumme,
während der gesamte Nenner der Likeli-
hood unabhängig von den beobachteten
Daten ist und insofern eine Konstante (d)
darstellt:

Die beiden Doppelsummen im Exponen-
ten können auf jeweils eine Summe ver-
kürzt werden, da die Modellparameter nur
je einen der beiden Indices, v oder i, auf-
weisen. Mit der Definition eines Summen-
scores für jede Person v und einer Kate-
gorienhäufigkeit für jedes Item i, d. h.

nix = Anzahl der Personen mit Xvi = x

ergibt sich der folgende Ausdruck

Wie beim dichotomen und mehrdimen-
sionalen Rasch-Modell hängt die Likeli-
hoodfunktion nicht vom Inneren der Da-
tenmatrix ab, sondern nur von bestimmten
Summenstatistiken. Im Unterschied zum
mehrdimensionalen Rasch-Modell (s. Kap.
3.2.2) wird für die Personen nicht

in jeder Kategorie gegeben hat, sondern
lediglich der Summenwert aller Itemant-
worten. Jede Person erhält hier nur einen
Summenscore, der ausreicht, um ihre Ei-
genschaftsausprägung zu berechnen.

Ein naheliegender Fehlschluß

Vielfach wird aus der Tatsache, daß die
Kategoriennummern über alle Items auf-
summiert werden, der Schluß gezogen,
daß die Antwortvariable im ordinalen
Rasch-Modell intervallskaliert sei, da nur
für intervallskalierte Meßwerte eine Sum-
mation erlaubt sei. Dies ist insofern ein
Fehlschluß, als an keiner Stelle der Mo-
dellableitung die Annahme der Intervall-
Skalenqualität getroffen wurde.

Ganz im Gegenteil, es werden die Schwel-
lenabstände durch die Modellparameter
erst geschätzt und diese wiederum sagen
etwas über die Größe der Antwortkatego-
rien (und somit über deren ‘Abstand’) aus.

Bei dem Summenscore rv handelt es sich
demgegenüber um eine Häufigkeit, näm-
lich um die Anzahl der Schwellen, die eine
Person im Laufe der Testbearbeitung über-
schritten hat. Insofern ist der Summen-
score lediglich eine Auszählung diskreter
Ereignisse (nämlich der Schwellenüber-
schreitungen), die genauso legitim ist, wie
z.B. die Berechnung eines Summenscores
bei dichotomen Items. Auch der Summen-
score dichotomer Items stellt eine Häu-
figkeitsauszahlung dar, die nicht voraus-
setzt, daß alle Items gleich schwierig sind.

Die Summenscores für die Items sind al-
lerdings (wie beim mehrdimensionalen
Rasch-Modell) kategorienspezifisch zu
bilden, da ja auch die Itemparameter kate-
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gorienspezifisch sind, also zwei Indices
aufweisen.

Datenbeispiel: Personenparameter

Für das Datenbeispiel ergeben sich fol-
gende Schätzungen für die Personen-
parameter:

Personen mit demselben Summenscore
erhalten dieselbe Parameterschätzung.
Die Schätzwerte für Personen mit dem
Score r=0 und r=15 wurden mit speziel-
len Verfahren ermittelt (s. Kap. 4.2.1).

Bei der Schätzung der Modellparameter
kann man wie beim dichotomen Rasch-
Modell von der marginalen Likelihood-
funktion ausgehen, in der der Personen-
parameter nicht enthalten ist. Analog zu
Gleichung (16) in Kapitel 3.1.1.2.2 ergibt
sich für das ordinale Rasch-Modell die
marginale Likelihoodfunktion

in der yr die symmetrischen Grundfunk-
tionen r-ter Ordnung der Itemparameter
bezeichnet. Diese symmetrischen Grund-
funktionen sehen für mehrkategorielle
Items etwas komplizierter aus als im
dichotomen Fall. Für die delogarithmier-
ten Itemparameter

sind sie ebenfalls als Summe von Produk-
ten definiert

k

Jedoch ist die Anzahl der Pattern mit
demselben Score r, also die Anzahl der
Summanden in (18) wesentlich größer. So
gibt es z.B. für 3 Items mit je 3 Kate-
gorien 6 Pattern mit dem Score r=2:

1 1 0
1 0 1

= 0 1 1
2 0 0
0 2 0
0 0 2

Trotzdem ist die Berechnung der symme-
trischen Grundfunktionen mit einem Com-
puter unproblematisch, so daß in der Pra-
xis die Itemparameter über die Likeli-
hoodfunktion (17) geschätzt werden und
anschließend die Personenparameter unter
Zugrundelegung dieser Itemparameter.

Abschließend bleibt anzumerken, daß das
ordinale Rasch-Modell auch auf Items mit
unterschiedlich vielen Antwortkategorien
angewendet werden kann, was beim mehr-
dimensionalen Rasch-Modell (Kap. 3.2.2)
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nicht möglich ist. Zur Vereinfachung der
Notation wurde der Index i an der Kate-
gorienanzahl m jedoch fortgelassen. Er-
gänzt man ihn entsprechend, so sind alle
genannten Formeln auch für unterschied-
liche Kategorienanzahlen gültig.

Literatur

Das ordinale Rasch-Modell wurde unter
dem Namen partial credit Modell von
Masters (1982) publiziert. Die Rück-
führung der Itemparameter auf Schwel-
lenparameter geht auf Andrich (1978a, b)
zurück. In der Zeitschrift Psychometrika
wurde eine kontroverse Diskussion publi-
ziert, die die Implikationen einer Zusam-
menlegung von Antwortkategorien für die
Geltung des ordinalen Rasch-Modells
betrifft (Jansen & Roskam 1986, Roskam
& Jansen 1989, Andrich 1995a, b,
Roskam 1995). Erweiterungen des partial
credit Modells werden von Glas &
Verhelst (1989), Muraki (1992) und
Wilson (1992) diskutiert. Alternative
Modelle sind das graded response Modell
von Samejima (1969) und das sequentielle
Modell von Tutz (1990). Wilson und
Masters (1993) befassen sich mit dem
Problem von Kategorienhäufigkeiten, die
gleich Null sind.

Übungsaufgaben

1. Ein dreikategorielles Item hat die
Schwellenparameter Zr1  = -2.0 und

Zi2 = 0.0. Wie groß kann die Wahr-

scheinlichkeit einer Antwort in Kate-
gorie x=l maximal werden? Müssen
die Schwellen weiter auseinander oder
dichter zusammen liegen, damit diese
Wahrscheinlichkeit größer wird?

2. Ein Computerprogramm gibt die ku-
mulierten (!) o-Parameter des ordinalen

3. Von welchem Summenscore an auf-
wärts haben Personen im NEOFFI-
Datenbeispiel bei Item 3 eine größere
Wahrscheinlichkeit in Kategorie 2 zu
antworten als in Kategorie l?

4. Berechnen Sie mit WINMIRA die
Parameter des ordinalen Rasch-Mo-
dells, nachdem Sie die NEOFFI-Daten
so umkodiert haben, daß die zweite
Kategorie den Kode x=2 und die dritte
Kategorie x=l erhält. Der Kode für die
erste (x=0) und vierte Kategorie (x=3)
bleibt unverändert. Interpretieren Sie
die Ergebnisse im Vergleich zu den
richtigen Ergebnissen des Datenbei-
spiels.



3.3 Modelle für ordinale Itemantworten 209

3.3.2 Modelle für Ratingskalen

Im ordinalen Rasch-Modell wird für jede
Schwelle bei jedem Item ein neuer Para-
meter bestimmt. Das sind bei 10 vierka-
tegoriellen Items 30 - 1 = 29 zu schätzende
Parameter. Das ist immer dann eine
Überparametrisierung, wenn man gar
nicht jeden einzelnen Schwellenparameter
interpretieren möchte, sondern im wesent-
lichen nur die Leichtigkeit oder Schwie-
rigkeit des gesamten Items.

In diesem Kapitel werden 3 verschiedene
Modelle dargestellt, die durch eine Re-
striktion der Schwellenparameter aus dem
ordinalen Rasch-Modell hervorgehen.

Analysiert man Fragebögen mit Rating-
skalen als Antwortformat, so benutzt man
im allgemeinen dasselbe Antwortformat
für alle Items: die Antwortkategorien sind
für alle Items gleich benannt und gleich
definiert. In solchen Fällen ist es sinnvoll
anzunehmen, daß die Antwortkategorien
(im Sinne ihrer Schwellenabstände, s.
Kap. 3.3.1.) auch bei allen Items gleich
groß sind. Die Items sollen sich bei
solchen Fragebögen lediglich in ihrer
Schwierigkeit, zustimmende Antworten
zuzulassen, unterscheiden. Die Abstünde
der Schwellen sind dagegen ein Charak-
teristikum des Antwortformates und nicht
des einzelnen Items.

Diese Überlegung führt dazu, die Schwel-
lenparameter des ordinalen Rasch-Modells
so zu restringieren (einzuschränken), daß
sie nicht mehr für jedes Item beliebig
variieren können. Sie sollen vielmehr die
Charakteristika des gemeinsamen Ant-
wortformates ausdrucken.

Eine sinnvolle Annahme für die Auswer-
tung von Ratingdaten besteht daher darin,

daß die Schwellenabstände für alle Items
gleich groß sind, jedoch die Lokation
dieser Schwellen von Item zu Item
variiert, weil die Items unterschiedlich
schwierig sind. Dies ist in Abbildung 92
veranschaulicht.

Abbildung 92: Drei unterschiedlich schwierige
Items mit gleichen Schwellendistanzen

Die Abbildung 92 zeigt drei Items, von
denen das erste am leichtesten, das zweite
am schwierigsten, und das dritte ein mitt-
leres ist, wobei aber alle drei Items gleiche
Schwellenabstände aufweisen. Mit dieser
Restriktion der Schwellenabstände muß
man bei diesen drei Items nicht 3.3-1,  also
8 unabhängige Parameter bestimmen,
sondern lediglich 2 Schwellendistanzen
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plus 3 Itemschwierigkeiten, also 5 un-
abhängige Modellparameter. Je größer die
Itemanzahl, desto mehr Parameter werden
eingespart.

Als Parameter für die Itemschwierigkeit
eignet sich entweder die Lage der ersten
Schwelle oder der Mittelpunkt aller
Schwellen eines Items. In beiden Fällen
steht unter Hinzunahme der Schwellen-
distanzen die Lage aller Schwellen fest.

Geht man wiederum von einer logistischen
Funktion für die Schwellenwahrschein-
lichkeiten aus (vgl. Formel (3) in Kap.
3.3.1), d. h.

so kann man die oben formulierte An-
nahme folgendermaßen parametrisieren:
Man nimmt den ersten Schwellenpara-
meter als Itemparameter (T~ und addiert für
die weiteren Schwellen jeweils einen kate-
gorienspezifischen Distanzparameter z, zu
dieser ersten Schwelle hinzu. Das führt zu
folgender Gleichung

mit T~ = 0. Die Normierungsbedingung
z1 = 0 wird eingeführt, da die Lage der
ersten Schwelle bereits durch den Item-
Parameter bi festgelegt ist. Für die Item-
Parameter gilt wie beim dichotomen Mo-
dell die Normierungsbedingung:

Durch einen einfachen Trick kann man
erreichen. daß der Schwierigkeitspara-

meter eines Items nicht mehr der Lokation
der ersten Schwelle entspricht, sondern
dem Mittelpunkt aller Schwellen. Dieser
Trick besteht darin, die Kategorienparame-
ter ~~ ebenfalls einer Summennormierung
zu unterziehen, anstatt ~~ = 0 zu setzen:

Mit dieser Art der Normierung drücken
die oi-Parameter automatisch den Mittel-
punkt aller Schwellenlokationen eines
Items aus, da nur für den Mittelpunkt gilt,
daß die Summe aller Abstände gleich 0
ist. Diese Interpretation der Modellpara-
meter ist in Abbildung 93 verdeutlicht.

1

0.5

0

Abbildung 93: Die Itemschwierigkeit o als Mittel-
punkt aller Schwellen und die Schwellenparameter
~~ als Abweichungen von o

Aus der Annahme (2) über die Schwel-
lenwahrscheinlichkeiten und der Normie-
rungsbedingung (3) läßt sich analog zu der
Ableitung im Kapitel 3.3.1 die folgende
Modellgleichung ableiten

Der Parameter yx (Psi) ist ein kumulierter
Schwellenparameter, der aber anders als
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Oix im ordinalen Rasch-Modell nicht
itemspezifsch ist. Wegen der Normie-
rungsbedingung (3) ist uy, = 0. Obwohl
yrx als ein globaler Schwierigkeitspara-
meter der Kategorie x angesehen werden
kann (je größer \clx, desto kleiner die
Kategorienwahrscheinlichkeit), hat er
keine direkte Interpretation als Punkt auf
dem latenten Kontinuum.

Für die Interpretation sind daher die deku-
mulierten Parameter z, vorzuziehen. An
ihnen ist abzulesen, ob die Antwortkate-
gorien geordnet sind (dann müssen die 7,
ansteigen), und wie groß die Schwellen-
abstände und somit die zwischen ihnen
liegenden Kategorien sind.

Modell (4) wird als Ratingskalen-Modell
bezeichnet, da die Annahme derselben
Distanzen für alle Items besonders bei der
Verwendung einer Ratingskala als Ant-
wortformat sinnvoll ist. Das Modell kann
jedoch auch für andere Arten von Test-
daten verwendet werden, z.B. wenn freie
Antworten bei allen Items nach demselben
Schema kodiert wurden. Auf jeden Fall
muß die Kategorienanzahl für alle Items
identisch sein.

Datenbeispiel: Ratingskalen Modell

Für das Datenbeispiel ergeben sich fol-
gende Parameterschätzungen:

und

Anhand dieser Werte lassen sich die
Lokationen der einzelnen Schwellen
zurückrechnen und mit den Ergebnissen
aus Kapitel 3.3.1 vergleichen.

Schwellenlokationen:

Es zeigt sich, daß die Restriktion dieses
Modells bei den meisten Items relativ
gut paßt, wobei die Abweichungen bei
ltem 4 am größten sind.

Die Personenparameterschätzungen un-
terscheiden sich kaum von denen des or-
dinalen Rasch-Modells (s. Kap. 3.3.1),
so daß sie hier nicht gesondert auf-
geführt zu werden brauchen.

Bezeichnenderweise gibt es die größ-
ten Abweichungen der ruckgerechneten
Schwellenlokationen von den unrestrin-
gierten Lokationen (vgl. Kap. 3.3.1) bei
Item 4, welches umgepolt worden ist:

statt 2.15.

Tatsächlich macht es wenig Sinn, das
Ratingskalen-Modell auf Fragebögen mit
unterschiedlich gepolten Items anzuwen-
den: Zur Anwendung eines quantitativen
Testmodells müssen alle Antwortvariablen
gleichsinnig ausgerichtet sein, da ein ho-
her Summenscore stets eine hohe Eigen-
schaftsausprägung ausdrückt. Nimmt man
aber für einige Items eine Umpolung vor,
so ist es nicht mehr sinnvoll anzunehmen,
daß die Distanzen zwischen je zwei
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Schwellen für alle Items konstant sind:
dieselben Codes bezeichnen bei den
umgepolten Items ganz andere Kategorien
als bei den nicht umgepolten Items.
Beispiel:

lehne lehne stimme stimme
völlig ab ab zu völlig

zu
Original-
code: 0 1 2 3

Umgepolt: 3 2 1 0

Das Ratingskalen-Modell kann also nur
auf Fragebögen angewendet werden, deren
Items gleichsinnig gepolt sind.

Bei vielen Ratingskalen ist man bemüht,
die Antwortkategorien so zu benennen,
daß die Kategorien möglichst gleichen Ab-
stand haben, d. h. äquidistant sind. In
einem Testmodell druckt sich die Äquidi-
stanz von Antwortkategorien in gleichen
Abständen der Schwellen aus. Man kann
diese Äquidistanzannahme als eine weitere
Restriktion des Ratingskalen Modells (4)
einführen.

Infolge einer solchen Restriktion ist an-
stelle von m-l z-Parametern nur noch 1
Distanzparameter zu schätzen, der ge-
meinsam mit dem Itemparameter Ei die
Schwellen festlegt. Das fuhrt zu folgen-
dem Modell für die Schwellenwahrschein-
lichkeiten, in dem 6 einen Distanzpara-
meter darstellt:

Der Koeffizient von 6, x-(m+1)/2, sorgt
dafür, daß für jede Schwelle von x=l bis
x=m der richtige Anteil (bzw. das Vielfa-
che) der Schwellendistanz 6 vom Mittel-
wert aller Schwellen abgezogen bzw. da-
zugezählt wird. Dies ist in Abbildung 94
veranschaulicht.

Abbildung 94: Die Ermittlung der Schwellen-
lokationen mittels des konstanten Distanzpara-
meters 6 und des Schwierigkeitsparameters 0

Die Kategorienwahrscheinlichkeit ergibt
sich für dieses Modell wiederum durch
Summation des Exponenten bis zur jewei-
ligen Schwelle x (s. Kap. 3.3.1).

(6) p(Xv i = x)

Die Umwandlung des Koeffizienten von 6
infolge der Kumulierung von 1 bis x ist im
folgenden Kasten dargestellt.
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Der Koeffizient des Distanzparame-
ters

summiert man den Koeffizienten von 6
in Gleichung (5) von 1 bis x auf, so
ergibt sich mit Hilfe einer Gesetzmä-
ßigkeit über endliche Reihen der fol-
gende einfache Ausdruck:

Die hierbei benutzte Gesetzmäßigkeit,
daß die Summe aller ungeraden Zahlen
bis zur x-ten ungeraden Zahl genau x2

ist, läßt sich folgendermaßen nachvoll-
ziehen:

Addiert man die mittlere Spalte auf, so
erhält man als Ergebnis stets die rechts
stehende Quadratzahl.

Dieses Modell wird Äquidistanzmodell ge-
nannt, da es neben den Itemschwierigkei-
ten nur einen einzigen Parameter benötigt,
nämlich die konstante Schwellendistanz 6.
Eine Verallgemeinerung des Modells be-
steht darin, diesen Distanzparameter 6

nicht als für alle Items konstant anzuneh-
men, sondern als zweiten Itemparameter
6i vorzusehen:

Die 6i -Parameter unterliegen keiner Nor-
mierungsbedingung, während für die
Itemschwierigkeiten die übliche Summen-
normierung gilt. Abbildung 95 zeigt die
Kategorienwahrscheinlichkeiten für drei
Items mit unterschiedlichem 6i -Parameter:
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Bei gleicher Verteilung der Personenei-
genschaften über das latente Kontinuum
ergeben sich für diese drei Items ganz
unterschiedliche Kategorienhäufigkeiten.
Beim ersten Item mit dem engsten
Schwellenabstand, d.h. dem kleinsten 6i -
Parameter, werden die beiden äußeren
Antwortkategorien sehr viel häufiger be-
setzt sein. Die Antwortvariable hat, über
alle Personen betrachtet, somit eine grö-
ßere Dispersion (Dispersion = Streuung).

Im Gegensatz dazu werden sich bei dem
dritten Item mit den größten Schwellendi-
stanzen, also dem größten Distanzparame-
ter 6i die Antworten in den mittleren Ka-
tegorien häufen. Die Antwortvariable hat
also eine kleine Dispersion über alle
Personen betrachtet. Aus diesem Grund
wird 6i auch als Dispersionsparameter be-
zeichnet: je kleiner 6i, desto größer die
Dispersion des Items.

Datenbeispiel: Äquidistanzmodell

Für das Datenbeispiel ergeben sich die
folgenden Parameterschätzungen:

Während beim Ratingskalen Modell die
erste Schwellendistanz sehr groß,
nämlich 3.29, die zweite etwas kleiner
war (nämlich 1.64), wird hier eine mitt-
lere Distanz für jedes Item geschätzt.
Das zweite Item hat die größte Dis-
persion, das vierte Item die kleinste.

Was hier als Dispersion des Items bezeich-
net wird und sich in dem &-Parameter
ausdrückt, hängt direkt mit der Itemdis-
krimination oder Trennschärfe zusammen.
Die Itemtrennschärfe ist in Kapitel 3.1 als
Anstieg der Itemfunktion definiert worden.
Anstelle einer einzigen Itemfunktion
wurden in Kapitel 3.3.1 die Katego-
rienfunktionen für ordinale Testdaten ein-
geführt. An diesen Kurven ist jedoch nicht
ohne weiteres ein Steigungsmaß defi-
nierbar, das die Trennschärfe charakte-
risieren würde.

Man kann jedoch das Konzept der Item-
funktion auch so definieren, daß es auf
ordinale Testmodelle anwendbar ist. Die
Itemfunktion druckt die Abhängigkeit der
Lösungswahrscheinlichkeit eines Items
von der latenten Variable aus. Bei dicho-
tomen Daten ist die Wahrscheinlichkeit
einer 1-Antwort zugleich der Erwartungs-
wert der Antwortvariable.

Erwartungswert einer O-l-Variable

Der Erwartungswert einer Variable X ist
folgendermaßen definiert (vgl. Kap.
2.1.2):

und druckt nichts anderes aus als den
aufgrund einer Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung erwarteten Mittelwert der Variable X,
wenn jede Valenz von X mit der Wahr-
scheinlichkeit p(x) auftritt.

Ist die Variable X dichotom, d.h. nimmt
sie nur die Werte 0 und 1 an, so ist der
Erwartungswert der Variable gleich der
Wahrscheinlichkeit einer l-Antwort, d.h.

Erw(X)=p(X=l) ,
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was man sich anhand eines einfachen
Beispiels leicht klarmachen kann (beträgt

Antwortvariable x  = 0,75). 

die Lösungswahrscheinlichkeit eines Items
p=0.75, so ist der erwartete Mittelwert der

Definiert man die Itemfunktion als die
Funktion des Erwartungswertes der
Antwortvariable in Abhängigkeit von der
Personeneigenschaft 8, so ist die Item-
funktion auch für ordinale Testmodelle be-
stimmbar und graphisch darstellbar. Die
benötigten Wahrscheinlichkeiten p(x) sind
durch die jeweilige Modellgleichung defi-
niert.

werden auf den Fall dichotomer Items. Im
Fall mehrkategorieller, ordinaler Items ist
bereits ab drei Antwortkategorien die
Trennschärfe für jedes Item berechenbar,
ohne daß die sonstigen Eigenschaften des
Rasch-Modells verlorengehen.

Im Äquidistanzmodell ist die Itemtrenn-
schärfe direkt in Form eines Modellpa-
rameters enthalten, während sich im nor-
malen ordinalen Rasch-Modell die Item-
trennschärfe nur indirekt in den unter-
schiedlichen Schwellendistanzen der Items
ausdrückt. Man kann sie jedoch als mitt-
lere Schwellendistanz eines Items berech-
nen.

Die Itemfunktionen für die drei Items in
Abbildung 95 sehen folgendermaßen aus:

Abbildung 96: Die Itemfunktionen der drei Items
aus Abbildung 95

Es zeigt sich, daß das erste Item mit den
engsten Schwellenabständen die steilste
Itemfunktion hat und das dritte Item mit
den größten Schwellendistanzen eine
flache Itemfunktion hat. Das bedeutet, je
größer die Schwellenabstände, also der
Parameter 6 ist, desto geringer ist die
Trennschärfe dieses Items. 6 ist somit ein
inverser Trennschärfeparameter.

Wurde in Kapitel 3.1 gesagt, daß Rasch-
Modelle parallele Itemfunktionen haben,
d.h. daß die Items sich nicht hinsichtlich
ihrer Trennschärfe unterscheiden dürfen,
so muß diese Aussage eingeschränkt

Trennschärfe: Ein Gütekriterium?

Es stellt sich die Frage, ob eine hohe
Trennschärfe der Items bei ordinalen
Antwortformaten auf jeden Fall das
erstrebenswerte Ziel einer Testentwick-
lung sein muß. Eine hohe Trennschärfe
heißt bei ordinalen Items, daß die Schwel-
len dicht beieinander liegen, das Item also
gut zwischen Personen mit einer sehr
geringen und einer sehr hohen Eigen-
schaftsausprägung trennt.

Gleichzeitig haben enge Schwellendistan-
zen zur Konsequenz, daß die mittleren
Kategorien nicht voll ausgenutzt werden.
da die meisten Personen dem Item entwe-
der zustimmen oder es ablehnen. Es fragt
sich, ob dies der Sinn eines ordinalen
Antwortformates ist, will man doch mit
abgestuften Antworten gerade auch die
Zwischentöne im Antwortverhalten erfas-
sen und nicht nur extreme Zustimmung
oder Ablehnung. Es kann daher auch sinn-
voll sein, Items mit einer mittleren Trenn-
schärfe, d.h. großen Schwellenabständen
anzustreben, um auch zwischen Personen
im Mittelbereich der latenten Variable
diskriminieren zu können.
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Da der Parameter 6i die Trennschärfe
eines Items ausdrückt, liegt es nahe, einen
solchen Trennschärfeparameter nicht nur
unter der Annahme der Äquidistanz aller
Antwortkategorien vorzusehen. Im Rating-
skalen Modell (Gleichung (4)) war es
möglich, daß die Schwellen des Antwort-
formates unterschiedlichen Abstand
haben, während das Äquidistanzmodell
unterschiedliche Itemtrennschärfen be-
rücksichtigt. Das dritte Testmodell für
Ratingdaten ist daher die Kombination aus
Ratingskalen-Modell und Äquidistanz-
modell, in dem sowohl die Abstandspa-
rameter z, als auch die Trennschärfepa-
rameter 6, berücksichtigt sind:

In diesem Dispersionsmodell sind die
grundlegenden Schwellendistanzen bereits
durch die ~~ Parameter festgelegt, so daß
die Distanzparameter 6i einer eigenen
Normierung unterworfen werden müssen,
nämlich auch einer Summennormierung.
Es gilt

Damit drucken die 6i Parameter die Ab-
weichung der itemspezifischen Schwel-
lendistanzen von der mittleren Schwel-
lendistanz aus, die durch die Parameter Z,
vorgegeben ist. Abbildung 97 zeigt die

Kategorienfunktionen für drei Items im
Dispersionsmodell.

-6 -4 -2 0 2 4 6 -

Für alle Items ist die erste Schwellen-
distanz jeweils größer als die zweite
Schwellendistanz, jedoch sind beide
Distanzen beim ersten Item gegenüber
dem zweiten I tem verr inger t  (um
61 = -1. 0), während sie beim dritten Item
vergrößert sind (6, = +1.0). Diese Verlän-
gerung oder Verkürzung der Distanzen
erfolgt nach Maßgabe des Parameters 6i,
d.h. 6i druckt aus, um welche Lange die
Schwellendistanzen bei einem Item von
der mittleren Schwellendistanz aller Items
abweichen. Die zx-Parameter  parametri-
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sieren die mittleren Distanzen zwischen
zwei bestimmten Schwellen.

Datenbeispiel: DispersionsmodellDatenbeispiel: Dispersionsmodell

Die Parameterschätzungen für dasDie Parameterschätzungen für das
Dispersionsmodell lauten:Dispersionsmodell lauten:

und

Es zeigt sich, daß Item 4 die größten
Schwellendistanzen und somit die ge-
ringste Trennschärfe hat, während Item
2 mit den kleinsten Schwellendistanzen
die größte Trennschärfe hat. Bei allen
Items ist die Distanz zwischen Schwelle
1 und Schwelle 2 größer als die Distanz
zwischen Schwelle 2 und 3.

Abbildung 98 zeigt die Beziehungen die-
ser Modelle untereinander. Alle Modelle
sind Spezialfälle des ordinalen Rasch-
Modells, d.h. sie gehen durch Restrik-
tionen aus letzterem hervor. Das Disper-
sionsmodell ist wiederum ein Obermodell
des Ratingskalen und des Äquidistanz-
modells. Letztere gehen durch Null-setzen
der wx bzw. der 6i-Parameter  aus dem
Dispersionsmodell hervor. Somit ergibt
sich die folgende hierarchische Struktur
zwischen den Modellen:

Ordinales Rasch-Modell

Ratingskalen-Modell Äquidistanzmodell

Abbildung 98: Die hierarchische Struktur der
Testmodelle für Ratingskalen

Die Kenntnis, welches Modell ein
Spezialfall von welchem anderen ist, ist
für einige Modellgeltungskontrollen von
Bedeutung (s. Kap. 5.).

Es stellt sich die Frage, warum man solche
restringierten ordinalen Modelle über-
haupt braucht, wenn sich die Personen-
meßwerte unterschiedlich restriktiver Mo-
dellen kaum unterscheiden. Will man die
Daten möglichst gut mittels eines Test-
modells erklären, so ist das unrestringierte
ordinale Rasch-Modell (Kap. 3.3.1) in
jedem Fall dasjenige mit der größten
Übereinstimmung von beobachteten und
vorhergesagten Daten. Es enthält auch die
meisten Modellparameter.

Das entscheidende Argument für ein
restriktiveres Modell liegt darin, daß man
ein Modell auf die Daten anwenden sollte,
welches genau die Parameter enthält, die
den präexperimentellen Hypothesen über
das Antwortverhalten entsprechen und die
man später auch tatsächlich interpretiert.

Bei der Auswertung von Fragebögen mit
Ratingskalen hat man im allgemeinen kei-
ne Annahmen über die Lokationen einzel-
ner Schwellen, sondern man möchte die
Itemschwierigkeiten und -trennschärfen
interpretieren und gleichzeitig Informatio-
nen über die verwendete Ratingskala
haben. Genau diese Funktionen erfüllen
die Ei-, 6i- und z,Parameter  der Modelle
(4), (7) und (8). Die Verwendung von
restringierten Modellen ist daher nicht nur
ein Gebot des Einfachheitskriteriums für
Theorien, sondern auch der Passung von
Theorie und Empirie.

Bei der Verwendung von Ratingskalen in
Fragebögen spielen der sogenannte Ska-
lengebrauch oder auch die response sets
(dt. etwa ‘Antworthaltungen’) der befrag-
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ten Personen eine große Rolle (vgl. Kap.
2.3.1.3). Solche response sets - sofern sie
für alle befragten Personen zutreffen -
können sich bei ordinalen Testmodellen in
den Schwellendistanzen ausdrucken und
manifestieren sich z.B. im Ratingskalen
Modell in den rx-Parametern.

Response sets und Schwellendistanzen

Eine Tendenz zum extremen Urteil druckt
sich z.B. darin aus, daß die erste Schwelle
sehr schwer und die letzte Schwelle sehr
leicht ist, so daß die Kategorien x=0 und
x=m sehr häufig besetzt sind (es ist ‘sehr
schwer’, die erste Schwelle, und ‘sehr
leicht’ die letzte Schwelle zu überschrei-
ten). Eine Tendenz zum mittleren Urteil
druckt sich darin aus, daß die Schwel-
lendistanz der mittleren Kategorie relativ
groß ist, also sehr viele Personen die
mittlere Kategorie der Ratingskala bevor-
zugen.

Problematisch kann es werden, wenn eine
Tendenz zur Vermeidung eines mittleren
Urteils vorliegt, was sehr häufig in empiri-
schen Datensätzen beobachtbar ist. Diese
Tendenz tritt auf, wenn man eine ungera-
de Kategorienanzahl verwendet, die mitt-
lere Kategorie aber von den befragten
Personen gemieden wird. Die Grunde hier-
für können vielfach sein, z.B. weil die Be-
fragten deutlich machen möchten, daß sie
zu jedem Item eine Meinung haben und
nicht indifferent urteilen (dies wäre auch
ein Aspekt der sozialen Erwünschtheit).

Tendenzen zur Vermeidung bestimmter
Antwortkategorien sind deswegen proble-
matisch, weil sie die Ordnung der Schwel-
lenparameter durcheinander bringen kön-
nen. Wird eine Kategorie gemieden, so
bedeutet das, daß die Schwelle vor dieser
Kategorie sehr schwer, die Schwelle nach

der Kategorie sehr leicht ist. Dies fuhrt
aber dazu, daß die Ordnung aufsteigender
Schwellenschwierigkeiten, die bei ordina-
len Antworten gegeben sein muß (s. Kap.
3.3.1) durchbrochen wird.

Ist die Ordnung der Schwellenparameter
nicht mehr gegeben, entfällt auch das
wichtigste Kriterium für die Ordinalska-
lenqualität der Itemantworten. In letzter
Konsequenz kann man diese Situation
auch als einen Fall von Mehrdimensionali-
tät interpretieren, denn diejenige Katego-
rie, die gemieden wird, wird wohl auf-
grund einer anderen Persönlichkeitseigen-
schaft gemieden, als der, die gemessen
werden soll.

Literatur

Das Ratingskalen-Modell wurde von
Andrich (1978a, b, c) publiziert, das Äqui-
distanzmodell von Andrich (1982) und das
Dispersionsmodell von Rost (1988a,
1990b). Masters & Wright (1984) und
Wright & Masters (1982) beschreiben die
Familie von Rasch-Modellen für Rating-
skalen. Diese Familie schließt auch das
Rasch-Modell mit binomialverteilter Ant-
wortvariable von Andrich (1978d) und das
Poisson-Modell von Rasch (1960) mit ein.
Das Modell mit kontinuierlicher Antwort-
variable, das entsteht, wenn die Anzahl
der Schwellen im Äquidistanzmodell ge-
gen unendlich geht, wurde von Müller
(1987, 1995) entwickelt.

Übungsaufgaben:

1. Welche der vier Rasch-Modelle für
ordinale Daten lassen sich auf Items
mit unterschiedlichen Kategorienan-
zahlen anwenden?

2. In einem Fragebogen mit 7-stufigem
Antwortformat erhalten Sie die
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folgenden Schwellenparameter:

Welches response set zeigen die be-
fragten Personen?

3. Wo liegen im Dispersionsmodell die
Schwellen des ersten Items des Daten-
beispiels (die Schwellenlokationen)?

4. Wieviele unabhängige Modellparame-
ter (ohne Personenparameter) werden
beim Dispersionsmodell geschätzt?

3.3.3 Klassenanalyse ordinaler
Daten

Mit Ratingdaten oder allgemeiner, mit
ordinalen Itemantworten lassen sich nicht
nur quantitative Personenvariablen erfas-
sen, sondern auch qualitative Variablen,
also latente Klassen von Personen. Man
erhebt zwar mit abgestuften Itemantworten
bereits quantitative Antwortvariablen, die
den Grad der Zustimmung zu dem
Iteminhalt ausdrucken. Das bedeutet aber
nur, daß sich die Personen bei jedem
einzelnen Item graduell unterscheiden. Die
latente Personenvariable, die die indivi-
duellen Unterschiede im Antwortverhalten
hinsichtlich aller Items erklärt, kann den-
noch kategorial, also eine Klassenvariable
sein.

Beispiel

Ein Fragebogen zur Messung der Ein-
stellung zum Motorsport enthält Fragen
des folgenden Typs:

- Autorennen finde ich sehr spannend

- Motorsport ist eine unnütze Luftver-
schmutzung

- Motorsport ist nur ein Wettstreit der
Technik und nicht der körperlichen
Leistung

Die Antworten werden mit einer 4-
stufigen Skala von ‘lehne ab’ bis ‘stimme
zu’ erhoben. Es werden drei Klassen von
Personen erwartet: solche, die dem Motor-
sport gegenüber positiv eingestellt sind,
solche, die ihn aus Umweltschutzgründen
ablehnen und solche, die ihn ablehnen,
weil es kein Wettstreit der Körperkraft,
sondern der Motorkraft ist. Die Itempro-
file der drei erwarteten Klassen sehen für
die drei o.g. Items wie folgt aus:
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Das Beispiel soll deutlich machen, daß
man Klassen von Personen sehr wohl
dadurch erfassen kann, daß man mit
ordinalen Itemantworten den Grad ihrer
Zustimmung zu jedem Item erhebt. Die
Klassen müssen sich dann nicht notwen-
digerweise auch graduell unterscheiden,
sondern können qualitativ verschieden
sein, wie die beiden Klassen, die den
Motorsport ablehnen.

Ist man bei der Auswertung eines Tests
nicht daran interessiert, etwas darüber zu
erfahren, ob die Antwortalternativen wirk-
lich eine Ordinalskala bilden, so kann man
einfach die Klassenanalyse für mehrka-
tegorielle Daten (Kap. 3.2.1) anwenden.
Dieses Modell sieht für jede Antwort-
kategorie einen Wahrscheinlichkeitspara-
meter

Erw (Xvi)

Abbildung 99: Die Erwartungswertprofile der drei
Beispielitems

Auf der Ordinate sind jetzt nicht mehr
Wahrscheinlichkeiten abgetragen (wie bei
der dichotomen oder nominalen Klassen-
analyse, vgl. Kap. 3.1.2.2 und 3.2.1), son-
dern die Erwartungswerte der Antwort-
variable, also die in jeder Klasse erwartete
Itemantwort.

der sich über die Kategorien hinweg zu 1
addieren muß:

Während es bei Antwortkategorien, die
keine Ordnung bilden, auch keinen Sinn
macht, die Erwartungswerte der Antwort-
variablen zu berechnen, ist dies bei ordi-
nalen Antworten sinnvoll:

So sagt etwa ein Erwartungswert von 2.35
aus, daß die Personen dieser Klasse bei
diesem Item am liebsten zwischen 2 und 3
ankreuzen würden. Da dies natürlich nicht
geht, werden die meisten Häufigkeiten bei
‘2’ und - etwas weniger - bei ‘3’ liegen.
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Daraus lassen sich die folgenden Erwar-
tungswerte berechnen:

g=l

g=2

und als Erwartungswertprofile graphisch
darstellen

 

Abbildung 100: Die Erwartungswertprofile der
5 NEOFFI-Items

Es handelt sich um zwei geordnete Klas-
sen, da die Itemprofile überschneidungs-
frei verlaufen. Klasse 1 zeichnet sich
dadurch aus, daß die 5 Neurotizismus-
ltems als unzutreffend eingestuft werden
in Klasse 2 dagegen eher als zutreffend.

Wendet man die Klassenanalyse in dieser
Form auf ordinale Daten an, so hat das
zwei Nachteile: Erstens, verstößt man
gegen das Einfachheitskriterium, da man
für jedes Item in jeder Klasse m
unabhängige Parameter schätzt (im Da-
tenbeispiel: 3), aber nur einen Wert
interpretiert, nämlich die über den Er-
wartungswert definierte Zustimmungsten-
denz. Zweitens, erfahrt man auf diese
Weise nichts darüber, ob die Antwortskala

tatsächlich eine Ordinalskala darstellt und
- wenn ja - wie groß die Kategorien sind,
z.B. definiert über ihre Schwellenabstände
(Kap. 3.3.1).

Beide Nachteile resultieren daraus, daß
hier kein Modell angewendet wird, das
speziell für ordinale Daten konstruiert ist,
sondern lediglich ein Modell für nominale
Daten. Dies führt zu der Frage, wie man
denn die Parameter der latenten Klassen-
analyse restringieren könnte, damit das
Modell der Ordinalskalenqualität der Da-
ten gerecht wird. Bezogen auf die Para-
meter des Modells (1) läßt sich die Frage
präzisieren:

Was zeichnet die Wahrscheinlich-
keitsverteilung der Antwortvariable

aus, wenn es sich um geordnete
Antwortkategorien handelt?

Abbildung 101 zeigt die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen zweier Items in der
ersten Klasse der Beispielrechnung.

Abbildung 101: Die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung der Antwortvariable für Item 3 und 4 in
Klasse 2

Beide Verteilungen sehen regelmäßig aus
und scheinen mit der Annahme ordinaler
Kategorien verträglich zu sein. Anders
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verhält es sich mit den in Abbildung 102
dargestellten Verteilungen.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
ordinaler Antwortvariablen sollten

eingipflig (unimodal) sein.

Abbildung 102: Zwei Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen, die nicht auf ordinale Antwortkategorien
hinweisen

Die in dieser Abbildung dargestellten Ver-
teilungen sind deswegen nicht mit der An-
nahme ordinaler Kategorien verträglich,
weil es keinen Sinn macht, daß Personen
(mit derselben Ausprägung der latenten
Variable!) mit hoher Wahrscheinlichkeit
in Kategorie 0 und 2 (bzw. in 1 und 3)
antworten, aber nur mit geringer Wahr-
scheinlichkeit in der dazwischen liegenden
Kategorie 1 (bzw. 2). Aus einer solchen
Verteilung ist nicht ersichtlich, auf
welchen Grad der Zustimmung Antwort-
verhalten hinweist.

Soll die Itemantwort den Grad der Zu-
stimmung ausdrucken, so muß eine
Antwortkategorie die größte Wahrschein-
lichkeit aufweisen und die Wahrschein-
lichkeiten der anderen Kategorien müssen
nach ‘rechts’ und ‘links’ absinken. Sofern
es sich bei der präferierten Kategorie um
eine extreme Kategorie handelt (x=0 oder
x=m) sinken die Antwortwahrscheinlich-
keiten nur in einer Richtung ab.

Als eine mögliche Antwort auf die oben
gestellte Frage kann daher gelten:

Als Konsequenz aus dieser Beantwortung
der Frage kann man die Klassenanalyse
(so wie sie ist) auf ordinale Daten anwen-
den und die geschätzten Parameter darauf-
hin prüfen, ob die Antwortverteilungen
eingipflig sind. Nur, auf diese Weise hat
man das Modell noch nicht für ordinale
Daten restringiert und folglich auch keine
Parameter eingespart.

Ein restringiertes Klassenmodell ergibt
sich, wenn man der Ordinalskalenqualität
der Antwortvariablen auf dieselbe Art und
Weise Rechnung trägt, wie dies in Kapitel
3.3.1 für quantitative Testmodelle getan
wurde. Dort wird die Ordnung der Ant-
wortkategorien dadurch im Modell abge-
bildet, daß den aufeinanderfolgenden Ka-
tegorien Abschnitte auf der latenten
Dimension entsprechen. Innerhalb dieser
Abschnitte ist jeweils die Antwortwahr-
scheinlichkeit einer Kategorie am höch-
sten. Die Grenzen dieser Abschnitte sind
durch die Schwellen definiert. Abbildung
103 zeigt noch einmal die entsprechende
Graphik aus Kapitel 3.3.1:

Abbildung 103: Durch Schnittpunkte (Schwellen)
definierte Abschnitte auf der latenten Dimension

Die Ordnung der Kategorien spiegelt sich
in der Ordnung der Schwellenparameter
wieder. Die Anwendung dieses Prinzips
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auf die Klassenanalyse erscheint zunächst
unmöglich, da es bei der Klassenanalyse
gar keine latente Dimension gibt, auf der
man irgendwelche Abschnitte einteilen
könnte. Trotzdem kann man auch hier
Schwellenwahrscheinlichkeiten definieren
und das latent-class Modell so repara-
metrisieren, daß es Schwellenparameter
gibt. An deren Ordnung kann man dann
ablesen, ob die Antwortkategorien geord-
net sind, und man kann die Schwel-
lenparameter zum Gegenstand von Re-
striktionen machen, um weitere Parameter
zu sparen.

Die Schwellenwahrscheinlichkeit wird so
wie in Kapitel 3.3.1 definiert und läßt sich
mittels der Parameter des Modells (1)
folgendermaßen darstellen:

Ebenfalls wie in Kapitel 3.3.1 wird für die
Schwellenwahrscheinlichkeit die logisti-
sche Funktion des dichotomen Rasch-
Modells eingeführt, jedoch nicht als
Funktion einer globalen Personenvariable

0” sondern als Funktion einer itemspe-

zifischen Variable Oig :

Abbildung 104: Die Schwellenwahrscheinlich-

keit als Funktion einer itemspezifischen Variable

Das bedeutet, die Wahrscheinlichkeit, eine
Schwelle x zu überschreiten, hängt von

zwei Größen ab: von der Lage der
Schwelle x bei Item i, Zix, und von der

itemspezifischen Zustimmungstendenz die-
ser Klasse, Oig.

Die Lage der Schwelle Zix entspricht dem

Abszissenwert des Wendepunktes, ist also
analog zur Itemschwierigkeit die Schwel-
lenschwierigkeit (einer bestimmten
Schwelle bei einem bestimmten Item). Der
Kurvenverlauf selbst beschreibt die Ab-
hängigkeit der Schwellenwahrscheinlich-
keit von der Zustimmungstendenz dieser
Klasse g zu diesem Item i, 8ig.

Berechnet man z.B. eine 3-Klassenlösung,
so nimmt 8ig nur 3 Werte an, welche über

die Funktion (4) drei Schwellenwahr-
scheinlichkeiten definieren. Diese Schwel-
lenwahrscheinlichkeiten hängen maßgeb-
lich von der Schwellenschwierigkeit Tix

ab, welche keinen Index g aufweist, also
nicht klassenspezifisch ist.

Die Schwellenschwierigkeiten rix müssen

aus demselben Grund normiert werden,
wie die Itemschwierigkeiten im dichoto-
men Rasch-Modell (vgl. Kap. 3.1.1.2.2),
d.h. es gilt:

Setzt man in Gleichung (3) die Funktion
(4) für die Schwellenwahrscheinlichkeiten
qixg ein und löst die Gleichung nach 7Cixg

auf, so erhält man
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Diese Ableitung wird hier nicht im Detail
nachvollzogen, da sie völlig analog zu der
entsprechenden Ableitung in Kapitel 3.3.1
ist. Zu beachten ist wiederum, daß es
keine 0-te Schwelle gibt, da es zwischen
m+l Kategorien nur m Schwellen geben
kann. Die oix-Parameter  sind die kumu-
lierten Schwellenparameter bis zur Kate-
gorie x.

Die durch (6) definierte Antwortwahr-
scheinlichkeit kann jetzt in die Modell-
gleichung (1) der Klassenanalyse einge-
setzt werden und man erhält das Klas-
senmodell für ordinale Daten:

Anhand der Parameteranzahl läßt sich
nachvollziehen, daß es sich bei diesem
Modell tatsächlich um eine Restriktion der
normalen Klassenanalyse handelt. So sind
bei 5 Items und 2 Klassen 10 Zustim-
mungstendenzen 8ig zu schätzen. Die 5

Items haben 4 Kategorien, also 3 Schwel-
len. Wegen der Normierungsbedingung
(5) sind nur 2 der 3 Schwellenparameter
unabhängig, so daß 5.2=10  Schwellen-
parameter zu schätzen sind. Gemeinsam
mit einem unabhängigen Klassen-
größenparameter rcg sind dies insgesamt

10+10+1=21 Parameter.

Die allgemeine Formel zur Berechnung
der Parameteranzahl np lautet bei diesem

Modell:

Bei der normalen Klassenanalyse werden
für dasselbe Datenbeispiel 2.5.3+1=31 Pa-
rameter, also 10 Parameter mehr ge-
schätzt.

Die Einsparung von Parametern ergibt
sich bei dem ordinalen Modell allein
daraus, daß die Schwellenparameter Zix

klassenunabhängig sind. Würde man für
jede Klasse eigene Schwellenparameter
vorsehen, also dreifach indizierte Parame-
ter Tixg (vgl. Kap. 3.3.4), so ergäbe sich

keine Reduktion der Parameteranzahl.

Datenbeispiel

Es ergeben sich die folgenden Parame-
terschätzungen bei 2 latenten Klassen:

An diesen Klassenparametern ist abzu-
lesen, daß es sich um zwei geordnete
Klassen handelt und die zweite Klasse
die höheren Zustimmungstendenzen zu
allen Items hat.
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Wie bei den Schwellenlokationen des
ordinalen Rasch-Modells (Kap. 3.3.1)
zeigt sich, daß die erste Schwellen-
distanz stets wesentlich größer ist als die
zweite. Auch zeigen sich wieder bei Item
4 die größten Distanzen.

Eine vollständige Übereinstimmung mit
den Schwellen des quantitativen Modells
st bei der 2-Klassenlösung nicht zu
erwarten, da hier lediglich 2 Eigen-
schaftsausprägungen unterschieden wer-
den (was dem Datensatz nicht ange-
messen ist).

In diesem Datenbeispiel sind die Schwel-
len geordnet, d.h. bei jedem Item ist die
erste Schwelle am leichtesten und die drit-
te am schwersten. Mit derselben Argu-
mentation wie bei quantitativen Modellen
läßt sich dies als Bestätigung der Annah-
me werten, daß die Antwortkategorien
eine Rangordnung darstellen.

Als ein anderes Kriterium für die Ordnung
der Antwortkategorien wurde weiter oben
angeführt, daß die Wahrscheinlichkeits-
verteilung der Antwortvariable für jedes
Item eingipflig sein muß. Betrachtet man
diese Verteilungen für das gegebene Da-
tenbeispiel, so ist auch dieses Kriterium in
beiden Klassen erfüllt:

0

x = 1

2

3

0

x = 1

2

3

Klasse 1

i=l i=2 i=3 i=4 i=5

.09 .27 .23 .07 .28

.66 .57 .70 .71 .65

.23 .15 .07 .21 .06

.02 .01 .00 .01 .01

Klasse 2

i=l i=2 i=3 i=4 i=5

.01 .02 .02 .00 .03

.25 .30 .44 .16 .47

.48 .47 .41 .60 .35

.26 .21 .13 .24 .15

Dies ist keine zufällige Übereinstimmung.
Vielmehr sind die Antwortvariablen im-
mer eingipflig verteilt, wenn die Schwel-
lenparameter geordnet sind. Steigt nämlich
die Schwierigkeit der Schwellen von Kate-
gorie zu Kategorie an, nimmt also die
Schwellenwahrscheinlichkeit ab, so ist die
Verteilung der Antwortvariable eingipflig.
Dabei existieren weitere Regelhaftig-
keiten.

Die Verteilung der Antwortvariablen
bei sinkenden Schwellenwahrschein-
lichkeiten

Sind alle Schwellenwahrscheinlichkeiten
(SW) kleiner als 0.5, so sinken auch die
Kategorienwahrscheinlichkeiten (KW)
von Kategorie zu Kategorie.

Beispiel
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Dieser Effekt läßt sich an der Definition
der SW ablesen (vgl. (3)):

SW(x)= KW(x)
KW( x - 1) + KW(x) 

Nach dieser Gleichung ist SW(x) nur
dann kleiner als 0.5, wenn
KW(x)<KW(x-1). Das bedeutet, daß die
KW(x) mit aufsteigendem x kleiner wer-
den.

Sind alle SW>0.5, so steigen die KW an.

Beispiel

Sind schließlich die SW(x) für kleines x
größer als 0.5 und für großes x kleiner
als 0.5, so steigen die KW(x) erst an und
sinken dann wieder ab, sind also ein-
gipflig.

Beispiel

Diese Eigenschaft ergibt sich aus den
zuvor Gesagten.

Es bleibt festzuhalten, daß geordnete
Schwellenparameter bei Modell (7) die
Eingipfligkeit der Antwortverteilungen
implizieren. Die Umkehrung gilt nicht:
nicht jede eingipflige Antwortverteilung
impliziert sinkende Schwellenwahrschein-
lichkeiten. Die Ordnung der Schwellen-

parameter ist somit ein strengeres Krite-
rium für die Ordnung der Antwortkate-
gorien.

Dabei kann es gute Grunde geben, warum
die Schwellen bei einer Fragebogenana-
lyse nicht geordnet sind. Hierfür können
response sets verantwortlich sein (s. Kap.
3.3.2) oder die Etikettierung der Ant-
wortkategorien (s. Kap. 2.3.1.3). Erhält
man bei einer Fragebogenanalyse unge-
ordnete Schwellenparameter und lassen
sich diese auf Konstruktionsmerkmale des
Fragebogens zurückführen, so können die
Daten trotzdem mit einem Testmodell für
ordinale Daten analysiert werden. Bei
einer Revision des Fragebogens oder einer
erneuten Datenerhebung sollte man den
Fragebogen entsprechend ändern.

Die Itemprofile der latenten Klassen lassen
sich bei diesem Modell auf zweierlei
Weise darstellen. Eine der beiden Mög-
lichkeiten wurde bereits in Abbildung 100
dargestellt, nämlich Itemprofile in Form
von Erwartungswertprofilen. Die klas-
senspezifischen Antwortwahrscheinlich-
keiten lassen sich mit Hilfe von Gleichung
(6) aus den Modellparametern bestimmen
und gemäß Gleichung (2) in Erwartungs-
werte umrechnen. Für das Datenbeispiel
ergeben sich die folgenden Profile.

Abbildung 105: Die Erwartungswertprofile der 2-
Klassenlösung des ordinalen Klassenmodells (7)
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Die zweite Möglichkeit besteht darin, die
Profile der itemspezifischen Zustim-
mungstendenzen 8ig zu betrachten. Diese

sehen für das Datenbeispiel folgender-
maßen aus:

%g

Abbildung 106: Die Profile der Parameter der 2-
Klassenlösung

Beide Arten von Itemprofilen sind ähnlich
in ihrem Verlauf und führen im allge-
meinen zu denselben Interpretationen. Ins-
besondere zeigen sie in gleicher Weise an,
ob es sich um geordnete Klassen handelt:
Wenn die Erwartungswertprofile über-
schneidungsfrei sind, so sind es auch die
Parameterprofile und umgekehrt. Trotz-
dem gibt es Fälle, in denen die eine oder
andere Art vorzuziehen ist.

Parameterprofile oder Erwartungswert-
profile ?

Beide Arten, die Antwortprofile der Klas-
sen darzustellen, haben ihre Vor- und
Nachteile. An den Profilen der Parameter
(vgl. Abb. 106), kann man erkennen, ob
auf die Daten eher das ordinale Rasch-
Modell paßt: in diesem Fall müssen die
Parameterprofile parallel verlaufen, also
die Parameterdifferenzen zwischen je zwei
Klassen müßten für alle Items konstant
sein. Der Nachteil besteht darin, daß aus
diesen Profilen nur schwer auf erwartete
Kategorienhäufigkeiten geschlossen wer-

den kann, da diese auch von den Schwel-
lenparametern Zix abhängen.

Letzteres ist gerade der Vorteil von Er-
wartungswertprofilen (vgl. Abb. 105): Sie
drucken sehr anschaulich das Niveau der
Itemantworten auf der Antwortskala aus.
Es läßt sich leichter beurteilen, ob der
Unterschied zwischen den mittleren
Itemantworten zweier Klassen für die
Interpretation bedeutsam ist.

Beide Arten von Profilen sagen nichts
darüber aus, wie stark die Dispersion der
Itemantworten ist, also wie stark sie über
die Kategorien streuen. Die Streuung der
Itemantworten hängt von den Schwellen-
parametern Tix ab: Sind die Schwellen-
abstände klein, so ist die Streuung groß,
da relativ viele Antworten in die beiden
äußeren Kategorien entfallen. Sind die
Schwellenabstände groß, ist die Streuung
klein (vgl. Kap. 3.3.2).

Da die Schwellenparameter jedoch klas-
senunspezifisch sind, ist die Streuung der
Itemantworten in diesem Modell keine
Eigenschaft einer Klasse, sondern eine
Eigenschaft des Items in allen Klassen.
Modelle, bei denen die Schwellendistan-
zen und somit die Streuung der Antworten
klassenspezifisch sind, werden im näch-
sten Kapitel behandelt.

Literatur

Clogg (1979) diskutiert die Anwendung
der Klassenanalyse auf ordinale Daten,
wobei einzelne Kategorienwahrscheinlich-
keiten auf Null fixiert werden. Rost (1985)
behandelt das Kriterium der Unimodalität
der Antwortverteilungen und schlägt ein
Klassenmodell vor, in dem die Antworten
binomialverteilt sind. Auf Rost (1988b, c)
geht das ordinale Klassenmodell (7) mit
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klassenunspezifischen Schwellenparame-
tern zurück. Da es sich bei diesem Modell
um eine additive Zerlegung der logisti-
schen Parameter der Klassenanalyse han-
delt, ist es auch ein Spezialfall der linear
logistischen Klassenanalyse für mehrkate-
gorielle Daten von Formann (1992, vgl.
Kap. 3.4.3). Anwendungen des ordinalen
Klassenmodells beschreiben Tarnai &
Rost (1991) und Rost & Gresele (1994a,
b).

Übungsaufgaben

4. Berechnen Sie mit WINMIRA, wie

Mit welchen Wahrscheinlichkeiten
wird das Antwortmuster x =
(2,2,2,2,2) den beiden Klassen im
Datenbeispiel zugeordnet?

Berechnen Sie die Schwellenwahr-
scheinlichkeiten für die beiden Vertei-
lungen in Abbildung 102. Die genauen
Werte lauten: 0.3, 0.05, 0.5 und 0.15
für das linke Bild und 0.25, 0.35, 0.1
und 0.3 für das rechte Bild. Konstru-
ieren sie ein Beispiel, in dem eine ein-
gipflige Antwortverteilung keine sin-
kenden Schwellenwahrscheinlichkeiten
hat.

Ein Item hat die Schwellenparameter

Welche Antwortwahrscheinlichkeiten
haben die Personen einer Klasse mit
der Zustimmungstendenz 8ig = 0.5 bei

diesem Item?

groß die mittleren Zuordnungswahr-
scheinlichkeiten (‘Treffsicherheiten’, s.
Kap. 3.1.2.2) in der 2-Klassenlösung
des Datenbeispiels sind.

3.3.4 Klassenmodelle für
Ratingskalen

In Kapitel 3.3.2 wurde dargestellt, daß
man die Schwellenparameter des ordinalen
Rasch-Modells derart restringieren kann,
daß bestimmte Annahmen über den Ge-
brauch der Antwortskala im Modell abge-
bildet werden. Drei verschiedene Annah-
men wurden dort in Untermodelle des
ordinalen Rasch-Modells umgesetzt.

Diese Annahmen beziehen sich auf die
Schwellenabstände, weil sich in ihnen die
Größe der Antwortkategorien ausdrückt.
Ein großer Schwellenabstand bedeutet,
daß die dazwischen liegende Kategorie
sehr groß ist, d.h. daß relativ viele Ant-
worten auf sie entfallen. Wodurch die
Größe einer Kategorie letztlich bedingt ist,
d.h. ob sie von dem Etikett der Kategorie,
von Antwortpräferenzen der befragten
Personen oder von der Formulierung der
Items abhängt, kann im Einzelfall unter-
schiedlich sein.

Die Größe der Schwellenabstände spiegelt
aber auch die Streuung der Itemantworten
über die Kategorien wieder. Sind nämlich
die Schwellenabstände groß, so sammeln
sich die Antworten in den mittleren Kate-
gorien, die Streuung ist also klein. Sind
die Schwellenabstände klein, so häufen
sich die Antworten in den äußeren Kate-
gorien, die Streuung ist groß. Ein ein-
faches Zahlenbeispiel mit Schwellenwahr-
scheinlichkeiten (SW) und Kategorien-
wahrscheinlichkeiten (KW) verdeutlicht
dies.
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X 0 1 2 3 4

große Abstände

SW - 230 .71 .29 .20

KW .05 .20 .50 .20 .05

kleine Abstände

SW - .71 .55 .45 .29

KW .10 .25 .30 .25 .10

Der mittlere Schwellenabstand bei einem
Item kann daher auch als ein Maß für die
Streuung der Antworten bei diesem Item,
also als ein Dispersionsmaß, gelten.

Drei Annahmen über den Gebrauch
der Antwortskala

Die erste Annahme besagt, daß alle Items
dieselben Schwellenabstände haben. Diese
Annahme ist bei Ratingskalen sinnvoll,
bei denen für alle Items dieselben Ant-
wortkategorien verwendet werden. Die
Schwellenabstände sind nach dieser An-
nahme eine Eigenschaft des Antwortfor-
mates und nicht mehr der Items. Statt der
doppelt indizierten Parameter Tix enthält
das Modell nur noch einfach indizierte Pa-
rameter zx, die für alle Items gelten. Man
spart sehr viele Parameter, denn statt
k.(m-1)  braucht man nur noch m-l unab-
hängige Parameter. Modelle, die auf dieser
Annahme basieren, heißen Ratingskalen-
Modelle.

Die zweite Annahme besagt, daß alle Ka-
tegorien denselben Schwellenabstand
haben, es handelt sich also um eine Äqui-
distanzannahme. Dieser konstante Ab-
stand kann jedoch für jedes Item unter-
schiedlich groß sein, er ist nur innerhalb
der Items über alle Kategorien hinweg
konstant. Eine solche Annahme ist dann

sinnvoll, wenn man ein Antwortformat
verwendet hat, bei dem alle Kategorien
gleich groß sein sollen, sich jedoch die
Items in ihrer Streuung über die Kate-
gorien unterscheiden dürfen. Statt der
Schwellenparameter Tix enthält das Mo-

dell einen Distanzparameter 6i als wei-
teren Itemparameter. Durch den Koef-
fizienten dieses Parameters (x-(m+1)/2),
wird erreicht, daß jede Schwelle durch
ihren Abstand zum Mittelpunkt aller
Schwellen definiert wird (vgl. Kap. 3.3.2).
Statt k-(m-1) unabhängiger Schwellenpa-
rameter enthält das Modell nur k Distanz-
parameter. Modelle, die auf dieser Annah-
me basieren, heißen Äquidistanzmodelle.

Die dritte Annahme stellt eine Kombina-
tion aus den beiden ersten Annahmen dar.
Es wird angenommen, daß die Schwellen-
abstände eine Eigenschaft des Antwort-
formates, und daher für alle Items gleich-
artig sind. Liegen z. B. die beiden ersten
Schwellen dichter zusammen als die zwei-
te und dritte Schwelle, so trifft dies für
alle Items zu. Das Modell enthält die item-
unabhängigen Schwellenparameter zx.
Trotzdem soll der Einfluß der Items auf
die Streuung der Antworten und somit auf
die Schwellenabstände berücksichtigt wer-
den. Das heißt, es wird zusätzlich ein Di-
stanzparameter 6i eingeführt, der die
Schwellenabstände bei jedem Item um den
Betrag 6i vergrößern oder verkleinem
kann. Je größer dieser Parameter für ein
Item ist, desto kleiner ist die Streuung
oder Dispersion der Antworten über die
Kategorien. Modelle, die auf dieser
Annahme basieren, heißen Dispersions-
modelle. Sie enthalten statt k.(m-1)  un-
abhängiger Parameter nur (k-l)+(m-1)
Parameter, die die Schwellenabstände fest-
legen.
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Abbildung 107 veranschaulicht diese 3
Annahmen graphisch.

Abbildung 107: Die drei Annahmen über die
Schwellendistanzen, symbolisiert für je drei Items
mit 5 Kategorien

Auch bei einer klassifizierenden Testaus-
wertung macht es Sinn, solche speziellen
Modelle anzuwenden, wenn man Rating-
skalen als Antwortformate verwendet hat.
Zum Beispiel kann es sinnvoll sein, die
latenten Klassen unter der Annahme äqui-
distanter Schwellen zu ermitteln. Wenn
diese Annahme auf die Daten zutrifft, so
werden sich auch die Itemprofile des
Äquidistanzmodells kaum von den Item-
profilen des unrestringierten ordinalen
Klassenmodells (vgl. (7) in Kap. 3.3.3)
unterscheiden. Es können sich jedoch auch
erheblich veränderte Itemprofile zeigen,
wenn diese Annahme eine starke Neben-
bedingung für die Daten darstellt. Ob die
Annahme dann beibehalten werden kann,
läßt sich anhand von Prüfgrößen für Mo-
dellvergleiche beurteilen (Kap. 5.1).

Die folgende Tabelle gibt einen Überblick
über die drei Modellgleichungen und die
jeweiligen Normierungsbedingungen. Zur
Vereinfachung der Darstellung sind je-
weils nur die Restriktionen für die Schwel-
lenparameter Zix angegeben, also jene
Ausdrucke, die man in der Modell-
gleichung für das ordinale Klassenmodell
für Zix einsetzen muß (vgl. (6) und (7) in
Kap. 3.3.3). Diese Grundgleichung lau-
tet:

Im Dispersionsmodell ist es erforderlich,
die si-Parameter auf Summe = 0 zu nor-
mieren, da mit den r,-Parametern  die
mittleren Schwellendistanzen bereits fest-
gelegt sind. Die Dispersionsparameter
drucken in diesem Modell lediglich die
Abweichungen von diesen mittleren Dis-
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tanzen aus und die Summe von Abwei-
chungen muß stets Null ergeben.

In der dritten Spalte ‘np’ ist nur die Anzahl

der Schwellen- bzw. Distanzparameter
aufgeführt. Zur Berechnung der Anzahl
aller Modellparameter sind jeweils noch
G-1 unabhängige Klassengrößenparameter
xng und G.k itemspezifische Zustim-

mungstendenzen 8i, hinzuzuzählen.

Datenbeispiel

Die Parameter des Dispersionsmodells
lauten für die Beispieldaten:

Aus den z,- und Ei-Parametern  lassen
sich die Schwellenlokationen rückrech-
nen, welche sich direkt mit den Ti,-Para-
metern des unrestringierten Modells ver-
gleichen lassen:

Ein Vergleich mit den Parametern des
unrestringierten Modells in Kapitel
3.3.3 zeigt, daß es relativ gut gelingt,
die Schwellenlokationen und Zustim-
mungstendenzen mit dieser Restriktion
zu erfassen.

Ordinale Testdaten mit diesen restrin-
gierten Klassenmodellen auszuwerten, hat
gegenüber einer Analyse mit quantitativen
Testmodellen einen entscheidenden Vor-
teil, der die Polung der Items betrifft. Bei
quantifizierenden Testmodellen müssen
alle Items gleichsinnig gepolt sein: enthält
ein Fragebogen negativ formulierte Items,
so sind diese vor der Testanalyse umzu-
polen. In diesem Fall ist aber die Annah-
me des Ratingskalen- und des Disper-
sionsmodells nicht mehr sinnvoll, da sich
dieselbe Schwellendistanz bei negativ
formulierten Items auf eine andere
Antwortkategorie bezieht als bei positiv
formulierten Items (vgl. Kap. 3.3.2).

Bei der Klassenanalyse für ordinale Daten
brauchen die Items vorher nicht umgepolt
zu werden, so daß hier die Anwendung
des Ratingskalen-Modells auch dann mög-
lich ist, wenn der Fragebogen positiv wie
negativ formulierte Items enthält. Das-
selbe gilt für das Dispersionsmodell.

Ansonsten sind diese drei Modelle mit
restringierten Schwellendistanzen völlig
analog konstruiert zu den drei ent-
sprechenden quantitativen Modellen, die
in Kapitel 3.3.2 beschrieben wurden.
Durch einen Vergleich der jeweils
zueinander passenden quantitativen und
klassifizierenden Testmodelle läßt sich
somit unter Beibehaltung der Annahme
über die Schwellendistanzen prüfen, ob
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die latente Personenvariable quantitativ
oder kategorial ist.

Verlaufen die Profile der Klassenparame-
ter 8i, (vgl. Kap. 3.3.3) annähernd paral-

lel, so erfaßt der Fragebogen eine quan-
titative Variable. In diesem Fall müssen
auch die Schwellenparameter in beiden
Modellen übereinstimmen. Aus den Bei-
spielrechnungen ist ersichtlich, daß die
Parameter des Dispersionsmodells recht
gut mit den entsprechenden Parametern
des Dispersions-Rasch-Modells überein-
stimmen (s. Kap. 3.3.2).

Neben dieser Parallelität zu den quantita-
tiven Modellen gibt es jedoch hier eine
Erweiterungsmöglichkeit, die es dort nicht
gibt. Es ist nämlich bei den Modellen (1)
bis (4) ohne weiteres möglich, die Para-
meter, die die Schwellendistanzen para-
metrisieren, also 2ix bzw.7, und 6i auch

als klassenspezifische Parameter zu
konzipieren, d.h. mit einem zweiten Index
g zu versehen.

Dadurch werden die Schwellenabstände zu
einer klassenspezifischen Größe, sind also
von der Personenvariable abhängig. Dies
geht bei den quantitativen Modellen des-
halb nicht so leicht, weil dort die Perso-
nenvariable sehr viele Ausprägungen an-
nehmen kann (im Prinzip für jede Person
eine) und die Schwellendistanzen damit zu
einem zweiten Personenparameter würden.

Macht man die Schwellenparameter des
unrestringierten Klassenmodells (1) ZU

klassenspezifischen Größen, so erhält man
die Modellgleichung:

Für dieses Modell gilt die Normierungs-
vorschrift:

so daß das Modell neben den G-l
Klassengrößenparametern G.k Klassenpa-
rameter 8i, und (m-l).G.k unabhängige

Schwellenparameter Tixg  enthält. Das sind

zusammen G-l+G.k.m  Parameter, genau
so viele, wie das normale Klassenmodell
für polytome Daten enthält (Gleichung (1)
in Kap. 3.3.3, s. a. Kap. 3.2.1).

Tatsächlich sind beide Modelle äquivalent,
d. h. die Parameter des einen Modells sind
nur eine algebraische Transformation der
Parameter des anderen Modells. Bei
Modell (5) handelt es sich also um kein
restringiertes Modell, sondern um die
normale Klassenanalyse, wobei  die
Parameter so transformiert sind, daß man

Zur Äquivalenz von Modell (5) und der
‘normalen’ Klassenanalyse

Das normale Modell der Klassenanalyse
mehrkategorieller Daten (s. Kap. 3.2.1)
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läßt sich auch mit logistischen Parametern
aixg schreiben, so wie das im Kapitel

3.1.2.4 über lokalisierte Klassen bereit:
für die dichotome Klassenanalyse gemacht
wurde:

Während die TCixg -Parameter zwischen 0

und 1 liegen, liegen die aixg-Parameter

zwischen -M und +m. Statt der Normie-
rungsbedingung

im ersten Fall, gilt im zweiten Fall die
Normierung

was in beiden Fällen bedeutet, daß es
G-k.m unabhängige Parameter gibt.

Modell (5) ergibt sich, indem man die
ai xg -Parameter addititv aufspaltet:

und über erweiterte Normierungsvor-
schriften dafür Sorge trägt, daß die
Parameteranzahl konstant bleibt.

der folgenden Tabelle wiedergegebenen
Ausdrucke ersetzt werden müssen.

Die in der letzten Spalte angegebene
Parameterzahl gibt jeweils nur die Anzahl
der Schwellenparameter wieder. Hinzu
kommen bei allen Modellen G-l Klassen-
größenparameter und G.k Zustimmungs-
tendenzen.

Die Schwellenparameter Z, und 6i als
klassenspezifische Parameter zu definie-
ren, führt zwar wieder zu einer Erhöhung
der Parameteranzahl. Dafür bieten diese
Modelle aber die Möglichkeit, all jene

Die drei restringierten Modelle mit klas- Effekte auf die Schwellenabstände zu
senspezifischen Schwellendistanzen lassen analysieren, die von den Personen aus-
sich als Untermodell von (5) darstellen, gehen. Dies sind vor allem die Effekte, die
wobei lediglich die Schwellenparameter durch unterschiedliche response sets der
Zixg  in (5) durch die entsprechenden, in Personen bedingt sind.
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Daß sich die response sets der befragten
Personen in der Größe der Schwellenab-
stände niederschlagen, wurde bereits in
Kapitel 3.3.2 ausgeführt. Dort mußten
jedoch alle befragten Personen dasselbe
response set aufweisen, damit es sich in
den Schwellenparametern ausdrucken
konnte. Bei den Modellen (6), (7) und (8)
können sich dagegen in einer latenten
Klasse Schwellendistanzen ergeben, die
eine Tendenz zum zentralen Urteil wie-
derspiegeln, während in einer anderen
Klasse Schwellendistanzen geschätzt wer-
den, die eine Tendenz zum extremen Urteil
reflektieren.

Damit sind diese Modelle geeignet, Perso-
nengruppen mit unterschiedlichen respon-
se sets zu identifizieren und auseinander
zu halten. Hierin muß der eigentliche Nut-
zen dieser klassenspezifischen Parametri-
sierung von Schwellenparametern gesehen
werden.

Datenbeispiel

Es ergeben sich folgende Parameter-
werte des klassenspezifischen Disper-
sionsmodells (8) für das gegebene
Datenbeispiel:

Wiederum scheint hier das vierte Item
eine Sonderrolle zu spielen (vgl. Kap.
3.3.2), denn in der zweiten Klasse
werden größere Grunddistanzen der
Schwellen geschätzt (s. untere Tabelle),
die aber für alle Items wieder verringert,
nur für das 4. Item noch mehr vergrößert
werden (s. rechte Spalte in der oberen
Tabelle).

Die hierarchische Struktur aller hier
dargestellten latent-class Modelle, ein-
schließlich der ordinalen Klassenanalyse
(Kap. 3.3.3, Gleichung (7)) gibt die fol-
gende Abbildung wieder.

Abbildung 108: Die hierarchische Struktur aller
ordinalen Klassenmodelle
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Dort sind Modelle miteinander verbunden,
von denen das eine (tiefer liegende) ein
Untermodell des anderen ist, was für die
Modellgeltungskontrolle und die gezielte
Prüfung einzelner Annahmen wichtig ist
(s. Kap. 5).

Die vier Modelle der vorderen Ebene
ergeben sich aus den mit ihnen verbun-
denen Modellen der hinteren Ebene
jeweils durch die Annahme, daß alle
Schwellendistanzen klassenunspezifisch
sind, d.h. für alle Personen konstant sind.

Die unrestringierte latent-class Analyse
für mehrkategorielle Daten stellt das
Obermodell für sämtliche hier behandelten
Modelle dar (vgl. Modell (5)).

Es handelt sich somit um ein System von
insgesamt 8 unterschiedlichen Modellen,
aus denen für einen gegebenen Frage-
bogen oder Test anhand der Annahmen
über das Antwortverhalten eine Auswahl
getroffen werden kann.

Literatur

Die Klassenmodelle für Ratingdaten gehen
auf Rost (1988b,c) zurück. Rost (1988a,
1990b) beschreibt das Dispersionsmodell.
Ein Anwendungsbeispiel mit klassenspezi-
fischen response sets beschreiben Giegler
& Rost (1993). Weitere Anwendungs-
beispiele berichten Backmund (1993)
Frick et al. (1996), Schneewind (1992)
Tamai (1989, 1994) Tamai & Wuggenig
(1996) Vierzigmann (1993).

Übungsaufgaben

1. Wieviele unabhängige Modellparame-
ter wurden in der letzten Beispielrech-
nung geschätzt (Modell (8) 2 Klassen,
5 Items, 4 Kategorien)?

2. Berechnen Sie anhand der letzten Bei-
spielrechnung die Schwellenlokationen
in der ersten Klasse.

3. Berechnen sie mit WINMIRA das klas-
senunspezifische und das klassenspe-
zifische Äquidistanzmodell und ver-
gleichen Sie die Ergebnisse. Welches
Item hat die größte, welches die
kleinste Dispersion der Itemantworten?



236 3. Testmodelle

3.3.5 Mixed Rasch-Modelle für
ordinale Daten

Das mixed Rasch-Modell (vgl. Kap. 3.1.3)
nimmt an, daß das Rasch-Modell nicht für
die gesamte Personenstichprobe gilt, son-
dern in verschiedenen unbekannten Teil-
stichproben, jeweils mit unterschiedlichen
Modellparametern. Es stellt damit zu-
gleich eine Verallgemeinerung des Rasch-
Modells und der Klassenanalyse dar.

Bevor die Verallgemeinerungen dieses
Modells für ordinale Daten und Rating-
skalen dargestellt werden, wird zunächst
auf deren Anwendungsmöglichkeiten ein-
gegangen.

Die Anwendungsbereiche des mixed
Rasch-Modells erschließen sich auf
zweierlei Weise, nämlich einmal aus-
gehend vom Rasch-Modell und einmal
ausgehend von der Klassenanalyse.

Vom Rasch-Modell zum mixed Rasch-
Modell

Geht man vom Rasch-Modell aus, d.h.
möchte man eine quantitative Perso-
nenvariable mit Hilfe von ordinalen Frage-
bogendaten erfassen, so gibt es viele Fälle,
in denen diese Personenvariable nicht für
die gesamte Stichprobe meßbar ist. Dies
kann z.B. sein, wenn eine Personen-
eigenschaft oder Einstellung, die durch die
Items angesprochen werden soll, nicht bei
allen getesteten Personen ‘vorhanden’ ist,
sondern nur bei solchen Personen, auf die
diese Eigenschaft ‘paßt’ oder die überhaupt
eine Einstellung dazu haben.

Weiterhin kann es sein, daß diesselben
Fragen bei unterschiedlichen Personen-
gruppen unterschiedliche Personeneigen-
schaften ansprechen, d.h. dieselben Fra-

gen aufgrund eines anderen Verständ-
nisses oder einer anderen Disposition be-
antwortet werden. In diesen Fällen be-
nötigt man ein Rasch-Modell mit meh-
reren latenten Klassen, das mixed Rasch-
Modell.

Während diese beiden Anwendungsberei-
che, nämlich die Identifizierung skalier-
barer Personengruppen und die Messung
unterschiedlicher Eigenschaften mittels
derselben Items, auch schon für das dicho-
tome mixed Rasch-Modell zutreffen (Kap.
3.1.3), gibt es für das ordinale mixed
Rasch-Modell noch einen speziellen An-
wendungsbereich. Bei Modellen für ordi-
nale Daten spiegeln die Schwellen-
distanzen den Gebrauch der Antwortskala
durch die befragten Personen wieder. In
der Größe dieser Schwellenabstände kön-
nen sich daher response sets ausdrucken
(Kap. 3.3.2).

Bei Rasch-Modellen für ordinale Daten
(Kap. 3.3.1) und Ratingskalen (Kap. 3.3.2)
müssen alle befragten Personen dasselbe
response set haben, damit es sich in den
Schwellenparametern ausdrückt. Bei der
Testauswertung mittels des mixed Rasch-
Modells ist es dagegen möglich, daß bei
den Personen unterschiedliche response
sets vorliegen und der Fragebogen trotz-
dem bei allen Personen dieselbe Eigen-
schaft erfaßt. Dann unterscheiden sich die
Klassen nicht im Verlauf ihrer Itemprofile,
sondern allein hinsichtlich ihrer Schwel-
lendistanzen. Mann kann daher mit dem
mixed Rasch-Modell auch dann eine
quantitative Eigenschaft messen, wenn die
für normale Rasch-Modelle notwendige
Voraussetzung gleicher Schwellenabstän-
de für alle Personen nicht erfüllt ist.
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Von der Klassenanalyse zum mixed
Rasch-Modell

st man daran interessiert, eine kategoriale
Personenvariable zu identifizieren, d.h.
Personen nach ihren Profilverläufen über
die kernantworten zu klassifizieren, so
gibt es viele Fälle, in denen trotzdem noch
Variation zwischen den Personen inner-
halb der Klassen angenommen werden
muß. Das bedeutet, die Personen unter-
scheiden sich zunächst qualitativ hin-
sichtlich ihrer mittleren Profile über alle
Items. Jedoch liegen zusätzlich innerhalb
der latenten Klassen quantitative Unter-
schiede in dem Sinne vor, daß das Niveau
dieses Profils auf unterschiedlicher Höhe
liegt.

Bei Klassenmodellen für ordinale Daten
Kap. 3.3.3) gibt das Profil der Erwar-
tungswerte in einer Klasse an, welche
Itemantworten bei jeder einzelnen Person
dieser Klasse zu erwarten sind. Im mixed
Rasch-Modell lassen sich ebenfalls Erwar-
tungswertprofile darstellen, jedoch sind
diese dann nur mittlere Profile aller Per-
ionen einer Klasse. Die individuellen
Erwartungswertprofile sind in ihrem Ver-
lauf nahezu parallel zu diesem mittleren
Profil, können aber deutlich darunter oder
darüber liegen:

Abbildung 109: Mittleres Profil (durchgezogene
Linie) und individuelle Profile in einer Klasse

Somit ist das mixed Rasch-Modell ein
Verfahren zur Klassifizierung von Perso-
nen anhand ihres Antwortprofils, wobei
das Niveau des Profils für die Klassifi-

 kation keine Rolle spielt.

Das mixed Rasch-Modell für ordinale
Daten läßt sich durch Einsetzen der logi-
stischen Funktion des ordinalen Rasch-
Modells (vgl. Kap. 3.3.1)

für die bedingten Antwortwahrschein-
lichkeiten 7Cixg im Modell der latent-class

Analyse (vgl. Formel (1) in Kap. 3.3.3)

ableiten. Diese Kombination ergibt das
mixed Rasch-Modell für ordinale Daten

in dem sowohl die Personen- wie auch die
Itemparameter klassenspezifisch sind, also
g als zweiten Index haben.

Wie im ordinalen Rasch-Modell stellen
die Itemparameter kumulierte Schwellen-
parameter dar

und es gelten die Normierungsbedingun-
gen
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und innerhalb jeder Klasse

und
Das ordinale mixed Rasch-Modell ist also

Daß die beiden erstgenannten Modelle tat- das gemeinsame Obermodell von der

sächlich Untermodelle des mixed Rasch- normalen Klassenanalyse und dem Rasch-

Modells sind, läßt sich folgendermaßen Modell für ordinale Daten.

nachvollziehen: Beträgt die Anzahl der
latenten Klassen lediglich 1, so ist der
Klassengrößenparameter rcg ebenfalls 1
und die Indices g aller Modellparameter
können entfallen. Es resultiert das ordinale
Rasch-Modell (1).

Gibt es dagegen keine Variation der Per-
soneneigenschaft innerhalb der latenten
Klassen, d.h. unterscheiden sich die Per-
sonen innerhalb jeder latenten Klasse g
nicht voneinander, so sind die Personenpa-
rameter konstant, d.h. es gibt nur einen
einzigen Personenparameter in jeder Klas-
se, eV, = 8,. Dieser einzige Parameter pro

Klasse kann gegen die Normierungs-
vorschrift für die Itemparameter ‘einge-
tauscht’ werden, d.h. er kann entfallen,
wenn man die Zixg -Parameter nicht mehr

über die Items summennormiert. Damit
resultiert eine logistische Schreibweise der
Klassenanalyse

die der üblichen Schreibweise (Gleichung
(2)) völlig äquivalent ist, da die beiden
Arten von Parametern ineinander über-
führt werden können (vgl. Kap. 3.3.4):

Datenbeispiel: Schwellenparameter

In diesem Kapitel wird ein anderes Da-
tenbeispiel herangezogen, da die Neuro-
tizismus-Items des NEOFFI-Fragebo-
gens zur Illustration des mixed Rasch-
Modells schlecht geeignet sind. Es wer-
den aus demselben Fragebogen 5 Items
zur Persönlichkeitseigenschaft der Extra-
version verwendet, nämlich die Items
Nr. 22, 27, 42, 47 und 52. Sie lauten:

1. (22) Ich bin gerne im Zentrum
des Geschehens.

2. (27) Ich ziehe es gewöhnlich
vor, Dinge allein zu tun.

3. (42) Ich bin kein gut gelaunter
Optimist.

4. (47) Ich führe ein hektisches
Leben.

5. (52) Ich bin ein sehr aktiver
Mensch.

Die mittlere Kategorie des ursprünglich
j-stufigen Antwortformats wurde mit der
Kategorie ‘unzutreffend zusammenge-
legt, so daß die Daten 4-kategoriell sind.
Das zweite und dritte Item wurde umge-
polt, da beide Items in Richtung ‘Intro-
version’ formuliert sind. Die Daten stam-
men von denselben 1000 befragten Per-
sonen wie die Daten der Neurotizismus-
Items. Die folgende Tabelle gibt die
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Kategorienhäufigkeiten dieses Datenbei-
spiels wieder:

0

x= 1

2

3

i=1 i=2 i=3 i=4 i=5

68 93 49 80 10

500 566 437 621 377

350 301 383 230 447

82 40 131 69 166

Es ergeben sich die folgenden Schätzun-
gen für die Schwellenparameter der 2-
Klassenlösung des mixed Rasch-Mo-
lells:

Die erste Klasse weist bei allen Items
größere Schwellenabstände auf. Offen-
sichtlich vermeiden die Personen dieser
Klasse, in den beiden Extremkategorien
zu antworten.

Die Ergebnisse hinsichtlich der Klassen-
unterschiede lassen sich wiederum in
Form von Parameterprofilen oder als
Erwartungswertprofile darstellen (vgl.

Kap. 3.1.3 und 3.3.3). Als Itemschwierig-
keit wird wie beim ordinalen Rasch-
Modell der Mittelwert aller Schwellen-
parameter eines Items bezeichnet:

Die Profile der Itemparameter des
Datenbeispiels zeigt Abbildung 110.

Abbildung 110: Die Profile der Itemparameter

Wegen der Summennormierung der
Schwellenparameter innerhalb jeder Klas-
se (S.O.) können sich die Profile der beiden
Klassen im Niveau gar nicht voneinander
unterscheiden: der Mittelwert aller Item-
Parameter in einer Klasse ist stets gleich
Null. Die Parameterprofile sagen also
nichts darüber aus, welche Klasse extra-
vertierter ist, sondern stellen nur die rela-
tiven Itemschwierigkeiten in den Klassen
dar.

Ein weiteres Problem bei der Interpre-
tation der Profile der Itemparameter stellt
deren Abhängikeit von den Schätzungen
extremer Schwellenlokationen dar. Aus
der oben gezeigten Tabelle der Schwel-
lenparameter geht hervor, daß in der ersten
Klasse die extremen Schwellen bei +4
bzw. -4 liegen. Solche extremen Schätz-
werte sind sehr ungenau, d.h. fehlerbe-
haftet, so daß auch die Itemschwierigkeit
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als der Schwellenmittelwert eine geringere
Schätzgenauigkeit hat.

Die Profile der klassenspezifischen Erwar-
tungswerte der Antwortvariablen sind in
dieser Hinsicht stabiler und geben auch
Auskunft über das mittlere Niveau der die erwartete Personenanzahl in Klasse g
Itemantworten in den Klassen.

Die Berechnung der Erwartungswerte

Der logistische Term in der Modellglei-
chung (3) definiert die Antwortwahr-
scheinlichkeiten unter der Bedingung der
Klassenzugehörigkeit und der Fähigkeit
der Person in dieser Klasse

Um daraus zu berechnen, wieviele Ant-
worten bei einem Item in Kategorie x
erwartet werden, muß eine gewichtete
Summe über alle Personen berechnet
werden: Jede Person ist dabei mit der
Wahrscheinlichkeit zu gewichten, mit der
sie der betreffenden Klasse g angehört:

Die Zuordnungswahrscheinlichkeiten wer-
den wie bei der normalen Klassenanalyse
berechnet (vgl. Kap. 3.1.2.2, Gleichung
(11)):

Mit Hilfe der erwarteten Kategorien-
häufigkeiten (5) lassen sich die Erwar-
tungswerte der Antwortvariable wie folgt
bestimmen:

Abbildung 111 zeigt die Profile der Er-
wartungswerte beider Klassen.

Abbildung 111: Die Profile der Erwartungswerte

Die Abbildung zeigt, daß die Personen in
Klasse 2 extravertierter sind, d.h. - mit
Ausnahme des zweiten Items - die Items
stärker in Richtung ‘Extraversion’ beant-
worten.

Diese Profile spiegeln nur das mittlere
Antwortprofil in beiden Klassen wieder
und dürfen nicht zu der Interpretation ver-
leiten, daß alle Personen mit einem höhe-
ren Summenscore auch der zweiten Klasse
angehören. Zwar werden die meisten Pat-
tern mit einem Score von 0 bis 6 der
ersten und mit einem Score von 9 bis 15
der zweiten Klasse zugeordnet, aber z.B.
x = (0,1,1,0,3) mit Score 5 wird Klasse 2
mit ~(21s)  = 0.90 und ~=(1,2,2,1,2)

mit Score 8 wird Klasse 1 mit
p(l(x) = 0.96 zugeordnet.
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Insgesamt liegen die mittleren Zuord- schätzenden Modellparametern ist bei
nungswahrscheinlichkeiten, die Treffsi- ordinalen Daten noch wesentlich größer,
cherheiten (s. Kap. 3.1.2.2), für Klasse 2 da die Anzahl unterschiedlicher Scores pro
niedriger als für Klasse 1: Tl = 0.87 und Klasse (m. k + 1) größer ist als bei
T2 = 0.82. dichotomen Daten.

Die Modellgleichung (3) enthält klassen-
spezifische Personenparameter 8,,, die

bei der Schätzung der Modellparameter
zunächst ‘herauskonditioniert’ werden (vgl.
Kap. 3.1.3). Dies geschieht durch eine
Reparametrisierung, die - wie beim dicho-
tomen mixed Rasch-Modell - die Wahr-
scheinlichkeiten der Scores in den latenten
Klassen rcrg als neue Modellparameter

einführt (vgl. Kap 3.1.3). Man erhält auf
diese Weise die folgende Patternwahr-
scheinlichkeit

Datenbeispiel: Personenparameter

Die folgende Tabelle gibt die Score-
Verteilungen in beiden Klassen

sowie die den Scores zugeordneten Per-
sonenparameterschätzungen wieder.

die lediglich eine Funktion der Klassen-
größen 7tg  und der Scorewahrscheinlich-

keiten 7crg, aber nicht mehr der Personen-

parameter Cl,, ist. Auch die symmetri-

schen Grundfunktionen yr (exp(-cr)) sind
allein von den Schwellenparametern
abhängig (vgl. Kap. 3.1.1.2.2 und 3.3.1).

Die Personenparameter 8,, werden in

einem zweiten Schritt anhand der Schät-
zungen der Itemparameter berechnet.

Die Parametrisierung (8) ermöglicht es,
die Scoreverteilungen innerhalb der Klas-
sen zu restringieren, um die Anzahl unab-
hängiger Parameter zu reduzieren. Hierfür
kann wiederum die in Kapitel 3.1.3
beschriebene 2-parametrige logistische
Funktion (12) (in Kap. 3.1.3) heran-
gezogen werden. Die Einsparung an zu

Die großen Schwellendistanzen in der
ersten Klasse schlagen sich in einer sehr
steilen Scoreverteilung nieder, da niedri-
ge und hohe Summenscores nur selten
erreicht werden, wenn die extremen Ant-
wortkategorien gemieden werden. Aus
demselben Grund erhalten Personen mit
einem sehr niedrigen oder sehr hohen
Summenscore in der ersten Klasse sehr
viel extremere Schätzungen ihrer Eigen
schaftsausprägung als in der zweiten
Klasse, z.B. e1 3.1  = 3.48 gegenüber
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813,~ = 1.78 bei Score 13: es gehört in

Klasse 1 sehr viel mehr Extravertiertheit
dazu, einen hohen Summenscore zu er-
reichen, als in der zweiten Klasse, in der
die letzte Schwelle nicht so schwer ist.

Die Berechnung der Anzahl unabhängiger
Modellparameter ist ähnlich kompliziert
wie schon beim dichotomen mixed Rasch-
Modell, da wiederum die beiden Extrem-
scores nicht auf die Klassen aufgeteilt
werden, selbst aber als Modellparameter
mitzuzählen sind.

Anzahl unabhängiger Modellparame-
ter:

Für jede Klasse gibt es wegen der Sum-
mennormierung m.k- 1 unabhängige Item-
Kategorienparameter, also

Ferner gibt es für jede Klasse m.k-1  Sco-
reparameter (ohne Extremscores!), von
denen aber jeweils einer abhängig ist, da
sich alle Scorewahrscheinlichkeiten zu 1
ergänzen müssen. Hinzu kommen 2 Para-
meter für die Extremscores, so daß die Ge-
samtzahl aller Scoreparameter lautet:

Paßt man die Scoreverteilungen innerhalb
der Klassen mit der 2-parametrigen logi-
stischen Verteilung an (s. (12) in Kap.
3.1.3), so sind es statt dessen nur

2 G

unabhängige Parameter für die Scores (die
beiden Extremscores werden mit ange-
paßt).

Letztlich sind noch die Klassengrößenpa-
rameter zu zählen:

G-l.

Ganz analog zu den in Kapitel 3.3.2 und
3.3.4 dargestellten Modellen für Rating-
skalen lassen sich auch drei entsprechende
Untermodelle für das ordinale mixed
Rasch-Modell spezifizieren.

Es handelt sich wiederum um ein

- Ratingskalen-Modell mit der Annahme
gleicher Schwellenabstände für alle
Items, ein

- Äquidistanzmodell mit der Annahme
konstanter Schwellenabstände inner-
halb jedes Items und ein

- Dispersionsmodell mit der Annahme
des Ratingskalen-Modells und einem
zusätzlichen Dispersionsparameter pro
Item.

Diese Restriktionen werden getrennt für
jede Klasse vorgenommen, so daß diese
mixed Rasch-Modelle den klassenspezi-
fischen Modellen (6) bis (8) in Kapitel
3.3.4 analog sind.

Die folgende Tabelle gibt an, wie die
Schwellenparameter des ordinalen mixed
Rasch-Modells

restringiert sind:

Die letzte Spalte gibt die Anzahl der
Schwellen- und Itemparameter, also der in
der ersten Spalte aufgeführten Parameter
an.
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Datenbeispiel: mixed Dispersions-
modell

Wendet man das mixed Dispersions-
modell auf die 5 Extraversionsitems an,
so ergeben sich 2 Klassen mit Itempro-
filen und Schwellenlokationen, die den
Parametern des unrestringierten Modells
sehr ähnlich sind. Lediglich die Klassen-
größen verändern sich etwas, so daß
nl = 0.61 und 7t2=  0.39 geschätzt wird.
Die Schwellen- und Dispersionsparame-
ter in beiden Klassen lauten:

Die Dispersionsparameter zeigen an, daß
in der ersten Klasse das erste Item, in der
zweiten Klasse das dritte und vierte Item
am trennschärfsten sind (vgl. Kap.
3.3.2). Die Antworten auf diese Items
streuen in den betreffenden Klassen am
stärksten.

Bezieht man in die Interpretation mit ein,
daß das Itemprofil der zweiten Klasse
mit Ausnahme von Item 2 über dem der
ersten Klasse liegt (s. Abb. Ill) und daß
die Summenscores hier stärker streuen
als in Klasse 1, so bedeutet das, daß sich
die Extravertiertheit der Personen in
Klasse 2 darin manifestiert, wie sehr sie
sich für gut gelaunte Optimisten halten
(i=3), die ein hektisches Leben führen
(i=4).

Bei den hier dargestellten Modellen wurde
- wie auch in Kapitel 3.3.4 - davon ausge-
gangen, daß in jeder Klasse dieselbe An-
nahme über die Schwellendistanzen gilt.
Zwar unterscheiden sich die geschätzten
Parameter zwischen den Klassen, aber es
wird z.B. beim Äquidistanzmodell ange-
nommen, daß die Schwellen in jeder Klas-
se äquidistant sind.

Man erhält sehr viel flexiblere Klassenmo-
delle, wenn man zuläßt, daß in jeder Klas-
se andere Annahmen über die Schwel-
lendistanzen getroffen werden, also z.B. in
einer Klasse das Ratingskalen-Modell gilt,
in einer anderen das Dispersionsmodell.
Diese Idee läßt sich fortsetzen: man kann
Modelle formulieren, in denen in einigen
Klassen Modelle der ‘normalen’ Klassen-
analyse, in anderen Klassen Rasch-Model-
le gelten. Man nennt solche Modelle
Hybrid-Modelle, da sie Mischungen
verschiedener Modellarten darstellen.

Die Vielfalt von Modellen, die durch eine
solche Kombinierbarkeit entsteht, kann
man sich leicht ausmalen, entzieht sich
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aber einer systematischen Darstellung. Ein
naheliegendes Beispiel eines Hybrid-Mo-
dells ist ein 2-Klassen Modell, bei dem in
einer Klasse das Rasch-Modell gilt und in
der anderen Klasse ein Modell mit kon-
stanten Antwortwahrscheinlichkeiten. Die-
ses Modell kann zur Identifizierung unska-
lierbarer Personengruppen eingesetzt wer-
den (vgl. 6.3.2).

Literatur

Das ordinale mixed Rasch-Modell wurde
von Rost (1991) beschrieben, seine re-
stringierten Varianten von v. Davier und
Rost (1995). Hybrid-Modelle behandeln
Gitomer & Yamamoto (1991) und
v. Davier & Rost (1996). Anwen-
dungsbeispiele finden sich in Rost &
Georg (1991), Köller & Strauß (1994),
Strauß (1994), Strauß et al. (1995), Rost
(1996) und Rost et al. (1996).

Übungsaufgaben:

1. Sie haben einen Fragebogen mit dem
ordinalen mixed Rasch-Modell ausge-
wertet. Wieviele Meßwerte stehen
Ihnen zur Beschreibung jeder einzelnen
Person zur Verfügung?

2. Berechnen Sie, wieviele unabhängige
Modellparameter für das Datenbeispiel
in den 2-Klassenlösungen aller hier
dargestellten Modelle geschätzt werden
(ordinales mixed Rasch-Modell und die
3 restringierten Modelle jeweils mit
und ohne Restriktion der Scorevertei-
lung)

3. Berechnen Sie mit WINMIRA die er-
warteten Kategorienhäufigkeiten nixg

in den Klassen und erläutern Sie, wie
sich dar in  die unterschiedlichen
Schwellendistanzen der beiden Klassen
ausdrucken.
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3.4 Itemkomponenten-Mo-
delle: Modelle für systema-
tisch konstruierte Items

Bei den bisher behandelten Testmodellen
wurde zumeist davon ausgegangen, daß
die Items die kleinsten Bestandteile eines
Tests, die ‘Atome’ eines Tests darstellen.
Lediglich bei den in Kapitel 3.3 behan-
delten ordinalen Modellen gab es noch
kleinere Bestandteile von Items, nämlich
die Schwellen, deren Schwierigkeiten als
Modellparameter geschätzt werden.

Auch zueinander wiesen die Items keiner-
lei Beziehungen auf, außer der bei jedem
Testmodell getroffenen Annahme der
Itemhomogenität oder einer Annahme
über die Konstanz von Schwellenabstän-
den über die Items hinweg. Die Items
stellten die ‘Bausteine’ dar, aus denen der
Test aufgebaut ist.

Demgegenüber werden in diesem Kapitel
Testmodelle behandelt, bei denen die
Items bzw. deren Schwierigkeiten auf
weitere Bestandteile zurückgeführt wer-
den, auf sogenannte Itemkomponenten.
Solche Itemkomponenten können etwa
verschiedene Elemente im Prozeß der
Aufgabenbearbeitung sein, die gemeinsam
die Schwierigkeit eines Items ausmachen.
Von der Itemkonstruktion her betrachtet,
können solche Itemkomponenten auch
Elemente sein, aus denen man die Items
‘zusammensetzt’ und somit systematisch
konstruiert. Zwei Beispiele sollen das ver-
deutlichen.

Beispiel 1: Schwierigkeiten der Grund-

werden so konstruiert, daß in den Aufga-

ben Additionen, Subtraktionen, Multipli-
kationen und Divisionen in unterschiedli-
chen Kombinationen vorkommen. Es wird
angenommen, daß sich die Aufgaben-
schwierigkeit allein daraus bestimmt,
welche dieser Grundrechenarten wie häu-
fig in einem Item vorkommt, d.h. zu des-
sen Lösung durchgeführt werden muß.

Die Aufgabe eines Testmodells besteht
dann nicht mehr darin, für jedes Item eine
unbekannte Itemschwierigkeit zu schätzen,
sondern nur die Schwierigkeiten der
Durchführung jeder Grundrechenart. Die
Itemschwierigkeit ergibt sich aus der
Summe der Schwierigkeiten aller zu seiner
Lösung erforderlichen Grundrechenarten.
Die jeweiligen Grundrechenarten sind die
Komponenten der Items.

Die Rückführung der Itemschwierigkeit
auf verschiedene, am Lösungsweg betei-
ligte Denkoperationen setzt voraus, daß
man präexperimentelle Hypothesen über
die am Lösungsprozeß beteiligten kogni-
tiven Schritte hat (im Beispiel entspricht
jedem Rechenschritt eine Denkoperation).
In einem entsprechenden Testmodell sind
dann statt der Itemparameter Schwierig-
keitsparameter der einzelnen kognitiven
Schritte enthalten.

Auf diese Weise kann die Validität eines
Tests bereits bei der Testauswertung mit
untersucht werden: Lassen sich die präex-
perimentellen Hypothesen über die am
Lösungsweg beteiligten Denkprozesse an-
hand der Daten bestätigen (d.h. paßt das
Modell auf die Daten), so hat man damit
nachgewiesen, wie der Lösungsweg bei
der Aufgabenbearbeitung aussieht, und
somit, ‘was der Test mißt’. Es handelt sich
um einen Nachweis der internen Validität
oder Konstruktvalidität des Tests.
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Beispiel 2: Ein Attributionsfragebogen

Ein zweites Beispiel ist die Konstruktion
eines Fragebogens zur Erfassung des in-
dividuellen Attributionsstils. In der Attri-
butionsforschung wird untersucht, welche
Ursachenzuschreibungen Menschen für
bestimmte Ereignisse vornehmen: so etwa,
ob ein Fehlschlag im beruflichen Leben
auf interne Faktoren (‘ich bin daran
Schuld’) oder auf externe Faktoren (‘es war
ein Zusammentreffen unglücklicher Um-
stände’) zurückgeführt werden, oder ob die
zugeschriebene Ursache eine stabile Ge-
gebenheit (‘ich bin hierfür nicht begabt’)
oder eine labile Gegebenheit (‘ich habe
mich nicht angestrengt’) beschreibt. Per-
sonen unterscheiden sich hinsichtlich ihres
Attributionsstils, d.h. hinsichtlich ihrer
Tendenz, bestimmte Attributionen, z.B.
intern-stabile, vorzunehmen.

Ein Fragebogen wird nun derart konstru-
iert, daß jedes Item ein Ereignis beschreibt
und eine mögliche Ursachenzuschreibung
anbietet. Die befragte Person hat zu beur-
teilen, inwieweit sie diese Attribution vor-
nehmen würde. Die Items werden insofern
systematisch konstruiert, als jedes Item
genau eine Kombination der Merkmale
von Attributionen realisiert, wie externe -
interne, stabile - labile Attribution,
positives - negatives Ereignis u.s.w.

Das Ziel der Testanalyse besteht darin,
den individuellen Attributionsstil zu mes-
sen, d.h. die Tendenz der Person, Attri-
butionen eines bestimmten Typs vorzu-
nehmen (z.B. intern-stabil bei negativem
Ereignis).

figkeit auftauchen. Die beiden Beispiele
unterscheiden sich darin, daß im ersten
Fall eine allgemeinpsychologische An-
nahme über den Lösungsweg getroffen
wird, welche auf alle Personen zutreffen
soll. Im zweiten Beispiel wird demgegen-
über eine differentialpsychologische An-
nahme getroffen, d.h. es wird angenom-
men, daß die Personen hinsichtlich der
einzelnen Komponenten oder Elemente
der Items unterschiedliche Eigenschafts-
ausprägungen haben.

In den beiden folgenden Unterkapiteln
wird auf Modelle eingegangen, die diese
beiden Annahmen über Itemkomponenten
für quantitative Personenvariablen um-
setzen. Kapitel 3.4.3 geht auf entsprechen-
de Modelle für kategoriale Personen-
variablen ein.

3.4.1 Linear-logistische Test-
modelle: Komponenten der
Aufgabenschwierigkeit

Im linear-logistischen Testmodell für di-
chotome Daten wird die Aufgaben-
schwierigkeit des Rasch-Modells additiv
zerlegt, d.h. in eine gewichtete Summe
von sogenannten Basisparametern 77j  zer-
legt,

Die Gewichte qil bis qih stellen keine
Modellparameter dar, d.h. sie müssen vor
der Parameterschätzung festgelegt werden.
Sie repräsentieren die präexperimentellen
Hypothesen über die Aufgabenstruktur.

Beide Beispiele haben gemeinsam, daß es Im einfachsten Fall haben diese q-Gewich-
‘hinter’ den Items bestimmte Grundele- te nur die Werte 0 oder 1, d.h. sie geben
mente gibt, die in den einzelnen Items in an, ob eine bestimmte Denkoperation oder
unterschiedlicher Kombination oder Häu- Lösungskomponente am Prozeß der Auf-
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gabenbearbeitung des i-ten Items beteiligt
ist oder nicht. Die Aufgabenschwierigkeit
<3i ist in diesem Fall die ungewichtete
Summe der beteiligten Lösungskomponen-
ten.

Die Gewichte qij müssen jedoch keines-
wegs auf die Zahlen 0 und 1 beschränkt
sein, d.h. lediglich Auftreten oder Nicht-
auftreten eines Elements unterscheiden.
Sie können vielmehr jeden beliebigen
ganzzahligen Wert annehmen, wenn etwa
derselbe Lösungsschritt im Lösungsprozeß
einer Aufgabe mehrfach auftaucht. Dann
entsprechen die q-Gewichte der Häufigkeit
des Auftretens einer Itemkomponente im
vermuteten Lösungsweg.

Die q-Gewichte können jedoch auch nicht-
ganzzahlige, also gebrochene Werte an-
nehmen. Dies spielt bei der Formalisie-
rung von Lösungswegen mittels Denkope-
rationen im allgemeinen keine Rolle, kann
aber zur Abbildung von Lernprozessen
hilfreich sein (S.U. Kap. 3.5.3).

Die Parameter rlj werden wie normale Mo-
dellparameter anstelle der Schwierigkeits-
parameter (Ti  geschätzt. In der Modell-
gleichung werden letztere durch die Sum-
me (1) ersetzt, so daß die Modellgleichung
des linear-logistischen Testmodells
(LLTM) lautet:

Schwierigkeitsparameter nicht auf eine
Summe von Elementarparametern zurück-
geführt werden, auch auf die Daten paßt.
Die Geltung des Rasch-Modells stellt also
eine notwendige Voraussetzung für die
Anwendung dieses Modells dar.

Die k Itemparameter eines Tests können
stets nur auf eine Anzahl von Elementar-
parametern zurückgeführt werden, die
kleiner ist als k. Es macht keinen Sinn
(und ist mathematisch unmöglich) eine
Anzahl von Parametern auf die Summe
einer größeren Anzahl von Parametern
zurückzuführen. Eine solche Reparametri-
sierung hätte keinen Erklärungswert, denn
es gibt sehr viele (sogar unendlich viele)
additive Zerlegungen von k Parametern in
eine größere Anzahl von Elementarpara-
metern. Die Anzahl der Items muß also
immer größer sein als die Anzahl der Ele-
mentarparameter.

Die präexperimentellen Gewichte qij wer-
den in einer Rechteckmatrix, der soge-
nannten Q-Matrix zusammengefaßt.

Abbildung 112: Beispiel einer Q-Matrix

Dieses Modell stellt ein spezielles, d.h.
restriktiveres Modell gegenüber dem nor-
malen Rasch-Modell dar. Es kann nur auf
einen Datensatz passen, wenn das unre-
stringierte Rasch-Modell, in dem die Item-

In jeder Zeile dieser Matrix stehen die q-
Gewichte für ein bestimmtes Item. In
Abbildung 112 umfaßt z.B. das zweite
Item die Komponenten 1 und 2. Nach dem
zuvor Gesagten hat diese Q-Matrix stets
mehr Zeilen als Spalten.
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Überdies darf die Matrix keine abhängi-
gen Spaltenvektoren enthalten, was bedeu-
tet, daß sich keine Spalte dieser Matrix
durch eine gewichtete Summe beliebiger
anderer Spalten dieser Matrix darstellen
läßt. Abbildung 113 gibt zur Veranschau-
lichung verschiedene Fälle linearer Ab-
hängigkeit wieder.

Komponenten
1 2 3 4 5 c

Abbildung 113: Beispiele für lineare Abhängig-
keiten in der Q-Matrix

In diesem Beispiel ist der dritte Spalten-
vektor als Summe des zweiten und vierten
Vektors darstellbar und der fünfte Spal-
tenvektor entspricht dem zweiten Spalten-
vektor multipliziert mit 2. Jedoch sind
bereits auch die beiden ersten Spal-
tenvektoren linear abhängig, da sie sich zu
einem Vektor, der nur Einsen enthält,
addieren. Dies allein wäre noch kein Fall
linearer Abhängigkeit, wenn es nicht die
Konstante c in der Modellgleichung gäbe.
Diese Konstante muß bei allen Items zu
der Summe der Elementarparameter hin-
zuaddiert werden und stellt somit eine
weitere Spalte in der Q-Matrix dar, die
lediglich Einsen enthält (sog. Einheits-
vektor). Diesen Vektor gilt es mit zu
berücksichtigen, wenn man die linearen
Abhängigkeiten in der Q-Matrix unter-
sucht.

Datenbeispiel:

Als Datenbeispiel werden die 5 Items
des KFT aus Kapitel 3.1 herangezogen,
Aufgrund einer relativ einfachen Theorie
über die Komponenten der Schwierigkeit
geometrischer Analogieaufgaben (s.
Homke & Rettig, 1992, Whitely &
Schneider, 1981) läßt sich die folgende
Q-Matrix aufstellen:

Komponente 1 beschreibt die Anzahl un-
terschiedlicher Elemente in den geome-
trischen Figuren der Analogie, Kompo-
nente 2 die Anzahl räumlicher Transfor-
mationen wie Rotation oder Spiegelung,
die für die Lösung der Analogieaufgabe
eine Rolle spielen (vgl. Abb. 18 in Kap.
3.1).

Als Schätzwerte für die Basisparameter
ergeben sich

und die Konstante c beträgt c = -1.50.
Die Basisparameter besagen, daß die
Durchführung einer Rotation oder Spie-
gelung bei der Lösung einer Analogie
sehr viel schwieriger ist als das Be-
rücksichtigen eines weiteren geometri-
schen Elementes in den Figuren.

Wie gut die Theorie über die Aufgaben-
schwierigkeiten auf die Daten paßt, läßt
sich durch einen Vergleich der unrestrin-
gierten Itemparameter des Rasch-Mo-
dells ‘3i und der über die Basisparameter
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zurückgerechneten Itemschwierigkeiten
feststellen:

Danach ist die Übereinstimmung recht
gut. Eine genauere Aussage über die
Gültigkeit der in der Q-Matrix ausge-
drückten Annahmen läßt sich mit Hilfe
von Modellgeltungstests treffen (s. Kap.
5 ). .

In dem Datenbeispiel wurden 2 Parameter
eingespart, da statt der 4 unabhängigen
Itemparameter des Rasch-Modells nur 2
Basisparameter des LLTM zu schätzen
sind. Die Kostante c hat die Funktion
einer Normierungskonstanten, d.h. sie be-
wirkt, daß die Summe der aus den
Basisparametern nj rückgerechneten Item-

Parameter Null ist, die Itemparameter also
summennormiert sind:

Da die notwendige Normierung der Item-
Schwierigkeiten allein von der Konstanten
c bewirkt wird und jede andere Art der
Normierung die Basisparameter unver-
ändert läßt, liegen die Basisparameter auf
einer Absolutskala. Die Absolutskala stellt
das höchste Skalenniveau dar, bei dem
keinerlei Transformationen der Meßwerte
möglich sind. Man kann sich das Zustan-
dekommen dieses hohen Skalenniveaus
beim LLTM damit erklären, daß die
Basisparameter die Abstände zwischen
den Itemparametern des Rasch-Modells

aufschlüsseln und diese sind auch beim
Rasch-Modell normierungsunabhängig.

Der Ansatz, die Itemparameter des Rasch-
Modells additiv zu zerlegen, ist nicht nur
auf das dichotome Rasch-Modell anwend-
bar, sondern auch auf ordinale Rasch-
Modelle. Im allgemeinen ordinalen Rasch-
Modell (dem sogenannten partial-credit
Modell, s. Kap. 3.3) lassen sich die Item-
kategorienparameter (Jix mit Hilfe einer

dreidimensionalen Q-Matrix zerlegen.

Die Modellgleichung dieses linearen
partial-credit Modells (LPCM) lautet:

Jedes Element der Q-Matrix drückt aus,
wie oft oder mit welchem Anteil Kompo-
nente j bei Item i vorkommt, wenn man in
Kategorie x antwortet. Beispiele für der-
artige Item- und kategorienspezifische
Komponenten sind jedoch schwer zu
finden. Hinzu kommt die Schwierigkeit,
daß die additive Zerlegung auf die
kumulierten Schwellenparameter ange-
wendet wird (S.O. Kap. 3.3.1) und nicht
auf die Schwellenlokationen, also die
dekumulierten Parameter. Die Interpreta-
tion derartiger kategorienspezifischer
Itemkomponenten ist daher etwas schwie-
rig. Das Modell läßt sich jedoch gut im
Rahmen der Veränderungsmessung an-
wenden (s. Kap. 3.5.4).

Die Modellstruktur des LPCM stellt eine
sehr allgemeine algebraische Struktur dar,
die das Obermodell von vielen anderen
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Modellen für Ratingdaten bildet (S.O. Kap.
3.3.2). Mit Hilfe der in Abbildung 114
dargestellten Q-Matrix läßt sich z.B. das
Ratingskalen-Modell im Rahmen des
linearen partial-credit Modells darstellen.

Abbildung 114: Die Q-Matrix zur Darstellung des
Ratingskalen-Modells als Spezialfall des LPCM
am Beispiel von 5 Items mit 4 Antwortkategorien

Diese Q-Matrix bewirkt, daß anstelle der
(Jix Parameter die Summe XCS~  + vx ge-
schätzt wird. Es ergibt sich das in Kapitel
3.3.2 beschriebene Ratingskalen-Modell

In der in Abbildung 114 spezifizierten Q-
Matrix stellen die ersten fünf Basispa-
rameter die Itemschwierigkeiten (3i des
Ratingskalen-Modells dar, deren Koeffi-
zienten x (s. Gleichung (5)) durch die q-
Gewichte erzeugt werden. Zu beachten ist
hier, daß für die 0-te Kategorie keine
Itemparameter zu schätzen sind, da diese

sowohl im partial-credit wie im Rating-
Skalen-Modell gleich Null sind.

Der sechste und siebte Basisparameter
entspricht den beiden kumulierten Schwel-
lenparametern wl und w2 des Rating-
Skalen-Modells. Da aufgrund der Normie-
rungsbedingungen dieses Modells (s. Kap.
3.3.2) wo = vrn = 0 ist, bedarf es für die
0-te und m-te Kategorie keiner eigenen
Spalten in der Q-Matrix.

Abbildung 114 zeigt der Vollständigkeit
halber je eine Spalte für die 5 Items (j = 1
bis j = 5). Diese 5 Spalten sind jedoch von
der Normierungskonstanten dieses Mo-
dells, die den Koeffizienten x hat (s. Glei-
chung (4)), linear abhängig, da die Summe
dieser 5 Spaltenvektoren genau den Spal-
tenvektor der Normierungskonstanten er-
gibt. Bei der Schätzung der Modellpara-
meter muß daher eine dieser Spalten aus-
gelassen werden.

Datenbeispiel:

Die 5 Items des NEOFFI-Fragebogens,
die in Kapitel 3.3 als Datenbeispiel die-
nen, sind mit der in Abbildung 114 dar-
gestellten Q-Matrix analysiert worden.
Es ergeben sich folgende Schätzwerte für
die Basisparameter des linearen partial-
credit Modells:

Mit Hilfe der Normierungskonstanten
c = -0.56 ergeben sich die folgenden
Itemparameter des Ratingskalen-Modells
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die den in Kapitel 3.3.2 angegebenen
Schätzwerten entsprechen. Auch die
Schwellenlokationen entsprechen einan-
der, wenn man die Basisparameter deku-
muliert:

Als eine weitere Möglichkeit für ein line-
ar-logistisches Modell für ordinale Item-
antworten läßt sich die additive Zerlegung
auch auf die Itemparameter dieses
Ratingskalen-Modells anwenden. Es gilt
dann für die oi-Parameter in Gleichung (5)
die folgende Restriktion:

Hier handelt es sich wieder (wie im
dichotomen Fall, S.O.) um eine zweidimen-
sionale Q-Matrix, in der für jedes Item die
beteiligten Komponenten spezifiziert sind.
Es lassen sich für dieses Modell An-
wendungen in der Einstellungsmessung
denken, z.B. wenn sich die Items aus ver-
schiedenen Aspekten einer komplexeren
Einstellungsstruktur zusammensetzen.
Dann ist die Schwierigkeit eines Ein-
stellungsitems eine additive Funktion der
im jeweiligen Iteminhalt vertretenen
Aspekte.

Diese linear-logistischen Testmodelle stel-
len einen sehr allgemeinen Ansatz dar,
Tests und Fragebögen auszuwerten, deren
Items in irgendeinem Sinne systematisch
konstruiert worden sind. Ihre Anwendung
erfordert jedoch sehr präzise präexperi-
mentelle Hypothesen, da man die Struktur
der Items in Form der Q-Matrix vorher
festlegen muß. Ob das Modell dann auf
die Daten paßt, hängt davon ab, ob es

gelungen ist, in der Q-Matrix die für die
Schwierigkeit ausschlaggebenden Kompo-
nenten zu spezifizieren. Diese Modelle bil-
den auch die Grundlage für die Messung
von Veränderungen, wenn unvollständige
Datenerhebungsdesigns vorliegen (s. Kap.
3.5.4).

Literatur

Das LLTM wurde von Fischer (1973,
1983a) entwickelt. Das Konzept von Item-
komponentenmodellen diskutieren Spada
(1976) und Whitely (1980a,b). Anwen-
dungen des LLTM auf systematisch
konstruier te  I tems f inden s ich in
Enbretson (1985), Fischer & Formann
(1982a), Häußler (1981), Hornke & Habon
(1986), Homke und Rettig (1988),
Medina-Diaz (1993), Nährer (1980),
Scheiblechner (1972), Spada (1976), Spiel
(1994), Whitely & Schneider (1981) und
Van Maanen et al. (1989). Das Problem
von Fehlspezifikationen der Q-Matrix
untersucht Baker (1993). Die Verallge-
meinerungen des LLTM für ordinale
Daten stammen von Fischer & Parzer
(1991 a,b) und Fischer & Ponocny ( 1994).
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Übungsaufgaben:

1. In der Einleitung von Kapitel 3.4
wurde als ‘Beispiel 1’ die Annahme
beschrieben, daß sich die Schwie-
rigkeit von Rechenaufgaben daraus
ergibt, wie häufig jede der Grund-
rechenarten im Lösungsweg auftritt.
Stellen Sie aufgrund dieser Annahme
die Q-Matrix für die folgenden Auf-
gaben auf:

2. Die vier Items eines Tests haben
im dichotomen Rasch-Modell die
folgenden Schwierigkeitsparameter:

Berechnen Sie die Basisparameter des
LLTM für die folgende Q-Matrix:

Wie groß ist die Normierungskon-
stante?

3. Denken Sie sich ein Beispiel für
einen Einstellungsfragebogen aus, auf
den das lineare Ratingskalen-Modell
(5) und (6) passen könnte. Was sind
die Komponenten der Itemschwierig-
keit in diesem Beispiel?

3.4.2 Mehrdimensionale Kom-
ponentenmodelle

Die zuvor behandelten linear-logistischen
Testmodelle haben gemeinsam, daß die
Berücksichtigung von Komponenten le-
diglich auf die Items bezogen ist. An den
Personenfähigkeiten oder Personeneigen-
schaften ändert sich durch die Zerlegung
der Items in Komponenten nichts. Insbe-
sondere bleiben sie eindimensional, d.h. es
gibt keine komponentenspezifischen Per-
soneneigenschaften.

Für viele Hypothesen, die sich auf Item-
komponenten beziehen, ist es jedoch sinn-
voll anzunehmen, daß die Lösungswahr-
scheinlichkeiten auch davon abhängen,
wie ausgeprägt die Personeneigenschaft
hinsichtlich jeder Komponente ist. Das
erfordert Modelle, die nicht nur einen
Personenparameter enthalten, sondern für
jede Komponente einen.

Die allgemeinste linear-logistische Struk-
tur, in der es komponentenspezifische Per-
sonen- und Itemparameter gibt, lautet:

Hier spezifiziert die Q-Matrix (s. Kap.
3.4.1) wiederum, welche Komponenten j
mit welchem Gewicht an jedem Item i
beteiligt sind. Diese Werte stellen die
Gewichtung für einen komponentenspezi-
fischen Personenparameter 8, und einen
komponentenspezifischen Itemparameter
~ij dar. Die Lösungswahrscheinlichkeit
eines Items i hängt in diesem Modell von
der so gewichteten Differenz der jeweils
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beteiligten Personen- und Itemparameter
ab.

Diese generelle Modellstruktur ist in die-
ser Form sicherlich nicht anwendbar, weil
sie viel zu viele Parameter enthält. Sie
macht aber deutlich, durch welche
Restriktionen das linear-logistische Test-
modell (s. Kap. 3.4.1) zustandekommt und
auch wie man zu einem Modell mit
komponentenspezifischen Personenpara-
metern gelangen kann.

Das linear-logistische Testmodell (LLTM)
geht durch zwei Restriktionen aus dieser
Modellstruktur hervor. Erstens sind die
Basisparameter nicht itemspezifisch, d.h.

Zweitens sind alle komponentenspezifi-
schen Personeneigenschaften gleich, d.h.

In diesem Fall kann 8, vor das Sum-
menzeichen gezogen werden, und es ergibt
sich das Modell der Gleichung (2) in
Kapitel 3.4.1 (Die Normierungskonstante
wird hier und im folgenden aus Gründen
der Übersichtlichkeit weggelassen).

Die erste dieser beiden Restriktionen ist
durchaus sinnvoll. denn die Idee von Item-
komponenten besteht darin, anstelle der
Itemparameter nur die Komponentenpa-
rameter berücksichtigen zu müssen. Behält
man nur die Restriktion rlij = rlj bei, SO

ergibt sich das folgende Modell:

In diesem Modell, in dem die zweite oben-
genannte Restriktion nicht gilt, erweisen

sich die Komponentenparameter rlj jedoch
als überflüssig: In Gleichung (2) kann die
Schwierigkeit der Komponente j dadurch
eliminiert werden, daß man alle Eigen-
schaftsausprägungen bezüglich Kompo-
nente j um diesen Betrag vermindert:

Die so berechneten Personenparameter
0”; ergeben dieselben Lösungswahr-

scheinlichkeiten

Praktisch bedeutet dies, daß man die
Komponentenschwierigkeiten ~j nicht
schätzen kann, weil die komponentenspe-
zifischen Personeneigenschaften 8vj nicht
von den globalen Komponentenschwierig-
keiten zu trennen sind. Damit reduziert
sich Modell (2) zu folgender Modell-
struktur

Das überraschende Resultat dieser Überle-
gungen besteht darin, daß es sich bei
Modell (3) nicht mehr um ein Modell
handelt, in dem der Personeneinfluß und
der Itemeinfluß auf das Antwortverhalten
getrennt werden. In diesem Sinne handelt
es sich also gar nicht um ein Rasch-
Modell.

Andererseits stellt Modell (3) ein interes-
santes und auch anwendbares Komponen-
tenmodell dar, in dem die Lösungswahr-
scheinlichkeit von mehreren komponen-
tenspezifischen Personenfähigkeiten ab-
hängt. Es ist also ein mehrdimensionales
Modell.
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Welche Fähigkeiten zur Lösung welchen quasi unbekannt ist, müssen auf der
Items mit welcher Gewichtung benötigt rechten Seite der Modellgleichung be-
werden, ist präexperimentell in Form der stimmte Dinge als bekannt vorausgesetzt
Q-Matrix festgelegt. Wie gut das Modell werden. Das sind in diesem Fall die Q-
auf die Daten paßt, hängt somit wiederum Gewichte, die den Beitrag jeder Perso-
davon ab, wie gültig die Q-Matrix ist. nenfähigkeit zur Itemlösung ausdrucken.

Schreibt man das Modell in der folgenden
Art und Weise um (vgl. Kap. 3.1.1.2.2): Die strukturelle Ähnlichkeit dieses Mo-

dells mit dem Modell der Faktorenanalyse

Parallelität dieses Modells zum Modell
der Faktorenanalyse, das auf metrische
Variablen anwendbar ist.

Parallelen zur Faktorenanalyse

Das Modell der Faktorenanalyse nimmt
an, daß sich der Meßwert Xvi der Person v
auf Variable i additiv zusammensetzt aus
einer gewichteten Summe von Faktorwer-
ten Fvi, die diese Person auf einer be-
grenzten Anzahl von Faktoren hat. Diese
sind jeweils mit Koeffizienten aij gewich-
tet, die angeben, wie stark der betreffende
Faktor zur Ausprägung der Variable i bei-
trägt:

Im Modell der Faktorenanalyse stellen die
Variablenausprägungen Xvi die beobach-
teten Daten dar, und es werden sowohl die
Gewichte aij (sog. Ladungen) wie auch die
Faktorwerte Fvj geschätzt.

Im Testmodell (4) ist das, was links vom
Gleichheitszeichen steht, nicht beobacht-
bar, denn es handelt sich um die Logits
der Lösungswahrscheinlichkeiten. Beob-
achtbar ist hier lediglich, ob ein Item
gelöst wurde oder nicht, was keineswegs
identisch zum Logit einer unbekannten
Lösungswahrscheinlichkeit ist. Da das,
was links vom Gleichheitszeichen steht,

ist frappierend, wenn auch aufgrund der
gegebenen Informationsarmut von Test-
daten die Faktorladungen präexperimentell
festgelegt sein müssen.

Das allgemeine linear-logistische Modell
(1) läßt sich jedoch auf eine andere Weise
restringieren, so daß man neben den kom-
ponentenspezifischen Personenparametern
auch Itemparameter schätzen kann. Diese
Restriktion besteht darin, die Itemparame-
ter nicht komponentenspezifisch zu kon-
zipieren, d.h.

zu setzen. Das damit definierte Testmodell

ist ein mehrdimensionales Rasch-Modell,
da es die Lösungswahrscheinlichkeiten auf
komponentenspezifische Personenvaria-
blen und globale Itemschwierigkeiten zu-
rückführt. Die oben dargestellte Ähnlich-
keit zur Faktorenanalyse gilt auch für die-
ses mehrdimensionale Modell, es werden
lediglich noch Itemschwierigkeiten als
weitere ‘Faktoren’ der Lösungswahrschein-
lichkeit berücksichtigt.

Die in diesem Kapitel dargestellten Test-
modelle sind noch nicht bis zur Anwen-
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dungsreife entwickelt worden so daß auf
Datenbeispiele verzichtet werden muß.

3.4.3 Linear-logistische Klas-
senanalyse

Literatur

Die mehrdimensionalen Komponentenmo-
delle gehen auf Arbeiten von Hilke et al.
(1977) und Stegelmann (1983) zurück,
wobei sich Stegelmann (1983) insbeson-
dere mit den statistischen Eigenschaften
des Modells (3) befaßt. Modell (6) wird
derzeit von Rost und Carstensen (i.Vorb.)
untersucht. Bartholomew (1987) be-
schreibt ein faktorenanalytisches Testmo-
dell, bei dem die Ladungen als Parameter
geschätzt werden. Die Anwendung dieses
Modells ist derzeit auf zwei latente
Variablen beschränkt.

Übungsaufgabe:

In der Einleitung von Kaptiel 3.4. wurde
als ‘Beispiel 2’ ein Attributionsfragebogen
beschrieben, der individuelle Attributions-
stile erfassen soll. Ein 8 Items umfassen-
der Fragebogen kombiniert die 3 dort
genannten Faktoren vollständig:

1: interne, stabile Attr. eines pos. Ereig.
2: interne, stabile Attr. eines neg. Ereig.
3: interne, labile Attr. eines pos. Ereig.
4: interne, labile Attr. eines neg. Ereig.
5: externe, stabile Attr. eines pos. Ereig.
6: externe, stabile Attr. eines neg. Ereig.
7: externe, labile Attr. eines pos. Ereig.
8: externe, labile Attr. eines neg. Ereig.

Stellen Sie die Q-Matrix auf, mit der
Sie den individuellen Attributionsstil als
mehrdimensionale Variable erfassen kön-
nen. Beseitigen Sie eine gegebenenfall!
vorhandene lineare Abhängigkeit der Spal-
tenvektoren durch Streichung von Spalten
Formulieren Sie 2 Beispielitems.

Eine Zerlegung der Modellparameter in
Itemkomponenten bzw. deren Parameter
ist nicht nur bei quantitativen, sondern
auch bei klassifizierenden Testmodellen
möglich. Geht man von den logistisch
transformierten Parametern der Klassen-
analyse aus, die bereits in Kapitel 3.1.2.4
über lokalisierte Klassen und in Kapitel
3.3.3 über die Analyse ordinaler Daten
verwendet wurden, so läßt sich eine
lineare Zerlegung leicht realisieren. Bei
den a-Parametern der logistischen Klas-
senanalyse

handelt es sich um Itemparameter, die in
ihrem Wertebereich nicht beschränkt sind,
wie die sonst üblichen Wahrschein-
lichkeitsparameter. Daher können bei einer
additiven Zerlegung auch keine Über-
schreitungen des Wertebereichs auftreten.

Im Gegensatz zu quantitativen Modellen
sind diese Itemparameter jedoch klassen-
spezifisch, d.h. sie unterscheiden sich für
verschiedene Personengruppen. Die addi-
tive Zerlegung der Parameter

benötigt daher eine dreidimensionale Q-
Matrix, wenn man im allgemeinsten Fall
die Itemkomponenten klassenspezifisch
definieren möchte.

Diese Möglichkeit klassenspezifischer
Itemkomponenten stellt einen wesentli-
chen Unterschied zu den linear-logisti-
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schen Rasch-Modellen dar, da hier unter-
schiedliche Itemkomponenten für ver-
schiedene Personengruppen definiert wer-
den können. Dies ermöglicht z. B. die
Auswertung von Tests, bei denen man
annimmt, daß zwei unterschiedliche Lö-
sungsstrategien zur Bearbeitung der Items
eingesetzt werden können, die beide in der
getesteten Population verwendet werden.

Beispiel: zwei Lösungsstrategien

Ein Test läßt sich mit zwei unter-
schiedlichen Strategien bearbeiten, wo-
bei die eine Strategie aus den Denk-
operationen A und B, die andere Stra-
tegie aus den Denkoperationen A, C und
D besteht. Die Items unterscheiden sich
darin, wie oft man welche Denk-
operation anwenden muß. Die Q-Matrix
kann etwa wie folgt aussehen:

Denkoperationen

1
2

Items 3
4
5
1
2

Items 3
4
5

A B C D

1 1 0 0
0 3 0 0
2 1 0 0
2 2 0 0
1 1 0 0
1 0 1 1
0 0 1 4
2 0 1 1
2 0 2 2
1 0 1 1

Klasse 1

Klasse 2

Während die Schwierigkeit der Denk-
operation A anhand der Daten aller
Personen geschätzt wird, da sie in
beiden Klassen verwendet wird, sind die
Parameter der Denkoperationen B, C
und D klassenspezifisch.

Sind die angenommenen Itemkomponen-
ten dagegen wirklich Komponenten der
Items, die sich nicht zwischen den Per-

sonen unterscheiden, so kann selbstver-
ständlich die Q-Matrix für alle latenten
Klassen identisch definiert werden. Aller-
dings sind in diesem Fall für einige oder
alle Denkoperationen andere Basispara-
meter in jeder Klasse zu spezifizieren, da
es sonst keine Parameter gibt, hinsichtlich
derer sich die Klassen unterscheiden.

Die folgende Q-Matrix druckt z.B. aus,
daß in beiden Klassen die Denkopera-
tionen A und B verwendet werden, daß
sich die Lösungswahrscheinlichkeiten der
beiden Klassen aber nur aufgrund der
Schwierigkeit der Denkoperation B unter-
scheiden.

Denkoperationen

1
2

Items 3
4
5
1
2

Items 3
4
5

A B B
1 1 0
0 3 0
2 1 0
2 2 0
1 1 0
1 0 1
0 0 3
2 0 1
2 0 2
1 0 1

Klasse 1

Klasse 2

Wie auch beim linear-logistischen Test-
modell (s. Kap. 3.4.1.) stellt die lineare
Zerlegung der Modellparameter einen
Spezialfall des Ausgangsmodells dar, hier
also der normalen latent-class Analyse.
Das bedeutet, daß das linear-logistische
Klassenmodell nur passen kann, wenn die
unrestringierte latent-class Analyse Mo-
dellgeltung besitzt. Inwieweit dann zu-
sätzlich die additive Zerlegung gültig ist,
läßt sich überprüfen, indem man die un-
restringierten Modellparameter mit den
aufgrund der Komponenten zurückgerech-
neten aig-Parametern  vergleicht (vgl. das
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Datenbeispiel in Kap. 3.4.1). Der Ver-
gleich läßt sich auch mit statistischen
Mitteln durchfuhren, nämlich in Form
eines Likelihood-Quotienten-Tests (vgl.
Kap. 5.).

Die Parameter dieses Modells liegen, wie
auch die Parameter der in den beiden vor-
angehenden Kapiteln behandelten Modelle
auf einer Absolutskala. Das bedeutet, es ist
keinerlei Transformation der Parameter-
werte möglich, ohne daß sich die vorher-
gesagten Antwortwahrscheinlichkeiten än-
dem.

Die lineare Zerlegung der klassenspezifi-
schen Itemparameter läßt sich auch bei
dem Modell der mehrkategoriellen Klas-
senanalyse (vgl. Kapitel 3.2.1) vorneh-
men. In der logistischen Version dieses
Modells (vgl. Kap. 3.3.4),

drucken die Parameter aixg  die Tendenz
der Personen in Klasse g aus, auf Item i
eine Antwort in Kategorie x zu geben.
Zerlegt man diese Parameter wiederum
mit Hilfe einer präexperimentell spe-
zifizierten Q-Matrix, d.h.

so benötigt man hierfür eine vierdimensio-
nale Q-Matrix. In ihr sind die Gewichte
festgelegt, mit der Komponente j bei Item
i in Klasse g zur Antwortwahrschein-
lichkeit der Kategorie x beiträgt.

Als Beispiel für die große Flexibilität
dieses linear-logistischen Klassenmodells

zeigt Abbildung 115 eine Q-Matrix, die
eine Verallgemeinerung des Modells loka-
lisierter Klassen für mehrkategorielle, no-
minale Itemantworten erzeugt (vgl. Kap.
3.1.2.4). Nimmt man an, daß es bei Fra-
gebögen mit nominalem Antwortformat
(vgl. das Datenbeispiel aus Kap. 3.2) für
jede Klasse eine Eigenschaftsausprägung
bezüglich jeder Kategorie, Cl,,, und für

jedes Item eine Schwierigkeit hinsichtlich
jeder Kategorie, oix, gibt, SO führt das ZU

dem Klassenmodell:

Es handelt sich hierbei um die lokalisierte
Klassen Version des mehrdimensionalen,
mehrkategoriellen Rasch-Modells (Kap.
3.2.2). Da der Exponent eine additive
Zerlegung der aixg -Parameter des Mo-

dells (3) darstellt, läßt sich Modell (5)
mittels einer geeigneten Q-Matrix mit der
linear-logistischen Klassenanalyse berech-
nen. Abbildung 115 zeigt diese Q-Matrix
für 3 Items, 4 Kategorien und 2 Klassen.

Die ersten drei Basisparameter rh bis 773
entsprechen in diesem Beispiel den
kategorienspezifischen Eigenschaftsaus-
prägungen der ersten Klasse, 8,t. Für die

0-te Kategorie kann kein Parameter ge-
schätzt werden, da eine entsprechende
vierte Spalte lineare Abhängigkeit erzeugt.
Dies ist analog zum mehrdimensionalen
Rasch-Modell, bei dem ebenfalls nur 3
Personenparameter geschätzt werden kön-
nen (s. Kap. 3.2.2). Die Basisparameter ~4
bis q6 sind die Eigenschaftsausprägungen
der zweiten Klasse.
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Abbildung 115: Die Q-Matrix des lokalisierte-
Klassen Modells (5) für 2 Klassen, 3 Items und 4
Kategorien

Die übrigen Basisparameter entsprechen
den Itemparametern des Modells (5),
wobei wiederum für die 0-te Kategorie
kein unabhängiger Parameter existiert.

Die Ersparnis an Modellparametern ist in
diesem Beispiel gering: statt

unrestringierte Antwortwahrscheinlichkei-
ten im normalen Klassenmodell sind im
linear-logistischen Modell 15 Basispa-
rameter zu schätzen. Die Einsparung wird
jedoch umso größer, je mehr Items und
Klassen man hat.

Das Beispiel macht deutlich, daß es sich
bei der linear-logistischen Klassenanalyse
um eine sehr allgemeine Modellstruktur
handelt, mit der nicht nur Hypothesen
über Itemkomponenten getestet werden
können, sondern auch eine Vielzahl logi-
stischer Klassenmodelle spezifiziert wer-
den kann. Insbesondere lassen sich die
Klassenmodelle für ordinale Daten (Kap.
3.3.3 und 3.3.4) mittels geeigneter Q-
Matrizen herstellen.

Der Preis für den hohen Allgemeinheits-
grad dieser Modellstruktur liegt jedoch im
praktischen Umgang mit dem Modell: die
Q-Matrix wird bei mehreren Items,
Kategorien und Klassen sehr groß und
unübersichtlich.

Literatur

Die linear-logistische Klassenanalyse für
dichotome Daten wird ausführlich von
Formann (1984) behandelt. Weitere An-
wendungen finden sich in Formann (1985,
1989). Die Verallgemeinerung für
polytome Daten geht ebenfalls auf
Formann zurück (1992).

Übungsaufgabe:

Spezifizieren Sie analog zu Abbildung 115
die Q-Matrix für das ordinale Klassen-
modell (7) in Kapitel 3.3.3 mit (dekumu-
lierten) Schwellenparametern Zix (eben-

falls für 2 Klassen, 3 Items und 4 Kate-
gorien).
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3.5 Modelle der Verände-
rungsmessung

Die Messung von Veränderungen mit
Hilfe von Tests und Fragebögen ist eine
sehr weit verbreitete Forschungsmethode
in allen Bereichen der angewandten Psy-
chologie. Dies betrifft die Kontrolle des
Therapieverlaufs oder Therapieerfolgs in
der klinischen Psychologie genauso wie
die Messung des Leistungsfortschrittes
und des Lernzuwachses in der pädago-
gischen Psychologie. Es betrifft auch ent-
wicklungspsychologische Fragestellungen
wie die Untersuchung der Interessenent-
wicklung oder der Intelligenzdifferenzie-
rung genauso wie experimentalpsycholo-
gischen Studien, in denen sich durch die
experimentellen Maßnahmen etwas verän-
dert. Bei genauerer Betrachtung kann man
sogar zu der Schlußfolgerung kommen,
daß sich die meisten psychologischen Fra-
gestellungen auf irgendeine Veränderung
des menschlichen Erlebens und Verhaltens
beziehen, sei es als Folge von Reifung,
Lernen, Situationsanpassung, Alterung,
Ermüdung, Persönlichkeitsentwicklung
oder was auch immer.

Dem steht gegenüber, daß in den Test-
modellen, soweit sie bisher behandelt wur-
den, Lernen und Veränderung gar nicht
vorgesehen ist, ja man kann sogar sagen,
die Modelle sind zunächst einmal starr
und statisch: Konzepte wie Personenfä-
higkeit oder Itemschwierigkeit setzen eher
Stabilität als Veränderung voraus. Dies ist
der Grund, weswegen Modellen zur Ver-
änderungsmessung ein eigenes Kapitel
gewidmet ist.

Es gibt verschiedene Ansätze, eine Er-
weiterung der Testtheorie in Richtung auf
Veränderungsmessung vorzunehmen. In

den folgenden Unterkapiteln werden drei
solche Ansätze behandelt.

Erstens kann man Veränderungsmessung
als eine Erweiterung der zweidimen-
sionalen Datenstruktur von Testdaten um
eine dritte Dimension, nämlich die Zeit,
auffassen. Man hat es im Falle der Ver-
änderungsmessung also nicht mehr mit
einer Datenmatrix Personen x Items, son-
dern mit einem Datenkubus Personen x
Items x Zeitpunkte zu tun.

Personen

Abbildung 116: Der Datenkubus der Verände-
rungsmessung

In diesem Ansatz stellt sich Verände-
rungsmessung als die Erweiterung der
Testtheorie von zwei auf drei Faktoren des
Antwortverhaltens in einem Test dar. Dies
wird in Kapitel 3.5.2 behandelt.

Zweitens kann Veränderung auch heißen,
daß sich die Personenfähigkeit während
der Testbearbeitung verändert, also das
Stabilitätsprinzip der Personenvariable
aufgegeben wird. Man spricht in diesem
Fall von dynamischen Testmodellen, da
sich die zu messende Variable, die Per-
sonenfähigkeit, während der Testbearbei-
tung verändert. Diese Veränderung ist
meistens irgendeine Form von Lernen,
weswegen man auch von ‘Lernen während
der Testbearbeitung’ spricht. Dieser An-
satz wird in Kapitel 3.5.3 behandelt.
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Drittens geht es bei der Veränderungsmes-
sung oft darum, die Ursachen einer Ver-
änderung z. B. in Form von bestimmten
experimentellen Maßnahmen zum Gegen-
stand der Messung zu machen. Das be-
deutet, daß bestimmte Veränderungen im
Antwortverhalten auf bestimmte Maßnah-
men oder Einflüsse auf dieses Testver-
halten zurückgeführt werden sollen. Dafür
benötigt man Testmodelle, in denen solche
Faktoren in Form von Modellparametern
berücksichtigt werden können. Dieser An-
satz wird in Kapitel 3.5.4 behandelt.

Bevor diese drei zentralen Ansätze der
Erweiterung von Testmodellen behandelt
werden, muß - nicht nur aus historischen
Gründen - auf die sogenannten klassischen
Probleme der Veränderungsmessung ein-
gegangen werden. Dieses Kapitel 3.5.1
behandelt im engeren Sinne keine Testmo-
delle, macht aber die Notwendigkeit eige-
ner Testmodelle für die Veränderungs-
messung deutlich und schafft eine Grund-
lage für das Verständnis dieser Modelle.

3.5.1 Klassische Probleme der
Veränderungsmessung

Die klassischen Probleme der Verän-
derungsmessung beziehen sich auf die
denkbar einfachste Datenstruktur für Ver-
änderungsmessung, nämlich den Fall, daß
ein Test zu zwei Zeitpunkten vorgegeben
wird, zwischen denen Veränderung statt-
findet. Man hat es also nicht mit einer
Datenmatrix zu tun, sondern mit zwei
Datenmatrizen, wobei zunächst davon
ausgegangen wird, daß nicht nur die
Personen sondern auch die Items zu
beiden Zeitpunkten dieselben sind.

Abbildung 117: Die Datenstruktur für zwei
Zeitpunkte

Als Maß für die Veränderung gilt in die-
sem Fall der Differenzwert der Personen-
variable zum Zeitpunkt t=l und zum
Zeitpunkt t=2, also

Mit diesen Differenzwerten sind drei
Probleme verbunden, nämlich

1. sie sind meistens sehr unreliabel, also
mit einem hohen Meßfehler behaftet,

2. sie korrelieren negativ mit der Perso-
nenvariable zum Zeitpunkt t=l, d. h.
der sogenannte Anfangswert und der
Differenzwert sind negativ korreliert
und

3. es stellt sich die Frage, ob man diese
Differenzen überhaupt bilden darf, da
man bekanntlich nur Gleiches von
Gleichem abziehen darf. Es ist die Fra-
ge zu beantworten, ob Vor- und Nach-
test dasselbe messen.

Da diese drei Probleme grundsätzlicher
Natur sind und in allen Ansätzen zur Ver-
änderungsmessung in der einen oder an-
deren Form auftauchen, werden sie im
folgenden eingehender behandelt.

Dabei wird eine vereinfachte Notation
verwendet, bei der die Messung im Vor-
test, also zum ersten Zeitpunkt mit X, die
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Messung im Nachtest mit Y bezeichnet
wird. D bezeichnet den Differenzwert

D = Y - X .

Darüber hinaus wird die Notation der
Meßfehlertheorie verwendet, d.h.

- D, X und Y bezeichnen die fehlerbe-
hafteten Meßwerte,

- TD, TX und TY die zugehörigen wah-
ren, d.h. fehlerfreien Meßwerte und

EY = Y - TY deren jeweilige Differen-
zen als Fehlervariablen.

Der Bezug zur sonst in Kapitel 3 verwen-
deten Notation besteht darin, daß die
Meßwerte X und Y den anhand der Daten
geschätzten Personenparametern zu zwei
Zeitpunkten entsprechen und die wahren
Werte TX und TY den exakten Parameter-
werten der Personen. Zur Abgrenzung von
den fehlerfreien Personenparametern 8
werden deren Schätzungen oft mit einem
Dach gekennzeichnet 6, so daß X = 6 und
TX = 8 ist. In Kapitel 6.1.1 wird darge-
stellt, daß die Differenz von dem exakten
Personenparameter und seiner Schätzung,
Eu = 6 - 8, eine Fehlervariable im Sinne
der Meßfehlertheorie ist.

3.5.1.1. Die Reliabilität von Dif-
ferenzwerten

Das Konzept der Reliabilität von Meß-
werten wurde bereits in Kapitel 2.1.2 im
Rahmen der allgemeinen Meßfehlertheorie
eingeführt. Es bezeichnet das Verhältnis
der Varianz der wahren Meßwerte zur
Varianz der tatsächlich erhaltenen, also
fehlerbehafteten Meßwerte,

oder in der Notation der Meßfehlertheorie

Nach dieser Definition lautet die
lität von Differenzwerten

Reliabi-

Da sich der Differenzwert aus dem wahren
Differenzwert TD und dem Meßfehler ED

zusammensetzt,

und sich deren Varianzen auch addieren
(vgl. Kap. 2.1.2):

Var(D)=Var(TD)+Var(ED),

läßt sich Gleichung (2) auch umformen zu

Die Varianz der Differenzwerte im Nenner
von (3) läßt sich auf die Varianzen von
Vor- und Nachtest, unter Berücksichti-
gung von deren Kovarianz zurückführen
(vgl. Kap. 2.1.2):

Die Fehlervariable der Differenzwerte, ED,
läßt sich als Differenz der beiden Fehler-
variablen von Vor- und Nachtest darstel-
len:
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so daß sich auch deren Varianzen addieren

wenn man annimmt, daß die Fehlervaria-
blen unkorreliert sind. Diese Annahme
wird zwar im Rahmen der Meßfehlertheo-
rie meistens getroffen (s. das sog. Axiom
IV der Meßfehlertheorie, Kap. 2.1.2), ist
aber gerade bei der Veränderungsmessung
problematisch und wird bei einigen
statistischen Modellen der Veränderungs-
messung auch nicht oder nur in abge-
schwächter Form getroffen.

Setzt man diese Varianzzerlegungen in
Gleichung (3) ein, so ergibt sich

Aus dieser Gleichung wird ersichtlich, daß
in die Reliabilität der Differenzwerte die
Meßfehlervarianzen von beiden Meßzeit-
punkten additiv eingehen. Salopp ausge-
druckt, haben die Differenzwerte einen
doppelten Meßfehleranteil, was für die ge-
ringere Reliabilität verantwortlich ist.

Betrachtet man den Nenner in Formel (4),
so stellt man fest, daß hier auch die
Varianzen der geschätzten Meßwerte sich
addieren und der Bruch somit wieder
ausgewogener wird. Im Gegensatz zum
Zähler wird aber im Nenner die doppelte
Kovarianz der Meßwerte von der Summe
ihrer Varianzen wieder abgezogen. D. h.
der Nenner verringert sich in dem Maß, in
dem die beiden Meßwerte miteinander
kovariieren. Der doppelte Meßfehleranteil
im Zähler wird also nicht durch eine
doppelt hohe Varianz im Nenner kom-
pensiert - wenn Vor- und Nachtestwerte
kovariieren.

Man kann sagen, daß diese Reliabi-
litätsformel nur dann zu einer ‘normalen’

Höhe der Reliabilität führt, wenn beide
Meßwerte nicht miteinander korrelieren.
Eine solche Nullkorrelation ist aber im
Rahmen von Veränderungsmessung kaum
denkbar, da ja beide Messungen dieselbe
Variable erfassen sollen, lediglich mit
einer mehr oder weniger großen Verände-
rung zwischen den Messungen. Das
Resultat klingt paradox, ist aber - wie die
obigen Ausführungen gezeigt haben -
durchaus logisch nachvollziehbar:

Je höher die Korrelation der Meß-
werte zwischen zwei Meßzeitpunkten
ist, desto geringer ist die Reliabilität
der Differenzwerte.

Dieser Sachverhalt kann auch graphisch
nachvollzogen werden, wie die folgende
Abbildung zeigt

Abbildung 118: Differenzwerte als Abweichungen
von der 45-Grad Linie

Die Differenzwerte D sind in der Abbil-
dung als senkrechte Linien zwischen den
Punkten, die jeweils eine Person reprä-
sentieren, und der 45°-Linie dargestellt. Je
schmaler und je länglicher die Punk-
tewolke ist, desto höher ist die Korrelation
von Vor- und Nachtestwerten und desto
kleiner wird auch die Varianz von D. Sie
nähert sich im Extremfall der Grö-
ßenordnung der Fehlervarianz der beiden
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Meßwerte an, was dann eine Reliabilität
von Null bedeutet.

Man kann aus diesen Überlegungen
folgern, daß zwei Meßwertreihen X und Y
möglichst unabhängig voneinander vari-
ieren müssen, wenn die Differenzwerte
reliabel sein sollen. Verändern sich alle
Personen in etwa gleichem Ausmaß, so
ist die Korrelation von X und Y sehr hoch
und die Reliabilität der Differenzwerte
nahe Null.

Es liegt an der Definition der Reliabilität
als Varianzverhältnis, daß die Reliabilität
von Differenzwerten nicht nur etwas
darüber aussagt, wie genau intraindi-
viduelle Veränderungen (= innerhalb der
Person) gemessen werden, sondern auch
wie stark die interindividuellen Unter-
schiede (= zwischen den Personen) dieser
Veränderung sind.

Während Formel (4) die Reliabilität der
Differenzwerte auf die Varianzen und
Kovarianzen von Vor- und Nachtest zu-
rückführt, zeigt die folgende Gleichung
die Abhängigkeit der Reliabilität der Dif-
ferenzwerte von der Reliabilität von Vor-
und Nachtest und deren Korrelation.
Unter der Annahme, daß zu beiden Meß-
zeitpunkten die Fehlervarianzen gleich
sind, die Varianzen der geschätzten Meß-
werte gleich sind und somit auch deren
Reliabilitäten gleich sind, gilt die folgende
Beziehung:

Korr(X,Y) bezeichnet die Korrelation von
Vortest X und Nachtest Y.

Ableitung:

Aus der Reliabilitätsdefinition

Nimmt man vereinfachend an, daß
die Fehlervarianzen gleich sind,
Var(EX) = Var(EY), und die Meßwert-
varianzen gleich sind, Var(X) = Var(Y),
und dividiert man Zähler und Nenner
durch Var(X), so ergibt sich

Man sieht an dieser Gleichung, daß unter
den getroffenen, vereinfachenden Annah-
men die Reliabilität der Differenzwerte
nur dann in ihrer Höhe der Reliabilität
eines der beiden beteiligten Meßwerte
entspricht, wenn die Korrelation der bei-
den Meßwerte 0 ist. Je höher beide Meß-
wertreihen miteinander korrelieren, desto
stärker sinkt die Reliabilität der Differenz-
werte.

Beträgt z.B. die Reliabilität beider Mes-
sungen 0.8 und korrelieren beide Messun-
gen mit 0.7 miteinander, so beträgt die
Reliabilität der Differenzwerte lediglich
0.33.
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Für die Testkonstruktion ist aus diesen
Ableitungen die Folgerung zu ziehen, daß
man für Veränderungsmessung möglichst
änderungssensitive Items formulieren
muß, die dem sonst üblichen Prinzip mög-
lichst großer Stabilität gegenüber der
Testsituation widersprechen. Aufgrund der
Reliabilitätsproblematik erfordert Verän-
derungsmessung auch eine andere Art der
Itemkonstruktion.

3.5.1.2 Die Korrelation von An-
fangswert und Differenzwert

Bei vielen Anwendungen von Modellen
zur Veränderungsmessung müssen Fragen
beantwortet werden, die gleichzeitig den
Ausgangswert der Veränderung (Anfangs-
wert) wie das Ausmaß der Veränderung
(Differenzwert) betreffen. Oft ist man auch
direkt am Zusammenhang von Anfangs-
wert und Differenzwert interessiert, etwa
wenn es darum geht, ob das Ausmaß der
Veränderung eine andere diagnostische In-
formation besitzt als das Ausgangsniveau.

In beiden Fällen macht es sich sehr
nachteilig bemerkbar, daß Anfangswert
und Differenzwert artifiziell, d.h. künstlich
miteinander korreliert sind, und zwar in
negativer Richtung. Das bedeutet, daß nie-
drigere Anfangswerte mit höheren Diffe-
renzwerten also Zuwachswerten ein-
hergehen. Generell gibt es für die negative
Korrelation von Anfangs- und Differenz-
wert einen psychologischen, einen techni-
schen und einen algebraischen Grund.

Der psychologische Grund kann darin lie-
gen, daß Probanden mit niedrigeren Aus-
gangswerten einfach mehr Möglichkeiten
haben, sich in positive Richtung zu
verändern und somit höhere Differenz-
werte hervorzubringen. Z.B. haben Schü-

ler mit schlechteren Ausgangsleistungen
die größeren Chancen etwas dazu zu
lernen, wenn der Unterricht auf die För-
derung des unteren Leistungsspektrums
ausgerichtet ist. Eine empirisch ermittelte
negative Korrelation von Anfangswert und
Differenzwert kann damit eine bestimmte
inhaltliche Bedeutung haben, die mit der
Abstimmung der Veränderungsmaßnahme
auf das Ausgangsniveau zu tun hat. Eine
dadurch bedingte negative Korrelation ist
nicht artifiziell, sondern substantiell.

Der technische Grund liegt darin, daß der
Vortest naturgemäß oft zu schwer ist, d.h.
viele Items nicht in positiver Richtung
beantwortet werden, während der Nachtest
nach erfolgter Maßnahme oft zu leicht ist.
Dies gilt nicht nur für Leistungstests, bei
denen man vor einem Lernprogramm oft
überfordert ist, während der Test nach
dem Lernprogramm zu leicht ist. Das gilt
im übertragenen Sinne auch für die
Erfolgskontrolle bei Therapiestudien oder
anderen Veränderungsmaßnahmen.

In diesem Fall weist der Vortest einen
Bodeneffekt (Flooreffekt) auf, während
der Nachtest einen Deckeneffekt (Ceiling-
effekt) aufweist (vgl. Kap. 3.1). Diese
Effekte sind insbesondere dann zu erwar-
ten, wenn man dieselben Items für beide
Zeitpunkte verwendet, anstatt die Items im
Nachtest ein wenig schwerer, die im
Vortest ein wenig leichter zu gestalten.

Während beide Effekte generell eine Er-
höhung der Fehlervarianz im Vergleich
zur tatsächlichen Varianz der Personenva-
riable, und somit eine Senkung der
Reliabilität bewirken, bewirkt ein Ceiling-
effekt im Nachtest speziell eine Ver-
änderung der Korrelation zwischen An-
fangswert und Differenzwert in Richtung
einer Negativkorrelation. Dieser Effekt ist
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durch eine geeignete Testkonstruktion im
Prinzip behebbar.

Die eigentlich problematische, weil al-
gebraisch bedingte Ursache für die ne-
gative Korrelation liegt darin, daß hier
eine Variable mit einer Funktion von sich
selbst korreliert wird, und somit eine Art
von ‘Autokorrelation’ (dt. etwa Selbstkor-
relation) erzeugt wird. Der Differenzwert
ist eine lineare Funktion vom An-
fangswert, in der der Anfangswert mit
negativem Vorzeichen enthalten ist. Somit
wird die Korrelation zwischen Anfangs-
werten und Differenzwerten negativ be-
einflußt.

Diese Ursache kann man noch in zwei
Teilkomponenten aufteilen, nämlich ein-
mal tritt dieser Effekt auch bei völlig
exakten Messungen, d.h. unabhängig vom
Einfluß eines Meßfehlers auf. Zum
anderen trägt der Meßfehler zusätzlich zur
Veränderung der Korrelation in negativer
Richtung bei. Beides soll anhand eines
kleinen Datenbeispiels verdeutlicht wer-
den.

Beispiel: unkorrelierter Vor- und
Nachtest

Die folgende Abbildung zeigt die fehler-
freien Vor- und Nachtestergebnisse von
vier Personen mit einer Null-Korrelation
zwischen den beiden Meßzeitpunkten.

Jeder Vortestmeßwert ist in diesem Daten-
beispiel gleich oft mit jedem Nach-
testmeßwert verknüpft, so daß es sich
korrelationsstatistisch um zwei völlig un-
abhängige Dimensionen handelt.

Die zweite Abbildung zeigt das Punkte-
diagramm für Anfangswert und Differenz-
wert, woraus deutlich ersichtlich ist, daß
die Korrelation zwischen beiden negativ
st. Dieser Effekt ist nicht überraschend.
sondern eine algebraische Notwendigkeit.

Die zweite Wirkkomponente stellt der
Meßfehler des Vortests, Ex, dar, der in
beide Variablen, die hier miteinander kor-
reliert werden, mit umgekehrtem Vor-
zeichen eingeht:

Dies führt dazu, daß sogar in Datensätzen,
bei denen (wahrer) Anfangswert und
(wahrer) Differenzwert tatsächlich unkor-
reliert sind, eine negative Korrelation der
meßfehlerbehafteten Messungen zu beob-
achten ist. Das folgende Beispiel soll dies
verdeutlichen.
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Beispiel: unkorrelierter Anfangs- und
Differenzwert

Die Tabelle gibt die Meßwerte von 8
Personen wieder, deren wahrer Anfangs-
wert TX nicht mit ihrem wahren Diffe-
renzwert TD korreliert. Man sieht dies
daran, daß jede Valenz von TD gleich
läufig mit jeder Valenz von TX

kombiniert ist.

Während TY meßfehlerfrei bleibt, was
die Aussagekraft des Beispiels nicht be-
einträchtigt, wird für TX ein Meßfehler
EX eingeführt, der sowohl mit TX als
auch mit TD unkorreliert ist. Für das
meßfehlerbehaftete X = TX + EX zeigt
sich eine negative Korrelation mit D:

Während man gegen den erstgenannten
Wirkungsmechanismus nichts unterneh-
men kann (es ist und bleibt problematisch,
eine Variable mit einer Funktion ihrer

selbst zu korrelieren), so kann man den
Effekt des Meßfehlers abschätzen und die
empirisch berechnete Korrelation ent-
sprechend korrigieren. Dies geht mit Hilfe
einer sogenannten Verdünnungsformel, die
man im Rahmen der allgemeinen Meß-
fehlertheorie ableiten kann (s.a. Kap.
6.4.2).

Der Zweck solcher Verdünnungskorrek-
turen von Korrelationskoeffizienten be-
steht darin, die Korrelation zu berechnen,
die sich ergeben würde, wenn man meß-
fehlerfrei messen könnte.

Mit Hilfe der sogenannten Axiome der
Meßfehlertheorie (S.O. Kap. 2.1.2 und
Kap. 6.1.1) läßt sich für die Korrelation
von meßfehlerfreiem Anfangswert TX und
meßfehlerfreiem Differenzwert TD die
folgende Formel ableiten (s bezeichnet die

die Varianz und r die Korrelation):

Um die Struktur dieser Formel zu er-
kennen, ist es sinnvoll, sie mit Hilfe zu-
sätzlicher Annahmen weiter zu verkürzen.
So ergibt sich unter der Annahme, daß die
Varianzen von Vor- und Nachtest gleich
und auf eine Varianz von 1 standardisiert
sind, die folgende Verkürzung:

Man sieht an dieser Gleichung, daß unter
der genannten Annahme die Korrelation
von wahrem Anfangswert und wahrem
Differenzwert in der Regel negativ ist, da
die Reliabilität des Vortests größer als die
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Korrelation mit dem Nachtest ist (und
somit der Zähler negativ wird). Daß die
Reliabilität eines Meßwertes stets größer
ist als jede Korrelation mit einem anderen
Meßwert gleicher Reliabilität, ergibt sich
aus den Annahmen der Meßfehlertheorie
(S.U. Kap. 6.4.2).

Nimmt man weiter an, daß Vor- und
Nachtest meßfehlerfrei sind, also die
Reliabilitäten von X und Y gleich 1 sind,
so verkürzt sich diese Formel weiter zu

Aus ihr ist der bereits oben dargestellte
Sachverhalt ablesbar, daß selbst bei einer
Nullkorrelation von Vortest und Nachtest
der Vortest mit dem Differenzwert negativ
korreliert, und zwar unabhängig vom
Meßfehler. Unter den genannten Annah-
men beträgt diese Korrelation

Rechnet man für das obengenannte kleine
Datenbeispiel die Höhe der negativen
Korrelation aus, so ergibt sich ebenfalls
dieser Betrag von -0.7.

Betrachtet man abschließend noch einmal
die vollständige Formel (8), so sieht man,
daß die Korrelation zwischen wahrem
Anfangswert und wahrem Differenzwert
überhaupt nur positiv werden kann, wenn
die Varianz der Meßwerte im Nachtest
sehr viel größer ist als die Varianz der
Meßwerte im Vortest. Dies ist auch intui-
tiv nachvollziehbar, denn bei einer positi-
ven Korrelation von Anfangswert und
Differenzwert kommen zu niedrigen An-
fangswerten kleine Differenzen hinzu,
während zu großen Anfangswerten große
Differenzen hinzukommen. Dies bewirkt

eine Erhöhung der Varianz des Nachtests
im Vergleich zum Vortest.

Generell muß man sich dieser negativen
Korrelation und ihrer verschiedenen Ursa-
chen bewußt sein, wenn man mit An-
fangswert und Differenzwert gemeinsam
weitere Berechnungen anstellt, z.B. klären
in Regressionsanalysen Anfangswert und
Differenzwert als Prädiktoren gleiche An-
teile der Kriteriumsvarianz auf.

3.5.1.3 Messen Vor- und Nachtest
dasselbe?

Der Volksmund sagt, man darf nicht Äpfel
und Birnen zusammenzählen. Genauso
wenig darf man Meßwerte voneinander
subtrahieren, wenn nicht klar ist, daß
wirklich dieselbe Variable gemessen wur-
de. Dies ist das Validitätsproblem der
Veränderungsmessung.

Genauso wie man bei der Berechnung
eines Meßwertes aufgrund von Itemant-
worten zu prüfen hat, ob alle Items die-
selbe Personenvariable messen, so muß
auch bei der Bildung von Differenzwerten
geprüft werden, ob die gemessene Perso-
nenvariable zu beiden Zeitpunkten die-
selbe ist.

Zu einem ‘klassischen’ Problem der Ver-
änderungsmessung ist dieser Sachverhalt
deswegen geworden, weil normalerweise
mit Hilfe der Korrelation zwischen zwei
Variablen geprüft wird, inwieweit beide
Variablen dasselbe messen. Im Falle von
Veränderungen zwischen beiden Meßzeit-
punkten versagt dieses Instrument der
Korrelation, denn die Personenwerte sol-
len sich ja in individuell unterschiedlicher
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Weise verändern (und daher niedrig mit-
einander korrelieren).

Mit der Anwendung von Testmodellen
gibt es andere Möglichkeiten, die Frage
nach der Validität zu beantworten, so daß
dieses Problem lösbar wird.

‘Dasselbe messen’ heißt bei Testmodellen
nichts anderes, als daß sich zwischen den
Zeitpunkten lediglich die Ausprägungen
der Personenvariable verändern dürfen,
alle anderen Modellparameter aber kon-
stant bleiben müssen.

Das bedeutet, man kann die Itemantworten
zum zweiten Testzeitpunkt so behandeln
als wären sie von anderen Personen
hervorgebracht worden. Die Prüfung, ob
die echten Personen (zum ersten Meß-
zeitpunkt) und die virtuellen Personen
(zum zweiten Meßzeitpunkt) gemeinsam
die Bedingungen eines Testmodells erfül-
len, beantwortet dann die Frage, ob Vor-
und Nachtest dasselbe messen.

Konkret ausgedrückt, kann man die
Datenmatrizen von beiden Meßzeitpunk-
ten untereinander schreiben und mit
doppelter Personenanzahl bei gleicher
Itemanzahl die Parameter eines Testmo-
dells schätzen. Dies setzt natürlich voraus,
daß zu beiden Meßzeitpunkten dieselben
Items verwendet wurden.

Dieser Weg zur Untersuchung des Vali-
ditätsproblems ist sowohl bei quantitati-
ven wie bei qualitativen Testmodellen
anwendbar.

Im ersten Fall müssen die Itemparameter
für alle Personen konstant sein, d.h. sie
dürfen sich für die echten und die vir-
tuellen Personen nicht unterscheiden. Das

wäre mit entsprechenden Modellgel-
tungskontrollen zu prüfen (S.U. Kap. 5.).

Items
l..... k

t=1

t=2

Abbildung 119: Reorganisation der Datenmatrix

Im zweiten Fall einer kategorialen Per-
sonenvariable heißt das, daß sich zu
beiden Meßzeitpunkten dieselben Klassen
ergeben müssen. Es müssen sich für Vor-
und Nachtest dieselbe Klassenanzahl und
dieselben Antwortwahrscheinlichkeiten in-
nerhalb der Klassen ergeben. Veränderung
drückt sich dann durch einen Wechsel der
Personen von einer Klasse zu einer ande-
ren Klasse aus.

Im Extremfall kann sich auch ergeben, daß
es beim Nachtest Klassen gibt, die es im
Vortest noch nicht gab, und im Vortest
Klassen gab, die es beim Nachtest nicht
mehr gibt. Ändern sich jedoch die Ant-
wortwahrscheinlichkeiten in den Klassen
zwischen den beiden Meßzeitpunkten, so
ist das Validitätsproblem der Verände-
rungsmessung nicht gelöst: es gibt keinen
Beleg dafür, daß Vor- und Nachtest das-
selbe messen.

Die Voraussetzung dieser Art der
Untersuchung der Validitätsproblematik,
daß nämlich zu beiden Meßzeitpunkten
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dieselben Items verwendet werden, ist sehr
restriktiv. Man kann die Überlegungen
jedoch auf die Situation verallgemeinern,
daß lediglich einige Items im Vor- und
Nachtest identisch sind. Man erhält dann
eine unvollständige Datenmatrix (s. Abb.
120) und die Beantwortung der Validitäts-
frage ruht lediglich auf den jeweiligen
Brückenitems.

Abbildung 120: Unvollständige Datenmatrix

Items, die nur im Vortest oder nur im

Nachtest vorgegeben werden, tragen nichts
zur Klärung der Frage bei, ob Vor- und
Nachtest dieselbe Personenvariable mes-
sen.

 Literatur

Die klassischen Probleme der Verände-
rungsmessung wurden von Bereiter (1963)
und Cronbach & Furby (1970) syste-
matisch behandelt. Verdünnungsformeln
zur Berücksichtigung des Meßfehlers bei
der Veränderungsmessung finden sich in
Lord & Novick (1968). Neuere Darstel-
lungen geben Petermann (1978), Raykov
1994, Renkl & Gruber (1995), Rogossa
(1988), Rogossa et al. (1982) und Willet

 (1989).

Übungsaufgaben:

1. Wie hoch ist die Reliabilität der Dif-
ferenzwerte, wenn Vor- und Nachtest
eine Reliabilität von 0.8 haben und ihre
Korrelation 0.5 beträgt?

2. Wie hoch ist unter den Gegebenheiten
der Aufgabe 1 und der Annahme glei-
cher Varianzen von Vor- und Nachtest
die Korrelation von wahrem Anfangs-
wert und wahrem Differenzwert? Wie
groß muß die Varianz des Nachtests
mindestens sein, damit diese Korrela-
tion positiv wird (die Varianz des
Vortests beträgt l)?

3. Vortest und Nachtest bestehen aus
unterschiedlichen Items und es gibt
keine Brückenitems. Sie haben jedoch
beide Tests zu einem Zeitpunkt, d.h.
ohne Veränderungsmaßnahme, einer
zweiten Personenstichprobe vorgege-
ben. Was tun Sie zur Klärung der Fra-
ge, ob Vor- und Nachtest in der Verän-
derungsstichprobe dasselbe messen?
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3.5.2 Dreifaktorielle Testmo-
delle: Personen, Items und
Zeitpunkte

Die Aufgabenstellung der Veränderungs-
messung wird in diesem Kapitel als die
Verallgemeinerung der Testtheorie von
einer zweidimensionalen Datenstruktur
(Personen x Item-Datenmatrix) auf eine
dreidimensionale Datenstruktur betrachtet
(s. Abb.121).

Abbildung 121: Dreidimensionale Datenstruktur

Diese Verallgemeinerung wird hier nurfür
dichotome Daten dargestellt. Für das
Rasch-Modell zeigt sich dabei, daß es
nicht nur eine Verallgemeinerung gibt,
sondern je nach den getroffenen Annah-
men ein System von 8 Testmodellen für
dreifaktorielle Datenstrukturen resultiert.
Dieses System wird im folgenden be-
schrieben, beginnend mit dem einfachsten
und zugleich restriktivsten Modell.

Das Rasch-Modell läßt sich derart auf 3
Faktoren erweitern, daß man neben der
Personenfähigkeit und der Itemschwie-
rigkeit einen dritten Parameter, den Zeit-
punkteffekt 6, (delta) einführt.

Der Zeitpunktparameter 6, beschreibt den
Einfluß des Meßzeitpunktes auf die Lö-
sungswahrscheinlichkeit, der bei allen

Personen und bei allen Items als gleich
groß angenommen wird. Man bezeichnet
dieses Veränderungsmodell daher auch als
das Modell globaler Veränderungen, weil
die Veränderung weder spezifisch für ein-
zelne Personen noch spezifisch für einzel-
ne Items ist.

Aus Symmetriegründen werden in diesem
Unterkapitel alle Modellparameter mit
einem Pluszeichen verknüpft. Es handelt
sich bei Ei somit um die Itemleichtigkeit,
statt -Schwierigkeit. Entsprechend be-
schreibt der Zeitpunktparameter 6, die
Leichtigkeit des Tests zum Zeitpunkt t.

Führt man z.B. im Rahmen einer Studie
zum Therapieverlauf in jeder Woche den-
selben Test durch, so beschreibt 6, die
‘Leichtigkeit’ des Tests in der t-ten Thera-
piewoche und kann als globales Maß für
den Therapieverlauf bei allen Patienten
interpretiert werden.

Eine allgemeinere Bezeichnung des Mo-
dells (1) lautet dreifaktorielles Rasch-
Modell, da es nicht auf Zeitpunkte als
dritten Faktor beschränkt ist, sondern z.B.
auch unterschiedliche Situationen als drit-
ten Einflußfaktor berücksichtigen kann.

In Analogie zur Terminologie der Va-
rianzanalyse kann man das Modell auch
als Haupteffektmodell bezeichnen.

Die Analogie zur Varianzanalyse ergibt
sich dadurch, daß man den Datenkubus
(vgl. Abb. 121) als dreifaktoriellen Ver-
suchsplan betrachtet mit den 3 unabhän-
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gigen Variablen: Personen, Items und
Zeitpunkte. Da in dem Logit-Modell, in
das sich Gleichung (1) umschreiben läßt
(vgl. Kap. 3.1.1.2.2),

keinerlei Wechselwirkungen zwischen den

Modell (1) stellt insofern die konsequen-
teste Art einer dreifaktoriellen Verallge-
meinerung des Rasch-Modells dar, als
auch hier die verschiedenen Einflüsse auf
das Antwortverhalten voneinander sepa-
riert werden. Andererseits ist es äußerst
restriktiv, da es annimmt, daß Verände-
rung für alle Personen und Items in glei-
chem Ausmaß stattfindet.

Nimmt man demgegenüber an, daß sich
jede Person in unterschiedlichem Ausmaß
verändert, so benötigt man ein Modell, das
eine Wechselwirkung zwischen Personen
und Items zuläßt. Statt der beiden Haupt-
effekt-Parameter 8, und 6, wird ein dop-
pelt indizierter Parameter 6,, eingeführt, so

daß sich für den Exponenten CXvi, in der

dreifaktoriellen logistischen Modellstruk-
tur

die additive Zerlegung

ergibt. In diesem Modell beschreibt der
Parameter 6,, die Ausprägung der Per-
soneneigenschaft zum Zeitpunkt t. Das

Modell bildet personenspezifische Verän-
derungen ab.

In dem Beispiel einer Studie zum Thera-
pieverlauf erhält man für jede Person in
jeder Woche einen Eigenschaftsparameter,
mit denen sich die individuellen Therapie-
verläufe darstellen lassen.

Im Hinblick auf die Schätzung seiner
Parameter läßt sich dieses Modell auf das
normale zweifaktorielle Rasch-Modell re-
duzieren, indem man die Personen zu
jedem weiteren Zeitpunkt als virtuell neue
Personen handhabt, d.h. die Datenmatri-
zen untereinander anordnet.

Abbildung 122: Datenorganisation für personen-
spezifische Veränderungen

Auf diese Weise wird ein Satz von
Itemparametern geschätzt, der für alle
Personen und alle Zeitpunkte gilt, jedoch
wird für jede Person für jeden Zeitpunkt
ein neuer Eigenschaftsparameter geschätzt.

Damit entspricht dieses Modell personen-
spezifischer Veränderung den Überlegun-
gen, die im vorangegangenen Kapitel über
die klassischen Probleme der Verände-
rungsmessung angestellt wurden. Insbe-
sondere sind Differenzen der geschätzten
8,,,,-Parameter  zwischen den Zeitpunkten
relativ unreliabel, negativ mit dem ersten
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Zeitpunktparameter korreliert und nur
valide interpretierbar, wenn tatsächlich die
Itemparameter für alle echten und vir-
tuellen Personengruppen konstant sind.
Letzteres ist bei der Modellanwendung zu
prüfen.

Die übrigen 6 Veränderungsmodelle erge-
ben sich, wie Modell (2), durch Berück-
sichtigung verschiedener Wechselwirkun-
gen zwischen je zwei der drei Einfluß-
faktoren.

Geht man davon aus, daß die Veränderung
nicht personenspezifisch ist, aber die ein-
zelnen Items in unterschiedlichem Ausmaß
von der Veränderung betroffen sind, so
ergibt sich das folgende Veränderungs-
modell

Es enthält mit dem (Jit  Parameter einen
Leichtigkeitsparameter für jedes Item zu
jedem Zeitpunkt, ist also in der Lage,
itemspezifische Veränderungen in Form
von Differenzen dieser Parameter abzu-
bilden.

Bei einem Test zur Kontrolle des Thera-
pieverlaufs könnte es sich z.B. um einen
Symptomfragebogen handeln, wobei sich
die erfaßten Symptome während der The-
rapie in unterschiedlichem Ausmaß verän-
dern. Der Therapieverlauf kann dann mit-
tels der Parameter (Tit  in Form von symp-
tomspezifischen Veränderungsverläufen
dargestellt werden.

Auch dieses Modell läßt sich auf das
normale zweifaktorielle Rasch-Modell re-
duzieren, wenn man die Items zu jedem
Testzeitpunkt als virtuell neue Items auf-

faßt, d.h. die Datenmatrizen nebenein-
ander schreibt.

Abbildung 123: Datenorganisation für itemspezi-
fische Veränderungen

Jede Veränderung wird hier durch eine
Veränderung der Itemleichtigkeiten erfaßt,
und die Personeneigenschaften bleiben
konstant über alle Zeitpunkte.

Das dritte Modell mit einem Wechselwir-
kungsparameter ist das folgende:

in dem die Veränderung mit dem Para-
meter 6, global erfaßt wird, aber eine
Wechselwirkung zwischen Personen und
Items erlaubt ist. In diesem Modell wird
das Grundprinzip von Rasch-Modellen
aufgegeben, nämlich die Personenein-
flüsse von den Itemeinflüssen zu se-
parieren. Es stellt somit keine Anforde-
rungen an die Homogenität des Itemma-
terials, setzt aber voraus, daß sich die Ver-
änderungen gleichmäßig auf jede Person x

Item-Kombination auswirken.

Dieses Modell ist praktisch nur an-
wendbar, wenn man auf die Schätzung der
Wechselwirkungsparameter 8,i verzichtet.
Das bedeutet, sie werden bei der Pa-
rameterschätzung der 6, Parameter durch
ihre erschöpfenden Statistiken ersetzt (vgl.
Kap. 3.1.1.2.2). Die Grundstruktur dieses
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Modells liegt dem sogenannten linear-
logistischen Testmodell mit abgeschwäch-
ten Annahmen (LLRA wie relaxed
assumptions) zugrunde, das in Kapitel
3.5.4 ausführlicher behandelt wird.

In dem Beispiel der Therapiestudie würde
Modell (4) es ermöglichen, den globalen
Therapieeffekt von Woche zu Woche zu
quantifizieren, auch wenn der eingesetzte
Fragebogen gar nicht homogen im Sinne
des Rasch-Modells ist. Das heißt, bei den
Patienten kann das Muster der Symptome
sehr unterschiedlich sein, so daß es keine
konstanten Itemschwierigkeiten für alle
Personen gibt. Das Modell (4) ermöglicht
trotzdem eine Quantifizierung des Thera-
pieverlaufs, sofern sich die Maßnahmen
auf alle Personen und alle Symptome glei-
chermaßen auswirken.

Neben diesen drei Modellen mit jeweils
einer Wechselwirkung zwischen zwei
Faktoren gibt es auf der nächsten Ver-
allgemeinerungsstufe drei Modelle mit je
zwei Wechselwirkungsparametern. Das
erste dieser Modelle realisiert eine Kom-
bination von itemspezifischen und per-
sonenspezifischen Veränderungen:

Angewendet auf das Therapie-Beispiel be-
sagt dieses Modell, daß die Therapie-
erfolge symptomspezifisch sind, wobei
sich der symptomspezifische Verlauf für
die oit-Parameter darstellen läßt. Zudem
gibt es aber auch individuelle Unterschie-
de im Therapieerfolg, was in den Verläu-
fen der Eigenschaftsparameter 6,, zum
Ausdruck kommt. Insgesamt gesehen, ist
es ein sehr wenig restriktives Modell, das
aber fragwürdig in seiner Anwendung ist.

Da im Vergleich zum normalen Rasch-
Modell sowohl Itemparameter wie Per-
sonenparameter einen zweiten Index, t,
haben, erhält man die Parameter dieses
Modells, indem man für jeden Zeitpunkt
getrennt die Parameter des normalen
Rasch-Modells schätzt: Alle Personen
haben zu jedem neuen Zeitpunkt andere
Fähigkeiten und stellen daher virtuell neue
Personen dar. Ebenso haben alle Items zu
jedem Zeitpunkt andere Leichtigkeiten
und stellen somit virtuell neue Items dar.

Abbildung 124: Datenorganisation für item- und
personenspezifische Veränderungen

Es gibt bei dieser Datenstruktur keinen
Zusammenhang mehr zwischen den Zeit-
punkten und damit auch kein Gesamt-
modell mehr für die gesamte Datenstruk-
tur. Insbesondere ist das Validitätspro-
blem, d.h. die Frage, ob zu jedem Zeit-
punkt noch dasselbe gemessen wird, bei
diesem Modell nicht mehr lösbar. Jedoch
ist das Modell anwendbar, da seine
Parameter geschätzt werden können.

Schwieriger sieht es bei den beiden ande-
ren Modellen mit doppelter Wechselwir-
kung aus. Nimmt man sowohl eine Wech-
selwirkung von Personen und Items als
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auch von Personen und Zeitpunkten an, so
ergibt sich das Modell:

Hier sieht man allein schon an der Anzahl
der zu schätzenden Parameter, daß das
Modell praktisch nicht anwendbar ist: Jede
Person erhält hier so viele Eigenschafts-
parameter wie es Items und Zeitpunkte
gibt.

Etwas weniger Parameter enthält das dritte
Modell auf dieser Verallgemeinerungs-
stufe:

Es bildet mit dem Parameter ‘3it item-
spezifische Veränderungen ab und gibt
gleichzeitig die Annahme der Itemhomo-
genität für alle Personen auf, da es einen
Wechselwirkungsparameter zwischen Per-
sonen und Items enthält. In diesem Modell
gibt es praktisch keinen Zusammenhang
zwischen den Items mehr: sowohl die Per-
soneneigenschaften als auch die Verän-
derungen sind itemspezifisch. Als Konse-
quenz lassen sich die Parameter dieses
Modells schätzen, indem man für jedes
Item getrennt eine Personen x Zeitpunkte
Matrix aufstellt und darauf das normale
zweifaktorielle Rasch-Modell anwendet:

Abbildung 125: Datenorganisation für Modell (7)

Die Itemparameter entsprechen dabei den
Zeitpunktparametern des Modells (7).
Auch wenn bei diesem Modell jedes ein-

zelne Item wie ein eigener Test behandelt
wird, hat das Modell interessante Anwen-
dungsfelder. Im Beispiel der Therapie-
studie beschreiben die oit-Parameter den
‘globalen’, d.h. für alle Patienten gleichen
Verlauf der Veränderungen jedes einzel-
nen Symptoms. Die Ausprägung des
Symptoms kann dabei für jede Person
unterschiedlich sein.

Als achtes Modell in dieser Systematik
ergibt sich ein Modell mit drei Wechsel-
wirkungsparametern:

(8)

Wie bereits Modell (6), so ist auch dieses
Modell praktisch nicht anwendbar und
vervollständigt lediglich das System, wel-
ches in Abbildung 126 dargestellt ist.

Abbildung 126: Das System der 8 dreifaktoriellen
Veränderungsmodelle

Die Abbildung zeigt die vier Ebenen der
Verallgemeinerung und verbindet solche
Modelle miteinander, von denen das dar-
unter stehende ein Spezialfall des darüber
liegenden ist. Solche Relationen sind
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wichtig, wenn man Modellgeltungskon-
trollen vornehmen will, in denen ein spe-
zifischeres Modell gegen ein allgemeine-
res getestet wird (S.U. Kap. 5.).

Dieses System läßt sich auch für ordinale
Rasch-Modelle verallgemeinem, was hier
jedoch nicht nachvollzogen werden soll.

Für Testmodelle mit kategorialer Per-
sonenvariable, also für qualitative Testmo-
delle reduziert sich dieses System auf
lediglich drei unterschiedliche Modelle, da
Wechselwirkungen zwischen Personen
und Items bei latent-class Modellen ohne-
dies enthalten sind (alle Items haben für
jeden Wert der Personenvariable unter-
schiedliche Leichtigkeiten). Es entfallen
somit die Modelle 4, 6, 7 und 8.

Auch das restriktivste Modell (1) mit glo-
baler Veränderung ist nicht auf qualitative
Testmodelle übertragbar: Da bei diesen
Modellen die Items einen quantitativen
Parameter haben, die Personen aber einen
kategorialen, kann globales Lernen nicht
als für alle Personen konstante Ver-
änderung definiert werden.

Hingegen sind die Konzepte von item-
spezifischer Veränderung und perso-
nenspezifischer Veränderung sehr wohl
auf qualitative Testmodelle übertragbar.
Das Analogon zu Modell (3) mit item-
spezifischer Veränderung bedeutet, daß
sich die klassenspezifischen Itemlösungs-
wahrscheinlichkeiten von Zeitpunkt zu
Zeitpunkt verändern, während die Per-
sonenvariable, also die Klassenzugehörig-
keit, konstant bleibt. Daraus ergibt sich
das Klassenmodell

Die Parameter dieses Modells können
wiederum dadurch geschätzt werden, daß
die Datenmatrizen nebeneinander gestellt
werden und die Items zu jedem neuen
Testzeitpunkt als virtuell neue Items be-
handelt werden (s. Abb. 123). Die ermit-
telte Klasseneinteilung gilt dann für alle
Items und Testzeitpunkte, d.h. die Per-
sonen wechseln nicht die Klassenzuge-
hörigkeit von Zeitpunkt zu Zeitpunkt. Ver-
änderung bedeutet in diesem Modell, daß
sich innerhalb der Klassen die Lösungs-
wahrscheinlichkeiten ändern.

Demgegenüber läßt sich personenspezifi-
sche Veränderung in Klassenmodellen als
Klassenwechsel beschreiben, wobei die
Lösungswahrscheinlichkeiten innerhalb
der Klassen über die Zeitpunkte hinweg
konstant bleiben:

Der Parameter xgt bezeichnet hier die
Größe der Klasse g zum Zeitpunkt t.

Die Parameter dieses Modells lassen sich
dadurch schätzen, daß man die Daten-
matrizen untereinander schreibt, d.h. die
Personen zu jedem neuen Zeitpunkt als
virtuell neue Personen behandelt (vgl.
Abb. 122). Damit werden die klassen-
spezifischen Lösungswahrscheinlichkeiten
über alle Zeitpunkte konstant gehalten,
während sich Veränderung im Klassen-
wechsel ausdrückt.

Auf diese Weise erhält man nur die über
alle Zeitpunkte gemittelten Klassen-
größenparameter 7cg. Wie groß die Klassen
zu jedem Zeitpunkt sind, xgt,  läßt sich
über die individuellen Zuordnungswahr-
scheinlichkeiten berechnen.
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Das Analogon zu Modell (5) mit itemspe-
zifischen und personenspezifischen Verän-
derungen entspricht wiederum der ge-
trennten Anwendung der latent-class
Analyse auf jeden Testzeitpunkt. Die
Validitätsproblematik ist auch hier nicht
gelöst, da sich zu jedem Testzeitpunkt
nicht nur neue Klassenzugehörigkeiten der
Personen ergeben, sondern auch qualitativ
andere Klassen.

Die Verallgemeinerung von kategorialen
und quantitativen Testmodellen auf die
dreifaktorielle Datenstruktur der Verände-
rungsmessung ist somit prinzipiell mög-
lich. Sie führt bei quantitativen Modellen
zu einem System von 8, bei kategorialen
Modellen lediglich zu 3 Veränderungsmo-
dellen. Bei den meisten Modellen ist die
Parameterschätzung durch eine entspre-
chende Reorganisation des Datenkubus zu
einer Datenmatrix möglich.

Literatur

Das System der 8 quantitativen Verän-
derungsmodelle wurde von Rost & Spada
(1983) beschrieben. Das dreifaktorielle
Rasch-Modell (1) ist von Micko (1970)
und Fischer (1974) behandelt worden. Das
personenspezifische Modell (2) diskutiert
Embretson (1991) und Modell (4) ist ein
Spezialfall des LLRA von Fischer (1989,
Fischer & Formann 1982b). Rost (1989)
geht auf die Übertragung des Konzeptes
item- und personenspezifischer Lerneffek-
te auf Klassenmodelle ein. Meiser et al.
( 1995) verglichen Veränderungsmodelle
mit quantitativer und kategorialer latenter
Variable

Übungsaufgaben

1. Sie lassen von 50 Personen über 2 Mo-
nate hinweg täglich die allgemeine
Lebenszufriedenheit hinsichtlich der 3
Bereiche ‘Beruf, ‘Freizeit’ und ‘Part-
nerschaft’ auf einer 2-stufigen Skala
(hoch-niedrig) beurteilen. Um den ‘Wo-
chenendeffekt’ zu untersuchen, wenden
Sie Modell (7) an. Wieviele Parameter
müssen Sie schätzen?

2. Wir würden Sie die Daten aus Aufgabe
1 mit einem Klassenmodell auswerten?
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3.5.3 Dynamische Modelle:
Lernen während der Testbear-
beitung

Eine ganz andere Sichtweise der Ver-
allgemeinerung von Testmodellen in Rich-
tung auf Veränderungsmessung stellt die
Berücksichtigung von Veränderungen oder
Lernen während der Testbearbeitung dar.
Hier wird nicht die Datenstruktur auf
einen dreidimensionalen Kubus erweitert,
sondern Veränderung oder Lernen findet
zwischen den Items, sozusagen von Item
zu Item statt. Die Konstanz der Personen-
eigenschaft während des ganzen Tests
wird nicht mehr vorausgesetzt, weshalb
solche Modelle dynamische Modelle
heißen.

Auch diese Lernprozesse können itemspe-
zifisch, personenspezifisch oder global
konzipiert werden (s. vorangehendes Ka-
pitel). Daran orientiert sich auch die
Einteilung der folgenden Unterkapitel. In
ihnen werden ausschließlich quantitative
Testmodelle behandelt, da die Verände-
rung einer kategorialen Personenvariable
von Item zu Item schwierig zu realisieren
und zu interpretieren ist.

3.5.3.1 Personenspezifisches Ler-
nen

Die Konzeption des hier vorgestellten
Modells geht auf die Idee sogenannter
Lerntests zurück. In Lerntests wird ver-
sucht, die Veränderung der Personenfähig-
keit während der Testbearbeitung als
Indikator für die individuelle Lernfähigkeit
zu messen. Dies setzt natürlich voraus,
daß der Lerngewinn von Item zu Item
personenspezifisch parametrisiert wird.
Das bedeutet, daß neben dem Fähigkeits-
parameter ein zweiter Personenparameter

einzufuhren ist, der das Ausmaß des
Lerngewinns durch die Bearbeitung eines
Items ausdrückt.

Beispiel

In einem Test, der aus 10 Items besteht,
haben zwei Personen A und B die fol-
genden Antwortvektoren:

A: (0110110100)
B: (0000011111)

Beide Personen haben insgesamt 5 Items
gelöst, also auch dieselbe Fähigkeits-
ausprägung. Die Lernfähigkeit beider Per-
sonen unterscheidet sich jedoch, denn
offensichtlich hat Person B am Anfang
sehr große Schwierigkeiten mit der Lö-
sung der Items gehabt, dann aber dazuge-
lernt und die restlichen 5 Items mit hoher
Lösungswahrscheinlichkeit bearbeitet.

Genau diesen Sachverhalt soll ein zweiter
Personenparameter 6, abbilden, der umso
höher sein soll, je mehr Items gegen Ende
des Tests im Vergleich zum Testbeginn
gelöst werden.

In dem folgenden Testmodell ist diese
Idee eines Lernfähigkeitsparameters reali-
siert:

Der Lernfähigkeitsparameter 6, trägt zur
Lösung des ersten Items gar nichts bei
(i-l = 0), während er zur Lösung des
zehnten Items mit dem Faktor 9 beiträgt.
Der Parameter 6, bewirkt, daß die
Lösungswahrscheinlichkeit von Item zu
Item um einen konstanten Betrag erhöht
wird, sofern er positiv ist. Ist er negativ,
verringert er die Lösungswahrscheinlich-
keiten von Item zu Item, man könnte ihn
z.B. als Ermüdungsparameter interpretie-
ren.
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Der ‘Bonus’ 6,, der der Personenfähigkeit
8, zugeschlagen wird, richtet sich allein
nach der Position des Items i, welche in
der hier benutzten Notation seiner Item-
nummer entspricht. Der Lernparameter 6,
erfaßt also personenspezifisches Lernen,
ist aber nicht itemspezifisch, da der Betrag
des Lerneffektes unabhängig vom jewei-
ligen Item ist.

Aufgrund seines Koeffizienten (i-l)
drückt der Parameter 6, nicht den Lern-
gewinn infolge der Bearbeitung des gan-
zen Tests sondern nur eines einzelnen
Items aus. Dieser Lerngewinn ist zudem
unabhängig davon, ob ein Item gelöst
wurde oder nicht. Die Lernvorgänge, die
mit diesem Modell erfaßt werden, sind
daher nicht reaktionskontingent, d.h. von
den Reaktionen der Personen abhängig,
sondern nur von der Anzahl bearbeiteter
Items (vgl. Kap. 3.5.3.3).

Wie auf alle Modelle mit personen-
spezifischem Lernen treffen auch hier die
Probleme der Veränderungsmessung -
wenn auch in abgewandelter Form - zu.
Die Meßgenauigkeit beider Personen-
parameter ist geringer, und der Meßfehler
beider Parameterschätzungen ist korreliert,
was auch zu einer Beeinflussung der
Korrelation beider Parameterschätzungen
führt. Auch die Validitätsfrage stellt sich
hier, denn ein Test mißt bei einer Person,
die während der Bearbeitung nichts dazu-
lernt, nicht unbedingt dasselbe wie bei
einer Person, die während der Testbe-
arbeitung sehr viel dazulernt.

Insbesondere aus Gründen der Meß-
genauigkeit haben Klauer und Sydow
(1992) darauf verzichtet, die beiden Perso-
nenparameter einzeln zu schätzen. Sie
haben vielmehr mit Hilfe einer Vertei-
lungsannahme bezüglich beider Personen-
variablen versucht, die Korrelation der

Statusfähigkeit 8, und der Lernfähigkeit
6, meßfehlerbereinigt zu schätzen.

Konkret sieht das so aus, daß die An-
nahme einer bivariaten Normalverteilung
von 8 und 6 getroffen wird, und anstelle
der einzelnen Personenparameter die 5
Parameter dieser bivariaten Normalver-
teilung geschätzt werden.

Die bivariate Normalverteilung

Die bivariate Normalverteilung ist die
zweidimensionale Verallgemeinerung der
Gauss’schen Glockenkurve (vgl. Abb. 3).
Ihr Funktionsgraph sieht wie ein ein-
gipfliger Berg aus:

Abbildung 127: Die bivariate Normalverteilung

Die 5 Parameter der bivariaten Normal-
verteilung sind die Mittelwerte und
Standardabweichungen der beiden univa-
riaten Verteilungen (hier: von 8 und 6)
sowie die Korrelation beider Variablen.
dieser Korrelationsparameter sagt etwas
über die Frage aus, wie hoch Lernfähigkeit
und Statusfähigkeit miteinander korreliert
sind, und zwar unabhängig von dem ver-
zerrenden Einfluß des Meßfehlers einzel-
ner Personenparameter.
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Die Schätzung der Korrelation von Status-
und Lernfähigkeit mittels einer bivariaten
Verteilungsannahme stellt einen sehr ele-
ganten Weg dar, die Problematik der meß-
fehlerbedingten Korreliertheit beider
Maße zu umgehen (vgl. Kap. 3.5.1.2).

Bei der Anwendung dieses Testmodells ist
darauf zu achten, daß während der Test-
bearbeitung auch Maßnahmen getroffen
werden, die tatsächlich eine Steigerung
der Fähigkeit erwarten lassen. Ein Bei-
spiel hierfür ist die Rückmeldung über die
Richtigkeit der Lösung nach jedem Item
oder gar die Angabe des richtigen Lö-
sungsweges.

3.5.3.2 Itemspezifisches Lernen

Im Unterschied zum vorangehenden Kapi-
tel wird hier nicht angenommen, daß die
Personen über unterschiedliche Lern-
fähigkeiten verfugen, sondern daß von den
Items ein unterschiedlicher Lerneffekt
ausgeht bzw. sich ein Lerneffekt bei den
Items in unterschiedlicher Weise mani-
festiert: Der Lerneffekt ist abhängig da-
von, welches Item bearbeitet wird, und er
erhöht nicht die Lösungswahrscheinlich-
keit für jedes andere Item gleichermaßen.

Diese Art von Lernen läßt sich mit Hilfe
des linear-logistischen Testmodells (S.O.
3.4.1) abbilden, da sich die Lerneffekte als
eine lineare Verschiebung der Schwierig-
keiten bestimmter Items ausdrucken las-
sen. Die Modellgleichung des LLTM lau-
tet (vgl. Kap. 3.4.1):

Um daraus ein Veränderungsmodell mit
itemspezifischen Lerneffekten zu machen,
muß in der Q-Matrix spezifiziert werden,
welcher Lerneffekt von welchem Item
ausgeht und auf welches Item wirkt.

Beispiel

Die folgende Q-Matrix beschreibt einen
Test, der 7 Items umfaßt (= Anzahl der
Zeilen), und in dem zwei unterschied-
liche Lerneffekte wirksam werden:

Die ersten sieben Spalten dieser Q-
Matrix drucken aus, daß die Itempara-
meter der 7 Items unbekannt sind, d.h. es
wird für jedes Item ein eigener Basispa-
rameter TJj  geschätzt.

In der achten Spalte ist ein Parameter für
den Lerneffekt spezifiziert, der von Item
1, 4 und 6 ausgeht und jeweils auf alle
nachfolgenden Items wirkt. Die q-Ge-
wichte haben ein negatives Vorzeichen.
da der zugehörige Basisparameter die
Atemschwierigkeiten verringern, also die
Lösungswahrscheinlichkeiten erhöhen
soll (die Basisparameter gehen in Formel
(1) als Subtrahend ein). Spalte 8
beschreibt also einen itemspezifischer
Lerneffekt, der nur von bestimmter
Items ausgelöst wird, aber auf alle
nachfolgenden wirkt.
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Demgegenüber spezifiziert die neunte
Spalte einen Parameter, bei dem ein
Lerneffekt nur von den ungeraden Items
ausgeht und jeweils auch nur auf die
ungeraden Items, also das 3., 5. und 7.
Item wirkt. Alle geradzahligen Items
sind von diesem Lerneffekt unberührt.

Dieses Beispiel illustriert, wie man mit
Hilfe des LLTM Annahmen über itemspe-
zifisches Lernen während der Testbear-
beitung als präexperimentelle Hypothese
formalisieren kann. Die Stärke dieses
Lerneffektes wird in Form eines Basis-
parameters geschätzt.

Das obige Beispiel hat jedoch einen
Haken, denn die Q-Matrix im LLTM darf
keine linear abhängigen Spaltenvektoren
enthalten (vgl. Kap. 3.4.1). Es stellt eine
mathematische Gesetzmäßigkeit dar, daß
in einer Matrix nur dann alle Spalten
linear unabhängig sein können, wenn es
mehr Zeilen als Spalten gibt. Das
wiederum bedeutet, daß die Einführung
von itemspezifischen Lerneffektparame-
tern nur möglich ist, wenn man zugleich
die Itemparameter auf eine geringere An-
zahl von Itemkomponenten zurückführt,
wie es in Kapitel 3.4.1 dargestellt ist.

Dieses Erfordernis hört sich gravierender
an als es ist: wenn man schon itemspezi-
fische Lerneffekthypothesen hat, so be-
ruhen diese oft auf bestimmten Struk-
turannahmen bezüglich der Items dieses

Beispiel

Das obige Beispiel kann dahingehend er-
gänzt werden, daß im Lösungsweg der
Items 1, 4 und 6 eine Denkoperation ent-
halten ist, deren Ausführung die Grund-
schwierigkeit der Items 2 bis 7 verrin-
gert. Alle Items mit ungerader Nummer
erfordern eine zweite Denkoperation,
deren Ausführung nur einen Lerneffekt
auf die Schwierigkeit derselben Denk-
operation hat. Aus diesen Annahmen
resultiert die Q-Matrix:

j =

Danach bezeichnet der Basisparameter
'Ij für j=

1: die Grundschwierigkeit der Items 2
bis 7

2: die Schwierigkeit der ersten Denk-
operation

3: die Schwierigkeit der zweiten Denk-
operation

4: den Lerneffekt der ersten Denkope-
ration

5: den Lerneffekt der zweiten Denkope-
ration.

Tests. Der Schritt, aus diesen strukturellen Auch wenn dieses Beispiel ohne eine
Annahmen auch Itemkomponenten abzu- inhaltliche Benennung von Denkopera-
leiten, ist dann nicht mehr groß. Diese tionen konstruiert wurde, macht es die
Itemkomponenten sind anstelle der Item- Idee deutlich, itemspezifische Lerneffekte
Parameter in der Q-Matrix zu spezifi- während der Testbearbeitung mit der
zieren. Komponentenzerlegung von Itemschwie-

rigkeiten (Kap. 3.4.1) zu verbinden. Man
kann in diesem Fall statt von itemspe-
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zifischen Lerneffekten auch von opera- personenunspezifisch, d.h. er gilt für alle
tionsspezifischen Lerneffekten sprechen. Personen gleichermaßen.

3.5.3.3 Globales reaktionskontin-
gentes Lernen

In beiden vorangehenden Unterkapiteln
sind die Lerneffekte unabhängig davon, ob
eine Person ein Item tatsächlich gelöst hat
oder nicht. Das Lernen findet in diesem
Fall reaktionsinkontingent statt, d.h. unab-
hängig vom tatsächlichen Verhalten in
diesem Test.

In den meisten Lerntheorien geht man
dagegen davon aus, daß Lernen in Ab-
hängigkeit vom tatsächlichen bisherigen
Verhalten stattfindet, d.h. daß ein Lern-
effekt anders ausfallt, wenn man ein Item
gelöst hat, als wenn man es nicht gelöst
hat.

Generell sind beide Richtungen denkbar,
nämlich daß man nur dann lernt, wenn
man ein Item gelöst hat, weil man ein
‘reinforcement’ (dt. eine Verstärkung)
aufgrund der gelungenen Lösung erhält.
Es ist aber auch denkbar, daß man ein
Lerneffekt nur bei nicht-gelösten Aufga-
ben erzielt, denn nur bei solchen gibt es
noch etwas zu lernen, z.B. durch die nach-
trägliche Mitteilung des korrekten Lö-
sungsweges. Wie dem auch sei, Lernen
findet oft reaktionskontingent statt, d.h. in
Abhängigkeit davon, ob ein Item gelöst
wird oder nicht.

In diesem Kapitel geht es um ein Test-
modell, das reaktionskontingentes Lernen
als globales Lernen erfaßt. Dieser Lern-
effekt ist itemunspezifisch, da er nicht
davon abhängt, welche Items gelöst wur-
den, sondern nur wie viele. Zudem ist er

Ein historischer Exkurs

Historisch gehen die Überlegungen zu
einem solchen Modell auf Arbeiten vor
Kempf (1974) zurück, der folgende Mo-
dellgleichung als Ansatz für ein dynami-
ches Modell mit reaktionskontingenten
Lernen untersuchte

In dieser Gleichung bezeichnet 5, (ksi)
einen (delogarithmierten) Personenpara-
meter, Ei (epsilon) einen (delogarithmier-
ten) Itemparameter und vr den Lerneffekt
er damit verbunden ist, bei den voran-
gegangenen Items genau r-mal eine rich-
tige Lösung erzielt zu haben.

Diese Gleichung sieht zunächst gar nicht
ach einem verallgemeinerten Rasch.
Modell aus, ist es aber. Um dies zu ver-
stehen, muß man eine Umformung des
Rasch-Modells zu Hilfe nehmen, in den
ie exponentiellen Parameter 8, und CJ
durch multiplikative Parameter 5, und E
ersetzt werden. Aus der Transformation

ergibt sich nach Einsetzen in die Glei-
chung des Rasch-Modells (s. Kap
 3.1.1.2.2) die multiplikative Version des
Rasch-Modells:



282 3. Testmodelle

Multipliziert man Zähler und Nenner mit
$9 so ergibt sich das nur scheinbar
additive, aber in Wirklichkeit immer noch
multiplikative Rasch-Modell:

Die Idee des dynamischen Testmodells
von Kempf bestand darin, in der gleichen
Weise wie im Nenner Personenfähigkeit
mit Itemschwierigkeit verknüpft ist, im
Zähler die Personenfähigkeit mit einem
‘Bonus’ zu verknüpfen, der den Lerneffekt
infolge von r richtigen Itemlösungen im
bisherigen Test ausdrückt, siehe Glei-
chung (1).

Dieses Modell erwies sich als schwer
praktikabel, d.h. die Parameter waren
schwer zu schätzen, und es gab auch
Interpretationsprobleme.

Dieselbe Idee eines reaktionskontingenten
dynamischen Lernmodells ist jedoch in
der üblichen exponentiell additiven Form
im folgenden Modell realisiert, das von
Verhelst und Glas (1993) publiziert
wurde:

In diesem Modell drückt ßri den Lerneffekt
aus, den man aufgrund von r richtigen
Beantwortungen vor Item i erzielt. Wie-
derum stellt ßri eine Art Bonus dar, der die
Personenfähigkeit 8, in Abhängigkeit von
der Anzahl bisheriger richtiger Lösungen
erhöht. Dieser Effekt ist nicht personen-
spezifisch und nur insofern itemspezifisch,
als die Auswirkung auf das nachfolgende
Item für jedes Item unterschiedlich sein
kann.

Das schwierige Problem der Parame-
terschätzung, das bei der erstgenannten
Version nicht befriedigend lösbar war, hat
in diesem Modellansatz eine überraschend
einfache Lösung. Mit Hilfe von virtuellen
Items lassen sich die Parameter dieses
Modells nämlich im Rahmen des linear-
logistischen Testmodells (LLTM, s. Kap.
3.4.1) berechnen. Wie diese virtuellen
Items zu konstruieren sind, zeigt das
folgende Beispiel.

Beispiel

In dem Beispiel sind 3 reale Items darge-
stellt, die insgesamt 8 unterschiedliche
Antwortpattern erzeugen können. Jede
Person weist eines dieser 8 Antwort-
pattern auf. Nun werden statt der 3
tatsächlichen Items 6 virtuelle Items
gebildet, die in folgender Tabelle wie-
dergegeben sind.

Die erste dieser sechs Spalten ist iden-
tisch zum realen Item 1, d.h. eine Person
bekommt immer dann eine 1, wenn sie
das erste Item tatsächlich gelöst hat. Hier
konnte noch kein Lernen stattfinden.

Das zweite Item wird in zwei virtuelle
Items transformiert. So bekommt jede
Person in der zweiten Spalte eine 1,
wenn sie das zweite reale Item tat-
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sächlich gelöst hat und zuvor 0 richtige
Lösungen aufwies. Sie bekommt eine 0,
wenn sie das zweite Item nicht gelöst hat
und zuvor 0 richtige Lösungen aufwies.
In allen anderen Fällen bekommt sie
Sternchen.

Sternchen werden wie ‘missing-data’ (dt.
fehlende Daten) behandelt, d.h. Perso-
nen, die das erste Item gelöst haben,
haben das zweite virtuelle Item gar nicht
bearbeitet.

Analog sind die weiteren vier Spalten
konstruiert, so daß die virtuellen Items
die Lösungen der realen Items wider-
spiegeln, jedoch unter der Bedingung
einer bestimmten Anzahl vorher gelöster
Aufgaben.

Für die so definierten sechs virtuellen
Items erhält man Parameterschätzungen,
die die Schwierigkeit dieses Items aus-
drücken - jeweils differenziert nach der
Anzahl vorher gelöster Items. Ist das dritte
virtuelle Item z.B. um 0.5 Einheiten leich-
ter als das zweite virtuelle Item, so drückt
dieser Wert 0.5 den Lerngewinn einer
richtigen Lösung des ersten Items aus.

Einerseits handelt es sich hierbei um item-
spezifisches Lernen, denn der Effekt einer
bestimmten Anzahl richtiger Lösungen
wird getrennt für jedes Item parametrisiert.
Andererseits ist der Effekt auch item-
unspezifisch, denn für die Größe des Lern-
effekts spielt es keine Rolle, welche Items
zuvor gelöst wurden.

Um dieses Modell auf Daten anwenden zu
können, bedarf es der Transformation der
realen Items in virtuelle Items und eines
Computerprogramms, das mit sogenann-
ten missing-data umgehen kann. Da dies
in der allgemeinen Version des linear-

283

logistischen Testmodells (LLTM) vorge-
sehen ist, stellt Modell (4) einen Spe-
zialfall des LLTM dar. Auf die Eigenschaft
des LLTM, mit unvollständigen Datenma-
trizen umgehen zu können, wird im fol-
genden Kapitel eingegangen.

Literatur

das Konzept von Lerntests diskutieren
Guthke et al. (1990), Klauer & Sydow
1992) haben das personenspezifische
Lernmodell dargestellt und Klauer et al.
(1994) beschreiben eine experimentelle
Anwendung dieses Modells. Beispiele für
die Messung von item- und operations-
spezifischen Lerneffekten finden sich in
Spada (1976) und Spada & McGaw
(1983). Kempf (1974) diskutiert das Kon-
zept reaktionskontingenter Lernprozesse
und Verhelst & Glas (1993) gehen auf die
Parameterschätzung des Modells für
reaktionskontingente Lernprozesse ein.
Langeheine und v.d.Pol (1990a, b) stellen
Modelle vor, mit denen die reaktionskon-
tingente Veränderung einer kategorialen
Personenvariable während der Testbear-
beitung analysiert werden kann.

Übungsaufgaben

1. Eine sehr fähige Person (0, = 2.0)
und eine durchschnittliche Person
(0, = 0.0) bearbeiten einen Lerntest.
Dabei wird für die erste Person eine
Lernfähigkeit von 6, = 0.0 und für die
zweite Person von 6, = 0.1 ermittelt.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit lösen
beide Personen das fünfte Item mit
dem Parameter o5 = 1.0? Wieviele
Items muß der Test umfassen, damit
beide Personen beim letzten Item die-
selbe Lösungswahrscheinlichkeit ha-
ben?
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2. Sie vermuten, daß die Itemschwierig-
keit in einem Konzentrationstest, der
aus sehr vielen gleichartigen Items
besteht, nur von der Position der Items
im Test abhängt. Die Annahme lautet,
daß die Schwierigkeit als Effekt der
Konzentrationsabnahme von Item zu
Item um einen konstanten Betrag zu-
nimmt. Beschreiben Sie eine Q-Matrix,
mit der Sie diese Annahme formalisie-
ren können.

3. Die 6 virtuellen Items im Beispiel des
letzten Unterkapitels erhalten für einen
Datensatz die Schwierigkeitsparameter
o1 = 1.5, 02= 1.8, cr3 = 1.4, 0,=0.9,
‘55 = 0.5 und ‘36 = 0.1. Wie groß ist der
Lerneffekt, den man erzielt, wenn man
1 Item (2 Items) richtig beantwortet?

3.5.4 Die Messung der Wirk-
samkeit von Maßnahmen

In den bisherigen Kapiteln zur Verän-
derungsmessung wurde davon ausgegan-
gen, daß die getesteten Personen den Ver-
änderungseinflüssen oder den Lernbedin-
gungen in gleicher Weise oder in gleichem
Ausmaß ausgesetzt sind. Dies gilt sowohl
für Lernen zwischen den Testzeitpunkten
(Kap. 3.5.2) als auch für Lernen während
der Testbearbeitung (Kap. 3.5.3).

In vielen empirischen Studien möchte man
jedoch die Wirksamkeit verschiedener
Maßnahmen vergleichen und setzt daher
verschiedene Personengruppen unter-
schiedlichen Veränderungseinflüssen aus.
Die Funktion von Testmodellen besteht
dann darin, die Effekte dieser unter-
schiedlichen Veränderungsmaßnahmen in
den Modellparametern abzubilden, so daß
sie zwischen den Gruppen von Personen
verglichen werden können.

Für solche Untersuchungen gibt es eine
sehr einfache Art der Auswertung, die
allerdings in vielen Fällen große Nachteile
hat. Diese Methode besteht darin, paral-
lelisierten Personengruppen denselben
Test vorzugeben, für jede einzelne Person
den Personenparameter zu bestimmen und
die Wirksamkeit der Maßnahmen durch
Vergleiche der Mittelwerte von Personen-
parametern zu untersuchen. Diese Daten-
struktur zeigt Abbildung 128.

Die Nachteile dieser Methode bestehen
darin, daß allen Personen, auch wenn sie
unterschiedlichen Maßnahmen ausgesetzt
sind, dieselben Items vorgegeben werden
müssen. Ein weiterer Nachteil liegt darin,
daß der Vergleich der Wirksamkeit der
Maßnahmen auf den Schätzungen der
Personenparameter beruht. Diese Per-
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sonenparameter haben aber, je nach An-
zahl der Items, einen relativ hohen Schätz-
fehler. Dieser würde bei einem anschlie-
ßenden Vergleich der Gruppenmittelwerte
z. B. mit Hilfe von t-Tests oder einer
Varianzanalyse nicht berücksichtigt, ob-
wohl er berechenbar ist.

Abbildung 128: Die Datenstruktur bei Gruppen-
vergleichen

Diese Auswertungsmethode ist insofern
unflexibel, als man mit ihr keine Unter-
suchungen auswerten kann, bei denen
dieselben Personen unterschiedlichen
Kombinationen von Veränderungseinflüs-
sen ausgesetzt sind oder auch mehrfach
mit unterschiedlichen Itemmengen getestet
werden.

Was man für die Analyse derartiger Daten
braucht, ist ein Testmodell, das mit un-
vollständigen Datenmatrizen umgehen
kann. Damit sind Datenstrukturen ge-
meint, wie sie Abbildung 129 zeigt.

Ein solches Testmodell stellt das linear-
logistische Testmodell dar, das bereits in
Kapitel 3.4.1. über Itemkomponenten dar-
gestellt wurde. Es ist die Kombination von
zwei Eigenschaften, die dieses Modell zur
Messung von Veränderungen mit unvoll-
ständigen Datenmatrizen so universell ein-
setzbar macht:

Erstens, die Eigenschaft in Form der Q-
Matrix, Beziehungen zwischen den Items
spezifizieren zu können. Zweitens, die
Eigenschaft, daß nicht alle Personen alle
Items bearbeitet haben müssen, sondern
verschiedene Personengruppen jeweils be-
stimmte Teilmengen von Items bearbeiten
können. Diese Teilmengen von Items
müssen sich nicht einmal überlappen,
wenn eine Verbindung zwischen ihnen mit
Hilfe der Q-Matrix hergestellt wird.

Im linear-logistischen Testmodell

(vgl. auch Kap. 3.4.1) gibt die Q-Matrix
an, auf welche Basisparameter ‘r7j die
Itemparameter des Rasch-Modells zu-
ruckgeführt werden können. Diese Rück-
führung auf Basisparameter erfolgt mit
Hilfe einer gewichteten Summe, wobei die
Chi-Koeffizienten die präexperimentell spe-
zifizierten Gewichte darstellen.

Dieses Modell wurde in Kapitel 3.4.1 dazu
benutzt, Itemschwierigkeiten in einzelne
Itemkomponenten zu zerlegen und in Ka-
pitel 3.5.3.2, um itemspezifisches Lernen
während der Testbearbeitung abzubilden.
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Im Folgenden soll dargestellt werden, wie
das Modell zur Messung der Wirksamkeit
von Maßnahmen eingesetzt werden kann.

Beispiel: globales Lernen

Der wohl einfachste Fall, Lernen abzu-
bilden, nämlich einen globalen Lern-
effekt zwischen zwei Testzeitpunkten
anzunehmen (zum Begriff ‘globales
Lernen’ s. Kap. 3.5.2), druckt sich in
folgender Q-Matrix aus:

Abbildung 130: Die Q-Matrix für globale:
Lernen

In ihr ist spezifiziert, daß derselbe Test
als Vor- und Nachtest vorgegeben wurde
und lediglich globales Lernen stattfindet
Die Q-Matrix enthält 2.k Zeilen, wobei k
die Anzahl der Items zu jedem Test-
zeitpunkt ist. Diese 2.k Itemparameter
werden auf lediglich k Basisparameter
(die Itemschwierigkeiten zu beider
Testzeitpunkten) zurückgeführt. Hinzu
kommt ein weiterer Basisparameter, der
nur in den Zeilen für den zweiten Meß-
Zeitpunkt eine 1 enthält. Der Wert diese!
Parameters druckt den Schwierigkeits-
unterschied der Items im Nachtest in
Vergleich zum Vortest aus. Er parame-
trisiert das Ausmaß an globalem Lernen.

Da die Q-Matrix keine linear abhängigen
Spaltenvektoren enthalten darf (vgl. Kap.
3.4.1), muß von den ersten k Spalten eine
eliminiert werden. Diese Reduktion der
Komponentenparameter um 1 entspricht
der Summennormierung im normalen
Rasch-Modell.

Das mit dieser Q-Matrix (Abb. 130) spe-
zifizierte Lernmodell ist identisch mit dem
dreifaktoriellen Testmodell mit globalem
Lernen, Gleichung (1) in Kapitel 3.5.2.
Der Basisparameter qh entspricht dem
Zeitpunktparameter 6,. Das dreifaktorielle
Rasch-Modell stellt also ebenfalls einen
Spezialfall des LLTM dar.

Das zweite Beispiel für die Abbildung von
Veränderungen in der Q-Matrix betrifft die
Situation, daß als Vor- und Nachtest
unterschiedliche Items vorgelegt werden.

Beispiel: globales Lernen bei unter-
schiedlichem Vor- und Nachtest

In diesem Fall ist lediglich erforderlich,
daß mindestens ein Item (in Abb. 131
sind es zwei Items) in Vor- und Nachtest
identisch ist bzw. einen identischen
Schwierigkeitsparameter aufweist:

Abbildung 131: Q-Matrix für Vor- und Nachtest
mit 2 Brückenitems
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Diese sogenannten Brückenitems sind Die Q-Matrix in Abbildung 132 stellt ein
erforderlich, da sonst die Schwierig- Beispiel dar, in dem 3 verschiedene
keiten der Vortestitems nicht in Bezug Personengruppen vor der Testbearbeitung
auf die Schwierigkeiten der Nachtest- unterschiedliche Maßnahmen erhalten
items bestimmt werden können. haben.

Allerdings hängt die Meßgenauigkeit
und Validität des Lerneffektparameters,
hier q9, stark von diesen Brückenitems
ab. Sie sollten daher sehr sorgfältig
ausgewählt werden und im Zweifelsfall
sollte lieber ein weiteres Brückenitem
aufgenommen werden.

Diese beiden Beispiele für die Quanti-
fizierung von Veränderungen in Vortest-
Nachtest-Designs bedienen sich lediglich
der Q-Matrix, in der die Itemparameter auf
Basisparameter zurückgeführt werden. Die
eingangs genannte Verbindung mit der
Möglichkeit, unvollständige Datenmatri-
zen zu verarbeiten, wurde hier noch nicht
beansprucht. Dies ist anders, wenn man
nicht zwei Tests anhand derselben Per-
sonenstichprobe vergleichen will, sondern
Personengruppen, die unterschiedliche
Maßnahmen erhalten haben.

Abbildung 132: Q-Matrix für 3 Personengruppen

Diese Q-Matrix entspricht der in Abbil-
dung 130 dargestellten, jedoch hier für den
Vergleich von drei (statt zwei) Messun-
gen. Demzufolge gibt es zwei Effektpa-
rameter, die jeweils den Unterschied zur
ersten Gruppe quantifizieren.

Der wesentliche Unterschied liegt jedoch
darin, daß nicht alle Items von denselben
Personen bearbeitet wurden, sondern je-
weils ein Drittel der Items von einer ande-
ren Personengruppe. Um diesen Sachver-
halt zu erfassen, benötigt man eine zweite
Matrix, in der für alle Personen spezifi-
ziert ist, welche Items sie bearbeitet ha-
ben. Dies ist die sogenannte B-Matrix, die
für das Beispiel folgendermaßen aussieht:

Abbildung 133: Die zu Abbildung 132 gehörende
B-Matrix

Die 3 Teilmatrizen, in die die gesamte Da-
tenstruktur zerfällt, sind mit Hilfe der Q-
Matrix (s. Abb. 132) miteinander verbun-
den, in der ausgedrückt ist, daß die drei
Gruppen dieselben Items bearbeitet haben.
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Die in den letzten beiden Spalten der Q-
Matrix spezifizierten globalen Effektpara-
meter quantifizieren die Unterschiede zwi-
schen den Gruppen.

Und zwar quantifizieren sie sämtliche
Gruppenunterschiede, d.h. sowohl die Ef-
fekte der Maßnahmen als auch gege-
benenfalls vor den Maßnahmen vorhande-
ne Gruppenunterschiede. Es ist daher mit
den Mitteln der Versuchsplanung dafür
Sorge zu tragen, daß die 3 Personen-
gruppen vergleichbar sind (z.B. durch
Parallelisierung oder Randomisierung).

Dieses System, in dem die B-Matrix an-
gibt, welche Personen welche Items bear-
beitet haben, und die Q-Matrix, welche
Items in welche Komponenten zerlegt
werden, ist äußerst flexibel und ermöglicht
es, so gut wie alle denkbaren Daten-
strukturen der Veränderungsmessung zu
analysieren.

Ein Beispiel für eine etwas komplexere
Datenstruktur stellt die folgende Q-Matrix
mit zugehöriger B-Matrix dar:

Beispiel: Drei-Gruppen Design mit 2
Meßzeitpunkten

Es handelt sich um ein Experiment mit
drei Personengruppen, die jeweils einen
Vortest und einen Nachtest bearbeiten.
Die Nachtestitems entsprechen den Items
des Vortests und es wird lediglich globa-
les Lernen angenommen. Die drei Perso-
nengruppen wurden aber unterschiedli-
chen Veränderungsmaßnahmen ausge-
setzt, deren Effekte auf die Nachtest-
leistung analysiert werden sollen.

Abbildung 134: Q-Matrix für 3-Gruppen und 2
Meßzeitpunkte

Der globale Lerneffekt, der für alle drei
Personengruppen identisch ist, ist in der
letzten Spalte der Q-Matrix spezifiziert. In
den drei vorangehenden Spalten sind die
gruppenspezifischen Lerneffekte spezifi-
ziert. Von diesen drei Spalten muß wie-
derum eine gestrichen werden, da sie sich
sonst zum letzten Spaltenvektor addieren.

Items

Vortest Gruppe Gruppe

Personen

Gruppe
3
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Was ist der Vorteil, wenn man Verän-
derungsmaßnahmen auf diese Weise quan-
tifiziert anstatt über den Mittelwertsver-
gleich von Personenparametern?

Der erste Vorteil besteht darin, daß man
prüfen kann, ob die getroffene Annahme
einer globalen Veränderung überhaupt auf
die Daten zutrifft. Dies kann man mit
Hilfe der in Kapitel 5 beschriebenen Mo-
dellgeltungskontrollen tun. Man testet da-
mit auch die Voraussetzungen für einen
Mittelwertsvergleich, denn ein Mittel-
wertsvergleich setzt voraus, daß sich die
Gruppenunterschiede quantitativ auf der
gemessenen Dimension abbilden lassen.

Der zweite Vorteil liegt darin, daß die
statistische Signifikanz der Veränderungs-
effekte (was der statistischen Signifikanz
der Mittelwertunterschiede analog ist)
direkt im Rahmen der Anwendung des
Testmodells geprüft werden kann. Hierfür
gibt es zwei Möglichkeiten, nämlich ent-
weder, indem man einen Modellvergleich
mit und ohne diesen Parameter durchführt
(s. Kap. 5), oder indem man einen Einzel-
parameter über seinen Standardschätz-
fehler auf Abweichung von 0 testet (s.
Kap. 6.1). Diese Art der Hypothesen-
prüfung ist insofern ein Vorteil, als man
nicht mit fehlerbehafteten Schätzungen der
Personenparameter rechnen muß (wie bei
Mittelwertsvergleichen).

Bei diesen Beispielen zur Veränderungs-
messung enthält die Q-Matrix nur Nullen
und Einsen. Dies muß nicht notwendi-
gerweise der Fall sein. Die Q-Matrix kann
wie in Kapitel 3.4.1 beschrieben, auch
gebrochene Zahlen als Gewichte ent-
halten. Dies ist dann sinnvoll, wenn man
die Dosis einer Maßnahme in Zeitein-
heiten wie Tagen oder Wochen, in
Häufigkeiten oder in Prozentanteilen

spezifizieren möchte. Diese Flexibilität
bringt zusätzliche Vorteile gegenüber
normalen Mittelwertsvergleichen.

Wie schon in Kapitel 3.4.1 ausgeführt
wurde, stellt das linear-logistische Test-
modell einen Spezialfall des normalen
Rasch-Modells dar. Die Zerlegung in addi-
tive Komponenten setzt voraus, daß die
Items die Annahmen des Rasch-Modells
erfüllen. Insbesondere wird die Annahme
der Itemhomogenität vorausgesetzt, d. h.
alle Items erfassen dieselbe latente Dimen-
sion, auf der auch der Lernfortschritt oder
die Veränderung abgetragen wird.

Dies ist eine sehr restriktive Annahme,
wenn es um die Messung von Verände-
rungen geht. Das sogenannte linear-lo-
gistische Testmodell mit abgeschwächten
Annahmen (LLRA wie relaxed assump-
tions) gibt diese Annahme der Homoge-
nität der Items zu allen Meßzeitpunkten
auf.

Das Modell setzt allerdings voraus, daß
dieselben Personen mindestens zweimal
getestet wurden. Sie können jedoch eine
individuelle Dosis verschiedener Maßnah-
men erfahren haben, die wiederum in einer
präexperimentell festzulegenden Q-Matrix
zu spezifizieren ist.

Für zwei Testzeitpunkte, t = 1 und t = 2,
läßt sich das Modell wie folgt schreiben.
Für den ersten Testzeitpunkt gilt die
logistische Funktion, wobei keine Homo-
genität der Items angenommen wird. Der
Parameter 8vi beschreibt die Tendenz
einer Person, bei Item i eine l-Antwort zu
geben.
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Das Modell ist insofern als ein mehrdi-
mensionales Modell zu charakterisieren,
als jede Person hinsichtlich jedes Items
eine andere Eigenschaftsausprägung in
Form des Parameters 8vi hat.

Die Antwortwahrscheinlichkeit zum Zeit-
punkt t = 2 hängt von demselben Para-
meterwert ab, jedoch kommt nun ein
globaler Effekt der Maßnahmen j = 1 bis
j = h hinzu, und zwar in Form einer mit
qvj gewichteten Summe.

Anders als beim LLTM, gibt diese Q-
Matrix für jede Person an, welcher Dosis
der Maßnahme j sie zwischen den beiden
Zeitpunkten ausgesetzt war. Die in der Q-
Matrix spezifizierten Gewichte können
z.B. Dosierungen einer Medikation, Zeit-
einheiten eines Lernprogramms oder
Übungshäufigkeiten sein.

Die Veränderung, die in diesem Modell
abgebildet wird, ist jedoch global, und
zwar sowohl hinsichtlich der Items als
auch hinsichtlich der Personen. Das be-
deutet, der Effekt der Maßnahme j wirkt
sich in gleicher Höhe auf die Veränderung
der Antwortwahrscheinlichkeiten aller
Personen und aller Items aus.

Es ergibt sich somit die zunächst etwas
paradox erscheinende Kombination einer
relativ strengen Annahme, was die Wir-
kung der Maßnahmen anbetrifft (daß sie
nämlich gleich groß für alle Items und
Personen sei) mit dem Fehlen jeglicher
Homogenitätsannahme bezüglich der
Items. Dies mag insofern paradox erschei-

nen, als nicht jedes Item dieselbe Dimen-
sion messen muß, andererseits sich aber
die Veränderungsmaßnahmen gleichmäßig
auf alle Items auswirken müssen, in
diesem Sinne also einen ‘homogenen’ Ef-
fekt haben.

Inwieweit dies wirklich eine Paradoxie
darstellt, kann wohl nur für den konkreten
Fall entschieden werden. Auf jeden Fall
gibt es viele Anwendungsfälle in der Ver-
änderungsmessung, in denen man sich
einen globalen Effekt auf eine Reihe von
Indikatoren erhofft, ohne daß die ein-
zelnen Indikatoren jedoch Ausdruck einer
einzigen latenten Dimension sind.

Mit diesem Modellannahmen realisiert das
LLRA eine eigenwillige Antwort auf die
Validitätsfrage der Veränderungsmessung
(Kap. 3.5.1.3): die Validität des Verände-
rungsmaßes druckt sich darin aus, daß die
Veränderung bei allen Items gleich groß
ist, unabhängig davon, ob die Items auch
nur zu einem Zeitpunkt dasselbe messen.

Was das LLRA überhaupt erst anwendbar
macht, ist die Tatsache, daß die B,i-Para-
meter gar nicht geschätzt zu werden
brauchen. Vielmehr werden sie bei der
Parameterschätzung ‘herauskonditioniert’
(s. u. Kap. 4.), so daß lediglich die q-Para-
meter geschätzt werden müssen.

Beispiel: Kontrollgruppendesign

Im Fall eines einfachen Versuchs-Kon-
trollgruppendesigns, in dem alle Personen
der Kontrollgruppe keine Veränderungs-
maßnahme und alle Personen der Experi-
mentalgruppe dieselbe Maßnahme erhal-
ten, besteht die Q-Matrix lediglich aus
einem einzelnen Spaltenvektor: alle Per-
sonen der Kontrollgruppe erhalten eine C
und alle Personen der Experimentalgruppe
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eine 1. Dementsprechend ist auch nur ein
einziger Effektparameter Tlj zu schätzen,

der den Unterschied zwischen Expe-
rimentalgruppe und Kontrollgruppe zum
zweiten Meßzeitpunkt charakterisiert.

Dies stellt ein überaus günstiges Ver-
hältnis von Datenmenge zur Anzahl der zu
schätzenden Modellparameter dar.

Rückblickend auf Kapitel 3.5.2 sei daran
erinnert, daß das LLRA mit diesen Mo-
delleigenschaften die Messung globaler
Veränderungen unter Zulassung einer
Wechselwirkung zwischen Personen und
Items erlaubt (Modell (4) in Kap. 3.5.2).

In diesem Kapitel wurden alle Modelle
nur für dichotome Daten und eine quan-
titative Personenvariable dargestellt. Die
Verallgemeinerungen auf mehrkategorielle
ordinale Itemantworten ist für linear-logi-
stische Modelle prinzipiell möglich und
wurde bereits in Kapitel 3.4.1 kurz dar-
gestellt. Diese verallgemeinerten Modelle
lassen sich ebenso für Zwecke der Ver-
änderungsmessung einsetzen, wie die hier
dargestellten dichotomen Modelle.

Das Gleiche trifft auf linear logistische
Klassenmodelle zu (s. Kap. 3.4.3), mit
denen Veränderung als Klassenwechsel
und als Änderung der klassenspezifischen
Itemparameter abgebildet werden kann.

Literatur

Das LLTM als Modell zur Quantifizierung
von Effekten von Maßnahmen wurde von
Fischer (1972, 1976, 1983a, 1987 und
1989) und Fischer & Formann (1982b)
vorgestellt. Das LLRA geht ebenfalls auf
Fischer zurück (1974a, 1977a, 1983b, s.a.
Formann & Spiel, 1989).

Übungsaufgabe

Sie fuhren ein Kontrollgruppenexperiment
mit Vor- und Nachtestmessung durch. Die
Kontrollgruppe bearbeitet vor und nach
einer Placebo-Maßnahme den aus 4 Items
bestehenden Test. Von der Experimental-
gruppe erwarten Sie, daß sich die expe-
rimentelle Maßnahme im Sinne einer
itemspezifischen Veränderung nur auf die
ersten beiden Items auswirkt. Spezifizie-
ren Sie die Q- und die B-Matrix des
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4. Parameterschätzung

In Kapitel 3 wurde eine Vielzahl von
Testmodellen dargestellt, die das Anwort-
verhalten in einem Test in unterschiedli-
cher Weise beschreiben. Die meisten die-
ser Testmodelle enthalten sogenannte Pa-
rameter, d.h. Kenngrößen, deren Werte für
einen bestimmten Test erst anhand der Da-
ten ermittelt werden müssen. Ein solcher
Parameter kann z.B. die Schwierigkeit
eines Items sein, seine Trennschärfe eines
Items oder die Distanz der Schwellen bei
mehrkategoriellen ordinalen Itemantwor-
ten. Vor allem stellen bei quantitativen
Testmodellen auch die Meßwerte der Per-
sonen Parameter dar, nämlich die Perso-
nenparameter.

Bei vielen Modellen können diese Para-
meter nicht einfach dadurch berechnet
werden, daß man beobachtete Daten in
eine Formel einsetzt und die Parameter-
werte ausrechnet. Das liegt daran, daß es
bei diesen Modellen keine expliziten Glei-
chungen gibt, d.h. Formeln, die jeweils
nach einer unbekannten Größe auflösbar
sind. Vielmehr stehen in diesen Gleichun-
gen rechts und links vom Gleichheitszei-
chen unbekannte Größen (die Modellpa-
rameter), so daß man spezielle Rechenver-
fahren anwenden muß, um die Parameter-
werte zu bestimmen. In diesem Kapitel
soll das Prinzip dieser Rechenverfahren
dargestellt werden, ohne jedoch für jedes
Testmodell ein entsprechendes Verfahren
im Detail darzustellen.

Man spricht von Parameterschätzung und
nicht von Parameterberechnung, weil es
sich um die Ermittlung von Populations-
kennwerten anhand von Stichprobendaten
handelt. Mit dem Begriff der Parameter-
schätzung ist auch verbunden, daß man

nicht nur einen Schätzwert ermittelt, son-
dern auch berechnen kann, wie genau
dieser Schätzwert den wahren Parameter
trifft.

Die Rolle der Parameterschätzung im Pro-
zeß einer Testanalyse ist in Abbildung 136
veranschaulicht, die an die Diskussion des
Modellbegriffs in Kapitel 1.2.3 anknüpft.

Abbildung 136: Die Rolle der Parameterschätzung
bei der Testanalyse.

Während die linke Seite in Abbildung 136
reale Gegebenheiten wie die Personen, die
Items und die Testdaten darstellt, enthält
die rechte Seite der Abbildung die Mo-
dellparameter und deren Schätzer als die
unbekannten, noch zu bestimmenden Grö-
ßen. Einer Erläuterung bedarf die vertikale
Unterteilung der Abbildung in Population
und Stichprobe. Man könnte sich auf den
Standpunkt stellen, daß überhaupt kein
Stichprobenproblem gegeben ist, da man
nur genau jene Personen messen will, die
man auch untersucht hat, und genau jene
Items, die auch im Test enthalten sind.
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Warum Schätzung von Populations-
kennwerten?

Wenn man hier von Parameterschätzung
anhand von Stichprobendaten spricht, so
ist nicht gemeint, daß man aus einer Stich-
probe von Personen auf eine Population
von Personen verallgemeinern will.

Vielmehr hat man für die Ermittlung der
Fähigkeit einer Person nur eine Verhal-
tensstichprobe, nämlich die Stichprobe der
Reaktionen auf die Items im Test zur
Verfügung. Entsprechend hat man zur
Bestimmung der Itemeigenschaften nur
eine Stichprobe von Personen zur Ver-
fügung, nämlich diejenigen, die den Test
bearbeitet haben.

Insofern schließt man von einer Stich-
probe von Itemantworten auf die Eigen-
schaftsausprägung einer Person und aus
einer Stichprobe von Personenantworten
auf die Eigenschaften eines Items. Die
Genauigkeit der Schätzungen der Perso-
neneigenschaften hängt daher von der
Größe der Itemstichprobe und ggf. von
anderen Merkmalen dieser Stichprobe ab.
Entsprechend hängt die Genauigkeit der
Schätzungen der Itemparameter von der
Größe und weiteren Merkmalen der Per-
sonenstichprobe ab.

Der Vorgang der Parameterschätzung ist
bei einigen Testmodellen, insbesondere
bei den deterministischen Modellen sehr
einfach, jedoch beim Großteil der proba-
bilistischen Testmodelle so kompliziert,
daß er nicht per Hand oder per Tischrech-
ner durchgeführt werden kann. Hierfür ist
man auf geeignete Computerprogramme
angewiesen. Es fragt sich daher, warum
man diese komplizierten Rechenverfahren
überhaupt in einem Lehrbuch behandelt,
wenn die Berechnung ohnedies stets dem

Computer überlassen bleibt. Hierauf gibt
es drei Antworten.

Erstens wird in diesem Kapitel nicht für
jedes Testmodell ein Schätzverfahren be-
schrieben, sondern es wird exemplarisch
für zwei Grundmodelle das jeweilige Prin-
zip des Schätzverfahrens dargestellt. Da-
mit soll diesem Rechenvorgang das My-
stische genommen und ein Eindruck ver-
mittelt werden, um welche Arten von Be-
rechnungen es sich dabei handelt.

Zweitens dient ein solches Grundverständ-
nis dazu zu beurteilen, welche praktischen
Möglichkeiten die Testmodelle überhaupt
bieten und welche Modellerweiterungen
seitens der Parameterschätzung möglich
sind. Es dient dazu, die Notwendigkeit ge-
wisser Modellrestriktionen einzusehen, die
man in Kauf nehmen muß, um zuver-
lässige Parameterschätzungen zu erhalten.

Drittens gibt es auch im praktischen Um-
gang mit entsprechenden Computerpro-
grammen manchmal Probleme, die man
nur verstehen und lösen kann, wenn man
eine Idee von dem jeweiligen Schätzver-
fahren hat.

Die Darstellung ist in diesem Kapitel inso-
fern vereinfacht, weil sie sich ausschließ-
lich auf sogenannte Maximum-Likelihood-
Verfuhren bezieht. Diese sind auf alle hier
behandelten Modelle erfolgreich anwend-
bar und können sich auf eine ausgereifte
mathematische Theorie stützen, deren Sät-
ze und Theoreme bei der Anwendung von
Testmodellen von großem praktischen
Nutzen sind.

Ausgenommen von dieser Maximum-
Likelihood-Methode sind alle determini-
stischen Modelle, in denen nur die
Wahrscheinlichkeiten 0 und 1 unterschie-
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den werden. Bei diesen Modellen stellt
sich das Problem der Parameterschätzung
im allgemeinen nicht. So wurde z.B. bei
der Guttman-Skala (Kap. 3.1.1.1.1), dem
Parallelogramm-Modell (Kap. 3.1.1.3.1)
oder beim Modell deterministischer Klas-
sen (Kap. 3.1.2.1) darauf hingewiesen, daß
man allein durch Auszählen von Pattern-
häufigkeiten oder Umsortieren von Perso-
nen und Items die gewünschten ‘Meß-
werte’ für Personen und Items erhält, wel-
che meist nur in Rangordnungen bestehen.

Im ersten Unterkapitel 4.1 wird zunächst
dargestellt, was man unter der Likelihood-
funktion versteht. Das zweite Unterkapitel
beschreibt einige Verfahren, wie man das
Maximum einer solchen Likelihoodfunk-
tion anhand von Testdaten bestimmen
kann. Wie gut und zuverlässig schließlich
die so erhaltenen Parameterschätzungen
sind, wird im dritten und vierten Unter-
kapitel behandelt.

4.1 Die Likelihoodfunktion

Die Likelihoodfunktion beschreibt die
Wahrscheinlichkeit der beobachteten Test-
daten unter der Bedingung des ange-
nommenen Testmodells als Funktion der
Modellparameter. Der Begriff wurde be-
reits im Kapitel 3.1.1.2.1 über das
Binomialmodell eingeführt und in vielen
Kapiteln über quantitative Testmodelle ist
die Likelihoodfunktion des betreffenden
Modells dargestellt worden.

Die Likelihoodfunktion beschreibt die
Wahrscheinlichkeit der Daten unter der
Annahme, daß das Modell gilt. Der Wert
der Likelihoodfunktion gibt somit eine
Antwort auf die Frage: Wie wahrschein-
lich ist das, was ich beobachte, wenn mein
Modell wirklich gilt? Haben dieselben

Testdaten unter einem anderen Modell
eine höhere Wahrscheinlichkeit, so ist das
andere Modell offensichtlich besser. Man
kann den Wert der Likelihoodfunktion
also direkt benutzen, um etwas über die
Güte des jeweiligen Testmodells auszu-
sagen. Diese Einsatzmöglichkeit der Like-
lihoodfunktion wird in Kapitel 5 aufge-
griffen. In diesem Kapitel interessiert da-
gegen, wie man mit Hilfe der Likelihood-
funktion Modellparameter schätzen kann.

Die Modellgleichung eines Testmodells
beschreibt die Wahrscheinlichkeit einer
einzelnen Itemantwort xvi, d.h. einer Zelle
der Datenmatrix:

Eine solche Modellgleichung, was auch
immer man für pvix einsetzt, stellt selbst
schon eine Likelihoodfunktion dar, näm-
lich die Likelihood eines einzelnen Da-
tums. Was im folgenden jedoch unter
Likelihoodfunktion verstanden wird, ist
die Likelihood der gesamten Testdaten-
matrix, d.h. die Wahrscheinlichkeit aller
beobachteten Itemantworten.

Wenn man so will ist die Modellgleichung
das ‘Likelihood-atom’, welches nicht wei-
ter aufgesplittet werden kann. Die Likeli-
hoodfunktion der gesamten Testdaten setzt
sich multiplikativ aus diesen elementaren
Bausteinen zusammen, d.h. die Wahr-
scheinlichkeit der Testdatenmatrix ist das
Produkt über alle Personen und über alle
Items der Wahrscheinlichkeit der jeweili-
gen Itemantwort:
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Diese Berechnung der Wahrscheinlichkeit
aller Daten beruht auf dem Multiplika-
tionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung
und setzt daher voraus, daß alle Itemant-
worten stochastisch unabhängig voneinan-
der zustande gekommen sind (s. Kap.
2.3.3). Nur in diesem Fall dürfen die
Einzelwahrscheinlichkeiten multipliziert
werden, um die Gesamtwahrscheinlichkeit
zu erhalten

Rechenbeispiel

Es haben 3 Personen 2 Testitems bear-
beitet und aufgrund des angenommenen
Testmodells haben sie die folgenden
Lösungswahrscheinlichkeiten:

Sofern alle 3 Personen die beiden Items
gelöst haben, also die Testdatenmatrix
Folgendermaßen aussieht:

nimmt die Likelihoodfunktion den
Wert:

an.

Sofern die erste Person jedoch beide
Items nicht gelöst hat, d.h. die Testda-
ten folgendermaßen aussehen

nimmt die Likelihood den Wert

an. Der zweite Datensatz hat also unter
den gegebenen Modellparametern eine
wesentlich höhere Likelihood oder
Wahrscheinlichkeit.

Diese Relation ist letztlich Ausdruck
der Tatsache, daß man von einer Person
mit so geringen Lösungswahrschein-
lichkeiten, wie die erste Person sie hat,
auch eher erwartet, daß sie die Items
nicht löst.

Das Rechenbeispiel demonstriert, daß bei
der Berechnung der Likelihood immer die
Wahrscheinlichkeiten der beobachteten
Itemantworten aufmultipliziert werden,
d.h. die Likelihoodfunktion ist eine Funk-
tion für einen bestimmten gegebenen Da-
tensatz.

Die Likelihoodfunktion kann stets nur
Werte zwischen 0 und 1 annehmen, da sie
als Produkt von Wahrscheinlichkeiten de-
finiert ist und das Produkt von Wahr-
scheinlichkeiten stets wieder eine Wahr-
scheinlichkeit ergibt. Fernerhin werden
diese Werte in der Regel ziemlich klein,
d.h. sie liegen nahe bei 0, da das Produkt
von Wahrscheinlichkeiten mit wachsender
Anzahl der Faktoren immer kleiner wird.

Eine Funktion beschreibt die Abhängigkeit
einer Größe von anderen Größen. Im Falle
der Likelihoodfunktion wird die Abhän-
gigkeit der Wahrscheinlichkeit der Daten
von den Modellparametern beschrieben.
Damit ist gemeint, daß die Parameter eines
Testmodells die veränderlichen Größen
darstellen, also die X-Variablen in der
üblichen Notation. Das bedeutet, daß die
Likelihoodfunktion eine Funktion mehre-
rer Veränderlicher ist, in der Regel sogar
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sehr vieler Veränderlicher, nämlich so
viele, wie es Modellparameter gibt.

Würde ein Testmodell nur einen einzigen
Modellparameter enthalten, so könnte man
sich die Likelihoodfunktion in Form eines
Funktionsgraphen veranschaulichen (s.
Abb. 137).

Abbildung 137: Beispiel für einen Funktions-
graphen der Likelihood in Abhängigkeit von nur
einem Modellparameter 0

Anhand dieses Beispiels läßt sich verdeut-
lichen, inwiefern man die Likelihoodfunk-
tion zur Parameterschätzung benutzen
kann. Da man sein Testmodell, wozu auch
die Modellparameter gehören, so konstru-
ieren möchte, daß die Daten möglichst
wahrscheinlich sind, wählt man in diesem
Fall für den Modellparameter den Wert 4,
da die Likelihoodfunktion an der Stelle
0 = 4 ein Maximum besitzt.

Das ist die Grundidee der Maximum-
Likelihood-Methode (ML-Methode), die
besagt, daß alle Modellparameter auf den
Wert festgelegt werden, an dem die
Likelihoodfunktion ihr Maximum hat. Der
Wert 4 ist also in diesem Beispiel
der Maximum-Likelihood-Schätzer (ML-
Schätzer) für den Modellparameter 8.

Im Fall mehrerer Modellparameter kann
man sich die Likelihoodfunktion nur noch
als ein mehrdimensionales Gebirge vor-

lung sprechen kann). Die Aufgabe der ML-
Schätzung besteht in dieser Vorstellung
darin, den höchsten Gipfel aufzuspüren
und dessen Koordinaten zu bestimmen,
welche dann die Schätzwerte für die
Modellparameter sind. Hierfür benötigt
man die Hilfsmittel des (partiellen) Dif-
ferenzierens, worauf im nächsten Kapitel
eingegangen wird.

Bevor man jedoch einen Maximierungs-
algorithmus anwendet, um die Modellpa-
rameter zu bestimmen, kann man an der
Gleichung der Likelihoodfunktion für ein
bestimmtes Testmodell bereits sehen, wel-
che Informationen aus den Testdaten über-
haupt zur Schätzung der Modellparameter
benötigt werden. Die Likelihoodfunktion
zeigt, welche Informationen aus den Test-
daten bei der Anwendung eines bestimm-
ten Testmodells ausgewertet und welche
Informationen als irrelevant betrachtet
werden.

Bei der Darstellung einzelner Testmodelle
in Kapitel 3 wurde daher oft die Likeli-
hoodfunktion betrachtet, so z.B. für das
Binomialmodell in Kapitel 3.1.1.2.1, das
Rasch-Modell in Kapitel 3.1.1.2.2, das
mehrdimensionale Rasch-Modell in Kapi-
tel 3.2.2 oder für das ordinale Rasch-
Modell in Kapitel 3.3.1.

Sinn dieser Betrachtungen war es zu
sehen, welche Häufigkeitsstatistiken aus
der Testdatenmatrix zur Schätzung welcher
Parameter benötigt werden. Im Fall des
Binomialmodells wird z.B. nur benötigt,
wieviele Aufgaben eine Person gelöst hat,
um ihren Fähigkeitsparameter zu ermitteln.
Die Likelihoodfunktion dieses Modells
lautet nämlich:

stellen (sofern man hier noch von Vorstel-
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vgl. Kapitel 3.1.1.2.1. Es wird nicht die
Information benötigt, welche Items eine

Wie sieht die Datenmatrix mit dichoto-

Person gelöst hat und welche nicht. Ledig-
lich der Summenscore rv einer Person
taucht in der Likelihoodfunktion auf.

men Antworten aus die in diesem Bei-
spiel den höchsten Wert der Likelihood-

Auch die Information, wie oft ein be-
stimmtes Item insgesamt gelöst wurde,
wird in diesem Fall nicht benötigt, um den
Wert der Likelihoodfunktion zu ermitteln.
Dies ist Ausdruck der Tatsache, daß im
Binomialmodell alle Items als gleich
schwierig angenommen werden.

Wie auch immer man das Maximum einer
solchen Likelihoodfunktion ermittelt, es
werden bei der Parameterschätzung von
den beobachteten Testdaten nur jene Häu-
figkeitsstatistiken benötigt, die in der Like-
lihoodfunktion enthalten sind.

Literatur

Zum Begriff der Likelihood und zur Maxi-
mum-Likelihood-Methode siehe Wendt
(1983) und Bortz (1984). Die mathemati-
sche Theorie der Maximum-Likelihood-
Methode ist in Kendall & Stuart (1973)
abgehandelt.

Übungsaufgabe

Die folgende Matrix gibt die anhand von
Modellparametern berechneten Lösungs-
wahrscheinlichkeiten von 4 Personen bei
5 Items wieder:

Item
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4.2 Die Suche nach dem
Maximum

Die Prozedur der Parameterschätzung be-
steht darin, das Maximum der Likelihood-
funktion zu ermitteln. Dies geschieht auf
die gleiche Art und Weise, wie man bei
Funktionen einer Veranderlichen die Ex-
trema, d.h. die Minima und Maxima ermit-
telt. Man berechnet die erste Ableitung
nach der Unbekannten X, setzt diese erste
Ableitung gleich 0 und löst die Gleichung
nach X auf.

Anmerkung: Im folgenden wird vorausgesetzt,
daß diese Methode der Extremwertbestimmung bei
einfachen Funktionen, z.B. aus dem Mathematik-
unterricht der Schule, bekannt ist.

Bei der Likelihoodfunktion handelt es sich
jedoch um eine Funktion mehrerer Ver-
änderlicher. Das Verfahren des ‘Differen-
zierens und Nullsetzens’ ist jedoch im
wesentlichen das gleiche, d.h. es folgt der-
selben Logik und es wird praktisch genau-
so durchgeführt. Man spricht in diesem
Fall vom partiellen Differenzieren.

Beim partiellen Differenzieren nach einer
bestimmten Veränderlichen, d.h. nach
einem bestimmten Parameter, werden alle
anderen Parameter wie Konstanten be-
handelt und die üblichen Differenzierungs-
regeln angewandt.

Als Resultat erhält man nicht mehr nur
eine Gleichung, die Null-gesetzt werden
muß, sondern ein ganzes Gleichungssy-
stem. Die Auflösung dieser Gleichungen
besteht nicht mehr nur aus einem Wert, bei
dem das Maximum liegt, sondern aus den
Koordinaten des Maximums in einem
mehrdimensionalen Raum, der soviel Di-
mensionen hat, wie es Modellparameter

gibt. Diese Koordinaten sind genau die ge-
suchten Schätzwerte der Modellparameter.

Dieses Verfahren ist im folgenden anhand
der Likelihoodfunktion des Binomialmo-
dells illustriert. Die Likelihoodfunktion
des Binomialmodells (s. Kap. 3.1.1.2.1)

ist eine Funktion von N Unbekannten,
nämlich den Parametern 8, der N geteste-
ten Personen. Soll ein bestimmter Perso-
nenparameter 8, geschätzt werden, so
stellt dieser die Unbekannte dar, nach der
partiell differenziert werden muß.

Da nach den Ableitungsregeln (s. Kasten
‘Grundregeln des Differenzierens’) die Ab-
leitung von Produkten sehr mühsam ist,
wird die Likelihoodfunktion zuvor loga-
rithmiert. Dies ändert am Ort des Maxi-
mums nichts, da der Logarithmus eine
monotone Transformation ist (S.O. Kap.
3.1.1.2.2). D.h., nimmt man von einer
Menge von Zahlen deren Logarithmus, so
bleibt die größte Zahl auch nach ihrer
Logarithmierung die relativ größte. Dem-
entsprechend sind die Koordinaten des
Maximums der logarithmierten Likeli-
hoodfunktion identisch zu den Koordina-
ten des Maximums der unlogarithmierten
Likelihood.

Der Logarithmus der Likelihoodfunktion
des Binomialmodells lautet

Um diese Transformation nachzuvollzie-
hen, benötigt man zwei Rechenregeln über
das Logarithmieren von algebraischen
Ausdrucken (s.a. Kap. 3.1.1.2.2):
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1. Der Logarithmus eines Produktes ist
gleich der Summe der Logarithmen und

2. der Logarithmus einer Potenz ist gleich
dem Exponenten multipliziert mit dem
Logarithmus der Basis.

Differenziert man jetzt partiell nach einem
bestimmten Personenparameter Cl,, so be-
nötigt man von der gesamten Summe nur
den oder die Summanden, in dem 8, ent-
halten ist. Alle anderen Summanden stel-
len Konstanten dar und die Ableitung
eines konstanten Summanden ist Null (s.
Rechenregeln).

Grundregeln des Differenzierens

Summenregel: (u + v)’ = u’ + v’
Produktregel: (u v)’ = u v’ + u’ v
Konstanter Summand: (c + u’) = u’
Konstanter Faktor: (c u)’ = c u’

Es ergibt sich für die erste partielle
Ableitung nach Cl,,  der folgende Ausdruck:

Hier benötigt man wiederum die Re-
chenregeln des Differenzierens. Insbeson-
dere muß man beachten, daß die Ableitung
des Logarithmus einer Unbekannten gleich

1 durch diese Unbekannte ist. Der letzte
Koeffizient (-1) stellt die innere Ableitung
von (l-0,) dar (s. die sog. Kettenregel).

Setzt man Gleichung (2) gleich Null und
bringt einen der beiden Summanden auf
die andere Seite, so erhält man die Glei-
chung

die sich folgendermaßen auflösen läßt

Somit ist die relative Häufigkeit gelöster

Items, !&, der ML-Schätzer für den Fähig-

keitsparameter 8,.

Dieses Resultat ist nicht überraschend,
man hätte es auch intuitiv erwartet: Die
relative Anzahl gelöster Aufgaben in
einem Test ist ein direktes Maß für die
Personenfähigkeit, wenn alle Items als
gleich schwierig angenommen werden.

Gleichung (4) beschreibt, genau genom-
men, nur eine Schätzgleichung, nämlich
die für den Parameter der v-ten Person,
nach dem differenziert wurde. Da aber die
Schätzgleichungen für alle anderen Perso-
nen genauso aussehen, kann man Glei-
chung (4) auch als System von N Glei-
chungen auffassen, die sich für v = 1 bis
v = N ergeben.

Das Untypische an dieser Ableitung der
Likelihoodfunktion des Binomialmodells
liegt darin, daß sie zu expliziten Glei-
chungen für die Schätzung der Modellpa-
rameter geführt hat. Dies ist bei komple-
xeren Modellen nicht mehr der Fall, was



300 4. Parameterschätzung

oft schon daran liegt, daß die ersten
partiellen Ableitungen Funktionen mehre-
rer Unbekannter sind und nicht nur einer,
wie im Fall des Binomialmodells.

In solchen Fällen benötigt man sogenannte
iterative Verfahren. ‘Iterativ’ bedeutet,
‘wiederkehrend’ oder ‘wiederholend’ und
meint, daß man dieselben Rechenschritte
immer wieder durchführt, bis man sich
einer Lösung angenähert hat. Iterative Ver-
fahren kann man z.B. anwenden, wenn
nach dem Auflösen einer Gleichung nach
einer Unbekannten rechts vom Gleich-
heitszeichen weitere Unbekannte stehen.
Setzt man dann für die Unbekannten rechts
vom Gleichheitszeichen Näherungswerte
ein, erhält man für die Unbekannte links
vom Gleichheitszeichen einen ‘besseren’
Näherungswert. Diese neuen Näherungs-
werte kann man wiederum in andere
Gleichungen einsetzen, um damit neue
Näherungswerte für die anderen Unbe-
kannten zu berechnen.

Unter bestimmten Bedingungen konver-
giert ein solches iteratives Verfahren ge-
gen die richtigen Parameterwerte. Konver-
gieren heißt, daß jeder neue Näherungs-
wert ein Stückchen dichter am richtigen
Wert liegt als der vorige. Auf diese Weise
erhält man in der Regel keinen endgül-
tigen, bis auf die letzte Kommastelle fest-
gelegten Wert, sondern nur eine mehr oder
weniger genaue Schätzung. Die Genauig-
keit der Schätzwerte hängt unter anderem
davon ab, wie weit man das iterative
Verfahren treibt, d.h. wann man es ab-
bricht und sich mit der erreichten Genauig-
keit zufrieden gibt.

In den beiden folgenden Unterkapiteln
werden zwei sehr unterschiedliche iterative
Verfahren beschrieben. Kapitel 4.2.1 be-
handelt ein Verfahren zur Schätzung der

Parameter im dichotomen Rasch-Modell.
Kapitel 4.2.2 behandelt ein Schätzverfah-
ren zur Bestimmung der Modellparameter
der dichotomen Klassenanalyse.

Diese beiden Schätzverfahren sind jeweils
typisch für quantitative Modelle und Klas-
senmodelle. Die Schätzmethoden für kom-
plexere Testmodelle bauen entweder auf
diesem Verfahren auf, indem sie den Algo-
rithmus um zusätzliche Bestandteile erwei-
tern, oder sie bedienen sich eines modifi-
zierten Ansatzes, um bessere statistische
Eigenschaften der Schätzer zu erreichen.
Im folgenden werden weder solche Erwei-
terungen noch alternative Ansätze im
Detail dargestellt, da sie für das Verständ-
nis der Testtheorie und ihrer Modelle nicht
von entscheidender Bedeutung sind.

4.2.1 Parameterschätzung für
das dichotome Rasch-Modell

Zur Schätzung der Parameter des Rasch-
Modells gibt es mehrere Verfahren, die
zum großen Teil zu identischen Ergebnis-
sen führen. In diesem Kapitel wird zu-
nächst die unbedingte Maximum-Likeli-
hood (UML) Methode dargestellt, da sie
relativ leicht nachvollzogen werden kann
und das Prinzip von ML-Schätzungen gut
verdeutlicht. Im Anschluß daran wird der
Ansatz der bedingten ML-Methode zur
Schätzung der Itemparameter und ein ge-
naueres Verfahren zur Schätzung der Per-
sonenparameter dargestellt.

Die Likelihoodfunktion des Rasch-Mo-
dells,
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wurde in Kapitel 3.1.1.2.2 in den folgen-
den Ausdruck umgewandelt (vgl. Formel
8):

der sich dadurch auszeichnet, daß von den
beobachteten Testdaten lediglich die Rand-
summen in die Funktion eingehen. Hierbei
handelt es sich um rv, die Anzahl der Items
die eine Person v gelöst hat, und ni, die
Anzahl der richtigen Itemantworten bei
Item i. Im Nenner dieses Ausdrucks tau-
chen die beobachteten Testdaten gar nicht
auf.

Bevor die ersten partiellen Ableitungen ge-
bildet werden, wird die Funktion logarith-
miert, um die multiplikative Verknüpfung
in eine additive Verknüpfung umzuwan-
deln:

Da der Logarithmus die inverse Funktion
der Exponentialfunktion ist, d.h.

bleiben beim Logarithmieren vom Zähler
lediglich die Exponenten übrig. Im Nenner
heben sich die Exponentialfunktion und
der Logarithmus leider nicht gegenseitig
auf, da der Logarithmus einer Summe
nicht weiter aufgeschlüsselt werden kann.

Die erste partielle Ableitung nach einem
Personenparameter 8, lautet dann:

Vom ersten Summanden in (3) bleibt
lediglich der Koeffizient rv desjenigen 8
übrig, nach dem differenziert wurde. Der
zweite Summand ist eine Konstante, deren
Ableitung Null ist. Vom dritten Term
bleibt nur ein Summenzeichen erhalten, da
sich die Summe über die Personen auf
jenen Summanden reduziert, der 8, enthält
(alle anderen Summanden sind Konstan-
ten). Auf die einzelnen Summanden muß
die Kettenregel angewendet werden, wobei
die Ableitung der logarithmischen und der
Exponentialfunktion benötigt werden (S.O.
Grundregeln des Differenzierens).

Setzt man diese Gleichung gleich Null und
löst sie nach rv auf, so erhält man die fol-
gende Gleichung

als Schätzgleichung für den Personenpa-
rameter 8,. Die Gleichung läßt sich nicht
nach 8, auflösen. Für jedes andere 8 erhält
man eine Gleichung, die genauso aussieht,
so daß man Gleichung (5) auch als
Gleichungssystem ansehen kann, das man
zur Schätzung der Personenparameter
nutzen kann.

In analoger Weise werden die ersten par-
tiellen Ableitungen nach den Itempara-
metern 3i gebildet, was zu folgendem Aus-
druck führt:

Die Ableitung ist analog zu der von Glei-
chung (4). Der auffallende Unterschied ist
der Koeffizient (-1) ganz am Ende des
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zweiten Summanden. Er kommt daher, daß
die Kettenregel in diesem Fall zweimal an-
gewendet werden muß, d.h. die innere Ab-
leitung der Exponentialfunktion ist nicht
+l, wie im Fall des Fähigkeitsparameters,
sondern -1, da Oi ein negativer Summand
ist.

Wiederum ergibt sich zur Schätzung der
Itemparameter ein Gleichungssystem:

Die Gleichungssysteme (5) und (7) lassen
sich kürzer schreiben, wenn man für den
logistischen Quotienten pvi schreibt, die
Lösungswahrscheinlichkeit von Person v
bei Item i:

In dieser Schreibweise wird deutlich, daß
die Modellparameter solche Werte anneh-
men müssen, daß die Summenscores rv

und ni in etwa ihren Erwartungen anhand
der Modellgleichung entsprechen. D.h. der
Summenscore einer Person, rv, ist in Glei-
chung (5’) gleich der Summe der Lösungs-
wahrscheinlichkeiten über alle Items, was
dem theoretisch erwarteten Summenscore
entspricht. Analoges gilt für die Glei-
chungen (7’).

Die ersten partiellen Ableitungen fuhren
also zu sehr plausiblen Ergebnissen, je-
doch ist bislang nicht klar, wie man an-
hand dieser Gleichungen die Modellpara-
meter praktisch schätzt. Hierzu wird im
folgenden ein einfaches Verfahren ange-
geben, von dem allerdings nicht ohne wei-

teres ersichtlich ist, warum es funktioniert.
Ein anschließendes Rechenbeispiel soll
illustrieren, daß es funktioniert.

Gleichung (5) läßt sich folgendermaßen
nach dem zu schätzenden Parameter 8,
auflösen, wobei hier nicht eine ‘echte’ Auf-
lösung gemeint ist, denn der zu schätzende
Parameter 8, steht weiterhin auf der rech-
ten Seite der Gleichung:

oder logarithmiert:

Das 8 auf der linken Seite hat jetzt ein
Dach erhalten, um anzudeuten, daß man
auf der linken Seite der Gleichung einen
besseren Schätzer für 8, erhält, wenn man
auf der rechten Seite eine vorläufige Schät-
zung für 8, und für alle Csi einsetzt.

Entsprechend kann Gleichung (7) folgen-
dermaßen nach (3i ‘aufgelöst’ werden:

was das entsprechende Gleichungssystem
zur Schätzung der Itemparameter ergibt.

Mit diesem Gleichungssystem, bestehend
aus den Gleichungen (9) und (10), läßt
sich nun ein einfaches iteratives Verfahren
durchführen, das tatsächlich konvergiert.
Man muß lediglich beliebige Startwerte,
z.B. alle Parameter gleich Null, auf der
rechten Seite dieser Gleichungen einsetzen
und man erhält erste Schätzungen der Mo-
dellparamater 8 und CS. Setzt man diese
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Schätzungen wiederum rechts in die Glei-
chungen ein, so erhält man verbesserte
Schätzwerte, d.h. solche, die dichter an
den wahren Parameterwerten liegen.

Da es für eine Beispielrechnung mühsam
ist, diese Prozedur auch nur über ein paar
Iterationen per Hand zu berechnen, wird
im folgenden ein kleines Computerpro-
gramm beschrieben, das genau diese Rech-
nung durchführt.

Ein Programm zur Parameterschätzung

Das folgende Fortran-programm enthält
die minimalen Rechenschritte zur Parame-
terschätzung nach dem zuvor beschrie-
benen Verfahren. Es wurden nur einfache
Befehle verwendet, so daß die Programm-
schritte mit geringen Kenntnissen einer
Programmiersprache nachvollzogen wer-
den können. Die einzelnen Programm-
schritte werden in kleiner Schrift erläutert.

Deklarierung von zwei Datenfeldern für ganzzahli-
ge Werte (integer) und gebrochene Zahlen (real).

integer nr(4),ni(5)
real theta(4),sigma(5)

Belegung der integer-Felder mit den Randsummen
des KFT-Dateibeispiels.

ni(1)=157
ni(2)=137
ni(3)=105
ni(4)=75
ni(5)=56
nr(1)=48
nr(2)=46
nr(3)=50
nr(4)=60

Es beginnt die Iterationsschleife: alle Befehle bis
zur Zeile mit der Nummer 5 werden 10-mal durch-
laufen.

do 5 iter=1,10
sum=0.0

Die nächsten 4 Zeilen sorgen für die Summennor-
nierung der Items.

do 6 i=1,5
6 sum=sum+sigma(i)

do 7 i=1,5
7 sigma(i)=sigma(i)-sum/5.0

Die Schleife bis zur Zeile Nr. 1 berechnet die Per
sonenparameter nach Gleichung (9) für r = 1 bi
r = 4 (der Laufindex j steht für r).

do 1 j=1,4
sum=0.0
do 2 i=1,5

2 sum=sum+exp(0.0-Sigma(i))/
(1.0+exp(theta(j)-Sigma(i)))

1 theta(j)=alog(j)-alog(sum)
In dieser Schleife werden die Itemparameter nach
Gleichung (10) berechnet.

do 3 i=1,5
sum=0.0
do 4 j=1,4

4 sum=sum+(nr(i)*exp(theta(j)))/
(1.0+exp(theta(j)-Sigma(i)))

3 sigma(i)=alog(sum)-alog(ni(i))
Zeile 5 druckt die Schätzungen aller Parameter il
jedem Iterationsschritt aus.

5 write(2,100)(theta(j),j=1,4),
(sigma(i),i=1,5)

100 format(9f6.2)
end

Das Computerprogramm wurde für das
Datenbeispiel für dichotome Itemantwor-
ten aus Kapitel 3.1 geschrieben (‘KFT-
Daten’). Um die Parameter berechnen zu
können, benötigt man lediglich die Rand-
summen der Datenmatrix, d.h. die ni-Wer-
te, und die Häufigkeiten der Summen-
scores, nr. Hier interessieren die Häufig-
keiten des minimalen und maximalen
Scores nicht, da die Personenparameter für
die Scores r = 0 und r = k mit diesem
Algorithmus, der unbedingten ML-Metho-
de, nicht geschätzt werden können. Die
Schätzungen für diese Parameter würden
in der Iterationsschleife gegen -M und
+=J streben. Entsprechend sind nur 4 nr-
Werte im Computerprogramm definiert.
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Das Programm rechnet 10 Iterationen
durch. Zu Beginn jeder Iteration werden
die Itemparameter CS summennormiert, da-
nach werden die Berechnungen gemäß
Formel (9) und (10) durchgeführt.

Im Gegensatz zur Schreibweise bei For-
mel (IO), in der beim zweiten Summanden
über alle Personen addiert wird, wird im
Computerprogramm lediglich über alle
unterschiedlichen Summenscores j addiert.
Daher sind die Summanden in der Schleife
Nr. 4 noch jeweils mit der Anzahl der Per-
sonen mit diesem Score, nr(j), zu multi-
plizieren.

Läßt man das Programm laufen, so erhält
man die folgenden Schätzungen für die
Parameter des dichotomen Rasch-Modells:

-0.92 -0.22 0.18 0.47 1
-1.29 -0.33 0.28 0.74 2
-1.44 -0.39 0.34 0.92 3
-1.51 -0.43 0.38 1.06 4
-1.55 -0.45 0.41 1.17 5
1.58 -0.46 0.43 1.26 6

-1.60 -0.48 0.45 1.33 7
-1.62 -0.48 0.46 1.39 8
-1.63 -0.49 0.47 1.44 9
-1.65 -0.49 0.48 1.48 10

-0.47 -0.33 -0.07 0.27 0.56 1
-0.74 -0.52 -0.10 0.42 0.84 2
-0.91 -0.62 -0.09 0.52 1.00 3
-1.03 -0.69 -0.08 0.59 1.09 4
-1.11 -0.73 -0.06 0.64 1.16 5
-1.18 -0.76 -0.05 0.69 1.21 6
-1.23 -0.78 -0.03 0.72 1.24 7
-1.27 -0.79 -0.02 0.74 1.27 8
-1.31 -0.81 -0.01 0.76 1.30 9
-1.34 -0.81 0.00 0.78 1.32 10

Die Startwerte für diese Beispielrechnung

waren Null für alle Parameter und es zeigt
sich, daß die Parameter bereits nach der
ersten Iteration in die richtige Richtung
auseinandergehen. Die Veränderungen der
Schätzwerte werden von Iteration zu
Iteration kleiner, so daß man vermuten
kann, daß die Werte der zehnten Iteration
schon relativ dicht an den endgültigen
Parameterwerten liegen.

Vergleicht man diese Schätzwerte für die
Itemparameter mit den in Kapitel 3.1.1.2.2
angegebenen, so fallen Unterschiede auf:
Die hier angegebenen Werte sind etwas
extremer, d.h. die positiven Parameter sind
noch größer und die negativen noch klei-
ner. Diese Unterschiede sind systematisch.
Sie beruhen darauf, daß der hier
dargestellte einfache Schätzalgorithmus
nur ‘richtige’ ML-Schätzer liefert, wenn
man relativ große Item- und Personen-
stichproben hat. Man sagt die Schätzer
sind nur dann konsistent, wenn N und k

gegen ~0 gehen (also für wachsende
Personen- und Itemanzahlen). Dies ist im
vorliegenden Datenbeispiel natürlich nicht
gegeben, da es nur wenige Items umfaßt.

Konsistente Schätzer

Man bezeichnet Schätzer dann als konsi-
stent, wenn sich die Schätzwerte mit
wachsender Anzahl von Beobachtungen
dem wahren Wert des Parameters annä-
hern. Konsistent in diesem Sinne sind die
Schätzer im zuvor dargestellten Verfahren
sehr wohl, nur daß ‘wachsende Anzahl von
Beobachtungen’ hier heißt, daß Personen-
anzahl N und Itemanzahl k groß werden
müssen, damit die Schätzer sich dem wah-
ren Parameterwert annähern. Damit ist
dieses Verfahren aber für Tests mit weni-
gen Items problematisch.
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Man kann den bias (das ist der Betrag, um
den der Erwartungswert des Schätzers
vom wahren Wert abweicht) in diesem
Fall sogar bestimmen: Die Schätzer sind

k
nämlich in etwa um den Faktor k-l zu

groß, d.h. man kann sie korrigieren, in-
dem man die Schätzwerte mit dem rezi-

k - l
proken Wert, also 7 multipliziert. Wie

man sieht, ist diese Korrektur für großes k
Vernachlässigbar, da der Faktor gegen 1
strebt.

Im Datenbeispiel sind die Itemparameter-
schätzungen also mit 4/5 = 0.8 zu
multiplizieren, was die Werte ergibt:

Obwohl diese Werte schon dichter an den
im Kapitel 3.1.1.2.2 angegebenen liegen,
wird auch deutlich, daß diese Korrektur
den bias nicht ‘beseitigt’ sondern nur eine
Verschiebung in der richtigen Richtung
und Größenordnung bewirkt.

Die hier dargestellte Methode der Parame-
terschätzung ist die sogenannte unbedingte
ML-Methode, während in ‘großen’ Com-
puterprogrammen die sogenannte bedingte
ML-Methode verwendet wird. Die in Ka-
pitel 3.1.1.2.2 angegebenen Parameter-
schätzungen wurden mittels der bedingten
ML-Methode errechnet.

Bedingte und unbedingte ML-Methode

Die hier dargestellte Parameterschätzme-
thode basiert auf der in den Gleichungen
(1) und (2) angegebenen Likelihoodfunk-
tion. Diese Likelihood ist eine Funktion
sowohl der Itemparameter als auch der Per-
sonenparameter.

Bei Rasch-Modellen besteht auch die
Möglichkeit eine Likelihoodfunktion zu
definieren, in der die Personenparameter
nicht enthalten sind (vgl. Kap. 3.1.1.2.2).
Es handelt sich hierbei um die Wahr-
scheinlichkeit der Testdaten unter der
Bedingung der beobachteten Scorever-
teilung. Die Schätzungen der Itempara-
meter, die auf dieser Likelihoodfunktion
beruhen, nennt man daher bedingte ML-
Schätzungen. Die Personenparameter
lassen sich auf diese Art und Weise nicht
schätzen.

In Abgrenzung zu dieser bedingten
Methode wird die Parameterschätzung
nach der ‘normalen’ Likelihoodfunktion
(Gleichung (1) und (2)) als unbedingte
ML-Methode bezeichnet.

Da die bedingte ML-Methode von der
Schätzgenauigkeit her eindeutig die über-
legenere ist, soll im folgenden zumindest
der Ansatz der bedingten ML-Methode
dargestellt werden. Ein iteratives Verfah-
ren zur Lösung der resultierenden Glei-
chungen wird jedoch nicht vorgestellt, da
diese Verfahren etwas komplizierter sind
und mehr mathematische Vorkenntnisse
erfordern. Das Prinzip, daß auch hier das
Maximum der Likelihoodfunktion gesucht
wird, bleibt jedoch dasselbe.

Während die unbedingte Likelihoodfunk-
tion dem Produkt über alle Patternwahr-
scheinlichkeiten entspricht:

wobei UL für unbedingte Likelihood steht,
ist die bedingte Likelihoodfunktion defi-
niert als das Produkt über alle Pattern-
Wahrscheinlichkeiten unter der Bedingung
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des zum jeweiligen Pattern gehörenden
Summenwertes r:

wobei CL für conditional (bedingte) Like-
lihood steht.

In Kapitel 3.1.1.2.2 wurde bereits die
bedingte Patternwahrscheinlichkeit p(xlr)
behandelt und dargestellt, daß sie allein
eine Funktion der Itemparameter ist (vgl.
dort Formel ( 15)):

Im Nenner steht die symmetrische Grund-
funktion r-ter Ordnung, eine Funktion der
Itemparameter (s. Kap. 3.1.1.2.2).

In diesem Kapitel wurde die bedingte Pat-
ternwahrscheinlichkeit auch benutzt, um
eine dritte Likelihoodfunktion, die margi-
nale Likelihood (mL), zu definieren:

Der Summenscore r erhält in dieser Glei-
chung den Index v, um deutlich zu
machen, daß es der Score der v-ten Person
ist.

Vergleicht man die bedingte (12) und die
marginale Likelihood (14), so wird deut-
lich, daß die CL ein Teil der mL ist.
Schreibt man das Produktzeichen in (14)
getrennt vor jeden Faktor, so ergibt sich:

Auch das verbleibende Produkt in (15)
kann zusammengefaßt werden als Produkt
über r, wobei jeder Faktor mit der Häu-
figkeit von r, nr, potenziert werden muß,

Für die Parameterschätzung ist es egal, ob
man die mL oder CL maximiert: beim Lo-
garithmieren und partiellen Differenzieren
fällt der erste Teil der mL, das Produkt
aller Scorewahrscheinlichkeiten, ohnedies
weg, da die Itemparameter in ihm nicht
vorkommen. Die Schätzgleichungen und
die Schätzungen der Itemparameter, die
man durch die Maximierung der mL und
der CL erhält, sind identisch.

Gegenüber den Schätzern, die man durch
die zuvor dargestellte Maximierung der UL
erhält, haben die mL- und CL-Schätzer der
Itemparameter einen entscheidenden Vor-
teil: sie sind auch bei kleiner Itemanzahl
konsistent. Das heißt, es gibt keine syste-
matische Abweichung des Schätzwertes
vom wahren Parameterwert.

Das übliche Vorgehen bei der Parameter-
schätzung für Rasch-Modelle besteht da-
her darin, zunächst die Itemparameter
nach der bedingten ML-Methode zu schät-
zen, um anschließend die Personenpara-
meter zu schätzen.
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Aber auch für die Schätzung der Personen-
parameter hat sich gezeigt, daß die Schätz-
gleichungen (9) der unbedingten ML-Me-
thode nicht optimal sind. Zum einen haben
sie den gravierenden Nachteil, daß für Per-
sonen, die alle oder kein Item mit ‘1’ be-
antwortet haben, kein Eigenschaftspara-
meter geschätzt werden kann. Zum ande-
ren werden auch die Parameter für die
Scores zwischen 0 und k zu extrem ge-
schätzt, d.h. die negativen zu klein und die
positiven zu groß.

Sehr viel bessere Schätzer für die Perso-
nenparameter liefert die sog. weighted
(gewichtete) ML-Methode. Diese Methode
beruht auf dem sog. Bayes-Ansatz der
Parameterschätzung. Hierbei wird nicht
wie bei der ML-Methode die Wahrschein-
lichkeit der Daten unter der Bedingung der
Modellparameter maximiert,

sondern die Wahrscheinlichkeit der Perso-
nenparameter unter der Bedingung der
Daten und der Itemparameter:

Diese Methode ist nach Bayes benannt,
weil sich mit Hilfe des Satzes von Bayes
die Ereignisse vor und hinter dem Bedin-
gungsstrich vertauschen lassen (s. Kap
3.1.2.2 über die Klassenanalyse). Auch die
Maximierung dieser Wahrscheinlichkeit
hat ihre Logik: sollen doch diejenigen
Parameterwerte für die Personen ermittelt
werden, die bei den gegebenen Daten am
wahrscheinlichsten sind.

Der Bayes-Ansatz hat jedoch den
Nachteil, daß man irgendeine Annahme
über die Art der Verteilung derjenigen
Parameter treffen muß, deren Wahrschein-
lichkeit man maximieren will, hier also

der 8. Während man für die unbedingte
Likelihood (16) eines Antwortpatterns den
Ausdruck

erhält (S.O. Gleichung (2)), ist die Bayes-
Wahrscheinlichkeit (17) zu einem Aus-
druck proportional (= ist das Proportiona-
litätszeichen), in dem die Dichtefunktion
der Personenvariable f(t3)  auftaucht:

Worm (1989) setzt für f(0) die Wurzel aus
der Informationsfunktion ein (s. Kap. 4.4):

eine Funktion, in der extrem kleine oder
große Werte für 8 sehr unwahrscheinlich
sind. Diese Funktion verhindert, daß die
Schätzwerte für 8 zu stark auseinander-
gehen und für r = 0 und r = k gegen -M
bzw. +m streben.

Logarithmieren und Differenzieren von
(19) ergibt nach mehreren Zwischenschrit-
ten

Im Unterschied zur Ableitung der unbe-
dingten Likelihood (vgl. (4)) tritt hier



308 4. Parameterschätzung

noch ein dritter Summand auf, der die
Rolle eines Korrekturterms spielt. Setzt
man Gleichung (21) gleich Null und löst
sie folgendermaßen auf (vgl. (5’))

so läßt sich die Funktionsweise dieses
Korrekturterms analysieren. Während der
Nenner nur positiv werden kann, wird der
Zähler in Abhängigkeit vom dritten Fak-
tor, (1-2 pvi), mal positiv und mal negativ:

Das bedeutet, kleine Scores r werden
etwas vergrößert, große Scores etwas
verkleinert. Genau dieser Effekt ermög-
licht auch die Schätzung von Parametern
für den Score r = 0 und r = k: durch den
Korrekturterm in Schätzgleichung (22)
brauchen die erwarteten Scores, c pvi,

i

nicht ‘ganz’ gleich 0 bzw. k zu werden,
was nur mit 8 = -00 bzw. 8 = +m erreicht
wäre.

Diese Kombination von bedingten ML-
Schätzern für die Itemparameter und ge-
wichteten ML-Schätzern für die Personen-
parameter ist auch bei allen mehrkate-
goriellen Rasch-Modellen (vgl. Kap. 3.2
und 3.3), den Itemkomponentenmodellen
(vgl. Kap. 3.4) und den Rasch-Modellen
zur Veränderungsmessung (vgl. Kap. 3.5)
möglich.

Das ‘Herauskonditionieren’ der Personen-
parameter als Voraussetzung dieses Ver-
fahrens ist jedoch nur bei Rasch-Modellen
möglich und z.B. nicht bei mehrparametri-

gen Item-response-Modellen (vgl. Kap.
3.1.1.2.3).

Es gibt einige Algorithmen, die Schätz-
werte liefern, welche äquivalent zu den
bedingten ML-Schätzern, also auch für
kleines k konsistent sind. Hierzu gehört
die Methode der paarweisen Parameter-
schätzung (pairwise), die auch als Symme-
trisierungsverfahren bezeichnet wird. Die-
se Methode hat den Vorteil, daß sie pro-
blemlos mit sog. missing data, also feh-
lenden Itemantworten umgehen kann.
Hierzu gehören auch die marginalen ML-
Methoden, die zur Schätzung der Para-
meter die marginale Likelihoodfunktion
(15) maximieren. Dabei wird oft für das
Produkt der Scorewahrscheinlichkeiten
eine bestimmte Verteilungsfunktion der
Personenvariable 8, z.B. eine Normalver-
teilung eingesetzt.

Literatur

Einen sehr allgemeinen Algorithmus für
die Suche der Maxima von Likelihood-
funktionen stellt die Newton-Raphson-
Methode dar (s. Andersen 1980).
Molenaar (1995) gibt einen Überblick
über die Schätzung der Itemparameter im
Rasch-Modell. Die Eigenschaften beding-
ter ML-Schätzer hat Andersen (1973a)
systematisch untersucht. Gustaffson
(1980a) beschreibt Verfahren zur rekursi-
ven Berechnung der symmetrischen
Grundfunktionen. Der Bayes-Ansatz zur
Schätzung der Personenparameter geht auf
Warm (1989)  zurück.  Hoi j t ink  &
Boomsma (1995) vergleichen diese
Methode mit anderen Schätzmethoden für
die Personenparameter. Die marginale
ML-Methode beschreibt Thissen (1982)
und Wright und Masters (1982) stellen
mehrere Parameterschätzmethoden für
ordinale Rasch-Modelle vergleichend vor.
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Fischer (1974) geht auch auf die Para-
meterschätzung beim mehrdimensionalen,
mehrkategoriellen Rasch-Modell ein. Die
Parameterschätzung bei mehrparametrigen
item-response Modellen behandelt Baker
(1992).

Übungsaufgaben

1. Das Programm WINMIRA gibt als
‘likelihood’ den logarithmierten Wert
der marginalen Likelihoodfunktion
(15) aus. Berechnen Sie anhand der
Ergebnisse den Wert der bedingten
Likelihoodfunktion für das KFI-Da-
tenbeispiel.

2. Berechnen Sie mit WINMIRA die
Itemparameter der KFT-Daten mit nur
3 Iterationsschritten. Wie stark weicher
die Likelihood und die Itemparameter
von den endgültigen Werten ab?

4.2.2 Parameterschätzung für
die dichotome Klassenanalyse

Die Parameterschätzung für klassifizieren-
de Testmodelle galt lange Zeit als recht
schwierig und wurde erst in den 70-er
Jahren für größere Datensätze technisch
durchführbar. Obwohl inzwischen sehr
viele verschiedene Algorithmen einsetzbar
sind, hat sich doch eine Methode be-
sonders bewährt, nämlich der sogenannte
EM-Algorithmus. Der Name stellt eine
Abkürzung dar, wobei E für Erwartungs-
werte und M für Maximierung steht. Die
Bedeutung dieser Begriffe wird im folgen-
den deutlich werden.

Der EM-Algorithmus basiert nicht auf den
partiellen Ableitungen der Likelihood-
funktion des jeweiligen Testmodells, son-
dern er stellt eine recht einfache Iterations-
vorschrift dar, für die man lediglich die
Modellgleichungen benötigt. Über diesen
Algorithmus ist nachgewiesen, daß mit
jedem Iterationsschritt Parameterwerte er-
halten werden, für die die Likelihood-
funktion einen höheren Wert annimmt, als
im vorigen Iterationsschritt. Das heißt
nichts anderes, als daß der Algorithmus
stets ein Maximum der Likelihoodfunk-
tion findet (auf Ausnahmen wird später
eingegangen).

Dieser Algorithmus ist zudem so flexibel,
daß alle in Kapitel 3 behandelten probabi-
listischen Modelle mit qualitativer Perso-
nenvariable mit ihm berechnet werden
können. Im folgenden ist er für den ein-
fachsten Fall dargestellt, nämlich für die
Klassenanalyse für dichotome Daten ohne
jede Parameterrestriktion (s. Kap. 3.1.2.2).

Die Idee des EM-Algorithmus besteht dar-
in, die beobachteten Häufigkeiten der Ant-
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Wortmuster auf die latenten Klassen aufzu-
splitten. Wurde ein bestimmtes Antwort-
muster z.B. fünfmal beobachtet, d.h. von
fünf Personen produziert, so stellt sich die
Frage, welcher Anteil dieser Häufigkeit
auf welche latente Klasse entfällt. Ist ein
Pattern typisch für die erste latente Klasse,
so würde man es dort z.B. mit einer
Häufigkeit von 3.8 erwarten, in der zwei-
ten Klasse, vielleicht mit einer Häufigkeit
von 0.9 und in der dritten Klasse nur mit
einer Häufigkeit von 0.3.

Die Aufsplittung der
Patternhäufigkeiten

Häufigkeit
Item f in Klassen

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3
0 1 1 0 1 0 1  5 3.8 0.9 0.3
1 0 0 0 1 1 1  1 0.1 0.8 0.1
1 1 1 1 0 1 1 15 11.2 1.2 2.6
0 0 1 0 0 1 0  3 0.8 0.1 2.1

Die Frage ist, wie man diese Aufsplittung
der Häufigkeiten erhält, wenn man die
Modellparameter doch noch gar nicht
kennt. Der EM-Algorithmus optimiert
eine zunächst willkürlich vorgenommene
Aufsplittung von Iteration zu Iteration.
Hat man erst einmal für jede Klasse die
Häufigkeiten der Antwortmuster, so ist es
ein leichtes, die Modellparameter zu be-
rechnen:

Die Modellgleichung der Analyse latenter
Klassen lautet (vgl. Kap. 3.1.2.2):

d.h. es sind die Klassengrößenparameter
rcng und die Lösungswahrscheinlichkeiten
der Items innerhalb der Klassen Zig ZU be-
rechnen.

Schätzer für die Klassengrößenparameter
xng erhält man, indem man die erwarteten
Häufigkeiten in jeder Klasse zusammen-
zählt und durch die Gesamtanzahl der
Personen dividiert. Für das obige Beispiel
erhält man also folgende Klassengrößen,
wenn man annimmt, daß nur diese vier
Pattern beobachtet worden sind:

Entsprechend lassen sich die klassenspe-
zifischen Lösungswahrscheinlichkeiten er-
mitteln, z.B. für die erste Klasse im obi-
gen Beispiel:

Die Itemlösungshäufigkeiten nig ergeben
sich jeweils durch das Zusammenzählen
derjenigen Patternhäufigkeiten, in denen
das Item gelöst wurde. Die Modellpara-
meter nig erhält man dann durch Division
durch die erwartete Personenanzahl in der
jeweiligen Klasse, also z.B. 15.9 für die
erste Klasse.

Hat man die Modellparameter auf diese
Weise berechnet, so kann man mit deren
Hilfe ein neues Splitting der beobachteten
Patternhäufigkeiten vornehmen. Hierfür
berechnet man für jedes beobachtete
Pattern, wie wahrscheinlich es in jeder
Klasse ist und splittet die beobachtete
Patternhäufigkeit proportional zu diesen
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Werten auf. Anhand dieser neuen Pat-
ternhäufigkeiten für die einzelnen latenten
Klassen lassen sich dann wieder die Mo-
dellparameter berechnen usw.

Genau dieses Verfahren bezeichnet man
als EM-Algorithmus. Der E-Schritt (E wie
Erwartungswerte) ist der Schritt, in dem
man die beobachteten Patternhäufigkeiten
proportional zu den Patternwahrschein-
lichkeiten in den latenten Klassen auf-
splittet. Man berechnet also die erwarteten
Patternhäufigkeiten in den Klassen (daher
E).

Der zweite Schritt, in dem man die Mo-
dellparameter für die einzelnen Klassen
berechnet, ist der M-Schritt (M wie Maxi-
mierung), da die so berechneten Modell-
parameter Maximum-Likelihood-Schätzun-
gen der Modellparameter unter der Bedin-
gung der gegebenen klassenspezifischen
Patternhäufigkeiten sind.

Tatsächlich konvergiert die iterative Ab-
folge dieser beiden Schritte zu einem Ma-
ximum der Likelihoodfunktion des jewei-
ligen klassifizierenden Testmodells. Im
folgenden werden die beiden Rechen-
schritte etwas präziser als zuvor definiert.

E-Schritt

Der E-Schritt setzt vorläufige Parameter-
schätzungen aller Modellparameter voraus
und ermittelt die erwarteten Patternhäu-
figkeiten für jede Klasse. Die in einer
Klasse erwarteten Patternhäufigkeiten
n,(x)  lassen sich aus den beobachteten

Patternhäufigkeiten n(x)  dadurch berech-
nen, daß man sie mit der Wahrschein-
lichkeit multipliziert, genau dieses Pattern
in Klasse g zu beobachten :

Der Zähler dieser letztgenannten Wahr-
scheinlichkeit, p(x A g), ist von der be-

dingten Patternwahrscheinlichkeit p(xlg)

folgendermaßen zu unterscheiden:

was sich aus der Definition bedingtet
Wahrscheinlichkeiten ergibt. Der Nenner
in Gleichung (2) p(x),  ist folgender-
maßen definiert (vgl. Gleichung (8) in
Kapitel 3.1.2.2):

Die bedingte Patternwahrscheinlichkeit

p(x ld) ,  die in beiden Gleichungen (3) und

(4) auftaucht, ist durch das Produkt aller
Antwortwahrscheinlichkeiten definiert
(vgl. Formel (9) in Kap. 3.1.2.2).

Mit Hilfe dieser Gleichungen lassen sich
für jede beobachtete Patternhäufigkeit die
erwarteten Anteile für jede latente Klasse
g ermitteln.

M-Schritt

In diesem Schritt werden aufgrund der
klassenspezifischen Patternhäufigkeiten
n,(s) die Modellparameter geschätzt. Die

Schätzer für die Klassengrößenparameter
lauten:

das ist die relative Häufigkeit der erwar-
teten Personenanzahl an der Gesamt-
stichprobe.

Die Schätzer für die klassenspezifischen
Lösungswahrscheinlichkeiten lauten
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also die relative Anzahl aller in diese
Klasse entfallenden Pattern, in denen das
Item i eine l-Antwort hat.

Auch hier ist es wieder nicht möglich, den
Algorithmus per Hand durchzurechnen, so
daß ein einfaches Computerprogramm die
einzelnen Rechenschritte verdeutlichen
soll. Die Variablennamen im Programm
entsprechen weitgehend der Notation in
den Formeln, d.h. pxg sind die Pattern-
Wahrscheinlichkeiten in Klasse g, p(xlg),

und nx ist die Patternhäufigkeit n(x).

Um den Algorithmus starten zu können,
benötigt man im ersten E-Schritt Start-
werte für die Modellparameter. Anders als
bei dem im vorangehenden Kapitel be-
schriebenen Algorithmus, dürfen hier die
Startwerte nicht alle gleich sein.. Auf die
mögliche Abhängigkeit der Ergebnisse
von der Wahl dieser Startwerte wird im
nächsten Kapitel eingegangen.

Ein Fortran-Programm zur Schätzung
der Modellparameter

Deklarierung von zwei Datenfeldern für die Ant-
wortpattern (xvi) und deren Häufigkeiten (nx). Die
reellwertigen Felder enthalten die Modellparame-
ter (pg und pig), Patternwahrscheinlichkeiten (pxg)
und die zugehörigen klassenspezifischen Häufig-
keiten.

Es werden die 30 Patternhäufigkeiten des KFT-Da-
tenbeispiels mit zugehörigen Antwortpattern ein-
gelesen (s. Kap. 3.1).

do 1 i=1,30
1 read(1,100) nx(i),(xvi(ij)j=1,5)

100 format(i4,3x,5i2)
Die Modellparameter werden auf beliebige Start-
werte gesetzt.

pg(1)=0.4
pg(2)=0.6
do 2 j=1,2
do 2 i=l,5

2 pig(j,i)=0.5
pig(1,1)=0.6

Die Iterationsschleife beginnt, sie endet bei Zeile
Nr. 3.

do 3 iter= 1,20
Hier beginnt der E-Schritt: Die Doppelschleife 10
setzt die erwarteten Häufigkeiten auf Null.

do 10 j=1,2
ng(j)=0.0
do 10 k=1,5

10 nig(j,k)=0.0
Die Schleife 4 geht alle 30 Pattern durch und die
Schleifen 5 und 6 berechnen die bedingten Pattern-
wahrscheinlichkeiten.

do 4 i=1,30
sum=0.0
do 5 j=1,2
pxg(j)=pg(i)
do 6 k=1,5

6 pxg(j)=pxg(j)*pig(j,k)**xvi(i,k)*
(1.0-pig(j,k))**(1-xvi(i,k))

5 sum=sum+pxg(j)
Die Schleife 7 splittet die Patternhäufigkeiten ge-
mäß Gleichung (2) auf.

do 7 j=1,2
ngx(ij)=nx(i)*pxg(j)/sum
ng(j)=ng(i)+ngx(ij)
do 7 k=1,5

7 nig(j,k)=nig(j,k)+ngx(i,j)*xvi(i,k)
4 continue

Hier beginnt der M-Schritt: Schleife 8 und 9 be-
rechnen die Modellparameter gemäß den Glei-
chungen (5) und (6) und drucken sie aus.

do 8 j=1,2
pg(j)=ng(j)/300
do 9 k=1,5

9 pig(i,k)=nig(j,k)/ng(j)
8 write(2,200) pg(i),(pigj,k),k=l,5)

200 format(6f6.3)
3 continue

end
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Das Programm berechnet für das Daten-
beispiel der KFT-Items (vgl. Kap. 3.1) die
Parameter der Zweiklassenlösung der
latent-class Analyse für dichotome Daten.
Läßt man dieses Programm laufen, so
ergeben sich die in der folgenden Tabelle
wiedergegebenen Schätzwerte der Modell-
parameter für die ersten 20 Iterationen.

Es zeigt sich schon nach wenigen Itera-
tionen die Struktur der beiden entstehen-
den Klassen, daß es sich nämlich bei der
ersten Klasse um eine Klasse mit durch-
weg höheren Lösungswahrscheinlichkei-
ten handelt, während diese in der zweiten
Klasse niedriger sind. Lediglich die Klas-
sengrößenparameter, deren Startwerte
offensichtlich in der falschen Reihenfolge
spezifiziert waren, kehren sich erst später,
d.h. genau nach der achten Iteration um.
Das nach 20 Iterationen erreichte Resultat
entspricht dem in Kapitel 3.1.2.2 wieder-
gegebenen.

Es ist ein typisches Merkmal dieses EM-
Algorithmus, daß er am Anfang in relativ
großen Schritten in Richtung des Maxi-
mums der Likelihoodfunktion schreitet,
gegen Ende des Konvergenzprozesses je-
doch sehr langsam wird, d.h. viele Itera-
tionen braucht, in denen sich die Parame-
terwerte nur noch minimal verändern.

Dieser Algorithmus, dessen Prinzip hier
für den einfachsten Fall einer Klassenana-
lyse dargestellt wurde, ist äußerst univer-
sell anwendbar, d.h. auch für die komple-
xeren Modelle mit Parameterrestriktionen
oder für ordinale Daten.

Diese Flexibilität verdankt der EM-Algo-
rithmus der Tatsache, daß im M-Schritt, in
dem bereits die auf die Klassen aufge-
splitteten Patternhäufigkeiten vorliegen, so
ziemlich jedes Modell spezifiziert werden
kann. Einzige Bedingung ist, daß man im
M-Schritt Maximum-Likelihood-Schätzer
für das jeweilige Modell berechnet. Zu-
dem kann man im M-Schritt auch Modell-
parameter gleichsetzen, d.h. durch ihren
gemeinsamen Mittelwert ersetzen oder auf
apriori fixierten Werten festhalten (vgl.
Kap. 3.1.2.3).
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Dabei ist es nicht notwendig, daß im M-
Schritt die Maximum-Likelihood-Schätzer
für die Modellparameter anhand von ex-
pliziten Gleichungen berechnet werden,
wie im Fall der dichotomen Klassenanaly-
se (S.O. ‘M-Schritt’). Vielmehr kann man
auch in jedem M-Schritt ein iteratives
Verfahren anwenden, das der Berechnung
von ML-Schätzern für das Modell inner-
halb jeder Klasse dient. Ein solches inein-
andergeschachteltes, ‘doppeltes’ Iterations-
verfahren wird z.B. für die mixed Rasch-
Modelle verwendet (s. Kap 3.1.3 und
3.3.5).

Einige Probleme, die bei der praktischen
Arbeit mit klassifizierenden Testmodellen
auftreten können und die mit diesem EM-
Algorithmus zu tun haben, werden im
folgenden Kapitel behandelt.

Literatur

Der hier dargestellte Algorithmus geht auf
Goodman (1974a, 1979) zurück. Der EM-
Algorithmus wurde in seiner allgemeinen
Form von Dempster et al. (1977) unter-
sucht und Andersen (1982) hat gezeigt,
daß der Goodmann-Algorithmus ein Spe-
zialfall dieses EM-Algorithmus ist. Einen
historischen Überblick über die Methoden
der Parameterschätzung bei Klassenmo-
dellen gibt Formann (1980), der auch eine
andere Methode der Parameterschätzung
entwickelt hat, die auf der Maximierung
der Likelihood der logistischen Klassen-
analyse beruht (Formann 1984). Eine
dritte Methode der Parameterschätzung
verwendet Haberman (1988). Der erwei-
terte EM-Algorithmus für Klassenmodelle
für ordinale Daten findet sich in Rost
(1988b, d) und für mixed Rasch-Modelle

 in Rost (1990. 1991).

Übungsaufgaben

1. Untersuchen Sie anhand der Schätz-
gleichungen des EM-Algorithmus, was
passiert, wenn man für alle Modellpa-
rameter den Startwert 0.5 wählt.

2. Berechnen Sie mit WINMIRA den
Wert der Likelihoodfunktion der KFT-
Daten nach 5, 10 und 20 Iterationen.
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4.3 Die Eindeutigkeit der
Parameterschätzungen

Im vorangehenden Kapitel wurden Algo-
rithmen zur Ermittlung von Parameter-
schätzwerten dargestellt, die die Likeli-
hoodfunktion des betreffenden Testmo-
dells maximieren. Dabei wurde die Frage
ausgeklammert, ob die Likelihoodfunktion
im Bereich der zulässigen Parameterwerte
überhaupt ein Maximum besitzt (das ist
die Frage nach der Existenz von ML-
Schätzungen) und ob es nur ein eindeutig
definiertes Maximum gibt (das die Frage
nach der Eindeutigkeit von ML-Schätzun-
gen).

Die Eindeutigkeit der Parameterschätzun-
gen kann wiederum durch zwei Gegeben-
heiten verletzt sein, nämlich dadurch, daß
es neben dem globalen Maximum noch
weitere, lokale Maxima oder Nebenmaxi-
ma gibt, oder daß das Maximum der Like-
lihoodfunktion nicht durch ein Punkt defi-
niert ist, sondern selbst ein Plateau oder
eine Fläche darstellt.

Kann letzteres für ein bestimmtes, rech-
nerisch ermitteltes Maximum ausge-
schlossen werden, d.h. stellt das Maxi-
mum tatsächlich einen Punkt und keine
Fläche dar, so sagt man, daß das Modell
lokal identifizierbar ist. Lokale Identifi-
zierbarkeit impliziert jedoch nicht, daß es
keine multiplen Maxima, d.h. Maxima an
anderen Stellen des mehrdimensionalen
Parameterraums gibt.

Wir haben es also mit drei Problemen zu
tun, nämlich der Frage nach

- der Existenz von ML-Schätzungen
- möglichen multiplen Maxima und
- der lokalen Identifizierbarkeit

Im Fall von quantitativen Testmodellen,
insbesondere bei Rasch-Modellen, sind
diese Punkte im allgemeinen unproblema-
tisch, d.h. man kann bei ‘regulären’ Test-
daten davon ausgehen, daß die ML-Schät-
zungen existieren und eindeutig sind.

Für das dichotome Rasch-Modell gibt es
eine einfache, notwendige und hinrei-
chende Bedingung für die Existenz und
Eindeutigkeit. Diese Bedingung besteht
darin, daß sich in der Testdatenmatrix die
Items und Personen nicht so umordnen
lassen dürfen, daß die Datenmatrix die
folgende Struktur annimmt:

Abbildung 138: Struktur einer Datenmatrix, bei
der Existenz und Eindeutigkeit von ML-Schätzun-
gen nicht gegeben ist

Das bedeutet, es darf keine Aufteilung der
Items in zwei Gruppen, Il und I2, und
keine Aufteilung der Personen in zwei
Gruppen, V1 und V2, geben, so daß alle
Items der einen Gruppe von allen Perso-
nen einer Gruppe gelöst werden (R2),
während alle Items der anderen Gruppe
von keiner Person der anderen Gruppe
gelöst werden (R3).

Daß bei Vorliegen einer solchen Daten-
struktur keine Parameterschätzung mög-
lich ist, ist intuitiv leicht nachvollziehbar:
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In diesem Fall würden nämlich die Para-
meterschätzungen der ersten Itemgruppe
nur auf den Antworten der ersten Per-
sonengruppe beruhen und die Parame-
terschätzungen der zweiten Itemgruppe
nur auf den Antworten der zweiten Per-
sonengruppe. Wie schwer jedoch die Items
aus I2 für die Personen aus V1 sind oder
wie schwer die Items aus I1 für die
Personen aus V2 sind, läßt sich nicht
schätzen, weil diese Personen alle bzw.
kein Item der betreffenden Gruppe gelöst
haben.

Der Datensatz ‘zerfallt’ in diesem Fall in
zwei separate Datensätze Rl und R4, für
die nur getrennte Parameterschätzungen
möglich sind. Die Anordnung der Perso-
nen aus beiden Datensätzen auf einer ge-
meinsamen Skala ist nicht möglich, da
sich weder die Item- noch die Personen-
stichproben überlappen.

Diese Bedingung ist für einen gegebenen
Datensatz sehr leicht überprüfbar. Sofern
eine Struktur wie in Abbildung 138 vor-
liegt, sind nämlich alle Itemscores ni der
Items aus I1 kleiner als die der Items aus
12. Entsprechend sind alle Personenscores
rv der Personen aus V2 kleiner als die der
Personen aus Vl. Ein Sortieren der Items
und der Personen nach der Größe ihrer
jeweiligen Summenscores erlaubt daher
eine direkte visuelle Prüfung der resul-
tierenden Datenmatrix, ob die in Abbil-
dung 138 dargestellte kritische Struktur
gegeben ist.

Auf eine routinemäßige Überprüfung die-
ser Bedingung wird in den meisten Com-
puterprogrammen jedoch verzichtet, da sie
sehr selten gegeben ist.

Bei klassifizierenden Testmodellen gibt es
zur Frage der Eindeutigkeit der Parameter-

schätzungen leider keine vergleichbaren
Bedingungen, die leicht zu prüfen waren.
Darüber hinaus zeigt sogar die Erfahrung,
daß es bei großen Datensätzen mit vielen
Items und mehreren latenten Klassen sehr
wohl des öfteren multiple Maxima gibt.
Auch gibt es bei Datensätzen mit wenig
Items aber mehreren latenten Klassen
manchmal Probleme mit der lokalen Iden-
tifzierbarkeit.

Es stellt sich also bei der praktischen
Anwendung dieser Testmodelle die Not-
wendigkeit, entsprechende Berechnungen
anzustellen und sich gegen Fehlinterpreta-
tionen von Ergebnissen abzusichern.

Im folgenden wird dieses Problem nicht
theoretisch abgehandelt, sondern es wer-
den einige Analyseschritte genannt, die
man bei der Anwendung eines klassifi-
zierenden Testmodells im Zweifelsfall
durchführen sollte.

Ist die Parameteranzahl zu groß?

Eine erste Berechnung, die vor der Test-
analyse durchgeführt werden kann, betrifft
die Frage, ob das Testmodell eventuell
mehr Modellparameter enthält als es beob-
achtete Patteinhäufigkeiten gibt. Es stellt
nämlich eine notwendige Voraussetzung
dar, daß die Parameteranzahl kleiner sein
muß, d.h. es muß gelten

(1) mk - 1 > Anz. unabh. Modellparameter,

wenn m die Anzahl der Antwortkategorien
bei jedem von k Items ist. Wurden nicht
alle möglichen Antwortpattern beobachtet,
so ist auf der linken Seite der Ungleichung
die entsprechend kleinere Anzahl beob-
achteter Antwortmuster einzusetzen.

Dies bedeutet z.B., daß mit drei dichoto-
men Items keine Zweiklassenlösung des
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Modells latenter Klassen berechnet wer-
den kann, da es bei sieben unabhängigen
Patternhäufigkeiten auch genau sieben zu
schätzende Parameter gibt. Für komplexe-
re Modelle ist die Anzahl unabhängiger
Modellparameter jeweils unter Berück-
sichtigung der Normierungsvorschriften
zu ermitteln (s. Kap. 3).

Neben dieser relativ einfachen, aber noch
nicht sehr aussagekräftigen Prüfung, gibt
es einen Test auf lokale Identifizierbarkeit,
den manche Computerprogramme anbie-
ten:

Sind die geschätzten Parameter lokal
identifiziert?

Diese Prüfung bedient sich einer Gesetz-
mäßigkeit aus der Maximum-Likelihood-
Theorie, die besagt, daß die Matrix der
ersten partiellen Ableitungen der Pattern-
Wahrscheinlichkeiten nach den Modell-
parametern vollen Rang haben muß, d.h.
Spaltenrang:

Die in der Klammer stehende Matrix hat
mk Zeilen, nämlich soviele wie es Pattern-
Wahrscheinlichkeiten gibt, und q Spalten,
wobei q die Anzahl unabhängiger Modell-
parameter ist. Mit n, wurde hier ein belie-
biges Element aus dem Vektor der Mo-
dellparameter

bezeichnet. Diese Matrix hat mehr Zeilen
als Spalten und kann daher nur den Rang q
erreichen (Spaltenrang). Ist der Rang der
Matrix kleiner, so ist die lokale Identi-
fizierbarkeit nicht gegeben.

Aber selbst wenn diese beiden Bedingun-
gen erfüllt sind, ist immer noch nicht ga-
rantiert, daß nicht noch weitere Maxima
neben dem gefundenen Maximum existie-
ren.

Was sind multiple Maxima?

Diese Frage läßt sich am einfachsten mit
einem Bild beantworten. So zeigt der fol-
gende Funktionsgraph eine Funktion mit
mehreren Maxima:

Abbildung 139: Ein Funktionsgraph mit multiplen
Maxima

Wenn man von dieser Funktion das Maxi-
mum mit Hilfe des EM-Algorithmus
sucht, so erhält man unterschiedliche Para-
meterschätzungen, je nachdem, ob man
von Wert A oder Wert B aus startet (vgl.
4.2.2). Von B aus würde der Algorithmus
zu 8, als bestem Schätzer konvergieren
und von A aus zu 0,.

Es ist klar, daß 81 der bessere Schätzer ist,
weil die Wahrscheinlichkeit der Daten an
diesem Punkt sehr viel höher ist. 81 defi-
niert das globale Maximum, 8, lediglich
ein lokales Maximum oder Nebenmaxi-
mum.

Um sich gegen die Interpretation lokaler
Maxima abzusichern, gibt es derzeit nur
eine Strategie, und das ist die Berechnung
der Modellparameter ausgehend von ver-
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schiedenen Startwerten. Das bedeutet, daß
man dieselben Testanalysen mehrfach
durchfuhren muß, wobei man jeweils die
Startwerte für den Schätzalgorithmus än-
dert.

Die verschiedenen Computerprogramme
bieten hierfür unterschiedliche Varianten
an. Während eine Möglichkeit darin be-
steht, systematisch unterschiedliche Start-
werte für alle Modellparameter in das
Programm einzugeben, besteht die leichte-
re Möglichkeit darin, mit dem Zufallszah-
lengenerator jedesmal neue zufällige Start-
werte für die Modellparameter zu generie-
ren. In diesem Fall muß man bei dem ent-
sprechenden Computerprogramm lediglich
den Startwert für den Zufallszahlen-
generator ändern, da auch ein Zufallszah-
lengenerator stets dieselben Zahlen pro-
duziert, wenn er mit demselben Startwert
‘gezündet’ wird. Noch komfortabler ist
Software, die Berechnungen von mehreren
Startwerten selbständig durchführt und die
Ergebnisse automatisch vergleicht.

Im allgemeinen muß dieser Vergleich je-
doch vom Benutzer des Programms selbst
durchgeführt werden, d.h. man muß
schauen, ob die verschiedenen Rechnun-
gen mit unterschiedlichen Startwerten zum
selben Maximum der Likelihoodfunktion
geführt haben. Ist dies nicht der Fall, d.h.
sind mit verschiedenen Startwerten auch
unterschiedliche Werte der Likelihood-
funktion verbunden, so muß man den
größten Wert der Likelihoodfunktion
suchen. Dieses Resultat sollte man weiter
absichern, indem man Rechnungen mit
weiteren neuen Startwerten durchfuhrt.

Dieses Verfahren klingt nicht sehr wissen-
schaftlich und ist in der Tat auch nur eine
Notlösung. Es ist aber stets dann unerläß-
lich, wenn aufgrund der Daten- und Mo-

dellstruktur mit multiplen Maxima zu
rechnen ist. Erfahrungsgemäß ist dies z.B.
bei fünf latenten Klassen und mehr als 10
oder 12 Items öfters der Fall.

Hinsichtlich der Frage multipler Maxima
gibt es bei Klassenmodellen noch ein spe-
zielles Problem, nämlich dann, wenn ein-
zelne Parameterwerte zu ihren Grenzen
hin konvergieren, d.h. im Fall von Wahr-
scheinlichkeitsparametern die Werte Null
oder Eins annehmen. Man spricht hier von
sogenannten boundary values, d.h. Grenz-
werten, die deswegen so problematisch
sind, weil sich der Schätzalgorithmus im
allgemeinen nicht mehr von diesem Wert
wegbewegt.

Anders ausgedruckt, ein Finden des Maxi-
mums der Likelihoodfunktion kann ver-
hindert werden, wenn im Laufe des
Iterationsprozesses eine Antwortwahr-
scheinlichkeit den Wert 0 oder 1 annimmt.
Auch dies passiert bei großen Klassen-
anzahlen manchmal und macht es erfor-
derlich, dieselbe Rechnung mit neuen
Startwerten durchzuführen. Erst wenn
jedesmal dieselben Modellparameter auf
dieselben Grenzwerte hin konvergieren,
darf die gefundene Lösung akzeptiert und
interpretiert werden.

Konvergieren bei wiederholten Berech-
nungen immer andere Modellparameter
gegen ihre Grenzwerte, so ist dies ein
Warnsignal, daß die gegebenen Daten zu
informationsarm sind, das entsprechende
Testmodell zu berechnen. Hier sollte die
Klassenanzahl verringert werden und/oder
das Modell durch Parameterrestriktionen
sparsamer gemacht werden.
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Literatur

Die Eindeutigkeitsbedingungen des
Rasch-Modells hat Fischer (1981)
untersucht. Den Rang der Matrix der
ersten partiellen Ableitungen als Kriterium
für die lokale Identifizierbarkeit beschrei-
ben Goodman (1974) und Formann
(1984). Die wiederholte Schätzung der Pa-
rameter mit anderen Startwerten empfiehlt
Clogg (1981). Zur Identifizierbarkeit bei
Klassenmodellen s.a. Titterington et al.

 (1985).

Übungsaufgaben

1. Berechnen Sie für alle 3 Datensätze
(KFT-, ESU- und NEOFFI-Daten),
wieviele latente Klassen geschätzt wer-
den können, wenn man nur das Krite-
rium der Parameteranzahl, Gleichung
(l), berücksichtigt.

2. Prüfen Sie mit WINMIRA, welche
Probleme der Eindeutigkeit der Schät-
zungen es bei der 3-Klassenlösung der
NEOFFI-Daten gibt.
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4.4 Die Genauigkeit der Pa-
rameterschätzungen

Hat man das Maximum der Likelihood-
funktion gefunden und sich vergewissert,
daß es sich um das globale Maximum
handelt, so stellt sich die Frage, wie genau
denn der erhaltene Schätzwert ist, d.h. wie
groß möglicherweise die Abweichung
vom wahren Parameterwert ist.

Die Frage nach der Meßgenauigkeit eines
Tests ist immer dann identisch zu der Fra-
ge nach der Genauigkeit der Parameter-
schätzungen, wenn die zu messende Per-
sonenvariable durch Modellparameter re-
präsentiert wird. Dies ist bei allen quanti-
tativen Testmodellen der Fall, da die
Schätzwerte der Personenparameter das
Testergebnis oder den Meßwert darstellen.

Bei klassifizierenden Testmodellen ist die
Klassenzugehörigkeit als ‘Meßwert’ selbst
kein Modellparameter, jedoch ist auch hier
die Zuordnungssicherheit zu den latenten
Klassen indirekt von der Genauigkeit der
Parameterschätzungen abhängig.

Die Möglichkeit, die Meßgenauigkeit
eines Tests über die Genauigkeit der Para-
meterschätzungen zu erfassen, stellt einen
wesentlichen Unterschied zur Meßfehler-
theorie dar. Im Rahmen der Meßfehler-
theorie ist nämlich die Bestimmung der
Genauigkeit eines Meßwertes nur über den
‘Umweg’ der Reliabilitätsbestimmung
möglich (vgl. Kap. 6.1). Die Genauigkeit
eines geschätzten Parameters, also auch
eines Personenmeßwertes, läßt sich im
Rahmen der Maximum-Likelihood-Theo-
rie dagegen direkt, d.h. ohne Berechnung
der Reliabilität eines Tests bestimmen.
Dies ist im folgenden dargestellt.

Die Berechnung der Schätzgenauigkeit be-
ruht auf einem generellen Satz der Maxi-
mum-Likelihood-Theorie, nach dem ML-
Schätzer asymptotisch normalverteilt sind.
Das bedeutet, daß sich bei wiederholter
Schätzung desselben Parameters anhand
unabhängiger Stichproben die Schätzwerte
so verteilen, wie es die Normalverteilung
angibt.

Der Mittelwert dieser Normalverteilung (s.
Kap. 1.2.2) ist der wahre Parameterwert
und die Glockenkurve spezifiziert, mit
welcher Wahrscheinlichkeit Schätzwerte
erhalten werden, die von diesem wahren
Wert abweichen (s. Abb. 140).

Abbildung 140: Normalverteilte ML-Schätzer

Je kleiner die Standardabweichung dieser
Glockenkurve ist, desto höher ist die Ge-
nauigkeit einer Parameterschätzung, da
stärkere Abweichungen vom wahren Wert
dann weniger wahrscheinlich sind.

Von ML-Schätzern weiß man nicht nur,
daß sie normalverteilt sind, sondern man
kann sogar die Varianz dieser Normalver-
teilung berechnen.

Kennt man die Varianz der Verteilung
eines Schätzers, so weiß man zwar immer
noch nicht, wie groß der wahre Parame-
terwert ist, aber man kann sagen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit er in welchem
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Abstand vom geschätzten Wert liegt.
Abbildung 141 verdeutlicht das.

Abbildung 141: Die Wahrscheinlichkeit des Ab-
stands von wahrem und geschätztem Parameter-
wert

Eigentlich gibt die Normalverteilung des
Schätzers an, mit welcher Wahrschein-
lichkeit ein Schützwert einen bestimmten
Abstand vom wahren Wert hat (rechte
Kurve in Abb. 141). Diese Wahrschein-
lichkeit ist aber identisch zu der Wahr-
scheinlichkeit des wahren Wertes, wenn
man die Glockenkurve um den geschätz-
ten Parameter zeichnet (linke Kurve).

Man kann also aus der Varianz der Ver-
teilung der Schätzwerte sehr praktische
Schlußfolgerungen bezüglich der Meßge-
nauigkeit ziehen, z.B. wie weit der wahre
Wert vom Schätzwert entfernt liegen
könnte. Hiervon wird im Kapitel 6.1.3 Ge-
brauch gemacht.

Diese Varianz der Schätzwerte eines Para-
meters kann mit Hilfe der sogenannten Zn-
formationsfunktion berechnet werden, ein
Begriff der bereits 1921 von R.A. Fischer
eingeführt wurde.

Die Informationsfunktion druckt die in den
Daten enthaltene statistische Information
hinsichtlich der Schätzung eines einzelnen
Modellparameters aus. Sie ist gleich dem
negativen Erwartungswert der zweiten par-
tiellen Ableitung der log-likelihoodfunk-

tion nach einem bestimmten Parameter rc,
also

(1)

Je größer dieser Wert ist, desto mehr
Information ist in den Daten bezüglich der
Schätzung eines Modellparameters enthal-
ten und desto kleiner ist demnach auch die
Varianz des Schätzwertes dieses Para-
meters. Man nennt diese Varianz auch die
Schätzfehlervarianz, da sie allein durch die
Ungenauigkeit der Parameterschätzung,
also den Schätzfehler zustande kommt.

Tatsächlich ist die Schätzfehlervarianz
eines Parameters direkt gleich dem rezi-
proken Wert des Informationsbetrages (l),
d.h. es gilt

Die Standardabweichung der Normalver-
teilung des Schätzfehlers ist dann Eins
durch Wurzel aus der Informationsfunk-
tion:

Diese Berechnung der Schätzfehlervarianz
gilt für alle Testmodelle deren Parameter
nach der ML-Methode geschätzt werden,
d.h. nicht nur für Rasch-Modelle, sondern
auch für klassifizierende Testmodelle. Be-
vor darauf eingegangen wird, wozu man
die so ermittelte Schätzgenauigkeit eines
Parameters verwenden kann, soll das Prin-
zip ihrer Berechnung nach Formel (3) an-
hand der Parameter des dichotomen
Rasch-Modells illustriert werden.
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Die zweiten partiellen Ableitungen des
dichotomen Rasch-Modells

Die ersten partiellen Ableitungen der
Likelihoodfunktion dieses Modells wur-
len bereits in Kapitel 4.2.1 angegeben:

Die zweiten partiellen Ableitungen nach
jeweils denselben Parametern lauten (nach
mehreren Zwischenschritten) für die Item
parameter:

Nach der Definition der Informationsfunk-
tion in Gleichung (1) benötigt man den
negativen Erwartungswert dieser zweiten
partiellen Ableitungen. Den Erwartungs-
wert kann man natürlich nicht berechnen,
wenn man nur eine Stichprobe zur Verfü-

gung hat, so daß man die zweiten partiel-
len Ableitungen selbst als Annäherung des
Erwartungswertes nimmt.

Das negative Vorzeichen in den Gleichun-
gen (6) und (7) hebt sich mit dem nega-
tiven Vorzeichen aus Gleichung (1) auf, so
daß die positiven Summen in Gleichung
(6) und (7) den reziproken Wert der
Fehlervarianz definieren:

Hierbei handelt es sich um relativ einfache
Ausdrucke, anhand derer sich gut nach-
vollziehen läßt, wovon die Schätzgenauig-
keit bei Rasch-Modellen abhängt. Die
Fehlervarianzen werden umso kleiner, je
größer die jeweilige Summe im Nenner
wird, d.h. die Fehlervarianz der Itempara-
meterschätzungen wird umso kleiner, je
mehr Personen getestet wurden und die
Fehlervarianz der Personenparameter-
schätzungen wird umso kleiner, je mehr
Items der Test umfaßt.

Dieses Resultat ist plausibel und war nicht
anders zu erwarten. Aufschlußreich ist
darüber hinaus, die einzelnen Summanden
in den beiden Nennern zu betrachten. Es
handelt sich in beiden Fällen um das
Produkt der Lösungswahrscheinlichkeit
pvi und seiner Gegenwahrscheinlichkeit
(l-pvi). Dieses Produkt entspricht der
Varianz der (dichotomen) Antwort-
variablen (vgl. Kap. 2.2.4). Es wird dann
maximal, wenn die Lösungswahrschein-
lichkeit genau 0.5 beträgt, d.h. das Pro-
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dukt kann maximal den Wert 0.25 anneh-
men.

Daraus folgt, daß die Schätzfehlervarianz
umso kleiner wird, je besser die Schwie-
rigkeiten der Items zu den Fähigkeiten der
Personen passen, d.h. je näher die Lö-
sungswahrscheinlichkeiten bei 0.5 liegen.
Auch dieses Resultat ist plausibel, denn
ein Test mit zu schweren oder zu leichten
Items für die jeweilige Personenstichprobe
muß auch eine geringere Schätzgenauig-
keit der Personenparameter haben.

Datenbeispiel

Für das Datenbeispiel der KFT-Items (s.
Kap. 3.1) ergeben sich folgende Stan-
dardschätzfehler (das ist die Wurzel aus
den Schätzfehlervarianzen, s. Formel 3)
für die Item- und Personenparameter-
schätzungen:

Item

Score

Wie man sieht, ist die Schätzungenauig-
keit für Personen mit einem Score von 0
oder 5 größer als für Personen mit einem
Score von 2 oder 3. Der Test mißt also
im Mittelbereich der Fähigkeiten besser
als in den Randbereichen, was immer
dann zu erwarten ist, wenn die Itempa-
rameter auch im Mittelbereich liegen.
Dies ist im gegebenen Datenbeispiel der
Fall.

Natürlich sind die Standardschätzfehler für
die Personenparameter sehr groß, was
daran liegt, daß dieses Testbeispiel nur 5

Items umfaßt. Dagegen sind die Stan-
dardschätzfehler der Items viel kleiner, da
die Stichprobe 300 Personen umfaßt.

Die Schätzfehlervarianzen kann man für
verschiedene Auswertungsschritte gebrau-
chen, nicht nur zur Bestimmung der Meß-
genauigkeit eines Tests (vgl. auch Kap.
6.1). Z.B. kann man mit Hilfe von den
Schätzfehlervarianzen auch prüfen, ob sich
zwei Parameter signifikant voneinander
unterscheiden oder ob ein geschätzter
Parameter von einem apriori angenom-
menen Parameterwert abweicht. Auch las-
sen sich die Parameterschätzungen, die
man in zwei getrennten Personenstichpro-
ben oder Itemstichproben erhält, miteinan-
der vergleichen (s. Kap. 6.2.1).

Literatur

Die asymptotischen Eigenschaften von
ML-Schätzern sind in Standardwerken der
mathematischen Statistik wie Kendall &
Stuart (1973) oder Bickel & Doksum
(1977) zu finden. Neuere Entwicklungen
beschreiben Mislevy & Sheehan (1989).
Formann (1984) geht auf die Standard-
schätzfehler bei Klassenmodellen ein.

Übungsaufgaben:

1. Eine Person löst alle 10 Aufgaben
eines Tests mit der Lösungswahr-
scheinlichkeit p = 0.5, eine zweite Per-
son mit p = 0.9. Wie groß sind die
Schätzfehlervarianzen ihrer Fähigkeits-
parameter, wenn sich das Antwortver-
halten beider Personen durch das
Rasch-Modell beschreiben läßt?

2. Berechnen Sie mit WINMIRA die
Standardschätzfehler der Personenpa-
rameter des NEOFFI-Datenbeispiels.
Für welchen Score ist die Fehlervarianz
am geringsten?
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5. Modellgeltungstests

Jede Testauswertung beruht auf einem
Modell über das Antwortverhalten der
Personen in diesem Test (vgl. Kap. 1.2).
Ob die Testergebnisse etwas über die ge-
testeten Personen aussagen und was sie
bestenfalls aussagen können, hängt davon
ab, ob das bei der Auswertung angewen-
dete Testmodell überhaupt auf die erhobe-
nen Daten paßt. Dies ist die Frage nach
der Modellgültigkeit, die mit Hilfe von
Modellgeltungskontrollen oder Modellgel-
tungstests zu beantworten ist.

Die Parameter eines Testmodells lassen
sich anhand von Testdaten im allgemeinen
auch dann schützen, wenn das Modell nur
schlecht auf die Daten paßt. Das bedeutet,
daß die Frage nach der Modellgeltung
noch nicht beantwortet ist, wenn die
Parameter des Modells geschätzt wurden.
Jedoch ist für die meisten Modellgel-
tungstests die Schätzung der Parameter
eine Voraussetzung, so daß die Prüfung
der Modellgültigkeit der Parameterschät-
zung nachgeordnet ist.

Die Frage, ob ein Testmodell auf die
Daten paßt, ist genauso wenig mit ‘ja’ oder
‘nein’ zu beantworten, wie die Frage, ob
eine Theorie wahr oder falsch ist (vgl.
Kap. 1.2). Neben den allgemeinen er-
kenntnistheoretischen Gesichtspunkten zur
Wahrheit wissenschaftlicher Aussagen,
sind es vor allem zwei Grunde, warum
man die Frage nach der Gültigkeit eines
Testmodells nicht mit ja oder nein beant-
worten kann.

Zum einen paßt jedes probabilistische
Testmodell (und um diese geht es hier vor
allem) mehr oder weniger gut auf die
Daten. so daß es einer willkürlichen

Grenzziehung bedarf, um zu sagen: ‘ab
hier paßt das Modell auf die Daten’.

Zum anderen ist bei der Beurteilung des
Ausmaßes, in dem ein Modell auf die
Daten paßt, zu berücksichtigen, mit wel-
chem Aufwand, d.h. mit welcher Komple-
xität der Modellstruktur diese Passung
erreicht wird. Mit einem komplizierten
Modell, das sehr viele Modellparameter
umfaßt, kann man allemal eine bessere
Passung auf die Daten erreichen als mit
einem sparsamen Modell, das nur wenige
Parameter umfaßt.

Das Einfachheitskriterium

Das Ziel einer Theorienbildung kann nicht
nur darin bestehen, eine möglichst gute
Übereinstimmung mit empirischen Daten
herzustellen, sondern es besteht auch dar-
in, dies mit möglichst wenigen und ein-
fachen Annahmen zu erreichen. Neben
dem Gütekriterium der empirischen Gül-
tigkeit einer Theorie ist daher die Einfach-
heit einer Theorie ein weiteres wichtiges
Gütekriterium: Je einfacher eine Theorie
ist, desto besser ist sie.

Eine einfache Theorie ist aber natürlich
nur dann besser, wenn sie dieselben
Suchverhalte beschreibt und erklärt, wie
die komplexere Theorie. Das heißt, man
muß bei der Anwendung des Einfachheits-
kriteriums normalerweise auch den Gel-
tungsbereich der Theorie mitberücksich-
tigen. Dies kann bei der Beurteilung der
Güte von Testmodellen jedoch entfallen.
da der Geltungsbereich eines Modell:
derselbe ist wie der eines konkurrierender
Modells, nämlich die gegebene Datenma-
trix, die es zu analysieren gilt.

Die Prüfung der Modellgültigkeit hat
daher stets zwei Dinge im Auge zu behal-
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ten, nämlich erstens, wie gut erklärt das
Modell die Daten und zweitens, mit wel-
chem Aufwand an Modellparametern wird
dies erreicht. Die Berücksichtigung beider
Kriterien stellt ein Gewichtungsproblem
dar, das heißt, man muß die Überein-
stimmung zwischen Modell und Daten
dagegen aufwiegen, wieviel Parameter
man ‘investiert hat.

Die verschiedenen Möglichkeiten, die
Gültigkeit eines Testmodells zu kontrollie-
ren, berücksichtigen die beiden genannten
Gesichtspunkte der Datenübereinstim-
mung und der Einfachheit in unterschied-
licher Weise. Allen Möglichkeiten ist je-
doch gemeinsam, daß man sie stets als
einen Modellvergleich auffassen kann: Da
man nie über ein einzelnes Modell aus-
sagen kann, ob es paßt oder nicht, kann
eine Modellgeltungskontrolle nur ergeben,
daß ein Modell angemessener ist als ein
anderes Modell. Bei vielen Modellgel-
tungstests ist es auf den ersten Blick nicht
leicht zu erkennen, daß es sich um Mo-
dellvergleiche handelt. In den folgenden
Kapiteln wird dies deutlich werden.

Prinzipiell lassen sich drei verschiedene
Arten von Modellgeltungstests unterschei-
den. Zum einen kann man Modelle anhand
ihrer Likelihoodwerte miteinander verglei-
chen. Die Likelihood der Daten unter
einem bestimmten Modell sagt etwas dar-
über aus, wie wahrscheinlich die beobach-
teten Daten sind, so daß prinzipiell ein
Modell mit einer höheren Likelihood auch
die bessere Anpassung an die Daten auf-
weist. Diese Art der Modellgeltungskon-
trolle wird in Kapitel 5.1 behandelt.

Zweitens läßt sich prüfen, wie gut sich mit
einem Testmodell die beobachteten Daten
reproduzieren lassen. Dabei können die
Häufigkeiten der unterschiedlichen Ant-
wortpattern als jene Daten gelten, die es

zu reproduzieren gilt. Modellgeltungskon-
trollen im Sinne der Reproduzierbarkeit
der Patternhäufigkeiten werden in Kapitel
5.2 behandelt.

Drittens kann man gezielt bestimmte An-
nahmen des Modells zum Gegenstand
einer Modellgeltungskontrolle machen.
Derartige Modellgeltungstests werden in
Kapitel 5.3 beschrieben.

5.1 Modellvergleiche an-
hand der Likelihood

In den vorangegangenen Kapiteln wurde
schon mehrfach gesagt, daß die Likeli-
hood der Daten unter einem bestimmten
Modell sehr viel darüber aussagt, wie gut
das Modell auf die Daten paßt: Je höher
die Likelihood ist, desto besser erklärt das
Modell die Daten.

Die Likelihood ist ganz allgemein defi-
niert als das Produkt der Patternwahr-
scheinlichkeiten über alle Personen:

Da Personen mit demselben Antwortpat-
tern 5, auch stets dieselbe Wahrschein-
lichkeit ihres Patterns haben, läßt sich die
Likelihood folgendermaßen schreiben

wobei n(x) die Häufigkeit bezeichnet,
mit der das Pattern 5 in der Testdaten-
matrix auftritt. Wurde ein Pattern nicht
beobachtet, so ist diese Häufigkeit 0, und
der entsprechende Faktor gleich 1, so daß
die Wahrscheinlichkeiten nicht beobachte-
ter Pattern die Likelihood nicht beeinflus-
sen.
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Die Werte von Likelihoodfunktionen wer-
den sehr klein, da sie aus dem Produkt von
N k Wahrscheinlichkeiten bestehen. Die
Größenordnung der Likelihoodwerte ist
daher im wesentlichen durch die Anzahl
der Personen N und die Anzahl der Items
k bestimmt. Um zu interpretierbaren Wer-
ten zu gelangen, ist es daher sinnvoll, aus
diesem Produkt wiederum die (N.k)-te
Wurzel zu ziehen. Damit erhält man einen
Wahrscheinlichkeitswert, der wieder in der
Größenordnung der Wahrscheinlichkeit
einer einzelnen Itemantwort liegt. Dieser
Wert

ist das geometrische Mittel aller Antwort-
wahrscheinlichkeiten.

Arithmetisches und geometrisches
Mittel

Während das arithmetische Mittel von N
Zahlen definiert ist als die Summe dieser N
Zahlen dividiert durch N

ist das geometrische Mittel über das
Produkt dieser N Zahlen definiert. Der
Division durch N entspricht beim geome-
trischen Mittel die Ziehung der N-ten
Wurzel:

Das geometrische Mittel ist die Zahl, die
N-mal mit sich selbst multipliziert wieder-
um das Produkt ergibt:

Der Nachteil des geometrischen Mittel-
werts von Wahrscheinlichkeiten besteht
darin, daß er stets kleiner ist als das arith-
metische Mittel. Nimmt man etwa die
folgenden neun Wahrscheinlichkeiten

0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9,

so ist deren arithmetisches Mittel 0.5. Das
geometrische Mittel derselben Zahlen
beträgt jedoch nur 0.4147, ist also
wesentlich kleiner. Nur mit dieser Ein--
schränkung kann man L als eine mittlere
Antwortwahrscheinlichkeit interpretieren.

Datenbeispiel

Für das Datenbeispiel des KFT mit 5
Items und 300 Personen (vgl. Kap. 3.1)
ergeben sich die folgenden Likelihood-
werte für das Einklassenmodell der
Klassenanalyse, die Zweiklassenlösung
und das Rasch-Modell.

In der Tabelle sind die logarithmierten
Likelihoodwerte (die sog. ‘Loglikeli-
hoods’) aufgeführt, da die unlogarith-
mierten Werte so klein sind, daß sie ein
normaler Taschenrechner gar nicht dar-
stellen könnte. Die logarithmierten Wer-
te benötigt man ohnedies, um die (N.k)-
te Wurzel ziehen zu können: diese wird
nämlich berechnet, indem man den
Logarithmus der Likelihood durch N.k
dividiert und das Resultat wiederum de-
logarithmiert, das heißt, als Exponent der
e-Funktion einsetzt. Für die erste Zeile
der Tabelle lautet die Rechnung:

exp (-990.85/1500) = 0.516.
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Die arithmetischen Mittelwerte der Ant-
wortwahrscheinlichkeiten sind auch hier
größer, so beträgt, das arithmetische Mit-
tel für die Einklassenlösung 0.532.

Man sieht an diesen Werten, daß die
Zweiklassenlösung und das Rasch-
Modell wesentlich besser auf die KFT-
Daten passen.

Das Beispiel macht deutlich, wie man die
Likelihood bzw. Loglikelihood zur Beur-
teilung der Modellgültigkeit verwenden
kann. Generell ist es so, daß die Log-
likelihood größer wird (ihr Absolutbetrag
also kleiner, da die Loglikelihood immer
negativ ist), wenn man zusätzliche Para-
meter einführt. So hat z.B. die Zwei-
klassenlösung immer eine höhere Loglike-
lihood als die Einklassenlösung.

Will man ein Modell anhand der Höhe
seiner Loglikelihood beurteilen, so muß
man gleichzeitig berücksichtigen, wie
viele Modellparameter es enthält.

Im Fall der Einklassenlösung des Daten-
beispiels sind 5 Parameter zu schätzen,
nämlich die 5 Antwortwahrscheinlichkei-
ten der Items. Für die Zweiklassenlösung
sind es 11 Parameter, nämlich die 5 Ant-
wortwahrscheinlichkeiten in beiden Klas-
sen und ein unabhängiger Klassengrößen-
parameter. Im Rasch-Modell werden 9
Parameter geschätzt.

Die Berechnung der Anzahl unabhängiger
Modellparameter bei Rasch-Modellen be-
darf einer Erläuterung, da die Personen-
parameter hier eine Sonderrolle spielen.

Die Anzahl der Modellparameter bei
Rasch-Modellen: UL, CL und mL

Bei der Likelihoodfunktion, die für Mo-
dellvergleiche herangezogen wird, handel
es sich nicht um die unbedingte Likeli-
hood (UL) wie sie in Kapitel 3.1.1.2.;
durch die Gleichungen (7) und (8) oder in
Kapitel 4.2.1 durch die Gleichungen (1)
und (2) definiert ist. In die unbedingt<
Likelihoodfunktion geht jede Person mit
einem neuen Parameter ein, was dazu
führt, daß die Likelihoodwerte nicht mehr
mit denen von latent-class Modellen ver-
gleichbar sind. Bei letzteren bringen neue
Versuchspersonen nur dann weitere Para-
meter ins Spiel, wenn sie neue latente
Klassen definieren.

Auch kann man nicht die bedingte
Likelihoodfinktion (CL), die zur Schätzung
der Itemparameter benutzt wird (s. Kap
4.2.1, Gleichung (12)), für Modellver-
gleiche heranziehen. Die bedingte Like-
lihood beschreibt nämlich nicht die
Wahrscheinlichkeit der Testdaten wie sie
sind, sondern unter der Bedingung der
Verteilung der Summenscores.

Vergleiche mit anderen Testmodellen sind
allein anhand der marginalen Likelihood
(mL) möglich, die das Produkt aus der
bedingten Likelihood und den Scorewahr-
scheinlichkeiten darstellt (vgl. (16) in
Kap. 3.1.1.2.2 und (15) in Kap. 4.2.1):

Die bedingte Likelihood ist eine Funktion
der Itemparameter, enthält also wegen der
Summennormierung k-1 unabhängige Mo-
dellparameter. Die Scorewahrscheinlich-
keiten p(r) stellen in der marginalen
Likelihoodfunktion ebenfalls unbekannte



328 5. Modellgeltungstests

Größen dar und fungieren als Modell-
parameter, Sie werden durch die relativen
Häufigkeiten der Summenscores ge-
schätzt:

Da von den k+1 Scorewahrscheinlichkei-
ten nur k voneinander unabhängig sind
(die Summe aller Wahrscheinlichkeiten
muß 1 sein), enthält die marginale
Likelihood des Rasch-Modells insgesamt
2k-1 unabhängige Modellparameter. Im
Fall ordinaler Itemantworten sind es bei
m+l Antwortkategorien 2mk-1 Parameter.

Nach dieser Berechnung gibt es im
Datenbeispiel 9 unabhängige Modellpara-
meter für das Rasch-Modell, während es
11 Parameter bei der Zweiklassenlösung
sind. Hier stellt sich die Frage, ob die um
vier Punkte höhere Likelihood bei der
Zweiklassenlösung (-850 gegenüber -854)
eine bessere Modellgeltung anzeigt, wenn
man bedenkt, daß zwei Parameter mehr zu
schätzen sind.

Es werden Methoden benötigt, die die
Likelihoods unterschiedlicher Modelle
vergleichen und dabei die unterschied-
lichen Parameteranzahlen berücksichtigen.

Die beiden folgenden Unterkapitel behan-
deln zwei solche Methoden, die in ihrer
Logik sehr unterschiedlich sind, sich aber
auf dieselbe Information stützen, nämlich
die Loglikelihood und die Parameteran-
zahl.

5.1.1 Informationstheoretische
Maße

Die in diesem Kapitel behandelten Krite-
rien zur Beurteilung der Modellgeltung
beruhen auf einem informationstheore-
tischen Hintergrund, der hier jedoch nicht
dargestellt werden kann. Es gibt eine
Reihe solcher informationstheoretischer
Maße, die den Wert der Likelihoodfunk-
tion mit der Parameteranzahl in Beziehung
setzen. Es handelt sich hierbei um soge-
nannte Straffunktionen (penalty functions),
da ein Anstieg der Likelihood mit den zu-
sätzlich investierten Parametern ‘bestraft’
wird.

Der historisch erste dieser Indizes ist der
AIC, der nach seinem Autor Akaike be-
nannt ist: Akaikes information criterion.
Er ist durch folgenden Ausdruck definiert.

(1) AIC = -2 log L + 2 np,

wobei np für die Anzahl unabhängiger
Modellparameter steht. Ein Modell ist
nach diesem Kriterium umso besser je
kleiner sein AIC-Wert ist.

Datenbeispiel

Für die drei Modelle im KFT-Datenbei-
spiel lauten die AIC-Werte

Nach diesen Ergebnissen paßt die Zwei-
klassenlösung besser als das Rasch-Mo-
dell, da hier der AIC-Wert kleiner ist.
Demnach ist es für die 5 Items aus dem
KFT wichtiger, unterschiedliche Item-
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schwierigkeiten für die Könner und die
Nichtkönner anzunehmen (Zweiklassen-

für alle Personen ein Kontinuum von
Fähigkeiten anzunehmen (Rasch-Modell).

Beim AIC-Index wird in keiner Weise der
Stichprobenumfang, das heißt, die Anzahl
der Personen N berücksichtigt. Dies ver-
sucht das sogenannte Schwartz-Kriterium
oder auch Best Information Criterion,
BIC, genannt auszugleichen.

(2) BIC = -2 log L + (log N) np,

Im Vergleich zum AIC wird hier die ‘2’ als
Koeffizient der Parameteranzahl durch den
Logarithmus der Stichprobengröße N
ersetzt, was im allgemeinen ein wesentlich
größerer Koeffizient ist. Die folgende
Tabelle gibt einen Eindruck von der
Größenordnung des Logarithmus von N.

Für das Datenbeispiel ergeben sich folgen-
de BIC-Werte:

Hier zeigt sich die zentrale Problematik
dieser Indizes: Die Schlußfolgerung dreht
sich für den BIC, im Vergleich zum AIC
um: das Rasch-Modell hat den niedrigsten
BIC-Wert. Unter Berücksichtigung der
Stichprobengröße paßt offensichtlich das

Rasch-Modell besser auf die Daten als die
Zweiklassenlösung.

Zuletzt sei noch ein dritter Index genannt,
der sogenannte CAIC, der folgendermaßen
definiert ist:

(3) CAIC = -2 log L +(log N) . np + np,

wobei CAIC für consistent AIC steht und
eine Korrektur des AIC darstellt, die auch
bei größerem Stichprobenumfang konsi-
stent sein soll.

Bezüglich der Interpretation des Datenbei-
spiels ergeben sich keine Veränderungen
im Vergleich zum BIC. Die Überlegenheit
des Rasch-Modells wird eher noch deut-
licher.

Mit Hilfe dieser Straffunktionen lassen
sich die beiden Gütekriterien für Theorien,
das Kriterium der empirischen Gültigkeit
und das Einfachheitskriterium rein rech-
nerisch miteinander verknüpfen. Es zeigt
sich jedoch auch, daß es für die Ver-
knüpfung keine mathematisch beweisbare
Funktion gibt, sondern stets gewisse Be-
liebigkeit bei der Auswahl eines Index
herrscht.

Trotzdem ist der Wert dieser Informa-
tionskriterien bei der praktischen Testana-
lyse nicht zu unterschätzen. Geben sie
doch erste, einfach interpretierbare Hin-
weise darauf, welches Testmodell das Ant-
wortverhalten wie gut repräsentiert. Als
grobes Auswahlkriterium kann gelten, daß
der AIC bei kleinen Itemanzahlen mit
großen Patternhäufigkeiten, der BIC bei
großen Itemanzahlen und kleinen Pattern-
häufigkeiten vorzuziehen ist.

Ein Vorteil von diesen Informationsmaßen
besteht darin, daß Modelle miteinander
verglichen werden können, die in keiner
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hierarchischen Beziehung zueinander ste-
hen, wie eben z.B. die Zweiklassenlösung
der Klassenanalyse und das Rasch-Modell.
Das ist mit den im nächsten Kapitel be-
handelten Likelihoodquotiententests nicht
möglich.

Ein Nachteil dieser Informationsmaße be-
steht darin, daß es keine Anhaltspunkte
dafür gibt, um wieviel kleiner ein Index
sein muß, um daraus den Schluß zu
ziehen, daß das Modell besser paßt als ein
anderes. Rein theoretisch reicht hier schon
ein Unterschied hinter dem Komma aus,
um von einer besseren Modellanpassung
zu sprechen.

Diese Art rein qualitativer Modellverglei-
che deckt sich nicht mit dem üblichen
statistischen Denken, nach dem ein beob-
achteter Unterschied größer sein muß als
eine gewisse kritische Grenze, um dann
von einem ‘signifikanten’ Unterschied zu
sprechen. Auch hierin unterscheiden sich
die im folgenden behandelten Likelihood-
quotiententests.

5.1.2 Likelihoodquotiententests

Mit sogenannten Likelihoodquotienten-
tests (englisch: likelihood ratio tests) las-
sen sich ebenfalls die Likelihoods von
zwei unterschiedlichen Modellen mitein-
ander vergleichen. Ein Likelihoodquotient
ist der Quotient zweier Likelihoodwerte
derselben Datenmatrix unter zwei unter-
schiedlichen Modellen:

Bezüglich der beiden Likelihoods im
Zähler und im Nenner müssen die folgen-
den drei Bedingungen erfüllt sein:

1. Das Modell, dessen Likelihood im
Nenner steht, muß ein echtes Obermo-
dell von dem Modell des Zählers sein.
Das heißt, das Zählermodell muß sich
durch eine Restriktion der Parameter
des Nennermodells darstellen lassen.
Aus diesem Grund wird die Likelihood
des Zählers auch L0 genannt (in Anleh-
nung an die Null-Hypothese der Infe-
renzstatistik).

2. Das restriktivere Modell im Zähler darf
nicht durch Null-Setzen einzelner Pa-
rameter aus dem allgemeineren Modell
hervorgehen. Dies ist eine sehr ein-
schränkende Bedingung. Vergleicht
man z.B. Modelle mit unterschiedli-
chen Klassenanzahlen miteinander, so
ergibt sich das Modell mit einer nie-
drigeren Klassenanzahl durch die
Fixierung aller Parameter einer (oder
mehrerer) Klassen auf Null. In diesem
Fall ist die Verteilung der Prüfstatistik
(S.U.) unbekannt.

3. Es muß für das allgemeinere Modell
im Nenner die Modellgültigkeit bereits
nachgewiesen sein.

Sind diese drei Bedingungen erfüllt, so
kann man den Likelihoodquotienten in
eine x2-verteilte  Prüfstatistik umwandeln:

das heißt, der doppelte negative Logarith-
mus eines Likelihoodquotienten ist bei
hinreichend großer Datenmenge x2-ver-
teilt.

Die Anzahl der Freiheitsgrade für diese
x2-Verteilung  entspricht der Differenz
zwischen Parameteranzahl des Nenner-
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modells minus Parameteranzahl des Zäh- kleiner als 0.05 überschritten wird, kann
lermodells:

Was ist ein x2-Test?

Ein x2-Test  (Chi-quadrat) ist ein Signifi-
kanztest, d.h. ein Verfahren, mit dem man
eine statistische Hypothese prüfen kann.
‘Signifikanz’ heißt ‘Bedeutsamkeit’ und der
Begriff ‘Signifikanztest’ bezeichnet die
Prüfung (=Test), ob die Abweichung einer
anhand der Daten berechneten Größe
(=Prüfgröße) von dem Idealwert, den diese
Größe bei Geltung der Hypothese an-
nimmt, bedeutsam, also signifikant ist.
Voraussetzung für die Durchführung eines
Signifikanztests ist daher, daß eine
Prüfgröße bekannt ist, deren Verteilung
bei Geltung der statistischen Hypothese
man kennt (= Prüfverteilung). Wenn man
für jeden möglichen Wert der Prüfgröße
sagen kann, wie wahrscheinlich er bei
Geltung der Hypothese ist, kann man
entscheiden, ob die statistische Hypothese
eher wahrscheinlich oder eher unwahr-
scheinlich ist. Üblicherweise heißt ‘un-
wahrscheinlich’ daß die Auftretenswahr-
scheinlichkeit eines Wertes kleiner als
p = 0.05 oder 5% ist. Diese Grenze ist die
Signifikanzgrenze oder das Signifikanz-
niveau.

Im Falle des x2-Tests ist die Prüfver-
teilung die x2-Verteilung.  Anders als z.B.
bei der Normalverteilung hängt die Form
der x2-Verteilung  von ihren sogenannten
Freiheitsgraden ab. Um eine Prüfgröße
anhand der x2-Verteilung  testen zu kön-
nen, muß man die Anzahl der Freiheits-
grade der x2-Verteilung  kennen. Den kri-
tischen Wert für die Prüfgröße, d.i. der
Wert, der nur mit einer Wahrscheinlichkeit

man in einer x2-Tabelle  nachschauen. Die
statistische Hypothese wird verworfen,

unwahrscheinlicher als 5%.

wenn der errechnete Wert der Prüfgröße

 
größer ist als der kritische Wert, also

Datenbeispiel

Es soll die Geltung der Zweiklassenlösung
für das KFT-Datenbeispiel mit der restrin-
gierten Zweiklassenlösung verglicher
werden, in der angenommen wird, daß
eine Klasse von Könnern alle Items mit
90%iger Wahrscheinlichkeit löst (vgl. das
Datenbeispiel in Kapitel 3.1.2.3). Diese:
Modell hat eine Loglikelihood von -899.5
bei nur 6 zu schätzenden Parametern. Die
unrestringierte Zweiklassenlösung hat die
Likelihood -850.5 bei 11 zu schätzenden
Parametern.

Der Logarithmus des Likelihoodquotien-
ten ist gleich der Differenz der Loglikeli-
hoods, das heißt, es gilt

log( LR) = log( L0) - log(L1).

Der logarithmierte Likelihoodquotienl
beträgt in diesem Fall

-899.5 -(-850.5)=-49.

Die zugehörige x2-Verteilung  hat 11 - 6 =
5 Freiheitsgrade und laut x2-Tabelle  liegt
die 5%-Grenze bei 11.07. Das bedeutet:
der errechnete Wert von

liegt weit außerhalb der Signifikanzgren-
ze, womit die Annahme verworfen werden
muß, daß es eine Klasse von Könnern
gibt, die alle Items mit 10%iger Irrtums-
wahrscheinlichkeit lösen.
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Anders verhält es sich mit der Hypothese,
daß die Klassen der Könner und Nicht-
könner gleich groß sind (vgl. ebenfalls
Kapitel 3.1.2.3). Die Loglikelihood dieses
Modells beträgt -850.9 und ist demnach
nur um 0.4 Punkte kleiner als die Like-
lihood der unrestringierten Zweiklassenlö-
sung. Der daraus berechnete x2-Wert von
0.8 gehört zu einer x2-Verteilung  mit
einem Freiheitsgrad, da lediglich ein Klas-
sengrößenparameter auf 0.5 fixiert wurde.
Der kritische Wert der x2-Verteilung  mit
einem Freiheitsgrad beträgt 3.84, womit
der empirische Wert von 0.8 nicht
signifikant ist. Die Hypothese, daß die
Klassen der Könner und Nichtkönner
gleich groß sind, kann beibehalten werden.

Likelihoodquotienten beziehen wie die in-
formationstheoretischen Maße sowohl den
Wert der Likelihoodfunktion als auch (in-
direkt über die Freiheitsgrade der Prüf-
verteilung) die Anzahl der geschätzten Pa-
rameter ein. Auch hier wird also das Gül-
tigkeitskriterium gemeinsam mit dem Ein-
fachheitskriterium berücksichtigt.

Der Vorteil von Likelihoodquotiententests
ist darin zu sehen, daß sie eine statistische
Absicherung des Unterschieds der Likeli-
hoods zweier Modelle unter Berücksich-
tigung der Parameteranzahl erlauben. So-
mit läßt sich eindeutig aussagen, ob ein
bestimmtes Modell besser auf die Daten
paßt als ein anderes Modell.

Die Nachteile von Likelihoodquotienten
liegen darin, daß die Voraussetzungen für
ihre Berechnung oft nicht erfüllt sind. So
läßt sich z.B. mit Hilfe eines Likeli-
hoodquotienten nicht testen, ob ein quan-
titatives Testmodell oder ein Klassenmo-
dell besser auf die Daten paßt, da beide
nicht in einer hierarchischen Beziehung

zueinander stehen, d.h. das eine Modell
ein Obermodell des anderen ist. Auch geht
sehr oft das restriktivere Modell durch
Fixierung von Wahrscheinlichkeiten auf 0
aus dem allgemeineren hervor, so daß die
Prüfverteilung nicht gilt. Auch die dritte
Voraussetzung, die Gültigkeit des allge-
meineren Modells, ist oft nicht gegeben,
da man diese nicht immer prüfen kann.

Am meisten Probleme bereiten jedoch die
Voraussetzungen bezüglich der Datenmen-
ge, auf die bisher noch gar nicht eingegan-
gen wurde. Die Voraussetzung dafür, daß
die Prüfstatistik -2 log (LR) annähernd
x2-verteilt  ist, besteht nämlich darin, daß
die erwarteten Patternhäufgkeiten min-
destens den Wert 1 haben. Dies ist in
unserem kleinen Datenbeispiel mit 5 Items
zwar annähernd gegeben, jedoch kann
bereits bei 10 Items mit 1024 unter-
schiedlichen Antwortpattern davon ausge-
gangen werden, daß diese Voraussetzung
selbst bei großen Personenstichproben
nicht erfüllt ist. Somit entfällt die Grund-
lage der inferenzstatistischen Absicherung
des Likelihoodquotienten, und damit sein
entscheidender Vorteil.

Als Fazit kann festgehalten werden, daß
sich der Likelihoodquotient besonders
dann eignet, wenn man anhand von klei-
nen Itemanzahlen gezielt Hypothesen
testen will, die sich aufgrund von Pa-
rameterrestriktionen eines Modells darstel-
len lassen.

Ein Spezialfall ,  und vielleicht die
häufigste Anwendung des Likelihoodquo-
tienten besteht darin, die Likelihood eines
Modells gegen die des saturierten Modells
zu testen.
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Saturiertes Modell

Unter einem saturierten Modell versteht
man das Modell, das die beobachteten Da-
ten perfekt erklären kann und soviele Para-
meter enthält wie es unabhängige Daten
gibt. Die Likelihood des saturierten Mo-
dells ist allein eine Funktion der Pattern-
häufigkeiten:

Die Patternwahrscheinlichkeiten p(x)
stellen die Modellparameter des saturier-
ten Modells dar und werden durch die
relativen Häufigkeiten der Pattern ge-
schätzt. Somit hat dieses Modell tat-
sächlich soviele Modellparameter wie es
Antwortpattern gibt, von denen jedoch
einer abhängig ist.

Der Vorteil von Modellvergleichen mit
dem saturierten Modell liegt darin, daß
das saturierte Modell nicht irgendeine be-
liebige Alternative darstellt, sondern es
das höchste Kriterium verkörpert, das es
zu erreichen gilt: Ist der Likelihood-
quotient eines Testmodells beim Vergleich
mit dem saturierten Modell nicht sig-
nifikant, so erklärt das Modell die Daten
genauso gut, wie wenn man die Pat-
ternhäufigkeiten selbst interpretieren
würde.

Allerdings ist in diesem Fall nicht ausge-
schlossen, daß auch andere Modelle den
Vergleich mit dem saturierten Modell
‘aushalten’. Die Schlußfolgerung kann also
nicht sein, daß das ausgewählte Testmo-
dell das einzige Modell ist, das die Daten
erklärt, sondern nur ein Modell unter mög-
licherweise mehreren.

Ein Nachteil besteht darin, daß ein nega-
tives Ergebnis des Modellvergleichs (das
heißt, das saturierte Modell paßt besser)
wenig darüber aussagt, welche Modell-
annahmen verletzt sind. Bei Modellver-
gleichen zwischen zwei ähnlichen Model-
len oder zwei Modellen, die sich in einem
bestimmten Merkmal unterscheiden, ist die
Schlußfolgerung wesentlich eindeutiger.

Datenbeispiel

In dem Datenbeispiel hat das saturierte
Modell die Loglikelihood -830.4 mit 31
unabhängigen Parametern. Testet man die
Geltung des Rasch-Modells gegen das
saturierte Modell, so beträgt die Prüfgröße

D i e  x2-Verteilung hat 31 - 9 = 22
Freiheitsgrade, so daß das Rasch-Modell
nicht auf die Daten paßt (der kritische
Wert beträgt bei 22 Freiheitsgraden 33.9).

Dasselbe trifft auf die Zweiklassenlösung
der Klassenanalyse zu, für die der empiri-
sche Wert der Prüfstatistik bei 20 Frei-
heitsgraden 40.3 beträgt (die kritische
Grenze der x2-Verteilung  beträgt 31.4).

Lediglich die Zweiklassenlösung des
mixed Rasch-Modells (vgl. Kap. 3.1.3)
weist beim Vergleich mit dem saturierten
Modell eine gute Modellanpassung auf:
Die Loglikelihood beträgt -841, so daß die
Prüfstatistik den Wert 21.2 annimmt, was
bei 14 Freiheitsgraden unterhalb der kri-
tischen Grenze liegt (23.7).

Auch für Modellvergleiche mit dem satu-
rierten Modell müssen die asymptotischen
Voraussetzungen (Erwartungswert der
Patternhäufigkeiten größer als 1) erfüllt
sein. Sind diese nicht erfüllt, so bietet sich
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ein Vergleich über informationstheoreti-
sche Maße an (vgl. Kap. 5.1.1). Bei sehr
vielen Items ist allerdings auch dieser Ver-
gleich problematisch, da die Anzahl der
Modellparameter im saturierten Modell
immens groß werden kann und diese Indi-
ces dann wenig aussagekräftig sind.

Literatur

Informationstheoretische Kriterien der
Modellgeltung behandeln Bozdogan
(1987) und Read & Cressie (1988). Like-
lihoodquotiententests werden im Rahmen
der allgemeinen Maximum-Likelihood
Theorie (Kendall & Stuart 1973) und der
Kreuztabellen-Analyse (Bishop et al.
1975) dargestellt.

Übungsaufgaben

 1. Für die KFT-Daten beträgt die Log-
likelihood des saturierten Modells
-830.4. Wie groß ist das geometri-
sche Mittel der Antwortwahrschein-
lichkeiten in diesem Modell? Wie
groß ist der BIC-Wert des saturierten
Modells?

2. Die folgende Tabelle zeigt die Log-
likelihoods der ESU-Daten aus Kapi-
tel 3.2 für das 2-, 3- und 4-Klassen-
modell sowie für das saturierte Mo-
dell:

Welches Modell paßt nach infor-
mationstheoretischen Kriterien am
besten?

3. Berechnen sie mit WINMIRA den
Likelihoodquotienten zwischen dem
Ratingskalen-Modell und dem ordi-
nalen Rasch-Modell für die NEOFFI-
Daten. Ist die Annahme gleicher
Schwellenabstände danach gerecht-
fertigt?
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5.2 Reproduzierbarkeit der
Patternhäufigkeiten

Hat man die Parameter eines bestimmten
Testmodells geschätzt, so hat jedes mög-
liche Antwortpattern in einem Test eine
bestimmte, aufgrund des Modells und sei-
ner Parameter zu berechnende Auftretens-
wahrscheinlichkeit. Ein direkter Weg der
Modellgeltungskontrolle besteht daher
darin, diese erwarteten Patternhäufig-
keiten mit den tatsächlich beobachteten
Häufigkeiten zu vergleichen.

Bei deterministischen Testmodellen, wie
z.B. bei der Guttman-Skala (Kap. 3.1.1.1)
oder beim Modell deterministischer Klas-
sen (Kap. 3.1.2.1) ist diese Methode der
Modellgeltungskontrolle die einzig sinn-
volle. Solche deterministischen Modelle
unterscheiden generell zwischen zulässi-
gen und unzulässigen Antwortmustern,
das heißt, viele Antwortpattern haben die
erwartete Häufigkeit von 0, während alle
anderen Pattern mit beliebiger Häufigkeit
auftreten dürfen.

Hier gestaltet sich der Vergleich zwischen
beobachteten und erwarteten Patternhäu-
figkeiten denkbar einfach, indem man
lediglich nachschaut, ob unzulässige Ant-
wortpattern auftreten oder nicht.

Bei probabilistischen Testmodellen hat
jedes Antwortpattern eine Auftretenswahr-
scheinlichkeit, auch wenn diese oft sehr
klein ist. Hier gilt es, die erwarteten mit
den beobachteten Häufigkeiten quantitativ
zu vergleichen.

Datenbeispiel

Die folgende Tabelle zeigt für das KFT-
Datenbeispiel die beobachteten Pattern-
häufigkeiten und die unter drei verschie-
denen Testmodellen erwarteten Pattern-
häufigkeiten.

Es zeigt sich, daß die Zweiklassenlösung
des mixed Rasch-Modells die beobach-
teten Patternhäufigkeiten am besten re-
produziert, wohingegen bei zwei Klassen
der latent-class Analyse und beim Rasch-
Modell die Abweichungen einzelner Pat-
ternhäufigkeiten größer sind.
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Ein Modelltest hat die Gesamtheit aller
Abweichungen zu berücksichtigen. Diese
Prüfung kann mittels der Pearson’schen
X2-Statistik  erfolgen, die folgendermaßen
definiert ist:

ox bezeichnet die beobachtete Häufigkeit

des Pattern & (o wie ‘observed = beob-
achtet’) und ex die unter dem jeweiligen-
Modell erwartete Patternhäufigkeit. Diese
Prüfstatistik ist X2-verteilt,  wobei die An-
zahl der Freiheitsgrade gleich der Anzahl
der Antwortpattern minus der Anzahl un-
abhängiger Modellparameter minus 1 ist:

Somit hat diese X2-Statistik  zum Vergleich
beobachteter und erwarteter Patternhäu-
figkeiten dieselbe Anzahl von Freiheits-
graden wie der Likelihoodquotient eines
Modells im Vergleich zum saturierten
Modell (vgl. Kap. 5.1.2). Tatsächlich sind
beide Prüfstatistiken annähernd äquivalent
und führen in der Regel zu denselben
Ergebnissen.

Datenbeispiel

Für das KFT-Datenbeispiel ergeben sich
für drei unterschiedliche Modelle die fol-
genden X2-Werte

Wie auch beim Likelihoodquotiententest
zeigt sich hier, daß lediglich die Zwei-
klassenlösung des mixed Rasch-Modells
einen nicht-signifikanten X2-Wert be-
sitzt, das heißt, die Daten hinreichend
gut reproduziert (s. die X2-Tabelle  im
Anhang).

Der Vorteil dieses x2-Tests  besteht darin,
daß man den Grund für signifikante
Modellabweichungen leichter rekonstruie-
ren kann: Da sich der x2-Wert aus den
quadrierten Abweichungen von beobach-
teten und erwarteten Häufigkeiten zusam-
mensetzt, kann man zurück verfolgen,
welche Antwortpattern besonders zu dem
hohen x2-Wert beitragen. Im Datenbei-
spiel sind dies vor allem die Pattern
~=(00100)und~=(11101).

Die Prüfung, welche Antwortpattern für
eine fehlende Modellanpassung verant-
wortlich sind, nennt man auch Residuen-
analyse (‘Residuum’ bedeutet so viel wie
‘Rest’). Bei einer Residuenanalyse sieht
man sich an, welche ‘Reste’ an beobach-
teten Häufigkeiten übrig bleiben, wenn
man die unter dem Modell erwarteten
Häufigkeiten abzieht.

Der Nachteil dieser x2-Statistik  ist im
wesentlichen derselbe wie bei einem Like-
lihoodquotiententest zwischen Modell und
saturiertem Modell: Für größere Tests sind
die asymptotischen Bedingungen dieser
Prüfstatistik nicht erfüllt. Darunter ver-
steht man die Notwendigkeit einer hinrei-
chend großen Datenmenge, die im Fall der
x2-Statistik  so groß sein sollte, daß alle
erwarteten Häufigkeiten größer als Eins
sind. Wenn es viele Antwortpattern gibt,
die gar nicht beobachtet wurden oder
einen zu geringen Erwartungswert haben,
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folgt die Prüfgröße nicht mehr einer x2-
Verteilung.

Es gibt zwei Auswege aus dieser Situation.
Ein Weg besteht darin, eine solche x2-Prü-
fung nicht mit den einzelnen Patternhäu-
figkeiten vorzunehmen, sondern mit ag-
gregierten Daten, das sind die zusam-
mengefaßten Häufigkeiten mehrerer Pat-
tern. Mit jeder Zusammenfassung von
Patternhäufigkeiten wird die Modellprü-
fung jedoch weniger streng, da sich
möglicherweise vorhandene Abweichun-
gen von beobachteten und erwarteten Häu-
figkeiten durch die Summenbildung aus-
gleichen und gegenseitig aufheben kön-
nen.

Es kommt faktisch einer Aggregation von
Pattern gleich, wenn man die XzPrüfung
jeweils für kleinere Gruppen von Items
durchführt. Besteht ein Test z.B. aus 10
Items und nimmt man die Prüfung für die
ersten und die letzten 5 Items getrennt vor,
so aggregiert man bei der Auszahlung der
Patternhäufigkeiten für die ersten 5 Items
jeweils über alle Pattern der restlichen 5
Items. Im folgenden Beispiel ergibt sich
die Häufgkeit des Patterns (1 1 0 0 1) bei
den ersten 5 Items aus der Summe der
Patternhäufigkeiten aller 10 Items, bei
denen die ersten 5 genau dieses Muster

Item
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 0 0 1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0 0 0 1
1 1 0 0 1 0 0 0 1 0
1 1 0 0 1 0 0 0 1 1
1 1 0 0 1 0 0 1 0 0
. . . . . . . . ..

1 1 0 0 1 1 1 1 1 1

Dieses Vorgehen kann in manchen Fällen
sinnvoll sein, insbesondere wenn man an-
hand der Residuen bestimmte Hypothesen
über möglicherweise unter- oder überre-
präsentierte Antwortmuster überprüfen
will.

Im allgemeinen ist jedoch die Frage, wel-
che Pattern man zusammenfaßt, nur mit
einer gewissen Beliebigkeit zu beantwor-
ten.

Der zweite Ausweg aus der Situation, daß
schon bei Tests mittlerer Länge die Prüf-
verteilung nicht mehr der X2-Verteilung
entspricht, besteht darin, die Prüfvertei-
lung über simulierte Daten zu ermitteln.
Als simulierte (dt. ‘ähnlich gemachte’) Da-
ten bezeichnet man Daten, die mittels
eines Zufallszahlengenerators auf dem
Computer erzeugt werden. Dabei gibt man
ein Testmodell einschließlich seiner Para-
meterwerte vor und erzeugt sich auf dem
Computer Daten, die zu dem Modell pas-
sen. Von diesen künstlichen Daten weiß
man dann genau, daß das Modell gilt und
man kennt die wahren Parameterwerte.

Wie simuliert man Daten?

Es sollen beispielsweise dichotome Test-
daten erzeugt werden, für die das Rasch-
Modell gilt. Hierfür müssen zunächst alle
Item- und Personenparameter festgelegt
werden. Mit Hilfe der Modellgleichung
rechnet man sich für jede Person die
Lösungswahrscheinlichkeit hinsichtlich je-
des Items, pvi, aus. Für jede einzelne Item-
antwort wird dann der Zufallszahlengene-
rator aktiviert, der eine Zufallszahl avi

ausgibt, die zwischen 0 und 1 liegt. Alle
Zahlen zwischen 0 und 1 werden mit glei-
cher Wahrscheinlichkeit gezogen, d.h. die
Zufallszahlen sind gleichverteilt.
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Ist die erzeugte Zufallszahl avi kleiner als
die Lösungswahrscheinlichkeit pvi, so ist
die Itemantwort xvi = 1, d.h. es kommt
eine 1 in die Datenmatrix. Ist avi 2 pvi, so
ist xvi = 0. Auf diese Weise entspricht die
Wahrscheinlichkeit, eine 1 für die Daten-
matrix zu erhalten, genau der Lösungs-
wahrscheinlichkeit.

Hat man für einen echten Datensatz die
Parameter eines Testmodells geschätzt, so
kann man mit diesen Parameterschätzun-
gen wiederum neue, künstliche Daten
simulieren. Dies bezeichnet man als Resi-
mulation, weil man sich die Ausgangsda-
ten aufgrund der Parameterschätzungen
zurück simuliert. Von solchen resimulier-
ten Datensätzen weiß man, daß das Mo-
dell, das man für die echten Daten inter-
pretieren will, gilt.

Um eine Prüfverteilung für den anhand der
echten Daten errechneten CHI-Wert zu
erhalten, resimuliert man viele künstliche
Datensätze, berechnet für jeden die betref-
fende Prüfstatistik und beurteilt, ob der
Wert der echten Daten noch im Schwan-
kungsbereich der simulierten Werte liegt.
Dieses Verfahren nennt man das boot-
strap-Verfahren.

Was ist bootstrapping?

Bootstraps heißen die Schlaufen an Cow-
boy-Stiefeln, an denen man die Stiefel
nochzieht. Die Metapher steht dafür, daß
man versucht, sich an den eigenen
Stiefelschlaufen hochzuheben, so wie
Baron Münchhausen sich am eigenen
Schopf aus dem Sumpf zieht. Das damit
bezeichnete Verfahren der Modellgel-
tungskontrolle hat etwas von diesem
Versuch: Man will wissen, ob ein Modell

Frage mit Hilfe von Daten, die man mit
diesem Modell erzeugt hat.

Abbildung 142 zeigt die Häufigkeitsver-
teilung der CHI-Prüfgröße (1) von 100
Datensätzen, die anhand der Parameter-
schätzungen des Rasch-Modells für die
KFT-Daten simuliert wurden.

CHI: <14. 15- 20- 25- 30- 35- >40
9 19.9 24.9 29.9 34.9 39.9

Abbildung 142: Häufigkeitsverteilung der CHI-
Werte für 100 bootstrap-stichproben

Der CHI-Wert des echten KFT-Daten-
satzes beträgt 49.4. Ein Vergleich mit der
Verteilung in Abbildung 142 ergibt, daß
ein derart hoher Wert äußerst selten
erreicht wird, wenn das Modell gilt. In
diesem Fall gab es nur 1 von 100 Werten
in dieser Größenordnung. Demnach be-
schreibt das Rasch-Modell die Daten nicht
hinreichend.

Da bei diesen Daten mit 32 Antwortpat-
tern und 300 Personen die Voraussetzun-
gen dafür, daß die Prüfgröße (1) x2-ver-
teilt ist, recht gut erfüllt sind, entspricht
das Bild der simulierten Häufigkeitsver-
teilung (Abb. 142) in etwa dem der x2-
Verteilung mit 22 Freiheitsgraden.

Der Vorteil des bootstrap-verfahrens be-
steht aber gerade darin, daß man auch für
Datensätze, die die Voraussetzungen der
X2-Verteilung nicht erfüllen, einen Mo-
delltest zur Verfügung hat, der ähnlich wie

auf die Daten paßt, und beantwortet die ein Signifikanztest funktioniert.
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Ein Nachteil ist der enorme Rechen-
aufwand, der hierbei betrieben wird. Die
bootstrap-Stichproben müssen nicht nur
simuliert werden (was den geringsten
Zeitanteil ausmacht), für jeden Datensatz
müssen auch die Modellparameter ge-
schätzt und die Prüfgrößen berechnet
werden.

Literatur

Der Chi-quadrat Test von Pearson ist in
allen Statistiklehrbüchern enthalten (Bortz
1977) und wird von Bishop et al. (1975)
speziell für die Kreuztabellenanalyse be-
handelt. Holland (1981) und Cressie &
Holland (1983) behandeln den Ansatz für
quantitative Testmodelle, Glas (1988a)
und Kelderman (1984) für Rasch-Modelle.
Das bootstrap-verfahren als Möglichkeit
der Modellgeltungskontrolle stellen Efron
& Tishirani (1993) dar, Resimulationen
als Mittel der Modellgeltungskontrolle bei
Klassenmodellen haben erstmals Aitkin et
al. (1981) angewendet.

Übungsaufgaben

1. Der CHI-Wert für das ordinale Rasch-
Modell beträgt bei den 5 Neuroti-
zismus-Items des NEOFFI-Beispiels
CHI = 14277.8. Paßt das Modell auf
die Daten, wenn man einmal annimmt,
daß die Voraussetzungen für die x2-
Verteilung erfüllt sind (was bei diesen
Daten nicht der Fall ist)? Wieviele
Freiheitsgrade hat die zugehörige x2-
Verteilung?

2. Berechnen Sie mit WINMIRA 10
bootstrap-Stichproben für die 3-Klas-
senlösung der ESU-Daten (s. Kap. 3.2).
Wieviele der 10 CHI-Werte sind größer
als der CHI-Wert der echten Daten?



340 5. Modellgeltungstests

5.3 Prüfung einzelner Mo-
dellannahmen

Die dritte Möglichkeit, die Gültigkeit
eines Testmodells zu überprüfen, besteht
darin, zentrale Annahmen des Modells
gezielt zu überprüfen. Hierzu gehören:

- Die Annahme der Itemhomogenität,
das ist die Annahme, daß alle Items
eines Tests dieselbe Personenvariable
erfassen.

- Die Annahme der Personenhomogeni-
tät, das ist die Annahme, daß alle
Personen den Test aufgrund der glei-
chen Personeneigenschaft bearbeiten.

- Die Annahme der stochastischen Un-
abhängigkeit, die besagt, daß die
Wahrscheinlichkeit, zwei Items zu lö-
sen, gleich dem Produkt der beiden
einzelnen Lösungswahrscheinlichkei-
ten ist (vgl. Kap. 2.3.3).

Darüber hinaus kann noch eine Vielzahl
von spezifischen Modellannahmen zum
Gegenstand einer Modellgeltungskontrolle
gemacht werden. Dies sind meist An-
nahmen, die auf Parameterrestriktionen
beruhen, wie z.B. die Annahme, daß zwei
oder mehr Items dieselbe Schwierigkeit
haben oder daß ein Item in zwei oder mehr
Klassen dieselbe Schwierigkeit aufweist.
Solche Annahmen können über Modell-
vergleiche mit Hilfe von Likelihoodquo-
tiententests oder informationstheoretischen
Maßen überprüft werden (Kap. 5.1).

Demgegenüber sind die drei obengenann-
ten Modellannahmen genereller Natur und
mit Abstrichen allen Testmodellen ge-
meinsam. Genauer betrachtet ist die An-
nahme der Itemhomogenität und die der
stochastischen Unabhängigkeit allen Test-
modellen gemeinsam, während die Annah-

me der Personenhomogenität für Modelle
mit latenten Klassen nur eingeschränkt
gilt: Hier ist durch die Zugehörigkeit zu
unterschiedlichen latenten Klassen ein ge-
wisses Maß an Personenheterogenität ge-
radezu ein Modellbestandteil.

Die in diesem Kapitel behandelten Mo-
delltests stammen primär aus dem Bereich
der quantitativen Testmodelle, das heißt
der Rasch-Modelle. Bei Klassenmodellen
werden im allgemeinen nur die Modellgel-
tungskontrollen im Sinne von Kapitel 5.1
und 5.2 durchgeführt.

Von den drei eingangs genannten Modell-
annahmen ist die Annahme der stochasti-
schen Unabhängigkeit am schwersten zu
überprüfen. Auch wenn es hierzu einzelne
Ansätze gibt, gehört die Überprüfung die-
ser Annahme derzeit nicht zum Standard-
vorgehen bei der Testanalyse. Im folgen-
den wird zunächst auf Tests zur Überprü-
fung der Personenhomogenität und dann
der Itemhomogenität eingegangen.

5.3.1 Prüfung der Personen-
homogenität

Die Annahme der Personenhomogenität
besagt, daß alle getesteten Personen den
Test aufgrund derselben Eigenschaft oder
Fähigkeit bearbeiten. Bei quantitativen
Testmodellen bedeutet dies, daß dieselbe
Personenvariable 8 bei allen Personen ge-
messen wird. Mißt der Test dagegen bei
einigen Personen z.B. die Einstellung zur
Kernenergie, bei anderen Personen z.B.
die Tendenz, sozial erwünschte Antworten
zu geben, so sind die Personen heterogen.

Bei Modellen mit latenten Klassen ist die
Annahme der Personenhomogenität nicht
in derselben Weise zu treffen, da sich die
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verschiedenen Personenklassen darin un- Zunächst zum erstgenannten Fall. Das bei
terscheiden können, daß in jeder Klasse weitem am häufigsten verwendete Tei-
eine andere Variable für das Antwortver- lungskriterium für die Personenstichprobe
halten ausschlaggebend ist. Bei klassifi- ist der Summenscore der Personen. Das
zierenden Testmodellen kann man daher heißt, man vergleicht die Itemparameter-
nur innerhalb der latenten Klassen von Schätzungen in zwei oder mehr Score-
Personenhomogenität sprechen. gruppen miteinander.

Tatsächlich spielt die Prüfung der Perso-
nenhomogenität auch nur bei quantitativen
Testmodellen eine Rolle. Das Prinzip der-
artiger Modellgeltungstests besteht darin,
die Atemparameter in verschiedenen Un-
tergruppen der Personenstichprobe zu
schätzen und zu prüfen, ob sie sich zwi-
schen den Gruppen unterscheiden. Diesem
Vorgehen liegt die Überlegung zugrunde,
daß die Itemschwierigkeiten in allen Per-
sonengruppen, in denen dieselbe Variable
gemessen wird, identisch sind.

Datenbeispiel

Teilt man die Personenstichprobe bei
den KFT-Daten danach in zwei Gruppen
ein, ob die Personen 0, 1 oder 2 Items
gelöst haben (Gruppe 1) oder 3, 4 oder 5
Items (Gruppe 2), so ergeben sich die
Folgenden Itemscores in den beiden

Um diesen Test auf Personenhomogenität
durchführen zu können, gibt es zwei Mög-
lichkeiten:

Personengruppen:

r = 0,1,2

1
2

Item 3
4
5

r = 3,4,5

136
140
120
105
79

- Entweder man hat eine Hypothese dar-
über, welche Personengruppen zuein-
ander heterogen sein könnten. Dann
kann man für diese Gruppen getrennt
die Itemparameter schätzen und mitein-
ander vergleichen.

N 148

Schätzt man die Itemparameter für diese
beiden Personengruppen, so ergeben sich
folgende Schätzwerte

r=0,1,2 r = 3,4,5

- Oder man hat keine Hypothese über
möglicherweise heterogene Perso-
nengruppen, dann wendet man das
mixed Rasch-Modell an, welches nach
latenten Personenpopulationen sucht,
die zueinander heterogen sind. Ein Mo-
delltest, der die Einklassenlösung mit
der Zwei- oder Dreiklassenlösung des
mixed Rasch-Modells vergleicht, ergibt
dann die Prüfung auf Personenho-
mogenität.

1
2

Item 3
4
5

-0.52
-0.68
-0.01

0.35
0.86

Um beurteilen zu können, wie gut die
Schätzungen aus beiden Stichproben
übereinstimmen, zeichnet man diese
Werte in ein Diagramm ein:
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Abbildung 143: Der graphische Modelltest

Wenn die Itemparameter in beiden Stich-
proben genau übereinstimmen, liegen
alle Punkte auf einer 45 Grad-Linie. Je
weiter sie von dieser abweichen, desto
musgeprägter ist die Unterschiedlichkeit
der beiden Personengruppen hinsichtlich
der relativen Schwierigkeiten der Items.
Man nennt diese graphische Prüfung
auch den graphischen Modelltest.

Eine bloße Betrachtung der Unterschied-
lichkeit von Itemparameterschätzungen
stellt natürlich noch keine Modellgel-
tungsprüfung dar. Sie gibt lediglich Hin-
weise darauf, welche Items in welchen
Gruppen relativ leicht und relativ schwer
sind. Diese Abweichungen sollten inter-
pretiert werden, den sie können interes-
sante inhaltliche Ergebnisse liefern über
die psychologische Struktur des Tests für
verschiedene Teilpopulationen.

Einen statistischen Modellgeltungstest er-
hält man, indem man den sogenannten
bedingten Likelihoodquotiententest durch-
führt, der auch nach seinem Erfinder als
‘Andersen-Test’ bezeichnet wird. Das Prin-
zip von Likelihoodquotiententests wurde
in Kapitel 5.1.2 dargestellt. Hier wird je-
doch der Likelihoodquotient mit den be-
dingten Likelihoods gebildet (vgl. Kap.
4.2.1, Gleichung (12)):

Das restriktivere Modell, dessen Annah-
men getestet werden sollen, ist das Rasch-
Modell für die gesamte Stichprobe, so daß
im Zähler des Likelihoodquotienten die
bedingte Likelihood aller Daten CL0 steht.
Das weniger restriktive Modell, dessen
Likelihood in den Nenner des Quotienten
gehört, nimmt an, daß das Rasch-Modell
in jeder Scoregruppe gilt, das heißt, in den
Scoregruppen können unterschiedliche
Itemparameter gelten. Die bedingten Like-
lihoods der Daten von Personen mit Score
r werden hier mit CLr bezeichnet.

Unter Geltung der Annahme der Perso-
nenhomogenität ist das Produkt der be-
dingten Likelihoods der Scoregruppen
gleich der bedingten Gesamtlikelihood des
Zählers. Je heterogener die Scoregruppen
zueinander sind, desto größer wird die
Wahrscheinlichkeit des Nenners im Ver-
gleich zum Zähler und umso eher wird die
Prüfgröße

- 2 log (cLR)

signifikant.

Die X*-Verteilung hat in dem Fall, daß
man die Itemparameter für jede der k-l
Scoregruppen getrennt schätzt (für r = 0
und r = k sind keine Itemparameterschät-
zungen möglich),

df = (k-1) (k-2)

Freiheitsgrade. Üblicherweise führt man
den Test jedoch nicht so durch, daß man
in jeder Scoregruppe die Itemparameter
schätzt, sondern man faßt Scoregruppen
zusammen. Im oben genannten Beispiel
wurden lediglich die ‘Hochscorenden’ und
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die ‘Niedrigscorenden’ unterschieden, wo-
bei der Trennscore zwischen zwei und drei
liegt.

Datenbeispiel

Der Logarithmus der bedingten Likeli-
hood des Rasch-Modells beträgt für die
KFT-Daten -320.6. Der Logarithmus des
Produktes der beiden bedingten Likeli-
hoods für die niedrigscorenden und die
hochscorenden Versuchspersonen beträgt
-319.6. Die Differenz ist -1, so daß die
Prüfgröße

-2 log (CLR) = 2.0

beträgt. Die Anzahl der Freiheitsgrade ent-
spricht der Anzahl der Modellparameter
im Nenner minus der im Zähler. Werden
im Zähler 4 unabhängige Itemparameter
geschätzt (wegen der Summennormie-
rung), so sind es im Nenner 8, d.h. die x*-
Verteilung hat 4 Freiheitsgrade.

Der empirische X*-Wert von 2.0 ist bei 4
Freiheitsgraden nicht signifikant, so daß
die Annahme unterschiedlicher Item-
Schwierigkeiten für Personen mit hohem
und mit niedrigem Summenscore verwor-
fen werden muß.

Ein bedingter Likelihoodquotient wird
sehr oft auch für andere Teilungskriterien
der Personenstichprobe berechnet, z.B. für
eine Teilung nach Geschlecht oder nach
Alter.

Für den Score als Teilungskriterium kann
der Likelihoodquotient auch mit Hilfe der
marginalen Likelihood berechnet werden
(vgl. Kap. 3.1.1.2.2 und 4.2.1). Der resul-
tierende Likelihoodquotient ist in beiden
Fällen identisch.

cLR- und mLR-Tests bei Scoregruppen

Die rechnerische Äquivalenz von beding-
ten und marginalen Likelihoodquotienten-
tests beim Vergleich von Scoregruppen
wird anhand der Aufteilung der Stichprobe
in hoch- und niedrigscorende Personen ge-
zeigt. In diesem Fall lautet der bedingte
Likelihoodquotient:

und der entsprechende, mit Hilfe der mar-
ginalen Likelihood gebildete Quotient:

Der Index n steht für die Gruppe mit nie-
drigem, h für die Gruppe mit hohem
Score.

Aufgrund der in Kapitel 4.2.1 dargestell-
ten Beziehung zwischen marginaler und
bedingter Likelihood, daß nämlich erstere
gleich der letzteren, multipliziert mit dem
Produkt aller Scorewahrscheinlichkeiten
ist,

läßt sich der marginale Likelihoodquotient
auch folgendermaßen schreiben:

t bezeichnet den Trennscore, d.h. der
höchsten Score in der Gruppe der Niedrig-
scorenden. Die Scorewahrscheinlichkeiten
des Zählers und Nenners lassen sich her-
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auskürzen, so daß ein bedingter Likeli-
hoodquotient übrigbleibt.

Die Äquivalenz von bedingtem und margi-
nalem Likelihoodquotient gilt jedoch nur
für den Score als Teilungskriterium. Bei
allen anderen externen Teilungskriterien
sind die Ergebnisse nicht identisch.

Anstatt eine Vielzahl unterschiedlicher
Teilungskriterien durchzuprobieren, um
die Annahme der Personenhomogenität
abzusichern, besteht die einfachere Mög-
lichkeit darin, einen Modellvergleich mit
der Zweiklassenlösung des mixed Rasch-
Modells durchzuführen (s. Kap. 5.1). Dies
ist insofern der elegantere Weg, als mit
der Zweiklassenlösung des mixed Rasch-
Modells jene Aufteilung der Personen-
stichprobe identifiziert wird, für die die
Itemparameter maximal unterschiedlich
sind.

Diese Aufteilung kann, muß aber nicht
mit einem manifesten Teilungskriterium
korrespondieren. Man kann mit dem
mixed Rasch-Modell auch Personenhete-
rogenität identifizieren, die man mit einer
manifesten Aufteilung der Personen-
stichprobe nicht finden würde.

Datenbeispiel

Die Itemparameter der Zweiklassen-
lösung des mixed Rasch-Modells lauten
für die KFT-Daten:

Der zugehörige graphische Modelltest
ergibt folgendes Bild:

Abbildung 144: Der graphische Modelltest für das
2-Klassen mixed Rasch-Modell

Die beiden ermittelten Klassen haben ein
ähnliches Profil ihrer Itemparameter wie
die Klasse der niedrig- und der hoch-
scorenden Personen (vgl. die vorange-
hende Beispielrechnung). In beiden Auf-
teilungen der Stichprobe gibt es eine
Gruppe, in der das erste Item das leich-
teste und das vierte Item das schwierigste
ist, und eine Gruppe, in der das zweite das
leichteste und das fünfte das schwierigste
ist.

Diese Korrespondenz zeigt sich auch in
den erwarteten Scores für die beiden
Klassen des mixed Rasch-Modells, denn
der Erwartungswert des Scores ist in der
zweiten. Klasse 1.4, während er in der
ersten Klasse 4.1 beträgt. Offensichtlich
haben bei den KFT-Items die ‘Könner’ ein
anderes Profil der Itemschwierigkeiten als
die ‘Nichtkönner’.

Dieser Unterschied ist in der Zwei-
klassenlösung noch ausgeprägter als beim
Andersen-Test, was sich auch in der
Größe des zugehörigen Likelihoodquo-
tienten ausdrückt.
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Dieser beträgt nämlich

(6) - 2 log(MLR)

=-2(-854.8+841.0)=27.6,

was bei df = 17 - 9 = 8 Freiheitsgraden
signifikant ist.

Offensichtlich existiert in den KFT-Daten
eine bedeutsame Personenheterogenität,
die sich bei der Aufteilung der Stichprobe
in hoch- und niedrigscorende Personen
nicht als signifikant erwiesen hat, jedoch
bei der Aufteilung in zwei latente Klassen.
Diese Diskrepanz verwundert etwas, da
die Profile der Itemleichtigkeiten in beiden
Aufteilungen ähnlich sind. Allerdings
zeigt sich bei der Aufteilung in latente
Klassen, daß die Klasse der ‘Könner’ mit
37 % kleiner ist als die Klasse der
‘Nichtkönner’ und auch der erwartete Score
mit 4.1 sehr hoch liegt.

Aus diesem Grunde wurde der Andersen-
Test mit einer anderen Scoreaufteilung
berechnet, die den beiden latenten Klassen
besser entspricht, nämlich für den
Trennscore t = 3 statt t = 2. Für diese
Scoreaufteilung ergibt sich ein Likeli-
hoodwert von -844.9, so daß der zuge-
hörige X*-Wert

-2(-854.8+844.9)=19.8

beträgt, was bei 4 Freiheitsgraden signifi-
kant ist.

Dieses Datenbeispiel zeigt, daß mit dem
mixed-Rasch-Modell eine möglicherweise
vorhandene Personenheterogenität besser
identifiziert wird, als mit einem manife-
sten Teilungskriterium.

5.3.2 Prüfung der Itemhomo-
genität

Sowohl quantitative wie auch klassifizie-
rende Testmodelle nehmen an, daß alle
Items dieselbe Personeneigenschaft erfas-
sen und in diesem Sinne homogen sind.
Die Homogenität der Items kann zum
einen über Abweichungsmaße für einzelne
Items geprüft werden (vgl. Kap. 6.2). Zum
anderen kann man aber auch über die
Bildung von möglicherweise heterogenen
Itemgruppen einen Modelltest durchfüh-
ren. Dies ist ganz analog zur Prüfung der
Personenhomogenität, nur daß nicht die
Personen sondern die Items gruppiert wer-
den.

Ausgangspunkt für diesen Modelltest ist
eine Hypothese darüber, welche Item-
gruppen möglicherweise unterschiedliche
Persönlichkeitseigenschaften ansprechen.
Im einfachsten Fall sind dies zwei Test-
hälfen. Die Idee eines darauf beruhenden
Modelltests ist die, daß man für beide
Testhälften getrennt die Personenpara-
meter bzw. die Klassenzugehörigkeiten
ermittelt und prüft, ob beide Meßwerte
(Personenparameter bzw. Klassenzuge-
hörigkeiten) bis auf Zufallsschwankungen
identisch sind.

Für quantitative Testmodelle gibt es einen
solchen Signifikanztest, der jedoch nicht
die geschätzten Personenparameter zum
Gegenstand hat, sondern deren erschöp-
fende Statistiken, die Summenscores für
beide Testhälften.
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Datenbeispiel

Um die Hypothese zu testen, daß bei
dem KFT leichte und schwere Items
unterschiedliche Personeneigenschaften
x-fassen, wurden 10 Items ausgewählt,
von denen 5 Items eher leicht und 5
Items eher schwer sind. Es handelt sich
um die Items 21 bis 25 und 31 bis 35 der
Form A des KFT. Berechnet man für die
300 getesteten Personen (vgl. Kap. 3.1)
die Summenscores für beide Testteile, so
ergeben sich die folgenden Häufigkeiten:

schwere Items

leichte
Items

So haben z.B. 25 Personen ein leichtes
Item, aber kein schweres Item gelöst.

Es zeigt sich eine recht gute Überein-
stimmung der Summenscores in beiden
restteilen, da die Felder in der Nahe der
Hauptdiagonalen am höchsten besetzt
sind. Daß die größten Häufigkeiten
etwas unterhalb der Hauptdiagonalen
liegen, kommt daher, daß die meisten
Personen für die schweren Items nie-
drigere Scores haben als für die leichten.

Ein Signifkanztest, der prüft, ob beide
Testteile dieselbe latente Dimension erfas-
sen, basiert auf den Häufigkeiten nrs, mit
denen Personen im ersten Testteil den
Score r und im zweiten Testteil den Score
s erhalten haben (vgl. die Tabelle im obi-

gen Datenbeispiel). Der Signifikanztest ist
ein modifizierter Likelihoodquotiententest,
der auf den bedingten Likelihoods beider
Testteile beruht (vgl. Kap. 4.2.1). Er wird
nach seinem Erfinder auch Martin-Löf-
Test genannt. Die Prüfstatistik lautet

wobei nr die Häufigkeit des Scores r in
dem gesamten Test und nrs die Häufigkeit
des Scores r in der ersten und s in der
zweiten Testhälfte bezeichnet. Diese Prüf-
statistik ist X2-verteilt  mit

Freiheitsgraden, wobei k1 und k2 die Item-
anzahlen in der ersten und zweiten Test-
hälfte darstellen.

Datenbeispiel

Für die beiden oben genannten Testteile
des KFT lauten die zur Berechnung der
Prüfstatistik notwendigen Bestandteile:

Es ergibt sich eine Prüfstatistik von

Die zugehörige X*-Verteilung hat
5.5-1  = 24.
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Freiheitsgrade, so daß der empirische Wert
unter der 5 % Grenze der X2-Verteilung
liegt (36.4). Demnach sind beide Item-
Untergruppen zueinander homogen und
erfassen dieselbe Persönlichkeitseigen-
schaft.

Mit diesem Verfahren der Bildung von
Itemgruppen läßt sich die Annahme der
Itemhomogenität nur hypothesengeleitet
testen, das heißt, man benötigt eine vorge-
gebene Aufteilung der Items in zwei Un-
tergruppen. Ist der dafür berechnete x2-
Wert nicht signifikant, so heißt das noch
nicht, daß alle Items zueinander homogen
sind, sondern lediglich, daß sich die Item-
heterogenität nicht in dieser Aufspaltung
niederschlägt.

Ein heuristisches Verfahren für die Suche
nach maximal heterogenen Itemgruppen,
analog zur Identifikation von Personen-
gruppen mit dem mixed Rasch-Modell
(S.O. 5.3.1) gibt es nicht.

Bei klassifizierenden Modellen fehlt ein
derartiger Signifikanztest, so daß man sich
hier mit der Berechnung der Kreuztabelle
der Klassenzugehörigkeiten begnügen
muß.

Datenbeispiel

Berechnet man die Zweiklassenlösungen
des Klassenmodells für die 5 leichten
und die 5 schweren Items getrennt, so er-
geben sich die folgenden klassenspezi-
fischen Lösungswahrscheinlichkeiten.

1 2 3 4 5

Klasse 1 .88 .81 .95 .60 .77

Klasse 2 .45 .14 .13 .13 .30

schwere Items

1 2 3 4 5

Klasse 1 .80 .74 .70 .94 .59

Klasse 2 .07 .14 .13 .30 .11

leichte Items

Für beide Itemgruppen zeigt sich, daß es
eine Klasse mit hohen und eine Klasse
mit niedrigen Lösungswahrscheinlich-
keiten gibt. Erfassen beide Itemgruppen
dieselbe Fähigkeitsvariable, so ist zu er-
warten, daß in der Kreuztabelle der
Klassenzugehörigkeiten im wesentlichen
die beiden Felder der Hauptdiagonalen
besetzt sind. Die berechnete Kreuztabelle
sieht folgendermaßen aus:

schwere Items

Klasse 1 Klasse 2

Die Übereinstimmung ist nicht perfekt.
d. h. 15 bzw. 57 Personen werden bei der
einen Itemgruppe der Klasse der Könner.
bei der anderen Itemgruppe der Klasse
der Nichtkönner zugeordnet. Inwieweil
dies eine Zufallsschwankung darstellt
oder tatsächlich darauf hinweist, daß bei-
de Itemgruppen heterogen sind, muß
unter Berücksichtigung der individueller
Zuordnungswahrscheinlichkeiten ent-
schieden werden. Einen einfachen Signi-
fikanztest gibt es hierfür nicht.
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Die Prüfung der Itemhomogenität bei
klassifizierenden Testmodellen ist noch
relativ unbefriedigend und gehört nicht zur
Standardpraxis bei der Testauswertung. Es
sei jedoch auf die Möglichkeiten der Beur-
teilung einzelner Items hingewiesen, die in
Kapitel 6.2 dargestellt sind.

Literatur

Einen Überblick über Modelltests, die
jeweils bestimmte Annahmen von Rasch-
Modellen testen, geben Glas & Verhelst
(1995), Gustafsson (1980b) und v.d.
Wollenberg (1988). Der Andersen-Test
geht auf Andersen (1973b) zurück, Rost &
v.Davier (1995) gehen darauf ein, daß das
mixed Rasch-Modell einen strengeren Test
auf Personenhomogenität darstellt. Daß
der Andersen-Test nicht notwendigerweise
auf Itemheterogenität reagiert, zeigen
Stelzl (1979) und Formann & Rop (1987).
Der Martin-Löf Test (Martin-Löf 1973)
wird von Gustafsson (1980b) beschrieben.
Weitere Modelltests für Rasch-Modelle
werden von Formann (1981), Glas
(1988b), Molenaar (1983) und v.d.
Wollenberg (1982a,b) vorgeschlagen.

Übungsaufgaben

1. Sie möchten bei einem Test mit 15
dichotomen Items die Personenhomo-
genität untersuchen. Um den Andersen-
Test durchführen zu können, teilen Sie
die Personenstichprobe in 3 Scoregrup-
pen auf: r = 0 bis r = 5, r = 6 bis r = 10
und r = 11 bis r = 15. Die marginale
Loglikelihood für die Gesamtstich-
probe beträgt log(mL0) = -1815, die
für die drei Scoregruppen:
log(mL1) = -590, log(mL2) = -600
und log(mL3) = -610. Kann nach dem
Ergebnis des Andersen-Tests die An-

2.

nahme der Personenhomogenität auf-
recht erhalten werden?

Prüfen Sie mit WINMIRA, ob die 5
Neurotizismus-Items (s. Kap. 3.3, Ein-
leitung) und die 5 Extraversions-Items
(s. Kap. 3.3.5) des NEOFFI dieselbe
zweikategorielle Personenvariable
(Modell der latent-class Analyse) mes-
sen.
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6. Testoptimierung

Hat man einen Test entwickelt, ein Test-
modell auf die Daten angewendet, dessen
Parameter geschätzt und Modellgeltungs-
kontrollen durchgeführt, so ist damit noch
nicht unbedingt sichergestellt, daß der
Test auch ‘gut’ ist. Zumindest wird man
ihn in aller Regel noch verbessern können
oder auch müssen, wenn zum Beispiel die
Modellgeltungskontrollen keine hinrei-
chende Modellgültigkeit anzeigen oder die
Modellparameter schwierig zu interpre-
tieren sind. Um die Frage, wie man einen
Test optimiert, geht es in diesem Kapitel.

Will man etwas optimieren, so benötigt
man Gütekriterien, also in diesem Fall
Testgütekriterien. Diese Gütekriterien
wurden bereits in Kapitel 2.1 behandelt.
Dort werden vier Gütekriterien unterschie-
den, nämlich neben den klassischen drei
der Objektivität, Reliabilität und Validität
noch das Kriterium der Normierung von
Testergebnissen. Die Gliederung des vor-
liegenden Kapitels orientiert sich an die-
sen vier Gütekriterien, jedoch gibt es ein
paar Abweichungen.

Die Optimierung eines Tests durch Ver-
besserung seiner Objektivität wird hier
nicht behandelt, sondern wurde bereits in
Kapitel 2.5 aufgegriffen. Der Grund liegt
darin, daß man eine hinreichende Test-
objektivität im allgemeinen vor der An-
wendung eines Testmodells sicherstellen
kann und sollte. Hierfür müssen zwar auch
einige Berechnungen angestellt werden,
jedoch sind diese im allgemeinen nicht auf
ein bestimmtes Testmodell bezogen.
Anders herum kann jedoch die Tatsache,
daß ein bestimmtes Testmodell nicht auf
die Daten paßt, sehr wohl darauf
hinweisen, daß mit der Testobjektivität

etwas nicht in Ordnung ist. Allerdings
sind solche Rückschlüsse nicht sehr
spezifisch, d.h. man kann an den Modell-
parametern nicht unbedingt ablesen, was
mit der Testobjektivität nicht stimmt.

Anders verhält es sich mit der Reliabilität
oder allgemeiner mit der Meßgenauigkeit
des Tests. Diese läßt sich überhaupt nur
unter der Bedingung der Gültigkeit eines
bestimmten Testmodells berechnen. Das
Ziel der Testoptimierung besteht dann
darin, den Meßfehler zu verringem oder
die Reliabilität zu erhöhen. Dieser Aspekt
der Testoptimierung wird in Kapitel 6.1
behandelt.

Kapitel 6.2 und 6.3 behandeln zwei kom-
plementäre Möglichkeiten, die interne Va-
lidität eines Tests zu verbessern. Wenn ein
Testmodell nicht gut auf die Daten paßt,
so kann das daran liegen, daß einzelne
Items nicht dasselbe messen wie die Mehr-
zahl der anderen Items. Durch Selektion,
d.h. Eliminierung einzelner Items kann
man einen Test so verbessern, daß er das
besser mißt, was er messen soll. Man
verbessert damit die interne Validität des
Tests.

Ganz symmetrisch zur Selektion einzelner
Items kann man auch durch Selektion ein-
zelner Personen oder Personengruppen die
interne Validität eines Tests verbessern.
Dies ist dann der Fall, wenn ein Test bei
einzelnen Personen nicht das mißt, was er
messen soll - sei es, daß diese Personen
die zu messende Eigenschaft gar nicht ‘in
sich’ haben oder sei es, daß sie den Test
einfach schlampig bearbeitet haben. Dieser
Weg der Testoptimierung wird in Kapitel
6.3 behandelt.

Kapitel 6.4 befaßt sich mit der Verbesse-
rung der externen Validität. Obwohl dies
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das höchste Ziel der Testentwicklung dar-
stellt, überschreitet man mit diesem Punkt
bereits die Grenzen der Testtheorie. Es
werden hierfür nämlich neben den Testda-
ten noch andere Daten benötigt, die Vali-
ditätskriterien. Auch benötigt man neben
den Testmodellen weitere statistische Mo-
delle, mit denen man die Testergebnisse
mit den Validitätskriterien in Beziehung
setzen kann. Hier kommt eine Vielzahl
von statistischen Methoden in Betracht
wie z.B. Regressionsanalyse, Diskrimi-
nanzanalyse oder Kreuztabellenanalyse,
welche nicht in diesem Buch behandelt
werden können. Kapitel 6.4. beschränkt
sich daher auf einige Aspekte der Er-
höhung der externen Validität, die direkt
mit der Meßfehlertheorie und der Anwen-
dung bestimmter Testmodelle zu tun ha-
ben.

Kapitel 6.5 behandelt das letzte Gütekri-
terium, nämlich die Normierung oder
Standardisierung von Testergebnissen. Im
engeren Sinne wird durch eine Normie-
rung der Testergebnisse der Test nicht
wirklich ‘besser’, seine Ergebnisse werden
lediglich brauchbarer und besser interpre-
tierbar.

Der gesamte Komplex der Anwendung
von Tests, d.h. wann man welche Tests
wie einsetzt, wird hier nicht behandelt.
Diese Fragen gehören in den Kontext einer
allgemeinen psychologischen Diagnostik
und können nur in einem solchen Rahmen
sinnvoll diskutiert werden.

6.1 Optimierung der Meßge-
nauigkeit eines Tests

Ganz salopp ausgedruckt, mißt ein Test
umso genauer je länger er ist, d.h. je mehr
Items er umfaßt. Diese Regel druckt einen

wichtigen Sachverhalt aus, um den es -
unter anderem - in diesem Kapitel geht,
der jedoch nur unter mehreren Ein-
schränkungen gilt.

Zum einen ist dies ein rein statistisches
Argument, das sämtliche psychologischen
Folgen einer Testverlängerung außer acht
läßt. Natürlich führt eine Testverlängerung
durch Ermüdungserscheinungen, Konzen-
trationsmängel, absinkender Testmotivati-
on und Effekte des ‘Genervtseins’ dazu,
daß die Testergebnisse unbrauchbarer wer-
den und auch mit größeren Meßfehlern
versehen sind. Insofern gilt die eingangs
gemachte Aussage nur unter der ‘Kon-
stanzannahme’, daß die hinzugefügten
Items genauso sorgfältig bearbeitet werden
wie die ursprünglichen.

Zweitens kommt es darauf an, um welche
Items ein Test verlängert wird. Ein Test
kann selbstverständlich auch schlechter
werden, wenn man unbrauchbare Items
hinzufügt, und er kann sogar besser wer-
den, wenn man ihn verkürzt, indem man
schlechte Items eliminiert (s. Kap. 6.2).
Insofern gilt die oben gemachte Aussage
nur unter der zweiten Konstanzannahme,
daß die hinzugefügten Items von der glei-
chen Qualität sind wie die ursprünglichen
Items.

Der Effekt einer Erhöhung der Meßge-
nauigkeit durch Testverlängerung ist so-
wohl im Rahmen der allgemeinen Meß-
fehlertheorie nachweisbar als auch im
Rahmen der Maximum-Likelihood Theo-
rie, die zur Schätzung der Modellpara-
meter herangezogen wird (s. Kap. 4). Im
Rahmen der Maximum-Likelihood Theorie
kann man die Meßgenauigkeit einzelner
Personenmeßwerte bestimmen, aber auch
die Reliabilität eines Tests berechnen
(Kap. 6.1.1). Im Rahmen der allgemeinen
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Meßfehlertheorie kann global berechnet
werden, wie sich die Reliabilität eines
Tests als Funktion der Testlänge verändert
(Kap. 6.1.2).

In Kapitel 6.1.3 ist dargestellt, wie man
Vertrauensintervalle aufgrund der Reliabi-
lität des Tests oder der Schätzfehlervarianz
eines Meßwertes berechnet.

Das Konzept des Meßfehlers bezieht sich
zunächst nur auf quantitative Personenva-
riablen. Bei Testmodellen mit qualitativer
Personenvariable entspricht das Konzept
der Zuordnungssicherheit bzw. -unsicher-
heit am ehesten dem, was man sonst Meß-
fehler nennt. Hierauf wird in Kapitel 6.1.4
eingegangen.

6.1.1 Meßgenauigkeit der Per-
sonenmeßwerte

Jeder Test braucht eine Meßgenauigkeit,
die seinen Einsatzbereichen entspricht. Für
manche Zwecke kann man sich mit einer
geringeren Genauigkeit zufrieden geben,
oft möchte man sie aber erhöhen. Im fol-
genden ist dargestellt, wie man die Meß-
genauigkeit berechnet. Anhand dessen
wird auch klar, wie man sie verändert.

Da der Meßwert einer Person bei quan-
titativen Testmodellen einen Modellpara-
meter darstellt, nämlich Cl,, ist die Frage
nach der Meßgenauigkeit eines Tests mit
der Frage gleichzusetzen, wie gut sich die
Personenparameter eines Testmodells an-
hand der Daten schätzen lassen.

In Kapitel 4.4 wurde bereits die Berech-
nung der Genauigkeit von Parameterschät-
zungen dargestellt. Diese Berechnung ist
bei allen Testmodellen möglich, deren

Parameter nach der Maximum-Likelihood
Methode geschätzt werden (vgl. Kap. 4.2).
Das dort abgeleitete zentrale Ergebnis zur
Genauigkeit von Personenparameterschät-
zungen wird im folgenden aufgegriffen
und mit den Begriffen der Meßfehler-
theorie dargestellt.

Als Meßfehler wird allgemein die Ab-
weichung des ‘wahren’ Meßwertes einer
Person 8, von ihrem ‘beobachteten’ oder
anhand von Beobachtungen geschätzten

Meßwert 6, bezeichnet (vgl. Kap. 2.1.2):

Ist Eo” eine Fehlervariable?

Von Fehlervariablen muß gewährleistet
sein, daß ihr Erwartungswert 0 ist. Dies ist
dann gegeben, wenn 6 ein erwartungs-
treuer Schätzer für 8 ist, da die Eigen-
schaft der Konsistenz besagt, daß der
Erwartungswert des Schätzers gleich den
wahren Parameter ist (s. Kap. 4.2.1):

Daraus folgt aber auch, daß

ist, da der Additionssatz für Erwartungs-
werte gelten muß,

und der Erwartungswert von 8, laut Vor-
aussetzung 8, selbst ist.

Der Meßwert einer Person, &, ist umso
genauer, je weniger der Schätzwert im
Durchschnitt vom wahren Parameter
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abweicht (s. Gleichung (l)), d.h. je kleiner
die Varianz der Fehlervariable En ist.

In Kapitel 4.4 wurde abgeleitet, daß die
Varianz dieser Fehlervariablen für das
dichotome Rasch-Modell folgendermaßen
berechnet werden kann:

pvi bezeichnet die Lösungswahrschein-
lichkeit der Person v bezüglich Item i, wie
sie durch die Modellgleichung definiert
ist.

An dieser Formel für die Fehlervarianz
eines Personenmeßwertes lassen sich
einige interessante Dinge ablesen. Zum
einen sieht man, daß die Fehlervarianz
eines Meßwertes umgekehrt proportional
zur Summe von Anteilen aller Items ist.
Das bedeutet, jedes Item trägt einen be-
stimmten Anteil zur Meßgenauigkeit eines
Personenmeßwertes bei. Da alle diese An-
teile positiv sind (sie stellen nämlich das
Produkt einer Wahrscheinlichkeit mit ihrer
Gegenwahrscheinlichkeit dar), mißt ein
Test umso genauer, je länger er ist, d.h. je
mehr Items er umfaßt. Damit ist die
eingangs getroffene Feststellung bereits
bewiesen: Je länger ein Test ist, desto
genauer mißt er.

Die Anteile jedes einzelnen Items an der
Meßgenauigkeit können jedoch unter-
schiedlich groß sein. Ein Summand in
Formel (2) wird dann am größten, wenn
pvi = 0.5 ist (nämlich 0.5.0.5 = 0.25).
Ist die Lösungswahrscheinlichkeit größer
oder kleiner, so wird das Produkt von
Wahrscheinlichkeit und Gegenwahrschein-

lichkeit (das ist die Varianz der Ant-
wortvariable, s. Kap. 2.2.4) stets kleiner.

Das bedeutet, ein Item trägt am meisten
zur Schätzung eines Personenmeßwertes
bei, wenn es bei dieser Person eine Lö-
sungswahrscheinlichkeit von 50% hat.
Dieser Wert wird genau dann erreicht,
wenn das Item ‘so schwierig ist, wie die
Person fähig ist’: Personenparameter und
Itemparameter müssen übereinstimmen, so
daß der Exponent der logistischen Funk-
tion 0 wird.

Ein Test wird also durch Hinzufügung
weiterer Items besonders in seiner Meßge-
nauigkeit erhöht, wenn die hinzugefügten
Items zu der zu messenden Fähigkeitsaus-
prägung passen. Möchte man Eigen-
schaftsausprägungen im unteren Bereich
gut messen, so muß man leichte Items hin-
zufügen, für den oberen Bereich schwere
Items.

Dasselbe gilt für mehrkategorielle, ordina-
le Itemantworten. Die Fehlervarianzen der
Personenparameter sehen für ordinale
Rasch-Modelle nämlich ganz ähnlich aus:

wobei pvix die Antwortwahrscheinlichkeit
von Person v bei Item i in Kategorie x
bezeichnet. Auch hier handelt es sich bei
dem Ausdruck im Nenner um die Summe
der Varianzen der Antwortvariablen.

Varianz einer Zufallsvariablen mit be-
kannter Wahrscheinlichkeitsverteilung

Die Antwortvariable Xvi nimmt Werte
xvi E { 0, 1, 2 ... m} mit den Wahrschein-

lichkeiten pvix an. Die Varianz einer Vari-
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able ist durch den Erwartungswert der
quadrierten Mittelwertabweichungen defi-
niert:

was sich umformen läßt zu

Setzt man hier die Definition des Erwar-
tungswertes ein

so ergibt sich:

Die Varianz der Fehlervariable ist also
gleich dem Kehrwert der Summe aller
Varianzen der Antwortvariablen. Das
bedeutet,  je  größer die  Varianz der
Itemantwort, desto stärker trägt ein Item
zur Meßgenauigkeit bei.

Der dritte Punkt, der sich an den Formeln
(2) und (3) ablesen läßt, ist der, daß die
Fehlervarianz nicht für alle Personen
gleich groß ist, sondern sich für ver-
schiedene Meßwerte unterscheidet. Diese
Abhängigkeit der Fehlervarianz von der
Höhe des Personenmeßwertes ist in
Abbildung 145 anhand des NEOFFI-
Datenbeispiels aus Kapitel 3.3 dargestellt.

Abbildung 145 zeigt, daß ein Test im mitt-
leren Bereich am genauesten mißt, d. h.
die Standardabweichung der Fehlervaria-
ble zu den beiden Extremen hin größer
wird.

Abbildung 145: Die Abhängigkeit der Fehlervari-
anz (Länge der senkrechten Striche) vom Perso-
nenmeßwert.

Die Frage nach der Meßgenauigkeit eines
Tests läßt sich also im Rahmen der Ma-
ximum-Likelihood Theorie nicht mit einer
einzigen Zahl beantworten, sondern nur
bezogen auf einen bestimmten Wertebe-
reich der zu messenden Personenvariable.

Mit dem Konzept der Reliabilität wurde
dagegen ein globales Gütekriterium für
Tests eingeführt, das die Meßgenauigkeit
eines Tests für eine ganze Personen-
population ausdrückt (vgl. Kap. 2.1.2).
Die Idee dieses Konzeptes besteht darin,
die Fehlervarianz der Meßwerte mit der
Varianz der Meßwerte selbst in Beziehung
zu setzen. Dies ist eine sehr sinnvolle
Konzeption, denn derselbe Betrag an Feh-
lervarianz kann relativ ‘groß’, und somit
schwerwiegend sein, wenn die Meßwerte
selbst nur wenig variieren. Oder er kann
relativ ‘klein’, sprich unbedeutend sein,
wenn die Varianz der Meßwerte sehr groß
ist.
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Die Reliabilität ist folgerichtig als
Varianzverhältnis definiert, nämlich als
Verhältnis der Varianz der ‘wahren’,
meßfehlerfreien Meßwerte zur Varianz der
geschätzten Meßwerte:

Da sich die Varianz der wahren Werte mit
der Fehlervarianz zur Varianz der ge-
schätzten Meßwerte addiert, läßt sich
diese Reliabilitätsdefinition auch um-
schreiben zu:

(5)

An dieser Formel sieht man, daß die
Reliabilität 0 wird, wenn die Meßwerte
selbst gar nicht stärker variieren, als ihr
Fehleranteil, d.h. jegliche Variation der
Meßwerte durch ihren Meßfehler bedingt
ist.

In dieser Definition ist mit ‘Varianz der
Fehlervariable’, Var(E& nicht die Schätz-

fehlervarianz eines einzelnen Meßwertes
8, gemeint, sondern die Varianz des Feh-
leranteils aller Personenmeßwerte (daher
fehlt hier der Index v). Diese Varianz des
Fehleranteils über alle Personen läßt sich
über den Mittelwert aller individuellen
Schätzfehlervarianzen berechnen:

so daß sich als Formel für die Reliabilität
folgender Ausdruck ergibt:

Datenbeispiel

Im Datenbeispiel der 5 dichotomen KFT-
Items beträgt der Mittelwert der Fehler-
varianzen

und die Stichprobenvarianz der geschätz-
ten Personenparameter

Somit beträgt die Reliabilität Re1 = 0.46.

Das Besondere an dieser Art der Reliabi-
litätsberechnung liegt darin, daß die Feh-
lervarianz unabhängig von der Varianz der
beobachteten Meßwerte bestimmt wird.
Die Fehlervarianz jedes Personenmeßwer-
tes hängt nicht davon ab, welche anderen
Personen noch in der Stichprobe sind, son-
dern allein von der Anzahl und Schwie-
rigkeit der Items in einem Test (vgl. For-
mel (2) und (3)).

Das unterscheidet diese Art der Reliabili-
tätsbestimmung von der Berechnung der
Reliabilität im Rahmen der Meßfehler-
theorie. Da die Meßfehlertheorie von ‘fer-
tigen’ Meßwerten ausgeht, stehen keine
Schätzfehlervarianzen von Meßwerten zur
Verfügung. Daher muß dort die Reliabili-
tät über den Umweg der Berechnung von
Korrelationen zwischen Meßwerten be-
stimmt werden.

Reliabilitätsberechnung im Rahmen der
Meßfehlertheorie

Aus der Annahme, daß zwei Tests diesel-
be latente Variable messen und gleiche
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Meßgenauigkeit haben, ist ableitbar, daß
die Reliabilität beider Tests der Korrela-
tion ihrer Meßwerte entspricht:

Rel(X) = Rel(X’) = Korr(X,X’).

Je nachdem, welche Meßwerte man mit-
einander korreliert, um die Reliabilität zu
bestimmen, unterscheidet man verschie-
dene Arten von Reliabilität.

Korreliert man die Ergebnisse zweier par-
allel konstruierter Testformen, die man
derselben Stichprobe vorgegeben hat, mit-
einander, so wird das als Paralleltest-
Methode bezeichnet. Gibt man denselben
Test in zeitlichem Abstand denselben Per-
sonen noch einmal vor und korreliert die
Ergebnisse, so erhält man die Retest-
Reliabilität. Teilt man die Items eines
Tests in zwei Gruppen und korreliert die
Ergebnisse beider Testhälften, so nennt
man das die Halbtest-Methode.

Die Korrelation zweier Testhälften ent-
spricht allerdings nicht der Reliabilität des
Gesamttests sondern nur einer Testhälfte,
ist also geringer. Sie muß mittels der im
nächsten Kapitel (6.1.2) behandelten For-
meln mit dem Verlängerungsfaktor 2
aufgewertet werden.

Schließlich kann man einen Test nicht nur
in zwei Hälften teilen, sondern jede Item-
antwort als Meßwert betrachten (s. Kap.
3.1.1.2.1). Schätzt man die Reliabilität auf
diesem Weg, so erhält man die interne
Konsistenz eines Tests.

Als Maß der internen Konsistenz stellt
Cronbachs Alpha eine Schätzung der Re-
liabilität des Summenscores rv als Meß-
wert im Rahmen der Meßfehlertheorie dar.
Dieses Maß beträgt für das KFT-Daten-
beispiel Alpha = 0.742 und ist deutlich

höher als die Reliabilität der Personen-
parameter im Rasch-Modell (0.46). Dieser
Unterschied ist damit zu erklären, daß im
KFT-Datensatz relativ viele Personen kein
Item bzw. alle Items gelöst haben. Für
diese Personen erhält man recht große
Fehlervarianzen der Personen-Parameter.
Die unterschiedliche Meßgenauigkeit wird
in der Meßfehlertheorie nicht in die
Berechnung einbezogen.

Die Berechnungen nach dem Rasch-
Modell und der Meßfehlertheorie klaffen
nicht immer so weit auseinander. Gibt es
weniger Extremscores mit einem großen
Meßfehler, wie bei den Neurotizismus-
Items des NEOFFI, so sind die Reliabili-
tätsberechnungen ähnlich. Im Rasch-
Modell erhält man die Reliabilität von
0.742 und Cronbachs alpha als Maß der
internen Konsistenz beträgt 0.764.

Für die Extraversions-Items, die
wesentlich heterogener sind, erhält man
im Rasch-Modell die Reliabilität 0.46 und
nach der Meßfehlertheorie 0.47.

6.1.2 Reliabilitätssteigerung
durch Testverlängerung

Im vorangehenden Kapitel stellte sich
heraus, daß die Erhöhung der Meßge-
nauigkeit eines Tests durch Hinzufügen
weiterer Items davon abhängt, welche
Items man hinzufügt, d.h. im wesentlichen
von deren Schwierigkeit. Im Rahmen der
allgemeinen Meßfehlertheorie kann man
unter der vereinfachenden Annahme, daß
alle Items gleich gut messen, Formeln ab-
leiten, die die Veränderung der Reliabilität
in Abhängigkeit von der Testlänge (Item-
anzahl) angeben. Das ist im folgenden dar-
gestellt.
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Die Grundlagen der allgemeinen Meßfeh-
lertheorie wurden bereits in Kapitel 2.1.2
behandelt. In Kapitel 3.5.1.1 wurde die
Meßfehlertheorie verwendet, um Aussa-
gen über die Reliabilität von Differenz-
werten zu machen. Dort zeigte sich, daß
die Reliabilität der Differenz von zwei
Meßwerten in der Regel kleiner ist als die
Reliabilitäten der beiden beteiligten Meß-
werte.

Ein analoges Problem stellt die Frage nach
der Reliabilität der Summe zweier Meß-
werte dar. Die Reliabilität der Summe
zweier Meßwerte ist dabei identisch zu der
Reliabilität des Mittelwertes der beiden
Meßwerte, da das eine durch einen kon-
stanten Faktor (2 bzw. 3) in das andere

überführt werden kann.

Die Reliabilität der Summe zweier Meß-
werte X1 und X2, die nicht nur dieselbe
Personeneigenschaft messen sondern auch
dieselbe Reliabilität haben, entspricht fol-
gendem Ausdruck:

Ableitung

Die Reliabilität der Summe zweier Varia-
blen lautet nach Definition

Da die Varianz der Summe zweier Va-
riablen gleich der Summe der Varianzen
plus zweimal die Kovarianz ist (s. Kap.
2.1.2), ergibt sich:

Da die wahren Werte beider Messungen,
Tl und T2, identisch sind, steht im Zähler
die Kovarianz einer Variablen mit sich
selbst. Dies entspricht der Varianz der
betreffenden Variable, wie sich anhand der
Kovarianzformel (Kap. 2.1.1) erkennen
läßt. Laut Voraussetzung sind die Varian-
zen von T1 und T2, bzw. von Xl und X2

jeweils identisch, was zu folgender Ver-
kürzung führt:

Aus den Axiomen der allgemeinen Meß-
fehlertheorie läßt sich ableiten, daß die
Kovarianz zweier Meßwerte gleich der
Kovarianz ihrer wahren Werte ist, da die
Meßfehleranteile nichts zur Kovarianz bei-
tragen. Das bedeutet, daß im Nenner die
Kovarianz von Xl und X2 durch die
Kovarianz der beiden wahren Werte und
somit durch die Varianz der wahren Werte
ersetzt werden kann:

Nach Division dieses Bruches durch die
Varianz der Meßwerte Xl ergibt sich die
oben genannte Formel für die Reliabilität
der Summe zweier Meßwerte:

An dieser Formel läßt sich ablesen, daß
die Reliabilität der Summe oder des
Mittelwertes zweier Meßwerte, die
dasselbe messen, stets größer ist als die
Reliabilität jedes einzelnen Meßwertes.
Damit ist einmal mehr die eingangs
gemachte Aussage bewiesen. Abbildung
146 zeigt den durch Gleichung (1)
definierten Zusammenhang.
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Abbildung 146: Reliabilitätssteigerung durch
Testverdopplung

An der Graphik läßt sich z.B. ablesen, daß
ein Test, der eine Reliabilität von 0.6 hat,
nach Verdoppelung seiner Itemanzahl eine
Reliabilität von 0.75 aufweist.

Die Beziehung zwischen der Reliabilität
eines Tests und einer verlängerten Test-
version läßt sich auch auf den Fall ver-
allgemeinern, daß der Test um den Faktor
k verlängert wird. Die entsprechende For-
mel lautet:

Der Verlängerungsfaktor k liegt zwischen
1 und M. Wird ein Test von 10 Items auf
12 Items verlängert, so ist k = 1.2 und die
Reliabilität wächst z.B. von 0.6 auf
0.72/1.12 = 0.64. Dieser Zusammenhang
ist in Abbildung 147 für verschiedene
Ausgangsreliabilitäten wiedergegeben.

Abbildung 147: Reliabilitätssteigerung durch
Testverlängerung

Man kann die Beziehung zwischen der
Reliabilität einer Messung und der Relia-
bilität des um den Faktor k verlängerten
Tests auch in umgekehrter Richtung be-
trachten: Wie lang muß ein Test sein, da-
mit er eine bestimmte Reliabilität auf-
weist?

Hat ein Test, der aus 10 Items besteht,
z.B. eine Reliabilität von .70, so müßte er
aus 40 Items bestehen, um eine Reliabili-
tät von .90 zu erreichen. Ob das den be-
fragten Personen zumutbar ist und ob
überhaupt so viele unterschiedliche Items
formuliert werden können, steht auf einem
anderen Blatt.

Diese Ableitungen beruhen auf der verein-
fachenden Annahme, daß alle Testteile,
also der ursprüngliche Test und der Ver-
längerungsteil, gleich gut messen. Im vor-
angehenden Kapitel hatte sich dagegen
herausgestellt, daß die Erhöhung der Meß-
genauigkeit davon abhängt, wie gut die
Schwierigkeiten der neuen Items zu den
Eigenschaftsausprägungen der getesteten
Personen passen. Im konkreten Fall
können sich bei einer Testverlängerung
daher Abweichungen von der aufgrund
von Gleichung (2) vorhergesagten Relia-
bilität ergeben.

6.1.3 Berechnung von Vertrau-
ensintervallen

Eine wichtige Funktion der Bestimmung
der Meßgenauigkeit eines Tests besteht
darin, die Schwankungsbreite der einzel-
nen Meßwerte berechnen zu können. Man
bestimmt die aufgrund des Meßfehlers zu
erwartende Schwankung in Form von
sogenannten Konfidenz- oder Vertrauens-
intervallen. Ein Vertrauensintervall gibt
den Bereich um einen geschätzten Meß-
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wert an, in dem der ‘wahre’ Meßwert mit
einer bestimmten Wahrscheinlichkeit
liegt. Dies ist in Abbildung 148
verdeutlicht.

95%

Abbildung 148: Vertrauensintervall für einen
Meßwert

Ein Vertrauensintervall besteht also gene-
rell aus

- zwei Zahlenangaben, die ein Intervall
auf der Zahlengerade markieren, sowie

- aus einer Wahrscheinlichkeitsangabe,
die spezifiziert, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit der tatsächliche Meßwert
der Person innerhalb dieser Intervall-
grenzen liegt.

Es hat sich eingebürgert, 95% Vertrau-
ensintervalle anzugeben, jedoch ist das
eine beliebige Konvention. Es kann ge-
nauso sinnvoll sein, 50% Konfidenzinter-
valle anzugeben, wenn man sich mit dieser
geringeren Sicherheit zufrieden gibt.

Voraussetzung für die Berechnung ist die
Kenntnis der Verteilung des Fehleranteils
eines Meßwertes, also der Fehlervariablen
Eo. Aus der Maximum-Likelihood-Theo-

rie folgt (s. Kap. 4.4) daß die Schätzwerte
von Modellparametern normalverteilt
sind: Der Mittelwert dieser Normalvertei-
lung ist der wahre Meßwert 0 und die
Varianz entspricht der in Kapitel 6.1.1
dargestellten Fehlervarianz des Personen-

Abbildung 149: Die Verteilung der Schätzwerte
um den wahren Meßwert 8

Abbildung 149 zeigt, wie sich die berech-
neten Schätzwerte eines Parameters um
den wahren Parameterwert verteilen wür-
den, wenn man sie wiederholt anhand
unabhängiger Datensätze schätzen würde.
Das Problem besteht nun darin, daß man
den wahren Parameterwert nicht kennt,
sondern nur eine einzige (fehlerbehaftete)
Schätzung.

Hier wendet man einen ‘Trick an (vgl. a.
Kap 4.4), indem man die Fehlerverteilung
um den geschätzten Parameterwert zeich-
net (s. Abb. 150).

Dies ist insofern ein völlig ‘legitimer’
Trick, als es nur auf die Distanz zwischen
wahrem und geschätztem Parameterwert
ankommt: Die Wahrscheinlichkeit, daß
der wahre Wert im Fehlerbereich des ge-
schätzten Parameters liegt, ist genauso
groß wie die Wahrscheinlichkeit, daß ein
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geschätzter Parameter im Fehlerbereich
um den wahren Wert liegt.

Mit Hilfe der Verteilung der Fehler-
variable um den geschätzten Parame-
terwert läßt sich nun das Vertrauens-
intervall für diese Parameterschätzung
berechnen. Die Intervallgrenzen ergeben
sich durch die beiden Werte der Fehler-
verteilung, zwischen denen genau 95% der
Fläche der Glockenkurve liegen.

Abbildung 151: Die 95% Intervallgrenzen der
Standardnormalverteilung

Für die Standardnormalverteilung, also
jener Normalverteilung, die den Mittel-
wert 0 und Standardabweichung 1 hat,
betragen die Grenzen, innerhalb derer 95%
der Fläche liegen, -1.96 und +1.96.

Intervallgrenzen der Standardnormal-
verteilung

Da sich die Wahrscheinlichkeit, mit der
ein Wert zwischen zwei Grenzen einer
Normalverteilung liegt, relativ schwer be-
rechnen läßt, hat man diese Wahrschein-
lichkeiten für die Standardnormalvertei-
lung als Tabelle den meisten Statistik-
lehrbüchern beigefügt. Die wichtigsten
Intervallgrenzen gibt die folgende Abbil-
dung wieder:

Die Intervallgrenzen der Standardnor-
malverteilung lassen sich in Intervallgren-
zen der jeweiligen Fehlerverteilung eines
Parameters 6 umrechnen, indem man sie
mit der errechneten Standardabweichung
der Fehlervariable multipliziert und zum
jeweiligen Schätzwert addiert bzw. sub-
trahiert.

In dieser Gleichung gibt zc( die Inter-

vallgrenze der Standardnotmalverteilung
an und Var Eu( 1 die Schätzfehlervarianz

(vgl. Kap 6.1.1):

Datenbeispiel

Im KFT hat der geschätzte Personenpa-
rameter 8, = -1.33 einen Standardschätz-

fehler von ,/Var[Eu”) = 1.11. Somit liegt

der wahre Parameter der Person v mit
95%-iger Wahrscheinlichkeit zwischen
den Werten

-1.33 - 1.96.1.11 = -3.50
und

-1.33 + 1.96.1.11 = +0.84.
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Setzt man in Gleichung (2) für pvi die
Lösungswahrscheinlichkeiten des dichoto-
men Rasch-Modells ein, so ergibt sich
folgende Gleichung zur Bestimmung des
Vertrauensintervalls:

Jeder Personenparameter erhält ein unter-
schiedlich breites Vertrauensintervall, da
der Personenparameter selbst Bestandteil
der Berechnung der Fehlervarianz ist (s.
Gleichung (3)).

Kennt man von einem Test nur die
Reliabilität als globales Maß der Meß-
genauigkeit und nicht die Fehlervarianzen
der einzelnen Personenmeßwerte, so las-
sen sich auch Konfidenzintervalle berech-
nen. Diese sind dann allerdings für alle
Personen gleich groß.

Man benötigt hierfür neben der Reliabilität
des Tests auch noch die Varianz der Meß-
werte in der Stichprobe, um aus beidem
die Fehlervarianz zurückrechnen zu kön-
nen. Löst man nämlich die Reliabilitäts-
definition (s. Gleichung (4) und (5) in
Kap. 6.1.1) nach der Fehlervarianz auf, so
ergibt sich

(4)

Die Formel für die Berechnung eines
Konfidenzintervalls sieht dann folgender-
maßen aus

In dieser Formel bezeichnet Var 6 die0

Varianz der Meßwerte 6 in einer Stich-

probe und z, die Grenzen der Standard-

normalverteilung innerhalb derer die ge-
wünschte Prozentzahl aller Fälle liegt.

Datenbeispiel

Die 5 Items des KFT haben bei den 300
getesteten Personen eine Reliabilität von
Re1 = 0.46 und eine Varianz der Meßwerte
von Var 6 = 3.13 (vgl. Kap. 6.1.1). Nach0
Gleichung (5) ergibt sich für jede Person
eine Intervallbreite (bei 95%) von

Ein Vergleich mit den individuell berech-
neten Konfidenzintervallen (vgl. Glei-
chung (3)) zeigt, daß die Konfidenzinter-
valle für die Parameter der Scores 1 bis 4
kleiner sind:

6, + 1.92 für die Scores 2 und 3,

6, f 2.17 für die Scores 1 und 4.

Die Konfidenzintervalle sind nicht nur für
alle Meßwerte gleich breit, auch das Fak-
tum ist bemerkenswert, daß die Varianz
der Meßwerte in der Stichprobe Bestand-
teil der Berechnung des Konfidenzinter-
valls ist: je größer die Varianz der Meß-
werte ist, desto größer werden auch die
Konfidenzintervalle.

Dies ist nicht ganz so verwunderlich wie
es klingt, da auch die Reliabilität ein
varianzabhängiges Maß darstellt, welches
als Verhältnis der Varianz der wahren
Meßwerte zur Varianz der errechneten
Meßwerte definiert ist. Durch die Mul-
tiplikation mit der Varianz der Meßwerte
in der Stichprobe (vgl. Formel 5) wird
lediglich die Stichprobenvarianz wieder
aus der Berechnung der Reliabilität
‘herausgeholt’.
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Es ist daher wichtig, zur Berechnung der
Vertauensintervalle in Gleichung (5) stets
diejenige Varianz der Meßwerte einzuset-
zen mit der auch die Reliabilität bestimmt
wurde.

Es würde zu einer groben Unterschätzung
der Konfidenzintervalle (und damit zu
einer scheinbar hohen Meßgenauigkeit)
führen, wenn man die Reliabilität an einer
varianzstarken Stichprobe (z.B. in der
Gesamtbevölkerung) bestimmt, für die Be-
rechnung der Konfidenzintervalle aber die
Varianz der Meßwerte in einer sehr homo-
genen Stichprobe (z.B. nur Psychologie-
Studenten) verwendet.

Die Berechnung der Konfidenzintervalle
mittels der Reliabilität beruht ebenfalls auf
der Annahme, daß der Meßfehler normal-
verteilt ist. Diese Annahme der Normal-
verteiltheit einer Fehlervariable ist selbst
keine besonders strenge Annahme, denn
unabhängige Störeinflüsse, deren Effekte
sich addieren, führen stets zu normal-
verteilten Fehlervariablen. Die Frage ist
lediglich, wie man die Varianz dieser
Fehlervariable bestimmt. Hier unterschei-
det sich das Vorgehen im Rahmen der
Maximum-Likelihood Theorie von der
Berechnung mittels der Reliabilität.

6.1.4 Erhöhung der Zuord-
nungssicherheit

Die Überlegungen zur Berechnung und
Verringerung des Meßfehlers eines Tests
in den vorangehenden drei Unterkapiteln
lassen sich nur auf Testmodelle mit quan-
titativer Personenvariable anwenden. Bei
Testmodellen mit kategorialer Personen-
variable gibt es keine Fehlervariable,
deren Varianz man berechnen könnte. Der
Meßfehler bei solchen qualitativen Test-

modellen druckt sich darin aus, mit
welcher Sicherheit man eine Person ihrer
latenten Klasse also, ihrer Kategorie der
Personenvariable zuordnen kann.

Diese Zuordnungssicherheit ist allgemein
durch die Wahrscheinlichkeit der Klassen-
zugehörigkeit unter der Bedingung des
gegebenen Antwortmusters in einem Test
definiert (vgl. (11) in Kap. 3.1.2.2):

Die Gleichung gilt gleichermaßen für alle
Klassenmodelle und mixed Rasch-Model-
le. Den Meßfehler verringern heißt bei
qualitativen Testmodellen die Zuord-
nungssicherheit erhöhen.

Die Zuordnungssicherheiten sind spezi-
fisch für jede Person bzw. jedes unter-
schiedliche Antwortmuster, können aber
auch über alle Personen einer Klasse oder
über alle getesteten Personen gemittelt
werden (s. Kap. 3.1.2.2).

Die Reliabilität eines Tests entspricht am
ehesten der über alle Personen gemittelten
Zuordnungssicherheit oder Treffsicherheit
(vgl. (14) in Kap. 3.1.2.2):

Wie bei der Fehlervarianz gilt auch hier
die allgemeine Regel, daß die Zuord-
nungssicherheit mit steigender Itemanzahl
wächst, sofern die hinzugefügten Test-
items dieselbe kategoriale Personenva-
riable erfassen.
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Datenbeispiel

Fügt man den 5 KFT-Beispielitems suk-
zessive weitere Items aus dem gleichen
Test hinzu und berechnet man jeweils
die 2-Klassenlösung der Klassenanalyse,
so steigt die Treffsicherheit folgender-
maßen an:

k T
5 .928
6 .945
7 ,953
8 ,953
9 .954

10 .960

Der Anstieg ist nicht sehr groß, da die 5
Items bereits eine hohe Treffsicherheil
haben.

Auch hier gilt, daß der Anstieg der
Zuordnungssicherheit von der Art der
hinzugefügten Items abhängt. Allerdings
ist hier nicht die Schwierigkeit des Items
das ausschlaggebende Moment, sondern
die Unterschiedlichkeit der Antwort-
wahrscheinlichkeiten in den Klassen: Je
größer diese Unterschiede sind, desto
mehr trägt ein Item zur Zuordnungssicher-
heit bei.

Dies ist ein Aspekt der Itemtrennschärfe,
der in Kapitel 6.2.2 aufgegriffen wird.

Literatur

Das Buch von Steyer & Eid (1993) geht
ausführlicher auf verschiedene Arten der
Parametrisierung des Meßfehlers im Rah-
men der Meßfehlertheorie ein. Lienert &
Raatz (1994) behandeln die Methoden der
Reliabilitätsberechnung im Rahmen der
Meßfehlertheorie, der Berechnung von
Konfidenzintervallen und der Reliabilitäts-
steigerung durch Testverlängerung.
Andrich (1988b) geht auf die Reliabilitäts-

berechnung beim dichotomen Rasch-
Modell ein.

Übungsaufgaben

1. Ein Test mit 3 Items hat in einer
Stichprobe die Varianz der Meßwerte
Var(e)=  1.44 und die Scorehäufig-

keiten:

In der dritten Zeile der Tabelle stehen
die Standardschätzfehler (d. i. die
Wurzel aus der Schätzfehlervarianz)
der Personenparameter, die für diese
Scores geschätzt wurden. Berechnen
Sie die Reliabilität des Tests.

2. Auf welchen Wert müßte die Reliabi-
lität des KFT-Beispielstests anstei-
gen, wenn man den 5 Items 2 weitere
hinzufügt, die gleiche Meßgenauig-
keit haben? Berechnen Sie mit
WINMIRA, auf welchen Wert die
Reliabilität tatsächlich ansteigt, wenn
Sie Item Nr. 7 und 10 des 15 Items
umfassenden Datensatzes hinzuneh-
men.

3. Berechnen Sie mit WINMIRA, für
welche Scores im NEOFFI-Datenbei-
spiel die Personenparameter größere
Konfidenzintervalle, und für welche
Scores sie kleinere Konfidenzinter-
valle haben als das mittels der Relia-
bilität berechnete Konfidenzintervall.
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6.2 Optimierung durch
Itemselektion

Die am häufigsten angewendete Technik,
einen Test zu verbessern, besteht sicher-
lich darin, ‘schlechte’ Items zu eliminieren.
Man benutzt dabei die Daten einer ersten
Erhebung mit einer umfangreichen Test-
version, um den Test oder Fragebogen
dann durch Testverkürzung zu optimieren.

Hierfür benötigt man Kriterien dafür, was
ein gutes Item und was ein schlechtes Item
ist. Ein solches Kriterium wurde bereits in
Kapitel 6.1 behandelt, nämlich der Beitrag
eines Items zur Meßgenauigkeit des Tests.
Es stellte sich dort heraus, daß der Beitrag
zur Meßgenauigkeit im wesentlichen
davon abhängt, wie gut die Schwierigkeit
des Items zur Personenfähigkeit paßt.

Für die Selektion von Items ist jedoch ein
anderes Gütekriterium für Items von
zentraler Bedeutung, nämlich das Ausmaß,
in dem die Beantwortung eines einzelnen
Items mit der zu messenden Personenei-
genschaft zusammenhängt.

Je besser sich die einzelne Itemantwort
aufgrund der Kenntnis der zu messenden
Personenvariable vorhersagen läßt, desto
besser oder brauchbarer ist ein Item.

Man kann diesen Zusammenhang zwi-
schen Itemantwort und gemessener Perso-
nenvariable in unterschiedlicher Weise
formalisieren. Dies wird in Kapitel 6.2.1
für quantitative Testmodelle und in Kapi-
tel 6.2.2 für klassifizierende Modelle
behandelt.

Oft betrifft die Frage der Testoptimierung
durch Itemselektion jedoch nicht nur die
Eliminierung einzelner Items, sondern

gleich ganzer Itemgruppen. Oder es stellt
sich gar die Frage, welche Itemgruppen
überhaupt eine homogene Untergruppe des
Tests darstellen, auf die ein bestimmtes
Testmodell erfolgreich angewendet wer-
den kann. Möglichkeiten, solche homoge-
nen Itemgruppen zu identifizieren, werden
in Kapitel 6.2.3 behandelt.

6.2.1 Itemselektion bei quan-
titativen Modellen

Bei quantitativen Testmodellen stellt das
Konzept der Itemtrennschärfe oder Item-
diskrimination ein zentrales Gütekriterium
für Items dar. Der Begriff ‘Trennschärfe’
zielt darauf ab, wie ‘scharf’ die Antworten
auf ein Item zwischen hohen und
niedrigen Eigenschaftsausprägungen ‘tren-
nen’, also wie gut sie die Personenstich-
probe ‘teilen’. Die folgende Tabelle ver-
deutlicht dieses Konzept:

Personen v

In diesem Beispiel von hypothetischen
Antworten auf 3 Items trennen die Ant-
worten auf das erste Item perfekt zwischen
hohen und niedrigen Meßwerten. Die
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Trennschärfe dieses Items ist maximal.
Dagegen hat das zweite Item überhaupt
keine Trennschärfe, während das dritte
Item ein Antwortmuster aufweist, wie man
es bei empirischen Daten für ein brauch-
bares Item erwarten würde.

Das Konzept der Itemtrennschärfe läßt
sich in unterschiedlicher Weise operatio-
nalisieren, oder besser: formalisieren.

In der sog. ‘klassischen Testtheorie’, die
hier als allgemeine Meßfehlertheorie be-
handelt wird, ist die Trennschärfe als Kor-
relation eines Items i mit dem Testergeb-
nis t definiert, die sog. Item-Test-Korrela-
tion:

Hierbei handelt es sich um eine unter
praktischen Gesichtspunkten sehr brauch-
bare Operationalisierung des Trennschär-
febegriffs: während die Korrelation der
beiden ersten Spalten in der o.g. Tabelle
bei der gegebenen Schwierigkeit des Items
maximal ist, ist die Korrelation zwischen
der ersten und dritten Spalte so gut wie 0.
Gibt es im Bereich der niedrigen
Eigenschaftsausprägungen mehr Einsen
als bei hohen Eigenschaftsausprägungen,
kann die Korrelation sogar negativ werden
und man spricht dann von einer negativen
Trennschärfe.

Diese Operationalisierung der Trennschär-
fe mittels des Korrelationskoeffizienten
wird bei probabilistischen Modellen nicht
verwendet, vor allem weil die Korrelation
für metrische Variablen definiert ist, die
Itemantwort aber prinzipiell als nominal
oder ordinal aufgefaßt wird. Ein anderer
Grund liegt darin, daß sich ein so
wichtiges Konzept wie die Itemtrenn-
schärfe in den Modellparametern eines

Testmodells ausdrucken sollte, die Item-
Test-Korrelation aber kein solcher ist.

Es ist daher konsequent, die Trennschärfe
am Verlauf der Itemfunktion festzu-
machen. Es wurde in Kapitel 3 schon
mehrfach angesprochen, daß die Trenn-
schärfe als Anstieg der Itemfunktion
definiert ist.

Auch diese Operationalisierung spiegelt
sehr gut das Konzept der Trennschärfe
wider, denn wenn ein Item eine steile
Itemfunktion hat, heißt das, daß bis zu
einer bestimmten Eigenschaftsausprägung
die O-Antwort extrem wahrscheinlich ist
und von diesem Wert an aufwärts eine l-
Antwort.

Abbildung 153: Eine steile Itemfunktion bedeutet
hohe Trennschärfe

Bei einer flachen Itemfunktion ist die
‘Trennung’ zwischen niedrigen und hohen
Eigenschaftsausprägungen nicht so
‘schaff.

Eine naheliegende Operationalisierung der
Trennschärfe besteht daher darin, einen
eigenen Parameter für den Anstieg der
Itemfunktion einzuführen. Dies ist im sog.
Birnbaum-Modell (auch 2-parametriges
logistisches Modell genannt) geschehen
(vgl. Kap. 3.1.1.2.3):



6.2 Optimierung durch Itemselektion 365

In diesem Modell bestimmt ein zweiter
Itemparameter ßi den Anstieg der Item-
funktion.

Die Formalisierung der Trennschärfe
durch einen zweiten, multiplikativen Para-
meter führt jedoch zu großen statistischen
Problemen, die damit zusammenhängen,
daß die Parameterverknüpfung im Expo-
nenten der logistischen Funktion nicht
mehr rein additiv ist.

Zudem hat sich herausgestellt, daß bei
drei- und mehrkategoriellen, ordinalen
Itemantworten der Anstieg der Itemfunk-
tion eine Funktion der Schwellendistanzen
ist: je enger die Schwellen beieinander
liegen, desto steiler ist die Itemfunktion,
die jetzt als Funktion der erwarteten
Itemantwort von der Personeneigenschaft
definiert ist (vgl. Kap. 3.3.2).

Abbildung 154: Die Steigung der Itemfunktion in
Abhängigkeit von der Distanz zweier Schwellen ‘51
und ~2

Da es bei dichotomen Antworten nur eine
Schwelle, also keine Schwellendistanz
gibt, müssen dort alle Itemfunktionen den-
selben Anstieg haben. Von 3 Kategorien
an aufwärts braucht man keinen multi-

plikativen Trennschärfeparameter mehr, da
jetzt die Steigung der Itemfunktion von
der Schwellendistanz abhängt.

Aber auch diese Formalisierung der
Trennschärfe als über die Schwellendi-
stanzen vermittelte Steigung der Item-
funktion hat zu einem Problem der Ver-
wendung der Trennschärfe als Güte-
kriterium geführt. Üblicherweise wird die
Trennschärfe als Gütekriterium so ver-
wendet, daß ein Item umso besser ist, je
größer seine Trennschärfe ist.

Bei mehrkategoriellen, ordinalen Itemant-
worten führt das zu dem Paradoxon, daß
ein Item umso trennschärfer ist, je weniger
die mittleren Antwortkategorien verwen-
det werden. In dem folgenden hypothe-
tischen Beispiel hat das erste Item die
geringsten Schwellendistanzen, somit die
steilste Itemfunktion und daher die
höchste Trennscharfe.

Personen v

Obwohl die Itemantworten für das zweite
Item so verteilt sind, wie man es sich für
ein ‘gutes’ Item wünschen würde, hat es
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eine geringere Steigung der Itemfunktion
und damit eine kleinere Trennschärfe.

‘Paradox’ ist dieser Effekt, weil man sich
von mehrkategoriellen Itemantworten na-
türlich wünscht, daß die mittleren Ant-
wortkategorien nicht nur benutzt werden,
sondern auch im Mittelbereich der latenten
Dimension diskriminieren, d.h. zwischen
Personen mit ‘mittelhohen’ und ‘mittel-
niedrigen’ Eigenschaftsausprägungen tren-
nen. Dies kann im o.g. Beispiel Item 2
offenbar besser als Item 1.

Sinnvoller ist ein Gütekriterium zur Item-
Selektion, das die Benutzung der mittleren
Antwortkategorien zumindest nicht ‘be-
straft'. Beide Items im obigen Beispiel
sollten von einem solchen Gütekriterium
gleich gute Trennschärfe bescheinigt be-
kommen.

Ein solches Gütekriterium ist der sog. Q-
Index, ein Itemfit-Maß, das von der
Wahrscheinlichkeit des beobachteten Item-
vektors ausgeht. Mit Itemvektor ist der
Spaltenvektor in der Datenmatrix gemeint,
der alle Antworten bezüglich eines Items
enthält:

Item
i

Jeder dieser Spaltenvektoren hat aufgrund
der geschätzten Modellparameter eine be-
stimmte Wahrscheinlichkeit, die dazu her-
angezogen werden kann, die Güte des
Items zu beurteilen: Je höher diese Wahr-

scheinlichkeit ist, desto besser ist das
Item.

Berechnet man solche Wahrscheinlich-
keiten für ganze Spaltenvektoren, so erhält
man sehr kleine Werte, die nahe bei 0
liegen. Was man daher benötigt, ist ein
Vergleichsmaßstab, um die Wahrschein-
lichkeit des Spaltenvektors zu beurteilen.
Einen solchen Vergleichsmaßstab bilden
die maximal und minimal erreichbaren
Wahrscheinlichkeiten eines Spaltenvek-
tors. Je dichter die Wahrscheinlichkeit des
beobachteten Itemvektors (pbeo) an der
maximalen Wahrscheinlichkeit (pmax)
liegt, desto besser ist das Item. Je dichter
es an der minimalen Wahrscheinlichkeit
(pmin) liegt, desto schlechter ist es.

Abbildung 155: Die Einordnung der Wahrschein-
lichkeit des beobachteten Pattern in das Intervall
von minimaler und maximaler Wahrscheinlichkeit

Diese drei Wahrscheinlichkeiten, pmin,

Pbeo und Pmax, lassen sich anhand der
geschätzten Modellparameter berechnen,

wenn man neben dem beobachteten
Vektor zbeo  auch den Vektor mit der ma-
ximalen,  &max, und der minimalen Wahr-
scheinlichkeit, xmin, kennt.-
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Die Ermittlung der Pattern mit ma-
ximaler und minimaler Wahrschein-
lichkeit

Es werden hier nicht die Pattern mit der
absolut höchsten oder niedrigsten
Wahrscheinlichkeit gesucht, sondern
diejenigen Pattern, die unter der Bedin-
gung der beobachteten Kategorienhäu-
figkeiten die maximale oder minimale
Wahrscheinlichkeit haben. Hat ein Item
m + 1 Antwortkategorien (von 0 bis m)
und ist jede Kategorie x mit der Häu-
figkeit nix aufgetreten, so geht es um
die bedingten Wahrscheinlichkeiten

Die Pattern, für die diese bedingten
Wahrscheinlichkeiten maximal oder
minimal sind, lassen sich leicht finden,
indem man die Personen nach aufstei-
gender Eigenschaftsausprägung ordnet:
Für die beiden gesuchten Pattern sind
dann nämlich die Itemantworten eben-
falls aufsteigend bzw. absteigend ge-
ordnet:

Damit ist das beobachtete, das maximale
und das minimale Itempattern eindeutig
definiert und es lassen sich deren Wahr-
scheinlichkeiten berechnen.

Um ein Itemgütemaß zu erhalten, wird ein
Index gebildet, der zwischen 0 und 1 liegt
und der ausdrückt, inwieweit die Wahr-
scheinlichkeit des beobachteten Pattern
vom Minimum bzw. vom Maximum
entfernt liegt. Es handelt sich um ein
Verhältnis von logarithmierten Wahr-
scheinlichkeitsverhältnissen:

Dieser Index variiert zwischen 0 und 1: Er
wird 0, wenn das beobachtete Pattern das-
jenige mit maximaler Wahrscheinlichkeit
ist (da dann der Zähler von Qi Null wird,
log( 1) = 0), und er wird 1, wenn das be-
obachtete Pattern dasjenige mit minimaler
Wahrscheinlichkeit ist (da dann der Zähler
und Nenner von Qi gleich sind). ES han-
delt sich also um ein Abweichungsmaß: Je
größer der Q-Index, desto schlechter das
Item.

Der Index nimmt den Wert 0.5 an, wenn
die Antwortkategorien völlig zufällig über
den Vektor verteilt sind, und er wird
größer als 0.5, wenn die höheren Antwort-
kategorien eher bei niedrigen Eigen-
schaftsausprägungen auftreten (was einer
‘negativen Trennschärfe im Sinne der
Item-Test-Korrelation entspricht, S.O.).
Items mit einem Q-Wert von 0 sind in
dieser Formalisierung von Trennschärfe
maximal trennscharf.
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Setzt man in Gleichung (4) für die
verschiedenen
Patternwahrscheinlichkeiten die Produkte
der Itemlösungswahrscheinlichkeiten des
ordinalen Rasch-Modells ein, d.h.

wobei nix die Häufigkeit von Kategorie x
bezeichnet (s.o.), so kürzt sich einiges aus
den Wahrscheinlichkeitsverhältnissen her-
aus.

Da für alle drei Patternwahrscheinlichkei-
ten die Nenner der entsprechenden Aus-
drucke sowie der zweite Faktor im Zähler
gleich sind (die nix sind per Definitionem
für alle 3 Pattern gleich), können diese
beiden Terme im Q-Index weggekürzt
werden. Es ergibt sich für den Itemfit-
Index Qi der folgende Ausdruck:

Zur Berechnung des Qi-Index benötigt
man also nicht den Schwierigkeits-
parameter dieses Items, sondern allein die
Fähigkeitsparameter 0,. Die Kategorien-
häufigkeiten nix braucht man zur Ermitt-
lung der Pattern mit maximaler bzw.
minimaler Wahrscheinlichkeit.

Datenbeispiel

Die Q-Werte für die 5 KFT-Items lauten:

Demnach weichen das erste und fünfte
Item am stärksten vom maximalen Pat-
tern ab, sind also am wenigsten trenn-
scharf.

Die Q-Werte von ‘brauchbaren’ Items lie-
gen zwischen 0.0 und 0.3, jedoch hängt
dies auch von bestimmten Charakteristika
der Verteilung der Itemschwierigkeiten
und Personenfähigkeiten ab.

Es ist ein naheliegender Fehlschluß anzu-
nehmen, daß bei perfekter Modellgeltung
alle Q-Indices 0 werden. Aufgrund des
probabilistischen Antwortverhaltens ist
der Erwartungswert von Q unter der Be-
dingung der Modellgeltung größer als
Null. Da Q eine lineare Funktion von
Modellparametern ist, die nach der
Maximum-Likelihood Methode geschätzt
wurden (vgl. Kap. 4.2), hat Q einen
normalverteilten Schätzfehler, dessen
Varianz berechenbar ist (vgl. Kap. 4.4).

Erwartungswert und Varianz von Q

Der Nenner von Q stellt eine von den
beobachteten Daten unabhängige Kon-
stante dar, so daß lediglich der Erwar-
tungswert des Zählers berechnet wird. Der
Zähler stellt eine gewichtete Summe der
Fähigkeitsparameter dar, nämlich
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so daß der Erwartungswert dieser Summe
gleich der Summe der Erwartungswerte
der Summanden ist

Der jeweils zweite Summand hängt
wiederum nicht von den Daten ab: er stellt
eine Konstante dar, deren Erwartungswert
die Konstante selbst ist. Der Erwar-
tungswert des jeweils ersten Summanden
kann mit Hilfe der Wahrscheinlichkeits-
verteilung von xv berechnet werden:

wobei pv (x) die laut Modellgleichung be-
rechnete Antwortwahrscheinlichkeit von
Person v für Kategorie x (bei diesem Item)
ist.

Für die Berechnung der Varianz von Qz

benötigt man nur die Varianzen der je-
weils ersten Summanden, da der Subtra-
hend als Konstante nichts zur Varianz
beiträgt:

Die Varianz von xv 6, ist die Varianz des
Produktes von zwei Zufallsvariablen und
läßt sich folgendermaßen berechnen:

wobei

und

Mittels des Erwartungswertes und der
Varianz des Zählers von Q, QZ, läßt sich
eine Standard-normalverteilte Prüfgröße,
eine sog. Z-Statistik berechnen:

Mit Hilfe derer kann man prüfen, ob ein
empirisch ermittelter Q-Index signifikant
von dem unter Modellgeltung zu erwar-
tenden Q-Index abweicht. Ist ZQ bei Wahl
der üblichen 95%Grenze kleiner als -1.96
oder größer als +1.96, so weicht der be-
rechnete Q-Index bedeutsam von dem bei
Modellgeltung zu erwartenden Wert ab
(vgl. Kap. 6.1.3).

 Datenbeispiel

Die Q-Indices der 5 KFT-Items haben
folgende ZQ-Werte:

Demnach hat nur das 5-te Item eine
etwas schlechtere Modellanpassung oder
Trennschärfe.

Den Q-Index kann man zur Optimierung
eines Tests heranziehen, indem man Items
mit einem zu großen Q-Index eliminiert.
Verkürzt man den KFT auf die ersten vier
Items, läßt man also das schlechteste Item
weg, so ergibt sich ein X2-Wert zur Prü-
fung der Reproduzierbarkeit der Pattern-
häufigkeiten (s. Kap. 5.2) von 22.5 bei 8
Freiheitsgraden. elegiert man dagegen
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ein gutes Item, z.B. das zweite, so erhält
man einen X2-Wert  von 26.6 bei ebenfalls
8 Freiheitsgraden, also einen deutlich
schlechteren Wert. Allerdings sind beide
Werte noch signifikant, d.h. auch die
Selektion des schlechten Items, Nr. 5,
bewirkt nicht, daß das Rasch-Modell auf
die Daten paßt.

Auch die Reliabilität verändert sich
infolge der Itemselektion: bei Eliminie-
rung des ‘schlechten’ Items 5 sinkt sie von
0.460 auf 0.341. Selegiert man dagegen
das ‘gute’ Item 2, so sinkt sie auf 0.279.

Die Reliabilität eines Tests kann sogar
größer werden wenn man unpassende
Items selegiert. Ein Beispiel hierfür sind
die 5 Extraversions-Items des NEOFFI,
die in Kapitel 3.3.5 als Datenbeispiel
verwendet wurden. Wendet man das
ordinale Rasch-Modell auf die Daten an,
so haben die 5 Items eine Reliabilität von
0.46. Eliminiert man das Item mit dem
größten Q-Index, so haben die restlichen 4
Items eine Reliabilität von 0.47. Der
Anstieg ist nicht groß, aber dafür, daß der
Test auf 80% verkürzt wurde und infolge
dessen unreliabler werden müßte (s. Kap.
6.1) ist er doch beachtenswert.

In der Einleitung des Kapitels 6 wurde
gesagt, daß eine Itemselektion nach der
Trennschärfe der Items die interne Vali-
dität des Tests, also die Modellgültigkeit
optimiert und nicht so sehr die Meß-
genauigkeit. Die Beispiele zeigen, daß
sich auch die Reliabilität in entsprechen-
der Weise verändert.

Das liegt daran, daß die Reliabilität ein
kombiniertes Maß für Meßgenauigkeit und
interne Validität ist. Man erkennt das an
der Reliabilitätsdefinition (s. Gleichung
(7) in 6.1.1):

Die Schätzfehlervarianzen Var Eo, imi )
Zähler von (8) werden durch Itemselektion
stets größer, und zwar unabhängig von der
Trennschärfe der selegierten Items. Sie
hängen allein von der Anzahl der Items
und deren Schwierigkeiten ab (s. Glei-
chung (2) in 6.1.1). Insofern optimiert eine
Itemselektion nach Trennschärfe nicht die
Meßgenauigkeit im Sinne der Verringe-
rung der Fehlervarianz.

Die Eliminierung trennschwacher Items
erhöht jedoch die Varianz der Meßwerte,

Var( 6 ) , im Nenner von (8). Diese ist

umso größer, je höher die Itemantworten
kovariieren: Die Varianz der Summen-

scores rv = C xvi ist als Varianz einer
i=l

Summe von Variablen auch von der
Kovarianz der Summanden abhängig (s.
Kap 2.1.2) und die Varianz der Meßwerte
6, wächst mit der Varianz der Sum-
menscores.

Eine Itemselektion nach Trennschärfe
kann daher den Nenner von (8) stärker
erhöhen als der Zähler wächst und somit
zu einer Reliabilitätssteigerung führen.
Die Reliabilität ist somit als ein kombi-
niertes Maß für Meßgenauigkeit und inter-
ne Validität anzusehen und als Kriterium
für die Testoptimierung gut geeignet.

Bei der Prüfung der Abweichung eines
berechneten Q-Wertes von seinem Erwar-
tungswert mittels der ZQ-Statistik sind die
beiden Richtungen zu unterscheiden, daß
der Q-Index signifikant kleiner oder
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signifikant größer als sein Erwartungswert
ist, d.h. daß der Z-Wert negativ oder
positiv ist.

Ein zu kleiner Q-Wert bedeutet, daß die
beobachteten Itemantworten weniger von
den vorhergesagten Itemantworten ab-
weichen als dies unter Modellannahmen
zu erwarten ist. Dies ist eine seltsame Art
von Modellverletzung, da das Item sozu-
sagen ‘zu gut’ paßt.

Man spricht in diesem Fall auch von
einem Overfit, d.h. von einer Überanpas-
sung. Man kann sich einen solchen Overfit
so vorstellen, daß zu wenig Probabilistik
in den Daten ist, d.h. daß jede Person
exakt die Antwortkategorie auswählt, die
ihrer Eigenschaftsausprägung entspricht.

Das Gegenstück hierzu, also positive Z-
Werte oder ein Q-Index, der signifikant
größer als sein Erwartungswert ist, be-
zeichnet man als Underfit. Dies stellt den
eigentlich interessierenden Fall einer Mo-
dellabweichung dar im Sinne einer zu ge-
ringen Abhängigkeit der Itemantwort von
der Eigenschaftsausprägung, also einer zu
geringen Trennschärfe.

Das Besondere an der Operationalisierung
der Trennschärfe durch den Q-Index
besteht darin, daß man inferenzstatistisch
prüfen kann, ob ein Item eine zu geringe
Trennschärfe hat. Das ist bei der Item-
Test-Korrelation rit (s. (1)) nicht möglich.

Eine weitere Möglichkeit, die Modellan-
passung einzelner Items zu prüfen, basiert
auf den sogenannten Itemresiduen. Als
Residuen bezeichnet man die Differenzen
zwischen theoretisch erwarteten und beob-
achteten Größen. Ein Itemresiduum ist die

Differenz zwischen theoretisch erwarteter
und beobachteter Itemantwort.

Hat eine Person bei einem dichotomen
Item aufgrund ihrer Fähigkeit 8, und der
Itemschwierigkeit ‘3i z.B. die Lösungs-
wahrscheinlichkeit 0.75, so beträgt ihr
Itemresiduum 1-0.75 = 0.25, wenn sie
das Item gelöst hat, bzw. 0-0.75 = -0.75,
wenn sie das Item nicht gelöst hat. All-
gemein ist das Itemresiduum für dichoto-
me Items folgendermaßen definiert:

An dieser Definition zeigt sich ein
Problem der Verwendung von Itemresi-
duen zur Konstruktion von Itemfitmaßen:
Die beobachtete Itemantwort kann in den
seltensten Fällen genau der theoretisch
erwarteten Itemantwort entsprechen, da sie
nur ganzzahlige Werte annimmt. Bei
Personen mit mittleren Lösungswahr-
scheinlichkeiten sind die Residuen daher
stets größer als bei Personen mit extremen
Lösungswahrscheinlichkeiten, selbst wenn
die Personen ganz im Sinne des Test-
modells antworten.

Für ordinale Itemantworten lautet die
entsprechende Definition eines Residu-
ums:

wobei der Erwartungswert der Itemant-
wort wie üblich definiert ist:

Der Erwartungswert stellt einen Punkt auf
der Antwortskala dar, in dessen Nähe die
Itemantwort idealerweise zu erfolgen hätte
(s. Abb. 155).



372 6. Testoptimierung

Abbildung 155: Erwartete Itemantwort

Auch hier liegt die zu erwartende Item-
antwort in der Regel zwischen den vorge-
gebenen Antwortkategorien, so daß es in
jedem Fall ein Residuum gibt.

Diese Residuen lassen sich über alle Per-
sonen addieren, so daß die Summe aller
Residuen bzw. eine entsprechend transfor-
mierte Größe etwas über die Güte des
Items aussagt. Obwohl die Möglichkeit,
Itemfitmaße auf Residuen aufzubauen,
sehr anschaulich ist, birgt sie doch einige
Schwierigkeiten, die mit der zuvor darge-
stellten Eigenschaft zusammenhängen, daß
es stets Residuen einer bestimmten Größe
geben muß. Dieser Ansatz wird daher im
folgenden nicht weiter ausgeführt.

Das Vorgehen, mit Hilfe von Itemresiduen
oder dem Q-Index abweichende Item-
vektoren zu identifizieren, stellt ein
Verfahren der Itemselektion dar, für das es
keinerlei präexperimentieller Hypothesen
bedarf. Oft hat man jedoch bestimmte
Annahmen darüber, daß einzelne Items in
bestimmten Teilpopulationen eine unter-
schiedliche Bedeutung und daher eine
unterschiedliche Schwierigkeit haben.

In diesen Fällen kann man prüfen, ob die
Modellparameter für das betreffende Item
in den jeweiligen Teilpopulationen über-
einstimmen. Hierfür schätzt man die Item-
parameter z.B. getrennt für Männer und

Frauen oder getrennt für Experimental-
und Kontrollgruppe, um sie anschließend
miteinander zu vergleichen.

Bei allen Rasch-Modellen dürfen sich die
Itemparameterschätzungen nicht zwischen
Personenteilstichproben unterscheiden. Ob
beobachtete Unterschiede zwischen Item-
parameterschätzungen signifikant sind,
läßt sich mit Hilfe der Schätzfehlervarian-
zen für die Itemparameter, beantworten
(vgl. Kap. 4.4, Gleichung (8)).

Bezeichnet man die Schätzfehlervarianzen
eines Items in zwei Stichproben mit

Var Eoi, bzw. Var Eoi2 , so kann man( 1 ( )
mit folgendem Z-Wert die Signifikanz der
Abweichung zweier Itemparameterschät-
zungen (3il und ~i2 prüfen:

Ist dieser Z-Wert größer oder kleiner als
der kritische Z-Wert k1.96,  so unter-
scheiden sich die beiden Itemparameter
mit einer Wahrscheinlichkeit von 95%
voneinander.

Das übliche Vorgehen bei der Itemse-
lektion besteht darin, daß man Items mit
einer zu geringen Modellanpassung elimi-
niert und die Testergebnisse unter Aus-
schluß dieser Items neu berechnet. Ob-
wohl dieses Vorgehen bei jeder Testent-
wicklung angewendet wird, birgt es das
Problem in sich, daß man nachträglich,
d.h. nach Datenerhebung die Daten mani-
puliert (in diesem Fall Items eliminiert),
um sie mit der Theorie konform zu
machen.
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Eine derartige nachträgliche Datenmanipu-
lation erfordert in jedem Fall eine Kreuz-
validierung, d.h. eine erneute Datener-
hebung und Überprüfung der Modell-
geltung für den reduzierten Test. Ist eine
Kreuzvalidierung nicht durchführbar, soll-
ten wenigstens post-hoc Hypothesen dar-
über aufgestellt werden, warum ein Item
nicht modellkonform ist.

6.2.2 Itemselektion bei
klassifizierenden Modellen

Auch für die Itemselektion im Rahmen
von klassifizierenden Modellen gilt als
Gütekriterium das Ausmaß, mit dem die
Beantwortung eines Items mit der Perso-
neneigenschaft zusammenhängt. Ein Item
ist dann umso besser, je besser man von
der Antwort auf dieses Item auf die
Klassenzugehörigkeit der Person schließen
kann. Dieser Schluß gelingt umso eher, je
mehr sich die Antwortwahrscheinlichkei-
ten für dieses Item zwischen den Klassen
unterscheiden.

Für dichotome und ordinale Itemantwor-
ten läßt sich ein Itemgütemaß berechnen,
das die Abweichungen der erwarteten
(mittleren) Itemantworten zwischen den
Klassen in Beziehung setzt zu der Varia-
tion der Itemantworten innerhalb der
Klassen. Diesem Gütemaß liegt die Idee
zugrunde, daß die Unterschiede im mitt-
leren Antwortniveau zwischen den Klassen
daran relativiert werden müssen, wie breit
die Antworten bei dem Item innerhalb der
Klassen streuen, wie homogen also die
Personen in den Klassen sind. Ist die
Streuung der Antwortvariable innerhalb
einer Klasse gering, so kann schon ein
kleiner Unterschied im Antwortniveau
zwischen den Klassen auf eine gute
Trennschärfe hinweisen. Ist die Streuung

in den Klassen dagegen groß, muß auch
der Unterschied zwischen den Erwar-
tungswerten der Klassen größer sein, um
von einer hohen Trennschärfe sprechen zu
können.

Der auf diesem Konzept basierende Dis-
kriminationsindex ist als Varianzverhältnis
definiert, nämlich als das Verhältnis der
Varianz der erwarteten Itemantworten zwi-
schen den Klassen zur mittleren Varianz
der Itemantworten innerhalb der Klassen:

Der Erwartungswert der Itemantworten
innerhalb der Klasse g ist folgendermaßen
definiert :

wobei nixg die Kategorienwahrscheinlich-

keit von x in Klasse g ist (laut Modellglei-
chung (3) in Kap. 3.2.1 oder (1) in Kap.
3.3.3).

Die Varianz der Itemantworten innerhalb
einer Klasse g ist nach der Varianz-
berechnung mittels der Wahrscheinlich-
keitsverteilung (s. Kap. 6.1.1):

Die im Nenner von Di benötigte mittlere
Varianz ist gleich der mit den Klassen-
größen rcg gewichteten Summe über alle
Klassen. Auch die Varianz im Zähler von
Di läßt sich über die gewichtete Summe
der Erwartungswerte berechnen:



374 6. Testoptimierung

Der Diskriminationsindex wird 1, wenn
die Itemantworten zwischen den Klassen
nicht stärker variieren als innerhalb der
Klassen, die Trennschärfe dieses Items
also gering ist. Er kann natürlich auch
kleiner als 1 (aber nicht negativ) werden,
wenn die Trennschärfe noch geringer ist.
Nach oben ist Di nicht begrenzt.

Datenbeispiel

Die Diskriminationsindices lauten für die
2-Klassenlösung des KFT-Beispiels:

D1 = 0.46
D2 = 1.42
D3 = 0.50
D4 = 0.70
D5 = 0.18

Demnach stellt Item 5 das trennschwäch-
ste Item und die Items 2 und 4 die
trennschärfsten Items dar.

Die mittlere Zuordnungswahrschein-
lichkeit (Treffsicherheit) beträgt für die 5
Items T = 0.928. Läßt man das zweite
Item weg, so sinkt die Treffsicherheit auf
T = 0.914. Eliminiert man dagegen das
trennschwache Item 5, so steigt die
Treffsicherheit auf T = 0.938.

Bei der Anwendung des Diskriminations-
indexes zur Itemselektion ist zu beachten,
daß er die Diskrimination bezüglich aller
Personenklassen ausdrückt. Es kann je-
doch auch passieren, daß einzelne Items
sehr gut zwischen zwei Klassen diskrimi-
nieren aber nicht zwischen den übrigen.
So kann es durchaus sinnvoll sein, ein

Item trotz eines niedrigen Diskrimina-
tionsindexes im Test zu belassen, weil es
zur Unterscheidung zweier Klassen beson-
ders gut geeignet ist.

Dieser Index ist nur für dichotome oder
ordinale Itemantworten geeignet, da für
echte nominale mehrkategorielle Antwort-
variablen der Erwartungswert und die
Varianz der Antwortvariablen keinen Sinn
machen. Bei nominalen Itemantworten
gibt es bislang keinen vergleichbaren
Itemindex, so daß hier auf einen Einzel-
vergleich der Kategorienwahrscheinlich-
keiten zwischen den Klassen zurückge-
griffen werden muß.

Auch bei mixed Rasch-Modellen für
dichotome oder ordinale Antworten ist
dieser Index nicht geeignet, da es dort
innerhalb der Klassen eine Variation der
Eigenschaftsausprägungen gibt. Da diese
Modelle gleichzeitig eine kategoriale und
eine quantitative Personenvariable mes-
sen, kann sich die Überprüfung der
Itemgüte auch auf beide Diskriminations-
leistungen beziehen:

- Inwieweit ein Item zwischen zwei
Klassen trennt, läßt sich an der Dif-
ferenz der klassenspezifischen Item-
parameter ablesen. Gegebenenfalls
kann diese Differenz mittels der
Schätzfehlervarianzen der Itempara-
meter auf Signifikanz getestet werden
(vgl. Gleichung (12) im vorangehenden
Kap. 6.2.1).

- Inwieweit ein Item innerhalb einer
Klasse eine hohe Trennschärfe hat,
kann mittels des Qi-Index überprüft
werden, der in diesem Fall klassenspe-
zifisch zu berechnen ist, also getrennt
für alle Personen einer Klasse.
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Welches Kriterium man bei einer Item-
Selektion in welcher Weise zu berücksich-
tigen hat, kann nicht generell beantwortet
werden, sondern hängt vom jeweiligen
Test ab.

Datenbeispiel

Für die 5 Extraversions-Items des
NEOFFI (vgl. Kap. 3.3.5) sehen die
beiden genannten Selektionskriterien fol-
gendermaßen aus:

Nach den klassenspezifischen Itempara-
metern Oig trennt das dritte Item am

besten zwischen den beiden Klassen
(oj2 -Carl = 0.87) und die ersten beiden
Items trennen am schlechtesten.

Hinsichtlich der Itemgüte innerhalb der
beiden Klassen zeigen alle Items eine re-
lativ gute Modellanpassung. Den größten
Z-Wert hat Item 2 in Klasse 2, der aber
auch nicht signifikant ist.

Vergleicht man beide Klassen einmal
anhand ihrer Q-Werte und einmal anhand
ihrer ZQ-Werte, so fällt ein Phänomen auf,
das auf eine Eigenschaft von genereller
Bedeutung hinweist: Die Q-Indices selbst
sind sämtlich für die 2. Klasse größer,
während die zugehörigen ZQ-Werte diesen
Unterschied nicht in gleicher Weise
widerspiegeln.

Ganz drastisch ist dieses Phänomen beim
ersten und vierten Item, die in der 2.
Klasse eine höheren Q-Wert, aber laut ZQ-
Statistik eine bessere Modellanpassung

haben (negative ZQ-Werte!) als in der
ersten Klasse.

Dies hängt mit der sogenannten Power des
Signifikanztests zusammen, welche von
der Varianz der  Personenparameter
abhängt.

Power eines Signifikanztests

Unter der Power (dt. = Kraft, Mächtigkeit)
eines Signifikanztests versteht man die
Leichtigkeit, mit der eine Prüfstatistik zu
einem signifikanten Resultat führt, also
ihre Mächtigkeit, Modellabweichungen
‘aufzuspüren’.

Daß die Power von ZQ von der Varianz
der Personenfähigkeiten abhängt, ist leicht
einzusehen, wenn man sich vor Augen
führt, was mit Q bzw. ZQ geprüft wird
(vgl. Kap. 6.2.1.). Zur Illustration ist
nochmals eine Tabelle aus Kap. 6.2.1.
gezeigt, hier jedoch ergänzt um eine
Spalte mit einer geringen Varianz der
Eigenschaftsausprägungen:
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Die maximale und minimale Patternwahr-
scheinlichkeit p(x,,,)  und p(X,i,) wer-

den bei der in Spalte l gezeigten großen
Streuung der Personenparameter weiter
auseinanderliegen als bei der in Spalte 2
gezeigten kleinen Streuung. Ist im Ex-
tremfall die Streuung gleich Null, variie-
ren die Personeneigenschaften also gar
nicht, so ist p(x,,,)  = p(x,in).  Generell

liegen bei einer kleineren Streuung der
Personenparameter alle Patternwahr-
scheinlichkeiten dichter beieinander, da es
gar nicht so extreme Antwortwahrschein-
lichkeiten wie pvi = 0.05 oder pvi = 0.95

gibt.

Für die Höhe des Q-Indexes selbst spielt
die Intervallbreite von P(x,,,)  b i s
p(X,i,)  keine Rol le ,  da  Q gerade

bezüglich dieses Intervalls standardisiert
ist (vgl. (4) in Kap. 6.2.1). Anders verhält
es sich mit der Prüfstatistik ZQ. Ist hier ein
abweichendes Pattern wegen der geringen
Streuung der Personenparameter gar nicht
viel weniger wahrscheinlich, so wird es
auch nicht so schnell signifikant.

Im Datenbeispiel hat die zweite Klasse
eine sehr viel geringere Streuung der
Personenparameter, nämlich

als die erste Klasse,

Dies illustriert, wie wichtig es ist, bei der
Itemselektion stets beide Kriterien zu be-
achten, die Höhe der Q-Werte als des-
kriptives Maß und ZQ als inferenzsta-
tistisches Kriterium.

6.2.3 Die Identifizierung eindi-
mensionaler Itemgruppen

Oft geht es bei der Testentwicklung zu-
nächst nicht darum, einzelne ‘schlechte’
Items zu eliminieren, sondern zu prüfen,
welche Items überhaupt dieselbe Perso-
neneigenschaft ansprechen. Sofern man
darüber Hypothesen hat, welche Item-
gruppen zueinander heterogen sind, d.h.
jeweils andere Personeneigenschaften an-
sprechen, kann man die in Kapitel 5.3.2
behandelten Modelltests anwenden.

Sofern man derartige Hypothesen nicht hat
(man sollte sie aber im Sinne einer
theoriegeleiteten Testauswertung immer
haben) oder sich diese als unzutreffend
erwiesen haben, benötigt man heuristische
Verfahren (‘heuristisch’ heißt so viel wie
‘suchend’), die von der Gesamtmenge aller
Items ausgehend ermitteln, welche Items
dieselbe latente Personeneigenschaft an-
sprechen.

Solche heuristischen Verfahren stecken im
Rahmen des probabilistischen Ansatzes
der Testtheorie noch in den Kinder-
schuhen, während sie im Rahmen der sog.
klassischen Testtheorie, (der allgemeinen
Meßfehlertheorie, vgl. Kap. 2.1.2 und
6.1.1), sehr weit entwickelt sind und auch
sehr oft angewendet werden. Dort setzt
man das korrelationsstatistische Modell
der Faktorenanalyse ein, um anhand einer
Testdatenmatrix zu ermitteln, welche
Items jeweils dieselbe Personeneigen-
schaft erfassen.

Die Faktorenanalyse als Testmodell

Die Faktorenanalyse ist ein allgemeines
korrelationsstatistisches Modell, das die
korrelativen Zusammenhänge von metri-
schen Variablen beschreibt. Will man es



6.2 Optimierung durch Itemselektion 377

auf Testdaten anwenden, um homogene
Itemgruppen zu finden, muß man die ein-
zelnen Itemantworten als Ausprägungen
einer metrischen Antwortvariable Xvi

auffassen. Das dadurch implizierte Test-
modell ist durch folgende Modellglei-
chung definiert (vgl. (5) in Kap. 3.4.2):

Xvi bezeichnet die als metrisch aufgefaßte
Antwortvariable von Item i, Fvj ist die
Eigenschaftsausprägung der v-ten Person
auf der j-ten Eigenschaftsdimension, auch
Faktor genannt, und die aij sind die zu
schätzenden Modellparameter. Sie werden
Faktorladungen genannt und entsprechen
formal den Korrelationen der Antworten
auf Item i mit dem j-ten Faktor:

Somit können diese Parameter auch als
Trennschärfeparameter interpretiert wer-
den, da sie wie rit (vgl. Kap. 6.2.1) die
Korrelation eines Items mit der zu mes-
senden Eigenschaft ausdrucken. Der Un-
terschied besteht darin, daß es hier mehre-
re solcher Eigenschaften gibt. Tatsächlich
stellt das Modell der Faktorenanalyse die
mehrdimensionale Verallgemeinerung des
Modells kongenerischer Messungen dar
(vgl. (8) in Kap. 3.1.1.2.1).

Zur Modellgleichung (1) gehört noch die
Annahme der Unkorreliertheit aller Feh-
lervariablen Evi und Faktoren Fvj, d.h. für

alle i und j muß gelten:

Damit ist die Faktorenanalyse als Testmo-
dell bis auf eine ‘kleine’ Unbestimmtheit
festgelegt. Diese Unbestimmtheit betrifft
die Tatsache, daß die Testitems (als
Punkte in einem h-dimensionalen Raum,
h = die Anzahl der Faktoren) zwar in ihrer
Konstellation zueinander festgelegt sind;
jedoch führt jede Drehung (Rotation) der
Achsen dieses Raumes zu gleich guten
Lösungen (Schätzungen der aij). Da die
Ladungen aij die Koordinatenwerte der
Punkte (= Items) auf diesen Achsen sind,
kann man ihre Werte nur berechnen, wenn
man sich vorher auf eine bestimmte Lage
der Achsen festlegt. Das wird in Form
eines sogenannten Rotationskriteriums
gemacht. Im folgenden Datenbeispiel wird
das Varimax-Kriterium verwendet, das be-
wirkt, daß jeder Faktor nur möglichst hohe
und möglichst niedrige Ladungen aufweist
(aber keine mittleren).

Die Faktorenanalyse als heuristisches
Instrument zur Identifizierung homogener
Itemgruppen sucht nach Gruppen von
Items, die untereinander hoch korrelieren,
also eine hohe Trennschärfe erhalten,
wenn man sie zu einem eigenen Test zu-
sammenfaßt.

Um dies anhand eines Datenbeispiels zu
demonstrieren, wurden die 5 Neuro-
tizismus-Items (s. Kap. 3.3, Einleitung)
und die 5 Extraversions-Items aus Kapitel
3.3.5 gemeinsam mit dem Modell der
Faktorenanalyse analysiert.
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Datenbeispiel

Die 2-Faktoren-Lösung ergibt folgende
Faktorladungen:

Die 10 Items lassen sich mittels dieser
Koordinatenwerte als Punkte in einem 2-
dimensionalen Faktorraum darstellen:

Abbildung 156: Der zweidimensionale Faktor-
raum der Neurotizismus- (Ni) und Extraversions-
Items (Ei)

Die 5 Beispielitems, die die Eigenschaft
‘Neurotizismus’ erfassen, weisen alle eine
hohe Trennschärfe bezüglich des hori-
zontalen Faktors auf und nahezu Null-
Korrelationen mit dem vertikalen Faktor.
der horizontale Faktor kann daher als die
Persönlichkeitseigenschaft ‘Neurotizis-
mus’ interpretiert werden.

Die Extraversions-Items haben bezüglich
des vertikalen Faktors mittelhohe Ladun-
gen, aber auch fast ebenso große, positi-
ve und negative Ladungen auf dem hori-
zontalen Faktor. Diese 5 Items messen
offenbar ‘ihren’ Faktor nicht so gut wie
die 5 Neurotizismus-Items.

Eingangs wurde gesagt, daß derartige
heuristische Verfahren zur Identifizierung
von homogenen Itemgruppen bei proba-
bilistischen Testmodellen nicht so weit
entwickelt sind. Dies’ trifft insbesondere
auf quantifizierende Testmodelle zu. Klas-
sifizierende Testmodelle haben dagegen
eine sehr hohe heuristische Qualität, da
sie Klassen von Personen suchen, in denen
unterschiedliche, vorher nicht bekannte
Itemparameter gelten.

Klassifizierende Testmodelle können be-
nutzt werden, um Itemgruppen zu iden-
tifizieren, die mit einem quantitativen
Testmodell analysiert werden können.
Dies klingt zunächst paradox. Gemeint ist
damit jedoch, daß man an den
Itemprofilen oder Erwartungswertprofilen
von latenten Klassen (vgl. Kap. 3.1.2.2
oder 3.3.3) ablesen kann, welche Items
einen parallelen oder zumindest
überschneidungsfreien Verlauf ihrer
Profilabschnitte haben, was darauf
hinweist, daß ein quantitatives Testmodell
auf sie paßt (vgl. Kap. 3.1.2.3 und
3.1.2.4).

Datenbeispiel

Für die 10 Items des NEOFFI sehen die
Erwartungswertprofile der 4-Klassenlö-
sung des klassenspezifischen Ratingska-
len-Modells (Kap. 3.3.4) folgendermaßen
aus:
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Abbildung 157: Die Erwartungswertprofile von 4
latenten Klassen

Es zeigt sich deutlich, daß die 4 Klassen
Abstufungen auf der Neurotizismus-Di-
mension darstellen (die ersten 5 Items
erfassen diese Dimension), während die 5
Extraversions-Items in ihren Profilen eher
durcheinander gehen’. Man kann hieraus
den Schluß ziehen, daß auf die ersten 5
Items erfolgreich ein quantitatives (eindi-
mensionales) Testmodell angewendet wer-
den kann.

Dieses Ergebnis deckt sich insofern mit
den Ergebnissen der Faktorenanalyse
S.O.), als auch dort die Neurotizismus-
Items das reinste Ladungsmuster, d.h.
hohe Ladungen auf dem einen, niedrige
Ladungen auf dem anderen Faktor auf-
weisen.

Homogene Itemgruppen mittels der Ana-
lyse latenter Klassen zu bestimmen, hat
den Nachteil, daß man relativ viele Klas-
sen braucht, um auch alle quantitativen
Personenunterschiede mit abzubilden.
Dies ist bei mixed Rasch-Modellen anders,
da quantitative Personenunterschiede hier
innerhalb der Klassen abgebildet werden
(vgl. Kap. 3.1.3 und 3.3.5). Das Kriterium
paralleler Profilverläufe für homogene
Itemgruppen kann auch auf die Itemprofile

eines mixed Rasch-Modells angewandt
werden:

Für einen Test, der mehrere Eigenschaften
mißt, ist zu erwarten, daß es Rasch-Klas-
sen gibt, in denen sich die Schwierigkeits-
parameter der Items einer homogenen
Gruppe gleichsinnig verhalten, also z.B.
in einer Klasse sehr hoch, in einer anderen
eher niedrig sind. Verlaufen die Profile
der Itemparameter einer Itemgruppe zu-
dem parallel, so läßt sich auf diese Item-
gruppe ein eindimensionales Rasch-Mo-
dell anwenden.

Datenbeispiel

Für die 10 Neurotizismus- und Extraver-
sions-Items des NEOFFI ergeben sich fol-
gende Profile der Itemschwierigkeiten der
Z-Klassenlösung des mixed Ratingskalen-
Modells (vgl. Kap. 3.3.5., Gleichung (7)):

Abbildung 158: Die Profile der Itemparameter der
!-Klassenlösung des mixed Ratingskalen-Modells

In der Klasse mit dem gestrichelten Profil
sind alle Neurotizismus-Items schwerer als
n der Klasse mit der durchgezogenen Pro-
fillinie, während das für die Extraversions-
Items umgekehrt ist. Die beiden latenten
Klassen trennen Personen mit hohen N-
aber niedrigen E-Werten von Personen mit
niedrigen N- und hohen E-Werten.

Die Profilabschnitte verlaufen für die N-
Items nahezu parallel, was darauf hin-
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weist, daß diese 5 Items homogener sind
und ihre Eigenschaftsdimension besser
messen als die 5 E-Items. Das deckt sich
mit den Resultaten der Faktorenanalyse
und der Klassenanalyse (s.o.).

Die Rechenbeispiele zeigen, daß sich mit
klassifizierenden Testmodellen auch Item-
gruppen identifizieren lassen, die im Sinne
eines eindimensionalen quantitativen Test-
modells homogen sind. Verglichen mit der
Faktorenanalyse ist dieses Verfahren
etwas ‘schwerfälliger’, zumal keine sehr
großen Itemmengen auf diese Weise
‘sortiert’ werden können.

Die Vorteile liegen darin, daß man mit
diesen Verfahren im Rahmen des pro-
babilitistischen Ansatzes der Testtheorie
bleibt und man nicht die Annahmen über
die Datenqualität und das Modell über
das Antwortverhalten zwischen den
Analyseschritten wechseln muß. Weiterhin
sind Modellvergleiche zwischen den
klassifizierenden und den
quantifizierenden Modellen möglich (vgl.
Kap. 5.1), um die Frage der
Eindimensionalität einer Itemgruppe zu
beantworten. Schließlich zwingt die
Begrenzung auf eine geringere Itemanzahl
ZU einer Hypothesenbildung über
möglicherweise homogene Itemgruppen
und somit zu einer theoriegeleiteten Test-
auswertung.

Literatur

Die Methoden der Itemselektion im Rah-
men der Meßfehlertheorie stellen Lienert
& Raatz (1994) dar. Moosbrugger &
Zistler (1994) gehen auf spezielle Pro-
bleme der Trennschärfe als Item-Test-
Korrelation ein. Der Q-Index wird von
Rost & v. Davier (1994) behandelt, Item-
fit-Maße, die auf Itemresiduen beruhen.

von Andrich & Kline (1981) und Wright
& Masters (1982). Reise (1990) geht auf
Itemfit-Maße ein, die auf der Likelihood
des Itemvektors beruhen. Die Prüfung der
Unterschiedlichkeit der Itemparameter in
zwei Teilstichproben geht auf Fischer &
Scheiblechner ( 1970) zurück. Der Diskri-
minationsindex bei klassifizierenden Mo-
dellen wird auch bei Clusteranalysen
verwendet (s. z.B. Späth 1983). Strauß
(1995) vergleichen die Faktorenanalyse
und das mixed Rasch-Modell hinsichtlich
der Identifizierung homogener Itemgrup-
pen.

Übungsaufgaben

1. Berechnen Sie mit WINMIRA, wie
sich die Reliabilität der 5 Neurotizis-
mus-Items verändert, wenn man das
nach dem Q-Index trennschärfste Item
wegläßt, und wie, wenn man das trenn-
schwächste eliminiert. In welchem Fall
ist die Varianz der Personenparameter
größer?

2. Untersuchen Sie mit WINMIRA, wel-
che der 5 Extraversions-Items beson-
ders gut und welche besonders schlecht
zwischen den Klassen des Klassenmo-
dells für ordinale Daten diskriminieren.
Vergleichen Sie die Ergebnisse bezüg-
lich der 2- und der 3-Klassenlösung.
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6.3 Optimierung durch Per-
sonenselektion

Von einem formalen Standpunkt aus be-
trachtet, besteht in der Testtheorie eine
weitgehende Symmetrie zwischen Items
und Personen, so auch bei der Frage nach
der Modellgültigkeit eines Testmodells für
eine gegebene Datenmatrix. Die Modell-
gültigkeit kann dadurch eingeschränkt
sein, daß abweichende Spaltenvektoren
(= Items) oder abweichende Zeilenvekto-
ren (= Personen) in der Datenmatrix
enthalten sind. Deren Eliminierung kann
die Modellanpassung erhöhen.

Von einem Wissenschafts-ethischen Stand-
punkt aus betrachtet, gibt es jedoch eine
Asymmetrie in dieser Frage. Während die
Selektion von Items als legitim gilt,
schließlich sind sie von Menschenhand ge-
macht und können mit allen Fehlern be-
haftet sein, die eine Eliminierung rechtfer-
tigen, gilt die Eliminierung unpassender
Personen aus der Datenmatrix als illegi-
tim. Es liegt der Argwohn der Datenma-
nipulation nahe, wenn man von einer
Stichprobe von Beobachtungen, das sind
in diesem Fall die Testprotokolle, einfach
einem Teil wegläßt, um die Ergebnisse zu
‘verschönern’.

Auch vom Ziel einer Testanalyse her
betrachtet gibt es diese Asymmetrie, denn
das Ziel besteht im allgemeinen darin, den
Test zu verbessern. Das Testinstrument
selbst verändert sich aber nur durch Item-
Selektion, nicht durch Personenselektion.

Trotzdem gibt es einige gute Gründe,
weswegen man sich auch um abweichende
Personen oder Personengruppen kümmern
sollte.

Erstens muß ein Test nicht unbedingt be-
anspruchen, bei allen Personen eine
Eigenschaft zu messen. Es kann durchaus
sein, daß einige Personen von der zu mes-
senden Eigenschaft gar keinen definierten
Ausprägungsgrad haben.

Zweitens kann es einen diagnostischen
Wert haben, Personen mit einem abwei-
chenden Antwortmuster zu identifizieren.
Das Ziel einer solchen Analyse besteht
dann nicht darin, diese Personen aus den
Ergebnissen herauszunehmen, sondern die
Tatsache eines abweichenden Antwort-
musters selbst stellt das Testergebnis für
diese Person dar. So können z.B. Per-
sonen, die in einem Einstellungsfragebo-
gen nicht das aufgrund ihres Summen-
scores zu erwartende Muster von Zustim-
mung und Ablehnung zeigen, gerade die-
jenigen mit einer besonders interessanten
Einstellungsstruktur sein.

Drittens haben Test- und Fragebogenda-
ten, die unter ‘natürlichen Bedingungen’
erhoben werden (im Gegensatz zu experi-
mentellen Labordaten) einen hohen Grad
an bearbeitungsbedingter ‘Verwässerung’.
Damit ist gemeint, daß ein gewisser
Prozentsatz an Personen infolge fehlender
Testmotivation, verfälschender Absicht,
mangelnder Konzentration usw. überpro-
portional stark zum Meßfehler des Test
beitragen. Bevor man hier wertvolle Items
eliminiert oder brauchbare Testmodelle
verwirft, ist es sinnvoller, unbrauchbare
Testprotokolle als solche zu erkennen und
von weiteren Analysen auszuschließen.

Viertens trifft allzuoft das Argument, daß
die Personen eine Zufallsstichprobe aus
einer definierten Population darstellen,
welche man im Nachhinein nicht ver-
ändern darf, gar nicht zu. Vielmehr sind
die meisten verfügbaren Testdaten an stark
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vorselegierten Personengruppen, wie
Patienten, Kursteilnehmern, Stellenbewer-
bern oder Schülern gewonnen worden. Die
‘Unantastbarkeit’ einer Zufallsstichprobe
dürfte hier nicht gegeben sein.

Schließlich kann man durch die Analyse
abweichender Antwortmuster sehr wohl
auch zur Optimierung des Testinstru-
mentes selbst beitragen, sei es dadurch,
daß die abweichenden Antwortmuster
Hinweise geben, wie die Formulierung
oder Reihenfolge der Items verbessert
werden kann, sei es dadurch,
erfährt, für welche Personen
ungeeignet ist.

daß man
der Test

In Kapitel 6.3.1 wird zunächst die Iden-
tifizierung einzelner abweichender Ant-
wortmuster behandelt. Dieses Vorgehen
der Begutachtung einzelner Antwort-
muster ist in zweierlei Hinsicht pro-
blematisch.  Zum einen muß es bei
probabilistischem Antwortverhalten immer
einzelne Antwortpattern geben, die nur
eine sehr geringe Wahrscheinlichkeit
haben und somit ‘abweichend’ sind. Von
einem einzelnen Pattern läßt sich daher
kaum sagen, ob es zu ‘unwahrscheinlich’
ist. Zum anderen werden die Modell-
parameter meistens (aber nicht notwen-
digerweise) unter Einschluß all jener
Pattern geschätzt, die man später als nicht-
modellkonform identifiziert. Dies’ stellt ein
auswertungslogisches Problem dar.

Kapitel 6.3.2 behandelt die in dieser
Hinsicht eleganteren Methoden, ganze
Personengruppen mit untypischem Ant-
wortverhalten zu identifizieren.

6.3.1 Abweichende Antwort-
muster

Nimmt man die Geltung eines bestimmten
Testmodells für einen Datensatz an und
hat man die Parameter dieses Modells ge-
schätzt, so hat jedes aufgetretene Antwort-
muster einer Person eine mehr oder weni-
ger hohe Wahrscheinlichkeit in diesem
Modell. Antwortmuster, für die diese
Wahrscheinlichkeit sehr gering ist, be-
zeichnet man als (vom Modell) abwei-
chend (engl.: ‘deviant’ oder ‘aberrant’).

In Kapitel 6.2.1 wurde zum Zweck der
Itemselektion ein Itemfit-Maß dargestellt,
das auf der Wahrscheinlichkeit eines
Spaltenvektors der Datenmatrix beruht,
der Q-Index. Dasselbe Maß kann auch als
Personenfit-Maß verwendet werden, wenn
man es für die Wahrscheinlichkeit eines
Zeilenvektors umdefiniert. Mit p&,,)

wird daher in diesem Kapitel die Wahr-
scheinlichkeit des beobachteten Antwort-
musters einer Person v unter der Bedin-
gung ihres Summenscores rv bezeichnet :

Bei Rasch-Modellen ist diese bedingte
Patternwahrscheinlichkeit allein eine
Funktion der Itemparameter und nicht des
Personenparameters der Person (s. Glei-
chung (13) in Kap. 3.1.1.2.2).

Diese Wahrscheinlichkeit wird maximal,
wenn das Antwortmuster dem sog. Gutt-
man-Pattern (vgl. Kap. 3.1.1.1.1) ent-
spricht, d.h. genau die r leichtesten Items
eine l-Antwort aufweisen. Sie wird mini-
mal, wenn genau die r schwierigsten Items
die l-Antwort zeigen (was man auch als
‘Anti-Guttman-Pattern’ bezeichnen kann).
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Der Personenfit-Index Qv setzt analog sind. Auf die Verallgemeinerung dieses
zum Itemfit-Index Qi die Wahrscheinlich- Indexes für ordinale Daten wird weiter
keit des beobachteten Patterns zur maxi- unten eingegangen.
malen, pGimax  >, und zur minimalen Pat-
ternwahrscheinlichkeit, p(xmin), in Bezie- Der Index variiert zwischen 0 und 1,

wobei
hung (vgl. Kap. 6.2.1). Für den Fall von 5
Items, die nach aufsteigender Schwie- - 0 anzeigt, daß die Person ein ‘perfektes’

rigkeit geordnet sind, sehen die beteiligten Guttman-Pattern produziert hat,

Pattern z.B. wie folgt aus: - eine 1 anzeigt, daß sie gerade die

Der Personenfit-Index Qv ist folgender-
maßen definiert (vgl. (4) in Kap. 6.2.1):

(2)

und reduziert sich nach dem Einsetzen
der bedingten Patternwahrscheinlichkeiten
(vgl. (13) in Kap. 3.1.1.2.2):

(3)

zu dem ‘einfacheren’ Ausdruck

i=k-r+l i=l

der wegen der verkürzten Schreibweise
allerdings voraussetzt, daß die Items nach
aufsteigender Schwierigkeit numeriert

schwersten Items gelöst hat (und daher
vom Modell abweicht), und

- ein Wert von 0.5 ein völlig zufälliges
Antwortverhalten anzeigt.

Üblicherweise variieren empirische Qv-
Werte zwischen 0.1 und 0.5. Sie können
ebenso wie die Itemfit-Maße Qi in stan-
dard-normal-verteilte Prüfgrößen ZQv

transformiert werden (vgl. Kap. 6.2.1).
Auch hier zeigt dann z.B. ein Z-Wert, der
größer als +1.96 ist, an, daß die Person
mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit einen zu
schlechten Modellfit hat (‘Underfit’),
während ein signifikant negativer Z-Wert
(Z< -1.96) eine zu gute Modellanpassung
(‘Overfit’) anzeigt (vgl. Kap 6.2.1).

Datenbeispiel

Bei den KFT-Daten, ergeben sich nur 2
abweichende Antwortmuster, wenn man
einen kritischen Z-Wert von Z = 3.0
zugrundelegt. Diese Signifikanzgrenze
entspricht einem Wahrscheinlichkeitsni-
veau von p = 0.0026, daß man ein Pat-
tern zu unrecht als abweichend einstuft.
Die hohe Signifikanzgrenze soll der Tat-
sache Rechnung tragen, daß man bei 300
Personen 300-mal die Signifikanzprü-
fung vornimmt und daher bei einem Sig-
nifikanzniveau von p = 1/300 = 0.0033
schon ein abweichendes Pattern zu er-
warten ist.
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Die beiden signifikanten Antwortpattern,
die jeweils nur einmal aufgetreten sind,
lauten

Es handelt sich in beiden Fällen um per-
fekte Anti-Guttman-Pattern.

Die folgende Tabelle gibt die Häu-
figkeiten n(Q) der in Intervalle zusam-
mengefaßten Q-Werte wieder:

Beachtenswert an der Beispielrechnung ist
die Tatsache, daß die beiden anderen Anti-
Guttman-Pattern, 0 0 0 0 1 und 0 1 1 1 1,
auch aufgetreten sind, und zwar sogar 4-
mal bzw. 8-mal (vgl. Kap 3.1), jedoch an
demselben Signifikanzniveau nicht signifi-
kant werden.

Auch sie haben einen Qv-Wert von 1.0,
jedoch ist die Varianz der unter Modell-
geltung errechneten Patternwahrschein-
lichkeiten der jeweils 5 möglichen Pattern
mit Score r = 1 oder r = 4 zu groß, als daß
eine einzige ‘falsche’ Itemantwort (eine ‘1’
beim letzten statt beim ersten Item) einen
signifikanten Z-Wert bewirken könnte.

Die Power oder Teststärke (vgl. Kap.
6.2.2) der Z-Statistik ist von der Anzahl
der Items und der Varianz der Item-
parameter abhängig: Ein abweichendes
Antwortpattern, wird umso eher signifi-
kant, je länger der Test und je größer die
Varianz der Itemschwierigkeiten ist. Inso-
fern sind die genannten Resultate des nur
5 Items umfassenden Datenbeispiels nicht
aussagekräftig für längere Tests, bei denen
im allgemeinen Qv-Werte über 0.5 auch
signifikant werden.

Gleichung (4) beschreibt den Qv-Index für
dichotome Itemantworten. Seine Verallge-
meinerung für ordinale Itemantworten ist
leicht möglich, er lautet dann:

(5)

wenn man das unrestringierte Rasch-Mo-
dell für ordinale Daten zugrundelegt. Die
Itemparameter o:‘,, OF und crEin  sind

die kumulierten Schwellenparameter der-
jenigen Kategorie x, die bei dem jewei-
ligen Pattern (beo, max oder min) bei Item
i auftritt. Das heißt, man muß zur Be-
rechnung von Qv die beiden Antwort-
muster mit maximaler und minimaler
Wahrscheinlichkeit kennen. Diese zu er-
mitteln ist deswegen schwieriger als bei
dem analogen Itemfit-Maß Qi, weil hier
die Patternwahrscheinlichkeiten unter der
Bedingung des Summenscores der Person,
rv, gesucht sind:

Der Summenscore rv gibt aber lediglich
an, wieviele Schwellen eine Person im
gesamten Test überschritten hat, und nicht
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wie oft die Kategorien 0, 1, 2 . . . bis m
aufgetreten sind.

Die Ermittlung der perfekten Guttman-
Pattern oder auch der ‘Anti-Guttman-
Pattern’ ist bei ordinalen Daten daher
nicht einfach dadurch möglich, daß man
die Items nach ihrer Schwierigkeit ordnet
und eine ‘gestaffelte’ Dreiecksmatrix her-
stellt (vgl. Kap. 3.1.1.1.1), etwa der Art:

0 0 0 0
1 0 0 0
1 1 0 0
2 1 0 0
2  1  1  0
2 2 1 0
3 2 1 0
3  2  1  1
3 2 2 1
3 3 2 1
3 3 2 2
3 3 3 2
3 3 3 3

Wenn sich die Schwellendistanzen zwi-
schen den Items unterscheiden, können
sich sogar drastische Verletzungen einer
wohlgeordneten Dreieckstruktur ergeben,
wie das folgende Beispiel zeigt.

Guttman- und Anti-Guttman-Pattern
bei ordinalen Daten

Für das Datenbeispiel der NEOFFI-Items
ergeben sich die folgenden Antwortpat-
tern mit maximaler bzw. minimaler
Wahrscheinlichkeit unter der Bedingung
eines gegebenen Summenscores r:

Gutman Anti-Guttman

snax r
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1
1 0 0 1 0 2
1 0 1 1 0 3
1 1 1 1 0 4
1 1 1 1 1 5
1 1 1 2 1 6
2 1 1 2 1 7
2 2 1 2 1 8
2 2 2 2 1 9
2 2 2 2 2 10
2 3 2 2 2 11
3 3 2 2 2 12
3 3 2 3 2 13
3 3 2 3 3 14
3 3 3 3 3 15

hin
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 2
0 0 0 0 3
0 1 0 0 3
0 0 3 0 2
0 0 3 0 3
0 1 3 0 3
0 2 3 0 3
0 3 3 0 3
1 3 3 0 3
3 2 3 0 3
3 3 3 0 3
1 3 3 3 3
3 2 3 3 3
3 3 3 3 3

Auch wenn man die Items nach abstei-
gendem Summenscore ordnet, ergibt sich
keine Dreieckstruktur. Nicht einmal auf-
steigende Kategoriennummern innerhalb
einer Spalte sind notwendig, wie sich an
mehreren Stellen der Pattern mit mini-
maler Wahrscheinlichkeit zeigt.

Auch wenn diese extrem wahrscheinlichen
oder unwahrscheinlichen Antwortmuster
weniger ‘regelmäßig’ aussehen als im
dichotomen Fall, sind sie eindeutig defi-
niert und, sofern die Schwellenparameter
aller Items bekannt sind, mit einem ent-
sprechenden Algorithmus identifizierbar:
die Summe der Schwierigkeitsparameter
aller r überschrittenen Schwellen muß
minimal bzw. maximal sein. Dies sind
auch gleichzeitig die Summen, die zur Be-
rechnung von Qv anhand von Gleichung
(5) benötigt werden.
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Datenbeispiel

Bei den 1000 befragten Personen im
NEOFFI-Beispiel ergibt sich folgende
Häufigkeitsverteilung der Qv-Werte:

Qv n(Q)
0.-0.1 649

0.1-0.2 178
0.2-0.3 87
0.3-0.4 42
0.4-0.5 18
0.5-0.6 9
0.6-0.7 4
0.7-0.8 3
0.8-0.9 1

0.9-0.99 6
1.0 3

Davon haben 39 Pattern einen Z-Wert,
der größer als 3.0 ist. Da die Wahr-
scheinlichkeit, diese Signifikanzgrenze
‘per Zufall’ zu überschreiten, etwa 1/4
Prozent beträgt (s.o.), sind 39 Personen
eine beträchtliche Anzahl.

Abweichende Antwortmuster mittels eines
Personenfit-Maßes zu identifizieren, ist
nur bei quantifizierenden Testmodellen
üblich, auch wenn es prinzipiell möglich
ist, den Qv-Index für klassifizierende Test-
modelle zu definieren. Bei letzteren arbei-
tet man jedoch ohnedies mit bedingten
Patternwahrscheinlichkeiten, nämlich den
p(x,lg),  die mit Hilfe des Satzes von
Bayes in Zuordnungswahrscheinlichkeiten
p(glx,) transformiert werden (vgl. Kap.

3.1.2.2).

In Kapitel 6.1.4 wurden diese Zuord-
nungswahrscheinlichkeiten als Indikator
für die Meßgenauigkeit benutzt. Sie sind
ebenso ein Indikator für abweichende
Antwortmuster, denn bei klassifizierenden
Testmodellen gilt ein Antwortmuster dann

als abweichend, wenn es in keine Klasse
so recht paßt. Möchte man bei einem
klassifizierenden Testmodell Personen mit
untypischem Antwortmuster herausfiltern,
so würde man solche Personen nehmen,
deren Zuordnungswahrscheinlichkeiten in
etwa den Klassengrößenparametern ent-
sprechen:

In diesem Fall ist das Antwortmuster &,
für keine Klasse typisch.

6.3.2 Unskalierbare Personen-

gruppen

Im vorangehenden Kapitel wurden zwei
Datenbeispiele gezeigt, bei denen einmal 2
von 300 Personen und einmal 39 von 1000
Personen ein ‘signifikant’ abweichendes
Antwortverhalten aufweisen. Während
diese Zahl im ersten Fall Vernachlässigbar
klein ist, handelt es sich im zweiten Fall
um eine recht große Gruppe von abwei-
chenden Personen.

Ob es überhaupt eine separierbare Gruppe
von Personen mit abweichendem Ant-
wortverhalten gibt und wie groß diese
Gruppe ist, läßt sich mit einem klassifzie-
renden Testmodell ‘eleganter’ klären. Der
Vorteil dieser Methode der Personen-
selektion besteht darin, daß man nicht im
Nachhinein Antwortmuster als ‘abwei-
chend’ deklariert, die man zuvor noch zur
Schätzung der Modellparameter herange-
zogen hat.

Ein Nachteil besteht darin, daß man mit
dieser Methode alle abweichenden Pattern
in einer Klasse zusammenfaßt, in welcher
ein bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmodell
die Daten beschreibt. Damit ist gemeint,
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daß für jede latente Klasse, also auch für
eine Klasse von Unskalierbaren, Modell-
parameter geschätzt werden müssen und
diese Parameter eine bestimmte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Itemantwor-
ten vorschreiben. Es stellt sich die Frage,
ob es ein Widerspruch in sich ist, eine be-
stimmte Wahrscheinlichkeitsverteilung für
‘unskalierbare’ Itemantworten festzulegen.

Das häufigste Modell für eine Klasse von
Unskalierbaren besteht darin, eine Gleich-
verteilung aller Itemantworten anzuneh-
men. Dahinter steht die Vorstellung, daß
unskalierbare Personen wahllos Antworten
geben, und somit jede von m + 1 mög-
lichen Antwortalternativen gleich oft ge-
wählt und durch die Wahrscheinlichkeit

beschrieben wird.

Datenbeispiel

Die Items als KFT werden durch die 2-
Klassenlösung der Klassenanalyse recht
gut beschrieben, wenn auch die 2-
Klassenlösung des mixed Rasch-Modells
besser paßt (s. Kap. 5.1.2).

Bei der Berücksichtigung einer Klasse
von Unskalierbaren geht es um die Ein-
führung einer dritten Klasse, in der die
Lösungswahrscheinlichkeiten auf einen
bestimmten Wert fixiert werden. Soll es
sich hierbei um eine Klasse von ‘Ratern’
handeln, also Personen, die die richtige
Antwort ohne Ansehen der Ant-
wortalternativen ‘erraten’, so wären
die Lösungswahrscheinlichkeiten auf
p(Xvi = 1) = 0.2 zu fixieren, da der KFT
5 Alternativen anbietet, von denen genau
eine richtig ist. Die Ergebnisse einer
solchen Berechnung sind jedoch eher

verwirrend, da diese Rateklasse sehr
groß wird (sie nimmt einen Großteil der
leistungsschwachen Schüler auf), der An-
stieg der Likelihood gegenüber der 2-
Klassenlösung aber fast gleich Null ist.

Im folgenden sind daher die Ergebnisse
dargestellt, bei denen die Lösungswahr-
scheinlichkeiten der dritten Klasse auf
p(Xvi = 1) = 0.5 fixiert sind. Die Per-
sonen in dieser Klasse sollen also nicht
deswegen unskalierbar sein, weil sie die
richtige Lösung per Zufall erraten, son-
dern weil sie alle Items mit einer mitt-
leren Wahrscheinlichkeit lösen. Dies
kann z.B. das Resultat einer eher spo-
radischen Aufmerksamkeitszuwendung
sein.

Die geschätzten Lösungswahrscheinlich-
keiten der ersten beiden Klassen lauten:

und sind denen der 2-Klassenlösung sehr
ähnlich.

Die Klassengrößenparameter dieser
beiden Klassen betragen q = 0.51 und
rc2 = 0.44, so daß die dritte Klasse einen
Parameter von 7r3 = 0.05 hat. Das bedeu-
tet, daß 5% der 300 Personen in diese
Klasse der Unskalierbaren gehören.

Nimmt man anhand der maximalen
Zuordnungswahrscheinlichkeiten eine ma-
nifeste Zuordnung jeder Person zu ihrer
‘wahrscheinlichsten’ Klasse vor, so ent-
fallen in die dritte Klasse nur 3 Personen.
Eine solche Diskrepanz zwischen der
Größe der latenten und der manifesten
Klasse kann es geben, da der Klassengrö-
ßenparameter rr, die Summe der Anteile
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jeder Person an einer Klasse g darstellt,
während nur solche Personen manifest in
Klasse g gelangen, deren Zuordnungs-
wahrscheinlichkeit für diese Klasse am
größten ist.

Bezeichnenderweise handelt es sich bei
den Personen in dieser dritten Klasse um
die beiden mittels des Qv-Index als ‘sig-
nifikant abweichend’ ermittelten Personen
mit den Pattern 0 0 0 1 1 und 0 0 1 1 1
(vgl. Kap. 6.3.1), sowie eine weitere
Person mit dem Pattern 0 0 1 1 0.

Die Frage, ob es sinnvoll ist, eine solche
dritte Klasse vorzusehen, läßt sich mit
einem Modellvergleich zwischen der 2-
Klassen- und dieser 3-Klassenlösung be-
antworten (vgl. Kap. 5.1). Die folgende
Tabelle zeigt die entsprechenden Prüf-
größen:

Nach dem AIC-Kriterium paßt das 2-Klas-
Sen-Modell besser. Auch der Likelihood-
quotiententest zwischen beiden Modellen
ergibt mit einem empirischen X2-Wert von
0.74 bei 1 Freiheitsgrad, daß die dritte
Klasse, für die nur ein zusätzlicher (Klas-
sengrößen-)parameter zu schätzen ist, kei-
ne signifikant bessere Modellgeltung be-
wirkt.

Eine mögliche Klasse von Unskalierbaren
derart zu restringieren, daß nur noch ihr
Klassengrößenparameter zu schätzen ist,
ist zwar sehr sparsam, läßt aber dieser
Klasse wenig Spielraum als Sammel-
becken für Personen mit abweichendem
Antwortverhalten. Abweichendes Ant-

wortverhalten kann auch dadurch zustan-
dekommen, daß Personen aus Unter-
forderung nur die schwersten Items lösen,
aus Ermüdung nur die ersten oder ihre
Kreuze nach einem bestimmten Muster
auf dem Antwortbogen verteilen.

Die Alternative zu einer stark restringier-
ten Klasse von ‘Unskalierbaren’ besteht in
einer eherflexiblen Klasse, die mit vielen
zu schätzenden Parametern auch abwei-
chende Antwortverteilungen beschreiben
kann. Konkret heißt das, eine unrestrin-
gierte latente Klasse für abweichende
Antwortmuster vorzusehen oder, im Falle
von mixed Rasch-Modellen gar eine un-
restringierte Klasse, in der das Rasch-
Modell gilt.

Bei diesem Vorgehen, also dem Verzicht
auf Restriktionen für die Unskalierbaren,
stellt sich die Frage, woran man erkennt,
daß eine latente Klasse ein Sammelbecken
für abweichendes Antwortverhalten dar-
stellt. Hierfür gibt es vier Kriterien, die als
Heuristik zur Identifikation einer Klasse
von Unskalierbaren verwendetet werden
können:

- Erstens, sollten die Itemparameter in
einer solchen Klasse eine geringere Va-
rianz haben als in der (den) anderen
Klasse(n) und möglicherweise auch
eine andere Ordnung als die Item-
scores in der Gesamtpopulation.

- Zweitens, sollten bei mehrkategoriel-
len, ordinalen Itemantworten die
Schwellen nicht geordnet sein, da
geordnete Schwellenparameter darauf
hinweisen, daß die zu messende Eigen-
schaft die Benutzung der Antwortskala
steuert.
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- Drittens, sollte die Varianz der Perso-
nenparameter eingeschränkt sein, da
eine große Personenvarianz darauf hin-
deutet, daß die Itemantworten von
einer gemeinsamen Eigenschaftsdimen-
sion abhängen (die Personen also ‘ska-
lierbar’ sind).

- Viertens, sollte das klassenspezifisch
berechnete Itemfit-Maß Q i in einer
Klasse von Unskalierbaren hohe Werte
annehmen, also schlecht passende
Items anzeigen, die aber dennoch
nicht-signifikant sind, da die Power
wegen der geringen Personenvarianz
nicht ausreicht (vgl. Kap. 6.2.2).

Hinsichtlich dieses Vorgehens zur Identi-
fizierung von Personengruppen mit abwei-
chendem Antwortverhalten liegen bislang
nur wenige Erfahrungen vor. So ist z.B.
noch unklar, inwieweit man eine vor-
handene Klasse von Unskalierbaren in
ihrer Größe überschätzt, da stets auch ein
gewisser Anteil der Antwortmuster der
skalierbaren Population dieser Klasse zu-
geordnet wird.

Literatur

Die Identifizierung abweichenden Ant-
wortverhaltens wird als ‘appropriateness
measurement’ von Drasgow et al (1987),
Levine & Drasgow (1982, 1988), als
Anwendung von ‘caution indices’ von
Tatsuoka & Linn (1983), Reise & Due
(1991) und als Untersuchung des ‘person
fit’ von Molenaar & Hoijtink (1990) und
Trabin & Weiss (1983) behandelt. Tamai
& Rost (1990) haben den Q-Index als
Personenfit-Maß diskutiert.

Auf Literatur zur Identifikation von unska-
lierbaren Personengruppen bei Klassenmo-
dellen wurde in den betreffenden Unter-
kapiteln von Kapitel 3.1.2 verwiesen. Ein

Beispiel für die Identifizierung einer Klas-
se von Unskalierbaren mit dem mixed
Rasch-Modell geben Rost & Georg

Übungsaufgabe

Prüfen Sie mit WINMIRA, ob man die
Gültigkeit des ordinalen Rasch-Modells
für die 5 Extraversions-Items des NEOFFI
(s. Kap. 3.3.5) erhöhen kann, indem man
Personen mit untypischem Antwortver-
halten aus dem Datensatz herausnimmt.
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6.4 Optimierung der exter-
nen Validität

Der Nachweis, daß ein bestimmtes, theo-
retisch plausibles Testmodell auf die Test-
daten paßt, ist bereits ein Nachweis von
Gültigkeit des Tests, also von Validität. In
Kapitel 2.1.1 wurde dieser Aspekt von
Validität als interne Validität eingeführt.
Die in den beiden vorangehenden Kapiteln
diskutierten Verfahren der Optimierung
durch Item- und Personenselektion opti-
mieren die interne Validität, da sie die
Geltung eines Testmodells für die Test-
daten erhöhen.

In diesem Kapitel geht es um die externe
Validität, ein Gütekriterium, das stets die
Existenz einer externen, also ‘testfremden’
Variable voraussetzt. Wie man die externe
Validität eines Tests berechnet, wird im
Kapitel 6.4.1 dargestellt.

Wie kann man einen Test hinsichtlich sei-
ner externen Validität optimieren? Hierauf
gibt es zwei Antworten, die sich teilweise
widersprechen. Zum einen gilt die plaka-
tive Regel, daß ein Test nicht valider sein
kann als es seine Reliabilität zuläßt. Das
bedeutet, daß man die externe Validität
durch eine Steigerung der Meßgenauigkeit
erhöhen kann. Diese Zusammenhänge
werden in Kapitel 6.4.2 behandelt.

Zum anderen gilt auch die von vielen
Testkritikern angeführte Beziehung, daß
Maßnahmen zur Erhöhung der Reliabilität
die externe Validität eines Tests senken
können. Diese partielle Unvereinbarkeit
einer gleichzeitigen Optimierung von Re-
liabilität und externer Validität wird als
Reliabilitäts-Validitäts-Dilemma bezeich-
net und in Kapitel 6.4.3 dargestellt.

6.4.1 Die Berechnung der
externen Validität

Eine saloppe, aber zutreffende Aussage
zur Bestimmung externer Validität besagt:

Ein Test hat so viele Validitäten wie
es Validitätskriterien gibt.

Diese Aussage zielt darauf ab, daß die ex-
terne Validität nicht ein Gütekriterium des
Tests selbst ist, das durch eine einzelne
Zahl ausgedruckt werden kann, sondern
stets ein Merkmal des Tests in bezug auf
eine bestimmte Außenvariable, ein Validi-
tätskriterium (s. Kap. 2.1.1).

Diese Variable muß sich per Definitionem
von der durch den Test gemessenen laten-
ten Variable 8 unterscheiden und wird im
folgenden mit Y bezeichnet. Da sowohl 8
wie auch Y eine quantitative oder eine ka-
tegoriale Variable sein kann, gilt es bei der
Berechnung des Zusammenhangs vier
Fälle zu unterscheiden:

Y

Üblicherweise wird die externe Validität
nur für den Fall definiert, daß beide Va-
riablen quantitativ sind, und zwar als Kor-
relation zwischen dem Meßwert 6 und
dem Kriterium Y:

Das Quadrat des Korrelationskoeffizienten
gibt den gemeinsamen Varianzanteil
beider Variablen an, was in Abbildung
159 graphisch veranschaulicht ist:
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Var(Y)= 1

Abbildung 159: Der quadrierte Korrelations-
koeffizient als gemeinsamer Varianzanteil

Somit gibt das Quadrat der Validität eines
Tests an, welcher Anteil der Varianz des
Validitätskriteriums durch den Test erklärt
oder vorhergesagt werden kann. Hat ein
Test bzgl. eines Kriteriums eine Validität
von 0.70, so kann man mit dem Test 49%
der Varianz des Kriteriums vorhersagen.

Ein solcher Varianzanteil läßt sich auch
bestimmen, wenn die gemessene Variable
8 kategorial ist, es sich also um einen
klassifizierenden Test handelt. Das ent-
sprechende Maß wird im Rahmen der
Varianzanalyse als n2 (Eta-quadrat) be-
zeichnet und läßt sich folgendermaßen
berechnen:

wobei yv den Wert der Person v auf der
Variable Y, y den Gesamtmittelwert von
Y und ?g den Mittelwert aller Personen in

Klasse g bezeichnet.

Die Wurzel aus q2, also rl, gibt die Vali-
dität eines klassifizierenden Tests an.

Datenbeispiel

Für das in Kapitel 3.2 beschriebene Da-
tenbeispiel zum Umwelthandeln wird ein
Validitätskriterium herangezogen, das
las (selbstberichtete) Ausmaß an ‘politi-
schem’ Umwelthandeln repräsentiert.
Hierbei handelt es sich um eine quan-
titative Variable. Ihre Korrelationen mit
den 4, durch den Fragebogen erhaltenen
Meßwerten betragen:

Erwartungsgemäß ist die Korrelation mit
dem ersten Meßwert am höchsten. Dieser
erfaßt die Tendenz der Personen, in
Kategorie ‘0’ zu antworten (‘Habe ich
schon getan bzw. tue ich bereits’). Der
Meßwert hat also eine Validität von
0.62. Da es sich bei den 4 Meßwerten
um ipsative Werte handelt, sind ihre Va-
liditäten voneinander abhängig (vgl.
Kap. 3.2.2). In diesem Fall ist ihre Sum-
me fast gleich Null, wie es für ipsative
Variablen mit gleichen Varianzen auch
der Fall sein muß.

Die Klassenanalyse desselben Fragebo-
gens ergab 3 Klassen, von denen die
dritte Klasse die Personen mit der stärk-
sten Tendenz zum Umwelthandeln um-
faßt. Dies spiegelt sich auch in den
folgenden Mittelwerten der Variable Y
wider:

Klasse 1
Klasse 2
Klasse 3
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Zur Berechnung der Validität des klassi-
fikatorischen Testergebnisses, d.h. zur
Berechnung von rj, benötigt man noch
den Gesamtmittelwert, Y = 0.856, und
die Varianz von Y, Var(Y)= 0.818. Da
die Varianz einer Variable definiert ist
als die Abweichungsquadratsumme di-
vidiert durch die Stichprobengröße

erhält man den Nenner von r12 (Glei-
chung (2)) durch Multiplikation der Va-
rianz mit N, also 0.818 . 800 = 654. Der
Zähler läßt sich mit den o.g. Klas-
senmittelwerten und Klassengrößen be-
rechnen und beträgt 247, so daß sich ein
n2 von 0.38 und eine Validität von
77 = 0.61 ergibt.

Es handelt sich um einen glücklichen
Zufall, daß bei diesen Daten die Validi-
täten des quantitativen und des klassifi-
katorischen Testergebnisses nahezu iden-
tisch sind. In der Regel muß das nicht der
Fall sein. Beide Validitäten können sich
dann unterscheiden, wenn die individuel-
len Unterschiede durch eines der Modelle
schlechter repräsentiert sind als durch das
andere.

Das Validitätskriterium kann auch aus
einer kategorialen Variable bestehen, z.B.
bei einem Test, der den Studienerfolg
vorhersagen soll, aus der Variable mit den
drei Kategorien:

Y = 1 : Studium abgebrochen
Y = 2 : Studium in der Regelstudienzeit

abgeschlossen
Y = 3 : Studium mit zusätzlichen Seme-

stern abgeschlossen.

Besteht das Testergebnis aus einem quan-
titativen Meßwert, so kann dessen Validi-
tät ebenfalls mit Hilfe von TJ bestimmt
werden, auch wenn hier die Rollen von 8
und Y vertauscht sind:

Mit ?&,  ist hier der Mittelwert der Meß-
werte aller Personen in der Kriteriums-
gruppe h bezeichnet und mit nh die An-
zahl der Personen in dieser Gruppe. Zwar
kann man das Quadrat der so berechneten
Validität nicht als durch den Test
aufgeklärten Anteil an der Varianz des
Validitätskriteriums interpretieren, da für
die kategoriale Variable Y keine Varianz
berechnet werden kann. Aber es handelt
sich trotzdem um einen Varianzanteil,
nämlich den Anteil der Meßwertvarianz,
der für die Zuordnung zu den Kriteriums-
gruppen herangezogen wird. Man nennt
diesen Varianzanteil auch die valide
Varianz des Tests.

Sind beide Variablen, 8 und Y, kategorial,
so wird ihr empirischer Zusammenhang
durch eine Häufigkeitstabelle repräsen-
tiert, z.B. für 3 latente Klassen und 3
Kriteriumsgruppen:
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Diese Häufigkeitstabelle muß nicht qua-
dratisch sein, da 8 und Y unterschiedliche
Kategorienanzahlen haben können. Damit
entfällt die Möglichkeit, als Zusammen-
hangsmaß das in Kapitel 2.5.1 be-
schriebene Maß ‘Cohen’s K’ heranzuziehen.

Das allgemeinste Maß zur Beschreibung
des Zusammenhangs zweier kategorialer
Variablen ist der Kontingenzkoeffizient C,

der aus dem x2-Wert einer Häufigkeitsta-
belle abgeleitet ist.

Der X2-Wert ist folgendermaßen definiert
(vgl. Kap. 5.2):

wobei die ngh die beobachteten Zellen-

häufigkeiten der Tabelle bezeichnen und
egh die erwarteten Häufigkeiten unter der

Annahme, daß es keinen Zusammenhang
zwischen Testergebnis und Validitätskri-
terium gibt. Letztere lassen sich aus den
Randsummen der Häufigkeitstabelle, also
den Klassen- bzw. Gruppengrößen ng und

nh berechnen:

Der Kontingenzkoeffizient C ist dann fol-
gendermaßen definiert:

Die möglichen Werte von C liegen
zwischen 0 und 1, wobei C allerdings den
Nachteil hat, daß der maximal erreichbare
Wert bei kleineren Häufigkeitstabellen
deutlich unter 1 liegt. Für quadratische
Häufigkeitstabellen läßt sich das Maxi-
mum von C berechnen, es beträgt nämlich

wenn G die Anzahl der Zeilen bzw. Spal-
ten der Tabelle ist. Um einen errechneten
Wert von C hinsichtlich der Tabellengröße
zu korrigieren, läßt sich folgende ‘Auf-
wertung’ von C vornehmen:

Anhand dieser Darstellung wird deutlich,
daß der Kontingenzkoeffizient zwar eine
pragmatische Möglichkeit bietet, die Vali-
dität eines klassifikatorischen Testergeb-
nisses hinsichtlich eines kategorialen Vali-
ditätskriteriums zu berechnen. Er ist je-
doch algebraisch nicht äquivalent zu dem
Korrelationskoeffizienten oder zu q.

Neben diesen Möglichkeiten der Validi-
tätsberechnung, die sich aus den unter-
schiedlichen Skalenniveaus der Meßwerte
und des Validitätskriteriums ergeben, wer-
den verschiedene Arten der Testvalidität
unterschieden, die sich aus der Art der
Kriteriumsvariablen Y ergeben.

Von prädiktiver oder prognostischer Va-
lidität spricht man, wenn das Validitätskri-
terium Y zeitlich später erhoben wird und
einen Teil dessen repräsentiert, was der
Test vorhersagen soll (Prädiktion) oder im
vorhinein erkennen soll (Prognose). Bei-
spiele sind ein Schuleingangstest, der an
der Abiturnote validiert wird, oder ein
Psychotizismusfragebogen, der an einer
späteren psychiatrischen Diagnose vali-
diert wird. Das Gegenstück zur prädikti-
ven Validität ist die konkurrente Validität,
bei der das Validitätskriterium mehr oder
weniger zeitgleich mit der Testvorgabe er-
hoben wird.
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Mit Konstruktvalidität ist der Zusammen-
hang des Testergebnisses mit anderen
Meßwerten gemeint, die dasselbe psycho-
logische Konstrukt erfassen sollen. Ein
Beispiel ist etwa die Validierung eines neu
entwickelten Intelligenztests anhand ande-
rer, bereits existierender Intelligenztests
oder anhand weiterer Indikatoren für das,
was der Testkonstrukteur unter Intelligenz
versteht.

Als faktorielle Validität bezeichnet man
eine Variante der Konstruktvalidität, die
ihren Namen daher hat, daß die Validität
mittels der Faktorenanalyse analysiert
wird. Bei einer Faktorenanalyse werden
die korrelativen Zusammenhange sehr
vieler Testergebnisse gemeinsam verarbei-
tet. Als Ergebnis erhält man sog. Faktorla-
dungen, die die Korrelation eines Tests
mit einer latenten Variable, einem Faktor
angeben (vgl. Kap. 6.2.3). Hat ein Test
eine hohe Ladung auf einem Faktor, der
als das identifiziert werden kann, was der
Test messen soll, so hat der Test eine hohe
faktorielle Validität.

Das Begriffspaar konvergente und diskri-
minante Validität zielt darauf ab, daß ein
Test nicht nur mit Tests, die ein ähnliches
Konstrukt erfassen, hoch korrelieren sollte
(konvergente Validität), sondern auch mit
Tests, von denen sich das Konstrukt
abgrenzen möchte, niedrig korrelieren
sollte (diskriminante Validität). Ein Bei-
spiel wäre etwa ein neuer Fragebogen zur
Einstellung zum Umweltschutz, der nicht
allzu hoch mit althergebrachten Skalen
zum politischen Konservativismus korre-
lieren sollte, da er sonst keine wirklich ei-
genständige Einstellung erfaßt.

6.4.2 Maximal erreichbare
Validitäten

Die Validität eines Tests ist definiert als
Korrelation des (meßfehlerbehafteten)
Meßwertes 6 mit einem Kriterium Y.
Darüber, ob das Validitätskriterium fehler-
frei gemessen wird oder nicht, wurde
nichts ausgesagt. Da man die Korrelation
eines Testergebnisses mit einem Kriterium
aber stets anhand empirisch festgestellter
Werte ermittelt, kann man auch hier einen
Meßfehler annehmen. Die empirisch be-
rechnete Validität ist daher in der Regel
eine Korrelation zwischen zwei Schätz-
werten oder fehlerbehafteten Meßwerten:

Wie wirkt sich der Meßfehler des Tester-
gebnisses und der Messung des Validitäts-
kriteriums auf die Höhe der errechneten
Validität aus? Die Antwort ist eindeutig:
negativ. Bezeichnet man mit 8 und Y, im
Gegensatz zu 6 und ?, die fehlerfreien
also wahren Werte einer Person auf den
beiden Variablen, so gilt allgemein:

Das bedeutet, daß man die ‘wahre Validi-
tät’ eines Tests, also die Validität des Test,
wenn es keine Meßfehler gäbe, stets un-
terschätzt und das umso mehr, je größer
der Meßfehler ist. Im Rahmen der allge-
meinen Meßfehlertheorie (vgl. Kap. 6.1)
gilt die Beziehung, daß die Korrelation
zweier Variablen stets kleiner sein muß als
die Wurzel aus der Reliabilität der Varia-
blen mit der geringeren Reliabilität:
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Hat ein Test z.B. eine Reliabilität von
0.81, so kann seine Validität gar nicht
größer als 0.9 werden. Diesen Grenzwert
erreicht die Validität auch nur dann, wenn
das Validitätskriterium nicht nur völlig
fehlerfrei gemessen wurde, sondern zudem
auch noch identisch mit der im Test
gemessenen latenten Variable 8 ist. Die
Wurzel aus der Testreliabilität entspricht
nämlich der Korrelation des Meßwertes
mit dem fehlerfreien, wahren Meßwert:

Ableitung

Die Beziehung (3) ergibt sich allein aus
dem Sachverhalt, daß das Quadrat einer
Korrelation den gemeinsamen Varianzan-
teil der beiden korrelierten Variablen an-
gibt (s. Abb. 159). Gleichung (3) läßt sich
somit direkt aus der Definition der
Reliabilität (vgl. Kap. 2.1.2) ableiten:

wenn man bedenkt, daß die Varianz der
wahren Werte in der Varianz der Meß-
werte enthalten ist (vgl. Kap. 6.1.1), d.h.

Da kein Meßwert mit einer anderen Va-
riable höher korrelieren kann als mit sei-
nem eigenen wahren Wert, gilt die in Glei-
chung (2) ausgedruckte obere Grenze der
Validität.

Diese Obergrenze läßt sich weiter
präzisieren, wenn man annimmt, daß das
Validitätskriterium dieselbe (oder keine
höhere) Reliabilität hat wie der Test. In
diesem Fall gilt

Die Kurzformel ‘Die Validität kann nicht
größer sein als die Reliabilität’ gilt also
nur für den Fall, daß das Validitätskrite-
rium auch keine höhere Reliabilität hat als
der Test (was oft der Fall ist).

In Formel (4) gilt das Gleichheitszeichen,
wenn die wahren Werte von Test und
Validitätskriterium identisch sind:

Diese Beziehung stellt die Grundlage dar
für die Reliabilitätsberechnung im Rah-
men der Meßfehlertheorie (s. Kap. 6.1.1).

Bei einer Testentwicklung ist man oft
daran interessiert zu berechnen, wie hoch
denn die Validität des Tests wäre, wenn
der Test reliabler wäre oder sich das Vali-
ditätskriterium reliabler erfassen ließe.
Hier sind drei Fälle zu unterscheiden,
nämlich die Korrelation des Meßwertes 6
mit dem fehlerfreien Kriterium Y

die Korrelation des wahren Meßwertes 0
mit dem fehlerbehafteten Kriterium Y
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und schließlich die Korrelation, wenn bei-
de Meßwerte fehlerfrei wären,

(8)

Diese Formeln heißen Verdünnungsfor-
meln (engl.: attenuation formulae), da sie
zeigen, wie die empirisch ermittelten Vali-
ditäten durch die Meßfehler von Test und
Kriterium ‘verdünnt’ also ‘verwässert’ oder
‘verkleinert’ werden. Umgekehrt spricht
man von einer Aufwertung oder Minde-
rungskorrektur empirisch ermittelter Kor-
relationen, wenn man sie um den Meßfeh-
ler der beteiligten Variablen bereinigt.

Ableitung

Die Verdünnungsformeln gehen bereits
auf den Intelligenzforscher Spearman
(1904) zurück, der diese Formeln ableitete
und zur Stützung seiner Intelligenztheorie
benützte, lange bevor die Meßfehlertheorie
als sog. klassische Testtheorie axioma-
tisiert wurde. Trotzdem sind die bisher
behandelten Gesetzmäßigkeiten der allge-
meinen Meßfehlertheorie für die Ablei-
tung dieser Formeln hilfreich. Zunächst
benötigt man die Tatsache, daß die Kova-
rianzen (im Gegensatz zu den Korre-
lationen) nicht vom Meßfehler beeinflußt
sind, d.h. es gilt

Gleichung (9) ergibt sich aus der Addi-
tivität der Kovarianz für zusammenge-
setzte Werte

und der Tatsache, daß die letzten drei
Summanden wegen der Axiome II und IV

der Meßfehlertheorie (s. Kap. 2.1.2) gleich
Null sind.

Unter Heranziehung der Definition des
Korrelationskoeffizienten und der Reliabi-
lität läßt sich Gleichung (8) folgender-
maßen auflösen:

was wegen Gleichung (9) tatsächlich der
Definition der Korrelation der wahren
Werte entspricht. Die Gleichungen (6) und
(7) lassen sich nach demselben Muster
beweisen.

Die Effekte dieser Minderungskorrektur
sind umso stärker, je weniger reliabel der
Test oder das Validitätskriterium erfaßt
wurde.

Die folgende Tabelle vermittelt einen
Eindruck von der Stärke des Korrektur-
effektes:
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Das Innere der Tabelle gibt die nach
Formel (7) aufgewertete Validität des
Tests wieder, wenn dessen Meßwerte
fehlerfrei wären. Die beiden freien Plätze
der Tabelle stellen Fälle dar, die nach
Gleichung (2) nicht vorkommen können,
da hier die Validität des Tests höher ist als
die Wurzel aus seiner Reliabilität.

Anhand der Verdünnungsformeln läßt sich
einerseits abschätzen, ob es sich lohnt, die
Validität eines Tests über eine Erhöhung
seiner Reliabilität zu optimieren. Anderer-
seits macht es oft auch Sinn, Validi-
tätsangaben gleich um den Meßfehler des
Validitätskriteriums zu bereinigen, denn
die Unreliabilität eines Validierungskrite-
riums soll ja nicht zu Lasten eines Güte-
kriteriums des Tests gehen. Angaben über
die faktorielle Validität eines Tests (s.o.)
sind in der Regel schon fehlerbereinigt
(und somit höher), da eine Ladungszahl
die Korrelation mit einer latenten Variable
angibt und nicht mit einem Meßwert.

6.4.3 Das Reliabilitäts-Validi-
täts-Dilemma

In diesem Kapitel geht es um die Frage,
ob eine gleichzeitige Optimierung von
Validität und Reliabilität überhaupt mög-
lich ist, oder ob eine Validitätssteigerung
durch Reliabilitätserhöhung nicht einen
Widerspruch in sich birgt. Ein solcher Wi-
derspruch wird in der weit verbreiteten
Kritik an psychologischen Tests behaup-
tet, daß ein zu starkes Augenmerk auf
Steigerung der Meßgenauigkeit bei der
Testentwicklung letztlich dazu führt, daß
der Test etwas völlig Irrelevantes mißt -
das allerdings sehr präzise.

Tatsächlich läßt sich im Rahmen der all-
gemeinen Meßfehlertheorie ein solcher
Widerspruch formal ableiten. Hierfür muß
man die Axiome der Meßfehlertheorie
(vgl. Kap. 2.1.2) auf die Bestandteile eines
Tests, also die Items anwenden. Das
bedeutet, daß die Itemantworten Xvi selbst
als fehlerbehaftete Meßwerte betrachtet
werden. Diese Annahme ist für dichotome
Antwortvariablen problematisch (s. Kap.
3.1.1.2.1) aber zum Zwecke der Be-
weisführung kann man sich auch metri-
sche Antwortvariablen vorstellen oder die
Summenscores von Itembündeln, d.h. von
kleinen Gruppen dichotomer Items. Diese
Meßwertvariablen werden mit Xi be-

k
zeichnet, ihr Summenscore X = c Xi

i=l
stellt das Testergebnis, also die Meßwert-
variable des Gesamttests dar, und Y ist ein
externes Validitätskriterium.

Anmerkung

Das h über X und Y zur Unterscheidung von feh-
lerbehafteten und wahren Werten wird in diesem
Kapitel weggelassen, da es sich stets um fehlerbe-
haftete Meßwerte handelt.

Die Validität eines einzelnen Items läßt
sich über seine Korrelation mit dem Kri-
terium definieren,

Val(Xi)=Korr(Xi,Y),

und seine Reliabilität ist eine monotone
Funktion der Korrelation mit dem
Gesamtmeßwert X, also der Trennschärfe
des Items:

Diese Beziehung zwischen der Reliabilität
eines Items und seiner Trennschärfe ergibt
sich aus der Tatsache, daß im Rahmen der
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allgemeinen Meßfehlertheorie die Reliabi-
lität eines Tests gleich der Korrelation des
Tests mit einem anderen Test ist, welcher
dieselbe Personenvariable mit gleicher
Meßgenauigkeit mißt (sog. Paralleltest
vgl. (5) in Kap. 6.4.2). Da jedes Item und
der Gesamtscore zwar dieselbe Personen-
variable erfassen, dies aber mit ungleicher
Genauigkeit tun (der Gesamtscore ist we-
sentlich genauer), entsprechen Reliabilität
und Trennschärfe nicht einander, stehen
aber in einer engen Beziehung zueinander.

Aus Gleichung (8) des vorangehenden
Kapitels läßt sich ableiten, daß die Korre-
lation zweier Meßwerte Xi und X, die
dieselbe Variable messen, gleich der Wur-
zel aus dem Produkt beider Reliabilitäten
ist

Hier wurde im Nenner die Varianz von X
durch die Kovarianz von X mit sich selbst
ersetzt (was algebraisch identisch ist) und
im Zähler wie im Nenner wurde jeweils
eine X-Variable durch die Summe der
Itemvariablen ersetzt. Da die Kovarianz
einer Summe von Variablen gleich der
Summe der Kovarianzen ist (vgl. den Ka-
sten in Kapitel 6.4.2) läßt sich die Validi-
tät weiter umwandeln in:

Die Auflösung der Gleichung nach der
Itemreliabilität

zeigt, daß die Reliabilität eines Items stets
kleiner ist als seine Trennschärfe. Sie
könnte nur dann größer werden, wenn die
Reliabilität des Gesamttests kleiner wäre
als die Trennschärfe. Dieser Fall ist aber
nach den Voraussetzungen nicht möglich.

Nach diesen Feststellungen über die
Validität und Reliabilität eines Items, wird
im folgenden eine Gleichung abgeleitet,
die das widersprüchliche Verhältnis von
Reliabilität und Validität deutlich macht.

Die Validität des Gesamttests läßt sich
folgendermaßen zerlegen:

nach Erweiterung des Bruches um
Ersetzt man die Kovarianzen

durch die Korrelationen, multipliziert mit
der Wurzel aus den Varianzen, so ergibt
sich
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Dies ist die gesuchte Gleichung für die
Validität des Gesamttests, in der im Zähler
die Item-Validitäten und im Nenner die
Item-Reliabilitäten (genauer: Trennschär-
fen) stehen. Die Gleichung besagt, daß die
Validität des Gesamttests sinkt, wenn die
Trennschärfen der Items (und somit die
Testreliabilität) steigen (bei konstanten
Itemvaliditäten). Die in der Gleichung
ausgedruckte Beziehung wird als das Re-
liabilitäts-Validitäts-Dilemma (der klassi-
schen Testtheorie) bezeichnet.

Es läßt sich gut darüber spekulieren, ob
die Annahmen unter denen Gleichung (4)
zu einem Dilemma führt, wirklich reali-
stisch sind. So ist es fraglich, ob eine Ver-
größerung des Nenners (der Trennschär-
fen) möglich ist, ohne auch den Zähler
(die Item-Validitäten) zu erhöhen: Ersetzt
man nämlich ein trennschwaches Item bei
der Testentwicklung durch ein trennschär-
feres, so dürfte dieses Item nach allem,
was in Kapitel 6.4.2 gesagt wurde, auch
eine höhere Validität besitzen. Die durch
Gleichung (4) beschriebene Validität des
Gesamttests senkt sich in diesem Fall
nicht. Gleichung (4) beschreibt nur dann
ein Dilemma, wenn man davon ausgeht,
daß sich Trennschärfen und Item-Validitä-
ten unabhängig voneinander variieren las-
sen.

Trotzdem stellt sich die Frage, ob sich das
spannungsreiche (wenn schon nicht wider-
sprüchliche) Verhältnis zwischen Relia-
bilität und Validität auch dann zeigt, wenn
man nicht die allgemeine Meßfehlertheo-
rie, sondern eines der in Kapitel 3 be-
schriebenen Testmodelle auf die Itemant-
worten anwendet. Leider gibt es hierzu
keine vergleichbare Formel, anhand derer
sich das Verhältnis analysieren ließe.

Daß eine Itemauswahl, die sich aus-
schließlich an der Verringerung des Meß-
fehlers und der Erhöhung der internen
Validität (Modellgeltung) orientiert, zu
einer Homogenisierung der Testitems
führt, gilt wohl für jedes quantitative Test-
modell. Items, die einen etwas anderen
Aspekt der zu messenden Variable an-
sprechen, als der Rest der Items, laufen am
ehesten Gefahr, eine schlechte Modellan-
passung (Itemfit, vgl. Kap. 6.2) zu zeigen
und bei der Testentwicklung heraus-
zufallen. Das führt dazu, daß die verblei-
benden Items einander immer ähnlicher,
also homogener werden.

Will man andererseits ein lebensnahes
Kriterium wie ‘den Studienerfolg’ oder ‘das
Auftreten psychischer Störungen’ mit
einem Test vorhersagen, so korreliert ein
Testergebnis, das sehr viele Bedingungen
des derart komplexen Kriteriums abdeckt,
höher mit der Kriteriumsvariable. Für die
externe Validität kann also Heterogenität
der Testitems förderlich sein. So besehen
gibt es auch hier ein ‘Reliablilitäts-Vali-
ditäts-Dilemma’.

Dieses Dilemma ist jedoch kein Schwach-
punkt irgendeiner Testtheorie, es ist über-
haupt kein Problem der Testtheorie. Es
entsteht erst dadurch, daß man die Kon-
struktion von intern validen Meßwerten
nicht trennt von der Frage, mit welchen
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anderen Variablen diese Meßwerte korre-
lieren. Natürlich soll ein Testergebnis
auch zur Vorhersage komplexer Kriterien
brauchbar sein, aber in Kombination mit
anderen Variablen, um der Komplexität
des Kriteriums gerecht zu werden. Die
notwendige Heterogenität von Variablen
zur Vorhersage eines komplexen Kriteri-
ums innerhalb eines Tests und eines
Meßwertes anzusiedeln, heißt, auf die
sonstigen Qualitäten des Tests zu
verzichten.

Literatur

Methoden und Probleme der Validitätsbe-
rechnung behandeln z.B. Lienert & Raatz
(1994). Die Berechnung ?12 und des Kon-
tingenzkoeffizienten findet sich in Bortz
(1977). Die Verdünnungsformeln werden
ausführlich von Lord & Norick (1968)
behandelt und das Reliabilitäts-Validitäts-
Dilemma diskutiert Loevinger (1954).
Fragen der Validierung von Tests werden
in vielen Lehrbüchern der psychologi-
schen Diagnostik ausführlich behandelt.

Übungsaufgaben

1. Eine quantitative Variable 8, die an
500 Personen gemessen wurde, hat die
Varianz Var 6 = 0.2. Diese Variable( 1
sollte das Ergebnis in der theoretischen
Fahrprüfung vorhersagen. Die 100 Per-
sonen, die bei der Prüfung durchge-
fallen sind, hatten den mittleren
Meßwert -0.8, die 400, die bestanden
haben, einen Mittelwert von +0.2. Wie
groß ist die Validität des Tests?

2. Die Prognose des Fahrlehrers, wel-
che(r) Fahrschüler die theoreti-
sche Prüfung beim erstenmal be-
stehen würde, ergab zusammen mit
dem tatsächlichen Prüfungsergebnis
folgende Häufigkeitstabelle:

tatsächliches Ergebnis
+ -

Wie groß ist die Validität des Fahr-
lehrer Urteils?

3. In einem Testmanual lesen Sie, daß
die minderungskorrigierte Validität
des Tests 0.85 betrage. Seine Reliabi-
lität beträgt 0.75. Wie hoch ist die
empirisch berechnete Korrelation des
Tests mit dem Kriterium?

4. Sie wollen mit einem Fragebogen die
Einstellung zum Umweltschutz erfas-
sen und Sie verfügen zur Validierung
des Tests über die Information, ob die
Personen bei der letzten Wahl ‘Die
Grünen’ gewählt haben oder nicht.
Bitte formulieren Sie 3 sehr homoge-
ne Items, von denen sie eine geringe
externe Validität des Gesamttests er-
warten, und 3 heterogene Items mit
vermutlich höherer externer Validität.
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6.5 Die Normierung von
Tests

In Kapitel 2.1.5 wurde der Unterschied
zwischen einer normorientierten und einer
kriteriumsorientierten Testauswertung dar-
gestellt. Das Konzept des kriteriums-
orientierten Testens ist theoretisch sehr
attraktiv, da es darauf abzielt, die Person
nicht mit einem statistischen Populati-
onsmittelwert zu vergleichen, sondern mit
einem inhaltlich-psychologisch gesetzten
Kriterium. Trotzdem arbeitet man in der
Testpraxis meistens normorientiert, da es
sehr informativ ist zu wissen, welche Po-
sition eine Person innerhalb ihrer Refe-
renzpopulation einnimmt.

Es stellt sich die Frage, ob die für ein
quantitatives Testmodell geschätzten Para-
meter 8 oder die anhand eines klassifi-
zierenden Modells geschätzten Klassenzu-
gehörigkeiten per se schon kriteriums-
orientierte oder normorientierte Meßwerte
darstellen, wenn man die zur Datenanalyse
herangezogene Personenstichprobe als
repräsentativ für eine Referenzpopulation
betrachtet. Für beide Möglichkeiten gibt
es Argumente.

Zunächst zu den Parametern quantitativer
Modelle. Diese unterliegen bereits gewis-
sen Normierungsbedingungen, die in
Kapitel 3 jeweils mit dargestellt wurden.
Die Normierungsbedingung des dichoto-
men Rasch-Modells lautet z.B., daß die
Summe der Itemschwierigkeiten während
der Parameterschätzung gleich Null
gesetzt wird. Das führt dazu, daß eine
einzelne Itemschwierigkeit nichts aussagt,
sondern nur ein Vergleich mit anderen
Itemparametern.

Mit der Normierung der Itemparameter
sind auch die Personenparameter festge-
legt, jedoch nicht so, daß auch ihre
Summe gleich Null wäre. Ist der Test zu
leicht, so liegt der Mittelwert aller Perso-
nenparameter deutlich über Null (die Per-
sonen sind also sehr ‘fähig’). Ist der Test
zu schwer, liegt der Mittelwert unter Null.
Ein Meßwert von 6 = 0.0 besagt, daß die
Person die Items dieses Tests im Mittel
mit der Wahrscheinlichkeit p = 0.5 löst.

Insofern machen die Personenparameter
hier eine kriteriumsorientierte Aussage,
nämlich darüber, wo die Personen hin-
sichtlich des durch die Itemauswahl ge-
setzten Kriteriums stehen.

Stellen die in einem Test zusam-
mengefaßten Items das Kriterium
dar, an dem die Personen gemessen
werden sollen, so ermöglicht die
übliche Summennormierung der
Items eine kriteriumsorientierte In-
terpretation der Personenparame-
ter.

Andererseits wird bei Rasch-Modellen oft
hervorgehoben, daß die Testergebnisse
unabhängig davon sind, ob der Test eher
leichte oder eher schwere Items umfaßt.
Diese Aussage bezieht sich auf den Fall,
daß die Personenparameter für sich ge-
nommen normiert werden, also z.B. auch
auf ‘Summe gleich Null’. Tatsächlich sind
dann die Schätzungen der Personenpara-
meter in ihrer Höhe (nicht in ihrer Meßge-
nauigkeit, vgl. Kap. 6.1) von der Schwie-
rigkeit der Items unabhängig.

Normiert man die Modellparameter in die-
ser Weise, so machen die Personenpara-
meter eine normorientierte Aussage, näm-
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lich darüber, wo die Personen hinsichtlich
des Populationsmittelwertes stehen.

Die Personenparameter des Rasch-
Modells kann man normorientiert
interpretieren, wenn man statt der
Summe der Itemparameter die Sum-
me der Personenparameter gleich
Null setzt.

Datenbeispiel

Werden die Parameter des dichotomen
Rasch-Modells für die KFT-Daten (vgl.
Kap. 3.1) wie üblich normiert, d.h. so, daß
die Summe der Itemparameter gleich Null
ist, erhält eine Person, die 3 der 5 Items
gelöst hat, einen Meßwert von 6=0.42.
Dieser Meßwert ist kriteriumsorientiert zu
interpretieren und besagt, daß die Person
die Aufgaben im Durchschnitt mit einer
etwas größeren Wahrscheinlichkeit als 0.5
löst. Über die Leistung der Person relativ
zu anderen Personen sagt dieser Wert
zunächst nichts aus.

Normiert man statt der Itemparameter die
Personenparameter, so liegt der Mittel-
wert aller Personenparameter bei e = 0.0
und dieselbe Person erhält den Meßwert
6 = 0.55. Dieser Meßwert ist normorien-
tiert zu interpretieren, denn er besagt, daß
die Person 0.55 Einheiten auf der logisti-
schen Skala oberhalb des Populationsmit-
telwertes liegt. Darüber, wie leicht es der
Person fällt, die Aufgaben zu lösen, sagt
der Meßwert nichts aus.

Die Normierung der Personenparameter
kann man auch nachträglich vornehmen,
indem man den Mittelwert e aller Perso-
nenparameter bei der üblichen (Item-)
Normierung berechnet und ihn von allen
Meßwerten abzieht:

Der Mittelwert beträgt im Datenbeispiel
3 = -0.13, so daß sich aus dem kriteri-
umsorientierten Meßwert ekrit = 0.42 der

normorientierte Wert G,,,,  = 0.55 er-
gibt.

Obwohl der so definierte, normorientierte
Meßwert eine Aussage über die Richtung
und das Ausmaß der Abweichung vom
Populationsmittelwert macht, ist das Aus-
maß der Abweichung selbst nicht norm-
orientiert interpretierbar. Eine Abwei-
chung von 0.55 Einheiten vom Mittelwert
läßt sich eindeutig in eine Differenz von
Lösungswahrscheinlichkeiten umrechnen:
löst eine ‘mittlere’ Person ein Item mit

so löst es eine Person mit 8 = 0.55 mit der
Wahrscheinlichkeit

Wie viele Personen aber eine vergleichbare
Abweichung nach oben haben, wird mit
diesem Meßwert nicht ausgedruckt.

Um auch der Abweichung vom Mittelwert
eine normorientierte Interpretation zu ver-
leihen, wird diese Abweichung in Einhei-
ten der Standardabweichung der Meßwer-
te ausgedruckt. Hierfür dividiert man die
nach (1) berechneten Mittelwertsabwei-
chungen durch die Standardabweichung
der Meßwerte (d.i. die Wurzel aus der
Varianz):
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Datenbeispiel

Im Datenbeispiel beträgt die Standard-
abweichung der Meßwerte

so daß sich für den Meßwert 8 = 0.42 die
folgende Transformation ergibt

Die folgende Tabelle gibt eine Übersicht
über die Umrechnungsschritte aller Per-
sonenparameter des Datenbeispiels:

Sofern die Scoreverteilung einer Nor-
malverteilung einigermaßen ähnlich sieht
(was in unserem Datenbeispiel nicht der
Fall ist) sind die nach Gleichung (2)
transformierten, normorientierten Meß-
werte wie standardnormalverteilte, sog. Z-
Werte zu interpretieren (vgl. Kap. 6.1.3).
So besagt z.B. ein normorientierter Meß-
wert von 8,,,, = +1.0, daß 50+34=84%
der Personen in der Referenzpopulation
unterhalb dieses Meßwertes liegen (vgl.
Abb. 152 in Kap. 6.1.3). Über diese zu-
sätzliche Standardisierung ist auch die Ab-
weichung vom Mittelwert normorientiert
interpretierbar.

Natürlich kann die Normierung der
Meßwerte auch getrennt für bestimmte

Teilpopulationen vorgenommen werden,
z.B. für Männer und Frauen, bestimmte
Berufsgruppen oder Altersgruppen. In die-
sem Fall ist in Gleichung (2) lediglich der
Mittelwert und die Standardabweichung
der entsprechenden Teilpopulation einzu-
setzen.

Bei der Interpretation klassifizierender
Testmodelle ist die Unterscheidung zwi-
schen normorientierter und kriteriums-
orientierter Auswertung nicht üblich aber
möglich. Die Berechnung der Klassen-
zugehörigkeit einer Person ist insofern
schon normorientiert, als die Klassen-
größenparameter ng und somit die Vertei-
lung der latenten Variable in der Refe-
renzpopulation mit in die Berechnung
eingeht.

In Kapitel 3.1.2.2 wurde die bedingte
Klassenwahrscheinlichkeit p(glx) folgen-

dermaßen definiert (vgl. Gleichung (11) in
Kap. 3.1.2.2):

In dieser Gleichung sind die Klassen-
größen nng als Gewichtungsfaktor für eine
Klassenzugehörigkeit enthalten, so daß
eine Person mit dem Pattern x eine höhe--
re Wahrscheinlichkeit für Klasse g erhält,
wenn diese Klasse in der Population stark
vertreten ist, also 7cg groß ist. Insofern ist
das Testergebnis nicht allein von den
Testitems als Kriterium abhängig, sondern
auch von der Verteilung der Personen-
variable in der (Norm-)Population.

Zu der normorientierten Interpretation der
Klassenzugehörigkeiten gehört auch, daß
man die Klassengrößen ng mit angibt und
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zur Interpretation heranzieht. Die Aussage,
daß eine Person zu Klasse 3 gehört, ist
anders zu bewerten, wenn die Klas-
sengröße 7r3 = 0.05 beträgt als wenn sie
7~3 = 0.65 beträgt.

Eine kriteriumsorientierte Interpretation
von klassifizierenden Testergebnissen ist
jedoch auch möglich. In diesem Fall blei-
ben die Klassengrößen in der Referenz-
population unberücksichtigt und zwar
bereits bei der Berechnung der bedingten
Klassenwahrscheinlichkeiten:

Hier ist der Meßwert, also die Klassen-
zugehörigkeit allein an den Itemantworten
als Kriterium orientiert und unabhängig
davon, welche Meßergebnisse andere Per-
sonen erhalten haben.

Literatur

Auf Fragen der Testnormierung oder
-eichung gehen z.B. Lienert & Raatz
(1994) ein. Als Grundlage kriteriums-
orientierten Testens behandelt Klauer
(1983, 1987) vor allem das Binomialmo-
dell und seine Verallgemeinerungen, Hilke
(1980) das Rasch-Modell und Hambleton
et al. (1978) die item-response Modelle.

Übungsaufgaben

1. In einem Test beträgt der Mittelwert
der Meßwerte aller befragten Frauen
3 = 0.48 und die zugehörige Stan-

dardabweichung

chen normorientierten Meßwert erhält
eine Frau mit dem Personenparameter

6 = 0.33, der sich mittels der üblicher
Itemnormierung ergab?

2. Ein Antwortpattern x hat in drei Klas-
sen die Auftretenswahrscheinlichkeit

und

Die Klassengrößen betragen rcl = .40.
rc2 = .30, 7~3 = .30. In welche Klasse
gehört eine Person mit diesem Pattern
bei einer kriteriumsorientierten Zuord-
nung, in welche Klasse bei einer norm-
orientierten Zuordnung?
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Chi-Quadrat-Tabelle

Anzahl der 95%-Niveau 99%-Niveau
Freiheitsgrade

1 3.84
2 5.99
3 7.81
4 9.49
5 11.07
6 12.59
7 14.07
8 15.51
9 16.92

10 18.31
11 19.68
12 21.03
13 22.36
14 23.68
15 25.00
16 26.30
17 27.59
18 28.87
19 30.14
20 31.41
21 32.7
22 33.9
23 35.2
24 36.4
25 37.7
26 38.9
27 40.1
28 41.3
29 42.6
30 43.8
40 55.8
50 67.5
60 79.1
70 90.5
80 101.9
90 113.1

100 124.3
110 135.1
120 146.2

6.63
9.21

11.34
13.28
15.09
16.81
18.48
20.09
21.67
23.21
24.73
26.22
27.69
29.14
30.58
32.00
33.41
34.81
36.19
37.57
38.9
40.3
41.6
43.0
44.3
45.6
47.0
48.3
49.6
50.9
63.7
76.2
88.4

100.4
112.3
124.1
135.8
146.7
158.2

140 168.2 181.1
150 179.2 192.5
160 190.1 203.8
170 201.0 215.1
180 211.9 226.4
190 222.8 237.6
200 233.6 248.8
210 244.4 259.9
220 255.2 271.0
230 266.0 282.1
240 276.7 293.2
250 287.5 304.3
260 298.2 315.3
270 308.9 326.3
280 319.6 337.3
290 330.3 348.3
300 341.2 359.2
310 351.6 370.2
320 362.3 381.1
330 372.9 392.0
340 383.6 402.9
350 394.2 413.8
360 404.8 424.7
370 415.4 435.6
380 426.0 446.4
390 436.6 457.2
400 447.2 468.1
410 457.8 478.9
420 468.3 489.7
430 478.9 500.5
440 489.5 511.3
450 500.0 522.1
460 510.6 532.8
470 521.1 543.6
480 531.6 554.4
490 542.2 565.1
500 552.7 575.9
600 657.6 682.9
700 762.2 789.4
800 866.4 895.4
900 970.4 1001.0

1000 1074.2 1106.4
1100 1177.8 1211.5
1200 1281.2 1316.3
1300 1384.5 1421.0
1400 1487.6 1525.5
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Notationstabelle:
Lateinische Buchstaben:

a

C

C

D

d

E

e

F

f

G

g

h

I

i

j

k

Ladungszahlen im Modell der Fak-
torenanalyse

Kontingenzkoeffizient

eine konstante, aber beliebige oder
unbekannte Größe

Differenzwert zwischen Vor- und
Nachtest, oder Diskriminationsin-
dex bei Klassenmodellen

Abkürzung für den Nenner in logi-
stischen Funktionen

Fehlervariable in der Meßfehler-
theorie

Eulersche Zahl 2.718.. (die Basis
der natürlichen Logarithmen), oder
Ausprägung einer Fehlervariable,
oder erwartete Häufigkeiten in
x2-Tests

Faktorvariable im Modell der Fak-
torenanalyse

wie ‘Frequenz’ für Häufigkeiten oder
wie ‘Funktion’ als Funktionsname

Anzahl der Klassen

Index für Personenklassen bei
qualitativen Testmodellen

zweiter Laufindex für latente Klas-
sen oder Anzahl der Kompenenten
in Komponentenmodellen

Funktionsname für die statistische
Information, die die Daten in Bezug
auf einen Modellparameter ent-
halten

Index für die Items eines Tests

Index für die Items eines Tests

Anzahl der Items in einem Test

L

m

N

n

o

P

Q

q

r

S

T

t

V

W

Funktionsname für die Likelihood-
funktion

Anzahl der Schwellen bei ordinalen
Daten, also Anzahl der Antwortka-
tegorien minus 1

Anzahl der Personen in der Stich-
probe

(im Allgemeinen mit Index) be-
zeichnet eine Personenhäufigkeit

beobachtete (observed) Häufigkeit
in einem x2-Tests

Wahrscheinlichkeit eines Ereignis-
ses (p wie probabilitas oder proba-
bility)

Bezeichnung für eine Matrix von
präexperimentell festgelegten Ge-
wichten, oder Bezeichnung für ein
Abweichungsmaß für Items oder
Personen (Q-Index)

präexperimentell festgelegte Ge-
wichte, oder Schwellenwahrschein-
lichkeiten

Summenscore einer Person, oder
Funktionsname für den Korrela-
tionskoeffizienten

Laufindex für die Antwortkate-
gorien, oder Bezeichnung für die
Standardabweichung einer Variable

wie ‘Treffsicherheit’ bezeichnet die
mittlere Zuordnungswahrscheinlich-
keit bei qualitativen Testmodellen
oder Truescore-Variable in der
Meßfehlertheorie

Index für die Zeitpunkte (bei Ver-
änderungsmessung) oder Ausprä-
gung einer Truescore-Variable

Index für die Personen

Index für die Personen
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W Index für die Personen

X Antwortvariable oder Symbol für
die Meßwerte im Vortest

X Ausprägungen einer Antwortvari-
able

Y Symbol für die Meßwerte im Nach-
test oder Variable, die als Validi-
tätskriterium fungiert

Z Werte einer standardisierten Varia-
ble (Mittelwert =0 und Standard-
abweichung =l)

Griechische Buchstaben:

(alpha) ein logistischer Parameter,
der additiv zerlegt wird

(beta) ein (zweiter) Itemparameter
(neben der Schwierigkeit, z.B. für
die Trennschärfe oder für einen
Lerneffekt)

(gamma) Funktionsname für die
symmetrischen Grundfunktionen,
oder Ratewahrscheinlichkeit

(delta) ein Distanz- oder Disper-
sionsparameter bei Modellen für
ordinale Daten, oder ein Verände-
rungsparameter bei Modellen zur
Veränderungsmessung

(epsilon) ein de-logarithmierter
Schwierigkeitsparameter im Rasch-
Modell

(eta) Basisparameter bei linear-
logistischen Modellen, oder die
Wurzel aus dem Varianzanteil q2

(theta) ein Personenparameter

(kappa) das Übereinstimmungsmaß
Cohen’s kappa

(my) der Mittelwertsparameter in
einer Normalverteilung, oder der
Lokationsparameter in einer logi-
stischen Verteilung für die Perso-
nenscores

(ksi) ein de-logarithmierter Perso-
nenparameter im Rasch-Modell

(pi, klein) ein Wahrscheinlichkeits-
parameter (mit dem O-l-Intervall als
Wertebereich), der oft nur durch
seine Indices zu identifizieren ist,
oder die Zahl ‘Pi’

(pi, groß) Produktzeichen

(rho) Dispersionsparameter der
restringierten Scoreverteilung

(sigma, klein) ein (logistischer)
Schwierigkeitsparameter, oder der
Parameter für die Standardabwei-
chung in einer Normalverteilung

(sigma, groß) Summenzeichen

(tau) ein Schwellenparameter bei
Modellen für ordinale Daten

ein muliplikativer Parameter im
mehrkategoriellen Rasch-Modell

(chi) Symbol der Chiquadrat-
Verteilung

(psi) ein kumulierter Kategorien-
Parameter bei Modellen für ordinale
Daten
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Mathematische Symbole, Funktionen und
Abkürzungen:

X

CHI

CL

cLR

Cov

df

Erw

exp

Bedingungsstrich (in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung steht vor
dem Strich ein Ereignis, hinter dem
Strich die Bedingung, unter der die
Wahrscheinlichkeit betrachtet wird)

Dach auf Modellparametern zur
Kennzeichnung von Parameter-
schätzungen

ist Element von (steht zwischen
dem Element und der Menge, aus
der das Element stammt)

die Zahl Pi (3.14..)

Symbol für die partielle Ableitung
einer Funktion

unendlich

(sprich x quer) der Mittelwert der
Variable x

einfach unterstrichene Buchstaben
bezeichnen Vektoren

doppelt unterstrichene Buchstaben

bezeichnen Matrizen

eine XZverteilte  Prüfgröße

bedingte Likelihood (conditional)

bedingter (conditional) Likelihood-
quotient (ratio)

die Kovarianz zwischen zwei Va-
riablen

Freiheitsgrade (degrees of freedom)

Erwartungswert einer Variable

Funktionsbezeichnung für die Expo-
nentialfunktion, exp(x)=ex, d.h. die
Eulersche Zahl ‘hoch x, (das ist die
Umkehrfunktion zum natürlichen
Logarithmus)

KI

Korr

log

logit

LR

max

mL

ML

mLR

Re1

Rep

Res

UL

Var

Val

Konfidenzintervall für einen ge-
schätzten Parameter

die Korrelation zwischen zwei Vari-
ablen

Funktionsbezeichnung für den na-
türlichen (!) Logarithmus (übli-
cherweise: ln)

Funktionsbezeichnung:
logit(p) = log(p/(1-p))

Likelihoodquotient (ratio)

der maximale Wert einer Menge
von Zahlen

marginale Likelihood

Maximum Likelihood

marginaler Likelihoodquotient
(ratio)

die Reliabilität eines Tests oder
einer Meßwertreihe

Reproduzierbarkeitsmaß

Residuum

unbedingte Likelihood

die Varianz einer Variable oder
einer Meßwertreihe

die Validität eines Meßwertes
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Stichwortverzeichnis

A

abhängige Variable
Absolutskala
abweichende Pattern
AIC
Analogie
Andersen-Test
Angstbewältigungsinventar
Anonymität
Anti-Guttman-Pattern
Antwortfehlermodell
Antwortformat
Antwortvariable
Äquidistanz
Äquidistanzannahme
Äquidistanzmodell
asymptotische Bedingungen
Attributionsstil

Augenschein-Validität
Auswertungsobjektivität
Auswertungsökonomie
Autokorrelation
Axiome der klassischen Test-
theorie

B

Bias
Basisparameter
Bayes-Schätzer
Bayes-Theorem
Bearbeitungshinweise
bedingte Likelihood
bedingte Likelihoodfunktion
bedingte ML-Methode
bedingte Patternwahrscheinlich-
keit
bedingte Wahrscheinlichkeit
bedingter Likelihoodquotienten-
test
beobachteter Wert
BIC
binäres Zufallsexperiment
Binomialkoeffizient
Binomialmodell
Binomialverteilung
bipolar

18
119, 249, 257
382
328
23, 56
342
50
81
385
109, 161
61
83
105, 212
89, 229
213, 229, 242
333, 336
23, 42, 185,
246
47
38
63
265
35

305
246, 279, 285
307
156
81
327
306
300, 305
131, 155, 173

73, 131, 155
342

34
329
116
65, 116, 298
113, 117
116
67

Birnbaum-Modell 134, 364

bit 94
bivariate Normalverteilung 278
Bodeneffekt 96, 264
bootstrap-Verfahren 338
boundary values 318
Brückenitem 269, 287

c

CAIC 329
Ceilingeffekt 264, 96
Chi-quadrat Verteilung 330
Chi-quadrat Test 331, 336, 393
cML-Methode 304, 306
Codierung 83
Cohens Kappa 85
Computerunterstütztes Testen 82
Cover-Story 80
Cronbach’s alpha 355

D

Datenaggregation

Datenstruktur

Deckeneffekt
dekumulierte Parameter
delogarithmierte Itemparameter
Denkoperation
depersonalisierte Frage
deterministisches Testmodell
dichotome Antwortvariable
dichotome Itemantwort
Dichotomisierung
Differenzenskala
differenzieren
Differenzwert
direkte Frage
disjunkte Kategorie
diskriminante Validität
Diskriminationsindex
Dispersion
Dispersionsmodell

Dispersionsparameter
Distanzparameter
Distraktor
doppelte Monotonie
Dominanzrelation
Dreiecksmatrix
dreifaktorielles Rasch-Modell

5 ,97, 119, 158
337
27, 94, 259,
270, 285
96, 264
203
132, 207, 281
245, 256, 280
71
107, 140, 151
88
94
88, 94
126
299
260, 261
71
63
394
373
214, 227, 229
216, 229, 242,
243
147
212
64, 88
137, 163
139
107
270, 286
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dreiparametriges Modell 135
Durchführungsobjektivität 37
Durchschaubarkeit 47
dynamisches Testmodell 259, 277

E

E-Schritt
Eigenselektion
Einfachheitskriterium

eingipflig verteilte
Antwortvariable
Einstellungstests
EM-Algorithmus
Empirie
erklären
erschöpfende Statistik
erwartete Patternhäufigkeit
Erwartungswert
Erwartungswert der Antwort-
variable
Erwartungswertprofil
essentiell tau-äquivalente
Messung
Eta-quadrat
ethisches Problem
Etikettierung einer Ratingskala
Exhaustive Kategorien
Experiment
Exponentialfunktion
Externe Validität

311
81
112, 217, 220,
324
222, 225

50
309
24
28, 31
119, 129
335
35, 113, 214
214

220, 226, 239
113

Extraversionsbeispiel

391
80
69
63
18, 73
123
21, 33, 38, 78,
390
238

F

Faktorenanalyse 254, 376
faktorielle Validität 394
Faktorladung 254, 377
Fehlervariable 351
Fehlervarianz 352
Filterfrage 74
Fixierung 159, 313
Flooreffekt 364
forced choice 63
formales Modell 24
freie Antwort 61
freie Parameter 25
freies Antwortformat 61

G

gebundenes Anwortformat 63
Generalisierbarkeit 57, 38
geometrisches Mittel 326
geordnete Kategorien 89
geordnete Klassen 150, 162, 182
geordnete Schwellen 225
Gerade als Itemfunktion 103, 112
Gleichsetzung von Parameter 159, 313
Gleichverteilung 96, 106
globale Veränderung 270, 290
globales Lernen 281, 286
Glockenkurve 25
graphischer Modelltest 342
Gütekriterium 31, 349
Guttman-Pattern 107, 382
Guttman-Skala 104, 150

H

Halbtest-Methode
Haupteffektmodell
Hierarchie von Modellen
hierarchische Wissensstruktur
Homogenität des Items

Hybrid-Modell
Hyperbelcosinus-Modell

355
270
234
152
56, 272, 289,
400
243
146

I

Indirekte Frage 71
Informationsfunktion 307, 321
integer scoring 89
Intelligenzstrukturtest 65
Interessensfragebogen 53
interne Konsistenz 355
interne Validität 33, 38, 370
Interpretationsobjektivität 38
Intervallskala 19, 89, 206
intervallskalierter Meßwert 106
Intraklassenkorrelation 87
inzidentelle Parameter 130, 167
ipsativer Meßwert 185
Irrtumswahrscheinlichkeit 109, 160
IRT 136
Item 18, 60
Itemcharakteristik 100
Itemdiskrimination 214, 363
Itemfit-Maß 366
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Itemfunktion

Itemhomogenität

Itemkomponente
Itemleichtigkeit
Itemprofil

Itemresiduum
Item-Response Theorie
Itemschwierigkeit
Itemscore
itemspezifische Veränderung
Itemstamm
Itemstichprobe
Item-Test-Korrelation
Itemuniversum
iteratives Verfahren

K

kategoriale Personenvariable

kategoriales Validitätskriterium
Kategorienfunktion
Kategorienschema
Kategorisierung
KFT
Klasseneinteilung
Klassenmodell für ordinale Daten
klassenspezifische
Itemkomponente
klassenspezifisches Modell für
Ratingdaten
klassische Testtheorie
Kodierung
kognitiver Fähigkeitstest
komponentenspezifischer
Itemparameter
komponentenspezifischer
Personenparameter
Konfidenzintervall
kongenerische Messung
konkurrente Validität
konsistente Schätzer
Konstrukt
Konstruktvalidität
Kontingenz
Kontingenzkoeffizient
kontinuierliche Itemfunktion
konvergente Validität
konvergieren
Korrelation

100, 149, 191,
196, 214, 364
104, 155, 272,
340, 345, 378
245
95
156, 171, 182,
226
371
136
101
95
272, 279
60
57
364
56, 38
300

43, 155, 165,
172, 178
392
196
84
83
99
150
224
255

232

6, 11, 12, 113
66, 88
99
252

252

358
114, 377
393
304, 306
29
245, 394
28
393
101
373
300, 302, 311
32

Kovarianz
Kreuzvalidierung
kriteriumsorientiertes Testen
kumulative Normalverteilung
kumulierte Schwellenparameter

32
373
40, 401
120
202, 224, 237,
249

L

latent-class Modell 155
latente Klasse 150
latente Variable 29, 42, 98, 100
Leistungstest 44
Lernfähigkeit 278
Lerntest 277
Likelihood 117
Likelihoodfunktion 117, 128, 135,

158, 192, 205,
294, 298

Likelihoodquotiententest 330
Likert-Skalierung 52
lineare Abhängigkeit 248, 286
lineare Itemfunktion 112
linear-logistische Klassenanalyse 256
linear-logistisches Testmodell 246, 253, 279,
(LLTM) 282, 285
lineares partial-credit Modell 249
(LPCM)
LLRA 273, 289
Logarithmus 122, 298
logische Abhängigkeit 74
logistische latent class Analyse 166, 169, 255,

233, 238
logistische Verteilung 174
Logit 122, 186
Logit-Transformation 122, 128, 166
Loglikelihood 326
lokale Identifizierbarkeit 315
lokale Maxima 315
lokale stochastische Unabhängig- 73
keit
lokalisierte Klasse 165, 257
Lokation 102
Lückenvorgabe 62

M

M-Schritt
manifeste Klasse
manifeste Variable
marginale Likelihood (mL)

311
387
28
132, 207, 306,
327
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Martin-Löf-Test
Maximum-Likelihood-Schätzer
Mediansplit
mehrdimensionales Testmodell

mehrdimensionale Variable
Mehrfachantwort
Mehrfachsignierung
Meßfehler
Meßfehlertheorie

Meßgenauigkeit

Metakognition
Minderungskorrektur
missing data
mittlere Kategorie
Mixed Rasch-Modell
Modell
Modellgeltungskontrolle
Modellgleichung
Mokken-Analyse
monotone Itemfunktion

multiple Maxima
multiplikatives Rasch-Modell

346
296, 313, 320
160
98, 184, 252,
254, 257, 290
43, 218, 252
66
84
34
34, 262, 266,
351
34, 107, 320,
350
46
396
92, 283, 308
69
169, 341, 344
24
107
117
136, 163
53, 101, 150,
156, 163, 192
315, 317
281

N

Näherelation
nichtmonotone Itemfunktion

nichtparametrisches Testmodell
nominale Itemantwort
Nominalskala
Normalogive
Normalverteilung
normative Messung
Normierung
Normierungskonstante
normorientiertes Testen

139
101, 138, 151
143
137
178
19
121
25, 120, 359
185
40, 401
187
40, 401

O

objektiver Tests 47
Objektivität 31, 37, 63, 82
odds-ratio 121
Offenbarungsbereitschaft 46
operationale Definition 21
ordinal skalierter Meßwert 105
ordinales Testmodell 138, 140, 198

Ordinalskala

Ordnung der Schwellenparameter
Ordnungsrestriktion
overfit

19 ,67, 110,
138, 150
222
162
371, 383

P

paarweise Parameterschätzung
Parallelogramm-Modell
Parameter
Parameterprofil
Parameterrestriktion
Parameterschätzung

Parella
Paralleltest-Methode
partial-credit Modell
partielle Ableitung
partielles Differenzieren
Pattern
Patternhäufigkeit
Per-fiat Messung
personalisierte Frage
Personenfit-Index Qv

Personenhomogenität
Personenparameter

Personenscore
personenspezifische Veränderung
Persönlichkeitsfragebogen
pick any out of n
Polung
Polung des Items
polytome Antwortvariable
Population
Populationsverteilung
Positionseffekt
Power eines Signifikanztests
prädiktive Validität
Präferenzwahl
Prinzip der Passung
Produktzeichen
Profil der Itemschwierigkeit
projektiver Test
Prüfgröße
Psychometrie
Puffer-Item

308
140
25
227, 239
159, 340
26, 83, 103,
292
144
355
203
301, 322
298
96
96, 335
21
71
383
340
126, 173, 190,
207, 241, 277
95
271, 277
46
66
88
231
89
26
77
74
375 ,384
393
54, 139
57, 82, 352
118
191
48
108
27
75

Q

Q-Index 366



430 Stichwortverzeichnis

Q-Matrix

quadratisches Testmodell
qualitativer Personenunterschied

quantitative Personenvariable

R

Ratewahrscheinlichkeit

Ratingformat
Ratingskala
Ratingskalen-Modell

Raumvorstellungstest
reaktionskontingente
Veränderung
reaktionskontingentes Lernen
Reihenfolgeeffekt
Reliabilität

Reliabilität einer Differenz
Reliabilität einer Summe
Reliabilitäts-Validitäts-Dilemma
Reparametrisierung
Repräsentativität
Reproduzrerbarkeitsmaß
Residuenanalyse
Resimulation
response error Modell
response set
restringierte Scoreverteilung
Retest-Reliabilität
Rarschach-Test
Rosenzweig Picture Frustration
Test
Rotationskriterium
Rucklaufquote

S

saturiertes Modell
Schätzfehlervarianz
Scheinitem
Schnittpunkt der Kategorienfunk-
tionen
Schwelle
Schwellendistanz
Schwellenparameter
Schwellenwahrscheinlichkeit

247, 252, 255,
279, 286
143
7, 42, 98, 108,
156
7, 44, 98, 172,
178

65, 109, 135,
161
66, 89
67, 209, 230
211, 229, 243,
250
44, 170
75

281
74
31, 34, 353,
379
261
356
39, 397
16, 173
77
107, 142
336, 371
338
109
68, 217, 233
174
355
49
49

377
81

333
321
75
197

90, 199
211, 218, 227
223
199, 205, 225

Scoregruppe
Scoreparameter
Scorevektor
Scoreverteilung
Scorewahrscheinlichkeit
Selbstauskunft
Selbstbild
self monitoring
Signierobjektivität
Signierung
Signifikanztest
simulierte Daten
Situationsfragebogen
Skalar
Skalenniveau

skalierbar
Skalogramm-Analyse
soziale Erwünschtheit
sozialer Vergleichsprozeß
Speedtest und Powertest
spezifische Objektivität

Standardnormalverteilung
Startwert
state trait anxiety inventory
statistische Signifikanz
Statusfähigkeit
Stichprobe
Stichprobengröße
Stichprobenunabhängigkeit
stochastische Unabhängigkeit

Straffunktion
strukturelle Parameter
stufenförmige Itemfunktion
suffiziente Statistik
Summennormierung

Summenscore

symmetrische Grundfunktion

Symptomliste

105, 341
174, 241
184
95, 174
132, 173, 327
46, 53
46
46
38, 85
61, 84
331
337
50
97
19, 119, 126,
218
108
104
46, 50, 179
46
45
38, 127, 134,
188
359, 403
312, 318
66
108, 289
278
17
79
127
73, 115, 155,
180, 295, 340
328
130
101, 139, 161
119, 129
126, 170, 188,
204, 230, 401
95, 127, 138,
172, 184, 206,
302
132, 173, 207,
241
56

T

tauäquivalente Messung 115
taylored testing 82
Temperamentstyp 153
Tendenz zum extremen Urteil 68, 218
Tendenz zum mittleren Urteil 68, 218
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Test
Test für medizinische Studien-
gänge
Testmotivation
Testtheorie
Testverlängerung
Thematischer Apperzeptionstest
Theorie
Thurstone-Skalierung
Treffsicherheit

17
65

Trennschärfe

Trennschärfeparameter

TYP

U

81
17, 20
39, 355
49
22
51
157, 172, 183,
361
102, 110, 114,
125, 214, 363,
374
121, 134, 215,
377
91, 152, 170

Üben 75
Umpolung 88, 90, 211
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