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1. Kapitel

Modelle zur Beschreibung
statistischer Zusammenhänge in
der psychologischen Forschung

Helfried Moosbrugger

1. Einführung und Überblick

In diesem Kapitel geben wir eine Einführung in Bereiche der angewandten
Statistik, die bereits um die Jahrhundertwende betreten wurden (siehe z.B.
Pearson 1896, Spearman 1904), aber bis heute in einer intensiven Entwicklung
stehen, deren Ende noch nicht abzusehen ist. Wir behandeln in Form eines
integrierenden Überblicks Theorie und Anwendung von Modellen zur Be-
schreibung statistischer Zusammenhänge.

Beobachtung und Beschreibung von Zusammenhängen haben in der psycholo-
gischen Forschung zumindest zwei Funktionen: zum einen entsteht dadurch
ein Anlaß, induktiv die Entwicklung inhaltlicher Theorien zu betreiben, weil
beobachtete statistische Zusammenhänge einer theoretischen Erklärung bedür-
fen; zum anderen sind beobachtete statistische Zusammenhänge gewisserma-
ßen die empirischen Gegebenheiten, an denen deduktiv die Theorien auf ihre
Gültigkeit hin überprüft werden. Oft sind dabei die empirischen Beobachtun-
gen selbst schon auf theoretische Vorannahmen gegründet: Stellt man bei-
spielsweise bei einer empirischen Untersuchung eine Korrelation zwischen
,,Intelligenz“ und ,,Schulleistung“ fest, so hat man vorher implizit im Sinne
von Spearman (1904, 1926) die theoretische Entscheidung getroffen, daß ,,In-
telligenz“ eine einheitliche latente Variable sei, die mit einem psychometri-
schen Test gemessen werden kann. Dieses Vorgehen ist keineswegs unstrittig,
weil von anderen Autoren (z.B. Thurstone 1938, Guilford 1967) in Frage
gestellt wird, daß es sich bei Intelligenz um eine einheitliche Eigenschaft hand-
le, welche mit dem Intelligenzquotienten als Kennzahl darstellbar ist. Entspre-
chendes gilt auch für ,,Schulleistung“. Unter diesem Blickwinkel müssen selbst
,,empirische“ beobachtete Zusammenhänge bereits als ,,theoriebehaftet“ (vgl.
dazu auch Holzkamp, 1972, S. 81) angesehen werden.
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Während wir uns im folgenden Abschnitt mit Modellen befassen, welche die
statistischen Zusammenhänge manifester, d.h. direkt beobachtbarer Variablen
beschreiben, beschäftigen wir uns im darauffolgenden Abschnitt mit Situatio-
nen, in denen beobachtbare Zusammenhänge von manifesten Variablen auf
nicht direkt beobachtbare ,,latente“ Variablen zurückgeführt werden. Solche
latenten Variablen sind häufig Begriffe, welche in psychologischen Theorien
verwendet werden . ,,Intelligenz“ z.B. kann nicht als direkt beobachtbar aufge-
faßt werden. Beobachtbar sind vielmehr nur Verhaltensweisen, die auf unter-
schiedliche Ausprägung der Intelligenz schließen lassen. Ebenso verhält es sich
mit anderen ,,Persönlichkeitseigenschaften“. Daher geben wir im dritten Ab-
schnitt eine Einführung in die wesentlichen Grundgedanken der Theorie laten-
ter Variablen, welche insofern die formale Grundlage vieler psychologischer
Begriffe bildet, als sie angibt, wie latente Eigenschaften mit beobachtbarem
Verhalten verknüpft werden können. Exemplarisch behandeln wir den Fall
einer latenten Variablen, welche die Abhängigkeiten zwischen den beobacht-
baren Variablen erklärt in dem Sinn, daß deren Abhängigkeiten verschwinden,
wenn die gemeinsame latente Variable auf einem festen Wert gehalten wird.
Beobachtete Variablen mit dieser Eigenschaft heißen kongenerisch (Jöreskog,
1971, Steyer & Moosbrugger, 1979).

Die formale Gemeinsamkeit aller in diesem Kapitel behandelten statistischen
Modelle besteht darin, daß sie alle mit dem Konzept der bedingten Erwartung
formuliert werden können, für die im Anhang C einige Rechenregeln zusam-
mengestellt sind. Die bedingte Erwartung EO, IX) beispielsweise ist eine sto-
chastische Variable oder Zufallsvariable1), deren Werte E(y 1 x=x) die Erwar-
tungswerte der abhängigen stochastischen Variablen y unter der Bedingung
sind, daß die ,,bedingende“ Variable x einen bestimmten Wert x angenommen
hat. Im Grunde beschreiben die hier behandelten Modelle immer nur in einer
mathematischen Formulierung unsere Vorstellung, welche Werte der Varia-
blen y bei gegebenen Werten der Variablen x zu erwarten sind. Diese einfache
Grundidee kann zu recht komplizierten Modellen mit mehreren x- und y-
Variablen ausgebaut werden.

Im Abschnitt 2 dieses Kapitels stellen wir statistische Modelle mit manifesten
Variablen dar, die alle mit der Gleichung

formuliert werden können, wobei y sowie die xq, q E {1,2, . . ., Q} stochasti-
sche Variablen und die Parameter ß0 und ßq reellwertige Konstanten sind. Statt

1) Wir gebrauchen ,,stochastische Variable“ synonym zu ,,Zufallsvariable“ (auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (P,&,P)), worunter man eine d-meßbare Abbildung von !2
nach IR, der Menge der reellen Zahlen versteht, wobei SZ die Menge der Elementarer-
eignisse, die (Ereignis-)a-Algebra  und P ein Wahrscheinlichkeitsmaß ist (vgl. Bauer,
1974, s. 137).
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Wie wir zeigen werden, liegt Gleichung 1.1 einer Reihe von Analyseverfahren
zugrunde, welche sich nur hinsichtlich der Skalenqualität der beteiligten Varia-
blen unterscheiden: In der Regressionsanalyse sind sowohl y als auch die xq

quantitative Variablen, und EO, 1 )x ist somit die Regressionsgerade, -ebene
oder -hyperebene, je nachdem, wie viele Variablen in x zusammengefaßt sind.
In der Varianzanalyse ist y quantitativ, aber die xq sind qualitative zweistufige
Indikatorvariablen, welche die Gruppenzugehörigkeit anzeigen; die Werte
von EO, IX) s ind dann Erwartungswerte  der  abhängigen Variablen in  den
Gruppen. In der Diskriminanzanalyse mit zwei Gruppen ist y eine Indikator-
variable für die Gruppenzugehörigkeit, wohingegen die xq  quantitativ, aber
auf ein bestimmtes Intervall beschränkt sind, wenn man auch dort die Glei-
chung 1.1 zugrunde legt. Kodiert man die Zugehörigkeit zu den beiden Grup-
pen mit Null und Eins, so hat EO, IX) die bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(y= 1 1 x=x) als Werte, nämlich die Wahrscheinlichkeiten bei gegebenen
Werten der Variablen xq, der Gruppe ,,l“ anzugehören.

In der Kontingenzanalyse schließlich sind sowohl y als auch xq  qualitative
Indikatorvariablen, und die Kodierung von y mit Null und Eins führt wieder
dazu, daß EO, IX) bedingte Wahrscheinlichkeiten als Werte enthält, aber dies-
mal unter einer Gruppenzugehörigkeit und nicht, wie bei der Diskriminanz-
analyse, unter der Ausprägung quantitativer Variablen xq.

Man kann schon hier erkennen, daß alle genannten Verfahren auf der gleichen
Modellannahme basieren und sich lediglich durch das Skalenniveau der betei-
ligten Variablen unterscheiden.

Im Abschnitt 3 behandeln wir ebenfalls Modelle, denen eine Gleichung der
Form der Gleichung 1.1 zugrundeliegt, jedoch handelt es sich dort bei der
unabhängigen bedingenden Variablen nicht um eine direkt beobachtbare, son-
dern um eine latente Variable, die wir mit dem kleinen griechischen Buchsta-
ben 5 bezeichnen. Der Übersichtlichkeit halber beschränken wir uns in jenem
dritten Abschnitt auf eine latente Variable. Dafür ist es aber notwendig, zu-
gleich mehrere abhängige Variablen yp zu betrachten. Den meisten Modellen
jenes Abschnitts liegt die Gleichung

zugrunde, wobei hpO wiederum eine reellwertige Skalenkonstante ist und h, ein
reellwertiger Parameter, der ebenso wie die Konstanten ßq (siehe Gleichung
1.1) die Enge des statistischen Zusammenhangs zwischen den betreffenden
Variablen angibt.

2) Ein Q-variater stochastischer Vektor (oder Zufallsvektor) ist eine d-meßbare Abbil-
dung von nach IRQ (vgl. auch Fußnote 1).
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Nach der Entwicklung einer allgemeinen Theorie latenter Variablen werden
wir zeigen, daß auch Gleichung 1.2 verschiedenen, eng miteinander verwand-
ten Modellen mit latenten Variablen zugrunde liegt, welche sich nur dadurch
unterscheiden, daß die beteiligten Variablen quantitativ bzw. qualitativ sind:
In der Faktorenanalyse mit einem Faktor, welche formal als Analogon zur
Regressionsanalyse aufgefaßt werden kann, sind sowohl die yp als auch 5 quan-
titativ, und ECJ,~() entspricht einer Regressionsgeraden. Sind die yP  wieder
Indikatorvariablen für jeweils zwei Gruppen, wohingegen f; quantitativ, aber
auf ein bestimmtes Intervall beschränkt ist, so erhalten wir Lazarsfeld’s ,,linear
traceline model“, wobei EC~,IQ  die ,,traceline“ bezeichnet und wieder bedingte
Wahrscheinlichkeiten PCyr= IIc=Q als Werte aufweist, wenn man als Kodie-
rung für die yP Null und Eins wählt. In formaler Hinsicht entspricht dieses
Modell daher der Diskriminanzanalyse. Sind die yP quantitativ und ist 6 eine
Variable, welche die Zugehörigkeit zu einer von zwei latenten Gruppen an-
zeigt, so erhalten wir Gibsons ,,latent profile model“. Die bedingte Erwartung
EC~,~C)  enthält dabei die Erwartungswerte der yP innerhalb der jeweiligen la-
tenten Gruppe. Formal ist dieses Modell analog zur Varianzanalyse. Sind
schließlich alle beteiligten Variablen qualitativ mit der Kodierung Null und
Eins, so finden wir, daß Gleichung 1.2 das ,,latent class model“ von Lazarsfeld
beschreibt, u n d  QY,IO hat wieder die bedingten Wahrscheinlichkeiten
~(y~=llt = E) als Werte. Dieses Modell entspricht also in formaler Hinsicht
die Kontingenzanalyse. Auch ,,logistische Testmodelle“ wie z.B. das ,,Rasch-
Modell“, und das ,,klassische latent-additive Testmodell“ von Moosbrugger &
Müller, welche keine unmittelbare Entsprechung bei den Modellen mit mani-
festen Variablen haben, werden wir als Anwendungsfälle der Theorie latenter
Variablen referieren.

Bei allen Gemeinsamkeiten, die in formaler Hinsicht zwischen den Modellen
der zweiten und denjenigen des dritten Abschnitts bestehen, darf man jedoch
nicht die Unterschiedlichkeit übersehen, die in ihren Zielen bestehen. Wäh-
rend die Modelle des zweiten Abschnitts den Zweck haben, statistische Zu-
sammenhänge zu beschreiben, dienen die Modelle des dritten Abschnitts ge-
wissermaßen der Bildung von psychologischen Begriffen. Die jeweiligen laten-
ten Variablen 5 lassen sich nämlich als psychologische Konstrukte (s. z.B.
Herrmann, 1973 oder MacCorquodale & Meehl, 1948) interpretieren.

Die Modelle latenter Variablen können als eine Art der Erklärung von statisti-
schen Zusammenhängen aufgefaßt werden, da die Zusammenhänge zwischen
den abhängigen Variablen yP, sofern sie ,,kongenerisch“ sind, bei jeder Ausprä-
gung von c verschwinden. In diesem Sinn kann man sagen, daß die latente
Variable [ dem Modell nach die statistischen Abhängigkeiten zwischen den
beobachtbaren Variablen yP erklärt. Eine grundlegende Behandlung von Mo-

dellen zur Erklärung statistischer Zusammenhänge nimmt Steyer (1982) in
diesem Band vor.



Modelle zur Beschreibung statistischer Zusammenhänge 5

2. Modelle mit manifesten Variablen

2.1 Einleitung und Überblick

Im vorliegenden Abschnitt 2 behandeln wir die Regressions-, Varianz-, Dis-
kriminanz- und Kontingenzanalyse. Dabei zeigen wir, daß die Analyseverfah-
ren in formaler Hinsicht grundlegende Gemeinsamkeiten aufweisen. Die ver-
schiedenen Namen dieser Verfahren sind eher historisch zu verstehen, ebenso
wie ihre getrennte Behandlung in den Lehrbüchern der angewandten Statistik.
Die Worte ,,Varianz-“, Regressionsanalyse“ etc. sind eher als Kennzeichnung
für die Fragestellungen aufzufassen, bei denen diese Verfahren angewandt
werden. Alle in diesem Abschnitt behandelten Modelle präzisieren Vorstellun-
gen über statistische Zusammenhänge direkt beobachtbarer oder ,,manifester“
Variablen.

Statistische Zusammenhänge können erstens zur Prädiktion verwendet wer-
den, was ein vorrangiges Ziel in der ,,Regressionanalyse” ist. Nachdem man in
einer Stichprobe das ,,Zusammenauftreten“ zweier Variablen beobachtet hat,
kann man in anderen Stichproben den Wert der einen Variablen aus dem Wert
der anderen vorhersagen. Die Stärke statistischer Zusammenhänge kann zwei-
tens aber auch für sich genommen von Interesse sein. Sie wird in der Korrela-
tionsanalyse untersucht. Drittens sind statistische Zusammenhänge zwischen
Gruppen einerseits - welche als qualitative Variablen kodierbar sind - und
quantitativen Variablen andererseits ein Ausdruck von Unterschieden zwi-
schen den Gruppen hinsichtlich der Mittelwerte der quantitativen Variablen.
Die Untersuchung von Mittelwerteunterschieden ist unter den Begriffen ,,t-
Tes t” ,  ,,Varianzanalyse“ und ,,Mittelwertevergleiche“ bekannt. Viertens kann
man statistische Zusammenhänge zwischen Gruppen und quantitativen Varia-
blen zur Vorhersage der Gruppenzugehörigkeit nutzen, sofern der Wert der
quantitativen Variablen bekannt ist. Untersuchungsmethoden mit diesem Ziel
heißen ,,Diskriminanzanalyse“. Liegen nur qualitative Variablen vor, so kann
man fünftens auftretende Häufigkeiten von Merkmalen mit der ,,Kontingenz-
analyse“ auf statistische Abhängigkeit hin untersuchen.

Wir zeigen, daß alle fünf Verfahren zur Beschreibung von Zusammenhängen
zwischen manifesten (d.h. beobachtbaren) Variablen auf der gleichen formalen
Theorie basieren, die wir in Abschnitt 2.2 darstellen. Dabei gehen wir nicht
auf Stichprobenprobleme wie Schätzverfahren und Hypothesenbeurteilung
(z.B. durch Signifik  anztests) ein. Diese sind Gegenstand der nachfolgenden
Kapitel dieses Bandes.
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2.2 Eine formale Theorie zur Beschreibung statistischer
Zusammenhänge

2.2.1 Die Grundannahme

Die in diesem Abschnitt behandelte Klasse von Modellen zur Beschreibung
des statistischen Zusammenhangs zwischen einer stochastischen Variablen y
und mehreren stochastischen Variablen xq,  q E {1,2, . . ., Q} basieren auf fol-
gender linearen Gleichung

oder in Vektorschreibweise

wobei wir voraussetzen, daß alle beteiligten stochastischen Variablen auf dem
gleichen Wahrscheinlichkeitsraum (s. Fußnoten 1 und 2) definiert sind und
eine endliche Erwartung haben. Gleichung 2.1 besagt (siehe auch Anhang C),
daß die bedingte Erwartung von y bei gegebenen x1, x2, . . ., xQ eine Summe von
ßa und einer Linearkombination der xq  ist. Die Variable y bezeichnet man
häufig als abhängige Variable oder Kriteriumsvariable, die Variablen xq  als
unabhängige Variablen oder Prädiktorvariablen3). ßa ist eine Skalenkonstante,
die angibt, welchen bedingten Erwartungswert die abhängige Variable y hat,
wenn alle unabhängigen Variablen xq den Wert Null haben. Die reellwertigen
Koeffizienten ßq q E {1,2, . . . Q} sind genau dann gleich Null, wenn kein
durch Gleichung 2.1 beschriebener statistischer Zusammenhang zwischen y
und xq besteht. Die ßq wachsen in ihrem Absolutbetrag mit der ,,Enge“ des
statistischen Zusammenhanges zwischen y und xq bis zu einem Höchstbetrag,
der von den Varianzen der beteiligten Variablen abhängig ist. Man beachte
jedoch, daß diese vereinfachende Interpretation ihre Gültigkeit verliert, wenn
,,Suppressorvariablen“ (vgl. z.B. Darlington, 1968, S. 164, Fischer, 1974, S.
75, Conger & Jackson, 1972, Conger 1974) vorliegen.

2.2.2 Die Residualvariable

Statistische Zusammenhänge sind in der Regel nicht deterministisch. Zwischen
der bedingten Erwartung ~(ylx)  und y selbst wird daher meist ein Unterschied
bestehen. Diese Differenz, nämlich

3) Moosbrugger (1980) hat Gleichung 2.1 für nichtlineare multiple Variablenzusam-
menhänge mit Wechselwirkungen erweitert. Die bedingte Erwartung EO, 1 x) = ßa+ß’z
ist dann eine Linearkombination der R>Q unabhängigen Variablen zr,r E {1, . . ., R},
welche beliebige Funktionen der bedingenden Variablen xq sein können.
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bezeichnen wir als Fehler- oder Residualvariable von y. Für die abhängige
Variable y folgt dann aus den Gleichungen 2.1 und 2.2

(2.3)

Für die Residualvariable von y gilt allgemein

(2.4)

(siehe Anhang C, Regeln 4, 5 und 10), was bedeutet, daß die bedingten Erwar-
tungswerte der Residualvariablen bei allen Ausprägungskombinationen der xq

gleich Null sind. Ohne diese Eigenschaft würde die stochastische Variable
EO,Ix)  als Wer et nicht die bedingten Erwartungswerte für y enthalten.

Eine weitere Eigenschaft der Residualvariablen ist, daß auch ihr unbedingter
Erwartungswert

(2.5)

gleich Null ist (siehe Anhang C, Regel 9), und daß die Kovarianzen zwischen
allen unabhängigen Variablen xq und der Residualvariablen E

(2.6)

gleich Null sind (siehe Anhang C, Regel 11). Man beachte, daß mit Gleichung
2.6 weder gefordert ist, daß die bedingte Fehlervarianz V(E Ix=x) für alle
Ausprägungskombinationen der xq gleich ist, noch irgendeine spezielle Vertei-
lungsannahme getroffen wird.

2.2.3 Kovarianzmodellgleichungen und Parameteridentifikation

Nachdem wir in Gleichung 2.1 ein statistisches Modell formuliert haben, stellt
s ich  nun  die Frage ,  ob die dar in  en tha l tenen  Parameter  -  in  unserem Fal l  s ind

das ß0 und die Komponenten von ß - eindeutig aus beobachtbaren Vertei-
lungskennwerten der beteiligten stochastischen Variablen bestimmt (identifi-
ziert) werden können. Im Fall eines Modells vom Typ der Gleichung 2.1 reicht
die Betrachtung der Modellstruktur für den Kovarianzvektor C(x,y) sowie für
die Varianzen V(y) und V(E)  aus.

Die Gleichungen 2.3 und 2.6 implizieren die folgenden Modellstrukturglei-
chungen

a) für den Kovarianzvektor von xq und y
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(2.7)

wobei C(x,x) die Kovarianzmatrix der xq bezeichnet (siehe Anhang B, Regeln 1
und 2), und

b) für die Varianz von y

(2.8)

(siehe Anhang B, Regeln 1 und 2).

Unter der zusätzlichen Annahme, daß C(x,x) invertierbar ist, erhalten wir die
Identifikationsgleichung für die Koeffizienten ßq aus Gleichung 2.7

(2.9)

und jene für die Varianz der Residualvariablen s aus den Gleichungen 2.8 und
2.9

(2.10)

Wenn die Parameter ßq und die Residualvarianz V(E) eindeutig bestimmt sind,
läßt sich auch die unbekannte Skalenkonstante ß0 leicht berechnen: Aus den
Gleichungen 2.3 und 2.5 folgt nämlich nach Umformen (siehe Anhang A,
Regel 2)

(2.11)

als Differenz des Erwartungswertes von y und den mit den Koeffizienten ßq
gewichteten Erwartungswerten der xq.

Lassen sich wie hier alle unbekannten Modellparameter aus den Erwartungs-
werten, Varianzen und Kovarianzen der beobachtbaren Variablen eindeutig
bestimmen, so bezeichnet man das Modell als identifiziert. Man beachte, daß
es sich bei den Gleichungen 2.9 bis 2.11 um Identifikationsgleichungen han-
delt. Schätzgleichungen, in denen analoge Stichprobenkennwerte verwendet
werden, finden sich z.B. in Moosbrugger (1978, S. 56 und 61). über andere
Schätzmethoden informieren z .B.  Späth  (1973,  1974) ,  Har ter  (1974a,b ,
1975a,b,c), Hoerl & Kennard (1970) oder Humak (1977).

Wenn C(x,x) nicht invertierbar ist, kann eine allgemeine Lösung für ß immer
durch

(2.12)

gefunden werden, wobei C(x,x)- die verallgemeinerte Inverse (vgl. z.B. Rao
& Mitra, 1971) der Kovarianzmatrix C(x,x) ist. Eine solche Lösung wird im
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allgemeinen jedoch erst durch zusätzliche Nebenbedingungen eindeutig (siehe
z.B. Moosbrugger & Steyer (1982) in diesem Band).

2.2.4 Determinierte Varianz, multiple Korrelation und Determinations-
koeffizient

Wir bezeichnen mit V [EO,  ( x)] die durch x determinierte Varianz von y. Unter
Verwendung von Gleichung 2.1 erhalten wir die Beziehung

(2.13)

Setzen wir Gleichung 2.13 in Gleichung 2.10 ein, so sehen wir, daß die deter-
minierte Varianz die Differenz von Gesamtvarianz und Residualvarianz ist:

(2.14)

Dividieren wir Gleichung 2.14 durch V(y), so erhalten wir unter Verwendung
von Gleichung 2.13 und unter der Voraussetzung V(y) # 0 den durch x deter-
minierten Varianzanteil von y :

(2.15)

Dieser Kennwert heißt multipler Determinationskoeffizient, die positive Wur-
zel daraus multiple Korrelation (vgl. auch Moosbrugger, 1978, S. 65). Die
Werte von R2(y,x) liegen zwischen Null und Eins, wobei R2(y,x) den Wert
Null annimmt, wenn ß bzw. C(x,y) der Nullvektor ist.

2.2.5 Multivariate Verallgemeinerung

Liegen P abhängige Variablen vor, so können wir die Grundannahme 2.1
durch deren multivariate Verallgemeinerung

(2.16)

ersetzen. Entsprechend dem Vorgehen beim univariaten (P = 1) Fall erhalten
wir hier die Modellgleichung für die Kovarianzmatrizen

(2.17)

und unter der Voraussetzung der Invertierbarkeit von C(x,x), die Identifika-
tionsgleichungen

(2.18)

u n d
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(2.19)

Andernfalls gilt wieder die allgemeine Lösung

(2.20)

die erst durch zusätzlich Nebenbedingungen eindeutig wird.

Als multivariate Verallgemeinerung des multiplen Determinationskoeffizien-
ten kann der multivariate Determinationskoeffizient

(2.21)

angesehen werden (vgl. auch Cramer & Nicewander, 1979), dessen Werte
zwischen Null und Eins liegen. Dabei ist

gleich der Anzahl der abhängigen Variablen. Näheres siehe Moosbrugger &
Steyer (1982) in diesem Band.

2.2.6 Zusammenfassende Bemerkungen

Die in diesem Abschnitt dargestellte Theorie beruht auf einer einzigen Annah-
me, nämlich der Gleichung 2.1. Daraus läßt sich die Identifikationsgleichung
für den dabei auftretenden Parametervektor ß ableiten, falls C(x,x) invertierbar
ist. Andernfalls müssen zusätzliche Nebenbedingungen über die Parameter in
ß formuliert werden, um zu einer eindeutigen Lösung für ß aus den Kova-
rianzmatrizen C(x,x) und C(x,y) zu gelangen. Analoges gilt für den multivaria-
ten Fall. Mit dem multiplen - bzw. multivariaten Determinationskoeffizien-
ten kann angegeben werden, wie eng der statistische Zusammenhang zwischen
y (bzw. y) und x ist. In den nachfolgenden Abschnitten wollen wir verdeutli-
chen, daß die beschriebenen Konzepte in verschiedensten Situationen der psy-
chologischen Forschung ihre Anwendung finden.

2.3 Anwendungen der formalen Theorie.

In den folgenden Unterkapiteln wollen wir zeigen, um welche Spezialfälle der
in Kapitel 2.2 dargestellten allgemeinen Theorie es sich bei der Regressions-,
Korrelations-, Varianz-, Diskriminanz- und Kontingenzanalyse handelt. Da-
bei werden auch die Zusammenhänge zwischen den genannten Analyseverfah-
ren deutlich.
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2.3.1 Regressions- und Korrelationsanalyse

Die Begriffe ,,Regression“ und ,,Korrelation“ entstanden im letzten Jahrhun-
dert. Explizit wurden ,,Regression“ und ,,Co-Relation“ von Galton zumindest
seit 1889 benutzt (Galton 1889). Galtons erste, aber noch nicht als solche
bezeichnete ,,Regressionslinie“ vom Jahre 1877 zeigt die Abhängigkeit des
Durchmessers von Blatterbsensamen von jenen der zugehörigen Mutterpflan-
zen. Mit der Größe des Samendurchmessers der Mutterpflanzen steigt jener
der Tochterpflanzen an, bei letzteren jedoch in geringerem Ausmaß. Diese
Beobachtung, daß die Durchmesser von Blatterbsensamen der Tochterpflan-
zen dazu tendieren, zur mittleren Größe des Samendurchmessers der Vorfah-
ren zurückzukehren, bezeichnete Galton 1889 als ,,Regression“. Regressions-
und Korrela t ionsmethoden wurden dann von Pearson (1896)  sowie  Yule
(1897) weiter entwickelt. Doch bereits lange vor Galton wurden ,,Regressions-
analysen“ durchgeführt, freilich ohne daß dabei dieser Begriff Verwendung
fand, so z.B. auf geophysikalischem Gebiet von Adrain (1818) oder von den
Wiener Astronomen Kreil (1831) und Littrow (1818, 1833), welche bereits
genaue Berechnungsformeln der ,,Regressionskoeffizienten“ nach der Mini-
mum-Quadrat-Methode angaben.  (Ausführl ichere geschicht l iche Angaben
machen z.B. Weiling, 1972, 1973 und David, 1978).

In der Regressionsanalyse handelt es sich bei y und den xq in der Regel um
quantitative stochastische Variablen. Sind z.B. die Meßwerte einer Vp in den
Variablen xq  gegeben und sind die Koeffizienten ßq in der Gleichung 2.1
bekannt, so läßt sich der Wert y der Variablen y mit einem bestimmten Fehler
s voraussagen. Jeder für einen festen Vektor x vorhergesagte Erwartungswert
EO, Ix=x) ist eine Realisation der bedingten Erwartung Eb 1 x), welche im
Fall kontinuierlicher Variablen und linearer Beziehungen zwischen y und den
xq eine Ebene bzw. eine Hyperebene ist und Regressionsebene heißt. Für zwei
unabhängige Variablen beschreibt E(~Ixl,xz) eine Ebene, welche zur Prädik-
tion von y aus x1 und x2 benutzt werden kann (siehe Abbildung 2.1). Dabei ist
ß0 der Ordinatenabschnitt, also die Höhe, in der die Regressionsebene die y-
Achse schneidet, ß1 die Steigung der Ebene entlang der x1-Achse und ß2 die
Steigung entlang der x2-Achse.

Das Ausmaß der Vorhersagbarkeit von y hängt von der ,,Enge“ des linearen
statistischen Zusammenhanges ab, die wir mit dem multiplen Determinations-
koeffizienten angeben können (siehe Gleichung 2.15).

Im Fall eines multiplen Regressionsmodells mit zwei Prädiktoren und Interak-
tion,

(2.22)

ist die bedingte Erwartung EO, 1 xr,xa) eine gekrümmte Fläche (siehe Abbil-
dung 2.2), deren Steigung entlang der x1-Achse auf der Stufe x2=0 der Parame-
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ter ßq angibt und entlang der x2-Achse auf der Stufe x1 = 0 der Parameter ß2.
Der Parameter ß3 gibt jenen Anteil der bedingten Erwartung an, welcher auf
bestimmte Kombinationen von Merkmalsausprägungen in den Variablen x1

und x2  zurückgeht: Von Stufe zu Stufe der Variablen x2  (bzw. x1) ist die
Steigung der Variablen x1 (bzw. x2) um ß3 verschieden (moderiert). Somit ist ß3
genau der Unterschied zwischen den Steigungen der Regressionsgeraden von y
auf x1 (bzw. x2) in jeweils zwei um eine Einheit entfernt liegenden Ausprägun-
gen der Variablen x2 (bzw. x1). Daher wird x2 (bzw. x1) als Moderatorvariable
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Abb. 2.2: Regressionsmodell mit zwei Prädiktoren und Interaktion

bezeichnet, wenn ß3f0 gilt (vgl. Bartussek, 1970, S. 11, Moosbrugger, 1981 a,
S. 220).
Haben wir eine Stichprobe von Werten der Variablen y und xq vorliegen, so
können wir für multiple Regressionsmodelle unter der Normalverteilungsan-
nahme der Residualvariablen Hypothesen prüfen, indem wir berechnen, wie
wahrscheinlich es ist, daß alle oder einzelne ßq in der Population gleich Null
sind (siehe z.B. Moosbrugger, 1978, S. 72-77), oder daß sie bzw. Linear-
kombinationen aus ihnen andere hypothetische feste Werte annehmen (siehe
z.B. Timm, 1975, S. 177ff. oder Moosbrugger & Steyer, 1982, in diesem
Band).
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Weiterführende Literatur: Die Regressionsanalyse gehört zu den Themen, die von den
meisten Lehrbüchern der angewandten Statistik behandelt werden. Ausführlichere Ein-
führungen in die Regressionsanalyse geben Moosbrugger (1978), sowie Gaensslen &
Schubö (1973), deren Darstellung Matrixalgebra vermeidet. Des weiteren ist auch Ker-
linger & Pedhazur (1973) zur Einführung geeignet, außerdem Edwards (1976) sowie
Draper & Smith (1966). Auf die Bedeutung von komplexen Regressionsmodellen mit
Moderatorvariablen für die differentielle Validität psychologischer Tests geht z.B.
Moosbrugger (1981 a) ein.

2.3.2 Varianzanalyse

Die Varianzanalyse wurde von Sir R. A. Fisher (1925) für die Auswertung von
landwirtschaftswissenschaftlichen Experimenten entwickelt, bei denen es z.B.
um die Effekte von Düngemitteln auf den Ertrag ging. Nach dem zweiten
Weltkrieg hat dieses Verfahren jedoch auch in der Psychologie verstärkt An-
wendung gefunden, wobei in der Regel die Wirkungen experimenteller Mani-
pulationen überprüft werden. Heute zählt sie zu den Standardverfahren der
psychologischen Forschungsmethoden. Zur Geschichte der Varianzanalyse
siehe Weiling (1973).

Während bei varianzanalytischen Modellen mit Zufallsparametern (random-
model, vgl. z.B. Hays, 1973, Kap. 13) die ßq in Gleichung 2.1 stochastische
Variablen wären, können Varianz- und kovarianzanalytische Modelle mit fe-
sten Parametern (fixed-model, vgl. z.B. Hays, 1973, Kap. 12) als Spezialfalle
der Gleichung 2.1 angesehen werden. Wir beschränken uns daher auf Modelle
mit festen Parametern. Bei y handelt es sich dann wieder um eine quantitative
stochastische Variable, bei den xq jedoch in der Varianzanalyse ausschließlich
um qualitative Indikatorvariablen (synonym auch: Kodier- oder Dummyva-
riablen), deren Werte die Gruppenzugehörigkeit anzeigen, und in der Kova-
rianzanalyse (siehe z.B. Moosbrugger, 1978, Kap. 15) um qualitative und
quantitative Variablen.

In der einfaktoriellen Varianzanalyse mit zwei Stufen beispielsweise liegen als
Werte der abhängigen Variablen y eine Reihe quantitativer Meßwerte vor,
sowie die Information, welcher von zwei Gruppen ein Wert y jeweils ange-
hört. Von Interesse ist dann der Mittelwerteunterschied von y in beiden Grup-
pen (z.B. Behandlungs- und Kontrollgruppe). Kodieren wir die Zugehörigkeit
zur ersten Gruppe mit x = 1 und die zur zweiten Gruppe mit x = - 1, so ergibt
sich das Datenschema der Abbildung 2.3.4)

4) Man beachte dabei, daß eine Kodierung der Gruppenzugehörigkeit mit 1 und 0
ebenfalls zu gut interpretierbaren Parametern führen würde (vgl. auch Rochel, 1981).
Indikationsfragen verschiedener Kodierungsverfahren wurden von Schermelleh (1979)
untersucht.
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G r u p p e  Y X

Datenschema eines einfaktoriellen varianzanalytischen Modells mit zwei
Stufen, EO, 1 x) = ß. + ß x. Die abhängige Variable ist y, die an N1 bzw. N2

Beobachtungseinheiten in den beiden Gruppen erhoben wird. Die Indika-
torvariable x enthält die Information über die Gruppenzugehörigkeit der
Beobachtungseinheiten.

In der  zwei faktorie l len Var ianzana lyse  mi t  j e  zwei  S tufen  (s iehe Abbildung
2.4) beispielsweise liegen die Werte der abhängigen Variablen y vor sowie die
Information, aus welcher von vier Gruppen ein Wert y jeweils stammt. Von
Interesse sind lineare oder nichtlineare statistische Zusammenhänge zwischen
den xq und y, welche sich hier als Unterschiede der Erwartungswerte von y in
den vier Gruppen zeigen.

Faktor A

Stufe 1 Stufe 2

Stufe 1 1. G r u p p e 3. Gruppe
Faktor B

Stufe 2 2. Gruppe 4. G r u p p e

Abb. 2.4: Zweifaktorieller vollständig gekreuzter Versuchsplan mit 2 Stufen pro Faktor

Wir kodieren die zwei Stufen des Faktors A (siehe Abbildung 2.4) durch die
Kodiervariable xl mit den Werten xl = 1 für die Stufe 1 und xl = -1 für Stufe
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2, und die zwei Stufen des Faktors B durch die Kodiervariable x2 mit den
Werten x2 = 1 für die Stufe 1 und x2 = -1 für Stufe 2. Liegen mehr als zwei
Stufen pro Faktor vor, benötigt man auch mehr als eine Indikatorvariable pro
Faktor. Man beachte, daß die Art der Kodierung zwar die Interpretation der
Parameter bestimmt, aber keinen Einfluß auf die Hypothesenbeurteilung hat
(siehe z.B. Moosbrugger, 1978, Moosbrugger & Steyer (1982) in diesem Band,
Rochel, 1981, Steyer, 1979 oder Wottawa, 1974).

Nach dem in Abbildung 2.4 schematisierten kreuzfaktoriellen Versuchsplan
ergibt sich für die vier Subpopulationen das in Abbildung 2.5 dargestellte
Datenschema:

Abb. 2.5: Varianzanalytisches Datenschema zum Versuchsplan in Abbildung 2.4.
In der ersten Spalte ist die abhängige Variable y notiert, die an Ng Beobach-
tungseinheiten in der Gruppe g, g E {1,2,3,4}, erhoben wird. Die Spalten 2
und 3 zeigen die Indikatorvariablen x1 und x2 für die Stufen der Faktoren A
u n d  B .  D i e  V a r i a b l e  x1 x2 in Spalte 4 ist ein Indikator für bestimmte
Faktorstufenkombinationen. Sie dient der Erfassung von Wechselwirkun-
gen (Interaktionen, s.u.). Wird keine Interaktion angenommen, so entfällt
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Wie in der Regressionsanalyse liegen uns mit den Datenschemata der Abbil-
dungen 2.3 und 2.5 Werte von stochastischen Variablen vor, deren statistischer
Zusammenhang mit Gleichung 2.1 beschrieben werden kann.

Wir untersuchen im folgenden am zweifaktoriellen Design, welche Interpreta-
tion den Parametern ßq in diesem Kontext zukommt, zunächst ohne, danach
mit Annahme einer Interaktion (Wechselwirkung). Ein statistischer Zusam-
menhang zwischen y und den xq ohne Interaktion liegt dann vor, wenn Mittel-
werteunterschiede zwischen den Gruppen derart bestehen, daß die Differenz
der Erwartungswerte zwischen den Stufen des Faktors A auf jeder der Stufen
des Faktors B gleich groß ist und umgekehrt.

In welcher Beziehung die Parameter ß0 und ßq der Gleichung

(2.23)

mit den Erwartungswerten von y in den Gruppen stehen, sehen wir, wenn wir
die bedingten Erwartungswerte von y für die vier Gruppen bilden:

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Gewöhnlich werden die Gruppen als gleich groß angenommen, was bedeutet,
daß die Wahrscheinlichkeiten für die Faktorstufen P(x1 = 1) = P(x1 = - 1) = 1/2
und P(x2 = l) = P(x2 = -1) = 1/2 gilt. Dies stellt sicher, daß die unabhängigen
Variablen xl und x2 zueinander orthogonal sind, d.h. nicht miteinander korre-
lieren, so daß deren Einflüsse auf die abhängige Variable y voneinander unab-
hängig geschätzt werden können. Ist dies nicht der Fall, handelt es sich um
eine nonorthogonale Varianzanalyse (siehe z.B. Steyer, 1979).

Unter den obigen Annahmen der Gleichwahrscheinlichkeit für die Faktoraus-
prägungen finden wir Null als Erwartungswert der Indikatiorvariablen:

(2.28)

u n d

(2.29)

Bilden wir den Erwartungswert von Gleichung 2.23, so erhalten wir dann (vgl.
Anhang C, Regel 1)

(2.30)
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Demnach ist ß0 unter der genannten Voraussetzung gleich dem Erwartungs-
wert von y. Einsetzen von Gleichung 2.30 in die Gleichungen 2.24 bis 2.27
führt zu den Lösungen für

(2.31)

und

(2.32)

Wir sehen, daß ßl den ,,Haupteffekt von Faktor A“, (vgl. z.B. Hays, 1973,
S. 494), oder, bezogen auf Abbildung 2.4, den ,,Spalteneffekt“ darstellt, wo-
hingegen ß2 der ,,Haupteffekt von Faktor B”, oder bezogen auf Abbildung 2.4,

der ,,Zeileneffekt“ ist5). Abbildung 2.6 veranschaulicht die Beziehungen zwi-
schen den Parametern und den Erwartungswerten in den vier Gruppen:

Abb. 2.6: Veranschaulichung der Erwartungswerte von y in den 4 Gruppen eines
zweifaktoriellen varianzanalytischen Modells gemäß den Gleichungen 2.24
bis 2.27 mit ß0 = 3, ß1 = 2 und ß2 = 1.

5) Die weitverbreitete Bezeichnung ,,Effekt“ impliziert eine kausale Interpretation,

welche man strenggenommen nur im Kontext eines kausalen Modells (siehe Steyer,
1982, in diesem Band) vornehmen sollte.
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Ist der statistische Zusammenhang zwischen den bedingenden Variablen xq

und der abhängigen Variablen y nichtlinear in den bedingenden Variablen6), so
moderieren (verändern) die Stufen des Faktors B den Effekt des Faktors A
oder umgekehrt (vgl. auch Kap. 2.3.1). Einen solchen Moderatoreffekt, der in
der Varianzanalyse Wechselwirkungs- oder Interaktionseffekt heißt, können
wir mit einer weiteren Indikatorvariablen xl . x2 für die Faktorstufenkombina-
tionen und dem Parameter ß3 erfassen. Die Spalte 4 in Abbildung 2.5 (S.O.)
zeigt die entsprechenden Werte von x, x2. Ein Haupteffekt stellt dann den
durchschnittlichen Effekt eines Faktors gemittelt über die Stufen des anderen
Faktors dar. Für die bedingte Erwartung von y unter x gilt die folgende Glei-
chung

(2.33)

Zur Untersuchung, in welcher Beziehung in diesem Fall die Parameter ß0 und
ßq der Gleichung 2.33 mit den Gruppenerwartungswerten stehen, bilden wir
wieder die bedingten Erwartungswerte von y für die vier Gruppen:

(2.38)

führt.

Einsetzen von Gleichung 2.38 in die Gleichungen 2.34 bis 2.37 ergibt unverän-
derte Ausdrücke für ß1 und ß2 (siehe Gleichungen 2.31 und 2.32) und zusätz-
lich eine Gleichung für ß3:

(2.39)

Der Interaktionsparameter, nämlich der Koeffizient ß3 der Variablen x1.x2  ist
genau dann Null, wenn der Erwartungswert von y gleich dem arithmetischen

6)  Zur Klassifikation von linearen vs. nichtlinearen Modellen hinsichtlich der Parame-
ter ßq bzw. linearen vs. nichtlinearen Modellen hinsichtlich den bedingenden Variablen
xq siehe Moosbrugger, 1980, S. 5-12.
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Mittel der Erwartungswerte in den Gruppen 1 und 4 bzw. 2 und 3 ist. Dies ist
der Fall, wenn s ich  d ie  Erwar tungswete  von  y  in  den  v ier  Gruppen al lein aus
d e m  G e s a m t e r w a r t u n g s w e r t  E ( y )  =  ß0 und den Parametern ß1 und ß2 darstel-
len lassen. Die Größe von ß3 wächst mit der Nichtlinearität, nämlich mit der
Abweichung des Durchschnitts von je zwei, bezogen auf die Abbildung 2.4

, ,diagonalen“, Gruppenerwartungswerten vom Gesamterwartungswert. Der
Veranschaulichung dient Abbildung 2.7:

Abb. 2.7: Veranschaulichung der Erwartungswerte von y in den 4 Subpopulationen
eines zweifaktoriellen varianzanalytischen Modells mit Wechselwirkung ge-
mäß den Gleichungen 2.34 bis 2.37 mit ß0 = 3, ß1 = 2, ß2 = 1 und ß3 = 1 im
Unterschied zu ECylq,xa) in Abbildung 2.6. Der Haupteffekt ßq = 2 gibt
hier nur den durchschnittlichen Effekt von Faktor A an, welcher durch die
Stufen von Faktor B moderiert wird. Die Steigung (der Effekt) auf der Stufe
B1 beträgt (ß1  + ß3) = 3, auf der Stufe B2 hingegen (ß1 - ß3)  = 1. Die analoge
Aussage gilt für Faktor B: auf der Stufe A1 beträgt der Effekt (ß2  + ß3) = 2,
auf der Stufe A2 hingegen (ß2 - ß3)  = 0; den Durchschnitt zeigt der Haupt-
effekt ß2 = 1 an.
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Ebenso wie bei der Regressionsanalyse können wir in der Varianzanalyse unter
der Normalverteilungsannahme Hypothesen prüfen, indem wir berechnen,
wie wahrscheinlich es ist, daß alle oder einzelne ßq in der Population gleich
Null sind (siehe z.B. Moosbrugger, 1978, S. 72-77), oder daß Linearkombi-
nationen der ßq hypothetische feste Werte annehmen (siehe z.B. Timm, 1975,
S. 177ff. oder Moosbrugger & Steyer, 1982, in diesem Band), falls wir eine
Stichprobe von Werten der Variablen y und xq vorliegen haben.

Weiterführende Literatur: Auch die Varianzanalyse gehört zu den Standardthemen der
Lehrbücher für angewandte Statistik. Außer den bereits unter der Regressionsanalyse
(S.O.) genannten Bücher seien Searle (1971), Timm (1975), Bock (1975) und Finn (1974)
aufgeführt. Als ausgesprochenes Standardwerk gilt Winer (19712), der für sehr viele
Designs Rechenformeln angibt. Als weitere deutschsprachige Bücher seien Bandemer
et. al. (1977), Bortz (1977) und Rasch (1976) genannt. Eine Einführung in die multiva-
riate Varianzanalyse geben Moosbrugger & Steyer (1982) in diesem Band.

2.3.3 Diskriminanzanalyse

Auch d ie  Diskr iminanzana lyse  wurde  von  R.  A.  F i sher  (1936)  en twicke l t .  Se in

Anwendungsbeispiel war die Zuordnung von Irispflanzen zu einer von zwei
Arten auf der Basis der Länge und Breite der Kelch- und Blütenblätter (Ander-
son, 1978, S. 628). Die typische Fragestellung der Diskriminanzanalyse in der
P s y c h o l o g i e  i s t  d i e  d e r  K l a s s i f i k a t i o n ,  n ä m l i c h ,  z u  w e l c h e r  v o n  b e s t i m m t e n

(z.B. Krankheits-)Gruppen eine Person gehört, von der bestimmte Informa-
tionen x (z.B. ein oder mehrere Testwerte) vorliegen.

F o r m a l  g e s e h e n  i s t  d i e  D i s k r i m i n a n z a n a l y s e  e i g e n t l i c h  e i n e  U m k e h r u n g  d e r

Varianzanalyse. Ist es nach einer Varianzanalyse mit bedeutsamen Mittelwer-
teunterschieden möglich, von der Kenntnis der Gruppenzugehörigkeit der
qualitativen Variablen auf die durchschnittliche Ausprägung der quantitativen
Variablen zu schließen, so ermöglicht in Umkehrung dieses Vorgangs die
sogenannte Diskriminanzfunktion einen Schluß, in welche der Gruppen eine
bes t immte  Wer tekombina t ion  der  quant i ta t iven  Var iab len  am ehes ten  k lass i f i -

ziert werden kann.

Die Grundgedanken lassen sich am leichtesten für den Fall zweier Gruppen
darstellen. Hierbei ist zu beachten, daß wir, um die formale Verträglichkeit
mit der Gleichung 2.1 herbeizuführen, gegenüber der Varianzanalyse die Be-
deutung von x und y vertauschen. Nun sei y eine Indikatorvariable, wobei
y = 1 Zugehörigkeit zur Gruppe 1 und y = 0 Zugehörigkeit zur Gruppe 2
bedeuten soll. Die quantitativen Informationen seien in den kontinuierlichen
Variablen xq  gesammelt. Da wir in unserer bisherigen Erörterung nur eine
abhängige Variable gegenüber mehreren unabhängigen zugelassen haben, ist
mit einer Kodiervariablen y eine Unterscheidung von nur zwei Gruppen mög-
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lich. Mehrere Gruppen erfordern ein multivariates Modell (siehe z.B. Bock,
1975, S. 403), um mit mehreren Indikatorvariablen yP mehr als zwei Gruppen
kodieren zu können.

In der Diskriminanzanalyse heißt die bedingte Erwartung EO,Ix)  auch Diskri-
minanzfunktion. Wird diese wiederum als linear angenommen, so gilt weiter-
hin Gleichung 2.1, doch mit der oben erwähnten Vertauschung von x und y
geht auch eine Veränderung der Bedeutung der Parameter ßq einher, welche
wir kurz untersuchen wollen:

Die Interpretation der Skalenkonstanten ß0 wird erleichtert, wenn wir die
Erwartungswerte aller kontinuierlichen Variablen xq ,  q E {1,2,...,Q}, gleich
Null setzen. Dann ist

(2.40)

Da die Gruppenvariable y nur die Werte y = 1 und y = 0 annehmen kann, gilt
für ihren Erwartungswert und folglich für ß0

(2.41)

Die Skalenkonstante gibt also die Wahrscheinlichkeit an, der mit Eins kodier-
ten Gruppe anzugehören, Folglich könnte bei unbekannten Werten der Varia-
blen xq, ebenso wie bei ß = 0 eine Vorhersage (Diskrimination) der Gruppen-
zugehörigkeit nur nach den Gruppenwahrscheinlichkeiten erfolgen. Sind bei-
de Gruppen zudem gleich wahrscheinlich, so ist eine begründete Entscheidung
zwischen beiden Gruppen nicht mehr möglich, weil ß0 = 1/2 wird.

Die Vorhersagbarkeit wächst hingegen mit der ,,Enge“ des Zusammenhangs
zwischen y und den Variablen xq, d.h., sofern wir von unveränderten Varian-

zen der beteiligten Variablen ausgehen, mit wachsender Höhe der Parameter
ßq. Die Diskriminanzfunktion kann bei der hier vorliegenden zweiwertigen
Gruppenvariablen y wegen

(2.42)

als bedingte Wahrscheinlichkeit, der Gruppe 1 anzugehören, interpretiert wer-
den. Liegen die Parameter ßq # 0 fest, so erhöhen die Absolutbeträge der
Differenzen im Vektor x-E(x) die Sicherheit der Gruppenzuordnung.

Bei der Annahme einer linearen Diskriminanzfunktion ist zu beachten, daß
der Wertebereich jeder quantitativen Variablen xq ,  q E {1,2,.. . ,Q}, deren
zugehöriger Koeffizient ßq f 0 ist, auf ein endliches Intervall beschränkt sein
muß. Andernfalls ergäbe sich ein Widerspruch zu der Tatsache, daß die Werte
von EO, (x) wegen der Ko dierung mit Null und Eins als bedingte Wahrschein-
lichkeiten zu interpretieren sind. Demnach läßt sich beispielsweise die Annah-
me der multivariaten Normalverteilung der xq innerhalb der beiden Gruppen
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nicht in Einklang bringen mit der Annahme, daß EO, ( x) eine lineare Funktion
im Sinne der Gleichung 2.1 ist, falls mindestens einer der Koeffizienten ßq,q  E
{1,2,...,Q}, ungleich Null ist.

Weiterführende Literatur: Eine einführende Darstellung in die Diskriminanzanalyse
findet man z.B. bei Tatsuoka (1971) oder Marinell (1977). Bock (1975) zeigt darüber
hinaus auch, wie man Nutzenüberlegungen mit der Diskriminanzanalyse verbinden
kann, was für Zuordnungsprobleme insofern von Bedeutung ist, als verschiedene Arten
von falschen Zuordnungen verschieden große Schäden anrichten können.

2.3.4 Kontingenzanalyse

Von einer Kontingenzanalyse sprechen wir, wenn der statistische Zusammen-
hang zwischen qualitativen Variablen untersucht wird. Während wir im Ab-
schnitt über die Varianzanalyse die Gruppenzugehörigkeit mit Variablen ko-
diert haben, deren Werte nur 1 und -1 sein konnten, so verwenden wir hier
wie in der Diskriminanzanalyse Indikatorvariablen, die nur die Werte 1 und 0
annehmen. Dies führt zu besonders gut interpretierbaren Parametern.

Sind sowohl die unabhängigen Variablen xq als auch die abhängige Variable y
Kodiervariablen für jeweils zwei Kategorien, so reduziert sich die Untersu-
chung der Kovarianzen nach dem Modell der Gleichung 2.1 auf die Analyse
der Wahrscheinlichkeit des Auftretens von Merkmalskombinationen. Exem-
plarisch betrachten wir hier den Fall einer 2x2x2 Kontingenzanalyse (siehe
Abbildung 2.8) sowohl ohne als auch mit Interaktion.

Zur Interpretation der Parameter im kontingenzanalytischen Modell ohne In-
teraktion

(2.43)

untersuchen wir wieder die Erwartungswerte von y bei gegebenem x = x.
Nach der obigen Gleichung ergibt die Betrachtung des Falles x1 = 0, x2 = 0

(2.44)

die des Falles x1 = 1, x2 = 0

(2.45)

und die des Falles x1 = 0, x2 = 1

(2.46)
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Gruppe y x1 x2 x1 . x2

Abb. 2.8: Kodierung einer dreidimensionalen 2x2x2  Kontingenztafel für ein Modell
mit Interaktion. Bei einer Kontingenzanalyse sind alle beteiligten Variablen
qualitativ. Die unabhängigen Variablen x1 und x2 enthalten Information über
die Gruppenzugehörigkeit einer Beobachtungseinheit.  Bei einem Modell
ohne Interaktion entfällt die Spalte für x1 ~2.  Eine Merkmalskombination
liegt mit den Werten der Variablen y, x1 und x2 fest.

Der  Paramete r  ß0 i s t  a l so  in  e iner  2x2x2 Kont ingenzanalyse  mi t  der  Kodie-

rung  Nu l l  und  Eins  g le ich  der  bed ingten  Wahrsche in l ichke i t  fü r  , ,y  =  1“  be i

gegebenem x1  =  x2  = 0 (siehe Gleichung 2.44). Die Parameter ß1 ist nach Glei-

c h u n g  2 . 4 5  d i e  D i f f e r e n z  d e r  b e d i n g t e n  W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n  v o n  y  =  l  b e i

gegebenem x1 = 1 bzw. x1 = 0 auf der Stufe x2 = 0, und der Parameter ß2 ist nach
Gleichung 2.46 die Differenz der bedingten Wahrscheinlichkeiten von y = 1 bei

gegebenem x2 = 1 bzw. x2 = 0 auf der Stufe x1 = 0. Diese Interpretationen gelten
sowohl für den Fall ohne als auch mit Interaktion.

Legen wir einen Zusammenhang zwischen y und den xq  zugrunde, bei dem
eine Interaktion besteht, so können wir die Ausprägungskombinationen der
Variablen x1 und x2 durch die Variable xIx2 erfassen (siehe die Spalte für xI.xz
der Abbildung 2.8)

(2.47)
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Als Identifikationsgleichungen für die Parameter ß1 bis ß3 dient auch hier die
Gleichung 2.9, für ß0 die Gleichung 2.11.

Die Interpretation der Parameter ß0, ß1 und ß2 bleibt unverändert (siehe Glei-
chungen 2.44 bis 2.46); die für ß3 ergibt sich aus der Gleichung 2.47 wie folgt:

(2.48)

Eine Interaktion ß3 # 0 liegt vor, wenn die Differenz der bedingten Wahr-
scheinlichkeiten PO, = 1 1 x2 = 1) und P(y=1 1 x2 = 0) auf den beiden Stufen von
x1 nicht gleich groß ist.

Als Beispiel für eine Kontingenzanalyse mit extremer Interaktion behandelt
Moosbrugger (1980) das sogenannte Meehl’sche Paradoxon (Meehl, 1950).

Liegen für die Wahrscheinlichkeiten, einer Untergruppe anzugehören, Schät-
zungen vor, so können wir unter Beachtung entsprechender Voraussetzung
(vgl. z.B. Bortz, 1977, S. 202) mit Signifikanztests (x’-Tests) überprüfen, wie
wahrscheinlich es ist, daß alle oder einzelne Parameter ßq in der Population
gleich Null sind oder einen anderen hypothetischen festen Wert haben.

Weiterführende Literatur: Zur Kontingenzanalyse oder Analyse qualitativer Daten gibt
es eine Vielzahl von unterschiedlichen Ansätzen, welche z.T. (wie etwa die ,,loglinea-
ren Modelle“ oder die ,,Konfigurationsfrequenzanalyse“) keine Unterscheidung zwi-
schen abhängigen und unabhängigen Variablen treffen. Die wichtigsten Ansätze schei-
nen uns durch folgende Autoren vertreten zu sein: Bishop, Fienberg & Holland (1975),
Cox (1970), Goodman (1978), Krauth & Lienert (1973).

3. Modelle mit latenten Variablen

3.1 Einleitung

Im Alltag erklärt man ,,gleichartiges “ Verhalten einer Person in verschiedenen
S i t u a t i o n e n  o f t ,  i n d e m  m a n  i h r  e i n e  E i g e n s c h a f t  z u s c h r e i b t ,  d i e  f ü r  d i e s e s

Verhalten verantwortlich ist. Verhält sich jemand beispielsweise effektiv bei
d e r  L ö s u n g  v o n  P r o b l e m e n  v e r s c h i e d e n e r  A r t ,  s o  s c h r e i b t  m a n  d i e s  s e i n e r

hohen  In te l l igenz  zu .  Diese  a l l t äg l iche  Vorgehensweise  kann  man durch  ma-

thematische Modelle präzisieren. Das Prinzip dabei ist, daß man die Abhän-
gigkeiten manifester oder beobachtbarer Variablen (das entspricht dem Verhal-
ten in verschiedenen Situationen) durch eine oder mehrere latente, d.h. nicht
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direkt beobachtbare Variablen (das entspricht der Eigenschaft) erklärt. Mit
,,Erklären“ meint man dabei, daß die Abhängigkeiten zwischen beobachtbaren
Variablen verschwinden, wenn eine dahinterliegende latente Variable gefunden
wird. Die latenten Variablen lassen sich dann als hypothetische Konstrukte
(vgl. Herrmann, 1973 oder Mac Corquodale & Meehl, 1948) interpretieren.

Die latenten Eigenschaften können somit als Ursache für die Variation und
Kovariation des beobachteten Verhaltens betrachtet werden (vgl. z.B. Bentler
1980). Beobachtbare Variablen, deren Kovariation auf eine gemeinsame latente
Variable zurückzuführen ist, heißen auch kongenerisch (vgl. z.B. Jöreskog,
1971). Abbildung 3.1 zeigt ein einfaches Modell kongenerischer Variablen:

Abb. 3.1: Modell mit einer latenten Variablen t und drei beobachtbaren Variablen yp,
bei denen es sich in psychometrischen Anwendungen um drei Tests oder
auch drei Testitems handeln kann. Die manifestigen Variablen y1, y2 und y3

hängen mi t  den  Gewichten  h,, ha und hs von der gemeinsamen latenten
Variablen 6 sowie jeweils von den spezifischen Residualvariablen ab, welche
durch unbeschriftete Pfeile gekennzeichnet sind.

In Kapitel 3.2 werden wir eine allgemeine Theorie latenter Variablen darstel-
len, auf deren Basis es möglich sein wird, eine Anzahl von Modellen, welche
auf den ersten Blick durchaus verschieden erscheinen, als Spezialfalle dieser
Theorie vorzustellen, weil sie sich nur durch die Art der beobachtbaren und
latenten Variablen unterscheiden. Bei der linearen Faktorenanalyse7) mit ei-
nem Faktor sind sowohl die manifesten Variablen als auch die latente Variable
(= Faktor) kontinuierlich. Beim ,,linear traceline model“ (siehe z.B. Lazars-
feld & Henry, 1968, S. 206 oder Fischer, 1974, S. 160) sind die manifesten
Variablen zweiwertig und die latente Variable kontinuierlich. Beim ,,latent

7) Damit ist  die Faktorenanalyse im Sinne von Spearman (1904, 1926), Thurstone
(1947) und Jöreskog (1966) gemeint und nicht die Hauptkomponentenanalyse nach
Pearson (1901) und Hotelling (1933). Die Unterschiedlichkeit beider Ansätze beschrei-
ben z.B. Lawley & Maxwell, 1971, S. 2-4).
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profile model” (siehe z.B. Gibson, 1959) sind die beobachtbaren Variablen
kontinuierlich und die latente Variable repräsentiert nur die Zugehörigkeit zu
einer latenten Klasse. Beim ,,latent class model“ (siehe z.B. Lazarsfeld & Hen-
ry, 1968, S. 46) sind die manifesten Variablen zweiwertig und die latente Va-
riable repräsentiert ebenfalls nur die Zugehörigkeit zu den Klassen. Schließlich
kann auch das ,,klassische latent-additive Testmodell“ (siehe Moosbrugger &
Müller, 1980, 1981, 1982) in diesem Kontext abgehandelt werden.

Während allen vorgenannten Modellen eine lineare Variablencharakteristik zu-
grundeliegt, werden wir auch auf andere Gruppen von Modellen, nämlich
solche mit polynomialer Variablencharakteristik (Lazarsfeld, 1950, McDonald
1967) sowie solche mit logistischer Variablencharakteristik (Rasch 1960, Birn-
baum 1968) eingehen, die sich in formaler Hinsicht nur geringfügig von den
linearen Modellen unterscheiden.

Die genannten Modelle können auch für mehrere latente Variablen verallge-
meinert werden. Zur Einführung der wesentlichen Konzepte reicht jedoch der
Fall einer einzigen latenten Variablen aus, welche die Abhängigkeiten zwi-
schen den beobachtbaren Variablen erklärt. Auch in diesem dritten Abschnitt
ist es nicht unser Ziel, einen umfassenden Überblick über Anwendungsmög-
lichkeiten, Probleme der Parameterschätzung und Hypothesenbeurteilung zu
geben, sondern vielmehr die gemeinsamen theoretischen Grundlagen und Be-
ziehungen herauszuarbeiten.

3.2 Eine allgemeine Theorie latenter Variablen

In diesem Abschnitt stellen wir zunächst die Annahmen der Theorie latenter
Variablen und die wichtigsten Folgerungen zusammen. Danach untersuchen
wir, wann und wie sich die unbekannten Parameter aus den statistischen
Kennwerten manifester Variablen, nämlich aus Erwartungswerten, Varianzen
und Kovarianzen, eindeutig bestimmen lassen.

3.2.1 Die Grundannahmen

Die formale Theorie latenter Variablen basiert auf zwei Grundannahmen,
nämlich auf der bedingten stochastischen Unabhängigkeit der manifesten Va-
riablen und auf der Art der Variablencharakteristik.

3.2.1.1 Bedingte Unabhängigkeit

Der Grundgedanke von Modellen zur Erklärung der Abhängigkeiten beob-
achtbarer oder manifester Variablen yP , p E {1,2,... ,P}, durch eine latente
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Variable besteht darin, daß für jeden festen Wert der latenten Variablen 6 keine
Abhängigkeit mehr zwischen den manifesten Variablen yp besteht. Ein Beispiel
soll dies erläutern: Handelt es sich bei den yp um psychologische Testvaria-
blen, welche miteinander korrelieren, so wird per Modellannahme erwartet,
daß die Korrelationen verschwinden, wenn man die Testvariablen Vpn vor-
legt, welche gleiche Ausprägungen der latenten Variablen 6 aufweisen. Für
diese Vpn sollen die Testvariablen dann unabhängig sein.

Formal läßt sich dieser Gedanke wie folgt formulieren: Für alle nichtleeren
Teilmengen J der Indexmenge {1,2,...,p, ...,P} gelte (vgl. Anderson 1959, S.
11, Lord & Novick 1968, S. 543)

wobei II das Produktzeichen ist. Nach dieser Gleichung ist die bedingte Er-
wartung des Produkts der Variablen yp  gleich dem Produkt der bedingten
Erwartungen der Variablen yp . Zufallsvariablen yp , welche diese Gleichung
erfüllen, heißen bedingt linear stochastisch unabhängig.

Diese Bedingung sei für zwei Variablen yp, p E {1,2} mit den Werten yp = 1 und
yp = 0 veranschaulicht. Die bedingte Erwartung ist dann als bedingte Wahr-
scheinlichkeit interpretierbar, da E(yp 1 Q = 1 P(yp = 1 1 E) + 0 . P(yp = o[<)
= P(yp, = 1 It) gilt. In Gleichung 3.1 erkennen wir dann das bekannte Multi-
plikationstheorem der Wahrscheinlichkeitsrechnung (vgl. z.B. Bortz, 1977,
S. 71), welches besagt, daß zwei Ereignisse dann bedingt stochastisch unabhän-
gig sind, wenn ihre Verbundwahrscheinlichkeit P(y1  = 1 IQ, (y2  = 11 Q] =
P(y1 = 1 1 E) . P(y2 = 1 It) als Produkt der bedingten Einzelwahrscheinlichkei-
ten darstellbar ist.

In der allgemeinen Theorie latenter Variablen machen wir ausdrücklich keine
Verteilungsannahmen. Für die beteiligten Zufallsvariablen setzen wir jedoch
voraus, daß sie eine endliche Erwartung haben.

3.2.1.2 Variablencharakteristische Funktion (VC-Funktion)

Die bedingte Erwartung E(yp 15) nennen wir im vorliegenden Zusammenhang
auch variablencharakteristische Funktion, abgekürzt VC-Funktion 8). Sie gibt
für jeden Wert 6 der latenten Variablen 4 an, welchen (bedingten) Erwartungs-
w e r t  E ( y p ,  It =  E) die manifeste Variable yp, p E {1,2,...,P}, hat. Die Ver-
schiedenheit der hier behandelten Modelle zur Erklärung der Abhängigkeit

8) Andere Bezeichnungen sind: Variablen-, Itemcharakteristik, itemcharakteristische
Funktion).
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manifester Variablen durch eine latente Variable besteht darin, von welchem
Typ die variablencharakteristische Funktion E(yp, ) 5) ist.

a) Bei linearer VC-Funktion legt man den Typ von E(yp 1 E) durch die Glei-
chung

(3.2)

fest. Nach Gleichung 3.2 ist die bedingte Erwartung der manifesten Variablen
yp  eine lineare Funktion der latenten Variablen c. In Abbildung 3.2 ist eine
lineare VC-Funktion für den speziellen Fall kontinuierlicher latenter und ma-
nifester Variablen dargestellt. Man beachte, daß bei einer diskreten latenten
Variablen 6 (siehe z.B. Abb. 3.7) auch die Variablencharakteristik E(yp It)
diskret ist.

Abb. 3.2: Lineare VC-Funktion bei kontinuierlichen manifesten Variablen und einer
kontinuierlichen latenten Variablen. Die Gerade E(yP 15) gibt für jeden
Wert t der latenten Variablen 6 den für yp erwarteten Wert an. In diesem
Fall wurden willkürlich h,, = 1.0 und h, = 0.6 angenommen.

b) Bei polynomialer VC-Funktion legt man den Typ von E(yp 1 Q durch die
Gleichung

(3.3)

fest. Die bedingte Erwartung der manifesten Variablen yp ist dann eine kurvili-
neare Funktion der latenten Variablen 5, wie sie in Abb. 3.3 für Polynome 2.
Ordnung dargestellt ist:
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Abb. 3.3: Nichtlineare VC-Funktion bei kontinuierlichen manifesten Variablen und
einer kontinuierlichen latenten Variablen in Form eines Polynoms 2. Ord-
nung, hier willkürlich mit hp0 = 0.5, hp1 = 0.2 und hp2 = 0.3. Die Parabel

E ( y p  El g i b t  f ü r  den festen Wert E der latenten Variablen 6 den für yp

erwarteten Wert an.

c) Bei logistischer VC-Funktion legt man den Typ von E(yp  1 E) durch die
Gleichung

(3.4)

fest, wobei exp(h,, + h,t) = ehp3 + h& gilt mit e g 2.718, der Euler’schen Zahl.
Die bedingte Erwartung der manifesten Variablen yP ist dann eine logistische
Funktion der latenten Variablen 5. Der Zusammenhang ist in Abbildung 3.4,
S. 31, dargestellt:

3.2.3 Die Residualvariablen

Bei Modellen mit einer latenten Variablen 5‘ ist der Zusammenhang zwischen c
und den manifesten Variablen yp nicht deterministisch, d.h. zwischen den yP,

p  E {1 ,2 , . . . ,P} , und deren bedingten Erwartungen E(yp 1 E) wird in der Regel
eine Differenz

(3.5)
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Abb. 3.4: Logistische VC-Funktion, hier willkürlich mit den Parametern h,, = 1.0
und A, = 0.8. Der Parameter h, beschreibt die ,,Steilheit‘‘ der VC-Funktion,
der Parameter h,, ihre Lokation. Bei hpO + IL& = 0, d.h. bei g = -h,a/h, gilt
immer E(yp  ( 6) = 1/2. Die bedingte Erwartung kann hier nur Werte zwi-
schen Null und Eins annehmen. Auch bei diskreten manifesten Variablen yp

ist E(yp 1 E) kontinuierlich.

bestehen, die wir als Residualvariablen bezeichnen. Diese haben die Eigen-
schaft, daß ihr bedingter Erwartungswert für alle Ausprägungen von < gleich
Null ist:

(3.6)

(siehe Anhang C, Regel 10). Für die Residualvariablen .sp gelten die weiteren
Eigenschaften

(3.7)

(siehe Anhang C, Regel l), und

(3.8)

(siehe Anhang C, Regel 11). Nach Gleichung 3.7 ist also auch der unbedingte
Erwartungswert der &r gleich Null, ebenso wie nach Gleichung 3.8 die Kova-
rianzen zwischen [ und den E* Null sind.

Eine weitere Konsequenz aus der Modellannahme 3.1 ist, daß Residualvaria-
blen &p paarweise nicht kovariieren

(3.9)
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3.2.4 Kovarianzmodellgleichungen und Identifikation

Im folgenden untersuchen wir für lineare VC-Funktionen, welche Folgerun-
gen sich aus den Modellannahmen (Gleichungen 3.1 und 3.2) für die Modell-
gleichungen der Erwartungswerte, Varianzen und Kovarianzen der beobacht-
baren Variablen yp ergeben, und anschließend, ob und wie sich die Parameter

Apo, h,, W3 und V( E& aus den Erwartungswerten, Varianzen und Kovarianzen
der yp eindeutig bestimmen lassen. Dies ist die Frage der Identifizierbarkeit. In
manchen Fällen können, wie wir in Abschnitt 3.3.3 erwähnen, auch Modell-
gleichungen für Momente höherer Ordnung zur eindeutigen Bestimmung von
Modellparametern beitragen.

Nach den Gleichungen 3.2 und 3.5 gilt für yp

(3.10)

Daraus und aus den Gleichungen 3.8 und 3.9 folgen die Modellgleichungen für
die Kovarianzen der Variablen yp

(3.11)

Für p = p* geben die Gleichungen 3.11 die Modellgleichungen für die Varianz
der beobachtbaren Variablen yp an. Die durch die latente Variable E erklärte
Varianz einer manifesten Variablen yp ist gleich h: V(t) und somit gleich hi,
wenn 5 auf die Varianz V(e)  = 1 normiert wird.

Liegen drei beobachtbare Variablen yp vor, wie in Abbildung 3.1 veranschau-
licht, so implizieren die Annahmen 3.1 und 3.2 genau sechs Kovarianzmodell-
gleichungen (vgl. auch die ,,accounting equations“ von Lazarsfeld 1959,
S. 504), welche die drei bekannten Varianzen und die drei bekannten Kova-
rianzen der beobachtbaren Variablen yp mit den drei unbekannten Ladungen
h, und den drei Fehlervarianzen V(E&  verbinden. Die Gleichungen 3.11 ent-
halten in diesem Fall genau P(P + 1)/2 = 6 Modellgleichungen für die Kovarian-
zen, die gerade genügen, um eindeutig die sechs Parameter hl, ha, ha, V(E,),
V(E& V(E~) zu bestimmen, wenn wir entweder die Varianz der latenten Varia-
blen 6 festlegen oder einem Parameter h, einen bestimmten festen Wert geben:
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Wir leiten zunächst aus den Modellgleichungen 3.11 für die Kovarianzen der
beobachtbaren Variablen die Identifikationsgleichung für h, ab. Dazu bilden
wir durch dreimaliges Benutzen von Gleichung 3.11 für p # p* den Ausdruck

(3.12)

Für den Koeffizienten hl erhalten wir demnach

(3.13) h, = f

Wenn wir die Variablen yp so definieren, daß sie positiv mit 5 kovariieren, so
hat h, immer ein positives Vorzeichen. Da die Kovarianzen der manifesten
Variablen yp gegebene Größen sind, sieht man aus den Gleichungen 3.12 und
3.13, daß mit der Festlegung der Varianz V(e) der Koeffizient h, gegeben ist
bzw. umgekehrt mit der Festlegung von h, auch V(t). Da die Numerierung der
Variablen yp beliebig ist, kann man Gleichung 3.13 entsprechend für jede der
Variablen yp, p E {1,2,3} verwenden.

Wenn wir bedenken, daß wegen CCy,,t)  = C(h,o+h&+~~,  6) = h,V(Q für die
Koeffizienten h,

(3.14)

gilt, so sehen wir, daß h, um so größer wird, je kleiner die Varianz von [
festgelegt wird. Darüber hinaus ist zu beachten, daß h, > h,:: nur dann auf
einen stärkeren Zusammenhang zwischen yp und E gegenüber yp* und E hin-
weist, wenn yp und yp* gleiche Varianzen haben.

Im Abschnitt 3.3.3 werden wir einen Fall kennenlernen, bei dem V(t) nicht
beliebig festzulegen ist. In diesem Fall hat V(t) eine wichtige empirische Be-
deutung, und wir werden sehen, daß durch Berücksichtigung der Modell-
struktur für die zentralen Momente dritter Ordnung C(y1,y2,y3) in diesem Fall
auch die Varianz V(t) eindeutig bestimmt werden kann.

Aus den Gleichungen 3.11 (für p = p*) erhalten wir auch die Identifikations-
gleichungen für die Fehlervarianzen V(r,), wenn wir für hiV(@ den linken
Ausdruck aus Gleichung 3.12 einsetzen. Die folgende Gleichung gilt wieder
für alle Variablen yp, wenn man die Indices entsprechend umnumeriert:

(3.15)

Sind die Parameter h, und V(E~) erst einmal eindeutig bestimmt, so kann man
auch die Skalenkonstanten h,, unter Verwendung von Gleichung 3.10 aus
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(3.16)

eindeutig bestimmen, wenn man E(g) festlegt. Gewöhnlich wird die Normie-
rung E(t)  = 0 gewählt.

Allgemein erhält man bei einem Modell mit P kongenerischen Variablen genau
P(P+l)/2 Kovarianzgleichungen (siehe Gleichungen 3.11) mit 2.P unbekann-
ten Parametern, nämlich den h, und V(E&, und außerdem P Gleichungen für
die Erwartungswerte der y,, mit weiteren P unbekannten Parametern, nämlich
den Skalenkonstanten h,,. Liefert ein Modell nur so viele Gleichungen für die
Kovarianzen wie zu bestimmende Parameter, so kann das Modell zwar identi-
fizierbar sein, es ist aber empirisch noch nicht überprüfbar, da es zu einer
perfekten Anpassung des Modells an die Daten einer Stichprobe führen würde.
Erst wenn P > 3 ist, hat man mehr Gleichungen als Unbekannte, und man
spricht von Überidentifikation. In diesem Fall können zumindest einige Para-
meter durch mehrere Gleichungen bestimmt werden und das Modell wird
empirisch überprüfbar.

3.2.5 Beispiel

Ein fiktives Beispiel soll die oben dargestellte Theorie erläutern. Wir gehen
davon aus, daß die folgenden Varianzen, Kovarianzen und Korrelationen zwi-
schen den kongenerischen Variablen yl, y2 und y3 für eine bestimmte Popula-
tion bekannt und in Tabelle 3.1 gesammelt sind. Dabei enthält die untere
Dreiecksmatrix die Korrelationen, die obere die Kovarianzen und die Haupt-
diagonale die Varianzen:

Tabelle  3.1:  Korrelat ions-  (untere Dreiecksmatr ix)  und Kovarianzmatr ix
(obere Dreiecksmatrix) fiktiver Daten.

Die Parameter h, und V(E&, die unter der Normierung V(E)  = 1 nach den
Gleichungen 3.13 und 3.15 berechnet wurden, sind in Tabelle 3.2 gesammelt.

Wählen wir z.B. eine Personengruppe A mit der Ausprägung &, in der laten-
ten Variablen und eine Personengruppe B mit der um eine Einheit höheren
Ausprägung kB = E, + 1, so erwarten wir nach Gleichung 3.2 für Personen der



Modelle zur Beschreibung statistischer Zusammenhänge 35

Tabelle 3.2: Modellparameter für das fiktive Zahlenbeispiel der Tabelle 3.1.

Gruppe B verglichen mit Personen der Gruppe A in der manifesten Variablen
y1 eine um 1.77, in y2 eine um 0.50 und in y3 eine um 2.37 Einheiten ,,höhere“
Merkmalsausprägung. Eine vergleichende Reihung der Gewichte h, hinsicht-
lich des Grades der Abhängigkeit der manifesten Variablen yp von der latenten
Variablen 6 ist erst möglich, wenn alle beobachteten Variablen auf die gleiche
Varianz normiert werden.

Bis auf Rundungsfehler läßt sich mit diesen Daten und den Gleichungen 3.11
die Ausgangskovarianzmatrix exakt reproduzieren. Bei drei Variablen yp läßt
sich diese perfekte Anpassung des Modells an die Daten mit jeder beliebigen
Korrelationsmatrix erzielen, in der alle Eintragungen von Null verschieden
sind. Erst bei vier beobachteten Variablen yp wäre dies nicht zwangsläufig der
Fall, womit das Modell dann empirisch überprüfbar wäre. Dabei ist die inhalt-
lich wichtigste Frage, ob eine latente Variable zur Erklärung der beobachteten
Zusammenhänge ausreicht.

3.2.6 Modell paralleler Variablen

Führt man noch restriktivere Annahmen ein, als sie in der formalen Theorie
latenter Variablen mit linearer VC-Funktion (Gleichungen 3.1 und 3.2) ge-
macht wurden, erhält man das Modell paralleler Variablen (vgl. hierzu den
Begriff ,,parallele Tests“ in der klassischen Testtheorie, z.B. in Fischer, 1974,
S. 34). Beim Modell paralleler Variablen werden zusätzlich die Gleichungen

(3.17)

angenommen. Parallele Variablen haben demnach gleiche Erwartungswerte
(das folgt aus den Gleichungen 3.16 und 3.17), gleiche erklärte Varianzen
h’V(c)  (siehe Gleichungen 3.11 für p = p*) und gleiche Fehlervarianzen. Paral-
lele Variablen sind in diesem Sinn austauschbar, denn sie messen dieselbe
latente Eigenschaft auf der gleichen Skala gleich gut. Kongenerische Variablen,
die nicht zugleich parallel sind, messen hingegen dieselbe Eigenschaft auf ver-
schiedenen Skalen verschieden gut.
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3.2.7 Zusammenfassende Bemerkungen

Die in diesem Abschnitt dargestellte allgemeine formale Theorie liegt den in
den folgenden Abschnitten zu behandelnden Modellen zugrunde. Sie besteht
aus zwei Grundannahmen, der bedingten stochastischen Unabhängigkeit (sie-
he Gleichung 3.1) und der Art der Variablencharakteristik (siehe Gleichungen
3.2 bis 3.4). Diese beiden Annahmen genügen zur eindeutigen Bestimmung
der Modellparameter (siehe für lineare VC-Funktion die Gleichungen 3.13
und 3.15) sofern Varianzen und Kovarianzen von genügend vielen beobacht-
baren Variablen vorhegen und die Varianz der latenten Variablen festgelegt
wird. Bei restriktiveren Annahmen über die Modellparameter genügen für
deren eindeutige Bestimmung bereits zwei beobachtbare kongenerische Varia-
blen, die wir dann auch ,,parallel“ nennen.

Weiterführende Literatur: Die Theorie latenter Variablen ist zunächst nur in Ansätzen
behandelt worden (siehe z.B. Anderson 1959, Lord & Novick 1968). Eine monogra-
phische Abhandlung liefert Harnerle (1982).

3.3 Anwendungen der allgemeinen Theorie latenter Variablen

3.3.1 Faktorenanalyse

Als erste Anwendung der im Abschnitt 3.2 dargestellten Theorie behandeln
wir die lineare Faktorenanalyse mit einem Faktor (einer latenten Variablen).

Von der Faktorenanalyse in dem hier verwendeten engeren Sinn (Spearman
1904, 1926, Thurstone 1947, Jöreskog 1966) muß die ,,Hauptkomponenten-
analyse“ (Pearson 1901, Hotelling 1933) unterschieden werden. Während es
Ziel der Faktorenanalyse ist, die Kovarianzmatrix von kongenerischen Varia-
blen durch eine geringe Anzahl von Faktoren (latenten Variablen) zu erklären,
beschränkt sich die Hauptkomponentenmethode darauf, eine Kovarianzmatrix
von Variablen durch orthogonale Komponenten, welche auch Faktoren ge-
nannt werden, aber dem theoretischen Anspruch latenter Variablen meist nicht
genügen, zu beschreiben (vgl. z.B. Lawley & Maxwell, 1971, S. 2-4). Die
Hoffnung in der bisherigen Forschung, exploratorisch mit der häufig ange-
wendeten Hauptkomponentenmethode geeignete Theorien ,,automatisch“ zu
finden, konnte sich deshalb nur kaum erfüllen. Doch seit Jöreskog (1967,
1969, 1973) rechentechnische Probleme in der Faktorenanalyse gelöst hat, ist
auch die Überprüfung von Theorien mit konfirmatorirchen Faktorenanalysen
praktisch leicht durchführbar (siehe Sörbom & Jöreskog, 1976, Jöreskog &
Sörbom, 1978).

In der Faktorenanalyse werden sowohl die latente Variable 6 (der Faktor) als
auch die beobachtbaren Variablen yp als kontinuierlich angenommen. Dann ist
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auch die lineare Variablencharakteristik ECy,lt) kontinuierlich (siehe Abbil-
dung 3.5). Sie kann als Regressionsgerade zwischen der jeweiligen Variablen yp

und  der  l a ten ten  Var iab len  < angesehen werden.  Die  Wer te  5 von E he ißen  in

der Faktorenanalyse ,,factor scores“.

Abb. 3.5: Faktorenanalytisches Modell mit einem Faktor als Spezialfall der allgemei-
nen Theorie latenter Variablen mit linearer VC-Funktion entsprechend
Gleichung 3.2 sowie kontinuierlichen manifesten und kontinuierlicher la-
tenten Variablen. Die Gerade E(y,lt)  gibt für jeden Wert t (factor score) der
latenten Variablen 6 den für yP erwarteten Wert an. In der Faktorenanalyse
sind die Normierungen ECy,) = E(E) = 0 üblich, wodurch die Skalenkon-

stanten h,, = 0 sind. Die Ladung h, wurde hier willkürlich mit h, = 0.8
angenommen.

Die Gewichte h, werden in der Faktorenanalyse ,,Ladungen“ der Variablen yP

auf [ genannt. Ist die Varianz V(t) auf Eins normiert, so ist hi die ,,Kommuna-
lität“ der Variablen yP. Die Gleichungen 3.11 zeigen, daß es sich dabei um die
durch c erklärte Varianz von yP handelt, also um V[E(y&)].

Als klassischen Anwendungsfall können wir Spearman’s Generalfaktor-Theo-
rie betrachten (Spearman, 1904).



38 Helfried Moosbrugger

Weiterführende Literatur: Als deutschsprachige Lehrbücher seien Pawlik (1968), Re-
venstorf (1976, 1980) und Überla (1971) genannt. Revensdorf (1980), Anderson &
Rubin (1956) sowie Lawley & Maxwell (1971) gehen ausführlicher auf die statistischen
Probleme der Faktorenanalyse ein, als die Monographien von Mulaik (1972), Harman
(1967) oder Horst (1965), welche ebenso wie die oben angeführten deutschsprachigen
Autoren mehr Platz der Hauptkomponentenanalyse widmen. Die nichtlineare Fakto-
renanalyse (entsprechend Gl. 3.3) wird z.B. von McDonald (1967) behandelt.

3.3.2 ,,Linear traceline model”

In diesem Abschnitt untersuchen wir, welche Besonderheiten sich für die
Interpretation einiger Gleichungen und Parameter ergeben, wenn man zusätz-
lich zu den Modellannahmen der Gleichungen 3.1 und 3.2 festlegt, daß die
latente Variable kontinuierlich ist, die manifesten Variablen aber zweiwertig
sind.

Lazarsfeld (vgl. Lazarsfeld & Henry, 1968, S. 206) hat ein Modell eingeführt,
das von einer linearen Beziehung zwischen der kontinuierlichen latenten Va-
riablen t und den zweiwertigen beobachtbaren Variablen yP ausgeht, das ,,line-
ar traceline model“. Wir zeigen daher in diesem Abschnitt zunächst, daß das
Lazarsfeld’sche Modell mit linearer Variablencharakteristik (,,linear traceline“)
ein Spezialfall des allgemeinen Modells latenter Variablen ist, wenn man von
zweiwertigen manifestigen Variablen und einer kontinuierlichen latenten Va-
riablen ausgeht.

In den Gleichungen 3.1 und 3.2 sind die Annahmen des allgemeinen linearen
Modells latenter Variablen formuliert. Die zusätzlichen Annahmen des ,,linear
traceline model“ bestehen in der notwendigen (vgl. dazu Wottawa, 1979,
S. 49) Einschränkung von c auf das Intervall [I&,I&] und in der Festlegung, daß
6 kontinuierlich ist, die yP aber nur die Werte 0 bzw. 1 annehmen können. Wir
untersuchen nun, welche Folgerungen sich aus diesen Festlegungen ergeben:

Die erste Besonderheit betrifft die lineare VC-Funktion, für die in diesem Fall
gilt:

(3.18)

Demnach ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, daß yP den Wert 1 unter E = E
annimmt, eine lineare Funktion der latenten Variablen E (siehe Abbildung
3.6). Hier wird deutlich, daß das allgemeine Modell latenter Variablen zu
einem ,,probabilistischen Modell“ wird, wenn yP  nur zwei Werte annehmen
kann, welche mit 0 und 1 kodiert werden (vgl. auch Abschnitt 3.3.4). Der
einzige Unterschied zwischen dem faktorenanalytischen und dem probabilisti-
schen Modell in Gleichung 3.18 besteht darin, daß die Werte der bedingten
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Erwar tung EC~,(Q im letzteren Fall als bedingte Wahrscheinlichkeiten inter-
pretiert werden können.

Bei psychometrischen Tests, in denen 6 eine latente Fähigkeit repräsentiert,
kann bei der Kodierung yP  = 0 für ,,Nichtlösung“ und yp = 1 für ,,Lösung“
einer Aufgabe p die Konstante hpO als Leichtigkeit der Aufgabe p interpretiert
werden. Die unbedingten Erwartungswerte der beobachtbaren Variablen

(3.19)

vereinfachen sich nämlich bei der Normierung E(E) = 0 zu

(3.20)

Man sieht, daß hpO hier die Lösungswahrscheinlichkeit der Aufgabe p darstellt,
welche in der klassischen Testtheorie (vgl. Lienert 1969, S. 87, od. Moosbrug-
ger, 1981 b, S. 27) als Aufgabenschwierigkeit bezeichnet wird.

Der Parameter h, zeigt die ,,Trennschärfe“ einer Aufgabe an. Je größer h, ist,
desto größer der Zusammenhang (siehe Gleichung 3.14) zwischen Fähigkeit
und Lösung dieser Aufgabe, und desto weniger hängt das Lösen der Aufgabe
von anderen, nicht erfaßten Umständen ab.

Abb. 3.6: Linear traceline model. Die bedingte Wahrscheinlichkeit, daß die Variable yP

den Wert 1 annimmt, ist eine lineare Funktion der Ausprägung der latenten
Variablen t. Man sieht, daß die bedingte Erwartung (Wahrscheinlichkeit)
auch bei diskreten yP kontinuierlich ist. Wurde 6 normiert mit E(t) = 0,
dann ist hPO  die unbedingte Wahrscheinlichkeit für ,,yP = 1“. Bei Fähigkeits-
tests kann hPO  deshalb als ,,Leichtigkeit“ interpretiert werden. Der Parameter
h, gibt den Wert an, um den die Wahrscheinlichkeit für ,,yp = 1” ansteigt,
wenn sich c um eine Einheit erhöht. Zugleich ist h, bei V(t)  = 1 die Kova-
rianz zwischen yP und E (siehe Gleichung 3.14). In diesem Fall wurden
willkürlich hpO = 0.5 und h, = 0.3 angenommen.
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Weiterführende Literatur: Lazarsfeld & Henry (1968) schreiben an mehreren Stellen
ausführlicher über das ,,linear traceline model“. Auch Fischer (1974, S. 160ff.) geht auf
dieses Modell ein. Ein Anwendungsbeispiel findet man in Lazarsfeld (1959). Auch die
polynomiale latent structure analysis von Lazarsfeld (1950) kann als Spezialfall der
allgemeinen Theorie gemäß Gleichung 3.1 und Gleichung 3.3 dargestellt werden.

3.3.3 ,,Latent profile-” und ,,latent class model”

Wir betrachten in diesem Abschnitt den Fall, daß es sich bei der latenten
Variablen 5 um eine zweiwertige Kodiervariable handelt, die nur die Werte
,,Null“ oder ,,Eins“ annehmen kann und somit die Zugehörigkeit zu einer von
zwei Klassen anzeigt. Die manifesten Variablen yp, p E {1,2,...,P}, hingegen
können kontinuierlich oder ebenfalls zweiwertig sein. Gibson (1959) nennt
den ersten Fall ,,latent profile model“, auf den auch Lazarsfeld & Henry (1968,
S. 228) sowie McDonald (1967, S. 58) eingehen. Der Fall, daß sowohl die
latente Variable als auch die manifesten Variablen dichotom sind, ist unter der
Bezeichnung ,,latent class model“ bekannt (vgl. Lazarsfeld & Henry, 1968,
S.  17) .  Be ide  Model le  s ind  Spez ia l fä l le  der  a l lgemeinen  Theor ie ,  d ie  wi r  in

Abschnitt 3.2 dargestellt haben, d.h. die beiden Modelle sind charakterisiert
durch die Gleichungen 3.1 und 3.2 sowie die Festlegungen, daß beim ,,latent
profile model“ yp kontinuierlich für alle p E {1,2,...,P}, und 6 zweiwertig mit
den Werten 0 oder 1 sind, wohingegen beim ,,latent class model“ sowohl yp als
auch 6 zweiwertig ist mit den Werten 0 oder 1, für alle p E {1,2,..,P}.

Wie man durch Berechnung der bedingten Erwartungswerte sehen kann, ver-
e infacht  s ich  in  d iesen  Fä l len  der  Parameter  hpO zu

(3.21)

(siehe Gleichung 3.6 und Anhang A, Regel 3), und im Fall manifester zwei-
wer t iger  Var iab len  g i l t

(3.22)

Demnach ist also h,a der bedingte Erwartungswert von yp bzw. die bedingte
Wahrscheinlichkeit für ,,yp = 1“ im Fall  5 = 0.  Auf entsprechende Weise
finden wir für h, im Fall kontinuierlicher manifester Variablen

(3.23)

(siehe Gleichung 3.5 und Anhang A, Regel 3), und durch Einsetzen der Glei-
chung  3 .21  e rha l ten  wi r  d ie  Gle ichung

(3.24)
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die sich im Fall zweiwertiger manifester Variablen vereinfacht zu

(3.25)

Nach diesen Gleichungen ist h, im latent profile model gleich der Differenz der
bedingten Erwartungswerte von yp unter ,,t = 1“ und ,,< = 0“ (siehe Abb. 3.7)
bzw. im latent class model der Differenz der bedingten Wahrscheinlichkeiten
für ,,yP = 1“ unter ,,< = 1“ und ,,E = 0“ (siehe Abb. 3.8). Ist h, gleich Null, so
differenzieren die beiden latenten Klassen nicht hinsichtlich den betreffenden
manifesten Variablen yP.

Abb. 3.7: Latent profile model als Spezialfall der allgemeinen Theorie latenter Varia-
blen mit linearer VC-Funktion gemäß Gleichung 3.2 sowie kontinuierlichen
manifesten und dichtomer 0/1 kodierter latenten Variablen. Die bedingte
Erwartung hat dann nur zwei Werte, nämlich h,a (hier 2) auf der Stufe t = 0
und hPO  + h, (hier 2 + 3 = 5) auf der Stufe E = 1.

Die grundlegende Modellvorstellung der bedingten stochastischen Unabhän-
gigkeit der yP (siehe Gleichung 3.1) bedeutet hier, daß innerhalb einer latenten
Klasse die manifesten Variablen nicht korrelieren und auch in keiner Abhän-
gigkeit höherer Ordnung stehen (vgl. Beispiel 3.2.5).



42 Helfried Moosbrugger

Abb. 3.8: Latent class model als Spezialfall der allgemeinen Theorie latenter Variablen
mit linearer VC-Funktion gemäß Gleichung 3.2 sowie dichotomen 0/1 ko-
dierten manifesten und dichotomer 0/1 kodierter latenten Variablen. Die
bedingte Erwartung hat dann nur zwei Werte, nämlich die Wahrscheinlich-

keiten für yP = 1 auf der Stufe 6 = 0, welche nach Gleichung 3.22 gleich h,a
(hier 0.2) ist, sowie die Wahrscheinlichkeit für yP = 1 auf der Stufe E = 1
(hier 0.7). Die Differenz beider Wahrscheinlichkeiten beschreibt nach Glei-
chung 3.25 der Parameter kp (hier 0.5).

Bei einem Modell, bei dem eine dichotome latente Variable mit Null bzw. Eins
kodiert wird, kann man die Standardisierung E(c) = 0 und V(t) = 1 nicht
einführen, da diese beiden Kennwerte hier eine besondere Bedeutung haben,
denn

(3.26)

u n d

(3.27)

(siehe Anhang A, Gleichung A.1).

Die Wahrscheinlichkeit, einer der beiden latenten Klassen anzugehören, kann
theoriegeleitet à priori festgelegt oder empirisch ermittelt werden, wenn man
die Modellstrukturgleichung für das zentrale Moment dritter Ordnung zur
Identifikation der Klassenwahrscheinlichkeiten P(E= 1) und P([= 0) benutzt.
Näheres siehe Steyer & Moosbrugger, 1979, S. 38-41 sowie Lazarsfeld &
Henry, 1968, S. 42. Ein illustratives Beispiel findet man in Lazarsfeld & Hen-
ry (1968, S. 27ff.).
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Weiterführende Literatur: Das ,,latent class model“ wird ausführlich in Lazarsfeld &
Henry (1968) behandelt. Einen kurzen Überblick gibt Madansky (1978). Mit Proble-
men der Parameterschätzung befassen sich Goodman (1974, 1979) und Formann (1978,
1980).

3.3.4 Logistische Modelle

Bei dem in Abschnitt 3.3.2 dargestellten ,,linear traceline model“ mußten wir E
auf ein bestimmtes Intervall einschränken. Andernfalls könnte die bedingte
Erwartung auch Werte größer als Eins oder kleiner als Null annahmen (vgl.
auch Wottawa, 1980, S. 49), welche mit der Wahrscheinlichkeitsinterpretation
unvereinbar wären. Beim logistischen Testmodell von Birnbaum (1968) und
dessen Spezialfall, dem dichotomen logistischen Testmodell von Rasch (1960)
wird diesem Problem vorgebeugt, indem außer der bedingten stochastischen
Unabhängigkeit (siehe Gleichung 3.1) anstelle der linearen VC-Funktion (sie-
he Gleichung 3.2) die logistische VC-Funktion (siehe Gleichung 3.4) ange-
nommen wird. Bei dichotomen manifesten Variablen yp mit den Werten 0
bzw. 1 werden die Testmodelle ,,probabilistisch“ und als bedingte Erwartung
erhalten wir folgende bedingte Wahrscheinlichkeit (vgl. Gleichung 3.4):

(3.27)

In der logistischen Modellgleichung 3.27 kommen zwei Parameter vor, die
spezifisch für die Variable yp sind; h, beschreibt die ,,Steilheit“ der VC-Funk-
tion, h+ ihre Lokalisation entlang der <-Achse (vgl. Abbildung 3.4). In psy-
chometrischen Anwendungen können wir )i, als Maß für die Trennschärfe
(,,discriminating power“ sensu Birnbaum 1968, S. 409) einer Variablen auffas-
sen und h,a als ,,Leichtigkeit“. Anstelle von h,a verwendet Birnbaum (1968,
S. 409) einen Schwierigkeitsparameter At>,, welcher nach Ausklammern von h,
in Gleichung 3.27 und Setzen von hpo/h,  =- kp0 gefunden wird. Die Modell-
gleichung 3.27 lautet dann

(3.28)

Der Schwierigkeitsparameter ?& ermöglicht einen direkten Vergleich mit dem
Personenparameter 5, welcher bei Leistungstests zu besonders einfachen Para-
meterinterpretationen führt: Bezeichnet nämlich E die ,,Fähigkeit“ einer Per-
son in der latenten Variablen E und kp0 die Schwierigkeit der Aufgabe, so
beträgt wegen exp (0) = 1 die Lösungswahrscheinlichkeit P(yp = 1 16 = Q = 1/2,
wenn E = h.& ist, nämlich genau dann, wenn die Fähigkeit der Person ebenso
groß wie die Schwierigkeit der Aufgabe ist. Bei positiv gewählten h, gilt
P ( y p  =   =  E) >  1 / 2 , wenn 5 > hbo und umgekehrt.
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Ein interessanter Spezialfall des logistischen Testmodells und damit der allge-
meinen Theorie latenter Variablen ist das dichotome logistische Testmodell von
Rasch (1960), bei dem alle Parameter h,,  p E {1,2,...,P} gleich Eins gesetzt
werden. Das bedeutet, daß alle Variablen yP die latente Variable E ,,gleich gut“
messen sollen, aber auf im allgemeinen unterschiedlichem Schwierigkeits-
niveau. Demnach verlaufen die VC-Funktionen der verschiedenen yP parallel,
aber jeweils um die Differenz ihrer kp0 entlang der &-Achse verschoben. Abbil-
dung 3.9 illustriert diesen Sachverhalt:

Abb. 3.9: Dichotomes logistisches Testmodell nach Rasch (1960) als Spezialfall der
allgemeinen Theorie latenter Variablen mit logistischer VC-Funktion ent-
sprechend Gleichung 3.4 sowie dichotomen 0/1 kodierten manifesten und
kontinuierlicher latenten Variablen. Die Kurven P(yp = 116)  geben für jeden
Wert E der latenten Variablen E die Wahrscheinlichkeit für die Ausprägung
yp = l an; bei psychometrischen Anwendungen ist das die ,,Lösungswahr-
scheinlichkeit“ der Aufgabe p. Die VC-Funktionen der Aufgaben p = 1 und
p = 2 haben gleiche ,,Trennschärfen“ (h, =  ha = l),  aber unterschiedliche
Schwierigkeiten hl0 = -1.25 und h& = 2.0. Ihre Schwierigkeitsdifferenz
beträgt h;, - hic = 3.25. Für Personen mit 6 = Ei = -1.25 erhalten wir bei
Aufgabe 1 die Lösungswahrscheinlichkeit 1/2 wie auch für Personen mit [ =
gz = 2.0 bei Aufgabe 2. Mit der Wahl konstanter h, ist auch die Varianz der
latenten Variablen festgelegt.

Die bei Modellgültigkeit gleichen h, für alle p E {1,2,...P} Aufgaben ermögli-
chen ,,spezifisch objektive“, d.h. aufgaben- bzw. personenstichprobenunab-
hängige, Vergleiche (siehe z.B. Fischer, 1978, S. 299) zwischen Personen-
bzw. Aufgabenparameter.
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Weiterführende Literatur: Als Weiterführung in deutscher Sprache können Fischer
(1968, 1974), Rost & Spada (1978) sowie Wottawa (1980) angeführt werden. In engli-
scher Sprache sei außer Birnbaum (1968) und Lord & Novick (1968) auch das Heft 2
des Bandes 14 (1977) des Journal of Educational Measurement genannt, in dem man
neben einer Arbeit von Hambleton & Cook (1977) mehrere ein- und weiterführende
Beiträge zum Modell von Rasch und dem von Birnbaum findet. Ein Übersichtsreferat
gibt Fischer (1978).

3.3.5 Klassisches latent-additives Testmodell

Ein weiteres psychometrisches Testmodell, welches sich als Erweiterung der
klassischen Testtheorie versteht, nämlich das ,,Klassische latent-additive Test-
modell“ (KLA-Modell, Moosbrugger & Müller 1981, 1982, Müller 1980) läßt
sich als Spezialfall der allgemeinen Theorie latenter Variablen darstellen: die
manifesten Variablen yp sind intervallskalierte Reaktionsvariablen, welche
durch geeignete streng monotone Transformationen aus beobachtbaren konti-
nuierlichen Testvariablen xp gewonnen werden. Der Zusammenhang zwischen
den yp und der kontinuierlichen latenten Variablen 5 wird mit einer linearen
VC-Funktion gemäß Gleichung 3.2 beschrieben, wobei für alle Aufgaben h, = 1
gesetzt wird:

(3.29)

Ähnlich wie im Birnbaum-Modell (vgl. Abschnitt 3.3.4) wird anstelle des
Leichtigkeitsparameters ein Schwierigkeitsparameter hpO = - h,,, benutzt, wel-
cher wegen

(3.30)

angibt (siehe Abbildung 3.10), in welchem Abstand vom Nullpunkt die VC-
Funktion die E-Achse schneidet. Die KLA-Modellgleichung lautet dann in den
hier verwendeten Ausdrücken

(3.31)

Der Personenparameter g und der Aufgabenparameter hia können wegen Glei-
chung 3.30 auf einer Skala verglichen werden.

Gi l t  E >  kp0 ist also die Merkmalsausprägung 5 einer Person größer als die
,,Schwierigkeit” der Aufgabe p, so wird eine positive Reaktion erwartet und
umgekehrt eine negative Reaktion.

Wegen der bei Modellgültigkeit gleichen h, für alle p E {1,2,...,P} Aufgaben
und der dann parallelen VC-Funktionen (vgl. Abbildung 3.10) weist auch das
KLA-Modell die von Fischer (1974, S. 407) für das Rasch-Modell (siehe Ab-
schnitt 3.3.4) hervorgehobene Modelleigenschaft ,,spezifische Objektivität“
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Abb. 3.10: Klassisches latent-additives Testmodell (Moosbrugger & Müller, 1981,
1982) als Spezialfall der allgemeinen Theorie latenter Variablen mit linearer
VC-Funktion entsprechend Gleichung 3.2 sowie kontinuierlichen manife-
sten und kontinuierlicher latenten Variablen. Die Geraden E(yp 15) gemäß
Gleichung 3.31 geben bei psychometrischen Anwendungen für jeden Wert
der latenten Variablen 6 an, welche Reaktion yp erwartet wird. In jedem
Item werden von jenen Personen positive Reaktionen erwartet, deren la-
tente Merkmalsausprägung größer ist als die entsprechende Itemschwierig-
keit, z.B. wenn im 1. Item t > h;a = -2 gilt bzw. im 2. Item 6 > h.‘ia  = 3.
Da die VC-Funktionen aller Aufgaben gleiche Steigungen h, = 1 aufwei-
sen, sind ,,spezifisch objektive Vergleiche“ zwischen Personen und Aufga-
ben möglich.

auf; es erlaubt, Schwierigkeitsunterschiede zwischen Aufgaben mit beliebigen
Personen und Merkmalsunterschiede zwischen Personen mit beliebigen Items
zu beurteilen.

Weiterführende Literatur: Das KLA-Modell wurde von Moosbrugger & Müller (1980)
hinsichtlich seiner wesentlichen Eigenschaften mit der klassischen Testtheorie und dem
dichotomen logistischen Testmodell (sieh e auch Abschnitt 3.3.4) verglichen. Zur Para-

meterschätzung siehe Müller (1980); über geeignete Computeralgorithmen berichten
Müller & Moosbrugger (1980). Mit empirischen Anwendungen befassen sich Moos-
brugger (1982), Ruch & Hehl (1982) sowie Tarnai (1981).
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3.4 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem dritten Abschnitt haben wir eine formale Theorie vorgestellt, die
beschreiben kann, wie beobachtbares Verhalten mit psychologischen Begrif-
fen, Eigenschaften oder Konstrukten in Beziehung steht. Erst bei Vorliegen
einer Theorie über die konkreten Beziehungen bestimmter psychologischer
Konstrukte mit bestimmten beobachtbaren Variablen wird es sinnvoll, von
diesen Konstrukten, Eigenschaften oder Begriffen zu sprechen.

Eine mathematisch formulierte Theorie über den Zusammenhang zwischen
beobachtbarem Verhalten und den psychologischen Konstrukten hat den Vor-
teil größerer Präzision und leichterer Überprüfbarbeit.

Die hier behandelte Theorie latenter Variablen basiert auf den Annahmen der
bedingten stochastischen Unabhängigkeit und der Art der Variablencharakte-
ristik. Dabei ist es unerheblich, ob die beteiligten Variablen kontinuierlich
oder nur zweiwertig sind. Die Einschränkung auf eine einzige latente Variable
wurde nur der Einfachheit halber gemacht. Theorien mit mehreren latenten
Variablen erfordern jedoch einen größeren mathematischen Aufwand, als wir
in diesem Überblick betreiben wollten.

4. Anhänge

4.1 Anhang A:

Regeln für Erwartungswerte (vgl. Hays, 1973, S. 871ff.)

Der Erwartungswert einer stochastischen Variablen oder Zufallsvariablen
kann als eine mathematisch exakte Formulierung des umgangssprachlichen
Begriffes des Durchschnittswertes angesehen werden. Im Fall einer diskreten
Zufallsvariablen x mit den Werten xn  kann man den Erwartungswert E(x)
folgendermaßen definieren:

Der Erwartungswert E(x) ist demnach die Summe der mit ihren Auftretens-
wahrscheinlichkeiten gewichteten Werte xn der stochastischen Variablen x. Im
Fall, daß die stochastische Variable N verschiedene Werte hat und jeder dieser
Werte mit der Wahrscheinlichkeit l/N auftritt, erhält die Gleichung A.1 die
F o r m
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Im Fall, daß x kontinuierlich ist, definiert man E(x) mit Hilfe des Integrals
(siehe Hays, 1973, S. 871 oder Bauer, 1974, S. 138, Steyer 1982, in diesem
Band).

D e r  E r w a r t u n g s w e r t v e k t o r  e i n e s  s t o c h a s t i s c h e n  S p a l t e n v e k t o r s  x  =
(x1,...,xQ)’ ist dann einfach definiert durch

Die wichtigsten Regeln für diese Konzepte sind im folgenden angegeben:

Regel 1: Wenn a ein Vektor konstanter reeller Zahlen ist, dann gilt
E(a) = a.

Regel 2: Wenn a' ein Zeilenvektor konstanter reeller Zahlen und x ein stocha-
stischer Vektor mit dem Erwartungswertvektor E(x) ist, dann gilt

Regel 3: Wenn a' und ß’Zeilenvektoren konstanter reeller Zahlen und x und y
stochastische Vektoren mit den Erwartungswertvektoren E(x) und
E(y) sind, dann gilt

Diese Regeln gelten entsprechend auch für skalare Größen, welche als Vekto-
ren mit einer Komponente aufgefaßt werden können.

4.2 Anhang B:

Regeln für Vakanzen und Kovarianzen

Die Kovarianz zweier stochastischer Variablen oder Zufallsvariablen ist ein
Parameter, der die Enge ihres linearen statistischen Zusammenhangs wider-
spiegelt, d.h. sie gibt an, wie stark die beiden Variablen gemeinsam variieren.
Die Kovarianz zweier stochastischer Variablen x und y, die wir mit C(x,y)
symbolisieren, ist folgendermaßen definiert:

Die Verallgemeinerung für mehrere stochastische Variablen ist die Kovarianz-
matrix. Sind x bzw. y stochastische Spaltenvektoren mit Q bzw. P Komponen-
ten, so ist deren Kovarianzmatrix C(x,y) wie folgt definiert:
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(B.2)

Ein Kovarianzvektor ergibt sich, wenn einer der beiden stochastischen Vekto-
ren nur eine Komponente enthält. Ist z.B. Q=l, so reduziert sich die Kova-
rianzmatrix C(x,y) auf den Kovarianzvektor

(B.3)

Ist hingegen P = 1, so reduziert sie sich auf den Kovarianzvektor

(B.4) C(x,y) =

Man beachte, daß C(x,y) = C(y,x)’ und C(y,x) = C(x,y)’ gelten.

Im folgenden sind einige Regeln für diese Konzepte aufgeführt, die auch für
die Varianz einer stochastischen Variablen von Bedeutung sind, da diese durch

(B.5) V(x) := C(x,x)

definiert ist. Bei allen stochastischen Variablen setzen wir im folgenden vor-
aus, daß sie einen endlichen Erwartungswert haben.

Regel 1: Sind a ein Vektor von reellen Konstanten und x ein stochastischer
Vektor, dann gilt

Regel 2: Wenn A1, A2, B1, B2 Matrizen konstanter reeller Zahlen sind und x1,
x2 , yl, y2  stochastische Vektoren mit entsprechenden Anzahlen von
Komponenten, dann gilt

Diese Regeln gelten entsprechend auch für skalare Größen, welche als Vekto-

ren mit einer Komponente aufgefaßt werden können.
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4.3 Anhang C

Helfried Moosbrugger

Regeln für bedingte Erwartungen

In diesem Anhang sind einige Rechenregeln für bedingte Erwartungen (vgl.
Steyer, Moosbrugger & Ullrich 1981) zusammengestellt. Dabei sind x, y und z
stochastische Variablen und x, y und z stochastische Vektoren auf dem glei-
chen Wahrscheinlichkeitsraum sowie a, ß reellwertige Konstanten und a, ß
Vektoren reellwertiger Konstanten.

Die bedingte Erwartung von y unter x,

ist eine stochastische Variable auf dem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
von x und y, deren Werte E(y,  Ix=x) die Erwartungswerte von y unter der
Bedingung sind, daß der stochastische Vektor x einen bestimmten festen Wer-
tevektor x angenommen hat (vgl. Feller, 19712, S. 162). Für bedingte Erwar-
tungswerte E(y,  = )x x sind sinngemäß die gleichen Regeln wie für unbedingte
Erwartungswerte gültig.

Der Vektor der bedingten Erwartungen ist definiert durch

(C.1)

Für bedingte Erwartungen gelten folgende Regeln, die z.T. der Arbeit von
Zimmermann (1975) entnommen sind. Die meisten davon gelten ,,nur“ mit
Wahrscheinlichkeit 1. Auf diese Differenzierung verzichten wir jedoch in die-
sem mehr an den Praktiker gerichteten Artikel.

Regel 1:

Regel 2:

Regel 3:

Regel 4:

Der Erwartungswertvektor des Vektors der bedingten Erwartung
von y unter x ist gleich dem Erwartungswertvektor von y:

Die bedingte Erwartung von xq, q E {1,...,Q}, unter x =

Die bedingte Erwartung eines reellwertigen Konstantenvektors a
unter x ist gleich a:

Sind a und ß reellwertige Konstantenvektoren sowie x und y sto-
chastische Vektoren, so gilt für die bedingte Erwartung von a’x +
ß’y unter z
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Regel 5:

Regel 6:

Regel 7:

Regel 8:

Regel 9:

Regel 10:

Alle Komponenten von x* seien auch in x enthalten. Dann gilt: Die
bedingte Erwartung unter X* der bedingten Erwartung von y unter
x ist gleich der bedin gten Erwartung von y unter x*

Die bedingte  Erwartung des  s tochast ischen Vektors  xs’y unter
x l,...,xQ ist gleich dem Produkt von xq  mit der bedingten Erwar-
tung von y unter x1 ,...,xQ:

Der Erwartungswert der bedingten Erwartung der stochastischen
Variablen

Erwartungswert von n yp:

Der  Erwartungswert  des  s tochast ischen Vektors  xq  . E(y IX) ist
gleich dem Erwartungswertvektor von xq . y:

Der  Erwartungswert  des  s tochast ischen Vektors  y  -  E(y Ix) ist
gleich dem Nullvektor:

Der Vektor der bedingten Erwartungen des stochastischen Vektors
gleich dem Nullvektor:

Regel 11: Der Kovarianzvektor von xq und y - EO, 1 x1,...,xQ) ist gleich dem
Nullvektor

Rege l  12 :  Der Erwartungswert  des  Produkts  der  bedingten Erwartungen
zweier Zufallsvariablen z und y, beide unter x, ist gleich dem Er-
wartungswert des Produkts der stochastischen Variablen z mit der

ten Erwartung von y unter x und umgekehrt.
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Regel 13: Wenn cx eine reellwertige Konstante sowie x l,...,xQ und y stocha-
stische Variablen sind, dann gilt:

Diese Regeln gelten entsprechend auch für skalare Größen, welche als Vekto-
ren mit einer Komponente aufgefaßt werden können.
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2. Kapitel

Modelle zur kausalen Erklärung
statistischer Zusammenhänge

Rolf Steyer

1. Einführung

1.1 Zur Bedeutsamkeit kausaler Abhängigkeit

Statistische Modelle werden in der Psychologie und anderen Bio- und Sozial-
wissenschaften nicht nur zur Beschreibung von Zusammenhängen der betrach-
teten Phänomene verwendet, sondern wurden von Anfang an auch mit der
Intention der kausalen Erklärung dieser Phänomene eingesetzt. So sollte z.B.
Spearmans (1904, 1927) allgemeiner Intelligenzfaktor1) die beobachtete Kova-
riation der verschiedenen Intelligenzleistungen erklären. Wright (1918, 1921,
1923, 1934, 1960a,b) entwickelte seine pfadanalytischen Methoden explizit,
um kausale Zusammenhänge genetischer Phänomene zu beschreiben. Fishers
(1925) varianzanalytische Verfahren dienten zunächst zur Auswertung land-
wirtschaftswissenschaftlicher Experimente, bei denen er großen Wert auf
Kontrolltechniken wie z.B. Randomisierung gelegt hat (siehe z.B. 1947, S.
17f.), und auch er spricht explizit von ,,Wirkungen“ (siehe z.B. 1956, S. 241)
der experimentell manipulierten Variablen.

In den Forschungsansätzen, die sich um die kausale Erklärung beobachtbarer
Zusammenhänge bemühen, nehmen kontrollierte experimentelle und auch
quasiexperimentelle Untersuchungen (vgl. z.B. Campbell & Stanley, 1963,
Cook & Campbell, 1976, 1979) einen bevorzugten Platz ein. Ein großer Teil
der Techniken zur Versuchsplanung (siehe z.B. Bartenwerfer & Raatz, 1979,
Henning & Muthig, 1979, McGuigan, 1978, Preiser, 1977, Schulz, Muthig &
Koeppler, 1981, Zimmermann, 1972) zielt darauf ab, ,,interne Validität“ her-
zustellen, damit man tatsächlich den ,,Einfluß“ (Bredenkamp, 1969, S. 333)
der unabhängigen auf die abhängigen Variablen feststellen kann.

1) Einen kurzen überblick über Spearmans Intelligenztheorie, und auch spätere Ent-
wicklungen gibt z.B. Süllwold (1977).
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Aber nicht nur in experimentellen Untersuchungen ist die Idee der kausalen
Abhängigkeit von grundlegender Bedeutung. Auch in der Theorie latenter
Variablen (vgl. z.B. Anderson, 1954, 1959, Gibson, 1959, 1962, Goodman,
1974, 1978, 1979, Green, 1951, 1952, Harnerle, 1982, Jöreskog, 1969, 1971,
Lawley & Maxwell ,  1971,  Lazarsfe ld  & Henry,  1968,  McDonald,  1962,
1967a,b, Moosbrugger, 1982, in diesem Band), mit deren Hilfe man ebenfalls
Zusammenhänge beobachtbarer Variablen erklären will, ist die ,,Idee der Ver-
ursachung“ (Lazarsfeld, 1959, S. 500) zentral. Dort will man wissen, ,,ob die
zugrundeliegende Eigenschaft die Beziehungen zwischen den manifesten Indi-
katoren erklärt“ (Lazarsfeld, 1959, S. 501, Übersetzung durch den Autor).
Formann (1980, S. 107) schreibt dazu: ,,Manifeste Variablen kovariieren nicht
deshalb, weil sie an sich miteinander zusammenhängen, sondern weil sie ihre
gemeinsame Ursache in den latenten Variablen haben, welche es zu identifizie-
ren gilt.“

Auch die Strukturgleichungsmodelle (vgl. z.B. Duncan, 1975, Goldberger &
Duncan, 1973, Jöreskog, 1970, 1973, 1974, Johnston, 1971, Malinvaud, 1970)
werden explizit zur Beschreibung kausaler Zusammenhänge verwendet, auch
solcher mit wechselseitiger Abhängigkeit. Diese Modelle haben insbesondere
durch neuere Arbeiten (siehe z.B. Bentler, 1980, Jöreskog, 1977, 1978, 1979,
Jöreskog &  bSör om, 1976, 1977, 1979, 1981, Kenny, 1979) in letzter Zeit
große Beachtung gefunden, die es u.a. ermöglichen, kausale Beziehungen auch
zwischen latenten Variablen anzunehmen und solche Modelle empirisch zu
überprüfen.

Mit Modellen zur Erklärung statistischer Zusammenhänge versucht man, Wir-
kungsgefüge zu beschreiben, also kausale Theorien zu formulieren. Würde die
Psychologie es bei der Beschreibung rein statistischer Zusammenhänge bewen-
den lassen, wäre sie bestenfalls für Prognosen zu gebrauchen. Darüber hinaus
sind jedoch in der Praxis oft Interventionen gefordert, deren Auswirkungen
nur vorhersagbar sind, wenn kausale Theorien über das Zusammenwirken der
Variablen vorliegen. Brandstädter und Bernitzke (1976, S. 13) plädieren eben-
falls für eine verstärkte Forschung mit kausalen Modellen, indem sie schrei-
ben: ,,Psychologische Interventionen sind stets Eingriffe in ,,Systeme“, Ein-
griffe in komplexe Wirkungsgefüge also, die erwartete und unerwartete, er-
wünschte und unerwünschte Aus- und Nebenwirkungen haben können. Eine
effiziente und risikobewußte Interventionsplanung setzt eine möglichst umfas-
sende Kenntnis des Wirkungsgefüges voraus, in das eingegriffen wird.“

Diese Wirkungsgefüge müssen keineswegs deterministischer Natur sein, viel-
mehr muß man wohl in der Psychologie und selbst in vielen Bereichen der
Physik von stochastischen Gesetzmäßigkeiten ausgehen, worauf schon Sarris
(1968) eindringlich hingewiesen hat. Dabei kann durchaus offenbleiben, ob
wir zu stochastischen Gesetzen greifen, weil unser Wissen unvollständig ist, in
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dem Sinne, daß wir nicht alle beeinflussenden Variablen kennen, oder ob die
untersuchten Phänomene an sich nichtdeterministisch sind.

1.2 Zum Forschungsstand

In krassem Gegensatz zu der Bedeutsamkeit des Konzepts der kausalen Ab-
hängigkeit stand bisher allerdings die Verschwommenheit, die diesem wohl
zentralen Begriff empirischer Forschung eigen ist. Dies liegt keineswegs daran,
daß dem Thema ,kausale Abhängigkeit‘ nicht genügend Aufmerksamkeit ge-
schenkt wird. Vielmehr sind gerade die neueren Versuche, zu einer Klärung
dieses Konzepts beizutragen, so zahlreich, daß es unmöglich erscheint, diese
auch nur annähernd adäquat darzustellen. Versuche einer solchen Darstellung
haben z.B. Bagozzi (1980), Cook & Campbell (1979), Stegmüller (1969) und
Suppes (1970) unternommen. In dieser Arbeit beschränken wir uns darauf,
den Diskussionsstand in der Psychologie zu umreißen.

In der psychologischen Forschung können unter dem Aspekt kausaler Abhän-
gigkeit wohl zwei Hauptströmungen unterschieden werden, die man vielleicht
am besten mit den Etiketten ,experimentalpsychologische‘ vs. ,pfadanalytische
Literatur‘  versehen kann.  Der  Experimentalpsychologe bemüht  s ich,  a l le
,Störvariablen‘ auszuschalten oder ,interne Validität‘ herzustellen, um den
Einfluß der unabhängigen auf die abhängigen Variablen feststellen zu können.
Dabei vermeiden manche Autoren, von kausaler Abhängigkeit zu sprechen. So
z.B. Bredenkamp (1980, S. 1), wenn er formuliert: ,,Da der Begriff der Verur-
sachung in der wissenschaftstheoretischen Literatur (vgl. Stegmüller, 1969)
jedoch anders als in diesem Zusammenhang gebraucht wird, soll das Ziel des
Experimentierens darin gesehen werden, die Variation der abhängigen Varia-
blen als Folge der Veränderung von unabhängigen Variablen eindeutig inter-
pretieren zu können.“

Offensichtlich werden hier nur andere Worte für Ursache und kausale Abhän-
gigkeit eingesetzt, die jedoch keinerlei Zweifel daran aufkommen lassen, daß
auch hier Ziel des Experimentierens ist, Ursache-Wirkungs-Beziehungen zu
untersuchen, auch wenn der dabei verwendete Kausalbegriff nicht weiter ex-
pliziert und mit anderen Bezeichnungen umschrieben wird.

Andere Autoren sprechen in diesem Kontext explizit von kausaler Abhängig-
keit und verstehen interne Validität als Bedingung, unter der eine kausale
Interpretation der gefundenen Abhängigkeiten möglich ist. So schreiben z.B.
Cook & Campbell (1979, S. 58): ,,Interne Validität ist, nach allem, mit den
Gefahren befaßt, die Zweifel daran erwecken können, ob ein gültiger kausaler
Zusammenhang besteht, . . .“ (Übersetzung durch den Autor).
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Genau betrachtet, wird jedoch auch in dieser und ähnlichen Textstellen nur
der eine undefinierte Begriff durch einen anderen ebenso undefinierten, näm-
lich den der ,internen Validität‘ ersetzt, und der Einfluß einer solchen Metho-
dologie wäre wohl gering geblieben, wenn nicht in der experimentellen Psy-
chologie und Pädagogik zugleich eine Reihe von Handlungsanweisungen ent-
wickelt worden wären, die dazu beitragen, in einer empirischen Untersuchung
,interne Validität‘ herzustellen. Eine solche Handlungsanweisung ist z.B. die
Kontrolltechnik der Randomisierung, bei der die Untersuchungseinheiten
(z.B. Versuchspersonen) zufällig auf die experimentellen Gruppen aufgeteilt
werden, so daß vor der experimentellen Behandlung keine systematischen
Unterschiede zwischen den experimentellen Gruppen bestehen können, und
es daher plausibel erscheint, die später gefundenen Unterschiede auf die inzwi-
schen durchgeführte experimentelle Behandlung zurückzuführen. Weitere sol-
che Kontrolltechniken sind z.B. Konstanthaltung von potentiellen Störvaria-
blen und Parallelisierung (vgl. z.B. Selg & Bauer, 1976, S. 58ff.).

Obwohl diese Forschungsstrategien ohne Zweifel von großer Bedeutung sind,
bleibt jedoch ungeklärt, ob sie hinreichend für eine kausale Interpretation von
Abhängigkeiten sind, die unter solchen kontrollierten Bedingungen gefunden
werden. Eine solche Klärung ist nur zu erhoffen, wenn eine von diesen Kon-
trolltechniken zunächst unabhängige Definition kausaler Abhängigkeit vor-
liegt, die dem Forschungsgegenstand der Psychologie und anderen Bio- und
Sozialwissenschaften angemessen ist.

Die zweite Richtung in der psychologischen Literatur wurde mit dem Etikett
,Pfadanalyse‘ versehen. Vertreter dieser Methode sind der Auffassung, daß
eine kausale Interpretation stochastischer Abhängigkeiten auch in nichtexperi-
mentellen Forschungssituationen möglich ist, wenn man die Annahme der
Geschlossenheit machen kann. So schreiben z.B. Namboodiri, Carter und
Blalock (1975, S. 446): ,,. . . , das theoretische System muß als theoretisch
geschlossen oder komplett angenommen werden, bis auf strikt zufällige Feh-
lerquellen in den Gleichungen.“ (Übersetzung durch den Autor). Aber auch
hier stellt sich die Frage, was man denn unter ,,geschlossen“ verstehen soll,
und was sind ,,strikt zufällige Fehlerquellen“ ? Offenbar ist gemeint, daß alle
wichtigen Variablen in der betreffenden Gleichung vorkommen. Aber was
heißt dann ,wichtig‘? Ist z. B. die abhängige Variable gemessen vor einer expe-
rimentellen Behandlung - denn pfadanalytische Modelle sollten in experi-
mentellen Situationen wohl erst recht gelten - eine wichtige Variable, da sie
vermutlich eine hohe Korrelation mit der abhängigen Variablen gemessen nach
der experimentellen Behandlung aufweist, oder ist sie vielleicht nur wichtig,
wenn keine der Kontrolltechniken verwendet wurde, um ihren systematischen
Einfluß auszuschalten? Wie kann gegebenenfalls die Annahme der Geschlos-
senheit falsifiziert werden?
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Obwohl die Theorien der pfadanalytischen Modelle weit entwickelt sind, was
Schätz- und Testmethoden betrifft (siehe z.B. Goldberger, 1964, Heise, 1975,
Jöreskog & Sörbom, 1981, Lohmöller, 1981, Wold, 1981), ist in dieser Litera-
tur keine befriedigende Definition kausaler Abhängigkeit zu finden, obwohl
nicht wenige Versuche unternommen wurden (vgl. z.B. Simon, 1952, 1953,
Wold, 1954, 1956, 1964, 1969). Einer der klarsten Definitionsvorschläge
stammt von Blalock (1971b, S. 20): ,,Wir werden sagen, daß X eine direkte
Ursache von Y ist (symbolisiert X -+ Y) genau dann, wenn wir eine Verände-
rung im Mittel von Y hervorbringen können, indem wir X verändern, wäh-
rend alle anderen Variablen konstant gehalten werden, die explizit in das Sy-
stem einbezogen sind und die nicht von Y kausal abhängig sind.“ (Überset-
zung durch den Autor).

Die m.E. wesentliche Schwäche dieser Definition liegt darin, daß sie sich,
genau wie Simons Versuche, nur auf ein willkürliches und zu enges Modell
beziehen ,,- ein Gleichungssystem -, und nicht auf die ,,reale“ Welt, welche
das Modell beschreiben soll“ (Simon, 1953, S. 51, Übersetzung durch den
Autor). Bezieht man z.B. nur die Variablen X und Y in das Gleichungssystem
ein, so wäre Y - Blalocks Definition zufolge - immer von X kausal abhän-
gig, da ja alle anderen Variablen (hier beträgt deren Anzahl Null) konstant
gehalten werden. Folglich wäre Blalocks Aussage nur dann sinnvoll, wenn
man die Geschlossenheitsannahme macht, daß nämlich alle wichtigen Varia-
blen im Gleichungssystem enthalten sind, eine Annahme, auf deren Unklar-
heit bereits hingewiesen wurde.

Dennoch enthält Blalocks Definition wohl bereits die entscheidende Grund-
idee, wenn man die Konstanzbedingung nicht auf die explizit einbezogenen
Variablen beschränkt, sondern dabei alle potentiellen Störvariablen einbezieht,
die in der betreffenden Situationsklasse explizit und implizit vorhanden sind.
Ein sinnvolles Modell muß also in irgendeiner Form alle potentiellen Stör-
variablen enthalten. Diese Grundidee und die daraus folgenden Konsequenzen
sollen in dieser Arbeit expliziert und präzisiert werden. Dabei stellt sich her-
aus, daß man unter bestimmten Voraussetzungen auch dann solche kausalen
Abhängigkeiten feststellen kann, wenn nicht alle potentiellen Störvariablen
konstant sind.

Was Blalock und auch Simon offenbar übersehen, ist vor allem, daß unser
Modell nicht nur aus einem Gleichungssystem besteht, im einfachsten Fall also
nicht nur aus einer Gleichung, welche die Beziehung zwischen zwei Variablen
X und Y angibt. Vielmehr handelt es sich bei unserem Modell um eine formale
Struktur, welche die gesamte Untersuchungssituationsklasse oder das gesamte
Experiment mit allen darin vorkommenden Ereignissen beschreibt. Diese for-
male Struktur wird mit (Q,&,P) bezeichnet und heißt ,Wahrscheinlichkeits-
raum‘. Dabei ist SZ die Menge der in der betreffenden Untersuchungssituation
vorkommenden Elementarereignisse, eine Sigmaalgebra daraus bildbarer
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einfacher und zusammengesetzter Ereignisse, und P ist eine Funktion, die
jedem dieser Ereignisse A eine feste Wahrscheinlichkeit zuordnet (siehe
z.B. Bauer, 1974, S. 129).

Indem jedem einfachen und zusammengesetzten Ereignis eine feste Wahr-
scheinlichkeit zugeordnet ist, ist eine bestimmte Untersuchungssituationsklas-
se oder ein Experiment charakterisiert. Dabei müssen diese Wahrscheinlich-
keiten keineswegs bekannt sein. Vielmehr ist es u.a. ein Ziel empirischer Un-
tersuchungen, zu datengestützten Schätzungen dieser Wahrscheinlichkeiten zu
gelangen.

Wenn nun auf einem solchen Wahrscheinlichkeitsraum, der eine ganz be-
stimmte Untersuchungssituationsklasse repräsentiert, zwei stochastische Va-
riablen X und Y definiert werden, so haben diese beiden Variablen eine ganz
bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilung, die möglicherweise auch durch eine
Gleichung2) wie z.B.

(1.2.1)

beschrieben werden kann, wobei E(Y 1 X) die bedingte Erwartung von Y unter
X ,  s o w i e  ay,, u n d  ayx reelle Zahlen sind. Unser Modell, und das ist das
Entscheidende, besteht aber nicht nur aus dieser Gleichung, wie viele Bücher
der angewandten Statistik dem Leser nahelegen; vielmehr schließt dieses Mo-
dell den gesamten Wahrscheinlichkeitsraum mit allen darin enthaltenen Ereig-
nissen und deren Wahrscheinlichkeiten ein, und damit auch alle Variablen, die
sich auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum, in dieser Untersuchungssituations-
klasse definieren lassen. In unserem gegenwärtigen Kontext sind dabei vor
allem diejenigen stochastischen Variablen W von Bedeutung, die der Experi-
mentalpsychologe als ,Störvariablen‘ bezeichnet, und die er mit verschiedenen
experimentellen Techniken zu kontrollieren bestrebt ist. So versucht man mit
der Kontrolltechnik der Randomisierung zu erreichen, daß die unabhängige
Variable X selbst stochastisch unabhängig von allen potentiellen Störvariablen
ist. Dies dient ,,u.a. dem Zweck, den Einfluß anderer Faktoren, die diesen
Zusammenhang (gemeint ist der zwischen X und Y, der Autor) modifizieren
können, auszuschalten“ (Bredenkamp, 1980, S. 1).

Das implizite Modell des Experimentalpsychologen besteht demnach nicht nur
aus einer Gleichung, wie z.B. Gleichung 1.2.1, sondern aus einer Untersu-
chungssituationsklasse, in der viele, auch unbekannte Variablen eine Rolle

2) Das Zeichen ,=‘ in Gleichung 1.2.1 bedeutet ,fast sicher gleich‘ oder mit ,Wahr-
scheinlichkeit Eins gleich‘, und heißt ,definitionsgemäß fast sicher gleich‘. Die
bedingte Erwartung E(Y 1 X) ist in der Stochastik so definiert, daß Aussagen über sie
nur ,mit Wahrscheinlichkeit Eins‘ oder ,fast sicher‘ gelten. Somit werden bei solchen
Aussagen ,Ausnahmen‘ zugelassen, falls diese die Wahrscheinlichkeit Null haben (siehe
Definition A.5.1 im Anhang dieser Arbeit).
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spielen, und deren Existenz durch eine sorgfältige Wahl und Anwendung
verschiedener Kontrolltechniken berücksichtigt wird. Diese verschiedenen
Variablen werden nicht einfach ignoriert, sondern die Untersuchungssitua-
tionsklasse, das Experiment, wird nach Möglichkeit so gestaltet, daß die ande-
ren Variablen nicht mehr den Zusammenhang zwischen X und Y modifizieren
oder verfälschen können. Im Gegensatz zu Blalocks Vorstellungen spielen im
Modell des Experimentalpsychologen also nicht nur die explizit genannten
Variablen, im einfachsten Fall X und Y, eine Rolle, sondern die gesamte
Untersuchungssituationsklasse mit allen darin beobachtbaren Variablen, auch
wenn nicht alle diese Variablen tatsächlich beobachtet werden müssen. Mit
anderen Worten ausgedrückt, das Modell des Experimentalpsychologen um-
faßt den gesamten Wahrscheinlichkeitsraum, der das gesamte Experiment
bzw. die gesamte Untersuchungssituationsklasse repräsentiert, mit allen dabei
involvierten Ereignissen und Variablen. Die Gleichung zwischen zwei Varia-
blen X und Y ist nur ein einziger von mehreren Bestandteilen seines Modells.

Wenn ein solches Modell unsere Vorstellungen von dem beschreiben soll, was
wir als ,Realität‘ bezeichnen, muß ,kausal‘ nicht nur eine Eigenschaft des
Modells, sondern auch als Eigenschaft dieser ,Realität‘ postuliert werden; an-
sonsten wäre eine solche Modelleigenschaft wohl sinnlos. Demnach muß aber
auch eine formale Eigenschaft definiert werden, die ein Modell zu einem kau-
salen Modell macht, und in Anwendungen muß man wenigstens im Sinne von
Poppers Falsifizierungskonzept (siehe z.B. Popper, 1969) überprüfen können,
ob in dem betreffenden Fall diese Eigenschaft in der ,Realität‘ erfüllt ist.

Diesen grundlegenden Forderungen entsprechen die bisherigen pfadanalyti-
schen Arbeiten nicht. Die dort üblichen Modelltests prüfen, ob das Modell mit
den Daten vereinbar ist und vergleichen verschiedene alternative Modelle hin-
sichtlich dieses Kriteriums. Sie testen jedoch nicht, ob ein solches Modell
kausal interpretierbar ist. Es wird auch nicht angegeben, wie die Annahme der
Geschlossenheit falsifiziert werden kann.

Solche Mängel  können wohl als mitverantwortlich für viele skeptische Stim-
men gegenüber ,Kausalanalysen‘ und dem Wort ,kausal‘ überhaupt angesehen
werden. Diese Stimmen reichen von Vorschlägen zur Umbenennung bis zur
scheinbaren Ablehnung. Sarris z.B. schlägt in seiner Antwort auf Kraaks
(1966) Plädoyer für eine verstärkte Kausalforschung die Bezeichnung ,,stati-
stisch-gesetzmäßige Dependenzen“ vor (Sarris, 1968, S. 184), womit er aber
ebenfalls einen stochastischen Kausalbegriff meint. Herrmann (1969, S. 65)
scheint einen völlig ablehnenden Standpunkt einzunehmen, wobei er dann
aber die ,neue‘ ebenso diffuse Bezeichnung des ,,Bedingens“ (ebenda) heran-
zieht, die wohl auch eher als Umbenennung zu verstehen ist, denn daß mit
experimentellen Untersuchungen eben nicht nur rein statistische Zusammen-
hänge gefunden werden sollen, sondern qualitativ mehr als dies, bestreitet
wohl gegenwärtig niemand. Es stellt sich lediglich die Frage, wie diese andere
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,Qualität‘, die hier als kausale stochastische Abhängigkeit bezeichnet wird, zu
definieren ist. Erst dann lassen sich experimentelle und nichtexperimentelle
Forschungsstrategien auf einer soliden theoretischen Grundlage auf Vor- und
Nachteile hin diskutieren, und in einer gemeinsamen Theorie integrieren.

1.3 Überblick

Im vorliegenden Beitrag wird der Versuch unternommen, die oben aufgewor-
fenen Probleme durch die Entwicklung einer formalen stochastischen Theorie
zu lösen, die zur Grundlegung sowohl experimenteller als auch nichtexperi-
menteller Strategien der empirischen Kausalforschung herangezogen werden
kann. Dabei beschränken wir uns auf regressiv lineare oder kurz ,reglineare‘
Modelle. Damit ist zwar eine Einschränkung auf relativ einfache Modelle ver-
bunden, aber dennoch fallen unter diese Klasse eine recht große Zahl verschie-
dener Spezialfalle. Neben den Regressionsmodellen im engeren Sinn, gehören
auch Varianz- und faktorenanalytische Modelle zur Klasse der reglinearen Mo-
delle, wie Moosbrugger (1982, in diesem Band) zeigt.

Die grundlegende Frage ist die nach dem Unterschied zwischen einem rein
deskriptiven und einem explikativen, kausalen Modell, der nicht nur in der
Intention des Anwenders, sondern auch in den formalen Eigenschaften des
Modells seinen Niederschlag findet. Aufbauend auf den in der Experimentel-
len Psychologie und Pädagogik entwickelten Vorstellungen ,interner Validi-
tät‘, werden dabei die Bedingungen der Vorgeordnetheit und der Invarianz als
die entscheidenden formalen Eigenschaften entwickelt, die uns ermöglichen,
zwischen deskriptiven und explikativen reglinearen Abhängigkeiten aufgrund
rein formaler Kriterien zu unterscheiden.

Die Grundidee interner Validität ist die einer idealen Situation, in der sich
reine, unkonfundierte stochastische Abhängigkeiten zwischen den betrachteten
Ereignissen oder Variablen zeigen. In einer solchen idealen Situation ist der
Einfluß anderer Faktoren, die diese Abhängigkeiten modifizieren oder verfäl-
schen können, ausgeschaltet. Dies bedeutet jedoch nicht etwa, daß alle beein-
flussenden Faktoren bekannt oder konstant sein müssen. Vielmehr sind ledig-
lich die ,,konfundierenden Faktoren“ (Sarris, 1968, S. 183) für die interne
Validität von Bedeutung, da sie die Beziehung zwischen den betrachteten
Variablen verfalschen können. Andere beeinflussende Faktoren sind nur inso-
fern wichtig, als sie die Beziehung zwischen den betrachteten Variablen mit
Zufallsfehlern verschleiern, so daß wir die gesuchten Beziehungen mit unseren
inferenzstatistischen Mitteln weniger leicht entdecken können.

Die abstrakte Vorstellung einer in diesem Sinn ,validen‘ oder ,unkonfundier-
ten‘ Beziehung zwischen zwei stochastischen Variablen (Zufallsvariablen)
kann formal, d.h. ohne jeden Rekurs auf formal undefinierte Begriffe wie



Modelle zur kausalen Erklärung statistischer Zusammenhänge 67

,Experiment‘, ,Zeit‘, ,Manipulation‘ etc .  formulier t  werden (vgl .  dagegen
Wold, 1969, S. 448 f.). Der Präzisierung dieser Vorstellung zum Begriff einfa-
cher kausaler reglinearer Abhängigkeit und den Folgerungen daraus sind die
Abschnitte 3 bis 5 gewidmet, nachdem wir uns im zweiten Abschnitt anhand
eines anschaulichen Beispiels mit konkretem Anschauungsmaterial ausgerüstet
haben. In Abschnitt 6 wird dann wieder ein Beispiel behandelt, an dem dann in
Abschnitt 7 Fragen des Geltungsbereichs oder der ,,externen Validität“ (siehe
z.B. Campbell & Stanley, 1963) diskutiert werden können. Im letzten Ab-
schnitt wird schließlich in einer Schlußbetrachtung noch einmal die hier vorge-
stellte Theorie in Hinsicht auf die sich aus ihr ergebenden praktischen Konse-
quenzen für die empirische experimentelle und nichtexperimentelle Kausalfor-
schung zusammengefaßt.

Obwohl es in diesem Beitrag nur um die Abhängigkeit zwischen zwei stocha-
stischen Variablen geht, sind die hier entwickelten Ideen auch für komplexere
Modelle von Bedeutung. Indem man jeweils eine abhängige und eine unabhän-
gige Variable bei Konstanz der anderen unabhängigen Variablen betrachtet,
kann die Theorie einfacher kausaler reglinearer Abhängigkeit auch für Mehr-
variablenprobleme zur Theorie direkter und totaler kausaler reglinearer Ab-
hängigkeit fortgeführt werden (siehe Steyer, 1982).

Einige weitere Worte zu dem, was in der vorliegenden Arbeit nicht behandelt
wird, scheinen angebracht: In der gesamten Abhandlung werden keinerlei
St ichprobenprobleme wie z .B.  Hypothesen-  und Model lbewertung behan-
delt. Statt dessen untersuchen wir alle hier diskutierten Fragen gewissermaßen
auf ,Populationsebene‘, d.h. wir verfahren so, als wären alle Parameter be-
kannt und müßten nicht erst aus einer Stichprobe geschätzt werden. Deswegen
entstehen auch keinerlei statistische Entscheidungsprobleme zwischen ver-
schiedenen Hypothesen über die Parameter, Probleme, die in Anwendungsfäl-
len natürlich in der Regel vorhanden sind. Für solche Stichprobenprobleme sei
daher außer auf die bereits genannten Arbeiten auf die einschlägigen Standard-
werke zur multivariaten Statistik verwiesen, wie z.B. Ahrens (1968), Ander-
son (1958), Bock (1975), Bortz (1977), Gaensslen und Schubö (1973), Krish-
n a i a h  ( 1 9 8 0 ) ,  Moosbrugger (1978), Rao (1973), Rasch (1976, 1978), Schach
und Schäfer (1978), Scheffe (1959), Searle (1971), Tatsuoka (1971), Timm
(1975) und Winer (1971).

2. Münzen und Elektromagnet

2.1 Einleitende Bemerkungen

Bevor wir eine formale Behandlung kausaler stochastischer Modelle in Angriff
nehmen, soll zunächst an einem einfachen Beispiel eine solche kausale stocha-
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stische Abhängigkeit beschrieben werden. Wir verfolgen dabei zwei Ziele.
Zum einen wollen wir zeigen, daß deterministische Theorien kausaler Abhän-
gigkeit nicht allgemein genug sind, um Abhängigkeiten zu beschreiben, die
zwar intuitiv die Bezeichnung ,kausal‘ verdienen, aber dennoch nur stocha-
stisch sind. Zum anderen soll an diesem Beispiel die formale Darstellung in den
späteren Abschnitten veranschaulicht und die zentrale Frage nach dem forma-
len Unterschied zwischen einem kausalen und einem nichtkausalen Regres-
sionsmodell erläutert werden.

2.2 Beschreibung des Beispiels

Das Beispiel besteht aus folgendem Gedankenexperiment: Wir betrachten eine
Münze I und eine Münze II, die auf jeweils einer Seite aus Plastik und auf der
anderen jeweils aus Metall bestehen. Mit diesen Münzen stellen wir uns einen
Versuch vor, der folgendermaßen aussieht: Zuerst wird Münze II, danach
Münze I geworfen, und zwar auf eine Platte, welche die Eigenschaften eines
ein- und ausschaltbaren Elektromagneten besitzt.

Tabelle 2.2.1: Erste Situationsklasse: Der Elektromagnet ist ausgeschaltet,
während die beiden Münzen geworfen werden. Die Ergebnisse
des Werfens der Münzen I und II sind bedingt stochastisch
unabhängig (siehe Gleichung 2.2.4). Bei den angegebenen Zah-
len handelt es sich um bedingte Wahrscheinlichkeiten gegeben
das Ereignis Ä, daß der Elektromagnet ausgeschaltet ist.

Münze II fällt auf

Metallseite C Plastikseite C

Münze I Metallseite B 0.25 0.25 0.50
fällt
auf Plastikseite B 0.25 0.25 0.50

0.50 0.50 1.00

1. Situationsklasse: Der Elektromagnet ist ausgeschaltet. In der ersten Situa-
tionsklasse wird der Versuch: ,Zuerst Münze II, danach Münze I werfen‘
einmal durchgeführt, und zwar dann, wenn der Elektromagnet ausgeschaltet
ist. Wir nehmen dabei der Einfachheit halber an, daß es sich um zwei bezüg-
lich ihrer physikalischen Eigenschaften gleiche Münzen handelt, insofern als
beide mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.5 auf die Metall- bzw. Plastikseite
fallen. Wenn der Elektromagnet aus ist, sind unserer intuitiven Theorie zufol-
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ge die Ergebnisse des Werfens beider Münzen sowohl stochastisch als auch
kausal voneinander unabhängig. Betrachten wir z.B. die Ereignisse

(2.2.1) B := Münze I fällt auf die Metallseite,

und

(2.2.2) C := Münze II fallt auf die Metallseite,

so erhalten wir demnach die bedingte Wahrscheinlichkeit, daß beide Münzen
auf die Metallseite fallen gegeben das Ereignis

(2.2.3) Ä := der Elektromagnet ist ausgeschaltet,

über die Gleichung

(2.2.4)

(siehe Tabelle 2.2.1). Die angegebenen Wahrscheinlichkeiten kann man sich als
relative Häufigkeiten einer Versuchsreihe vorstellen, bei der die einzelnen Ver-
suche, ,zuerst Münze II, danach Münze I werfen‘, sehr oft durchgeführt wur-
den. Nachdem diese Wahrscheinlichkeiten einmal bekannt sind, charakterisie-
ren sie jedoch auch jeden einzelnen Versuch3).

Tabelle 2.2.2: Zweite Situationsklasse: Der Elektromagnet ist angeschaltet,
während die beiden Münzen geworfen werden. Die Ergebnisse
des Werfens der Münzen I und II sind auch hier bedingt sto-
chastisch unabhängig (siehe Gleichung 2.2.6), lediglich die be-
dingten Randwahrscheinl ichkei ten s ind gegenüber  Tabel le
2.2.1 verändert (z.B. 0.9 statt 0.5). Die angegebenen Zahlen
sind bedingte Wahrscheinlichkeiten gegeben das Ereignis A,
daß der Elektromagnet angeschaltet ist.

Münze II fällt auf

Metallseite C Plastikseite C

Münze I Metallseite B 0.81 0.09 0.90
fällt
auf Plastikseite B 0.09 0.01 0.10

0.90 0.10 1.00

3) Vergleiche zur Interpretation des Wahrscheinlichkeitsbegriffs z.B. Bunge, 1967,
S. 423f., Popper, 1959, oder Stegmüller, 1973, S. 129.
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2. Situationsklasse: Der Elektromagnet ist angeschaltet. Die zweite Situations-
klasse unterscheidet sich von der ersten dadurch, daß der Elektromagnet ange-
schaltet ist, während die beiden Münzen geworfen werden. Dies hat zur Folge,
daß die bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben

(2.2.5) A := der Elektromagnet ist angeschaltet,

für beide Münzen auf die Metallseite zu fallen erhöht ist, und zwar, wie wir
annehmen, auf 0.9. Demgemäß ist nun 0.1 die bedingte Wahrscheinlichkeit für
beide Münzen, auf die Plastikseite zu fallen. Auch in dieser Situationsklasse
sind die Ergebnisse des Werfens beider Münzen sowohl statistisch, als unserer
intuitiven Vorstellung zufolge, auch kausal voneinander unabhängig, und ent-
sprechend finden wir auch hier z.B. die Wahrscheinlichkeit dafür, daß beide
Münzen auf die Metallseite fallen durch die Multiplikation der einzelnen be-
dingten Wahrscheinlichkeiten, also

(2.2.6)

(siehe Tabelle 2.2.2).

Tabelle 2.2.3: Dritte Situationsklasse: Der Elektromagnet ist mit Wahrschein-
lichkeit 0.5 an- bzw. ausgeschaltet, während die beiden Mün-
zen geworfen werden. Die Ergebnisse des Werfens der Münzen
I und II sind nicht stochastisch unabhängig (siehe Ungleichung
2.2.7). Bei den angegebenen Zahlen handelt es sich um unbe-
dingte Wahrscheinlichkeiten.

Münze II fällt auf

Metallseite C Plastikseite C

Münze I Metallseite B 0.53 0.17 0.70
fällt
auf Plastikseite B 0.17 0.13 0.30

0.70 0.30 1.00

3. Situationsklasse: Der Elektromagnet ist mit Wahrscheinlichkeit 0.5 an- oder
ausgeschaltet. Die dritte Situationsklasse besteht darin, daß der Versuch ,Zu-
erst Münze II, danach Münze I werfen‘ unter der Bedingung durchgeführt
wird, daß der Zustand des Elektromagneten unbekannt, und dabei aber mit
Wahrscheinlichkeit 0.5 an- oder ausgeschaltet ist, während die beiden Münzen
geworfen werden. Die für diese Situationsklasse angegebenen Wahrscheinlich-
keiten ergeben sich hier als Mittel der entsprechenden bedingten Wahrschein-
lichkeiten in den ersten beiden Situationsklassen.
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In dieser dritten Situationsklasse ist ein stochastischer Zusammenhang zwi-
schen den Ergebnissen des Werfens der Münze I und denen des Werfens der
Münze II festzustellen. Dabei sind die Münzwurfergebnisse zwar stochastisch
(siehe Tabelle 2.2.3), unserer intuitiven Vorstellung zufolge aber nicht kausal
voneinander abhängig. Statt dessen sind die Ergebnisse des Werfens der beiden
Münzen vom Zustand des Elektromagneten kausal stochastisch abhängig. Ist
der Elektromagnet nämlich an, so fallen die beiden Münzen eher auf die Me-
tallseite, und ist er aus, so fallen sie mit unveränderter Wahrscheinlichkeit auf
die Metallseite. Variiert der Zustand des Elektromagneten, wie in dieser drit-
ten Situationsklasse, so kommt auf diese Weise auch eine Kovariation der
Münzwurfereignisse zustande. Diese stochastische Abhängigkeit äußert sich
darin, daß nun anstelle der Gleichungen 2.2.4 oder 2.2.6 die Ungleichung

(2.2.7)

gilt.

Das hier beschriebene Beispiel4) ,Münzen und Elektromagnet‘ ist in verschie-
dener Hinsicht für die in dieser Arbeit behandelte Thematik von Interesse,
denn es kommen sowohl nichtkausale als auch kausale stochastische Abhän-
gigkeiten vor, nämlich nichtkausale stochastische Abhängigkeiten zwischen
den Münzwurfereignissen, und kausale stochastische Abhängigkeiten jeweils
eines Münzwurfereignisses vom Zustand des Elektromagneten. Ist dieser näm-
lich an, so erhöhen sich die bedingten Wahrscheinlichkeiten, für jede der
beiden Münzen auf die Metallseite zu fallen von 0.5 auf 0.9, und offenbar
können wir mit dem Elektromagneten diese Wahrscheinlichkeiten steuern,
obwohl keine deterministische Abhängigkeit der Münzwurfereignisse vom Zu-
stand des Elektromagneten vorliegt (vgl. zum Handlungsaspekt des Kausalbe-
griffs auch von Wright, 1974).

Um ein analoges Beispiel aus der Psychologie zu erhalten, brauchen wir ledig-
lich an die Stelle der beiden Münzen zwei Versuchspersonen zu setzen, die
z.B. auf einen akustischen Reiz mit ,,ja, ich höre“ bzw. ,,nein, ich höre nicht“
antworten. Die Stelle des Elektromagneten nimmt dann der akustische Reiz
ein, der in zwei Ausprägungen dargeboten wird.

4) Ein von der formalen Struktur analoges Beispiel findet sich in Lazarsfeld und Henry
(1968, S. 17). Anstelle der beiden Münzen I und II handelt es sich dort um zwei
Zeitschriften A und B, die von den befragten Personen gelesen oder nicht gelesen
werden, was dem Fallen der Münzen auf die Metall- bzw. Plastikseite entspricht, und
an die Stelle des Elektromagneten, der die stochastischen Abhängigkeiten zwischen den
Münzwurfereignissen verursacht, tritt die latente Variable ,,hoher vs. niedriger Ausbil-
dungsstand“, welche die Kovariation des Lesens der beiden Zeitschriften herbeiführt.
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2.3 Abhängigkeit der ersten von der zweiten Münzvariablen

Wir formulieren nun die in der dritten Situationsklasse (siehe Tabelle 2.2.3)5)
festzustellende stochastische Abhängigkeit des Ergebnisses des Werfens der
Münze I von dem Ergebnis des zuerst erfolgenden Werfens der Münze II,
wobei wir bewußt den Elektromagneten ignorieren. Die Abhängigkeit dieser
Münzwurfergebnisse läßt sich als reglineare Abhängigkeit wie folgt beschrei-
ben: Wir nehmen an, daß der Wahrscheinlichkeitsraum (Q,&,P) die dritte
Situationsklasse repräsentiert und definieren die beiden Münzvariablen

(2.3.1) Z I  : =
1, wenn die Münze I auf die Metallseite,
0, wenn sie auf die Plastikseite fallt,

(2.3.2) Z I I  :=
1, wenn die Münze II auf die Metallseite,
0, wenn sie auf die Plastikseite fallt,

und das Ereignis

(2.3.3)

daß die Münze I auf die Metallseite fallt. Für die Beziehung der beiden Münz-
variablen gilt dann die Gleichung6)

(2.3.4)

wobei ß10 und ß12 reellwertige Konstanten sind. Aus dieser Gleichung folgen,
unter Benutzung der Gleichungen A.5.2, A.4.6 und A.4.3 des Anhangs

(2.3.5)

und

(2.3.6)

(siehe Tabelle 2.2.3). Demnach ist also ß10 bei diesem Beispiel als bedingte
Wahrscheinlichkeit für B zu interpretieren, unter der Bedingung nämlich, daß
Z I I  =  0 is t .  Für  ß12 gilt dann gemäß den Gleichungen 2.3.5 und 2.3.6

(2.3.7)

(siehe wiederum Tabelle 2.2.3). Auf analoge Weise können wir auch die Para-
meter für die Gleichung

5) Bei Referenzen mit drei Ziffern geben die ersten beiden Ziffern immer den Abschnitt
an.
6) Man beachte die Fußnote zur Gleichung 1.2.1.
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(2.3.8)

berechnen, welche die stochastische Abhängigkeit der zweiten von der ersten
Münzvariablen angibt. Dabei erhalten wir ß20 = 0.5666 und ß21 = 0.1905.

Die stochastischen Variablen ZI  und ZI I  sind nach dem Gesichtspunkt der
Handlungsabfolge geordnet, da zuerst die Münze II und dann die Münze I
geworfen wird. Dennoch würde es unserer Intuition widersprechen, ß12 kausal
zu interpretieren, nur weil ZII der Variablen ZI vorgeordnet ist. Statt dessen
handelt es sich bei ß12 um einen Koeffizienten, der eine nichtkausale reglineare
Abhängigkeit beschreibt, bei der ZI I  der Variablen ZI  durch die festgelegte
Handlungsabfolge (zuerst Münze II, dann Münze I werfen) vorgeordnet ist.
Die zeitliche Vorgeordnetheit der Variablen ist demnach keine hinreichende
Bedingung dafür, daß eine bestehende stochastische Abhängigkeit auch kausal
zu interpretieren ist (vgl. z.B. Zimmermann, 1972, S. 40, aber auch z.B.
Granger, 1969, 1973, Hosoya, 1977 und Pierce & Haugh, 1977).

2.4 Abhängigkeit der Münz- von der Magnetvariablen

Die in der dritten Situationsklasse bestehende stochastische Abhängigkeit zwi-
schen den beiden Münzvariablen läßt sich kausal durch die Variation des Zu-
stands des Elektromagneten erklären. Offenbar handelt es sich um eine kausale
Abhängigkeit, die stochastischer Art ist, womit allerdings nicht in Frage ge-
stellt werden soll, daß es prinzipiell möglich ist, die Münzwurfergebnisse
deterministisch zu erklären. Allerdings wäre eine solche Theorie weitaus kom-
plexer und schwerer anzuwenden, als die hier behandelte stochastische Theo-
rie, da nicht nur der Zustand des Elektromagneten bekannt sein müßte, son-
dern auch die Drehgeschwindigkeit der Münzen in allen drei Dimensionen des
Raumes, die Wurfhöhe etc.

Für die hier zu besprechende stochastische Theorie benötigen wir lediglich
noch die Magnetvariable

(2.4.1)

Die Abhängigkeiten der Münzvariablen ZI  von ZI I  und der Magnetvariablen
ZM sowie der Variablen ZII von ZM lassen sich durch die beiden Gleichungen

(2.4.2)

u n d

(2.4.3)
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beschreiben, wobei B das Ereignis ist, daß die Münze I auf die Metallseite fällt,
u n d

(2.4.4)

das Ereignis ist, daß die Münze II auf die Metallseite fällt.

Die numerischen Werte der in diesen Gleichungen vorkommenden Koeffizienten kön-
nen aufgrund folgender Überlegungen berechnet werden: Aus den beiden Gleichungen
2.4.2 und 2.4.3 folgen nach den Gleichungen A.5.2, A.4.6 und A.4.3 des Anhangs

(2.4.5)

(2.4.6)

(2.4.7)

(2.4.8)

und

(2.4.9)

wobei die in den Tabellen 2.2.1 bis 2.2.3 angegebenen Wahrscheinlichkeiten zugrunde-
liegen.

Aus den Gleichungen 2.4.2 und 2.4.3 lassen sich mit den in den Gleichungen
2.4.5 bis 2.4.9 angegebenen Koeffizienten die stochastischen Abhängigkeiten
zwischen ZI und ZII ableiten, und in diesem Sinn erklären, denn sie implizieren
die folgende Gleichung für die Kovarianz der Variablen Z1 und ZII:

(2.4.10)

mit

(2.4.11)

u n d

(2.4.12)

Die Kovarianz dieser beiden Residualvariablen mit ZM ist jeweils Null (siehe
die Gleichungen A.5.8 und A.5.13):

(2.4.13)

und das gleiche gilt wegen E(FI ( ZII,ZM) = 0 und Gleichung A.5.12 auch für
die Kovarianz untereinander, was aus den Theoremen A.5.2. und A.5.4 folgt.

Nach den Gleichungen A.3.2, A.3.4 und A.3.5 folgt daher die Kovarianz-
strukturgleichung
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(2.4.14)

Dabei haben wir die Varianz   unter Benutzung von E(ZM) = P(A) = 0.5
berechnet (siehe die Gleichungen A.3.2 und A.2.3 und Tabelle 2.2.3), wobei A
das Ereignis ist, daß der Elektromagnet angeschaltet ist.

Gleichung 2.4.14 entspricht dem sogenannten Grundtheorem der Pfadanalyse (siehe
z.B. Seibel & Nygreen, 1972, S. 7 oder Wright, 1934, S. 163). Der einzige Unterschied
besteht darin, daß bei Wright nicht die Kovarianzen, sondern die Korrelationen zu-
grunde gelegt werden. Gleichung 2.4.14 ist jedoch keine besondere Eigenschaft kausa-
ler Modelle, wie man manche Autoren (vgl. z.B. Hummell & Ziegler, 1976b, S. E
61 ff.) verstehen könnte, da sie bereits aus den Gleichungen 2.4.2 und 2.4.3 folgt.

C(FI,FII) = 0 besagt, daß die Erklärung der Kovarianz von ZI und ZII durch die
Gleichungen 2.4.2 und 2.4.3 perfekt ist. Dies kann jedoch nicht als Kriterium
für die kausale Interpretierbarkeit der durch die Gleichungen 2.4.2 und 2.4.3
beschriebenen Abhängigkeiten herangezogen werden. Würden wir nämlich
nur die Münze II werfen, dann würde Gleichung 2.4.3 immer noch die kausale
Abhängigkeit der Münzvariablen ZII von der Magnetvariablen ZM beschreiben,
obwohl dann gar keine Kovarianz C(FI,FII) vorkäme.

Die auf die oben beschriebene Weise ohne zusätzliche Annahmen aus den
Gleichungen 2.4.2 und 2.4.3 abgeleitete Kovarianz zwischen ZI und ZII stimmt
exakt mit derjenigen Kovarianz für diese beiden Variablen überein, die wir
direkt aus den Daten der Tabelle 2.2.3 berechnen können.

Die Kovarianz zwischen zwei stochastischen Variablen X und Y mit den Erwartungs-
werten E(X) und E(Y) ist definiert durch

(2.4.15)

Daraus und aus der für eine diskrete stochastische Variable Z mit Erwartungswert E(Z)
und den Werten zi gültigen Definitionsgleichung A.2.3 des Anhangs für den Erwar-
tungswert berechnen wir nun die Kovarianz C(ZI,ZII). Wenden wir die Gleichung
A.2.3 auf das in Gleichung 2.4.15 vorkommende Produkt [X - E(X)]. [Y - E(Y)] an,
so erhalten wir

(2.4.16)

Da die beiden Variablen nur zwei Werte annehmen können, ist mit der Kova-
rianz die gesamte stochastische Abhängigkeit zwischen den beiden Münzvaria-
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blen ZI und ZII beschrieben. Sie ist in diesem Sinn durch die in den Gleichun-
gen 2.4.2 und 2.4.3 beschriebene Abhängigkeit dieser beiden Variablen von
der Magnetvariablen ZM erklärt.

2.5 Das Problem

Unserer Intuition gemäß sind die Koeffizienten a23,  a12 und a13 aus den Glei-
chungen 2.4.2 bzw. 2.4.3, welche die Abhängigkeiten der Münz- von der
Magnetvariablen beschreiben, kausal zu interpretieren. Es stellt sich nun je-
doch die Frage, welches eigentlich die formalen Unterschiede zwischen der
hier vorliegenden kausalen Abhängigkeit der Münz- von der Magnetvariablen
und der durch Gleichung 2.3.4 beschriebenen nichtkausalen reglinearen Ab-
hängigkeit der Münzvariablen ZI  von der Münzvariablen ZI I  ist. In beiden
Fällen liegen korrekte Regressionsgleichungen7) vor, aber dennoch beschreibt
die eine unserer Intuition nach nur eine nichtkausale, die andere hingegen eine
kausale reglineare Abhängigkeit.

Das in der experimentellen psychologischen und pädagogischen Forschung
hierfür entwickelte Kriterium ist das der ,internen Validität‘, welches im nach-
folgenden Abschnitt behandelt werden soll.

2.6 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem Kapitel wurde ein Beispiel behandelt, in dem sowohl intuitiv kausale
als auch nichtkausale Abhängigkeiten vorkommen, die erstens alle nichtdeter-
ministisch sind, und sich zweitens alle durch eine Regressionsgleichung kor-
rekt beschreiben lassen. Es wurde gezeigt, daß weder diese Beschreibbarkeit
durch eine Regressionsgleichung, noch eine zeitliche Geordnetheit der Varia-
blen ein hinreichendes Kriterium zur Unterscheidung der kausalen von der
nichtkausalen Abhängigkeit sein kann. Somit ist die Frage aufgeworfen, wel-
che Bedingung als ein solches hinreichendes Kriterium für eine kausale Inter-
pretierbarkeit stochastischer Abhängigkeiten herangezogen werden kann.

3. Interne Validität

3.1 Einleitende Bemerkungen

Der Begriff der internen Validität wurde neben dem der externen Validität
(siehe Abschnitt 7) als eines von zwei Gütekriterien empirischer Untersuchun-

7) Die genannten Abhängigkeiten könnten jeweils auch mit einer Strukturgleichung
beschrieben werden. In den hier vorliegenden Fällen aber wäre eine solche Strukturglei-
chung mit der entsprechenden Regressionsgleichung formal äquivalent.
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gen von Donald T. Campbell (sie. he z.B. Campbell, 1957 sowie Campbell &
Stanley, 1963) eingeführt. Campbell und Stanley (1963, S. 175) schreiben:
,,Interne Validität ist das grundlegende Minimum, ohne das jedes Experiment
uninterpretierbar ist: Haben tatsächlich die experimentellen Behandlungen in
diesem Fal l  e inen Unterschied herbeigeführt?“ (Übersetzung durch den
Autor) .

Noch deutlicher, und in ihrer Formulierung nicht mehr nur auf experimentelle
Untersuchungen beschränkt, formulieren Cook und Campbell (1979, S. ix) die
Beziehung zwischen interner Validität und kausaler Abhängigkeit, indem sie
schreiben: ,,Als Bedrohung der internen Validität sind Faktoren anzusehen,
die zu ungültigen Schlüssen darüber führen können, ob eine Beziehung zwi-
schen manipulierten oder gemessenen Variablen einen kausalen Einfluß von
der einen auf die andere widerspiegelt.“ (Übersetzung durch den Autor). Of-
fenbar verstehen Cook und Campbell unter interner Validität eine Bedingung,
unter der eine kausale Interpretation stochastischer Abhängigkeit möglich ist.
Die Vorstellung, daß kausale Abhängigkeit sich nur unter bestimmten idealen
Bedingungen auch in einer entsprechenden stochastischen Abhängigkeit äu-
ßert, ist wohl recht plausibel, denn auch deterministische physikalische Geset-
ze gelten ja nur unter idealen Voraussetzungen, in denen störende Einflüsse
ausgeschaltet sind. Man denke nur an das Laub, das, obwohl dem Fallgesetz
unterworfen, nicht fallt, sondern in einem warmen Luftstrom, dem Fallgesetz
und zugleich den Gesetzen der Aerodynamik gehorchend nach oben getragen
wird.

In diesem Abschnitt ist es unser Ziel, die intuitiven Vorstellungen, die dem
Begriff der internen Validität zugrunde liegen, an einigen Beispielen zu erläu-
tern, auf einige Unterschiede unseres Verständnisses zu den von anderen Au-
toren vertretenen Versionen dieses Konzepts hinzuweisen und damit die im
nächsten Kapitel beginnende formale Behandlung vorzubereiten.

3.2 Grundideen

Die Grundidee einer intern validen Abhängigkeit einer Variablen Y von einer
zweiten Variablen X besteht im wesentlichen aus der Vorstellung, daß keine
anderen Variablen W existieren, die den Zusammenhang zwischen X und Y
modifizieren (vgl. Bredenkamp, 1980, S. 1). Bei dieser Formulierung wird
nicht berücksichtigt, ob W zwischen X und Y angeordnet ist oder nicht.
Bedenken wir den Fall, daß eine Variable X eine zweite Variable Y nur indirekt
über eine dritte Variable W beeinflußt, so kann durchaus der Fall eintreten,
daß bei Konstanthaltung von W der Zusammenhang zwischen X und Y ver-
schwindet. Dies ist jedoch m.E. kein Grund die Validität dieses Zusammen-
hangs in Frage zu stellen, sondern lediglich seine Direktheit. Ein kausaler
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Zusammenhang zwischen zwei Variablen X und Y ist m. E. ohne zwischen X
und Y vermittelnde Variablen gar nicht denkbar. Als potentielle Störvariablen,
welche die Beziehung zwischen X und Y modifizieren können, sollen daher im
folgenden nicht alle Variablen betrachtet werden, sondern nur diejenigen Va-
riablen W, die X gleich- oder vorgeordnet sind.

In diesem Sinn modifiziert, besagt also die hier vertretene Idee einer intern
validen Abhängigkeit, daß bei Konstanz einer beliebigen potentiellen Störva-
riablen W auf einem ihrer Werte w, die Abhängigkeit der Variablen Y von X
unter dieser Konstanzbedingung dieselbe ist, wie diejenige, die man beobach-
tet, wenn W nicht konstant ist. Von einer intern validen Abhängigkeit der
Variablen Y von X erwarten wir also, daß sie sich mit der Ausprägung einer
dritten Variablen W nicht verändert, falls W der Variablen X gleich- oder
vorgeordnet ist. Eine solche Veränderung war im Beispiel ,Münzen und Elek-
tromagnet‘ eingetreten, denn die zwischen den Münzvariablen ZI und ZII fest-
gestellte stochastische Abhängigkeit (siehe Tabelle 2.2.3) weicht einer Unab-
hängigkeit, wenn die Magnetvariable ZM konstant ist (siehe die Tabellen 2.2.1
und 2.2.2). Folglich ist die Abhängigkeit der ersten Münzvariablen ZI von der
zweiten Münzvariabeln ZII nicht intern valide. Da wir interne Validität, neben
der zeitlichen Geordnetheit der Variablen, als eine notwendige Bedingung
kausaler stochastischer Abhängigkeit ansehen, ist im Fall der Abhängigkeit der
ersten von der zweiten Münzvariablen, die durch Gleichung 2.3.4 beschrieben
wird, auch keine kausale Interpretation des Steigungskoeffizienten möglich.

Eine ähnliche Auffassung kausaler stochastischer Abhängigkeit scheint auch
Suppes (1970, S. 10) zu vertreten, wenn er schreibt: ,,... ein Ereignis ist die
Ursache eines anderen, wenn auf das Erscheinen des ersten Ereignisses mit
hoher Wahrscheinlichkeit ein zweites Ereignis folgt, und es kein drittes Ereig-
nis gibt, welches den probabilistischen Zusammenhang zwischen dem ersten
und dem zweiten Ereignis zum Verschwinden bringt“ (Übersetzung durch den
Autor). Auch bei Suppes sind wohl die beiden wesentlichen Komponenten die
zeitliche Abfolge (,,folgt auf“) und die ideale Situation, daß es nämlich kein
drittes Ereignis gibt, welches die Beziehung zwischen den betrachteten beiden
Ereignissen ,,zum Verschwinden bringt“.

In der hier vertretenen Version dieser Grundidee wird diese zweite Bedingung
in einer Hinsicht etwas gelockert, indem wir nur von den X gleich- oder
vorgeordneten Variablen W verlangen, daß sie den Zusammenhang zwischen
X und Y nicht modifizieren und damit verfalschen. In einer zweiten Hinsicht
wird diese Bedingung verschärft, indem wir nicht nur keine dritten Ereignisse
oder Variablen zulassen, die den Zusammenhang zwischen X und Y ,,zum
Verschwinden“ bringen, sondern jede Art von Modifizierung durch eine sol-
che Variable W verbieten. Die hohe Wahrscheinlichkeit, mit der das zweite
Ereignis auf das erste folgen soll, ist dagegen m.E. keine notwendige Bedin-
gung für eine kausale stochastische Abhängigkeit, sondern nur für deren prak-
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tische Bedeutsamkeit. Während in diesem grundlegenden Ansatz große Ge-
meinsamkeit mit der Arbeit von Suppes festzustellen ist, weichen die hier
vorgestellte Theorie und die von Suppes in der Präzisierung dieser Vorstellun-
gen stark voneinander ab, was im einzelnen jedoch hier nicht weiter verfolgt
werden kann.  Als  wicht igste  Idee der  in  beiden Theorien vorkommenden
idealen Situation, in der sich eine kausale Abhängigkeit entsprechend äußern
kann, und die man als interne Validität bezeichnen kann, bleibt jedoch festzu-
halten, daß in einer solchen Situationsklasse die stochastische Abhängigkeit
einer Variablen Y von X in gewisser Weise invariant bleibt, wenn eine andere,
X gleich- oder vorgeordnete Variable W auf einem bestimmten Wert konstant
ist. Dies ist wohl, mit Variablen anstatt mit Ereignissen ausgedrückt, eine
ähnliche Vorstellung, wie sie Suppes im obigen Zitat äußert.

Dabei ist allerdings zu beachten, daß wir mit dieser Invarianzbedingung je-
weils nur stochastische Variablen auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum
betrachten, daß wir uns also jeweils nur innerhalb einer bestimmten Untersu-
chung, einer bestimmten Situationsklasse oder eines bestimmten Experiments
bewegen. Selbstverständlich wird beispielsweise die Abhängigkeit der Münz-
variablen ZI von der Magnetvariablen ZM eine ganz andere sein, wenn wir z.B.
die Wurfhöhe verändern, so daß die Zeit, in welcher der Elektromagnet wir-
ken kann, verändert ist. Damit betrachten wir jedoch bereits ein anderes Expe-
riment, nämlich eines mit anderer Wurfhöhe, als das in Abschnitt 2 beschrie-
bene, was durch einen anderen Wahrscheinlichkeitsraum zu repräsentieren
wäre. Natürlich können wir auch ein größeres Experiment betrachten, in dem
beide oder auch beliebig viele Wurfhöhen vorkommen, so daß dann auch der
Einfluß des Elektromagneten auf die Münzwurfergebnisse bei verschiedenen
Wurfhöhen untersucht werden könnte. Aussagen über die Abhängigkeit der
Münz- von der Magnetvariablen in einem solchen größeren Experiment bzw.
größeren Wahrscheinlichkeitsraum haben natürlich einen größeren Geltungs-
bereich -  eben diesen größeren Wahrscheinl ichkei tsraum -  als  wenn die
Aussage nur für eine einzige Wurfhöhe gemacht wird. Die Frage der Größe
des Geltungsbereichs ist von der Frage der internen Validität für einen be-
stimmten Geltungsbereich verschieden. Erstere hängt eng mit dem Begriff der
,externen Validität‘ zusammen, auf die wir im Abschnitt 7 näher eingehen. Das
Entscheidende beim Konzept der internen Validität ist, daß man sich jeweils
nur auf einen bestimmten Geltungsbereich, ein einziges, aber prinzipiell wie-
derholbares Experiment, eine einzige Situationsklasse bezieht. Diese Aussage
behält auch für solche Situationsklassen ihre Gültigkeit, die sehr kompliziert
sind, und in denen daher sehr viele Variablen involviert sind.

In den nachfolgenden Abschnitten wollen wir an den aus der Pfadanalyse
(siehe z.B. Wright 1921, 1934, 1960a,b) bek annten Pfeilschemata einige Fälle
behandeln, in denen eine dritte Variable die interne Validität der Beziehung
zwischen zwei Variablen verhindert, und solche, in denen dies nicht zutrifft.
Dabei betrachten wir nur solche Fälle, in denen X mit keiner anderen gleich-
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oder vorgeordneten Variablen W in einer  varianzanalyt ischen Interakt ion
steht. Diese besagt ja definitionsgemäß, daß der ,Effekt‘ von X auf Y nicht auf
allen Ausprägungen von W der gleiche ist. Die Variable W würde daher in
einem solchen Fall den Zusammenhang zwischen X und Y modifizieren, was
gemäß der oben erläuterten Invarianzbedingung gegen eine interne Validität
der Abhängigkeit der Variablen Y von X sprechen würde. Im folgenden wer-
den wir uns daher mit einer anderen Art der Modifizierung einer Abhängigkeit
zweier Variablen durch eine dritte beschäftigen.

3.3 Fälle, in denen keine interne Validität besteht

In den nun zu besprechenden Abbildungen nehmen wir an, daß nur die Varia-
blen X und Y beobachtet werden, daß es aber noch eine dritte Variable W gibt,
von deren Existenz der Beobachter aber nichts weiß, was durch die dunkel
markierte Fläche angedeutet werden soll. Die durch die Pfeile dargestellten
kausalen Abhängigkeiten sind nicht deterministisch, was durch die unbeschrif-
teten kleinen Pfeile symbolisiert wird.

Abbildung 3.3.1 zeigt eine ähnliche Situation, wie sie bereits im Beispiel
,Münzen und Elektromagnet‘ beschrieben wurde, in dem nämlich die zwi-
schen den Münzvariablen auftretende stochastische Abhängigkeit durch die
Magnetvariable zu erklären ist. In einer solchen Situation besteht keine interne
Validität bezüglich der Abhängigkeit der Variablen Y von der Variablen X, da
die zwischen X und Y zu beobachtende stochastische Abhängigkeit zumindest
teilweise, wenn nicht sogar - wie bei der Abhängigkeit der ersten von der
zweiten Münzvariablen - ausschließlich, durch die gemeinsame Abhängigkeit
von W zustandekommt. Der Regressionskoeffizient würde in einer solchen
Situation nicht das korrekte Ausmaß der einfachen kausalen reglinearen Ab-
hängigkeit angeben.

Abb. 3.3.1: In dieser Situation, in der Y von X sowie X und Y von einer dritten
Variablen W direkt kausal abhängig sind, besteht bezüglich der Abhängig-
keit der Variablen Y von X keine interne Validität.

Simon (1954) hat die in der Abbildung 3.3.1 skizzierte Abhängigkeit der Va-
riablen Y von X als ,,spurious correlation“ bezeichnet, was mit Scheinkorrela-
tion übersetzt wird (siehe z.B. Hummell & Ziegler, 1976a). Dieser Begriff, der
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auch von anderen Autoren (siehe z.B. Namboodiri, Carter & Blalock, 1975,
oder Suppes, 1970) verwendet wird, bezeichnet demnach den Fall, daß die
betreffende korrelative Abhängigkeit nicht der kausalen Abhängigkeit ent-
spricht, oder daß keine interne Validität gegeben ist.

Wenn wir uns einen Vorgriff auf erst noch einzuführende Begriffe erlauben, so
können wir den in Abbildung 3.3.1 dargestellten Fall auch wie folgt formulie-
ren: Wir nehmen an, daß sich die kausalen reglinearen Abhängigkeiten der
Variablen Y in der Situation der Abbildung 3.3.1 durch die Gleichung8)

(3.3.1)

beschreiben lassen, wobei ayx der direkte kausale reglineare Effekt von X auf
Y und aYW der von W auf Y ist. Dabei setzen wir voraus, daß Y den beiden
Variablen X und W zeitlich nachgeordnet ist, und daß keine Interaktion im
varianzanalytischen Sinn zwischen X und W besteht; andernfalls müßte näm-
lich die Summe auf der rechten Seite dieser Gleichung noch um den Term
X.W, versehen mit einem entsprechenden Koeffizienten, erweitert werden
(siehe z.B. Searle, 1971, S. 289).

Stellen wir in dieser Situation die Frage nach der internen Validität der Abhän-
gigkeit der Variablen Y von X, so wollen wir wissen, ob der Steigungskoeffi-
zient ßYW der Gleichung

(3.3.2)

mit dem Koeffizienten aYX aus Gleichung 3.3.1 identisch ist, d.h. wir stellen
uns damit die Frage, ob es in dieser Situation nötig ist, die Variable W zu
kontrollieren, sei es durch ,statistische Konstanthaltung‘ oder durch ,faktische
Konstanthaltung‘ (siehe Abschnitt 5.3), um den kausalen Effekt aYX von X auf
Y feststellen zu können.

Würden wir nun W ignorieren und die bedingte Erwartung E(Y 1 X) bilden,
dann erhielten wir aus der Gleichung 3.3.1, unter Verwendung der Gleichun-
gen A.5.7, A.5.10 und A.5.5 des Anhangs

(3.3.3)

Diese Gleichung würde dann zu einem Steigungskoeffizienten führen, der mit
aYX identisch ist, wenn

(3.3.4)

8) Man beachte die Fußnote zur Gleichung 1.2.1. Bei Referenzen mit drei Ziffern
weisen die ersten beiden auf den Abschnitt hin.
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oder wenn die bedingte Erwartung

(3.3.5)

konstant wäre. Die letzte Gleichung würde z.B. im Fall der stochastischen
Unabhängigkeit von X und W zutreffen, und die vorletzte, wenn der direkte
kausale reglineare Effekt von W auf Y gleich Null wäre. Diese beiden Bedin-
gungen sind aber in dem in Abbildung 3.3.1 dargestellten Fall voraussetzungs-
gemäß nicht erfüllt. ,Interne Validität‘ bezüglich der Abhängigkeit der Varia-
blen Y von X soll also in dem hier behandelten Fall beinhalten, daß der Term

aYW E(W 1 X) eine Konstante ist, denn nur dann erhalten wir in Gleichung
3.3.2 einen Steigungskoeffizienten ßYX, der mit dem direkten kausalen regli-
nearen Effekt aYX von X auf Y aus Gleichung 3.3.1 identisch ist, und nur dann
würde W nicht den Zusammenhang zwischen X und Y modifizieren oder
verfälschen (vgl. Bredenkamp, 1980, S. 1).

Mit diesen Ausführungen wird bereits angedeutet, daß interne Validität bezüglich der
Abhängigkeit der Variablen Y von einer Variablen X nicht die einzige Bedingung ist,
um einen kausalen Effekt von X auf Y feststellen zu können. Vielmehr kann man
kausale Parameter auch durch ,statistische Kontrolle‘ erhalten, nämlich durch die Ein-
beziehung einer weiteren Variablen W in das Modell (siehe Gleichung 3.3.1). Darauf
werden wir etwas ausführlicher im Abschnitt 8 eingehen.

Abb. 3.3.2: In dieser Situation, in der Y außer von X auch von eine dritten Variablen W
direkt kausal abhängig ist, die ihrerseits mit X korreliert, besteht bezüglich
der Abhängigkeit der Variablen Y von X ebenfalls keine interne Validität.

Eine ganz ähnliche Situation wie die oben besprochene ist auch in Abbildung
3.3.2 dargestellt, in der ebenfalls eine dritte Variable W Information über Y
enthält, die nicht bereits in X enthalten ist. Auch für diese Situation nehmen
wir an, daß sich die direkten kausalen reglinearen Abhängigkeiten der Varia-
blen Y durch die Gleichung 3.3.1 beschreiben lassen, und entsprechend sind
die gleichen Argumente wie oben auch hier gültig. Im Gegensatz zur Abbil-
dung 3.3.1 ist hier jedoch nur angenommen, daß X und W miteinander korre-
lieren. In einem solchen Fall ist die interne Validität aus den gleichen Gründen
wie in der Situation der Abbildung 3.3.1 nicht gegeben, so daß man auch hier
nicht davon ausgehen kann, daß die beobachtete reglineare Abhängigkeit der
Variablen Y von X der kausalen entspricht. Bei Ignorierung von W ergibt sich
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der Regressionskoeffizient ßYX, der nicht mit dem kausalen Effekt aYX aus
Gleichung 3.3.1 identisch ist, da wir voraussetzen, daß weder Gleichung 3.3.4
noch Gleichung 3.3.5 (wegen der Korrelation zwischen X und W) gilt. Dem-
nach wird auch in diesem Fall die Beziehung zwischen X und Y durch W
modifiziert.

3.4 Fälle, in denen möglicherweise interne Validität besteht

In den nun zu besprechenden Fällen spricht die Variable W nicht dagegen, daß
die Abhängigkeit der Variablen Y von X intern valide ist, was bei entsprechen-
der zeitlicher Geordnetheit der Variablen heißt, daß W in dieser Situation kein
Hindernis ist, die beobachtete reglineare Abhängigkeit der Variablen Y von X
kausal zu interpretieren. Dabei beachte man aber, daß man im allgemeinen
nicht an einer einzigen potentiellen Störvariablen W entscheiden kann, ob
tatsächlich interne Validität vorliegt. Eine einzige Störvariable genügt gegebe-
nenfalls lediglich zur Entscheidung, daß interne Validität nicht vorliegt. Eine
positive definitive Entscheidung, daß interne Validität vorliegt, wäre nur mög-
lich, wenn man alle potentiellen Störvariablen kennen und kontrollieren wür-
de. Demnach bleibt in der Regel nur der Weg der Falsifizierung im Sinne
Poppers (Popper, 1969).

Abb. 3.4.1: In dieser Situation, in der Y außer von X auch von W direkt kausal
abhängig ist, spricht W nicht gegen die interne Validität bezüglich der
Abhängigkeit der Variablen Y von X. Im Gegensatz zu Abbildung 3.3.2
ist hier angenommen, daß X und W stochastisch unabhängig sind.

In Abbildung 3.4.1 ist dargestellt, daß Y auch von einer dritten Variablen W
kausal abhängig ist, wobei jedoch W und X stochastisch unabhängig sind, und
außerdem angenommen wird, daß zwischen X und W keine Interaktion im
varianzanalytischen Sinn besteht, so daß die Abhängigkeit der Variablen Y
von X bei verschiedenen Ausprägungen von W identisch ist. Wegen der hier
vorausgesetzten Unabhängigkeit zwischen X und W aber läßt sich die Abhän-
gigkeit zwischen Y und X nicht durch W erklären, da die stochastische Unab-
hängigkeit zwischen X und W die Gleichung 3.3.5 impliziert, so daß der Term
aYW E(W 1 X) in Gleichung 3.3.3 eine Konstante ist. Daraus folgt aber, daß die
Koeffizienten aYX und ßYX aus den Gleichungen 3.3.1 bzw. 3.3.2 identisch
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sind. In dieser Situation modifiziert also W die Beziehung zwischen X und Y
nicht, d.h. W ist keine konfundierende Variable.

Im Fall der Abbildung 3.4.2 ist X selbst von einer weiteren Variablen W direkt
kausal abhängig, aber Y ist von W direkt kausal reglinear unabhängig, was
durch den Nullpfeil von W nach Y symbolisiert ist. Auf Gleichung 3.3.1
bezogen heißt das, daß aYW = 0 gilt, weswegen auch in diesem Fall der Term
aYW E(W ( X) in Gleichung 3.3.3 eine Konstante ist, so daß auch hier W nicht
den Zusammenhang zwischen X und Y modifiziert. Dabei beachte man aller-
dings, daß wir voraussetzen, daß zwischen X und W keine Interaktion im
varianzanalytischen Sinn besteht.

Abb. 3.4.2: In dieser Situation ist X selbst von einer dritten Variablen W direkt kausal
abhängig, so daß auf diesem Weg Y und W zwar stochastisch voneinander
abhängig sind, aber nicht direkt kausal. In dieser Situation spricht W nicht
gegen die interne Validität bezüglich der Abhängigkeit der Variablen Y von
X.

Im Fall der Abbildung 3.4.3 ist die kausale Abhängigkeit zwischen Y und X
lediglich nicht mehr direkt, wenn man von der um W erweiterten Variablen-
menge ausgeht. In diesem Punkt unterscheidet sich die hier entwickelte Auf-
fassung interner Validität von der von Cook und Campbell (1979, S. 50)

Abb. 3.4.3 In dieser Situation ist sowohl Y als auch W, von der Variablen X direkt
kausal abhängig. Darüber hinaus ist Y auch von W direkt kausal abhängig.
Die interne Validität der Abhängigkeit der Variablen Y von X ist durch W
nicht gefährdet. Die bezüglich der Variablenmenge {X,Y} direkte kausale
Abhängigkeit der Variablen Y von X ist jedoch bezogen auf die um W
erweiterte Menge {W,X,Y} nur noch eine totale, die sich aus direkten und
indirekten kausalen Abhängigkeiten zusammensetzt.
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vertretenen, da die genannten Autoren in diesem Fall, anstelle der Direktheit
der Beziehung, deren interne Validität in Frage stellen. In der Regel können
wir jedoch nie ausschließen, daß es, wie in Abbildung 3.4.3 skizziert, noch
weitere Variablen W gibt, die zwischen X und Y anzuordnen wären. Im Falle
der zeitlichen Interpretation einer solchen Ordnung heißt dies, daß es wohl
immer eine zwischen der beeinflussenden und der beeinflußten Variablen anzu-
ordnende dritte Variable W gibt, auch wenn diese bis dahin unbekannt und
nicht erhoben ist. Ohne die Existenz solcher zwischen Ursache und Wirkung
vermittelnden Variablen wäre ein kausaler Zusammenhang wohl auch kaum
denkbar. Dabei könnte sogar der Fall eintreten, daß überhaupt keine direkte
kausale Abhängigkeit der Variablen Y von X besteht und deren beobachtete
stochastische Abhängigkeit allein über eine vermittelnde Variable W zu erklä-
ren ist.

Als Beispiel für die in Abbildung 3.4.3 dargestellte Situation kann Rosenthals
(siehe z.B. Rosenthal, 1964, 1966, Selg & Bauer, 1976, S. 59ff. oder auch
Timäus, 1974) Versuchsleitereffekt angeführt werden, bei dem die oft unbe-
rücksichtigte Variable W = ,Erwartung des Versuchsleiters‘ einen Einfluß auf
d i e  abhäng ige  Variable Y hat und ihrerseits von der eigentlich unabhängigen
Variablen X beeinflußt wird, welche die Zugehörigkeit zu den experimentellen
Gruppen anzeigt.

Bei einem Versuchsleitereffekt handelt es sich also um einen Unterschied zwi-
schen den experimentellen Gruppen, oder, was damit gleichbedeutend ist, um
einen Zusammenhang zwischen der abhängigen Variablen und der unabhängi-
gen Variablen, welche die Gruppenzugehörigkeit anzeigt, der nicht direkt auf
die eigentlichen experimentellen Behandlungen zurückzuführen ist, sondern
auf die vom Versuchsleiter ,ausgestrahlten‘ Erwartungen bezüglich des Ver-
suchsergebnisses, welche die Versuchspersonen bewußt oder unbewußt zu
erfüllen bestrebt sind. Solchen Effekten ist nur durch Blind- oder Doppel-
blindversuche vorzubeugen, bei denen auch der Versuchsleiter im unklaren
über den Zweck des Versuchs gelassen wird.

Ein weiteres Beispiel für die Situation der Abbildung 3.4.3 ist der sogenannte Haw-
thorneeffekt, den Wilkening und Wilkening (1979, S. t 5) wie folgt beschreiben: ,,In
einem der Experimente sollte die Leistung von Arbeitern an einem besonders hell
beleuchteten Arbeitsplatz (,,Experimentalgruppe“) mit der Leistung von Arbeitern an
einem normal beleuchteten Platz (,,Kontrollgruppe“) verglichen werden. Die Experi-
mentalgruppe zeigte höhere Leistungswerte. Aufgrund dieses Ergebnisses schloß der
Versuchsleiter, daß zusätzliche Beleuchtung die Produktivität erhöht.

In einem Anschlußexperiment wurde die Beleuchtung bei der Experimentalgruppe
wieder derjenigen der Kontrollgruppe angeglichen. Erstaunlicherweise verschlechterte
sich hierdurch die Arbeitsleistung der Experimentalgruppe nicht.“

Diese Ergebnisse interpretieren Wilkening und Wilkening folgendermaßen: ,,Aufgrund
der Versuchsbeschreibung ist anzunehmen, daß eine wesentliche Variable nicht kon-
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stantgehalten worden ist, und zwar das Wissen der Arbeiter, Teilnehmer an einem
Experiment zu sein. Während die Mitglieder der ,,Kontrollgruppe“ nichts von einer im
Werk durchgeführten Untersuchung wußten, fühlten sich die Arbeiter der Experimen-
talgruppe dadurch, daß ihr Verhalten beobachtet und registriert wurde, als ,,Versuchs-
personen“, die sich der Aufmerksamkeit der Geschäftsleitung bewußt waren. Dieses
Wissen allein genügte, um die Leistung zu verbessern. Hätte man es konstantgehalten,
indem man die Mitglieder von Experimental- und Kontrollgruppe in gleicher Weise
über ihre Rolle als Versuchsperson informiert hätte, wären vermutlich keine Unter-
schiede zwischen den beiden Beleuchtungsbedingungen beobachtet worden“ (1979,
S.t7).

Offenbar wurde bei dieser Untersuchung die Variable W = ,Motivation durch Wissen/
Nichtwissen um Teilnahme an einer Untersuchung‘ von der eigentlichen unabhängigen
Variablen X beeinflußt, so daß die festgestellte Abhängigkeit der Variablen Y von X
nicht direkt auf X zurückgeführt werden kann, wenn man dieses ,direkt‘ auf die Varia-
blenmenge {W,X,Y} bezieht. Bezüglich der beiden Variablen X und Y wäre diese
Abhängigkeit hingegen direkt.

Die in Abbildung 3.4.3 dargestellten kausalen Abhängigkeiten lassen sich
durch die beiden Gleichungen

(3.4.1)

und

(3.4.2)

beschreiben. Würden wir in diesem Fall W ignorieren, so erhielten wir als
Steigungskoeffizienten nicht aYW, der die bezüglich {W,X,Y} direkte kausale
reglineare Abhängigkeit der Variablen Y von X angibt, sondern den totalen
kausalen reglinearen Effekt ßYW := aYW  + aYW . aWX von X auf Y, denn nach
den Gleichungen A.5.7, A.5.10 und A.5.5 des Anhangs gilt

(3.4.3)

wobei man den Übergang von der zweiten zur dritten Formelzeile durch
Einsetzen der Gleichung 3.4.2 erhält. Man beachte, daß der bezüglich aller
drei Variablen totale kausale reglineare Parameter ßYW := aYX + aYW . aWX
bezüglich der Variablenmenge {X,Y} direkt ist.

In Abbildung 3.4.4 schließlich ist von Y noch eine weitere Variable W abhän-
gig, was für die interne Validität bezüglich der Variablen Y von X nicht von
Bedeutung ist, denn es gibt wohl keinen Grund zu erwarten, daß bei Konstanz
einer nachgeordneten Variablen W noch die gleiche stochastische Abhängig-



Modelle zur kausalen Erklärung statistischer Zusammenhänge 87

keit zwischen Y und X besteht. Wenn nämlich Y und W stochastisch abhängig
sind, so haben wir mit dem Wert von W auch Information über Y. Bei einer
vollständigen Abhängigkeit der Variablen W von Y läge sogar mit einem Wert
von W auch der von Y fest, so daß dann bei gegebenem Wert von W die
Variable Y konstant und daher unabhängig von X wäre. Dies aber sollte wohl
nicht gegen eine eventuelle interne Validität der Abhängigkeit der Variablen Y
von X sprechen.

Abb. 3.4.4: In dieser Situation ist nicht nur Y von X, sondern auch die dritte Variable
W von Y direkt kausal abhängig. Dadurch wird die interne Validität der
Abhängigkeit der Variablen Y von X nicht gefährdet.

Bei allen in diesem Abschnitt behandelten Fällen haben wir vorausgesetzt, daß
die Abbildungen die tatsächlichen kausalen Abhängigkeiten beschreiben, daß
also die in diesen Pfeildiagrammen angedeuteten Fehlervariablen ,,strikt zufäl-
lig“ (vgl. Namboodiri et al., 1975, S. 446) sind. Auf diese Weise haben wir
zwar einige Grundideen erläutern können, aber das eigentliche Problem der
Definition einer ,kausalen‘ oder ,intern validen‘ Abhängigkeit ist damit noch
nicht gelöst, genausowenig wie das Problem, wie man in Anwendungsfällen
empirisch überprüfen kann, ob ein bestimmtes Pfeildiagramm und die zugehö-
rigen Gleichungen tatsächlich die kausalen Abhängigkeiten beschreiben. Die-
sen Aufgaben wollen wir uns in den folgenden Abschnitten zuwenden.

3.5 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem Abschnitt wurde die Grundidee interner Validität bezüglich der
Abhängigkeit einer Variablen Y von einer zweiten Variablen X erläutert. Diese
besteht darin, daß keine dritte X gleich- oder vorgeordnete Variable W exi-
stiert, welche die Beziehung zwischen X und Y modifiziert. Gibt es eine dritte
Variable W, die zwischen X und Y anzuordnen ist, dann kann W nicht die
interne Validität, sondern nur die Direktheit der Beziehung in Frage stellen.
Hierin unterscheidet sich die hier vertretene Auffassung von der von anderen
Autoren geäußerten (siehe z.B. Cook & Campbell, 1979, S. 50). Die oben
genannte Grundidee wurde durch die folgende Invarianzbedingung konkreti-
siert: Die Beziehung zwischen X und Y muß bei Konstanz einer X gleich- oder
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vorgeordneten Variablen W invariant bleiben, wenn interne Validität bezüg-
lich der Abhängigkeit der Variablen Y und X bestehen soll. Anhand verschie-
dener Pfeilschemata wurde diese Vorstellung erläutert.

4. Einfache kausale reglineare Abhängigkeit

4.1 Einleitende Bemerkungen

In diesem Abschnitt ist es unser Ziel, den Begriff ,einfache kausale reglineare
Abhängigkeit‘ formal zu definieren, und damit die idealen Bedingungen anzu-
geben, unter denen eine kausale regressiv lineare oder ,reglineare‘ Abhängig-
keit zwischen einer Variablen Y und einer Variablen X beobachtet werden
kann, um im nächsten Abschnitt die Eigenschaften dieses Begriffs mathema-
tisch untersuchen zu können. Diese sollen dann angeben, in welchen Fällen
eine einfache kausale reglineare Abhängigkeit vorliegt, und in welchen nicht.

Wir sprechen dabei von einfacher kausaler reglinearer Abhängigkeit, um diese
Art der kausalen Abhängigkeit, die sich durch eine einfache Regressionsglei-
chung mit einer unabhängigen Variablen beschreiben läßt, von der direkten
kausalen reglinearen Abhängigkeit abzugrenzen, zu deren Beschreibung eine
multiple Regressionsgleichung mit mehreren unabhängigen Variablen benötigt
wird. Der Begriff der direkten kausalen reglinearen Abhängigkeit wird dann
wichtig, wenn die Situation eine (statistische) Kontrolle anderer unabhängiger
Variablen erfordert, die möglicherweise auch zwischen X und Y angeordnet
sind.

In den folgenden Abschnitten besprechen wir zunächst die Bedingungen der
Vorgeordnetheit sowie der Invarianz getrennt, und fassen diese dann in der
Definition einfacher kausaler reglinearer Abhängigkeit zusammen.

4.2 Vorgeordnetheit

Eine Formalisierung der im Abschnitt 3 beschriebenen intuitiven Vorstellun-
gen interner Validität ist offenbar nur möglich, wenn wir in einer gegebenen
Situationsklasse von den Variablen X und Y entscheiden können, ob X der
Variablen Y vorgeordnet ist. In Anwendungen kann man sich als dabei zu
verwendendes Kriterium ,X ist zeitlich Y vorgeordnet‘ denken. Eine gewisse
Geordnetheit der Variablen ist aber auch aus folgenden Gründen wichtig:
Existiert eine weitere Variable W, die X gleich- oder vorgeordnet ist (siehe die
Abbildungen 3.3.1 bis 3.4.2), dann ist W eine Variable, welche möglicherweise
die interne Validität der Abhängigkeit der Variablen Y von X gefährden kann,
wie z.B. in den Abbildungen 3.3.1 und 3.3.2. Ist hingegen X einer dritten



Modelle zur kausalen Erklärung statistischer Zusammenhänge 89

Variablen W vorgeordnet, wie in den Abbildungen 3.4.3 und 3.4.4, dann ist
die interne Validität der Abhängigkeit der Variablen Y von X durch W nicht
gefährdet, sondern nur deren Direktheit.

Wir wollen nun präzisieren, was wir unter Vorgeordnetheit verstehen wollen.
Zur Veranschaulichung der dazu benötigten Begriffe der Stochastik betrachten
wir zunächst den Wahrscheinlichkeitsraum (Q,&,P), der die bestimmte Situa-
tionsklasse repräsentieren soll, in der die Münzen I und II geworfen werden.
Dabei besteht die Menge

(4.2.1)

aus den vier Elementarereignissen

die beim Werfen der beiden Münzen I und II auftreten können. Nun können
wir die mit dem Werfen der ersten Münze verbundenen Ereignisse in der
Sigmaalgebra

(4.2.3)

zusammenfassen, die zugleich die von der stochastischen Variablen

(4.2.4)

erzeugte Sigmaalgebra &(&) ist (vgl. z.B. Bauer, 1974, S. 42). Dabei repräsen-
tiert beispielsweise A = {(a1,b1),(a1,b2)} das Ereignis, daß die Münze I auf die
Seite 1 fällt und daß ZI den Wert 1 annimmt.

Die von einer Funktion und im besonderen von einer stochastischen Variablen
X erzeugte Sigmaalgebra enthält alle Ereignisse

(4.2.5)

daß X einen bestimmten Wert x angenommen hat, als Elemente, aber sie
enthält auch alle Vereinigungsmengen solcher Ereignisse. Die von der stocha-
stischen Variablen

(4.2.6)
1, wenn die Münze II auf die Seite 1,
0, wenn sie auf die Seite 2 fällt,

erzeugte Sigmaalgebra &(ZII) ist daher

(4.2.7)
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Diese Formalisierung ist jedoch für unsere Zwecke zu vereinfachend, da die beim
Werfen zweier Münzen auftretenden Ereignisse nicht nur die unter 4.2.3 und 4.2.7
genannten sind, die ja nur die Endergebnisse des Werfens der beiden Münzen
repräsentieren. Auch bei einem solch einfachen Beispiel könnten wir zu jedem
Zeitpunkt t in diesem Versuch unendlich viele Ereignisse nennen, z.B. jene, wel-
che die räumliche Lage der Münzen oder deren Drehgeschwindigkeit angeben.
Eine vollständige explizite Beschreibung dieses Versuchs müßte alle diese Ereignis-
se enthalten, einschließlich der diesen Ereignissen zugeordneten Wahrscheinlich-
keiten. Das bedeutet jedoch nicht, daß wir alle Ereignisse explizit angeben oder
gar, daß deren Wahrscheinlichkeiten bekannt sein oder geschätzt werden müssen.
Allerdings muß eine formale Struktur zugrunde gelegt werden, die uns zum einen
in die Lage versetzt, bei der formalen Abhandlung zwischen je zwei Zeitpunkten s
und t einen weiteren Zeitpunkt anzunehmen, und zum anderen ermöglicht, gege-
benenfalls auf alle bei diesem Versuch möglichen Ereignisse und Variablen zurück-
greifen zu können, die ja u.U. Störereignisse bzw. Störvariablen sein können.

Abb. 4.2.1: Anordnung der betrachteten Ereignisse auf der Zeitachse und schematisier-
te Darstellung einer isotonen Familie (dC, tcIR) von Sigmaalgebren.

Eine formale Struktur, die diesen Anforderungen genügt, ist die isotone oder
monoton wachsende Familie von Sigmaalgebren, worunter man eine Familie
(&,, t E IB) von Sigmaalgebren versteht mit der Eigenschaft

(4.2.8)

(siehe z.B. Bauer, 1974, S. 314). Demnach enthält eine solche Sigmaalgebra
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&t alle bis zum Punkt t möglichen Ereignisse als Elemente (siehe Abbildung
4.2.1).

Indem wir eine isotone Familie von Sigmaalgebren zugrunde legen, können
wir ,Vorgeordnetheit‘ sowohl für stochastische Variablen als auch für Sigmaal-
gebren und Ereignisse nun wie folgt definieren:

Definition 4.2.1. Es seien (Q,&,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, 73 und C
zwei Teilsigmaalgebren von &, IR die Menge der reellen Zahlen versehen mit
den üblichen Ordnungsrelationen 2, 5, < sowie >, und (&,, t E IR) sei eine
isotone Familie von Sigmaalgebren mit

Die Sigmaalgebra 73 heißt C (bezüglich (dt, t E IR)) vorgeordnet genau dann,
wenn zwei Elemente s, t E IR, s < t, existieren, für die gilt:

(4.2.10)

Die stochastische Variable X heißt der stochastischen Variablen Y (bezüglich
(dt, t E IR)) vorgeordnet genau dann, wenn die von X erzeugte Sigmaalgebra
d(X) der von Y erzeugten Sigmaalgebra &(Y) vorgeordnet ist.

Das Ereignis A E 2 heißt dem Ereignis B E (bezüg l i ch  (At, t E IB))
vorgeordnet genau dann, wenn die Indikatorvariable 1A der Indikatorvariablen
1B vorgeordnet ist9).

Auf unser obiges Beispiel des Werfens zweier Münzen angewandt, können wir also
sagen, daß die Variable ZII der Variablen ZI vorgeordnet ist, da die Münze II zum
Zeitpunkt s und die Münze I zum Zeitpunkt t geworfen wird. Enthält die Sigmaalgebra
&$ alle bis zum Zeitpunkt s möglichen Ereignisse, so ist also &(ZII)  Teilmenge von ds,
nicht jedoch &(ZI), da Münze I erst zum Zeitpunkt t > s geworfen wird:

(4.2.11)

(siehe Abbildung 4.2.1).

Auf die entsprechende Weise ist auch die Vorgeordnetheit einer Sigmaalgebra
gegenüber einer stochastischen Variablen oder die Vorgeordnetheit einer sto-
chastischen Variablen gegenüber einem Ereignis und umgekehrt definiert. Eine
stochastische Variable X z.B. soll einem Ereignis A vorgeordnet heißen genau

9) Eine stochastische Variable, die nur die Werte Null (für Ä) und Eins (für A) anneh-
men kann, nennt man in der Wahrscheinlichkeitstheorie Indikatorvariable für das
Ereignis A und man benutzt normalerweise das Symbol 1A.
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dann, wenn &(X) der von der Indikatorvariablen 1A erzeugten Sigmaalgebra
d(lA) = {A,Ä,Q,@}  vorgeordnet ist.

Der Begriff der Vorgeordnetheit bezieht sich also immer auf eine bestimmte
isotone Familie (&,, t E IR) von Sigmaalgebren. In Anwendungen10 kann eine
solche Sigmalalgebra &t als die Menge der bis einschließlich zum Zeitpunkt t
möglichen Ereignisse interpretiert werden. Dabei sind nicht etwa Meßzeit-
punkte entscheidend, sondern vielmehr die ,Wirkzeitpunkte‘. Wann Variablen
tatsächlich erhoben werden, ist eher eine technische Frage und hat mit der
eigentlich inhaltlichen Theorie nur bedingt zu tun.

Auch der  Begriff  ,Gleichgeordnethei t ‘  läßt  s ich nun exakt  wie folgt  be-
stimmen :

Definition 4.2.2. Es mögen wieder die Voraussetzungen und Schreibweisen
gelten, die in der Definition 4.2.1 aufgeführt sind.

Die Sigmaalgebra n heißt C (bezüglich (& t E IR)) gleichgeordnet genau
dann, wenn C nicht 73 und 73 nicht C vorgeordnet ist, und ein t E IR existiert
mi t

(4.2.12)

Die stochastische Variable X heißt der stochastischen Variablen Y (bezüglich
(-AC,  t E IR)) gleichgeordnet genau dann, wenn A(X)  und d(Y) gleich geord-
net sind.

Das Ereignis A E heißt dem Ereignis B (bezüglich (cf4t,  t E IR))
gleichgeordnet genau dann, wenn &(lA) und &(lB) gleichgeordnet sind.

Gleichgeordnetheit kann in Anwendungsfallen als zeitliche Gleichgeordnet-
heit interpretiert werden, aber andere Interpretationen sind ebensogut denk-
bar. Als Beispiel zweier gleichgeordneter Variablen kann man sich zwei gleich-
zeitig experimentell manipulierte unabhängige Variablen X1 und X2 vorstellen.

4.3 Invarianz

Die Bedingung, daß X der Variablen Y vorgeordnet ist, ist eine notwendige,
aber keineswegs hinreichende Bedingung einer einfachen kausalen reglinearen

10) Wie bei jedem formalen Begriff sind auch bei dem der Vorgeordnetheit prinzipiell
andere Anwendungen und ,,Interpretationen“ erlaubt, insbesondere auch solche, in
denen IR nicht als Zeitmenge interpretiert wird. Ob solche alternativen Interpretatio-
nen ebenfalls zu etwas Sinnvollem führen, vermag ich zur Zeit nicht zu beurteilen.
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Abhängigkeit der Variablen Y von X, wie wir bereits im Abschnitt 2.3 festge-
stellt haben, in dem die Abhängigkeit der ersten von der zweiten Münzvaria-
blen für das Beispiel ,Münzen und Elektromagnet‘ behandelt wurde. Unser
Ziel ist nun, formale Eigenschaften zu finden, welche die Fälle der Abbildun-
gen 3.3.1 und 3.3.2, in denen keine interne Validität besteht, von denjenigen
der Abbildungen 3.4.1 und 3.4.2 unterscheiden, in denen durch die dritte
Variable W die Validität nicht in Frage gestellt wird. Für die anderen beiden
Fälle der Abbildungen 3.4.3 und 3.4.4 haben wir ja bereits festgestellt, daß
dort X der Variablen W vorgeordnet ist, womit W die Validität der Abhängig-
keit der Variablen Y von X nicht gefährden kann. In diesen Fällen ist W also
keine potentielle Störvariable, da sie höchstens, wie im Fall der Abbildung
3.4.3, dazu führt, daß eine bezüglich {X,Y} direkte kausale reglineare Abhän-
gigkeit, bezogen auf die um W erweiterte Variablenmenge {W,X,Y} nicht
mehr direkt ist (vgl. hierzu auch Hummell & Ziegler, 1976b, S. E 57). Zur
Unterscheidung der Fälle der Abbildungen 3.3.1 und 3.3.2 von denen der
Abbildungen 3.4.1 und 3.4.2 ist offenbar die Forderung, daß X der Variablen
Y vorgeordnet ist, nicht hinreichend, da dies für jeden der genannten vier Fälle
zutrifft, wenn auch diese Vorgeordnetheit zweifellos eine notwendige Bedin-
gung für eine einfache kausale reglineare Abhängigkeit ist.

Notwendig, aber ebenfalls nicht hinreichend ist die Gültigkeit einer Gleichung vom
Typ

(4.3.1)

durch die eine reglineare Abhängigkeit definiert ist. Die in dieser Gleichung vorkom-
mende reelle Zahl bezeichnen wir als Steigungskoeffizient der Regression von Y
unter X. In Abschnitt 2 haben wir gesehen, daß mit einer solchen Gleichung sowohl die
intuitiv kausale reglineare Abhängigkeit der Münz- von der Magnetvariablen, als auch
die nichtkausale reglineare Abhängigkeit der ersten von der zweiten Münzvariablen
beschrieben werden können (siehe die Gleichungen 2.3.4, 2.4.2 und 2.4.3).

Diese gesuchte Eigenschaft11), die neben der Vorgeordnetheit eine einfache
kausale reglineare Abhängigkeit der Variablen Y von X definieren soll, ist die
Formalisierung der Vorstellung, daß eine solche Abhängigkeit nicht von der
Ausprägung w einer potentiellen Störvariablen W abhängen darf. Damit präzi-
sieren wir die Idee, daß eine potentielle Störvariable W nicht den Zusammen-
hang zwischen X und Y ,,modifizieren“ (Bredenkamp, 1980, S. 1) darf, oder

11) Diese Eigenschaft wurde ähnlich auch schon von Lazarsfeld (1955, S. 125) verbal
formuliert. Hummell und Ziegler (1976b, S. E 32) h aben nicht akzeptiert, daß dabei
tatsächlich alle potentiellen Störvariablen auf dem zugrunde gelegten Wahrscheinlich-
keitsraum wichtig sind, und eben nicht nur die in der Theorie spezifizierten, die also in
der Modellgleichung vorkommen. Das Argument, daß solche Kausalaussagen nicht im
Sinne einer Verifikation überprüft werden können, spricht nicht gegen ein solches
Konzept, da ja die Überprüfung nach dem Falsifikationsverfahren möglich ist.
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anders formuliert, daß keine ,,konfundierenden Faktoren“ existieren dürfen
(vgl. z.B. Sarris, 1968, S. 183).

Dabei ist es unerheblich, ob eine solche Variable W erhoben wurde oder nicht. Wesent-
lich ist nur, daß W eine stochastische Variable auf dem gleichen Wahrscheinlichkeits-
raum (Q,&,P) ist, der die betreffende Situationsklasse repräsentiert, so daß W prinzipiell
erhoben werden könnte. Beim Beispiel ,Münzen und Elektromagnet‘ beispielsweise ist die
Magnetvariable ZM auch dann vorhanden und hat eine Wirkung auf die Münzwurfergebnis-
se, wenn sie nicht erhoben wird. Dagegen wäre eine Variable, die den Zustand eines zweiten
Elektromagneten anzeigen würde und eine Varianz größer Null hätte, keine stochastische
Variable auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum, da aus der Beschreibung des Beispiels
zumindest implizit hervorgeht, daß dort nur ein einziger Elektromagnet installiert ist. Ein
Experiment, in dem zwei Elektromagneten vorkommen, würde durch einen anderen Wahr-
scheinlichkeitsraum repräsentiert, als das beschriebene Experiment, in dem es nur einen
einzigen Elektromagneten gibt.

Wir wollen nun zunächst präzisieren, was wir unter potentiellen Störvariablen
W verstehen wollen. Die Bedingung, daß W der Variablen X gleich- oder
vorgeordnet ist, reicht nicht aus, da dann auch W1 = X Z, W2 = X + Z u.ä.
potentielle Störvariablen wären, falls Z der Variablen X gleich- oder vorgeord-
net ist, was aus Definition 4.2.2 folgt. Als potentielle Störvariablen sollen aber
nur solche Variablen gelten, die unabhängig von X definiert sind. Die folgende
Definition stellt dies sicher.

Definition 4.3.1. Es mögen wieder die Voraussetzungen und Schreibweisen
gelten, die in der Definition 4.2.1 aufgeführt sind. Außerdem seien X und W
stochastische Variablen und Z: Q + IR”, n E {1,2,. . .}, ein stochastischer
Vektor auf (Q,&,P).

W heißt potentielle Störvariable bezüglich X [und (& t E IB)] genau dann,
wenn gilt: a) W ist X gleich- oder vorgeordnet, b) Wenn W = f(X,Z), wobei Z
der Variablen X gleich- oder vorgeordnet ist und f: X(Q) x Z(Q) + IR, so
existiert eine Funktion g: Z(Q) + IR mit f(X,Z) = g(Z). [X(Q) ist dabei das
Bild von Q unter X.]

Variablen wie W1 = X . Z oder W2 = X + Z sind demnach keine potentiellen
Störvariablen bezüglich X, da sie nicht nur von Z, sondern auch von X abhän-
gen (siehe Punkt b der obigen Definition).

Am folgenden Fall soll nun die Invarianzbedingung weiter erläutert werden:
Angenommen, die Variable Y wäre sowohl von X, als auch von W kausal
abhängig, und diese kausale Abhängigkeit ließe sich durch

(4.3.2)

beschreiben, wobei X und W stochastisch unabhängig seien, so daß auch E(W/X)
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= E(W) gilt. Dann gälte nach den Gleichungen A.5.7, A.5.5 und A.5.10 die
Gleichung 4.3.1 mit  = ßY0 + ßYW E(W) und  = ßYX,  d.h. der Effekt
von W auf Y wäre additiv zu dem von X. Für die bedingte Erwartung von Y
unter X gegeben das Ereignis A, daß W den Wert w angenommen hat, gilt
dann auch

(4.3.3)

wobei  =  ßY0 +  ßYW w und  aYW = ßYX.  Das bedeutet ,  daß der  Steigungs-
koeffizient aYX aus Gleichung 4.3.1 invariant bleibt, wenn die potentielle Stör-
variable W konstant gehalten wird, d.h. W ist keine tatsächliche Störvariable.

Die Invarianz von aYW ist nicht selbstverständlich. Gilt z.B. weder ßYW = 0,
noch E(W 1 X) f; E(W), so folgt aus Gleichung 4.3.2 und den oben angegebe-
nen Gleichungen des Anhangs, daß a # ßYX.  Folglich gilt dann bei Kon-
stanz von W nicht mehr der Steigungskoeffizient aYX. W ist dann tatsächlich
eine Störvariable, die den Zusammenhang zwischen X und Y modifiziert. Die
Invarianzbedingung postuliert aber genau diese Invarianz des Steigungskoeffi-
zienten bei Konstanz aller potentiellen Störvariablen.

4.4 Definition

Nach diesen Überlegungen soll eine stochastische Variable Y von einer zwei-
ten stochastischen Variablen X genau dann einfach kausal reglinear abhängig
heißen, wenn erstens X der Variablen Y vorgeordnet ist und zweitens die
Invarianzbedingung gilt. Dies soll präziser in der folgenden Definition festge-
halten werden:

Definition 4.4.1. Es seien X und Y stochastische Variablen auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,&,P) mit den Erwartungswerten E(X) bzw. E(Y).

(dt, teIR)  sei eine isotone Familie von Sigmaalgebren mit & (u -4,) = &.

Außerdem sei Y von X reglinear abhängig, d.h.

(4.4.1)

Die Variable Y heißt von X (bezüglich (AT, t E IR)) einfach kausal reglinear
abhängig und die reelle Zahl aYX heißt einfacher kausaler reglinearer Effekt
von X auf Y genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

Vorgeordnetheit: X ist Y vorgeordnet12).

12)  Man beachte die Definitionen 4.2.1 und 4.2.2.
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Invarianz: Für jede potentielle Störvariable W gilt

(4.4.2)

Man beachte, daß f(W) eine Funktion ist, die ausschließlich von W abhängt.
Insbesondere wird dadurch eine Interaktion oder Modifizierung der Abhän-
gigkeit der Variablen Y von X durch W ausgeschlossen.

In dieser Definition werden keinerlei formal undefinierte Begriffe verwendet.
Es handelt sich also um eine rein mathematische Definition, mit dem damit
verbundenen Vorteil, daß eine rein mathematische Untersuchung der daraus
ableitbaren Folgerungen möglich ist. Indem man in einem Anwendungsfall
festlegt, daß der zugrundegelegte Wahrscheinlichkeitsraum (Q,&,P) eine ganz
bestimmte Situationsklasse oder ein ganz bestimmtes Experiment repräsen-
tiert, daß jede Sigmaalgebra & die bis zum Zeitpunkt t möglichen Ereignisse
als Elemente enthält, und daß die Variablen X und Y für ganz bestimmte
Variablen stehen, wird eine Interpretation oder Anwendung des formalen Be-
griffs der einfachen kausalen reglinearen Abhängigkeit vorgenommen.

Ebenso wie beim formalen Begriff der Wahrscheinlichkeit, sind auch hier verschiedene
Anwendungen oder Interpretationen denkbar. Zum einen kann man versuchen, mit
diesem Begriff objektive kausale reglineare Abhängigkeiten zu beschreiben, zum ande-
ren aber auch subjektive Sachverhalte, womit man sich in die psychologische For-
schung der Kausalattribuierung begäbe (vgl. z.B. Heider, 1958, Herkner, 1980, Jones,
Kanouse, Kelley, Nisbett, Valins & Weiner, 1971, 1972, und Weiner, 1972, 1974).
Sowohl für die erstgenannten methodologischen, als auch für die letztgenannten psy-
chologischen Anwendungen sind die aus der Definition ableitbaren formalen Eigen-
schaften dieses Begriffs von großer Bedeutung, da sie oft leichter als die in der Defi-
nition genannten Eigenschaften empirisch überprüfbar sind. Diesen formalen Eigen-
schaften und den darauf basierenden empirischen Forschungsstrategien im methodolo-
gischen Bereich wenden wir uns im Abschnitt 5 zu.

Zur Erläuterung der Definition 4.4.1 betrachten wir die folgende Situation: Y sei von X
einfach kausal reglinear abhängig. Gilt dann beispielsweise außer

(4.4.3)

auch, daß die Residualvariable F von einer potentiellen Störvariablen W reglinear ab-
hängig ist,

(4.4.4)

dann muß auch
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(4.4.5)

gelten. Zum einen heißt dies, daß der Koeffizient aYX bei einer Erweiterung des Modells
um eine solche Variable W invariant bleiben muß, und zum anderen, daß keine Inter-
aktion im varianzanalytischen Sinn zwischen X und W bestehen darf. Um diese Aussa-
ge zu verifizieren, braucht man lediglich die Gleichungen 4.4.4 in Gleichung 4.4.2
einzusetzen:

(4.4.6)

Ist in einem Anwendungsfall diese Eigenschaft nicht erfüllt, so können wir schließen,
daß Y von X nicht einfach kausal reglinear abhängig ist.

Die Definition 4.4.1 hat sowohl für experimentelle, als auch für nichtexperi-
mentelle Forschungssituationen praktische Konsequenzen, da sie für beide
Fälle Möglichkeiten aufzeigt, wie man eine Behauptung, daß eine reglineare
Abhängigkeit einfach kausal ist, falsifizieren kann. Sowohl das in der Inva-
rianzbedingung enthaltene Interaktionsverbot der Variablen X mit einer po-
tentiellen Störvariablen W läßt sich in experimentellen und in nichtexperimen-
tellen Forschungssituationen überprüfen, als auch die darin enthaltene Aussa-
ge, daß der Koeffizient aYX bei der Erweiterung von E(Y 1 X) nach E(Y 1 X,W)
invariant bleibt, d.h. in Gleichung 4.4.1 und in der Gleichung 4.4.2 derselbe
ist. Beide Aspekte der Additivitätsbedingung sollen an je einem Beispiel erläu-
tert werden.

4.5 Beispiel: Münzen und Elektromagnet (1. Fortsetzung)

Aus Abschnitt 2.3 liegt bereits die Gleichung

( 4 . 5 1 )

vor, und wir haben nach Theorem 5.4.1 zu prüfen, ob ß12 = 0.1905 mit dem
Koeffizienten a12  aus der Gleichung

(4.5.2)

identisch ist, und ob a14 = 0 gilt, wobei

(4.5.3)

wieder das Ereignis ist, daß Münze I auf die Metallseite fällt.
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Die zunächst unbekannten Parameter können wir aus den vier Gleichungen

(4.5.4)

(4.5.5)

(4.5.6)

(4.5.7)

bestimmen, wobei wir die numerischen Werte für die bedingten Wahrschein-
lichkeiten aus den Daten der Tabellen 2.2.1 und 2.2.2 erhalten. Aus obigem
Gleichungssystem folgen dann die in der Gleichung

(4.5.8)

angegebenen Koeffizienten. Zwar ist das Interaktionsverbot erfüllt, da a14 =
0, aber es gilt a12 = 0 # ß12 = 0.1905, woraus wir nach Definition 4.4.1
schließen können, daß ZI nicht von ZII einfach kausal reglinear abhängig ist.

Damit haben wir ein Beispiel für den ersten in der Invarianzbedingung enthal-
tenen Aspekt behandelt, der die Gleichheit der Koeffizienten a12 und ß12 aus
den Gleichungen 4.5.1 und 4.5.2 betrifft. Den zweiten Aspekt, nämlich das
Interaktionsverbot erläutern wir im folgenden Abschnitt.

4.6 Beispiel: Drogen und Aktivierung

In der Tabelle 4.6.1 sind die bedingten Erwartungswerte der abhängigen Va-
riablen

(4.6.1) ZA := ,,psychophysiologische Aktivierung“

angegeben, die aus einem fiktiven Experiment stammen mögen, in dem die
Wirkung der unabhängigen Variablen

(4.6.2) Z D  : =
1, wenn die Versuchsperson das Verum,

-1, wenn sie das Placebo einnimmt,

untersucht werden soll. Dabei nehmen wir an, daß alle einschlägigen Kontrolltech-
niken, wie z.B. Randomisierung, Doppelblindversuch u.ä. durchgeführt wurden.
Außerdem sei von den Versuchspersonen bekannt, ob sie intro- oder aber extra-
vertiert13) sind, was durch die Persönlichkeitsvariable

13) Die hier vorgenommene Reduzierung der vielstufigen quantitativen Persönlich-
keitsvariablen Intro/Extraversion auf zwei Ausprägungen wird ausschließlich aus Grün-
den der einfacheren Darstellbarkeit des Interaktionsverbots vorgenommen.
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(4.6.3) ZP :=
1, wenn die Versuchsperson introvertiert,

- 1, wenn sie extravertiert ist,

angezeigt wird.

99

In diesem Beispiel können wir eine eindeutige zeitliche Ordnung zwischen den Varia-
blen vornehmen, denn die Intro/Extraversionsvariable ZP ist als Persönlichkeitsvariable
zeitlich vor der experimentell manipulierten Drogenvariablen ZD anzuordnen, und
letztere zeitlich vor der Aktivierungsvariablen ZA, die einen psychophysiologischen
Zustand der Versuchspersonen nach der Einnahme der Droge bzw. des Placebos an-
gibt. Falls in diesem Beispiel die Invarianzbedingung erfüllt wäre, könnte die zwi-
schen ZA und ZD bestehende reglineare Abhängigkeit also kausal interpretiert werden.
Ob man in diesem Beispiel diese Voraussetzung machen kann, soll nun überprüft
werden.

Tabelle 4.6.1: Bedingte Erwartungswerte der abhängigen Variablen ,Aktivie-
rung‘ in einem 2x2-kreuzfaktoriellen Design.

Droge

Placebo

Introvertierte Extravertierte

30 20

25 5

27.5 12.5

25

15

20

Aus den in der Tabelle 4.6.1 angegebenen Zahlen können wir ersehen, daß eine
Interaktion im varianzanalytischen Sinn besteht, denn 30 - 25 # 20 - 5, d.h.
die Differenz der bedingten Erwartungswerte zwischen denjenigen, welche die
Droge und denjenigen, die das Placebo einnehmen, ist bei Introvertierten
geringer als bei Extravertierten.

Für die bedingte Erwartung E(ZA 1 ZD,ZP) gilt

(4.6.4)

wobei wir die numerischen Werte aus den vier Gleichungen

(4.6.5)

(4.6.6)

(4.6.7) und
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(4.63)

berechnen können, die nach den Gleichungen A.5.2, und A.4.6 aus der ersten
Formelzeile von 4.6.4 folgen.

Aus Gleichung 4.6.4 können wir ersehen, daß die reglineare Abhängigkeit der
Variablen ZA von ZD nicht einfach kausal ist, denn andernfalls müßte gemäß
Definition 4.4.1 der letzte Summand in Gleichung 4.6.4 wegfallen, d.h. c(nxp
dürfte nicht -2.5, sondern müßte gleich Null sein, was dann der Fall wäre,
wenn keine Interaktion zwischen der Drogenvariable ZD und der Intro/Extra-
versionsvariablen ZP bestände14).

Dieses Beispiel verdeutlicht, daß die Invarianzbedingung einer einfachen kau-
salen reglinearen Abhängigkeit einer Variablen Y von X immer dann nicht
gegeben ist, wenn eine Interaktion von X mit einer potentiellen Störvariablen
W, im Beispiel, der Intro/Extraversionsvariablen, besteht. Ein möglicher Weg
wäre nun, die Aussage, daß die Aktivierungsvariable ZA einfach kausal regline-
ar von der Drogenvariablen ZD abhängig ist, auf jeweils eine der beiden Grup-
pen der Intro- bzw. Extravertierten zu beschränken, so daß für jede dieser
beiden Gruppen ein unterschiedlicher einfacher kausaler reglinearer Effekt der
Drogenvariablen angenommen wird. Die Bedingung der  Invar ianz könnte
dann jeweils innerhalb dieser beiden Gruppen überprüft werden, indem man
nach anderen potentiellen Störvariablen sucht, und prüft, ob für diese die in
Definition 4.4.1 formulierte Invarianzbedingung erfüllt ist.

Das Interaktionsverbot, das die hier vorgeschlagene Definition einfacher kausaler regli-
nearer Abhängigkeit beinhaltet, ist zweifellos sehr restriktiv, und es stellt sich die
Frage, ob ein derart strenger Begriff einer kausalen reglinearen Abhängigkeit in Wissen-
schaften wie der Psychologie überhaupt angewandt werden kann. Eine pauschale Ant-
wort auf diese Frage wäre wohl nicht angebracht. Vielleicht müssen wir uns in vielen
Bereichen der Psychologie tatsächlich damit zufriedengeben, nur durchschnittliche
kausale stochastische Effekte feststellen zu können, im obigen Beispiel möglicherweise
also den durchschnittlichen einfachen kausalen reglinearen Effekt der Drogenvariablen
ZD auf die Aktivierungsvariable ZA, als Mittel der Effekte in den beiden Gruppen der
Intro- bzw. Extravertierten. Was aber wäre, wenn der durchschnittliche Effekt Null
wäre, wohingegen bei den Extravertierten ein starker positiver, bei den Introvertierten
dagegen ein ebenso starker negativer Effekt vorläge? Zumindest in Fällen mit einer
solchen disordinalen Interaktion (vgl. z.B. Bredenkamp, 1980, S. 24ff. oder Henning
& Muthig, 1979, S. 204ff.) kann ein Verzicht, die kausalen reglinearen Abhängigkeiten
zu suchen, fatale Konsequenzen haben.

l4
) In realen Forschungssituationen müssen natürlich zur Entscheidung, ob eine Inter-

aktion besteht oder nicht, statistische Verfahren zur Hypothesenbewertung durchge-
führt werden, ebenso wie bei der Überprüfung, ob der Koeffizient aYX (siehe Glei-
chung 4.4.1) bei der Erweiterung des Modells um W invariant bleibt (siehe Gleichung
4.4.2). Solche Stichprobenprobleme sind jedoch nicht Gegenstand dieses Beitrags.
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4.7 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem Abschnitt wurden die im Abschnitt 3 erläuterten intuitiven Vorstel-
lungen interner Validität zum Begriff einfacher kausaler reglinearer Abhängig-
keit präzisiert, auf dem die gesamte weitere Theorie aufgebaut ist. Eine solche
Abhängigkeit gibt eine reine, unkonfundierte Beziehung an, die durch eine
einfache lineare Regressionsgleichung beschrieben werden kann. Es wurden
zwei Bedingungen angegeben und erläutert, welche eine einfache kausale re-
gressiv lineare Abhängigkeit einer stochastischen Variablen Y von einer zwei-
ten stochastischen Variablen X definieren: Die Bedingung der Vorgeordnet-
heit, die in Anwendungsfällen als zeitliche Vorgeordnetheit interpretiert wer-
den kann und die Bedingung der Invarianz, mit der die Existenz von Störva-
riablen ausgeschlossen wird, die den Zusammenhang zwischen X und Y modi-
fizieren oder verfälschen. Dadurch, daß stochastischen Variablen die Eigen-
schaft der einfachen kausalen reglinearen Abhängigkeit zugeschrieben wurde,
bezieht sich eine solche Aussage immer auf einen ganz bestimmten Wahr-
scheinlichkeitsraum, der in Anwendungen ein ganz bestimmtes Experiment
oder eine ganz bestimmte Untersuchungssituationsklasse repräsentiert. Der
Wahrscheinlichkeitsraum ist gewissermaßen der Geltungsbereich einer Aussa-
ge über eine einfache kausale reglineare Abhängigkeit, worauf wir ausführli-
cher im Abschnitt 7 eingehen. Genauso bezieht sich die Vorgeordnetheit auf
eine ganz bestimmte isotone Familie (dt, t E IR) von Sigmaalgebren, beispiels-
weise auf die in einem ganz bestimmten Experiment gegebene Familie von
Sigmaalgebren dt, welche die bis zum Zeitpunkt t möglichen Ereignisse ent-
halten.

5. Eigenschaften einfacher kausaler reglinearer Abhängigkeit

5.1 Einleitende Bemerkungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die formalen Eigenschaften des im letz-
ten Abschnitt definierten Begriffs der einfachen kausalen reglinearen Abhän-
gigkeit und behandeln die sich daraus ergebenden Konsequenzen für die Stra-
tegien empirischer Untersuchungen. Dabei sind zwei Fragen von wesentlicher
Bedeutung: Wie überprüft und falsifiziert man in einer vorliegenden empiri-
schen Untersuchung die Aussage, daß eine einfache kausale reglineare Abhän-
gigkeit besteht, und zweitens, wie kann man eine noch durchzuführende Un-
tersuchung so planen und anlegen, daß die Annahme, daß eine einfache kausale
reglineare Abhängigkeit vorliegt, möglichst allen Falsifizierungsversuchen
standhält.

Im Abschnitt ,Unkonfundiertheit‘ zeigen wir zunächst, daß der einfache kau-
sale reglineare Effekt aYX von X auf Y auch bei Konstanz potentieller Störva-



102 Rolf Steyer

riablen gilt, falls Y von X einfach kausal reglinear abhängig ist. Am Beispiel
,Münzen und Elektromagnet’ demonstrieren wir dann, wie diese Eigenschaft
benutzt werden kann, um die Aussage, daß eine einfache kausale reglineare
Abhängigkeit  der ersten von der zweiten Münzvariablen besteht, zu falsifi-
zieren.

Im Abschnitt ,vollständige Abhängigkeit’ zeigen wir, welcher Art der determi-
nistische Kausalitätsbegriff ist, der in der hier vorgestellten Theorie als Spezial-
fall enthalten ist. Im Abschnitt ,faktische Konstanthaltung’ behandeln wir
dann eine erste Maßnahme zur Planung von Untersuchungen, mit dem Ziel,
die Validität einer reglinearen Abhängigkeit herzustellen. Schließlich formulie-
ren wir im Abschnitt ,Unabhängigkeit’ eine notwendige Bedingung einfacher
kausaler reglinearer Abhängigkeit und zeigen, wie die experimentellen Kon-
trolltechniken der Randomisierung und der Parallelisierung auf die hier vorge-
stellte Theorie basiert werden können.

5.2 Unkonfundiertheit

Wir zeigen als erstes, daß aYX auch der Steigungskoeffizient der einfachen
linearen Regression der Variablen Y unter X bei Konstanz einer potentiellen
Störvariablen ist, wenn wir voraussetzen können, daß Y von X einfach kausal
reglinear abhängig ist. Daraus ergibt sich eine Möglichkeit zur Falsifizierung
einer Aussage, daß Y von X einfach kausal reglinear abhängig ist, da sich leicht
überprüfen läßt, ob die genannten Steigungskoeffizienten tatsächlich identisch
sind oder nicht.

Theorem 5.2.1. Es mögen wieder die Voraussetzungen und Schreibweisen gel-
ten, die in der Definition der einfachen kausalen reglinearen Abhängigkeit
aufgeführt sind.

Wenn Y von X einfach kausal reglinear abhängig ist, mit dem einfachen kausa-
len reglinearen Effekt aYX von X auf Y, dann gilt außer

(5.2.1)

auch für jedes Ereignis

(5.2.2)

daß eine potentielle Störvariable W einen bestimmten Wert w annimmt

(5.2.3)

wobei
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(5.2.4)

und E(F ) A) der bedingte Erwartungswert von F gegeben das Ereignis A ist.

Beweis. Nach den Definitionen 4.4.1 und A.5.1 gilt

(5.2.5)

Also gilt auch für alle A mit P(A) > 0, die durch 5.2.2 definiert sind, und alle C E d(X)

(5.2.6)

Daraus folgt nach Gleichung A.4.1

(5.2.7)

denn EA[lc  E(F 1 W)] = EA[lo E(F 1 A)], da E(F 1 W) bezüglich des Maßes PA eine
Konstante ist. Nach Definition A.5.1 folgt dann Gleichung 5.2.3, denn die Meßbarkeit
von EA(Y 1 X) bezüglich d(X)  ist offensichtlich erfüllt.

Theorem 5.2.1 zeigt, daß die Definition der einfachen kausalen reglinearen
Abhängigkeit die Eigenschaft beinhaltet, daß potentielle Störvariablen die Be-
ziehung zwischen X und Y nicht modifizieren oder verfalschen und in diesem
Sinne stören, falls Y von X einfach kausal reglinear abhängig ist. Der gleiche
Steigungsparameter aYX gilt diesem Theorem zufolge nämlich unabhängig da-
von, ob solche Variablen konstant sind oder nicht. Mit anderen Worten, die
Abhängigkeit der Variablen Y von X ist nicht durch andere Variablen konfun-
diert, wenn Y von X einfach kausal reglinear abhängig ist. Der Steigungskoef-
fizient aYX aus Gleichung 5.2.1 charakterisiert dann also eine reine, unkonfun-
dierte reglineare Abhängigkeit der Variablen Y von X. Die in Theorem 5.2.1
formulierte Eigenschaft nennen wir daher Unkonfundiertheitsbedingung ein-
facher kausaler reglinearer Abhängigkeit.

5.3 Beispiel: Münzen und Elektromagnet (1. Fortsetzung)

Wir wenden nun Theorem 5.2.1 auf die in Abschnitt 2.3 beschriebene regli-
neare Abhängigkeit der ersten von der zweiten Münzvariablen an. In dem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q.&,P),  der die in Abschnitt 2.2 beschriebene drit-
te Situationsklasse (siehe Tabelle 2.2.3) repräsentiert, gilt zwar für die beiden
Münzvariablen ZI  und ZI I
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(53.1)

(siehe die Gleichungen 2.3.4 bis 2.3.7), und ZI I  ist ZI  vorgeordnet, nämlich
nach dem Gesichtspunkt der Handlungsabfolge, aber die durch Gleichung
5.3.1 beschriebene reglineare Abhängigkeit ist nicht einfach kausal, da die
Unkonfundiertheitsbedingung nicht erfüllt ist.

Um dies zu zeigen, betrachten wir die stochastische Variable

(5.3.2)
1, wenn der Elektromagnet an,
0, wenn er aus ist,

die der Variablen ZII zeitlich vorgeordnet ist (siehe Abbildung 4.2.1). Gemäß
der im Theorem 5.2.1 formulierten notwendigen Bedingung könnte die durch
Gleichung 5.3.1 beschriebene reglineare Abhängigkeit nur dann einfach kausal
sein, wenn z.B. für das Ereignis

(5.3.3)

daß der Elektromagnet angeschaltet ist, die Gleichung

(5.3.4)

mit a12 = 0.1905 gälte, wenn also auch für die einfache lineare Regression der
Variablen Y unter X gegeben A, der Steigungskoeffizient 0.1905 gelten würde.
Die analoge Aussage würde natürlich für das Ereignis

(5.3.5)

zutreffen.

Zur Berechnung des tatsächlich gültigen Koeffizienten a12  in Gleichung 5.3.4 bilden
wir für das Ereignis

(5.3.6)

daß die Münze I auf die Metallseite fällt, nach den Gleichungen A.5.2, A.4.3 und A.4.6
des Anhangs die beiden bedingten Wahrscheinlichkeiten bezüglich des Maßes PA von B
gegeben ZII = 0 bzw. ZII = 1.

(5.3.7)

und

(5.3.8)

Bezeichnen wir mit

(5.3.9)



Modelle zur kausalen Erklärung statistischer Zusammenhänge 105

und

(5.3.10)

die Ereignisse, daß die Münze II auf die Metall- bzw. Plastikseite fallt, so erhalten wir
aus den Daten der Tabelle 2.2.2 die folgenden bedingten Wahrscheinlichkeiten:

(5.3.11)

und

(5.3.12)

Aus den Gleichungen 5.3.7 und 5.3.8 folgt dann

Aus a12  = 0 können wir aber schließen, daß die Bedingung der Unkonfun-
diertheit für die reglineare Abhängigkeit der Variablen ZI von der Variablen ZII

nicht erfüllt ist, denn a12  = 0 # ß12 = 0.1905, d.h. die Steigungskoeffizienten
der Gleichungen 5.3.1 und 5.3.4 sind nicht identisch, wie es die Unkonfun-
diertheitsbedingung (siehe Theorem 5.2.1) fordert. Daraus folgt aber, daß die
reglineare Abhängigkeit der ersten Münzvariablen ZI von der zweiten Münz-
variablen ZII im Beispiel ,Münzen und Elektromagnet‘ nicht einfach kausal ist,
ein Schluß, der mit unserer intuitiven Vorstellung wohl voll im Einklang steht.
Der hier definierte Kausalitätsbegriff ist demnach geeignet, eine kausale Inter-
pretation der Abhängigkeit der ersten von der zweiten Münzvariablen im
Beispiel ,Münzen und Elektromagnet‘ auszuschließen. Damit ist eine weitere
Möglichkeit aufgezeigt, wie man überprüfen kann, ob eine reglineare Abhän-
gigkeit einfach kausal ist.

5.4 Vollständige Abhängigkeit

Bevor wir uns den experimentellen Kontrolltechniken zuwenden, sei eine erste
hinreichende Bedingung einfacher kausaler reglinearer Abhängigkeit genannt,
die besagt, daß eine solche Abhängigkeit gegeben ist, wenn außer der Vorge-
ordnetheitsbedingung auch gilt, daß Y vollständig von X abhängig ist, derart,

Damit betrachten wir den Fall, den man umgangssprach-
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lich als ,deterministisch‘ bezeichnet15). Dabei darf jedoch nicht außer acht
gelassen werden, daß es sich auch hier um eine stochastische Abhängigkeit
stochastischer Variablen handelt. Stochastische Abhängigkeiten sind also in
dem hier verwendeten Sprachgebrauch (vgl. z.B. Bauer, 1974, S. 137 und S.
150) nicht unbedingt unvollkommen oder unvollständig.

Theorem 5.4.1. Es mögen wieder die Voraussetzungen und Schreibweisen gel-
ten, die in der Definition der einfachen kausalen reglinearen Abhängigkeit
aufgeführt sind.

Wenn die Bedingung der Vorgeordnetheit erfüllt ist, und es gilt

(5.4.1)

dann ist Y von X einfach kausal reglinear abhängig mit dem einfachen kausalen
reglinearen Effekt aYX.

Beweis. Aus Gleichung 5.4.1 folgt für jede stochastische Variable W auf (Q,&,P)

(5.4.2)

und E(F 1 W) z 0, da bereits F z Y - E(Y 1 X) T; 0 ist. Daher gilt aber auch die
Gleichung 4.4.2 für jede potentielle Störvariable W, was zu beweisen war.

Im Fall vollständiger Abhängigkeit, in der die Gleichung 5.4.1 erfüllt ist, muß
lediglich dafür gesorgt werden, daß die Bedingung der Vorgeordnetheit erfüllt
ist.

Bei vollständiger Abhängigkeit lassen sich Beispiele konstruieren, die zunächst
nicht mit unserer Intuition übereinzustimmen scheinen. Man stelle sich ein
Experiment ähnlich wie das in Abschnitt 2 beschriebene vor, jedoch mit zwei
Münzen I und II, in die jeweils auf einer Seite ein Dauermagnet eingebaut ist.
Auch hier wird zuerst Münze II, dann Münze I geworfen, wieder auf eine
Platte, welche die Eigenschaften eines Elektromagneten besitzt. Dieser soll
nun mit Wahrscheinlichkeit 0.5 in einem von zwei Zuständen sein: In der
einen Richtung gepolt, sei der Elektromagnet so stark, daß beide Münzen mit
Wahrscheinlichkeit 1 auf die Seite A fallen, und in der anderen Richtung
gepolt, sei er ebenfalls so stark, daß die beiden Münzen mit Wahrscheinlich-
keit 1 auf die Seite B fallen. Die beiden Münzvariablen

15) Vgl. zu deterministischen Kausalbegriffen z.B. Popper (1969, S. 31f.) und Essler
(1979).
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(5.4.3) Z I  :=
1, wenn Münze I auf Seite A,
0, wenn sie auf Seite B fallt

und

(5.4.4) ZI I  :=
1, wenn Münze II auf Seite A,
0, wenn sie auf Seite B fallt,

sind dann vollständig abhängig von der Magnetvariablen

(5.4.5) ZM :=
1, wenn der Elektromagnet in der einen,
0, wenn er in der anderen Richtung gepolt ist.

Dadurch bedingt ist auch die erste Münzvariable ZI vollständig von der zweiten
Münzvariablen ZII abhängig.

Demnach gälte dann

(5.4.6)

und da die Münze II zuerst geworfen wird, ZI I  also ZI  vorgeordnet ist, gilt
dann, daß ZI von ZII einfach kausal reglinear abhängig ist, eine Aussage, die
zunächst im Widerspruch zu unserer Intuition zu stehen scheint. Wenn man
allerdings bedenkt, daß sich eine Aussage über eine einfache kausale reglineare
Abhängigkeit auf einen ganz bestimmten Wahrscheinlichkeitsraum (Q,&,P)
bezieht, so schwächt sich dieser Eindruck ab. In dem hier zugrundegelegten
Wahrscheinlichkeitsraum ist nämlich tatsächlich immer ZI = 1, wenn ZII = 1
und ZI = 0, wenn ZII = 0 ist. Der zugrunde gelegte Wahrscheinlichkeitsraum
ist der Geltungsbereich einer Aussage über stochastische und daher auch über
kausale stochastische Abhängigkeiten, worauf wir ausführlicher in den Ab-
schnitten 6 und 7 zurückkommen.

Der Nachteil der Aussage, daß ZI von ZII in dem hier zugrundegelegten Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,&,P) mit dem Effekt 1.0 einfach kausal reglinear ab-
hängig ist, besteht nicht darin, daß sie falsch ist, sondern darin, daß der Gel-
tungsbereich extrem eng ist, d.h. daß der Wahrscheinlichkeitsraum (Q,&,P)
extrem ,,klein“ ist, denn diese Aussage gilt ja nur in der oben beschriebenen
Situationsklasse, bei welcher der Elektromagnet nur die beiden Zustände
,stark positiv gepolt‘ und ,stark negativ gepolt‘ annehmen kann. Darüber hin-
aus kann innerhalb dieser Situationsklasse nicht zwischen den Aussagen ,,ZI ist
von ZII“ bzw. ,,ZI ist von ZM einfach kausal reglinear abhängig“ entschieden
werden, d.h. hier liegt ein Problem der Identifizierbarkeit vor (vgl. z.B. An-
derson & Rubin, 1956; Fischer, 1966, 1978, und Wiley, 1973). Würden wir
den Wahrscheinlichkeitsraum erweitern, so daß der Elektromagnet auch den
Zustand ,,aus“ annehmen kann, so gälte in diesem größeren Wahrscheinlich-
keitsraum nicht mehr die Aussage, daß ZI von ZII mit dem Effekt 1 einfach
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kausal reglinear abhängig ist. In diesem größeren Wahrscheinlichkeitsraum
würde dann nur noch die allgemeinere Aussage gelten, daß die Münzvariablen
ZI  und ZI I  beide von der Magnetvariablen ZM kausal stochastisch abhängig
sind16).

Der Wahrscheinlichkeitsraum ist ein unverzichtbarer Bestandteil jeder Aussa-
ge über stochastische, auch über kausale stochastische Abhängigkeiten, eine
Tatsache, die allzu oft in der psychologischen Literatur vernachlässigt wird,
wenn beispielsweise davon die Rede ist, daß zwei Variablen in einem bestimm-
ten Ausmaß miteinander korreliert sind. Eine solche Aussage hat nur einen
Sinn, wenn die Menge der Situationen und der Individuen (und damit der
Wahrscheinlichkeitsraum), für die diese Aussage gelten soll, wenigstens impli-
zit mit angegeben wird.

5.5 Faktische Konstanthaltung

Die im Beispiel ,Drogen und Aktivierung‘ bereits angesprochene Einschrän-
kung des Geltungsbereichs auf jeweils eine der beiden Gruppen der Intro-
bzw. Extravertierten, würde man formal dadurch ausdrücken, daß jeweils ein
verschiedener Wahrscheinlichkeitsraum (Q,&,P,)  bzw. (Q,&,P,)  zugrunde
gelegt wird. In dem einen beträgt dann die Wahrscheinlichkeit, daß eine Per-
son introvertiert ist, Eins, und daß sie extravertiert ist, Null. In dem anderen
Wahrscheinlichkeitsraum verhält es sich genau umgekehrt. Dies kann man
auch als , faktische Konstanthaltung‘ der Störvariablen Intro/Extraversion auf-
fassen. Dabei benutzen wir das Wort ,faktisch‘, um diese Art der Konstanthal-
tung von der ,statistischen Konstanthaltung‘ abzugrenzen, auf die wir später
noch eingehen werden.

Die Kontrolltechnik der faktischen Konstanthaltung potentieller Störvariablen hat zwei
operationale Aspekte, den der Selektion von Beobachtungseinheiten und den der Her-
stellung gleicher Bedingungen. Bei der Selektion werden z.B. nur introvertierte oder
nur extravertierte, nur männliche oder nur weibliche Versuchspersonen herangezogen
etc., womit die Intro/Extraversionsvariable bzw. die Geschlechtsvariable konstant ge-
halten wird. Bei der Herstellung gleicher Bedingungen handelt es sich z.B. darum, in
einer Versuchs- und einer Kontrollgruppe gleiche Beleuchtungsbedingungen herzustel-
len, so daß die Beleuchtungsvariable konstant gehalten wird. Bei der Selektion handelt
es sich also darum, bestimmte Versuchspersonen auszuwählen, und bei der Herstellung
gleicher Bedingungen werden bestimmte situative Bedingungen ausgewählt und kon-
stant gehalten.

16) Die Abhängigkeiten der Münzvariablen ZI und ZII von der Magnetvariablen ZM
ließen sich dann übrigens auch nicht mehr mit einem reglinearen Modell beschreiben,
da der Zusammenhang dann nicht mehr linear im Sinne einer Geradengleichung wäre
(siehe dazu auch die Abschnitte 6 und 7).
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Mit der Konstanthaltung einer potentiellen Störvariablen W ist garantiert, daß
die Gleichung 4.4.2 für die betreffende Variable W erfüllt ist, wobei allerdings
zu beachten ist, daß mit der Konstanthaltung die betreffende Variable W zur
Konstanten degeneriert ist.

Der zweifellos sicherste Weg, eine empirische Untersuchung so anzulegen,
daß die Invarianzbedingung erfüllt ist, bestände darin, dafür zu sorgen, daß
alle potentiellen Störvariablen, jeweils auf einem bestimmten Wert konstant
sind. In einem solchen Fall wäre dann für jede potentielle Störvariable W die
Gleichung 4.4.2 erfüllt. Diese hinreichende Bedingung für eine einfache kausa-
le reglineare Abhängigkeit soll im folgenden Theorem festgehalten werden.

Theorem 5.5.1. Es mögen wieder die Voraussetzungen und Schreibweisen gel-
ten, die in der Definition der einfachen kausalen reglinearen Abhängigkeit
aufgeführt sind.

Wenn die Bedingung der Vorgeordnetheit17) erfüllt ist, alle potentiellen Stör-
variablen konstant sind, und die Gleichung

(5.5.1)

gilt, dann ist Y von X einfach kausal reglinear abhängig mit dem einfachen
kausalen reglinearen Effekt aYX.

Beweis. Wenn alle potentiellen Störvariablen W konstant sind, so ist für alle W auch die
Gleichung 4.4.2 erfüllt, denn E(Y 1 X) z E(Y 1 X,W) und E(F 1 W) T; 0, wenn W eine
Konstante ist, womit die Behauptung bewiesen ist.

Die auf  diesem Theorem beruhende Methode der  Konstanthal tung al ler
potentiellen Störvariablen, die wohl auf die ,,Unterschiedsmethode“ von Mill
(siehe z.B. 1885, S. 91) zurückgeht, ist jedoch fast nie anwendbar. Selbst bei
physikalischen Experimenten können nicht alle potentiellen Störvariablen
konstant gehalten werden, denn jedes Ereignis A E &, welches der experi-
mentell manipulierten Variablen X vorgeordnet ist, kann über die Indikator-
variable 1A als potentielle Störvariable W angesehen werden.

In gewisser Hinsicht ist dieses Theorem allerdings von Bedeutung, denn gälte
es nicht, dann wäre die Definition der einfachen kausalen reglinearen Abhän-
gigkeit wohl unbrauchbar. Variiert nur die Variable X, während alle potentiel-
len Störvariablen konstant sind, dann muß die Abhängigkeit zwischen X und
Y kausal interpretiert werden können, falls X der Variablen Y zeitlich vorge-
ordnet ist. Ein anderes Ergebnis wäre mit unserer Intuition wohl kaum zu
vereinbaren (vgl. z.B. auch McGuigan, 1978, S. 150).

17) Siehe Definition 4.4.1.
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Die Bedingung der Konstanz aller potentiellen Störvariablen W ist zwar hin-
reichend,  jedoch keineswegs notwendig dafür ,  daß eine einfache kausale
reglineare Abhängigkeit der Variablen Y von X besteht. Wenn nämlich die
Bedingung der Vorgeordnetheit vorausgesetzt wird, und außerdem gilt, daß
nur solche potentiellen Störvariablen W nicht konstant sind, für die gilt, daß
s i e  d i e  G l e i c h u n g  4 . 4 . 2  e r f ü l l e n , d a n n  i s t  n a c h  D e f i n i t i o n  4 . 4 . 1  d i e
Invarianzbedingung der reglinearen Abhängigkeit der Variablen Y von X
ebenfalls gegeben, denn für eine konstante stochastische Variable W ist die
Gleichung 4.4.2 trivialerweise erfüllt.

Die hierauf basierende experimentelle Kontrolltechnik der Konstanthaltung
aller relevanten potentiellen Störvariablen, d.h. aller potentiellen Störvaria-
blen W, für die andernfalls die Gleichung 4.4.2 nicht erfüllt wäre, ist wohl eine
prinzipiell gangbare Forschungsstrategie.

Bei dieser Kontrolltechnik ist jedoch zu beachten, daß mit der Konstanthal-
tung auch die entsprechende Einschränkung des Geltungsbereichs der Aussage
über eine stochastische Abhängigkeit verbunden ist, nämlich die Einschrän-
kung auf die betreffende Konstanzbedingung. Wird beim Beispiel ,Drogen
und Aktivierung‘ die Intro/Extraversionsvariable konstant gehalten, so bezieht
sich dann die Aussage über eine einfache kausale reglineare Abhängigkeit nur
auf jeweils eine der beiden Gruppen der Intro- bzw. Extravertierten. Auf diese
mit der Konstanthaltung verbundene Einschränkung des Geltungsbereichs
werden wir im Abschnitt 7 ausführlicher eingehen.

5.6 Unabhängigkeit

Die im Abschnitt 5.5 behandelten Kontrolltechniken der faktischen Konstant-
haltung sind nicht die einzigen Mittel, die uns zur Verfügung stehen, um eine
Untersuchung so anzulegen, daß nach Möglichkeit die beobachtete stochasti-
sche Abhängigkeit der kausalen entspricht. Andere Kontrolltechniken sind
z.B. die Randomisierung und die Parallelisierung. In diesem Abschnitt behan-
deln wir ein Theorem, auf das diese Kontrolltechniken empirischer Untersu-
chungen basiert werden können.

Theorem 5.6.1. Es mögen wieder die Voraussetzungen und Schreibweisen gel-
ten, die in der Definition der einfachen kausalen reglinearen Abhängigkeit
aufgeführt sind.

Wenn Y von X einfach kausal reglinear abhängig ist, dann gilt für jede poten-
tielle Störvariable W die Gleichung

(5.6.1)
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Beweis. Wenn Y von X einfach kausal reglinear abhängig ist, dann gilt auch die Glei-
chung 4.4.2, aus der wir wegen der Gleichungen A.5.7, A.5.10 und A.5.5

(5.6.2)

erhalten, die nur dann keinen Widerspruch beinhaltet, wenn Gleichung 5.6.1 erfüllt ist,
da E(YIX) T; aY0 + aYX X, falls Y von X einfach kausal reglinear abhängig ist.

Zum besseren Verständnis dieses Theorems überlegen wir zunächst, in wel-
chen Fällen die Gleichung 5.6.1 für eine potentielle Störvariable erfüllt ist.
Diese Gleichung gilt erstens dann, wenn die Residualvariable F gleich Null ist,
wenn also Y = aY0 + aYX X, d.h. wenn Y vollständig von X abhängig ist (siehe
Abschnitt 5.5). Sie ist zweitens aber auch in dem Fall gegeben, wenn F und W
stochastisch unabhängig sind, oder wenn zumindest

(5.6.3)

gilt, woraus nach Theorem A.5.4 folgt, daß F und W auch unkorreliert sind.
Diese Situation ist in Abbildung 3.4.2 dargestellt. Schließlich ist Gleichung
5.6.1 drittens auch dann erfüllt, wenn W und X stochastisch unabhängig sind,
d e n n  d a n n  g i l t  w e g e n  d e r  d(W)-Meßbarkeit18)  v o n  E ( F  1 W) ,  daß  auch
E(F) W) und X stochastisch unabhängig sind, woraus nach Theorem A.5.5
und der Gleichung

(5.6.4)

ebenfalls die Gleichung 5.6.1 folgt. Aus diesem Grund bezeichnen wir die in
Theorem 5.6.1 formulierte Eigenschaft als ,Unabhängigkeitsbedingung‘.

Diese Situation, die man in Experimenten mit den Kontrolltechniken der Ran-
domisierung und der Parallelisierung herstellt, ist in Abbildung 3.4.1 skizziert.
Man beachte jedoch, daß die in Theorem 5.6.1 formulierte Unabhängigkeits-
bedingung schwächer als die stochastische Unabhängigkeit zwischen W und
X, und auch schwächer  a ls  die  s tochast ische Unabhängigkei t  zwischen
E(F ( W) und X ist.

18) Eine stochastische Variable Z [im obigen Fall: E(E 1 W)] heißt B-meßbar  oder meß-
bar bezüglich der Sigmaalgebra ?3 [im obigen Fall: bezüglich d(W)] genau dann, wenn
die von Z erzeugte Sigmaalgebra &(Z) Teilmenge von Y3 ist (vgl. z.B. Müller, 1975, S.
164f.) Die bedingte Erwartung ist so definiert, daß E(E ( W) meßbar bezüglich d(W)
ist (siehe Definition A.5.1) und aus der stochastischen Unabhängigkeit von W und X
folgt, der Definition der stochastischen Unabhängigkeit (siehe z.B. Bauer, 1974, S.
150) gemäß, daß auch E(E 1 W) und X stochastisch unabhängig sind.
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Bevor wir ausführlicher auf die Randomisierung eingehen, betrachten wir
noch die nachstehende Folgerung aus Theorem 5.6.1, die für die Falsifikation
einer Aussage, daß Y von X einfach kausal reglinear abhängig ist, verwendet
werden kann.

Theorem 5.6.2. Es mögen wieder die Voraussetzungen und Schreibweisen gel-
ten, die in der Definition der einfachen kausalen reglinearen Abhängigkeit
aufgeführt sind.

Wenn Y von X einfach kausal reglinear abhängig ist mit

(5.65)

und für eine potentielle Störvariable W gilt

(5.6.6)

dann folgt

(5.6.7)

und wenn außerdem aFW # 0, dann gilt auch

(5.6.8)

und daß X und W unkorreliert sind.

Beweis. Gleichung 5.6.7 folgt direkt aus Definition 4.4.1 und Gleichung 5.6.6. Nach
den Gleichungen A.5.7, A.5.10 und A.5.5 erhalten wir aus Gleichung 5.6.7

(5.6.9)

Da voraussetzungsgemäß Gleichung 5.6.5 gilt, muß auch aF0 = aFW E(W 1 X) gelten,
was unter der Voraussetzung aFW  # 0 nur dann zutreffen kann, wenn E(W rX) =
E(W). Dies aber impliziert nach Theorem A.3.4, daß X und W unkorreliert sind,
womit die Behauptung bewiesen ist.

Aus aFw # 0 und einer Korrelation von X und W ungleich Null, können wir
also schließen, daß Y von X nicht einfach kausal reglinear abhängig ist, wenn
wir Gleichung 5.6.6 voraussetzen. Gelten dagegen Gleichung 5.6.7, derzufol-
ge keine Interaktion zwischen X und W besteht, und Gleichung 5.6.8, welche
die Unkorrel ier thei t  von X und W impliziert ,  so modifiziert  W nicht  die
Abhängigkeit der Variablen Y von X, d.h. durch die Variable W wird dann
nicht verhindert, daß die Koeffizienten aYX in den Gleichungen 5.6.5 und
5.6.7 identisch sind, daß also möglicherweise die reglineare Abhängigkeit der
Variablen Y von X einfach kausal ist. Eine Anwendung dieses Prinzips bespre-
chen wir u.a. im folgenden Abschnitt.
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5.7 Randomisierung und Parallelisierung

Die in Gleichung 5.6.1 formulierte Unabhängigkeitsbedingung einfacher kau-
saler reglinearer Abhängigkeit kann für viele potentielle Störvariablen W z.B.
dadurch erfüllt werden, daß man bei einer empirischen Untersuchung die
Kontrolltechnik der Randomisierung anwendet, bei der die Beobachtungsein-
heiten (Versuchspersonen, -tiere, -gruppen etc.) zufällig auf die verschiedenen
experimentellen Bedingungen aufgeteilt werden, so daß zwischen den experi-
mentellen Gruppen höchstens zufällige Unterschiede vor Versuchsbeginn be-
stehen können. Dabei beachte man, daß vorher bestehende systematische Un-
terschiede zwischen den experimentellen Gruppen sich in einer stochastischen
Abhängigkeit der unabhängigen Variablen X, welche die Gruppenzugehörig-
keiten anzeigt, und einer potentiellen Störvariablen W niederschlagen würde,
wie wir nun zeigen.

Ist beispielsweise

(5.7.1) x  : =
1, wenn die Beobachtungseinheit zur Versuchs-
0, wenn sie zur Kontrollgruppe gehört,

so läßt sich ein Unterschied zwischen den beiden experimentellen Gruppen
bezüglich des Erwartungswertes einer abhängigen Variablen Y durch die Glei-
chung

(5.7.2)

beschreiben. Würde bereits vor der experimentellen Behandlung ein Unter-
schied bezüglich der abhängigen Variablen zwischen den beiden Gruppen be-
s tehen,  so  wäre nicht  ohne wei teres  zu entscheiden,  ob der  Unterschied
E(Y ) X=l) - E(Y ( X=0), der aus 5.7.2 folgen würde, auf die experimentelle
Behandlung, oder aber auf die bereits vorher vorhandenen Unterschiede zu-
rückzuführen ist. Bezeichnen wir die abhängige Variable vor Beginn der expe-
rimentellen Behandlung mit W, dann gälte nämlich wegen der Zweiwertigkeit
von X

(5.7.3)

wenn vor der experimentellen Behandlung bereits Unterschiede bezüglich des
Erwartungswertes der abhängigen Variablen W bestehen.

Wenn wir von einem reglinearen Zusammenhang zwischen der Residualvaria-
blen F z Y - E(Y 1 X) und der abhängigen Variablen W vor der experimentel-
len Behandlung ausgehen, dann gälte außerdem

(5.7.4)
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Aus den Gleichungen 5.7.2 bis 5.7.4 folgt aber nach Theorem 5.6.2 bereits,
daß Y nicht von X einfach kausal reglinear abhängig ist. Denn E(W 1 X) wäre
nach Gleichung 5.7.3 ungleich E(W). E ine reglineare Abhängigkeit der abhän-
gigen Variablen W vor der experimentellen Behandlung von der unabhängigen
Variablen X (siehe Gleichung 5.7.3) bei aFW # 0, würde also die Annahme
einer einfachen kausalen reglinearen Abhängigkeit der Variablen Y von X
falsifizieren.

Mit der experimentellen Kontrolltechnik der Randomisierung, d.h. der zufäl-
ligen Aufteilung der Beobachtungseinheiten auf die Versuchsgruppen, erreicht
man, daß vor Versuchsbeginn keine systematischen Unterschiede zwischen
den experimentellen Gruppen bestehen, so daß dann X und W stochastisch
unabhängig sind, und die Gleichung

(5.7.5)

gilt (vgl. auch Gleichung 5.7.3), da X ja die Zugehörigkeit zu den Versuchs-
gruppen anzeigt. In diesem Fall ist dann die kausale Interpretierbarkeit durch
die abhängige Variable vor Versuchsbeginn nicht gefährdet, wenn man voraus-
setzt, daß keine Interaktion im varianzanalytischen Sinn zwischen X und W
besteht, die durch Randomisierung natürlich nicht ausgeschaltet werden kann.

Diesen Sachverhalt kann man etwas anders auch folgendermaßen beschreiben, wenn
wir uns einen Vorgriff auf bisher noch nicht definierte Begriffe erlauben. Angenommen
die direkten kausalen reglinearen Abhängigkeiten einer Variablen Y von den Variablen
X und W können durch die Gleichung

(5.7.6)

beschrieben werden, dann impliziert die stochastische Unabhängigkeit der Variablen X
und W, daß die reglineare Abhängigkeit der Variablen Y von X einfach kausal ist, d.h.
es gilt dann

(5.7.7)

wobei aYX = ßYX,  denn nach den Gleichungen A.5.7 und A.5.10 erhalten wir

(5.73)

da aus der stochastischen Unabhängigkeit von X und W folgt; E(W) X) f; E(W)
(siehe Theorem A.5.5).
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Durch Randomisierung, d.h. die zufällige Aufteilung der Beobachtungsein-
heiten auf die experimentellen Gruppen, kann man für alle potentielle Störva-
riablen W erreichen, daß eine stochastische Unabhängigkeit mit X besteht,
denn die obige Argumentation ist nicht nur dann gültig, wenn W die abhängi-
ge Variable gemessen vor der experimentellen Behandlung ist, sondern sie gilt
für jede beliebige potentielle Störvariable W. Durch die Kontrolltechnik der
Randomisierung wird aber von vornherein sichergestellt, daß die im Theorem
5.6.1 formulierte notwendige Bedingung einfach kausaler reglinearer Abhän-
gigkeit, nämlich Gleichung 5.6.1, für viele dieser potentiellen Störvariablen
erfüllt ist.

Randomisierung ist jedoch keine Garantie dafür, daß eine einfache kausale reglineare
Abhängigkeit besteht, wie auch das Beispiel ,Drogen und Aktivierung‘ zeigt, in dem
der Fall einer Interaktion im varianzanalytischen Sinn besprochen wurde. Solche Inter-
aktionen einer unabhängigen Variablen X (im Beispiel: der Drogenvariablen) mit einer
weiteren X gleich- oder vorgeordneten Variablen W (im Beispiel: der Intro/Extraver-
sionsvariablen) sind hinreichend dafür, daß eine reglineare Abhängigkeit einer Varia-
blen Y von X nicht einfach kausal ist. Dabei ist es irrelevant, ob diese weitere Variable
W erhoben wurde oder nicht. Wichtig ist dabei nur, ob eine solche Interaktion in der
betreffenden Situationsklasse besteht oder nicht.

Neben der Kontrolltechnik der Randomisierung lassen sich eventuell vorher
bestehende Unterschiede zwischen den experimentellen Gruppen bezüglich
des Erwartungswerts der abhängigen Variablen auch ausschalten, indem man
die Gruppen bezüglich der abhängigen Variablen W vor der experimentellen
Behandlung parallelisiert, d.h. durch gezielte Aufteilung der Versuchsperso-
nen auf die experimentellen Gruppen, bezüglich der Variablen W gleichmacht,
so daß dann nicht mehr aWX # 0 gilt (siehe Gleichung 5.7.3). Gegenüber der
Randomisierung hat die Parallelisierung den Nachteil, daß man mit dieser
Kontrolltechnik nur für diejenige potentielle Störvariable W, bezüglich der
parallelisiert wird, erreicht, daß die Gleichung 5.6.1 erfüllt ist. Mit der Rando-
misierung hingegen kann man erreichen, daß die Gleichung 5.6.1 für alle
Störvariablen W erfüllt ist, wobei keine davon tatsächlich beobachtet werden
muß.

5.8 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem Abschnitt wurden die formalen Eigenschaften des Begriffs der einfa-
chen kausalen reglinearen Abhängigkeit einer stochastischen Variablen Y von
einer zweiten stochastischen Variablen X behandelt. Es wurde gezeigt, daß die
verschiedenen experimentellen Kontrolltechniken auf diese Eigenschaften ba-
siert werden können, ebenso wie Strategien zur Falsifizierung von Aussagen
über einfache kausale reglineare Abhängigkeit in nichtexperimentellen Situa-
tionen.
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Als wichtigste formale Eigenschaft wurde bewiesen, daß die Unabhängigkeits-
bedingung

(5.8.1)

für alle potentiellen Störvariablen W gilt, wenn Y von X einfach kausal regline-
ar abhängig ist. Diese ist z.B. dann erfüllt, wenn X und W stochastisch unab-
hängig sind.

Auf diese Eigenschaft lassen sich verschiedene experimentelle Kontrolltechni-
ken basieren. Mit der Randomisierung, d.h. der zufälligen Aufteilung der
Beobachtungseinheiten auf die beiden experimentellen Gruppen 19 , die durch
die unabhängige Variable X repräsentiert werden, legt man ein Experiment so
an, daß X und alle potentielle Störvariablen W stochastisch unabhängig sind,
so daß dann die Gleichung 5.8.1 erfüllt ist, die ja eine notwendige Bedingung
einfacher kausaler reglinearer Abhängigkeit der Variablen Y von X ist. Mit der
Paral lel is ierung bezüglich einer  best immten potentiel len Störvariablen W
macht man die experimentellen Gruppen bezüglich W gleich. Da X die Grup-
penzugehörigkeit repräsentiert, wird damit erreicht, daß X und die betreffende
Störvariable W stochastisch unabhängig sind. Das gleiche Ziel erreicht man
auch mit der Konstanthaltung einer potentiellen Störvariablen W, eine Tech-
nik, die auch dazu führt, daß für diese Variable W dann die Gleichung 4.4.2
gilt. Konstanthaltung ist also die einzige dieser Techniken, die dazu führt, daß
auch das in Gleichung 4.4.2 enthaltene Interaktionsverbot zwischen X und W
für die konstantgehaltene Variable W erfüllt ist.

6. Münze und Elektromagnet mit zwei Schaltern

6.1 Einleitende Bemerkungen

In diesem Abschnitt soll die Diskussion der Fragen des Geltungsbereichs oder
der externen Validität (Campbell & Stanley, 1963) einer Aussage über kausale
Abhängigkeiten vorzubereitet werden. Dazu wird das Beispiel ,Münzen und
Elektromagnet‘ abgewandelt, indem wir einen Elektromagneten betrachten,
der zwei Schalter hat. Mit jedem dieser Schalter kann man eine gewisse Feld-
stärke des Magneten hinzuschalten. Wenn beide Schalter auf ,Aus‘ stehen, so
ist der Elektromagnet völlig ausgeschaltet, steht einer der beiden Schalter auf
,An‘, so hat der Magnet dieselbe Feldstärke, wie im Beispiel des Abschnitts 2,
und sind beide Schalter an, so ist die Feldstärke doppelt so groß. An diesem

19) Bei mehr als zwei Gruppen braucht man zur Kodierung der Gruppenzugehörigkei-
ten mehr als nur eine unabhängige Variable X, worauf wir später ausführlicher eingehen
werden.
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Beispiel wollen wir überprüfen, ob die dabei auftretenden stochastischen Ab-
hängigkeiten der Münzwurfergebnisse von den Zuständen des Elektromagne-
ten durch ein kausales reglineares Modell beschrieben werden können. Als
Alternative wird das logitlineare Modell angeführt, das aus der Literatur zur
Analyse binärer Daten bekannt ist.

6.2 Beschreibung des Beispiels

Im Gegensatz zum Beispiel des Abschnitts 2 können wir uns hier mit dem
Werfen einer einzigen Münze begnügen, die auf einer Seite aus Plastik und auf
der anderen Seite aus Metall besteht. Diese Münze wird auf eine Platte gewor-
fen, welche die Eigenschaften eines Elektromagneten hat. Dieser kann in ei-
nem von vier verschiedenen Zuständen sein: Während die Münze geworfen
wird, sei der Elektromagnet mit der Wahrscheinlichkeit von 0.25 im ersten
Zustand, in dem er ausgeschaltet ist. Außerdem nehmen wir an, daß unter
diesem Zustand, die bedingte Wahrscheinlichkeit, daß die Münze auf die Me-
tallseite fallt, 0.5 beträgt (siehe die erste Spalte in Tabelle 6.2.1).

Tabelle 6.2.1: Die vier Spalten repräsentieren vier Situationsklassen, die je-
weils mit Wahrscheinlichkeit 0.25 auftreten, in denen beide
Schalter des Elektromagneten aus, einer der Schalter an und
beide Schalter an sind, während die Münze geworfen wird.
Die angegebenen Zahlen sind die bedingten Wahrscheinlich-
keiten, daß die Münze auf die Metall- bzw. Plastikseite fällt,
gegeben eine der vier Bedingungen.

Münze
fällt
auf

Metallseite

Plastikseite

Schalter 1

aus an

Schalter 2 Schalter 2

aus an aus an

0.5 0.9 0.9 0.9878

0.5 0.1 0.1 0.0122

Ebenfalls jeweils mit Wahrscheinlichkeit 0.25 sei der Elektromagnet im zwei-
ten und dritten Zustand, daß nämlich der erste Schalter an und der zweite aus
bzw. der erste aus und der zweite Schalter an ist, während die Münze gewor-
fen wird. Für beide Zustände nehmen wir an, daß die bedingte Wahrschein-
lichkeit, daß die Münze auf die Metallseite fällt, 0.9 beträgt.
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Im vierten Zustand schließlich, der ebenfalls mit Wahrscheinlichkeit 0.25 ein-
treten möge, sind beide Schalter an. Dies kann nun aber nicht bedeuten, daß
der Effekt 0.9 - 0.5 = 0.4, der festzustellen ist, wenn ein Schalter an ist (siehe
auch Abschnitt 2), nun einfach verdoppelt sein kann, da sonst das Intervall
[0,1] für die bedingte Wahrscheinlichkeit überschritten wäre, denn 0.5 + 0.4
+ 0.4 > 1.0. Die Erhöhung der bedingten Wahrscheinlichkeit von 0.9, unter
der Bedingung, daß der erste Schalter an ist, auf eine bedingte Wahrscheinlich-
keit für die Bedingung, daß beide Schalter an sind, muß also so erfolgen, daß
der Betrag von 1.0 nicht überschritten wird. Wenn man bedenkt, daß sich die
physikal ischen Feldstärken der  mit  den beiden Schaltern kontrol l ier ten
Magnetfelder aufaddieren, so ist es wohl plausibel, wenn wir die fehlende
bedingte Wahrscheinlichkeit  nach einem Modell festlegen, in dem sich eben-
falls die Effekte aufaddieren. Ein solches Modell ist das logitlineare Modell,
nach welchem die in Tabelle 6.2.1 angegebene bedingte Wahrscheinlichkeit
von 0.9878, gegeben beide Schalter sind an, berechnet wurde.

Das logitlineare Modell ist aus der Literatur zur statistischen Analyse binärer
Daten (siehe z.B. Bishop, Fienberg & Holland, 1975, Coleman, 1981, Cox,
1970 oder Goodman, 1978), aber auch in der Literatur zur Konstruktion
psychometrischer Tests (siehe z.B. Fischer, 1974, Lord & Novick, 1968,
Lumsden, 1976 und Rasch, 1960) wohlbekannt. Definieren wir die Münz-
variable

(6.2.1) Y 1  :=
1, wenn die Münze auf die Metallseite,
0, wenn sie auf die Plastikseite fällt,

die erste Magnetvariable

(6.2.2) X1 :=
1, wenn der erste Schalter an,
0, wenn er aus ist,

die zweite Magnetvariable

(6.2.3) X2  :=
1, wenn der zweite Schalter an,
0, wenn er aus ist,

und das Ereignis

(6.2.4)

daß die Münze auf die Metallseite fällt, so können die bedingten Wahrscheinlich-
keiten in Tabelle 6.2.1 durch das folgende logitlineare Modell erzeugt werden:

(6.2.5)
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Wie man sich leicht überzeugen kann, kann man mit dieser Gleichung die
Daten der Tabelle 6.2.1 bis auf Rundungsfehler reproduzieren. So resultiert
aus Gleichung 6.2.5 z.B. die bedingte Wahrscheinlichkeit

(6.2.6)

und auf entsprechende Weise erhält man die anderen bedingten Wahrschein-
lichkeiten in Tabelle 6.2.1, die auch so gewählt wurden, daß sie mit der Glei-
chung 6.2.5 beschrieben werden können20).

6.3 Reglineare Abhängigkeit

Wir versetzen uns nun in die Lage eines Forschers, der die in Tabelle 6.2.1
angegebenen Wahrscheinlichkeiten als relative Häufigkeiten einer langen Ver-
suchsreihe gefunden hat, in welcher der Versuch, die Münze zu werfen, wäh-
rend der Elektromagnet mit den angegebenen Wahrscheinlichkeiten in einem
der vier Zustände ist, sehr oft durchgeführt wurde.

Als erstes wollen wir dabei untersuchen, ob sich die stochastische Abhängig-
keit der Münzwurfvariablen Y1 von der ersten Magnetvariablen XI als einfache
kausale reglineare Abhängigkeit beschreiben läßt. Dabei legen wir den Wahr-
s c h e i n l i c h k e i t s r a u m  (Q,&,P)  gzu runde, der alle vier in Tabelle 6.2.1 aufge-
führten Situationsklassen, die durch die vier Zustände des Elektromagneten
charakterisiert sind, als Unterklassen enthält, d.h. (Q,&,P) soll den gesamten
Versuch repräsentieren.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit, daß die Münze auf die Metallseite fallt, gege-
ben der erste Schalter ist an, beträgt dann 0.9439, und die entsprechende
Wahrscheinlichkeit, gegeben der erste Schalter ist aus, beträgt dann 0.7. Diese
Daten sind noch einmal in einer etwas anderen Art als in Tabelle 6.2.1 in der
Tabelle 6.3.1 dargestellt, aus der nun auch zu ersehen ist, daß die beiden
Magnetvariablen X1 und X2, welche die Schalterstellungen anzeigen, stocha-
stisch unabhängig sind.

20) Ob sich die Daten eines entsprechenden echten physikalischen Experiments tatsäch-
lich durch ein logitlineares Modell beschreiben lassen, ist wohl eine empirische Frage,
und hier letztlich irrelevant, da dieses Beispiel nur dazu dient, Grundgedanken kausaler
reglinearer und logitlinearer Modelle zu erläutern, und die Diskussion der Fragen
externer Validität im nächsten Abschnitt vorzubereiten.
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Tabelle 6.3.1: Vier Situationsklassen, die jeweils mit Wahrscheinlichkeit 0.25
auftreten, in denen beide Schalter des Elektromagneten aus,
einer der Schalter an und beide Schalter an sind, während die
Münze geworfen wird. Die angegebenen Zahlen im Innern der
Tabelle  s ind die bedingten Wahrscheinl ichkeiten,  daß die
Münze auf die Metallseite fallt gegeben eine der vier Bedin-
gungen. In Klammern sind die Wahrscheinlichkeiten für das
Auftreten der vier Situationsklassen und deren Vereinigungen
angegeben.

Wegen der Zweiwertigkeit von X1 läßt sich die stochastische Abhängigkeit der
Münzvariablen Y1 von X1 durch

(6.3.1)

als reglineare Abhängigkeit beschreiben, wobei wir die numerischen Werte der
Koeffizienten aus den beiden Gleichungen

(6.3.2)

und

(6.3.3)

erhalten, die beide aus Gleichung 6.3.1 nach den Gleichungen A.5.2, A.4.6
und A.4.3 des Anhangs folgen.

In diesem Beispiel können wir eine eindeutige zeitliche Geordnetheit der Variablen
voraussetzen, denn die beiden Magnetvariablen sind der Versuchsanlage gemäß der
Münzvariablen vorgeordnet. Falls in diesem Beispiel die Invarianzbedingung für die
durch Gleichung 6.3.1 beschriebenen reglinearen Abhängigkeit gegeben wäre, könnten
wir diese Abhängigkeit auch kausal interpretieren und den Koeffizienten a11 als einfa-
chen kausalen reglinearen Effekt von X1 auf Y1 bezeichnen. Die Bedingung der Inva-
rianz ist jedoch nicht erfüllt, wie wir nun anhand des Theorems 5.4.1 verifizieren.

Offensichtlich besteht in diesem Beispiel eine Interaktion im varianzanalyti-
schen Sinn zwischen der ersten und der zweiten Magnetvariablen X1 bzw. X2.
Ein multiples reglineares Modell mit Interaktion, welches die Abhängigkeiten
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von Y1 unter allen vier Zuständen des Elektromagneten beschreibt, ist dem-
nach

(6.3.4)

wobei wir die numerischen Werte auf analoge Weise wie beim Modell mit
einer einzigen unabhängigen Variablen erhalten, nur daß wir hier vier Glei-
chungen mit vier Unbekannten zu lösen haben.

Nicht nur mit dem logitlinearen Modell (siehe Gleichung 6.2.5), sondern auch
mit diesem reglinearen Modell mit Interaktion lassen sich die stochastischen
Abhängigkeiten der Münzvariablen Y1  von den beiden Magnetvariablen X1

und X2  perfekt beschreiben, denn auch mit Gleichung 6.3.4 können die in
Tabelle 6.2.1 angegebenen bedingten Wahrscheinlichkeiten exakt reproduziert
werden. Die in diesem reglinearen Modell vorkommenden Parameter lassen
sich jedoch nicht kausal interpretieren, da die in Definition 4.4.1 formulierte
Invarianzbedingung nicht erfüllt ist. Zum einen bleibt nämlich der Parameter

all = 0.2439 aus Gleichung 6.3.1 bei der Erweiterung von E(Y 1  1 X1) auf
E(Y1 1 X1,X2) nicht invariant, denn in Gleichung 6.3.4 hat X1 nicht den Koeffi-
zienten 0.2439, sondern 0.4, und zum zweiten kommt in Gleichung 6.3.4 der
Interaktionsparameter -0.3122 vor, der nach Theorem 5.4.1 gleich Null sein
müßte. Schon eine dieser beiden Tatsachen aber genügt, um die Annahme zu
falsifizieren, daß Y1 von X1 auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,&,P)  ein-
fach kausal reglinear abhängig ist, wobei (Q,&,P) den gesamten Versuch re-
präsentiert.

Der in Gleichung 6.3.4 vorkommende Interaktionsparameter ist in gewisser
Weise artifiziell, da es ein anderes Modell gibt, welches ohne einen solchen
Parameter auskommt, nämlich das logitlineare Modell der Gleichung 6.2.5. In
diesem Modell verhalten sich die beiden Parameter additiv, was in besserer
Übereinstimmung mit unserem physikalischen Wissen über die Additivität der
Feldstärken von Magneten steht.

Dieses Beispiel illustriert noch einmal die in der Definition 4.4.1 formulierte Eigen-
schaft, daß eine reglineare Abhängigkeit einer Variablen Y von X immer dann nicht
einfach kausal ist, wenn eine Interaktion von X mit potentiellen Störvariablen W (im
Beispiel: der zweiten Magnetvariablen) besteht. Ein möglicher Weg wäre nun, die
Aussage, daß die Münzvariable Y1 einfach kausal reglinear von der ersten Magnetvaria-
blen X1 abhängig ist, auf jeweils eine der beiden Bedingungen, daß der zweite Schalter
an bzw. aus ist, einzuschränken, so daß für jede dieser beiden Situationen ein unter-
schiedlicher einfacher kausaler reglinearer Effekt der ersten Magnetvariablen auf die
Münzvariable angenommen wird, worauf wir ausführlicher im Abschnitt 7 eingehen
werden. Die Bedingung der Invarianz könnte dann jeweils innerhalb dieser beiden
Situationsklassen überprüft werden, indem man nach anderen potentiellen Störvaria-
blen sucht und prüft, ob für diese die Invarianzbedingung erfüllt ist.
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6.4 Logitlineare Abhängigkeit

Angenommen, wir wüßten nichts von der zweiten Magnetvariablen X2 und
wollten die Abhängigkeit der Münzvariablen Y1 von der ersten Magnetvaria-
blen X1 durch ein einfaches logitlineares Modell beschreiben. Bezeichnen wir
das Ereignis, daß die Münze auf die Metallseite fällt, weiterhin mit

(6.4.1)

so gilt dann die Gleichung

Aus den daraus folgenden beiden bedingten Wahrscheinlichkeiten P(B 1 X1 = 0)
und P(B 1 X1 = 1) erhalten wir nach einigen algebraischen Umformungen die
folgenden beiden Gleichungen:

und

Daraus ergibt sich der Koeffizient yll = 1.9756, der nicht mit ßIl = 2.1972 aus
Gleichung 6.2.5 identisch ist.

Hierin besteht ein wichtiger Unterschied zum reglinearen Modell. Obwohl X1 und X2

stochastisch unabhängig sind (siehe Tabelle 6.3.1), darf man X2 im logitlinearen Fall
offenbar nicht ignorieren, denn sonst kann man den tatsächlichen kausalen Effekt (hier:
ßl1 = 2.1972) nicht korrekt bestimmen. Im Fall einer einfachen kausalen reglinearen
Abhängigkeit könnte man X2 ignorieren, und würde dennoch den einfachen kausalen
reglinearen Effekt von X1 auf Y1 korrekt ermitteln, falls X1 und X2 stochastisch unab-
hängig sind. Diese besonders vorteilhafte Eigenschaft, auf die wir die Kontrolltechnik
der Randomisierung basieren können (siehe Abschnitt 5.7), gilt im Fall logitlinearer
Abhängigkeit offenbar nicht. Bei multipler logitlinearer Abhängigkeit (siehe Gleichung
6.2.5) ist Randomisierung anscheinend kein Verfahren, das dazu beitragen kann, eine
kausale Interpretation einer solchen logitlinearen Abhängigkeit zu ermöglichen. Offen-
bar muß man im logitlinearen Fall statt dessen auf die Kontrolltechnik der Konstanthal-
tung (hier: der zweiten Magnetvariablen) zurückgreifen, worauf wir ausführlicher im
Abschnitt 7 eingehen.
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6.5 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem Abschnitt wurde ein Beispiel dargestellt, in dem das Ergebnis des
Werfens einer Münze durch zwei Schalter eines Elektromagneten beeinflußt
werden kann. In diesem Beispiel läßt sich die Abhängigkeit der Münzvariablen
Y1 von den beiden Magnetvariablen X1 und X2, welche jeweils die Schalterstel-
lungen angeben, sowohl durch ein reglineares Modell mit Interaktion zwi-
schen den beiden Magnetvariablen beschreiben, als auch durch ein logitlineares
Modell, in dem keine solche Interaktion vorkommt. Die Interaktion im regli-
nearen Modell kann daher in diesem Beispiel als modellbedingt oder artifiziell
bezeichnet werden. Wegen der Interaktion zwischen X1 und X2 ist in diesem
Beispiel die Münzvariable Yl nicht von einer der Magnetvariablen X1 oder X2

einfach kausal reglinear abhängig.

Versucht man die Abhängigkeit der Münzvariablen Y1 z.B. von der ersten
Magnetvariablen X1 durch ein einfaches logitlineares Modell zu beschreiben,
so erhält man dabei einen anderen Parameter als denjenigen, mit dem im
Modell mit beiden Magnetvariablen X1 und X2 die Daten erzeugt wurden,
obwohl die beiden Magnetvariablen stochastisch unabhängig sind. Hierin be-
steht ein wichtiger Unterschied zwischen logitlinearer und reglinearer Abhän-
gigkeit, denn beim reglinearen Fall ist die stochastische Unabhängigkeit von
Xl und X2 hinreichend dafür, daß X2 die Beziehung zwischen Y und X1 nicht
modifiziert, falls auch keine Interaktion zwischen Xl und X2 besteht (siehe
Abschnitt 5.6).

In diesem Beispiel kann weder die einfache reglineare, noch die einfache logit-
lineare Abhängigkeit als kausal bezeichnet werden, wenn man einfache kausale
logitlineare Abhängigkeit analog zur einfachen kausalen reglinearen Abhängig-
keit definieren würde. Als Ausweg bleibt in einem solchen Fall nur die Ein-
schränkung des Geltungsbereichs der Modelle mit einer einzigen unabhängigen
Variablen auf jeweils eine der beiden Situationen, daß der zweite Schalter des
Elektromagneten an oder aber aus ist, worauf wir ausführlicher u. a. im folgen-
den Abschnitt eingehen werden.

7. Externe Validität

7.1 Einleitende Bemerkungen

Der Begriff der externen Validität wurde neben dem der internen Validität
( s i e h e  A b s c h n i t t  3 )    als das zweite fundamentale Gütekriterium für eine empiri-
sche Untersuchung von Campbell (siehe z.B. Campbell, 1957, Campbell &
Stanley, 1963) eingeführt: ,,Externe Validität fragt nach der Generalisierbar-
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keit: Auf welche Populationen, situativen Bedingungen, Behandlungs- und
Meßvariablen kann dieser Effekt verallgemeinert werden?“ (Campbell & Stan-
ley, 1963, S. 175, Übersetzung durch den Autor).

Sieht man von den bereits von Gadenne (1976) und später auch von Breden-
kamp (1979, 1980) kritisierten induktivistischen Formulierungen ab, so ver-
bergen sich in der Tat hinter dieser Bezeichnung zwei Fragen, die einer explizi-
ten Diskussion bedürfen: Zum einen die Frage nach dem Geltungsbereich einer
Aussage über eine kausale stochastische Abhängigkeit, und zum anderen die
Frage nach der Variablenvalidität, also die Frage: ,,Wie gut repräsentieren die
Variablen einer Untersuchung das jeweils Gemeinte?“ (Bredenkamp, 1980,
S. 31).

Zur Lösung der zweiten Frage ist die Theorie latenter Variablen von Bedeu-
tung, über die Moosbrugger (1982) in diesem Band einen Überblick gibt. In
diesem Abschnitt werden wir nur auf die Frage nach dem Geltungsbereich
näher eingehen. Bezüglich des Problems der Variablenvalidität müssen wir
dabei voraussetzen, daß die jeweils betrachteten Variablen tatsächlich die in
einer Untersuchung gemeinten sind. Dabei müssen diese Variablen keineswegs
direkt beobachtbar oder ,manifest‘ sein, statt dessen kann es sich ebensogut
um ,latente‘, nicht direkt beobachtbare Variablen handeln.

Auch die verbliebene Frage nach dem Geltungsbereich kann in zwei verschie-
dene Aspekte untergliedert werden, den der Situationsvalidität und den der
Populationsvalidität, die wir in den folgenden beiden Abschnitten behandeln
werden. Im letzten Abschnitt zeigen wir dann, wie zwei verschiedene Modelle
hinsichtlich ihrer ,externen Validität‘ bzw. ihres Geltungsbereichs miteinander
verglichen werden können.

7.2 Situationsvalidität

Der erste Aspekt der externen Validität, den wir hier behandeln wollen, ist der
der ,,Situationsvalidität“ (Hager & Westermann, 1982) oder der ,,ökologischen
Validität“ (Bredenkamp, 1979, 1980; Brunswik, 1956). Bei diesem Gesichts-
punkt der externen Validität handelt es sich um die Frage, für welche Situa-
tionsklassen oder ,,situativen Bedingungen“ eine kausale stochastische Abhän-
gigkeit behauptet werden kann. Wir zeigen nun, wie diese Fragen in der hier
vorgestellten Theorie behandelt werden können.

Dabei gehen wir von dem im Abschnitt 6 beschriebenen Beispiel aus. Dort
hatten wir festgestellt, daß die reglineare Abhängigkeit der Münzvariablen Y1

von der ersten Magnetvariablen X1 nicht einfach kausal ist, wenn wir den
W a h r s c h e i n l i c h k e i t s r a u m  (Q,&,P)  gzu runde legen, der die Situationsklasse
repräsentiert, in welcher der zweite Schalter mit Wahrscheinlichkeit 0.5 an
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bzw. aus ist, und als einen Ausweg haben wir dort erwogen, den Geltungsbe-
reich der Aussage jeweils auf eines der beiden Ereignisse

(7.2.1)

daß der zweite Schalter an ist, bzw.

(7.2.2)

daß der zweite Schalter aus ist, einzuschränken, oder mit anderen Worten, den
zweiten Schalter konstant zu halten. Formal können wir dies dadurch aus-
drücken, daß wir nicht mehr den Wahrscheinlichkeitsraum (Q,&,P),  sondern
die Wahrscheinlichkeitsräume (Q,&,PA) bzw. (Q,&,Px) zugrunde legen, wo-
bei die Wahrscheinlichkeitsmaße PA und PA durch

(7.2.3)

bzw.

(7.2.4)

definiert sind, vorausgesetzt, daß die Wahrscheinlichkeiten von A und Ä grö-
ßer Null sind.

Bezeichnen wir mit

(7.2.5)

das Ereignis, daß die Münze auf die Metallseite fällt, dann gilt beispielsweise
unter der Bedingung, daß der zweite Schalter aus ist, für die bedingte Erwar-
tung der Münzvariablen Y l unter der ersten Magnetvariablen X l bezüglich des
Maßes PA die Gleichung21)

(7.2.6)

wobei man die numerischen Werte der Koeffizienten aus der Tabelle 6.2.1
durch Bildung der bedingten Erwartungswerte Ex(Y,  1 X1=0) = Px(B 1 X l=0)
u n d  Ex(Y, IX1=1)  =  PA(B IXl=1) und Lösung der  resul t ierenden beiden
Gleichungen

(7.2.7)

2l) Das Zeichen, p:ers ‘ in Gleichung 7.2.6 heißt ,fast sicher bezüglich des Wahrschein-

lichkeitsmaßes P,x,’  (siehe die Bemerkungen zu Definition A.5.1).
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und

(7.2.8)

nach den zwei unbekannten Koeffizienten erhält.

Auf analoge Weise resultiert dann für die Bedingung A die folgende Gleichung für die
bedingte Erwartung EA(Y1 1 X1) bezüglich des Wahrscheinlichkeitsmaßes PA

(7.2.9)

Dies bestätigt noch einmal das in Abschnitt 6.3 gefundene Ergebnis, daß Y1 von X1
nicht einfach kausal reglinear abhängig ist, denn die Koeffizienten aus den Gleichungen
7.2.6 und 7.2.9 sind nicht identisch, wie es der Definition der einfachen kausalen
reglinearen Abhängigkeit gemäß der Fall sein müßte. Der Koeffizient all = 0.2439 aus
Gleichung 6.3.1 läßt sich also nicht als einfacher kausaler reglinearer Effekt von X, auf
Y1 interpretieren, wenn wir den Wahrscheinlichkeitsraum (Q,&,P)  zugrunde legen,
der den gesamten Versuch repräsentiert; er kann lediglich als Durchschnitt der beiden
kausalen einfachen reglinearen Effekte 0.4 und 0.0878 aus den Gleichungen 7.2.6 und
7.2.9 bezeichnet werden.

Schränken wir den Geltungsbereich unserer Aussage über eine einfache kausa-
le reglineare Abhängigkeit der Variablen Y1 von X1 auf jeweils eine der beiden
Bedingungen A bzw. Ä ein, indem wir anstelle des Wahrscheinlichkeitsraums
(Q,&,P) jeweils die Wahrscheinlichkeitsräume (Q,&,P,)  bzw. (Q,&,Px)  zu-
grunde legen, so spräche wohl nichts dagegen, die durch die Gleichungen 7.2.6
und 7.2.9 beschriebenen Abhängigkeiten jeweils kausal zu interpretieren. Ent-
sprechend ist aber der Geltungsbereich dieser Aussagen auf die Bedingungen Ä
bzw. A eingeschränkt, oder, etwas formaler formuliert, auf die Wahrschein-
lichkeitsräume (Q,a,Px) bzw. (C2,#,PA),  die beide in dem größeren Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,&,P)  enthalten sind (siehe die Gleichungen 7.2.3 und
7.2.4), der ja den gesamten Versuch repräsentiert.

Die Frage, unter welchen situativen Bedingungen oder in welchen Situations-
klassen eine kausale stochastische Abhängigkeit gilt, ist also gleichbedeutend
damit, welcher Wahrscheinlichkeitsraum zugrundegelegt wird. Dabei beachte
man, daß innerhalb der hier vorgestellten Theorie die Frage nach der Situa-
tionsvalidität nur ein Aspekt der Frage nach der Kausalität einer Abhängigkeit
zwischen zwei Variablen ist, der eigentlich gar nicht von der Frage nach der
Kausalität zu trennen ist. Eine vollständige Aussage über eine einfache kausale
reglineare Abhängigkeit lautet nämlich: ,Die stochastische Variable Y ist von
der stochastischen Variablen X auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,&,P)
einfach kausal reglinear abhängig mit dem einfachen kausalen reglinearen Ef-
f ek t  aYX’. Das Entscheidende dabei ist, daß der Geltungsbereich, den der
Wahrscheinlichkeitsraum (SZ ,&,P)
rer Bestandteil der Aussage ist. Ohne den Bezug auf einen ganz bestimmten
Wahrscheinlichkeitsraum ist eine solche Aussage völlig inhaltsleer, da dann die
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dabei benutzten Begriffe undefiniert wären. Eine stochastische Variable bei-
spielsweise ist ja nur für einen ganz bestimmten Wahrscheinlichkeitsraum defi-
niert (siehe z.B. Bauer, 1974, S. 137), der in Anwendungen jeweils eine ganz
bestimmte Situationsklasse repräsentiert.

Dies soll aber nicht bedeuten, daß man sich nicht fragen kann, ob die für einen Wahr-
scheinlichkeitsraum (eine Situationsklasse) gültige stochastische Abhängigkeit, oder ge-
nauer, der dabei gültige Steigungskoeffizient der einfachen linearen Regression, nicht
auch in einem anderen Wahrscheinlichkeitsraum gültig ist. Bei der Frage nach der
Situationsvalidität geht es also darum, den oder die Wahrscheinlichkeitsräume zu spezi-
fizieren, die man bei einer Aussage über eine einfache kausale reglineare Abhängigkeit
zugrunde legen will, wenn wir von einem einfachen reglinearen Modell ausgehen.

7.3 Populationsvalidität

Ein in formaler Hinsicht mit der ,Situationsvalidität‘ völlig identisches Pro-
blem, ist der zweite Aspekt der externen Validität, nämlich das Problem der
,,Populationsvalidität“ (Bredenkamp, 1979,  1980,  Hager  & Westermann,
1982). Dies soll nun etwas ausführlicher erläutert werden.

Dazu modifizieren wir das im letzten Kapitel behandelte Beispiel wie folgt:
Wir betrachten zwei Münzen I und II, die beide auf jeweils einer Seite aus
Plastik bzw. Metall bestehen. Mit diesen Münzen wird der folgende Versuch
durchgeführt: Zuerst wird aus einer Urne nach Zufall eine der beiden Münzen
gezogen, so daß jede die Wahrscheinlichkeit 0.5 hat, gezogen zu werden.
Dann wird die gezogene Münze auf eine Platte geworfen, welche die Eigen-
schaften eines ein- und ausschaltbaren Elektromagneten hat, der ebenfalls mit
Wahrscheinlichkeit 0.5 an oder aus ist, und zwar unabhängig davon, welche
Münze gezogen und geworfen wird (siehe Tabelle 7.3.1).

Im Gegensatz zum Beispiel des Abschnitts 2 soll es sich jedoch nicht um zwei
physikalisch gleiche Münzen handeln, sondern die Münzen sollen auf der
Metallseite verschieden schwer sein, mit dem Effekt, daß sie mit unterschied-
lichen Wahrscheinlichkeiten auf die Metallseite fallen. Wenn der Elektro-
magnet aus ist, sei für die erste Münze die bedingte Wahrscheinlichkeit 0.5, auf
die Metallseite zu fallen, und für die zweite betrage diese bedingte Wahr-
scheinlichkeit 0.9. Der Elektromagnet sei ebenso stark wie im Beispiel des
Abschnitts 2, so daß die bedingte Wahrscheinlichkeit, für die Münze I auf die
Metallseite zu fallen, wenn der Elektromagnet an ist, wieder 0.9 beträgt, und
für die zweite Münze 0.9878. Damit haben wir die gleichen Daten wie in
Tabelle 6.2.1 vorliegen, die hier jedoch inhaltlich anders strukturiert sind. Die
Stelle verschiedener Situationen, die durch die Stellung des zweiten Schalters
gekennzeichnet sind, wird nun von unterschiedlichen Münzen eingenommen,
und statt zu fragen, in welchen Situationen eine bestimmte kausale stochasti-
sche Abhängigkeit gilt, können wir nun fragen, für welche Population oder
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Tabelle 7.3.1: Die Spalten repräsentieren vier Situationsklassen, die jeweils
mit  Wahrscheinl ichkei t  0 .25 auf t re ten.  In  der  ers ten und
zweiten wird Münze I gezogen und der Schalter des Elektro-
magneten ist aus bzw. an. In der dritten und vierten Situa-
tionsklasse wird Münze II gezogen und der Schalter ist aus
bzw. an. Die angegebenen Zahlen sind die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten, daß die geworfene Münze auf die Metall-
bzw. Plastikseite fällt.

Münze
fällt
auf

Metallseite

Plastikseite

Gezogen wird

Münze I Münze II

Schalter Schalter

aus an aus an

0.5 0 .9 0.9 0.9878

0 .5 0.1 0.1 0.0122

Menge von Münzen eine solche stochastische Abhängigkeit behauptet werden
kann.

Es ist offensichtlich, daß wir hier auf eine Analogie zwischen Münzen und Versuchs-
personen abzielen. Wie wir im Abschnitt 7.2 gesehen haben, können sich auch Münzen
in unterschiedlichen Situationen verschieden ,verhalten‘ und in diesem Abschnitt ist
deutlich geworden, daß Münzen auch unterschiedliche Eigenschaften haben können,
was natürlich um so mehr für Personen oder Gruppen gilt. Dies unterstreicht die
Wichtigkeit, den Wahrscheinlichkeitsraum bei einer Aussage über eine stochastische
Abhängigkeit mitanzugeben, denn dieser repräsentiert sowohl die Situationsklasse, für
welche die Abhängigkeit behauptet wird, als auch die Population, wie wir im folgenden
zeigen wollen. Die in der Experimentellen Psychologie übliche genaue Beschreibung
der Untersuchungssituation und die genaue Charakterisierung der beteiligten
Versuchspersonen, kommt dieser Forderung nach einer möglichst exakten Beschrei-
bung des zugrunde gelegten Wahrscheinlichkeitsraums bereits weitgehend entgegen.

Wir zeigen nun, daß auch die Frage, auf welche Population (in unserem Bei-
spiel: von Münzen) sich eine Aussage über eine kausal reglineare Abhängigkeit
bezieht, durch die Angabe des zugrunde gelegten Wahrscheinlichkeitsraums
beantwortet wird.

Definieren wir die Münzwurfvariable

(7.3.1) Y 1  :=
1, wenn die gewählte Münze auf die Metallseite,
0, wenn sie auf die Plastikseite fällt,
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die Magnetvariable

(7.3.2) X1 :=
1, wenn der Elektromagnet an-,
0, wenn er ausgeschaltet ist,

die Münzwahlvariable

(7.3.3) X1 :=
1, wenn Münze I,
0, wenn Münze II gewählt wird,

und das Ereignis

(7.3.4)

daß die geworfene Münze auf die Metallseite fallt, so gelten für diese Variablen,
wenn auch mit anderer Interpretation, dieselben Gleichungen wie in den Abschnit-
ten 6.2 bis 6.4.

Wir können uns auch hier die Frage stellen, ob die reglineare Abhängigkeit der
Münzwurfvariablen Y1 von der Magnetvariablen X1 einfach kausal ist, wenn wir
den Wahrscheinlichkeitsraum (Q,&,P) gz u runde legen, der den gesamten Ver-
such repräsentiert, der also diejenige Situationsklasse beschreibt, in der die
beiden Münzen jeweils die Wahrscheinlichkeit 0.5 haben, aus der Urne gezo-
gen zu werden. Auch für dieses Beispiel finden wir, daß die in Definition 4.4.1
formulierte Invarianzbedingung nicht erfüllt ist, denn es gilt auch hier die
Gleichung

(7.3.5)

Da der Interaktionsparameter -0.3122 und nicht 0 beträgt, ist auch hier zu
schließen, daß Y1 von X1 nicht einfach kausal reglinear abhängig ist.

Wir können nun den Geltungsbereich der Aussage jeweils auf eine der beiden
Bedingungen

(7.3.6) A := Münze I wird gewählt

bzw.

(7.3.7) A := Münze II wird gewählt

einschränken, oder mit anderen Worten, auf jeweils eine der beiden Münzen
begrenzen. Formal drücken wir dies dadurch aus, daß wir nicht mehr den
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,aQ,P), sondern die Wahrscheinlichkeitsräume
(Q,&,PA) bzw. (Q,&,P,q)  zugrunde legen, wobei die Wahrscheinlichkeitsma-
ße PA und PA analog wie im letzten Abschnitt definiert sind. In dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,&,P,& d.h. unter der Bedingung, daß Münze I ge-
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wählt wird, gilt dann für die bedingte Erwartung der Münzwurfvariablen Y1

unter der Magnetvariablen X1 die Gleichung

(7.3.8)

wobei man die numerischen Werte der Koeffizienten durch Bildung der be-
dingten Erwartungswerte Ex(Y,  1 X1=0) = IJA(B ( X1=0) und Ex(Y, 1 X1=l) =
&(B ( X1=1) und Lösung der resultierenden beiden Gleichungen nach den
zwei unbekannten Koeffizienten erhält (siehe Abschnitt 7.2).

Auf analoge Weise resultiert dann für die Bedingung A die bedingte Erwartung
EA(Y,  ( X1) bezüglich des Wahrscheinlichkeitsmaßes PA

(7.3.9)

Damit haben wir noch einmal bestätigt, daß Y1 von X1 nicht einfach kausal reglinear
abhängig ist, denn die Koeffizienten von X1 aus den Gleichungen 7.3.8 und 7.3.9 sind
nicht identisch, wie es der Definition der einfachen kausalen reglinearen Abhängigkeit
gemäß der Fall sein müßte. Auch hier läßt sich also der Koeffizient a1l = 0.2439 aus
Gleichung

(7.3.10)

(siehe Abschnitt 6.3) nicht als einfacher kausaler reglinearer Effekt von X1 auf Y1
interpretieren. Er kann lediglich als Durchschnitt der beiden einfachen kausalen regli-
nearen Effekte 0.4 und 0.0878 aus den Gleichungen 7.3.8 und 7.3.9 bezeichnet werden,
denn bei Einschränkung des Geltungsbereichs unserer Aussage über eine einfache kau-
sale reglineare Abhängigkeit der Variablen Y1 von X1 auf jeweils eine der beiden Bedin-
gungen A bzw. Ä, spräche wohl nichts dagegen, die durch die Gleichungen 7.3.8 und
7.3.9 beschriebenen Abhängigkeiten kausal zu interpretieren.

Formal würde man die Einschränkung des Geltungsbereichs wie folgt formu-
lieren: Y1  ist von X1  auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,&&) einfach
kausal reglinear abhängig mit dem einfachen kausalen reglinearen Effekt 0.4,
und auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,&,P,)  mit dem Effekt 0.0878.  In
der Sprache der Experimentellen Psychologie ausgedrückt, gilt also die durch
Gleichung 7.3.8 beschriebene einfache kausale reglineare Abhängigkeit nur für
die Population der Münze I, und die durch Gleichung 7.3.9 beschriebene nur
für die Population der Münze II.

Offensichtlich ist auch bei der Frage nach der Populationsvalidität lediglich
gefragt, auf welchen Wahrscheinlichkeitsraum sich die Aussage über eine kau-
sale stochastische Abhängigkeit bezieht. Der Wahrscheinlichkeitsraum reprä-
sentiert demnach sowohl die Situation als auch die Population, auf die sich eine
Aussage über eine stochastische Abhängigkeit bezieht. Durch eine möglichst
genaue Beschreibung der  Untersuchungssi tuat ion und  de r  be t e i l i g t en
Versuchspersonen, wie dies in der Experimentellen Psychologie üblich ist,
wird der zugrunde gelegte Wahrscheinlichkeitsraum gekennzeichnet.
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7.4 Vergleiche der externen Validität

Wir gehen nun auf das im Abschnitt 6 behandelte Beispiel zurück. Im Ab-
schnitt 6.4 haben wir gezeigt, daß der Koeffizient y1l des einfachen logitlinea-
ren Modells

nicht mit dem Koeffizienten ß11 = 2.1972 aus Gleichung 6.2.5 identisch ist,
mit welcher die Daten der Tabelle 6.2.1 erzeugt wurden. Wir zeigen nun, daß
wir den Koeffizienten ß11 = 2.1972 dann erhalten, wenn wir die logitlineare
Abhängigkeit jeweils unter einer der beiden Bedingungen

(7.4.2)

und

A := der zweite Schalter ist aus,

(7.4.3) A := der zweite Schalter ist an,

untersuchen, so wie wir dies auch für die reglineare Abhängigkeit gemacht
haben. Im Gegensatz zum reglinearen Modell wird sich aber hier zeigen, daß
der Koeffizient ß11 = 2.1972 sowohl für die Bedingung A als auch Ä gilt.

Bezeichnen wir mit

(7.4.4)

weiterhin das Ereignis, daß die Münze auf die Metallseite fällt, und legen wir
den Wahrscheinlichkeitsraum (Q,&,PA) (siehe Abschnitt 7.2) zugrunde, der
die Situationsklasse repräsentiert, in welcher der zweite Schalter aus ist, so gilt

Zur Berechnung der beiden unbekannten Parameter bilden wir nun die be-
dingten Wahrscheinlichkeiten22) PÄ(B 1 X1=0) und PÄ(B 1 X1=l), aus denen
wir nach einigen algebraischen Umformungen

22) Siehe zur Schreibweise die Bemerkung zur Definition A.4.1.
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und

erhalten. Daraus ergibt sich der Koeffizient ß11 = 2.1972, der mit ß11 = 2.1972
aus Gleichung 6.2.5 identisch ist.

Legen wir dagegen den Wahrscheinlichkeitsraum (Q,“4,PA)  zugrunde, so fin-
den wir auf die analoge Weise für die Gleichung

die Parameter

Daraus ergibt sich wieder der Koeffizient ß11 = 2.1968, der bis auf Rundungs-
fehler mit ß11 = 2.1972 aus Gleichung 6.2.5 identisch ist. Dieser Koeffizient
gi l t  a lso sowohl  für  den Wahrscheinl ichkei tsraum (Q,&,P,)  a ls  auch für
(Q,&&),  d.h. er gilt sowohl unter der Bedingung A, daß der zweite Schalter
an ist, als auch unter der Bedingung Ä, daß er aus ist. Hierin unterscheidet sich
das logitlineare vom reglinearen Modell, denn die reglinearen Koeffizienten
sind unter beiden Bedingungen verschieden, wie wir im Abschnitt 7.2 festge-
stellt haben. Zu dem entsprechenden Ergebnis würden wir auch gelangen,
wenn wir anstelle des Beispiels mit zwei verschiedenen Situationen das im
letzten Abschnitt behandelte Beispiel mit zwei verschiedenen Populationen
betrachten würden.

Wie wir oben gezeigt haben, ist für das Beispiel des Abschnitt 6 die logitlineare
Abhängigkeit der Münzwurfvariablen Y1 von der Magnetvariablen X1 mit dem
K o e f f i z i e n t e n  ß11 = 2 . 1 9 6 8  s o w o h l  i n  d e m  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s r a u m
(sZ,&,P,) als auch (Q,.&,P~)  gültig, d.h. unter der Bedingung, daß der zweite
Schalter an bzw. aus ist. Wir können also sagen, daß das logitlineare Modell in
diesem speziellen Beispiel einen größeren Geltungsbereich, oder in der Spra-
che Campbells, eine größere externe Validität hat als das reglineare Modell.
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7.5 Zusammenfassende Bemerkungen

Es wurde anhand des im letzten Kapitel dargestellten Beispiels erläutert, wie
sich die Frage nach dem Geltungsbereich oder der externen Validität in der in
diesem Beitrag vorgestellten Theorie einfacher kausaler reglinearer Abhängig-
keit behandeln läßt. Es wurde gezeigt, daß sowohl die Frage nach der Situa-
tionsvalidität, als auch die nach der Populationsvalidität, die Frage nach dem
zugrunde gelegten Wahrscheinlichkeitsraum ist.

Mit der in der Experimentellen Psychologie üblichen genauen Beschreibung
der  Untersuchungssi tuat ionen und der  herangezogenen Versuchspersonen
wird der zugrunde gelegte Wahrscheinlichkeitsraum charakterisiert. Verallge-
meinerungen der in einem Wahrscheinlichkeitsraum gültigen Beziehungen auf
einen anderen Wahrscheinlichkeitsraum können zwar hypothetisch vorge-
nommen werden, aber im allgemeinen gibt es für solche Verallgemeinerungen
keine logischen oder mathematischen Begründungen. Daher muß jeweils eine
empirische Überprüfung vorgenommen werden.

Es wurde gezeigt, daß in dem hier behandelten speziellen Beispiel das logitli-
neare Modell einen größeren Geltungsbereich oder eine größere ,externe Vali-
dität‘ hat, als das reglineare Modell. Damit ist gemeint, daß in der Menge der
Wahrscheinlichkeitsräume, in denen das logitlineare Modell gilt, die Menge
der Wahrscheinlichkeitsräume, in denen das reglineare Modell gilt, enthalten
ist.

8. Ausblick

8.1 Mehrvariablenmodelle

Die zentrale Fragestellung in diesem Beitrag war, unter welchen Vorausset-
zungen und in welchem Sinn sich die Koeffizienten einer einfachen Regres-
sionsgleichung kausal interpretieren lassen. Obwohl diese Frage zunächst sehr
speziell erscheinen mag, ist sie jedoch von recht weitreichender Bedeutung für
die psychologische Forschung und ihr benachbarte Disziplinen. Erstens kann
man diese Frage nämlich analog auch für andere Arten stochastischer Abhän-
gigkeiten untersuchen. Zweitens läßt sich eine multiple Regressionsgleichung

(8.1.1)

in mehrere einfache Regressionsgleichungen

(8.1.2)

auflösen, wenn B das Ereignis bezeichnet, daß die anderen Variablen aus der
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Abb. 8.1.1: Pfeildiagramm eines einseitig kausalen reglinearen Modells mit drei Varia-
blen.

Familie (Zm, m E M) konstant sind. Auf diesem Sachverhalt baut die Theorie
der direkten und auch der totalen kausalen reglinearen Abhängigkeit auf, die
ausführlich von Steyer (1982) behandelt wird.

Drittens enthalten eine ganze Reihe von Modellklassen als Kern solche Regres-
sionsgleichungen. Neben der eigentlichen Regressionsanalyse ist da an erster
Stelle die Varianzanalyse zu nennen, bei der die Variablen Zm,  m E M, die
Zugehörigkeit zu bestimmten (z.B. experimentellen) Gruppen anzeigen. Aber
auch die Faktorenanalyse basiert, außer auf der Annahme der bedingten sto-
chastischen Unabhängigkeit, auf Regressionsgleichungen für jede der beob-
achtbaren oder  manifesten Variablen Y r ,  r  E R,  unter  den Faktoren oder
latenten Variablen Zm, m E M. Schließlich kann auch ein rekursives Struktur-
gleichungsmodell als ein System von solchen Regressionsgleichungen aufgefaßt
werden, wobei ein Teil der Gleichungen die Beziehungen zwischen den mani-
festen und den latenten Variablen spezifiziert und ein anderer Teil der Glei-
chungen die Beziehungen der latenten Variablen untereinander.

Diese Verfahren, und damit die darin enthaltenen Regressionsgleichungen,
können zum einen zur Beschreibung statistischer Zusammenhänge verwendet
werden, sie können zum anderen aber auch Bestandteile von Theorien zur
kausalen Erklärung statistischer Zusammenhänge sein. So besteht beispiels-

Abb. 8.1.2: Pfeilschema eines kausalen Modells mit zwei latenten Variablen (Faktoren)
Z1 und Z2, welche die stochastischen Abhängigkeiten zwischen den mani-
festen Variablen Y1 bis Y6 erklären.
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weise das pfadanalytische Modell der Abbildung 8.1.1 aus den beiden Regres-
sionsgleichungen

(8.1.3)

u n d

(8.1.4)

das faktorenanalyt ische Modell  der  Abbildung 8.1.2 aus den sechs Glei-
chungen

(8.1.5)

und das Strukturgleichungsmodell der Abbildung 8.1.3 außer aus den Glei-
chungen 8.1.3 bis 8.1.4 auch aus den Gleichungen

(8.1.6)

Abb. 8.1.3: Pfeilschema eines kausalen Modells mit drei latenten Variablen Z1, Z2 und
Z3, die zum einen die manifesten Variablen Y1 bis Y6 bzw. X1 bis X3

beeinflussen, zum anderen aber auch untereinander kausal abhängig sind.

und

(8.1.7)

Liegen, wie bei den oben genannten Modellen, mehrere unabhängige Varia-
blen vor, so kann man die Frage nach einer direkten kausalen reglinearen
Abhängigkeit stellen, eine Frage, die für die psychologische Theorienbildung
genauso bedeutsam ist, wie die nach einfacher kausaler reglinearer Abhängig-
keit. Wird beispielsweise behauptet, daß

(8.1.8) Y := absolute IQ-Differenz von Zwillingen

einfach kausal reglinear abhängig ist von
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(8.1.9)

Rolf Steyer

x  : = 1, wenn die Zwillinge eineiig,
- 1, wenn sie zweieiig sind,

so ist es nicht nur wichtig zu untersuchen, ob diese Aussage an sich richtig ist,
ob es also potentielle Störvariablen W gibt, die den Regressionskoeffizienten
aYX der Gleichung

(8.1.10)

modifizieren, wenn eine solche Variable W konstant gehalten wird; vielmehr
ist es auch von Bedeutung zu untersuchen, durch welche Variablen eine solche
einfache kausale reglineare Abhängigkeit vermittelt wird. So wäre es prinzi-
piell durchaus denkbar, daß diese Abhängigkeit nur über die zwischen X und
Y anzuordnende Variable

(8.1.11) Z := Ähnlichkeit des elterlichen Erziehungsverhaltens

zustande kommt, d.h. daß die bezüglich {X,Y,Z} direkte kausale reglineare
Abhängigkeit der Variablen Y von X Null wäre. Dies wäre durchaus kein
Widerspruch zur Aussage, daß Y von X einfach kausal reglinear abhängig ist
(vgl. zur Diskussion dieses Beispiels Eysenck, 1979, S. 105).

Die Grundidee direkter kausaler reglinearer Abhängigkeit einer stochastischen
Variablen Y von einer stochastischen Variablen X - direkt bezüglich einer
gegebenen Familie von Variablen - ist, daß eine einfache kausale reglineare
Abhängigkeit Y von X besteht, und zwar bei Konstanz aller anderen Variablen
in dieser Familie, die Y vorgeordnet sind, und daß der Steigungskoeffizient aYX
über alle Ausprägungen der konstantgehaltenen Variablen hinweg der gleiche
bleibt.

Diese Definition ermöglicht, daß die Koeffizienten einer multiplen Regres-
sionsgleichung als direkte kausale reglineare Effekte interpretiert werden kön-
nen, wenn die in der Definition genannten Bedingungen erfüllt sind. Damit
wird es nicht nur möglich, die Direktheit einer Abhängigkeit zu überprüfen,
sondern auch potentielle Störvariablen statistisch zu kontrollieren oder ,,stati-
stisch konstant zu halten“.

Falsifiert wäre eine Aussage, daß Y von jeder Variablen Zm, m E M, mit dem
Effekt aYm, direkt kausal reglinear abhängig ist (siehe Gleichung 8.1.1), wenn
für eine potentielle Störvariable W, gezeigt werden kann, daß die Gleichung

(8.1.12)

nicht gilt, wobei f(W) eine (meßbare) Funktion von W ist. Beispielswäre wäre
aY0 + aYW.W  eine solche Funktion von W, aY0 + a.Zm.W  hingegen nicht,
wenn a # 0. Dabei ist zu beachten, daß die Koeffizienten aYm in den Glei-
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chungen 8.1.1 und 8.1.12 identisch sind. Andernfalls wäre die oben genannte
Aussage falsifiziert. Für eine ausführlichere und vollständigere Behandlung der
Theorie direkter kausaler reglinearer Abhängigkeit sei auf Steyer (1982) ver-
wiesen.

8.2 Beschreibende und erklärende reglineare Modelle

Bei der Beantwortung der Frage nach dem formalen Unterschied zwischen
einem beschreibenden und einem erklärenden reglinearen Modell, und damit
nach der Bedeutung einer kausalen Interpretation von Regressionsparametern
sind wir von einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,&,P) ausgegangen, der in
Anwendungsfällen eine bestimmte Untersuchungssituationsklasse oder ein be-
stimmtes Experiment beschreibt, und zwar dadurch, daß jedem einfachen und
verbundenen Ereignis A eine bestimmte feste Wahrscheinlichkeit P(A)
zugeordnet ist. Auf einem solchen Wahrscheinlichkeitsraum sind die betrach-
teten stochastischen Variablen definiert, deren Abhängigkeiten voneinander
möglicherweise durch Regressionsgleichungen beschreibbar sind. Bis zu die-
sem Punkt besteht zwischen einem beschreibenden und einem erklärenden
Modell kein Unterschied.

Damit die durch eine einfache Regressionsgleichung

(8.2.1)

beschriebene stochastische Abhängigkeit zwischen der Variablen X und einer
Variablen Y unkonfundiert ist und daher bei entsprechender zeitlicher Geord-
netheit der Variablen kausal interpretiert werden kann, müssen zwei Bedin-
gungen erfüllt sein, die rein formal definierbar sind. Verbal können diese
Bedingungen folgendermaßen beschrieben werden: Vorgeordnetheit: Die Va-
riable X muß der Variablen Y vorgeordnet sein. Invarianz: Der Regressions-
koeffizient aYX wird nicht durch potentielle Störvariablen modifiziert. Diese
Vorstellung wurde als eine bestimmte Eigenschaft der gemeinsamen Verteilung
der stochastischen Variablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (S2,&,P)  prä-
zisiert. Wie die genannten zwei Bedingungen formaler und damit genauer
definiert sind, wie die zweite in Anwendungsfällen empirisch überprüft wer-
den kann und wie empirische Untersuchungen so anzulegen sind, daß diese
Bedingungen nach Möglichkeit erfüllt ist, wurde in diesem Beitrag für den Fall
einer einzigen unabhängigen Variablen ausführlich beschrieben und am Ende
der einzelnen Abschnitte jeweils zusammengefaßt. Eine explizite Darstellung
für mehrere unabhängige Variablen findet man in Steyer (1982). Als wichtigste
Ergebnisse können die folgenden Punkte hervorgehoben werden:

1. Es wurde gezeigt, daß sich die experimentellen Kontrolltechniken der Ran-
domisierung, Parallelisierung und Konstanthaltung auf eine rein formale Theo-
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rie basieren lassen. Bisher beruhten die Kontrolltechniken auf Plausibilitäts-
überlegungen wie etwa der folgenden, die auf Mills Unterschiedsmethode zu-
rückgeht (Mill, 1885, S. 91 ff.): Wenn man davon ausgeht, daß ein Sachverhalt
W von vielen anderen möglicherweise unbekannten Sachverhal ten
A,B,C,D,. . . verursacht wird, und man untersuchen will, ob ein bestimmter
Sachverhalt C zu diesen Ursachen zählt, so muß man Beobachtungen unter
zwei Bedingungskombinationen anstellen, die sich lediglich durch C unter-
scheiden, also A,B,C,D,. . . und A,B,C,D, . . . . Tritt dann nur in der ersten
Bedingungskombination die Wirkung W auf, dann kann man davon ausgehen,
daß C Ursache für W ist. Der Herstellung der sonst gleichen Bedingungen

,D,. . . dienen die oben genannten Kontrolltechniken.

In gewisser Hinsicht kann man die hier vorgestellte Theorie als eine Verfeine-
rung der Millschen Theorie23) ansehen, in dem Sinne, daß auch nichtdetermini-
stische kausale Abhängigkeiten zugelassen werden. Mit dem hier behandelten
stochastischen Begriff kausaler Abhängigkeit kann C auch dann als Ursache
von W angesehen werden, wenn C nicht immer zusammen mit W auftritt,
auch nicht in einer streng kontrollierten Situation, sondern nur mit erhöhter
Wahrscheinlichkeit.

2. Es wurde gezeigt, daß Kausalität nicht zwangsläufig Determinismus bedeu-
tet. Beim Beispiel ,Münzen und Elektromagnet‘ beeinflußt der Zustand des
Elektromagneten die Ergebnisse des Münzwerfens nur stochastisch in dem
Sinn, daß bei angeschaltetem Elektromagneten die Wahrscheinlichkeit, daß die
Münzen auf die Metallseite fallen, erhöht ist. Um die Abhängigkeit der Münz-
wurfergebnisse vom Zustand des Elektromagneten als kausal zu bezeichnen,
muß diese also keineswegs deterministisch sein. Selbst wenn die Erhöhung der
Wahrscheinlichkeit nur minimal ist, z.B. von 0.5 auf 0.51, wäre dies ein
hinreichender Grund, von einer kausalen Abhängigkeit zu sprechen, deren
praktische Bedeutsamkeit allerdings geringer ist, als wenn die Wahrscheinlich-
keit von 0.5 auf 0.9 erhöht wird, wie in dem in Abschnitt 2 dargestellten
Beispiel. Die Stärke der Abhängigkeit und die Frage, ob die Abhängigkeit
kausal ist, sind also zwei völlig verschiedene Fragen.

3. Die in der Experimentellen Psychologie und Pädagogik entwickelte Vor-
stellung ,interner Validität‘ wurde zum rein formalen Begriff einfacher kausa-
ler reglinearer Abhängigkeit präzisiert. Die formale Definition ermöglicht die
Ableitung von Konsequenzen, die in Anwendungsfallen empirisch überprüf-
bar und gegebenenfalls falsifizierbar sind. Diese grundlegende Forderung an
eine empirische wissenschaftliche Theorie ist wohl bei der bisherigen pfadana-

23) Eine zusammenfassende Darstellung der Millschen Theorie findet man bei Diekopf
(1981, S. 24ff.), der auch über die Beiträge von Hume, Kant, Popper u.a. zum Thema
kausale Abhängigkeit referiert.



Modelle zur kausalen Erklärung statistischer Zusammenhänge 139

lytischen Vorgehensweise nicht hinreichend erfüllt. Zwar werden Modelltests
zur Überprüfung der Frage durchgeführt, ob das statistische Modell mit der
jeweils vorliegenden Kovarianzmatrix verträglich ist. Die wesentliche Frage
nach der Kausalität der mit dem Modell beschriebenen Beziehungen wird aber
nicht überprüft. Die Verträglichkeit eines Strukturgleichungsmodells mit der
Kovarianzmatrix ist jedoch kein Hinweis dafür, daß die Strukturparameter
kausal interpretiert werden können, sondern nur dafür, daß sich die betreffen-
den Daten mit diesem Modell beschreiben lassen. Kausalität wird bei einem
Strukturgleichungsmodell bisher vorausgesetzt, etwa durch die Annahme der
,,Geschlossenheit“, aber nicht überprüft. Auch wurde in der bisherigen Litera-
tur nie angegeben, wie die ,,Geschlossenheit“ prinzipiell falsifiziert werden
kann.

4. Aus der hier vorgestellten Theorie lassen sich einige Möglichkeiten zur
Falsifizierung einer Aussage ableiten, daß der Koeffizient  aus der Glei-
chung 8.2.1 kausal interpretiert werden kann. So ist z.B. jede der beiden
folgenden Aussagen in einem Anwendungsfall hinreichend für eine solche
Falsifizierung:
a) Es besteht eine Interaktion im varianzanalytischen Sinn zwischen X und
einer potentiellen Störvariablen W. Dabei ist es gleichgültig, ob diese erhoben
wurde oder nicht. Wesentlich ist, daß sie in der betreffenden Situationsklasse
prinzipiell erhoben werden könnte.
b) Der Koeffizient ßYX von X in der Gleichung

(8.2.2)

ist nicht identisch mit  aus Gleichung 8.2.1, wobei W eine beliebige poten-
tielle Störvariable ist, die in der gleichen Situationsklasse wie die anderen
Variablen erhoben wird oder  werden könnte .  Bei  der  Erwei terung von
E(Y 1 X) auf E(Y ( X,W) muß  a l so  de r  Koe f f i z i en t   u n v e r ä n d e r t  b l e i b e n ,
wenn er kausal interpretierbar sein soll.

Die Konsequenz einer Falsifikation aufgrund von Punkt a ist eine Einschrän-
kung des Geltungsbereichs. Für jede Ausprägung der mit X interagierenden
Variablen W gilt u.U. eine andere einfache kausale reglineare Abhängigkeit.
Bei einer Falsifikation aufgrund von Punkt b gilt u.U. eine einfache kausale
reglineare Abhängigkeit, wenn W = w konstant ist.

5. Prinzipiell ist es sowohl in experimentellen als auch in nichtexperimentellen
Untersuchungen möglich, kausale Abhängigkeiten festzustellen, aber in keiner
Art von Untersuchung kann man beweisen, daß eine kausale Abhängigkeit
vorliegt. Die Möglichkeit zur Falsifizierung einer Aussage über eine kausale
Abhängigkeit besteht jedoch in beiden Forschungssituationen. Diese unter-
scheiden sich nur darin, in welchem Ausmaß es möglich ist, durch versuchs-
planerische Maßnahmen potentielle Störvariablen zu kontrollieren. Je geringer
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die Möglichkeiten der aktiven Kontrolle potentieller Störvariablen sind, desto
wichtiger wird es, potentielle Störvariablen mitzuerheben und diese entweder
mit in das Modell einzubeziehen, oder die unter Punkt 4 genannten ,Kausali-
tätstests‘ durchzuführen.

Weiterführende Literatur

Die Verallgemeinerung der hier dargestellten Theorie einfacher kausaler reglinearer
Abhängigkeit auf Mehrvariablenmodelle findet man bei Steyer (1982). Eine weitere
Verallgemeinerung auf nichtrekursive Modelle, in denen auch wechselseitige Abhängig-
keiten vorkommen können, ist in Vorbereitung. Eine Übersicht über Stichprobenpro-
bleme wie Parameterschätzung und Hypothesen- bzw. Modellbewertungsverfahren
insbesondere für komplexe Modelle gibt Bentler (1980), der auch verschiedene Rechen-
programme für diese Zwecke angibt. Für die einfacheren Varianz- und regressionsana-
lytischen Modelle siehe auch die entsprechenden Beiträge in diesem Band. Ein über-
blick über verschiedene Schätzverfahren gibt Klein (1978). Zur Einführung in pfadana-
lytische Modelle sei auch auf Asher (1976) und Kenny (1979) hingewiesen. Als weiter-
führende Arbeiten und Anwendungen seien Aigner und Goldberger (1977), Anderson
und Evans (1974), Blalock (1962, 1964, 1969, 1971a,b), Blalock und Blalock (1968),
Boudon (1963, 1965a,b, 1968, 1976a,b), Hummell und Ziegler (1976a) sowie Marsden
(1982) genannt.

Anhang

A.1 Einleitende Bemerkungen

In diesem Anhang sind einige im Text häufig verwendete Definitionen und Theoreme
der Wahrscheinlichkeitstheorie zusammengestellt. Damit soll lediglich die Angabe der
mathematischen Grundlagen bei Ableitungen und Beweisen vereinfacht werden. Mit
diesem Anhang ist weder ein Anspruch auf Vollständigkeit verbunden, noch ist inten-
diert, den Leser in die Wahrscheinlichkeitstheorie einzuführen. Dazu sei auf Bauer
(1974), Breiman (1968), Gänssler und Stute (1977), Hinderer (1980) sowie Loève (1977,
1978) verwiesen. Zum Nachschlagen eignet sich Müller (1975).

A.2 Erwartungswert

Definition A.2.1. Es sei X: SZ + IR eine stochastische Variable24) auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q,&,P). Außerdem sei X bezüglich P integrierbar oder nichtnegativ.
Genau dann, wenn

24
) IR ist dabei die Menge der reellen Zahlen. Wir betrachten in diesem Beitrag nur

reellwertige stochastische Variablen. Viele Autoren gebrauchen anstelle der Bezeich-
nung ,stochastische Variable‘ die Bezeichnung ,Zufallsvariable‘.
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(A.2.1)

heißt E(X) der Erwartungswert von X (bezüglich des Wahrscheinlichkeitsmaßes P).

Theorem A.2.1. Ist X eine diskrete stochastische Variable auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (Q,&,P) mit dem Erwartungswert E(X) und den Werten x,, i E I, wobei I
eine abzählbare Indexmenge ist, und bezeichnet

(A.2.2)

das Ereignis, daß X den Wert xi angenommen hat, dann gilt

(A.2.3)

(vgl. z.B. Bauer, 1974, S. 138f.).

Theorem A.2.2. Sind X und Y stochastische Variablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (&,&,P) mit den Erwartungswerten E(X) bzw. E(Y) und sind c( und ß reelle
Zahlen, so gelten

(A.2.4)

(vgl. z.B. Bauer, 1974, S. 65).

A.3 Varianz und Kovarianz

Definition A.3.1. Es seien X und Y stochastische Variablen auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (Q,&,P)  mit den Erwartungswerten E(X) bzw. E(Y). Genau dann, wenn

(A.3.1)

heißt C(X,Y) Kovarianz von X und Y. Genau dann, wenn

(A.3.2)

heißt V(X) Varianz von X (vgl. z.B. Gänssler & Stute, 1977, S. 8lf.).

Theorem A.3.1. Sind X und Y stochastische Variablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q,&,P) mit den Erwartungswerten E(X) bzw. E(Y), so gilt25)

(A.3.3)

und, falls a und ß reelle Zahlen sind, auch

(A.3.4)
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Theorem A.3.2. Sind W, X, Y und Z stochastische Variablen auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (Q,&,P),  mit den Erwartungswerten E(W), E(X), E(Y) bzw. E(Z) und sind
a, ß, y und 6 reelle Zahlen, so gilt25)

(A.3.5)

A.4 Bedingter Erwartungswert

Definition A.4.1. Es sei Y eine stochastische Variable auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q,&,P), B E & ein Ereignis mit P(B) > 0, und 1B sei die Indikatorvariable26) von
B. Genau dann, wenn

heißt E(Y ) B) bedingter Erwartungswert von Y gegeben das Ereignis B. Genau dann,
wenn Y dabei nur die Werte 0 und 1 annehmen kann, und

(A.4.2)

das Ereignis ist, daß Y den Wert 1 angenommen hat, heißt

(A.4.3)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben das Ereignis B (vgl. z.B. Bauer, 1974,
s. 290ff.).

Bemerkung. Mit E(Y 1 B) und P(A 1 B) äquivalente Schreibweisen sind E,(Y) bzw.
P,(A). Mit dieser Notation wird hervorgehoben, daß E,(Y) der Erwartungswert von Y
bezüglich des bedingten Wahrscheinlichkeitsmaßes PB bzw. daß Ps(A) der Wert des
bedingten Wahrscheinlichkeitsmaßes PB für das Ereignis A ist. Das Maß PB ist durch
Gleichung A.4.3 definiert, die dabei auf jedes A E & anzuwenden ist.

Theorem A.4.1. Es seien X und Y stochastische Variablen auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (Q,&,P)  mit den Erwartungswerten E(Xm) bzw. E(Y) sowie a und ß reelle
Zahlen. Wenn E(Y ) B) der bedingte Erwartungswert von Y gegeben das Ereignis B E

ist, dann gelten die folgenden Gleichungen27):

25
) Die in Theorem A.3.1 und A.3.2 behaupteten Eigenschaften folgen aus der Defi-

nition A.3.1 und Theorem A.2.2.
26) Die stochastische Variable 1B auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,&,P) heißt In-
dikatorvariable für das Ereignis B E & genau dann, wenn l*(a)  = 1, falls o E B und lB(~)
= 0 andernfalls.
27) Die in Theorem A.4.1 behaupteten Eigenschaften folgen direkt aus der Definition A.4.1
und Theorem A.3.1.
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(A.4.4)

(A.4.5)

(A.4.6)

A.5 Bedingte Erwartung

Definition A.5.2. Es sei Y eine stochastische Variable auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (n,&,P)  mit Erwartungswert E(Y), ?3 sei eine Teilsigmaalgebra von &, d.h. n c
&, und lB sei die Indikatorvariable für B E 73. Genau dann, wenn

(A.5.1)

und E(Y 153) meßbar bezüglich 73 ist, heißt E(Y ) 73)  bedingte Erwartung von Y unter
der Sigmaalgebra n (vgl. z.B. Gänssler & Stute, 1977, S. 187).

Genau dann, wenn Y = lA, heißt E(Y 153) bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der
Sigmaalgebra B und wird dann auch mit P(AI n) notiert (vgl. z.B. Bauer, 1974,
S. 296)28).

Bemerkungen. Durch diese Definition ist die bedingte Erwartung E(Y 173) nur fast
sicher eindeutig bestimmt. Man spricht daher auch von verschiedenen Versionen der
bedingten Erwartung, die jedoch fast sicher gleich sind, was wir mit dem Zeichen ,z ‘
abkürzen. Aussagen über bedingte Erwartungen gelten daher im allgemeinen nur fast
sicher. Ist die bedingte Erwartung bezüglich eines anderen Wahrscheinlichkeitsmaßes
als P gemeint, z.B. bezüglich PA, dann schreiben wir entsprechend EA(Y 173).  Aussagen
über eine solche bedingte Erwartung gelten entsprechend nur PA-fast sicher, und ver-
schiedene Versionen sind PA-fast sicher gleich, was wir durch ,,,yis ‘ abkürzen. Ist die
Sigmaalgebra 93 von einer stochastischen Variablen X auf (Q,d,?‘) erzeugt, so schrei-
ben wir anstatt E(Y ( 13) auch E(Y 1 X). Ist 53 von einer Familie (X;,isI) von stochasti-
schen Variablen erzeugt, so notieren wir die bedingte Erwartung E(Y 1 a) auch mit
E(Y IX;,iEI).  I s t  die    Indexmenge I abzählbar, d.h. ist I = (1,...,Q}, Q E IN, so
schreiben wir auch E(Y 1 X1,...,XQ) (vgl. auch Bauer, 1974, S. 292).

Theorem A.5.1. Wenn E(Y 173) die bedingte Erwartung der stochastischen Variablen Y
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,&,P) unter der Sigmaalgebra ~3 ist, dann gelten
die folgenden Aussagen:

(A.5.2)

(A.5.3)

28) Man beachte den Unterschied zwischen der bedingten Wahrscheinlichkeit P(A 1 B)
von A gegeben das Ereignis B und der bedingten Wahrscheinlichkeit P(A 173) von A
unter der Sigmaalgebra 0.
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(A.5.4)

(A.5.5)

(A.5.6)

(vgl. z.B. Bauer, 1974, S. 293)

Theorem A.5.2. Wenn E(Y 1 YJ) die bedingte Erwartung der stochastischen Variablen Y
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,-J,P) unter der Sigmaalgebra a ist, und C ist ein
Teilsigmaalgebra von D, d.h. C c 73, dann gelten folgende Aussagen:

(A.5.7)

und

(A.5.8)

(vgl. z.B. Bauer, 1974, S. 293).

Theorem A.5.3. Wenn X und Y stochastische Variablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q,&,P)  sind mit den Erwartungswerten E(X) bzw. E(Y) sowie a und ß reelle
Zahlen, dann gelten die folgenden Aussagen:

(A.5.9)

(A.5.10)

(A.5.11) falls X bezüglich n meßbar ist

(vgl. z.B. Bauer, 1974, S. 293).

Bemerkung. X ist z.B. dann bezüglich n meßbar, wenn 73 die von (Xq,qEQ) erzeugte
Sigmaalgebra ist, und X = Xq, für ein q E Q.

Theorem A.5.4. Wenn X eine bezüglich o meßbare stochastische Variable auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (sZ,&,P) ist, und es gilt für die bedingte Erwartung E(Y 1~)
von Y unter Irs

(A.5.12)

dann folgt

(A.5.13)

Beweis. Nach Theorem A.3.1 gilt

(A.5.14) C(X,Y)  = E(X.Y) - E(X)  E(Y).

Wenn wir Gleichung A.5.3 auf X.Y anwenden, erhalten wir daraus
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(A.5.15)

Nach Gleichung A.5.11 folgt dann

(A.5.16)

und nach Gleichung A.5.12 und A.2.4

(A.5.17)

Theorem A.5.5. Es seien X und Y stochastische Variablen auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (Q,&,P)  und E(Y) sei der Erwartungswert von Y. Wenn X und Y stocha-
stisch unabhängig sind, dann gilt

(A.5.18)

(vgl. Breiman, 1968, S. 74).
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3. Kapitel

Uni- und multivariate Varianzanalyse
mit festen Parametern

Helfried Moosbrugger und Rolf Steyer

1. Einführung und Überblick

Eine der am häufigsten auftretenden Fragen in der bio- und sozialwissen-
schaftlichen Forschung ist die, ob Mittelwerteunterschiede zwischen zwei
oder mehr als zwei Gruppen bezüglich eines bestimmten ,,gemessenen“ Merk-
mals bestehen. Diese Frage kann durch einfaches Vergleichen der Mittelwerte
in den Gruppen nicht zufriedenstellend entschieden werden, wenn nur eine
Stichprobe von Gruppenmitgliedern untersucht wurde, aber dennoch eine
Aussage für die Population, d.h. für alle Gruppenmitglieder getroffen werden
soll.

Die erste exakte Lösung für den Fall zweier Gruppen wurde 1908 von Gosset
unter dem Pseudonym ,,Student“ (vgl. z.B. Pearson & Wishart, 1943) veröf-
fentlicht und ist unter der Bezeichnung t-Test auch heute noch eines der am
häufigsten verwendeten inferenzstatistischen Verfahren.

Für den Fall mehrerer Gruppen hat Fisher (1925, 1935) die ,,grundlegenden
Prinzipien der Varianzanalyse und ihre wichtigsten Techniken ausgearbeitet
und publiziert“ (Stanley, 1978, S. 541, Übersetzung durch die Autoren).
Schließlich wurde von Roy (z.B. 1939, 1946, 1957) die multivariate Varianz-
analyse entwickelt (vgl. Stanley, 1978, S. 553), mit der man Mittelwerteunter-
schiede mehrerer Gruppen hinsichtlich mehrerer ,,gemessener“ Merkmale un-
tersuchen kann.

Seit Cohens (1968) Artikel über ,,Multiple Regression als ein allgemeines Sy-
stem zur Datenanalyse“ (Übersetzung durch die Autoren) ist in den Fachzeit-
schriften der Psychologie eine Vielzahl von Arbeiten erschienen, die auf die
allgemeine Theorie linearer Modelle eingehen, in welche die Varianzanalyse,
wie z.B. auch die Regressionsanalyse, eingebettet werden kann (siehe z.B.
Moosbrugger, 1978, oder Steyer, 1979, und die dort angegebene Literatur).
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Die Theorie linearer Modelle war aber bereits vorher in der mathematisch-
statistischen Literatur bekannt und weit entwickelt (siehe z.B. Anderson,
1958, Graybill, 1961, oder Scheffé, 1959).

Varianz- und Regressionsanalysen als Spezialfälle ein- und derselben Theorie
zu behandeln wird dadurch möglich, daß sich Mittelwerteunterschiede einer
Variablen in z.B. zwei Gruppen auch als Zusammenhang der betreffenden
Variablen mit einer zweistufigen Kodiervariablen, welche die Gruppenzuge-
hörigkeit anzeigt, darstellen lassen. Zusammenhänge zwischen zwei Variablen
aber werden gewöhnlich mit Methoden der Regressions- und Korrelationsana-
lyse untersucht.

In dem vorliegenden Beitrag stellen wir die u.E. wichtigsten Begriffe der
Theorie multivariater linearer Modelle mit festen Parametern dar und zeigen
exemplarisch, wie auf dieser Basis verschiedene varianzanalytische Fragestel-
lungen zu bearbeiten sind. Gegenüber der herkömmlichen Darstellung hat dies
vor allem didaktische und konzeptuelle Vorteile; didaktische, weil nur wenige
Grundbegriffe vermittelt werden müssen, und konzeptuelle, weil der Ansatz
sehr allgemein ist.

Im zweiten Abschnitt stellen wir die Grundbegriffe der hier behandelten
Theorie dar. Im dritten Abschnitt führen wir die multivariate allgemeine li-
neare Hypothese ein und erläutern deren Anwendung an einer Reihe verschie-
dener Designs. Dabei legen wir das ,,Zellenmittelwertemodell“ zugrunde, bei
dem die Parametermatrix eines linearen Modells die Zellenmittelwerte der
abhängigen Variablen als Komponenten enthält.

Im vierten Abschnitt behandeln wir dann Fragen der Parameterschätzung und
im fünften schließlich solche der Hypothesenbewertung, wobei wir beide The-
menkomplexe für den allgemeinen Fall abhandeln, bei dem die Matrix der
unabhängigen Variablen nicht vollen Spaltenrang haben muß.

In allen Abschnitten setzen wir einige Grundkenntnisse der Matrixalgebra
voraus, in welche z.B. Moosbrugger (1978), Searle (1966) oder Van de Geer
(1971) einführen.

2. Multivariate lineare Modelle mit festen Parametern

2.1 Einleitung

In diesem zweiten Abschnitt wird diejenige Klasse von linearen statistischen
Modellen formal charakterisiert, mit denen wir uns im weiteren Verlauf dieses
Kapitels beschäftigen. Dabei werden wir zunächst in die grundlegenden Ideen
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einführen und dann die Verbindung dieser Ideen mit Beobachtungseinheiten
(z.B. Personen) und Stichproben herstellen.

Von vielen Autoren wird die hier dargestellte Theorie unter der Bezeichnung
,,Allgemeines (multivariates) lineares Modell“ abgehandelt (siehe z.B. Finn,
1974, Graybill, 1976, Horton, 1978, Mendenhall, 1968, Moosbrugger, 1978,
Steyer, I979), eine Bezeichnung, die Verwirrung stiften könnte, da sie die
Annahme nahelegt, es handele sich hier um die allgemeinste Form linearer
Modelle. Dies ist aber nicht der Fall, was man schon daran erkennen kann, daß
etwa die ,,random“ und ,,mixed effects“ Modelle (vgl. z.B. Searle, 1971,
S. 376ff.) nicht unter diese Kategorie fallen, genausowenig wie lineare Modelle
mit stochastischen Prädiktoren (vgl. z.B. Graybill, 1976, Kap. 10).

2.2 Die grundlegenden Modellvorstellungen

In diesem Beitrag betrachten wir ausschließlich Modelle, bei denen für die
stochastischen Vektoren y = (y1,y2,. . . ,yP) von ,,abhängigen“ Variablen und
x  = (x1x2 , . . . ,xQ) von ,,unabhängigen“ Variablen die Gleichung

(2.2.1)

(B ist ein großes griechisches Beta) gilt, welche die P einzelnen Gleichungen

(2.2.2)

enthält. Demnach ist die bedingte Erwartung1) einer abhängigen Variablen yP,
p E {1,2 ,..., P}, unter xq, q E {1,2 ,..., Q}, eine mit den festen Parametern ßpq
gewichtete Summe der unabhängigen Variablen xq. Die Koeffizienten ßpq,  die
auch partielle Regressionskoeffizienten genannt werden (vgl. z.B. Gaensslen
& Schubö, 1973, S. 92) geben an, wie stark erwartungsgemäß zwei Werte von
yp differieren, wenn sich die zugehörigen Werte von xq um den Betrag Eins
unterscheiden, falls die Werte aller anderen unabhängigen Variablen xq* q* #
q, gleich bleiben.

In der Varianzanalyse handelt es sich bei jedem yp, p E {1,2,. . . ,P}, um eine
quantitative Variable und bei den xq, q E {1,2,. . . ,Q}, um qualitative Varia-
blen, welche Gruppenzugehörigkeiten durch Zahlen wie z.B. 0 oder 1 an-
zeigen.

1) Man beachte, daß es sich bei der bedingten Erwartung um eine stochastische Varia-
ble handelt, im Unterschied zum bedingten Erwartungswert. Zur Definition dieser
Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie verweisen wir auf Bauer (1974) oder Müller
(1975). Gleichungen für bedingte Erwartungen gelten nur mit Wahrscheinlichkeit 1,
worauf wir im folgenden nicht weiter hinweisen.
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Wir erläutern nun Gleichung 2.2.1 für einige bekannte statistische: Modelle.
Das einfachste aller denkbaren Modelle (mit P=l und Q=l) ist

(2.2.3)

welches auch in der Form

(2.2.4)

geschrieben werden kann. Damit wird die Annahme formuliert, daß eine sto-
chastische Variable y einen Erwartungswert hat, nämlich u bzw. ß. Die stocha-
stische Variable x ist hier zu der Konstanten Eins ,,degeneriert“, weswegen in
diesem Fall auch E(y 1 x) = E(y) gilt. In einer Stichprobensituation ist hiermit
oft die bekannte Fragestellung verbunden, ob ein Stichprobenmittelwert ,,si-
gnifikant“ von ~1 abweicht (vgl. z.B. Bortz, 1977, S. 156-160).

Ein ebenso bekanntes Modell mit P=1 und Q=2 liegt vor, wenn der stochasti-
sehe Vektor x in Gleichung 2.2.5 nur die beiden Ausprägungen

x1 = [l 0] und x2 = [0 l]

annehmen kann:

(2.2.5)

Es ist dann mit den beiden Gleichungen

(2.2.6)

und

(2.2.7)

gleichbedeutend.

Dieses Modell kann man auch mit den Parametern u1 statt ß1 und u2 statt ß2
schreiben, wobei ~1~ als Erwartungswert der abhängigen Variablen y in einer
ersten und u2 als deren Erwartungswert in einer zweiten Gruppe zu interpre-
tieren ist. In einer Stichprobensituation ist mit diesem Modell oft die Fragestel-
lung verbunden, ob zwei Stichprobenmittelwerte ,,signifikant“ voneinander
abweichen (vgl. z.B. Bortz, 1977, S. 160-164). Für Q=3 lautet die Modell-
gleichung

(2.2.8)

Im Fall dreier Gruppen hat der stochastische Vektor x nur die drei Ausprä-
gungen
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Gleichung (2.2.7) ist dann mit den drei Gleichungen

oder

(2.2.9)

gleichbedeutend.

Eine verbreitetere Schreibweise dafür ist jedoch

(2.2.10)

w o b e i  aq : =  pLq -  u. M i t  diesem Modell ist in Stichprobensituationen oft die
varianzanalytische Fragestellung verbunden, ob zwischen den Q=3 Gruppen
,,signifikante“ Mittelwerteunterschiede bestehen.

Nachdem wir mit diesen einfachen Beispielen die Gleichung 2.2.1 erläutert
haben, kehren wir zur Darstellung der allgemeinen Theorie zurück.

Aus der Gleichung 2.2.1 lassen sich eine Reihe von Eigenschaften eines linea-
ren Modells ableiten. Betrachten wir z.B. den Residualvektor vom Typ 1xP

(2.2.11)

(E ist ein kleines griechisches Epsilon), so gelten dafür nach den Regeln 4, 5
und 10 des Anhangs C von Moosbrugger (1982), in diesem Band,

(2.2.12)

nach Regel 1 jenes Anhangs

(2.2.13)

und nach Regel 11 jenes Anhangs

(2.2.14)

wobei x’ ein Spaltenvektor vom Typ Q x 1 ist.
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Nach Gleichung 2.2.12 ist die bedingte Erwartung von E unter x =

(x1,x2,. . . ,xQ) gleich Null, wie auch der unbedingte Erwartungswert von E
(Gleichung 2.2.13). Wenn die bedingte Erwartung von E gegeben x1,x2,. . . ,xQ

und damit auch die bedingten Erwartungswerte für alle Ausprägungskombina-
tionen der xq gleich Null sind, dann kann auch keine Residualvariable sr, mit
einem xq kovariieren (Gleichung 2.2.14) oder korrelieren.

Aus der Gleichung 2.2.1 folgt, wenn E(x’x) nonsingulär ist, die Identifika-
tionsgleichung für die Parametermatrix B (vgl. Moosbrugger, 1982, in diesem
Band, Kap. 2.2.3).

(2.2.15)

Von praktischem Interesse sind neben den Parametern in der Matrix B, die
u.a. zur Prädiktion dienen können, auch die durch die x1,x2,. . . ,xQ, also durch

einer ,,abhängigen“ Variablen yp, für die nach
Gleichung 2.2.2

(2.2.16)

(2.2.17)

(2.2.18)

gilt (siehe Gleichung B.5 und Regel 2 des Anhangs B von Moosbrugger, 1982,
in diesem Band). Sie ist ein Kennwert für die Güte der Prädiktion oder für die
Stärke des Zusammenhangs zwischen yp und x, ebenso wie der durch x be-
stimmte Varianzanteil von yp, der multiple Determinationskoeffizient

(2.2.19)

Dieser ist von großem praktischen Interesse, weil er ein normiertes Maß für die
praktische Bedeutsamkeit (vgl. z.B. Bredenkamp, 1970) eines statistischen Zu-
sammenhangs zwischen yp und x ist, insofern, als R&x. 100% den durch x
bestimmten Prozentanteil der Varianz von yp angibt.

Die positive Wurzel von RiPIx heißt multipler Korrelationskoeffizient, der
ebenso wie der multiple Determinationskoeffizient Werte zwischen Null und
Eins annehmen kann. Der Wert Eins steht dabei für einen perfekten Zusam-
menhang, der eine fehlerfreie Vorhersage von yp aufgrund der Werte der xq

ermöglicht, und R& gleich Null besagt, daß die Kenntnis der Werte der xq

keine bessere Vorhersage von yp ermöglicht als deren Erwartungswert E(yp).
Dies ist immer dann der Fall, wenn alle Parameter ßpq,  q E {1,2,. . . ,Q}, gleich
Null sind, und kein Unterschied zwischen der bedingten Erwartung EC~,[X)
und dem (unbedingten) Erwartungswert E(yp) besteht.
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Skalare Kennwerte der praktischen Bedeutsamkeit für den Fall mehrerer ab-
hängiger Variablen (P 2 2) sind weniger eindeutig anzugeben, da zunächst
nicht nur ein einziger Kennwert für die Streubreite einer abhängigen Variablen
yp, nämlich die Varianz V(yp), vorliegt, sondern eine symmetrische PxP-
Kovarianzmatrix der Komponenten von y. Analog zum univariaten Fall kann
man zunächst jedoch die durch x bestimmte Kovarianzmatrix von y

(2.2.20)

(2.2.21)

angeben (siehe Gleichung B.5 und Regel 2 des Anhangs B von Moosbrugger,
1982, in diesem Band). Ebenso wie im univariaten Fall können wir diese
Kovarianzmatrizen auf die Kovarianzmatrix C(y,y) der abhängigen Variablen
normieren, indem wir die Gleichung 2.2.21 mit C(y,y)-1 nachmultiplizieren,
wodurch wir bei Nonsingularität von C(y,y) die zu 2.2.19 analoge Gleichung

(2.2.22)

erhalten. Ausmultiplizieren und Umstellen ergibt

(2.2.23)

woraus man ersieht, daß sich der durch x bestimmte Anteil der Kovarianzma-
trix (der linke Summand) und deren unbestimmter Anteil (der rechte Sum-
mand) zur Einheitsmatrix I aufaddieren. Ausgehend von diesen Matrizen wur-
den eine Reihe von multivariaten Verallgemeinerungen des Determinationsko-
effizienten vorgeschlagen, die z.B. bei Shaffer und Gillo (1974) diskutiert
werden. Am plausibelsten erscheint uns jedoch der Vorschlag von Cramer und
Nicewander (1979), die d en Schätzer für den Kennwert

(2.2.24)

als multivariaten Determinationskoeffizienten favorisieren. Dabei ist

(2.2.25)

die Anzahl der Komponenten von y und zugleich der Rang von C(y,y). Dieser
Kennwert ist invariant gegenüber linearen Skalentransformationen von y, liegt
zwischen Null und Eins, reduziert sich im univariaten Fall auf den Determina-
tionskoeffizienten RilX (siehe Gleichung 2.2.19) und addiert sich mit

zu Eins auf. Außerdem besteht ein sehr enger Zusammenhang dieses multiva-
riaten Determinationskoeffizienten zum Pillai-Bartlett Spur-Kriterium, wel-
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ches wir neben anderen multivariaten Testkriterien im Abschnitt 5 behandeln
werden.

2.3 Stichprobenmodelle

In Abschnitt 2.2 haben wir die lineare Modellgleichung

(2.3.1)

formuliert. Es stellt sich nun die Frage, wie man die in der Regel unbekannten
Parameter in der Matrix B schätzen kann. In der psychologischen Forschung
geben die Werte der stochastischen Variablen in y und x Merkmale von Beob-
achtungseinheiten, z.B. Versuchspersonen, wieder. Bei den abhängigen Varia-
blen handelt es sich um Messungen einer (P= 1) oder mehrerer (P> 1) Eigen-
schaften einer Beobachtungseinheit, und bei den unabhängigen Variablen z.B.
um Indikatoren der Zugehörigkeit zu einer Gruppe (z. B. Experimental- oder
Kontrollgruppe).

Um ein Verfahren zur Schätzung der Parametermatrix B entwickeln zu kön-
nen, müssen wir unsere Vorstellungen über die uns vorliegenden N Beobach-
tungseinheiten präzisieren. Die Beobachtungseinheiten können entweder ver-
schiedene Vpn sein oder Person-Zeit-Kombinationen, nämlich Personen zu
verschiedenen Meßzeitpunkten. Zunächst legen wir fest, daß die Gleichung
2.3.1 für jede der N Beobachtungseinheiten gelten soll:

(2.3.2)

Für varianzanalytische Fragestellungen liegt typischerweise mit jeder Beob-
achtungseinheit auch deren Gruppenzugehörigkeit fest und somit auch die
Realisierung x, des Vektors der unabhängigen Variablen xn.2) Bei den abhängi-
gen Variablen in yn hingegen liegen in der Varianzanalyse bei gegebener Beob-
achtungseinheit n die Realisierungen yn des stochastischen Vektors yn noch
nicht fest, d.h. auch bei gegebener Beobachtungseinheit ließe sich prinzipiell
eine Variation der betreffenden Variablen feststellen.

Da bei gegebener Beobachtungseinheit n der stochastische Vektor xn mit seiner
Realisierung xn identisch ist, gilt außer E(r, IX,> = xnB auch

(2.3.3)

und

(2.3.4)

2) Diese Eigenschaft unterscheidet die hier behandelten Modelle von solchen mit ,,sto-
chastischen Regressoren“, über welche z.B. Graybill, 1976, S. 373ff., informiert.
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(siehe Regel 1 des Anhangs C und Regel 1 des Anhangs A von Moosbrugger,
1982, in diesem Band).

Aus Gleichung 2.3.3 und 2.3.4 ist ersichtlich, daß das Stichprobenmodell
einfach wie folgt geschrieben werden kann:

(2.3.5)

Es ist nützlich diese N-Gleichungen mit einer Matrizengleichung zu notieren,
wobei die folgenden Matrizen verwendet werden:

Y bestehend aus N x P stochastischen Variablen,

(2.3.6) Y =

X bestehend aus N x Q festen reellen Zahlen

(2.3.7) x =

u n d

B bestehend aus Q x P festen reellen Zahlen

(2.3.8) B =
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Für alle N Beobachtungseinheiten zusammen lautet das Stichprobenmodell
dann in Matrizenschreibweise

(2.3.9) E(Y) = X B.

Die Annahme der Gleichheit der Parametermatrix B für alle Beobachtungsein-
heiten in Gleichung 2.3.9 wird noch durch eine Annahme über die Kovarianz-
matrix der Residualvektoren

(2.3.10)

ergänzt, nämlich durch

(2.3.11)

Dies bedeutet, daß die PxP-Kovarianzmatrix E der Residuen der abhängigen
Variablen für jede der N Beobachtungseinheiten gleich ist und daß die PxP Kova-
rianzmatrizen der Residuen der abhängigen Variablen verschiedener Beobach-
tungseinheiten als Nullmatrizen angenommen werden.3)

Ob es zweckmäßig ist, mit dem Index n eine Person oder eine Person-Zeit-Kombi-
nation zu bezeichnen, entscheiden wir in einem Anwendungsfall danach, ob dann
Gleichung 2.3.11 angenommen werden kann oder nicht. Man kann annehmen, daß
die Kovarianzmatrix C(E,,+) für zwei verschiedene Beobachtungseinheiten n
# n* z.B. dann gleich der Nullmatrix ist, wenn yn und yn*, die abhängigen
Variablen von zwei verschiedenen Personen enthält und eine gegenseitige Be-
einflussung, wie z.B. Abschreiben bei einem Test, ausgeschlossen ist. Wenn yn

und yn* Beobachtungen der gleichen Person zu verschiedenen Zeitpunkten
enthält, kann diese Annahme u. U. auch als erfüllt angesehen werden. Bei den
herkömmlichen Designs mit wiederholten Messungen (vgl. z.B. Hays, 1973,
S. 568ff.) beispielsweise, macht man diese Annahme.

Sind wir bereit, die Annahme der Gleichung 2.3.11 zu akzeptieren, wenn n
eine Person-Zeit-Kombination indiziert, dann schreiben wir die Zeilenvekto-
ren der abhängigen Variablen für die verschiedenen Zeitpunkte der Messungen
einer Person untereinander, d.h. der Index n weist dann nicht auf eine Person,
sondern auf die Person zum Zeitpunkt t hin.

Können wir aus theoretischen Überlegungen oder auf Grund eines statisti-
schen Tests die Gleichung 2.3.11 für Person-Zeit-Kombinationen n nicht ak-
zeptieren, so fassen wir die an den Personen wiederholten Messungen als
Realisationen von (formal gesehen) weiteren abhängigen Variablen auf. Hätten

3) Im univariaten Fall (P=1) reduziert sich die Matrix Z zu dem Skalar O* = a11.
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wir zunächst 2 abhängige Variablen dreimal gemessen, so hätten wir nach der
Umstrukturierung 2 x 3 = 6 abhängige Variablen vorliegen. Gemäß Gleichung
2.3.11 dürfen die Residuen dieser 6 abhängigen Variablen miteinander korre-
lieren, wobei I; deren Kovarianzmatrix ist.

Die Gleichungen 2.3.9 bis 2.3.11 werden in der Literatur häufig als ,,multiva-
riate Gauss-Markoff setup” und Gleichung 2.3.9 als ,,multivariates allgemeines
lineares Modell“ bezeichnet. In diesem Artikel werden wir uns ausschließlich
mit Modellen befassen, welche diese Gleichungen erfüllen. Für einige andere
Modelle geben wir Literaturhinweise.

2.4 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem zweiten Abschnitt haben wir die grundlegenden Vorstellungen der
hier behandelten Klasse von linearen statistischen Modellen dargestellt. Dabei
handelt es sich um die lineare Modellgleichung, die Identifikationsgleichung,
die Begriffe bestimmte Varianz und Determinationskoeffizient sowie um de-
ren Verallgemeinerung im multivariaten Fall, bei dem mehrere abhängige Va-
riablen vorliegen.

Auf der Stichprobenebene sind die wesentlichen Annahmen, daß mit einer
Beobachtungseinheit auch die Realisation x des stochastischen Vektors x der
unabhängigen Variablen festliegt (,,nicht-stochastische Regressoren“), daß die
Parametermatrix B nicht-stochastische Koeffizienten enthält (,,fixed-effects“),
die für alle Beobachtungseinheiten gleichermaßen gelten, daß die Kovarianz-
matrix der Residuen der P abhängigen Variablen bei gegebener Beobachtungs-
einheit n für alle N Beobachtungseinheiten gleich ist (siehe Gleichung 2.3.11),
und daß diese Residuen für unterschiedliche Beobachtungseinheiten unkorre-
liert sind.

Weiterführende Literatur: Die Literatur über lineare Modelle oder das ,,Allgemeine
lineare Modell“ ist im letzten Jahrzehnt fast unübersehbar geworden. Zunächst seien
ohne Anspruch auf Vollständigkeit einige Monographien genannt, die zur Einführung
in die hier behandelte stochastische Theorie dienen können: Bock (1975), Cohen und
Cohen (1975), Edwards (1976), Ezekiel und Fox (1959), Finn (1974), Fraser (1979),
Gaensslen und Schubö (1976), Graybill (1976), Horton (1978), Krafft (1978), Linde-
man et al. (1980), Mendenhall (1968), Moosbrugger (1978), Namboodiri et al. (1975),
Overall und Klett (1972), Rao (1973), Schach und Schäfer (1978), Searle (1971), Seber
(1980), Tatsuoka (1971), Timm (1975), Ward und Jennings (1973) sowie Winer (1971).

Zu Einführung in lineare Modelle mit stochastischen Parametern (,,random effects“)
seien Ahrens und Läuter (1981), Hild (1977) und Searle (1971, Kap. 9-11), genannt,
Modelle mit stochastischen Regressoren behandeln u.a. Graybill (1976) oder Johnston
(1971).
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3. Hypothesenformulierung in verschiedenen Designs
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3.1 Einleitung

Die Schätzung von Parametern, Berechnung von Teststatistiken, Überschrei-
tungswahrscheinlichkeiten etc., zur hier dargestellten allgemeinen Theorie
sind heute, sofern Rechenanlagen verfügbar sind, weitgehend automatisiert
durchführbar und für den Psychologen daher nicht von primärem Interesse.
Dieser muß lediglich entscheiden, ob die dabei vorausgesetzten Annahmen
erfüllt sind. Unabdingbar wichtig ist für jeden Psychologen jedoch das Wis-
sen, welche Hypothesen er in welcher Situation untersuchen soll. Im folgen-
den werden wir daher zunächst auf die Hypothesenformulierung für verschie-
dene Designs eingehen, womit zugleich ein Eindruck vermittelt werden soll,
wie weit gespannt der Anwendungsbereich der hier dargestellten Theorie ist,
aber auch, wo dessen Grenzen liegen. Die Formulierung und Formalisierung
von Hypothesen ist außerdem jener Bereich, der am wenigstens automatisiert
werden kann und sollte.

Bei der Behandlung der Designs werden wir vom Zellenmittelwertemodell
ausgehen, bei dem die Parameter in der Matrix B als bedingte Erwartungswerte
der abhängigen Variablen in den Zellen des Designs interpretiert werden kön-
nen. Die Besonderheiten dieses Modells werden wir im Abschnitt 3.2 behan-
deln. Im Abschnitt 3.3 wird die allgemeine multivariate lineare Hypothese
eingeführt, und ihre Anwendung in den Abschnitten 3.4 bei 3.9 an verschiede-
nen Designs erläutert. Dabei gehen wir auf kreuzfaktorielle Designs, solche
mit hierarchischen Faktoren und auf lateinische Quadrate ein. Bei allen De-
signs setzen wir gleiche Zellenfrequenzen voraus. Für nonorthogonale Designs
sei auf die entsprechende Spezialliteratur, z.B. Appelbaum und Cramer
(1974), Herr und Gaebelein (1978), Overall und Spiegel (1973a,b), Overall,
Spiegel und Cohen (1975), Rawlings (1972, 1973) oder Steyer (1979), hinge-
wiesen.

3.2 Das Zellenmittelwertemodell

Bei allen im folgenden behandelten Designs werden wir das ,,Zellenmittelwer-
temodell“ zugrunde legen, in welchem die Parameter ßqp, in der Matrix B nichts
anderes als die Erwartungswerte pqp der Variablen yp in der q-ten Zelle eines
Designs sind.4)

4) Timm und Carlson (1975) benutzen für diesen Ansatz die Bezeichnung ,,Modell
vollen Ranges“, die wir aber für ungeeignet halten, da noch viele andere Modelle
existieren, bei denen die Matrix X vollen Rang hat, bei denen also die Anzahl der
Spalten von X gleich dem Rang von X ist, ohne die genannten Eigenschaften zu be-
sitzen.
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Die Regel für die Kodierung der Gruppenzugehörigkeit einer Beobachtungs-
einheit (Be) als Vektor der unabhängigen Variablen xq ist dann besonders
einfach. Für jede Zelle benötigen wir dann eine unabhängige Variable xq, die
folgendermaßen definiert ist:

1, wenn die Be zur q-ten Zelle gehört
x q:  =

0, andernfalls.

Wir überzeugen uns davon, daß dann ßqp der bedingte Erwartungswert von yP

in der q-ten Zelle ist. Dazu gehen wir von der Identifikationsgleichung 2.2.15

B = E(x’x)- 1 E(x’y)

aus. Für E(x’x) gilt in diesem Fall

(3.2.1) E(x’x) =

da die stochastische Variable xq . Xq*, q, q* E {1,2, . . ., Q}, nur dann einen
Wert ungleich Null annehmen kann, wenn q = q*. In diesem Fall nimmt
xq . xq* = xq . xq den Wert Eins an, und aus der Definition des Erwartungswer-
tes (siehe Gleichung A.l des Anhangs A von Moosbrugger in diesem Band)
folgt E(x, xq) = 1 . P(xq . xq = 1) + 0 . P(xq . xq = 0) = P(xq = 1).

Die Inverse einer solchen Diagonalmatrix ist wiederum eine Diagonalmatrix
mit reziproken Werten der Ausgangsmatrix als Komponenten (vgl. z.B.
Moosbrugger, 1978, S. 32).

(3.2.2) E(x’x) - 1  =

Für die Matrix E(x’y) schließlich erhalten wir
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(3.2.3)

wobei wir für jede Komponente dieser Matrix die Regel

benutzen. Dabei sind x und y stochastische Variablen, wobei x jedoch diskret
ist mit den 1 Realisationen xi.

Ausmultiplizieren von E(x’x)-1 E(x’y) schließlich führt zu

(3.2.4)

Diese Kodierungsweise nach dem Zellenmittelwertemodell hat nicht nur den
Vorteil, daß die ßqp einfach zu interpretieren sind, sondern auch die rechen-
technischen Vorzüge, daß nämlich ein Schätzer B von B ohne faktische Kodie-
rung der Matrix X sofort berechnet werden kann, daß die Inverse von X’X immer
existiert, es sei denn, in einer Zelle liegen keine Beobachtungen vor, und daß
die Inverse von X’X sehr leicht, auch ohne Rechner, zu bilden ist, indem man
einfach den reziproken Wert der jeweiligen Komponente der Matrix X’X
nimmt, die ja selbst eine Diagonalmatrix der Zellenfrequenzen ist.

Bei den im folgenden zu behandelnden Designs können wir also immer davon
ausgehen, daß B die bedingten Erwartungswerte der P abhängigen Variablen in
den Q Zellen enthält, also die Zellenmittelwerte pqp.  Die Residuen der P-
dimensionalen Vektoren der abhängigen Variablen sind weder innerhalb einer
solchen Zelle noch zwischen diesen Zellen voneinander abhängig (siehe Glei-
chung 2.3.11).
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3.3 Die multivariate allgemeine lineare Hypothese

Bei allen in diesem Abschnitt 3 behandelten Designs lassen sich die Hypothe-
sen über die Parameter in der Matrix B in der Form der multivariaten allge-
meinen linearen Hypothese

(3.3.1) H0: C B A = A

formulieren, wobei C eine MxQ-Matrix mit M linear unabhängigen5) Zeilen
ist, B die Q x P-Parametermatrix, A eine P x K-Matrix mit K linear unabhängi-
gen Spalten und A eine MxK-Matrix. Die Matrizen C, A und A sind gemäß
der jeweiligen Hypothese vom Anwender zu spezifizieren, wobei mit C Hy-
pothesen über Parameter formuliert werden, die sich in jeweils einer Spalte
von B befinden, und mit A Hypothesen über Parameter, die sich jeweils in
einer Zeile von B befinden. Auf Einzelheiten werden wir in den nachfolgenden
Abschnitten ausführlich eingehen.

Einen Zeilenvektor qrn = cm B I nennen wir einen einfachen P-variaten Ver-
gleich der unabhängigen Variablen. Gilt dabei für den Zeilenvektor cm auch

(3.3.2) cm 1 = 0,

(1 ist ein passender Spalteneinheitsvektor), so sprechen wir auch von einem
Kontrast anstatt von einem Vergleich.

Einen Spaltenvektor = I B ak nennen wir einen einfachen Q-variaten
Vergleich der abhängigen Variablen, bzw. Kontrast, wenn dabei für den Spal-
tenvektor ak

(3.3.3)

gilt.

1’ak = 0

Mehrere solcher Zeilen- oder Spaltenvektoren heißen globaler Vergleich bzw.
Kontrast.

Die Koeffizientenvektoren zweier Vergleiche bzw. Kontraste qrn und qllmzi  oder
qk und vk” heißen orthogonal, wenn für ihr Skalarprodukt

(3.3.4)

oder

(3.3.5) ak’ ak*= 0

5) Endlich viele Vektoren v1,. . . ,vM eines Vektorraums heißen linear unabhängig,
wenn aus c1v1+ . . . + cMvM = 0 immer c1 = . . . = cM = 0 folgt (vgl. Kowalsky, 1969,
S. 33). Sind vl,. . .,vM linear abhängig, so läßt sich daher immer mindestens einer von
ihnen als Linearkombination der anderen darstellen (vgl. z.B. auch Moosbrugger,
1978, S. 35).
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gilt. Bei gleichen Zellenfrequenzen sind dann auch die Vergleiche bzw. Kon-
traste selbst orthogonal (d.h. unkorreliert).

Im folgenden werden wir die Spezifizierung der Gleichung 3.3.1 bei verschie-
denen Designs behandeln.

3.4 Gekreuzte Faktoren über den unabhängigen Variablen

Wir betrachten nun ein Design, bei dem bei jeder der N Beobachtungseinhei-
ten genau P abhängige Variablen y1,. . . ,yp erhoben werden, und bei dem jede
dieser Beachtungseinheiten in genau eine von z.B. 6 Zellen gehört, die durch
das Kreuzen eines Faktors A mit zwei Stufen und eines Faktors B mit drei
Stufen entstehen (siehe Tabelle 3.1). Dabei kann es sich um experimentelle
Faktoren handeln, oder aber auch um solche, die man durch ,,reines Beobach-
ten“6) gewinnt, wie z.B. ,,Geschlecht“, ,,Bildungsklasse“ etc.

Wir gehen zunächst von einer eher exploratorischen Situation aus, in der man
keine gezielten Hypothesen hat. Bei einem solchen Design ist dann zunächst
von Interesse, ob in einer Stichprobe überhaupt ,,signifikante“, d.h. überzu-
fällige Mittelwerteunterschiede zwischen den 6 Zellen vorliegen. Die verbal
formulierte Nullhypothese besagt dann, daß alle sechs Erwartungswertevekto-

gleich sind, oder mit anderen Worten,
daß weder ein Haupteffekt von Faktor A, noch ein Haupteffekt von Faktor B
noch ein Wechselwirkungseffekt der Faktorstufenkombinationen AB besteht.
Die Bedeutung dieser Begriffe erläutert z.B. Moosbrugger (1982) in diesem
Band, S. 18-19.

Prinzipiell lassen sich nun viele verschiedene Möglichkeiten denken, die globa-
le Hypothese, daß keine Unterschiede zwischen den sechs Zeilenvektoren ßq
bestehen, in der Form der multivariaten allgemeinen linearen Hypothese zu
formulieren. Diese unterscheiden sich jedoch nicht in den resultierenden Qua-
dratsummenmatrizen, mit denen man die Hypothesenbewertung durchführt
(siehe Abschnitt 5).

Eine der einfachsten Möglichkeiten besteht darin, die Hypothese so zu formu-
lieren, daß alle benachbarten Zeilenvektoren ßq bzw. pq gleich sind, d.h. daß
deren Differenz jeweils gleich dem Nullvektor ist:

(3.4.1)

6) Edwards (1971, S. 8f.) führt in dieser Kategorie z.B. ,,organismische“ Variablen an.
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Tabelle 3.1: Gekreuzte Faktoren A und B als Gliederung der Q unabhängigen
Variablen xq, welche hier an insgesamt N = N1 + . . . + N6 Beob-
achtungseinheiten erhoben wurden. Beispiel für Faktor A: Ge-
schlecht (A1,A2), für Faktor B: Altersstufen (B1,B2,B3). Das Da-
tenschema zeigt die P = 4 abhängigen Variablen yp pro Beobach-
tungseinheit und deren bedingte Erwartungswerte @,,.
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Da gemäß Gleichung 3.2.4

(3.4.2)

gilt, wählen wir die folgende Hypothesenmatrix

(3.4.3)

wobei wir, falls nicht explizit anders angegeben, gleiche Zellenfrequenzen
voraussetzen.

Die Matrix A in der allgemeinen linearen Hypothese C B A = A erlaubt, die P
abhängigen Variablen beliebig linear zusammenzufassen. Man kann damit
praktisch neue abhängige Variablen bilden. In anderen Designs kann A jedoch
auch die ,,Hauptrolle“ beim Formulieren von Hypothesen spielen, wie wir
weiter unten zeigen werden.

AA,B,AB sei hier die PxP-Einheitsmatrix I, und AA,B,AB  eine 5xP-Nullmatrix.
Ausmultiplizieren von CA,B,AB B AA,B,AB = AA,B,AB  führt dann ZU den Glei-
chungen 3.4.1. Die so formulierte Hypothese läßt sich mit den in Abschnitt 5
angegebenen Verfahren bewerten. Falls sich dabei ergibt, daß man die Null-
hypothese beibehalten sollte, kann man das Verfahren hier abbrechen. An-
dernfalls jedoch kann man mit der nächsten Hypothese fortfahren.

Es ist dabei u.E. zu empfehlen, als nächstes die Nullhypothese zu untersu-
chen, daß keine Interaktion (Wechselwirkung) zwischen den Faktoren A und
B bestehen, nämlich, daß die Unterschiede zwischen den Erwartungswerte-
vektoren der Stufen Al und A2 auf allen Stufen von Faktor B gleich sind:

(3.4.4)

In der Form C B A = A wählen wir

(3.4.5)
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AAB = 1 und AAB = 0. Multipliziert man CAB B AAB = AAB aus, so erhält man
die Gleichungen 3.4.4. Die Bewertung führt man wiederum mit den in Ab-
schnitt 5 angegebenen Verfahren durch.

Sollte man zu dem Ergebnis kommen, daß wohl keine Interaktionen vorliegen,
so kann man die Haupteffekte der Faktoren A bzw. B mit den Nullhypothesen
untersuchen, daß erstens die Summen der Erwartungswertevektoren auf den
Stufen von Faktor A bzw. zweitens auf den Stufen von Faktor B gleich sind.
Es ist u.E. auch dann sinnvoll, diese Hypothesen zu untersuchen, wenn eine
Interaktion AxB besteht, falls man am durchschnittlichen Effekt z.B. des
Faktors A über die Stufen von B hinweg (bzw. umgekehrt) interessiert ist.

Die Nullhypothese für Faktor A kann man so formulieren:

(3.4.6)

in der Form C B A = A wählen wir

(3.4.7)

sowie AA = I und AA = 0.

Die Nullhypothese für Faktor B ist

(3.4.8)

und in der Form C B A = A ist dann

AB = I und AB = 0 zu wählen. Die Hypothesen für die Haupteffekte (vgl.
auch Moosbrugger, 1978, S. 139-143) lassen sich mit den Verfahren bewer-
ten, die in Abschnitt 5 angegeben sind.

Wie ist nun die Hypothesenmatrix C für den Fall zu wählen, daß man z.B.
den ,,Effekt“ von Faktor A auf der Stufe 1 des Faktors B untersuchen will?
Dazu wäre einfach

(3.4.10)

zu setzen, was zusammen mit AAIB, = I und AAIB, = 0 der Nullhypothese

entspricht.
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Man beachte, daß jede Zeile der Matrix C einer eigenen (Sub-) Hypothese
entspricht, die man nach den gleichen allgemeinen Methoden des Abschnitts 5
untersuchen kann. Solche gezielten Einzelvergleiche sind legitim, falls gezielte
Hypothesen vor der Datenerhebung bestehen7).

Die Verallgemeinerung des hier behandelten Designs auf beliebig viele Fakto-
ren mit beliebig vielen Stufen sollte keine Schwierigkeiten bereiten. Bei der
Anordnung der Daten ist lediglich darauf zu achten, daß die Beobachtungsein-
heiten n untereinander angeordnet werden, sofern man bereit ist, die Unab-
hängigkeitsannahme (2.3.11) zu machen.

Es wurde bereits weiter oben darauf hingewiesen, daß die hier gewählten
Hypothesen nicht die einzig möglichen und richtigen sind. Man könnte z.B.
an der Frage interessiert sein, ob der Durchschnitt der Erwartungswerte in den
Zellen 1, 2, 4 und 5 gleich dem Durchschnitt der Erwartungswerte in den
Zellen 3 und 6 ist. Allgemein sind auch Hypothesen der Form C B A = A # 0
möglich.

Zum Abschluß dieses Abschnitts sei davor gewarnt, zu viele Einzelvergleiche
durchzuführen. Dies führt zu einer Akkumulation des a-Fehlers. Wenn bei
einem Signifikanztest die Irrtumswahrscheinlichkeit für die fälschliche Ableh-
nung der Nullhypothese a = 0.05 beträgt, so liegt sie bei fünf unabhängigen
Signifikanztests auf diesem Niveau schon bei a5 = 1 - (1 - a)5 = 1-0.77,
d.h. die Wahrscheinlichkeit bei fünf unabhängigen Signifikanztests fälsch-
licherweise einen ,,signifikanten“ zu finden, beträgt a5 = 0.23. Sind viele
Signifikanztests durchzuführen, sollte man daher auf die Verfahren ,,simulta-
ner Mittelwertvergleiche“ zurückgreifen (vgl. Aitkin, 1969, z.B. Miller, 1966,
oder Gabriel, 1968, 1969a, b).

3.5 Gekreuzte Faktoren über den abhängigen Variablen

Wir betrachten nun die P abhängigen Variablen genauer und nehmen an, daß
sie sich ebenfalls faktoriell gliedern lassen (siehe Tabelle 3.2), so, wie sich die
Q unabhängigen Gruppen im vorangegangenen Abschnitt strukturieren lie-
ßen. Die Aufteilung der Gruppen wollen wir hier zunächst nicht weiter beach-
ten, da wir sie ja bereits im vorangegangenen Abschnitt behandelt haben.

7) Andernfalls handelt es sich nicht um Hypothesentesten, sondern um die Exploration
von Daten, und die dabei gefundenen ,,signifikanten“ Tests sollte man nicht als signifi-
kant, sondern als statistisch auffällig bezeichnen, da die Irrtumswahrscheinlichkeitsan-
gaben (a-Niveau) dann sehr irreführend sein können.



174 Helfried Moosbrugger und Rolf Steyer

Tabelle 3.2: Gekreuzte Faktoren U und V als Gliederung der P abhängigen
Variablen yP, welche an insgesamt N = Nr + . . . + N, Beobach-
tungseinheiten (Ben) erhoben wurden. Dabei wird die Unabhän-
gigkeitsannahme, die in Gleichung 2.3.11 enthalten ist, vorausge-
setzt. Beispiel für Faktor U: Schulleistungstests (IJ,, IJ,), für
Faktor V: Vortest (VI), Nachtest (V,). Das Datenschema zeigt die
P = 4 abhängigen Variablen yP pro Be und deren bedingte Erwar-
tungswerte f&.

Gliederung der abhängigen Variablen

Faktor U

Faktor V

Variablen-
nummer p
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Die Faktoren U und V können in verschiedenen Forschungssituationen entste-
hen: Falls man nicht bereit ist, die in Gleichung 2.3.11 enthaltene Unabhängig-
keitsannahme zu machen, kann z.B. V1 Vor- und V2 Nachtest von 2 inhaltlich
verschiedenen abhängigen Variablen (U1, U2) sein, oder umgekehrt können U1

und U2 wiederholte Messungen von 2 inhaltlich verschiedenen abhängigen
Variablen sein (V1 und V2). Genausogut kann es sich jedoch auch bei U1 und
U2 und bei V1 und V2 um wiederholte Messungen handeln, wobei U1, U2

aufeinanderfolgende experimentelle Versuchsbedingungen sind. Kann man
hingegen die Annahme C(E,,.+) = 0  bei n # n*, für die Residuenvektoren E,
= yn - E(yn 1 xn) machen, wobei yn und yn* die abhängigen Variablen derselben
Person zu verschiedenen Zeitpunkten enthält, so würde man besser die Meß-
wiederholungen ,,untereinander“ anordnen, wodurch der Index n dann nicht
mehr die Person, sondern eine Person-Zeit-Kombination bezeichnet. Wotta-
wa (1981) hat ein Verfahren angegeben, wie die Annahme der Unabhängigkeit
der Residuen überprüft werden kann.

Formal betrachtet haben wir von jeder Beobachtungseinheit hier insgesamt P
= 2.2 abhängige Variablen vorliegen. Die Gleichungen 2.3.8 bis 2.3.11 werden
also weiterhin vorausgesetzt, wobei hier N = N1 + . . . + N4 gilt, und X die
Dimension PxP = 4x4 hat.

Da wir auch hier ein Zellenmittelwertemodell zugrundelegen, sind die Para-
meter in der Matrix B wiederum die Erwartungswerte der P=4 abhängigen
Variablen in den Q=6 Zellen, deren Anordnung in Tabelle 3.2 wiedergegeben
ist.

In formaler Hinsicht unterscheidet sich das Design der Tabelle 3.2 nicht von
dem der Tabelle 3.1. Der einzige Unterschied besteht darin, daß hier die P =
2.2 abhängigen Variablen untergliedert wurden, wobei die Untergliederungen
der Q Gruppen nach den Faktoren A und B, die wir in Tabelle 3.1 vorgenom-
men hatten, außer acht gelassen wird.

Die Hypothesen über die Faktoren U, V und deren Interaktion UxV können
nach der gleichen Methode wie im vorangegangenen Abschnitt formuliert wer-
den. Der einzige Unterschied besteht darin, daß hier die Matrix A der multiva-
riaten allgemeinen linearen Hypothese C B A = A Verwendung findet und C
jeweils die Q x Q-Einheitsmatrix ist. Die einzelnen Hypothesenmatrizen A
können dabei so gewählt werden, wie die Hypothesenmatrizen C der entspre-
chenden Hypothesen in Abschnitt 3.4, aber in transponierter Form.

Bei einem Design wie dem vorliegenden können zusätzlich noch Interaktionen
zwischen den ,,unabhängigen Faktoren“ A und B (entsprechend Tabelle 3.1)
und den ,,abhängigen Faktoren“ U und V (entsprechend Tabelle 3.2) geprüft
werden. So kann man z.B. die Nullhypothese formulieren, daß keine Interak-
tion zwischen den Q Gruppen und den P abhängigen Variablen bestehen:
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(3.5.1)

Anschaulich bedeutet das, daß die Differenzen zwischen den Erwartungswer-
ten der P=4 abhängigen Variablen von den Q=6 Zellen nicht moderiert wer-
den (vgl. Moosbrugger, 1982, in diesem Band, S. 19). Dabei können diese
Differenzen zwischen den P=4 Variablen wohl verschieden sein. Diese Null-
hypothese können wir auch in Form von 15 Differenzen anschreiben, welche
Null sein müssen:

(3.5.2)

Zur Formulierung dieser Wechselwirkungshypothese zwischen den unabhän-
gigen und abhängigen Faktoren in der Form C B A = A wählen wir

(3.5.3)

und zugleich

(3.5.4)

= 0. Ebensogut ließen sich aber auch Hypothesen
formulieren, daß keine Interaktionen A x U, A x V etc. bestehen. Nachdem
einmal die Arbeit der Formulierung der Hypothesen in der Form C B A = A
geleistet ist, können diese nach den Verfahren untersucht werden, die wir in
Abschnitt 5 behandeln.

Die Verallgemeinerung eines solchen Designs auch für beliebig viele Faktoren
über den abhängigen Variablen ist offensichtlich. Bei der Festlegung des De-
signs ist lediglich darauf zu achten, daß für jede Be (z.B. Person oder Person-
Zeit-Kombination) die P abhängigen Variablen jeweils nebeneinander und die
Beobachtungseinheiten untereinander angeordnet werden, so daß die Glei-
chungen 2.3.6 bis 2.3.11 erfüllt sind.
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3.6 Hierarchische Faktoren über den unabhängigen Variablen

Wir betrachten nun ein Design, bei dem ein fünfstufiger Faktor B einem
zweistufigen Faktor A hierarchisch untergeordnet ist, bei dem also jede Stufe
von B nur mit einer Stufe des Faktors A zusammen vorkommt. Beide Faktoren
strukturieren dabei die Q=5 Zellen, innerhalb derer sich dann insgesamt N =
N1 + . . . + N5 P-dimensionale Vektoren abhängiger Variablen befinden. Ein
typischer Fall wäre, daß man P abhängige Variablen bei zwei verschiedenen
Lehrmethoden (Faktor A) untersuchen will, wobei man die Schulkassen B1 bis
B5 einbezieht.

Wir setzen wieder voraus, daß die Zellenmittelwertekodierung für X ange-
wandt wurde, so daß B die 5 x P-Matrix der bedingten Erwartungswerte der
abhängigen Variablen in den fünf Zellen ist, und zwar in der gleichen Anord-
nung wie diese in Tabelle 3.3 dargestellt sind.

Bei einem solchen Design sind mehrere Hypothesen von Interesse. Eine erste
globale Hypothese besagt, daß keine Unterschiede zwischen den Gruppen B1

bis B5 bezüglich der Erwartungswerte der P abhängigen Variablen bestehen.

Diese Hypothese läßt sich in der Form der allgemeinen multivariaten linearen
Hypothese C B A = A darstellen, indem wir z.B.

(3.6.1)

AA,B = I und AA,B = 0 wählen. Falls die Bewertung nach den in Abschnitt 5
angegebenen Verfahren ergibt, daß diese Hypothese beizubehalten sei, kann
das Verfahren abgebrochen werden. Andernfalls überprüfen wir als zweite
Hypothese, daß sich die Erwartungswerte der P abhängigen Variablen zwi-
schen den Gruppen Al und A2 nicht unterscheiden. Diese läßt sich in der Form
C B A = A formulieren, indem wir z.B.

(3.6.2)

AA = I und AA = 0 wählen.

Der Faktor B ist unter Faktor A ,,genestet“. Folglich können Hypothesen über
Faktor B nur auf den Stufen von Faktor A geprüft werden. Wir formulieren
die dritte bzw. vierte Hypothese, daß sich die Erwartungswerte der P abhängi-
gen Variablen zwischen den Gruppen B1 und B2 bzw. B3 bis B5 auf der Stufe A1

bzw. A2 nicht unterscheiden, in der Form C B A = A, indem wir z.B.
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Tabelle 3.3

Helfried Moosbrugger und Rolf Steyer

Hierarchische Faktoren A und B als Gliederung der Q unabhän-
gigen Variablen x q , welche an insgesamt N = N1 + . . . + N5

Beobachtungseinheiten erhoben wurden. Beispiel für Faktor A:
Lehrmethoden (A1, A2), für Faktor B: Schulklassen (B1 bis B5).
Faktor B ist dem Faktor A untergeordnet (,,genestet“), weil jede
Stufe von B nur unter einer Stufe von A vorkommt. Das Daten-
schema zeigt die P=5 abhängigen Variablen yP pro Beobach-
tungseinheit und deren bedingte Erwartungswerte &,.
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(3.6.3)

bei ABIA1 = I und ABIA1 = 0 bzw.

(3.6.4)

bei ABIA2 =  I  u n d  ABIA2 = 0 wählen.

Die beiden Hypothesen über Faktor B können auch gemeinsam formuliert
und überprüft werden.

Interaktionen zwischen den Faktoren A und B lassen sich bei einem hierarchi-
schen Design nicht überprüfen.

3.7 Hierarchische Faktoren über den abhängigen Variablen

Das im vorangegangenen Abschnitt dargestellte Prinzip der Strukturierung der
Beobachtungseinheiten durch hierarchische Faktoren läßt sich auch auf die
abhängigen Variablen übertragen. So ist z.B. denkbar, daß mit jeder Person
fünf Versuchsphasen (V1 bis V5) durchgeführt werden, die sich aber in zwei
Hauptphasen (U1 und U2) aufgliedern lassen, wobei V1 bis V3 der Stufe U1

untergeordnet sind und V4 bis V5 der Stufe Uz. Sind wir aus theoretischen
Gründen (z.B. wegen Existenz von ,,Lerneffekten“) nicht in der Lage, die
Gleichung 2.3.11 vorauszusetzen, wenn n eine Person-Zeit-Kombination in-
diziert, so können wir die fünf Meßwiederholungen als Realisationen von fünf
(formal verschiedenen) abhängigen Variablen auffassen, so daß n nun die Per-
son angibt, von der jeweils 5 Meßwerte vorliegen. So umstrukturiert wären die
Gleichungen 2.3.8 bis 2.3.11 wieder gültig, wenn Abhängigkeiten zwischen
den Personen ausgeschlossen werden können.

In einer ersten globalen Nullhypothese behaupten wir, daß sich die Erwar-
tungswerte der abhängigen Variablen zwischen den fünf Versuchsphasen nicht
unterscheiden. Dazu würde man CU,V = I, AU,V  = 0 und

(3.7.1)

wählen. Dabei können sehr wohl Unterschiede zwischen den Q Zellen be-
stehen.
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Tabelle 3.4: Hierauchische Faktoren U und V als Gliederung der P abhängigen
Variablen yp, welche hier an insgesamt N = N1 + . . . + N5 Beob-
achtungseinheiten erhoben wurden. Beispiel für Faktor U: vor-
mittags (U1), nachmittags (U2), für Faktor V: 5 Versuchsphasen
(V1 bis V5). Faktor V ist Faktor U hierarchisch untergeordnet
(,,genestet“), weil jede Stufe von V nur unter einer Stufe von U
vorkommt. Das Datenschema zeigt die P = 5 abhängigen Varia-
blen yp pro Beobachtungseinheit und deren bedingte Erwartungs-
werte pqp.

Gliederung der abhängigen Variablen
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Als zweite Hypothese prüfen wir, ob sich die Erwartungswerte der abhängi-
gen Variablen zwischen den Faktorstufen U1 und U2 nicht unterscheiden.
Dazu wählen wir CU = I, Au = 0 und

(3.7.2)

Der Faktor V ist unter den Faktor U ,,genestet“. Hypothesen über Faktor V
sind folglich nur auf den Stufen von Faktor U überprüfbar:

Wir formulieren die dritte bzw. vierte Hypothese, daß sich die Erwartungs-
werte der P abhängigen Variablen zwischen den Stufen V1 bis V3 auf Stufe U1

bzw. V4 und V5 auf Stufe U2 nicht unterscheiden, in der Form C B A = A,
indem wir z.B.

(3.7.3)

bei CVIU1 = I und AvIu, = 0 bzw.

(3.7.4)

bei CVIU2 = I und Aviu, = 0 wählen.

Die beiden Hypothesen über Faktor V können auch gemeinsam formuliert
und überprüft werden. Hypothesen über eine Interaktion UxV lassen sich bei
einem solchen Design nicht prüfen. Jedoch können durchaus Hypothesen
über die Interaktion von ,,abhängigen“ und ,,unabhängigen“ Faktoren geprüft
werden (vgl. Abschnitt 3.5).

Es sei noch bemerkt, daß die Q Zellen beliebig, d.h. kreuzfaktoriell, hierar-
chisch oder sonstwie, strukturiert sein können. Eine weitere Verallgemeine-
rung dieses Designs liegt in der Möglichkeit, zu jeder Versuchsphase mehrere
abhängige Variablen zugleich zu erheben, so daß dieser neue Faktor mit U und
mit V gekreuzt wäre. Prinzipiell läßt sich jede Strukturierung der abhängigen
Variablen mit jeder Strukturierung der unabhängigen Beobachtungseinheiten
kombinieren, womit jeweils ein neues Design konstruiert wäre.
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3.8 Lateinisches Quadrat über den unabhängigen Variablen

Eine weitere Möglichkeit, die unabhängigen Beobachtungseinheiten zu struk-
turieren, ist das Prinzip des ,,lateinischen Quadrats“. Bei diesem Designtyp hat
man mehrere Faktoren mit gleicher Stufenzahl und P abhängige Variablen
vorliegen, die ihrerseits durch ein beliebiges Design strukturiert sein können.

Tabelle 3.5: Faktoren A, B und C im ,,lateinischen Quadrat“ als Gliederung
der Q unabhängigen Variablen xq, welche insgesamt an N = N1

+ . . . + N4 Beobachtungseinheiten erhoben wurden. Beispiel für
Faktor A: Geschlecht (A1,A2), für Faktor B: Sozialstatus (B1,B2),
Faktor C: Unterrichtsmethoden (C1,C2). Das Datenschema zeigt
die P= 4 abhängigen Variablen yp pro Beobachtungseinheit und
deren bedingte Erwartungswerte fiqp.
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Bei einem dreifaktoriellen Design beispielsweise, ordnet man die ersten beiden
Faktoren A und B wie bei einem kreuzfaktoriellen Design an, und dann den
dritten Faktor C so, daß jede seiner Stufen jeweils nur auf einer Stufe der
anderen beiden Faktoren vorkommt (siehe Tabelle 3.5). Bei zweistufigen Fak-
toren führt das dazu, daß man statt 2 . 2 . 2 = 8 Zellen im kreuzfaktoriellen
Design im lateinischen Quadrat nur 2 . 2 = 4 Zellen mit Beobachtungseinhei-
ten zu füllen hat. Der Nachteil besteht darin, daß keine Interaktionshypothe-
sen geprüft werden können.

Zu prüfen ist zunächst die Hypothese, daß überhaupt keine Unterschiede in
den Erwartungswertevektoren der P abhängigen Variablen zwischen den vier
Zellen bestehen. In der Form C B A = A wählen wir dafür z.B. AA,B,C = I,
AA,B,C =  0 und

(3.8.1)

Die zweite Hypothese, daß keine Unterschiede in den Erwartungswertevekto-
ren der P abhängigen Variablen zwischen den Stufen A1 und A2 bestehen,
formulieren wir durch AA = I, AA= 0 und

(3.8.2)

die entsprechende Hypothese für B1 und B2 durch AB = I, AB = 0 und

(3.8.3)

sowie für C1 und C2 durch AC = I, Ac = 0 und

(3.8.4)

3.9 Lateinisches Quadrat über den abhängigen Variablen

Auch die abhängigen Variablen können im ,,lateinischen Quadrat“ strukturiert
werden, sofern sie in mehrere Faktoren U, V und W mit gleicher Stufenzahl
gegliedert werden können (siehe Tabelle 3.6). Die Ökonomie des Verfahrens
besteht darin, daß wir bei z.B. zweistufigen Faktoren nur P = 2 . 2 = 4
abhängige Variablen erheben müssen anstelle von P = 2 . 2 . 2 = 8 abhängigen
Variablen im vergleichbaren kreuzfaktoriellen Design. Allerdings können auch
hier (wie in Abschnitt 3.8) keine Interaktionshypothesen über die abhängigen
Variablen selbst geprüft werden, wohl aber über Wechselwirkungen zwischen
den unabhängigen und den abhängigen Variablen (vgl. Abschnitt 3.5).
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Tabelle 3.6.: Faktoren U, V und W im ,,lateinischen Quadrat“ als Gliederung
der P abhängigen Variablen yp, welche insgesamt an N =
N1 + . . . + N4 Beobachtungseinheiten erhoben wurden. Beispiel
für Faktor U: Meßmethode 1 (U1) Meßmethode 2 (U2); Faktor
V: vormittags (V1), nachmittags (V2); Faktor W: Geschwindig-
keit (W1), Genauigkeit (W2). Das Datenschema zeigt die P = 4
abhängigen Variablen yp pro Beobachtungseinheit und deren be-
dingte Erwartungswerte fis,,.

Gliederung der abhängigen Variablen
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Wir prüfen zunächst die globale Hypothese, daß in jeder Zelle die bedingten
Erwartungswerte der P abhängigen Variablen gleich sind. In der Form C B A
= A wählen wir z.B. C U , V , W = I, &U,V,W  = 0 und

(3.9.1)

Als zweite Hypothese prüfen wir die Gleichheit der bedingten Erwartungs-
werte der Stufen U1 und U2 mit

(3.9.2)

bei CU = I und Au = 0. Die entsprechenden Hypothesen für V1 und V2 bzw.
W1 und W2 prüfen wir mit

(3.9.3)

bzw.

(3.9.4)

bei CV = CW = I und Av = AW = 0.

3.10 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem dritten Abschnitt wurde die Hypothesenformulierung in verschie-
denen Designs für das Zellenmittelwertemodell bei gleichen Zellenfrequenzen
behandelt. Dabei wurden exemplarisch drei Prinzipien zur Strukturierung von
Variablen dargestellt, nämlich die kreuzfaktorielle Strukturierung, die hierar-
chische, und die nach dem ,,lateinischen Quadrat“. Es wurde gezeigt, wie diese
Strukturierungsgesichtspunkte sowohl für die unabhängigen als auch für die
abhängigen Variablen verwendet werden können. Dabei wurde z.B. eine wie-
derholt gemessene Variable formal als weitere abhängige Variable betrachtet,
was dann angezeigt ist, wenn die Residuen der wiederholt gemessenen Varia-
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blen zwischen den Meßpunkten nicht als unabhängig angenommen werden
können (siehe Gleichung 2.3.11).

Weiterführende Literatur: Zur Klassifikation von Designs s. z.B. Bredenkamp (1980),
Campbell und Stanley (1966) oder Kirk (1972, 1978). Winer (1971) gibt für viele
Designs Rechenformeln an. Andere Arten von Vergleichen oder Kontrasten stellen fast
alle der im Abschnitt 2 angegebenen Monographien dar, genauso wie auch andere
Arten von Modellen, die anstelle des Zellenmittelwertemodells verwendet werden
können.

4. Parameterschätzung

4.1 Einleitung

Die Parameter in der Q x P-Matrix B eines multivariaten linearen Stichproben-
modells, welches die Gleichungen

(4.1.1) E(Y) = X B

(4.1.2)

erfüllt, wobei En := yn - xnB, sowie die Parameter in der PxP-Kovarianzmatrix X
können prinzipiell auf verschiedene Arten geschätzt werden. Keine der verschiede-
nen Schätzmethoden ist für alle Situationen optimal, und es würde den Rahmen
des Artikels sprengen, wenn wir versuchen würden, alle Schätzmethoden darzu-
stellen und kritisch zu bewerten. Statt dessen beschränken wir uns auf die Darstel-
lung der Schätzung nach dem Kriterium der kleinsten Quadrate ohne (Abschnitt
4.2) und mit Nebenbedingungen (Abschnitt 4.3) sowie auf die Maximum-
Likelihood-Schätzung unter der Annahme, daß die E, jeweils P-variat normal-
verteilt sind, mit gleicher Kovarianzmatrix X, = X für alle n E {1,2,. . . ,N}
(Abschnitt 4.4). Die Erwartungswerte und die Kovarianzmatrix der Schätzer
von B und Y := CBA sind Gegenstand des Abschnitts 4.5, ebenso wie die
Schätzung der Kovarianzmatrix X. Abschließend geben wir einige Hinweise
auf weiterführende Literatur zu anderen Schätzmethoden und einigen Proble-
men, die in Zusammenhang mit der Parameterschätzung stehen. Die Schätz-
theorie, die in diesem Abschnitt dargestellt wird, ist nicht auf das Zellenmittel-
wertemodell beschränkt. Sie ist für alle Modelle anwendbar, welche die Glei-
chungen 4.1.1 und 4.1.2 erfüllen. Darunter fallen auch Regressionsmodelle mit
,,nichtstochastischen Regressoren“.
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4.2 Kriterium der kleinsten Quadrate

Die Standardmethode, die Parametermatrix B zu schätzen, ist, den Schätzer B
so zu wählen, daß die Spur der Fehlerquadratsummenmatrix

(4.2.1)

ein Minimum wird (vgl. z.B. Timm, 1975, S. 185). Dies erreichen wir durch
Differenzieren der Funktion f(B) nach B (s. Bock, 1975, S. 68-69)

(4.2.2)

(vgl. z.B. Timm, 1975, S. 100), und Nullsetzen der resultierenden Gleichung:

(4.2.3)

Einen Schätzer B, der diese Bedingung erfüllt, notieren wir mit B. Die Bildung
der zweiten Ableitung zeigt, daß die Funktion f(B) an der Stelle B = B tatsäch-
lich ein Minimum aufweist.

Aus den Gleichungen 4.2.2 und 4.2.3 erhalten wir dann die sogenannte Nor-
malgleichung

(4.2.4)

die unter der Annahme der Nonsingularität von X’X zum Schätzer

(4.2.5)

führt. Man beachte die analogen Strukturen dieser Gleichung zu der Identifi-
kationsgleichung 2.2.15.

Ist X’X jedoch singulär, so kann man dennoch mit der allgemeinen Inversen
(vgl. z.B. Rao & Mitra, 1971) (X’X)-, welche die Eigenschaft X’X (X’X)- X’X
= X’X erfüllt, eine Lösung für B angeben, nämlich

(4.2.6)

wobei G = (X’X)- X’X und Z eine beliebige Q x P-Matrix ist (vgl. z.B. Timm,
1975, S. 185). Dieser Schätzer ist im allgemeinen jedoch nicht eindeutig, da
man Z beliebig wählen kann, d.h. es gibt unendlich viele dieser Schätzer. Erst
wenn X’X nonsingulär ist, d.h. wenn alle Spaltenvektoren von X linear unab-
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hängig sind und damit der Rang R von X gleich der Anzahl Q der Spalten von
X ist, wird B eindeutig, und Gleichung 4.2.5 ist mit Gleichung 4.2.6 äquiva-
lent. Eine andere Möglichkeit, einen eindeutigen Schätzer zu erhalten, besteht
in der Aufstellung von Nebenbedingungen (Restriktionen) über B.

4.3 Kriterium der kleinsten Quadrate unter Nebenbedingungen

In vielen Fällen will man die Parametermatrix B unter bestimmten Nebenbe-
dingungen schätzen, die man z.B. in der Form H B = 0 aufschreiben kann.

Dabei setzen wir voraus, daß die Anzahl der Zeilen der Matrix H gleich ihrem
Rang ist. Solche Nebenbedingungen können zum einen Restriktionen sein, die
erst die Schätzbarkeit von B ermöglichen, wie z.B. 2; cr; = 0 in der klassischen
Varianzanalyse. Zum anderen kann es sich aber auch um solche Restriktionen
handeln, die aus inhaltlich theoretischen Gründen gesetzt werden, wie etwa,
daß alle Interaktionsparameter gleich Null sind, was auch ermöglicht, daß
Interaktions- und Fehlervarianz zu einer neuen Fehlervarianzschätzung ,,ge-
poolt“ werden können.

Zur Minimierung der Funktion f(B) (siehe Gleichung 4.2.1) unter der Neben-
bedingung H B = 0 führt man eine Matrix A von Lagrange-Multiplikatoren
ein, so daß die Funktion

( 4 . 3 . 1 )  

zu minimieren ist (vgl. z.B. Timm, 1975, S. 189).

Wir bilden zunächst die partiellen Ableitungen (s. Bock, 1975, S. 68-69)

(4.3.2)

und

(4.3.3)

Schätzer B und i, welche die Bedingungen

und
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(4.3.5)

erfüllen, bezeichnen wir mit BH bzw. AH.
Funktion g(B, A) an der Stelle B = BH b

Die zweite Ableitung zeigt, daß die
1zw. A = AH tatsächlich ein Minimum

aufweist.

Aus den Gleichungen 4.3.2 bis 4.3.5 erhalten wir

(4.3.6)

und

(4.3.7)

Man benutzt nun die für ein konsistentes Gleichungssystem AB = C (mit der
Matrix B von Unbekannten) gültige allgemeine Lösung

(4.3.8)

wobei Z eine beliebige Matrix passenden Typs ist (siehe z.B. Timm 1975,
S. 55). Auf die Gleichung 4.3.6 angewandt erhält man daraus für BH die Lö-
sung

(4.3.9)

Unter Verwendung von Gleichung 4.2.6 folgt dann

(4.3.10)

Vormultiplikation mit [H(X’X)-H’]-1H und Einsetzen von Gleichung 4.3.7
ergibt

(4.3.11)

Aus den Gleichungen 4.3.10 und 4.3.11 erhalten wir dann

(4.3.12)

Hat Gleichung 4.3.12 eine eindeutige Lösung, so ist BH der Kleinste-Quadra-
te-Schätzer für die Parametermatrix B unter der Nebenbedingung HB = 0
(vgl. z.B. Searle, 1971, S. 204ff. oder Timm, 1975, S. 178).
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4.4 Maximum-Likelihood-Kriterium

Bei den Schätzern nach dem Kriterium der kleinsten Quadrate müssen außer
der Gleichheit der Kovarianzmatrizen (siehe Gleichung 4.1.2) keine Vertei-
lungsannahmen getroffen werden, es sei denn, zum Nachweis einiger Optima-
litätseigenschaften. Ist man jedoch zum Beispiel in der Lage anzunehmen, daß
die Dichtefunktion der N Vektoren E, der Residualvariablen eine P-variate
Normalverteilung mit den PxP-Kovarianzmatrizen Zn = I: ist, daß die E,,
stochastisch unabhängig sind, daß N 2 P+Q und daß der Rang R von X gleich
Q, der Anzahl ihrer Spalten, ist, dann führt die Maximierung der Likelihood-
funktion

bezüglich B zu dem Maximum-Likelihood-Schätzer

(4.4.1)

(vgl. z.B. Anderson, 1958, S. 181), der also unter den genannten Bedingungen
mit dem Kleinste-Quadrate-Schätzer identisch ist.

4.5 Erwartungswerte- und Kovarianzmatrix der Parameter-
vektoren ßp und qk

Wir zeigen zunächst, daß der Schätzer

(4.5.1)

ein erwartungstreuer Schätzer von B ist:

(4.5.2)

wobei wir lediglich E(Y) = X B (siehe Gleichung 4.1.1) verwendet haben.
Entsprechend gilt für den Schätzer

(4.5.3)

die Gleichung

(4.5.4)
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Die Kovarianzmatrix von einem Spaltenvektor ßp der Parametermatrix fi ist

(4.5.5)

wobei yp die p-te Spalte der Matrix Y ist. Die Kovarianzmatrix C(yp,yp) ist
nämlich die NxN-Diagonalmatrix op I und op = opp die Varianz von yp, der
p-ten, Komponente des Vektors der abhängigen Variablen. Die Matrix
C(ßp,ßp)  wird z.B. für die Bestimmung von Konfidenzintervallen der ßqp be-
nötigt (siehe Abschnitt 5.6).

Für die Kovarianzmatrix eines Mxl-Spaltenvektors = Cfiak,  welche z.B.
für die Angabe von Konfidenzintervallen bestimmter Linearkombinationen
von B benötigt wird, gilt

(4.5.6)

wobei V(ynak) I eine NxN-Diagonalmatrix und V(ynak) die Varianz von ynak

ist, die wegen der Annahme 4.1.2 für alle N Zeilen von Y gleich ist. Für die N
Varianzen V(ynak) gilt dabei

(4.5.7)

Die PxP-Kovarianzmatrix E kann durch die folgenden Schätzer erwartungs-
treu geschätzt werden:

(4.5.8)

(siehe z.B. Timm, 1975, S. 186).
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4.6 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem Abschnitt wurden die Standardschätzmethoden für die Parameter
des Modells E(Y) = X B dargestellt. Dabei ist insbesondere die in Abschnitt
4.3 angegebene Schätzmethode nach dem Kriterium der kleinsten Quadrate
unter einer Nebenbedingung auch in solchen Fällen anwendbar, in denen die
Matrix X keinen vollen Spaltenrang hat. Dies ist z.B. bei klassischen varianz-
analytischen Modellen der Fall, bei denen man diesen ,,Mangel“ durch Neben-

bedingungen wie z.B. 1 ai = 0 ,,beheben“ muß. Ein Einblick in die Komple-

xität des Themas ,,Schätzmethoden” soll andeutungsweise in den Bemerkun-
gen zur weiterführenden Literatur vermittelt werden.

Weiterführende Literatur:  Grundlage für eine kritische Bewertung verschiedener
Schätzmethoden sind Gütekriterien für Schätzer, wie Erwartungstreue, Effizienz, Ro-
bustheit etc. Eine gut lesbare Einführung ist z.B. Burkholder (1978, S. 251ff.). Als
anspruchsvolle und ausführliche Arbeit sei dazu Zacks (1971) genannt. Andrews et al.
(1972) geben einen überblick zum Thema ,,Robustheit“.

Andere Schätzmethoden als die hier dargestellten werden z.B. in Bandemer et al.
(1977) dargestellt. Eine wichtige Alternative ist z.B. die verallgemeinerte Methode der
kleinsten Quadrate, die dann angewandt werden kann, wenn die Kovarianzmatrizen
C(yn,yn) nicht mehr für alle N Beobachtungseinheiten als gleich angenommen werden
können (vgl. z.B. Searle, 1971, S. 87 oder Humak, 1977, S. 30). Eine weitere wichtige
Schätzmethode ist die Bayer-Schätzung, die vor allem dann gewinnbringend verwendet
werden kann, wenn Vorwissen über die Parameter besteht. Dazu verweisen wir auf
Bandemer et al .  (1977),  Humak (1977),  Leonhard (1975) sowie Lindley und Smith
(1972).

Bei der Stein’schen Schätzung besteht der Vorteil darin, daß extreme Werte (,,Ausrei-
ßer“) den Schätzer weniger stark beeinflussen als beim Kriterium der kleinsten Quadra-
te (vgl. Bandemer et al., 1977, S. 111), was man auch mit der Lp-Approximation (vgl.
z.B. Späth, 1973, 1974) erreichen kann, bei der das Minimierungskriterium nicht unbe-
dingt die Summe der Abweichungsquadrate (L2), sondern z.B. die der absoluten Beträ-
ge der Abweichungen (L,) ist. Schließlich sei noch auf Harter (1974-1975) hingewie-
sen, der eine ausführliche Bibliographie über das ,,Kriterium der kleinsten Quadrate

und einige Alternativen“ (Übersetzung durch die Autoren) liefert.

5. Hypothesenbewertung

5.1 Einleitung

In Abschnitt 3 haben wir ausführlich für verschiedene Designs gezeigt, wie
man Hypothesen über die Parameter in der Matrix B des multivariaten linearen
Stichprobenmodells
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(5.1.1) E(Y)  = XB

formulieren kann, und zwar in der Form der allgemeinen multivariaten linea-
ren Hypothese

(5.1.2)

mit der MxQ-Matrix C, der QxP-Matrix B, der PxK-Matrix A und der
MxK-Matrix A, wobei C den Rang M < R und A den Rang K < P < R hat
und R der Rang der N x Q-Matrix X ist. Dort hatten wir immer vorausgesetzt,
daß die Parametermatrix B die bedingten Erwartungswerte der P abhängigen
Variablen in den Q Zellen enthält (siehe Abschnitt 3.2). Diese Voraussetzung
brauchen wir hier nicht zu machen, d.h. die in diesem Abschnitt dargestellten
Methoden zur Bewertung der Hypothese 5.1.2 gelten für alle Modelle, welche
die Gleichung 5.1.1 und

(5.1.3)

erfüllen, wobei E, = yn - xnB, und bei denen Y := CBA schätzbar ist (vgl.
z.B. Timm, 1975, S. 173). Auch der Abschnitt über Parameterschätzung war
nicht auf das Zellenmittelwertemodell beschränkt.

Für den multivariaten Fall wurden eine Reihe von Testkriterien vorgeschlagen,
von denen wir die vier wichtigsten darstellen. Dabei folgen wir der Auswahl
von Olson (1976), der auch eine ausführliche Diskussion über die Vor- und
Nachteile der Kriterien in verschiedenen Situationen liefert (vgl. auch Stevens,
1979). Bei den Verteilungen aller vier Testkriterien wird die P-variate Normal-
verteilung der Zeilenvektoren yn, n E {1,2,. . . ,N}, und deren Unabhängigkeit
voneinander (siehe Gleichung 5.1.3) vorausgesetzt, und bei allen vier Testkri-
terien spielen die beiden Matrizen Qe und Qh eine wesentliche Rolle, die wir
im folgenden Absatz behandeln.

Die Matrix

(5.1.4)

die wir Fehlerquadratsummenmatrix nennen, folgt unter den oben angegebe-
nen Voraussetzungen der zentralen K-variaten Wishart-Verteilung Wx(N-R,
AZA’) (siehe z.B. Johnson & Kotz, 1972. S. 158).

Die Matrix

(5.1.5)
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die wir Hypothesenquadratsummenmatrix nennen, folgt ebenfalls der zentra-
len K-variaten Wishart-Verteilung WK(M, AEA’), falls Y=CBA=A,  d.h.
wenn die Nullhypothese richtig ist. Zur Ableitung dieser Gleichung siehe z.B.
Timm (1975, S. 183).

5.2 Wilks’ Lambda-Kriterium

Unter den in Abschnitt 5.1 angegebenen Voraussetzungen folgt das Lambda-
Kriterium von Wilks (1932)

(5.2.1)

der zentralen Wilks’ Lambda-Verteilung A(K, M, N-R), falls CBA = A.
Zum Beweis dieser Behauptung verweisen wir auf Timm (1975, S. 189ff), bei
dem man auch eine Tabelle für die Verteilung von A findet.

Eine häufig anstelle von A verwendete Statistik, die auf Rao zurückgeht (vgl.
Rao, 1973, S. 556), ist

(5.2.2)

die unter den genannten Bedingungen approximativ der zentralen F-Vertei-
lung folgt mit den Freiheitsgraden K.M und ab-2c, wobei

(5.2.3)

sowie

(5.2.4)

und

(5.2.5)

sind. Wenn (ab - 2c) keine ganze Zahl ist, kann man den ganzzahligen Anteil
verwenden, um ,,konservativer“ zu testen.

Über die Berechnung von A als Quotient von verallgemeinerten Varianzen,
wesentliche Eigenschaften von A, sowie eine approximativ X-verteilte Prüf-
statistik nach Bartlett (1947) berichtet Moosbrugger (1978, S. 114-124).
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5.3 Roy’s Eigenwert-Kriterium

Roy (z.B. 1957) hat den größten Eigenwert der Matrix (Qe + Qh)-1 Qh,
nämlich den Wert 6,,,, welcher die Determinantengleichung

(5.3.1)

erfüllt (vgl. Moosbrugger, 1978, S. 45f.), als Testkriterium für die Nullhypo-
these

(5.3.2)

vorgeschlagen, die nur dann wahr ist, wenn für jeden beliebigen K-dimensio-
nalen Vektor v die Gleichung CBAv = Av gilt (vgl. z.B. Timm, 1975, S. 192).

Die Verteilung dieses Testkriteriums 6,,, wurde von Heck (1960) und Pillai
(1960) tabelliert mit den Argumenten

(5.3.3) I = min (K,M),

(5.3.4)

und

(5.3.5)

Dabei benutzt Pillai die Buchstaben s für I, m für a und n für b. Tabellen für
dieses Testkriterium findet man aber auch bei Morrison (1967) und Timm
(1975).

5.4 Hotelling-Lawley Spur Kriterium

Ein anderes Testkriterium, das auf Lawley (1938) und Hotelling (1951) zu-
rückgeht, ist

(5.4.1)

wobei I = min (K,M) und hi der i-te Eigenwert der Matrix QhQe
-1 ist. Pillai

(1960) hat die zentrale Verteilung dieser Statistik abgeleitet und tabelliert,
ebenfalls mit den Argumenten I, a und b (siehe Gleichungen 5.3.3 bis 5.3.5),
wobei Pillai auch hier die Buchstaben s für I, m für a und n für B benutzt.
Auch bei Timm (1975) findet man eine Tabelle für diese Statistik.
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5.5 Pillai-Bartlett Spur Kriterium

Ein weiteres Testkriterium, das Pillai-Bartlett-Spur-Kriterium, ist definiert als

(5.5.1)

wobei I = min (K,M) und Ei der i-te Eigenwert der Matrix Qe (Qh + Qe)
-1 ist.

Eine ausführliche Tabelle dieser Statistik findet man in Mijares (1964). Weni-
ger umfangreiche Tabellen sind in Pillai (1960), Pillai und Jayachandran (1967,
I970), Pillai und Mijares (1959) sowie Timm (1975) abgedruckt.

Pillai (1960, S. 19) hat außerdem eine F-Approximation von V angegeben,
nämlich

(5.5.2)

wobei T = max (K,M). Diese Statistik ist annähernd zentral F-verteilt mit J . T
und I . (N-R-K+I) Freiheitsgraden.

Nach Olson (1976, S. 584) ist diese Approximation hinreichend genau und nur
bei kleinen Freiheitsgraden leicht konservativ.

5.6 Einfache Konfidenzintervalle

In diesem Abschnitt werden einfache Konfidenzintervalle behandelt, im Un-
terschied zu simultanen, über welche z.B. Gabriel (1968, 1969 a, b) informiert.

5.6.1 Konfidenzintervall für einen Parameter 

Aus den in Abschnitt 5.1 aufgeführten Annahmen folgt, daß

(5.6.1)

mit Erwartungswert Null und Varianz Eins normalverteilt ist, wobei die Va-
rianz V(&,)  das q-te Element der Hauptdiagonalen der Kovarianzmatrix

(5.6.2)

(siehe Gleichung 4.5.5) ist (vgl. z.B. Searle, 1971, S. 107). Außerdem folgt aus
diesen Annahmen, daß

(5.6.3)
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t-verteilt ist mit N-R Freiheitsgraden, wobei R der Rang der Matrix X ist und
p(lqp) der Schätzer von V(ßqp). D en Schätzer O(iqp)  erhalten wir als q-tes
Element der Hauptdiagonalen von

(5.6.4)

wobei 6; das p-te diagonale Element der Matrix 2 (siehe Gleichung 4.5.8) ist.

Ein Konfidenzintervall für ßqp konstruieren wir auf folgende Weise: Es sei
?c t(N-R, a/2)  der untere bzw. der obere Punkt der t-Verteilung, für welche

(5.6.5)

die Wahrscheinlichkeit ist, daß ein t-verteilter Wert in dem angegebenen Inter-
vall liegt. Wendet man dies auf 5.6.3 an, so erhält man

(5.6.6)

Daraus ergeben sich die Grenzen des symmetrischen Konfidenzintervalles

(5.6.7)

für den unbekannten Parameter ßqp, in dem der Parameter ßqp  mit Wahrschein-
lichkeit 1 - a liegt.

Entsprechend kann auch für jede Linearkombination c’ßp der Koeffizienten
eines Vektors ßp (das ist eine Spalte der Q x P-Parametermatrix B) ein Konfi-
denzintervall angegeben werden, dessen Grenzen wir durch

(5.6.8)

finden, wobei

(5.6.9)

(siehe Gleichung 5.6.4).

Dabei kann c’ z.B. eine Zeile der Matrix C der allgemeinen multivariaten
linearen Hypothese H0 : Y = CBA = A sein, oder auch eine Zeile xn in der
Matr ix  X  des  Model ls  E(Y)  = XB. Im letzteren Fall ergibt 5.6.8 ein
Konfidenzintervall für den Erwartungswert

(5.6.10)

des vorhergesagten Wertes Ynp der Beobachtungseinheit n auf der Variablen yp.
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5.6.2 Konfidenzintervall für Realisationen einer abhängigen Variablen yp

Von größerem Interesse dürfte allerdings sein, in welchem Intervall eine Reali-
sation der Beobachtungseinheit n in der abhängigen Variablen yP liegt. Dieses
Konfidenzintervall wird nach den folgenden Überlegungen konstruiert. Man
geht aus von der Differenz

(5.6.11)

welche die Varianz

hat, da xnßP  eine Konstante und COjnp, enp)  = 0 ist. Die stochastische Variable

(5.6.13)

ist wiederum t-verteilt mit N-R Freiheitsgraden, wobei N die Anzahl der
Beobachtungseinheiten und R der Rang der Matrix X ist.

Analog zu dem oben für ßqp angestellten Überlegungen (siehe Gleichung 5.6.7)
erhalten wir wieder

(5.6.14)

Daraus ergibt sich das symmetrische Konfidenzintervall

(5.6.15)

in dem mit Wahrscheinlichkeit 1 - a eine Realisation von ynp (ein noch unbe-
obachteter Wert der Beobachtungseinheit n auf der p-ten abhängigen Varia-
blen) liegt.

Die dazu benötigte Varianzschätzung finden wir gemäß der Gleichung 5.6.12,
wobei wir V(onp)  nach Gleichung 5.6.9 (mit c’ = x,) schätzen und V(enp) durch
Op, dem p-ten Element der Diagonalmatrix 2 (siehe Gleichung 4.5.8), als
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5.7 Praktische Signifikanz

Der in Abschnitt 2.2 (Gleichung 2.2.24) angegebene multivariate Determina-
tionskoeffizient kann als praktisches Signifikanzmaß dienen und, falls C 1 = 0,
1’A = 0’ und A = 0 sind mit 1 bzw. 1’ als ,,passenden“ Einheitsvektoren,
durch

(5.7.1)

geschätzt werden, mit der Hypothesenquadratsummenmatrix

(5.7.2)

und der Totalquadratsummenmatrix

(5.7.3)

wobei

(5.7.4)

eine NxP-Matrix ist, welche in jeder Zeile die Gesamtmittelwerte der P ab-
hängigen Variablen über alle N Beobachtungseinheiten als Komponenten ent-
hält. 1 bezeichnet dabei den Einheitsspaltenvektor, der aus N Einsen besteht.

100% gibt bei konstant gehaltenem A = I an, wieviel Varianzprozente
der abhängigen Variablen durch die Variationsquelle, auf welche sich die be-
treffende Hypothese bezieht, determiniert sind. Man beachte, daß man mit A
# I in der multivariaten allgemeinen linearen Hypothese CBA - A = 0 einen
neuen Vektor abhängiger Variablen

(5.7.5)

bildet.

5.8 Zusammenfassende Bemerkungen

In diesem Abschnitt wurden vier Kriterien für multivariate Signifikanztests
dargestellt, die alle invariant bezüglich linearer Transformationen der Aus-
gangsdaten sind. Im Gegensatz zum univariaten Fall, in dem der F-Test der
gleichmäßig beste (uniformly most powerful) ist, gibt es im multivariaten Fall
keine Teststatistik mit dieser Optimalitätseigenschaft. Statt dessen hängt die
Teststärke der Kriterien davon ab, ob sich die Mittelwerteunterschiede zwi-
schen den Gruppen auf eine Dimension konzentrieren (,,concentrated noncen-
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t ra l i ty  s t ructure“  (Olson,  1976,  S .  581)) oder ob sie über mehrere Dimensio-
nen der abhängigen Variablen verstreut (,,diffuse noncentrality structure”,
ebenda) sind. Im ersten Fall ist Roys Kriterium 6 des größten Eigenwertes
und im letzten Fall das Pillai-Bartlett-Spur-Kriterium V die Statistik mit der
größten Teststärke. Für eine ausführlichere Diskussion verweisen wir auf Ol-
son (1976) und Stevens (1979).

Ein Signifikanztest sollte immer von der Berechnung eines Maßes der Effekt-
größe begleitet sein. Bredenkamp (1970) diskutiert univariate ,,Maße der prak-
tischen Signifikanz“. Für den multivariaten Fall gaben wir den multivariaten
Determinationskoeffizienten als praktisches Signifikanzmaß an, welcher auf
den Überlegungen von Cramer und Nicewander (1979), Shaffer und Gillo
(1974) sowie Stevens (1972) beruht. Die erörterten Konfidenzintervalle für die
Modellparameter und für prädizierte Werte der abhängigen Variablen liefern
nützliche Informationen zur Bemessung der statistischen Bedeutsamkeit von
Zusammenhängen und Unterschieden, die sich in den Modellparametern ßqp
niederschlagen.

Weiterführende Literatur: Die multivariaten Testkriterien werden in den Standardwer-
ken zur multivariaten Analyse dargestellt (vgl. z.B. Bock, 1975, Finn, 1974, oder
Timm, 1975). Eine wichtige Ergänzung zu Signifikanztests sind Verfahren multipler
Vergleiche. Wir verweisen dazu auf die Monographie von Miller (1966) sowie auf
Carmer und Swanson (1973), Einot und Gabriel (1975), Gabriel (1964, 1969a,b), Ga-
rnes (1971a,b, 1973), Petrinovich und Hardyck (1969), Ryan (1959) und Scheffé (1953).
Ein nützlicher Sammelband für alle mit der Varianzanalyse zusammenhängenden Pro-
bleme ist Krishnaiah (1980).
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4. Kapitel

Regressions- und kanonische Analyse

Werner Schubö, Klaus Haagen und Walter Oberhofer

Im Rahmen des allgemeinen linearen Modells ist das Ziel der Regressions- und
kanonischen Analyse, Zusammenhänge zwischen quantitativen Variablen zu
beschreiben und inferenzstatistisch zu deuten. Die Regressionsanalyse be-
schäftigt sich mit dem Zusammenhang zwischen einer einfachen Variablen und
einer Gruppe von Variablen. Die kanonische Analyse beschreibt hingegen den
Zusammenhang zwischen zwei Gruppen von Variablen und kann als multiva-

Regressionsanalyse Kanonische Analyse

Verallgemeinerte kanonische Analyse

Abb. 1: Die Struktur der Beziehungen bei Regressionsanalyse, kanonischer Analyse
und verallgemeinerter kanonischer Analyse.
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riate Verallgemeinerung der Regressionsanalyse aufgefaßt werden. Die kano-
nische Analyse selbst wiederum wird zur kanonischen Analyse für mehrere
Variablengruppen verallgemeinert (s. Abb. 1).

Entsprechend der unterschiedlichen Komplexität einzelner Fragestellungen
variieren auch die Anforderungen an die Einsatzbereitschaft und die mathema-
tisch-statistischen Vorkenntnisse des Lesers beträchtlich. Da in diesem Beitrag
eine systematische Übersicht über das behandelte Gebiet gegeben werden soll,
lassen sich schwerer lesbare Passagen nicht vermeiden. Es werden hauptsäch-
lich die Voraussetzungen und Ergebnisse der statistischen Ansätze bespro-
chen; was die mathematischen Ableitungen betrifft, begnügen wir uns mit
Literaturhinweisen.

Im Kap. 1 (Regressionsanalyse) wird wohl der Abschnitt 1.8 (Modelle mit
Fehlern in den Prädiktoren) am schwierigsten sein. Die Abschnitte 1.10 (Sup-
pression und Kollinearität), 1.11 (Schrittweise Regression) und 1.12 (Teststär-
ke) enthalten nicht nur in der Darstellung, sondern auch im Inhalt bisher nicht
beachtete und teils auch nicht bekannte Gesichtspunkte zur Anlage und Inter-
pretation von Regressionsanalysen; sie sind deswegen bewußt besonders leicht
lesbar abgefaßt.

Das Kap. 2 (Kanonische Analyse) wird vor allem im Abschnitt 2.6 (Kanoni-
sche Analyse für mehrere Variablengruppen) recht komplex. Als Strategie für
mathematisch weniger bewanderte Leser sei vorgeschlagen, bei der ersten Lek-
türe alle nicht unmittelbar verständlichen Formeln zu ignorieren und nur die
eingestreuten inhaltlichen Betrachtungen zur Kenntnis zu nehmen. Wie auch
in anderen Gebieten der Statistik ist bei diesen Kapiteln nicht zuletzt wegen
des mathematischen Aufwandes ein intensives Studium erforderlich, um die
hier dargestellten Methoden auch in der Praxis sinnvoll einsetzen zu können.

Zur Notation sei angemerkt, daß Zufallsvariablen und Realisationen von Zu-
fallsvariablen gleich bezeichnet werden, wobei aus der sprachlichen Formulie-
rung des zugehörigen Textes hervorgeht, was gemeint ist. Vektoren werden
durch kleine fette Buchstaben, Matrizen durch große fette Buchstaben symbo-
lisiert, während skalare Größen (Merkmale, Zufallsgrößen und Konstanten)
im normalen, mageren Druck erscheinen. Tritt eine Matrix oder ein Vektor als
Index auf, so unterbleibt der Fettdruck.

1. Regressionsanalyse

Zunächst werde die Gliederung des Kapitels erläutert. Ausgangspunkt ist die
beschreibende lineare Regression, die unmittelbar für den multiplen Fall mit
mehreren Prädiktoren formuliert wird. In Abschnitt 1.2 wird ein allgemeines
Modell für nichtstochastische Prädiktoren eingeführt, das den Rahmen für die
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Kapitel 1.3 bis 1.6 und 1.12 absteckt. In Kap. 1.3 und 1.4 werden beste
Schätzungen für unbekannte Größen des Modells und beste Prognosen für
zukünftige Werte im Kriterium angegeben. Dies umfaßt sowohl Punkt- als
auch Bereichsschätzungen. In Kap. 1.5 stellen wir statistische Tests zur Prü-
fung von Hypothesen über das Modell vor. Darauf folgt ein Abschnitt, der die
Ridge-Regression als eine Möglichkeit beschreibt, im Falle angenäherter Kolli-
nearität der Prädiktoren die Regressionskoeffizienten des Modells zuverlässi-
ger zu schätzen. Während Kap. 1.2 ein Modell für nichtstochastische Prädik-
toren enthält, wird in Kap. 1.7 das entsprechende Modell für Prädiktoren
formuliert, die selbst Zufallsvariablen sind. Mit fehlerhaft gemessenen Prädik-
toren beschäftigt sich Kap. 1.8. Als eine Anwendung des allgemeinen Ansatzes
aus Kap. 1.2 enthält Kap. 1.9 Hinweise auf die regressionsanalytische Behand-
lung von Zeitreihen. Hauptsächlich praktische Probleme bei der Planung und
Interpretation von regressionsanalytischen Studien stehen bei den drei letzten
Abschnitten im Vordergrund.

Die hier nicht oder nicht ausführlich behandelten Themen sollen wenigstens
durch Literaturhinweise ersetzt werden. Dazu gehören:

Interpretation einer Computerprogramm-Ausgabe (Nie et al., 1975, p. 358; Gaensslen
& Schubö, 1976, p. 319; Schuchart-Ficher et al., 1980, p. 49),

Dummy-Variablen als Prädiktoren zur regressionsanalytischen Berechnung einer Va-
rianzanalyse (Cohen & Cohen, 1975, p. 291-424; Gaensslen & Schubö, 1976, p.
147; Sievers, 1977),

Behandlung von Repeated Measurement Designs (Cohen & Cohen, 1975, p. 413;
Edwards, 1979, p. 117),

Regression mit qualitativen und quantitativen Variablen zur Skalierung (Young et al.,
1976),

Regression auf Polynome und trigonometrische Polynome (Cohen & Cohen, 1975,
p.213; Graybill, 1976, p. 302),

Nichtlineare Regression (Marquardt, 1963; Bard, 1974; Milliken & Graybill, 1970),

Monotone Regression (Carroll & Chang, 1964; Kruskal, 1971; de Leeuw, 1977; Sulz,
1980, p. 124),

Missing Data-Behandlung (Timm, 1970; Lösel & Wüstendörfer, 1974; Cohen &
Cohen, 1975; Frane, 1976),

Inverse Regression und Kalibrierung (Krutchkoff, 1967; Hoadley, 1970),

Stückweise Regression (McGee & Carleton, 1970; Wainer, 1971),

Konfidenzbereiche für Regressionskoeffizienten von nicht-ellipsoidischer Gestalt
(Bowden, 1970),

Eingeschränkter Wertebereich als Nebenbedingung an die Regressionskoeffizienten
(Lovell & Prescott, 1970),

Regressionsmodelle für die Sterbetafel-Analyse (Cox, 1972),
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Kontingenztafelanalyse im linearen Modell nach Grizzle, Starner und Koch und nach
Goodman (Küchler, 1979, p. 154-255),

Kovarianzstrukturanalyse und partial least squares (Jöreskog, 1973, 1977, 1978;
McDonald, 1974; Lohmöller, 1979),

Pfadanalyse (Seibel & Nygreen, 1972; Vetter, 1972; Hummell & Ziegler, 1976) und

Anwendung der Regressionsanalyse zur Lösung des Interpretationsproblems in der
mehrdimensionalen Skalierung und Faktorenanalyse (Gigerenzer, 1981, p. 338).

1.1 Beschreibende lineare Regression

Zunächst soll nur rein beschreibend die lineare Regression in einer Gesamtheit
von Beobachtungen dargestellt werden. Es ist dabei nicht beabsichtigt, die
Regressionsbeziehung über die vorliegende Gesamtheit hinaus einer Grundge-
samtheit oder einem Modell zuzuordnen. Die hier dargestellte deskriptive
Regression versteht sich nur als eine lineare Approximation einer Gesamtheit
von Beobachtungen.

Wir gehen davon aus, daß von einer Variablen y und von weiteren K Variablen
x1, x2, x3,. . .,xK jeweils N Messungen vorliegen. Die Variable y nennen wir das
Kriterium oder auch abhängige Variable, Regressand oder endogene Variable.
Die Variablen x1, x2, x3,. . .,xK werden als Prädiktoren, unabhängige Varia-
blen, Regressoren oder exogene Variablen bezeichnet.

In einem Beispiel aus der Wirtschaftspsychologie könnte etwa als Kriterium y
die Produktivität oder auch die Dauer des Arbeitsverhältnisses betrachtet wer-
den, deren Zusammenhang mit den Prädiktoren xk: Arbeitsbedingungen, Zu-
friedenheit mit dem Vorgesetzten, Bezahlung und Vielfältigkeit der Tätigkeits-
bereiche untersucht werden könnte. In einem Therapieexperiment zur Reduk-
tion des Rauchens könnten als Kriterium y der tägliche Zigarettenkonsum und
als Prädiktoren xk die Variablen Arbeits-/Freizeittag, Ausmaß des eingesetzten
Treatments und schließlich die fortlaufende Nummer des Tages dienen. Im
letztgenannten Beispiel sind die Ergebniseinheiten oder Merkmalsträger die
verschiedenen Tage, an denen eine Person beobachtet wurde, während im
ersten Beispiel die Variablen jeweils an verschiedenen Beschäftigten in Form
einer Querschnittsuntersuchung erhoben werden.

Bei der linearen Regression ist man bestrebt, den Zusammenhang zwischen
dem Kriterium y und den Prädiktoren xl, x2,. . . ,xK durch

zu beschreiben. Wenn diese Beziehung zutreffen würde, könnte man mit ihrer
Hilfe bei gegebenen Werten der Prädiktoren und bei Kenntnis der für die
Gesamtheit aller Beobachtungen konstanten Koeffizienten ß0, ß1, . . . ,ßK ein-
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deutig die Werte des Kriteriums reproduzieren. In der Empirie ist es jedoch im
allgemeinen nicht möglich, die Werte des Kriteriums durch eine Funktion so
einfacher Bauart zu reproduzieren. Als Ausweg bieten sich daher zwei Mög-
lichkeiten an. Entweder man sucht eine kompliziertere Funktion, die eine
perfekte Reproduktion ermöglicht, oder man betrachtet die sich aus
ß0+ ßlxl + . . . + ßKxK  ergebenden Werte als Approximation für das Kriterium
y. Wir folgen hier dem zweiten Weg und schreiben für diese Approximation
von y

Verwenden wir also (1) als Approximation für das Kriterium, so ergibt sich als
Approximationsfehler (Residuum)

Damit läßt sich der Zusammenhang zwischen dem Kriterium y, der Approxi-
mation y und dem Approximationsfehler u auch schreiben als

Die Koeffizienten ß0,  ß1,. . . ,ßK sollen nun so bestimmt werden, daß die Ap-
proximation von y durch jr möglichst gut ist, oder, was dasselbe besagt, daß
der Approximationsfehler u möglichst klein ist. Diese Aufgabe, deren Lösung
im Aufsuchen des Satzes von Koeffizienten besteht, wird in der numerischen
Mathematik als Ausgleichung bezeichnet. Eine Voraussetzung zur Lösung ist,
daß genauer angegeben wird, was mit ,,möglichst kleinen Fehlern“ gemeint
sein soll.

Man könnte etwa fordern, daß der größte Fehler u in der betrachteten Gesamt-
heit dem Betrage nach so klein wie möglich sein soll. Dies führt zum Problem
der Ausgleichung nach Tschebyscheff, die z.B. in Stiefel (1961, p. 47) auf
einfache Weise beschrieben ist. Die Lösung kann durch die Simplex-Methode,
einen Algorithmus aus der linearen Programmierung, erfolgen. Dieser Ansatz
hat den Nachteil, daß spätestens dann erhebliche Schwierigkeiten auftauchen,
wenn inferenzstatistisch von Stichproben auf Grundgesamtheiten geschlossen
werden soll.

Die bislang am weitesten verbreitete und in ihren Folgen am besten untersuch-
te Forderung ist, die Summe der quadrierten Fehler als Maß der Güte einer
Approximation heranzuziehen. Diese Forderung wird Prinzip der kleinsten
Quadrate oder Minimum-Quadrat-Prinzip (MQ-Prinzip, LS-Prinzip) ge-
nannt und soll auch hier im Vordergrund stehen. Einerseits ist sie rechentech-
nisch leichter zu handhaben, und andererseits ist sie für inferenzstatistische
Schlüsse besser geeignet.
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Zur Formulierung des Minimum-Quadrat-Prinzips soll zunächst eine über-
sichtliche Schreibweise in Form von Vektoren und Matrizen eingeführt wer-
den. Beispielsweise schreiben wir für die Werte der Variablen y bzw. u bzw. xk

in einer (stets als endlich angenommenen) Gesamtheit vom Umfang N

Fassen wir die Vektoren xk als Spalten einer Matrix auf, so erhalten wir die
Matrix X der Prädiktorwerte

wobei die Variable x0 als Multiplikator zu ß0 zugunsten einer einheitlichen
Schreibweise eingeführt wurde und stets den Wert 1 hat.

Mit dieser Schreibweise wird aus dem linearen Ansatz (2)

(3)

Aus (1) wird

(4)

Die Werte der Restvariablen u ergeben sich dementsprechend als

(5)

Das Prinzip der kleinsten Quadrate läßt sich nun als

(6)

formulieren.

S(ß) ist die Summe der quadrierten Werte der Restvariablen. Die Summe hängt
von ß ab, was durch die Angabe von ß in Klammern hervorgehoben wird.
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Natürlich hängt die Summe auch von den Werten yn für n = 1, 2,. . .,N und xnk

für k = 1, 2,. . .,K und n = 1, 2,. . ., N in der Gesamtheit ab; diese Werte
betrachten wir für die Minimierungsaufgabe jedoch als fest, weshalb ihr Ein-
fluß auf die Summe S nicht dokumentiert werden soll.

Es läßt sich zeigen, daß notwendige und hinreichende Bedingungen für die
Werte des Vektors ß mit minimaler Fehlerquadratsumme S(ß) die sog. Nor-
malgleichungen

(7)

sind. Daß diese Normalgleichungen für (6) notwendige Bedingungen sind,
wird in beinahe allen einschlägigen Lehrbüchern (z.B. Johnston, 1963, p. 11,
109; Draper & Smith, 1966, p. 10, 59; Gaensslen & Schubö, 1976, p. 299;
Haagen & Pertler, 1976, p. 70; Hummell & Ziegler, 1976, p.40, 46; Moos-
brugger, 1978, p. 51, 59; Edwards, 1979, p. 13, 40; Küchler, 1979, p. 77)
gezeigt. Eine vollständige Darstellung erfordert aber auch den Nachweis, daß
jede Lösung von (7) auch die Minimum-Quadrat-Forderung (6) erfüllt (siehe
z.B. Schönfeld, 1969, p. 30; Wonnacott & Wonnacott, 1970, p. 13; Theil,
1971, p. 34; Rao, 1973, p. 180; Schneeweiß, 1974, p. 43; Graybill, 1976,
p. 174, 343; Schach & Schäfer, 1978, p. 12).

Für die Normalgleichungen (7) gibt es stets wenigstens einen Lösungsvektor,
dessen Komponenten dann Regressionskoeffizienten heißen. Wenn die Matrix
X’X nichtsingulär (invertierbar, von vollem Rang) ist, gibt es genau eine Lö-
sung

(8)

mit

Dies ist für empirische Daten gewöhnlich der Fall.

Es gibt jedoch zwei Situationen, in denen die Matrix X’X im ,,wissenschaftli-
chen Alltag“ singulär werden kann:
1. Die Anzahl der Beobachtungen N ist zu klein; sie ist nicht größer als die

Anzahl der Prädiktoren K.
2. Es besteht ein exakter linearer Zusammenhang eines Prädiktors mit anderen

Prädiktoren. Wenn etwa eine gemessene Variable xk konstant ist, besteht ein
linearer Zusammenhang zu x0. Auch wenn xk der summative Gesamtwert
aus den Prädiktoren x1, x2 und x3 ist, besteht eine derartige lineare Abhän-
gigkeit.

Wenn die Matrix X’X singulär ist, gibt es unendlich viele Lösungen der Nor-
malgleichungen, die alle zur gleichen minimalen Quadratsumme S(ß) führen.
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Dies kann sich so auswirken, daß ein oder mehrere Regressionskoeffizienten
(Anzahl entspricht dem Rangdefekt) frei wählbar sind; in der Regel kann
jedoch die Vielfalt der Lösungen nicht so einfach angegeben werden. Wird die
Regressionsanalyse durch ein Computerprogramm ausgeführt, äußert sich die
Singularität der Matrix durch einen Abbruch der Berechnungen mit der Feh-
lermeldung ,,Division durch Null“ oder ,,Determinante ist Null“, da in den
Programmen keine Vorsorge für eine derartige Datenkonstellation getroffen
ist. Im allgemeinen wird man dann einige Prädiktoren ausschließen, um we-
nigstens für eine abgewandelte Regressionsaufgabe eine Lösung zu erhalten.
Später werden wir unter den Stichwörtern Kollinearität und Ridge-Regression
noch auf ähnliche Situationen zurückkommen, wo X’X nur ,,beinahe“ singulär
ist; ansonsten soll in Zukunft der in diesem Absatz besprochene Fall ausge-
schlossen sein.

Verwendet man im linearen Beschreibungsmodell (3) die Lösung (8) für ß
aufgrund der Minimum-Quadrat-Forderung (6), lassen sich eine Reihe von
Eigenschaften der Restvariablen u ableiten, ohne daß zusätzliche Annahmen
notwendig sind.

So sind die Produktsummen der Residuen mit jeder Prädiktorvariablen Null

(9) X’u = 0,

woraus sich spezieller ergibt, daß der Mittelwert der Fehlervariablen Null ist,
und daß die empirischen Kovarianzen zwischen der Fehlervariablen und allen
Prädiktorvariablen verschwinden:

(10)

(11)

Eine weitere Folge von (9) ist

(12)

weshalb die Kovarianz zwischen der Approximation f und der Fehlervariablen
Null ist. Weiterhin gilt die wichtige Zerlegung

(13)

die auch in Form empirischer Varianzen geschrieben werden kann

(14)

Hieraus läßt sich die Interpretation des Bestimmtheitsmaßes

(15)
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als Maß der Anpassungsgüte ablesen; es liegt um so näher bei 1, je kleiner die
Fehlerwerte sind, während es sich bei großem Fehleranteil der Zahl Null
nähert.

Obwohl im Rahmen der beschreibenden Regression noch eine Reihe wichtiger
Themen wie polynomische Regression, Bedeutung einzelner Prädiktoren usw.
besprochen werden könnte, sollen zunächst die Populationsmodelle für infe-
renzstatistische Aufgaben dargestellt werden, um den Zusammenhang der Ar-
gumentation nicht durch zu viele Einzelheiten zu verwischen.

1.2 Das allgemeine regressionsanalytische Modell

Bei den meisten Anwendungen der Regression möchte man zu Aussagen kom-
men, die über die konkrete Stichprobe hinausreichen. In den anfangs erwähn-
ten Beispielen interessiert eher der Zusammenhang zwischen der Produktivität
y und den Prädiktoren Arbeitsbedingungen, Zufriedenheit usw. bei zukünftig
Beschäftigten bzw. das Ausmaß des Rauchens bei zukünftiger Anwendung
von Treatments als die Zusammenhänge in der Stichprobe. Dies entspricht der
Situation von Galileo Galilei, der 1604 sein Fallgesetz v = gs mit einem univer-
sellen Anspruch auch für zukünftig fallende Massen aufstellte. Die Form des
Fallgesetzes sowie die nähere Kennzeichnung der Umstände, unter denen es
zutreffen soll, bilden ein Populationsmodell (= Satz von Oberhypothesen) mit
dem freien Parameter Fallbeschleunigung g, der dann durch einige Beobach-
tungen näher eingegrenzt werden kann. Das Populationsmodell sollte natür-
lich auch durch Beobachtungen begründet und überprüft werden. Obwohl wir
vornehmlich Aussagen über Parameter des Modells treffen wollen, werden wir
auch einige Möglichkeiten zur Überprüfung des Modells kennenlernen. übri-
gens erwies sich auch Galileis ursprüngliches Modell als revisionsbedürftig, da
es dem später allgemein verwendeten Fallgesetz v = gt unterlegen war. Außer
dem in diesem Kapitel einzuführenden regressionsanalytischen Modell wird in
Kap. 1.7 noch das korrelationsanalytische Modell vorgestellt.

Für die Formulierung der Populationsmodelle wird auf den Begriff der Zu-
fallsvariablen mit zugehörigen Verteilungsfunktionen (2. B. Haagen & Pertler,
1976, p. 169) zurückgegriffen. Wir wollen nämlich annehmen, daß die Beob-
achtungen in Stichproben als Realisierungen von Zufallsvariablen aufgefaßt
werden können.

Das allgemeine regressionsanalytische Modell (general linear model, GLS-Mo-
dell) umfaßt folgende Annahmen:

(A1) Es besteht die Beziehung

wobei X eine Nx(K+1)-Matrix von festen, beobachtbaren
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Werten, ß ein Vektor von festen, unbekannten Parametern mit
K+ 1 Komponenten,
y ein Vektor von N beobachtbaren Zufallsgrößen und
u ein Vektor von N unbeobachtbaren Zufallsgrößen sind.

(A2) Die Matrix X ist vom Rang K + 1

(A3) Der Erwartungswert von u ist der Nullvektor: Eu = 0

(A4) Die Kovarianzmatrix xuu zu u existiert und ist nichtsingulär.

ZEuu  läßt sich als zuû = 02V mit o2 = Spur 2uu darstellen.

(A5) Der Vektor u ist N-dimensional normalverteilt.

Diese Annahmen bedürfen der Erläuterung.

In Al wird die Art der in der Regression beteiligten Größen und ihr Zusam-
menhang eingeführt. Jede der N Zeilen von X umfaßt die K + 1 Werte der
Prädiktorvariablen eines Merkmalsträgers. Ein Merkmalsträger zur Zeile n soll
eine Ziehung aus der Grundgesamtheit der Merkmalsträger zu den zugehöri-
gen festen Werten xn0, xn1, . . . ,xnK der Prädiktorvariablen sein. Mit der Grund-
gesamtheit von Merkmalsträgern ist zugleich eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung der n-ten Komponente yn der Kriteriumsvariablen durch die n-te Kom-
ponente u, der Fehlervariablen verknüpft. Die Realisierungen von yn und un

und damit auch ihre Wahrscheinlichkeitsverteilungen unterscheiden sich nur
additiv durch den festen Wert der n-ten Kompenente (Xß)n.

Eine wichtige Konsequenz der Annahme, daß die Werte von X fest sind, ist,
daß sich die Interpretation der Wahrscheinlichkeiten als relative Häufigkeiten
für sehr große Anzahlen von Versuchswiederholungen auf wiederholte Zie-
hungen zu denselben Prädiktorwerten stützt. Das bedeutet allerdings nicht,
daß sich Inferenzen nur auf die betrachteten Prädiktorwerte beziehen können;
Inferenzen sind stets in dem Bereich von Prädiktorwerten möglich, in dem die
Modellannahmen gültig sind (Graybill, 1976, p. 147). Die Annahme fester
Werte in X verlangt vor allem, daß die Prädiktoren fehlerfrei gemessen wer-
den. Bei kontinuierlichen Prädiktorvariablen ist diese Forderung natürlich nie
erfüllbar, weshalb man sich dort mit der Annahme kleiner relativer Meßfehler
zufrieden geben muß; inferenzstatistische Schlüsse bleiben dann nur noch nä-
herungsweise gültig.

Durch die Annahme A2 wird lediglich der unbequeme Fall der Nicht-Identifi-
zierbarkeit des Vektors ß ausgeschlossen. Wäre X nicht vom Rang K + 1, gäbe
es beliebig viele verschiedene Vektoren ß, die unter sonst gleichen Umständen
zu derselben Verteilung des Zufallsvektors y führen. A2 ist der Forderung
gleichwertig, daß X’X nichtsingulär ist. Die Forderung kann immer durch
Umorganisation der Prädiktorvariablen und Verkleinerung ihrer Anzahl er-
füllt werden, ohne daß der Erklärungswert der Prädiktoren geschmälert
würde.
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Die Annahme A3 besagt, daß für jede betrachtete Konstellation der Prädiktor-
werte der Erwartungswert (,,long-run-Mittelwert“) der Fehlervariablen Null
ist, was damit gleichwertig ist, daß der Erwartungswert der Kriteriumsvaria-
blen

(16)

linear durch die Prädiktoren bestimmt ist. Es besteht eine Ähnlichkeit von A3
mit der Eigenschaft (10) der Minimum-Quadrat-Methode, daß der Mittelwert
des Approximationsfehlers verschwindet. Eine spezielle Minimum-Quadrat-
Forderung benötigt man wegen Annahme A3 nicht.

In Annahme A4 wird zunächst lediglich festgelegt, daß die Varianzen der
Fehlerwerte und ihre Kovarianzen zu verschiedenen Prädiktorkombina-
tionen existieren. Damit werden z.B. Autokorrelationen der Fehlerwerte
cov (un , um) # 0 für n # m oder Heterogenität der Fehlervarianzen
var un # var um für n # m zugelassen. Weil manchmal zwar die absoluten
Größen der Varianzen und Kovarianzen unbekannt, aber ihre Verhältnisse
untereinander bekannt sind, wird meist die Kovarianzmatrix in die Faktoren
o2 und V zerlegt. Wir behandeln hier nur den Fall, daß V nichtsingulär ist
(sonst s. Theil, 1971, p. 274). Man fordert dann, daß die NxN-Matrix V
bekannt sein muß, während o2 als einzelner unbekannter Parameter geschätzt
wird. Beispielsweise wird im klassischen regressionsanalytischen Modell (ordi-
nary least squares model, OLS-Modell), das d ie meisten Computerprogramme
zur Regression voraussetzen, als Matrix V die Einheitsmatrix I vorausgesetzt:

(K4)
was Unkorreliertheit der Fehlervariablen und
Varianzhomogenität (Homoskedastizität) bedeutet.

Das klassische regressionsanalytische Modell ist also ein Spezialfall des allge-
meinen regressionsanalytischen Modells.

Die Annahme A5 schließlich fügt eine Voraussetzung über die Form der Ver-
teilung der Kriteriumsvariablen für feste Prädiktorwerte hinzu. Diese Annah-
me ist für die Beurteilung der Eigenschaften der noch zu besprechenden
Schätzfunktionen nicht erforderlich, sondern wird erst bei der Konstruktion
von Konfidenzbereichen und statistischen Tests benötigt. Allerdings wird für
Schätzer nach dem Maximum-Likelihood-Prinzip (ML-Prinzip) (z.B. Schön-
feld, 1969, p. 110; Graybill, 1976, p. 75) bereits bei der Konstruktion des
Schätzers der Typ der Wahrscheinlichkeitsverteilung von u vorausgesetzt, wo-
bei wir annehmen, daß die Wahrscheinlichkeitsverteilung parametrisierbar ist.
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1.3 Die Schätzung der Parameter im allgemeinen regressionsana-
lytischen Modell

Wenn man weiß, daß ein allgemeines regressionsanalytisches Modell mit den
Annahmen Al bis A4 vorliegt, und wenn eine Stichprobe vom Umfang N mit
den Prädiktorwerten X und den Kriteriumswerten y vorliegt, dann besteht die
Aufgabe darin, die noch unbekannten Parameter ß und o* einzugrenzen. Die
Matrix V aus A4 sei bekannt. Zunächst sollen Punktschätzungen und ihre
Eigenschaften angegeben werden.

Der beste (effiziente, kleinste Varianz) lineare erwartungstreue (kein Bias)
Schätzer für ß, den man ohne a priori-Information über ß oder o* gewinnen
kann (Seifert, 1975, p. 44), ist

(17)

der sog. GLS-Schätzer (generalized least squares estimator). Wenn die Voraus-
setzung der Normalverteilung A5 hinzugenommen wird, ist dieser Schätzer
sogar in der Klasse der erwartungstreuen Schätzer (linear oder nichtlinear)
effizient (Theil, 1971, p. 390). Unter dieser Voraussetzung ist ß zugleich auch
der Maximum-Likelihood-Schätzer.

Wendet man das Minimum-Quadrat-Prinzip auf die Daten der Stichprobe an,
dann erhält man entsprechend Gleichung (8) den sogenannten OLS-Schätzer
(ordinavy least squares estimator):

(18)

der unter der zusätzlichen Annahme K4 des klassischen regressionsanalyti-
schen Modells dem GLS-Schätzer gleich ist. Auch der OLS-Schätzer ist ein
linearer erwartungstreuer Schätzer (Johnston, 1963, p. 188), der aber nur im
klassischen regressionsanalytischen Modell kleinste Varianz hat. Der Effi-
zienzverlust im allgemeinen regressionsanalytischen Modell ist für Punkt-
schätzungen jedoch nicht groß (Wonnacott & Wonnacott, 1970, p. 334), so
daß die Verwendung des OLS-Schätzers vertretbar scheint.

übrigens kann auch der GLS-Schätzer fi im allgemeinen regressionsanalyti-
schen Modell nach einem abgewandelten Minimum-Quadrat-Prinzip konstru-
iert werden. Man erhält ihn, indem man das Minimum von
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für ß sucht. Deshalb wird der GLS-Schätzer häufig auch als WLS-Schätzer
(weighted least squares) bezeichnet. y ist die Schätzung des Erwartungswertes
E y  =  Xß.

Ein erwartungstreuer quadratischer (z.B. Schönfeld, 1969, p. 67) Schätzer für
0’ ist

(19)

oder gleichwertig

Dieser Schätzer ist unter der zusätzlichen Annahme der Normalverteilung A5
effizient in der Klasse der erwartungstreuen quadratischen Schätzer. Der ML-
Schätzer für o* weicht von (19) etwas ab, ist allerdings auch nicht erwartungs-
treu. Im klassischen regressionsanalytischen Modell entfällt V-1 (= Einheits-
matrix), und o* ist die Schätzung der Störvarianz.

Durch eine Bereichsschätzung wird ein Bereich um die Punktschätzung ange-
geben, der mit der Wahrscheinlichkeit l-a den zu schätzenden Parameter
enthält (Haagen & Seifert, 1979, p. 140). Die Wahrscheinlichkeit a, daß der
Bereich den Parameter nicht überdeckt, wird Irrtumswahrscheinlichkeit ge-
nannt. Der Konfidenzbereich wird aufgrund der Werte des Zufallsvektors y
festgelegt und ist insofern von der Realisierung der Zufallsvariablen abhängig.
Aus der Bereichsschätzung kann auch ein statistischer Test zur Prüfung einer
Hypothese über den Parameter abgeleitet werden.

Zunächst sollen Bereichsschätzungen für die Regressionskoeffizienten ß einge-
führt werden. Um das Spektrum der Anwendungen zu vergrößern, wird die
Bereichsschätzung allgemeiner für beliebige Linearkombinationen

(20)

durchgeführt. Die Matrix L wird auch als Kontrast bezeichnet. Setzt man die
Einheitsmatrix für L ein, ist y = ß. Man weiß übrigens (Seifert, 1975, p. 57),
daß die beste lineare erwartungstreue Schätzung von y durch

(21)

aus dem GLS-Schätzer für ß berechnet werden kann.
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Als Konfidenzbereich für y zum Konfidenzgrad l-a wird der Bereich für y
als

(22)

konstruiert. Der angegebene Bereich ist im allgemeinen das Innere eines
M-dimensionalen Ellipsoids mit Mittelpunkt q, für den Fall nur einer einkom-
ponentigen Linearkombination ergibt sich ein Intervall. Ein wichtiger Spezial-
fall ist das Konfidenzintervall für einen einzelnen Regressionskoeffizienten ßK
im klassischen regressionsanalytischen Modell (V = 1), das man durch den
Ansatz L = (0,0 ,..., 0,1,0 ,..., 0) erhält:

(23)

die Größe -\/;2ob, wird bei Computerprogrammen zur Regression unter dem
Titel Standardfehler des Regressionskoeffizienten ausgedruckt. Eine Bereichs-
schätzung für den Parameter o*, der im klassischen Regressionsmodell die
Varianz der Fehlervariablen uk ist, kann bei einem Signifikanzniveau von a
durch

angegeben werden (Schneeweiß, 1974, p. 65, 111).

1.4 Prognose im allgemeinen regressionsanalytischen Modell

Im vorangehenden Kapitel hatten wir diskutiert, wie in einem bestimmten
Modell (A1 bis A5, K4) aus den Werten einer Stichprobe die unbekannten
Parameter der Verteilung geschätzt werden können. Durch die Schätzung er-
halten wir empirische Aussagen über den Zusammenhang von Prädiktor- und
Kriterienwerten. Wenn Art und Ausmaß des Zusammenhangs für zukünftige
Beobachtungen weiter gelten, können wir versuchen, zukünftige Werte des
Kriteriums aus denen der Prädiktoren vorherzusagen. In dem am Anfang von
Kap. 1.1 geschilderten Beispiel wollen wir also wissen, welchen Wert der
Produktivität wir für zukünftige Beschäftigte vermuten, wenn wir ihre Ar-
beitsbedingungen, die Zufriedenheit mit dem Vorgesetzten, die Bezahlung
und die Vielfältigkeit der Tätigkeitsbereiche kennen. Die so beschriebene Fra-
gestellung der Prognose ist im Grunde ebenfalls eine Aufgabe der Schätzung,
wobei im Gegensatz zum letzten Kapitel nicht feste Parameter einer Vertei-
lung, sondern die Werte einer Zufallsvariablen geschätzt werden sollen.
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Nach dem Ziel der Prognose können passive und aktive Prognose unterschie-
den werden. Von der passiven Prognose soll bei einer festen, von außen vorge-
gebenen zukünftigen Konstellation der Prädiktoren abgeschätzt werden, wie
die Werte des Kriteriums liegen werden. In der aktiven Prognose werden
verschiedene alternative zukünftige Konstellationen der Prädiktoren in ihrer
Auswirkung auf das Kriterium untersucht; das betrachtete System wird dann
der Prädiktorkonstellation ausgesetzt, die den nach externen Beurteilungs-
maßstäben günstigsten Wert des Kriteriums erwarten läßt. Die aktive Progno-
se ist etwa auf Verlaufsuntersuchungen von klinisch-psychologischen Thera-
pien anwendbar, wo Treatments im Hinblick auf günstigen Symptomverlauf
ausgewählt werden sollen. Auch bei der Auswahl von Bewerbern durch Re-
gression wird aktive Prognose verwendet. Nur wenn die Prädiktorkonstella-
tion nicht beeinflußt werden kann, wenn sie etwa ihrerseits prognostiziert
werden muß, kann nur passiv prognostiziert werden. Die darzustellenden
Prognoseansätze sind sowohl für aktive wie passive Prognose verwendbar.

Zusätzlich zu den Beobachtungen der Zufallsvariablen yn für n = 1,2,...,N
 

M neue Merkmalsträger mit den Werten für die Prädikatorvariablen xnk für
n = N+l ,  N+2, . . . ,N+M und k = 0 1, , . . . ,K beobachtet, ohne daß zugleich
die Werte der Kriteriumsvariablen bekannt wären. Die Prädiktorwerte fassen
wir in der Mx(K+l)-Matrix Xz und die zugehörigen Zufallsvariablen yn im
Vektor yz mit M Komponenten zusammen. Die zusätzlichen Prädiktorwerte
seien fest, d.h., daß sie fehlerfrei gemessen und nicht zufällig sind. Für viele
Anwendungen genügt es, die Prognose nur für einen weiteren Merkmalsträger

nen jedoch auch Zeitreihen mit voneinander abhängigen Kriteriumsvariablen
(z.B. Korrelation von yn mit yn+1) behandelt werden, weshalb die Prognose
einer Serie von unbekannten Werten wünschenswert ist.

Für die Prognose muß gelten, daß das allgemeine regressionsanalytische Mo-
dell auch unter Hinzunahme von Xz und yz noch gilt. Weil in den Annahmen
Al bis A5 diese zusätzlichen Variablen nicht berücksichtigt waren, müssen wir
sie in Form eines Prognosemodells erweitern:

Es besteht die Beziehung

mit demselben Vektor ß wie in Al.

Dies bedeutet mit y*

insgesamt
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(P2)
(P3)
(P4)

Die Matrix Xz ist vom Rang M, M 5 K+1
Der Erwartungswert von uz ist der Nullvektor: Eu, = 0
Die Kovarianzmatrix &,:, zu u* existiert und ist nichtsingulär.

(P5) Der Vektor uz ist M-dimensional normalverteilt.

Zuerst wollen wir uns der Prognose von

(24)

also der Prognose des Erwartungswertes des Kriteriums für die zukünftigen
Beobachtungen zuwenden. Die beste lineare erwartungstreue Punktschätzung
dafür ist

(25)

mit b aus Gleichung (17) (s. Schönfeld, 1969, p. 77), wobei nur die Annahmen
Al bis A4, Pl und P3 erforderlich sind. Sind alle Annahmen Al bis A5 und Pl
bis P5 erfüllt, ist eine Bereichsschätzung für CL,  durch

(26)

mit der Irrtumswahrscheinlichkeit a gegeben (Seifert, 1975, p. 87).

Bestehen Zusammenhänge zwischen den Fehlern u bei der ursprünglichen
Stichprobe und den Fehlern uz bei den hinzugekommenen Erhebungseinhei-
ten, d.h. ist die Matrix W aus Annahme P4 keine Nullmatrix, dann kann
man aus den geschätzten Fehlern U sogar die Fehler uz schätzen, so daß
yz = X ß + uz insgesamt genauer geschätzt werden kann, als dies wie in
Gleichung (25)   über eine alleinige Schätzung von ß möglich ist. Insofern geht
die Prognose der Zufallsgröße yz über die Prognose des Erwartungswertes pz
hinaus. Sind die Annahmen Al bis A4 und Pl, P3 und P4 erfüllt, dann ist die
beste (im Sinne des mittleren quadratischen Prognosefehlers) erwartungswert-
erhaltende (d.h. der Erwartungswert der Schätzung yz ist gleich dem Erwar-
tungswert von yz) lineare Punktschätzung für yz

(27)

Für diese Punktschätzung muß außer der Matrix V, die wir grundsätzlich als
bekannt vorausgesetzt haben, auch noch die Matrix W aus P4 bekannt sein.
Wenn wie im klassischen regressionsanalytischen Modell W = 0 gilt, fällt die
Punktschätzung für yz mit der für pz zusammen.
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Als Bereichsschätzung für yz wünscht man sich eigentlich einen aufgrund der
Realisation von y konstruierten Bereich, der dann mit der Wahrscheinlich-
keit 1 - a den Zufallsvektor yz enthält. Das bedeutet im ,,long run“, daß
( 1  -  a).lOO% d er zu prognostizierenden Werte yz in dem aufgrund der Reali-
sierung von y konstruierten Bereich enthalten sind. Aufgrund rechnerischer
Schwierigkeiten ist die Konstruktion solcher Bereiche im allgemeinen (wie
auch im klassischen) regressionsanalytischen Modell noch nicht gelungen. Ein
nicht voll befriedigender Lösungsansatz besteht in der Konstruktion von
Toleranzintervallen und ist in Schneeweiß (1974, p. 81) skizziert. Wir wollen
uns mit einer anderen Lösung begnügen; ihre Spezialisierung auf die klassische
Regression mit nur einer Prädiktorvariablen führt zu den Vertrauensinterval-
len für Werte des Kriteriums, die in der elementaren Literatur (z.B. Hays,
1963, p. 523; Gaensslen & Schubö, 1976, p. 56; Bortz, 1977, p. 231) angege-
ben sind.

Wir stellen uns vor, daß einer Realisation von y auch nur eine Realisation von
yz zugeordnet wird. Die Bereichsschätzung wird so konstruiert, daß die
Wahrscheinlichkeit dafür 1 - a ist, daß die Zufallsgröße yz in dem durch y
bestimmten Bereich liegt. Man stellt sich für die long run frequency-Interpre-
tation von 1 - a also die wiederholte Realisation von y und yz vor. Wenn die
Annahmen Al bis A5 und Pl bis P5 erfüllt sind, ist

(28)

eine Bereichsschätzung für yz (s. Theil, 1971, p. 288) zur Irrtumswahrschein-
lichkeit a. Zur Berechnung dieser Bereichsschätzung ist die Kenntnis der gan-
zen Matrix V* aus P4 erforderlich, also die Kenntnis von V, W und Vz.

Im klassischen regressionsanalytischen Modell (Unabhängigkeit aller Fehler-
variablen aus u*) wird V = I, W = 0 und Vz = I vorausgesetzt, wodurch sich
(28) zur Bereichsschätzung

(29)

vereinfacht. Bei weiterer Vereinfachung auf eine Prädiktorvariable x (K = 1)
und eine zusätzliche Erhebungseinheit (M = 1) erhält man die bekannte ein-
fachste Bereichsschätzung für die skalare Zufallsvariable yz

(30)
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1.5 Statistische Tests im klassischen regressionsanalytischen
Modell

In den beiden letzten Kapiteln haben wir im Rahmen eines Modells über den
funktionalen Zusammenhang versucht, Parameter oder von diesen abhängige
Zufallsgrößen zu schätzen. Insofern war die Aufgabe die ,,Quantifizierung
einer Theorie“. Jetzt wollen wir uns der Frage zuwenden, ob unsere Annah-
men im Widerspruch zu den Beobachtungen stehen. Die neue Aufgabe ist also
die ,,empirische Überprüfung einer Theorie“ (Seifert, 1975, p. 130). Dabei ist
es häufig unmöglich, aus den Beobachtungen abzulesen, welche spezielle An-
nahme nicht zutrifft, weil der Widerspruch in der Regel nur innerhalb eines
ganzen Satzes von Annahmen (Hypothesen und Oberhypothesen) hergestellt
werden kann. Man muß dann nach dem Ausschlußverfahren der Reihe nach
alle Annahmen bis auf eine von ihnen als Quelle des Widerspruchs aus-
schließen.

Eine Übersicht über die Theorie der statistischen Tests wird in diesem Hand-
buchband von Wendt gegeben. Doch wollen wir hier die Nomenklatur der
statistischen Tests (s. auch Haagen & Seifert, 1979, Teil III) präzisieren. Unter
einem Signifikanztest verstehen wir die Konstruktion eines kritischen Bereichs
derart, daß für alle Parameter aus der Nullhypothese die Wahrscheinlichkeit
dafür a ist, daß die Prüfgröße in den kritischen Bereich fällt. Die Entschei-
dungsregel ist: Fällt die Realisation der Prüfgröße in den kritischen Bereich,
verwerfen wir die Nullhypothese; sonst enthalten wir uns des Urteils. Im
Neyman-Pearson-Test (NP-Test) wird der kritische Bereich so konstruiert,

Nullhypothese einen Wert in diesem Bereich annimmt, a ist, und möglichst
so, daß sie für alle Parameter aus der Alternativhypothese maximal ist; gelingt
dies, nennt man den Test einen gleichmäßig mächtigsten Test (UMP-Test). Bei
sog. zweiseitigen Alternativhypothesen gibt es keinen gleichmäßig mächtig-
sten Test; wenn man vom kritischen Bereich jedoch fordert, daß die Wahr-
scheinlichkeit dafür, daß die Prüfgröße für die Parameter der Alternativhypo-
these einen Wert in diesem Bereich annimmt, stets mindestens a ist, existiert
auch dann ein gleichmäßig mächtigster Test, den man einen gleichmäßig mäch-
tigsten unverfälschten Test (UMPU-Test) nennt. Beim Likelihood-Quotien-
ten-Test (LQ-Test) wird als Prüfgröße der Likelihood-Quotient verwendet,
der Quotient der maximalen Likelihood aus der Nullhypothese und der maxi-
malen Likelihood aus der Alternativhypothese. Als kritischer Bereich wird ein
Intervall zwischen 0 und dem kritischen LQ gewählt. Sowohl beim NP-Test
als auch beim LQ-Test entscheidet man sich für die Nullhypothese, wenn die
Prüfgröße nicht in den kritischen Bereich fallt.

Aus Bereichsschätzungen zu einem evtl. vektoriellen Parameter 8 kann immer
zumindest ein Signifikanztest konstruiert werden, wenn die Nullhypothese im
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zu schätzenden Parameter einfach ist. Hat die Bereichsschätzung zum Signifi-
kanzniveau a die Gestalt f(O,y)  5 g, und spezifiziert die Nullhypothese den
Parameter 0 = O(O),  dann weiß man, daß f(O(‘),y)  5 g, mit Wahrscheinlichkeit
1 -a gilt, wenn die Nullhypothese zutrifft. Als Prüfgröße kann daher f(O(O),y)
verwendet werden; ist ihre Realisation f(O(‘),y)  > g, entscheidet man sich
gegen Q(O) und damit gegen die Nullhypothese. Da die Tests für das allgemeine
regressionsanalytische Modell durch die beschriebenen Bereichsschätzungen
bereits explizit gegeben sind, werden hier die entsprechenden Tests für das
klassische regressionsanalytische Modell mit Normalverteilungsannahme A5
angegeben.

Zur Überprüfung von Hypothesen über die Regressionskoeffizienten verwen-
den wir wieder die Linearkombination y = Lß aus Gleichung (20) mit der
Mx(K+l)-Kontrastmatrix L. Die Nullhypothese sei y = y(‘),  die Alternativ-
hypothese y fy(‘1 Die Nullhypothese wird verworfen, wenn.

(31)

ist. Dies ist auch gleichwertig dem LQ-Test und für M = 1 (nur eine skalare
Linearkombination) ein gleichmäßig mächtigster unverfälschter NP-Test,
wenn in der Entscheidungsregel die Entscheidung H0 bei ,,z“ in Gleichung
(31) einbezogen wird. Für M > 1 existiert kein gleichmäßig mächtigster unver-
fälschter NP-Test (Kendall & Stuart, 1976, p. 238). Wenn als Kontrastmatrix
L die Einheitsmatrix verwendet wird, kommt man zum Test der Regressions-
koeffizienten. Bei der speziellen Nullhypothese ß(O) = 0 erhält man mit dem
aus Gleichung (15) übernommenen Bestimmtheitsmaß (Quadrat der empiri-
schen multiplen Korrelation)

(32)

die Entscheidungsregel, daß die Nullhypothese verworfen wird, wenn

(33)

Dieser Test wird in der Regel nur sinnvoll sein, wenn sowohl die Prädiktorva-
riablen als auch die Kriteriumsvariable auf Verhältnisskalen (z.B. Gigerenzer,
1981, p. 116) gemessen sind, weil nur dann die Komponente ß0 des Vektors
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(der Achsenabschnitt der Regressionsfläche) in allen zulässigen Skalierungen
der Variablen zugleich den Wert Null hat. Beschränkt man die Nullhypothese

 auf die ,,echten“ Regressionskoeffizienten ß,(O)  = ßa(‘)  = . . . = ßk(‘)  = 0 und
läßt das Absolutglied ßo(‘) (wie stets auch 0’) offen, erhält man aus Gleichung
(31) mit einer geeigneten Matrix L die bekannte Entscheidungsregel zum Ver-
werfen der Nullhypothese:

(Cooley & Lohnes, 1971, p. 51; Kerlinger & Pednazur, 1973, p. 63; Cohen &
Cohen, 1975, p. 104; Gaensslen & Schubö, 1976, p. 108; Bortz, 1977, p. 592;
Moosbrugger, 1978, p. 70; Küchler, 1979, p. 127). Mit diesem Test kann also
über die Frage entschieden werden, ob wenigstens eine der Prädiktorvariablen
xl,. . . ,xK einen von Null verschiedenen Regressionskoeffizienten hat, ob also
insgesamt ein Zusammenhang zwischen Kriterium und Prädiktoren besteht.

Bei der Prüfung der Frage nach der Relevanz einzelner Prädiktorvariablen xk

ist der schwerwiegendere Fehler, wenn eine bedeutsame Variable vergessen
wird, als wenn eine Variable mit ßk  = 0 überflüssigerweise aufgenommen
wird. Denn das Vergessen einer bedeutsamen Variablen ist ein Spezifikations-
fehler in Al, der zur Folge haben kann, daß die Schätzung der Regressionsko-
effizienten zu den übrigen Variablen nicht erwartungstreu ist, sowie daß sonst
vermeidbare Heteroskedastizität, Autokorrelation oder Strukturbruch auftre-
ten. Daher wäre der Signifikanztest der Nullhypothese ßi”) # 0 angemessen;
ein derartiger Signifikanztest bereitet jedoch erhebliche theoretische Schwie-
rigkeiten und kann höchstens für feste Werte, z.B. ßP)  = -0.5, durchgeführt
werden. Man begnügt sich in der Regel mit der Prüfung der Nullhypothese ßp)
= 0, wodurch nur das Signifikanzniveau ct für den weniger gravierenden Feh-
ler kontrolliert wird. Entsprechend der Bereichsschätzung (23) kommt man
zur Entscheidungsregel, daß die Nullhypothese abgelehnt wird, wenn

ist. Auch dieser Test kann durch entsprechende Korrelationskoeffizienten aus-
gedrückt werden. Dazu muß aber noch die empirische semipartielle Korrela-
tion (vgl. Gaensslen & Schubö, 1976, p. 87)

eingeführt werden. Man erhält dann dieselbe Entscheidungsregel wie bei (35)
mit

(37)
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Weil hier nur ein Regressionskoeffizient geprüft wird, ist der Test als NP-Test
ein gleichmäßig mächtigster unverfälschter Test. Einen gleichmäßig mächtig-
sten Test für die einseitige Alternativhypothese ßk > 0 erhält man durch

Als Beispiel für die Anwendung einer Kontrastmatrix soll der Test auf Struk-
turbruch vorgestellt werden. Unter Strukturbruch versteht man eine Verlet-
zung des klassischen regressionsanalytischen Modells derart, daß entweder die
Regressionskoeffizienten ß oder die Fehlervarianz o2 zu den ersten N1 Beob-
achtungen einen anderen Wert haben als die zu den zweiten N2 = N-N1
Beobachtungen. Das Problem und dessen Behandlung werden unter dem
Stichwort ,,differentielle Prognostizierbarkeit“ angesprochen (z.B. Moosbrug-
ger, 1980b). Wenn der Strukturbruch erkannt ist, müssen entweder in den
beiden Gruppen getrennte Modelle aufgestellt werden oder man muß das Re-
gressionsmodell um sog. Interaktionen erweitern. Für den Test auf Struktur-
bruch der Fehlervarianz werden wir das erste Vorgehen wählen, das zweite
Vorgehen wählen wir für den Test auf Strukturbruch in den Regressionskoeffi-
zienten. Hier soll zunächst der Strukturbruch in den Regressionskoeffizienten
getestet werden. Für die Darstellung beschränken wir uns auf die Einfachre-
gression K = 1 mit ß’ = (ß0,  ßl). ß0 ist der Koeffizient zur Konstante x0n = 1,

ß1 der zu xln = xn.

Die Regressionskoeffizienten in der 1. Beobachtungsgruppe seien ßb’), ß\‘), die
in der zweiten Beobachtungsgruppe ßi2), ß\2).  Die Fehlervarianz sei in beiden
Gruppen einheitlich 02. Um den Test (31) anwenden zu können, muß das
Modell auf 4 Regressionskoeffizienten, d.h. auch auf 4 Prädiktoren erweitert
werden:

(38)

mit den ,,Dummyvariablen“

(39)

Dadurch, daß nun insgesamt 4 Prädiktoren vorliegen, von denen für jede
Gruppe jeweils zwei konstant den Wert Null haben, liegen in einer Regres-
sionsgleichung zwei verschiedene Regressionsansätze vor. Obwohl wegen des
schwerwiegenderen Fehlers, den Strukturbruch zu übersehen, eigentlich die
gegensätzliche Hypothesenstellung angemessen wäre, wählt man wegen der
erwähnten Schwierigkeiten als Nullhypothese

(40)

oder
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Die Kontrastmatrix L ist demnach

(41)

womit die Prüfung nach (31) erfolgen kann. Praktisch wird dies nur möglich
sein, wenn ein Computerprogramm zum Linearen Modell vorliegt. Für Com-
puterprogramme zur Regressionsanalyse ist der Test für den zusätzlichen Bei-
trag von Variablengruppen nach Kap. 1.11 für den folgenden gleichwertigen
Modellansatz günstiger

(42)

wobei der Zusammenhang zu den Regressionskoeffizienten aus dem Ansatz
(38) durch

(43)

gegeben ist. Die Nullhypothese (40) lautet in dieser Parametrisierung jetzt
einfacher

(44)

und kann als Test direkt zu den Regressionskoeffizienten praktisch leichter
durchgeführt werden. Eine derartige Reparametrisierung ist bei jeder Kon-
trastmatrix L möglich, wobei lediglich die Prädiktorvariablen entsprechend
transformiert werden müssen.

Der Test auf Strukturbruch der Fehlervarianz prüft, ob die Fehlervarianzen
o$> und of2) zu den beiden Beobachtungsgruppen gleich sind. Insofern handelt
es sich um eine einfachste Form der Prüfung auf Varianzheterogenität (Hete-
roskedastizität); differenziertere, kompliziertere und auch nur asymptotisch
gültige Tests hierzu sind z.B. in Ramsey (1969), Kmenta (1971, p. 269) und
Gartside (1972) beschrieben. Wie angekündigt stellen wir zwei getrennte Re-
gressionsansätze in den beiden Beobachtungsgruppen auf; dadurch wird auch
zugelassen, daß zugleich Strukturbruch in den Regressionskoeffizienten be-
steht. Aufgrund der beiden Teilstichproben vom Umfang N1 und N2 bildet
man Schätzungen der Fehlervarianzen O$> und ot2). Für die einseitige Fragestel-
lung mit der Alternativhypothese a$, < o& erhält man mit der Entscheidungs-
regel

(45)
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für die Alternativhypothese einen gleichmäßig mächtigsten NP-Test zum Ni-
veau a. Bei ungerichteter Alternativhypothese ofil # afa> ist wegen der Asym-
metrie der F-Verteilung folgender zweiseitiger Test mit jeweils gleichen Irr-
tumswahrscheinlichkeiten ein nur näherungsweise gleichmäßig mächtigster
unverfälschter NP-Test: Verwirf die Nullhypothese zugunsten der Alternativ-
hypothese, wenn

(46)

Besonders schwierig zu interpretieren sind Prognosetests, weil durch sie die
Nullhypothese ,,der ganze Satz von Annahmen A1 bis A5 und P1 bis P5 trifft
zu“ geprüft wird. Wird durch den Test die Nullhypothese verworfen, muß
durch das Vorwissen eingegrenzt werden, welche der Annahmen speziell frag-
würdig ist, ob etwa ein Strukturbruch bei der Erhebung der zusätzlichen
Beobachtungseinheiten vorliegt, ob ein Modellfehler in Form eines vergesse-
nen Prädiktors vorliegt oder die Normverteilungsannahme verletzt ist (oder im
allgemeinen regressionsanalytischen Modell die Matrix V falsch spezifiziert
wurde). Dennoch hat der Prognosetest für die Beurteilung einer Regressions-
beziehung als ganzes seine unbestrittene Bedeutung; er ist für Kreuzvalidie-
rungsstudien der Test der Wahl. Weil die Anwendung der Bereichsschätzung

lenfalls rechnerische Schwierigkeiten mit sich bringt, wird auch hier wie über-
all in diesem Kapitel 1.5 nur die Spezialisierung auf das klassische regressions-
analytische Modell dargestellt. Gegenüber der Anwendung der Bereichsschät-
zung (29) als Signifikanztest kann ein etwas vereinfachter Test dadurch erreicht
werden, daß die Prädiktoren in der Matrix X ,,ortho-standardisiert“ werden;
dies kann z.B. durch eine Hauptkomponentenanalyse mit Bildung von stan-
dardisierten Hauptkomponentenwerten geschehen, wobei die Konstante x0= 1
nicht transformiert werden muß. Für derartige Prädiktoren gilt

(47) X’X = NI,

womit der Prognosetest durch die Entscheidungsregel zur Verwerfung der
Nullhypothese

gegeben ist. Dabei ist o2 die Schätzung der Fehlervarianz aus der ursprüngli-
chen Stichprobe und M die Anzahl der Beobachtungseinheiten in der zusätzli-
chen Stichprobe. Die Schwierigkeit bei dieser Entscheidungsregel ist, daß sie
mit den üblichen Computerprogramm nicht auszuwerten ist. Doch kann man
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ben, deren Komponenten z.B. mit dem Statistik-Programmsystem SPSS (Nie
et al., 1975; Beutel et al., 1980) bestimmt werden können. Wenn (47) nach wie
vor erfüllt ist, gilt mit

(49)

die Ungleichung

Mit diesen Größen kommen wir zur Entscheidungsregel:
Für

(50)

sonst: keine Entscheidung oder Rückgriff auf (48).

Der Durbin- Watson-Test auf Verletzung der Annahme des klassischen regres-
sionsanalytischen Modells, daß die Fehlervariablen unkorreliert sind, wird in
Kapitel 1.9 besprochen. Die Normalverteilungsannahme verbleibt schließlich
als eine schwer überprüfbare Annahme. Im Modell-Ansatz verlangt A5, daß
die Fehler un multivariat normalverteilt sind. Dafür genügt es nicht, daß jede
Fehlervariable un für sich normalverteilt ist, wenn nicht zusätzlich über K4
hinaus die Unabhängigkeit dieser Fehlervariablen angenommen werden kann.
Es ist wegen des zentralen Grenzwertansatzes richtig, daß die Fehler dann mit
guter Näherung als multivariat normalverteilt betrachtet werden können,
wenn sie additiv auf viele, unabhängige Einflußfaktoren zurückgehen. Doch
niemand kann letztlich ausschließen, daß der Fehler fast ausschließlich auf eine
im Modell nicht berücksichtigte, nicht normal verteilte Variable zurückgeht.
Draper & Smith (1966, p. 87) diskutieren einige Möglichkeiten der grafischen
Beurteilung der Normalverteilungsannahme, die sich auf die empirische Ver-
teilung der N geschätzten Residuen stützen. Eine einfache Methode zur Beur-
teilung der univariaten Normalität, die vor allem auf Ausreißer in der empiri-
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schen Verteilung der Residuen empfindlich ist, besteht darin, nachzuprüfen,
ob im Bereich

auch wirklich der Anteil 1 - o der Residuen liegt. In Tests zur Normalvertei-
lungsannahme führen Lienert (1967, p. 172) und Koerts & Abrahamse (1969,
Kap. 7) ein. Über die Robustheit der Bereichsschätzungen und Signifikanz-
tests gegenüber Abweichungen von der Normalverteilung findet man in Ma-
linvaud (1966, p. 297) Hinweise.

1.6 Ridge-Regression

Wir betrachten das klassische Regressionsmodell y = Xß + u, bei dem die
Annahmen A1, A2, A3 und K4 erfüllt sind, so daß die Fehler uk unkorreliert
sind und gleiche Varianz haben. Es sollen nun genauer die Eigenschaften des
Minimum-Quadrat-Schätzers

b = (X’X)-1X’y

untersucht werden. Im Zusammenhang mit Gl. (18) war berichtet worden,
daß b der beste lineare erwartungstreue Schätzer ist. Diese Aussage des Satzes
von Gauß-Markov bedeutet, daß für alle Linearkombinationen l’b mit festem,
beliebigem Gewichtevektor l die Varianz kleiner ist als für die mit irgendeinem
anderen linearen erwartungstreuen Schätzer ß gebildete Linearkombination
l’ß:

für beliebige l und alle linearen erwartungstreuen Schätzer b. Setzt man für l
den Einsvektor j ein, erhält man als Varianz

(51)

den Erwartungswert der Summe der quadrierten Schätzfehler, den man auch
den mittleren quadratischen Fehler (mean square error) nennt. Dieser mittlere
quadratische Fehler ist für den Minimum-Quadrat-Schätzer b also minimal
unter den linearen und erwartungstreuen Schätzern. Dieser Fehler wird sehr
groß, wenn die Prädiktoren angenähert kollinear sind, wie sich aus den folgen-
den Überlegungen ergibt.

Für die Kovarianzmatrix von b ergibt sich

(52)
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Nach Definition der Kovarianzmatrix gilt

(53)

und damit gemäß (52)

(54)

Daraus ergibt sich weiter

(55)

Bezeichnen wir mit h,, . . . ,hK die Eigenwerte von X’X, dann ergibt sich
aus (55)

(56)

Aus (56) ist ersichtlich, daß der Erwartungswert der Summe der Quadrate der
bk um so mehr von der Summe der Quadrate der ßk abweicht, je kleinere
Eigenwerte von X’X auftreten. Wenn aber die Prädikatoren fast kollinear sind,
so ist mindestens ein Eigenwert von X’X relativ klein. Dementsprechend wird
auch der mittlere quadratische Fehler

(57)

relativ groß, so daß sich im Fall angenäherter Kollinearität sehr ungenaue
Schätzungen ergeben. Die Ungenauigkeit der Schätzungen beruht letztlich auf
mangelnder Information und könnte nur durch zusätzliche a priori Informa-
tion kompensiert werden.

Um nun zu verhindern, daß die erwartete Quadratsumme der Schätzungen zu
groß wird (siehe (56)), werden die ßk nach der Minimum-Quadrat-Methode
durch einen Vektor ß unter der folgenden Nebenbedingung

(58)

geschätzt. Mit Hilfe des Lagrange-Ansatzes ergibt sich das Minimierungspro-
blem

(59)

wobei h der Lagrange-Multiplikator ist. Daraus resultieren die Normalglei-
chungen

(60)

bzw. die für h 2 0 stets existierende Lösung

(61)
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Man könnte nun wegen (58) h durch c ausdrücken und als Funktion von c
ersetzen. Da dieser Ersetzungsprozeß nur implizit möglich ist, parametrisieren
wir ß durch h, d.h. für jedes h wird vermöge (61) ein Schätzer festgelegt.
Speziell resultiert für h = 0 der gewöhnliche Minimum-Quadrat-Schätzer. Der
Schätzer ß heißt Ridge-Regression-Schätzer (R.R.-Schätzer).

Es gibt noch eine Verallgemeinerung, die sogenannte generalisierte Ridge-
Regression-Schätzung (G.R.R.-Schätzer), bei der das Vielfache der Einheits-
matrix in (61) durch eine Diagonalmatrix H ersetzt wird

(62)

Im folgenden wird nur die R.R.-Schätzung betrachtet. Zuerst wird gezeigt,
daß der R.R.-Schätzer verzerrt ist. Es gilt nämlich

(63)

Also ergibt sich die Verzerrung

(64)

die von ß abhängt.

Der Vorteil des R.R.-Schätzers ist, daß es ein h gibt, so daß der mittlere
quadratische Fehler E(ß-ß)‘(ß-ß) kleiner ist als der des gewöhnlichen Mini-
mum-Quadrat-Schätzers E(b-ß)‘(b-ß), wie Hoerl & Kennard (1970) gezeigt
haben. Von Theobald (1974) wurde gezeigt, daß für

und alle positiv definiten
Matrizen W gilt

(65)

Wird speziell W = I gewählt, so ergibt sich eine Aussage, die der von Hoerl &
Kennard (1970) entspricht. Da aber hmax von den unbekannten ßk abhängt, hat
die Aussage (65) nur geringe praktische Bedeutung.

Es gibt auch Versuche, hmax, und damit h, in Abhängigkeit von y und X zu
schätzen. Dann werden hmax und h stochastisch und der entsprechende R.R.-
Schätzer nichtlinear. Die theoretischen Eigenschaften dieses Schätzers sind
unbekannt.

Um sich einen Überblick über das Verhalten des R.R.-Schätzers in Abhängig-
keit von h zu verschaffen, werden die ßk als Funktionen von h grafisch darge-
stellt. Diese Darstellung wird als Ridge Trace bezeichnet.

Für die praktische Anwendung des R.R.-Schätzers ist es von Bedeutung, daß
die Minimum-Quadrat-Schätzung in folgendem Sinne instabil ist: Bei angenä-
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hert kollinearen Prädiktoren ändern sich die bk aufgrund geringerer Änderun-
gen der Daten in erheblichem Maße. Für die R.R.-Schätzung verringert sich
diese Instabilität; obwohl (und weil) sie nicht erwartungstreu ist, hat sie einen
kleineren mittleren quadratischen Fehler.

Als ergänzende Lektüre können Hoerl & Kennard (1970), Theobald (1974),
Vinod (1978) und Jahn (1979) empfohlen werden.

1.7 Klassisches korrelationsanalytisches Modell und
multiple Korrelation

Bei der Diskussion des regressionsanalytischen Modells wurde auf die beson-
dere Bedeutung der Annahme hingewiesen, daß die Werte X der Prädiktoren
feste Werte sind. Dies bedeutet für die Interpretation der Wahrscheinlichkeit
als relative Häufigkeit im ,,long run“, daß die Replikation der Beobachtungen
zu immer denselben Prädiktorwerten erfolgen muß. Mit Replikation der Be-
obachtungen ist allerdings nicht die Wiederholung der Beobachtungen zum
Aufbau einer Stichprobe, sondern die Wiederholung der Untersuchung an
einer neuen Stichprobe gemeint. Die Annahme fester Prädiktoren ist für viele
psychologische Fragestellungen unrealistisch. In diesem Kapitel soll gezeigt
werden, unter welchen veränderten Annahmen mit etwas abweichender Inter-
pretation die bisher berichteten Ergebnisse beibehalten werden können, wenn
stochastische Prädiktoren vorliegen, also die Prädiktoren selbst Zufallsvaria-
blen sind. Als nicht leicht verständliche, aber umfassende Lektüre zu diesem
Thema können Schönfeld (1971, p.1) oder Graybill (1976, p. 373) empfohlen
werden. Eine erste Einführung in das korrelationsanalytische Modell bieten
Gaensslen & Schubö (1976, p. 47).

Das klassische korrelationsanalytische Modell (general linear regression model,
unabhängige stochastische lineare Regression) umfaßt folgende Annahmen:

(S1) Es besteht die Beziehung

wobei X eine Nx(K+ l)-Matrix von beobachtbaren Zufallsgrö-
ßen, ß ein Vektor von festen, unbekannten Parametern mit
K + l Komponenten, y ein Vektor von N beobachtbaren Zu-
fallsgrößen und u ein Vektor von N unbeobachtbaren Zufalls-
größen ist. X und u (und damit y) besitzen eine gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Der Rang der Zufallsmatrix X ist mit Wahrscheinlichkeit 1
gleich der Spaltenzahl K + 1.
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(S5) Für jede Realisation X ist die bedingte Verteilung von u
N-dimensional normal.

(S6) Es existieren EX’X, E(X’X)- 1  und E(X’X)- 1X’.
EX’X ist nichtsingulär.

(S7) Die Rand-Dichtefunktion fx(X) ist für alle Realisationen X
positiv.

Die Annahmen Sl bis S5 entsprechen weitgehend den früheren Annahmen Al
bis A5. Um in nicht zu große Schwierigkeiten bei der Darstellung zu gelangen,
wurde für S4 auf die Möglichkeit einer beliebigen Kovarianzmatrix verzichtet.
Ansonsten wurde dem Umstand Rechnung getragen, daß nunmehr Zufallsva-
riablen auch für X vorliegen, wodurch auch die zusätzlichen Annahmen S6 und
S7 erforderlich werden. Weiterhin wird vorausgesetzt, daß die Prädiktoren
fehlerfrei gemessen sind.

Wichtig ist die Unterscheidung zwischen dem bedingten und unbedingten
Erwartungswert; der bedingte Erwartungswert E,(u(X)  bedeutet den Erwar-
tungswert von u unter der Bedingung, daß X einen festen Wert annimmt, der
unbedingte Erwartungswert Ex,,(u) = Eu ist der Erwartungswert in der Rand-
verteilung von u. Unter den Annahmen S3 und S7 gilt jedoch auch

(66)

so daß der unbedingte Erwartungswert wie der bedingte verschwindet. Ebenso
ist wegen S4 und S7

(67)

Durch Bildung des bedingten Erwartungswerts für die Regressionsbeziehung
in Sl erhält man für jede Realisierung X

(68)

Insofern entspricht Eu(y ) X) einerseits Ey aus Gleichung (16) und andererseits

sion (vgl. Steyer, 1979; Moosbrugger, 1980a, 1980b). Als Konsequenzen der
Annahmen des stochastischen Modells (ohne die Normalverteilungsannahme
S5) gilt: Die Fehler u und die Prädiktoren X sind unkorreliert, können aber
stochastisch abhängig sein:

(69)

Unter den Annahmen Sl bis S7 behalten alle Ergebnisse (bis auf eine noch zu
erwähnende Ausnahme) Gültigkeit, die wir im klassischen regressionsanalyti-
schen Modell (A1 bis A3, K4, A5) dargestellt hatten, alle Schätzer bleiben
erwartungstreu, die Bereichsschätzungen sind nach wie vor gültig. Dies ist der
Fall, obwohl für die Verteilungsform der Prädiktoren keine Aussage gemacht
wurde. So ist z.B.
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(70)

nicht notwendig normalverteilt, wie dies im klassischen regressionsanalyti-
schen Modell der Fall ist. Der Schätzer (70) ist übrigens in den Zufallsvariablen
nichtlinear. Daraus resultiert die angekündigte Ausnahme: Er kann daher auch
kein bester linearer erwartungstreuer Schätzer sein; er ist jedoch asymptotisch
effizient (Schönfeld, 1971, p. 17).

Im korrelationsanalytischen Modell ist es auch natürlich, ein Maß für die
Stärke des Zusammenhangs

mit der Einsmatrix J, d.h. (J)kl = 1,

in Form des multiplen Bestimmungsmaßes aufzustellen. Die Wurzel Q aus dem
Bestimmungsmaß heißt multiple Korrelation. Da durch die Konstante x0 kein
Zusammenhang vermittelt wird, läßt man sie häufig in der Notation der mul-
tiplen Korrelation weg:

(72)

Eine alternative Darstellungsform der multiplen Korrelation für den Spezial-
fall, daß Kriterium und (echte) Prädiktoren insgesamt (K + 1)-dimensional
normalverteilt sind, wird in Graybill (1976, p. 113, 418) beschrieben. Wählt
man für die Prädiktoren eine Punktverteilung, was dem klassischen regres-
sionsanalytischen Modell entspricht, ist die Definition (71) nach wie vor an-
wendbar, wobei die Symbole EX entfallen. In diesem Spezialfall wird beson-
ders deutlich, daß der multiple Korrelationskoeffizient von den gewählten
Prädiktorwerten abhängt; allgemein hängt er von den Charakteristika der Ver-
teilung der Prädiktoren ab, wie natürlich auch von ß und 0’.

Als Punktschätzung für e2 kann entsprechend Gleichung (71)

(73)
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verwendet werden; dies ist genau gleich der schon in Gleichung (32) als empi-
rische multiple Korrelation eingeführten Größe R2. Mit der Matrix der empiri-
schen Kovarianzen der Prädiktoren

(74)

dem Vektor der empirischen Kovarianzen von Prädiktoren und Kriterium

(75)

und der Varianz des Kriteriums

(76)

erhält man

(77)

Wenn die Konstante x0 aus den Matrizen und Vektoren ausgeschlossen wird,
ändert sich am Ergebnis nichts, d.h. daß in (74) die erste Zeile und erste Spalte,
in (75) die erste Komponente entfallen kann. Wenn für alle Variablen y und xk

eine multivariate Normalverteilung vorliegt, ist R2 der Maximum-Likelihood-
Schätzer. R2 überschätzt im Mittel die Modell-Korrelation und ist demgemäß
nicht erwartungstreu (siehe Olkin & Pratt, 1958). Wenn man die Schrump-
fungskorrektur

(78)

anwendet, ist der Bias dieser modifizierten Schätzung geringer. Für den Fall
der einfachen Korrelation ist

(79)

eine gute Näherung für den unter der Voraussetzung der Binomalverteilung
konstruierbaren (Olkin & Pratt, 1958; Graybill, 1976, p. 396) besten unver-
zerrten Schätzer von Q.
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Eine Bereichsschätzung für die multiple Korrelation Q im Fall der Multinor-
malverteilung ist in Graybill (1976, p. 419, 667) in tabellarischer Form angege-
ben. Für den Fall der einfachen Korrelation (K = 1) nützt man die Tatsache
aus, daß für die bivariate Normalverteilung

(80)

näherungsweise standardnormalverteilt ist, um Bereichsschätzungen zu bil-
den. Ein näherungsweiser Konfidenzbereich zum Konfidenzgrad 1 - a ist
daher durch

(81)

gegeben.

Aus den genannten Bereichsschätzungen lassen sich wiederum Signifikanztests
konstruieren. Die Nullhypothese Q (‘1 = 0 ist der Nullhypothese ß\‘) = ß$‘)  =

pothese ebenso die Entscheidungsregel (34), die auch im korrelationsanalyti-
schen Modell anwendbar ist.

Da viele Begriffsbildungen und Ergebnisse für das klassische regressionsanaly-
tische Modell und das klassische korrelationsanalytische Modell gleicherma-
ßen gelten, soll im folgenden vom klassischen Modell oder vom Regressionsmo-
dell (manche Autoren sprechen vom Allgemeinen linearen Modell) die Rede
sein, wenn es sich um gemeinsame Eigenschaften der beiden Ansätze handelt.

1.8 Modelle mit Fehlern in den Prädiktoren

Üblicherweise geht man in der Regressionsanalyse davon aus, daß die beob-
achtbaren Variablen exakt, d.h. ohne Fehler gemessen werden können. In der
Regel sind die Variablen aber fehlerbehaftet; die Ursache liegt in zahlreichen
Fehlerquellen, z.B. in der Erhebungstechnik (falsche Abgrenzungen, falsche
Antworten), am Stichprobenfehler, an der Aufbereitung der Daten usw. Im
folgenden werden Modelle mit fehlerbehafteten Variablen betrachtet. Als Lite-
ratur hierzu können Klein (1953, p. 282-305), Malinvaud (1966, p.
326--363), Cochran (1970), Schönfeld (1971, p. 100-124), Schneeweiß (1974,
p. 216-232), Stroud (1974), Namboodiri et al. (1975), Wainer & Thyssen
(1976), Aigner & Goldberger (1977), Maddala (1977, p. 292-319), Rock et al.
(1977) und Dhrymes (1978, p. 242-268) herangezogen werden.

Es müssen nun für das Kriterium und jeden Prädiktor jeweils zwei Werte
unterschieden werden: der richtige bzw. der tatsächlich beobachtete und damit



238 Werner Schubö, Klaus Haagen und Walter Oberhofer

fehlerbehaftete. Um ersteren vom zweiten Wert in der Notation zu unterschei-
den, wird er jeweils mit einem Stern versehen.

Aus schreibtechnischen Gründen wird nun für das Kriterium nicht mehr y,
sondern s0 und für die Prädiktoren einschließlich der bisherigen Konstante
x0 = 1 in abgeänderter Numerierung xk geschrieben (1 5 k 5 K). Es bezeich-
net also x*0n bzw. x0n das tatsächliche bzw. beobachtete Kriterium zur Erhe-
bungseinheit n und x*kn bzw. Xkn den tatsächlichen bzw. beobachteten k-ten
Prädiktor zur Erhebungseinheit n.

Der Fehler in der Variablen Xkn (0 5 k 5 K, 1 2 n 5 N) wird mit vkn

bezeichnet. Dieser Fehler kann additiv oder prozentual sein. Es wird ein addi-
tiver Zusammenhang unterstellt:

Die Regressionsbeziehung lautet:

wobei E, den Fehler in der Gleichung erfaßt.

In kompakter Matrizenform schreiben sich obige Beziehungen

(82)

(83)

wobei X bzw. X* bzw. V jeweils NxK-Matrizen darstellen, ß einen Spalten-
vektor mit K Komponenten und x0* bzw. x0 bzw. E Spaltenvektoren mit je N

Komponenten. Wird x0* in (83) gemäß (82) ersetzt, so ergibt sich

(84)

Aus (84) resultiert, daß der Effekt des Fehlers in der Gleichung, nämlich E,
derselbe ist wie der des Fehlers in der Variable x0, nämlich v0. Wir setzen daher
ohne Beschränkung der Allgemeinheit E zu Null.

Wird weiter X* in (84) gemäß (82) ersetzt, so ergibt sich die entsprechende
Beziehung in den beobachtbaren Variablen

(85)

Der Fehler in der Gleichung (85) wird zusammengefaßt zu
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Damit resultiert die übliche Regressionsbeziehung

(86)

Folgende Annahmen die Fehler betreffend werden getroffen:

(F l ) Die Fehlervariable vkn ist unabhängig von vlm für n # m und
0 I k, 1 5 K.

(F2) (v0n, v1n, . . . ,vKn) besitzt eine von n unabhängige Verteilung und
t!.&l  bezeichnet die Kovarianz von vkn und vln bzw. Q die ent-
sprechende Kovarianzmatrix. Mit Q,i bezeichnen wir die Ma-
trix, die aus Q durch Weglassen der ersten Zeile und Spalte
entsteht, und mit o1 die erste Spalte von CJ aber ohne woo.

(F3) Die Fehlervariablen vkn sind alle unabhängig von den x$, für

(F4)

Es wird zugelassen, daß einige der Variablen fehlerfrei beobachtbar sind, d.h.
daß einige Wkk  verschwinden können. Nur wo0 sei ungleich Null, da in v0 auch
der Fehler in der Gleichung miterfaßt wird.

Nun müssen noch die tatsächlichen Prädiktoren spezifiziert werden. Es gibt
zwei Möglichkeiten:
1. Die stochastische Spezifikation, nach der alle x$, (1 5 k 2 K, 1 5 n 5 N)

stochastische Variable sind (und damit auch ~‘6,);
2. Die deterministische Spezifikation, nach der alle x’i;, fest vorgegeben sind.

In diesem Falle ist wegen (83) (man beachte E=O) auch x& fest vorgegeben.

Bei stochastischer Spezifikation soll noch gelten

(F5)

und die Grenzwertmatrix M sei nichtsingulär.

Bei deterministischer Spezifikation soll gelten

(F5’)

existiert und die Grenzwertmatrix sei nichtsingulär.

Zuerst wird unabhängig von der Spezifikation der Minimum-Quadrat-Schät-
zer für (86) betrachtet. Nach Definition von u und gemäß (86) ergibt sich
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Daraus ergibt sich (auch für den Fall, daß V und v0 unkorreliert sind) eine
Korrelation der beobachtbaren Prädiktoren mit der Fehlervariablen u. Daher
ist der Minimum-Quadrat-Schätzer

verzerrt.

Gemäß (83) gilt aber (beachte E=O)

Darin ersetzen wir X* und x0* gemäß (82). Es ergibt sich also

bzw. durch Ausmultiplizieren,

(87)

Wegen der getroffenen Annahmen ergibt sich asymptotisch

und

Daher ist das folgende Gleichungssystem asymptotisch äquivalent zu (87)

Wenn also Q1, und o1 bekannt sind, so ergibt sich gemäß (88) aus den beob-
achtbaren Variablen der Schätzer ß, der nach obiger Herleitung konsistent ist.

Dieser Schätzer setzt die Kenntnis von Rll  und o1 voraus. In vielen Fällen
kann o, gleich Null gesetzt werden und Qrl als diagonal angenommen werden,
d.h. die Fehler in den verschiedenen Variablen sind untereinander unkorre-
liert. Trotzdem ist über die Beobachtungen hinaus eine gewisse a priori Kennt-
nis über die Varianzen der Fehler in den Variablen nötig, um die Parameter
konsistent zu schätzen. Hier liegt ein Identifikationsproblem vor. Dieses wird
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im Rahmen der stochastischen Spezifikation und bei Vorliegen von Normal-
verteilungen noch genauer diskutiert.

Die Struktur der Verzerrung des Minimum-Quadrat-Schätzers kann für den
Fall der Einfachregression x&, = ß1+ß2xi,, genauer studiert werden. Das Abso-
lutglied x1n = 1 kann natürlich ohne Fehler beobachtet werden. Weiter sei ool
= 0.

Damit ergibt sich

bzw.

und

Offensichtlich wird ß2 immer unterschätzt und zwar um so mehr, je größer das
Verhältnis der Varianz von v2n zu x*2n ist. Wenn wir z.B. N = 10 annehmen
und x*2n = c1 für 1 5 n 5 5 bzw. x*2n = c2 # c1 für 6 5 n 5 10, so ist es relativ
klein. Grafisch ergibt sich die Darstellung in Abb. 2.

Abb. 2: Verzerrung der Regressionskoeffizienten, wenn der Prädiktor mit Meßfehler
gemessen wurde.

Es seien nun alle Fehlervariablen vkn und alle x*kn für 0 5 k 5 K, 1 2 n 5 N
normalverteilt. Mit p.k wird der Erwartungswert von x*kn bezeichnet
(0 5 k 5 K). Es gilt dann wegen (83)

(89)
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Mit Z = (okl)  wird die (K+l)x(K+l)-Kovarianz-Matrix von (x0 n , .  .  . ,xkn)
bezeichnet und mit Z’” = (~$1) die KxK-Kovarianz-Matrix von (x*1n, . . .,x*kn).

Es gilt dann

Mit diesen Bezeichnungen ergibt sich für die Log-Likelihood-Funktion (bis
auf einen unwesentlichen konstanten Term)

Aus den beobachtbaren Variablen können wir bestenfalls die Matrix Z und

Offensichtlich sind letztere viel zahlreicher und damit nicht alle identifizier-
bar. Durch geeignete a priori Information z.B., daß R diagonal ist und gewis-
se Hauptdiagonalelemente Null sind, kann Identifizierbarkeit erreicht werden.

Für den Fall der deterministischen Spezifikation kann eine andere Schätzfunk-
tion hergeleitet werden. Die ersten K1 5 K Variablen seien fehlerbehaftet und
die restlichen exakt beobachtbar. Diese K1 ersten Variablen seien als X*1 und V1

definiert. Damit gilt nun anstatt (82) und (83)

(82’)
und

(83’)

Sei C& die nichtsinguläre Kovarianz-Matrix der Zeilen von V1, dann wird
folgende gewichtete Minimum-Quadrat-Methode angewandt

unter der Nebenbedingung (83’). Dabei werden die Größen x*kn als Parameter
angesehen, die ,,mitgeschätzt“ werden. Der resultierende Schätzer ist konsi-
stent.
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1.9 Zeitreihenanalyse im allgemeinen regressionsanalytischen
Modell

In neuerer Zeit gewinnt in der Psychologie die auch quantitative Untersu-
chung von zeitlichen Prozessen größere Bedeutung, mit der die Untersuchung
von Zuständen ergänzt werden kann. Dies hat wohl nicht zuletzt seinen
Grund darin, daß wichtige Teile des quantitativ-methodischen Instrumenta-
riums für die speziellen Bedürfnisse der Veränderungsbeschreibung erst jüngst
entwickelt (Yule, 1927;  Hannan, 1955; Hannan, 1960; Box und Tiao, 1965;
Kendal l  & Stuart ,  1966 ,  p .  403-430 ;  Mal invaud,  1966 ,  p .  373-393 ,
425-453; Box et al., 1967; Box & Jenkins, 1970; Box & Pierce, 1970, Box &
Tiao, 1975; Glass et al., 1975; Anderson, 1976; Kendall, 1976) oder in die
psychologische Literatur (Holtzmann, 1963; Huber, 1967; Huber, 1973; Dah-
me, 1975; Dahme, 1976; Gudat & Revenstorff, 1976; Hersen & Barlow, 1976;
Petermann, 1977a, 1977b, 1978; Revenstorff, 1979; Revenstorff & Keeser,
1979; McCleary & Hay, 1980; Keeser, 1981) aufgenommen wurden.

Das klassische regressionsanalytische Modell

mit K4, wozu die Unkorreliertheit der Komponenten un und um für n # m,
1 2 n, m < N, gehört, ist für Zeitreihenanalysen deswegen nicht geeignet, weil-
in der Regel der nicht durch X erklärbare Anteil des Kriteriums, die Fehlerva-
riable u, durch nicht erfaßte, zeitlich träge Größen beeinflußt wird. Bei einem
Experiment zur Rauchertherapie wird zwar einerseits das Kriterium y, die
Anzahl gerauchter Zigaretten, wesentlich durch die in den Prädiktorvariablen
xk dargestellten Interventionen bestimmt sein, andererseits werden sich zeitlich
kurzfristig und längerfristig wirksame Einflußgrößen bemerkbar machen, de-
ren Wirkung auf das Kriterium durch die Fehlervariable u zusammengefaßt
wird. Beispielsweise wird ein zum Zeitpunkt tn auftretender Partnerkonflikt
eines Klienten sich so auswirken, daß für die Anzahl gerauchter Zigaretten die
Fehlerwerte un, un+1,. . . mit sich abschwächender Tendenz systematisch er-
höht sind. Insofern wird das Kriterium nun von drei Varianzquellen bestimmt,
den Prädiktoren, den Fehlern und der seriellen Abhängigkeit der Fehler. Un-
ter bestimmten Umständen, die an einem Beispiel noch näher erläutert wer-
den, können derartige Zusammenhänge durch den Ansatz einer von der Ein-
heitsmatrix I verschiedenen Matrix V im allgemeinen regressionsanalytischen
Modell berücksichtigt werden.

Leider ist es so, daß in praktischen Fällen nicht einmal die Matrix V als
Indikator der Struktur der Kovarianzmatrix der Zufallsvariablen un
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(90)

bekannt ist. Die Matrix Xuu  muß daher geschätzt werden, wobei es ausreicht,
die wechselseitigen Verhältnisse der Kovarianzen zu schätzen, wie sie in V
erfaßt sind. Leider hat man zum Schätzen der (N(N+ 1)/2)- 1 freien Parameter
in V nur die N Werte yn zur Verfügung, so daß eine konsistente Schätzung der
Matrix V so nicht möglich ist. Die Zahl der freien Parameter in Xuu  muß also
dadurch verringert werden, daß ein angemessenes stochastisches Modell mit
erheblich weniger freien Parametern angesetzt wird, das Beziehungen zwi-
schen den Kovarianzen q,,,, definiert.

Ist V geschätzt, kann in einer zweiten Phase die Schätzung der Regressionsko-
effizienten und o2 nach den in Kap. 1.3 beschriebenen Methoden erfolgen.
Leider sind die dort angegebenen Eigenschaften der Schätzer nicht für die hier
beschriebene zweiphasige Schätzung (two step estimator) gültig. Unter wel-
chen Bedingungen andere, nur asymptotische Schätzeigenschaften nachgewie-
sen werden können, beschreibt etwa Schönfeld (1969, p. 207). Auch bei Vor-
liegen der erforderlichen Normalverteilungsannahme sind die in Kap. 1.3 be-
richteten Bereichsschätzungen und die daraus abgeleiteten Signifikanztests nur
asymptotisch, für endliche Zeitreihen also nur näherungsweise gültig. Natür-
lich ist dabei die Näherung erheblich besser, als wenn die Abhängigkeit der
Fehler ignoriert und fälschlich das klassische regressionsanalytische Modell
angenommen wird (Keeser, 1981, p. 281). Wie sehr das Signifikanzniveau

Tabelle 1: Verzerrung der Irrtumswahrscheinlichkeit bei autokorrelierten Da-
ten; relative Häufigkeiten von signifikanten Ergebnissen auf dem
5 %-Niveau von jeweils 1000 Stichproben von Zufallszahlen beim
t-Test und Mann-Whitney-Test für verschiedene Verteilungsfor-
men und verschiedene Werte der Autokorrelation (nach Box,
1974).

Verteilungsform

Q Test Normal Rechteck x2 (schief)

0.0 t-Test .054 .056 .047
0.0 M-W-Test .045 .043 .043
- . 4 t-Test .003 .005 .00l
- . 4 M-W-Test .001 .005 .002
+ . 4 t-Test .105 .125 .114
+ . 4 M-W-Test .096 .110 .101
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einfacher t-Tests (der t-Test ist der Test (37)) oder von Mann-Whitney-Tests
verfälscht wird, wenn die Fehler autoregressiv korreliert sind (siehe unten),
zeigen die Ergebnisse einer Simulationsstudie von Box (1974), die in Tab. 1
wiedergegeben ist.

Für die Anwendung des zweiphasigen Schätzers ist ein nichttriviales Problem
das Aufstellen eines angemessenen und zugleich sparsamen stochastischen Mo-
dells für die Fehlervariablen, das in der Praxis anhand der vorliegenden Daten
erfolgen muß. Eine Klasse von möglichen Modellen wird unter der Bezeich-
nung ARIMA-Modell (autoregressive-integrated moving average model) zu-
sammengefaßt. Die Eigenschaften des Modells, die Methoden zur Identifika-
tion des speziell für die Daten angemessenen Modells und die Schätzung der
Parameter des Modells stellen z.B. McCleary & Hay (1980) und Keeser (1981)
ausführlich dar. Computerprogramme zur Bearbeitung dieser Aufgabe sind in
den neueren Versionen der Programme BMDP2T (Dixon & Brown, 1981),
SPSS-Prozedur BOX-JENKINS (Beutel & Schubö, 1982) und in der Unter-
programmbibliothek IMSL (IMSL, 1979) enthalten.

Als einfachstes und am besten dokumentiertes (z.B. Johnston, 1963, p. 177;
Schönfeld, 1969, p. 211; Schönfeld, 1971, p. 31; Schneeweiß, 1974, p. 180;
Seifert, 1975, p. 109) Beispiel sollen die Ergebnisse beim autoregressiven Sche-
ma erster Ordnung (AR(l) oder ARIMA (l,0,0)) vorgestellt werden, woran
das Prinzip der Vorgehensweise sichtbar wird. Dies ist der einfachste Ansatz,
der jedoch leider für die meisten Anwendungen z.B. in der Psychotherapiefor-
schung nicht ausreicht.

Als stochastisches Modell für die Fehlervariable wird angenommen:

Es besteht also ein linearer Zusammenhang zwischen den Fehlervariablen zu
unmittelbar aufeinanderfolgenden Zeitpunkten tn-1 und tn, der selbst wieder
von unregelmäßigen Zufallsschocks überlagert wird. Für die Beziehung auf-
einanderfolgender Fehlervariablen wird demnach ein klassisches korrelations-
analytisches Modell angesetzt. Unter den Bedingungen Zl bis Z5 folgt yn

einem stationären Prozeß. Es gilt
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Zeitpunkte einen immer schwächer werdenden Einfluß haben. Die Kovarianz-
matrix der Fehlervariablen hat die Form

(92)

Die für die Schätzung der Regressionskoeffizienten benötigte Inverse ist

(93)

Kennt man die Autokorrelation Q, dann lassen sich damit in der zweiten Phase
innerhalb des allgemeinen regressionsanalytischen Modells alle Schätzungen,
Prognosen und Tests exakt durchführen, vorausgesetzt die Normalvertei-
lungsannahme A5 ist erfüllt.

Im Falle des autoregressiven Schemas erster Ordnung (Wonnacott & Wonna-
cott, 1970, p. 328) wie im allgemeinen ARIMA-Modell (Keeser, 1981, p. 207)
läßt sich die sog. Aitken-Reduktion auf das klassische regressionsanalytische
Modell auf besonders einfache Weise durch Differenzbildung durchführen.
Man zerlegt V-1 in zwei Faktoren
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ein klassisches regressionsanalytisches Modell mit unkorrelierten Fehlervaria-
blen (Du)n. Daß es sich bei D um eine Matrix handelt, die Differenzen aufein-
anderfolgender Messungen bildet, sei an

(96)

demonstriert; wie man sieht, muß die erste Messung y1 etwas abweichend
behandelt werden. Es genügt für die Transformation in das klassische Modell
übrigens nicht, nur die Kriteriumswerte zu transformieren, auch die Prädik-
torwerte müssen, wie aus (95) ersichtlich, mittransformiert werden.

Bisher wurde davon ausgegangen, daß die Autokorrelation Q bekannt ist. Im
allgemeinen muß man sie jedoch schätzen (Phase 1). Dazu bildet man die
OLS-Schätzungen (klassisches Regressionsmodell) für die Residuen

(97)

und schätzt Q durch

(98)

Dieser Schätzer ist nicht erwartungstreu. Die Schätzung setzt man anstelle des
Parameters Q in den Gleichungen (92) bis (96) für die zweite Schätzphase ein,
die sonst wie in dem Fall erfolgt, in dem Q a priori bekannt ist.

Bestehen Zweifel, ob überhaupt Autokorrelation der Residuen vorliegt, kann
die Entscheidung darüber auch durch statistische Tests herbeigeführt werden.
Pauschal kann etwa mit einem Runs-Test auf die geschätzten Residuen (97)
entschieden werden, ob die Vorzeichen der Residuen tatsächlich regellos ver-
teilt sind. Für die spezifische Prüfung der Nullhypothese, daß die Autokorre-
lation Q = 0 ist, müssen zwei Varianten unterschieden werden, die beide die
Normalverteilungsannahme A5 erfordern.

Für die erste Variante müssen die beiden Residuen selbst bekannt sein, d.h. die
Regressionskoeffizienten ß müssen bekannt sein. Dann ist die Verteilung des
von Neumann-Verhältnisses
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unter der Nullhypothese bekannt (Tabellen in Hart & von Neumann, 1942).
Q ist symmetrisch um 2N/(N - 1) mit Varianz var Q = 4/N verteilt.

Für den realistischeren Fall, daß nur die Schätzungen der Residuen nach (97)
vorliegen, gibt es die zweite Variante, den Durbin-Watson-Test (Durbin &
Watson, 1950, 1951, 1971), der auf der Prüfgröße

beruht. Es handelt sich dabei um einen ,,bounds-Test“, bei dem untere und
obere Schranken für die Durbin-Watson-Statistik tabellarisch erfaßt sind (z.B.
Koerts & Abrahamse, 1969). Die Tabellen sind in der Regel für die einseitige
Alternativhypothese g > 0 ausgelegt. Unterschreitet d die untere Schranke
d L,ll> wird die Nullhypothese zugunsten der Alternativhypothese abgelehnt.
Wird die obere Schranke du,, überschritten, entscheidet man sich für die Null-
hypothese. Liegt d zwischen dL,, und du.,> enthält man sich des Urteils (s.
A b b . 3 ) .  

Abb. 3: Durbin-Watson-Test auf positive Autokorrelation.

Die beiden besprochenen Tests sind für die Diagnostik des autoregressiven
Prozesses erster Ordnung konstruiert, der in Anwendungsfällen der Psycholo-
gie eher selten vorzufinden ist. Für allgemeinere serielle Abhängigkeiten haben
Box & Pierce (1970) einen Modellanpassungstest entwickelt, den sie Porte-
manteau-Test nennen. Zur Entscheidung, ob die Residuen einem periodischen
Muster folgen, empfehlen Jenkins & Watts (1968) den Periodogramm-Test.
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Wenn auch die Prädiktoren selbst Zufallsvariablen mit seriellen Abhängigkei-
ten sind, müssen Transfermodelle (distributes lags, dynamische Regression)
herangezogen werden (s. Box & Jenkins, 1970; McCleary & Hay, 1980).

1.10 Suppression und Kollinearität

Die Interpretation von Regressionsanalysen ist deswegen häufig nicht einfach,
weil die Regressionskoeffizienten stark von den Interkorrelationen der Prädik-
toren abhängen. Die Schwierigkeiten bei der Interpretation einer Regressions-
analyse werden an einem Beispiel aufgezeigt, dessen Bestimmungsgrößen wir
später variieren. Dabei werden die Begriffe Wichtigkeit einzelner Prädiktoren,
Suppression und Kollinearität eingeführt und diskutiert.

Cohen & Cohen (1975, p. 73) stützen sich bei der Diskussion der Zerlegung
der Varianz des Kriteriums, die durch eine Regressionsanalyse gegeben ist, auf
ein Beispiel, das wir zur Illustration übernehmen wollen. Es wird eine Stich-
probe von Mitgliedern des Lehrkörpers von Universitäten untersucht. Als
Kriteriumsvariable y dient der akademische Rang einer Person, der, übertra-
gen auf deutsche Verhältnisse, dadurch skaliert wird, daß von der Besoldungs-
gruppe Hl bis H4 der Buchstabe entfernt wird; Mitgliedern des akademischen
Mittelbaus könnte wahlweise der Wert 1 oder 0 zugewiesen werden. Der
Zusammenhang zwischen diesem Kriterium und den beiden Prädiktoren x1 =
Anzahl der Publikationen und x2 = akademisches Alter = Anzahl der Jahre
seit der Promotion soll untersucht werden. Wenn die Personen der Stichprobe
zufällig aus der Grundgesamtheit entnommen werden, liegt ein klassisches
korrelationsanalytisches Modell vor; wegen der Zufallsreihenfolge in der
Stichprobe sind serielle Korrelationen ausgeschlossen. Falls für die Argumen-
tation erforderlich, wollen wir für die Residuen Normalverteilung annehmen,

Tabelle 2: Die Ergebnisse zum Beispiel von Cohen & Cohen (1975, p. 74). Der
Stichprobenumfang ist N = 15.

Variable
Akad. Rang Konstante Anz. Publik. Akad. Alter
Y
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obwohl sie wegen der Diskretheit des Kriteriums und der Beschränkung des
Wertebereichs sicher höchstens in schlechter Näherung gegeben sein kann.
Die meisten Interpretationen benötigen jedoch die Normalverteilungsannah-
me nicht. Außerdem sollen zwischen allen drei Variablen nur lineare Zusam-
menhänge bestehen. Die wichtigsten Ergebnisse der empirischen Regression
mit den Schätzungen der Regressionskoeffizienten im klassischen Modell sind
in Tab. 2 enthalten.

In dieser Tabelle sind neben den Regressionskoeffizienten aus

(101)

auch die Regressionskoeffizienten für die standardisierten Werte

(102)

enthalten. Die Regressionskoeffizienten b*k für standardisierte Werte (in der
Literatur werden sie häufig auch Beta-Gewichte genannt) sind deshalb ange-
nehmer für die Interpretation, weil sie nicht von der Skalierung, d.h. von den
Maßeinheiten der Variablen abhängen. Sie sind die Bestimmungsgrößen zur
OLS-Schätzung der standardisierten Kriteriumswerte

(103)

wobei die Variable x0 nicht mehr berücksichtigt werden muß.

In Abb. 4 werden die Anteile gemeinsamer Varianz durch das Überlappen von
Kreisscheiben dargestellt und mit den entsprechenden einfachen semipartiellen
(Cohen & Cohen, 1975, p. 81; Gaensslen & Schubö, 1976, p. 88) oder multip-
len Korrelationen etikettiert. Die quadrierten Korrelationskoeffizienten sind
zugleich die erklärten Varianzen, wenn es sich um standardisierte Variable
handelt.

Richtig wiedergegeben wird in Abb. 4, daß für Fläche a verschiedene äquiva-
lente Berechnungsmöglichkeiten bestehen

(104)

Doch ist die Abbildung insofern gefährlich, als sie nicht berücksichtigt, daß
dieser Betrag bei anderen Daten durchaus negativ sein könnte (s. Tab. 3).
Auch können in einer derart vereinfachten Abbildung häufig die Beziehungen
der Prädiktoren untereinander nicht angemessen dargestellt werden.
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Anzahl Publikationen x1

Abb. 4: Die Varianzzerlegung bei der Regression mit zwei Prädiktoren im Beispiel von
Cohen & Cohen (1975, p. 74).

Wie läßt sich dieses Ergebnis nun deskriptiv interpretieren? Einerseits besteht
ein Zusammenhang zwischen der Anzahl der Publikationen und dem akademi-
schen Rang, der wechselseitig 21% der Varianz erklärt; über eine kausale
gerichtete Abhängigkeit läßt sich bei Querschnittsuntersuchungen nie etwas
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aus den Daten, sondern allenfalls aufgrund einer Theorie über den Gegen-
standsbereich aussagen. Andererseits besteht ein noch stärkerer Zusammen-
hang (erklärter Varianzanteil 37%) zwischen dem akademischen Alter und
dem akademischen Rang. Die Betrachtung des gemeinsamen Zusammenhangs
der Variablen Anzahl der Publikationen und akademisches Alter mit dem
akademischen Rang wirft gegenüber der isolierten Betrachtung der Prädikto-
ren ein neues Licht vor allem auf die Rolle der Anzahl der Publikationen. Der
durch sie zusätzlich erklärte Anteil der Kriteriumsvarianz beträgt nämlich nur
r2

y(1-2) = .0038 und ist demnach verschwindend gering. In der Begriffsbildung
von Bortz (1977, p. 596) ist die Anzahl der Publikationen demnach eine redun-
dante Prädiktorvariable. Das bedeutet, daß für die Schätzung des akademi-
schen Rangs die Hinzunahme der Anzahl der Publikationen zum akademi-
schen Rang keine Verbesserung erbringt. Dies zeigt sich übrigens nicht so
deutlich an den Regressionskoeffizienten b*k, wo zx1 mit 0.084 gewichtet ist.
Durch den Zusammenhang zwischen x1 und x2 entsteht eine schwache Kolli-
nearität, die dazu führt, daß aus beiden Prädiktoren gleichermaßen schätzbare
Anteile des Kriteriums auf die Prädiktoren aufgeteilt geschätzt werden.

Um zu demonstrieren, wie sehr die Ergebnisse von der Korrelation der Prä-
diktoren unter sonst gleichen Umständen abhängen, werden einige für die
Interpretation einer Regressionsanalyse wichtige Größen in Abhängigkeit von
der Prädiktorenkorrelation dargestellt. Die Regressionskoeffizienten für stan-
dardisierte Variablen können im hier behandelten Fall zweier Prädiktoren nach

(105)

die quadrierten semipartiellen Korrelationen, die den zusätzlichen Varianzbei-
trag der Variablen angeben, nach

(106)

und der insgesamt erklärte Varianzanteil nach

(107)

berechnet werden. Aus der Bedingung, daß R2
y(12) den Wert 1 nicht übersteigen

darf, ergibt sich der zulässige Wertebereich für r12

(108)

Für die Grenzen dieses Intervalls wird der insgesamt erklärte Varianzanteil
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stets 1. Der minimal erklärte Varianzanteil wird, wenn o.B.d.A. 1 ryl 1 5 1 ry2 1,

(109)

angenommen und sein Betrag ist dann

Die konkreten Ergebnisse für die im Beispiel vorliegende Prädiktorkorrelation
und einige weitere Korrelationswerte sind in Tab. 3 wiedergegeben. Es über-
rascht, wie stark die Ergebnisse voneinander abweichen, obwohl die Stärke des
Zusammenhangs jedes einzelnen Prädiktors zum Kriterium stets dieselbe ist.

Leider sind die Ergebnisse nur für zwei Fälle leicht zu interpretieren: Zum
ersten im Fall der minimal erklärten Varianz, r12 = 0.463/0.612 = .757, bei
dem die Schätzung des Kriteriums ausschließlich durch den damit am stärksten
korrelierenden Prädiktor erfolgt, und zum zweiten im Fall r12=0, wo die
Prädiktoren unkorreliert sind. In allen anderen Fällen ist es prinzipiell unmög-
lich, befriedigende Maßzahlen für den alleinigen Beitrag einer Prädiktorvaria-
blen innerhalb der gemeinsamen Schätzung herauszunehmen, so sehr der
Praktiker sich Hinweise auf die Wichtigkeit oder Bedeutung einzelner Prädik-
toren wünscht. Dennoch werden als Indizes der Wichtigkeit einzelner Prädik-
toren die einfachen Korrelationen mit dem Kriterium, die Regressionskoeffi-
zienten für standardisierte Variablen, die quadrierten semipartiellen Korrela-
tionen oder die Produkte von einfacher Korrelation und Regressionskoeffi-
zient für standardisierte Variablen herangezogen. Alle diese Größen haben
ihre sinnvolle Bedeutung, doch sind sie alle nur in den beiden genannten Fällen
der leichten Interpretierbarkeit als Indizes für den eigenständigen Beitrag eines
Prädiktors uneingeschränkt verwendbar. Die spezifischen Vor- und Nachteile
dieser Größen werden am ausführlichsten von Darlington (1968) diskutiert.

Recht kontrovers wird in der Literatur auch die Frage diskutiert, was unter
Suppressorvariablen verstanden werden soll, und wie sie noch näher charakte-
risiert und gegliedert werden können. Gemeinsam ist die Forderung, daß eine
Suppressorvariable eine Variable sein soll, die im Kontext der übrigen Prädik-
toren die erklärte Varianz in einer Weise erhöht, die man zunächst (aufgrund
der einfachen Korrelationen) nicht vermutet hätte. Bortz (1977, p. 597) defi-
niert als Suppressorvariablen solche, die den Vorhersagebeitrag einer (oder
mehrerer) anderen Variablen erhöht, indem sie irrelevante Varianzen in der
(den) anderen Prädiktorvariablen unterdrückt. Bortz operationalisiert dies in
Anlehnung an Conger & Jackson (1972) und Conger (1974) für den Fall zweier
Prädiktoren dadurch, daß er b*1ry1 > r2

y1, fordert, wenn x2 eine Suppressorvaria-
ble sein soll. Darlington (1968) polt alle Prädiktoren so um, daß ihre einfache
Korrelation mit dem Kriterium nicht negativ ist, und nennt die Prädiktoren
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Suppressorvariablen, deren Regressionskoeffizient bk negativ ist. Für den Fall
zweier Prädiktoren folgt daraus die Bedingung ry2rl(l-y) < rylr2(1-y), wenn x2

eine Suppressorvariable sein soll. Gaensslen & Schubö (1976, p. 117, 123)
sprechen dann von einer Suppressorvariablen, wenn sie für sich mit dem Krite-
rium praktisch nicht korreliert, aber im Zusammenhang mit den übrigen Prä-
diktoren den insgesamt erklärten Varianzanteil erhöht. Im Beispiel nennen sie
x2 eine Suppressorvariable, wenn r2

y(2-1) groß gegenüber r2
y2 bzw. wenn Iry2r121

groß gegenüber Ir,,1 ist. Cohen & Cohen (1975, p. 91) nennen x2 dann eine
Suppressorvariable, wenn b*2 außerhalb des Intervalls zwischen 0 und ry2 liegt.
Velicer (1978), der Conger kritisiert, spricht ähnlich wie Gaensslen & Schubö
(1976) dann von Suppression, wenn r2

y(2-1) größer als r2
y2, ist. Holling (1980)

schließlich verwendet als Kriterium ry(2-l) > ry2 bzw. gleichwertig rjc2-r)  > ri2,
wenn x2 so gepolt ist, daß ry2 positiv ist.

Unter Kollinearität oder Multikollinearität versteht man, daß die Matrix X’X
singulär oder fast singulär ist. Den Fall der exakten Kollinearität hatten wir
durch Annahme A5 in Kap. 1.2 ausgeschlossen; er soll für das weitere ausge-
schlossen bleiben. Eine Verbesserung der Schätzungen für die Regressionsko-
effizienten war unter dem Titel Ridge-Regression in Kap. 1.6 vorgeschlagen
worden. Hier sollen noch praktische Auswirkungen der Kollinearität ange-
deutet werden.

Stellt man einen gemeinsamen Konfidenzbereich aus den Daten des Beispiels
für die beiden Regressionskoeffizienten für standardisierte Daten

(110)

auf, so erhält man aus Gl. (22) unter Annahme des klassischen Modells die
Ungleichung

(111)

welche das Innere einer Ellipse mit Mittelpunkt (b*1, b*2) beschreibt. In Abb. 5
sind die Konfidenzbereiche zu ry1 = .463, ry2 = .612 und verschiedene, aus
Tab. 3 ausgewählte Werte für r12 abgebildet. Wir wollen hier davon absehen,
daß die Mittelpunkte der Ellipsen in Abhängigkeit von r12 variieren. Was jetzt
vor allem interessieren soll, ist, daß die Ellipsen um so eher gestreckt sind, je
größer der Betrag von r 12 ist. Für r12=0 erhält man den Grenzfall eines Kreises
als Konfidenzbereich, was davon herrührt, daß die Schätzungen b*1 und b*2

unkorreliert sind. Wenn r12 hoch ist, ist auch die negative Kovarianz der
Schätzungen hoch; dies bedeutet, daß bei zufälliger Überschätzung des einen
Regressionskoeffizienten der andere Regressionskoeffizient eher unterschätzt
wird. Jeder Regressionskoeffizient kann dann für sich nicht zuverlässig ge-
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Abb. 5: Konfidenzbereiche der Regressionskoeffizienten für ryl = .463, ry2 = .612 und
verschiedene Werte der Prädiktoreninterkorrelation r12.

schätzt werden. Die Zuverlässigkeit einer Prognose durch die Regressionsglei-
chung als Ganzes ist durch die Kollinearität der Prädiktoren jedoch nicht
beeinträchtigt. über Möglichkeiten zur Orthogonalisierung von Prädiktoren
berichtet Silvey (1969); Pro bleme der kollinearen Testauswertung diskutieren
Schubö & Hentschel (1978) und Schubö (1980); über Schwierigkeiten bei Si-
gnifikanztests informiert Gordon (1968).
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1.11 Schrittweise Regression

In vielen Bereichen der empirischen Forschung weiß man zwar, daß Zusam-
menhänge zwischen einem Kriterium und einer größeren Menge von Prädik-
torvariablen bestehen, doch fallt eine Entscheidung darüber schwer, welche
Untermenge der Prädiktorvariablen den Zusammenhang vermittelt. Eine Re-
duktion der Anzahl der Prädiktorvariablen ist aus Gründen der sparsameren
Beschreibung wünschenswert. Wenn für das Forschungsgebiet keine Erfah-
rungen oder theoretische Hinweise vorliegen, wenn also keine a priori Reduk-
tion der Prädiktoren möglich ist, ist man darauf angewiesen, die Variablenre-
duktion aufgrund der Zusammenhänge durchzuführen, die sich im vorliegen-
den Datensatz zeigen. Die in Kap. 1.10 angeführten Maße für die Wichtigkeit
der Prädiktoren werden auch zu dem Zweck berechnet, Richtlinien für die
Variablenreduktion zu erhalten. In diesem Kapitel sollen einige Methoden zur
Auswahl der Prädiktoren diskutiert werden, die z.B. in Draper & Smith
(1966, p. 163), Cohen & Cohen (1975, p. 102) und Graybill (1976, p. 439)
vorgeschlagen werden.

Da die Potenzmenge der Menge der Prädiktoren endlich ist, steht im Prinzip
dem nichts im Wege, der Reihe nach jede der 2K-l möglichen nichtleeren
Untermengen der Prädiktoren für Regressionsanalysen mit dem Kriterium zu
verwenden. Diese Vorgehensweise wird als Untermengen-Methode (subset
regression, all regressions method) bezeichnet und ist rechnerisch sehr auf-
wendig. Die ,,beste“ Einzelregression ist diejenige, die einerseits einen großen
Varianzanteil erklärt, andererseits jedoch nur wenige Prädiktoren verwendet.
Die Einzelregression mit dem besten Kompromiß zwischen diesen beiden
gegensätzlichen Forderungen kann z.B. in einer ähnlichen Weise wie beim
Scree-Test der Faktorenanalyse (z.B. Gaensslen & Schubö, 1976, p. 226) da-
durch bestimmt werden, daß in einem Kreuzdiagramm das maximale Be-
stimmtheitsmaß für eine feste Zahl k von Prädiktoren gegen die Zahl k aufge-
tragen wird. Andere Kriterien und schnelle Algorithmen findet man bei Garsi-
de (1965), Hocking & Leslie (1967), LaMotte & Hocking (1970), Furnival
(1971), Hocking (1972), Morgan & Tatar (1972) oder auch in IMSL (1979).

In sozialwissenschaftlichen Anwendungen ist allerdings für die Einschätzung
der gefundenen besten Regression größte Vorsicht erforderlich. Eine Kreuzva-
lidierungsstudie zur Überprüfung der Regression (s. Kap. 1.5: Prognosetest)
mit einer unabhängigen Stichprobe ist obligat. Es genügt keinesfalls, für die
gefundene Regression einen Signifikanztest durchzuführen, weil die tatsächli-
che Irrtumswahrscheinlichkeit erheblich das gewählte Signifikanzniveau über-
steigt. Aus Schubö (1982) wurde Tab. 4 entnommen, die für das Signifikanzni-
veau 5% die effektive Irrtumswahrscheinlichkeit angibt. Beispielsweise ist die
Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Zusammenhang zwischen den drei besten
Prädiktoren aus insgesamt 13 Prädiktoren auf dem 5%-Niveau signifikant
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wird, gleich 58%, wenn in Wirklichkeit keinerlei Zusammenhang zwischen
dem Kriterium und den Prädiktoren und zwischen den Prädiktoren unterein-
ander besteht.

Tabelle 4: Gesamt-Irrtumswahrscheinlichkeit bei der empirischen Auswahl
der Prädiktoren mit dem stärksten Zusammenhang zum Kriterium
(Irrtumswahrscheinlichkeit a = .05 für den Einzeltest).

Gesamtzahl
der Prädik- Anzahl verwendeter Prädiktoren
toren K 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 beliebig

2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
2 0
2 5
2 9

.10 .05 - - - - - - - - .12

.14 .10 .05 - - - - - - - .17

.19 .14 .09 .05 - - - - - - .22

.23 .19 .14 .08 .05 - - - - - .27

.26 .26 .19 .14 .09 .05 - - - - .32

.30 .31 .24 .17 .13 .08 .05 - - - .38

.34 .36 .32 .25 .18 .13 .08 .05 - - .43

.37 .39 .36 .30 .24 .17 .12 .08 .05 - .46

.40 .43 .41 .37 .31 .23 .18 .12 .08 .05 .51

.43 .50 .46 .42 .36 .29 .22 .16 .12 .09 .56

.46 .53 .52 .49 .44 .37 .30 .23 .17 .12 .61

.49 .56 .58 .55 .51 .45 .38 .30 .23 .17 .66

.51 .60 .62 .61 .56 .51 .43 .36 .29 .22 .72

.54 .64 .67 .65 .61 .56 .49 .43 .36 .29 .75

.56 .68 .71 .70 .67 .63 .58 .52 .43 .35 .77

.58 .69 .72 .73 .71 .67 .62 .57 .49 .43 .80

.60 .73 .77 .76 .75 .71 .67 .61 .56 .50 .83

.62 .76 .80 .80 .79 .75 .72 .67 .62 .55 .85

.64 .78 .82 .83 .82 .81 .78 .75 .70 .64 .88

.72 .84 .90 .91 .91 .89 .87 .85 .83 .80 .96

.77 .91 .93 .96 .97 .96 .95 .94 .93 .92 .98

Dieselbe Problematik besteht bei drei weiteren Methoden zur empirischen
Auswahl von Prädiktoren, der Vorwärts-Methode, der Rückwärts-Methode
und der Austausch-Methode. Alle diese Methoden sollen mit geringerem Auf-
wand eine beinahe so gute Untermenge der Prädiktoren finden, wie sie die
Untermengen-Methode liefert. Bei allen Methoden werden schrittweise Prä-
diktoren in die Regressionsgleichung aufgenommen bzw. wieder ausgeschie-
den. Keine der drei Methoden führt mit Sicherheit zur definiert besten Unter-
menge der Prädiktoren im zuvor genannten Sinn.
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Bei der Vorwärts-Methode wird zunächst die einzelne, mit dem Kriterium am
stärksten korrelierende Variable aufgenommen, dann als zweiter Prädiktor die
Variable, die den größten Zugewinn des Zusammenhangs bewirkt, usw. Bei
der Rückwärts-Methode werden aus dem Regressionsansatz mit allen Prädik-
toren jeweils die Variablen ausgeschieden, deren Entfernen die kleinste Ver-
minderung des Zusammenhangs zur Folge hat. Bei der Austausch-Methode
wird im Prinzip wie bei der Vorwärts-Methode vorgegangen, doch wird nach
der Aufnahme neuer Prädiktoren in den Regressionsansatz jeweils geprüft, ob
andere Prädiktoren aus ihm entfernt werden können, ohne daß der Gesamtzu-
sammenhang erheblich zurückgeht. Gleichzeitig kann bei allen Methoden die
Aufnahme näherungsweise kollinearer Prädiktoren ausgeschlossen werden.
Für den endgültigen Aufbau der Regressionsgleichung ist es im Fall der Kolli-
nearität zweier oder mehrerer Prädiktoren meist dem Zufall vorbehalten, wel-
che Prädiktoren herangezogen werden. Beinahe alle Computerprogramme er-
möglichen die Prädiktorenauswahl nach wenigstens einer dieser drei Metho-
den, wobei leider für die endgültige Prädiktorenauswahl der Signifikanztest
mit falscher Irrtumswahrscheinlichkeit berechnet wird. Der Anwender dieser
Programme wird zwar subjektiv glücklicher, weil er einen signifikanten Zu-
sammenhang berichten kann, doch besteht sein unbemerktes Unglück darin,
daß er mit aller Wahrscheinlichkeit eine nicht gerechtfertigte Entscheidung
trifft.

Eine erheblich geringere Verfälschung der Irrtumswahrscheinlichkeit ist durch
eine Vorgehensweise für Prädiktorengruppen gegeben, wie sie von Cohen &
Cohen (1975, p. 123) ausführlich beschrieben wird. Dabei werden die Prädik-
toren a priori in disjunkte Variablengruppen A, B, usw. eingeteilt. Die Eintei-
lung erfolgt entweder nach strukturellen oder nach funktionalen Gesichts-
punkten. Ein struktureller Gesichtspunkt ist etwa, wenn die KA = g-l Ko-
diervariablen (z.B. Dummyvariablen) zu einer qualitativen Variablen mit g
Ausprägungen in eine Gruppe A zusammengefaßt wird, oder wenn nichtlinea-
re Effekte einer quantitativen, standardnormalverteilten Variablen z durch eine
Gruppe B von KB = 3 orthogonalen Hermiteschen Polynomen z, z2-1, z3-3z
berücksichtigt werden. Nach funktionalen Gesichtspunkten könnte man Prä-
diktoren des Studienerfolgs etwa in die Gruppen Reifezeugnisnoten (A), Lei-
stungstest-variablen (B), motivationale Variablen (C) und Lebenslauf-Daten
(D) einteilen.

Um die Vorgehensweise übersichtlich darstellen zu können, müssen wir zu-
nächst eine kompakte Schreibeweise für die Behandlung von Variablengrup-
pen einführen. Wenn die Gruppe A von Prädiktorvariablen

ist, schreibt man für die multiple Korrelation kurz
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und, wenn C die Vereinigung von A und B ist,

Die quadrierte semipartielle multiple Korrelation

(112)

ist dann der Varianzanteil des Kriteriums y, der durch die Hinzunahme von A
zusätzlich zu B erklärt wird. Für den Fall dreier Gruppen von Prädiktoren
kann in dieser Begriffsbildung eine hierarchische Zerlegung

(113)

der erklärten Varianz vorgenommen werden. Ob die zu den Variablen der
Gruppe A gehörenden Regressionskoeffizienten alle Null sind

kann durch die Entscheidungsregel zum Verwerfen dieser Nullhypothese

entschieden werden, wenn die Annahmen des klassischen Modells für den
Ansatz mit den zwei Sätzen A und B von Prädiktoren erfüllt sind. Für den
Fall, daß A nur eine Variable enthält, entspricht dies genau der Entscheidungs-
regel (37).

Welche Strategien sich für die Signifikanztests bei Variablengruppen anbieten,
soll nun am bereits erwähnten Beispiel der Kriteriumsvariablen Studienerfolg
demonstriert werden. Einerseits kann im Rahmen des vollen Satzes von Prä-
diktoren ABCD jeweils geprüft werden, ob die einzelnen Gruppen zusätzlich
zu den drei übrigen Gruppen signifikante Varianzanteile erklären. Beispiels-
weise wäre der Test dafür, ob die motivationalen Variablen C zusätzlich zu
den Reifezeugnis-Noten A, den Leistungstest-Variablen B und den Lebens-
lauf-Daten D Varianzanteile erklären, durch

(115)

gegeben, wobei die Gesamtzahl der Prädiktoren

ist. Diese erste Strategie entspricht der ersten Stufe der Rückwärtsmethode.
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Entsprechend der Vorwärtsmethode wird die zweite Strategie gewählt, mit
dem Unterschied, daß nach inhaltlichen Gesichtspunkten a priori eine Hier-
archie für die Aufnahme in die Regression festgelegt wird. Beispielsweise
könnte es vernünftig erscheinen zu untersuchen, ob erstens die Reifezeugnis-
noten A für sich mit dem Studienerfolg zusammenhängen, ob zweitens die
Leistungstest-Variablen B eine Verbesserung der Stärke des Zusammenhangs
mit sich bringen, ob drittens die motivationalen Variablen C zusätzlich zu A
und B beitragen, und ob schließlich die Aufnahme von Lebenslauf-Daten D
sinnvoll oder erforderlich ist. Wieder sei die Entscheidungsregel für die Auf-
nahme der motivationalen Variablen C als Beispiel angeführt:

(116)

Bei beiden Vorgehensweisen werden zunächst nur vier Signifikanztests durch-
geführt, wodurch sich die Gesamt-Irrtumswahrscheinlichkeit nicht in dem
Maße wie bei der Untermengen-, Vorwärts-, Rückwärts- oder Austausch-
Methode erhöht. Wenn man es wünscht, können weitere Signifikanztests in
Form von geschützten Tests innerhalb der ,,signifikanten“ Variablengruppen
für die einzelnen Variablen angeschlossen werden. Man kann dabei hoffen,
daß die endgültige Variablenauswahl nicht in dem Maße zufallsabhängig ist,
wie dies bei den zuerst genannten Auswahlstrategien der Fall ist. Doch stehen
zuverlässige Untersuchungen dazu noch aus.

1.12 Teststärke

Bisher haben wir im Zusammenhang mit der Prüfung statistischer Hypothesen
immer nur von der Wahrscheinlichkeit, einen Fehler 1. Art zu begehen, ge-
sprochen. Beim Prüfen statistischer Hypothesen können jedoch grundsätzlich
zwei Fehlentscheidungen getroffen werden. Einmal kann eine tatsächlich rich-
tige Hypothese aufgrund eines Tests verworfen werden, andererseits kann eine
tatsächlich falsche Hypothese nicht verworfen werden. Solange man jedoch
nur eine einzige Hypothese betrachtet, lassen sich nur Aussagen über die
Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art, das vorzugebende Signifikanzniveau a,
machen. Dies ist auch in dem von Fisher ursprünglich konzipierten Signifi-
kanztest die einzige bestimmende Größe (vgl. Haagen & Seifert, 1979, Kap. 9,
insbesondere p. 198-199). Solange man jedoch nur eine einzige Hypothese
prüft, lassen sich keine Aussagen über die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers
2. Art machen, und damit auch keine Aussagen über die ,,Güte“ eines Tests,
wenn man die Güte eines Tests durch die Wahrscheinlichkeit, richtig zu ent-
scheiden, mißt. Zur Beurteilung der Güte eines Tests ist es also notwendig,
neben der Nullhypothese auch die Alternativhypothese zu spezifizieren, wie
dies auch im Rahmen der Neyman-Pearson-Testtheorie geschieht. Die Güte-
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funktion (Teststärke, Trennschärfe) eines Tests gibt für den Bereich der Alter-
nativhypothese die Wahrscheinlichkeit dafür an, die Nullhypothese zu ver-
werfen, d.h. bei Gültigkeit der Alternativhypothese eine richtige Entschei-
dung zu treffen (vgl. Haagen & Seifert, 1979, p. 209). Bezeichnen wir mit ß1)
die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler 2. Art zu begehen, so ergibt sich für die
Teststärke 1 - ß. Beim Prüfen statistischer Hypothesen ist man nun speziell an
solchen Tests interessiert, die bei gegebenem Signifikanzniveau eine möglichst
große Teststärke aufweisen (vgl. dazu auch die Ausführungen in Kap. 1.5).

Um die Teststärke bei der Prüfung der multiplen Korrelation zu berechnen,
müssen wir also neben dem Stichprobenumfang N und der Zahl der Prädikto-
ren K noch die Größe der multiplen Korrelation R in der Grundgesamtheit
festlegen. Durch diese Größen ist über die Verteilungsannahme A5 die Vertei-
lung der Prüfgröße F, die nichtzentrale F-Verteilung (siehe z.B. Tang, 1938;
Laubscher, 1960) vollständig bestimmt. Man nennt R oder meist die daraus
abgeleitete Größe

auch die Effektgröße. Im allgemeinen wird man die Effektgröße allerdings
nicht kennen. Doch hat man häufig aufgrund von Ergebnissen ähnlicher Stu-
dien Vorstellungen darüber, in welchem Intervall die Effektgröße liegen wird.
Sicherlich wird es jedenfalls möglich sein, eine Mindest-Effektgröße anzuge-
ben, bei der man noch von einem bedeutsamen Effekt oder Zusammenhang
sprechen könnte. In der Persönlichkeitsforschung etwa könnte man als absolu-
tes Minimum von bedeutsamen Zusammenhängen eine Korrelation R = .2
(4% erklärte Varianz), also eine Effektstärke f2 = .042 annehmen.

Allgemein läßt sich sagen, daß die Teststärke bei der Prüfung der multiplen
Korrelation um so größer wird,

a) je größer das Signifikanzniveau a ist,
b) je größer der Stichprobenumfang N ist,
c) je größer die Effektstärke ist und
d) je kleiner die Anzahl der Prädiktoren ist.

1) Da die Wahrscheinlichkeit für einen Fehler 2. Art unter sonst gleichen Umständen
von den Parametern des Parameterraumes der Alternativhypothese (es werden hier nur
parametrisierbare Wahrscheinlichkeitsverteilungen (vgl. Haagen & Seifert, 1979,
p. 206) betrachtet), müßten wir genauer ß als abhängig von diesen Parametern symboli-
sieren. Aus schreibtechnischen Gründen verzichten wir jedoch darauf.
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Diese Einflußgrößen hängen in der Regel von äußeren Bedingungen ab; am
ehesten scheinen noch der Stichprobenumfang und die Zahl der Prädiktoren
relativ frei wählbar zu sein.

Ohne ausreichende Teststärke besteht kaum Aussicht, eine Entscheidung für
oder gegen die Nullhypothese zu fallen. Bei der Planung einer Untersuchung
sollte daher eine Abschätzung der Teststärke Pflicht sein. Als eine Art Stan-
dard kann eine Teststärke von .80 angesehen werden.

Eine ausführliche Diskussion der Teststärken aller im Zusammenhang mit der
multiplen Regression üblichen Tests findet sich in Cohen & Cohen (1975). Mit
noch besserer Genauigkeit werden Teststärken in Laubscher (1969), Lehmer
(1944) und Tang (1938) angegeben.

1.12.1 Teststärke für die Prüfung der multiplen Regression

Anstatt für vorgegebenes Signifikanzniveau a, Stichprobenumfang N, Effekt-
stärke f2 und Anzahl der Prädiktoren K die Teststärke 1 - ß zu bestimmen, soll
hier von einer vorgegebenen Teststärke und dem vorgegebenen Signifikanz-
niveau a ausgegangen werden; sind zwei der übrigen drei Größen gegeben,
kann dann die dritte so bestimmt werden, daß der Test gerade mit der vorgege-
benen Teststärke durchgeführt werden kann.

1.12.2 Bestimmen des erforderlichen Stichprobenumfangs N

Der Stichprobenumfang kann mit der Näherungsformel

(117)

berechnet werden, wobei

(118)

in den in Tab. 5 aufgeführten Koeffizienten die Abhängigkeit vom Signifikanz-
niveau a und der Teststärke 1 - ß enthält und die Effektstärke

(119)

von der vermuteten Populationskorrelation abhängt. Zusammengefaßt ergibt
sich

(120)
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Tabelle 5: Koeffizienten zur näherungsweisen Berechnung der L-Werte

Teststärke
1-ß

Signifikanzniveau Signifikanzniveau
a = .05 a = .01

c d e c d e

.10 - . 1 6 .26 - . 0 9 .16 2.12 - . 2 9

.30 .65 2 . 4 7 .42 1.95 6.38 1.02

.50 1.95 5.39 1.66 3.92 10.72 3.19

.60 2 . 8 7 7.17 3.08 5.09 13.23 4 . 6 6

.70 3.95 9.40 4 . 6 7 6.48 16.24 6.52

.75 4.61 10.78 5.60 7.31 18.05 7.60

.80 5.41 12.43 6.82 8.30 20.18 9.02

.85 6.52 14.37 9.20 9.52 22.81 10.90

.90 7.79 17.34 10.77 11.17 2 6 . 3 7 13.40

.95 10.05 2 2 . 0 7 14.69 13.85 32.15 17.83

.99 15.04 32.55 24.01 19.58 44.68 2 7 . 5 0

Obwohl die Auswertung dieser Formel im Einzelfall nicht schwierig ist, wur-
den die Ergebnisse für den vielleicht wichtigsten Fall a= .05 und 1 - ß = .80
in Tab. 6 mit etwas besserer Genauigkeit (relativer Fehler kleiner 1%) aufge-
nommen. Im Falle der einfachen Korrelation (K = 1) ergaben sich allerdings
aus den Tabellen G.2 und E.2 bei Cohen & Cohen (1975) und ebenso aus den
Tabellen 3.4.1 und 8.4.4 bei Cohen (1969) Abweichungen, die etwas über den
von den Autoren angegebenen Fehlergrenzen liegen; unsere Tab. 6 enthält die
jeweils größeren Forderungen für den Stichprobenumfang.

Die Näherung (117) stammt von Cohen & Cohen (1975, p. 118). Die Bezie-
hung (118) ist eine Approximation, für die die in Tab. 5 aufgeführten Koeffi-
zienten durch eine Regressionsanalyse mit dem Kriterium K und den Prädik-
toren L und L2 aus den Tabellen von Cohen & Cohen (1975) bestimmt wur-
den. Um den Approximationsfehler für kleine Werte von K niedrig zu halten,
wurde für K = 1 zehnfach und für K = 2 bis 5 jeweils fünffach gewichtet. Der
relative Fehler der Näherung (118) gegenüber den tabellierten Werten von L
beträgt höchstens 1% mit Ausnahme des Falles K = 1, wo relative Fehler bis
zu 2,5% auftreten (in Tab. E2 bei Cohen & Cohen, 1975, ist für l - ß = .50
und K = 24 ein Druckfehler enthalten: statt 13.02 muß L = 13.25 stehen).
Diese nicht sehr erheblichen numerischen Fehler werden dadurch aufgewogen,
daß es durch die Näherung (118) möglich wird, in Gl. (120) eine algebraische
Beziehung zwischen dem Stichprobenumfang N, der Populationskorrelation
R und der Prädiktorenzahl K für eine bestimmte Irrtumswahrscheinlichkeit
und Teststärke aufzustellen. Diese Beziehung kann nach jeder der drei Größen
aufgelöst werden, was im folgenden Verwendung findet.
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Tabelle 6: Mindestens erforderlicher Stichprobenumfang N in Abhängigkeit
von der Anzahl der Prädiktoren und der Größe der multiplen Kor-
relation in der Grundgesamtheit für den Signifikanztest der multip-
len Korrelation aus der Stichprobe mit einem Signifikanzniveau von
a = 0.05 und einer Teststärke 1 - ß = 0.80

Anzahl
der
Prädik-
toren

Multiple Korrelation in der Grundgesamtheit
.01 .05 .10 .20 .30 .40 .50 .60 .70 .80 .90 .95 .99

11 168047 6718 1676 416 182 101 63 42 30 22 16 14 13
12 173376 6931 1730 430 189 105 66 44 32 23 18 15 14
14 183376 7332 1831 456 201 112 71 48 35 26 20 17 16
16 192656 7705 1925 480 212 119 75 52 38 28 22 20 18
18 201354 8054 2013 503 223 125 80 55 40 31 24 22 20
20 209565 8383 2096 524 233 132 84 59 43 33 26 24 22
25 228411 9140 2288 575 257 146 95 67 50 39 32 29 27
30 245409 9823 2461 620 280 160 105 75 57 45 37 34 32
35 261017 10451 2620 663 300 174 115 83 64 51 43 39 37
40 275528 11035 2769 703 320 186 124 90 70 57 48 44 42

45 289146 11583 2909 740 339 198 133 98 77 63 53 50 47
50 302017 12101 3041 776 357 210 142 105 83 68 59 55 52
60 325938 13065 3288 844 391 233 159 119 95 80 69 65 62
70 347919 13952 3516 906 423 254 176 133 108 91 80 75 72
80 368368 14778 3728 965 454 275 192 147 120 102 90 85 82
90 387566 15553 3928 1022 483 295 208 160 132 113 101 96 92

100 405718 16287 4118 1075 512 314 223 174 144 124 111 106 102

78812 3145 783 193 84 46 28 18 12 9 6 4 3
96544 3856 959 235 101 54 32 21 14 9 6 5 4

109269 4365 1086 267 115 62 37 24 16 11 7 6 5
119567 4776 1189 292 126 68 41 27 18 12 8 7 6
128453 5132 1278 315 136 74 45 29 20 14 10 8 7
136385 5450 1358 335 145 79 48 32 22 15 11 9 8
143618 5739 1430 353 154 84 52 34 23 17 12 10 9
150308 6007 1498 370 161 88 55 36 25 18 13 11 10
156563 6258 1561 386 169 93 57 38 27 19 14 12 11
162457 6494 1620 401 176 97 60 40 28 21 15 13 12
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Tabelle 7: Erforderliche Populationskorrelation R für einen Signifikanztest mit
Signifikanzniveau a = .05. und Teststärke 1 - ß = .80 in Abhängig-
keit vom Stichprobenumfang N und der Anzahl der Prädiktoren K.

Stich-
proben-
umfang Anzahl der Prädiktoren K
N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 30 50 75 100

3
4
5
6
7
8
9

10
12
14
16
18
20
25
30
35
40
45
50
60
70
80

100
125
150
175
200
300
400
500
750

1000
2000

.99 - - - - - - - - - - - - - - -

.96 .96 - - - - - - - - - - - - - -

.92 .92 .96 - - - - - - - - - - - - -

.88 .88 .92 .97 - - - - - - - - - - - -

.85 .85 .89 .93 .97 - - - - - - - - - - -

.82 .82 .86 .90 .94 .97 - - - - - - - - - -

.79 .79 .83 .87 .91 .94 .97 - - - - - - - - -

.77 .77 .81 .84 .88 .91 .94 .97 - - - - - - - -

.71 .72 .76 .80 .83 .86 .89 .92 .95 .98 - - - - - -

.67 .69 .73 .76 .79 .82 .84 .87 .90 .92 - - - - - -

.64 .66 .70 .73 .75 .78 .81 .83 .86 .88 - - - - - -

.61 .63 .67 .70 .72 .75 .77 .80 .82 .84 .96 - - - - -

.58 .61 .64 .67 .70 .72 .74 .76 .79 .81 .91 - - - - -

.53 .56 .59 .62 .64 .66 .68 .70 .72 .74 .83 .92 - - - -

.49 .52 .55 .57 .60 .62 .63 .65 .67 .68 .76 .84 - - - -

.45 .49 .52 .54 .56 .58 .59 .61 .63 .64 .71 .78 .93 - - -

.43 .46 .49 .51 .53 .55 .56 .58 .59 .60 .67 .73 .86 - - -

.40 .44 .46 .48 .50 .52 .53 .55 .56 .57 .63 .69 .80 - - -

.38 .42 .44 .46 .48 .50 .51 .52 .54 .55 .60 .65 .76 - - -

.35 .39 .41 .43 .44 .46 .47 .48 .49 .50 .55 .60 .68 .88 - -

.33 .36 .38 .40 .41 .43 .44 .45 .46 .47 .51 .55 .63 .79 - -

.31 .34 .36 .38 .39 .40 .41 .42 .43 .44 .48 .52 .58 .72 .95 -

.28 .31 .32 .34 .35 .36 .37 .38 .39 .40 .43 .46 .52 .62 .78 -

.25 .28 .29 .31 .32 .33 .34 .34 .35 .36 .39 .41 .46 .54 .65 .80

.23 .25 .27 .28 .29 .30 .31 .32 .32 .33 .36 .38 .42 .49 .58 .68

.21 .24 .25 .26 .27 .28 .29 .29 .30 .31 .33 .35 .39 .45 .52 .60

.20 .22 .23 .25 .25 .26 .27 .28 .28 .29 .31 .33 .36 .42 .48 .54

.16 .18 .19 .20 .21 .22 .22 .23 .23 .24 .25 .27 .29 .33 .38 .42

.14 .16 .17 .18 .18 .19 .19 .20 .20 .21 .22 .23 .25 .29 .32 .35

.13 .14 .15 .16 .16 .17 .17 .18 .18 .18 .20 .21 .23 .26 .28 .31

. l l .12 .13 .13 .14 .14 .14 .15 .15 .15 .16 .17 .19 .21 .23 .25

.09 .10 . l l . l l .12 .12 .12 .13 .13 .13 .14 .15 .16 .18 .20 .21

.07 .07 .08 .08 .09 .09 .09 .09 .09 .10 .10 . l l .12 .13 .14 .15
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1.12.3 Die erforderliche Populationskorrelation R

Sind Signifikanzniveau a, Teststärke 1 - ß, Anzahl der Prädiktoren K und der
Stichprobenumfang N gegeben, dann kann mit folgender Umformung der Gl.

(120)

(121)

die für diesen Signifikanztest mindestens erforderliche Größe der multiplen
Korrelation in der Grundgesamtheit bestimmt werden. Die Ergebnisse für

.05 und 1 - ß = .80 werden in Tab. 7 dargestellt, wobei wiederum für
K = 1 abweichend von Gl. (121) die ungünstigsten Angaben aus Cohen (1969)
herangezogen wurden.

1.12.4 Die höchstens sinnvolle Prädiktorenzahl K

In der Praxis tritt schließlich häufig das Problem auf, bei bekannter Abschät-
zung der Stärke eines Zusammenhangs zwischen einem Kriterium und einem
Satz von Prädiktorvariablen, die höchstens sinnvolle Anzahl von Prädiktor-
variablen festzulegen. Löst man Gl. (120) nach K auf, erhält man

(122)

Auch für diesen Fall werden die Ergebnisse in Tab. 8 dargestellt, wobei für
K = 1 die besprochene Korrektur wieder vorgenommen wurde. Hier wurden
die Werte stets abgerundet, während sie bei den Tabellen 6 und 7 stets nach
oben aufgerundet wurden, damit die behauptete Teststärke auf alle Fälle er-
reicht wird.

1.12.5 Teststärke für die übrigen Signifikanztests bei der Regressionsanalyse

Bisher wurde nur berichtet, wie die Teststärke für den Signifikanztest der
multiplen Korrelation, d.h. für die Nullhypothese ßi = ß2 . . . = ßK = 0,
berechnet werden kann. Die Teststärke aller übrigen Signifikanztests, die sich
auf eine unter der Nullhypothese F-verteilte Prüfgröße stützen, erhält man auf
entsprechende Weise. Auch bei diesen Signifikanztests gehört die Verteilung
der Prüfgröße F unter einer alternativen Hypothese zur Klasse der nichtzen-
tralen F-Verteilungen. Entsprechend können die Gleichungen (117), (118) und
(119) in etwas abgeänderter Form eingesetzt werden.
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Tabelle 8: Größte Anzahl K von Prädiktoren, für die die Teststärke 1 - ß
mindestens .80 beträgt bei einem Signifikanzniveau des Signifi-
kanztests für die multiple Korrelation von a = .05.
(Wenn die Teststärke .80 stets unterschritten wird, wird dies durch
- symbolisiert; das Symbol + steht, wenn bei 100 Prädiktoren die
Teststärke .80 überschritten wird.)

Stichproben- Multiple Korrelation in der Population R
Umfang N .05 .10 .20 .30 .40 .50 .60 .70 .80 .90 .95 .99 N

3 - - - -  - - - - - - - 1 3
4 - - - - - - - - - - 1 2 4
5 - - - - - - -  -  - - 2 3 5
6 -  -  -  -  -  -  -  -  - 2 3 4 6
7 -  -  -  -  -  -  -  -  - 3 4 5 7
8 -  -  -  -  -  -  -  -  - 4 5 6 8
9 - - - - - - - - 2 4 6 7 9

10 - - - - - - - - 2 5 7 8 10
12 -  -  -  -  -  -  - 1 4 7 9 10 12
14 - - - - - - - 2 5 9 11 12 14
16 - - - - - - - 3 6 11 13 14 16
18 - - - - - - 1 4 8 12 14 16 18
2 0 - - - - - - 1 5 9 14 16 18 2 0
25 - - - - - - 3 8 13 19 21 23 2 5
3 0 - - - - - 1 5 11 17 23 26 28 3 0
35 - - - - - 2 7 14 21 28 31 33 35
4 0 - - - - - 3 10 18 25 33 36 38 4 0
45 - - - - - 5 12 21 30 37 40 43 4 5
5 0 - - - - 1 6 15 25 34 42 45 48 50
6 0 - - - - 2 10 21 32 43 51 55 58 6 0
70 - - - - 4 13 27 40 51 61 65 68 70
80 - - - - 6 18 33 48 60 70 75 78 80

100 - - - 1 10 27 46 64 78 89 94 98 100
125 - - - 3 18 40 64 84 + + + + 125
150 - - - 6 26 54 82 + + + + + 150
175 - - - 9 35 69 + + + + + + 175
2 0 0 - - 1 13 45 85 + + + + + + 2 0 0
3 0 0 - - 4 35 92 + + + + + + + 3 0 0
4 0 0 - - 9 62 + + + + + + + + 4 0 0
5 0 0 - - 17 96 + + + + + + + + 500
750 - - 46 + + + + + + + + + 750

1000 - 2 86 + + + + + + + + + 1000
2 0 0 0 - 17 + + + + + + + + + + 2000



Regressions- und kanonische Analyse 269

Für den Signifikanztest eines einzelnen Regressionskoeffizienten b1 (Nullhy-
pothese ß1 = 0, zweiseitige Alternativhypothese), der zugleich der Signifi-
kanztest der partiellen Korrelation ry -1 23 . . .K und der semipartiellen Korrela-
tion ry(l-23...K) ist, wird nach Cohen & Cohen (1975) als Effektstärke die für
die Gesamtheit abgeschätzte Größe

(123)

verwendet. Gleichung (117) bleibt unverändert, doch muß in Gl. (118) der
Wert 1 für K eingesetzt werden:

(124)

Soll der zusätzliche Beitrag einer Variablengruppe B zur Schätzung des Krite-
riums y, zusätzlich zu einer anderen Variablengruppe A, geprüft werden, so
entspricht dies der Prüfung der Nullhypothese, daß alle Regressionskoeffi-
zienten der Variablen der Gruppe B in der Grundgesamtheit Null sind. Dies
ist gleichzeitig der Test für die multiple semipartielle Korrelation

(125)

Dementsprechend wird die für die Alternativhypothese postulierte Effektstär-
ke mit

(126)

bestimmt. Die Gleichungen (117) und (118) müssen abgeändert werden zu

und

(128)

wobei KB die Zahl der Variablen der Gruppe B und KAB die Gesamtzahl der
Variablen in beiden Gruppen A und B sind. In Gleichung (128) wird stets als
Wert K die Zahl der Freiheitsgrade für den Zähler von Gleichung (126) einge-
setzt, hingegen in Gleichung (127) die Zahl der Variablen, die bei der Bildung
des Fehlervarianz-Anteils im Nenner von Gleichung (126) beteiligt sind.

Diese Art der Bestimmung der Teststärke ist nicht auf quantitativ gemessene
Prädiktorvariablen beschränkt, sie kann ebenso für Prädiktoren erfolgen,
durch die Kategorien von qualitativen Variablen dargestellt werden. So kann
auch für die univariate Varianzanalyse mit dem selben Formalismus die Test-
stärke bzw. der erforderliche Stichprobenumfang für eine bestimmte Teststär-
ke angegeben werden. Wird die Varianzanalyse nicht über die Nomenklatur
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der multiplen Regression sondern mit der traditionell auf Mittelwertsdifferen-
zen aufbauenden Symbolik beschrieben, dann tritt lediglich an die Stelle der
quadrierten multiplen Korrelation R2 das Verhältnis q2 der Varianz zwischen
den Gruppen zur Gesamtvarianz.

2. Kanonische Korrelation

2.1 Einführung

Die kanonische Korrelation kann als Verallgemeinerung der multiplen Regres-
sion im korrelationsanalytischen Modell (vgl. Kap. 1.7) gesehen werden. Bei
der multiplen Regression besteht das Problem darin, eine Kriteriumsvariable
mit Hilfe von zwei oder mehr Prädiktorvariablen linear zu erklären, so daß
eine Funktion des Vorhersagefehlers möglichst klein wird. Dies ist äquivalent
damit, die Koeffizienten der Linearkombination der Prädiktorvariablen so zu
bestimmen, daß die Korrelation zwischen der Kriteriumsvariable und der Li-
nearkombination der Prädiktorvariablen möglichst groß ist. Die kanonische
Korrelation stellt insofern eine Verallgemeinerung der multiplen Regression
dar, als gleichzeitig mehr als eine Kriteriumsvariable in die Analyse einbezogen
wird.

Allgemein läßt sich die Problemstellung der kanonischen Korrelation folgen-
dermaßen beschreiben: Gegeben sind eine Menge von mindestens zwei Krite-
riumsvariablen und eine Menge von Prädiktorvariablen, die ebenfalls zwei
oder mehr Variablen enthält. Ziel ist es, den Zusammenhang zwischen den
beiden Variablenmengen mit Hilfe von möglichst wenigen und möglichst ein-
fachen aus den beiden Variablenmengen abgeleiteten Variablen, bei möglichst
kleiner Fehlervarianz - oder, was auf dasselbe hinausläuft, mit möglichst
hoher Korrelation - zu beschreiben. Man konstruiert zu diesem Zweck je-
weils Linearkombinationen aus den Elementen der beiden Variablenmengen,
so daß die Korrelation zwischen den beiden Linearkombinationen maximal ist.

Üblicherweise wird bei dem Modell der kanonischen Korrelation davon ausge-
gangen, daß beide Variablenmengen Zufallsgrößen enthalten. Das bedeutet,
daß in diesem Modell beide Variablenmengen als ,,gleichwertig“ angesehen
werden, d.h. im statistischen Modell keine Variablenmenge a priori als Krite-
rium bzw. Prädiktor festgelegt ist. Die Beziehungen zwischen den beiden
Variablenmengen werden also als ungerichtet bzw. symmetrisch angesehen.
Wir werden auch hier diese Darstellungsform wählen. Analog zur klassischen
Korrelation kann man die kanonische Korrelation aber auch so formulieren,
daß nur die Variablen der einen Variablenmenge (Menge der Kriteriumsvaria-
blen) als zufällige Größen aufgefaßt werden, während die Werte der Prädik-
torvariablen fest vorgegebene Größen sind. Hier wird also im Modell bereits
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festgelegt, welche Variablenmenge als Kriterium und welche als Prädiktor
anzusehen ist. Der Zusammenhang zwischen den beiden Modellen läßt sich
dadurch herstellen, daß das Modell mit fest vorgegebenen Prädiktorwerten als
bedingte Betrachtungsweise des Modells mit zwei Mengen von zufälligen Grö-
ßen angesehen werden kann. Bei Anderson (1958, p. 296-297) wird der
Zusammenhang zwischen den beiden Modellen dargestellt.

Grundlegend für die kanonische Korrelation als statistisches Modell ist die
Arbeit von Hotelling (1936), der schon zuvor (1935) ein Anwendungsbeispiel
aus der Psychologie beschrieb. Weitere Anwendungsbeispiele der kanonischen
Korrelation etwa aus dem Bereich der Pädagogik finden sich bei Barnett und
Lewis (1963). Tintner (1946) und Bartlett (1948) zeigen Anwendungen der
kanonischen Korrelation in der Ökonomie. Ein Überblick über den Zusam-
menhang zwischen kanonischer Korrelation, Faktorenanalyse und Diskrimi-
nanzanalyse findet sich bei McKeon (1966).

In neuerer Zeit (Vinograde, 1950) wurde die kanonische Korrelation auf mehr
als zwei Variablenmengen verallgemeinert. Kettenring (1971) hat in seinem
Artikel die verschiedenen Modelle der verallgemeinerten kanonischen Korrela-
tion zusammenfassend dargestellt.

In dem Buch von Gnanadesikan (1977) findet sich eine auch für den Anwender
dieser Verfahren lesbare, kompakte Darstellung der Arbeit von Kettenring,
deren Nomenklatur wir in Kap. 2.6 übernehmen.

Weitere grundlegende Arbeiten zu dieser Verallgemeinerung sind die Artikel
von Steel (1951), Horst (1965) und Carroll (1968). Bei Lohmöller & Oerter
(1979) und Hanke et al. (1980) findet sich eine empirische Untersuchung aus
dem Bereich der Pädagogik, in der die verallgemeinerte Korrelation als Analy-
setechnik verwendet wurde. Beiträge zur verallgemeinerten Korrelation sind
in der Literatur auch unter dem Stichwort ,,multi set factor analysis“ zu
finden.

2.2 Das Modell der kanonischen Korrelation für zwei Variablen-
mengen mit zufälligen Größen

Wir gehen von zwei Mengen von Zufallsgrößen aus, die wir in den beiden
Zufallsvektoren
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zusammenfassen, wobei wir annehmen, daß für die Anzahl der Komponenten
in beiden Vektoren gilt

Das Ziel der kanonischen Korrelation ist es, den Zusammenhang zwischen den
beiden Variablenmengen durch Funktionen möglichst einfacher Bauart zu be-
schreiben, wobei ein Maximum an Korrelation zwischen den Variablenmen-
gen erklärt werden soll. Man wählt dazu jeweils Linearkombinationen zwi-
schen den Elementen der beiden Variablenmengen, also

(129)

wobei die p- bzw. q-komponentigen Koeffizientenvektoren so zu bestimmen
sind, daß die Korrelation zwischen den Zufallsvariablen v und w maximal ist.
Die so konstruierten Zufallsgrößen sollen kanonische Variablen und der Kor-
relationskoeffizient zwischen beiden kanonischen Korrelation heißen.

Da der Wert der Korrelation zwischen den Variablen v und w sich nicht
ändert, wenn wir etwa a mit einem beliebigen Skalar a und ß mit einem
beliebigen Skalar b multiplizieren, müssen wir bei der Suche nach den optima-
len a und ß an diese Koeffizientenvektoren weitere Bedingungen stellen. Diese
an a und ß zusätzlich gestellten Normierungsbedingungen können wir auch
als Nebenbedingungen an Parameter der Zufallsgrößen v und w formulieren.
Das Kriterium zur Konstruktion der kanonischen Variablen ist also:

Bestimme die Koeffizientenvektoren a und ß der Linearkombi-
nationen v = a’xI und w = ß’x2 so, daß Q(V,W) unter den
Nebenbedingungen var(v) = var(w) = 1 die maximale Korrela-
tion zwischen den beiden Zufallsgrößen v und w ergibt.

Bezeichnen wir mit

XI1 die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors x1

X22 die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors x2

x12  die Kovarianzmatrix zwischen den Zufallsvektoren x1 und
x 2

x21 die Kovarianzmatrix zwischen den Zufallsvektoren x2 und
x1 wobei X21  = X12’  gilt,

so können wir das Maximierungsproblem auch so formulieren:

Z u  m a x i m i e r e n  i s t  Q(V,W) =  a’E,,ß  u n t e r  d e n  N e b e n b e d i n g u n g e n
var(v) = a’E,,a = 1; var(w) = ß’X22ß  = 1.
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Aus der mathematischen Ableitung ergibt sich dann das Problem, die Glei-
chungssysteme

(130)

nach a und ß aufzulösen, wobei Q abkürzend für den Wert des Korrelations-
koeffizienten an der Stelle des Maximums steht.

Nach einigen algebraischen Umformungen dieser Gleichungssysteme (eine
ausführliche Darstellung findet man bei Timm, 1975, p. 348-349 oder bei
Anderson, 1958, p. 288-296) erhält man

(131)

Damit wurde das Auffinden der zur maximalen Korrelation gehörenden Koef-
fizienten a und ß auf ein Eigenwertproblem zurückgeführt. Eine zusammen-
fassende Darstellung des Eigenwertproblems findet man in fast allen Statistik-
büchern zur multivariaten Analyse und zur linearen Algebra (z.B. Oberhofer,
1979). Man beachte, daß hier die zusätzlichen Modellannahmen eingegangen
sind, daß X11  und X22 nichtsingulär sind.

Bevor wir angeben, wie aus (131) die gesuchten optimalen a und ß ermittelt
werden, müssen wir einige allgemeine Bemerkungen zu diesem Eigenwertpro-
blem machen. Für die beiden Eigenwertgleichungen ergeben sich jeweils gleich
viele, identische, von Null verschiedene Eigenwerte. Die Anzahl der von Null
verschiedenen Eigenwerte ist gleich dem Rang der Kovarianzmatrix X,, (Rao,
1973, p. 496; Anderson, 1958, p. 293-294). Nehmen wir an, daß der Rang
von Xi2 gleich k ist, dann gibt es also zur ersten Eigenwertgleichung p - kund
zur zweiten q - k viele Eigenwerte mit dem Wert Null.

Zur Bestimmung der gesuchten Koeffizientenvektoren a und ß benötigen wir
also nur das erste Gleichungssystem in (131). Man bestimmt den größten
Eigenwert ei2 (wir nehmen an, daß die Eigenwerte der Größe nach geordnet
sind: @12z@22z..  . =@k ),> ’ * die positive Wurzel aus dem maximalen Eigenwert
heißt erste kanonische Korrelation. Dann bestimmt man den zum maximalen
Eigenwert gehörenden Eigenvektor a, und berechnet schließlich aus der Be-
ziehung

(132)

den Eigenvektor, der zum maximalen Eigenwert im zweiten Gleichungssy-
stem in (131) gehört.
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Die beiden Linearkombinationen

(133)

sind dann die gesuchten Variablen mit maximaler Korrelation,

Zur praktischen Lösung des obigen Eigenwertproblems führt man die Eigen-
wertgleichungen (131) in Eigenwertgleichungen mit symmetrischen Matrizen
über. Dies geschieht mit Hilfe der Faktorisierung von symmetrischen Matri-
zen nach Cholesky, wonach sich jede symmetrische Matrix als Produkt einer
unteren Dreiecksmatrix und ihrer Transponierten darstellen läßt. Setzen wir
also für XI1 = TT’ und X22 = FF’ so ergeben sich mit

(134)

anstelle von (131) die beiden Gleichungssysteme

Mit der Ableitung der beiden kanonischen Variablen ist eigentlich die gestellte
Aufgabe, zwei Linearkombinationen aus den beiden Variablenmengen mit
maximaler Korrelation zu konstruieren, gelöst. Nun ergibt sich in praktischen
Anwendungsfällen häufig das Problem, daß durch diese beiden Linearkombi-
nationen nicht sehr viel der gemeinsamen Korrelation zwischen den beiden
Variablenmengen erklärt werden kann. Das bedeutet, daß die konstruierten
kanonischen Variablen nur einen geringen Erklärungswert für das Prädiktions-
problem haben. Nun haben wir oben festgestellt, daß es ingesamt k von Null
verschiedene Eigenwerte und damit k von Null verschiedene Korrelationen
gibt, die den Zusammenhang zwischen den beiden Variablenmengen beschrei-
ben. Es liegt also nahe, weitere Linearkombinationen der Variablenmengen
mit Hilfe der zu diesen Eigenwerten gehörenden Eigenvektoren zu konstru-
ieren. Die auf diese Weise konstruierten Linearkombinationen vi = aixI,
wj = ßix2 haben die Eigenschaften

(Zum Beweis: siehe z.B. Rao, 1973, p. 496). Insgesamt können wir dann k
solcher Linearkombinationen konstruieren, die vollständig den korrelativen
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Zusammenhang zwischen den beiden Variablenmengen beschreiben. Man
nennt die zum i-ten größten Eigenwert gehörenden Linearkombinationen

(136)

die i-ten kanonischen Variablen.

Zusammenfassung der Eigenschaften aller möglichen Linearkombinationen,
die mit Hilfe aller Eigenvektoren <Xi (i = 1,2... ,p) und ßi (j  = 1,2,.. . ,q)
gebildet werden können:

Berücksichtigt man noch die zu den Eigenwerten mit dem Wert Null gehören-
den Eigenvektoren und faßt man alle Eigenvektoren a, und ß; zu den Matrizen

(137)

zusammen2), so ergibt sich wegen der Unkorreliertheit der Linearkombinatio-
nen für die Kovarianzmatrizen von

Für die Kovarianzmatrix zwischen A’x1 und B’x2 erhalten wir eine Matrix der
Form

I

Die Transformation der ursprünglichen Variablenvektoren x1 und x2 mit Hilfe
der oben gefundenen Eigenvektoren bewirkt also, daß die ursprüngliche
Kovarianzmatrix

2) Wenn z12 den Rang k < p hat, dann sind die Koeffizientenmatrizen A und B nicht
eindeutig bestimmt. Diese Unbestimmtheit beinhaltet, daß A und B nur bestimmt sind
bis auf orthogonale Transformationen. Diese Unbestimmtheit kann durch zusätzliche
Forderungen an die Matrizen A und B beseitigt werden. Dieses Problem ist analog dem
Rotationsproblem im Modell der Faktorenanalyse.
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(139) transformiert wird in

2.3 Schätzung der kanonischen Korrelationen und der Koef-
fizientenvektoren der kanonischen Variablen

Wir nehmen an,  daß von den Zufa l l svektoren xI und x 2  j ewei ls  N
Realisierungen vorliegen. Fassen wir diese Realisierungen in den Datenmatri-
zen X1(Nxp) und X2(Nxq)

zusammen, so erhalten wir für die Stichprobenmatrix
bei entsprechender Aufspaltung wie in (139)

(140)

mit

wobei J die Einsmatrix vom Typ (NxN) ist.

Unter der Annahme, daß die Zufallsvektoren x1, x2 gemeinsam normalverteilt
sind, ist S der Maximum-Likelihood-Schätzer für die Kovarianzmatrix X. Der
Schätzer für A,B und für die kanonischen Korrelationen ei ergeben sich aus
(131) bzw. (135), indem wir die Populationsparameter durch die jeweiligen
Stichprobengrößen ersetzen und dieselben algebraischen Umformierungen
vornehmen wie in Abschnitt 2.2. Unter Beachtung der Bemerkungen in Fuß-
note 2) ergeben sich Schätzer für A,B und die ei, die zugleich Maximum-
Likelihood-Schätzer für diese Parameter sind (vgl. dazu Anderson, 1958,
p. 299). Die Verteilung dieser Schätzer wird bei Kshirsagar (1972,
p. 261-277) dargestellt. Bezeichnen wir die Maximum-Likelihood-Schätzer
für a;, ßI und eI mit a,, bi und q, so gelten analog wie für die Parameter
folgende Beziehungen.

(142)
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Berechnet man die kanonischen Variablen aus der Stichprobenkorrelationsma-
trix R, wobei R analog zur Stichprobenkovarianzmatrix S aufgespalten wird in

(143)

so gelten folgende Beziehungen

(144)

mit

(145)

2.4 Test zur Bestimmung der Anzahl der kanonischen Variablen

Wir hatten bereits mehrfach festgestellt, daß die maximale Anzahl der kanoni-
schen Variablen gleich dem Rang der Kovarianzmatrix XI, ist. Wenn der
Rang (X12) = k < p ist, lassen sich also k kanonische Variablenpaare mit von
Null verschiedenen kanonischen Korrelationen konstruieren. Wenn man in
praktischen Fällen den Parameter k schätzen will, ergibt sich das folgende
Problem. Auch wenn Rang (&) = k < p ist, hat die Matrix SI2 mit Wahr-
scheinlichkeit 1 vollen Rang, also p. Das bedeutet, daß sich aufgrund dieses
Rangkriteriums immer p Paare kanonischer Stichprobenvariablen ergeben. Bei
der Entscheidung, wie viele kanonische Variablen aus den Stichprobenwerten
konstruiert werden sollen, geht man nun anders vor; man prüft zunächst die
Hypothese, daß zwischen den beiden Variablenmengen kein Zusammenhang
besteht. Diese Hypothese besagt, daß ?&a = 0 ist. Zur Prüfung dieser Hypo-
these gibt es Tests von Hotelling (1951), Pillai (1955), Roy (1957, Kap. 14) und
Wilks (1932). Bei Kshirsagar (1972, p. 331-334) findet man eine kurze Dis-
kussion dieser Tests mit weiteren Literaturhinweisen insbesondere zu Unter-
suchungen über die Güte dieser Tests. Allerdings gibt es für die Anwendung
dieser Tests kaum Entscheidungsregeln dafür, welches der verschiedenen Test-
kriterien vorzuziehen ist. Da für die Prüfgröße nach Wilks eine für praktische
Fälle sehr gute Chiquadrat-Approximation von Bartlett (1938) existiert, hat
sich diese Prüfgröße in der empirischen Anwendung durchgesetzt:

(146)

Die Chiquadrat-Approximation von Bartlett dazu ist

(147)
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wobei diese Prüfgröße annähernd x2-verteilt  ist, mit p.q Freiheitsgraden. Da-
nach wird die Hypothese

immer dann verworfen, wenn der Prüfwert

wobei a das Signifikanzniveau ist. Eine bessere Näherung als die von Bartlett
an Wilks lambda-Kriterium stammt von Rao (1973, p. 472), deren Berechnung
bei Gaensslen & Schubö (1976, p. 176-177) zu finden ist. Wenn die Nullhy-
pothese H0: Xi2 = 0, d.h. daß kein Zusammenhang zwischen den beiden
Variablenmengen besteht, zu verwerfen ist, eliminiert man den Beitrag der
ersten kanonischen Korrelation von A und prüft, ob die Prüfgröße

einen signifikanten Zusammenhang zwischen den beiden Variablenmengen lie-
fert. Die Prüfgröße ist in diesem Fall annähernd Chiquadrat-verteilt mit
(p - 1)(q - 1) Freiheitsgraden. Dieses Vorgehen wird so lange fortgesetzt, bis
die Nullhypothese nicht mehr zu verwerfen ist. Daraus ergibt sich dann die
Anzahl der signifikanten kanonischen Korrelationen und damit die Anzahl der
signifikanten kanonischen Variablen.

Zu diesem Testvorgehen ist allerdings zu bemerken, daß bei der Durchführung
mehrerer Tests mit Hilfe desselben Datenmaterials die tatsächliche Irrtums-
Wahrscheinlichkeit größer als das vorgegebene Signifikanzniveau a ist (vgl.
dazu Gaensslen & Schubö, 1976, p. 112 und Haagen & Seifert, 1979, Kap. 9).

2.5 Extraktions- und Redundanzmaße

Zur besseren Interpretation der kanonischen Variablen ist es von Interesse,
einerseits die Korrelation jeder kanonischen Variablen einer Variablenmenge
mit den einzelnen Variablen dieser Variablenmenge zu kennen. Daraus lassen
sich Varianzanteile berechnen, die angeben, zu wieviel Prozent die Varianz
innerhalb einer Variablenmenge der i-ten kanonischen Variablen zugerechnet
werden kann. Andererseits ist man an sog. Redundanzmaßen interessiert, die
angeben, wieviel Prozent der Variabilität einer Variablenmenge der Variabilität
der kanonischen Variablen, die aus der anderen Variablenmenge konstruiert
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wurde, zugerechnet werden kann. Diese Redundanzmaße geben einen Index
für das korrelative überlappen der beiden Variablenmengen an. Je größer der
Redundanzindex, desto stärker ist die Überlappung der beiden Variablenmen-
gen. Eine ausführliche Darstellung der hier behandelten Extraktions- und Re-
dunzanzmaße einschließlich eines Anwendungsbeispiels findet man bei
Gaensslen & Schubö (1976, p. 179-191).

Die Strukturmatrix ist diejenige Matrix, die die Korrelation zwischen den
kanonischen Variablen einer Variablenmenge und den Elementen dieser Varia-
blenmenge beschreibt. Für jede Variablenmenge läßt sich also eine zugehörige
Strukturmatrix konstruieren.

Allgemein ergibt sich für den p-komponentigen Vektor mit den Korrelationen
zwischen der kanonischen Variablen vi und den Komponenten des Zufallsvek-
tors x1

Entsprechend gilt für die Korrelationen zwischen der kanonischen Variablen
wi mit den Komponenten des Zufallsvektors x2

Die entsprechenden Korrelationen aus den Stichprobenwerten sind dann

bzw.

wobei hier mit X1 und X2 die Beobachtungswertmatrizen bezeichnet werden.

Für standardisierte Meßwerte Zx1, Zx2 erhalten wir schließlich

(149)

bzw.

(150)

Die beiden Strukturmatrizen K1 und K2 sind also

(151)

Das Skalarprodukt von r(Zx1, +i) kann interpretiert werden als Quadrat des
multiplen Korrelationskoeffizienten zwischen 6; und den Realisierungen der



280 Werner Schubö, Klaus Haagen und Walter Oberhofer

standardisierten Zufallsvariablen x11, x12,. . . ,x1p. Da die Gesamtvarianz in der
ersten Variablenmenge gleich p ist, kann

(152)

auch als der Varianzanteil der ersten Variablenmenge interpretiert werden, der
der i-ten kanonischen Variablen dieser Variablenmenge zugerechnet werden
kann.

Analog ist

(153)

der Varianzanteil der zweiten Variablenmenge, der der i-ten kanonischen Va-
riablen der zweiten Variablenmenge zugerechnet werden kann.

Von größerer Bedeutung für die Interpretation der kanonischen Variablen sind
die sog. Redundanzmaße, die, wie bereits einleitend erwähnt, das Ausmaß der
gegenseitigen Überlappung der beiden Variablenmengen beschreiben. Man be-
rechnet dazu zunächst die Korrelationen zwischen den kanonischen Variablen
vi und den Komponenten des anderen Zufallsvektors x2.

Dafür ergibt sich

Für die Korrelationen aus den Stichprobenwerten ergibt sich dann, wenn stan-
dardisierte Meßwerte zugrunde liegen,

(154)

bzw.

(155)

wobei ri die i-te kanonische Korrelation der Stichprobe bezeichnet. Das Ska-
larprodukt von (154) kann interpretiert werden als Quadrat des multiplen
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Korrelationskoeffizienten zwischen Pi und den Realisierungen der standardi-
sierten Zufallsvariablen x21,. . . ,x2q. Da die Gesamtvarianz dieser Variablen-
menge gleich q ist, kann

als Varianzanteil der zweiten Variablenmenge interpretiert werden, der der i-
ten kanonischen Variablen der ersten Variablenmenge zugeordnet werden
kann.

Analog erhalten wir:

als den Varianzanteil der ersten Variablenmenge, der der i-ten kanonischen
Variablen der zweiten Variablenmenge zugerechnet werden kann.

Summiert man die Redundanzindizes (156) bzw. (157) über alle signifikanten
kanonischen Variablen, so nennt man diese Summen die totale Redundanz der
Variablenmenge {x21,. . . ,x2q} bzw. {x11,. . . ,x1p}.

Zwischen den oben definierten Extraktions- und Redundanzmaßen gelten fol-
gende Zusammenhänge, die für die praktische Berechnung nützlich sind:

(158)

bzw.

(159)

2.6 Verallgemeinerung der kanonischen Korrelation auf mehr als
zwei Variablenmengen

Anstelle der bisherigen zwei Zufallsvektoren seien jetzt m Zufallsvektoren

gegeben.

Die Zufallsvektoren seien so indiziert, daß gilt
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Wiederum seien ~jl die Kovarianzmatrizen zwischen xj und Xl.

Die Kovarianzmatrizen für j = 1 sollen nichtsingulär sein. Analog zum Fall
m = 2 erfolgt die Konstruktion der kanonischen Variablen in p1 (kleinste
Anzahl der Komponenten unter den m Zufallsvektoren) Schritten. Auf jeder
Stufe gibt es allerdings statt eines Paares jetzt m kanonische Variablen. Ge-
sucht ist also auf der Stufe s ein Vektor

wobei zj
(s) eine Linearkombination des Zufallsvektors xj ist, die analog der

Normierungsbedingung im gewöhnlichen Fall m = 2 die Varianz 1 haben soll.

Entsprechend der Vorgehensweise im Fall m = 2 werden im verallgemeinerten
Modell die Linearkombinationen so bestimmt, daß bestimmte Funktionen der
Korrelationsmatrix @(‘) von z(s) maximiert (bzw. minimiert) werden. Seien

(160)

die gesuchten Linearkombinationen auf der ersten Stufe, so sind z.B. nach
dem SUMCOR-Kriterium ,,sum of correlations method“ (vgl. Kettenring,
1971, p. 435), die Koeffizientenvektoren af’) so zu bestimmen, daß

(161)

die Korrelationsmatrix aller Linearkombinationen auf der ersten Stufe ist. Bei
Kettenring (1971) werden insgesamt fünf solcher Optimierungskriterien zur
Konstruktion der kanonischen Variablen diskutiert, die alle für den Fall m = 2
mit der gewöhnlichen kanonischen Korrelation übereinstimmen.

Wir wollen hier nur auf die MAXVAR ( ,,maximum variance method“) Metho-
de, die von Horst (1961b, 1965) stammt, eingehen, da sich diese Methode auf
die Lösung von Eigenwertproblemen direkt zurückführen läßt.

Fassen wir die Koeffizientenvektoren der Linearkombinationen auf der ersten
Stufe zu folgender Blockdiagonalmatrix DacII
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zusammen, dann gilt mit

für @)

(163)

Wenn wir wie im gewöhnlichen Fall die Kovarianzmatrizen ~jj mit Hilfe der
Cholesky-Zerlegung darstellen durch ~5 = TjT'j und die transformierten Va-
riablen yj = Tj

-lxj benützen, so ergibt sich für die Kovarianzmatrix der yj

Für die kanonischen Variablen zj
(1) gilt dann wegen xj = Tjyj

(164)

Dann ergibt sich für CP(‘)

(165)

wobei DP(,) analog als Blockdiagonalmatrix wie Da(,)  definiert ist. In diesem
Fall genügen die Koeffizientenvektoren den Nebenbedingungen ßf’)’  ßf’) = 1.
Nach dem MAXVAR-Kriterium von Horst (1961b, 1965) sind die Koeffizien-
tenvektoren so zu bestimmen, daß die Varianz der ersten Hauptkomponente
von z(l) maximal ist. Dieses Optimierungskriterium ist äquivalent damit, die
zum maximalen Eigenwert von Q>cl)  gehörenden Eigenvektoren zu bestimmen.
Der Zusammenhang zwischen den Eigenwerten von @‘) und r ist in Lemma 2
bei Kettenring (1971) formuliert.

Bisher wurden die kanonischen Variablen für die Grundgesamtheit formuliert.
Liegt eine Stichprobe vom Umfang N für jede der m Variablenmengen vor
(man beachte, daß N > p sein soll), so ersetzen wir für die Ableitung der
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kanonischen Variablen, die aus den Stichprobenwerten gewonnen werden,
analog zum gewöhnlichen Fall, in den für die Grundgesamtheit geltenden
Beziehungen die Grundgesamtheitsparameter durch die jeweiligen Stichpro-
benkennwerte.

S = (Sij) entspricht dann der Kovarianzmatrix X der Variablen xj,
R = (Rij) entspricht dann der Korrelationsmatrix l? der transformierten Varia-

blen yj,

wobei für die einzelnen Stichproben-Kovarianzmatrizen die Cholesky-Zerle-
gungen vorgenommen werden.

Sei

dann gilt

(166)

Bei der Berechnung der kanonischen Koeffizientenvektoren aus den Stichpro-
benwerten geht man dann folgendermaßen vor: Man berechnet die erste
Hauptkomponente der Variablen yj; dazu bestimmt man den zum größten
Eigenwert von R gehörenden Eigenvektor v (1). v(l) wird dann partitioniert in m
Teilvektoren v(l)’ = (v1

(1)‘, v2
(1)', . . . ,vm

(l)‘), wobei jeder zur Länge Eins nor-
miert wird. Daraus ergeben sich dann die Schätzer bj

(1) als

(167)

Wir haben hier nur die Bestimmung der m kanonischen Variablen auf der
ersten Stufe aufgezeigt, da die Interpretation zusätzlicher kanonischer Varia-
blen auf den weiteren Stufen in praktischen Anwendungsfallen meist auf
Schwierigkeiten stößt. Ein auf Horst (1965) zurückgehendes Anwendungsbei-
spiel der verallgemeinerten kanonischen Korrelation wird auch bei Kettenring
(1971) und in dem Buch von Gnanadesikan (1977, p. 74-78) diskutiert.

Literatur

Aigner, D. J. & Goldberger, A. S. 1977. Latent variables in socio-economic models.
Amsterdam: North Holland.

Anderson, O. D. 1976. Time series analysis and forecasting. The Box-Jenkins ap-
proach. London: Butterworths.

Anderson, T. W. 1958. An introduction to multivariate statistical analysis. New York:
Wiley.



Regressions- und kanonische Analyse 285

Bard, Y. 1974. Nonlinear parameter estimation. New York: Academic Press.

Barnett, V. D. & Lewis, T. 1963. A study of the relation between G. C. E. and degree
results. Journal of the Royal Statistical Society, A, 126, 187-195.

Bartlett, M. S. 1938. Further aspects of the theory of multiple regression. Proceedings
of the Cambridge Philosophical Society, 34, 33-40.

Bartlett, M. S. 1948a. A note on the statistical estimation of demand and supply
relations from time series. Econometrica, 16, 323.

Bartlett, M. S. 1948b. Internal and external factor analysis. British Journal of Psycholo-
gy (Stat. Sec.), 1, 73-81.

Beutel, P., Küffner, H. & Schubö, W. 1980. Statistik-Programm-System für die Sozial-
wissenschaften: SPSS 8. Stuttgart: Gustav Fischer.

Beutel, P. & Schubö, W. 1982. Statistik-Programm-System für die Sozialwissenschaf-
ten: SPSS 9. Stuttgart: Gustav Fischer.

Bortz, J. 1977. Lehrbuch der Statistik. Für Sozialwissenschaftler. Berlin: Springer.

Bowden, D. C. 1970. Simultaneous confidence bands for linear regression models.
Journal of the American Statistical Association, 65, 413-421.

Box, G. E. P. 1974. Statistics and the environment. Journal of the Washington
Academy of Sciences, 64 (2), 52-59.

Box, G. E. P. & Jenkins, G. H. 1970. Time series analysis. Forecasting and control.
San Francisco: Holden Day.

Box, G. E. P., Jenkins, G. H. & Baton, D. W. 1967. Models for forecasting seasonal
and non-seasonal time series. In: Harris, B. (ed.), Spectral analysis of time series.
New York: Wiley.

Box, G. E. P. & Pierce, D. A. 1970. Distribution of residual autocorrelations in
autoregressive-integrated moving average time series models. Journal of the
American Statistical Association, 65, 1509-1526.

Box, G. E. P. & Tiao, G. C. 1965. A change in level of a nonstationary time series.
Biometrika, 52, 181-192.

Box, G. E. P. & Tiao, G. C. 1975. Intervention analysis with applications to economic
and environmental problems. Journal of the American Statistical Association, 70,
7 0 - 7 9 .

Garroll, J. D. 1968. Generalization of canonical correlation analysis to three or more
sets of variables. Proceedings of the American Psychological Association, 76th
Annual Convention, 227-228.

Chang, J. J. & Carroll, J. D. 1964. A general index of nonlinear correlation and its
application to the program of relating physical and psychological dimensions.
American Psychologist, 19, 540-541.

Cochran, W. G. 1970. Some effects of errors of measurement on multiple correlation.
Journal of the American Statistical Association, 65, p. 22-34.

Cohen, J. & Cohen, P. 1975. Applied multiple regression/correlation analysis for the
behavioral sciences. Hillsdale: Lawrence Erlbaum.



286 Werner Schubö, Klaus Haagen und Walter Oberhofer

Conger, A. J. 1974. A revised definition for suppressor variables: A guide to their
identification and interpretation. Educational and Psychological Measurement,
34, 35-46.

Conger, A. J. & Jackson, D. M. 1972. Suppressor variables, prediction, and the in-
terpretation of psychological relationships. Educational and Psychological Meas-
urement, 32, 579-599.

Cooley, W. W. & Lohnes, P. R. 1971. Multivariate data analysis. New York: Wiley.

Dahme, B. 1975. Zeitreihenanalyse des psychotherapeutischen Prozesses. In: Tack, W.
H. (Hrsg.). Bericht über den 29. Kongreß der Deutschen Gesellschaft für
Psychologie. Göttingen: Hogrefe.

Dahme, B. 1976. Beziehungen zwischen Modellen der mathematischen Lern- und
Entscheidungstheorien u n d  A R I M A - M o d e l l e n .  K o n s e q u e n z e n  f ü r  d i e
Psychotherapie-Prozeßforschung. Arbeitspapier Medizinische Psychologie, Uni-
versität Hamburg.

Darlington, R. B. 1968. Multiple regression in psychological research and practice.
Psychological Bulletin, 69 (3), 161-182.

Dhrymes, Ph. 1978. Introductory Economics. New York: Springer.

Dixon, W. J. & Brown, M. B. 1981. BMDP: Biomedical Computer programs P-series.
Berkeley: University of California Press.

Draper, N. R. & Smith, H. 1966. Applied regression analysis. New York: Wiley.

Durbin, J. & Watson G. 1950. Testing for serial correlation in least squares regression
I. Biometrika, 37, 402-428.

Durbin, J. & Watson, G. 1951. Testing for serial correlation in least squares regression
II. Biometrika, 38, 159-178.

Durbin, J. & Watson, G. 1971. Testing for serial correlation in least squares regression
III. Biometrika, 58, 1-19.

Edwards, A. L. 1979. Multiple regression and the analysis of variance and covariance.
San Francisco: Freeman.

Finn, J. D. 1974. A general model for multivariate analysis. New York: Holt, Rinehart
and Winston.

Frane, J. W. 1976. Some simple procedures for handling missing data in multivariate
analysis. Psychometrika, 41, 409-415.

Fuller, W. A. 1976. Introduction to statistical time series. New York: Wiley.

Furnival, G. M. 1971. All possible regressions with less computations. Technometrics,
13, 403-408.

Gaensslen, H. & Schubö, W. 1976. Einfache und komplexe statistische Analyse. Mün-
chen: Ernst Reinhardt.

Garside, M. J. 1965. The best subset in multiple regression analysis. Applied Statistics
Journal of the Royal Statistical Society, Series C, 14, 196-200.

Gartside, P. S. 1972. A study of methods for comparing several variances. Journal of
the American Statistical Association, 67, 342-346.



Regressions- und kanonische Analyse 287

Gigerenzer, G. 1981. Messung und Modellbildung in der Psychologie. München: Ernst
Reinhardt.

Glass, G. V., Willson, V. L. & Gottman, J. M. 1975. Design and analysis of time-series
experiments. Boulder, Colorado: Colorado Associated University Press.

Gnanadesikan, R. 1977. Methods for statistical data analysis of multivariate observa-
tions. New York: Wiley.

Gordon, R. A. 1968. Issues in multiple regression. American Journal of Sociology, 73,
5 9 2 - 6 1 6 .

Graybill, F. A. 1976. Theory and application of the linear model. North Scituate:
Duxbury.

Gudat, U. & Revenstorff, D. 1976. Interventionseffekte in klinischen Zeitreihen. Ar-
chiv für Psychologie, 128, 16-44.

Haagen, K. & Pertler, R. 1976. Methoden der Statistik. Band I. Stuttgart: Kohl-
hammer.

Haagen, K. & Seifert, H. G. 1979. Methoden der Statistik für Psychologen. Band II.
Stuttgart: Kohlhammer.

Hanke ,  B . , Lohmöller,  J .  B.  & Mandl,  H. 1980. Schülerbeurteilung in der
Grundschule. München: Oldenbourg.

Hannan, E. J. 1955. Exact tests for serial correlation. Biometrika, 42, 133-142.

Hannan, E. J. 1960. Time series analysis. London: Methuen.

Hart, B. I. & von Neumann, J. 1942. Tabulation of the probabilities for the ratio of the
mean square successive difference to the variance. Annals of Mathematical Statis-
t ics ,  13,  207-214,  445-447.

Hays, W. L. 1963. Statistics for psychologists. New York: Holt, Rinehart & Winston.

Hersen, M. & Barlow, D. 1976. Single case experimental designs: strategies for study-
ing behavior change in the individual. New York: Pergamon.

Hoadley, B. 1970. A bayesian look at inverse linear regression. Journal of the American
Statistical Association, 65, 356-369.

Hocking, R. R. 1972. Criteria for selection of a subset regression: Which one should be
used? Technometrics, 14, 967-970.

Hocking, R. R. & Leslie, R. N. 1967. Selection of the best subset in regression
analysis. Technometrics, 9, 531-540.

Hoerl, A. E. & Kennard, R. W. 1970. Ridge regression: biased estimation of nonor-
thogonal Problems. Technometrics, 12, 55-67.

Holling, H. 1980. Theoretische und empirische Analysen zum Suppressorkonzept.
Berlin: Phil. Dissertation.

Holtzmann, W. 1963. Statistical models for the study of change in the single case. In:
Harris, C. W. (ed.). Problems in measuring change. Madison, Wisc.: University
of Wisconsin Press.

Hope, K. 1975. Methoden multivariater Analyse. Weinheim: Beltz.



288 Werner Schubö, Klaus Haagen und Walter Oberhofer

Horst, P. 1961a. Relations among m sets of measures. Psychometrika, 26, 129-150.

Horst, P. 1961b. Generalized canonical correlations and their applications to experi-
mental data. Journal of Clinical Psychology (Monograph Supplement), 14,
3 3 1 - 3 4 7 .

Horst, P. 1965. Factor analysis of data matrices. New York: Holt, Rinehart & Win-
ston.

Hotelling, H. 1935. The most predictable criterion. Journal of Educational Psycholo-
gy, 26, 139-142.

Hotelling, H. 1936. Relations between two sets of variates. Biometrika, 28, 321-377.

Hotelling, H. 1951. A generalized T-test and measure of multivariate dispersion. Pro-
ceedings of the Second Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Prob-
ability, 23-41.

Huber, H. P. 1967. Zeitreihenanalyse im diagnostischen Einzelfall. In: Merz, F.
(Hrsg.) .  Bericht über den 25.  Kongreß der Deutschen Gesellschaft für
Psychologie. Münster 1966. Göttingen: Hogrefe.

Huber, H. P. 1973. Psychometrische Einzelfalldiagnostik. Weinheim: Beltz.

Hummell, H. J. & Ziegler, R. 1976. Korrelation und Kausalität. Stuttgart: Enke.

IMSL. 1979. The IMSL library. Fortran subroutines in the areas of mathematics and
statistics. Houston: IMSL.

Jahn, J. 1979. Zur Bewertung von Schätzungen bei der gewöhnlichen Regressionsana-
lyse. Darmstadt: Fachbereich Mathematik der Technischen Hochschule.

Jenkins, G. M. & Watts, D. G. 1968. Spectral analysis and its applications. San Fran-
cisco: Holden Day.

Jöreskog, K. G. 1973. Analyzing psychological data by structural analysis of
covariance matrices. In: Goldberger, A. S. & Duncan, O. D. (ed.). Structural
analysis of covariance matrices. New York: Seminar Press, 85-112.

Jöreskog, K. G. 1977. Structural equation models in the social sciences: Specification,
estimation and testing. In: Krishnaiah, P. R. (ed.). Applications of statistics.
Amsterdam: North Holland.

Jöreskog, K. G. 1978. Structural analysis of covariance and correlation matrices.
Psychometrika, 43, 443-477.

Johnston, J. 1963. Econometric methods. New York: McGraw Hill.

Keeser, W. 1981. Zeitreihenanalyse in der klinischen Psychologie. Ein empirischer
Beitrag zur Box-Jenkins Methodologie. Berlin: Springer.

Kendall, M. G. 1976. Time-series. London: Griffin.

Kendall, M. G. & Stuart, A. 1976. The advanced theory of statistics. Vol. 2. London:
Griffin.

Kendall, M. G. & Stuart, A. 1966. The advanced theory of statistics. Vol. 3. New
York: Hafner.

Kerlinger, F. N. & Pedhazur, E. J. 1973. Multiple regression in behavioral research.
New York: Holt, Rinehart & Winston.



Regressions- und kanonische Analyse 289

Kettenring, J. R. 1971. Canonical analysis of several sets of variables. Biometrika, 58,
4 8 3 - 4 5 1 .

Klein, L. 1953. A textbook of econometrics. Evanston: Row, Peterson & Co.

Kmenta, J. 1971. Elements of econometrics. New York: Macmillan.

Koerts, J. & Abrahamse, A. P. 1969. On the theory and application of the general
linear model. Rotterdam: University Press.

Kruskal, J. B. 1971. Monotone regression: continuity and differentiability properties.
Psychometrika, 36, 57-62.

Krutchkoff, R. G. 1967. Classical and inverse regression - methods of calibration.
Technometrics, 9, 425-439.

Kshirsagar, A. M. 1972. Multivariate analysis. Statistics: Textbooks and monographs,
Vol. 2. New York: Marcel Dekker.

Küchler, M. 1979. Multivariate Analyseverfahren. Stuttgart: Teubner.

LaMotte, L. R. & Hocking, R. R. 1970. Computational efficiency in the selection of
regression variables. Technometrics, 12, 83-93.

Leeuw, J. de. 1977. Correctness of Kruskal’s algorithms for monotone regression with
ties. Psychometrika, 42, 141-144.

Lienert, G. A. 1967. Testaufbau und Testanalyse. Weinheim: Beltz.

Lösel, F. & Wüstendörfer, W. 1974. Zum Problem unvollständiger Datenmatrizen in
der empirischen Sozialforschung. Kölner Zeitschrift für Soziologie, 26, 342-357.

Lohmüller, J. B. 1979. Parameterschätzung für Linearstrukturbeziehungsmodelle un-
ter partiellen Kleinstquadratkriterien. Forschungsbericht 79.01, Fachbereich
Pädagogik der Hochschule der Bundeswehr München, Neubiberg.

Lohmöller, J. B. & Oerter, R. (Hrsg.). 1979. Medien in der Erziehungsausbildung.
München: Oldenbourg.

Lovell, M. C. & Prescott, E. 1970. Multiple regression with inequality constraints:
pretesting bias, hypothesis testing and efficiency. Journal of the American Statisti-
cal Association, 65, 913-925.

Maddala, G. S. 1977. Econometrics. New York: McGraw-Hill.

Malinvaud, E. 1966. Statistical methods of econometrics. Amsterdam: North Holland.

Marquardt, D. 1963. An algorithm for least-squares estimation of nonlinear parame-
ters. Journal of SIAM, 11, 431-441.

McCleary, R. & Hay, R. A. 1980. Applied time series analysis for the social sciences.
London: Sage Publications.

McDonald ,  R .  P .  1974 .  Tes t ing  pa t te rn hypotheses for covariance matrices.
Psychometrika, 39, 189-201.

McGee, V. E. & Carleton, W. T. 1970. Piecewise regression. Journal of the American
Statistical Association, 65, 1109-1124.

McKeon, J. J. 1966. Canonical analysis: Some relations between canonical correlation,
factor analysis, discriminant analysis, and scaling theory. Psychometric Mono-
graph, 13.



290 Werner Schubö, Klaus Haagen und Walter Oberhofer

Milliken, G. A. & Graybill, F. A. 1970. Extensions of the general linear hypothesis
model. Journal of the American Statistical Association, 65, 797-807.

Moosbrugger, H. 1978. Multivariate statistische Analyseverfahren. Stuttgart: Kohl-
hammer.

Moosbrugger, H. 1980a. Lineare statistische Modelle zur Beschreibung linearer und
nichtlinearer multipler Variablenzusammenhänge. Frankfurt/Main: Institut für
Psychologie der Johann-Wolfgang-Goethe-Universität.

Moosbrugger, H. 1980b. Zur differentiellen Prognostizierbarkeit bei nichtlinearen
Test-Kriterium-Zusammenhängen. Frankfurt/Main: Institut für Psychologie der
Johann-Wolfgang-Goethe-Universität.

Morgan, J. A. & Tatar, J. F. 1972. Calculation of the residual sum of squares for all
possible regressions. Technometrics, 14, 317-325.

Morrison, D. F. 1976. Multivariate statistical methods. New York: McGraw-Hill.

Namboodiri, N. K., Carter, L. F. & Blalock, H. M. 1975. Applied multivariate
analysis and experimental design. New York: McGraw-Hill.

Nie, N. H., Hull, C. H., Jenkins, J. G., Steinbrennet-, K. & Bent, D. H. 1975. SPSS:
Statistical package for the social sciences. New York: McGraw-Hill.

Oberhofer, W. 1979. Lineare Algebra. München: Oldenbourg.

Olkin, I. & Pratt, J. W. 1958. Unbiased estimation of certain correlation coefficients.
Annals of Mathematical Statistics, 29, 201-211.

Overall, J. E. & Klett, C. J. 1972. Applied multivariate analysis. New York: McGraw-
Hill.

Petermann, F. (Hrsg.). 1977a. Psychotherapieforschung. Weinheim: Beltz.

Petermann, F. (Hrsg.). I977b. Methodische Grundlagen Klinischer Psychologie.
Weinheim: Beltz.

Petermann, F. 1978. Veränderungsmessung. Stuttgart: Kohlhammer.

Pillai, K. C. S. 1955. Some new test criteria in multivariate analysis. Annals of
Mathematical Statistics, 26, 117-121.

Ramsey, J. B. 1969. Tests for specification errors in classical linear least-squares regres-
sion analysis. Journal of the Royal Statistical Society, Series B, 31, 350-371.

Rao, C. R. 1973. Lineare statistische Methoden und ihre Anwendungen. Berlin:
Akademie-Verlag.

Revenstorff, D. 1979. Zeitreihenanalyse für klinische Daten. Weinheim: Beltz.

Revenstorff, D. & Keeser, W. 1979. Zeitreihenanalyse von Therapieverläufen. In:
Petermann, F. & Hehl, F. (Hrsg.). Einzelfallanalyse. München: Urban & Schwar-
zenberg.

Rock, D. A.,  Werts,  C. E.,  Linn, R. L. & Jöreskog, K. G. 1977. A maximum
likelihood solution to the errors in variables and errors in equations model. Mul-
tivariate Behavioral Research, 12, 187-197.

Roy, S. N. 1957. Some aspects of multivariate analysis. New York: Wiley.



Regressions- und kanonische Analyse 291

Schach, S. & Schäfer, Th. 1978. Regressions- und Varianzanalyse. Berlin: Springer.

Schneeweiß, H. 1974. Ökonometrie. Würzburg: Physica-Verlag.

Schönfeld, P. 1969. Methoden der Ökonometrie. Band I. Berlin: Franz Vahlen.

Schönfeld, P. 1971. Methoden der Ökonometrie. Band II. Berlin: Franz Vahlen.

Schubö, W. 1980. Statistische Verlaufsanalyse am Beispiel eines Inferenztests. In:
Hentschel, U. & Smith, G. (Hrsg.). Die Wahrnehmung als Zugang zu diagnosti-
schen Problemen. Wiesbaden: Akademische Verlagsgesellschaft.

Schubö, W. 1982. Faktorenanalyse in der psychiatrischen Forschung. München: Phil.
Dissertation.

Schubö, W. & Hentschel, U. 1978. Improved reliability estimates for the serial color-
word test. Scandinavian Journal of Psychology, 19, 91-95.

Schuchard-Ficher,  C.,  Backhaus, K.,  Humme, U.,  Lohrberg, W., Plinke, W. &
Schreiner, W. 1980. Multivariate Analysemethoden; eine anwendungsorientierte
Einführung. Berlin: Springer.

Seibel, H. D. & Nygreen, G. T. 1972. Pfadanalyse. Ein statistisches Verfahren zur
Untersuchung linearer Kausalmodelle. Zeitschrift für Sozialpsychologie, 3, 5-12.

Seifert, H.-G. 1975. Statistische Methoden der Ökonometrie. Unveröffentlichtes Vor-
lesungsmanuskript. Regensburg: Lehrstuhl für Ökonometrie.

Sievers, W. 1977.  über Dummy-Variablen-Kodierung in der Varianzanalyse.
Psychologische Beiträge, 19, 3, 459-462.

Silvey, S. D. 1969. Multicollinearity and imprecise estimation. Journal of the Royal
Statistical Society, Series B, 31, 539-552.

Steel, R. G. D. 1951. Minimum generalized variance for a set of linear functions.
Annals of Mathematical Statistics, 22, 456-460.

Steward, D. & Love, W. 1968. A general canonical correlation index. Psychological
Bulletin, 70, 160-163.

Steyer, R. 1979. Rechenregeln für bedingte Erwartungen. Frankfurt/Main: Institut für
Psychologie der Johann-Wolfgang-Goethe-Universität.

Stiefel, E. 1961. Einführung in die numerische Mathematik. Stuttgart: Teubner.

Stroud, T. W. F. 1974. Comparing regressions when measurement error variances are
known. Psychometrika, 39, 53-68.

Sulz, K.-D. 1980. Dimensionale Analyse kognitiver Konzepte. München: Phil. Disser-
tation.

Tatsuoka, M. M. 1971. Multivariate analysis: Techniques for educational and
psychological research. New York: Wiley.

Theil, H. 1971. Principles of econometrics. New York: Wiley.

Theobald, C. M. 1974. Generalisation of mean square error applied to ridge regression.
Journal of the Royal Statistical Society, Series B, 36, 103-106.

Thorndike, R. M. 1978. Correlational procedures for research. New York: Gardner
Press.



292 Werner Schubö, Klaus Haagen und Walter Oberhofer

Timm, N. H. 1970. The estimation of variance-covariance and correlation matrices
from incomplete data. Psychometrika, 35, 417-437.

Timm, N. H. 1975. Multivariate analysis with applications in education and psycholo-.
gy. Belmont, California: Wadsworth.

Tintner, G. 1946. Some applications of multivariate analysis in economic data. Journal
of the American Statistical Association, 41, 472.

van de Geer, J. B. 1971. Introduction to multivariate analysis for the social sciences.
San Francisco: Freeman.

Velicer, W. F. 1978. Suppressor variables and the semipartial correlation coefficient.
Educational and Psychological Measurement, 38, 953-958.

Vetter, H. 1972. Dynamische und statistische Kausalanalyse. Zeitschrift für Sozial-
psychologie, 3, 13-22.

Vinod, H. D. 1978. Ridge regression and related techniques: A survey. The Review of
Economics and Statistics, 60, 121-131.

Vinograde, B. 1950. Canonical positive definite matrices under internal linear transfor-
mations. Proceedings of the American Mathematical Society, 1, 159-161.

Wainer, H. 1971. Piecewise regression: a simplified procedure. The British Journal of
Mathematical and Statistical Psychology, 24, 83-92.

Wainer, H. & Thissen, D. 1976. Three steps towards robust regression. Psychometri-
ka,  41,  9-34.

Wilks, S. S. 1932. Certain generalizations in the analysis of variance. Biometrika, 24,
4 7 1 - 4 9 4 .

Wilson, K. V. 1973. Linear regression equations as behavior models. In: Royce, J. R.
(ed.). Multivariate analysis and psychological theory. London: Academic Press.

Wonnacott, R. J. & Wonnacott, Th. H. 1970. Econometrics. New York: Wiley.

Young, F. W., de Leeuw, J. & Takane, Y. 1976. Regression with qualitative and
quantitative variables: An alternating least squares method with optimal scaling
features. Psychometrika, 41, 505-529.

Yule, G. U. 1927. On a method of investigating periodicities in disturbed series. With
special reference to Wölfers’ sunspot numbers. Philosophical Transactions of the
Royal Society, Series A, 226, 267-298.



5. Kapitel

Diskriminanzanalyse

Joachim Krauth

1. Einführung

1.1 Problemstellung

In Kendall (1966) bzw. in Kendall & Stuart (1966, S. 314-341) wird unter-
schieden zwischen Diskrimination, Klassifikation und Zerlegung. Bei einem
Diskriminationsproblem sind danach Zufallstichproben gegeben, die aus k ver-
schiedenen Populationen stammen. Für jede Stichprobeneinheit, im weiteren
Individuum genannt, liegen p Meßwerte vor, die zu unterschiedlichen Varia-
blen gehören. Gesucht ist ein Verfahren, um ein neu erhobenes Individuum
aufgrund der Werte, die es für die p Variablen zeigt, der richtigen aus den k
Populationen zuzuweisen.

Bei einem Klassifikationsproblem ist eine Stichprobe von Individuen gegeben,
für die jeweils p Variablen erhoben werden. Gesucht ist ein Verfahren, um zu
entscheiden, ob die Individuen zu unterschiedlichen Gruppen gehören und
falls dieses zutrifft, die Gruppen zu bestimmen. Bei einem Zerlegungsproblem
schließlich ist eine Stichprobe von Individuen aus einer Population gegeben,
wobei für jedes Individuum die Meßwerte für p Variablen vorliegen. Gesucht
ist ein Verfahren, um die Population in Anteile mit vorgegebenen Eigenschaf-
ten zu zerlegen.

Beispielsweise möge je eine Stichprobe von Normalen, chronisch Schizophre-
nen und akut Schizophrenen vorliegen, d.h. es handle sich um k = 3 Stichpro-
ben, wobei für jedes Individuum die Antworten auf p = 10 Testitems bekannt
sind. Ein neues Individuum soll aufgrund seiner Beantwortung der Testitems
einer der drei Populationen zugeordnet werden. Dieses ist ein Diskrimina-
tionsproblem. Hat man jedoch eine Stichprobe von als schizophren diagnosti-
zierten Patienten vorliegen, für die jeweils die Antworten auf zehn Testitems
vorliegen, und möchte man wissen, ob es Teilpopulationen der Schizophrenen
gibt, d.h. unterschiedliche Diagnosegruppen, und diese identifizieren, so liegt
ein Klassifikationsproblem vor. Schließlich liege eine Stichprobe von unter
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dem Verdacht einer Schizophrenie eingelieferten Personen vor und für jede
Person die Antworten auf zehn Items. Falls dann die Stichprobe und damit die
Population aufgrund der Itembeantwortung in eine Gruppe, die keiner Be-
handlung, in eine Gruppe, die einer ambulanten Behandlung, und eine Grup-
pe, die einer stationären Behandlung bedarf, aufgeteilt werden soll, so handelt
es sich um ein Zerlegungsproblem.

Eine erste Ursache für Diskriminationsprobleme sieht Kendall (1966) in verlo-
rengegangenen Informationen. Ein Beispiel dafür könnte ein psychiatrischer
Patient sein, dessen Krankengeschichte abhanden gekommen ist, der aber ei-
ner Diagnosegruppe zugeteilt werden soll. Als zweite Ursache wird das Pro-
blem einer möglichst einfachen Diagnose angesehen, ohne daß eine langwierige
Untersuchung durchgeführt werden muß. Als dritte Ursache wird die Vorher-
sage genannt, wenn z.B. aufgrund von vorliegenden Symptomen eine be-
stimmte Krankheitsentwicklung vorhergesagt werden soll.

Die strenge Trennung zwischen Diskrimination und Klassifikation wird nur
von wenigen Autoren eingehalten. Oft werden die verschiedenen Probleme im
Zusammenhang betrachtet wie z.B. bei Janke (1971). Gelegentlich wird die
Diskrimination auch als Spezialfall der Klassifikation angesehen. So unter-
scheidet Das Gupta (1973) mehrere Probleme der Klassifikation. Das erste
Problem betrifft die Zuordnung einer Zufallsstichprobe von Individuen aus
der gleichen Population zu einer von k Populationen, wobei für jedes Indivi-
duum ein p-dimensionaler Meßwertvektor gegeben ist. Sind die Verteilungen
zu den k Populationen nicht genau bekannt, so benötigt man sogenannte
Trainingsstichproben aus diesen Populationen. Dieses Problem entspricht dem
Diskriminationsproblem bei Kendall (1966).

Als zweites Klassifikationsproblem wird die Aufteilung einer Zufallsstichpro-
be auf k Populationen angesehen. Falls man die Wahrscheinlichkeiten für eine
Zugehörigkeit zu den einzelnen Populationen kennt, so spricht man von be-
kannter Mischverteilung, sonst von unbekannter Mischverteilung. Bei unbe-
kannter Mischverteilung und unbekannten Populationsverteilungen benötigt
man Trainingsstichproben. Falls die Populationsverteilung bekannt ist, so
heißt die Trainingsstichprobe identifiziert oder erhärtet. Falls die Populations-
verteilung nicht bekannt ist, so heißt die Trainingsstichprobe nichtidentifiziert.
Gelegentlich bilden die Individuen der Trainingsstichprobe eine Folge und die
richtige Population kann ab einem bestimmten Folgeglied identifiziert werden.
Dann heißt die Trainingsstichprobe post-identifiziert.

Kurze Einführungen in die Begriffsbildungen der Diskriminanzanalyse geben
Trampisch (1977) und Kossack (1963). Von Alexakos (1966) und Power,
Muntz & MacRae (1975) wird untersucht, wie sich Lösungen von Diskrimina-
tionsproblemen mit mathematischen Methoden von der Beurteilung durch
Gruppen von klinischen Psychologen unterscheiden. Es zeigt sich, daß die
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Güte der Zuordnung durchaus vergleichbar ist, wobei eine Kombination der
Methoden zu einer erheblichen Verbesserung der Resultate führen kann.

1.2 Entstehungsgeschichte

Die ersten Vorläufer der Diskriminanzanalyse findet man in den dreißiger
Jahren dieses Jahrhunderts. Die ersten Arbeiten, die das Diskriminationspro-
blem in der heutigen Form betreffen, sind wohl von Fisher (1936, 1938), Smith
(1936-1937) und Welch (1939). Einzelheiten über diese Ansätze und über die
weitere Entwicklung geben Bauer (1954), Kossack (1963) und Das Gupta
(1973).

1.3 Übersichtsarbeiten

Der gesamte Bereich der Diskriminanzanalyse wird dargestellt in der Mono-
graphie von Lachenbruch (1975), die auch eine Bibliographie mit 579 Titeln
enthält. Speziell die Diskriminanzanalyse für qualitative Daten, die sogenannte
diskrete Diskriminanzanalyse, behandelt die Monographie von Goldstein &
Dillen (1978). Die Monographie von Skarabis (1970) betrachtet in erster Linie
mathematische Probleme der Diskriminanzanalyse, während der Sammelband
von Cacoullos (1973 a) die unterschiedlichsten Aspekte anspricht.

Neben der Bibliographie in Lachenbruch (1975) sind diejenigen von Das Gup-
ta (1973) und Cacoullos & Styan (1973) zu nennen. Speziell für das Problem,
die Wahrscheinlichkeit für eine Fehlklassifikation zu schätzen, gibt Toussaint
(1974) eine Liste von 188 Titeln an.

Übersichtsartikel über die Diskriminanzanalyse in englischer Sprache gibt es
von Brown (1947), Tatsuoka & Tiedeman (1954), Isaacson (1964), Huberty
(1975), Geisser (1977), Schaafsma & Vark (1977, 1979) und Lachenbruch &
Goldstein (1979). In deutscher Sprache gibt Janke (1971) eine Übersicht über
Klassifikationsverfahren einschließlich der Diskriminanzanalyse, während
Trampisch (1975) einen Überblick über Verfahren mit nichtnormalverteilten
Gruppen gibt.

2. Grundlagen

2.1 Lineare Diskriminanzfunktion

Es mögen zwei Populationen P1 und P2 mit den p-dimensionalen Verteilungen
V1 und V2 für die Meßwertvektoren vorliegen. Für jedes Individuum liege ein
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p-dimensionaler Meßwertvektor x’ = (x1,. . .,xp) vor, wobei der Transposi-
tionsstrich die Umwandlung des Spaltenvektors x in den Zeilenvektor x’ be-
zeichnet. Gesucht ist eine Zuordnungsregel, die den Vektor x entweder P1 oder
P2 zuordnet. Von Fisher (1936) wird vorgeschlagen, eine Linearkombination

zu bilden, wobei a 1,. . .,ap so gewählt sein sollen, daß das Quadrat der Diffe-
renz der Erwartungswerte von Y in den beiden Populationen bezogen auf die
gemeinsame Varianz maximal wird.

Es seien p’r = (p,r,. . .,pr,,) bzw. p’a = (uar , . . .,@ die Erwartungswertvekto-
ren zu den Verteilungen V1 und V2 und 2 die für beide Verteilungen gleiche
Kovarianzmatrix. Ohne weitere Annahmen über V1 und V2 führt das Verfah-
ren von Fisher (1936) zu der Linearkombination

Falls p1,p2 und 2 nicht bekannt sind, so müssen Zufallsstichproben der Größe
n1 bzw. n2 aus P1 bzw. P2 vorliegen, und man schätzt p’r bzw. p’a durch die
Mittelwertvektoren ii’,  = (xri,.  . .,iir,)  bzw. x’a = (Xar,  . . .,ii+) und 2 durch die
empirische Kovarianzmatrix S aus der vereinigten Stichprobe. In diesem Fall
ergibt sich

Rechenbeispiele und numerische Vereinfachungen zum Verfahren von Fisher
findet man bei Beall (1945), Schmid (1950) und Behrens (1959).

Man ordnet das Individuum mit dem Wert y der Population P1 zu, falls y
näher zu

liegt als zu

Sonst ordnet man es der Population P2 zu. Dieses ist gleichbedeutend damit,
daß man das Individuum der Population P1 zuordnet, falls

gilt. Die Differenz

wurde von Mahalanobis im Jahre 1927 als Abstandsmaß zwischen zwei mehr-
dimensionalen Verteilungen eingeführt und stellt eine Modifikation eines Ko-
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effizienten von Karl Pearson aus dem Jahre 1921 dar (vgl. Das Gupta, 1973).
Mit Hilfe der bei Vorliegen von multivariaten Normalverteilungen F-verteilten
Statistik

mit p und (n1 + n2 - p - 1) Freiheitsgraden kann man testen, ob die beiden Stich-
proben aus unterschiedlichen Populationen stammen.

Anders als Fisher (1936) sucht Welch (1939) eine Diskriminanzfunktion, bei
der die totale Fehlklassifikationswahrscheinlichkeit minimal ist. Dazu seien q1

= P(P1) bzw. q2 = P(P2) die A-priori-Wahrscheinlichkeiten, d.h. die Wahr-
scheinlichkeiten dafür, daß ein Individuum zu P1 bzw. P2 gehört. Ferner sei R1

bzw. R2 der Bereich im p-dimensionalen Raum, für den Vektoren x zu P1 bzw.
P2 zugeordnet werden. Dabei seien R1 und R2 elementfremde Mengen, die
vereinigt den ganzen Raum ergeben. Die totale Fehlklassifikationswahrschein-
lichkeit ergibt sich zu

Falls f,(x) bzw. f2(x) die zu V1 bzw. V2 gehörige p-dimensionale Wahrschein-
lichkeitsdichte ist, so lautet die Klassifikationsregel: Ordne x der Population
P1 zu, falls

und der Population P2 im umgekehrten Fall. Speziell für multivariate Normal-
verteilungen mit gleicher Kovarianzmatrix ergibt sich hieraus als optimale Zu-
ordnungsregel: Ordne x der Population P1 zu für

Bei unbekannten Parametern schätzt man WT aus Stichproben und verwendet
die Diskriminanzfunktion

Die Koeffizienten dieser linearen Diskriminanzfunktion sind identisch mit
denen der Funktion von Fisher.

Eine andere Idee zur Konstruktion einer Diskriminanzfunktion stammt von
Mises (1945), der vorschlägt, die maximale Fehlklassifikationswahrscheinlich-
keit P(R2 1 P1) bzw. P(R1 ) P2) in den beiden Gruppen zu minimieren. Andere
Autoren nehmen unterschiedliche Kosten für verschiedene Arten der Fehlklas-
sifikation an und minimieren die Gesamtkosten (vgl. Anderson, 1958).



298 Joachim Krauth

Neben der auf Anderson (1958) zurückgehenden Diskriminanzfunktion W
werden in der Literatur auch die Funktionen

von Wald (1944) und

von John (1960a) betrachtet. Ein numerisches Beispiel zur Klassifikation mit
Hilfe von U gibt Kossack (1945).

Während bei bekannten Parametern die obigen Funktionen normalverteilt sind
für multivariat normalverteiltes X, gilt dieses, falls man für die Parameter
deren Schätzungen einsetzt, nur noch für die bedingten Verteilungen bei gege-
benen xr, xz und S. Die nichtbedingte Verteilung ist nicht normal. Untersu-
chungen über das finite und asymptotische Verhalten der Verteilung von W
wurden u.a. durchgeführt von Anderson (1951, 1973a, 1973b), Harter (1951),
Sitgreaves (1952, 1961, 1973), Bowker & Sitgreaves (1961), Teichroew & Sit-
greaves (1961), Bowker (1961), Elfving (1961), John (1962-1963), Okamoto
(1963) und Lachenbruch     (1968). Die Verteilung von U untersuchten u. a. Wald
(1944), Sitgreaves (1952) und John (1959, 1960a, 1960b, 1962-1963, 1964),
wobei der letztere allerdings ebenso wie Memon & Okamoto (1971)
genaugenommen die Verteilung von Z betrachtete.

Eine Reihe von Autoren weisen Optimalitätseigenschaften der linearen Diskri-
minanzfunktion nach. So zeigt Kudo (1959), daß diese Funktion bei univaria-
ten Normalverteilungen mit gemeinsamer bekannter Varianz ein Zweient-
scheidungsproblem optimiert. Von Das Gupta (1965) wird die Maximum-
Likelihood-Schätzung der Diskriminanzfunktion untersucht. Dazu wählt man
zu vorgegebenem x die Verteilungsparameter so, daß die Wahrscheinlichkeit
dafür, daß x aus einer bestimmten Population stammt, maximal wird. Man
ordnet x der Population zu, für die diese Wahrscheinlichkeit maximal ist. Die
Maximum-Likelihood-Regel besitzt gewisse Güteeigenschaften. Von Porebski
(1966 a) wird gezeigt, daß bei gleichen A-priori-Wahrscheinlichkeiten q1 und
q2 und multivariaten Normalverteilungen mit bekannter gemeinsamer Kova-
rianzmatrix die Fisher’sche Diskriminanzfunktion gleich einer Bayes-Lösung
und gleich der Maximum-Likelihood-Lösung ist. Für zwei multivariate Nor-
malverteilungen, die bis auf die gemeinsame Kovarianzmatrix bekannt sind,
betrachtet Streit (1977) das Maß D2 und zeigt, daß die Zuordnungsregel eine
Maximum-Likelihood-Regel und eine zulässige Bayes-Regel ist.

Von Matusita (1973) wird eine lineare Diskriminanzfunktion durch Minimie-
rung eines Informationsmaßes erhalten, während Enis & Geisser (1971, 1974)
unter allen linearen Diskriminanzfunktionen, die auf Parameterschätzungen
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beruhen, diejenige bestimmen, die die totale Wahrscheinlichkeit der Fehlklas-
sifikation minimiert. Für den Fall univariater Normalverteilungen mit gemein-
samer Varianz bestimmen Ganesalingam & McLachlan (1978) bei Schätzung
der Parameter die optimale Diskriminanzfunktion. Ebenso wie O’Neill (1978)
berechnen sie die asymptotische relative Effizienz einer linearen Diskrimi-
nanzfunktion für den Fall einer nichtklassifizierten Ausgangsstichprobe, die
eine Mischung von zwei multivariaten Normalverteilungen mit gemeinsamer
Kovarianzmatrix darstellt. Die Simulationsstudien von Ganesalingam &
McLachlan (1979) zeigen, daß die in dieser Situation geschätzte lineare Diskri-
minanzfunktion auch bei kleinen Stichprobenumfängen die Populationen gut
trennt, obwohl die Schätzung der Koeffizienten der Diskriminanzfunktion
nicht sehr reliabel ist. Von Day (1969) wird gezeigt, daß die lineare Diskrimi-
nanzfunktion optimal ist für alle multivariaten Wahrscheinlichkeitsdichten,
die zu der Klasse der linearen Exponentialverteilungen gehören.

Verschiedene Spezifikationen und auch Erweiterungen des ursprünglichen
Ansatzes werden ebenfalls untersucht. So betrachtet Han (1968) den Fall glei-
cher Korrelationen der Variablen, Han (1969) den Fall proportionaler Kova-
rianzmatrizen, d.h. 2, = cz2, und Han (1970) den Fall zirkulärer Kovarianz-
matrizen. Von Rao (1966a) sowie Lachenbruch & Kupper (1973) wird ange-
nommen, daß V1 und V2 selber Mischungen von multivariaten Normalvertei-
lungen sind. In McLachlan (1975b, 1977a) wird zusätzlich die Information
ausgenutzt, daß außer den Meßwertvektoren der eindeutig zu P1 bzw. P2

gehörenden Individuen auch noch die Meßwertvektoren nichtklassifizierter
Individuen vorliegen.

Von Burnaby (1966) werden Diskriminanzfunktionen entwickelt, die inva-
riant sind gegen bekannte nichtdiskriminierende Variation der Variablen, wie
sie z.B. bei Wachstumskurven auftritt. Cochran (1964a) zeigt, daß die Fehl-
klassifikationswahrscheinlichkeiten aus der Diskriminationsfähigkeit der Ein-
zelvariablen nur schwer vorhersagbar sind und erheblich von den Interkorrela-
tionen der Variablen abhängen. Dabei ist es von Vorteil, wenn Variablen mit
guten Diskriminatoren negativ korreliert sind.

Efron (1975) betrachtet zwei multivariat normalverteilte Populationen mit ei-
ner Trainingsstichprobe x1,. . .,xn. Die Zuordnung eines Meßwertvektors auf-
grund der Schätzung der linearen Diskriminanzfunktion von Fisher wird als
normales Diskriminanzverfahren bezeichnet. Bei Schätzung der Funktion von
Fisher bedingt bei gegebenen Werten von x1,. . . ,xn wird von logistischer Re-
gression gesprochen. Unter Berücksichtigung der asymptotischen Fehlerraten
hat die logistische Regression asymptotische relative Effizienzen bezogen auf
das normale Diskriminanzverfahren, die zwischen 50% und 66% liegen. Bor-
gen & Seling (1978) verwenden die Diskriminanzanalyse in Anschluß an eine
multivariate Varianzanalyse, um die verschiedenen Populationen zu trennen.
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Die lineare Diskriminanzfunktion von Fisher (1936) wird von Travers (1939)
zur Trennung von Ingenieuren und Piloten, von Jackson (1950) zur Aufteilung
von Studenten auf zwei Kurse, von Ahmann (1955) zur Klassifikation von
Studenten nach der Studienrichtung, von Pichot & Perse (1952) zur diagnosti-
schen Trennung von Arterioskleroseerkrankten und Senilen sowie von Whee-
ler (1963) zur Trennung von Populationen Hirngeschädigter verwendet.

2.2 Bayes-Ansatz

Bezeichnet man mit f1(x) bzw. f2(x) die multivariaten Dichten zu V1 bzw. V2

und mit q1 bzw. q2 die A-priori-Wahrscheinlichkeiten, so ergeben sich nach
der Formel von Bayes die A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten für ein Vorliegen
von Pi bei gegebenem Meßwertvektor x zu

Ordnet man x der Population P1 zu, falls

gilt, so ist diese Regel äquivalent mit der Regel, die die totale Fehlklassifika-
tionswahrscheinlichkeit minimiert. Die A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten
sind nützlich, wenn man das Risiko eines Individuums schätzen will, zu einer
bestimmten Population, z.B. einer Diagnosegruppe, zu gehören. In Ben-Bas-
sat & Gal (1977) wird das Verhalten der A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten
bei nicht identisch verteilten Beobachtungen untersucht.

Man unterscheidet einen Semi-Bayes-Ansatz und einen vollständigen Bayes-
Ansatz. Beim Semi-Bayes-Ansatz benutzt man A-priori-Dichten der Form
g(cL~>G) für die unbekannten Parameter, um damit die A-posteriori-Vertei-
lung der Diskriminanzfunktion bei gegebenen iir,  x2 und S zu untersuchen.
Beim vollständigen Bayes-Ansatz betrachtet man die Vorhersage-Dichten
f(x 1 x,,xz,  S,Pi) und verwendet als Diskriminanzfunktion

Mit Hilfe dieser Funktion werden Individuen den zugehörigen Populationen
zugeordnet. Eine Beschreibung des vollständigen Bayes-Ansatzes gibt Geisser
(1966), während Desu & Geisser (1973) beide Ansätze für verschiedene Situa-
tionen diskutieren. Der kritische Punkt bei allen Bayes-Verfahren ist immer
die Frage nach der richtigen Wahl der A-priori-Verteilungen. In Hermans &
Habbema (1975) werden deshalb anhand von zwei Sätzen experimenteller Da-
ten fünf verschiedene Methoden, die Dichten f1(x) und f2(x) zu schätzen,
miteinander verglichen. In Geisser (1964) werden unter der Annahme, daß für
k Populationen multivariate Normalverteilungen vorliegen, acht verschiedene
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Konstellationen für die Parameter Ei und Ei betrachtet mit verschiedenen A-
priori-Dichten für diese Parameter und zusätzlich fünf Situationen für die
Wahrscheinlichkeiten qi. Von Geisser & Desu (1968) wird für zwei Populatio-
nen P1 und P2, für die V1 und V2 multivariat normal sind, der Fall CL, = p2 = 0
betrachtet, wobei Zr und X2 jeweils konstante Varianzen und Kovarianzen
enthalten sollen. Für verschiedene Wahlen dieser Varianzen und Kovarianzen
und der A-priori-Dichten werden Vorhersagedichten bestimmt. In Gupta
(1977) wird der Fall von multivariat normalen V1,. . . ,Vk mit unbekannten CL;
und Ei betrachtet und gezeigt, daß zwei Zuordnungsregeln äquivalent sind,
von denen die eine auf einer Diskriminanzfunktion und die andere auf einem
Bayes-Ansatz mit gleichen A-priori-Wahrscheinlichkeiten qi beruht. Hora
(1978) betrachtet für zwei Populationen einmal den Fall, daß p1 und na unbe-
kannt, X, = X2 aber bekannt ist, und nimmt für v1 und u2 normale A-priori-
Dichten an. Im zweiten Fall setzt er p1 = p2 als unbekannt mit normaler A-
priori-Dichte und Cr = z2 als unbekannt mit einer Wishart A-priori-Dichte
voraus. In beiden Fällen wird der optimale Stichprobenumfang bestimmt (zum
Bayes-Ansatz vgl. Kapitel 4 des Bandes ,,Hypothesenprüfung“ aus der Enzy-
klopädie der Psychologie).

2.3 Fehlerraten

Der Begriff der Fehlerrate wird in der älteren Literatur zur Diskriminanzana-
lyse durchaus in unterschiedlichem Sinne verwendet. Erst in den Arbeiten von
Hills (1966), Skarabis (1970), Sorum (1972), Michaelis (1973 b), Trampisch
(1975, 1977), Victor (1976a) und Lachenbruch (1975) werden die verschiede-
nen Fehlerarten exakt definiert und voneinander abgegrenzt.

Zunächst werde das Diskriminationsproblem für k Populationen mit vollstän-
diger Information betrachtet. Dann sind sowohl die A-priori-Wahrscheinlich-
keiten q1,. . . ,qk als auch die zu den Verteilungen V1,. . . ,Vk gehörigen Dichten
f1(x), . . ., fk(x) bekannt. Als tatsächlichen Fehler F(D) der Zuordnungsregel D
bezeichnet man den Anteil der insgesamt falsch klassifizierten Fälle

Dabei ist Rj der Bereich, für den ein Meßwertvektor x aus Rj der Population Pj

zugeordnet wird. Eine Zuordnungsregel Do heißt optimal, falls F(Do) unter
allen möglichen Zuordnungsregeln D minimal ist. F(Do) heißt in diesem Fall
(theoretisch) optimaler Fehler. Es gibt also keine Regel D, die insgesamt weni-
ger Fehlklassifikationen aufweist als Do. Jedoch muß Do nicht eindeutig be-
stimmt sein. Die optimale Zuordnungsregel ist dadurch gegeben, daß ein Vek-
tor x der Population Pi zugeordnet wird, falls qifi(x) maximal ist unter allen
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In der Praxis sind weder die qi noch die fi(x) bekannt, sondern man hat nur eine
sogenannte erhärtete Stichprobe vorliegen, bei der für jedes x bekannt ist, zu
welcher Population es gehört. Da die Zuordnungsregel DS sich durch Schät-
zung aus der erhärteten Stichprobe ergibt, ist DS eine Zufallsvariable, und auch
der erhaltene Fehler F(DS) der insgesamt falsch klassifizierten Fälle ist eine
Zufallsvariable. Man bezeichnet den Erwartungswert E[F(DS)] als mittleren
Fehler von DS.

Ist DS eine geschätzte Zuordnungsregel und sind fis(x) geschätzte Dichten, so
heißt

unterschätzter Fehler oder scheinbarer Fehler von DS. Dieses ist also der Anteil
der ursprünglichen Stichprobe, der durch die geschätzte Diskriminanzfunk-
tion fehlklassifiziert wird. Unter ziemlich allgemeinen Bedingungen (vgl.
Glick, 1973a) gilt

Sind die Dichten fi auf bestimmte Verteilungsklassen, z.B. Normalverteilun-
gen, eingeschränkt, in denen bestimmte Parameter nicht festgelegt sind, so
bezeichnet man F,(D) als den erreichbaren Fehler, falls F,(D) unter allen
zulässigen Wahlen der noch unbestimmten Parameter minimal ist. Müssen die
Parameter geschätzt werden, so heißt FM(DS) der tatsächlich erreichbare
Fehler.

In John (1961) werden für zwei Populationen für geschätzte Diskriminanz-
funktionen bei Vorliegen multivariater Normalverteilungen die Verteilungen
der Fehlerraten untersucht und die Erwartungswerte bestimmt, während in
John (1964) die Zuordnungswahrscheinlichkeiten betrachtet werden für den
Fall, daß x weder zu P1 noch zu P2 gehört. Von Dunn & Varady (1966) wird
durch Simulationsstudien der Zusammenhang zwischen der tatsächlichen und
der geschätzten Fehlerrate bestimmt. Für den Fall zweier Populationen bei
Vorliegen multivariater Normalverteilungen und Verwendung der Diskrimi-
nanzfunktion W untersucht McLachlan (1972, 1974) die asymptotischen Ver-
teilungen der bedingten Fehlerraten p1 = P(R2 ( P1) und p2 = P(R1 1 P2) und des
bedingten Risikos (p1+p2)/2, während für den Fall proportionaler Kovarianz-
matrizen und geschätzter quadratischer Diskriminanzfunktion in McLachlan
(1975 a) die erwarteten Fehlerraten bestimmt werden. Für das allgemeine Klas-
sifikationsproblem, wo die Indexvariable, die in unseren bisherigen Fragestel-
lungen die Populationen kennzeichnet, nicht mehr diskret ist, konstruieren
Marshall & Olkin (1968) Verfahren, die das Risiko minimieren. Von Moran
(1975) werden exakte Ausdrücke für die Erwartungswerte des tatsächlichen,
des scheinbaren und des geschätzten Fehlers FS(D) für die lineare Diskrimi-
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nanzfunktion angegeben für den Fall, daß V1 und V2 multivariat normal sind
mit gleicher Kovarianzmatrix.

Bei Benutzung der geschätzten anstelle der theoretischen Diskriminanzfunk-
tion wird die Fehlklassifikationswahrscheinlichkeit nicht minimiert. DiPillo
(1976) betrachtet den Fall zweier multivariat normalverteilter Populationen
mit gleichen A-priori-Wahrscheinlichkeiten und verwendet eine nicht erwar-
tungstreue Minimum-Chiquadrat-Regel, die eine kleinere Fehlklassifikations-
wahrscheinlichkeit liefert. In Siotani & Wang (1977) werden die Fehlerraten
für die Diskriminanzfunktionen W und Z verglichen. Nishi (1977) leitet engste
obere Schranken für die größte der beiden Fehlerwahrscheinlichkeiten p1 bzw.
p2 sowie die totale Fehlerwahrscheinlichkeit bei beliebigen A-priori-Wahr-
scheinlichkeiten her. Dieses geschieht für bekannte pl, pz, Xi und &, wobei V1

und V2 stetig oder diskret sein können. Für = X2 ergibt sich eine optimale
lineare Prozedur, die das Infimum aller oberen Schranken annimmt. Falls kl,
p2, &, &, q1 und q2 bekannt sind, optimieren Isii & Taga (1978) die Fehler-
wahrscheinlichkeiten über alle möglichen Verteilungen V1 und V2 und alle
möglichen Klassifikationsregeln.

2.4 Minimaxprinzip

Nicht immer erscheint es sinnvoll, die totale Fehlklassifikationswahrschein-
lichkeit zu minimieren, weil dieses u.U. dazu führt, daß die Fehlerwahr-
scheinlichkeit für eine einzelne Population mit geringer A-priori-Wahrschein-
lichkeit sehr hoch ist. Deshalb verwendet man oft eine Minimaxregel, bei der
die maximale Fehlerwahrscheinlichkeit minimiert wird (zur Minimaxregel vgl.
Kap. 4 des Bandes ,,Hypothesenprüfung“ aus der Enzyklopädie der Psycholo-
gie). Dieses ist der Fall, falls die Fehlerwahrscheinlichkeiten alle gleich
und minimal sind. Für zwei Populationen P1 und P2 sind also Bereiche R1 und
R2 zu finden mit

Die Minimax-Regel ordnet x der Population P1 zu für

und der Population P2 sonst. Die Konstante c läßt sich bestimmen, wenn man
die Dichten f1(x) und f2(x) kennt. Die Kenntnis der A-priori-Wahrscheinlich-
keiten ist bei Verwendung der Minimax-Regel nicht erforderlich. Für den Fall
von multivariat normalverteilten Populationen mit gleichen Varianzen und
Korrelationen leitet Johnson (1955) für zwei bzw. drei Populationen Zuord-
nungsregeln her. Für drei Populationen nimmt er dabei gleiche Kosten der
Fehlklassifikation an. Das Verfahren wird illustriert anhand der Zuordnung
von Studenten zu Unterrichtsgruppen aufgrund von Testwerten.
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Von Clunis-Ross & Riffenburgh (1960) wird für zwei multivariat normalver-
teilte Populationen die Minimax-Regel als beste Trennfunktion unter den li-
nearen Funktionen hergeleitet. In Anderson & Bahadur (1962) wird für zwei
multivariat normalverteilte Populationen einmal die eine Fehlklassifikations-
wahrscheinlichkeit minimiert unter der Bedingung, daß die andere Wahr-
scheinlichkeit vorgegeben ist und zum anderen die Minimax-Lösung be-
stimmt. Da kein explizites Verfahren zur Bestimmung der auftretenden Kon-
stanten angegeben wird, leiten Banerjee & Marcus (1965) Schranken für diese
Konstanten her. Von Bhattacharya & Das Gupta (1964) wird die Klasse zuläs-
siger Prozeduren für zwei univariate Exponentialverteilungen (im weiteren
Sinne) untersucht. Eine Prozedur heißt dabei zulässig, falls es keine bessere
Prozedur in dem Sinne gibt, daß diese Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten
hat, die die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten der diskutierten Prozedur
nicht überschreiten und wenigstens einmal echt unterschreiten. Bei zulässigen
Verfahren gibt es also keine Verfahren, die gleichmäßig besser sind. Im Spe-
zialfall univariater Normalverteilungen mit Varianz 1 ist die übliche Prozedur
eine Minimax-Regel. Neymark, Breydo & Durnovo (1970) geben für den Fall
zweier multivariat normalverteilter Populationen eine lineare Minimax-Klassi-
fikationsregel an, während Bunke (1967) Minimax-Regeln als Spezialfalle der
sogenannten Q-optimalen Regeln untersucht. Während beim üblichen Bayes-
Ansatz die A-priori-Verteilungen bekannt sein müssen, konstruieren Gupta &
Huang (1975) sogenannte Gamma-Minimax-Prozeduren, bei denen nur be-
kannt ist, daß die A-priori-Verteilungen zu gewissen Klassen gehören.

2.5 Diskriminanzanalyse unter Nebenbedingungen und Kosten
der Fehlklassifikation

Es gibt Fälle, wo es sinnvoll ist, unterschiedliche Kosten anzunehmen, je
nachdem, welche Fehlklassifikation vorliegt. So ist es unterschiedlich zu beur-
teilen, ob ein Kranker irrtümlich der Population P1 der Gesunden oder ein
Gesunder irrtümlich der Population P2 der Kranken zugeordnet wird. Es seien
c1 die Kosten, die entstehen, wenn ein Individuum aus P1 falsch klassifiziert
wird und c2 die Kosten, die entstehen, wenn ein Individuum aus P2 falsch
klassifiziert wird. Es sollen Bereiche R1 und R2 gefunden werden, so daß

minimal wird. Dieses gilt für die Zuordnungsregel, bei der x der Population P1

zugeordnet wird, falls

gilt und der Population P2 sonst. Man vergleiche hierzu Brown (1950) und
Anderson (1951). Bei zwei multivariat normalverteilten Populationen mit glei-
cher Kovarianzmatrix 2 gibt Saxena (1967) eine Bayes-Lösung an.
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Einen anderen Aspekt betrachten Zielezny & Dunn (1975). Sie gehen auch von
multivariat normalverteilten V1 und V2 aus, klassifizieren jedes Individuum
aber zunächst nur mit einer Teilmenge der Variablen. Nur falls dieses nicht
gelingt, wird der Rest der Variablen ebenfalls gemessen und das Individuum
aufgrund der Messungen aller Variablen klassifiziert. Dabei sollen die A-prio-
ri-Wahrscheinlichkeiten qi, die Kosten der Fehlklassifikation und die Kosten
der Variablenmessungen bekannt sein. Das vorgeschlagene zweistufige Ver-
fahren wird für bekannte Parameter und für geschätzte Parameter mit anderen
Verfahren verglichen.

Wenn man die unterschiedlichen Kosten der Fehlklassifikationen bei der Opti-
mierung der Diskriminanzfunktion berücksichtigen will, muß man zumindest
das Verhältnis c2/c1 der Kosten kennen. Dieses ist oft schwer zu schätzen und
willkürlich. Eine zweite Möglichkeit besteht darin, innerhalb jeder Population
Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten vorzugeben, die noch tolerabel sind,
und eine Zuordnungsregel zu bestimmen, die diese Nebenbedingungen (Un-
gleichungen) befriedigt. Dieses ist besonders wichtig bei diagnostischen Frage-
stellungen, bei denen unterschiedliche Fehlentscheidungen unterschiedlich zu
bewerten sind.

Das Problem der Konstruktion von Diskriminanzfunktionen unter Nebenbe-
dingungen wird bei Anderson (1969) für den Fall von k Populationen behan-
delt. Es wird dabei die Wahrscheinlichkeit einer richtigen Zuordnung maxi-
miert unter (k2-k) Nebenbedingungen

an die Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten.

Man definiert

wobei die dji Funktionen der cij sind. Die Li(x) heißen modifizierte A-posterio-
ri-Wahrscheinlichkeiten. Man ordnet x der Population Pi zu, falls Li(x) unter
den (k+l) Funktionswerten der größte ist. Falls L,(x) dieses Maximum an-
nimmt, so ist x keiner der k Populationen zuzuordnen.

2.6 Quadratische Diskrimination

Falls man für den Fall von zwei multivariat normalverteilten Populationen mit
ungleichen Kovarianzmatrizen und X2 die optimale Diskriminanzfunktion
bestimmt, für die die Fehlerrate minimal wird, so ergibt sich nach dem Vorge-
hen von Welch (1939) (vgl. 2.1)
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Man ordnet x der Population P1 zu für

wobei q1 und q2 die A-priori-Wahrscheinlichkeiten seien. Die erste eckige
Klammer enthält nur Parameter und ist deshalb eine Konstante. In der zweiten
eckigen Klammer ist das erste Glied quadratisch in x, weil 2, + Xz gilt, und das
zweite Glied linear in x. Dieses führt zu der Bezeichnung quadratische Diskri-
mination.

Von Bartlett & Please (1963) wird der Fall p1 = u2 und Ci + X2 betrachtet,
wobei bezüglich der Struktur der Kovarianzmatrizen verschiedene Spezialfälle
betrachtet werden, so der Fall unabhängiger Variablen mit gleicher Varianz
innerhalb jeder Population und der Fall von Variablen mit gleichen Varianzen
und Korrelationen innerhalb der Populationen. Im letzteren Fall ergibt sich

wobei c1, c2 und c3 Konstanten sind und

Bei geeigneter Wahl von ei, e2,  o: und 4 hängt Q(x) entweder nur von Z1 oder
nur von Z2 ab. Man interpretiert Z1 als Maß für die Form des durch den
Meßwertvektor x beschriebenen Profils und Z2 als Maß für das Niveau des
Profils.

Von Cooper (1963) wird gezeigt, daß die quadratische Diskrimination auch
für breitere Klassen von Verteilungen als die multivariate Normalverteilung
eine optimale Zuordnung liefert, während Day (1969) beweist, daß die quadra-
tische Diskriminanzfunktion optimal ist für alle multivariaten Wahrscheinlich-
keitsdichten, die zu der Klasse der quadratischen Exponentialverteilungen ge-
hören. In Victor (1971) werden zwei FORTRAN-Programme für die quadra-
tische Diskriminanzanalyse beschrieben, wobei die A-priori-Wahrscheinlich-
keiten ebenso wie die Kosten bekannt oder unbekannt sein können. Eine
Kombination von linearer und quadratischer Diskrimination schlägt Moore
(1973 a) vor. Dazu werden die Populationen, bei denen man gleiche Kova-
rianzmatrizen vermutet, zu Koalitionen zusammengefaßt. Innerhalb der Koa-
litionen trennt man mit der linearen, zwischen den Koalitionen mit der qua-
dratischen Diskriminanzfunktion. Bei bekannten Parametern berechnen Hil-
debrandt, Michaelis & Koller (1973) die beiden Fehlklassifikationswahrschein-
lichkeiten P(R2 1 P1) und P(R1 1 P2) für die quadratische Diskriminanzfunktion.
In McLachlan (1975 a) wird die Fehlerrate für die geschätzte quadratische
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Diskriminanzfunktion für den Fall proportionaler Kovarianzmatrizen bei be-
kannten Parametern bestimmt und bei unbekannten Parametern eine asympto-
tische Entwicklung angegeben. Eine quadratische Diskriminanzanalyse für
mehr als zwei Gruppen ohne Annahme von multivariaten Normalverteilungen
schlägt Rioux (1975) vor, der vom Meßwertvektor x aus ein quadratisches
Distanzmaß zu den Gruppenmittelwerten berechnet und x der Population mit
der kleinsten Distanz zuordnet. Ein Vergleich der linearen und quadratischen
Diskriminanzanalyse wird durch Huberty & Curry (1978) mittels einer Ana-
lyse von drei realen Datensätzen vorgenommen, wobei sieben Situationen
unterschieden werden, je nachdem, ob es sich um gleiche oder verschiedene
Kovarianzmatrizen und um zwei oder drei Populationen handelt. Beim inter-
nalen Vergleich, bei dem die Klassifikation der ursprünglichen Stichproben
betrachtet wird, zeigt sich die quadratische Diskrimination überlegen. Jedoch
ist die lineare Diskrimination gleich gut oder besser bei der externalen Klassifi-
kation, bei der ein neuer Meßwertvektor zu klassifizieren ist. In Eye & Wiedl
(1978) wird die quadratische Diskrimination zur Trennung von Personentypen
ästhetischer Präferenz verwendet.

2.7 Zusammenhang zwischen Diskrimination und Regression

Schon früh wurde erkannt, daß die Herleitung der linearen Diskriminanzfunk-
tion auch über eine multiple lineare Regression erfolgen kann, wobei die Prä-
diktorvariable eine Pseudovariable ist, deren Werte die Populationszugehörig-
keit kennzeichnen. Man vergleiche hierzu Garrett (1943), Ladd (1966) und
Hattemer (1974). Der entsprechende F-Test in der zugehörigen einfaktoriellen
Varianzanalyse kann als Test auf Populationsunterschiede dienen. Das Di-
stanzmaß Dg hängt dabei mit dem multiplen Korrelationskoeffizienten R2

durch die Beziehung

zusammen.

Von Horst & Smith (1950) werden wegen dieser Zusammenhänge für die
Bestimmung der linearen Diskriminanzfunktion Iterationsverfahren zur Be-
rechnung multipler Regressionskoeffizienten vorgeschlagen, während Rulon
(1951) eine geometrische Veranschaulichung anstrebt. Cramer (1967) verein-
facht einen Beweis von Healy (1965), der die Äquivalenz der Regressionskoef-
fizienten bei einem multiplen Regressionsproblem mit einer Pseudovariablen
mit den Diskriminanzfunktionskoeffizienten für den Fall zweier Populationen
zeigt. In Rao (1966b) wird darauf hingewiesen, daß es Fälle gibt, wo zwei
Variablen einzeln betrachtet gut zwischen zwei Populationen diskriminieren,
zusammengenommen aber keine Diskriminationswirkung haben. Ausgehend
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von dem Zusammenhang zwischen Diskriminanz- und Regressionsanalyse
zeigt Cramer (1975), daß dieses Paradoxon seine Entsprechung findet in der
Beobachtung, daß die Signifikanz der t-Tests für einzelne Regressionskoeffi-
zienten nichts über die Signifikanz des F-Tests für die gesamte Regressions-
funktion besagt. Dieser Zusammenhang wird für die Regressionsrechnung
genauer untersucht.

2.8 Verfahren für mehrere Populationen

2.8.1 Multiple Diskriminanzanalyse

Die multiple Diskriminanzanalyse oder Methode der kanonischen Variablen
ist wohl das Diskriminanzanalyseverfahren, das am häufigsten in der Psycho-
logie verwendet worden ist, um Beobachtungsvektoren einer aus k Populatio-
nen zuzuordnen. Das Verfahren wird von Rao & Slater (1949) und Eysenck &
Claridge (1962) zur Klassifikation von Neurotikern, von Power, MacRae &
Muntz (1974) zur Trennung von echten und simulierenden Neurotikern, von
Eysenck (1955) zur Diskrimination von Normalen, Neurotikern und Psycho-
tikern, von Harper (1950 a, 1950 b) zur Klassifikation von Schizophrenen und
von Schmidt & Cattell (1972) sowie von Overall, Higgins & Schweinitz (1976)
zur Trennung psychiatrischer Diagnosegruppen verwendet. MacFadyen
(1975) referiert verschiedene Arbeiten über die Klassifikation von Depressiven
mit Hilfe der Diskriminanzanalyse, während Webster (1952) das Verfahren auf
drei TAT-Variablen anwendet. Kelly, Veldman & McGuire (1964) versuchen
Kriminelle und Schulversager zu erkennen, Petersen & Hart (1978) klassifizie-
ren schwer erziehbare Kinder, Leton & Anderson (1964) trennen verschiedene
Schulklassen, während Mallinger (1977) Lernschwächen klassifiziert. In Stah-
mann & Wallen (1966), Baggalay & Campbell (1967) sowie Dunteman (1966)
werden Studienanfänger in bezug auf die gewählten Studienrichtungen und in
Goldman & Warren (1973) sowie Zedeck (1971) bezüglich der Studienleistun-
gen klassifiziert. Von McKeachie & Lin (1975) sowie Ware & Williams (1977)
werden Unterrichtsstile von Dozenten analysiert, von Malgady (1977) werden
im Rahmen der Psycholinguistik Aussagen klassifiziert, von Hand & LaFollet-
te (1973) werden Verhaltensweisen in simulierten Spielsituationen untersucht,
während Eye & Hüssy (1979) d ie mit Hilfe einer Clusteranalyse erhaltenen
Gruppen mit unterschiedlichem Unfallrisiko trennen. Schließlich differenziert
Dudzinski (1977) mit dem Verfahren Verhaltensmuster bei Kaninchen.

Beschreibungen des auf Rao (1948, 1949, 1952, 1954a, 1963, 1964) zurückge-
henden Verfahrens findet man außer in den Arbeiten von Rao bei Bryan
(1951), Tiedeman (1951), Horst (1956a, 1956b), Pickrel (1958), Anderson
(1966) und Rulon, Tiedeman, Tatsuoka & Langmuir (1967). Es handelt sich
bei dieser Methode um eine mögliche Erweiterung des Verfahrens von Fisher



Diskriminanzanalyse 309

(1936) von zwei Populationen auf k > 2 Populationen. Es sei B die Kovarianz-
matrix ,,zwischen den Gruppen“ und W die Kovarianzmatrix ,,innerhalb der
Gruppen“ - analog zur Varianzanalyse. Bei bekannten Parametern hat man

mit der gemeinsamen Kovarianzmatrix 2 und dem Mittelwert 6 der k Erwar-
tungswerte. Bei Schätzung der Parameter ergibt sich

wobei n den Gesamtstichprobenumfang und ein Punkt die Summation über
den dadurch ersetzten Index bezeichnet. Es wird ein Vektor a gesucht, so daß

maximal wird, d.h. man will die Differenzen zwischen den Gruppen maximie-
ren und die Differenzen innerhalb der Gruppen minimieren. Dieses Maximum
wird erreicht für die Eigenvektoren zu der Matrix W-1B, d.h. für Lösungs-
vektoren a von

Bei multivariat normalverteilten Meßwertvektoren x ist y = a’x univariat nor-
malverteilt. Verwendet man r Eigenvektoren, so erhält man r lineare Diskri-
minanzfunktionen, die man als Vektor

mit Koeffizientenvektoren a1,. . . ,ar schreiben kann. Die Transformation des
Erwartungswertvektors bzw. des Mittelwertvektors führt zu

Man bestimmt diejenige Population Pi, für die

maximal wird und ordnet x dieser Population zu.

Von Lohnes (1961) werden verschiedene Tests auf Gleichheit der Erwartungs-
werte bzw. Varianzen bei der multiplen Diskriminanzanalyse diskutiert und
mit Hilfe von Simulationsstudien verglichen. In Lissitz & Henschke-Mason
(1972) wird versucht, unter Verwendung eines Markov-Modells die Trefferra-
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te in der multiplen Diskriminanzanalyse zu erhöhen. Rogers & Linden (1973)
vergleichen die Ergebnisse einer multiplen Diskriminanzanalyse mit denen
einer Clusteranalyse für eine Studentenstichprobe. In Geisser (1973) wird ge-
zeigt, daß dieselbe Menge von linearen Diskriminanzfunktionen jedes Ab-
standsmaß zwischen den Populationen maximiert, das eine monoton wachsen-
de Funktion der von Null verschiedenen Eigenwerte c von W-1B ist. Um
geeignete Variablenteilmengen zu erhalten, führt McKay (1977) schrittweise
simultane Testprozeduren durch mit kontrolliertem Fehler 1. Art. Für die
Bestimmung der Eigenwerte gibt Chikuse (1978) asymptotische Entwicklun-
gen an. Weitere Versionen und Optimalitätseigenschaften der multiplen Dis-
kriminanzanalyse geben Hudlet & Johnson (1977) an. Dabei ist das Ziel,
Transformationen der Datenvektoren auf ein-, zwei- oder dreidimensionale
Räume zu finden, durch die eine bessere Interpretation der Zusammenhänge
zwischen den Populationen ermöglicht wird sowie ein leichteres Auffinden
von Ausreißern.

2.8.2 Minimierung des erwarteten Verlustes

In Lachenbruch (1975) wird ein auf Anderson (1951) zurückgehendes optima-
les Verfahren beschrieben, das eine Verallgemeinerung des Vorgehens von
Hoel & Peterson (1949) darstellt. Es mögen k Populationen Pi mit Dichten
fi(x) und A-priori-Wahrscheinlichkeiten qi vorliegen, i= 1,. . . ,k. Falls man ein
x aus Ri der Population Pi zuordnet, ergeben sich die Fehlklassifikationswahr-
scheinlichkeiten P(Rj 1 Pi) und die A-posteriori-Wahrscheinlichkeit einer Zu-
ordnung zu Pi, falls x gegeben ist, ZU

Ordnet man x der Population Pj zu, so ist der erwartete Verlust gleich

mit den Kosten cji bei einer Fehlklassifikation einer Beobachtung aus Pi zu Pj.
Der Ausdruck wird minimal, falls der Zähler minimal wird. Dabei ist der
Verlust, falls man x der Population Pj zuordnet, kleiner als der bei einer
Zuordnung zu Pm, falls

gilt. Ist dieses für alle m*j erfüllt, so wird x der Population Pj zugeordnet.
Speziell für den Fall, daß alle cji gleich sind, wird x zu P; zugeordnet, falls
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Hiervon gehen Hoel & Peterson (1949) aus. Nimmt man an, daß die fj die
Dichten von multivariaten Normalverteilungen mit Erwartungswertvektoren
pj und gleichen Kovarianzmatrizen 2 sind, so wird x zu Pi zugeordnet, falls

unter den k Gruppen maximal wird für j = i. In Guseman, Peters & Walker
(1975) werden bei bekannten Parametern Optimalitätseigenschaften des Ver-
fahrens untersucht.

2.8.3 Distanzmaße

Von verschiedenen Autoren werden unterschiedliche Arten von Distanzma-
ßen für Verteilungen definiert, um Populationen mit Hilfe der Diskriminanz-
analyse trennen zu können. Insbesondere das Maß D2 von Mahalanobis wird
bei Rao (1954b) diskutiert, während Matusita (1964) und Balakrishnan &
Sanghvi (1968) neue Distanzmaße einführen. Falls k multivariate Normalver-
teilungen vorliegen mit unbekannten pl,. . . , pk und gemeinsamer Kovarianz-
matrix 2, so verwendet Srivastava (1967a) die Distanz D2, um festzustellen,
von welcher der Populationen der Meßwertvektor x den kleinsten Abstand
hat. Für multivariate Normalverteilungen mit u.U. verschiedenen Kovarianz-
matrizen leitet Matusita (1967) unter dem Gesichtspunkt der Distanz Diskri-
minanzfunktionen her. In Matusita (1971) wird die sogenannte Affinität von
Verteilungen als Distanzmaß definiert. Diese ist gleich dem Integral über dem
geometrischen Mittel aus den k Dichten. Dieses Maß führt zu der optimalen
Regel aus 2.8.2. Für die Fehlerrate werden obere und untere Schranken durch
die Affinität ausgedrückt. Glick (1973 b) vergleicht das Verhalten der Affinität
und anderer Distanzmaße. Als Klassifikationsdivergenz bezeichnen Cleveland
& Lachenbruch (1974) die Wahrscheinlichkeit, ein Individuum richtig in eine
der Populationen zu klassifizieren. Die Eigenschaften dieses Distanzmaßes
werden für verschiedene Verteilungsannahmen untersucht.

2.8.4 Andere Verfahren

In Mises (1945) wird eine Zerlegung des Raumes der Meßwertvektoren in k
disjunkte Bereiche R1, . . .,R k

lichkeit P(Ri 1 Pi)
angestrebt derart, daß die kleinste Wahrschein-

einer richtigen Zuordnung maximiert wird. In Anschluß
daran maximiert Aoyama (1950) die totale Wahrscheinlichkeit
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einer richtigen Zuordnung. Voraussetzung ist, daß man die multivariaten
Dichten f1(x), . . . ,fk(x) kennt. Das Maximum ergibt sich für den Fall

Diese Bedingung erlaubt auch die Bestimmung von R1,. . . ,Rk.

Von Ellison (1962) werden unter Verwendung von Stichprobenschätzungen
zwei Zuordnungsregeln verglichen und als zulässig nachgewiesen, d.h. es gibt
keine gleichmäßig besseren. Die eine Regel ordnet x der Population mit der
minimalen quadrierten Distanz zu (minimum distance rule), während die an-
dere Regel eine Dichte bezüglich der Parameter maximiert (restricted maxi-
mum likelihood rule). Für multivariate Normalverteilungen mit gleicher und
bekannter Kovarianzmatrix zeigt Ellison (1965), daß die Minimal-Distanz-
Regel äquivalent mit einer Maximum-Likelihood-Regel und einer Bayes-Regel
ist. Falls man zusätzlich noch vorgegebene lineare Einschränkungen für
Pl>...> J& zuläßt, so zeigt Srivastava (1967b), daß die Maximum-Likelihood-
Regel zulässig ist. Schließlich beschreiben Wani & Kabe (1972) in Verallgemei-
nerung eines Ansatzes von Uematu (1964) ein Verfahren, das bei k Populatio-
nen m lineare Diskriminanzfunktionen so bestimmt, daß die Wahrscheinlich-
keit einer Fehlklassifikation minimiert wird. Porebski (1966b) verwendet ein
Verfahren, das zu (k-l) unabhängigen linearen Diskriminanzfunktionen
führt, um Studenten in bezug auf ihren Studienerfolg zu klassifizieren.

2.8.5 Methodenvergleich

Lachenbruch (1973, 1975) vergleicht die Verfahren aus 2.8.1 und 2.8.2 unter
der Annahme multivariater Normalverteilungen, gemeinsamer Kovarianzma-
trizen und gleicher A-priori-Wahrscheinlichkeiten

Es werden zwei Extremfälle betrachtet, je nachdem ob die Vektoren ui,. . . ,pk
parallel sind oder ein regelmäßiges Simplex bilden. Für k = 3 bedeutet dieses
z.B., daß entweder p,, p2 und p3 die gleiche Richtung haben oder daß sie ein
gleichseitiges Dreieck bilden. In Simulationsstudien zeigte sich, daß für paral-
lele pl,. . . ,uk das Verfahren aus 2.8.1 ebenso gut wie das Verfahren aus 2.8.2
ist, daß das letztere Verfahren aber bei starker Verletzung der Parallelitätsvor-
aussetzung deutlich überlegen ist. Ferner ergab sich, daß eine Erhöhung des
Stichprobenumfangs und der Anzahl der Populationen die scheinbare Wahr-
scheinlichkeit für eine richtige Klassifikation erniedrigt, während eine Erhö-
hung der Variablenzahl diese erhöht.

Das Verhalten des Verfahrens aus 2.8.2 und der entsprechenden quadratischen
Diskrimination für den Fall ungleicher Kovarianzmatrizen untersucht Michae-
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raten. Wegen der Verwendung ungleicher Kovarianzmatrizen ergibt sich, wie
erwartet, eine Überlegenheit der quadratischen Diskrimination. Die Äquiva-
lenz des Verfahrens aus 2.8.1 mit dem Verfahren, bei dem man x der Popula-
tion Pi zuordnet für die

bzw. das Stichprobenanalogen dieses Diskriminanzscores maximal wird, zei-
gen Kshirsagar & Arseven (1975).

2.9 Logistische Diskrimination

Nach dem Bayes-Ansatz ist die A-posteriori-Wahrscheinlichkeit für ein Vor-
liegen der Population Pi bei gegebenem Meßwertvektor x gleich

Dabei wird x der Population Pi zugeordnet, falls

gilt. Falls fi(x) die Dichte einer multivariaten Normalverteilung ist mit Erwar-
tungswertvektor yi und Kovarianzmatrix TZ,  SO lassen sich die P(Pi 1 x) schrei-
ben als

Dabei sind die Vektoren b1,. . . ,bk-1 und a'0 = (a01,. . . ,a0(k-1)) bekannte Funk-
tionen v o n  p,,. .  .,pk u n d  TZ.  F u n k t i o n e n  d e r  o b i g e n  F o r m  f ü r

te logistische Funktionen. Derartige Funktionen treten nicht nur auf für multi-
variate Normalverteilungen mit gleichen Kovarianzmatrizen, sondern auch für
unabhängige dichotome Variablen, für dichotome Variablen in einem loglinea-
ren Modell mit gleichen Effekten zweiter und höherer Ordnung und in Mi-
schungen dieser letzten Verteilungsform mit multivariaten Normalverteilun-
gen mit gleichen Kovarianzmatrizen.

Eine der ersten ausführlichen Beschreibungen der Verwendung der multivaria-
ten logistischen Funktion in der Diskriminanzanalyse gibt Cox (1966). Von
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Day & Kerridge (1967) werden Maximum-Likelihood-Schätzungen für die
Parametervektoren angegeben und die Vielzahl der Modelle diskutiert, die
unter die logistische Diskrimination fallen. Sie zeigen, daß, falls die Ausgangs-
stichprobe im Prinzip ohne Fehler trennbar ist, dieses von der durch die
logistische Diskrimination erhaltenen Zuordnungsregel geleistet wird. In An-
derson (1972) erfolgt die Anwendung der logistischen Diskrimination auf qua-
litative Daten und die Erweiterung auf mehr als zwei Populationen. Bei Vor-
liegen von k Populationen untersucht Anderson (1973) die Schätzung der
logistischen Parameter für den Fall einer Mischstichprobe, den Fall getrennter
Stichproben und den Fall unbekannter Mischungsanteile. Wie Anderson
(1975) diskutiert, ergeben sich lineare Diskriminanzfunktionen, falls die Ab-
hängigkeitsstrukturen für alle k Populationen gleich sind. Andernfalls führt
der logistische Ansatz zu quadratischen Diskriminanzfunktionen mit einer
großen Zahl von Parametern. Dabei ergeben sich numerische Schwierigkeiten
bei der iterativen Schätzung dieser Parameter. Da außerdem die Gefahr einer
Überanpassung besteht, betrachtet Anderson (1975) Approximationen mit ei-
ner verringerten Parameterzahl. Da bei kleinen Stichproben die Maximum-
Likelihood-Schätzungen der logistischen Parameter eine erhebliche Verzer-
rung (bias) zeigen, führen Anderson & Richardson (1979) eine Korrektur ein,
deren Effizienz durch eine Simulationsstudie überprüft wird. Von Anderson
(1979) wird eine allgemeine Maximum-Likelihood-Schätzprozedur für die An-
teile verschiedener Populationen an einer Mischpopulation angegeben. Insbe-
sondere ergibt sich damit eine Möglichkeit, durch Einbeziehung nicht sicher
zugeordneter Individuen die Schätzungen von Diskriminanzfunktionen zu
verbessern.

2.10 Kovariate Diskriminanzanalyse

Ausgangspunkt sei das Problem der Diskrimination von zwei Populationen,
wenn bekannt ist, daß diese sich bezüglich einer gegebenen Teilmenge von
Variablen nicht unterscheiden. Solche Variablen heißen Nebenvariablen (con-
comitant variables) im Unterschied zu den Hauptvariablen, in denen sich die
Populationen unterscheiden. Wenn die Nebenvariablen mit Hauptvariablen
korreliert sind, können sie zur Diskrimination beitragen, obwohl sie selbst
nicht diskriminieren. Dieser theoretische Vorteil einer Berücksichtigung der
Nebenvariablen durch das Verfahren einer Kovavianzanpassung kann in der
Praxis verlorengehen, falls die Korrelationen unbekannt sind und aus den
Daten geschätzt werden müssen.

In der Bezeichnungsweise von Rao (1966b) sei Y ein p-dimensionaler Zufalls-
vektor der Hauptvariablen und Z ein q-dimensionaler Zufallsvektor der Ne-
benvariablen. Mit E1 bzw. E2 werde die Erwartungswertbildung bezüglich
zweier (p+q)-dimensionaler Normalverteilungen mit gleichen Kovarianzma-
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trizen und möglicherweise verschiedenen Erwartungswertvektoren verstan-
den. Von Interesse sind die vier Hypothesen

Es sei DP+4 bzw. DP bzw. Di die geschätzte Mahalanobis-Distanz basierend
auf (Y,Z) bzw. auf Y bzw. auf Z. Ferner sei c = n1n2/N mit N = nl+n2. Dann
schlägt  Rao (1966b)    für die obigen Hypothesen die Teststatistiken

vor. Von Cochran & Bliss (1948) und Cochran (1964b) wird T2 sowohl für H02

als auch für H03 verwendet, obwohl Rao (1949) zeigt, daß es etwa besser ist, T3

für H03 zu verwenden. In Narain (1950) wird bemerkt, daß Tests zum Trennen
von Populationen bei Vorliegen von Nebenvariablen trennschärfer sind. Je-
doch müssen bei der Stichprobenerhebung dann auch die Nebenvariablen ent-
sprechend berücksichtigt werden. Von Cochran (1964b) wird das Verfahren
der kovarianzangepaßten Variablen mit dem Verfahren verglichen, bei dem die
Nebenvariablen als Diskriminatoren in die Diskriminanzfunktion mithinein-
genommen werden. Das erste Verfahren liefert zwar trennschärfere Tests,
jedoch gibt es kaum Unterschiede in der Klassifikationsgüte. In Rao (1966b)
werden außer den Tests die Schätzung der Diskriminanzfunktion und der
Effekt einer Erhöhung der Variablenzahl untersucht.

Die Kovarianzanpassung erfolgt so, daß man die Regressionsmatrix B aus der
Stichprobe schätzt und anstelle des Meßwertvektors x den mit Hilfe der Schät-
zung von B aus x erhaltenen angepaßten Vektor x* verwendet. Einsetzen von
x* anstelle von x in die Diskriminanzfunktion W (vgl. 2.1) ergibt W*. Von
Memon & Okamoto (1970) wird eine asymptotische Entwicklung für die
Verteilung von W* und beide Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten angege-
ben. Von Lachenbruch (1977) werden für eine Haupt- und eine Nebenvariable
die Formen der Klassifikationsbereiche untersucht.

2.11 Sequentielle Diskrimination

Falls der Abstand zwischen den Populationen klein ist, ist es u.U. schwer, ein
Individuum aufgrund eines Vektors x einer der Populationen zuzuordnen.
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Falls es dann möglich ist, von einem Individuum mehrere unabhängige Meß-
wertvektoren zu erheben, so kann man an ein sequentielles Verfahren denken.
Dazu erhebt man in zeitlicher Aufeinanderfolge neue Vektoren, bis man auf-
grund einer Stoppregel das Individuum einer der Populationen zuordnen
kann. Bei zwei Populationen P1 bzw. P2 seien e1 bzw. e2 die maximalen Fehler-
anteile, die man in P1 bzw. P2 zulassen will und

Von Wald (1947) werden Likelihood-Quotienten-Sequentialtests angegeben,
die sich auch in der Diskriminanzanalyse verwenden lassen. Man bildet dazu
für die bekannten Dichten fi(WT(x)) der Diskriminanzfunktion WT(X) (vgl.
2.1) das Produkt der Dichtequotienten

falls man im i-ten Schritt den Vektor xi erhalten hat, beginnend beim ersten
Vektor x1. Falls im i-ten Schritt Qi I B gilt, so ordnet man das Individuum der
Population P1 zu, falls Qi I A gilt, so ordnet man das Individuum P2 zu. In
diesen Fällen bricht das Verfahren ab. Für B < Qi < A erhebt man den (i+ 1)-
ten Meßwertvektor und führt die entsprechende Überprüfung durch, usw.
Unbekannte Verteilungsparameter kann man mit der Maximum-Likelihood-
Methode schätzen. Die Kenntnis der A-priori-Wahrscheinlichkeiten ist nicht
erforderlich, da die Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten vorgegeben
werden.

Von Armitage (1950) wird die Sequentialversion der multiplen Diskriminanz-
analyse für k Populationen betrachtet. Mallows (1953) geht davon aus, daß
prinzipiell unendlich viele Komponenten des Meßwertvektors x vorliegen und
mißt sequentiell immer mehr Variablen, bis er eine Entscheidung für P1 oder
P2 erhält. Dabei verwendet er anstelle von Qi den Quotienten der multivaria-
ten Dichten

Auch das Problem der optimalen Reihenfolge der zu messenden Variablen
wird diskutiert. Ein nichtparametrisches Verfahren für die gleiche Fragestel-
lung, das auf Ordnungsstatistiken beruht, gibt Kendall (1966) an. Da hierbei
u.U. ein erheblicher Anteil von Individuen nicht klassifiziert wird, schlägt
Richards (1972) vor, bei jedem Schritt die Verteilung aller Variablen mitzube-
rücksichtigen. Falls zwei multivariate Normalverteilungen mit gleicher Kova-
rianzmatrix vorliegen und die A-priori-Wahrscheinlichkeiten gleich sind, zei-
gen Smith & Yau (1972), daß eine lineare sequentielle Diskriminanzfunktion,
die nach der Methode der kleinsten Quadrate erhalten wird, mit der Likeli-
hood-Quotienten-Diskriminanzfunktion äquivalent ist.
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Von Samuel (1963) werden für die ursprüngliche Fragestellung und den Fall
von zwei vollständig bekannten Populationen Klassen von optimalen sequen-
tiellen Entscheidungsregeln spezifiziert. Im Falle multivariater Normalvertei-
lungen bestimmt Geisser (1966) die sequentiellen A-posteriori-Wahrschein-
lichkeiten. Von Freedman (1967) wird der Fall abzählbar unendlich vieler
Populationen betrachtet. Daß der Likelihood-Quotienten-Test in diesem Fall
nicht immer zu sinnvollen Ergebnissen führt, zeigt Yarbrough (1971).

Man kann auch den Fall betrachten, daß für jede der beiden Populationen eine
eindeutig zugeordnete Stichprobe von je n Individuen vorliegt und man eine
neue Stichprobe von n Individuen einer der beiden Populationen zuordnen
möchte, wobei man diese neue Stichprobe sequentiell erhebt. Unter Verwen-
dung sequentieller Ränge und des Likelihood-Quotienten-Tests schlagen Fu &
Chien (1967) ein nichtparametrisches Verfahren vor. Für den Fall eindimen-
sionaler stetiger Verteilungen wird von Woinsky & Kurz (1969) ein anderes
nichtparametrisches Verfahren, das auf der Differenz zweier Mann-Whitney-
Statistiken beruht, diskutiert. Hierbei wird die Stoppregel dadurch festgelegt,
daß man das Maximum der beiden Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten
vorgibt.

2.12 Zeitreihen

Auch für das Problem der Diskriminanzanalyse von unendlich vielen abhängi-
gen Daten sind für den Fall spezieller Abhängigkeitsstrukturen Diskriminanz-
verfahren entwickelt worden. So gibt Rao (1951) sequentielle Verfahren für dieq
Trennung von Gleitmittelprozessen und autoregressiven Prozessen an. Von
Kashyap (1978) wird eine optimale Entscheidungsregel konstruiert, die die
Fehlerrate minimiert, um eine Zeitreihe einem von mehreren autoregressiven
Prozessen zuzuordnen.

Rao & Varadarajan (1963) nehmen an, daß es möglich ist, an einem Individu-
um eine große Anzahl von Hilfsbeobachtungen zu machen, die einem Gauß-
Prozeß unterliegen, d.h. für die die endlich-dimensionalen Randverteilungen
multivariat normal sind. Es wird die Frage untersucht, ob die Diskrimination
zweier Gauß-Prozesse perfekt wird, wenn man immer mehr Beobachtungen
einbezieht, oder ob sich die Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten stabilisie-
ren. In Tallis (1970) wird ein optimales Diskriminationsverfahren entwickelt,
das für diesen Fall die erwarteten Kosten der Fehlklassifikation minimiert.
Den Fall zweier stationärer Gauß-Prozesse betrachtet Bandyopadhyay (1979).
Speziell für gleiche Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten untersucht er den
Einfluß der Populationsverteilungen auf die Wahrscheinlichkeit für eine richti-
ge Klassifikation. In Zusammenhang mit den Untersuchungen über Gauß-
Prozesse steht auch die Arbeit von Cacoullos (1973b) über den normalen p-
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dimensionalen Diffusionsprozeß (Wiener-Prozeß mit Drift), der auf den Fall
der endlich-dimensionalen Normalverteilung zurückgeführt werden kann. Es
wird diskriminiert mit Hilfe von Minimal-Distanz-Regeln und es werden un-
tere Schranken für die Wahrscheinlichkeit einer richtigen Zuordnung gegeben.

2.13 Variablenauswahl

In der Praxis ist es bei einem Diskriminationsproblem meist nicht von vorn-
herein klar, welche Variablen gute Diskriminatoren sind, d.h. viel zur Tren-
nung der Populationen beitragen, und welche nicht. Deshalb mißt man meist
alle Variablen, die problemrelevant erscheinen, und versucht nachträglich die-
jenigen zu eliminieren, die wenig zur Trennung beitragen. Bei zwei multivariat
normalverteilten Populationen sind die Einzelvariablen als univariat normal-
verteilt anzusehen, und Lachenbruch (1975) schlägt in diesem Falle vor, für
jede Einzelvariable einen zweiseitigen t-Test für unabhängige Stichproben zu
rechnen und nur Variablen mit signifikantem Testergebnis zu berücksichtigen.
Da es sich um p abhängige Tests handelt, wird dabei eine Alphaadjustierung
nach dem Bonferroni-Verfahren vorgenommen, d.h. es wird jeweils bei a/p
beurteilt. Offensichtlich darf die Anzahl p der Variablen nicht zu groß sein.
Ein anderer Nachteil des Verfahrens ist, daß die Trennschärfe des t-Tests mit
den Stichprobenumfangen n1 und n2 wächst und bei hohen Stichprobenumfän-
gen auch geringe Populationsunterschiede in einer Variablen zu einem großen
Wert ti der Statistik des t-Tests für die Variable i führen können. Dieses ergibt
sich auch aus der Berechnung der Mahalanobis-Distanz

der Populationen für die Variable i. Diese ist u.U. klein, falls n1 und n2 groß
sind, d.h. die Variable i hat dann nur geringe Trennschärfe.

Wegen der Abhängigkeit der Variablen kann es sein, daß das trennschärfste
Variablenpaar die trennschärfste Einzelvariable nicht enthält. Allgemein ent-
hält die trennschärfste Teilmenge von r Variablen nicht unbedingt die trenn-
schärfste Teilmenge von (r- 1) Variablen. Es wäre naheliegend, für alle (2p-1)
nichtleeren Variablenteilmengen jeweils die Distanz Dg zu berechnen und für
diese entsprechende Signifikanztests durchzuführen. Ein Computerprogramm
für die Analyse aller Variablenteilmengen beschreibt McCabe (1975). Dieses
Programm wird mit dem Programm BMD 07M (vgl. Dixon, 1976) für eine
schrittweise Diskrimination verglichen. Linhart (1961) schlägt vor, eine Varia-
blenmenge von r Variablen nur dann zur Diskrimination zu verwenden, wenn
die Fehlerrate für alle Teilmengen mit weniger als r Variablen größer ist.
Urbakh (1971) gibt Schätzungen für den Verlust an Trennschärfe an, wenn
man jeweils eine Variable wegläßt. Als Alternative zu Dg schlagen Wolde-
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Tsadik & Yu (1979) die Konkordanzwahrscheinlichkeit vor, d.h. die Wahr-
scheinlichkeit, daß eine Variablenmenge und eine Teilmenge von ihr ein Indi-
viduum in dieselbe Population klassifizieren. Diese Wahrscheinlichkeiten wer-
den dann nach inhaltlichen Gesichtspunkten beurteilt. Von McKay (1978)
wird ein graphisches Verfahren zur Variablenauswahl, das in der multiplen
Regressionsanalyse verwendet wird, adaptiert.

Am gebäuchlichsten sind wohl die Verfahren der schrittweisen Diskrimina-
tion. Man unterscheidet dabei Verfahren der Vorwärtsauswahl, bei der man
schrittweise bei einer Variablen beginnend immer eine Variable hinzunimmt,
und der Rückwärtsauswahl, bei der man vom vollen Variablensatz ausgehend
schrittweise Variablen wegläßt. Bei Habbema, Hermans & Broek (1974) wird
ein Verfahren zur Vorwärtsauswahl für stetige Variablen beschrieben, das auf
einer Schätzung der unbekannten Verteilungsdichten beruht. Zunächst wird
diejenige Einzelvariable gesucht, die als Diskriminator minimale Kosten verur-
sacht. Im zweiten Schritt wird diejenige Variable hinzugenommen, die mit der
ersten Variablen zusammen unter allen Paaren, die die erste Variable enthalten,
die Kosten minimiert. Zu diesem Paar wird entsprechend eine dritte Variable
gesucht, usw. Henschke & Chen (1974) berechnen zunächst die Diskrimi-
nanzfunktion für alle p Variablen und wählen als erste Variable diejenige mit
der höchsten Korrelation bezüglich der Diskriminanzfunktion. Dann bestim-
men sie die partiellen Korrelationen der übrigen Variablen mit der Diskrimi-
nanzfunktion nach Ausschalten der ersten Variablen. Diejenige Variable mit der
höchsten partiellen Korrelation wird als zweite Variable gewählt, usw. Dieses
Verfahren beschreiben auch Baitsch & Bauer (1956). Verschiedene Probleme,
die bei der schrittweisen Diskrimination auftreten, z.B. die Frage des benötig-
ten Stichprobenumfangs, diskutieren Nakache & Dusserre (1975). Das Verhal-
ten der tatsächlichen und der geschätzten Fehlerraten bei einer Vorwärtsaus-
wahl untersucht Moran (1975a) in einer Simulationsstudie. Es zeigt sich, daß
man, falls solange Variablen hinzugenommen werden wie der Zuwachs von Di
noch bei 30% signifikant ist, das gleiche Verhalten der so gewonnenen Teil-
menge und der Gesamtvariablenmenge erwarten kann. Auch das Programm
BMD 07M (Dixon, 1976) verwendet eine Vorwärtsprozedur. Eine Variable
wird hinzugenommen, falls sie eine gewisse Statistik maximiert und der Wert
dieser Statistik über einem gegebenen Schwellenwert liegt. Von der vierten
Variablen an wird bei einem Wert der Statistik unterhalb der Schwelle die
Variable mit dem niedrigsten Kriteriumswert aus der Variablenmenge elimi-
niert, wobei die neue Variable i. a. zur Menge hinzugenommen wird. Es stehen
in dem Programm drei Kriterien zur Auswahl. Ein Kriterium ist die F-Statistik
zwischen den Gruppen.

Von McLachlan (1976) wird der Fall zweier multivariat normalverteilter Popu-
lationen mit gleicher Kovarianzmatrix und gleichen A-priori-Wahrscheinlich-
keiten bei Verwendung der Diskriminanzfunktion W (vgl. 2.1) untersucht. Es
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wird für eine weggelassene Teilmenge von Variablen ein approximativer Kon-
fidenzkoeffizient bestimmt, der das Nichtanwachsen der Fehlerrate mißt und
als Indikator für den zusätzlichen Trenneffekt der weggelassenen Variablen-
menge dient. Dieser Ansatz kann für Vorwärts- und Rückwärtsauswahl ver-
wendet werden. Für qualitative Daten geben Goldstein & Dillon (1977) eine
Erweiterung des Verfahrens von Hills (1967) an, die darin besteht, daß die
Stoppregel auf der Informationsstatistik von Kuliback (1959) beruht.

Für die multiple Diskriminanzanalyse schlägt McKay (1977) ein Auswahlver-
fahren vor, in dem schrittweise simultane Testprozeduren mit kontrolliertem
Alpharisiko durchgeführt werden. Mit Hilfe einer Simulationsstudie demon-
strieren Hecker & Wegener (1978), daß die Hinzunahme immer weiterer Va-
riablen in eine schrittweise Diskriminanzanalyse die Wahrscheinlichkeit dafür
erhöht, daß man Variablen auswählt, die rein zufällig die vorgegebenen Popu-
lationen gut trennen. Diese Gefahr ist vor allem durch die leichte Verfügbar-
keit der SPSS-Programme (Nie, Hill, Jenkins, Steinbrenner & Bent, 1975) und
BMD-Programme (Dixon, 1975) gewachsen.

Einen Vergleich verschiedener älterer Auswahlverfahren geben Baitsch & Bau-
er (1959). Für zwei multivariat normalverteilte Populationen und unter Ver-
wendung der linearen Diskriminanzfunktion vergleichen Weiner & Dunn
(1966) mehrere Auswahlverfahren anhand von fünf medizinischen Datensät-
zen. Das erste Verfahren verwendet die Variablen mit den größten Werten der
t-Statistik, das zweite Verfahren verwendet diejenigen mit den größten stan-
dardisierten Koeffizienten in der Diskriminanzfunktion, das dritte Verfahren
fügt schrittweise jeweils die Variable hinzu, die die Restvarianz möglichst stark
reduziert, während das vierte Verfahren die Variablen per Zufall auswählt. Die
Güte der Verfahren wird gemessen durch den Anteil der Fehlklassifikationen
bei Folgestichproben. Dabei zeigt sich, daß nur das erste und dritte Verfahren
besser als das vierte Verfahren sind. In Eisenbeis, Gilbert & Avery (1973)
werden für zwei empirische Datensätze fünf Verfahren, um die relative Trenn-
schärfe der Einzelvariablen zu beurteilen, sechs Verfahren zur Auswahl von
Variablenteilmengen und ein Verfahren zur Beurteilung von Teilmengen ver-
schiedenen Umfangs miteinander verglichen. Habbema & Hermans (1977)
vergleichen fünf Programme zur Variablenauswahl, während Farver & Dunn
(1979) eine Vorwärtsauswahl und eine modifizierte Vorwärtsauswahl, bei der
zu Beginn die Variablen mit den kleinsten Werten der t-Statistik eliminiert
werden, miteinander vergleichen. In einer Simulationsstudie zeigte sich die
Überlegenheit der modifizierten Vorwärtsauswahl in Hinblick auf das Krite-
rium der Wahrscheinlichkeit einer richtigen Klassifikation. Die Vor- und
Nachteile verschiedener Auswahlverfahren diskutieren auch Schaafsma &
Vark (1979).

Von Melrose, Stroebel & Glueck (1970), Altman, Evenson & Cho (1976)
sowie von Clavelle & Butcher (1977) wird eine schrittweise Version der mul-
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tiplen Diskriminanzanalyse verwendet, um psychiatrische Populationen zu
trennen. Coolidge (1976) trennt mit der schrittweisen Diskriminanzanalyse
Hirnverletzte und psychiatrische Patienten, Swiercinsky & Warnock (1977)
trennen Hirnverletzte und Nichthirnverletzte, während Sheslow & Erickson
(1975) depressive von nichtdepressiven Studenten trennen. Bledsoe (1973)
klassifiziert sechs Gruppen von Lehrern, einmal mit der schrittweisen Diskri-
mination und einmal mit der schrittweisen Regression und vergleicht die Er-
gebnisse. Walter & Porges (1976) suchen diejenigen physiologischen Varia-
blen, die besonders empfindlich auf psychologische Manipulationen reagieren.
Jedoch warnen Lachin & Schachter (1974) vor der Verwendung der schrittwei-
sen Diskrimination, da diese fast immer signifikante Ergebnisse liefert. Zur
Illustration verwenden sie EKG- und EEG-Daten unter Reiz- und Kontroll-
bedingung. Das Programm BMD 07M liefert auch unter Nichtreizbedingung
signifikante Ergebnisse, und unter Reizbedingung ergibt sich eine übertrieben
gute Trennung. Bei Verwendung eines nichtschrittweisen Verfahrens werden
solche Artefakte nicht beobachtet.

3. Inferenzstatistik

3.1 Signifikanztests

Nach Durchführung einer Diskriminanzanalyse kann man nach dem Erfolg
der Analyse fragen. Eine Möglichkeit, diesen Erfolg zu bewerten, besteht in
der Durchführung eines Signifikanztests auf Populationsunterschiede. Für
zwei multivariat normalverteilte Populationen wird in 2.1 eine F-Statistik an-
gegeben, die auf Dg beruht. Diese ist äquivalent mit der Statistik

von Hotelling (Lachenbruch, 1975). Tests auf Populationsunterschiede bei k
Populationen diskutieren u.a. Rao (1963-1964) und Lohnes (1961).

Signifikanztests werden auch verwendet, um geeignete Teilmengen von Varia-
blen auszuwählen. So gibt Rao (1970) einen F-Test an, der auf Mahalanobis-
Distanzen beruht, um zu testen, ob eine Variablenteilmenge zwei multivariat
normalverteilte Populationen trennt. Für die gleiche Problemstellung be-
schreibt McKay (1976) simultane Tests.

Auch Anpassungstests, um zu testen, ob eine Menge von vorgegebenen Dis-
kriminanzfunktionen mit den Daten verträglich ist, werden angegeben, z.B.
von Kshirsagar (1970, 1971) für s hypothetische Diskriminanzfunktionen für k
Populationen. Von Chou & Muirhead (1979) wird die Verteilung einer Test-
statistik für die Anzahl der benötigten Diskriminanzfunktionen in der multi-
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plen Diskriminanzanalyse untersucht. Für zwei beliebige konkurrierende Dis-
kriminationsverfahren beschreibt Goldstein (1976) zwei Signifikanztests, die
die Nullhypothese, daß beide Verfahren nicht besser als eine Zufallszuord-
nung der Individuen zu den k Populationen sind, gegen die Alternativhypo-
these testen, daß das erste Verfahren trennschärfer als das zweite Verfahren ist.

Auch Tests dafür, ob überhaupt die Voraussetzungen für eine Diskriminanz-
analyse erfüllt sind, werden vorgeschlagen. So gibt z.B. Rao (1969) einen Test
dafür an, daß ein Individuum zu einer von k vorgegebenen Populationen
gehört, während McDonald, Lowe, Smidt & Meister (1976) testen, ob der
Meßwertvektor eines Individuums überhaupt zu einer von zwei vorgegebenen
multivariaten Normalverteilungen gehören kann.

3.2 Schätzungen

Ein Grundproblem der Diskriminanzanalyse ist die Schätzung der Diskrimi-
nanzfunktion bzw. der Koeffizienten dieser Funktion. Für multivariat nor-
malverteilte Populationen berechnet Das Gupta (1968) die Erwartungswerte
und Kovarianzen für die Koeffizientenschätzungen und bestimmt die asym-
ptotischen Verteilungen auch für den allgemeinen Fall nicht normalverteilter
Populationen. Aufbauend auf diesen Ergebnissen konstruiert er optimale Tests
für verschiedene Nullhypothesen, die die Koeffizienten der Diskriminanz-
funktion betreffen. Falls nur bekannt ist, daß die vorliegende Stichprobe einer
Mischung von zwei univariaten Normalverteilungen mit gemeinsamer Varianz
entstammt, schätzen Ganesalingam & McLachlan (1978) die optimale Diskri-
minanzfunktion und bestimmen ihre asymptotische relative Effizienz bezüg-
lich des optimalen Verfahrens bei bekannten Parametern.

Zur Bewertung der Trennschärfe eines Diskriminationsverfahrens benötigt
man eine zuverlässige Schätzung der Fehlerrate, um abschätzen zu können,
mit welcher Sicherheit später erhobene Individuen richtig klassifiziert werden.
Eine Übersicht über die zahlreichen Lösungsansätze für dieses Problem gibt
die Bibliographie von Toussaint (1974) mit 188 Literaturstellen. Neuere zu-
sammenfassende Darstellungen geben Schaafsma & Vark (1977, 1979). Für den
Fall von zwei multivariat normalverteilten Populationen untersucht McLach-
lan (I977b, 1978) das mit der Schätzung der Fehlerrate in Zusammenhang
stehende Problem, wie sich eine Diskriminanzfunktion verhält, wenn man die
Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten durch obere Konfidenzgrenzen ein-
schränkt.
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4.1 Lineare Diskriminanzfunktion

Unter der Robustheit einer Diskriminanzfunktion versteht man die Eigen-
schaft, auch dann noch verschiedene Populationen hinreichend gut trennen zu
können, falls wesentliche Voraussetzungen bei der Herleitung der Funktion
nicht erfüllt sind. Solche Voraussetzungen sind bei der linearen Diskriminanz-
funktion z.B. die multivariate Normalverteilung für die Ausgangspopulatio-
nen, die Gleichheit der Kovarianzmatrizen, die richtige Klassifikation der
Ausgangsstichproben und das Vorliegen vollständiger Meßwertvektoren.

Die Robustheit der linearen Diskriminanzfunktion bei Vorliegen von anderen
Verteilungstypen als der Normalverteilung untersuchen Subrahmaniam &
Chinganda (1978) sowie Chinganda & Subrahmaniam (1979), während Ahmed
& Lachenbruch (1975) das Verhalten dieser Funktion speziell bei Vorliegen
von Ausreißerverteilungen betrachten. Es zeigt sich i. a. eine große Empfind-
lichkeit der linearen Diskriminanzfunktion gegen Verletzungen der Normal-
verteilungsannahme. Aus den Simulationsstudien von Marks & Dunn (1974)
sowie Wahl & Kronmal (1977) ist erkennbar, daß die lineare Diskriminanz-
funktion von Fisher bei großen Stichproben und annähernd gleichen Kova-
rianzmatrizen ähnlich gut diskriminiert wie die quadratische Diskriminanz-
funktion, dieser aber bei stark verschiedenen Kovarianzmatrizen deutlich un-
terlegen ist. Bei kleinen Stichproben ergibt sich kaum ein Unterschied.

Das Verhalten der linearen Diskriminanzfunktion für den Fall, daß schon die
Ausgangsstichproben nicht richtig klassifiziert sind, untersucht Lachenbruch
(1966, 1974, 1975). Aus Simulationsstudien ergibt sich, daß für gewisse Mo-
dellannahmen die tatsächliche Fehlerrate nur wenig beeinflußt wird, während
der scheinbare Fehler und die Mahalanobis-Distanz stark betroffen sein
können.

Für unvollständige Meßwertvektoren schätzen Smith & Zeis (1973) und Sriva-
stava & Zaatar (1972) die unbekannten Parameter mit der Maximum-Likeli-
hood-Methode. Chan & Dunn (1972) vergleichen in einer Simulationsstudie
mehrere Verfahren, um mit unvollständigen Meßwertvektoren zurechtzukom-
men. Dazu gehören die Verwendung nur vollständiger Vektoren, die Verwen-
dung aller Meßwerte ohne Ersetzung fehlender Werte durch Pseudomeßwerte,
die Ersetzung fehlender Werte durch Mittelwerte und zwei weitere ursprüng-
lich in der Regressionsrechnung verwendete Verfahren. Insbesondere das Ver-
fahren der Meßwertersetzung durch Mittelwerte gehört zu den beiden besten
Methoden.

Eine Übersicht über verschiedene Untersuchungen zum Verhalten der linearen
Diskriminanzfunktion bei Verletzung der Voraussetzungen gibt Krzanowski
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(1977). Insbesondere diskutiert er die Ergebnisse einer Simulationsstudie für
den Fall, daß gleichzeitig diskrete und stetige Variablen vorliegen.

4.2 Quadratische Diskriminanzfunktion

Mit Simulationsstudien untersuchen Clarke, Lachenbruch & Broffitt (1979)
das Verhalten der quadratischen Diskriminanzfunktion bei Vorliegen nicht-
normalverteilter Zufallsvariablen. Außer im Fall sehr schiefer Verteilungen
erweist sich die quadratische Diskriminanzfunktion als ziemlich robust. Wäh-
rend sich die totale Fehlerrate bei unterschiedlichen Verteilungsannahmen als
relativ stabil zeigt, ergeben sich große Unterschiede für die Einzelfehlklassifi-
kationswahrscheinlichkeiten.

Eine Simulationsstudie von Lachenbruch (1979) zeigt, daß der Einfluß einer
Fehlklassifikation der Ausgangsstichproben einen erheblichen Einfluß auf die
Fehlerrate der quadratischen Diskriminanzfunktion hat. Anders als bei der
linearen Diskriminanzfunktion ergeben sich auch im Fall gleich großer Raten
für die ursprüngliche Falschzuordnung keine besseren Ergebnisse.

4.3 Robuste Diskriminanzfunktionen

Eine mögliche Konsequenz, die man aus der Empfindlichkeit der Diskrimi-
nanzfunktionen bezüglich Verletzungen der Voraussetzungen ziehen kann, ist
die Konstruktion von robusten Diskriminanzfunktionen. In Ahmed & La-
chenbruch (1977) werden Mittelwerte und empirische Kovarianzen in der li-
nearen Diskriminanzfunktion durch verschiedene robustere Schätzungen er-
setzt, z.B. durch getrimmte Mittel. Ein zweiter Ansatz verwendet robuste
Regressionsschätzungen, während ein dritter Ansatz vor Berechnung der Dis-
kriminanzfunktion störende Meßwerte eliminiert. In einer Simulationsstudie
werden die verschiedenen Ansätze für eine Reihe von Verteilungsannahmen
verglichen. Eine ähnliche Studie legen Randles, Broffitt, Ramberg & Hogg
(1978b) vor. Neben robusten Schätzern, die von den Originaldaten ausgehen,
werden hier auch Rangverfahren betrachtet und nicht nur für die lineare,
sondern auch für die quadratische Diskriminanzfunktion robustere Versionen
vorgeschlagen.

Für verschiedene Verteilungsannahmen vergleichen Koffler & Penfield (1979)
das Verhalten der linearen Diskriminanzfunktion, der quadratischen Diskri-
minanzfunktion, eines nichtparametrischen Nächster-Nachbar-Verfahrens
und dreier nichtparametrischer Dichteschätzer in einer Simulationsstudie. Als
robusteste Verfahren erweisen sich das Nächster-Nachbar-Verfahren und der
Loftsgaarden-Quesenberry-Dichte-Schätzer.
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5. Nichtparametrische Verfahren

5.1 Nichtparametrische Zuordnungsregeln

Anstelle von robusten Verfahren kann man bei Verletzung der Normalvertei-
lungsannahme auch nichtparametrische Verfahren verwenden. Die meisten
nichtparametrischen Diskriminationsmethoden verwenden nichtparametrische
Schätzungen der unbekannten Dichten und benutzen den Quotienten dieser
Dichten als Diskriminanzfunktion, analog zu dem in 2.1 beschriebenen Vor-
gehen von Welch (1939). Vergleichende Darstellungen für verschiedene nicht-
parametrische Dichteschätzungen geben Winter (1974), Goldstein (1975),
Ambrosi (1976) und Victor (1976b). Am häufigsten wird eine Kern-Methode
verwendet, d.h. es wird über jeden Stichprobenpunkt eine Dichtefunktion
bekannter Form gelegt, der sogenannte Kern, und durch Mittelwertbildung
über die Stichproben erhält man eine Schätzung der unbekannten Dichtefunk-
tion. Der naheliegende Ansatz, nicht feste, sondern variable Kerne zu verwen-
den, scheint nach den Ergebnissen von Habbema, Hermans & Remme (1978)
keine wesentliche Verbesserung zu bringen. Einen besonders einfachen Dich-
teschätzer, der auf Histogrammen beruht, untersuchen Chi & Ryzin (1977).

Als Spezialfall eines variablen Kernschätzers kann man das Nächster-Nachbar-
Verfahren ansehen. Zu einem neu zu klassifizierenden Meßwertvektor zählt
man aus, wie viele Meßwertvektoren aus den Ausgangsstichproben in einer
Kugel um den zu klassifizierenden Vektor liegen. Je nach der Wahl des
Distanzmaßes erhält man ein anderes Verfahren. Der Radius der Kugel kann
der Lage des Meßwertvektors angepaßt werden, indem man den Radius z.B.
so wählt, daß eine vorgegebene Anzahl von Stichprobenpunkten innerhalb
jeder Kugel liegt. Da, wo die Punkte dicht liegen, ergibt sich dann ein kleiner
Radius, in Randbereichen aber ein großer Radius. Nimmt man an, daß die
Ausgangsstichproben alle den gleichen Umfang haben, so ordnet man das neu
erhobene Individuum der Population zu, von der die meisten Stichproben-
punkte innerhalb der Kugel um dieses Individuum liegen. Von Goldstein
(1972) werden die asymptotischen Eigenschaften dieses Verfahrens untersucht,
während eine Simulationsstudie von Gessaman & Gessaman (1972) die Über-
legenheit dieses Verfahrens im Vergleich zu mehreren anderen Verfahren zeigt.

Auf Dichteschätzungen beruhen auch die Beste-Regel-der-Klasse-Verfahren
von Glick (1972). Hierbei wird unter allen Zuordnungsregeln einer vorgegebe-
nen Klasse von Regeln diejenige bestimmt, für die die aus den Ausgangsstich-
proben geschätzte totale Wahrscheinlichkeit für eine richtige Zuordnung ma-
ximal ist.

Eine andere Klasse nichtparametrischer Zuordnungsregeln geht von Distanz-
maßen zwischen empirischen Verteilungsfunktionen aus. Dabei liegt für jede
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Population eine Ausgangsstichprobe vor, und eine neu erhobene Stichprobe
soll einer der Populationen zugeordnet werden. Man berechnet für jede Stich-
probe die empirische Verteilungsfunktion und ordnet die zu klassifizierende
Stichprobe derjenigen Population zu, für die die Distanz der empirischen
Verteilungsfunktionen minimal ist. Hierzu vergleiche man Hudimoto (1964)
oder Das Gupta (1964).

Von Quesenberry & Gessaman (1968) wird vorgeschlagen, für jede Ausgangs-
stichprobe einen nichtparametrischen Toleranzbereich zu berechnen und neu
erhobene Meßwertvektoren derjenigen Population zuzuordnen, in deren zu-
gehörigen Toleranzbereich sie fallen. Meßwertvektoren, die in keinen Bereich
oder in den Durchschnitt mehrerer Bereiche fallen, werden nicht klassifiziert.
Falls man zuläßt, daß Individuen nicht klassifiziert werden, so spricht man
von partieller, andernfalls von erzwungener Diskrimination. Von Anderson &
Benning (1970) werden die Toleranzbereiche (für zwei Populationen) so be-
stimmt, daß die Wahrscheinlichkeit einer Nichtklassifikation minimiert wird,
während Repges (1975) die Toleranzbereiche sequentiell bestimmt und da-
durch eine sequentielle Diskrimination erhält.

Auch auf Rangzahlen beruhende Methoden werden in der Diskriminanzanaly-
se verwendet. So benutzen Fu & Chien (1967) sequentielle Ränge und Woin-
sky & Kurz  (1969)  d ie  Differenz von Mann-Whitney-Statistiken zur sequen-
tiellen Diskrimination. In Broffitt, Randles & Hogg (1976) und Randles, Brof-
fitt, Ramberg & Hogg (1978a) werden Rangtransformationen angegeben, mit
Hilfe derer man die üblichen linearen und quadratischen Diskriminanzfunk-
tionen in verteilungsfreie Regeln transformieren kann. Dazu berechnet man
für den zu klassifizierenden Meßwertvektor und jeden Vektor der Ausgangs-
stichproben die Diskriminanzfunktion und bestimmt für jede der beiden Stich-
proben von Funktionswerten den Rangplatz, den das zu klassifizierende Indi-
viduum einnimmt. Aufgrund dieser Ranginformationen wird das Individuum
einer der beiden Populationen zugeordnet oder nicht klassifiziert. Jedoch kann
man auch eine Version mit erzwungener Diskrimination vorsehen. Simula-
tionsstudien für verschiedene Verteilungsannahmen zeigen, daß sich kleine
Fehlerraten ergeben und eine Überlegenheit im Vergleich zu der Methode der
Toleranzbereiche.

Weil die A-priori-Wahrscheinlichkeiten meist nicht bekannt sind, schätzt
Bunke (1970) die unbekannten Dichten aus den empirischen Verteilungen und
verwendet das Minimaxprinzip (vgl. 2.4). Die Ordnungs-Statistik-Methode
von Kendall (1966) bestimmt zur Trennung von zwei Populationen P1 und P2

zunächst für eine Variable zwei Schranken. Wird die untere Schranke unter-
schritten, so wird ein Individuum P1 zugeordnet; bei Überschreitung der obe-
ren Schranke wird es P2 zugeordnet. Für Werte im Zwischenbereich wird das
Individuum noch nicht klassifiziert. Entsprechende Bedingungen werden auch
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für die übrigen Variablen formuliert. Wenn viele Variablen gemessen werden,
wird der Prozentsatz der bei diesem sequentiellen Verfahren nichtklassifizier-
ten Individuen klein sein. Eine Verbesserung und Erweiterung des Verfahrens
gibt Richards (1972) an.

Für die Trennung zweier Populationen bestimmen Fischer & Thiele (1979) die
ungünstigsten Fehlklassifikationswahrscheinlichkeiten für lineare Diskrimi-
nanzfunktionen und minimieren diese dann. Speziell betrachten sie Neyman-
Pearson-Regeln, für die bei festgehaltener Wahrscheinlichkeit für die eine
Population die andere Wahrscheinlichkeit minimiert wird, sowie Minimax-
und Bayes-Regeln. In Eye (1976) werden iterativ Trennebenen so bestimmt,
daß die Anzahl der Fehlklassifikationen minimal wird.

Um eine Möglichkeit zu haben, unter der Vielzahl der nichtparametrischen
Zuordnungsregeln eine geeignete auszuwählen, formulieren Fisher & Ness
(1973) sieben Bedingungen, die man sinnvollerweise an Diskriminationsver-
fahren stellen kann, und geben für zehn verschiedene nichtparametrische Zu-
ordnungsregeln jeweils an, ob für sie die Bedingungen erfüllt sind oder nicht.

5.2 Variablenauswahl

Für das Problem einer nichtparametrischen Variablenauswahl macht Whitney
(1971) folgenden Ansatz. Zunächst schlägt er vor, die minimale Fehlerrate mit
Hilfe der Lasse-Einen-Aus-Methode zu schätzen. Für zwei Populationen P1

bzw. P2 mit Ausgangsstichproben des Umfangs n1 bzw. n2 wählt man dazu
zunächst ein Individuum aus der ersten Stichprobe aus und bestimmt mit Hilfe
der restlichen (n1 - 1 + n2) Individuen die Zuordnungsregel. Dieses macht man
für alle n1 Individuen der ersten Stichprobe und wählt als Schätzung der Fehl-
klassifikationswahrscheinlichkeit die relative Häufigkeit der bei diesen n1 Klas-
sifikationsversuchen fehlklassifizierten Individuen. Analog verfährt man für
die zweite Stichprobe. Wie Lachenbruch & Mickey (1968) zeigen, ist dieses
Verfahren der Wiedereinsetzungsmethode, bei der die Fehlerrate durch Einset-
zen der Stichproben in die Diskriminanzfunktion, die mit Hilfe dieser Stich-
proben erhalten wurde, geschätzt wird, der Aufteilungsmethode, bei der die
Diskriminanzfunktion mit Hilfe eines Teils der Individuen und die Fehlerrate
mit Hilfe der restlichen Individuen geschätzt wird, sowie mehreren anderen
Methoden überlegen. Whitney (1971) verwendet als nichtparametrische Zu-
ordnungsregel ein Nächster-Nachbar-Verfahren. Um nicht alle Teilmengen
von Variablen daraufhin überprüfen zu müssen, ob sich bei ihnen die geringste
Schätzung der Fehlerrate ergibt, wird ein nichtoptimales Suchverfahren vorge-
schlagen. Dazu wird zunächst die beste Einzelvariable ausgesucht, dann das
beste Paar, das diese Einzelvariable enthält, usw.
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5.3 Schätzungen der Fehlerrate

Sowohl bei der Auswahl eines nichtparametrischen Diskriminationsverfah-
rens, als auch bei der Variablenselektion ist es wichtig, über die Fehlerrate
möglichst genaue Angaben zu haben. Besonders vorteilhaft ist die Kenntnis
von nichtparametrischen Konfidenzintervallen für die Fehlerrate. Solche Kon-
fidenzintervalle geben Devroye & Wagner (1976) für lineare Diskriminanz-
funktionen für die Wiedereinsetzungsmethode an. Eine Erweiterung von li-
nearen Zuordnungsregeln auf Nächster-Nachbar-Regeln und Histogramm-
Regeln findet man bei Devroye & Wagner (1979b). Die Nächster-Nachbar-
Regeln gehören zu den sogenannten lokalen Diskriminations-Regeln, weil jede
Entscheidung nur von dem jeweiligen Individuum und seinen nächsten Nach-
barn abhängt. Für solche Regeln leiten Rogers & Wagner (1978) und Devroye
& Wagner (1979a) verteilungsfreie Konfidenzintervalle für die Fehlerrate her.

6. Analyse qualitativer und diskreter Daten

6.3 Verteilungsmodelle

6.1.1 Volles Multinomialmodell

Sowohl die klassische Diskriminanzanalyse, die multivariate Normalverteilun-
gen voraussetzt, als auch die meisten nichtparametrischen Verfahren verwen-
den wesentlich die Stetigkeit der zugrundeliegenden Meßwerte. Soweit es sich
um diskrete Merkmale mit sehr vielen Ausprägungen handelt, mag die Ver-
wendung dieser Verfahren approximativ gerechtfertigt sein. Jedoch liegen in
der psychologischen Diagnostik, einem der häufigsten psychologischen An-
wendungsbereiche für Diskriminanzanalysen, meist nur Merkmale mit sehr
wenig Ausprägungen vor. Einem Testitem entsprechen meist weniger als zehn
unterschiedliche Scores, so daß man von einem diskreten Merkmal ausgehen
muß. Oft liegen auch nur Daten auf Nominalskalenniveau vor, so daß die
Zuordnung von Testscores sehr willkürlich ist und die darin zum Ausdruck
kommende Bewertung zu großen Fehlerraten Anlaß geben kann. Typische
Beispiele sind Testitems mit den Antworten ,,Ja“ oder ,,Nein“, ,,Symptom
vorhanden“ oder ,,Symptom nicht vorhanden“ usw. Einen Überblick über
viele Diskriminationsverfahren für diskrete oder qualitative Daten gibt die
Monographie von Goldstein & Dillen (1978).

Zunächst werde das volle Multinomialmodell für die Diskrimination von k
Populationen P1,. . . ,Pk betrachtet. Die Variable X1 habe s1 Ausprägungen, die
Variable X2 habe s2 Ausprägungen, usw. bis zur Variablen Xp mit sp Ausprä-
gungen. Insgesamt gibt es für die Meßwertvektoren s = slsz . . . sp verschiedene
Ausprägungskombinationen oder Zustände, die mit den Wahrscheinlichkeiten
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p1,. . ., pis für die Population P1, i=l,. . . ,k auftreten können. Falls man die
Zustandswahrscheinlichkeiten pij, i= 1,. . . ,k, j = 1,. . . ,s und die A-priori-
Wahrscheinlichkeiten qi = P(Pi) kennt, ordnet man einen Meßwertvektor x’ =

x1,. . . ,xp), der ja gleich einem der s Zustände j ist, derjenigen Population Pi

zu, für die qipij maximal ist. Dieses entspricht der in 2.1 diskutierten Regel von
Welch (1939). Sind die Wahrscheinlichkeiten nicht bekannt, so müssen sie aus
den Ausgangsstichproben geschätzt werden. Falls man eine Zufallsstichprobe
des Umfangs n aus der Gesamtpopulation zieht, von der ni Individuen zu Pi

gehören und nij Individuen, die zu Pi gehören, den Zustand j aufweisen, so
schätzt man qi durch ni/n und pij durch nij/ni. Der Diskriminanzscore qipij wird
dann durch nij/n geschätzt. Von Glick (1973a) wird gezeigt, daß das beschrie-
bene Verfahren eine tatsächliche Fehlerrate hat, die exponentiell gegen die
optimale Fehlerrate konvergiert und daß die zu optimistische Verzerrung der
scheinbaren Fehlerrate exponentiell gegen Null konvergiert. Ein Nachteil die-
ses vollen Multinomialmodells ist die Schwierigkeit, bei kleinen Ausgangs-
stichproben die Zustandswahrscheinlichkeiten reliabel zu schätzen, zumal
wenn viele Zustände unbesetzt sind. Vor allem bei ungleichen A-priori-Wahr-
scheinlichkeiten oder ungleichen Stichprobenumfangen kann ein unbesetzter
Zustand für eine Population etwas ganz anderes bedeuten als für eine andere
Population. Der Einfluß kleiner Stichprobenumfänge wird von Cochran &
Hopkins (1961) untersucht, die für nicht mehr als acht Zustände, also etwa für
drei binäre Variablen, einen Stichprobenumfang von 50 für jede Population als
ausreichend erachten.

6.1.2 Modelle bei multivariaten binären Items

Da beim vollen Multinomialmodell k(s- 1) Zustandsparameter zu schätzen
sind, nämlich für jede Population (s- 1) unter Berücksichtigung der Tatsache,
daß die Summe der Zustandswahrscheinlichkeiten jeweils 1 ist, versucht man
das volle Modell weiter einzuschränken. Eine Möglichkeit ist die Beschrän-
kung auf binäre Items, d.h. man setzt sl= . . . =sk = 2. Dieses führt zu s = 2p

Zuständen oder (2p- 1) Parametern für jede Population. Macht man zusätzlich
die unrealistische Annahme, daß die Items unabhängig voneinander sind, so
reduziert sich die Parameterzahl bei diesem Interaktionsmodell 1. Ordnung
auf p. Für dieses Modell geben Goldstein & Dillon (1978) zwei Zuordnungsre-
geln an.

Von Bahadur (1961) wird ein Modell betrachtet, in dem explizit die Interaktio-
nen höherer Ordnung auftreten. Durch Annahmen darüber, was für Interak-
tionen man noch berücksichtigen will, kann man in diesem Bahadur-Modell
die Gesamtzahl der Parameter einschränken. Sind alle Interaktionen Null, so
erhält man das Interaktionsmodell 1. Ordnung. Sind nur die Interaktionen
1. Ordnung von Null verschieden, so ergibt sich ein Interaktionsmodell
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2. Ordnung, usw. Moore (1973b) vergleicht in einer Simulationsstudie das
Verhalten des vollen Multinomialmodells, der Bahadur-Modelle 1. und 2.
Ordnung sowie der linearen und quadratischen Diskriminanzfunktionen. Falls
Interaktionen höherer Ordnung vorliegen, wird das volle Multinomialmodell
empfohlen, sonst die lineare Diskriminanzfunktion.

Weit verbreitet ist das sogenannte loglineare Modell, bei dem die Logarithmen
der Zustandswahrscheinlichkeiten als Linearkombination gewisser Haupt-
effekte und Interaktionen dargestellt werden. Wieder läßt sich die Anzahl der
zu schätzenden Parameter reduzieren, wenn man annimmt, daß alle Wechsel-
wirkungen ab einer gewissen Ordnung Null sind. Von Anderson (1972, 1974,
1979) werden Maximum-Likelihood-Schätzungen der Parameter angegeben.

Drei weitere Modelle, die die Zustandswahrscheinlichkeiten als Linearkombi-
nationen von orthogonalen Polynomen darstellen, stammen von Martin &
Bradley (1972), Ott & Kronmal (1976) und Goldstein (1977).

6.2 Nichtparametrische Verfahren bei qualitativen Daten

Von Aitchison & Aitken (1976) wird eine Art Kern definiert mit Hilfe eines
Unähnlichkeitskoeffizienten zwischen den Meßwertvektoren. Dieses Verfah-
ren wird verglichen mit dem Interaktionsmodell 1. Ordnung, mit der linearen
Diskriminanzfunktion, mit dem loglinearen Modell, mit der logistischen Dis-
krimination und mit Nächster-Nachbar-Regeln. Weitere Vergleiche führt Ait-
ken (1978) durch.

Dillon & Goldstein (1978) verwenden die Matusita-Distanz (Matusita, 1957)
für diskrete Verteilungen. Diese bestimmt man, indem man zunächst die Wur-
zeln der Zustandswahrscheinlichkeiten für zwei Populationen berechnet, die
Differenz dieser Wurzeln für jeweils gleiche Zustände bildet, diese Differen-
zen quadriert und aufsummiert. Diese Distanzen kann man auch berechnen,
wenn man die Wahrscheinlichkeiten aus den Ausgangsstichproben schätzt.
Man bestimmt die Distanz der beiden Ausgangsstichproben, wobei das zu
klassifizierende Individuum einmal zu der ersten Stichprobe und einmal zu der
zweiten Stichprobe gerechnet wird. Falls die erste Distanz größer ist, wird das
Individuum der ersten Population zugeordnet, sonst der zweiten Population.
Das Verfahren wird verglichen mit dem Martin-Bradley-Modell, der linearen
Diskriminanzfunktion und dem Bahadur-Modell.

Von Lachin (1973) wird eine schrittweise Bayes-Regel vorgeschlagen, bei der
die unbekannten Parameter nach der Maximum-Likelihood-Methode ge-
schätzt werden. Der Bayes-Ansatz, d.h. die Klassifikation aufgrund der A-
posteriori-Wahrscheinlichkeiten, wird auch von Victor, Trampisch & Zent-
graf (1974) und Trampisch (1976, 1978) verwendet. Die Einschränkung des
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vollen Multinomialmodells erfolgt hier durch das Lancaster-Modell unter Ver-
wendung der Definition von Interaktionen höherer Ordnung nach Lancaster
(1969). Von Hills (1967) wird ein Nächster-Nachbar-Verfahren zur nichtpara-
metrischen Diskrimination diskreter Daten vorgeschlagen.

6.3 Gleichzeitiges Vorliegen diskreter und stetiger Variablen

Falls nicht nur Einzelitems, sondern auch Summenscores oder physiologische
Variablen in einer Diskriminanzanalyse berücksichtigt werden sollen, sind die
bisher beschriebenen Verfahren für qualitative Daten nicht anwendbar. Von
Skene (1978) wird ein latentes Klassen-Modell im Sinne von Lazarsfeld &
Henry (1968) zugrundegelegt, um die Parameterzahl zu reduzieren. Dieses
Verfahren läßt sich auch dann anwenden, wenn die Meßwertvektoren der
Ausgangsstichproben oder auch des zu klassifizierenden Individuums unvoll-
ständig sind. Die Parameter werden nach der Maximum-Likelihood-Methode
mit Hilfe des EM-Algorithmus geschätzt. Dieses ist ein iteratives Verfahren,
das auf jeder Stufe zuerst einen E-Schritt (,,expectation“) durchführt, bei dem
Schätzungen der fehlenden Daten mit den bis dahin vorliegenden Parameter-
schätzungen erhalten werden. Im M-Schritt (,,maximisation“) werden dann
aus dem vollständigen Datensatz neue Parameter geschätzt.

Press & Wilson (1978) verwenden für gleichzeitig vorliegende diskrete und
stetige Variablen das Verfahren der logistischen Regression (vgl. 2.1, 2.9),
während Krzanowski (1975, 1976) die Likelihood-Quotienten-Regel verwen-
det, wobei das volle Modell bei Vorliegen unbesetzter Zustände durch ein
Interaktionsmodell 2. Ordnung approximiert wird. In Chang & Afifi (1974)
wird ein Bayes-Ansatz vorgeschlagen.

6.4. Variablenauswahl

Auch bei qualitativen Daten ist es von Wichtigkeit, herauszufinden, welche
Variablen am meisten zur Diskrimination beitragen und nur diese Variablen zu
verwenden. Von Hills (1967) wird eine eingeschränkte schrittweise Vorwärts-
auswahl empfohlen, wobei als Bewertungsmaß für die Diskriminationsstärke
einer Variablenteilmenge das Informationsdivergenzmaß von Kuliback (1959)
verwendet wird. Die Einschränkung besteht darin, daß in jedem Folgeschritt
die Variablenmenge des vorangehenden Schritts weiterverwendet wird. Hills
(1967) gibt auch eine nichteingeschränkte Prozedur an und diskutiert die Ei-
genschaften, die ein Bewertungsmaß für die Diskriminationsstärke haben soll-
te. Zwei solche Maße werden explizit angegeben. Eine Erweiterung dieser
Verfahren stammt von Goldstein & Dillon (1977).
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Von Glick (1973a) und Goldstein & Rabinowitz (1975) wird ein Bewertungs-
maß, das mit der Matusita-Distanz (vgl. 6.2) in Zusammenhang steht, vorge-
schlagen. Sowohl Raiffa (1961) als auch Lachin (1973) geben Vorwärtsaus-
wahl-verfahren an, die auf Bayes-Ansätzen beruhen.
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6. Kapitel

Latente Strukturanalyse

Joachim Krauth

1. Einführung

Ausgangspunkt sei ein Fragebogen mit n binären Ja-Nein-Items, der von einer
Stichprobe von Probanden beantwortet wird. Jedem Probanden entspricht
dann ein Antwortmuster aus Einsen und Nullen, das den Mustern der Ja- und
Nein-Antworten entspricht. Für jedes Muster wird die relative Häufigkeit
bestimmt, mit der es aufgetreten ist.

Das Ziel einer latenten Klassenanalyse besteht darin, die Verteilung der Ant-
wortmuster durch das Vorhandensein von zwei oder mehr latenten Klassen zu
erklären. Man geht also davon aus, daß die Probandenstichprobe nicht homo-
gen ist, sondern bezüglich einer möglicherweise nicht direkt meßbaren laten-
ten Variablen variiert. Unterschiedliche latente Klassen entsprechen dann un-
terschiedlichen Werten der latenten Variablen.

Die latenten Klassen werden beschrieben durch eine Menge von latenten Para-
metern. Derartige Parameter geben für jedes Item und jede Klasse die Wahr-
scheinlichkeit für die Antwort ,,Ja“ an. Man macht die Voraussetzung, daß
man die Wahrscheinlichkeiten für die manifesten Variablen kennt, d.h. die
Verteilung für die verschiedenen Antwortmuster. Mit Hilfe der sogenannten
Berechnungsgleichungen (accounting equations) bestimmt man aus den mani-
festen Wahrscheinlichkeiten die latenten Wahrscheinlichkeiten. Um die Glei-
chungen aufstellen zu können, benötigt man das sogenannte Prinzip der loka-
len Unabhängigkeit.

Um sich die Grundidee klarzumachen, ist es gut, an ein einfaches Beispiel aus
der beschreibenden Statistik anzuknüpfen, durch welches man Studienanfän-
gern die Möglichkeit von Fehlinterpretationen von empirischen Korrelations-
und Regressionskoeffizienten erläutern kann. Ausgangspunkt sei eine Zufalls-
stichprobe aus den Bewohnern einer Stadt. Für jeden dieser Bewohner seien
die zwei Merkmale Schuhgröße und Einkommen erhoben worden, also Merk-
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male, zwischen denen absolut kein Kausalzusammenhang unterstellt werden
kann. Tatsächlich ergibt sich jedoch eine positive Korrelation der beiden
Merkmale. Die Erklärung wird sofort einsichtig, wenn man die Meßwertpaare
in eine Punktwolke (Scatter-Diagramm) einträgt und die Datenpunkte für
Männer und Frauen unterschiedlich kennzeichnet. Man sieht dann einerseits,
daß innerhalb der Gruppe der Männer kein Zusammenhang zwischen Schuh-
größe und Einkommen besteht. Das gleiche gilt für die Gruppe der Frauen. In
der Graphik ergibt sich jeweils eine ungefähr kreisförmige Punktwolke für
jedes Geschlecht. Andererseits haben in der Regel Männer ein höheres Ein-
kommen und eine höhere Schuhgröße als Frauen. Dieses führt dazu, daß die
kreisförmigen Punktwolken für die beiden Geschlechter bei Fallenlassen der
Unterscheidung der Geschlechter zu einer ovalen Punktwolke verschmelzen
und eine positive Korrelation zwischen Schuhgröße und Einkommen vortäu-
schen. Falls man also eine Korrelation vorliegen hat, die man auf das Wirken
einer latenten Variablen zurückführen will, wie in diesem Fall auf das Ge-
schlecht, so muß man die vorliegende Punktwolke in kreisförmige Teilberei-
che zerlegen, d.h. Klassen suchen, für die die betrachteten Merkmale lokal
unabhängig sind.

In der Praxis hat man dabei natürlich größere Schwierigkeiten als in unserem
Beispiel, da man den Einfluß von Geschlecht, Alter, Intelligenz usw., d.h. der
offensichtlichen latenten Variablen, meist leicht berücksichtigen kann. Die
latente Strukturanalyse stellt sich die Aufgabe, gerade solche nicht offensichtli-
chen latenten Variablen aufzuspüren.

Wie Madansky (1968) ausführt, ist die Grundidee der latenten Strukturanalyse
schon sehr alt. Schon bei Cournot (1838), Weinberg (1902), Benini (1928) und
de Meo (1934) werden Modelle diskutiert, mit denen man auf nicht beobacht-
bare (latente) Variablen mit Hilfe von polytomen beobachtbaren (manifesten)
Variablen rückschließen will. Bei diesen Modellen wird die multivariate Ver-
teilung der manifesten Variablen dargestellt als eine Mischung von multivaria-
ten Verteilungen. Dabei ist die zu bestimmende Mischungsverteilung gerade
die Verteilung der latenten Variablen.

Eine Teilklasse dieser Modelle sind diejenigen, bei denen man annimmt, daß
die Variablen innerhalb jeder der Komponenten der Mischverteilung als unab-
hängig anzusehen sind. In Lazarsfeld (1950a) wird für solche Modelle der
Begriff latente Strukturmodelle eingeführt. Anschließend an die beiden grund-
legenden Arbeiten von Lazarsfeld (1950a, 1950b) wurden von dem gleichen
Autor später noch andere Einführungs- und Übersichtsartikel verfaßt (Lazars-
feld, 1954, 1955, 1959). Einen systematischen überblick mit einer Einbettung
in die Skalierungstheorie findet man bei Torgerson (1958, S. 360-395). Einen
Kurzüberblick gibt Madansky (1968).

Einführungen in deutscher Sprache geben von der Lippe (1973), Fischer (1974,
S. 160-179) und als Kurzüberblick Wottawa (1979, S. 51-58).
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Eine umfassende Darstellung der Theorie mit einer ausführlichen Biographie
bis 1967 enthält die Monographie von Lazarsfeld & Henry (1968). Der Über-
sichtsartikel von Fielding (1977) berücksichtigt Literatur bis 1973.

2. Grundbegriffe der latenten Strukturanalyse

Die hier vorkommenden Probleme treten immer dann auf, wenn die Varia-
blen, die einen interessieren, nicht direkt meßbar sind und man andere Varia-
blen messen muß, um aus den Ergebnissen Rückschlüsse auf die interessieren-
den Variablen ziehen zu können. Beispielsweise mag ein Psychiater bei einem
Klienten das Vorhandensein oder Nichtvorhandensein gewisser Symptome
beobachten und daraus Rückschlüsse darauf ziehen wollen, ob der Klient
schizophren ist oder nicht. Schizophrene Klienten zeigen dabei nicht unbe-
dingt immer alle Symptome, während sich manche Symptome auch bei nicht-
schizophrenen Klienten zeigen können. Mit Hilfe der latenten Strukturanalyse
versucht man nun die latenten Klassen der Schizophrenen und Nichtschizo-
phrenen zu identifizieren.

Die einfachste Form der Analyse geht von einer Menge von dichotomen Ja-
Nein-Items aus, wobei man diese Voraussetzung auch zu polytomen Items
abschwächen kann. Man postuliert die Existenz eines latenten Raumes, in dem
sich die Mitglieder einer Population befinden, wobei die Position eines Mit-
gliedes völlig die Wahrscheinlichkeit für eine Ja-Antwort für irgendein Item
bestimmt. Der latente Raum ist somit gerade der Raum, auf dem die uns
interessierende latente Variable definiert ist. Je nach der spezifischen Struktur
des latenten Raumes und der Variabilität der Itemwahrscheinlichkeiten inner-
halb dieses Raumes sprechen wir von einem speziellen latenten Strukturmo-
dell. Der latente Raum kann definiert werden als diejenige Klassifikation, die
für die statistischen Interaktionen zwischen den manifesten Variablen verant-
wortlich ist. Durch diese Klassifikation wird eine gegebene Population in
homogene Teilpopulationen ,entmischt‘ (Lazarsfeld, 1959).

Falls der latente Raum nur aus einer endlichen Anzahl von Punkten besteht, so
spricht man von diskreten Klassenmodellen. Im obigen Beispiel würde bei n
Symptomen, die jeweils nur vorhanden oder nicht vorhanden sein können, der
latente Raum aus 2n möglichen Punkten bestehen. Falls wir in dem Anfangs-
beispiel nur zwischen hohen (1) und niedrigen (0) Einkommen bzw. Schuh-
größen unterscheiden würden, so würde der latente Raum aus den 22 = 4
Punkten (0,0), (0,1), (1,0) und (1,l) bestehen. Ein mögliches Modell würde
dann gegeben durch

In diesem Modell würde demnach die Kombination hoher Schuhgröße mit
hohem Einkommen und niedriger Schuhgröße mit niedrigem Einkommen mit
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Wahrscheinlichkeit 0.5 auftreten, während die beiden Kombinationen, bei
denen niedrige Werte der einen Variablen mit hohen Werten der anderen
Variablen zusammentreffen, nur die Wahrscheinlichkeit 0 haben.

Falls man einen Test aus n dichotomen Items verwendet, um eine Fähigkeit zu
messen, so kann man davon ausgehen, daß die latente Fähigkeit stetig verteilt
ist, so daß der latente Raum z.B. durch die reelle Achse beschrieben werden
kann. Die wahren Fähigkeitswerte der Probanden können dann z.B. als nor-
malverteilt angesehen werden. Für jedes Item und jeden Punkt der Geraden,
d.h. für jeden Fähigkeitswert, gibt es dann eine Wahrscheinlichkeit für eine Ja-
Antwort. Diese Wahrscheinlichkeiten für jeden Punkt der Geraden kann man
durch eine Funktion, die Itemcharakteristikfunktion oder Spurfunktion (trace-
line) beschreiben. In diesem Fall spricht man von einem stetigen Modell. Die
Unterscheidung zwischen stetigen und diskreten Modellen bezieht sich also
auf die Struktur des latenten Raumes und nicht auf die Struktur der Items, die
in beiden Fällen diskrete Ausprägungen haben.

Um weitere Grundbegriffe einführen zu können, nehmen wir an, daß wir in
unserem Schizophreniebeispiel insgesamt n = 10 Symptome beobachten, je-
weils mit den Ausprägungen vorhanden (1) und nichtvorhanden (0). Weiterhin
nehmen wir an, daß es zwei Klassen von Probanden gibt, nämlich Schizophre-
ne (1) und Nichtschizophrene (2). Das Axiom der lokalen Unabhängigkeit
besagt:

Innerhalb jeder der beiden latenten Klassen (indiziert durch 1 und 2) sind die
Reaktionen auf verschiedene Items unabhängig. Die klasseninterne Wahr-
scheinlichkeit jedes Reaktionsmusters für jede Teilmenge von Items ist das
Produkt der entsprechenden eindimensionalen Randwahrscheinlichkeiten.

Dieses führt zu einer gewissen Anzahl von Bedingungsgleichungen, z.B.

Dabei bedeutet die erste Gleichung, daß sich innerhalb der Klasse 1 der Schi-
zophrenen aufgrund der Unabhängigkeit des Auftretens von Symptom 1 und
Symptom 3 die gemeinsame Wahrscheinlichkeit als Produkt der Randwahr-
scheinlichkeiten ergibt. Die zweite Gleichung bedeutet, daß die Wahrschein-
lichkeit dafür, daß Symptom 1 nicht auftritt, während gleichzeitig Symptom 3
auftritt, sich innerhalb der Klasse 1 der Schizophrenen als Produkt der ent-
sprechenden Randwahrscheinlichkeiten ergibt. Schließlich wird in der dritten
Gleichung die Wahrscheinlichkeit für das gleichzeitige Nichtauftreten von
Symptom 1 und das Auftreten von Symptom 2 und Symptom 5 innerhalb der
Klasse 2 der Nichtschizophrenen als Produkt der entsprechenden Randwahr-
scheinlichkeiten dargestellt.
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Über das Axiom der bedingten lokalen Unabhängigkeit und seine Bedeutung
auch für andere Skalierungsansätze informieren Lord & Novick (1968, S.
538-540). Es zeigt sich, daß es schwer ist, auf diese Annahme zu verzichten.
In der Faktoranalyse kann man dieses Postulat zwar auf die lineare lokale
Unabhängigkeit abschwächen, darf dafür aber auch nur Interaktionen 1. Ord-
nung zulassen. Harper (1972) diskutiert, wie man die lokale Unabhängigkeit
wenigstens soweit abschwächen kann, daß eine paarweise Abhängigkeit zwi-
schen den Items zugelassen ist.

Bei n dichotomen Items wird ein Zweiklassenmodell durch 2n + 2 Parameter
charakterisiert. Für die erste Klasse sind dieses die n latenten Wahrscheinlich-
keiten bzw. latenten Randwahrscheinlichkeiten p(l), . . . ,p$,‘),  für die zweite
Klasse die n latenten Wahrscheinlichkeiten ~(~1,. . . ,pi2). Zusätzlich benötigt
man noch die Wahrscheinlichkeit v(l) bzw. v(2), mit der ein Proband zu der
Klasse 1 bzw. der Klasse 2 gehört. Die Summe der Klassenwahrscheinlichkei-
ten ergibt immer 1:

Dieses ist die erste Modellgleichung. Die weiteren Berechnungsgleichungen
ergeben sich mit Hilfe der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit, denn es
gilt z.B. für die Wahrscheinlichkeit p1 für das Auftreten des Symptoms 1 in
der Population

Dieses liegt daran, daß z.B. der unbekannte latente Parameter p$‘) die bedingte
Wahrscheinlichkeit dafür ist, daß ein Proband, der zu Klasse 1 gehört, das
Symptom 2 aufweist. Entsprechend ergibt sich z.B. die Wahrscheinlichkeit
dafür, daß ein Proband in der Population das Merkmal 1 aufweist und das
Merkmal 3 nicht aufweist, zu

Beobachtbar sind nur die relativen Häufigkeiten der verschiedenen Auftretens-
kombinationen der Symptome. Diese verwendet man als Schätzungen für die
entsprechenden Wahrscheinlichkeiten. So ist die relative Häufigkeit der Perso-
nen, bei denen Symptom 1 und Symptom 5 nicht auftreten, jedoch das Sym-
ptom 3, eine Schätzung für die entsprechende nichtbedingte Wahrscheinlich-
keit pi,s.  Indem man diese Schätzungen anstelle der unbekannten Wahrschein-
lichkeiten in die Berechnungsgleichungen einsetzt, bekommt man ein Glei-
chungssystem für die unbekannten latenten Parameter v(l), v(2), p\‘), . . . ,PA’),
P12’ 9. ..,p, .c2) Durch Auflösen dieses Gleichungssystems erhält man Schätzun-
gen für diese latenten Parameter.

Wie man leicht-einsieht, ergeben sich bei n dichotomen Items und 2 latenten
Klassen insgesamt 2n Berechnungsgleichungen (Lazarsfeld & Henry, 1968, S.
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27). Für n=2 Items gibt es 22=4 Gleichungen für 2n+2=2.2+2=6 Parameter.
In diesem Fall kann man die Parameter und damit auch das Modell nicht
identifizieren. Da in den Gleichungen die gesamte Information über das Mo-
dell enthalten ist, besteht keine Möglichkeit, eine eindeutige Lösung zu finden,
es sei denn, wir erlegen den latenten Parametern noch weitere Restriktionen
auf.

Für n=3 Items gibt es 23=8 Gleichungen für 2.3+2=8  Parameter. Hier besteht
zumindest die Möglichkeit, eine eindeutige Lösung zu erhalten. Bei der Lö-
sung dieses nichtlinearen Gleichungssystems geht man zunächst von zwei An-
nahmen aus. Man nimmt an, daß das spezielle latente Strukturmodell mit zwei
Klassen tatsächlich vorliegt und daß man die manifesten nichtbedingten Wahr-
scheinlichkeiten auf den linken Seiten der Gleichungen tatsächlich kennt.
Dann reduziert sich das Problem auf eine rein algebraische Fragestellung. Die
Schätzung der latenten Parameter, falls man nur Schätzungen der manifesten
Wahrscheinlichkeiten hat, und die Anpassungsgüte des latenten Strukturmo-
dells an die beobachteten Daten sind eine danach zu behandelnde Frage.

Die algebraische Frage der Lösung der Gleichungssysteme findet man behan-
delt in Lazarsfeld (1961) und in Lazarsfeld & Henry (1968). Für die manifesten
Wahrscheinlichkeiten werden dazu sogenannte Kreuzprodukte der Items i
und j

und sogenannte geschichtete Kreuzprodukte

eingeführt.

Mit Hilfe dieser Ausdrücke werden die Berechnungsgleichungen umgeschrie-
ben und dadurch formal leichter lösbar. Die Lösungen brauchen jedoch kei-
neswegs Werte zwischen 0 und 1 anzunehmen. Mit Hilfe der Kreuzprodukte
lassen sich eine Reihe von notwendigen Bedingungen formulieren, die für ein
vorgegebenes latentes Strukturmodell erfüllt sein müssen. Ein weiterer Schritt
ist die Einführung sogenannter symmetrischer Parameter. Ein symmetrischer
Parameter 3. Ordnung ist definiert durch

Falls man mit Xi die Zufallsvariable bezeichnet, die gleich 1 ist, falls eine Ja-
Antwort bei Item i vorliegt und gleich 0 sonst, so gilt für die Kovarianz

und für das zentrale Moment 3. Ordnung
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Entsprechendes gilt für symmetrische Parameter höherer Ordnung. Derartige
Beziehungen werden sowohl bei Strukturuntersuchungen als auch bei der
Herleitung von Schätzverfahren verwendet.

Mit Hilfe der latenten Parameter kann man für jedes mögliche Reaktionsmu-
ster die Wahrscheinlichkeit dafür berechnen, daß ein Proband, der dieses Mu-
ster gezeigt hat, zu einer bestimmten Klasse gehört. Mit Hilfe dieser Rekrutie-
rungswahrscheinlichkeiten (recruitment probabilities) kann man Probanden in
der Weise klassifizieren, daß man sie der für sie wahrscheinlichsten Klasse
zuordnet. Für n=3 ergäbe sich z.B. für das Muster (Ja, Nein, Ja) die Wahr-
scheinlichkeit

Der erste Summand ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Proband aus der
Klasse 1 das Muster aufweist, der zweite Summand die entsprechende Wahr-
scheinlichkeit für einen Probanden der Klasse 2. Man ordnet den Probanden
der Klasse mit der größeren Wahrscheinlichkeit zu. Addiert man diese größe-
ren Wahrscheinlichkeiten über alle Muster, so erhält man die totale Wahr-
scheinlichkeit dafür, einen Probanden richtig zu klassifizieren. Zieht man die-
sen Wert von 1 ab, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit einer Fehlklassifika-
tion.

Weist ein Proband das obige Muster auf, so ist die Wahrscheinlichkeit dafür,
daß er dann zu der Klasse 1 gehört, gegeben durch

Für mehr als n=3 Items erhalten wir mehr Berechnungsgleichungen als unbe-
kannte latente Parameter. Z.B. ergeben sich für n=4 Items 24=16 Gleichun-
gen für 2.4+2=10  Parameter. Damit handelt es sich nicht mehr um ein Inter-
polationsproblem, bei dem ein Gleichungssystem aufzulösen ist, sondern um
ein Approximationsproblem, bei dem 2n+2 Parameterschätzwerte gesucht
sind, die die 2n Gleichungen mit den 2n- 1 beobachteten relativen Häufigkeiten
möglichst gut erfüllen. Jedoch wurde in der ersten Zeit bei der Schätzung der
latenten Parameter immer versucht, auch bei mehr als n=3 Items die Interpo-
lationsmethode zu verwenden, indem man aus der Menge der Gleichungen
immer nur so viel Gleichungen auswählte, wie unbekannte latente Parameter
zu schätzen waren (algebraische Schätzverfahren).

3. Allgemeines Vorgeben bei der latenten Strukturanalyse

In Lazarsfeld (1959) wird ein Schema aus 9 Schritten diskutiert, die bei einer
latenten Strukturanalyse durchzuführen sind.
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Der erste Schritt betrifft die Auswahl und Spezifizierung des Modells. Dieses
betrifft Annahmen über die Spurfunktionen und über die Verteilung der Popu-
lation über dem latenten Raum.

Als zweiter Schritt werden die Berechnungsgleichungen für das spezielle Mo-
dell aufgestellt. Diese verknüpfen die Verteilung der manifesten Variablen mit
der der latenten Variablen.

Der dritte Schritt betrifft die sogenannten Reduzierbarkeitsbedingungen. Für
mehr als n=3 Items erhält man mehr Gleichungen als unbekannte latente
Parameter. Dieses führt dazu, daß die manifesten Wahrscheinlichkeiten gewis-
sen zusätzlichen Restriktionen unterliegen, wenn ein bestimmtes Strukturmo-
dell vorliegt. Diese Restriktionen haben die Form von Gleichungen, die be-
sonders einfach mit Hilfe der Kreuzprodukte und geschichteten Kreuzpro-
dukte formuliert werden können. Man spricht von Reduzierbarkeitsbedingun-
gen, weil das System der Berechnungsgleichungen nur bei Erfülltsein dieser
Bedingungen gelöst werden kann. Sind die Bedingungen nicht erfüllt, so ist
das Modell falsch.

Im vierten Schritt muß die Identifizierbarkeit überprüft werden, d.h. es muß
geklärt werden, ob die vorliegenden manifesten Parameter ausreichen, um die
Werte der latenten Parameter festzulegen. Wie sich im dritten Schritt gezeigt
hat, reicht es dazu nicht aus, zu überprüfen, ob mehr Gleichungen als Unbe-
kannte vorliegen. Aus den Reduzierbarkeitsbedingungen geht hervor, daß vie-
le der manifesten Parameter aus anderen manifesten Parametern berechnet
werden können. Die Berechnungsgleichungen sind also nur zum Teil unab-
hängig.

Im fünften Schritt geht es um die Identifikation des Modells. Hierbei ist nach
der tatsächlichen Auflösung der Berechnungsgleichungen nach den latenten
Parametern gefragt. Man stellt bei der Identifikation die latenten Parameter dar
durch Funktionen der manifesten Parameter. Die Darstellung wird wieder
vereinfacht durch die Verwendung der Kreuzprodukte.

Der sechste Schritt betrifft die Anpassungsprozedur oder das Schätzverfahren.
Die bisherigen Schritte bezogen sich alle auf algebraische Fragestellungen in-
nerhalb eines bestimmten Modells. Bei der Anpassung konkreter Daten hat
man es zusätzlich mit Stichprobenschwankungen zu tun. Während im Modell
ein bestimmtes Kreuzprodukt immer dasselbe ist, in welchen Berechnungs-
gleichungen es auch auftreten mag, können sich empirische Kreuzprodukte, in
die anstelle der Randwahrscheinlichkeiten die entsprechenden relativen Häu-
figkeiten eingesetzt werden, durchaus voneinander unterscheiden. Dieses
führte zu dem Vorschlag, gewisse Mittelwertbildungen über die empirischen
Kreuzprodukte vorzunehmen. Andere Schätzverfahren werden noch bespro-
chen.
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Im siebten Schritt ist die Anpassungsgüte zu überprüfen, d.h. ein Maß dafür
anzugeben, wie gut die Daten zu dem angepaßten Modell passen. Da die
Daten kaum jeweils die Reduzierbarkeitsbedingungen exakt erfüllen, werden
die aufgrund des Modells vorhergesagten manifesten Wahrscheinlichkeiten
auch nicht mit den beobachteten relativen Häufigkeiten exakt übereinstim-
men. Für ein dem Problem angemessenes Modell sollten aber die Abweichun-
gen klein und zufällig verteilt sein.

Im achten Schritt wird das Rekrutierungsmuster bestimmt. Damit soll die
Frage angesprochen werden, wo sich ein Individuum mit einem bestimmten
Anwortmuster im latenten Raum befindet. Prinzipiell kann sich die Person in
jedem Punkt des latenten Raumes befinden. Im allgemeinen wird sie aber mit
großer Wahrscheinlichkeit aus einem bestimmten Bereich des latenten Raumes
stammen und mit geringer Wahrscheinlichkeit aus anderen Bereichen. In die-
sem Sinne entspricht jedem Antwortmuster ein Vektor von Aufenthaltswahr-
scheinlichkeiten, das Rekrutierungsmuster.

Im neunten und letzten Schritt geht es um die Frage der Klassifikation der
Probanden bzw. um die Zuordnung von Skalenwerten. Man sucht dann nach
einem Kriterium, um einen Probanden aufgrund seines Antwortmusters einem
bestimmten Punkt des latenten Raumes, der besonders typisch für ihn ist,
zuzuordnen. Gelegentlich begnügt man sich auch damit, die Antwortmuster
gemäß einem solchen Kriterium anzuordnen. Zur Schätzung solcher Skalen-
werte reicht die Kenntnis der ersten Momente, z.B. des Erwartungswertes,
der Rekrutierungsverteilung schon aus. Falls man einer Person den für sie
wahrscheinlichsten Punkt im latenten Raum als Skalenwert zuordnen will, so
benötigt man die Kenntnis der ganzen Rekrutierungsverteilung.

In diesem Zusammenhang interessiert man sich oft noch für ein anderes duales
Problem, die Skalierung der Items. Man möchte den Items Skalenwerte zuord-
nen, die angeben, wieweit ein einzelnes Item zu den Skalenwerten der Indivi-
duen beiträgt bzw. wieweit jedes Item zwischen Individuen diskriminiert, die
an verschiedenen Punkten des latenten Raumes lokalisiert sind. Diese Frage-
stellung wird in Lazarsfeld (1954) diskutiert.

4. Modelle der latenten Strukturanalyse

4.1 Allgemeines Modell

In Anlehnung an Anderson (1959) beschreibt Fielding (1977) das allgemeine
latente Strukturmodell (siehe auch McDonald, 1962). Es seien X1,. . . ,Xn ma-
nifeste Variablen und entsprechend Y1, . . . ,Y m latente Variablen. Die Variablen
können sich prinzipiell auf beliebigem Skalenniveau befinden. Dabei ist ge-
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wöhnlich m als viel kleiner als n angenommen, meist sogar m=l. Man nimmt
eine bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung f(xl,. . . ,xn 1 y1, . . . ,ym) der X’s bei
gegebenen Y’s an, wobei f eine Dichte ist für stetige X’s und eine Menge von
Wahrscheinlichkeiten für diskrete X’s. Entsprechend sei eine Randverteilung
der Y’s gegeben durch g(yl,. . . ,ym). Damit folgt für die nichtbedingte Rand-
verteilung von X1,. . . ,Xn

Nach der Formel von Bayes folgt für ein Individuum mit den Werten
xo1, . . .,xon der manifesten Variablen für die bedingte Dichte bzw. bedingten
Wahrscheinlichkeiten bezüglich der Werte y1, . . ,ym des Individuums im la-
tenten Raum

Aufgrund von xo1, . . . ,xon kann man mit Hilfe dieser Gleichung ein Individu-
um einem Punkt im latenten Raum zuweisen. Naheliegend ist die Maximum-
Likelihood-Methode, nach der ein Individuum mit (xo1,. . .,xon) den Punkt
(yo1. . . ,yo m) zugewiesen bekommt, für den die Funktion k maximal wird.
Falls man Fehlklassifikationen für verschiedene Punkte für unterschiedlich
schwerwiegend hält, so wird man die Punkte unterschiedlich gewichten, d.h.
Entscheidungsregeln mit geeigneten Verlustfunktionen verwenden.

Falls man die obige Gleichung verwenden will, muß man davon ausgehen, daß
man allenfalls die Funktion h für die manifesten Variablen kennt, während f
und g unbekannt sind und auch nicht eindeutig aus h gefolgert werden kön-
nen. Deshalb verwendet man das Axiom der lokalen Unabhängigkeit, welches
besagt, daß für einen festen Punkt im latenten Raum die manifesten Variablen
unabhängig sind. Für m=l latente Variable bedeutet dieses

bzw.

Inhaltlich bedeutet das Axiom, daß Individuen mit gleichen latenten Ausprä-
gungen einander ähnlich sind und daß die gesamte relevante Information in
den latenten Variablen liegt, so daß nach deren Festlegung jedes Verhalten nur
noch zufällig ist. Man geht also davon aus, daß die sich zwischen den manife-
sten Variablen zeigenden Abhängigkeiten allein auf Abhängigkeiten in den
latenten Variablen zurückzuführen sind. Das Axiom wird genauer diskutiert
bei Lord & Novick (1968, S. 538-540). Eine Abschwächung des Axioms
zumindest für das latente Klassenmodell in dem Sinne, daß die Items paarweise
abhängig sein dürfen, sieht Harper (1972) vor.
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Die unter den Werten der manifesten Variablen bedingten Dichten bzw.
Wahrscheinlichkeiten fi(xi 1 y) heißen Spurfunktionen. Diese versucht man zu-
sammen mit der latenten Verteilung g zu ermitteln, um die latente Struktur zu
erhalten. Dann weiß man, wie die manifesten Variablen von den latenten
Variablen abhängen und kann Individuen skalieren und die Parameter der
Funktionen schätzen.

Darstellungen des allgemeinen latenten Strukturmodells findet man außer in
den oben erwähnten Arbeiten auch in Torgerson (1958, S. 361-367) und
Green (1952).

4.2 Existenzproblem

Bei der Konstruktion eines Modells geht man von einer manifesten Wahr-
scheinlichkeitsfunktion h(x l,. . . ,xn) aus, die noch von gewissen unbekannten
aber schätzbaren Parametern abhängt. Beispielsweise kann h die Dichte einer
n-dimensionalen Normalverteilung sein. Ebenso wählt man die Spurfunktio-
nen fi und die latente Verteilung g als Wahrscheinlichkeitsfunktionen vorgege-
bener Form mit noch freien Parametern. Auch die Anzahl m der latenten
Variablen muß spezifiziert sein. Es ist dann durchaus nicht gesagt, daß es
Parameter gibt, so daß die obige Beziehung zwischen h, f1,. . . ,fn und g erfüll-
bar ist. z.B. existiert kein latentes Strukturmodell, falls h einer Normalvertei-
lung und die fi Cauchyverteilungen entsprechen (Anderson, 1959). Unter Um-
ständen kann die Frage der Existenz eines latenten Strukturmodells durch die
Frage der Gültigkeit gewisser Reduzierbarkeitsbedingungen beantwortet wer-
den. Man vergleiche dazu Lazarsfeld (1959, S. 512-515).

4.3 Identifikationsproblem

Falls man h kennt, so reicht die durch das Axiom der lokalen Unabhängigkeit
gegebene Beziehung zwischen h, f1,. . .,fn und g nicht aus, um f1,. . . ,fn und g
eindeutig zu identifizieren. Man benötigt Zusatzannahmen über die Form der
Spurfunktionen bzw. der latenten Verteilung, um die Struktur zu identifizie-
ren. Je nach den speziellen Annahmen ergeben sich dann die einzelnen Mo-
delle.

Selbst innerhalb dieser Untermodelle ist es möglich, daß verschiedene Struktu-
ren, die verschiedenen Parameterkombinationen entsprechen, mit einer Ver-
teilung f verträglich sind. Viele Arbeiten haben sich damit beschäftigt, Bedin-
gungen herauszufinden, unter denen sich bei einem speziellen Modell eine
Struktur, gegeben durch f1,. . . ,fn und g, eindeutig identifizieren läßt. Dazu
gehören z.B. McHugh (1956, 1958), Madansky (1960) und Goodman (1974a).
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Insbesondere das allgemeine Identifikationsproblem wurde untersucht von
Koopmans & Reiersol (1950) und Koopmans (1949, 1951).

Häufig ist es nicht möglich, für ein gegebenes Untermodell die Struktur zu
identifizieren. Für praktische Zwecke ausreichend ist dann oft die eindeutige
Identifikation gewisser Strukturaspekte, z.B. allein die Identifikation gewisser
Erwartungswerte anstelle einer ganzen Verteilung (Fielding, 1977). Auch kön-
nen nichtidentifizierbare Modelle durch Einschränkungen der möglichen Para-
meter oft identifizierbar gemacht werden (Goodman, 1974a).

4.4 Strukturproblem

Falls man unter Kenntnis von h das Existenzproblem und das Identifikations-
problem gelöst hat, so sind als nächstes die zu f1,. . . ,fn und g gehörigen Para-
meter zu bestimmen (Anderson, 1959). Dieses Problem ist für jedes Untermo-
dell getrennt zu untersuchen. In der Sprechweise von Lazarsfeld (1959) ist
dieses das Identifikationsproblem.

4.5 Latentes Klassenmodell

Eines der einfachsten Modelle ist das latente Klassenmodell von Lazarsfeld
(1950a). Hier nimmt Y eine endliche Menge von Werten, sogenannte latente
Klassen, an. Die latente Verteilung g ist eine Multinomialverteilung, während
die Spurfunktion fi(xi)  y) die Wahrscheinlichkeit für ein Individuum aus der
Klasse y ist, für das Item i die Reaktion xi zu zeigen. Gesucht ist in diesem
Falle also ein Modell mit q latenten Klassen, den Werten der latenten Variablen
Y, die so geartet sind, daß innerhalb der Klassen die n manifesten Variablen
(Items) unabhängig sind. Wenn solche Klassen konstruiert sind, z.B. die Klas-
sen der Schizophrenen und Nichtschizophrenen, so sind alle Interaktionen
zwischen den manifesten Variablen aufgeklärt. Auf dieses Modell (latent class
model) war im Anfang schon eingegangen worden, und es ist auch in der
Literatur am häufigsten betrachtet worden.

Besonderes Interesse hat das Identifikationsproblem, d.h. die Frage der ein-
deutigen Lösbarkeit der Berechnungsgleichungen gefunden. Bei n manifesten
Variablen und q latenten Klassen ergeben sich 2n Gleichungen für q(n+1)
latente Parameter. Für 2n > q(n+1) sind verschiedene Lösungsvorschläge ge-
macht worden. Dabei versuchte man meist durch geeignete Auswahl der Glei-
chungen das Ziel einer eindeutigen Parameterbestimmung zu erreichen.

Ein erster Lösungsansatz für das Strukturproblem scheint der von Green
(1951) zu sein. Nach Umschreibung der Berechnungsgleichungen in Matrizen-
form wird analog zur Faktoranalyse eine Lösung durch Faktorisierung von
zwei Matrizen angestrebt.
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Im einzelnen betrachtet Green (1951) die (n+l) x (n+l)-Matrix P0, deren
erstes Element eine 1 ist und in deren 1. Zeile und 1. Spalte ansonsten die
eindimensionalen Randwahrscheinlichkeiten stehen. Hierbei ist n die Anzahl
der Items. In den übrigen Zeilen bzw. Spalten befinden sich die zweidimensio-
nalen Randwahrscheinlichkeiten. Weiterhin wird die (qxq)-Diagonalmatrix V
definiert, die in der Diagonale die Wahrscheinlichkeiten v(l), . . .,v(q) enthält,
die angeben, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein zufällig ausgewählter Pro-
band zu einer der q Klassen gehört. Schließlich sei L eine (n+l) x q-Matrix
mit den Elementen p, ci) die die bedingten Wahrscheinlichkeiten dafür bezeich-
nen, daß eine Person aus der latenten Klasse j das Item i positiv beantwortet.

Die Matrix A, definiert durch

enthält dann die unbekannten latenten Parameter bzw. man kann diese bei
Kenntnis von A leicht bestimmen. Aufgrund der Berechnungsgleichungen gilt

wobei A’ die Transponierte von A ist. Mit Hilfe eines faktoranalytischen
Ansatzes läßt sich P0 darstellen als

wobei

gilt mit einer orthogonalen Matrix E. Um E zu bestimmen, faktorisiert man in
ähnlicher Weise die Matrix P1, die die dreidimensionalen Randwahrscheinlich-
keiten in symmetrischer Form enthält:

Aus der Matrix

ergibt sich dann bis auf die Anordnung der Items eindeutig die gesuchte Matrix
E mit Hilfe einer Hauptkomponentenanalyse. Eine auf T. W. Anderson zu-
rückgehende Vereinfachung (vgl. Green, 1951) bestimmt TT’ aus

Damit erspart man sich die Faktorisierung von P1.

Eine Schwierigkeit bereiten die Randwahrscheinlichkeiten mit wiederholt auf-
tretenden gleichen Indizes in den Matrizen P0 und P1. Dieses sind artifizielle
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Größen ohne realen Bezug zu den manifesten Wahrscheinlichkeiten, was zu
gewissen Schätzproblemen führt.

Eine andere Matrixmethode für dieses Problem wurde zuerst von Lazarsfeld &
Dudman (1951) sowie unabhängig davon durch Koopmans (1951) vorgeschla-
gen. Diese Methode, die auf die Bestimmung der Nullstellen einer Determi-
nantengleichung hinausläuft, wurde von Anderson (1954) weiterentwickelt.
Durch Gibson (1955) wurde das Verfahren so modifiziert, daß alle Items
simultan berücksichtigt wurden. Darauf aufbauend konnte Madansky (1960)
das Verfahren verallgemeinern, insbesondere in Hinblick auf notwendige und
hinreichende Bedingungen für die Identifizierbarkeit. Gibson (1962a) disku-
tierte die Möglichkeit, zusätzliche Items nachträglich in eine latente Klassen-
analyse mit einzubeziehen. Die hier beschriebene Matrixmethode wird auch
als Basismethode bezeichnet. Außer in den angegebenen Originalarbeiten wird
sie in Lazarsfeld & Henry (1968, S. 46-48) und in Fielding (1977) dargestellt.

Die wesentliche Bedingung für die Identifizierbarkeit des latenten Klassenmo-
dells besteht darin, daß die Anzahl der Gleichungen mindestens so groß ist wie
die Anzahl der Unbekannten, d.h. 2n 2 q (n+ 1). Für eine hinreichend große
Anzahl von manifesten Variablen sollte eine Lösung immer dadurch möglich
sein, daß man nur Gleichungen auswählt, die sich auf Randverteilungen nied-
riger Dimensionen beziehen, z.B. höchstens der zweiten Dimension. In die-
sem Fall würden also nur die Berechnungsgleichungen für die pi und die pij

berücksichtigt. Alternativ könnte man weniger manifeste Variablen und dafür
Randverteilungen höherer Dimensionen betrachten (Gibson, 1955).

Bei der Basismethode muß man aus der Menge der n manifesten Variablen drei
disjunkte Teilmengen auswählen, von denen zwei je q-l und eine genau eine
Variable enthält. Dabei sei q die Anzahl der latenten Klassen. Die eine ausge-
zeichnete Variable bezeichnet man auch als Schichtungsvariable (stratifier).
Man stellt die ausgewählten Berechnungsgleichungen auf die folgende Weise in
Matrixform dar. Auf der linken Seite steht eine Matrix Bhv, die sogenannte
Basismatrix. Diese ist von der Form, daß in der ersten Spalte die eindimensio-
nalen Randwahrscheinlichkeiten für die positive Beantwortung eines Items der
ersten Teilmenge stehen und in der ersten Zeile die entsprechenden Größen für
die zweite Teilmenge. Im Schnittpunkt, d.h. im ersten Element der Matrix
steht eine Eins. Die restlichen Elemente der Matrix geben die zugehörigen
zweidimensionalen Randwahrscheinlichkeiten wieder. Diese (q x q)-Matrix
läßt sich aufgrund der zugehörigen Berechnungsgleichungen darstellen in der
Form

Hier ist Lh eine Matrix, deren Zeilen jeweils die latenten Parameter für die
Items aus der ersten Teilmenge enthalten, und Lv die entsprechende Matrix für
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die Items aus der zweiten Teilmenge. Zusätzlich enthalten Lh und Lv ein
weiteres artifizielles Item an erster Stelle, für das alle latenten Wahrscheinlich-
keiten Eins sind, d.h. die erste Zeile dieser Matrizen enthält nur Einsen.
Dieses führt dazu, daß Lh und auch L:, die Transponierte von Lv, (q x q)-
Matrizen sind. Mit V wird wieder eine (q x q)-Diagonalmatrix bezeichnet, die
in der Diagonale die Wahrscheinlichkeiten v(l), . . . ,v(q) enthält. Die Aufgabe
besteht darin, die Matrizen Lh, V und LJ zu bestimmen, da diese die unbe-
kannten latenten Parameter enthalten. Dazu stellt man eine weitere Matrizen-
gleichung auf, gegeben durch

Hier ist Bhv;k die geschichtete Basismatrix. Diese ergibt sich aus der Basismatrix
Bhv durch Schichtung bezüglich des Schichtungsitems (stratifier item), das hier
durch k indiziert wird. Die Schichtung erfolgt so, daß in Bhv jede eindimensio-
nale Randwahrscheinlichkeit durch eine entsprechende zweidimensionale
Randwahrscheinlichkeit ersetzt wird, indem man als zweite Variable die
Schichtungsvariable hinzunimmt. Entsprechend werden die zweidimensiona-
len Randwahrscheinlichkeiten durch dreidimensionale ersetzt. Das erste Ele-
ment von BhV, eine Eins, wird durch pk ersetzt, d.h. durch die Wahrscheinlich-
keit für eine positive Beantwortung des Schichtungsitems. Die Matrix Dk ist
eine (q x q)-Diagonalmatrix, die in der Diagonale die latenten Wahrscheinlich-
keiten des Schichtungsitems und sonst Nullen enthält. Es ergibt sich, daß die
Lösungen t der Determinantengleichung

wobei I die Einheitsmatrix ist, gerade die latenten Wahrscheinlichkeiten für
das Schichtungsitem sind. Da B hv und Bhv;k als bekannt vorausgesetzt werden
und

gilt, erhält man auf diese Weise die latenten Parameter für das Schichtungs-
item. Aufgrund der Beziehungen

wobei Lt) der i-te Spaltenvektor von Lh ist, erhält man durch Auflösung dieser
homogenen linearen Gleichungssysteme die Matrix Lh. Die Lösungen dieser
Gleichungssysteme sind eigentlich nur bis auf konstante Faktoren eindeutig
bestimmt, jedoch wird Eindeutigkeit dadurch erzwungen, daß das erste Ele-
ment von Lt) immer 1 sein muß. Ferner gilt
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Da V eine Diagonalmatrix ist und die erste Spalte von L: aus Einsen besteht,
enthält die erste Spalte von VL:  die Klassenwahrscheinlichkeiten v(l), . . . ,v(q).
Falls man auf diese Weise V bestimmt hat, ergibt sich schließlich L<. aus

Liegen mehr als (q-1) + (q-1) + 1 = 2q-1 Items vor und bezeichnet r die
Menge dieser zusätzlichen Items, so kann man die nicht notwendig quadrati-
sche Matrix Phr aufstellen, die die manifesten zweidimensionalen Randwahr-
scheinlichkeiten pij enthält, wobei i zu h und j zu r gehört. Die fehlenden
latenten Parameter ergeben sich dann aus

Es ergeben sich vier Bedingungen, die erfüllt sein müssen, damit ein latentes
Klassenmodell mit q Klassen bei n Items mit Hilfe der Basismethode eindeutig
gelöst werden kann (Lazarsfeld & Henry, 1968, S. 56):

(1) Es muß n L 2q-1 gelten.
(2) Alle Klassen müssen nichtleer sein.
(3) Es gibt mindestens ein Item, das unterschiedliche latente Wahrscheinlich-

keiten hat. Dieses wird als Schichtungsitem verwendet.
(4) Es gibt zwei disjunkte Teilmengen der Items aus jeweils q-1 Elementen,

die das Schichtungsitem nicht enthalten. Diese Mengen sind so geartet, daß
die Matrizen Lh und Lv Inverse haben.

Praktische Kritikpunkte an der Basismethode bestehen darin, daß sie wesent-
lich von der Auswahl der 2q-1 Items und deren Zerlegung in drei disjunkte
Teilmengen abhängt. Dieses führt zu einer Abhängigkeit von der Anordnung
der Items. Weiterhin ist nicht garantiert, daß die Lösungen reelle Zahlen zwi-
schen 0 und 1 sind.

Eine Erweiterung des obigen Ansatzes beruht auf der Verwendung der soge-
nannten ansteigenden Matrizen (ascending matrices) (Lazarsfeld & Henry,
1968, S. 60-62), die nicht von den Items sondern von den Antwortmustern
her definiert werden. Dabei werden Randverteilungen höherer Ordnung mit
einbezogen und weniger manifeste Variablen benötigt (Madansky, 1960).

Von Gibson (1955) wurde eine zusammengesetzte Schichtungsvariable vorge-
schlagen. Dieses bedeutet, daß in der Diagonalen der Matrix Dk nicht mehr die
latenten Wahrscheinlichkeiten eines einzelnen Items sondern gewichtete oder
ungewichtete Summen der latenten Wahrscheinlichkeiten von mehreren
Schichtungsvariablen stehen. Damit sollen die Lösungen der Determinanten-
gleichung besser getrennt werden können.

Einen alternativen Ansatz bei Vorliegen von zwei manifesten Variablen, der
auf der sogenannten singular value decomposition einer Matrix beruht, geben
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Good (1969) und Gilula (1979) an. Speziell leitet Gilula (1979) notwendige und
hinreichende Bedingungen für die Existenz von dichotomen latenten Varia-
blen, eine Technik zur Identifikation der Verteilungen dieser Variablen sowie
die bedingten Verteilungen der manifesten Variablen bei gegebenen latenten
Variablen her.

Die Probleme, die auftreten, falls man die ursprünglichen Items informations-
mäßig äquivalenten Transformationen unterwirft und dann latente Klassenmo-
delle anpaßt, diskutieren Batchelder & Narens (1977). Eine Spezifikation des
latenten Klassenmodells zum Zwecke der Itemanalyse bei Leistungstests be-
trachtet Wilcox (1979a, 1979b).

4.6 Latentes Polynommodell

Man geht von einer stetigen latenten Variablen Y aus, die über einem gewissen
Intervall definiert ist, und nimmt an, daß ein Individuum mit dem Wert y der
latenten Variablen bei Item i die Reaktion xi = 1 mit der Wahrscheinlichkeit

zeigt. Der Grad r des Polynoms, durch das die Spurfunktion beschrieben
wird, soll bekannt sein in der gleichen Weise wie die Anzahl der Klassen im
latenten Klassenmodell. Die Wahl dieses Grades wird zweckmäßigerweise so
getroffen, daß die Anpassungsgüte des Modells an die Daten hinreichend gut
ist. Die latente Verteilung g wird oft als Beta-Dichte angenommen. Dieses
Polynommodell (latent polynomial model) wird ausführlich in Lazarsfeld &
Henry (1968, S. 197-217) behandelt.

Auf den ersten Blick erscheint es sinnlos, Spurfunktionen als Polynome zu
wählen, weil die bedingten Wahrscheinlichkeiten fi(l 1 y) Zahlen zwischen 0
und 1 sein müssen. Dieses ist sicher nicht erfüllt, falls man Polynome betrach-
tet, die über der ganzen reellen Achse definiert sind. Deshalb nimmt man an,
daß die latente Variable y nur über einem gewissen Intervall cr < y < ß absolut
stetig verteilt ist, d.h. dort eine Wahrscheinlichkeitsdichte besitzt, und daß die
fi(1 1 y) Zahlen zwischen 0 und 1 sind für y aus diesem Intervall. Dieses führt
zu gewissen Restriktionen für die Polynome, d.h. zu Restriktionen für die
Polynomkoeffizienten. Die letzteren werden gelegentlich, um die Darstellun-
gen zu erleichtern, als von Null verschieden angenommen. Dieses ist aber
keine notwendige Voraussetzung.

Die Vorteile des Polynommodells bestehen darin, daß man durch Polynome
viele stetige Spurfunktionen approximieren kann und daß die manifesten
Wahrscheinlichkeiten nur von den Momenten der latenten Verteilung ab-
hängen.
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Eine Auflösung der Berechnungsgleichungen ergibt sich wieder über eine Ma-
trixdarstellung. Die Basismatrix Bhv der manifesten Wahrscheinlichkeiten wird
wieder als Produkt dreier Matrizen dargestellt:

Hier sind Ah und Av Matrizen der jeweiligen Polynomkoeffizienten und M ist
eine Momentenmatrix. Die Auflösung wird dadurch erschwert, daß die Matrix
Dk für die Schichtungsvariable keine Diagonalmatrix mehr ist sondern eine
Semi-Diagonalmatrix, in der neben der Hauptdiagonalen auch Nachbardiago-
nalen besetzt sind.

Speziell sind lineare und quadratische Spurfunktionen untersucht worden,
weil sowohl die Lösungsmethoden als auch die Interpretationsmöglichkeiten
hier am einfachsten sind. Darstellungen hierfür findet man bei Lazarsfeld &
Henry (1968, S. 206-211) und speziell für lineare Spurfunktionen bei Torger-
son (1958, S. 367-374).

4.7 Lokalisiertes Klassenmodell

Man geht wieder von polynomialen Spurfunktionen aus, nimmt man aber an,
daß die latente Verteilung g eine diskrete Verteilung mit einer endlichen An-
zahl von Stützstellen ist. Es liegt also ein latentes Kontinuum vor, auf dem die
Klassen an gewissen Punkten lokalisiert sind (located class model). Falls die
Anzahl der Stützstellen höchstens gleich r-1 ist (r = Grad der Polynome), so
ergibt sich wieder das latente Klassenmodell. Im anderen Fall bestehen Ein-
schränkungen für die Werte der Spurfunktionen. Dieses Modell wird in La-
zarsfeld & Henry (1968, S. 148-156) behandelt.

Die Annahme diskreter Klassen und einer stetigen Skala mag widersprüchlich
erscheinen. Jedoch kann es einerseits sein, daß diskrete angeordnete Klassen
existieren, über deren Abstand man Genaueres wissen möchte. Die andere
Interpretation wäre, daß die Klassenstruktur eine Approximation an eine steti-
ge Skala ist.

Ebenso wie im Polynommodell sind auch im lokalisierten Klassenmodell ins-
besondere die linearen (Lazarsfeld & Henry 1968, S. 149-153) und quadrati-
schen (Lazarsfeld & Henry 1968, S. 153-156) Spurfunktionen untersucht
worden.
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4.8 Latentes Inhaltsmodell

In diesem Modell verwendet man anstelle der Polynome die Funktionen

und nimmt für die latente Dichte g eine Gleichverteilung über dem Intervall
(0,l) an. Eine Darstellung des latenten Inhaltsmodells (latent content model)
wird gegeben in Lazarsfeld & Henry (1968, S. 160-181). Ausführlicher ist
Somers (1961).

Im latenten Inhaltsmodell wird angenommen, daß die latente Variable Y nur
Werte zwischen 0 und 1 annehmen kann. Damit auch die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten fi(1 1 y) zwischen 0 und 1 liegen, müssen die Koeffizienten ai,
bi und di folgenden Restriktionen unterliegen:

Außerdem ist es zweckmäßig

zu fordern, damit mit Wachsendern y die Wahrscheinlichkeit für die positive
Beantwortung eines Items wächst. Diese Wachstumsrate kann von Item zu
Item in Abhängigkeit von di unterschiedlich sein.

Das latente Inhaltsmodell geht von einer stetigen latenten Variablen aus, und
man kann deshalb annehmen, daß sich Datensätze, für die dieses Modell geeig-
net ist, wesentlich von Datensätzen unterscheiden, für die das latente Klassen-
modell anzuwenden ist. Die Lösung der Berechnungsgleichungen erfordert für
dieses Modell allerdings einige neue Überlegungen. Hierbei gibt es Probleme
mit nicht eindeutigen Lösungen.

Wegen der auftretenden Schwierigkeiten wurden einige Spezialfälle genauer
untersucht: 1. Der Fall gleicher Krümmungen, d.h. gleicher Werte di; 2. der
Fall, daß die Spurfunktionen aller Items in Null beginnen, d.h. alle Werte ai

sind gleich Null; 3. der Fall von symmetrischen Spurfunktionen (vgl. Lazars-
feld & Henry 1968, S. 191-194).

Als Alternative zu der stetigen Gleichverteilung der latenten Variablen wird in
Lazarsfeld & Henry (1968, S. 195-196) auch die Betaverteilung betrachtet.
Damit soll eine stärkere Gewichtung für einen Punkt der Skala (Modalwert der
Betaverteilung) erreicht werden.
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4.9 Latentes Distanzmodell

Im latenten Distanzmodell (latent distance model) wird ähnlich wie im lokali-
sierten Klassenmodell versucht, eine gewisse Anordnung der Klassen zu be-
rücksichtigen. Es handelt sich um eine probabilistische Version der sogenann-
ten Guttman-Skalierung. In Torgerson (1958, S. 374) wird darauf hingewie-
sen, daß auch jedes andere Modell mit monotonen Spurfunktionen und hinrei-
chend gut diskriminierenden Items als Analogon zur Guttman-Skalierung die-
nen kann. In dem deterministischen Modell von Guttman wird angenommen,
daß falls ein Individuum ein Item i richtig beantwortet und das nächstschwere-
re Item i+l falsch beantwortet, es alle Items, die leichter als i sind, richtig
beantwortet und alle Items, die schwerer als i+1 sind, falsch beantwortet.

Die latente Variable Y sei stetig verteilt und

wobei gilt

Das so definierte latente Distanzmodell ist ein eingeschränktes latentes Klas-
senmodell. Ein Proband wird für einen sehr niedrigen Wert von y alle Items
mit hoher Wahrscheinlichkeit falsch beantworten. Für Werte y mit c1 < y I c2

wird er Item 1 mit hoher Wahrscheinlichkeit richtig und die anderen Items
falsch beantworten, usw. Im deterministischen Grenzfall mit ai = 0, bi = 1
ergibt sich das Guttman-Modell.

In Lazarsfeld & Henry (1968, S. 140-142) und in Hays & Borgatta (1954)
wird auch der Spezialfall mit der Restriktion ai = 1 - bi näher untersucht. Das
latente Distanzmodell wird allgemein in Lazarsfeld & Henry (1968, S.
123-148), in Hays & Borgatta (1954), in Torgerson (1958, S. 374-385) und
Proctor (1970) diskutiert.

4.10 Testtheoretisches Modell

Es sei Y eine stetige latente Variable und fi(1 1 y) die Dichte einer N(ai,bi
2)-

Verteilung. Man nimmt an, daß Y gemäß N(0,1) verteilt ist. Eine andere
Formulierung des Modells geht von einer Darstellung (Anderson, 1959)

aus, wobei Z, c, a und U Vektoren der Dimension n sind, Ui normalverteilt
mit der Varianz bi

2 und Y gemäß N(0,1) verteilt ist. Dieses ist ein Faktoranaly-
semodell mit einem gemeinsamen Faktor. Dieses Modell wird in der psycholo-
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gischen Testtheorie verwendet, wobei ein Alternativmodell anstelle der Nor-
malverteilung die logistische Verteilung verwendet.

Diskutiert werden die testtheoretischen Modelle, darunter auch das Rasch-
Modell, von Lazarsfeld & Henry (1968, S. 217-225). Eine Gegenüberstellung
von latenter Strukturanalyse und Testtheorie findet man bei Lazarsfeld (1959,
1960).

Während man das testtheoretische Modell in der obigen Form in die latente
Strukturanalyse einbetten kann, werden in der Testtheorie gewisse Modifika-
tionen des Modells vorgenommen, um es den dort gestellten Anforderungen
besser anzupassen. So bemerken Lord & Novick (1968, S. 358-394) in ihrem
Vergleich mit den latenten Strukturmodellen, daß anders als in der latenten
Strukturanalyse in der Testtheorie nicht alle Antwortmuster sondern nur ge-
wisse Statistiken dieser Muster, die die für testtheoretische Fragestellungen
wichtigen Informationen enthalten, betrachtet werden. So wird z.B. anstelle
des Vektors der Einzelantworten nur die Statistik ,Anzahl der richtigen Ant-
worten‘ verwendet, die unter gewissen Voraussetzungen suffizient ist, d.h. die
gesamte relevante Information enthält.

Eine Anwendung der latenten Strukturanalyse in der Testtheorie gibt Mere-
d i t h  ( 1 9 6 5 )  aufbauend auf McDonald (1962). In der Arbeit wird unter anderem
die empirische Bestimmung von Spurfunktionen und die Schätzung der Item-
reliabilitäten diskutiert.

In Torgerson (1958, S. 385-395) wird das testtheoretische Modell auf der
Basis von Lord (1953) und Tucker (1952) diskutiert. Dabei ergeben sich das
Normal-Ogiven-Modell von Tucker (1952) und das Intelligenzskalenmodell
von Thurstone (1925) als Spezialfälle eines allgemeinen Normal-Ogiven-Mo-
dells.

4.11 Latentes Profilmodell

Im latenten Profilmodell (latent profile model) geht man von q latenten Klas-
sen, d.h. q diskreten Werten der latenten Variablen Y aus, nimmt aber an, daß
die manifesten Variablen X1 . . . ,Xnstetig verteilt sind. Für die bedingten Ver-
teilungen der Xiwerden keine speziellen Annahmen gemacht, aber gefordert,
daß einige der bedingten Momente, Z . B .  E[XiIy;]  f ü r  i = l , . . . , n ,  j = l , . . . , q ,
eindeutig spezifiziert sind. Für jede manifeste Variable erhält man auf diese
Weise einen Vektor der bedingten Erwartungswerte bei festen Klassen

der als latentes Profil bezeichnet wird. Damit eine Struktur identifizierbar ist,
muß man aus der als bekannt vorausgesetzten gemeinsamen Verteilung der
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X1,. . .,Xn das Profil, den Vektor der bedingten Varianzen und die durch
v(1)

, . . . , v (4) gegebene latente Verteilung bestimmen.

Die latente Profilanalyse ergibt für jedes Item ein Profil, d.h. gibt für jedes
Item an, welchen Erwartungswert es in jeder der latenten Klassen hat. Man
wendet zur Lösung der Berechnungsgleichungen die Basismethode auf die
standardisierten manifesten Variablen an und erhält deshalb als Lösung nicht
das latente Profil sondern das standardisierte latente Profil. Durch Multiplika-
tion mit der Standardabweichung und Addition des Erwartungswertes für das
jeweilige Item ergibt sich aber sofort das nichtstandardisierte latente Profil.

Das latente Profilmodell wird besprochen bei Lazarsfeld & Henry (1968,
S. 228-239) und Fielding (1977). In Gibson (1959) erfolgt die Verallgemeine-
rung der latenten Klassenanalyse zur latenten Profilanalyse, um Beziehungen
zwischen quantitativen Variablen zu untersuchen. McDonald (1962) unter-
sucht den Zusammenhang mit dem latenten Klassenmodell. In Takane (1976)
werden für die bedingten Verteilungen der manifesten Variablen bei festen
latenten Klassen speziell Normalverteilungen angenommen. Eine Verallgemei-
nerung des latenten Profilmodells derart, daß nicht nur die manifesten sondern
auch die latenten Variablen stetig verteilt sind, wird in Lazarsfeld & Henry
(1968, S. 239-244) versucht.

4.12 Andere Modelle

Eine naheliegende Verallgemeinerung des latenten Klassenmodells mit dicho-
tomen Items ist die Erweiterung auf polytome Items. Man vergleiche hierzu
Lazarsfeld & Henry (1968, S. 226-228) und Formann (1978b). In diese Rich-
tung gehören auch die Ansätze, die die latente Klassenanalyse in die Theorie
der multivariaten Kontingenztafeln einbetten. Beispiele dafür sind die Arbei-
ten von Goodman (1974a, 1974b, 1978) und Haberman (1974, 1977). In
Goodman (1974b) ist vor allem der Ansatz der Pfaddiagrammanalyse bemer-
kenswert, während die anderen Artikel die Theorie der loglinearen Modelle
verwenden.

Eine andere Erweiterung der Theorie betrifft den Einsatz von latenten Klas-
senmodellen bei der Analyse von Verläufen, d.h. in Meßwiederholungsplä-
nen. Hier wurde ein latentes Markov-Ketten-Modell in Lazarsfeld & Henry
(1968, S. 252-263) betrachtet. Man nimmt dabei an, daß die Population zu
jedem Zeitpunkt in latente Klassen zerfällt und daß die Antwortwahrschein-
lichkeiten nur durch diese Klassen bestimmt werden. Zusätzlich sollen sich die
Individuen entsprechend einer homogenen Markovkette von Klasse zu Klasse
bewegen können. Bei q latenten Klassen führt dieses zu einer (qxq)-Matrix
der Übergangswahrscheinlichkeiten. Ein ähnliches, wenn auch nicht identi-
sches Modell schlug Coleman (1964) vor. Einen weiteren Ansatz zu einer
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latenten Markov-Ketten-Analyse mit einer Anwendung auf das Gefangenen-
Dilemma entwickelt van der Sanden (1978).

5. Statistische Fragestellungen

5.1 Parameterschätzung

5.1.1 Einführung

Der ursprüngliche Ansatz der latenten Strukturanalyse war algebraischer und
nicht statistischer Natur. Man ging davon aus, daß die gemeinsame Verteilung

h(x 1, . . . ,xn) der manifesten Variablen bekannt ist und daß das speziell betrach-
tete Modell die tatsächliche latente Struktur richtig wiedergibt. Das Problem
der Bestimmung der latenten Parameter bestand somit vor allem darin, Bedin-
gungen anzugeben und Gleichungen auszuwählen, die eine Identifikation der
Parameter ermöglichten. Bei der Anwendung der latenten Strukturanalyse
kann man jedoch weder davon ausgehen, daß man die Verteilung der manife-
sten Variablen kennt, noch daß das angenommene Modell exakt zutrifft. Die
verfügbaren Daten weichen aufgrund von Meß- und Stichprobenfehlern von
den zu schätzenden Parametern ab und sind als Realisationen von manifesten
Zufallsvariablen anzusehen. Es besteht also das Bedürfnis nach Schätzverfah-
ren für die latenten Parameter, die gewissen Gütekriterien genügen.

5.1.2 Algebraische Verfahren

Bei den sogenannten algebraischen Verfahren ersetzt man die unbekannten
ein- und mehrdimensionalen manifesten Randwahrscheinlichkeiten pi, pik, pijk

usw. durch die entsprechenden relativen Häufigkeiten und verwendet dann die
für die Parameter entwickelten algebraischen Methoden, um die Berechnungs-
gleichungen nach den unbekannten latenten Parametern aufzulösen. Weil auf
den linken Seiten der Gleichungen jetzt nicht mehr die manifesten Randwahr-
scheinlichkeiten stehen, sondern nur deren Schätzungen, erhält man als Lö-
sungen ebenfalls nur Schätzungen der latenten Parameter.

Schwierigkeiten entstehen dadurch, daß verschiedene Bedingungen an die ma-
nifesten Parameter gestellt werden müssen, damit die algebraischen Techniken
verwendet werden können. Es handelt sich hierbei um Bedingungen, die die
Identifizierbarkeit der Parameter und die Invertierbarkeit gewisser Matrizen
sicherstellen. Eine erste Voraussetzung ist also die Wahl von Items, deren
zugehörige Lösungswahrscheinlichkeiten die angesprochenen Bedingungen
erfüllen. Eine zweite Voraussetzung betrifft den vorgegebenen Datensatz.
Auch die vorgefundenen relativen Häufigkeiten müssen die Bedingungen er-
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füllen, d.h. dürfen nicht allzuweit von den zugehörigen Wahrscheinlichkeiten
abweichen. Dieses setzt im Verhältnis zu der Anzahl der betrachteten Items
große Stichprobenumfange voraus. Jedoch muß man in jedem Falle mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit damit rechnen, daß die Verfahren versagen, denn
auch bei noch so großen Stichprobenumfangen besteht eine gewisse positive
Wahrscheinlichkeit dafür, daß z.B. alle Versuchspersonen die Items in der
gleichen Weise beantworten oder sich eine sonstige ungünstige Konstellation
ergibt, die keinen Rückschluß auf die latenten Parameter zuläßt.

Eine weitere Schwierigkeit ist die Möglichkeit unzulässiger Lösungen. Die
Verfahren lassen nämlich durchaus zu, daß man negative oder Eins überstei-
gende Schätzungen für die latenten Wahrscheinlichkeiten erhält. Selbst nicht-
reelle Zahlen sind u.U. als Lösungen möglich.

Schließlich kann man nicht unbedingt damit rechnen, eindeutige Lösungen zu
erhalten. Je nachdem, welche Gleichungen oder welche Schichtungsvariablen
man auswählt, kann man unterschiedliche Lösungen erhalten. Man benötigt
deshalb zusätzliche Selektionskriterien. Solche Kriterien werden diskutiert in
Anderson (1959) und darauf basierend in Fielding (1977). So erfordert die
Basislösung die Inversion von Matrizen, deren Determinanten demnach von
Null verschieden sein müssen. Es scheint deshalb naheliegend zu sein, bei der
Basismethode die Itemmenge so in die drei Teilmengen von manifesten Varia-
blen zu unterteilen, daß die Determinanten groß werden. Dieses Vorgehen
scheinen Simulationsstudien zu bestätigen. Ein Vorschlag ist, diejenigen M
derartigen Zerlegungen auszuwählen, die die größten Werte der Determinan-
ten liefern. Für jede der M Zerlegungen ist dann das Gleichungssystem zu
lösen, wobei nichtzulässige Lösungen ausgeschieden werden. Schließlich mit-
telt man über alle zulässigen Lösungen.

Ein Alternativvorschlag besagt, daß man für jede Lösung ein Maß für die
Anpassungsgüte des Modells bestimmt und dann die Lösung mit der besten
Anpassung aussucht. Dazu vergleicht man etwa die beobachteten Häufigkei-
ten mit den aufgrund der Parameterschätzungen durch das Modell vorherge-
sagten Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe eines Chiquadratkriteriums. Die Lö-
sung mit dem kleinsten Chiquadratwert wird dann ausgewählt. Einen solchen
Ansatz findet man bei Lazarsfeld & Henry (1968, S. 98).

Die sich bei den algebraischen Verfahren ergebenden Punktschätzungen sind
konsistent. Dieses bedeutet, daß man durch genügend große Wahl des Stich-
probenumfanges immer erreichen kann, daß die Wahrscheinlichkeit dafür, daß
sich Schätzung und zu schätzender Parameter um mehr als eine vorgegebene
Differenz (absolut genommen) unterscheiden, kleiner als eine vorgegebene
Wahrscheinlichkeit ist. Auch bei einer konsistenten Schätzung kann es also mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit vorkommen, daß sich Parameter und Schät-
zung auch bei großem Stichprobenumfang stark unterscheiden. Jedoch ist
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diese Wahrscheinlichkeit bei konsistenten Punktschätzungen klein. In diesem
Sinne sind relative Häufigkeiten konsistente Punktschätzungen für Wahr-
scheinlichkeiten. Sofern die Schätzungen für die latenten Parameter stetige
Funktionen der relativen Häufigkeiten sind, erhält man auch konsistente
Schätzungen für die latenten Parameter. Außerdem sind diese Schätzungen
asymptotisch normalverteilte Zufallsvariablen. Für die latente Klassenanalyse
findet man eine Herleitung von T. W. Anderson in Lazarsfeld & Henry (1968,
S. 273-287).

Das bisher angesprochene algebraische Verfahren verwendet nur die Schätzun-
gen der manifesten Randwahrscheinlichkeiten pi, pij und pijk, d.h. nur die
ersten drei Momente, und wurde ursprünglich von Lazarsfeld & Dudman
(1951) vorgeschlagen und von Anderson (1954, 1959) erweitert. Es beruht im
Wesentlichen auf der Bestimmung der Nullstellen einer Determinantenglei-
chung. Mehr Information nutzt ein Ansatz von Gibson (1955) aus. Eine Ver-
allgemeinerung durch Mitverwendung von höheren Momenten stammt von
Madansky (1958, 1960). In Gibson (1962a) wird angegeben, wie die latenten
Parameter von Items zu schätzen sind, die nachträglich hinzugenommen wur-
den und bei denen man dieselbe latente Struktur unterstellen kann.

5.1.3 Faktorisierungsmethoden

Von Gibson (1951, 1956) wurde ein Ansatz vorgeschlagen, der nur die Berech-
nungsgleichungen für die Randwahrscheinlichkeiten 1. und 2. Ordnung be-
rücksichtigt und das Gleichungssystem durch Faktorisierung einer Matrix ana-
log zu den Verfahren der Faktoranalyse zu lösen versucht. Eine kurze Darstel-
lung gibt Anderson (1959). Ein Vorteil dieses Verfahrens ist darin zu sehen,
daß es keine Auswahl von Berechnungsgleichungen voraussetzt wie im Falle
der algebraischen Methoden. Dafür kommt eine Nichteindeutigkeit der Lö-
sungen dadurch zustande, daß das Ergebnis einer solchen Faktorisierung nur
bis auf orthogonale Rotationen eindeutig bestimmt ist. Hier liegt es nahe, die
Berechnungsgleichungen höherer als 2. Ordnung mit heranzuziehen, um eine
eindeutige Lösung zu erhalten. Ein Algorithmus hierfür wurde von Green
(1970) für die latente Klassenanalyse vorgeschlagen, der dann von Mardberg
(1971) und Isaacson (1972) für die latente Profilanalyse verwendet wurde. Der
ursprüngliche Ansatz von Green (1951), der auf der Berücksichtigung der 3.
Momente beruht, wird auch von Anderson (1959) diskutiert.

5.1.4 Maximum-Likelihood-Schätzungen

Sowohl die algebraischen Methoden als auch die Faktorisierungsmethoden bei
der Schätzung der latenten Parameter verwenden ein in der Statistik unübliches
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zweistufiges Vorgehen. Zunächst werden die manifesten Verteilungen als be-
kannt angesehen und eine algebraische Lösung des Gleichungssystems für die
latenten Parameter angestrebt. Im zweiten Schritt werden dann in die Lö-
sungsgleichungen für die latenten Parameter die beobachteten relativen Häu-
figkeiten anstelle der manifesten Wahrscheinlichkeiten eingesetzt. Dieses Ver-
fahren führt zwar zu konsistenten und asymptotisch normalverteilten Schät-
zungen der latenten Parameter, wird aber in der Statistik deshalb kaum ver-
wendet, weil es andere Verfahren gibt, die ebenfalls konsistente und asympto-
tisch normalverteilte Schätzungen liefern, die aber eine größere Effizienz ha-
ben. Damit ist gemeint, daß diese Verfahren für große Stichprobenumfänge
Schätzungen liefern, die eine kleinere Varianz als die Schätzungen des obigen
Verfahrens haben, d.h. Schätzungen die weniger um den zu schätzenden Para-
meter streuen. Falls man Schätzungen hat, die konsistent und asymptotisch
normalverteilt sind, sowie asymptotisch die kleinstmögliche Varianz haben, so
spricht man von BAN-Schätzern (best asymptotic normal). Derartige Schätzer
liefert unter bestimmten Voraussetzungen die Maximum-Likelihood-Metho-
de. Diese geht von einem bekannten Verteilungstyp für die manifesten Varia-
blen aus, z.B. einer n-dimensionalen Multinomialverteilung (McHugh, 1956,
1958), und versucht Schätzungen der latenten Parameter so zu bestimmen, daß
die Wahrscheinlichkeit dafür,  daß gerade die vorgefundenen relativen Häufig-
keiten auftreten, maximal wird. Man kann auch sagen, daß zwischen dem
Vektor der relativen Häufigkeiten und dem Vektor der zugehörigen Wahr-
scheinlichkeiten ein gewisser Abstand besteht und man die Schätzungen so
wählt, daß falls man sie anstelle der Wahrscheinlichkeiten in das Abstandsmaß
einsetzt, dieser Abstand minimal wird. Bei den Maximum-Likelihood-Schät-
zungen ist der Abstand gegeben durch die ,,Unwahrscheinlichkeit“ mit der ein
Vektor von relativen Häufigkeiten bei einem vorgegebenen Vektor von Wahr-
scheinlichkeiten auftritt. Andere Schätzverfahren, die ebenfalls zu BAN-
Schätzern führen, verwenden als Abstandsmaß eine Chiquadratstatistik (Mini-
mum-Chiquadrat-Methode, modifizierte Minimum-Chiquadrat-Methode)
oder eine Informationsstatistik.

Bei der Maximum-Likelihood-Methode verfahrt man so, daß man die Likeli-
hoodfunktion, d.h. die Wahrscheinlichkeitsfunktion, in die man die vorgefun-
denen Meßwerte eingesetzt hat, nach den unbekannten Parametern partiell
differenziert und die Ableitungen gleich Null setzt. Diese sogenannten Maxi-
mum-Likelihood-Gleichungen sind dann nach den Schätzungen der gesuchten
Parameter aufzulösen. Da eine explizite Lösung meist nicht möglich ist, ver-
wendet man Iterationsverfahren. Die Ausgangswerte liefert dabei meist eines
der oben angesprochenen Verfahren (Henry, 1966).

Ein Vorteil der Maximum-Likelihood-Methode ist sicher, daß die Willkürlich-
keit der Lösung in Abhängigkeit von den ausgewählten Gleichungen nicht
mehr auftritt. Jedoch setzt das Verfahren die Kenntnis der latenten Verteilung
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und der Spurfunktionen voraus, was außer im Falle der latenten Klassenanaly-
se zu Schwierigkeiten führen kann.

Für die latente Klassenanalyse findet man die Herleitung der Schätzungen bei
McHugh (1956) mit einer Korrektur in McHugh (1958). In Formann (1978a,
1978b) wird durch eine vorausgehende Transformation der latenten Parameter
erreicht, daß diese zwischen Null und Eins liegen müssen. Die transformierten
Parameter werden dann mit der Maximum-Likelihood-Methode geschätzt.
Man erhält mit diesem Verfahren zwar immer zulässige Lösungen, jedoch im
allgemeinen keine Maximum-Likelihood-Schätzungen für die ursprünglichen
Parameter (vgl. Brunk, 1958). In Goodmann (1979b) wird im Gegensatz zu
einer Behauptung von Formann (1978a) bewiesen, daß das Iterationsverfahren
von Goodman (1974a, 1974b) zu Maximum-Likelihood-Schätzungen führt,
die immer innerhalb des zulässigen Intervalls liegen.

Erweiterungen auf latente Strukturmodelle mit polytomen Items findet man
bei Goodman (1974a, 1974b) und Haberman (1974, 1977). Für die latente
Profilanalyse unter der Annahme, daß die bedingten Verteilungen der manife-
sten Variablen bei gegebenen latenten Klassen Normalverteilungen sind, findet
man bei Takane (1976) Maximum-Likelihood-Schätzer hergeleitet.

5.1.5 Aufteilungsmethoden

Von Madansky (1958, 1959) wurde ein Verfahren vorgeschlagen, das direkt die
Hauptvoraussetzung der latenten Strukturanalyse, nämlich die lokale Unab-
hängigkeit, ausnutzt und Schätzungen der latenten Parameter danach bewer-
tet, wie gut dieses Axiom erfüllt ist. Im latenten Klassenmodell ordnet man
jedes der N Individuen genau einer der q latenten Klassen zu, d.h. teilt die
Stichprobe in q Teilstichproben auf. Für jede Teilstichprobe muß das Axiom
der lokalen Unabhängigkeit erfüllt sein. Man kann dann für jede Teilstichpro-
be die Teststatistik eines Chiquadrattests auf Unabhängigkeit berechnen und
diese Größen über alle q Klassen aufsummieren (Anderson, 1959). Diese Sum-
me bildet ein Maß der bedingten Unabhängigkeit über alle Klassen. Eine
Schätzprozedur besteht dann darin, unter allen möglichen Aufteilungen dieje-
nige auszuwählen, die den kleinsten Wert der Summenchiquadratstatistik lie-
fert. Dieses Minimum ist nicht notwendig asymptotisch chiquadratverteilt.
Die latenten Parameter werden dann durch die üblichen in der Chiquadrat-
Statistik verwendeten Schätzwerte geschätzt.

Ein numerisch einfacheres Maß wurde von Madansky (1958, 1959) anstelle der
Chiquadratsumme vorgeschlagen (vgl. Anderson, 1959; Fielding, 1977). Die
Minimierung dieses Maßes führt zu konsistenten Schätzungen für die latenten
Parameter, und es lassen sich auch asymptotische Varianzen dieser Schätzer
angeben.
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Da die Anzahl der möglichen Aufteilungen mit wachsenden N und q sehr
schnell anwächst, scheint das Verfahren nur für relativ kleine Stichprobenum-
fange und wenige latente Klassen praktikabel zu sein. In Cassady, Miller &
Dingman (1968) wird eine Version des Verfahrens betrachtet, die weniger
Rechenzeit benötigt. Ein anderer Ansatz könnte darin bestehen, eine rechen-
technisch noch zu bewältigende Menge von Zufallsaufteilungen zu verwenden
und eines der Kriterien in einer solchen Menge zu minimieren.

5.1.6 Andere Schätzmethoden

Andere naheliegende Schätzverfahren wurden schon im Zusammenhang mit
der Maximum-Likelihood-Methode diskutiert. Dieses waren die Chiquadrat-
Minimum-Methode, die als Abstandsmaß die Chiquadratanpassungsstatistik
verwendet (Lazarsfeld & Henry, 1968, S. 99-105; van der Waerden, 1971),
ferner die modifizierte Chiquadrat-Minimum-Methode, bei der man den Nen-
ner der Anpassungsstatistik vereinfacht (van der Waerden, 1971) und die von
Madansky (1958) verwendet wurde sowie die auf der Informationsstatistik
beruhenden Schätzer (Kuliback, 1959). Diese Verfahren führen ebenso wie die
Maximum-Likelihood-Methode zu BAN-Schätzern. Eine Entscheidung für
eines der Verfahren wäre demnach vor allem unter dem Gesichtspunkt des
Rechenaufwandes zu treffen. Leider führen alle diese Verfahren zu kompli-
zierten Schätzern.

Ein iteratives Verfahren von J. E. Moyal beschreibt Anderson (1959). Man
wählt eine beliebige Zuordnung der Individuen zu den latenten Klassen. Diese
führt direkt zu Schätzungen für die latenten Parameter durch relative Häufig-
keiten. Aufgrund dieser Schätzungen ordnet man jedes Individuum der Klasse
zu, für die die geschätzte bedingte Wahrscheinlichkeit am größten ist. Auf-
grund dieser Zuordnung erhält man neue Schätzungen, usw. Dieses Verfahren
ist zwar rechentechnisch einfach, führt aber gemäß Anderson (1959) zu nicht-
konsistenten Schätzungen.

In Takane (1972) wird das latente Klassenmodell als Spezialfall der Faktor-
analyse interpretiert und die Rekrutierungswahrscheinlichkeiten analog zu der
Schätzung der Faktorenwerte geschätzt. Diese Schätzungen werden mit den
direkten Schätzungen der Rekrutierungswahrscheinlichkeiten verglichen.

5.1.7 Programme und Algorithmen

Angesichts der Probleme, die das Schätzen der latenten Parameter mit sich
bringt, ist es nicht verwunderlich, daß seit der Einführung der latenten Struk-
turanalyse zahlreiche Autoren bemüht waren, dem Anwender Algorithmen
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bzw. fertige Programme zur Verfügung zu stellen. Eine Auswahl sei hier
zitiert.

Für die Parameterschätzung bei der latenten Klassenanalyse entwickelten La-
zarsfeld & Henry (1968, S. 74) ein Programm LASY, das auf einem algebrai-
schen Verfahren beruhte. Von Henry (1966) stammt das Programm BAN, das
unter den Namen NEWBAN geführt wird und Maximum-Likelihood-Schät-
zungen liefert. Von Cassady, Miller & Dingman (1968) stammt ein Algorith-
mus, der eine Verbesserung des von Madansky (1959) vorgeschlagenen Algo-
rithmus zur Aufteilungsmethode darstellt.

Für die latente Klassenanalyse mit polytomen Items gibt Goodman (1974a)
einen Algorithmus für Maximum-Likelihood-Schätzungen an. Eine Verallge-
meinerung findet man bei Haberman (1977).

Für die latente Profilanalyse schlug Green (1970) einen Algorithmus basierend
auf der Faktorisierungsmethode vor. Dieser wurde in dem Programm LPA
von Mardberg (1971, 1975) und Isaacson (1972) verwendet. Von Takane
(1976) wurde das Maximum-Likelihood-Schätzungen liefernde Programm
MAXLPM entwickelt.

5.1.8 Probleme beim Schätzen

In Fielding (1977) werden eine Reihe von Problemen diskutiert, die beim
Schätzen von latenten Parametern auftreten.

Zwei Hauptfragen sind das Vorhandensein einer nicht allzu zeitaufwendigen
Berechnungstechnik und die Konvergenz von Iterationsmethoden, falls solche
verwendet werden. Z.B. ist die Konvergenz des von Takane (1976) vorge-
schlagenen Algorithmus theoretisch noch nicht untersucht und offensichtlich
nur für geeignete Ausgangswerte gegeben. Konvergenzuntersuchungen derar-
tiger Algorithmen findet man in Haberman (1977). Nach Anderson (1959)
haben Simulationsstudien und theoretische Überlegungen gezeigt, daß zumin-
dest bis zu Stichprobenumfängen von 1000 sich sehr ungenaue Schätzungen
ergeben können. Auch die Faktorisierungsmethode, obwohl mehr Informa-
tion ausnutzend und in der Version von Green (1970) eine Rotation vermei-
dend, konvergiert meist sehr langsam. Außerdem liefert sie Schätzungen mit
großen Varianzen, d.h. ungenaue Schätzungen. Dieses kann dazu führen, daß
Modelle mit ganz unterschiedlichen Parameterstrukturen zu dem gleichen Da-
tensatz passen.

Auch für Maximum-Likelihood-Schätzungen benötigt man hinreichend große
Stichprobenumfänge bzw. hinreichend große Besetzungszahlen für die Kon-
tingenztafeln der Antwortmuster. Lazarsfeld & Henry (1968, S. 82) berichten,
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daß bei Simulationsstudien mit dem Programm BAN die Folge der Schätzer
nicht immer konvergierte. Insbesondere war dieses nicht der Fall, falls die
latenten Itemparameter nahe bei 0 oder 1 lagen. Auch hier zeigten sich große
Varianzen der Schätzungen.

5.2 Signifikanztests

Die meisten Signifikanztests, die in der latenten Strukturanalyse vorgeschlagen
worden sind, beziehen sich auf das Anpassungsproblem, d.h. auf die Frage,
ob das angenommene Modell mit den Daten verträglich ist. Dieses wird gele-
gentlich reduziert auf das Problem, ob die angenommene Anzahl der latenten
Klassen ausreichend ist. Man muß sich darüber im klaren sein, daß die angege-
benen Tests immer nur Tests bezüglich der Nullhypothese sind, daß sich die
manifesten Parameter aufgrund des Axioms der lokalen Unabhängigkeit als
Summen von Produkten der latenten Parameter darstellen lassen. Selbst wenn
diese Nullhypothese nicht verworfen werden kann, ist es möglich, daß andere
Modelle die Daten noch besser erklären könnten. Ein zusätzliches Kriterium
zum Verwerfen eines Modells sind sicher latente Parameter, die nicht zwischen
0 und 1 liegen.

Für die latente Klassenanalyse schlägt McHugh (1956) einen Chiquadratanpas-
sungstest vor (vgl. auch Fielding, 1977). Für die latente Klassenanalyse mit
polytomen Items werden in Goodman (1974b) Chiquadratanpassungstests
und in Goodman (1974a) Likelihoodquotiententests angegeben. Beide Mög-
lichkeiten werden auch in Haberman (1977) und Formann (1978b) diskutiert.
Für das latente Distanzmodell geben Lazarsfeld & Henry (1968, S. 148) einen
Test an. In Gibson (1962) findet man einen Chiquadratanpassungstest für das
Problem, ob zusätzliche Items zu einem aufgrund von anderen Items aufge-
stellten Modell passen.

Für die latente Profilanalyse gibt Takane (1976) einen Likelihoodquotienten-
test für die Anpassungshypothese an. Darauf aufbauend wird ein Test disku-
tiert, der die Nullhypothese, daß q Klassen vorliegen, gegen die Alternativ-
hypothese testet, daß mindestens q + 1 Klassen vorliegen. Schließlich werden
Tests, die spezielle Hypothesen bezüglich der Parameter betreffen, diskutiert.

6. Schätzung der latenten Variablen

Als Schätzung der latenten Variablen wird von Anderson (1959) der Rück-
schluß von dem vorgefundenen Antwortmuster eines Individuums auf seine
Position im latenten Raum, speziell etwa seine Zuordnung zu einer bestimm-
ten latenten Klasse, bezeichnet. In Torgerson (1958, S. 373) wird dieses als
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Zuordnung von Skalenwerten an die Individuen, hier speziell für das lineare
Polynommodell, diskutiert. Für die latente Klassenanalyse wird das Problem
in Lazarsfeld & Henry (1968, S. 36-39, S. 68-70) behandelt. Spezialfalle, die
die Skalierung von Antwortmustern betreffen, diskutiert Goodman (1975,
1978, 1979a). Für das latente Distanzmodell vergleiche man Lazarsfeld &
Henry (1968, S.  138-139) und Torgerson (1958, S. 385), für das latente
Profilmodell Lazarsfeld & Henry (1968, S. 238-239) und Gibson (1962b), für
das latente Klassenmodell mit polytomen Items Formann (1978b).

Die Zuweisung von Individuen zu Positionen des latenten Raumes entspricht
der Durchführung einer Cluster-Analyse (Fielding, 1977). In Skene (1978)
wird versucht, diesen Aspekt der latenten Strukturanalyse auch auf Probleme
der Diskriminanzanalyse anzuwenden für den Fall von fehlenden Daten. Hin-
gegen verwendet Ikuzawa (1968) eine Diskriminanzanalyse, um Individuen im
latenten Klassenmodell zu identifizieren.

7. Vergleich mit anderen Verfahren

7.1 Vergleich mit der Faktoranalyse

Seitdem die latente Strukturanalyse eingeführt wurde, ist sie immer wieder mit
der schon vorher existierenden in Konkurrenz stehenden Faktoranalyse vergli-
chen worden, und es ist versucht worden, die Zusammenhänge zwischen die-
sen beiden Verfahren herauszuarbeiten. In Green (1952) wird darauf hingewie-
sen, daß der Hauptunterschied der beiden Verfahren zu sein scheint, daß in
der Faktoranalyse nur die Interaktionen 1. Ordnung berücksichtigt werden, in
der latenten Strukturanalyse aber auch Interaktionen höherer Ordnung. Je-
doch glaubt Gebert (1978) festgestellt zu haben, daß in den Beispielen, die in
der Literatur zur latenten Klassenanalyse publiziert wurden, die Interaktionen
höherer Ordnung alle exakt oder nahezu Null sind und daß die latente Klas-
senanalyse anscheinend nur in solchen Fällen sinnvolle Interpretationen liefert.

Wie schon aus Green (1952) geschlossen werden kann, besteht die Möglich-
keit, die Faktoranalyse als Spezialfall in die latente Strukturanalyse einzubet-
ten. Ähnlich finden Lazarsfeld & Henry (1968, S. 240-244) bei der Betrach-
tung stetiger latenter Räume eine Äquivalenz mit einem Einfaktormodell. In
Gibson (1962a) wird auf die enge Beziehung der latenten Klassenanalyse zu
dem faktoranalytischen Modell von Dwyer (1937) hingewiesen, während Gib-
son (1956) die Identität des latenten Strukturmodells von Lazarsfeld (1950a)
und des Konzepts der Proportionalprofile in der Faktoranalyse bei Cattell
(1944) und Cattell & Cattell (1955) nachweist. Hierhin gehört auch die Arbeit
von Gibson (1959), in der als Vorteil der latenten Klassenanalyse gegenüber
der Faktoranalyse angeführt wird, daß man auf diese Weise die Probleme der
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Schätzung der Kommunalitäten, der Rotation und der Nichtlinearität vermei-
den könne. Aus dieser Zeit ist auch der Vergleich der beiden Verfahren durch
Lazarsfeld (1959). Einen empirischen Vergleich führten Miller, Eyman &
Dingman (1961) durch. Eine Anwendung beider Verfahren bei der Klassifika-
tion geistig zurückgebliebener Patienten ergab eine bessere Übereinstimmung
mit der üblichen Typologie für die latente Klassenanalyse.

In Fielding (1977) wird ebenfalls die Einbettung der Faktoranalyse in das
Modell der latenten Strukturanalyse diskutiert. Die Auffassung, daß es sich
um zwei verschiedene Ansätze handelt, wird mit der praktischen Anwendung
der latenten Strukturanalyse in Verbindung gebracht, bei der meist nur von
einer latenten Variablen, die zudem noch klassiert ist, ausgegangen wird. Die-
ses führt nach Mardberg (1973) dazu, daß man von Faktoranalyse spricht,
wenn es um die Art des Zusammenhangs der manifesten Variablen geht, wäh-
rend latente Klassen eine Möglichkeit bieten, Individuen zu klassifizieren.

In Anderson (1959) wird ein allgemeines Skalierungsmodell aufgestellt, als
dessen Spezialfälle sich Faktoranalyse und latente Strukturanalyse ergeben.
Daß in dieser Arbeit die Faktoranalyse nicht als Spezialfall der latenten Struk-
turanalyse angesehen wird, liegt an einer eingeschränkten Definition der laten-
ten Strukturanalyse, bei der die manifesten Variablen speziell dichotom sein
müssen. Dieses ist wohl auch ein Grund dafür, daß in Takane (1972) das
latente Klassenmodell als Spezialfall der Faktoranalyse angesehen wird.

Wie in Lord & Novick (1968, S. 545) angemerkt wird, kann man bei der
Faktoranalyse die Annahme der lokalen Unabhängigkeit abschwächen zu der
Annahme der linearen lokalen Unabhängigkeit. Dieses bedeutet aber im Ge-
gensatz zu der Meinung von Takane (1972) nicht eine größere Allgemeinheit
der faktoranalytischen Modelle, sondern ist eine Folge der Nichtberücksichti-
gung höherer Interaktionen in der Faktoranalyse. Wie Harper (1972) gezeigt
hat, läßt sich die lokale Unabhängigkeit im latenten Klassenmodell dadurch
abschwächen, daß man paarweise Abhängigkeit von Items zuläßt.

7.2 Vergleich mit der Guttman-Skalierung

Die ersten Arbeiten von Lazarsfeld (1950a, 1950b) erschienen in enger Nach-
barschaft mit Arbeiten zu Skalierungsverfahren, insbesondere der Guttman-
Skalierung. Schon McCarthy (1951) erkannte, daß man die Guttman-Skalie-
rung als deterministischen Grenzfall der latenten Klassenanalyse ansehen
kann. In Hays & Borgatta (1954) wird dann die latente Distanzanalyse direkt
als ein probabilistisches Modell für die nichtperfekte Guttman-Skala verwen-
det. Die Notwendigkeit für ein solches Modell wird in den Schwierigkeiten
gesehen, die nichtperfekte Skalen bei Anwendung der Guttmantheorie ma-
chen.
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8. Anwendungen

Die latente Strukturanalyse ist auf die unterschiedlichsten Fragestellungen an-
gewandt worden. Eine Auswahl sei hier aufgeführt.

Die latente Klassenanalyse wurde von Gill (1976) zur Klassifikation von Seh-
behinderten, von Wiggins (1973) zur Analyse von Wahleinstellungen und Ver-
haltensänderungen, von Kadushin (1966) zur Bildung von unterschiedlich mo-
tivierten Gruppen, die eine Psychotherapie wünschten (vgl. auch Lazarsfeld &
Henry, 1968, S. 88-92), sowie von Lazarsfeld (1950b) zur Untersuchung der
Einstellung eingezogener Rekruten (vgl. auch Lazarsfeld & Henry, 1968,
S. 106-111) verwendet. In McHugh (1956) wird eine auf Schumacher, Max-
son & Martinek zurückgehende Untersuchung über kreative Fähigkeit bei
Maschinenkonstruktionen und in Gibson (1951) das Problem von Hörfunk-
Programm-Präferenzen (vgl. auch Lazarsfeld & Henry, 1968, S. 113-120)
mit Hilfe des latenten Klassenmodells analysiert. In Miller, Sabagh & Ding-
man (1962) wird dieses Modell im Rahmen der medizinischen Diagnostik zur
Klassifikation auf der Basis unterschiedlicher Mortalität verwendet, während
Miller, Eyman & Dingman (1961) es zur Klassifikation von geistig zurückge-
bliebenen Patienten benutzen. Schließlich versucht Baker (1962) mit Hilfe des
Modells das Bibliotheksproblem zu lösen, insbesondere die Klassifikation von
Dokumenten, und Green, Carmone & Wachspress (1976) verwenden es, um
Kundenverhalten bezüglich eines neu eingerichteten Fernsprechdienstes zu
untersuchen.

Das erweiterte latente Klassenmodell mit polytomen Items benutzt Hutchin-

kehrsunfällen und Formann (1978b) zur Bildung von Klassen von Suizidenten
unter Verwendung einer Untersuchung von Bayreuther.

Die latente Profilanalyse wird von Magnusson & Ekehammer (1975) zur Ana-
lyse von Angstprofilen, von Goddard (1971) zur Untersuchung des Kontakt-
verhaltens von Firmenpersonal und von Mardberg (1972, 1973) zur Selektion
und Klassifikation von Personal in der Industriepsychologie verwandt. Von
Jonassen erhobenes Material über Charakteristiken von Gemeinden wird in
Lazarsfeld & Henry (1968, S. 233-235) analysiert.

Das latente Distanzmodell verwenden Stouffer & Toby (1951), um Rollenkon-
flikte zu analysieren (vgl. Lazarsfeld & Henry, 1968, S. 142-148), während
das latente Inhaltsmodell von Somers (1961) bei der Messung sozialer Rigidität
verwendet wird (vgl. Lazarsfeld & Henry, 1968, S. 185-191). In Katz &
Procter (1959) werden Soziogramme von Schulkindern mit Hilfe eines Mar-
kovkettenansatzes analysiert. Eine Reanalyse dieser Daten mit Hilfe des laten-
ten Markovkettenmodells führen Lazarsfeld & Henry (1968, S. 258-263)
durch. Ein solches Modell wendet van der Sanden (1978) auf Spiele des Gefan-
genen-Dilemma-Typs an.
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7. Kapitel

Clusteranalyse

Hartmut-A. Oldenbürger

1. Zur Entwicklung der Literatur
(Aufgabenstellung der vorliegenden Arbeit)

Clusteranalytische Verfahren konstruieren Gruppierungen von Objekten auf-
grund ihrer ,Ähnlichkeit‘.

Obwohl Methoden zur Realisierung dieses Ziels schon um 1935 (Tryon, 1939)
vorgeschlagen wurden, fanden sie (im Vergleich zur weit verbreiteten Anwen-
dung der Faktorenanalyse) wenig Beachtung. Erst die Veröffentlichung der
inzwischen klassischen Monographie von Sokal und Sneath (1963) und gleich-
zeitig die größere Verfügbarkeit leistungsfähiger Rechenanlagen gaben die An-
stöße zur breiteren Methodenentwicklung und expandierendem Einsatz clu-
steranalytischer Verfahren zunächst in der systematischen Biologie (Taxono-
mie), später auch in anderen empirischen Wissenschaften.

Für die Psychologie hat der Aufsatz ,Hierarchical Clustering Schemes‘ von
Stephen C. Johnson (1967) den entscheidenden Impuls zur methodologischen
Diskussion und Anwendung von Clusteranalysen gegeben (Blashfield, 1980).
Sie treten nun häufig an die Stelle von Faktorenanalysen, die in der For-
schungspraxis sehr oft - inkorrekterweise - zur Generierung von Variablen-
gruppierungen eingesetzt worden sind. (Die Angemessenheit dieser Vorge-
hensweise insbesondere für die Skalenkonstruktion mit Hilfe von Tests disku-
tiert Revelle (1978, 1979); ein vergleichendes Beispiel für die WISC-R gibt
Silverstein, 1980.)

Inzwischen kann die Entwicklung des Umfangs der Literatur als explosionsar-
tig bezeichnet werden: Während in anderen Bereichen die Verdoppelungszeit
der Publikationszahlen bei zwölf bis fünfzehn Jahren angesetzt werden kann,
liegt sie für die clusteranalytische Literatur z.Zt. bei drei bis vier Jahren
(Blashfield/Aldenderfer, 1978) .  Dieser  Sachverhal t  zei t igt  unerfreul iche
Begleiterscheinungen: (a) es bilden sich Cliquen von Anwendern der Cluster-
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analyse, die den Einsatz nur bestimmter Verfahren tradieren und (b) die Aus-
bildung gegenstandsbereichsspezifischer Jargons behindert die interdisziplinä-
re Kommunikation (Soweit die Ergebnisse einer Benutzerbefragung und einer
Analyse des ,Science Citation Index‘ von Blashfield und Aldenderfer, 1978.).

Davon scheint zumindest nach 1975 auch die methodologisch orientierte clu-
steranalytische Literatur betroffen zu sein. Während die wichtigen Lehrbücher
und Monographien von Anderberg (1973), Bock (1974), Duran/Odell (1974),
H a r t i g a n  ( 1 9 7 5 ) ,  Jardine/Sibson (1971), Sneath/Sokal (1973) und Vogel (1975)
zumindest in ihren bibliographischen Teilen die verfügbare Literatur umfas-
send aufzuarbeiten versuchten, erscheinen nach 1975 gehäuft in die Verfahren
einführende Artikel (z.B. Kopp 1978a, b, c) und elementare Lehrbücher, die
die Fortentwicklungen der clusteranalytischen Methoden und Überprüfungs-
ansätze nahezu unberücksichtigt lassen (vgl. dazu Steinhausen/Langer, 1977,
Opitz 1980). 1980 allerdings wurde der beachtenswerte Studientext ,Cluster-
analysen‘ von Thomas Eckes und Helmut Roßbach publiziert. Dieser schließt
die bestehende Lücke, indem er die wichtigsten methodologischen Ansätze des
Gebiets aufarbeitet. Er mußte deshalb auf Intention, Planung und Gestaltung
dieser Arbeit Einfluß haben. Der vorliegende Artikel erhebt danach keinerlei
monographischen Anspruch, er soll stattdessen

(a) eine gestraffte Übersicht der wesentlichsten clusteranalytischen Problem-
stellungen und Verfahren (mit den zugehörigen Referenzen), sowie

(b) Ergänzungen und Hinweise zu methodologischen Weiterentwicklungen
von Ansätzen und grundlegenden Innovationen geben.

Auf eine ausführliche Darstellung der mathematischen Grundlagen und der
Vorgehensweise (an Beispielen und Veranschaulichungen) wird im allgemei-
nen verzichtet werden. (Siehe dazu Eckes/Roßbach, 1980. - Auch die kombi-
natorischen Ausdrücke zur Angabe der Anzahlen möglicher Lösungen von
clusteranalytischen Problemstellungen werden nicht mitgeteilt. Diese führen
zumeist lediglich zu der Aussage, das gestellte Problem sei wegen der immen-
sen Anzahl der Möglichkeiten nicht exakt lösbar (siehe dazu Duran/Odell,
1974 und verschiedene Passagen in Bock, 1974 und Flachsmeyer, 1972); die
Existenz von ,backtracking-‘ und ,branch and bound-‘ Verfahren aber belegt
die Vordergründigkeit dieses Arguments.)

Einerseits soll also dem unbelasteten Leser zum Einstieg eine Strukturierung
des Bereichs gegeben werden (advanced organizer) ,  anderersei ts  sol l  der
kenntnisreichere Leser Hinweise auf und Anstöße zu Weiterentwicklungen
erhalten.
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2. Zur Datenerhebung und Datenstruktur

Dieses Kapitel setzt sich nicht mit genuin clusteranalytischen Fragestellungen
 auseinander. Vor der Darstellung der Verfahrensklassen (in Kapitel 3) erfolgt

zunächst eine ordnende Charakterisierung des Datenmaterials und seiner Er-
hebung. Dazu werden einige notwendige Begriffe eingeführt und mit Hinwei-
sen auf für die Psychologie kritische (Interpretations-)Probleme verknüpft.

Technisch gesehen liegen am Ausgangspunkt einer clusteranalytischen Frage-
stellung Daten gewöhnlich in (mindestens) einem der folgenden Modi vor:

als n x m - Matrix [xij]; durch die Eintragungen/Zellen dieser Matrix wird
jeder Beobachtungswiederholung i eine Ausprägung eines Merkmals j (nu-
merisch oder nichtnumerisch) zugeordnet. (Beispiele für Beobachtungs-
wiederholungen sind Gegenstände, Personen, Situationen etc.; Beispiele
für Merkmale sind Attribute, nominale Klassen, Variablen etc.)
(Speziell im Fall numerisch interpretierter Ausprägungen der Merkmale
können die Beobachtungswiederholungen statistisch als Realisationen von
Zufallsvariablen angesehen oder als Punkte in einem (nicht notwendig eu-
klidischen) mehrdimensionalen Raum aufgefaßt werden. Diese Sichtwei-
sen sind auch für die andere Modalität, nämlich der Merkmale, einsetzbar.)
Die Matrix [xij] wird hier häufig einfach als ,Datenmatrix‘ bezeichnet.

(b) als r x r - Matrix [pkl]; durch die Eintragungen dieser Matrix wird jedem
Objektpaar (ok,ol) aus einer Objektmenge 0 = {o1,. . . ,ok,ol,. . . ,or} eine
reelle Zahl p(ok ,o l) oder kurz pk l, zugeordnet, die die ,Proximity‘ der
beiden Objekte angibt. Der allgemeine Begriff der ,Proximity‘ steht für
mehrere Klassen von Maßen, etwa für die ,Ähnlichkeit‘ bzw. ,Unähnlich-
keit‘, die ,Nähe‘ bzw. ,Entfernung (Distanz)‘, den ,Zusammenhang‘ oder
die ,Abhängigkeit‘, die ,Kovariation‘ oder ,Interaktion‘ von Objektpaa-
ren. (Beispiele für Objekte sind (Zufalls-)Variablen, Gegenstände, Lebe-
wesen, Personen, Ereignisse, Situationen, Gegenstände der Anschauung
oder des Denkens (Perzepte, Konzepte) etc. - Beispiele für Proximity-
Maße sind Distanzen, Kovarianzen, Korrelationen, Maße erklärter Va-
rianz, Kontingenzkoeffizienten, Häufigkeiten gemeinsamen Auftretens
(insbesondere bei Ereignissen), Produktwahrscheinlichkeiten, bedingte
Wahrscheinlichkeiten, Verwechslungswahrscheinlichkeiten, subjektive
Ähnlichkeitsurteile etc.) Die Matrix [pkl] wird hier häufig einfach als ,Pro-
ximitymatrix‘ bezeichnet.

Da clusteranalytische Verfahren Gruppierungen zusammengehöriger Objekte
zumeist auf der Basis von Proximitymatrizen generieren, ist es für die theore-
tisch-inhaltliche Interpretation der Resultate von herausragender Bedeutung,
auf welchem Wege die Proximitymaße gewonnen wurden.
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(a) direkt: Im Rahmen z.B. einer Konkretisationserhebung kognitiver Struk-
turen werden Probanden nach ihrem subjektiven Urteil zur (paarweisen)
Ähnlichkeit oder Zusammengehörigkeit von Perzepten oder Konzepten
befragt. (Übliche Erhebungsparadigmata: Ratio-Scaling, (vollständiger)
Paarvergleich, Sortierverfahren etc. - In diesem Fall ist es unzureichend,
das Ergebnis der Erhebung, die Proximities, lediglich durch Repräsenta-
tionsverfahren (MDS und/oder Clusteranalyse) zu beschreiben und zu in-
terpretieren, vielmehr ist ebenso eine theoretische Bemühung um die Ex-
plikation des Urteilsprozesses als kritisches Problem anzusehen.) Theore-
tische Aspekte der Ähnlichkeitsmessung erörtern Eckes/Roßbach, 1980, S.
36f..

(b) indirekt: Im Rahmen z.B. einer Fragebogenuntersuchung werden Proban-
den aufgefordert, zu verschiedenen Statements die jeweilige Ausprägung
ihrer persönlichen Zustimmung bzw. Ablehnung zu skalieren. Ergebnis
dieses Vorgehens ist eine n x m - Datenmatrix [xij] (Probanden x State-
ments). Will man eine kompakte Beschreibung der Datenstruktur z.B.
durch Gruppierung herstellen, so ist zunächst - auf dem Begründungs-
hintergrund der Fragestellung - die Modalität zu wählen, deren Elemente
(Personen bzw. Items) als Objekte einer Clusteranalyse dienen sollen.
Ferner ist begründet ein geeignetes Maß zu wählen oder zu konstruieren,
welches die Proximity der Objekte beschreiben soll. Dieses Maß ist für das
Resultat des Repräsentationsverfahrens (z.B. Clusteranalyse) konstitutiv.
- Für die theoretisch-inhaltliche Einordnung des Gesamtergebnisses ist
hervorzuheben, daß bei diesem Vorgehen die Ausprägung der ,Ähnlich-
keiten‘ bzw. ,Unähnlichkeiten‘ zwischen den Objektpaaren nicht direkt
erhoben, sondern errechnet wurde. Dabei benutzt man implizit bestimmte
Variationsquellen (z.B. für die Korrelation zwischen Items die interindivi-
duelle Varianz). Dieser Sachverhalt ist bei der Interpretation der Resultate
als kritisches Problem anzusehen. (So wäre es für das obige Beispiel fehler-
haft, die durch Verfahrenseinsatz konstruierte Gruppierung der Items als
Urteilsstruktur eines mittleren, ,idealen‘ Individuums auszuzeichnen.)

Das Problem der Überführung der in der Forschungspraxis häufig vorliegen-
den Datenmatrix [xij] in eine Proximitymatrix [pkl] kann nicht durch generelle
Empfehlung gelöst werden. Auch innerhalb der Klassen der für numerisch
interpretierbare, nominale und gemischte Daten angemessenen bivariaten Zu-
sammenhangs- und Entfernungsmaße, werden durch die vielfältigen Koeffi-
zienten verschiedene Aspekte der Kovariation formalisiert bzw. gemessen. Es
ist deshalb im jeweiligen empirischen Kontext zu explizieren, unter welcher
Fragestellung bzw. welchem Ziel das spezifische Proximitymaß vor dem Ein-
satz eines Repräsentationsverfahrens gewählt wurde. Die häufig geübte Praxis
der voraussetzungsunkritischen, automatisierten Verwendung von Standard-
maßen (z .B.  Korrelat ionskoeff iz ient)  ohne explorator ische Bemühungen
(z.B. zur Kontrolle möglicher Artefaktquellen) ist unangemessen.
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Darstellungen der verschiedenen Zusammenhangs- und Entfernungsmaße fin-
den sich u.a. bei Anderberg (1973, S. 72ff.), Bock (1974, S. 24ff.), Sneath/
Sokal (1973, S. 114ff.), Steinhausen/Langer (1977, S. 51 ff.); die wohl ausführ-
lichste Übersicht zu symmetrischen und unsymmetrischen Kovariationsmaßen
speziell für binäre Variablen findet sich bei Kleiter/Petermann (1977, S. 43ff.).

Als spezielle Proximitymaße sind Distanzfunktionen auch für clusteranalyti-
sche Verfahren von besonderer Bedeutung. (Sie dienen oft als Kriterium zur
Messung der Homogenität von Objekten innerhalb von Gruppierungen bzw.
zur Messung der Heterogenität von Objekten, die verschiedenen Gruppierun-
gen angehören.) Deshalb werden die Eigenschaften dieser Maße hier im Rah-
men einer Definition aufgeführt:

Seien ok ,o l,os Elemente von 0. Eine Funktion d: 0x0 + IR heißt Distanz-
(maß), genau dann wenn für alle ok,ol,os E 0 gilt:

(D.1)
(D.2)
(D.3)
(D.4)

Das Paar (0,d) heißt metrischer Raum; d wird auch Metrik genannt.

Gilt für alle ok,ol,os E 0 die folgende Verschärfung von (D.4):

(D.5)

so heißt d Ultrametrik. (Anschaulich besagt (D.5), daß alle Tripel von Objek-
ten gleichschenklige Dreiecke aufspannen, deren Basis kleiner ist als die gleich-
langen Schenkel.) J ho nson (1967) hat auf die besondere Bedeutung der Ultra-
metrik für einige Methoden der hierarchischen Clusteranalyse (siehe 3.3) hin-
gewiesen: Diese können als Transformationsverfahren von empirischen Un-
ähnlichkeitsmaßen (Geltung von mindestens (D.1) bis (D.3)) in Ultrametriken
angesehen werden.

Da ultrametrische Distanzmaße bei Vorliegen einer Datenmatrix [xij] i. a. nicht
direkt berechnet werden können, aber eine Reihe von Proximitymaßen die
D i s t a n z a x i o m e  ( D . l )  b i s  ( D . 4 )   erfüllen oder metrische Äquivalente besitzen,
erscheint es sinnvoll - soweit es von der Fragestellung her angemessen ist -
zur Transformation von Datenmatrizen [x i j] in Proximitymatrizen [pk l] mög-
lichst Metriken zu verwenden.

Bei Vorliegen numerisch interpretierbarer Eintragungen der Datenmatrix stellt
die folgende Funktion eines der prominentesten Beispiele für eine Metrik dar:
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Diese Distanzfunktion heißt allgemein Lr-Metrik (in der Literatur zur mehrdi-
mensionalen Skalierung: Minkowski-r-Metrik). Wird der Exponent r spezifi-
ziert, so entstehen als ausgezeichnete Fälle:
- für r = 1, die City-Block-Metrik
- für r = 2, die euklidische Metrik
- für r = m, die Supremum-Metrik
(Zu weiteren Eigenschaften dieser Abstandsfunktionen siehe Eckes/Roßbach
1980, S. 42ff. - Im originären Zusammenhang mit der mehrdimensionalen
Skalierung stehen die Erörterungen von Ahrens 1974, z.B. S. 190ff.) Weitere
Entfernungsmaße, die z.B. auch bei Vorliegen binärer oder nominaler Merk-
malsausprägungen eingesetzt werden können, finden sich in der zu den Proxi-
mitymaßen genannten Literatur.

Damit sind die wichtigsten Begriffe und Überlegungen zur Charakterisierung
der Ausgangslage beim Einsatz clusteranalytischer Verfahren eingeführt. Im
nächsten Kapitel wird das Vorliegen von Daten- und/oder Proximitymatrizen
vorausgesetzt.

3. Problemstellungen und Verfahren

3.1 Untermengenauswahl

Bemerkenswerterweise tritt das Problem der Selektion von Elementen aus
einer gegebenen Menge unter Optimierung eines Kriteriums in verschiedenen
methodischen und inhaltlichen Bereichen häufig auf, es wurde aber m. W. in
der clusteranalytischen Literatur bisher nicht als eigenständige Fragestellung
identifiziert. Deshalb seien einige Beispiele und Hinweise gegeben, die die
Problemstellung charakterisieren und umreißen, sowie mögliche Lösungen an-
deuten:

(a) Aus einer Menge von Prädiktoren mit dem Umfang n soll eine k-elementi-
ge (echte) Untermenge selegiert werden, so daß eine Kriteriumsvariable
maximal prädiziert werden kann (Optimierungskriterium: z. B. adjustier-
tes R2). Dies ist das Standardproblem der multiplen Regressionsanalyse.

(b) Aus einer Menge von Variablen soll eine Untermenge vom Umfang k
ausgewählt werden, so daß die Varianz aller restlichen Variablen maximal
erklärt werden kann. Dieses Verfahren identifiziert die Stellvertreter eines
Variablenkollektivs; es wird Interdependenzanalyse genannt (Boyce/Farhi/
Weischedel, 1974, S. 67ff.) und kann als attraktive Alternative zur Fakto-
renanalyse angesehen werden. (Zwar entfällt hier das Problem der Faktor-
interpretation, es wird aber ein gewisser Verlust an Varianzerklärung in
Kauf genommen.)
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(c) Aus einer Menge von Gegenständen mit gegebenen Eigenschaften sollen
Repräsentanten für die verbleibenden Objekte ausgewählt werden. Wäh-
rend die Interdependenzanalyse Merkmale (Variable) selegiert, soll nun
nach zentralen Merkmalsträgern (Wechsel der Modalität) gesucht werden.
Handelt es sich bei den Gegenständen z.B. um Perzepte oder Konzepte,
so ist dies die Frage nach den Prototypen (z.B. von Kategorien), auf deren
ausgezeichnete Rolle insbesondere Rasch (1975, 1978) hingewiesen hat.

(d) Aus einer Menge von Gegenständen mit (numerischen) Merkmalen soll
eine Untermenge selegiert werden, deren Homogeni tä t  gegenüber  dem
Rest besonders groß ist. Diese Separation von Clustern vom Hintergrund
(Yahi l /Brown,  1976)  kann in verschiedensten Anwendungsbereichen in
Frage stehen, z.B. in der Astronomie bei der Herauslösung von Galaxien
aus diffusen Verteilungen von Sternen, in der Medizin bei der Diagnostik
von Auffälligkeiten in Röntgenbildern (Block et al., 1974) oder z.B. in der
Psychologie bei der Identifikation besonders merkmalshomogener Perso-
nen in einer Gesamtgruppe. (Weitere Stichworte: Mustererkennung, Kate-
gorienbildung, Klassifikationsprozesse.)

(e) In engstem Zusammenhang mit der im vorigen Punkt angesprochenen Pro-
blemlage steht die Fragestellung der Analyse von Mischverteilungen. (Die-
ser Ansatz könnte auch unter Abschnitt 3.2 eingeordnet werden.) Man
geht dabei von der Vorstellung aus, ein vorliegendes Sample sei aus einer
Population gezogen, die aus mindestens zwei Subpopulationen mit Zu-
fallsvariablen unterschiedlicher Mittelwertsvektoren und/oder Kovarianz-
matrizen besteht. Aufgabe der Analyse ist die Bestimmung der Anzahl von
Subpopulationen, die Schätzung der Parameter der multivariaten Zufalls-
variablen und die Zuordnung der Beobachtungswiederholungen (Realisa-
tionen) zu den Subpopulationen. (Siehe Bock, 1974, S. 250ff.; Hartigan,
1975, S. 113ff.; Eckes/Roßbach, 1980, S. 92f.; Wolfe, 1970, 1978.)
Der abschreckenden Komplexität dieser Aufgabenstellung steht die At-
traktivität einer möglichen Lösung gegenüber: für nahezu alle Verfahren
der multivariaten Datenanalyse (Regressions-, Varianz-, Interdependenz-,
Faktor-, Diskriminanzanalyse etc.) stünde ein Überprüfungsmedium der
Homogenität der Stichprobe zur Verfügung.

(f) Aus einer Menge von Objekten mit gegebener Proximitymatrix soll eine
Untermenge selegiert werden, deren Proximities einer spezifischen - alge-
braisch formulier ten -  Charakter is t ik ,  z .B.  einem System von (Un-)
Gleichungen, möglichst gut genügen. Beispiele für derartige Problemstel-
lungen sind etwa: die Auswahl Guttman- bzw. Rasch-skalierbarer Items
aus einem (vorläufigen) Test; die Auswahl von Variablen mit paarweise
auffällig linearem Zusammenhang; die Auswahl von Gegenständen der
Anschauung oder des Denkens mit symmetrischer Ähnlichkeit oder die
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Auswahl von Objekten, deren Proximities durch eine Ultrametrik beson-
ders gut dargestellt werden können (Hubert, 1980). (Da sich solche Vorge-
hensweisen einem Immunisierungsverdacht besonders stark aussetzen, ist
für sie die Entwicklung und Durchführung angemessener Überprüfungs-
verfahren dringend angezeigt.)

Diese kurze Übersicht soll deutlich machen: Gemeinsam ist den Ansätzen die
Aufgabenstellung der Untermengenselektion, sie unterscheiden sich aber gra-
vierend in ihren Zielsetzungen, die durch mathematische Formulierung von
Optimalitätskriterien, sog. Zielfunktionen, zu explizieren sind (Beale, 1970).
Die Verschiedenartigkeit der Zielsetzungen, die sich in der Heterogenität der
Optimalitätskriterien hinsichtlich ihrer mathematischen Eigenschaften wider-
spiegelt, läßt es nicht erwarten, daß zur Lösung des Auswahlproblems eine
allgemein anwendbare optimale Verfahrensvorschrift (Algorithmus) angebbar
ist (abgesehen von der Möglichkeit der Totalenumeration für uninteressant
kleine Unter- bzw. Obermengen).

Für verschiedene Problemstellungen allerdings liegen in der methodologischen
Literatur, von der Forschungspraxis m. W. bisher unbeachtet, effiziente Lö-
sungsverfahren vor: Schon 1967 publizierten Beale, Kendall und Mann einen
Algorithmus, der für die unter den Punkten (a) bis (c) angesprochenen Aufga-
ben optimale Lösungen liefert. (Demgegenüber sind z.B. die von den verbrei-
teten Programmpaketen BMDP und SPSS realisierten Vorgehensweisen und
Resultate (!) bei der Variablenauswahl der multiplen Regression als suboptimal
zu bezeichnen.) Die programmtechnische Umsetzung des Verfahrens leisteten
Boyce, Farhi und Weischedel (1974). (Sie weisen z.B. auch die Überlegenheit
des Beale/Kendall/Mann-Algorithmus gegenüber den Standardauswahlverfah-
ren der multiplen Regression (forward inclusion, backward elimination) aus.
- In das Programmpaket BMDP-77 (siehe Dixon/Brown, 1977, S. 418ff.)
wurde ein Algorithmus von Furnival/Wilson (1974) eingesetzt; siehe auch
McHenry (1978).)

Für die komplexe Aufgabenstellung der Analyse von Mischverteilungen sei
ergänzend auf das Vorliegen einer (weiteren) programmsprachlichen Formu-
lierung (Fortran-Code) eines Verfahrens bei Hartigan (1975, S. 125ff.) hinge-
wiesen. Hubert (1980) diskutiert eine Strategie der Datenanalyse zur Identifi-
kat ion von Untermengen, für deren Elemente die Proximities bestimmten
algebraischen Eigenschaften möglichst gut gehorchen.

Die methodischen Vorgehensweisen und Lösungsansätze zur optimalen Un-
termengenauswahl wurden bisher kaum beachtet; sie warten auf Bewährungs-
prüfungen.
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3.2 Mengenzerlegung

Als Partition bzw. Zerlegung einer Menge 0 bezeichnet man eine Menge(nfa-
milie) Z(0), deren Elemente (nichtleere) Untermengen von 0 sind: Gp ,G,cO
und folgende Forderungen erfüllen:

( Z . 2 )

d.h. die in Z(0) als Elemente enthaltenen Mengen Gp,Gq, die hier Gruppierun-
gen genannt werden, sind paarweise elementenfremd bzw. disjunkt und sie
erschöpfen die Menge 0 bzw. decken diese vollständig ab.

Zwei (triviale) Zerlegungen einer Menge 0 sind als extreme Fälle besonders
ausgezeichnet: die feinste Partition (engl. ,Splitter‘) enthält als Elemente alle
einelementigen Untermengen von 0; die gröbste Partition (engl. ,lumber‘)
enthält als Element nur die Menge 0 selbst.

Als Teilklasse clusteranalytischer Verfahren hat die Partitionierung generell
folgende Aufgabenstellung: Man konstruiere bzw. suche zu einer gegebenen
Objektmenge eine Zerlegung mit Gruppierungen Gp, für deren Elemente gilt:
Gehören zwei Objekte zu gleichen Gruppierungen, so sollen sie einander
möglichst ähnlich sein (innerhalb - homogen), gehören sie zu verschiedenen
Gruppierungen, so sollen sie untereinander möglichst unähnlich sein (zwi-
schen - heterogen). Als Ergebnis der Verfahrensanwendung wird die Fest-
stellung der Anzahl der Gruppierungen und die Zuordnung der Objekte zu
den Gruppen erwartet.

Die große Vielfalt der Methoden der disjunkten Gruppierung unterscheidet
sich hauptsächlich danach,

- auf welche Informationen (Datenmatrix mit numerisch oder nicht nume-
risch interpretierbaren Merkmalsausprägungen und/oder Proximitymatrix)
zurückgegriffen wird bzw. werden kann,

- ob und wie ein Optimierungskriterium (Zielfunktion) mathematisch spezi-
fiziert wurde und

- nach welchem verfahrenstechnischen Konstruktionsprinzip die Methoden
während des Analyseprozesses die Zerlegungen generieren (Enumeration;
Modi der Zuordnung von Einzelobjekten zu bestehenden Gruppen, des
Austausches von Objekten zwischen den Gruppen sowie der Seperation
und/oder Fusion von Gruppen).

Von verbreitetem forschungspraktischen Interesse sind Anwendungen, in de-
nen zu den Objekten nur ein numerisches Merkmal gegeben ist oder betrachtet
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wird (univariate Klassifikation, z.B. Aufteilung einer Personengruppe nach
Intelligenz). In solchen Situationen ist zwar eine Aufteilung nach Perzentilen
(Median, Terzile, Quartile etc.) gängig, diese läßt aber die Verteilungsform der
Variablen unberücksichtigt. So geht beispielsweise die Trennung am Median
für nicht-symmetrische Verteilungen mit einem (vermeidbaren) Informations-
verlust einher. Eine optimale Aufteilung nach festgelegter Gruppenzahl und
nahezu beliebig wählbarem Optimierungskriterium (z.B. Varianz zwischen
den Gruppen) ist aber praktisch immer exakt möglich. Dies leistet ein Algo-
rithmus von W. D. Fisher (1958), dessen Einsatz z.B. zur Variablenkategori-
sierung vor Durchführung einer Konfigurationsfrequenzanalyse angezeigt ist.
Eine programmsprachliche Formulierung (Fortran-Code) des Verfahrens tei-
len Anderberg (1973, S. 228ff.) und Hartigan (1975, S. 141) mit.

Exakte Partitionierung (z.B. ebenfalls mit dem Fisher-Algorithmus) ist auch
möglich, wenn die Aufteilung zwar nach mehreren Variablen (simultan) vor-
genommen werden soll, die Anzahl der möglichen Partitionen aber dadurch
erheblich eingeschränkt ist, daß den Objekten hinsichtlich einer zusätzlichen
Variablen eine natürliche Ordnung unterliegt oder unterstellt wird (z.B. im
Fall einer Konstruktion von Stufen der Entwicklung hinsichtlich mehrerer
kognitiver Merkmale, wobei die ,natürliche Reihenfolge’ nach der Variablen
,Alter‘ eingehalten werden soll).

Im generellen Anwendungsfall, bei Vorliegen multivariater Daten und/oder
von Proximitymatrizen, ist die Angabe von Verfahren, die zu exakten Partitio-
nierungen führen, also eine Optimierung des spezifizierten Kriteriums garan-
tieren (Rao, 1971), nicht möglich. (Abgesehen von den seltenen Fällen, in
denen wegen des geringen Umfangs der Objektmenge und/oder einer Festle-
gung auf sehr wenige Gruppierungen eine Totalenumeration der Partitionen
durchführbar und sinnvoll ist, siehe Duran/Odell, 1974, S. 32ff.) Deshalb
werden heuristische Methoden verwendet, die z.B. von Startpartitionen aus-
gehen und diese durch Austausch von Elementen zwischen den Gruppen und
Verschmelzen bzw. Aufteilen von Gruppen hinsichtlich des Wertes einer Ziel-
funktion sukzessive verbessern. Systematische Darstellungen zu Konstruk-
tionsmethoden von (lage-)homogenen Gruppierungen, die das Varianzkrite-
rium, die Kriterien der Spur oder Determinante der Kovarianzmatrix oder das
Kriterium der Abstandsquadratsumme (Büttner, 1975) optimieren, werden
von Bock (1974, S. 104ff.), Hartigan (1975, S. 74ff.), Späth (1975, S. 34ff.)
und Steinhausen/Langer (1977, S. 100ff.) gegeben. Eine theoretisch orientierte
Übersicht im Rahmen der Theorie(n) der kombinatorischen Programmierung
liefern Balas/Padberg 1975.

Ergänzend sei auf die folgenden Weiterentwicklungen verwiesen:

- Ein effizienter (branch-and-bound-) Algorithmus zur globalen Optimie-
rung des Varianzkriteriums wird von Herden/Steinhausen (1979, mit For-
tran-Programm) mitgeteilt.
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- Da viele Methoden den Nachteil haben, zur Konstruktion von Zerlegun-
gen mit relativ gleich großen Gruppen zu tendieren, ist ein Verfahrensvor-
schlag von Eyes (1977a, 1977b, 1978) von besonderem Interesse: Grund-
idee ist dabei die Umschreibung lokaler Dichtezentren mit Hyperkörpern
(Quadern, Ellipsoiden), die in ihrer Größe variieren und deren Lage im
Raum verschoben wird. - Der oben angesprochene Nachteil kann auch
mit Hilfe eines skalierungsinvarianten Partitionsverfahrens von Späth/Mül-
ler (1979) vermieden werden.

- Da die meisten Verfahren auf euklidische Optimierungskriterien zurück-
greifen, sind sie anfällig gegen die Verletzung der normalerweise nicht
zutreffenden Voraussetzung der Normalverteilung und gegen Vorliegen
von Ausreißern (Outlier). Dies kann durch den Einsatz von resistenteren
bzw. robusteren Methoden vermieden werden, die z.B. L1-Kriterien opti-
mieren (siehe Späth, 1976, mit Fortran-Programm).

- Überlegungen zu Partitionierungsverfahren bei Vorliegen großer Objekt-
mengen (n > 100) stellen Marsten (1975) und Späth (1977a mit Fortran-
Programm) an.

Zur Evaluation von Partitionierungsverfahren (Rand, 1971) legte Milligan
(1980) eine empirische Untersuchung von vier K-Means-Algorithmen vor. Es
wurden Datensätze mit bekannter Gruppierung durch sechs Arten von Feh-
lern überlagert und die Reklassifizierungsleistung der Verfahren erhoben. Die-
se erwies sich als sehr gut, wenn den Verfahren angemessene Startpartitionen
vorgegeben werden. (Der Autor schlägt die Verwendung des Ergebnisses einer
hierarchischen Group-Average-Clusteranalyse vor.) Als Konsequenz der Un-
tersuchung stellen Milligan/Sokol 1980 ein Programm zur Durchführung des
Jancey-K-Means-Algorithmus zur Verfügung.

Programmiersprachliche Formulierungen (Fortran) von Zerlegungsalgorith-
men werden von Anderberg (1973, S. 307ff.), Hartigan (1975, S. 82ff.), Späth
(1975, S. 36ff.) und Steinhausen/Langer (1977, S. 109ff.) mitgeteilt. Auch das
in manchen Rechenzentren implementierte Programmpaket Clustan von Wis-
har t  ges ta t te t  d ie  Durchführung von Par t i t ionierungsmethoden (1978,  S .
43 ff.). Blashfield/Aldenderfer (1978) diskutieren und evaluieren verschiedene
Computerprogramme, die Mengenzerlegungen realisieren.

Für die Anwendung sei folgendes Vorgehen empfohlen: Für eine festgelegte
Anzahl von Gruppierungen verwende man verschiedene Zerlegungsalgorith-
men, soweit vom Verfahren verlangt auch jeweils mit verschiedenen Startparti-
tionen, und wähle die Aufteilung, welche ein spezifiziertes Kriterium opti-
miert. (Eine Auswahl nach inhaltlich-theoretischen Gesichtspunkten, z.B.
dem sog. ,Kriterium der Interpretierbarkeit‘ ist nicht angezeigt, da diese zu-
meist nicht nachvollziehbar ist - für Untersuchungen zu kognitiven Struk-
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turierungen besteht zudem die Gefahr der Subjekt-Objekt-Konfundierung;
zumindest ist die Mitteilung der hinsichtlich einer explizierten Zielfunktion
besten Lösung erforderlich.) Für diese Optimallösung inspiziere man mög-
lichst die Residuen (z.B. bei Klassifikation von Beobachtungswiederholungen
die Abweichungen von gruppenspezifischen Mittelwerten für die einzelnen
Variablen). Falls gewünscht, wiederhole man dieses Vorgehen für verschiede-
ne Anzahlen von Gruppierungen. In diesem Fall sollte der Verlauf der Werte
des Optimalitätskriteriums mitgeteilt werden. Die Auswahl der geeigneten
Anzahl von Elementen der Zerlegung erfolgt danach möglichst durch probabi-
listische oder statistische Evaluation.

en Bewertung der Zerlegbarkeit von Objektmengen ent-
wickelte parallel zu den Arbeiten von Lingoes/Cooper (1971, siehe auch Lin-
goes, 1973, S. 176ff., mit Fortran-Programm) und Schultz/Hubert (1973) ins-
besondere Ling (1971, 1972, 1973) einen exakten graphentheoretischen Ansatz
(Kriterium: Verbundenheit ungerichteter Zufallsgraphen.) (Ergänzend sei da-
zu auf Frank, 1978, und Tinhofer, 1980, verwiesen.) Später wurden Tafeln
publiziert (Ling, 1975, Ling/Killough, 1976), die eine partielle Evaluation dis-
junktiver Gruppierung auf der Basis dieser Theorie gestatten. Nachteil des
graphentheoretischen Ansatzes ist die Notwendigkeit der impliziten Verwen-
dung von Schwellenwerten (Cuts) zur Dichotomisierung von Proximitymatri-
zen (Informationsreduktion). Eine gravierendere Einschränkung der Anwend-
barkeit des graphentheoretischen Konnektivitätskriteriums ergibt sich aus der
im allgemeinen nicht zutreffenden Annahme, die Ausprägungen der Proximi-
ties könnten unabhängig voneinander frei variieren. Dies ist in der Regel nicht
der Fall, so sind z.B. Distanzmaße tripelweise wegen der Geltung der Drei-
ecksungleichung voneinander abhängig. (So argumentieren auch Hubert/Ba-
ker, 1977a.)

Deshalb verdient ein Vorschlag von Lee/MacQueen (1980) besondere Beach-
tung. Zur Prüfung der statistischen Nullhypothese verknüpfen diese Autoren
einen K-Means-Algori thmus mit  e inem Randomizat ion-Test  (Edgington,
1969, 1980). Dabei wird der Wert des Optimalitätskriteriums für die empiri-
sche Datenmatrix errechnet und mit optimalen Zielfunktionswerten vergli-
chen, die man durch Verfahrensanwendung auf ,zufällige Datenmatrizen‘ er-
hält. (Diese werden z.B. durch zufällige Permutation der empirischen Varia-
blenwerte über die Beobachtungswiederholungen generiert.) Obwohl es sehr
rechenzeitintensiv ist, sollte dieses Vorgehen als das Verfahren der Wahl für
die statistisch konfirmatorische Beurteilung der Zerlegbarkeit von Objektmen-
gen angesehen werden, zumal es ohne weiteres auch auf Datenmatrizen mit
nicht numerisch interpretierbaren, z.B. nominalen Merkmalen anwendbar ist.

(Auch Hartigan diskutiert 1975 und 1977 Signifikanztests für Resultate von
Zerlegungen (siehe 1975, S. 97ff., S. 135ff.). Seine Überlegungen basieren
z.T. auf der statistischen Theorie der (multivariaten) Varianzanalyse. - Lei-
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der legen solche Darstellungen dem Anwender völlig inkorrekte Vorgehens-
weisen nahe, z.B. die Durchführung und ,statistische Interpretation‘ einer
Varianzanalyse nach dem Einsatz einer Partitionierungsprozedur. Davon ist
abzusehen, da durch die Verwendung kriteriumsoptimierender Zerlegungsver-
fahren der substantielle Bestandteil der statistischen Nullhypothese zerstört
wird, nämlich die zufällige Zuordnung zu den Gruppen. Spielarten dieses
gravierenden Fehlers finden sich in der inhaltlichen, anwendungsorientierten
Literatur sehr häufig, z.B. auch bei der ,statistischen Beurteilung‘ der Resulta-
te von Techniken der schrittweisen Regression. - Die oben angesprochene
Prüfstrategie unter Verwendung von Randomization-Tests unterliegt dieser
Kritik nicht, weil sie die Optimierungsverfahren in die Prozedur zur Generie-
rung der Verteilung der statistischen Prüfgröße einbaut.)

Soll nach der empirischen Untersuchung die Übereinstimmung des Resultats
von Zerlegungsverfahren mit gegebenen, z.B. theoretisch, a priori konstru-
ierten Partitionen statistisch geprüft werden, so stehen die üblichen nicht-
parametrischen Tests zu Kontingenztafeln und die zugehörigen Maße prakti-
scher Signifikanz bzw. Bedeutsamkeit zur Verfügung. Dabei ist wegen der
Gewichtungsmöglichkeit in diesem Zusammenhang insbesondere auf Cohens
,Kappa‘ zu verweisen. (Siehe dazu auch Hubert, 1979.) - Verschiedene (Di-
stanz-)Maße für den Vergleich von Partitionen diskutieren Boorman/Arabie,
1972 und Arabie/Boorman, 1973.

Abschließend bleibt festzustellen, daß die Ausführungen dieses Abschnitts
sich bisher auf Vorgehensweisen bezogen, die die Konstruktion lagehomoge-
ner Gruppierungen von Objekten zum Ziel haben. Die Suche nach optimalen
Mengenzerlegungen kann durch geeignete mathematische Formulierung der
Bewertungsfunktion aber auch zur Realisierung anderer, komplexerer Zielvor-
stellungen eingesetzt werden. Nach dem Verweis auf die Analyse von Misch-
verteilungen (siehe Abschnitt 3.1, Punkt(e)) seien folgende Ansätze benannt:

(a) Woodward/Bentler (1979) zerlegen die Menge der Items eines Tests zur
Optimierung des Reliabilitätskoeffizienten cr in zwei elementenfremde
Gruppen.
Ihren einfachen Austauschalgorithmus zur (binären) Zerlegung (Darstel-
lung durch einen Vorzeichenvektor) bezeichnen sie als hoch effektiv. (Des-
halb schlagen sie seine Verwendung auch für die Konstruktion lagehomo-
gener Gruppierungen vor.) Von besonderem allgemeinen Interesse ist dazu
ihre - eigentlich schon aus anderen Zusammenhängen bekannte - Argu-
mentation: Wenn der Austauschalgorithmus (lediglich) mit einer Wahr-
scheinlichkeit von p (z.B. p = .2) bei einer zufälligen Ausgangspartition
zum globalen Optimum führt (Die Erreichung einer lokalen Optimalkon-
figuration ist ohnedies garantiert.), so besitzt er bei N-maligem Aufruf
(z.B. N=20) mit verschiedenen zufälligen Startpartitionen eine Wahr-
sche in l i chke i t  von  P  =  l - ( l -p ) N  ( z . B .  P =  l - ( l - . 2 ) 2 0 = . 9 8 8 ) ,  d a ß  s i c h
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unter den lokal optimalen Endpartitionen die global beste Zerlegung befin-
det. (Diese interessante Argumentationsfigur gibt zu der Frage Anlaß,
inwieweit es ökonomisch ist, Entwicklungs- und Rechenzeit in kriteriums-
spezifische Optimierungsverfahren zu investieren, wenn mit einem Aus-
tauschalgorithmus eine generell anwendbare Prozedur vorliegt; allerdings
ist vor deren Beantwortung eine jeweilige Abschätzung der Wahrschein-
lichkeit p von nöten, für bestimmte Problemstellungen zum Optimum zu
gelangen.)

(b) Bock (1974, S. 195ff.) diskutiert die Charakterisierung von disjunkten
Gruppen durch Hyperebenen. Dabei wird die Zuordnung von Objekten
zu Klassen z.B. nicht nach ihrer Entfernung vom Gruppencentroid (bzgl.
der numerischen Merkmale) vorgenommen bzw. beurteilt, sondern nach
ihrer (senkrechten) Entfernung von einer gruppenspezifischen, im mehrdi-
mensionalen Raum aufgespannten Fläche. Ein Beispiel für diese Problem-
stellung ist etwa die optimale Aufteilung von Personen in Gruppen, so daß
der Variablenraum gruppenspezifisch möglichst einfach (d.h. mit niedriger
Dimensionalität) durch Hauptkomponenten repräsentiert werden kann.

(c) Im Anschluß an die unter (b) aufscheinende Grundidee wird hier eine
Klasse von Verfahren vorgeschlagen, die mit der Bezeichnung ,Klassifika-
tionsansatz‘ überschrieben sein soll. Ihre gemeinsame Problemstellung sei
wie folgt charakterisiert: Hinsichtlich einer Modalität (der Datenmatrix:
Merkmale bzw. Merkmalsträger) sei eine Aufteilung so konstruiert, daß
hinsichtlich der (jeweils) anderen Modalität - innerhalb der Gruppen -
eine möglichst gute Repräsentation durch ein multivariates Analyseverfah-
ren bzw. -modell erzielt wird.
Ein spezielles Beispiel wäre die unter (b) beschriebene Aufgabenstellung
der ,Klassifikations-Hauptkomponentenanalyse‘.
Ein weiteres Beispiel ist die ,(multiple) Klassifikationsregression‘, die eine
optimale Aufteilung der Beobachtungswiederholungen so sucht, daß in-
nerhalb der Gruppierungen eine möglichst gute Varianzaufklärung einer
Kriteriumsvariable durch einen Satz von Prädiktoren erreicht wird. (Die-
ses Verfahren ,hinterfragt‘ den allgemeinen Anspruch der ,Multiple Re-
gression as a General Data Analytic System‘ (Cohen, 1968). - Den Spe-
zialfall nur eines Prädiktors mit homogenen (identischen) Steigungskoeffi-
zienten für die (nicht essentielle) Restriktion auf zwei Gruppen untersucht
bereits Mustonen (1978).)
Weiterhin generiert dieser allgemeine, als Heuristik dienende Ansatz (aus-
schöpfend) z.B. die Verfahren der ,Klassifikationsanalyse kanonischer
Korrelat ion‘ ,  der ,Klassif ikat ions-Mengenzerlegungsanalyse‘  und der
,Klassifikationsanalyse hierarchischer Clusterung‘. Schließlich können so-
gar Verfahren der ,Klassifikations-Varianzanalyse‘ und der ,Klassifika-
tions-Diskriminanzanalyse‘ einbezogen werden.
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Offensichtlich steht der hier entwickelte allgemeine Klassifikationsansatz
in engster Beziehung zur klassischen Analyse latenter Klassen (z.B. La-
zarsfeld/Henry, 1968); er könnte in der Anwendung vornehmlich der Ho-
mogenitätsprüfung von Modellapproximationen zu Samples dienen; der
methodologischen Literatur bleibt die Bereitstellung von Überprüfungs-
verfahren vorbehalten.

Für die praktische Umsetzung der hochkomplexen Aufgabenstellungen der
Analyse von Mengenzerlegungen, z.B. des Klassifikationsansatzes, wird man
zur Optimierung der (jeweils zu spezifizierenden) Zielfunktion vorläufig auf
den Einsatz der relativ generellen Austauschverfahren zurückgreifen (siehe
z.B. Banfield/Basill, 1977, mit Fortran-Programm) und die beste Lösung der
Anwendung eines Transferalgorithmus auf verschiedene Startpartitionen aus-
wählen. - Im Anwendungsfall sind exploratorische Bemühungen (sensu Tu-
key, I977), z.B. in Form einer genauen Residueninspektion, und die Entwick-
lung und Durchführung statistischer Prüfungen, z.B. durch angemessen kon-
struierte Randomization-Tests, unverzichtbar, da sonst die Gefahr der Inter-
pretation von Artefakten zu groß würde. Dabei ist der rechenzeitintensive
Einsatz von Computern zur genauen Prüfung von Verfahrensresultaten bzw.
Modellen nicht nur notwendig, sondern auch sinnvoll und wünschenswert.

3.3 Hierarchische Clusteranalysen

3.3.1 Einordnung und Charakteristik

Hierarchische Verfahren sind in der Psychologie die am weitesten verbreiteten
Methoden aus dem Bereich der Clusteranalyse (Blashfield/Aldenderfer, 1978).
Der Boom in der Methodendiskussion und der inhaltlich orientierten Anwen-
dung geht auf den schon klassischen Artikel ,Hierarchical Clustering Schemes‘
von Stephen C. Johnson (1967) zurück (Blashfield, 1980). Dabei hatte der
Autor lediglich Verfahren der ,numerischen Taxonomie‘ aus der Biologie
übernommen (Sokal/Sneath, 1963) (und parallel zu Hartigan (1967) die Cha-
rakterisierbarkeit der Verfahrensergebnisse durch die ultrametrische Unglei-
chung (siehe Abschnitt 2) aufgezeigt). Die breite Aufnahme der für die Psy-
chologie neuen Methodenklasse ist wohl auch weniger auf die allgemeine An-
gemessenheit der Verfahren zur strukturellen Repräsentation von Proximity-
matrizen zurückzuführen, vielmehr traf Johnsons Brückenschlag auf einen
Boden, der durch das stark aufkeimende ,Unbehagen in der Faktorenanalyse‘
(Kallina, 1967) aufbereitet war und damit die Suche nach alternativen Analyse-
methoden förderte.

Ausgangssituation für den Einsatz von Verfahren der hierarchischen Cluster-
analyse (HCA) ist das Vorliegen einer Proximitymatrix (von Ähnlichkeitsma-
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ßen sk l oder Unähnlichkeitsmaßen bzw. Distanzen dk l) zu einer bestimmten
Objektmenge 0 mit n Elementen. Aufgabe von Verfahren der HCA ist die
Repräsentation der Proximities durch die Angabe einer geordneten Folge von
Zerlegungen Z(0)0, Z(0)1, . . . ,Z(0)h,. . . ,Z(0)n-l, wobei Z(0)0 die feinste und
Z(O),-, die gröbste Partition zu 0 ist. (Zugang sensu Ward, 1963; zur Defi-
nition der hier verwendeten Begriffe siehe Abschnitt 2 und 3.2.)

Ferner soll für alle h mit Oshsn-2 gelten, daß Z(0)h+l eine strikte Vergröbe-
rung von Z(0)h ist, d.h. (genau) eine Gruppierung aus Z(0)h+l ist durch Ver-
einigung von (mindestens) zwei Gruppierungen aus Z(0)h entstanden. Umge-
kehrt heißt Z(0)h  auch Verfeinerung von Z(0)h + l.  Entnimmt man also aus
beliebigen zwei Zerlegungen der geordneten Folge jeweils eine Gruppierung,
so sind diese entweder elementenfremd oder eine Gruppierung ist Untermenge
der  anderen.  Dieser  Sachverhal t  charakter is ier t  e in  hierarchisches (Men-
gen)System, siehe z.B. (Bock, 1974, S. 360.)

Geordnete Folgen von Zerlegungen können explizit oder grafisch durch sog.
Dendrogramme angegeben werden; Beispiele finden sich in der unten aufge-
führten Literatur. Diese veranschaulichen die sukzessive Vergröberung der
Partitionen durch Fusion von Gruppierungen bzw. umgekehrt die sukzessive
Verfeinerung durch Separation von Gruppierungen. Außerdem eröffnen sie
die Möglichkeit ,  den Zusammenlegungen bzw. Trennungen bestimmte (nu-
merische) Niveaus zuzuordnen; aus ihnen können für alle Paare von Objekten
aus 0, über die Höhe der Knoten, bei der die Objekte durch Kantenfolgen
zusammengeführt werden, Proximities uskl bzw.  u dk l  best immt werden.  Is t
man bei der Analyse von Unähnlichkeitsmaßen oder Distanzen ausgegangen,
so erfüllen die udkl die ultrametrische Ungleichung. (Zur Definition siehe Ab-
schnitt 2; im Fall der Analyse von Ähnlichkeitsmaßen erfüllen die uskl die der
Ultrametrik äquivalente Eigenschaft: für alle ok,ol,o,EO gilt usks 2 min {uskl,

usls}; hier wird von einzelnen Verfahren abgesehen, die sog. Inversionen zulas-
sen (siehe Eckes/Roßbach, 1980, S. 73), und deshalb verschiedentlich zu nicht
interpretierbaren Resultaten führen (ein empirisches Beispiel findet man bei
Steinhausen/Langer, 1977, S. 92f.).)

Da Dendrogramme und Matrizen ultrametrischer Proximities einander einein-
deutig zugeordnet sind, können hierarchische Clusteranalysen als Transforma-
tionsverfahren von empirischen Proximitymatrizen in Ultrametriken charakte-
risiert werden. Dies gibt Anlaß zu einer wichtigen Reformulierung der Aufga-
benstellung von HCA-Methoden: zu einer Matrix, z.B. von Unähnlichkeits-
maßen [dkl], sollen sie eine ultrametrische Matrix, z.B. [udkl], so konstruieren,
daß hinsichtlich einer spezifizierten Zielfunktion Z = f([dkl], [udkl]) die Ultra-
metrik eine optimale Repräsentation der (empirisch) gegebenen Proximityda-
ten darstellt. - Eine Liste solcher Optimalitätsmaße gibt Cormack (1973, S.
338); diese wurden zwar verschiedentlich zur nachträglichen Evaluation der
Resultate von HCA-Verfahren vorgeschlagen, (so nennt Johnson (1967) z.B.
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die Rangkorrelation), ihr konstruktiver Einsatz zur Generierung von Lösun-
gen eines (diskreten) Optimierungsproblems wurde bisher jedoch allzu stark
vernachlässigt. Die Methoden der HCA erhalten dann einen lediglich heuristi-
schen Charakter, d.h. die Resultate der Verfahrensanwendungen führen zu
verschiedenen Vorschlägen zur Lösung des Repräsentationsproblems. In der
Forschungspraxis äußert sich dies manchmal in einer Verfahrensselektion nach
persönlicher Vorliebe und in einer schwer nachvollziehbaren Auswahl ihrer
Resultate nach einem Kriterium der ,theoretischen Angemessenheit‘ bzw. ,In-
terpretierbarkeit‘. (Ein Vorschlag für ein begründeteres Vorgehen wird in Ab-
schnitt 3.3.4 dargestellt. - Es gibt aber auch Autoren, die den konstruktiven
Optimierungsansatz verfolgen: Hartigan (1967), Kruskal/Carroll (1969), Car-
roll/Pruzansky (1980).)

Systematische übersichten und zahlreiche Beispiele zu den (heuristischen)
M e t h o d e n  d e r  H C A  g e b e n : Anderberg (1973, S. 131ff.), Bock (1974, S.
356ff.), Eckes/Roßbach (1980, S. 63ff.), Hartigan (1975, S. 191ff.), Jardine/
Sibson (1971, S. 45ff.), Opitz (1980, S. 96ff.), Späth (1975, S. 147ff.), Stein-
hausen/Langer (1977, S. 73 ff.) und Vogel (1975, S. 249ff.).

Zur Konstruktion von geordneten Folgen von Partitionen der Objektmenge
gibt es zwei übliche Gruppen von Vorgehensweisen: Die agglomerativen Ver-
fahren beginnen mit der feinsten Partition und legen sukzessive Gruppierun-
gen nach einem Kriterium der maximalen Ähnlichkeit bzw. minimalen Di-
stanz zusammen. Die subdivisiven Verfahren beginnen mit der gröbsten Parti-
tion und zerlegen sukzessive die Gruppierungen nach einem Kriterium der
minimalen Ähnlichkeit bzw. maximalen Distanz. Es ist aber durchaus nicht
zwingend, den Analyseprozeß bei den trivialen Partitionen zu beginnen, viel-
mehr ist es mindestens ebenso sinnvoll, zunächst die Konstruktion einer opti-
malen Mengenzerlegung (siehe Abschnitt 3.2) mit einer mittleren Gruppen-
zahl, z.B. von ca. n/2, vorzunehmen, um dann, von dieser Partition ausge-
hend, die Folge der Zerlegungen agglomerativ ,nach oben‘ und subdivisiv
,nach unten‘ zu vervollständigen. Für die Praxis böte sich gerade ein solches
Vorgehen an. Da sehr häufig nicht das Gesamtdendrogramm, sondern ohne-
dies eine Partition ,mittleren Niveaus‘ zur Interpretation herangezogen wird,
liegt es zumindest für diese Fälle nahe, die Bemühung um Optimierung (der
Abbildungstreue) auch in diesem Bereich anzusetzen.

Da für alle gängigen HCA-Verfahren die Ausgangsdaten (Proximities) Ähn-
lichkeiten bzw. Distanzen zwischen einzelnen Objekten angeben, ist die de-
finitorische Festlegung dessen, was unter Ähnlichkeit bzw. Distanz von Grup-
pierungen anzusehen ist, zentrales methodengenerierendes Prinzip. Betrachtet
man z.B. Distanzen, so gilt es folgende Kriteriumsfunktion zu spezifizieren:
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Setzt man z.B. fest, daß man agglomerativ vorgehen will, und daß für Metho-
de M1: ,Funktion‘ z: ,Min‘, für M2: ,Funktion‘ E: ,Max‘ und für M3: ,Funk-
tion‘ E’: ,arithmetisches Mittel‘, so hat man drei prominente HCA-Verfahren
konstruiert:

-M1 heißt ,Single Linkage‘ oder ,Minimum Methode‘; für den Fall der Fusion
von Gp  und Gq  garantiert sie, daß zwei Objekte (je eines aus Gp  und Gq)
mindestens eine Distanz von d(Gp,Gq) aufweisen.

-M2 heißt ,Complete Linkage‘ oder ,Maximum Methode‘; sie garantiert, daß
in der neuen Gruppierung Gp U Gq keine paarweise Distanz zwischen Objek-
ten größer als d(Gp,Gq) ist, weshalb sie auch manchmal ,Diameter Methode‘
genannt wird.

-M 3  heißt  ,Group-Average Methode‘ .

Dieser Darstellungsmodus verdeutlicht, welche Vielfalt von heuristischen Ver-
fahren mit einfachen Mitteln konstruierbar ist: es sind prinzipiell unendlich
viele. Damit wird wiederum die Notwendigkeit des konsequenten konstrukti-
ven Einsatzes von Optimierungsverfahren unterstrichen.

Andererseits kann im Zusammenhang mit (F.l) auch leicht erklärt werden,
warum agglomerative Verfahren sich gegenüber subdivisiven Verfahren so
großer Beliebtheit erfreuen: Sie machen nicht so viel Arbeit bzw. sind leicht
von Hand durchführbar (n<20). Während bei fusionierendem Vorgehen z.B.
auf unterster Stufe (feinste Partition) lediglich n(n-1)/2 Werte d(Gp,Gq) (die
alle noch gleich d(ok,ol) sind) untersucht werden müssen, sind es beim separie-
renden Vorgehen auf oberster Stufe (gröbste Partition) 2n - 1-1 mögliche (bi-
näre) Zerlegungen mit zugehörigen Werten d(Gp ,Gq). Diese ,Ökonomieüber-
legung‘ spricht aber keineswegs von vornherein für die agglomerativen Verfah-
ren, da diese auf niedriger Stufe aufgrund relativ weniger Werte durch die
Zusammenlegungen Vorentscheidungen treffen, die in späteren Stadien des
Analyseprozesses u.U. ,ungünstige‘ Fusionen erzwingen.  Man kann aber
(wiederum, s. o.) davon ausgehen, daß Anwender häufig an der Interpretation
relativ weniger großer Gruppen interessiert sind. Deshalb sollte deren Zusam-
menstellung auch möglichst sorgfältig erfolgen.

3.3.2 Agglomerative Verfahren

Speziell für die kompakte tabellarische Darstellung der verbreiteten agglomera-
tiven Prozeduren wird in der Literatur eine Schreibweise tradiert, die auf
Lance/Williams (z.B. 1967) zurückgeht. Wurden auf einer bestimmten Stufe
der Analyse zwei Gruppierungen Gp und Gq aufgrund z.B. des Kriteriums der
minimalen Distanz bzw. der maximalen Ähnlichkeit für die Aggregation aus-
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gewählt, so ist zunächst zu bestimmen, welche Distanz die neue Gruppierung
Gp  U Gq  zu den anderen Gruppen Gr  haben soll. Durch Spezifikation der
Parameter ap, a4, ß und y der folgenden Rekursionsformel ergeben sich dann
verschiedene agglomerative HCA-Verfahren:

(F.2)

Dabei wurde z.B. d(G r ,Gp) e: d r p  verwendet.

In der Tabelle stehen np, nq, und nr für die Anzahl der Elemente in den Gruppen
Gp ,  Gq  und  G r .  (Ähnliche Übersichten geben Milligan, 1979 (S. 344) und Stein-
hausen/Langer, 1977 (S. 77). Referenzen zu den einzelnen Verfahren gibt Cor-
mack,  1971 (S.  331) .  -  Für  das  ,Single  Linkage‘  ergibt  s ich ta tsächl ich

d ( G r , G , U G , )  = min(drp,drq), da man für beliebige reelle Zahlen x,y schreiben
kann:  min(x,y)  = (x+y- 1 x-y ])/2.)

Eine an der Rekursionsformel orientierte Übersicht der agglomerativen Ver-
fahren geben Eckes/Roßbach (1980, S. 67f.), sowie Steinhausen/Langer (1977,
S. 76ff.). (Für   die von Lance/Williams 1967 aufgrund der Rekursionsformel
entwickelte ,Flexible Strategie‘ schlagen die Autoren selbst einen Wert von
ß = - .25 vor .  Ste inhausen/Langer  (1977,  S.  77)  empfehlen das  Interval l
- . 2  I ß  5 - . 4 . )

Milligan (1979) verwendet die Rekursionsformel, um für bestimmte Parame-
terwerte  ap, aq, ß und y nachzuweisen, daß die zugehörigen Verfahren die
Eigenschaft haben, monotone (ultrametrische) Hierarchien (ohne Inversionen)
zu liefern. Danach ist diese Eigenschaft gegeben, wenn ap + a,+ß 2 1 mit ap,
a,,y 2 0 oder wenn y < 0 mit 1 y 1 I ap,aq  gilt.

Die Beachtung der Verfahrenseigenschaft, invariante Ergebnisse (bezüglich
der Folge der Zerlegungen) bei monotoner Transformation der Proximities zu
liefern (Johnson, 1967; Hubert, 1973), hat ihre Wurzeln in der nicht-metri-
schen mehrdimensionalen Skalierung (siehe z.B. Ahrens, 1974, S. 163ff.). Die
Methoden des ,Single-Linkage‘ und des ,Complete-Linkage‘ erfüllen dieses
Kriterium, da sie bei der Ermittlung der Distanzen zwischen einer ,neuen‘,
durch Fusion entstandenen Gruppierung Gp U Gq und den jeweils ,anderen‘
Gruppierungen Gr lediglich ,Kleiner-‘ bzw. ,Größer-Abfragen‘ vornehmen,
während durch alle anderen Verfahren ,echte‘ arithmetische Rechenoperatio-
nen durchgeführt werden.

Fraglich ist allerdings, ob man dem Kriterium der ,monotonen Invarianz‘ -
wie bisher - eine besondere Dignität zuschreiben sollte. Es besagt zwar, daß
die Verfahren zur Analyse nur die in den Daten vorhandene Ranginformation
nutzen; dies bedeutet aber nicht, daß die Ergebnisse hinsichtlich der Repräsen-
tation der (empirischen) Ranginformation auch optimal sind. Im Gegenteil, da
,Single-Linkage‘ und ,Complete-Linkage‘ nur die Information der jeweiligen



410 Hartmut-A. Oldenbürger

Extremwerte in den nächsten Analyseschritt transferieren, dürften die me-
trisch arbeitenden Verfahren in der Regel, auch bezogen auf nicht-metrische
Kriteriumsmaße, wie z.B. Kruskals ,Stress‘ oder Guttmans Maß(e) der schwa-
chen Monotonie, Ultrametriken generieren, die die Ranginformation in den
Proximitydaten besser abbilden. (Nebenbei sei auf die einfache Möglichkeit
hingewiesen, allen HCA-Verfahren die Eigenschaft der Invarianz bei monoto-
ner Transformation dadurch zuzueignen, daß man vor Verfahrensanwendung
die Proximities rangiert, um dann die Ränge metrisch zu behandeln. Ein sol-
ches Vorgehen dürfte aber wohl als krude zu bezeichnen sein.)

Charakteristisch für die Methoden des ,Single-Linkage‘ und des ,Complete-
Linkage‘ sind ihre Verzerrungseigenschaften (,Spate-Distortion‘, Lance/Wil-
liams, 1967; Hubert/Schultz, 1975). Das ,Single-Linkage‘ neigt dazu, Objekte
bzw. Gruppierungen sukzessive aneinanderzureihen (Kontraktion, ,chaining-
effect‘). Es tendiert zur Ausbildung einzelner großer Gruppen mit Durchmes-
sern, die größer sein können als die Distanzen zwischen Objekten aus ver-
schiedenen Gruppierungen. Das ,Complete-Linkage‘ neigt zur Ausbildung
gleichgroßer Gruppen; das zugehörige Dendrogramm macht zumeist einen
,stark strukturierten Eindruck‘; damit gibt es Separationen von Objekten bzw.
Gruppierungen vor, die relativ eng zusammenliegen können (Dilatation). -
Diese Hinweise auf mögliche Artefaktquellen in den Verfahren gehen auf
Lance/Williams (1967) zurück; sie wurden z.B. von Cormack (1971, S. 331) als
zuwenig formalisiert kritisiert, Baker/Hubert (1975) aber konnten die Ange-
messenheit der Verfahrenscharakterisierung stützen, indem sie in einer Simula-
tionsstudie die durch die Methoden produzierten Typen von Partitionen (Ver-
te i lungen der  Gruppengrößen)  untersuchten (s iehe auch Huber t /Schul tz ,
1975).

Zur Beurteilung der Leistung der Rekursionsformel können die folgenden Ge-
sichtspunkte herangezogen werden:

- Sie leistet eine exakte und kompakte Systematisierung der (bis 1967) be-
kanntesten agglomerativen HCA-Verfahren und entwickelt daraus eine ganze
Klasse neuer heuristischer Methoden (,Flexible Strategie‘). Dieses beinhaltet
allerdings auch die Gefahr der Einschränkung des Blickwinkels aufgrund des
Eindrucks, alle denkbaren Methoden müßten durch die Parameter der Rekur-
sionsformel beschreibbar sein.

- Sie leistet eine ökonomische prozeßbezogene Beschreibung der Analysen,
indem sie verdeutlicht, daß während der Durchführung der Verfahren nicht
ständig auf die ursprüngliche Matrix der Proximities d(ok,ol) zurückgegriffen
werden muß; ausreichend ist die Untersuchung der Proximities zwischen den

Gruppen d(G p ,Gq ) ,  deren Anzahl geringer ist (Informationsreduktion). Dieser
Gesichtspunkt war früher bei der Realisierung der Algorithmen auf elektroni-
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schen Rechenanlagen von Belang (Speicherplatzbedarf), seine Beachtung ist
aber jetzt, außer bei Problemen mit sehr großen Anzahlen von Objekten (z.B.
n > 500), nicht mehr zeitgemäß.

Es sollen nun weitere agglomerative HCA-Verfahren angesprochen werden,
die nicht mehr mit Hilfe der Rekursionsformel charakterisierbar sind; sie ver-
langen während des gesamten Analyseprozesses die Untersuchung der ur-
sprünglichen empirischen Proximities d(ok,ol). Die hier benannten Methoden
haben die Eigenschaft, daß ihre Ergebnisse bei monotoner Transformation der
Proximities invariant bleiben; dabei rechnen sie nicht nur in den (jeweiligen)
Extremwerten, wodurch die unangenehmen Verzerrungseigenschaften des
,Single-‘ und ,Complete-Linkage‘ teilweise vermieden werden können:

(a) D’Andrade (1978) schlägt ein Verfahren vor, das auf den jeweiligen Stufen
die Gruppierungen zusammenlegt, die nach dem, aus der nicht-parametri-
schen Statistik entlehnten, Kriterium der Mann-Whitney-U-Statistik maximal
ähnlich bzw. minimal distant sind. Die Methode verwendet zur Fusionsent-
scheidung lediglich Auszählungen der Ergebnisse von Größenvergleichen für
Proximities von Objektpaaren aus verschiedenen Gruppen (sie führt deshalb
zu Dendrogrammen, die nicht numerisch evaluiert sind, sog. ,bare trees‘
(Boorman/Olivier, 1973)).

(b) Durch Setzung von ,Funktion‘ = : ,Median‘ in (F.l) entsteht ein Verfahren,
das die Gruppen nach dem Kriterium des minimalen Medians der Distanzen
von Objekten aus zwei verschiedenen Gruppen zusammenfaßt. (Diese Metho-
de darf nicht mit der geometrisch orientierten ,Median Method‘ (Nr. 6 der
Übersicht) verwechselt werden.) (Weitere Verfahren ergeben sich durch Ein-
setzen anderer, insbesondere robuster Maße der zentralen Tendenz der Proxi-
mities von Objekten aus (zwei) verschiedenen Gruppen.) Speziell die Verwen-
dung des  Medians  wurde, wie Johnson (1967) mitteilt, von J. D. Carroll
(mündlich) vorgeschlagen.

(c) Ergänzend ist an dieser Stelle auf ein Verfahren von Hubert (1973, S. 55),
die ,Objective Function Method‘ und auf die Klasse der ,r-Diameter-Hierar-
chical-Clusterings‘ hinzuweisen (Hubert/Schultz, 1975; Hubert/Baker, 1977).
Diese Methoden sind zwar ,monoton invariant’, aber nicht ,konservativ‘, d.h.
sie zeigen in unterschiedlichem Maße Verzerrungen.

Die unter (a) bis (c) angesprochenen heuristischen agglomerativen HCA-Ver-
fahren zeigen zwar gegenüber ,Single-‘ und ,Complete-Linkage‘, wie von
D’Andrade (1978) und Hubert/Baker (1977) für ihre Methoden ausgewiesen
wird, die besseren Goodness-of-Fit Leistungen hinsichtlich des nicht-metri-
schen Goodman-Kruskal y, es kann aber (noch) nicht allgemein garantiert
werden, daß die von den Verfahren generierten Resultate monoton hierar-
chisch, d.h. ultrametrisch sind.
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3.3.3 Subdivisive Verfahren

Für die Klasse der ,absteigenden‘ HCA-Methoden, die von der gröbsten Parti-
tion Z(0) = 0 ausgehen und die Zerlegungen sukzessive verfeinern, kann gene-
rell ausgesagt werden, daß konzeptuell alle Ansätze der Mengenzerlegung
(Abschnitt 3.2) und der agglomerativen Verfahren (S.O.) als Heuristiken zur
Konstruktion divisiver Methoden herangezogen werden können. Für zusam-
menfassende Darstellungen, wie der hier vorliegenden ist es daher verständ-
l ich,  wenn der  Diskussion zer legender  hierarchischer  Methoden weniger
Raum gegeben wird. Die geringe Verbreitung in der Anwendung ist darüber
hinaus leicht aus den gewöhnlich immensen Anzahlproblemen der (binären)
Partitionierung erklärt. Solange aber kriteriumsgeleitete Optimierungsverfah-
ren zur Approximation von Ultrametriken an empirische Proximitymatrizen
nicht allgemein verfügbar sind, sollte insbesondere den heuristischen Verfah-
ren der sukzessiven Zerlegung erhöhte Beachtung zukommen. Dieser Emp-
fehlung soll mit der folgenden Argumentation (nochmals) Nachdruck verlie-
hen werden: Während agglomerative HCA-Verfahren zunächst in den kleinen
Distanzen arbeiten und (Vor-)Entscheidungen treffen, gehen divisive Metho-
den anfangs von der Untersuchung der großen Distanzen bzw. geringen Ähn-
lichkeiten aus; es sind aber gerade die großen Entfernungen, welche für die
Global- oder Gesamtstruktur einer Objektmenge besonders prägend sind. Die
Geltung dieser Aussage wird durch eine Untersuchung von Graef/Spence
(1976, zitiert bei Kruskal, 1977) gestützt. Die Autoren konnten durch die
Anwendung von MDS-Algorithmen nachweisen, daß die Streichung kleiner
Distanzen aus der Proximitymatrix auf die Struktur von Punkten im Raum
erwartungsgemäß weit geringer deformierend wirkt, als die Streichung großer
Distanzen. Deshalb sollten Investitionen in die Analyse der größeren Unähn-
l ichkei ten lohnend sein,  zumal  die  zunehmende Verbrei tung schnel ler
Computer solchen intensiven Bemühungen entgegenkommt.

Im Einzelnen sei ergänzend auf folgende Ansätze der sukzessiven Zerlegung
hingewiesen:

(a) Hubert (1973) stellt (neben einem weiteren Verfahren) subdivisive Pen-
dants zum agglomerativen ,Single-‘ und ,Complete-Linkage‘ zur Verfü-
gung. Diese Methoden liefern ebenfalls invariante Resultate bei monotoner
Transformation der  Proximitymatr izen und s ind zudem ökonomisch
durchführbar.

(b) Ein zum agglomerativen ,Minimum Variante‘ Verfahren nach Ward (1963)
(Methode 7 der Übersicht in 3.3.2) gehörendes subdivisives Pendant haben
Edwards/Cavalli-Sforza (1965) vorgeschlagen. Ihm wird wegen der benö-
tigten extremen Rechenzeiten z.B. von Eckes/Roßbach lediglich ,,illustra-
tiver Wert“ (1980, S. 80) zugeeignet. Diese Einschätzung muß aber wohl
revidiert werden, nachdem Herden/Steinhausen (1979 mit Fortran-Pro-
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gramm) einen effektiven Branch-and-Bound Algorithmus zur Berechnung
des globalen Minimums des Varianzkriteriums angeben.

(c) Für die (in Abschnitt 3.3.2 angesprochene) Festlegung ,Funktion’=: ,Me-
dian‘, bei der im subdivisiven Fall der Median der paarweisen Distanzen
von (zwei) Gruppen für die Aufteilung maximiert wird, können - wie
auch für andere komplexe Kriteriumsfunktionen - Austauschalgorithmen
verwendet werden. (Diesem Vorgehen folgt Späth (1976) bei Vorliegen
von Datenmatrizen [x i j] für die Minimierung des L1-Kriteriums: Summe
der absoluten Abweichungen vom Median. Siehe auch Späth (1977) und
Banfield/Basill (1977), sowie Späth/Müller (1979) für weitere Anwendun-
gen (jeweils mit Fortran-Programmen).)

(d) Eine interessante Beobachtung führte McQuitty (z.B. 1968) zur Entwick-
lung seiner ,Iterative Intercolumnar Correlational Analysis‘: Korreliert
man paarweise die Zeilen einer Korrelationsmatrix K1  zur Herstellung
einer Korrelationsmatrix K2 und iteriert dieses Vorgehen, so tritt gewöhn-
lich (,usually‘, S. 466) ein Konvergenzphänomen ein:  KN  =  KN + 1 .  Die
Matrix KN hat dann nur noch Eintragungen von +1 und -1 und ist einer
Zerlegung der Menge der Variablen eineindeutig zugeordnet. Wendet man
dieses Vorgehen sukzessive auf die entstandenden Untergruppen bzw. de-
ren zugehörige Untermatrizen an, so entsteht im (zumeist) erfolgreichen
Fall eine Folge von (binären) Zerlegungen. Das Verfahren kann somit als
heuristische subdivisive HCA angesehen werden. Es hat zumindest folgen-
de Schwächen :
(1) Auf jeder Stufe wird die Zerlegung ohne jedes explizite Optimierungs-
kriterium vorgenommen. Diese Eigenschaft teilt die Methode mit anderen
Zerlegungsprozeduren.
(2) Es ist fraglich, ob die Produkt-Moment-Korrelation wegen ihrer Inva-
rianz bei linearen Transformationen als Maß für die Übereinstimmung von
Zeilen von Korrelationsmatrizen geeignet ist.
(3) Die Konvergenzeigenschaft des Vorgehens konnte, trotz der Begrün-
dungsbemühung von McQuit ty/Clark (1968)  bisher  nicht  bewiesen
werden.
Dazu sei hier mitgeteilt, daß (nach eigenen Untersuchungen) auch bei
Verwendung verschiedener Distanzmaße zur iterativen Analyse dieser Art,
nach einigen Schritten (mit Normierung) Konvergenz in dem Sinn eintritt,
daß die resultierende Distanzmatrix eine Verteilung hoher gegenüber sehr
niedrigen Eintragungen enthält, die einer Zerlegung zugeordnet ist. (Er-
gänzend sei auf eine vergleichbare Technik von Bonner (1964) verwiesen,
der Ähnlichkeitsmaße verwendete.) - Solche Proximitymaße von Proxi-
mities und ihre Leistungen zur Generierung disjunkter Hierarchien sollten
verstärkt formal und im Rahmen von (vergleichenden) Evaluationsstudien
untersucht werden. Die inneren Zusammenhänge dieser Vorgehensweise
und ihre Effizienz für die Anwendung bedürfen der Klärung.
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3.3.4 Evaluation, Anwendung und Weiterentwicklungen

Evaluationsstudien zu HCA-Verfahren liegen m. W. ausschließlich für deren
agglomerative Varianten vor. Zwei Typen von Studien lassen sich grob unter-
scheiden :

(a) Tests nach dem Modell der Mischverteilungen gehen von einer Gesamtpo-
pulation aus, die sich aus mehreren Subpopulationen mit unterschiedlichen
Verteilungstypen, Mittelwert(svektor)en und/oder Kovarianzmatrizen zu-
sammensetzt. Aus der Gesamtpopulation werden Stichproben generiert
und den HCA-Verfahren unterworfen, zur Leistungsbewertung wird ab-
schließend die Herkunft der Objekte (Punkte) aus den jeweiligen Subpo-
pulationen mit ihrer Clusterzuordnung durch die Methoden über Kappa-
oder Rand-Statistiken verglichen (Blashfield, 1976, Edelbrock, 1979, Edel-
brock/McLaughlin, 1980, McIntyre/Blashfield, Milligan, 1980).
Bei insgesamt guten Zuordnungsleistungen sind die Verfahren (im Sinn
einer Interaktion) differentiell sensitiv für verschiedene, durch das Popula-
tionsmodell spezifizierte Ausgangssituationen. Es werden also keine gene-
rellen Empfehlungen ausgesprochen. (Nach meinem Eindruck ergibt eine
Übersicht leichte Vorteile für die ,Average‘-Methoden und die ,Minimum-
Variante‘-Technik.) Relativ einhellig dagegen sind die Warnungen vor der
Betrachtung nur einer Lösung, da die Verfahren in der Regel sehr verschie-
dene Resultate erbringen, die es jeweils genau zu untersuchen gilt.
(Für diesen Typ von Evaluationsstudien lassen sich die Leistungen der
HCA-Verfahren mit denen der Mengenzerlegungsmethoden vergleichen.
Dabei sind die Ergebnisse der für diesen Zweck speziell konstruierten
Part i t ionierungsalgori thmen (z .B.  aus der  K-Means-Gruppe,  Mil l igan,
1980) erwartungsgemäß besser, wenn ihnen nur plausible Startpartitionen
(Z .B.  HCA-Ver af hren als Heuristik) zur Verfügung gestellt werden.)

(b) Untersuchungen zur Anfälligkeit von HCA-Verfahren bei Vorliegen von
Fehlern in den Daten gehen von der Konstruktion ,wahrer‘ metrischer
oder ultrametrischer Proximitymatrizen aus. Ultrametriken werden dann
mit aus verschiedenen Verteilungen stammenden zufälligen Fehlern über-
lager t  und den HCA-Verfahren unterworfen.  Zur  Leis tungsbewertung
wird abschließend die Ranginformation in der ursprünglichen Metrik oder
Ultrametrik mit der Ranginformation in den durch die Verfahren generier-
ten Ultrametriken verglichen; dazu verwendet man Kendalls Tau oder
Goodman-Kruskals Gamma (Baker, 1974; Cunningham/Ogilvie, 1972;
D’Andrade, 1978; Hubert/Baker, 1977). Auch in diesen Untersuchungen
ergibt sich eine Interaktion von Ausgangssituation und Methoden: Sind die
,wahren‘ (Ultra-)Metriken ,verkettet‘, so wird dies vom ,Single-Linkage‘
besser reproduziert; ansonsten stimmen die Ergebnisse des ,Complete-
Linkage‘, vor allem aber die ,mittleren‘ Verfahren, z.B. ,Group-Average‘
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und ,Minimum Variante‘, deutlich besser mit den ursprünglichen Daten
überein.
Da dem Anwender in der Regel nicht bekannt ist, inwieweit ,Verkettun-
gen‘ in seinen Proximitydaten vorliegen, bleibt ihm (wiederum) nur die
Durchführung mehrerer HCA-Verfahren und die genaue Untersuchung
ihrer Ergebnisse.

Evaluationsstudien führen also nicht zu generellen Empfehlungen. Vielmehr
scheinen die heuristischen HCA-Verfahren für verschiedene Aspekte oder
Merkmale der Daten sensibel zu sein, bzw. scheinen durch ihre Darstellungs-
resultate unterschiedliche ,Aspekte‘ oder Merkmale der Daten hervorzuheben
oder ihnen aufzuprägen.

Die für die ökonomische Anwendung von HCA-Verfahren notwendigen Pro-
gramme wurden überwiegend für die agglomerativen Varianten publiziert,
z.B. Anderberg (1973, S. 276ff.), Hartigan (1975, S. 215ff.), Späth (1975, S.
165ff.), Steinhausen/Langer (1977, S. 83ff.) Oder in Programmsysteme imple-
mentiert, z.B. BMDP (siehe Dixon, 1975, S. 307ff.) und Clustan (siehe Wis-
hart, 1978, S. 31 ff.). Veröffentlichungen von Programmen zu den hierarchisch
subdivisiven Verfahren finden sich nur vereinzelt, z.B. Späth (1975, S. 148 ff.),
so daß man (vorerst) ersatzweise auf die unökonomische wiederholte Anwen-
dung von Mengenzer legungsprozeduren zurückgreifen muß (Hinweise  zu
Programmen, siehe Abschnitt 3.2). - Eine Diskussion und partielle Evalua-
tion zu Computerprogrammen für hierarchische Clusteranalysen findet man
bei Aldenderfer/Blashfield (1978). Ergänzend sei hier auf einen beachtenswer-
ten Gesichtspunkt der Programmanwendung hingewiesen (der auch in der
methodologischen Literatur zumeist übergangen wird): Generell können wäh-
rend der Durchführung von (heuristischen) Verfahren Eindeutigkeitsprobleme
auftreten. Bei agglomerativen Verfahren z.B. können in einer Matrix von
Unähnlichkeitsmaßen zwischen Gruppen zwei (oder mehrere) minimale Ein-
tragungen vorliegen, mit d(Gp ,Gq)=d(Gp ,G r). Es ist nun mit Hilfe eines be-
gründeten Entscheidungskriteriums die Frage zu beantworten, ob die Gruppe
p mit der Gruppe q oder mit der Gruppe r fusioniert werden soll. Wird dieses
Problem in einem Programm nicht explizit thematisiert, so nimmt dieses bei
der Ausführung zumeist automatisch eine Entscheidung vor, die vom Benut-
zer unbemerkt bleibt. Das Verfahren erfüllt dann ein relevantes methodisches
Kriterium nicht, nämlich das der Unabhängigkeit des Resultats von der Rei-
henfolge der Objekte (zu diesem und weiteren Kriterien siehe Wright, 1974).
Ein positives Gegenbeispiel aber geben z.B. Steinhausen/Langer (1977, S. 83),
die einen programmierten Fehlerindikator einführen.

In der Forschungspraxis stellen sich im Zusammenhang mit der Anwendung
von hierarchischen Clusteranalysen in verschiedenen Phasen des Vorgehens
eine Reihe von Problemen, deren Darstellung im folgenden mit entsprechen-
den Lösungsansätzen versehen wird:
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Für vorliegende Daten stellt sich vor der Anwendung von HCA-Verfahren die
Frage nach deren Angemessenheit für die Repräsentation der Proximities. Da-
mit wird für eine a-priori-Evaluation nach einem Entscheidungskriterium ge-
sucht, welches die ,clusteriness‘ (siehe Sneath 1969, S. 263) der Daten beur-
teilt. - Für den Fall gegebener Datenmatrizen (Beobachtungswiederholungen
x (numerische) Merkmale) haben Oldenbürger/Becker (1976, besser verfügbar
in Oldenbürger/Schwibbe, 1980) eine Strategie entwickelt, die eine statistische
Prüfung der Clusterbarkeitshypothese gestattet. (Zu einem ähnlichen Vorge-
hen führt ein unabhängiger Vorschlag Sodeurs (1976) im Anschluß an Vogel
(1975).) Dazu wurde eine Klasse von Maßen definiert, die die Abweichung der
Proximities, z.B. Distanzen, von der ultrametrischen Ungleichung quantifi-
zieren. (Passager wird ein einfacheres Maß auch z.B. von Carroll/Pruzansky
1980, S. 113 erwähnt.) Die Konstruktion des statistischen Tests erfolgte unter
Verwendung der ,Philosophie‘ der Randomization-Tests (Edgington 1969,
1980); dazu wurde eine geeignete Randomisierungsbasis gewählt, in der die
Verteilungen der Variablen und damit ihre Kenngrößen erhalten bleiben. Für
die statistische Entscheidung wird dann die Abweichung von der ultrametri-
schen Ungleichung für die empirischen Distanzen (hinsichtlich einer gewähl-
ten Modalität) mit der Verteilung der Abweichungen von der ultrametrischen
Ungleichung für Distanzen aus zufälligen Datenmatrizen verglichen. (Diese
werden durch zufällige Permutation der ursprünglichen Daten innerhalb der
Variablen über die Beobachtungswiederholungen generiert.) - Für den Fall
direkt erhobener Proximitymatrizen schlagen Sattath/Tversky (1977) die Un-
tersuchung der Verteilung der Proximities vor. Sie konnten nämlich zeigen
(Skewness-Theorem, 1977, S. 342ff.), daß die Verteilungen von Distanzen
zwischen Punkten, die in euklidischen Räumen liegen, eher rechtsschief bzw.
linkssteil sind, während Verteilungen von Distanzen zwischen Punkten in
additiven Bäumen, z.B. Dendrogrammen, linksschief bzw. rechtssteil sind.
(Dieser Ansatz ist allerdings bisher nicht mit einem statistischen Prüfverfahren
gekoppelt, was aber durch Konstruktion eines Randomization-Tests für be-
stimmte Fälle relativ leicht geleistet werden kann. Dabei sind dann die tripel-
weisen Einschränkungen der Distanzen über die Dreiecksungleichung zu be-
rücksichtigen.)

Hat man sich für die Durchführung der hierarchischen Clusteranalyse ent-
schieden, so gibt es a-priori keine spezielle Methode der Wahl, deren Resultat
eine optimale Repräsentation der Proximities garantiert. Es sollten also vielfäl-
tige, möglichst auch subdivisive Verfahren eingesetzt werden. Nach deren
Anwendung stellt sich dann die Frage nach einer quantitativen a-posteriori-
Evaluation der Resultate und damit einer nachvollziehbaren Auswahl der be-
sten Repräsentation(en). Es gilt also, geeignete Goodness-of-Fit Kriterien für
hierarchische Gruppierungen zu definieren (siehe z.B. Gower, 1975; eine Li-
ste gibt Cormack, 1971, S. 338):
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- Soll den Proximitydaten nur der Charakter von Ranginformationen unter-
stellt werden, so bietet sich als globales Maß für die Güte der Anpassung der
ursprünglichen Proximities durch die aus den Dendrogramm rekonstruierten
ultrametrischen Ähnlichkeits- bzw. Unähnlichkeitsmaße Goodman-Kruskals
y an (ein Rechenbeispiel gibt Lienert, 1978, S. 554ff.). Selbstverständlich dür-
fen auf diesen Index die üblichen statistischen Prüfverfahren nicht mehr ange-
wendet werden. (Für kleine n(<16) und die speziellen Verfahren des agglome-
rativen ,Single-‘ und ,Complete-Linkage‘ gibt Hubert (1974) Tabellen, die eine
zufallskritische Beurteilung von y gestatten. Wegen der Verfahrensabhängig-
keit dieses Vorgehens ist die statistische a-priori-Prüfung der globalen Cluster-
barkeitshypothese durch (approximative) Randomization-Tests wohl vorzu-
ziehen.)

- Sind die Proximitymaße metrisch konstruiert worden oder wird ihnen me-
trischer Charakter zugeeignet, so bedarf es eines Zwischenschrittes vor der
Anwendung globaler Goodness-of-Fit Kriterien. Wählt man z.B. die (kophe-
netische) Korrelation r( empdkl,ultdkl) (Hubert/Baker, 1977b), das ist die Pro-
dukt-Moment-Korrelation zwischen den Eintragungen der Dreiecksmatrizen

(ohne Diagonale), oder die Lp-Abstandsnorm 11 empdkl - ultdkl IP, mit p=2 als

globales Maß für die Abbildungstreue der ursprünglichen Daten durch die
konstruierte Ultrametrik, so ist dieser Index nur beziigl. des ,Group-Average‘
oder seines divisiven Pendants als fair anzusehen (Farris, 1969). Alle anderen
Verfahren generieren nämlich global und/oder partiell gedehnte oder gestauch-
te Dendrogramme bzw. Ultrametriken, so daß ein Vergleich der einzelnen
Strukturierungsvorschläge (Dendrogramme) erst nach Beseitigung dieser Ver-
fahrenseinflüsse durch Berechnung einer optimal angepaßten Ultrametrik ultdkl

erfolgen sollte. Dazu stehen die Techniken der numerischen Approximation
gegebener Baumstrukturen an Proximitymatrizen zur Verfügung, wie sie etwa
bei Eisler (1973) oder ROSk am (1975, S. 49f.) für die generelle Anwendung
beschrieben werden. Im hier zur Debatte stehenden Fall aber reicht es aus, die
(L2-)Knotenhöhe jeweils durch Mittelung der empirischen Proximities anzu-
geben, deren zugehörige Objektpaare durch den Knoten erst zusammenge-
führt werden. (Bei Wahl der robusteren Lp-Abstandsnorm mit p = 1 wäre hier
die Angabe des Medians angemessen.) Nach dieser numerischen Anpassung
können die strukturellen Verfahrensvorschläge (Dendrogramme) verbessert
graphisch dargestellt und ihre Abbildungsleistung durch Berechnung von z.B.

r(empdkl ,u l td’k l) quantitativ bewertet werden.

Hat man nach Berechnung der Globalmaße eine begründete Auswahl unter
den Repräsentationen getroffen, so verbleibt als Aufgabe die spezifischere
Untersuchung der Abbildungsleistung des HCA-Resultats. Diese kann durch
Inspektion der Rangplatzdifferenzen oder der Residuen empdk l - ul td’k1  erfol-
gen; das Vorzeichen solcher Werte gibt dann an, ob die jeweiligen Objektpaare
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durch die clusteranalytische Darstellung als zu stark separiert oder als zu eng
zusammengehörig ausgewiesen werden; die absolute Größe solcher Abwei-
chungswerte zeigt auf, an welchen Stellen die kompakte Repräsentation durch
hierarchische Gruppierung erhebliche ,Fehlleistungen‘ zeitigt. - Eine solche
(exploratorische) Bemühung kann einerseits undifferenzierte Globalinterpre-
tationen von Dendrogrammen vermeiden helfen, andererseits könnte die Ver-
teilung (das ,Pattern‘) der Abweichungen Hinweise auf (weitere) alternative
Repräsentationsmodi der Proximitydaten liefern.

Sollen in der Anwendung verschiedene hierarchische Strukturierungen vergli-
chen werden, so ist dazu auf folgende Ansätze hinzuweisen:

- Boorman/Olivier (1973) definieren eine Reihe von Metriken über Folgen
von Partitionen bzw. über Ultrametriken, die z.B. zur Auswahl eines ,mittle-
ren‘, maximal konsistenten Dendrogramms herangezogen werden sollen.

- Zur konfirmatorischen statistischen Prüfung der Übereinstimmung a-prio-
ri formulierter hierarchischer Strukturhypothesen mit den Resultaten der An-
wendung von HCA-Verfahren auf (unabhängige) Daten setzen Hubert/Baker
(1977) das äußerst flexible Paradigma des ,quadratischen Assignierens‘ ein
(Lawler, 1975; Hubert/Schultz, 1976). Diese generelle Strategie der Datenana-
lyse ist über die Untersuchung von Permutationsverteilungen eng mit der
Methodologie der Randomization-Tests verknüpft. Sie gestattet auch eine
konfirmatorisch zufallskritische Beurteilung der Übereinstimmung von (z.B.
nach Verfahrensanwendung ultrametrischen) Proximitymatrizen aus verschie-
denen Untersuchungsgruppen (Subsamples). Gleichzeitig liefert die Theorie
des quadratischen Assignierens eine Grundlage zur probabilistischen Evalua-
tion der von Boorman/Olivier (1973) vorgeschlagenen Distanzmaße für Folgen
von Partitionen. - Bei der Anwendung dieser komfortablen Evaluations- und
Prüfstrategie ist zur Vermeidung von Artefaktinterpretationen grundsätzlich
zu beachten, daß die zu vergleichenden Proximitymatrizen unabhängiger Her-
kunft sind. (So wäre z.B. die ,Prüfung‘ der kophenetischen Korrelation zwi-
schen empirischer Proximitymatrix und der nach Verfahrensanwendung re-
konstruier ten Ultrametr ik unzulässig.)  -  Erhebl iche Weiterentwicklungen
des Paradigmas des quadratischen Assignierens durch die Einführung und
Untersuchung des Vergleichs genereller Proximityfunktionen werden von Hu-
bert/Baker (1977), Hubert (1978) und Hubert/Baker (1979) angeregt. Im hier
gegebenen Diskussionszusammenhang ist die Möglichkeit des simultanen Ver-
gleichs K unabhängiger Proximitymatrizen von besonderem Interesse (Hu-
bert, 1979c; siehe auch Hubert, 1979a, 1979b). An dieser Stelle muß aber
ebenso auf die Ansätze zur Prüfung von Strukturhypothesen zu Korrelations-
und Kovarianzmatrizen in den Arbeiten Jöreskogs (z.B. 1978) hingewiesen
werden (siehe auch Steiger, 1980).



Clusteranalyse 419

Abschließend sei hervorgehoben, daß die Ausführungen in diesem Kapitel sich
vornehmlich auf die Anwendung von HCA-Verfahren zur Konstruktion von
Folgen von Partitionen mit Gruppen lagehomogener Objekte bezogen. Diese
Einschränkung aber ist weder notwendig noch sinnvoll. Nach Definition ge-
eigneter Proximitymaße und/oder Optimierungskriterien können Verfahren,
die hierarchische Repräsentationen generieren, für verschiedenste Zielsetzun-
gen verwendet werden. Als Beispiele für weitere Entwicklungen seien die
folgenden Ansätze genannt:

- Bei Vorliegen nominaler Datenmatrizen kann die hierarchische Entropie-
analyse der ,Canberra-Schule‘ eingesetzt werden (z.B. Williams/Lance,
1977).

- Wendet man die Hierarchisierung auf allgemeinere Problemstellungen der
Mengenzerlegung an, wie sie zum Abschluß des Abschnitts 3.2 aufgewie-
sen werden (z.B. Aufteilung nach Distanz zu Hyperebenen, ,Klassifika-
tionsansatz’), so erhält man weitere Verfahrensklassen, für die in erster
Linie subdivisives Vorgehen adäquat sein wird.

- Die  Aufhebung der  Einschränkung,  hierarchische Clusteranalysen auf
symmetrische Proximitymatrizen anzuwenden (ohne diese einfach durch
Mittelung korrespondierender Eintragungen zu symmetrisieren,) nimmt
Hubert (1973) vor (siehe auch Hubert, 1976 und Baker/Hubert, 1977).

- In Abhebung von der sonst üblichen ,ungerichteten‘ Clusteranalyse ent-
wickelten Kleiter/Timmermann (1977) einen Algorithmus zur gerichteten
hierarchischen Voraussetzungs-Struktur-Analyse. Eine ausführliche Dar-
stellung dieser inhaltlich-theoretisch interessanten Repräsentationsverfah-
ren am Beispiel der Analyse sachlogischer und empirischer Lernvorausset-
zungen (Lernwege) geben Kleiter/Petermann (1977, mit Computerpro-
grammen, siehe auch Kleiter, 1980).

In den folgenden Abschnitten werden einige Ansätze dargestellt, die den Rah-
men der Anwendung clusteranalytischer Verfahren auf die Untersuchung wei-
terer diskreter mathematischer Strukturen ausdehnen.

3.4 Baumrepräsentationen und hybride Modelle

Zusammenhängende, kreislose Graphen werden als Bäume bezeichnet (siehe
z.B. Berge, 1976, S. 24f.; Harary, 1974, S. 42f.). Die Verbindung dieses
Konzepts mit der Clusteranalyse ergibt sich insbesondere aus der Möglichkeit,
die durch Anwendung von Verfahren der hierarchischen Clusteranalyse gene-
rierten Dendrogramme als spezielle Bäume anzusehen. Die daran anknüpfba-
ren Weiterentwicklungen der  Baumrepräsentat ion von Proximitymatr izen
(Patrinos/Hakimi, 1972) sollen im folgenden kurz angesprochen werden.
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Faßt man Dendrogramme als ultrametrische Bäume auf (im Unterschied zur
nicht-metrischen Interpretation als ,bare trees‘, siehe Boorman/Olivier, 1973),
so sind folgende Einschränkungen charakteristisch:

(a) Alle Objekte erscheinen als Endpunkte bzw. terminale Knoten des Baums
u n d

(b) die Entfernungen zwischen allen Objekten aus elementfremden Gruppie-
rungen sind gleich groß.

Lockert man die Restriktionen und verlangt lediglich, daß den Kanten des
Baumes positive Gewichtszahlen zugeordnet werden, deren Addition die Län-
ge des Weges (Kantenfolge) zwischen den jeweiligen Objektpaaren angibt, so
entstehen die sogenannten freien oder additiven Bäume. Die durch sie abgebil-
deten Distanzen folgen der sogenannten Vierpunktmetrik (Bunemann, 1971):

Für alle ok,ol,or,os E 0 gilt:

(vgl. Abschnitt 2; es gilt ferner: (D. 5) + (D. 6) + (D. 4)). Algorithmen zur
Repräsentation von Proximitymatrizen durch additive Bäume sowie Anwen-
dungsbeispiele geben Cunningham (1974, 1978), Sattath/Tversky (1977), Car-
roll/Chang (1973) und Carroll (1967) sowie Carroll/Pruzansky (1980). In eng-
stem Zusammenhang mit diesem strukturellen Ansatz stehen die fundamenta-
len theoretischen Diskussionen des Feature-Modells der Ähnlichkeit durch
Tversky (1977) und des probabilistischen Choice-Modells der Präferenz durch
Tversky/Sattath (1979). Colonius/Schulze (1977, 1979) geben notwendige und
hinreichende Bedingungen für die Baumrealisierbarkeit einer empirischen,
nicht-numerischen Struktur an und schlagen eine Konstruktionsmethode vor.
- Boyd/Wexler (1973) entwickeln eine Komponentenanalyse strukturierter
Bäume (mit ungerichteten Kanten) und wenden sie auf die semantische Analy-
se von Verben an. - Läßt man für additive Bäume die Einschränkung fallen,
daß die positiv gerichteten Kanten ungerichtet sind und ersetzt diese durch
zwei gerichtete Kanten mit verschiedenen Gewichten, so erhält man sogenann-
te gewichtete bidirektionale Bäume. Cunningham (1978) benennt notwendige
und hinreichende Bedingungen für deren Existenz und Eindeutigkeit und zeigt
die Möglichkeiten der Repräsentation unsymmetrischer Proximitymatrizen
durch bidirektionale Bäume an einem Beispiel aus dem Bereich des ,sentence
memory‘ auf.

Erste Vorschläge zur Repräsentation von Proximitydaten durch gemischte
bzw. hybride Modelle gehen auf Degerman (1970, 1972) zurück. Diese kombi-
nieren klassifikatorische Darstellungen mit denen der mehrdimensionalen Ska-
lierung. (So unterscheiden sich beispielsweise Tiere einerseits hinsichtlich dis-
kreter Charakteristika (z.B. ,ist Säugetier‘ oder ,ist nicht Säugetier‘), anderer-
seits hinsichtlich kontinuierlicher Merkmale (z.B. Größe).) In der erweiterten
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Fassung von Carroll (1976) werden gegebene Proximitymatrizen, z.B. von
Unähnlichkeiten D emp , als additive Kombinationen verschiedener (theoreti-
scher) Proximitymatrizen dargestellt:

(,=‘ steht für ,approximiert nach einem Optimalitätskriterium‘). Dabei stehen
die D1 bis Dm für Proximitymatrizen, die z.B. Abstände aus (mehr)dimensio-
naler Skalierung, ultrametrischen Bäumen und/oder additiven Bäumen darstel-
len. Den überzeugenden Erfolgen dieses generellen Ansatzes bei der Repräsen-
tation exemplarischer Daten (siehe auch Carroll/Pruzansky, 1980) und der
Verfügbarkeit algorithmischer Lösungen, insbesondere durch alternierende
Kleinst-Quadrat-Approximationen (siehe dazu auch die Referenzen in Young/
de Leeuw/Takane, 1980), stehen z.Z. noch Probleme gegenüber, die auf die
immense Flexibilität der Repräsentation und die entsprechend große Zahl der
zu schätzenden Parameter zurückgehen; sie betreffen vor allem die Eindeutig-
keit und Identifizierung der Modelle sowie deren Prüfbarkeit.

3.5 Überlappende Gruppierung

Die bisher in diesem Kapitel behandelten Ansätze zur Erzeugung homogener
Gruppen verlangen, daß diese paarweise elementenfremd bzw. disjunkt sind:

Zwar sind in der Anwendung deutlich überwiegend Verfahren eingesetzt wor-
den, die diese Einschränkung vornehmen, es lassen sich aber leicht Fälle ange-
ben, die eine Einteilung von Objekten in einander ausschließende Klassen
unangemessen erscheinen lassen. (So stellt z.B. die Liste wissenschaftlicher
Publikationen unter sogenannten ,key-words‘ im Index der ,Psychological
Abstracts‘ eine nichtdisjunkte Gruppierung dar; es wäre nicht praktisch, wür-
de man jede Arbeit nur unter genau einem Schlagwort finden können (Zerle-
gung).) In der methodologischen Literatur findet sich eine Fülle von Verfah-
ren, die für eine Objektmenge mit gegebener (symmetrischer) Proximityma-
trix zumindest eine Menge A = {G1,G2,. . . ,Gp,Gq, . . .} generieren, deren
Elemente nichtdisjunkte Gruppierungen sind. Da diese Konstruktionsmetho-
den in der Regel ohne Optimalitätskriterium arbeiten, müssen sie als heuri-
stisch bezeichnet werden. Neben dem notwendig hohen Aufwand liegt wohl
auch in dieser Eigenschaft ein Grund, warum sie in der Anwendung bisher so
wenig Beachtung fanden: Es liegt im allgemeinen kein Maßstab vor, nach dem
alternative Klassifikationssysteme At  als mehr oder weniger angemessen zur
Repräsentation einer Objektmenge und deren Proximities beurteilt werden
können. Von gegenwärtigen Verfahrensentwicklungen aber wird dieser Ge-
sichtspunkt stärker berücksichtigt.
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Die wohl ausführlichste Übersicht der theoretischen Grundlagen und der viel-
fa l t igen Verfahren zur  über lappenden Gruppierung gibt  Bock (1974,  S.
3 1 6 f f . ) .  -  I n diesem Abschnitt wird dagegen die kurze Diskussion auf drei
zentrale Ansätze eingeschränkt: die Untersuchung maximaler Cliquen, die
Generierung überlappender Cluster nach Jardine/Sibson und das ADCLUS-
Modell von Shepard/Arabie.

Für die Betrachtung der Aufgabenstellung unter dem Stichwert ,maximale
Cliquen‘ sei zu einer Objektmenge eine Matrix von Unähnlichkeiten [dk l]
vorgegeben. Unter einer Clique der Stufe c (cut) versteht man eine Menge
Gp c 0, deren sämtliche Paare von Elementen einander nicht unähnlicher sind
als durch c angegeben wurde:

,Maximal‘ heißt die Clique Gp, wenn es in der Restmenge 0 \ Gp kein weite-
res Objekt o r  gibt, dessen Unähnlichkeiten zu allen Objekten in der Clique
kleiner/gleich c sind. Auf beinahe natürliche Weise führen diese Begriffsbe-
stimmungen zu einem - auf den ersten Blick - einfachen heuristischen Kon-
struktionsverfahren überlappender Gruppierungen: (1)  Man legt einen geeig-
neten Wert c fest und (2) sucht alle maximalen Cliquen der Stufe c. Für beide
Schritte gibt es algorithmische Lösungsansätze:

(1) Faßt man beispielsweise die Unähnlichkeiten als metrische Größen auf, so
kann ein optimaler ,cut‘ z.B. mittels des Fisher-Algorithmus (siehe Ab-
schnitt 3.2) erfolgen.

(2) Für das nicht-triviale Problem der Feststellung aller maximalen Cliquen
der Stufe c steht dann z.B. der effektive ,branch-and-bound‘-Algorithmus
von Bron/Kerbosch (1973, weitere Angaben bei Shepard/Arabie, 1979, S.
99) zur Verfügung.

Allerdings ist dieses praktikable Vorgehen wohl als recht vordergründig anzu-
sehen, da zu den genannten Schritten allgemeinere Probleme korrespondieren,
die bei der Herstellung von Verfahren der nichtdisjunktiven Clusteranalyse
zentral sind:

(1) Wieviele Werte c t  sollen verwendet werden, um möglicherweise quasi-
hierarchische Varianten des Verfahrens zu erzeugen?

(2) Warum soll man sich auf den Gruppierungsbegriff der ,maximalen Clique‘
festlegen? (Dieser garantiert zwar, daß der Durchmesser einer Gruppie-
rung höchstens c t  ist (wie bei HCA-Verfahren das ,Complete Linkage‘),
man könnte aber ebenso begründet Gruppen generieren, deren Elemente
zu allen anderen Objekten der Gruppe z.B. höchstens eine durchschnittli-
che Unähnlichkeit von ct aufweisen.)
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Bei Betrachtung der ersten Fragestellung ist folgende Argumentation relevant:
Zu einer gegebenen Matrix von Unähnlichkeiten können sinnvoll höchstens (2)
Cutwerte c t  untersucht werden. Geht man diese der Reihe nach durch und
generiert die (z.B.) jeweils neu entstehenden maximalen Cliquen, so stellt
dieses Mengensystem eine Repräsentation der Proximitymatrix ohne Informa-
tionsverdichtung dar, also eine reine Datendeskription. (Die Begründung der
Gültigkeit dieser Aussage kann parallel zum Beweis des wichtigen Dekompo-
sitionstheorems der ,Fuzzy Relations‘, siehe Kaufman (1975, S. 67ff. und
s. 387ff.), erfolgen.) Eine strukturierte quasi-hierarchische Repräsentation
von Proximities entsteht deshalb erst durch Einführung spezieller Restriktionen.
Da es dafür verschiedene Möglichkeiten gibt, schlagen u.a. Jardine/Sibson
(1968, 1971, S. 59ff., sieht auch Bock, 1974, S. 423ff.) drei Verfahrensklassen
vor, deren bekannteste das sogenannte Bk-Clustering ist (siehe auch Cole/
Wishart, 1970; Rohlf, 1974, 1975; Day, 1977). Für diese Methoden ist als
Einschränkung die erlaubte Anzahl von Elementen in den Überlappungen
(k-1) charakteristisch. Wegen ihrer engen Beziehung zu dem von Jardine und
Sibson (1971) favorisierten hierarchischen ,Single Linkage‘ Verfahren setzen
sich diese Methoden allerdings der Kritik aus, Verkettungseffekten zu unterlie-
gen. Listen von Fortran-Programmen geben Jardine/Sibson (1971, S. 227ff.,
u.a. auch zu Sibsons C-Verfahren, welche die erlaubte Größe des Durchmes-
sers der Überlappung einschränken); die Bk-Methoden sind auch in Wisharts
Programmpaket Clustan, 1978, S. 65ff., enthalten. Anwendungen dieser Ver-
fahren sind bisher kaum bekannt (siehe aber Friendly, 1977).

Ein der zweiten Fragestellung zugeordneter Ansatz zur Generierung überlap-
pender, nicht notwendig hierarchischer Gruppierungen stammt von Shepard/
Arabie (1979). Das ,additive clustering‘ geht von Ähnlichkeitsmaßen in der
Proximitymatrix aus und repräsentiert diese durch ein einfaches Modell:

Darin sind die w j positive Gewichte, die die Sättigung einer Eigenschaft j
angeben, während die pkj, plj zeigen, ob z.B. ein Objekt k die Eigenschaft j
besitzt (pk j=1) oder nicht (pk j=0). Die Ähnlichkeiten zwischen den Objekt-
paaren werden also als Kombinationen der Gewichte diskreter Objektmerk-
male dargestellt. Einen Algorithmus zur Lösung dieses Dekompositionspro-
blems unter Verwendung eines Maßes der erklärten Varianz als Optimierungs-
kriterium entwickelten Shepard/Arabie (1979) unter dem Namen ADCLUS.
Eine effizientere Alternative beschreiben Arabie/Carroll (1980). Sie verwenden
Techniken der ,mathematischen Programmierung‘ zur Lösung des Optimie-
rungsproblems: MAPCLUS. Dabei scheinen sie im allgemeinen zu sparsame-
ren Lösungen zu gelangen, d.h. zur Repräsentation der Ähnlichkeiten werden
weniger Attribute benötigt. In den zitierten Arbeiten werden zahlreiche Bei-
spiele für Ergebnisse der Verfahrensanwendung auf empirische Daten gege-
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ben. Schließlich erweitern Arabie/Carroll (1980) das ADCLUS-Modell auf die
Möglichkeit der Analyse individueller Differenzen (INDCLUS). - Geeignete
statistische Prüfverfahren für diese Ansätze sind noch zu entwickeln. Die
Residueninspektion im Anwendungsfall ist selbstverständlich.

3.6 Cluster in Datenmatrizen

Aufgabenstellung dieser Verfahren ist das ,Auffinden‘ von Blöcken, Feldern,
,Pattern‘ oder Strukturen gleicher oder ,ähnlicher‘ Daten in n X m - Matrizen

swiederholungen x Merkmale) durch geeignete Umordnung
ihrer Zeilen und/oder Spalten. Während die in den bisherigen Abschnitten
betrachteten Vorgehensweisen Gruppen ähnlicher Objekte aus einer Grund-
menge konstruieren, untersuchen clusteranalytische Verfahren zur Strukturie-
rung von Datenmatrizen Mengen von Objekten hinsichtlich zweier Modalitä-
ten (simultan).

Kritisch für die Wahl bzw. Einsatzmöglichkeit solcher Verfahren ist die Beant-
wortung der Frage nach der Vergleichbarkeit kategorialer und/oder numeri-
scher Merkmalsausprägungen (Hartigan, 1972, S. 124). Der genuine Anwen-
dungsfall der Clusteranalyse von Datenmatrizen ist gegeben, wenn Vergleich-
barkeit der Ausprägungen hinsichtlich der Merkmale und der Beobachtungs-
wiederholungen vorliegt, bzw. durch geeignete Transformation (z.B. Standar-
disierung) hergestellt werden kann (Beispiele: (a) Matrix Bundesländer x Ge-
burtsjahrgänge mit Eintragungen, die den prozentualen Anteil der Personen
mit Abitur angeben, (b) Personen x Items eines Tests mit den Ausprägungen
,gelöst‘ (= 1) und ,nicht gelöst‘ (=0)).

Sind die Ausprägungen hinsichtlich einer Modalität (z.B. zwischen den Klas-
sen verschiedener nominaler Merkmale) inkompatibel, so ist zumeist auf die in
Abschnitt 3.1 bis 3.4 beschriebenen clusteranalytischen Verfahren zurückzu-
greifen (siehe ergänzend z.B. Hartigan, 1975, S. 257, aber auch Generalisie-
rungsversuche ebd., S. 288ff. und deren Weiterentwicklung S. 299ff.).

Liegen bimodal vergleichbare Daten vor, so kann die Problemstellung der
Verfahren der sogenannten direkten Clusteranalyse (Hartigan) oder der Kon-
struktion von Blockmodellen (Arabie/Boorman/Levitt, 1978; White, 1977) wie
folgt formuliert werden: Gesucht ist sowohl eine Permutation der Zeilen- als
auch der Spaltenindizes, so daß die (umgestellte) Datenmatrix bezüglich (der
Einfachheit) ihrer inneren Strukturierung optimal ist. Beispiele für Zielfunk-
tionen sind: (a) die Anzahl identischer Ausprägungen benachbarter Eintragun-
gen bei kategorialen Merkmalen oder (b) die Summe der absoluten Differenzen
benachbarter Eintragungen bei numerischen Merkmalen. (Zu beachten ist hier
die (in der Literatur vernachlässigte) Möglichkeit der Einführung von ,Fen-
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stern‘ verschiedener Größe.) - Essentieller Bestandteil solcher Optimierungs-
verfahren ist die Konstruktion von Reihenfolgen (Seriation), deren algorithmi-
sche Untersuchung als Standardproblem des ,Operations Research‘ wohlbe-
kannt ist (Müller/Merbach, 1970; Christofides, 1975, 1975b, S. 236ff.) und erst
durch Hubert (1976), Baker/Hubert (1977) und Hubert/Baker (1978) in die
methodologische Diskussion der Psychologie eingebracht wurde.

Beispiele für die Verfahrensanwendungen der direkten Clusteranalyse bzw.
der Blockmodellierung für empirische Daten geben Hartigan (1975, S. 262 und
S. 283 f.) und Arabie/Boorman/Levitt (1978).

Programmsprachliche Formulierungen von Verfahren (ohne besondere Her-
vorhebung des generellen Seriationsansatzes) teilt Hartigan (1975, S. 271 ff.
und S. 294ff.) mit. Von diesem Autor stammt auch ein Programm, welches in
das BMDP-Paket (Dixon, 1975, S. 339ff.) unter dem Namen ,Block-Cluste-
ring‘ implementiert wurde. (Dabei handelt es sich wohl um eine ältere Version;
es ist aber auf die instruktive Erklärung des Verfahrens (S. 352f.) und den
,Sample-output (S. 354f.) hinzuweisen.)

Die Verfahren der  direkten Clusteranalyse von Datenmatr izen bzw.  des
,Block-Clustering‘ stellen insbesondere für exploratorische Zwecke hochinter-
essante Instrumente dar: sie strukturieren die ursprünglichen Daten und stüt-
zen die Anschauung. Da darin auch Gefahren liegen, ist die Wichtigkeit pro-
babilistischer und statistischer Evaluationen besonders hervorzuheben (Ansät-
ze geben z.B. Hartigan, 1975, S. 285 und White, 1977). Abweichungen der
Daten von ,Modellprädiktionen durch die Blöcke‘ sind in den Resultaten der
Verfahrensanwendung (,Print-outs‘) direkt ersichtlich.

4. Diskussion und Ausblick

Obwohl sich die vorliegende Arbeit in der Darstellung auf die Hauptgesichts-
punkte clusteranalytischer Verfahren einzuschränken hatte, ist wohl auch hier
deutlich geworden: Es gibt eine immense Vielfalt von Zielsetzungen, Problem-
stellungen, Ansätzen, Methoden und Verfahrensvarianten zur Clusteranalyse.
- Dem steht in der Forschungspraxis z.Z. ein erheblich eingeschränkter Ge-
brauch von hauptsächlich ca. drei Verfahren der agglomerativen hierarchi-
schen Clusteranalyse gegenüber .  - Will man diese Diskrepanz erklären, so
wäre der Verweis auf die generelle Angemessenheit der HCA-Verfahren für
die Klärung Verschiedenster inhaltlich-theoretischer Fragestellungen sicher
nicht akzeptabel. Daneben scheinen auch Argumente, die die ökonomische
Durchführbarkei t  dieser  Methoden und die  mangelnde Verfügbarkei t  von
Computerprogrammen zu alternativen Verfahren benennen, allein nicht über-
zeugen zu können.
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Vermutlich kommen zumindest zwei Merkmale der Diskussionsentwicklung
in der Literatur hinzu: (a) Nach dem Aufweis des methodischen Paradigmas
durch den Artikel von Johnson (1967) sind die agglomerativen HCA-Verfah-
ren als ,Allroundinstrumente‘ (ähnlich dem ,Little Jiffy‘ in der Faktorenanaly-
se, d.i. Hauptkomponentenextraktion und Varimaxrotation) üblich gewor-
den. (b) Die ,Landschaft‘ alternativer Ansätze und Verfahren in der methodo-
logischen Literatur ist wegen ihres Umfangs und Aspektreichtums zu komplex
und damit unüberschaubar geworden. Sie bietet kein geordnetes Bild, sondern
macht eher einen diffusen Eindruck, der dem interessierten Anwender einen
zielgerichteten Zugriff nicht erlaubt.

Ein Beleg für die Unübersichtlichkeit der mathematischen Darstellungen ist
das ,Sprachengewirr‘ der Formalisierungen. So findet man z.B. verbandstheo-
retisch (Leuschner, 1973), mengentheoretisch (Hubert, 1977a), matrixtheore-
tisch (Kim/Roush, 1978), graphentheoretisch (Hubert, 1974, 1977b; Matula,
1977) und schließlich ,Fuzzy Set‘-theoretisch (Negoita/Ralescu, 1975, S.
169ff.; Yeh/Bang, 1975; Zadeh, 1977) geprägte Präsentationen der Clusterana-
lyse. - Ein weiteres Merkmal der methodologischen Literatur, welches die
Orientierung erschwert, ist die vorwiegende Betonung der rein verfahrens-
technischen Aspekte des Prozesses und der Ergebnisse von Clusteranalysen.
(Es wird gezeigt, was man mit Daten (so alles) tun kann, und was dabei
herauskommt.) Dabei wird der für den Einsatz in einer empirischen Wissen-
schaft zentrale Modellaspekt vernachlässigt. Dieser betont, daß Ergebnisse von
Repräsentationsverfahren Daten abzubilden haben, und nicht umgekehrt die
Daten lediglich Ausgangspunkt von Verfahrensanwendungen sind.

Aus dem Interesse, den Modellaspekt der Resultate von Verfahrensanwendun-
gen hervorzuheben, verstehe ich unter ,Clusteranalyse‘ Methoden, die die
Approximation einer Teilklasse (numerisch evaluierter) diskreter mathemati-
scher Modelle an empirische Daten leisten.

Diese Sichtweite führt für die Entwicklung der methodologischen Literatur zu
folgenden Forderungen:

- Da bei der Approximation von Modellen grundsätzlich deren Angemessen-
heit in Frage steht, sollten verstärkt vor allem überprüfungsverfuhren entwik-
kelt und dem potentiellen Benutzer auch in praktikabler Form zur Verfügung
gestellt werden (Veröffentlichung/Austausch von Programmen; Implementa-
tion zumindest in die weit verbreiteten Pakete). Es ist nicht weiter akzeptabel,
daß Programme zur Durchführung clusteranalytischer Verfahren gewöhnlich
keinerlei Indizes zur Beurteilung der statistischen und/oder praktischen Signi-
fikanz bzw. Bedeutsamkeit des Resultats mitteilen und eine Untersuchung von
Residuen nicht vorgesehen ist (z.B. auch bei Programmen zur Faktoranalyse).

- Die Approximation der diskreten Modelle sollte grundsätzlich als Problem
der Optimierung einer Zielfunktion (unter Nebenbedingungen) angesehen
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werden. (Dies könnte das ,Gewirr‘ mathematischer Sprachen und die ,Anhäu-
fung‘ heuristischer Methoden abbauen helfen.) Solche Optimierungsprobleme
werden bereits seit einiger Zeit in der mathematischen Verfahrensforschung
(Operations Research) unter den Überschriften ,Integer-Programmierung‘
und ,diskrete‘, ,kombinatorische‘, sowie ,mathematische Programmierung‘
diskutiert. (Deshalb sei ausdrücklich auf die Bibliographien von Kasting (1976)
und Hausmann (1978) und stellvertretend auf die Periodica ,Computing‘ und
,Mathematical Programming‘ hingewiesen.) Zwar gibt es einige Autoren, die
diesen Ansatz auch im Bereich der Clusteranalyse verfolgt haben (z.B. Ward,
1963; Hartigan, 1967; Rao, 1971; Brucker, 1978; sowie Carroll und Hubert in
verschiedenen Arbeiten), in der psychologischen mathematisch-statistischen
Literatur hat sich aber die selbstverständliche Beachtung von Ansätzen zur
Modellapproximation durch Optimierungsverfahren (siehe z.B. Horst, 1979;
Dixon/Spedicato/Szegö, 1980) noch nicht allgemein durchgesetzt (zu ihrer Be-
deutung in der Statistik siehe Kennedy/Gentle, 1980).

Das übliche forschungspraktische Vorgehen nach dem Schema: Datenerhebung/
Datenerfassung/Programmanwendung (mit Standardoptionen)/Interpretation
der Resultate sollte bei verstärkter Beachtung des Modellaspekts von Ergebnis-
sen clusteranalytischer Repräsentationsverfahren durch einige Kontrollüberle-
gungen bereichert werden:

- Es ist die Frage zu beantworten, ob die Approximation eines diskreten
Modells Gegenstand und Zielvorstellung der Untersuchung angemessen ist.
(Für die HCA wird dieses Problem von Kleiter/Fillbrandt, 1973, behandelt.)
Durch theoretisch inhaltliche Überlegungen ist also zu begründen, warum die
Repräsentation von untersuchten Objekten, z.B. durch eine Mengenzerle-
gung, adäquat sein soll. (Durch den Einsatz eines Verfahrens wird die Grup-
pierungsdarstellung erzwungen.)

- Die Geltung der Voraussetzungen von Verfahrensbestandteilen ist für vor-
liegende Daten zu prüfen (z.B. die Linearität der Zusammenhänge bei Ver-
wendung von Korrelationen oder euklidischen Distanzen als Proximities).

- Die Gültigkeit der diskreten Modelle ist (soweit möglich) zumindest einer
konfirmatorischen statistischen Prüfung zu unterziehen (S.O., z.B. Abschnitte
3.2 und 3.3).

- Liegen zur Approximation von diskreten Modellen lediglich heuristische
Verfahren (z.B. HCA) vor, so sind stets mehrere Lösungen zur Repräsenta-
tion der Daten zu generieren und mittels eines quantitativen Maßes der Anpas-
sungsgüte zu bewerten.

- Schließlich sind die Abweichungen zwischen den Daten und der Modelldar-
stellung im einzelnen zu untersuchen, denn - wie John W. Tukey sagt -:
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,,Residuals are our main tool in going further. They are to the data analyst
what powerful magnifying glasses, sensitive chemical tests for bloodstains, and
delicate listening devices are to a story-book detective. They permeate all sorts
of data analysis and appear in many guises.“ (1977, S. 125)
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8. Kapitel

Typenanalyse

Joachim Krauth

1. Einführung

Eine Schwierigkeit bei der Darstellung der Verfahren, die man unter dem
Oberbegriff Typenanalyse zusammenfaßt, besteht in der Abgrenzung zu Ver-
fahren, die entweder von einzelnen Autoren oder auch von einem allgemeinen
Standpunkt aus zur Typenanalyse gerechnet werden und deshalb hier abge-
handelt werden müßten, jedoch schon an anderer Stelle der Enzyklopädie in
eigenen Kapiteln besprochen werden. Um Überschneidungen weitgehend zu
vermeiden, soll auf diese Gebiete hier nur kurz verwiesen werden und allen-
falls bei Vergleich mit anderen Verfahren darauf eingegangen werden. So wird
in Kapitel 3 (Band 2) das gelegentlich als Typenanalyse (vgl. Dorsch, 1970)
bezeichnete Q-sort-Verfahren besprochen, in Kapitel 5 (Band 4) die Diskri-
minanzanalyse, in Kapitel 7 (Band 4) die Clusteranalyse und in Kapitel 6
(Band 4) die Latente Strukturanalyse. Alle diese Verfahren sind schon als
Typenanalysen bezeichnet oder zur Aufstellung von Typen verwendet wor-
den. Auch in früheren Handbuchbeiträgen sind typenanalytische Verfahren
entweder direkt (Mittenecker, 1960; Mombour, 1977) oder unter dem Ge-
sichtspunkt der Klassifikation angesprochen worden (Janke, 1971).

Auf die Definition von Typen gehen die Handbuchartikel von Graumann
(1960), Strunz (1960) und Mombour (1977) ein, während Schick (1971),
Dietsch & Volk (1977), Werner (1966), Rausch (1966), Graumann (1966),
Kainz (1964), Kaminski (1964) und Groffmann & Schmidtke (1977) Typolo-
gien aus verschiedenen Bereichen der Psychologie beschreiben. Auf die Viel-
zahl der vorhandenen psychologischen Typologien und Definitionen für den
Begriff ,,Typ“ kann hier nicht eingegangen werden. Während jedes sinnvolle
typenanalytische Verfahren von einer exakten Definition des zugrundegeleg-
ten Typenbegriffs ausgehen muß, existieren umgekehrt viele Typologien, die
auf rein heuristischer Basis gewonnen wurden, ohne methodisch hinreichend
abgesichert zu sein. Weder die Typologien, die rein heuristisch, noch die
Typologien, die mit Hilfe eines der oben ausgeklammerten Verfahren erhalten
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wurden, sollen hier diskutiert werden. Für die verbleibenden typenanalyti-
schen Verfahren werden jedoch jeweils die Definition eines Typs und etwaige
mit Hilfe der Verfahren aufgestellte Typologien angegeben.

Der Begriff Typenanalyse wird in der Literatur durchaus unterschiedlich ver-
standen. In Baumann (1971, S. 23) wird er mit dem Begriff Taxonomie und
sogar mit dem Begriff Typologie gleichgesetzt, und es wird darunter ,,die
Erörterung der theoretischen Grundlagen und die praktische Durchführung
der Gruppierung der Elemente“ verstanden. Dagegen wird ,,die Anwendung
mathematisch-statistischer Verfahren auf Probleme der Taxonomie“ als Taxo-
metrie bezeichnet.

Hofstätter (1940, 1955, 1957, 1971) versteht unter Typenanalyse im wesentli-
chen die sogenannte Q-Analyse, d.h. eine Faktoranalyse über eine Korrela-
tionsmatrix zwischen den Individuen, ebenso wie Eysenck (1941), Burt
(1937), Stephenson (1963a, 1936b, 1950, 1952, 1953) und andere. Mit der Q-
Analyse darf nicht verwechselt werden die Q’-Analyse im Sinne von Cattell
(1957) (bzw. Q-Analyse in der Bezeichnungsweise von Cattell & Coulter
(1966)). Es handelt sich dabei um Clusterverfahren, die auf eine Ähnlichkeits-
matrix zwischen den Personen angewandt werden, und nicht um faktoranaly-
tische Verfahren.

Hier soll unter Typenanalyse sowohl Taxonomie als auch Taxometrie im obi-
gen Sinne verstanden werden. Nach Baumann (1971, S. 21) existieren zwei
verschiedene Methoden der Typenfindung: die Clusteranalyse und die Faktor-
analyse. Dabei werden in der Clusteranalyse Gruppen ähnlicher Elemente und
in der Faktoranalyse die zugrundeliegenden Dimensionen gesucht. Hier sollen
faktoranalytische Verfahren (insbesondere die Q-Analyse) ausgeklammert
werden und Clusteranalyseverfahren nur berücksichtigt werden, wenn sie zum
Auffinden von Typen im psychologischen Sinne konzipiert wurden. Die
Übergänge zwischen Typenanalyse und Clusteranalyse sind aber so fließend,
daß Überschneidungen unvermeidlich erscheinen.

Als übersichtsarbeiten zur Typenanalyse mit teilweise anderen Schwerpunk-
ten stehen u.a. Baumann (1971), Gigerenzer (1977) und Zerssen (1973, 1977)
zur Verfügung. In Sneath & Sokal (1973) wird der Schwerpunkt mehr auf
Verfahren im biologisch-medizinischen Anwendungsbereich gelegt, während
Bock (1974) und Duran & Odell (1974) Clusterverfahren nach mathemati-
schen Gesichtspunkten referieren.

Neben der Abgrenzung zu anderen Verfahren bereitet eine Gliederung typen-
analytischer Methoden erhebliche Schwierigkeiten. Dieses liegt daran, daß
viele der auf diesem Gebiet arbeitenden Forscher ihre Verfahren immer wieder
modifiziert und neuen Anwendungsmöglichkeiten angepaßt haben unter Ver-
wendung alter eigener Ansätze und der Ansätze anderer Autoren. Deshalb
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sollen hier sukzessiv Verfahren einzelner Autoren bzw. Autorengruppen vor-
gestellt werden, wobei, soweit sinnvoll, innerhalb dieser Abschnitte eine chro-
nologische Gliederung vorgenommen wird. Als besondere Schwerpunkte wer-
den dabei die Musteranalyseverfahren von McQuitty und die Konfigurations-
frequenzanalyse von Lienert ausgezeichnet. Angesichts der kaum noch zu
übersehenden Vielzahl der Publikationen zu diesen beiden Ansätzen erscheint
es gerechtfertigt, hier eine möglichst vollständige Darstellung anzustreben,
auch wenn dabei gelegentliche Überschneidungen mit anderen Gebieten nicht
zu vermeiden sind.

2. Die Musteranalyse von McQuitty

Die Grundidee der Musteranalyse scheint auf Zubin (1934, 1936, 1937, 1938)
zurückzugehen. Im Unterschied zur Faktoranalyse, die viele Variablen auf
wenige zugrundeliegende Komponenten zurückführt, führt die Musteranalyse
nach Zubin (1936) zu einer Aufteilung der Gesamtstichprobe in mehrere Ty-
pen, die durch spezifische Muster oder Syndrome charakterisiert sind. In Zu-
bin (1937) werden Antwortmuster für jeweils 3 von k binären Testitems be-
trachtet und ausgezählt, wie viele Personen jeweils das gleiche Muster aufwei-
sen. Dieses geschieht für je eine Stichprobe von Normalen und Kranken. Da es
auch nicht beantwortete Items gibt, erhält man 33 = 27 verschiedene Muster
für eine Triade von Items. Dieses führt zu einer (2x27)-Kontingenztafel,
wobei die Zeilen den Diagnosen und die Spalten den Mustern entsprechen.
Durch Dateninspektion werden diejenigen r Muster ausgewählt, die zwischen
den Stichproben am besten differenzieren. Die restlichen Muster werden in
einer Restklasse zusammengefaßt. Die Güte der Diskrimination wird durch
das Chiquadrat in einer (2 x (r+ l))-Tafel gemessen. Um echte Antworttypen
von Zufallsmustern zu unterscheiden, bezeichnet Zubin nur solche Muster als
Typen, die sich nicht auch bei völliger Unabhängigkeit der Items ergeben
würden.

Eine Weiterentwicklung des Verfahrens wird in Zubin (1938) beschrieben.
Ausgangspunkt sind N Individuen, die einen Fragebogen mit k binären Items
auszufüllen haben. In eine (NxN)-Tafel wird für jedes Paar von Individuen
die Anzahl der gleich beantworteten Items eingetragen. Falls die Reihenfolge
der Individuen für die Zeilen und Spalten dieselbe ist, ergibt sich eine bezüg-
lich der Hauptdiagonalen symmetrische Ähnlichkeitstafel. Die Elemente dieser
Tafel heißen Übereinstimmungsscores. Die Elemente der Hauptdiagonalen
sind dabei alle gleich der totalen Anzahl k der Items. Zu einer Stichprobe von
N kranken Individuen wird eine Stichprobe von N gesunden Individuen ge-
sucht, die bezüglich Alter, Geschlecht, Bildungsstand usw. parallelisiert ist.
Dieses führt zu zwei Ähnlichkeitstafeln für kranke und gesunde Individuen.
Für jede Stichprobe wird jedem Individuum die Anzahl der Gruppenmitglie-
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der zugeordnet, mit denen es in mindestens k1 < k Items übereinstimmt. Alle
diese Personen zusammen bilden einen Typ. Dabei ist k1 eine willkürliche
Schranke. Durch Betrachten eines k2 < k1 erhält man einen Typ für den Rest
der Stichprobe. Durch weitere schrittweise Erniedrigung der Übereinstim-
mungsschranke ergeben sich weitere Typen bis auf eine Restklasse. Als näch-
stes wird für jeden Typ durch Dateninspektion nach einem gemeinsamen Re-
aktionsmuster gesucht, in dem möglichst viele Personen eines Typs überein-
stimmen. Durch unterschiedliche Muster bei Kranken und Gesunden ergibt
sich die Möglichkeit, ein Individuum zu klassifizieren.

Einen Überblick über die frühen Versuche einer Musteranalyse geben Gaier
und Lee (1953). Sie unterscheiden die Probleme der Musterdarstellung (Skalie-
rung der zugrundeliegenden Variablen), der Musterähnlichkeit und der Mu-
stervorhersage. In einer Gegenüberstellung werden der Ähnlichkeitskoeffi-
zient von Zubin (1937), die Steigungsmethode von DuMas (1946, 1949, 1950),
der Musterähnlichkeitskoeffizient rp von Cattell (1949), der D-Koeffizient von
Cronbach und Gleser (1952) bzw. Osgood und Suci (1952), die Checklist-
Methode nach Cronbach (1950), die Quotientenmethode für Profilvariablen
nach Cronbach (1949b), die Korrelationsbildung zwischen den Scores ein-
schließlich Eta-Koeffizient und Q-Technik, die Mustertabellierung nach
Cronbach (1949a, 1949b), sowie die multiple Regression und die Diskrimi-
nanzanalyse als Verfahren zum Vergleich von Testmustern miteinander ver-
glichen. Getrennt von den Verfahren, die zur Analyse von Testprofilen verwen-
det werden können, diskutieren die Autoren Verfahren, die auf Reaktionsmu-
ster für einzelne Tests angewandt werden. Hier werden vor allem der Ähnlich-
keitskoeffizient von Zubin (1936, 1937) und das Vorgehen von McQuitty
(1953) verglichen.

In Gaier, Lee & McQuitty (1953) wird die von McQuitty (1953) entwickelte
Konfigurationsanalyse verwendet, um charakteristische Stile des logischen
Denkens zu identifizieren. Dieses Verfahren mißt den Assoziationsgrad zwi-
schen Paaren von Reaktionsalternativen durch Phi-Koeffizienten und wendet
auf die Korrelationsmatrix eine Faktoranalyse an. Die Faktoren ergeben dann
bestimmte ,Ladungsmuster‘.

Von McQuitty (1954a) wurde eine Modifikation des Übereinstimmungsscores
von Zubin (1938) vorgeschlagen. Im Gegensatz zu Zubin (1938) wird für jedes
Paar von Individuen als Maßzahl nicht mehr die Anzahl der Items genommen,
in der das Paar positiv übereinstimmt, sondern zu dieser Zahl wird noch die
Zahl der Items addiert, in der das Paar ,negativ‘ übereinstimmt. Falls für ein
Item die Antworten 1 (,ja‘), 2 (,weiß nicht‘) und 3 (,nein‘) möglich sind, und
auf das erste Item antworten beide Individuen eines Paares mit 1, während auf
das zweite Item ein Individuum mit 1 und eines mit 3 antwortet, so berechnet
sich der Übereinstimmungsscore auf die folgende Weise. Für das erste Item
ergeben sich drei Übereinstimmungen, denn beide antworten mit 1, beide
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antworten nicht mit 2 und beide antworten nicht mit 3. Für das zweite Item
ergibt sich nur eine Übereinstimmung, weil nämlich beide nicht mit 2 antwor-
ten. Die Summe der Scores über alle Items, die hier gleich 3 + 1 = 4 ist, ergibt
den Übereinstimmungsscore. Das Verfahren ist auch für den Fall von Items
mit unterschiedlich vielen Alternativantworten anwendbar. Die Personen des
oder der Paare mit dem höchsten Übereinstimmungsscore bilden die soge-
nannte erste Spezies. In der symmetrischen Übereinstimmungsmatrix, die ana-
log zu der Ähnlichkeitstafel von Zubin (1938) aufgestellt wird, werden alle
Zeilen und Spalten gestrichen, die sich auf diese Personen beziehen und in der
Restmatrix die zweite Spezies bestimmt, die dem jetzt höchsten Übereinstim-
mungsscore entspricht. Dieses Verfahren wird immer weiter fortgesetzt. Falls
alle Paare unterschiedliche Scores haben, umfassen die Spezies jeweils 2 Indivi-
duen, bis auf die letzte, die bei ungeradem Stichprobenumfang nur aus einem
Individuum besteht.

Als nächstes wird für jede Spezies ihr Reaktionsmuster bestimmt. Dazu verei-
nigt man Antwortkategorien eines Items, in dem Individuen einer Spezies
nicht übereinstimmen, zu einer neuen Kategorie, in der zwischen diesen Ant-
worten nicht mehr unterschieden wird. Auf diese Weise werden die Zahlen der
Antwortkategorien reduziert und die Mitglieder einer Spezies stimmen in den
Beurteilungen der verbleibenden Kategorien überein. Mit den so erhaltenen
Reaktionsmustern der Spezies erstellt man wieder eine Überstimmungsmatrix
und erhält durch Zusammenfassung von Spezies sogenannte ,Genera‘. Aus
diesen erhält man auf die gleiche Weise ,Familien‘, daraus ,Ordnungen‘, dar-
aus ,Klassen‘ usw., bis alle Individuen zusammengefaßt sind.

Das obige Verfahren verwendet McQuitty (1954a), um Kranke und Gesunde
mit Hilfe von Antwortmustern zu klassifizieren. Dazu wird eine Kranken-
stichprobe und eine Gesundenstichprobe jeweils in eine Experimental- und
eine Kreuzvalidierungsstichprobe aufgeteilt. Für jede Experimentalstichprobe
werden die Individuen in Spezies, Genera usw. klassifiziert. Dieses ergibt zwei
getrennte Klassifikationsschemata für Gesunde und Kranke. Jedes Individuum
der Kreuzvalidierungsstichproben wird nun klassifiziert, indem man es dem
Schema zuweist, in dem es die höchsten Übereinstimmungsscores hat.

In McQuitty (1954b) werden Methoden für eine objektive Einschätzung psy-
chologischen Wohlbefindens gesucht. Dabei werden als typenanalytische Ver-
fahren eine Faktoranalyse für die Muster gemäß McQuitty (1953) und eine
Übereinstimmungsanalyse gemäß McQuitty (1954a) diskutiert.

In McQuitty (1956) wird die Übereinstimmungsanalyse erstmalig systematisch
entwickelt. Ausgangspunkt ist das Meehl’sche Paradoxon nach Meehl (1950),
der darauf hinwies, daß in der Kombination von Variablen bei der Vorhersage
von Prädiktoren mehr Information enthalten sein kann als in den Einzelvaria-
blen.
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Für die verallgemeinerte Übereinstimmungsanalyse macht McQuitty (1956)
folgende Grundannahmen:

1. Die Reaktionsmuster eines Individuums auf die Items eines Tests geben
Aufschluß über m Kategorien von Individuen, wobei m durch die Analyse
bestimmt wird. Die Kategorien bilden eine Hierarchie beginnend bei den
individuellen Mustern, über Spezies, Genera, Familien, Ordnungen, Klas-
sen usw., wobei jede Kategorie durch Zusammenfassung der früheren Kate-
gorien entsteht.

2. Eine Reaktion auf ein Item ist entweder relevant oder nicht relevant für eine
Kategorie. Eine Reaktion ist relevant genau dann, falls jedes Muster der
Kategorie sie zeigt. Sonst ist sie irrelevant. Falls ein Item eine Reaktion
aufweist, die für eine Kategorie relevant ist, so ist das Item selbst relevant
für die Kategorie. Falls alle Reaktionen irrelevant sind, so ist das Item
irrelevant. Das Kategoriemuster bilden die Reaktionen der relevanten Items,
die in den Mustern enthalten sind, die in der Kategorie klassifiziert sind.
Alle diese Muster haben dieselbe Reaktion für jedes relevante Item.

3. Reaktionen auf irrelevante Items sind zufällig.

Aus diesen Annahmen leitete McQuitty (1956) folgende Grundgleichung der
Übereinstimmungsanalyse her:

Dabei ist n;; der Übereinstimmungsscore für die Muster i und j gemäß Zubin
(1938), d.h. die Anzahl der Items, für die Muster i dieselben Reaktionen wie
Muster j zeigt. Ferner ist r die Gesamtzahl der Items im Test, p die Anzahl der
individuellen Muster, die in die Kategorie mit dem Muster i klassifiziert wur-
den, q die Anzahl der individuellen Muster, die in die Kategorie mit dem
Muster j klassifiziert wurden und k die für alle Items als gleich angenommene
Anzahl der Antwortalternativen. Aus diesen Angaben erhält man den korri-
gierten Übereinstimmungsscore nij  für die Muster i und j, d.h. nij minus der
Anzahl der irrelevanten Items, für die die Muster per Zufall übereinstimmen.

Um zu bestimmen, welche zwei individuellen Muster den höchsten korrigier-
ten Übereinstimmungsscore haben, wird eine Matrix berechnet, die diesen
Score für jedes Musterpaar enthält. Eine Vorform S1 der ersten Spezies besteht
dann aus den individuellen Mustern mit den höchsten Scores. Als nächstes
wird das Muster von S1 gemäß Annahme 2 bestimmt. Es besteht aus den
Reaktionen der Items, für die die Muster übereinstimmen. Dieses Speziesmu-
ster sei SP1. Mit Hilfe der Grundgleichung wird der korrigierte Übereinstim-
mungsscore für jedes individuelle Muster mit SP1 bestimmt. Die ursprüngliche
Übereinstimmungsmatrix wird um diese Scores durch Hinzunahme einer neu-
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en Spalte und Zeile erweitert. Danach wird der größte Score in der erweiterten
Matrix aufgesucht. Falls er sich für bisher nichtklassifizierte individuelle Mu-
ster ergibt, bilden diese eine Vorform S2 einer neuen Spezies, die zu einem
Speziesmuster SP2 führt. Falls sich der Score zwischen SP1 und einem bisher
nichtklassifizierten individuellen Muster ergibt, ist S1 erweitert und SP1 verfe-
stigt worden.

Im Falle der Bildung von SP2 werden die Scores von SP2 mit jedem individuel-
len Muster und mit SP1 gebildet und die Matrix entsprechend erweitert. Da-
nach wird wieder der größte Score aufgesucht. Falls sich dieser zwischen SP2

und einem individuellen Muster z ergibt, so wird S2 zu Si vergrößert mit dem
Speziesmuster SP:. Die Veränderung des Speziesmuster von SP2 zu SI?: kann
so groß sein, daß die ursprünglich zu S2 gehörenden Individuen nicht mehr
durch SP: optimal klassifiziert werden. Um dieses festzustellen, bestimmt man
die Scores der individuellen Muster von SP:. Falls eines dieser Muster seinen
maximalen Score mit einem Muster außerhalb von S: hat, so wird z wieder aus
Si entfernt, bis es, ohne eine Inkonsistenz zu verursachen, zu S2 hinzugenom-
men werden kann. Nachdem alle individuellen Muster in Spezies klassifiziert
worden sind, werden diese nach der gleichen Methode zu Genera zusammen-
gefaßt usw. Es werden auch Versuche unternommen, festzustellen, auf wel-
chem Klassifikationsniveau die Übereinstimmungsscores die höchste statisti-
sche Signifikanz haben. Auf diesem Niveau sollen dann die realen Typen
abgebildet werden. Man vergleiche hierzu McQuitty (1954c, 1957c).

In McQuitty (1956) wird darauf hingewiesen, daß diese Art von Übereinstim-
mungsanalyse analog zur Q-Faktoranalyse im Sinne von Cattell (1952) kon-
struiert ist, daß aber Analoga zu den R-, P-, 0-, S- und T-Techniken ebenfalls
konstruierbar sind. Ferner werden Möglichkeiten diskutiert, das Verfahren
abzukürzen, z.B. falls man nur Personen nach einem Außenkriterium klassifi-
zieren will.

Einen Vergleich der Methode von McQuitty (1956) mit der Faktoranalyse für
qualitative Daten von Burt (1950) führt Watson (1956) anhand eines Datensat-
zes durch. Dabei zeigt sich, daß die Hauptkategorien in beiden Analysen
einander entsprechen. Einen anderen Vergleich der beiden Verfahren findet
man bei McQuitty (1957c).

In McQuitty (1957a) wird ein Musteranalyseverfahren für ungeordnete Daten
vorgeschlagen für den Zweck, die Validität von Tests für Prädiktionskriterien
zu erhöhen. Eine Einordnung des Verfahrens erfolgt nach der Einteilung von
Tiedemann (1955), der zwischen Musteranalyseverfahren für geordnete Daten,
z.B. der Profilanalyse nach Cronbach & Gleser (1953), und solchen für unge-
ordnete Daten unterscheidet. Die Musteranalyseverfahren für ungeordnete
Daten lassen sich unterteilen in kumulative Verfahren, reduktive Verfahren
und Dualmusterverfahren. Im kumulativen Ansatz werden Reaktionsmuster
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seriell aufgebaut. In McQuitty (1957a) werden die Vorteile und Nachteile
dieses Ansatzes, den man bei Lubin & Osburn (1957) beschrieben findet,
dargestellt. Im Gegensatz zu den kumulativen Reaktionsmustern, die seriell
aufgebaut werden, indem ein Item nach dem anderen hinzugenommen wird,
erhält man reduktive Reaktionsmuster, indem man mit allen Reaktionen eines
Individuums auf die Items eines Tests beginnt und dieses individuelle Reak-
tionsmuster auf ein oder mehrere Muster mit verringerter Itemzahl reduziert.
Dieses geschieht in der Übereinstimmungsanalyse von McQuitty (1956) und in
der Multi-Prototyp-Analyse von McQuitty (1955a, 1958). In dem letzteren
Verfahren werden die Hauptreaktionsmuster isoliert, die für jede Kriteriums-
gruppe von Individuen eindeutig bestimmt sind.

Neben kumulativen und reduktiven Mustern betrachtet McQuitty (1957a)
Dualmuster. Hierzu werden zunächst Individuen aufgrund der Scores von
verschiedenen Kriterien in Kategorien klassifiziert. Für jede Kriterienkategorie
von Individuen wird dann ein zugehöriger Test durchgeführt, der ein duales
Testreaktionsmuster ergibt. Diese Muster werden als Prädiktoren der Krite-
rienmuster für andere Stichproben verwendet.

Ein weiteres Typenanalyseverfahren ist die elementare Verbindungsanalyse
von McQuitty (1957b). Der Hauptvorteil gegenüber den bei Cattell (1944)
beschriebenen Clusterverfahren wird darin gesehen, daß die Hinzunahme ei-
nes Individuums zu einem Cluster nicht nach einem willkürlichen Distanzkri-
terium erfolgt, sondern durch die Assoziation des Individuums mit dem Clu-
ster, die durch ein datenabhängiges nicht willkürliches Kriterium bestimmt
wird. Ausgangspunkt ist eine Typentheorie, die von einer Typenstruktur aus-
geht, in der jedes Mitglied eines Typs einem andern Mitglied desselben Typs
ähnlicher ist als einem beliebigen Mitglied eines anderen Typs. Nach der Iso-
lierung der Mitglieder eines Typs definiert man einen Prototyp als die Gesamt-
heit der Charakteristika, die die Mitglieder des Typs besitzen. Als Relevanz
des Mitgliedes eines Typs bezüglich des zugehörigen Prototyps wird die zuge-
hörige Ähnlichkeit bezeichnet.

Als Ähnlichkeitsmaß werden Korrelationskoeffizienten verwendet. Jede Per-
son eines Typs hat eine höhere Korrelation mit irgendeiner anderen Person des
Typs als mit jemandem außerhalb des Typs. Es seien i und j zwei Individuen,
so daß i mit j die höchste Korrelation hat und j mit i. Dann heißen i und j ein
reziprokes Paar. Solche Paare gehören nach Definition zu demselben Typ.
Man kann zeigen, daß es immer mindestens ein reziprokes Paar gibt. Nachdem
man alle reziproken Paare, die als Kernelemente der Typen angesehen werden,
identifiziert hat, ordnet man sukzessiv alle noch nicht verwendeten Individuen
denjenigen Typen zu, in denen sich jeweils das Individuum befindet, mit dem
sie die höchste Korrelation haben.

Es werden in McQuitty (1957b) mehrere Techniken beschrieben, um für die
verschiedenen Typen orthogonale Kerne zu erhalten. Eine andere Erweiterung



448 Joachim Krauth

ist die Centroid-Verbindungsanalyse. Hier wird jeweils die maximale Ähnlich-
keit mit einem Kernelement zum Anlaß genommen, ein Individuum zu einem
Typ hinzuzurechnen. In der hierarchischen Verbindungsanalyse werden die
Typen, jetzt als Spezies bezeichnet, zum Ausgangspunkt einer neuen Verbin-
dungsanalyse genommen, um sogenannte Genera zu erhalten. Das Verfahren
kann man dann analog zur Übereinstimmungsanalyse in McQuitty (1956)
fortsetzen. Auf dieses Verfahren wird noch eingegangen. In der differentiellen
Verbindungsanalyse werden die Centroid- oder die elementare Verbindungs-
analyse verwendet, um Reaktionsmuster auszuwählen, die zwischen zwei oder
mehr Kategorien von Individuen differenzieren. Dazu führt man für jede Ka-
tegorie, etwa für Gesunde und Kranke, eine Verbindungsanalyse durch und
bestimmt die für die einzelnen Typen charakteristischen Muster. Ein anderes
Verfahren, das von der elementaren Verbindungsanalyse ausgeht, ist die soge-
nannte elementare Faktoranalyse von McQuitty (1961a). Die Vorteile gegen-
über der üblichen Faktoranalyse werden in der Möglichkeit einer schnellen
und elementaren Rechnung auch bei vielen Variablen gesehen.

In Forehand & McQuitty (1959) wird für eine Reihe von Prädiktoren eine
Hauptkomponentenanalyse durchgeführt, von der die ersten vier Faktoren
betrachtet werden. Dann werden die stetigen Scores für jeden Faktor trichoto-
misiert und jedes Individuum erhält auf diese Weise einen Vierervektor mit
Komponenten, die die Werte 1, 2 und 3 annehmen können, zugewiesen. Da-
nach werden 3 Verfahren miteinander verglichen, um aufgrund der Muster
eine Kriteriumsvariable vorherzusagen. Das erste Verfahren verwendet einen
multiplen Regressionsansatz. Das zweite Verfahren, als Konfigurationsskalen-
prädiktion bezeichnet, beruht auf den Ansätzen von Lubin & Osburn (1957)
und Lykken (1956) und geht von den Gruppen von Individuen mit identischen
Mustern aus. Das dritte Verfahren schließlich, als Signifikanzmustervorhersa-
ge bezeichnet, betrachtet nicht nur die Muster für vier Faktoren, sondern auch
die Muster für alle Kombinationen von drei, zwei und einem Faktor. Es
werden nur die Muster betrachtet, die unter der Annahme der totalen Unab-
hängigkeit und der Gleichwahrscheinlichkeit aller Alternativen eine bei einer
Alpha-Schranke von 10% zu hohe Häufigkeit aufweisen. Diese Schlüsselmu-
ster werden verwendet, um die Individuen zu klassifizieren. Der vorhergesagte
Kriteriumswert für ein Individuum ergibt sich als Mittelwert der Kriteriums-
werte für alle Individuen mit dem gleichen Schlüsselmuster. Im empirischen
Vergleich zeigte zwar die Konfigurationsskalenprädiktion die größte Validität,
jedoch war bei einer Kreuzvalidierung der multiple Regressionsansatz überle-
gen. Ursachen werden in zu kleinen Stichprobenumfängen vermutet.

Die schon in McQuitty (1957 b) angedeutete Möglichkeit einer hierarchischen
Verbindungsanalyse wird in McQuitty (1960a) weiter ausgeführt. Es handelt
sich um eine Verknüpfung der Ideen der elementaren Verbindungsanalyse und
der Übereinstimmungsanalyse. Ausgangspunkt ist eine Interassoziationsma-
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trix zwischen Individuen, z.B. eine Interkorrelationsmatrix oder eine Über-
einstimmungsscorematrix. Grundlegend für die elementare Verbindungsana-
lyse ist der Begriff des reziproken Paares (i,j), für welches der Assoziations-
index unter allen Paaren von Individuen, in denen i oder j enthalten ist, der
höchste ist. In der hierarchischen Verbindungsanalyse verwendet man analog
das Konzept der reziproken Kombinationen. Dabei bilden n Individuen eine
reziproke Kombination, falls jedes Individuum der Kombination mindestens
soviel mit k anderen Individuen der Kombination gemeinsam hat wie mit k
Individuen, die nicht alle zur Kombination gehören, wobei k die Werte von 1
bis (n-1) durchläuft. Reziproke Kombinationen sind genau dann nicht über-
lappend, falls dje es Individuum irgendeiner Kombination zu keiner Kombina-
tion höherer Ordnung mit mehr Individuen gehört, falls die anderen Indivi-
duen seiner Kombination nicht ebenfalls dazu gehören.

Der Zweck der hierarchischen Verbindungsanalyse besteht darin, eine Gruppe
von Individuen so in hierarchische Kategorien zu klassifizieren, daß die Mit-
glieder jeder Kategorie eine maximale Zahl gemeinsamer Charakteristika ha-
ben und gleichzeitig die Zahl der benötigten Kategorien minimal ist. Die Klas-
sifikation faßt schrittweise Individuen bzw. Gruppen von Individuen zusam-
men. Dabei werden nur die besten der möglichen Klassifikationen tatsächlich
beibehalten. Je nachdem, ob nur nichtüberlappende Kategorien oder auch
überlappende Kategorien zugelassen sind, unterscheidet McQuitty (1960 a)
zwischen einer umfassenden und einer kurzen Version des Verfahrens.

Eine weitere Methode zur Klassifikation von Personen zu Typen ist die hierar-
chische Syndromanalyse von McQuitty (1960 b). Ausgangspunkt ist wieder
eine Interassoziationsmatrix, gebildet etwa aus den Übereinstimmungsscores
von Zubin (1938). Für eine bestimmte Kategorie wird angenommen, daß alle
Individuen der Kategorie in sovielen Charakteristika übereinstimmen wie das-
jenige Paar von Individuen, das die wenigsten Übereinstimmungen aufweist
(Klassifikationsannahme).

In der sogenannten Ersetzungsversion werden vier Iterationsschritte so oft
angewandt, wie es Spalten in der ursprünglichen Matrix gibt. Die erste An-
wendung geschieht bei der Originalmatrix und die folgenden bei Matrizen, die
dadurch entstehen, daß jeweils 2 Spalten mit den zugehörigen Zeilen in der
jeweils vorangehenden Matrix gestrichen werden, aus denen dann eine neue
Spalte bzw. Zeile gebildet wird. Im ersten Schritt sucht man das höchste
Element der Matrix, das die Assoziation zwischen den Individuen i und j
angeben möge. Im zweiten Schritt werden i und j vereinigt zu einer Kombina-
tion ij, für die man eine neue Zeile und Spalte vorsieht. Im dritten Schritt wählt
man den kleineren der beiden Werte, die zu (Zeile k, Spalte i) bzw. (Zeile k,
Spalte j) gehören und trägt ihn ein bei (Zeile k, Spalte ij) und (Zeile ij, Spalte k).
Im vierten Schritt streicht man die Zeilen und Spalten für die Individuen i
und j.
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Falls in der Ersetzungsversion zwei Individuen i und j einmal zusammengefaßt
wurden, so bleiben sie auch in allen höheren Stufen der Klassifikation zusam-
men, ohne zu berücksichtigen, daß die frühere Klassifikation möglicherweise
auf nicht ausreichende Information zurückzuführen ist. Eine vollständigere
Version, die sogenannte selbstkontrollierende Version, berücksichtigt dieses,
indem immer nur die Spalten, aber nicht die Zeilen eliminiert werden. Falls die
Daten durch nichtüberlappende Typen erklärt werden, stimmen beide Versio-
nen überein.

Eine Weiterentwicklung des Verfahrens ist die umfassende hierarchische Ana-
lyse von McQuitty (1960 c). Hierbei werden Individuen so in Kategorien klas-
sifiziert, daß es für jede Kombination von Individuen eine eigene Kategorie
gibt und zu dieser Kategorie einen Index der Zahl der gemeinsamen Charakte-
ristika. Neben der Version, die auf einer Interassoziationsmatrix beruht, wird
auch noch eine sogenannte Rangordnungsversion betrachtet. Hierbei werden
alle Assoziationskoeffizienten für Paare in eine Rangordnung gebracht und
allen möglichen Kombinationen gegenübergestellt. Das Paar mit dem Rang 1
(niedrigster Assoziationskoeffizient) wird ausgewählt und alle Kombinatio-
nen, in denen es auftritt, werden unter dieses Paar geschrieben. Dann führt
man dasselbe durch für das Paar mit dem Rang 2, wobei man die verwendeten
Kombinationen nicht noch einmal benutzen darf, usw. Diese Rangordnungs-
version liefert dasselbe Ergebnis wie die Interassoziationsmatrixversion.

Um den Rechenaufwand herabzusetzen, sieht McQuitty (1960 c) folgende
Möglichkeiten. Einmal kann man sich darauf beschränken, nur die typver-
dächtigen Kombinationen zu betrachten. Eine weitere Reduktion ergibt sich
dadurch, daß man Kombinationen mit maximalen Übereinstimmungsscores
zu demselben Typ zusammenfaßt, wobei es mehrere Möglichkeiten gibt, die
maximale Übereinstimmung von Kombinationen zu definieren.

In McQuitty (1957a, 1959) werden Methoden angegeben, um Individuen auf-
grund ihrer Antwortkonfigurationen auf die Items eines Tests zu klassifizie-
ren. Hierbei werden die vorherrschenden Muster, die die Anzahl der Items
maximieren, durch die die Personen klassifiziert werden, isoliert. Dieses hat
für diagnostische Zwecke den Nachteil, daß einige oder alle möglichen Dia-
gnosen mit nicht vorherrschenden Mustern verknüpft sein können. Es scheint
dann besser zu sein, diejenigen Muster zu isolieren, die z.B. für Patienten
bzw. Gesunde typisch sind, unabhängig davon, ob sie vorherrschend sind
oder nicht. Eine solche Methode schlägt McQuitty (1961 b) vor. Dazu wird für
jede Diagnosegruppe eine hierarchische Syndromanalyse oder eine umfassende
hierarchische Analyse durchgeführt und festgestellt, welche Kategorien nur
bei jeweils einer Kriteriumskategorie (Diagnose) auftreten und die dadurch
gekennzeichneten differentiellen Muster für diagnostische Zwecke verwendet.

Ein Verfahren, um Items zu diagnostischen Zwecken auszuwählen, gibt
McQuitty (1961 d) an. Dazu betrachte man eine Gruppe von Kranken und eine
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Gruppe von Gesunden und führe für jede Gruppe getrennt eine Klassifikation
in Kategorien nach irgendeiner musteranalytischen Methode, z.B. nach
McQuitty (1957b, 1959, 1960a, 1960b, 1960c, 1961 c), durch. Jede Kategorie
der Gesunden wird mit jeder Kategorie der Kranken gepaart. Alle Items, die
innerhalb eines Kategorienpaares gut differenzieren, bilden einen Test für die-
ses Paar. Soll die Gruppe der Kranken einen höheren Score liefern, so erhält
für jeden der Tests die Antwortalternative, die den Kranken entspricht, einen
Score 1 und die andere Alternative den Score 0. In einer Kreuzvalidierungs-
stichprobe wird die Validität der Tests überprüft.

In McQuitty (1961 c) wird ein Typ definiert als eine Gruppe von n Personen,
bei der jede Person jeder der (n-l) anderen Personen des Typs ähnlicher ist
als einer Person außerhalb des Typs. Ausgehend von einer Interassoziations-
matrix gibt McQuitty (1961 c) einen Algorithmus an, mit dem er derartige
Typen isolieren kann. Dazu wird jede Assoziation rij für jedes x mit riX und rjx

verglichen. Als Vorteil dieser sogenannten Typenanalyse wird angegeben, daß
sie dort Typen innerhalb von Typen auffinden kann, wo dieses die inverse
Faktoranalyse und die elementare Verbindungsanalyse nicht können.

Eine Erweiterung der hierarchischen Syndromanalyse von McQuitty (1960 b)
stellt die sogenannte multiple hierarchische Syndromanalyse von McQuitty
(1962) dar. In dieser erweiterten Form werden Individuen nicht nur gemäß
ihren vorherrschenden Mustern klassifiziert, sondern es werden zusätzlich
noch die nächstfolgenden vorherrschenden Muster mit herangezogen. Dazu
werden allerdings nur Antwortmuster verwendet, die in der ersten Klassifika-
tion nicht verwendet wurden. Mit diesem Verfahren fahrt man fort, bis jedes
Individuum bezüglich aller seiner Antworten klassifiziert ist. Man unterschei-
det auch hier wieder eine Ersetzungs- und eine selbstkontrollierende Version.
Die Ersetzungsversion wird für die vorherrschenden Muster verwandt, die
selbstkontrollierende Version für die folgenden Muster. Die Klassifikation
verwendet drei Prinzipien: 1. Die Klassifikationsannahme, d. h. jede Kategorie
hat soviel gemeinsam wie das Paar, das am wenigsten gemeinsam hat. 2. Das
Prinzip der Maximumklassifikation, welches besagt, daß diejenigen Katego-
rien als signifikante Kategorien verwendet werden, für die das Produkt aus
Übereinstimmungsscore und Personenzahl maximal ist. 3. Die Berechnung
von Übereinstimmungsscoreresiduen, die man erhält, wenn man von dem
Übereinstimmungsscore für ein Paar ij den höchsten Übereinstimmungsscore
einer signifikanten Kategorie abzieht, in die i und j klassifiziert werden.

Eine Erweiterung der Rangordnungsversion von McQuitty (1960 c) in Verbin-
dung mit der Typenanalyse von McQuitty (1961 c) stellt die Rangordnungsty-
penanalyse von McQuitty (1963 a) dar. Bei dieser werden in der Interassozia-
tionsmatrix in jeder Spalte die Assoziationskoeffizienten durch ihre Ränge
ersetzt. Eine Untermatrix dieser Matrix, die genau aus den zu einer Teilmenge
von Individuen gehörenden Rängen besteht, stellt dann einen Typ nach der
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Definition von McQuitty (1961 c) dar, falls sie keinen Rang enthält, der größer
als die Anzahl der Individuen der Teilmenge ist. Es wird eine Prozedur ange-
geben, um alle diese Untermatrizen anzugeben.

Sowohl die hierarchische Syndromanalyse von McQuitty (1960 b) als auch die
multiple hierarchische Analyse von McQuitty (1962) sorgen nicht unbedingt
dafür, daß ein Individuum auf jeder Stufe optimal klassifiziert wird. Sie klassi-
fizieren zunächst ein Individuum optimal in eine Spezies und klassifizieren
dann die Spezies optimal in einen Genus. Deshalb schlägt McQuitty (1963 b)
eine Methode vor, die jedes Individuum zunächst optimal in eine Gruppe von
zwei, dann drei usw. Personen klassifiziert.

In McQuitty (1960 a) wird die hierarchische Verbindungsanalyse als eine hier-
archische Version der elementaren Verbindungsanalyse von McQuitty (1957 b)
vorgeschlagen. Andere hierarchische Versionen der Verbindungsanalyse wer-
den in McQuitty (1964) diskutiert. Eine Möglichkeit besteht darin, nach
Durchführung einer elementaren Verbindungsanalyse für jede Kategorie ein
Referenzitem zu bestimmen und mit diesen Items das Verfahren fortzusetzen.
Eine Verfeinerung sieht die Hinzunahme weiterer Items vor. Schließlich wird
auch die Hinzunahme aller Items erwogen. Um auch auf höheren Stufen des
Klassifikationsprozesses Assoziationsindizes zur Verfügung zu haben, ver-
wendet McQuitty (1964) die Klassifikationsannahme, den Ähnlichkeitsindex
von McQuitty (1955 b) und den korrigierten Übereinstimmungsscore von
McQuitty (1956).

Wenn man davon ausgeht, daß Individuen verschiedenartigen Einflüssen aus-
gesetzt sind, liegt es nahe, verschiedene einander überlagernde Typologien
anzunehmen. Um derartige unterschiedliche Typologien trennen zu können,
schlägt McQuitty (1965) eine multiple Rangordnungstypenanalyse vor. Hierzu
wird eine Rangordnungstypenanalyse (McQuitty, 1963 a) durchgeführt und
für jeden Typ die Itemmenge bestimmt, in der die Individuen dieses Typs
übereinstimmen. Für jede dieser Itemmengen wird für die Gesamtmenge der
Individuen eine Interassoziationsmatrix berechnet und auf diese eine Rangord-
nungstypenanalyse angewandt. Auf diese Weise erhält man neue Typen für
jeden der ursprünglichen Typen.

Eine Überlagerung von verschiedenen Typen muß nicht notwendig zu Über-
schneidungstypen führen, wie in McQuitty (1965) angenommen wird. Falls die
Einflüsse auf ein Individuum unabhängig voneinander sind, ist es möglich, daß
sich unabhängige Typen und Typologien für diesen Fall herausbilden. In
McQuitty (1966 a) werden Versionen der multiplen Rangordnungstypenanaly-
se zur Isolation unabhängiger Typen beschrieben. Zunächst wird dazu wieder
eine Rangordnungstypenanalyse auf eine Interassoziationsmatrix angewandt.
In der ersten Version werden dann maximalumfassende Typen definiert. Die-
ses ist die Minimalzahl von benötigten Typen, um alle Individuen zu umfas-
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sen, die in diesem Stadium zu Typen gehören. Für jeden dieser Typen werden
dann die gemeinsamen Charakteristika für die Beschreibung der Individuen
dieses Typs bestimmt und herausgenommen. Für die Restitems wird eine neue
Interassoziationsmatrix berechnet und darüber wieder eine Rangordnungs-
typenanalyse durchgeführt, usw. Eine andere Version verwendet anstelle der
maximalumfassenden Typen die Typen erster Ordnung, die sich bei der ersten
Anordnung der Rangordnungstypenanalyse ergeben.

In McQuitty (1966 b) wird zwischen realen unvollkommenen Typen und theo-
retischen reinen Typen unterschieden, wobei die reinen Typen aus zwei oder
mehr unvollkommenen Typen zusammengesetzt sind. Als Zwischenstufe zwi-
schen reinen und unvollkommenen Typen sind hierarchische Typen anzuse-
hen, die sich bei der Klassifikation von unvollkommenen Typen in immer
größere in sich konsistente Kategorien ergeben. Vor diesem Hintergrund wird
die hierarchische Analyse durch reziproke Paare eingeführt. Bei dieser wird
zunächst eine Matrix der Assoziationsindizes zwischen allen unvollkommenen
Typen aufgestellt und die reziproken Paare isoliert. Für jedes reziproke Paar
werden die gemeinsamen Charakteristika spezifiziert und dadurch hierarchi-
sche Typen definiert, die anstelle der sie definierenden unvollkommenen Ty-
pen eingesetzt werden. Es wird eine neue Matrix für die Assoziationen zwi-
schen den hierarchischen Typen und den nichtverwendeten unvollkommenen
Typen berechnet und das Verfahren iterativ wiederholt. Um unabhängige Ty-
pen zu isolieren, wird die sogenannte multiple hierarchische Analyse durch
reziproke Paare vorgeschlagen (McQuitty, 1966 b), in der zusätzlich das Prin-
zip der Maximum-Klassifikation (McQuitty, 1955c, 1957a, 1962) verwendet
wird. Ohne Verwendung dieses letzteren Prinzips erhält man eine multiple
hierarchische Analyse durch reziproke Paare für die Isolation von Überschnei-
dungstypen.

Die hierarchische Syndromanalyse (McQuitty, 1960b) hat den Nachteil, daß
auf einer Stufe der Klassifikation zusammengefaßte Individuen auf einer höhe-
ren Stufe nicht mehr getrennt werden können. Die bisherigen Verbesserungs-
vorschläge führten zu relativ komplizierten Klassifikationen. Deshalb schlägt
McQuitty (1966 c) eine Verbesserung vor, die die Typentheorie aus McQuitty
(1966 b) bei einer neuen Version der hierarchischen Syndromanalyse aus
McQuitty (1960b) verwendet. Diese sogenannte Höchstes-Paar-Version der
hierarchischen Syndromanalyse ist einfacher als die Ersetzungsversion und die
selbstkontrollierende Version, wobei alle drei Versionen auf diskrete und auf
stetige Daten anwendbar sind. Die Grundidee ist, jeweils ein Paar von unvoll-
kommenen Typen zu einem hierarchischen Typ zusammenzufassen, wobei
man vom größten Assoziationskoeffizienten in der Interassoziationsmatrix
ausgeht und die Matrix so schrittweise verkleinert.

In McQuitty (1955 b) wird ein Ähnlichkeitsindex für die sogenannte Ähnlich-
keitsanalyse entwickelt. Da die ursprüngliche Form dieser Analyse kompli-
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ziert ist und zu Widersprüchen führen kann, schlägt McQuitty (1966d) die
sogenannte Ähnlichkeitsanalyse durch reziproke Paare vor, die auf diskrete
und stetige Daten anwendbar ist und auf einer Verwendung der Typentheorie
von McQuitty (1966 b) beruht. Der Assoziationsindex zwischen einer Typen-
repräsentantenkombination ij und einem Typenrepräsentanten k, der von i
und j verschieden ist, wird dabei als Mittel der Assoziationsindizes zwischen i
und k sowie j und k berechnet. In McQuitty (1967b) werden zwei verschiede-
ne Möglichkeiten diskutiert, die Individuen bei der Berechnung der Assozia-
tionsindizes zu gewichten. Das Verfahren liefert hierarchische Typen verschie-
dener Ordnung.

In einem Übersichtsartikel von McQuitty (1967a) werden die Typentheorie,
die Verbindungsanalyse, die Rangordnungstypenanalyse, die hierarchische
Klassifikation durch reziproke Paare, die hierarchische Klassifikation durch
Rangordnungstypen und die Isolation von Überschneidungstypen und unab-
hängigen Typen aufeinander bezogen und der logische Entwicklungsprozeß
dargestellt. Anwendungen und Illustrationen der Verfahren findet man in
McQuitty (1967d) und Schubert (1965). In McQuitty (1967c) wird empfoh-
len, neben den typentheoretischen Ansätzen auch die Isolierung von dimen-
sionalen Konstrukten parallel durchzuführen, wobei für beide Ansätze eine
auf Produktmomentkorrelationskoeffizienten beruhende Methode vorgeschla-
gen wird.

In der hierarchischen Klassifikation durch reziproke Paare (McQuitty, 1966 b)
und ähnlichen Verfahren tritt gelegentlich das Problem von Bindungen auf,
wenn Assoziationsindizes den gleichen Wert haben. Für diesen Fall geben
McQuitty, Price & Clark (1967) eine allgemeine Lösung an. Falls etwa die
Assoziationen für ij und ik gleich und maximal sind, während die für jk relativ
klein ist, so kann es sein, daß der Typ ijk auf keiner Stufe realisiert wird. Der
Vorschlag ist, sowohl den Typ ij als auch den Typ ik zu bilden.

Eine Schwäche der bisherigen Ansätze der Musteranalyse wird von McQuitty
(1968 a) darin gesehen, daß an der Entscheidung, wann eine neue Kategorie
gebildet werden soll, immer nur relativ wenige Assoziationsindizes beteiligt
sind. Es wird deshalb vorgeschlagen, die Elemente der Interassoziationsmatrix
durch ihre Ränge zu ersetzen und die Assoziation zwischen i und j durch den
Rangkorrelationskoeffizienten von Spearman für die Spalten i und j zu messen,
gegebenenfalls mit Bindungskorrektur. Da zu den Elementen (i,j) bzw. (j,i)
jeweils das Element (i,i) bzw. (j,j) fehlt, wird das zu (i,j) und (j,i) gehörige
Rangpaar betrachtet. Diese Interspaltenkorrelationen werden sowohl mit der
verbesserten hierarchischen Syndromanalyse für diskrete und stetige Daten
von McQuitty (1966c) als auch mit der Rangordnungstypenanalyse von
McQuitty (1963 a) analysiert.

Man ersetzt bei dieser Methode die ursprüngliche Interassoziationsmatrix
durch eine Matrix von Rangkorrelationskoeffizienten. Falls man das Verfahren
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auf diese Matrix iteriert anwendet, so ergibt sich die von McQuitty & Clark
(1968a) b h besc rie ene iterative Interspaltenkorrelationsanalyse. Es wird bewie-
sen, daß durch dieses Verfahren tatsächlich vorhandene Typen isoliert werden,
d.h. daß die Korrelationskoeffizienten für Personen des gleichen Typs gegen 1
streben. Gegen -1 streben sie für Personen, die zu unterschiedlichen Typen
gehören. Für nicht eindeutig zugeordnete Personen ergeben sich Zwischen-
werte. Die Beweise lassen sich auch übertragen auf den Fall, daß eine Fehlerva-
rianz in den Antworten zugelassen wird. Eine Anwendung des Verfahrens bei
der Überprüfung der Reliabilität von intraindividuellen Persönlichkeitsstruk-
turen im Zusammenhang mit einem Test über psychisches Wohlbefinden ge-
ben McQuitty, Abeles & Clark (1970).

Eine Erweiterung der iterativen Interspaltenkorrelationsanalyse zu einer mul-
tiplen iterativen Interspaltenkorrelationsanalyse wird in McQuitty (1968 b)
vorgenommen. Dieses Verfahren gestattet es, jede Person nach fast allen ihren
Charakteristika zu klassifizieren und ist eine Adaption der hierarchischen
Analyse durch reziproke Paare von McQuitty (1966 b).

Verschiedene Formen von Typen, die bei einer iterativen Interspaltenkorrela-
tionsanalyse auftreten können, diskutieren Clark & McQuitty (1970). Ein
Typ, der durch eine eindeutige Menge von Charakteristika definiert ist, die
allen Individuen des Typs gemeinsam sind, heißt Gruppentyp. Ein Typ, der
durch ein einzelnes Individuum als eindeutig verschieden zu anderen Einzelin-
dividuen oder Gruppentypen bestimmt wird, heißt Einzel-Objekt-Typ. Ein
Typ, der durch drei oder mehr Individuen definiert ist, die zwar keine Charak-
teristika aufweisen, die alle gemeinsam haben, aber einige Charakteristika, die
einige Gruppenmitglieder gemeinsam haben, heißt Gruppen-Quasi-Typ.
Schließlich bildet eine Gruppe von Individuen, die sich von allen anderen
Individuengruppen unterscheidet und deren Charakteristika weder allen Indi-
viduen der Gruppe noch einigen Individuen der Gruppe gemeinsam sind, ein
System. In Clark & McQuitty (1970) wird untersucht, welche Formen von
Limesmatrizen zu welchen Typenformen führen.

Die Wahl eines Übereinstimmungsscores zwischen mehreren Personen kann
davon abhängen, wie negative Antworten auf Items eines Tests gewichtet
werden. Ein neuer Index für den Fall, daß negative Antworten unberücksich-
tigt bleiben, wird von McQuitty & Clark (1968 b) vorgeschlagen. Sie wählen
den relativen Anteil der Charakteristika, der etwa den Personen 1,. . . ,n ge-
meinsam ist. Dieser wird berechnet, indem man die Anzahl der gemeinsamen
Charakteristika für alle n Personen bestimmt, diesen Wert mit n multipliziert
und durch die Summe der Anzahlen der Charakteristika für die Einzelperso-
nen dividiert. Mit Hilfe einer hierarchischen Klassifikation durch reziproke
Paare werden basierend auf diesem neuen Index in einem Anwendungsbeispiel
sowohl Kurse klassifiziert gemäß den Studenten, die sie wählen, als auch
Studenten klassifiziert gemäß den gewählten Kursen.
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Ein Verfahren, das nicht nur den größten Assoziationsindex in einer Spalte der
Interassoziationsmatrix berücksichtigt, sondern zusätzlich eine Minimalzahl
der nächsthöheren Indizes nach Bedarf während des Klassifikationsprozesses
mit heranzieht, ist die hierarchische Klassifikation durch multiple Verbindun-
gen von McQuitty (1970a). Hierbei beruht jede Klassifikation auf einer oder
mehreren Verbindungen mit dem zentralen Kern eines Clusters. Es gibt keine
Zuordnungen, die nur auf Ketten von Individuen beruhen, die sukzessiv mit-
einander assoziiert sind. Das Verfahren kann sowohl Kategorien von unten her
aufbauen als auch von oben her zerlegen. Es geht von einer Rangtransforma-
tion der Spalten der Interassoziationsmatrix aus und verwendet primär die
höchsten Verbindungen zwischen den Individuen. Multiple Verbindungen
werden nur bei Bedarf herangezogen.

Möglichkeiten, das Konzept der Reziprozität (McQuitty, 1967a) abzuschwä-
chen, diskutiert McQuitty (1970 b). Es wird berücksichtigt, daß ein reziprokes
Paar auch durch Zufall entstanden sein kann. Ein Paar von Individuen i und j
heiße reziprok, falls i die höchste, zweithöchste usw. Assoziation mit j hat und
j seinerseits die höchste, zweithöchste usw. Assoziation mit i hat. Auf diese
Weise ergeben sich unterschiedliche Stufen der Reziprozität. Auf jeder Stufe
der Analyse besteht damit die Möglichkeit, die Reziprozitätsstufe so weit
herabzusetzen, daß reziproke Paare zugelassen werden, die sonst möglicher-
weise ausgeschlossen worden wären. Viele Fehlklassifikationen werden bei
dieser hierarchischen Klassifikation durch Mehrstufenreziprozität auf einer hö-
heren Stufe korrigiert. Falls i die k-höchste Assoziation mit j hat und j die l-
höchste Assoziation mit i, so ist das Maximum von k und 1 die Reziprozitäts-
stufe von ij. Bei der Zuordnung der Ränge in jeder Spalte der Interassozia-
tionsmatrix wird bei diesem Verfahren im Falle von Bindungen nicht die Mit-
telrangmethode benutzt sondern ein anderes Verfahren. Es gibt zwei Versio-
nen des Verfahrens. Die Version der sukzessiven Verbindungen baut sukzessiv
nach Bedarf die Reziprozitätsstufen ab. Die Version der Kernzuweisungen
geht von in sich konsistenten Untermatrizen maximaler Ordnung der Rang-
matrix für die Assoziationen aus. Diese Untermatrizen heißen auch Kerne.

Bisher (McQuitty, 1967a) war ein reiner Typ definiert als eine Kategorie von
Individuen derart, daß jedes Individuum innerhalb der Kategorie zu jedem
Individuum der Kategorie ähnlicher ist als zu einem beliebigem Individuum
außerhalb. Alternativ kann ein reiner Typ nach McQuitty (1970c) definiert
werden als eine Kategorie von Individuen mit einer eindeutigen Kombination
von Charakteristika. Jedes Individuum in der Kategorie besitzt alle diese Cha-
rakteristika, während Individuen außerhalb der Kategorie nicht alle Charakte-
ristika besitzen. Um solche reinen Typen zu identifizieren, wird eine hierar-
chische Klassifikation durch eine Benennungs-Auswahl-Analyse vorgenom-
men. Ausgangspunkt ist wieder eine Interassoziationsmatrix, deren Spalten
rangtransformiert werden. Als erstes wird diese Matrix auf alle möglichen
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Arten in zwei Untermatrizen zerlegt. Dann wird jedes Paar von Untermatri-
zen für alle möglichen Kombinationen von Individuen gebildet. Schließlich
wird die spezielle Zerlegung und Kombination ausgewählt, die die Summe der
durchschnittlichen Abweichungen innerhalb der Untermatrizen bezüglich ih-
rer zentralen Tendenzen minimiert. Wegen des großen Rechenaufwandes wird
das Verfahren dadurch abgekürzt, daß jedes Individuum für jede Untermatrix
eine Kombination von möglichst ähnlichen Individuen benennt, d.h. festlegt.
Die Benennung, die das obige Kriterium bezüglich der Abweichungen von den
zentralen Tendenzen minimiert, wird ausgewählt. Falls die Daten einen reinen
Typ enthalten, wird er isoliert und angezeigt. Ansonsten wird angezeigt, daß
eine perfekte Lösung nicht existiert und wie groß der Abstand zu ihr ist.

In McQuitty, Banks & Frary (1970) wird eine Methode beschrieben, um eine
Interassoziationsmatrix mit rangtransformierten Spalten so zu unterteilen, daß
man eine Untermatrix erhält, die dazu verwendet werden kann, den Grad der
Abhängigkeit in der Ursprungsmatrix zu messen. Im Anschluß daran kann
man dann die Bedeutsamkeit des Unterschiedes im Grad der Abhängigkeit bei
zwei oder mehr Ursprungsmatrizen untersuchen.

Dieses Verfahren wird von McQuitty, Banks & Frary (1971) dazu verwendet,
um Unterschiede zwischen gestörten und normalen Studenten aufzudecken.
Es ergeben sich geringere Interassoziationen für die Gestörten im Vergleich zu
den Normalen. Von McQuitty, Banks, Frary & Aye (1972) wird die Interas-
soziationsmatrix für zwei gleichgroße Stichproben von Gestörten und Norma-
len in alle möglichen Paare von Teilmatrizen gleicher Ordnung zerlegt. Es
wird ein Kriterium angegeben, um ein solches Paar von Teilmatrizen auszu-
wählen, das in der einen Matrix vorzugsweise Gestörte und in der anderen
Matrix Normale enthält. Aus den größten Übereinstimmungsscores werden
dazu nach einer speziellen Vorschrift Mittelwerte für die Teilmatrizen gebildet
und die Differenz dieser Mittelwerte als Abstand der Teilmatrizen verwendet.
Mit Hilfe der Anzahlen der gestörten und nicht gestörten Individuen in jeder
Teilmatrix kann die Bedeutsamkeit des Ergebnisses unter Verwendung der
hypergeometrischen Verteilung beurteilt werden. Dieses Verfahren ist jedoch
so rechenaufwendig, daß es nur für kleinere Stichproben anwendbar ist. Des-
wegen schlägt McQuitty (1971 c) eine abgekürzte Version vor. Bei dieser wer-
den iterativ diejenigen Individuen eliminiert, die aufgrund sehr großer bzw.
sehr kleiner extremer Übereinstimmungsscores als normal bzw. gestört klassi-
fiziert werden. Neben der Typentheorie betrachtet McQuitty (1973) auch
noch konkurrierend eine kognitive Frustrationstheorie, um Gestörte und
Normale zu trennen.

Die in McQuitty (1963 a) eingeführte Rangordnungstypenanalyse hat den
Nachteil, daß sie sehr strenge Anforderungen stellt, wenn Individuen zu einem
Typ klassifiziert werden sollen. Falls die Daten fehlerbehaftet sind, werden
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nur wenige Individuen die Bedingungen erfüllen und die Klassifikation wird
bald abbrechen. In McQuitty (1971 a) wird deshalb eine abgeschwächte Rang-
ordnungstypenanalyse vorgeschlagen, bei der ein Typ eine solche Klasse von
Individuen darstellt, daß ein Individuum weder in der zugehörigen Zeile noch
Spalte der spaltenrangtransformierten Interassoziationsmatrix einen Rang auf-
weist, der unterhalb eines vorgegebenen Minimums liegt. Das Minimum ist
der minimale Wert, bei dem sich noch eine in sich konsistente Kategorie
ergibt. Dabei wird das Kriterium für eine Typenzugehörigkeit sukzessiv her-
abgesetzt, bis alle Individuen klassifiziert sind oder es sich zeigt, daß sie nicht
zu klassifizieren sind.

Während einige Methoden der hierarchischen Klassifikation nur die höchsten
Assoziationsindizes verwenden, benutzen andere Methoden alle Indizes. Die
reliable und valide hierarchische Klassifikation von McQuitty & Frary (1971)
verwendet die Teilmenge von Assoziationsindizes, die die reliabelste und vali-
deste Lösung liefert. Ausgangspunkt sind mehrere Definitionen eines reinen
Typs. Ein reiner Typ kann dadurch definiert sein, daß jedes Individuum der
Kategorie jedem anderen Individuum der Kategorie ähnlicher ist als irgendei-
nem Individuum einer anderen Kategorie. Man spricht hier von einem quadra-
tischen Typ, da er einer quadratischen Teilmatrix in der spaltenrangtransfor-
mierten Interassoziationsmatrix entspricht. Eine andere Definition des reinen
Typs besagt, daß jedes Individuum der Kategorie alle Charakteristika eines
Musters enthält und kein Individuum außerhalb der Kategorie alle Charakteri-
stika dieses Musters enthält. Dieses wird als Identitätstyp bezeichnet. Schließ-
lich kann ein reiner Typ dadurch definiert sein, daß jedes Individuum inner-
halb der Kategorie einem anderen Individuum der Kategorie am ähnlichsten
ist. Dieses ist ein sogenannter Verlängerungstyp. Falls nur einige unpassende
Assoziationsindizes verhindern, daß einer der obigen Typen resultiert, so be-
zeichnet man diese als Flecken und spricht von einem gefleckten Typ. Genü-
gend große Flecken können verwendet werden, um Nichtmitglieder aufzudek-
ken. Reine Typen sind nur in der Theorie anzutreffen. Ihre empirischen Kor-
relate heißen reale Typen und werden als gefleckte Typen identifiziert. Die
Fleckenanzahl und die Nähe zum reinen Typ können jeweils bestimmt wer-
den. Das Verfahren beruht auf einer sukzessiven Berücksichtigung der größten
Assoziationsindizes.

Anhand eines speziellen Datensatzes mit komplizierter Zusammenhangsstruk-
tur vergleicht McQuitty (1971 b) die iterative Interspaltenkorrelationsanalyse
nach McQuitty & Clark (1968a), die hierarchische Klassifikation durch mul-
tiple Verbindungen (McQuitty, 1970a), die abgeschwächte Rangordnungsty-
penanalyse von McQuitty (1971 a) sowie die hierarchische Klassifikation durch
Mehrstufenreziprozität von McQuitty (1970b). Die Absicht ist dabei, eine
neue Methode zu entwickeln, die die Vorteile der älteren Methoden besitzt
und gleichzeitig ihre Nachteile vermeidet.
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Da die meisten hierarchischen Klassifikationsmethoden wegen des Rechenauf-
wandes auf relativ kleine Interassoziationsmatrizen beschränkt bleiben müs-
sen, geben McQuitty & Koch (1975a) ein Verfahren an, das auch noch für
tausend Individuen anwendbar ist. Es werden dabei dyadische Typen betrach-
tet, die nur aus einem reziproken Paar bestehen und Typen höherer Ordnung.
Diese ergeben sich aus dyadischen Typen, indem man bei diesen jeweils einen
Paarling unberücksichtigt läßt und damit die Möglichkeit neuer mit dem Aus-
gangstyp assoziierter dyadischer Typen eröffnet. Es werden drei Versionen
der Methode vorgestellt. Die Verfahren beginnen damit, daß in der Interasso-
ziationsmatrix in jeder Spalte der höchste Index unterstrichen wird. Wenn
zwei Individuen reziprok sind, so wird beim Konzentrationsclustern dasjenige
mit der geringeren Anzahl der Zeilenunterstreichungen eliminiert. Beim Zer-
streuungsclustern wird hingegen in diesem Fall das Individuum mit der höhe-
ren Anzahl von Zeilenunterstreichungen herausgenommen. Beim Medianclu-
stern schließlich wird das Individuum mit der größeren Anzahl von Unter-
streichungen bei der einen Hälfte der Paare und das Individuum mit der klei-
neren Anzahl bei der anderen Hälfte der Paare eliminiert.

Ein noch handlicheres Verfahren wird in McQuitty & Koch (1975 b) entwik-
kelt. Ausgangspunkt ist die Definition eines Typs als einer Kategorie von
Individuen, in der jedes Individuum der Kategorie einem oder mehreren Indi-
viduen der Kategorie am ähnlichsten ist. Das Verfahren beginnt damit, den
höchsten Index in der Interassoziationsmatrix aufzusuchen. Die zugehörigen
zwei Individuen werden zusammengefaßt, eines per Zufall ausgewählt und die
zugehörige Zeile und Spalte gestrichen. Mit der reduzierten Matrix wird genau
so verfahren, bis alle Individuen klassifiziert sind. Jedesmal, wenn zwei Indivi-
duen zusammengefaßt werden, bringen sie in die neue Kategorie alle ihnen
bisher schon zugeordneten Individuen mit ein.

In Zusammenhang mit den Methoden des hierarchischen Konzentrationsclu-
sterns (McQuitty & Koch, 1975 a), des hierarchischen Größtes-Element-Clu-
sterns (McQuitty & Koch, 1975 b) und der elementaren Verbindungsanalyse
(McQuitty, 1957 b) wird in McQuitty & Koch (1976) die Methode des hierar-
chischen Größtes-Spaltenelement-Clusterns entwickelt. Hier wird ein Typ als
eine Kategorie angesehen, bei der für jedes Individuum der Kategorie ein
anderes Individuum in der Kategorie vorhanden ist, das ihm am ähnlichsten
ist. Das Verfahren isoliert in jeder Spalte ein größtes Element als wesentlich
und eliminiert die anderen Daten als irrelevant. Je nach der Behandlung von
Bindungen werden zwei Versionen unterschieden. Bei der einen Version wer-
den weniger Bindungen als bei anderen Verfahren erzeugt. Falls Bindungen
auftreten, werden diese besonders berücksichtigt. Bei der zweiten Version
werden alle Bindungen vor der Analyse entfernt.

Von dem Paradoxon Meehls (1950) ausgehend unterscheidet McQuitty (1976)
zwischen additiver und konfiguraler Varianz von Testitems. Die Faktorana-
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lyse berücksichtigt nur die additive Varianz und läßt den Varianzanteil, der
durch Interaktionen höherer Ordnung verursacht wird, unberücksichtigt. Die
Summe beider Varianzanteile wird als kombinierte Varianz bezeichnet und mit
der sogenannten umfassenden Analyse der Testitemvarianz untersucht. Aus-
gangspunkt ist die Unterscheidung von Persönlichkeitstypen und Testitemty-
pen. Ein Persönlichkeitstyp ist eine solche Kategorie, bei der ein Individuum
aus der Kategorie alle oder fast alle Persönlichkeitscharakteristika eines Mu-
sters von Charakteristika besitzt, wobei dieses für kein Individuum außerhalb
der Kategorie gilt. Ein Testitemtyp ist analog eine solche Kategorie, bei der ein
Individuum aus der Kategorie bezüglich fast aller Antwortalternativen ein
bestimmtes Muster produziert, während dieses für kein Individuum außerhalb
der Kategorie gilt. Es werden drei Versionen der Methode unterschieden,
wobei Version I mehr Zufallsvarianz in den Daten gestattet als Version II.
Version III setzt nicht soviele perfekte typologische Antworten wie die beiden
anderen Versionen voraus, verlangt dafür aber weniger Zufallsantworten für
die Individuen, die gegen Ende der Analyse isoliert werden. Die Methode
gestattet es, zwischen Testitemtypen zu unterscheiden, die Persönlichkeits-
konstrukte widerspiegeln und solchen, die dieses nicht tun. Ferner werden die
Testitems aufgedeckt, mit deren Hilfe lineare und konfigurale Typen isoliert
werden können, wobei lineare Typen dadurch gekennzeichnet sind, daß man
sie einem linearen Kontinuum zuordnen kann.

Wenngleich viele der musteranalytischen Methoden von McQuitty auch bei
größeren Stichproben im Prinzip ohne Rechner durchgeführt werden können,
so trifft dieses in der Praxis meist nur dann zu, falls die Interassoziationsmatrix
gegeben ist. Von Lee (1977) wird angegeben, wie man aus Q-Sort-Daten
(Stephenson, 1953) auf elementare Weise den Produktmomentkorrelationsko-
effizienten als Grundlage einer Interassoziationsmatrix erhält.

3. Die Konfigurationsfrequenzanalyse von Lienert

Die Konfigurationsfrequenzanalyse (KFA) stellt den Versuch dar, mit Hilfe
von statistischen Definitionen und Verfahren Typen und Syndrome durch
Abhängigkeitsstrukturen in mehrdimensionalen Kontingenztafeln zu definie-
ren und nachzuweisen. Ausgangspunkt ist ein Vortrag von Lienert aus dem
Jahre 1968 (Lienert, 1969a). Es werden t binäre Variablen (Items) betrachtet,
die zu 2t verschiedenen Mustern führen. Für eine Stichprobe von N Individuen
wird ausgezählt, wie oft jedes Muster aufgetreten ist. Für jedes Muster be-
stimmt man den bedingten Erwartungswert e für die Auftretenshäufigkeit
unter der Nullhypothese totaler Unabhängigkeit der Items bei festgehaltenen
eindimensionalen Randsummen. Dazu bildet man das Produkt der betreffen-
den Randsummen und dividiert es durch Nt-1. Falls o die beobachtete Häufig-
keit für ein Muster ist, vergleicht man die Chiquadratkomponente (o-e)2/e
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mit einem geeignet gewählten Quantil der Chiquadratverteilung mit einem
Freiheitsgrad und beurteilt danach, ob man die Häufigkeit des Musters als
überzufällig ansehen will. Muster, auch als Konfigurationen bezeichnet, die
sich in höchstens einem Item unterscheiden, können agglutiniert, d.h. zu
komplexeren Klassen zusammengefaßt werden. Nur solche Muster, die sich
als überzufällig erwiesen haben und sich in wenigstens einem Item unterschei-
den, werden als distinkte Klassen angesehen. Die Effizienz einer Klassifikation
wird gemessen durch das Verhältnis der Anzahl der klassifizierten Individuen
zu der Anzahl aller Individuen.

In Lienert (1969 a) wird darauf hingewiesen, daß frühere Klassifikationsansät-
ze allein auf Double-Korrelationen, d.h. Zusammenhängen zwischen je zwei
Variablen beruhen, während die KFA auch Interaktionen höherer Ordnung
berücksichtigt. In Lienert (1970) werden die Ergebnisse eines LSD-Versuches
beschrieben, bei dem keine Double-Korrelationen auftreten, dafür aber eine
Tripel-Korrelation nachweisbar ist. Auf die Gefahr von fälschlicherweise an-
genommenen Syndromen und die Nichtaufdeckung vorhandener Syndrome,
falls man nur Double-Korrelationen betrachtet, weisen auch Lange & Vogel
( 1 9 6 5 )  h i n .   S i e  geben verschiedene Situationen an, wo durch heterogene Un-
tergruppen Syndrome vorgetäuscht bzw. verschleiert werden. In der KFA
hofft man, solche Heterogenitäten in den Items berücksichtigt zu haben.

Einen Vergleich der KFA mit anderen typenanalytischen Verfahren geben
Lienert & Kerekjarto (1969). Sie diskutieren die Möglichkeiten, depressive
Symptome zu Syndromen und depressive Patienten zu Typen zu klassifizie-
ren. Als Möglichkeiten der apriorischen Symptomklassifikation werden die
psychologische Klassifikation, die psychopathologische Klassifikation, die se-
mantische Klassifikation, die topologische Klassifikation, die systematische
Klassifikation, die meßtheoretische Klassifikation und die methologische Klas-
sifikation diskutiert. Für die aposteriorische Klassifikation wird unterschieden
zwischen Clusteranalyse, Faktoranalyse, Musteranalyse und Konfigurations-
frequenzanalyse.

In Lienert (1969b) werden Anwendungsmöglichkeiten der KFA in der Dia-
gnostik vorgeschlagen. Dabei werden überzufällig häufige Konfigurationen als
Anzeichen von Diagnoseklassen gewertet. Um die Validität von Syndromen
zu überprüfen, wird die relative Häufigkeit der Probanden mit der kritischen
Konfiguration k in einer Kriteriumsgruppe (pkC) und in einer Vergleichsgrup-
pe (pkV) bestimmt und der Validitätskoeffizient

r k C  =  ( p k C  -  p k V ) / ( p k C  +  p k V )

zur Beurteilung der Validität berechnet. Die Bedeutsamkeit von rkC wird
durch Vergleich mit einem Chiquadratquantil beurteilt. Eine Version des Ver-
fahrens für symptomreduzierte Konfigurationen wird für unzureichend be-
schriebene Patienten und für zu kleine Stichprobenumfänge empfohlen.
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Die konfigurale Validierung soll nach Lienert (1973) einer konfiguralen Skalie-
rung stets vorausgehen. Für die letztere wird der Anteil der Probanden der
Kriteriumsgruppe geschätzt durch

wobei fkC und fkV die entsprechenden absoluten Häufigkeiten bedeuten und die
zentralisierende Stetigkeitskorrektur von 0.5 im Zähler die Werte pk = 0 und
pk = 1 verhindert.    Für fkC= fkV ist die Korrektur zu unterlassen. Die Werte pk

werden über eine Standardnormalverteilung in z-Skalenwerte transformiert.

Die eigentliche Entwicklung der KFA beginnt mit dem Artikel Lienert (1971 a,
nachgedruckt in Krauth & Lienert, 1973 b, Kapitel 1). Nach einer Erläuterung
des Verfahrens der KFA an dem LSD-Beispiel von Lienert (1970) wird ein Typ
für qualitative Merkmale definiert als ein Muster von Eigenschaften, das von
anderen Mustern unterschieden werden kann, wobei es signifikant häufiger
beobachtet wird als dem Erwartungswert unter der Nullhypothese der totalen
Unabhängigkeit entsprechen würde. Dieses ist im ersten Teil die lexikalische
Typendefinition von English & English (1958, S. 567), während der zweite
Teil ein statistisches Moment in die Definition einbringt. Bei der Übertragung
von qualitativen auf quantitative Merkmale wird die Definition Rohrachers
(1975, S. 14), nach der ein Typ eine durch einen bestimmten Merkmalskom-
plex charakterisierte Gruppe von Individuen ist, ergänzt durch die Forderung,
daß die Einzelmerkmale überzufällig oft überdurchschnittlich stark ausgeprägt
sein müssen.

Neben den Typen werden auch sogenannte Antitypen betrachtet, die überzu-
fällig selten auftreten unter der Nullhypothese der totalen Unabhängigkeit der
Variablen. Es wird darauf hingewiesen, daß Merkmale assoziiert sein können,
ohne daß Typen vorliegen und umgekehrt. Um die Stärke der Ausgeprägtheit
eines Typs zu messen, wird ein sogenannter Prägnanzkoeffizient definiert
(unterschiedlich in Lienert (1971 a) und Krauth & Lienert (1973 b)). Als Vor-
teile der KFA werden angesehen die Typendefinition, die nicht nur Ähnlich-
keit, sondern Identität der Merkmalsmuster voraussetzt, und die Begründung
durch das Modell der mehrdimensionalen Kontingenzanalyse. Als Nachteile
werden angeführt die große Zahl der benötigten Individuen und die Notwen-
digkeit typologisch relevanter und genügend reliabler Merkmale.

Die KFA in der beschriebenen Form ist als ein heuristisches Hilfsmittel anzu-
sehen, um Typen, die sich als Inhomogenitäten in einem gegebenen Datensatz
abzeichnen, aufzufinden. Sie ist aber nicht in der Lage, Typen nachzuweisen.

Eine inferenzstatistische Begründung der KFA zum Nachweis von Typen
wird in Krauth & Lienert (1973 a) gegeben. Neben die schon erwähnten asym-
ptotischen Chiquadrattests zum Nachweis von Typen bzw. Antitypen treten
auch für kleine N anwendbare Binomialtests und deren Normalapproximatio-
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nen. Die Wahrscheinlichkeiten für die Binomialtests werden aus den eindi-
mensionalen Randwahrscheinlichkeiten durch e/N geschätzt. Da dadurch die
Anpassung nur verbessert werden kann, handelt es sich um ein konservatives
Verfahren. Bei t Symptomen sind 2t simultane abhängige Binomialtests durch-
zuführen. Um die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art unter Kontrolle zu halten,
werden die einzelnen Tests mit dem adjustierten

beurteilt, wobei cr die vorher festgelegte Irrtumswahrscheinlichkeit ist. In
Krauth & Lienert (1973 b, Kapitel 2) werden zusätzlich Binomialtests für die
Fragestellung entwickelt, ob die k größten vorgefundenen Konfigurationshäu-
figkeiten noch mit der Nullhypothese der totalen Unabhängigkeit verträglich
sind. Eine Darstellung der KFA sowie die Beschreibung eines FORTRAN-
Programmes für diese Methode geben Roeder (1974) sowie Steinhausen &
Langer (1977, S. 148-156).

Neben den in den methodischen Arbeiten zur KFA enthaltenen Anwendungs-
beispielen ist das Verfahren mittlerweile in verschiedenen Bereichen ange-
wandt worden. So wird die KFA verwendet von Lienert & Matussek (1971),
um Depressionssyndrome aufzudecken, von Müller, Ruppen, Baumann &
Angst (1972), um Drogentypen zu finden, von Gloning, Quatember & Lienert
(1972), um Aphasikertypen zu identifizieren, von Masendorf & Roeder (1974)
sowie von Roeder & Masendorf (1979), um Leistungsausfalltypen bei Schülern
zu isolieren, von Feger (1978, Kapitel 7), um Typen des Konflikterlebens zu
erkennen und schließlich von Silbereisen, Oesterreich & Leitner (1977), um
Typen von Sozialhilfeempfängern zu identifizieren.

In Lienert (1971 b) (nachgedruckt in Krauth & Lienert, 1973 b, Kapitel 3) wird
die KFA zu der hierarchischen Konfigurationsfrequenzanalyse erweitert. Be-
absichtigt ist hiermit die Elimination all derjenigen Variablen, die für die Ty-
penbildung irrelevant sind. Um dieses Ziel zu erreichen, wird eine einfache
KFA sowohl für die ursprüngliche Menge von Variablen als auch für jede
Teilmenge der Variablen durchgeführt. Es wird empfohlen, diejenige KFA für
die Interpretation näher in Betracht zu ziehen, für die das Gesamtchiquadrat,
d.h. die Teststatistik für das Testen der totalen Unabhängigkeit der betroffe-
nen Variablen, die kleinste Überschreitungswahrscheinlichkeit aufweist. Für
eine Teilmenge mit k Variablen ist dabei mit 2k-k-1 Freiheitsgraden der
Chiquadratverteilung zu rechnen. Das Gesamtchiquadrat ergibt sich als Sum-
me der Chiquadratkomponenten (o-e)2/e für alle betrachteten Konfiguratio-
nen. Von Rauchfleisch (1974) wird die hierarchische KFA dazu verwendet,
Typen von verwahrlosten Jugendlichen aufzudecken, unter Berücksichtigung
von Frustrations- und Intelligenzvariablen, während Osselmann (1979) mit ihr
Depressionstypen identifiziert.
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Auf der Grundlage einer Beschreibung der KFA und der hierarchischen KFA
durch Lienert & Krauth (1975a) erstellten Morris (1976) und Schlattmann &
Wildgrube (1979) FORTRAN-Programme.

Für den speziellen Fall, daß die Variablen die Änderung von anderen Variablen
messen, lassen sich KFA und hierarchische KFA zur Identifikation von Verän-
derungstypen verwenden. So suchen Masendorf, Roeder & Kretschmann
(1976) nach Änderungstypen bei Schulleistungsänderungen. Eine andere Form
der Veränderungsmessung wird in Lienert (1971 d) vorgeschlagen, wo für die
Werte vor der Behandlung und nach der Behandlung getrennt je eine KFA
durchgeführt und die Veränderung der Typenstruktur registriert wird. Andere
Verfahren zur Veränderungsmessung mit Hilfe der KFA werden noch bespro-
chen.

Von der hierarchischen KFA werden jeweils nur Typen mit einer konstanten
Anzahl von Merkmalen isoliert. Gelegentlich ist es aber zweckmäßig, eine
variierende Anzahl typenerzeugender Merkmale anzunehmen. So wird man
zwei überfrequentierte Konfigurationen, die sich nur in einem Merkmal unter-
scheiden, zu einer Konfiguration, die das kritische Merkmal nicht mehr ent-
hält, zusammenfassen. Eine solche agglutinierende Konfigurationsfrequenz-
analyse erlaubt die Bildung von Agglutinationstypen bei fehlenden oder
schwach ausgeprägten Konfigurationstypen, die Bildung prägnanter Aggluti-
nationstypen aus weniger prägnanten Solitärtypen, die Reduzierung der Ty-
penanzahl und eine einfachere Interpretation von Typen und führt zu einer
Erhöhung der Erwartungswertschätzungen.

Sowohl die hierarchische KFA als auch die agglutinierende KFA sind heuristi-
sche Suchverfahren. Nachdem man mit ihrer Hilfe Hypothesen über vermute-
te Typen generiert hat, kann man diese an einer Kreuzstichprobe inferenzstati-
stisch überprüfen. Diese Überprüfung mit simultanen Binomialtests wird in
Krauth & Lienert (1973 b, Kapitel 4) diskutiert.

Eine Modifikation der KFA für diagnostische Zwecke stellt die Zwei- und
Mehrstichproben-Konfigurationsfrequenzanalyse von Lienert (1971 c) (nachge-
druckt in Krauth & Lienert, 1973 b, Kapitel 5) dar. Dieses Verfahren kann in
Kreuzvalidierungen verwendet werden, um zu überprüfen, ob die Konfigura-
tionsverteilungen und damit etwaige Typen für zwei oder mehr Stichproben
identisch sind. Eine andere Anwendung ist das Auffinden von Typen für
Stichproben aus unterschiedlichen Populationen zum Zwecke der Klassifika-
tion von Individuen mit bekannter Merkmalskonfiguration.

Bei t Merkmalen und k Populationen stellt man eine Kontingenztafel mit 2t

Zeilen, die den Konfigurationen entsprechen, und k Spalten, die den Popula-
tionen entsprechen, auf. Zu jeder Population wird eine Zufallsstichprobe er-
hoben. Für jede Zelle der Kontingenztafel bestimmt man den bedingten Er-
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wartungswert e der Zellhäufigkeit als Produkt der beiden Randsummen divi-
diert durch die Summe aller Stichprobenumfange. Dann berechnet man die
Chiquadratkomponenten für jede Zelle nach der Beziehung (o-e)2/e, wobei o
die Zellfrequenz ist, und bildet die Zeilensummen über diese Komponenten.
Falls eine solche Zeilensumme oberhalb eines geeignet gewählten Quantils
einer Chiquadratverteilung mit (k-1) Freiheitsgraden liegt, sieht man die zu-
gehörige Konfiguration als geeignet an, zwischen den Populationen zu diskri-
minieren. Eine Dateninspektion ergibt dann, für welche Populationen die be-
treffende Konfiguration typisch und für welche sie atypisch ist. Dadurch ist es
möglich, Individuen aufgrund ihrer Konfigurationen zu klassifizieren. In ana-
loger Weise kann man hierarchische Mehrstichproben-Konfigurationsfrequenz-
analysen und agglutinierende Mehrstichproben-Konfigurationsfrequenzanaly-
sen durchführen.

Die heuristische Zwei- und Mehrstichproben-KFA wird in Krauth & Lienert
(1973 b, Kapitel 6) inferenzstatistisch begründet. Die Auswertung erfolgt über
Kontingenztafeln mit 2 Zeilen und k Spalten. In der ersten Zeile stehen die
Frequenzen für die betrachtete Konfiguration aufgeteilt nach den k Stichpro-
ben. In der zweiten Zeile stehen die Summen der Frequenzen über alle übrigen
Konfigurationen. Bei 2t Konfigurationen sind ohne vorherige Kenntnis geeig-
neter Hypothesen 2t simultane Chiquadrattests über (2 x k)-Kontingenztafeln
mit Alphaadjustierung durchzuführen. Speziell für die Zweistichproben-KFA
mit k = 2 Stichproben ergeben sich Vierfeldertafeln, die man bei kleinen
Stichprobenumfangen auch mit dem exakten Test von Fisher auswerten kann.
Bezüglich der exakten Tests bei mehr als zwei Stichproben vergleiche man
Freeman & Halton (1951), March (1972), Krauth (1973) Boulton (1974), Stegie
& Wall (1974), Stucky & Vollmar (1975), Hancock (1975), Howell & Gordon
(1976), Baker (1977) und Bedeian & Armenakis (1977).

Da man mit einem (2 x k)-Feldertest nur nachweisen kann, welche Konfigura-
tionen diskriminieren, aber nicht, ein welcher Weise sie diskriminieren, wer-
den wieder simultane Vierfeldertests vorgeschlagen. Eine solche Vierfeldertafel
enthält die Frequenz zu einer vorgegebenen Konfiguration und einer vorgege-
benen Stichprobe, die Summe der Frequenzen über alle restlichen Stichproben
bei gleicher Konfiguration, die Summe der Frequenzen über alle restlichen
Konfigurationen bei gleicher Stichprobe und die Ergänzung bis zur Summe
aller Stichprobenumfänge. Mit einem solchen Vierfeldertest läßt sich überprü-
fen, ob das Vorhandensein einer speziellen Konfiguration typisch für eine
bestimmte Population ist. Wegen der i.a. großen Anzahl simultaner Vierfel-
dertests wird es zweckmäßig sein, an einer Pilotstudie relativ wenige Hypothe-
sen zu formulieren, die an einer Hauptstudie überprüft werden können.

In Baumann (1973) werden die KFA, die hierarchische KFA und die Zwei-
stichproben-KFA mit anderen Typenanalyse-Verfahren verglichen. Es wird
dabei sowohl ein theoretischer Vergleich, die Ziele und Voraussetzungen der
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Verfahren betreffend, durchgeführt als auch eine Plasmodenstudie, d.h. ein
numerischer Vergleich der verschiedenen Verfahren an einem bekannten Da-
tensatz. Anstelle der Vierfeldertests schlägt Roeder (1976) simultane Konfi-
denzintervalle vor, um in der Mehrstichproben-KFA Frequenzen von Konfi-
gurationen zu vergleichen. Von Schott & Schott (1976) wird eine Zweistich-
proben-KFA dazu verwendet, Studienanfänger der Medizin, die entweder auf-
grund der guten Abiturnote oder aufgrund einer langen Wartezeit einen Stu-
dienplatz erhielten, nach ihrer psychosozialen Struktur zu differenzieren.

Ein alternativer Ansatz zur Mehrstichproben-KFA als Klassifikationsverfah-
ren wird von Hommers (1978) vorgeschlagen. Er nimmt an, daß für jeden
Probanden Wiederholungen eines Antwortvektors vorliegen. Falls diese Wie-
derholungen, z.B. durch verschiedene Probleme gekennzeichnet, als unab-
hängig voneinander angesehen werden dürfen, ergibt sich für die Verteilung
des Antwortvektors eine Multinomialverteilung. Die Parameter dieser Vertei-
lung werden aus der Gesamtstichprobe geschätzt. Mit Hilfe des Satzes von
Bayes (vgl. Kap. 4 des Bandes ,,Hypothesenprüfung“ aus der Enzyklopädie
der Psychologie) werden dann Individuen aufgrund ihres Vektors von Konfi-
gurationshäufigkeiten einer bestimmten Population zugeordnet. Eine Anwen-
dung des Verfahrens bei der Untersuchung der Therapiemotivation von Klien-
ten diskutieren Steller & Hommers (1977).

Die mit der KFA nachzuweisenden Konfigurationstypen werden zurückge-
führt auf Assoziationen erster Ordnung und höherer Ordnung zwischen den
beteiligten Merkmalen. Die gesamte Assoziationsstruktur versucht die Asso-
ziationsstrukturanalyse nach Lienert (1972) (nachgedruckt in Krauth & Lie-
nert, 1973b, Kapitel 7) aufzudecken. Dieses Verfahren beruht auf der Defi-
nition von Interaktionen höherer Ordnung nach Lancaster (1951, 1969). Im
ersten Verfahrensschritt wird bei t Merkmalen das Gesamtchiquadrat für den
Test auf totale Unabhängigkeit der t Merkmale berechnet. Die gleiche Rech-
nung wird durchgeführt für alle Kombinationen von t-l Variablen, von t-2
Variablen usw. bis zu 2 Variablen. Das Vorliegen von Double-Assoziationen
überprüft man direkt an den Gesamtchiquadraten für je 2 Variablen durch
Vergleich mit einem Chiquadratquantil für 1 Freiheitsgrad. Von jedem Ge-
samtchiquadrat für je 3 Variablen zieht man nun die zugehörigen ($ = 3
Double-Chiquadrate ab und erhält jeweils ein Residuum, das man bei einem
Freiheitsgrad auf eine Tripel-Assoziation hin überprüft. Von jedem Gesamt-
chiquadrat für je 4 Variablen zieht man die zugehörigen (i) = 4 Tripel-Chiqua-
drate und (;) = 6 Double-Chiquadrate ab und überprüft das Residuum bei
einem Freiheitsgrad auf eine Quadrupel-Assoziation. Bei t Variablen erhält
man bei Fortsetzung des Verfahrens ($) Double-Chiquadrate, (5) Tripel-Chi-
quadrate , . , (i) = 1 t-faches Chiquadrat, insgesamt 2t - t - 1 verschiedene
Assoziations-Chiquadrate. Die verschiedenen sich zeigenden Assoziationen
kann man durch Assoziationsgraphen veranschaulichen, in denen die Merkma-
le durch Knoten und die Assoziationen durch Kanten symbolisiert sind.
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Die Erweiterung von KFA und Assoziationsstrukturanalyse von Merkmalen
mit nur zwei Ausprägungen auf Merkmale mit mehr als zwei und u.U. unter-
schiedlich vielen Ausprägungen bereitet keine prinzipiellen Schwierigkeiten.
Für die Assoziationsstrukturanalyse wird diese Erweiterung als Kontingenz-
strukturanalyse bezeichnet und in Lienert & Krauth (1973a) (nachgedruckt in
Krauth & Lienert, 1973b, Kapitel 9) dargestellt.

So anschaulich die Assoziationsstrukturanalyse auch ist, bei der Assoziationen
höherer Ordnung heuristisch erklärt werden durch den ,Rest‘, der nach Abzug
der Interaktionen niedrigerer Ordnung noch verbleibt, so schwerwiegende
Bedenken müssen aus theoretischer Sicht erhoben werden. Wie in Krauth &
Lienert (1973b, Kapitel 8) dargelegt, ist die Interpretation der Interaktionen
höherer Ordnung nach Lancaster (1951, 1969) nicht leicht und die Zerlegbar-
keit der Chiquadrate, wie sie oben ausgenutzt wurde, ist nur asymptotisch und
nur unter der Nullhypothese der totalen Unabhängigkeit der Merkmale gege-
ben. Will man dennoch eine solche Analyse durchführen, so sind entsprechen-
de Assoziationen inferenzstatistisch durch simultane Chiquadrattests mit adju-
stiertem Alpharisiko abzusichern.

Eine Kurzdarstellung von KFA und Assoziationsstrukturanalyse geben Lie-
nert & Krauth (1976), während Gebert (1978) mit Hilfe der Assoziationsstruk-
turanalyse zeigt, daß in den Beispielen, für die in der Literatur latente Klassen-
analysen gerechnet wurden, nur Interaktionen erster Ordnung auftreten.

Von Baumann, Gebert & Lienert (1973) wird die Assoziationsstrukturanalyse
zum Nachweis von Depressionssyndromen verwendet und ein Vergleich der
Ergebnisse mit denen einer parallel durchgeführten Faktoranalyse vorgenom-
men. In Rey, Klug & Welz (1978a, 1978b) wird eine Stichprobe von psychia-
trischen Patienten mit einer Normalstichprobe mittels einer Zweistichproben-
KFA verglichen. Anschließend wird die Stichprobe der psychiatrischen Pa-
tienten mit Hilfe einer KFA, einer hierarchischen KFA und einer Assozia-
tionsstrukturanalyse auf das Vorhandensein von Typen hin analysiert.

Aufgrund der theoretischen Schwierigkeiten, die bei der Interpretation der
Ergebnisse von Assoziationsstrukturanalysen auftreten, schlagen Krauth &
L i e n e r t  ( 1 9 7 4 )      als alternatives Verfahren die sogenannte Interaktionsstruktur-
analyse vor. Dieser liegt ein anderes Konzept von Interaktionen höherer Ord-
nung zugrunde als der Assoziationsstrukturanalyse und anderen bisher be-
kannten Verfahren. Alle diese Verfahren gehen z.B. bei drei Merkmalen A, B
und C von einer einzigen Interaktion 2. Ordnung aus. Das neue Verfahren
definiert drei Interaktionen 2. Ordnung, jeweils zwischen einem Merkmal und
dem restlichen Merkmalspaar, formal bezeichnet mit A.BC, B.AC und C.AB.
Z.B. testet man, ob eine Interaktion A.BC vorliegt, indem man eine Kontin-
genztafel aufstellt, in der die Zeilen den Ausprägungen von A und die Spalten
den Ausprägungskombinationen von BC entsprechen, und den Chiquadrattest
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auf Unabhängigkeit durchführt. Entsprechend erhält man bei vier Merkmalen
A, B, C und D 6 Interaktionen 1. Ordnung, z.B. A.B, 12 Interaktionen
2. Ordnung, z.B. A.BC, und 7 Interaktionen 3. Ordnung, z.B. A.BCD oder
AB.CD. Jede dieser Interaktionen kann mit Hilfe einer zweidimensionalen
Kontingenztafel leicht interpretiert und getestet werden. Die inferenzstatisti-
schen Aspekte dieses Verfahrens werden in Krauth & Lienert (1973b) ange-
sprochen.

Von Wermuth (1976) wird anhand einiger fiktiver Datensätze illustriert, daß
KFA, hierarchische KFA und Interaktionsstrukturanalyse nicht in allen Fällen
die gesamte Abhängigkeitsstruktur aufdecken, falls etwa bedingte Abhängig-
keiten vorliegen. Derartige Abhängigkeitsstrukturen können u.a. mit Hilfe
von multiplikativen Modellen (Wermuth, 1978), die wiederum Sonderfalle der
loglinearen Modelle sind, aufgeschlüsselt werden. Eine derartige mehr oder
weniger vollständige Analyse der Abhängigkeitsstruktur, wie sie z.B. ähnlich
auch in Viktor (1972) oder Enke (1975) angestrebt wird, dürfte allerdings in
den meisten Fällen, wo es um den Nachweis und die Erklärung von Typen und
Syndromen geht, zu aufwendig sein und in der Praxis zu Interpretations-
schwierigkeiten führen.

Eine Weiterentwicklung der Interaktionsstrukturanalyse ist die Prädiktions-
Konfigurationsfrequenzanalyse von Lienert & Krauth (1974a). Hier geht es
darum, einen Prädikanden Y aus (t- 1) Prädiktoren X1,. . . ,Xt-1 vorherzusa-
gen. Dazu beurteilt man die Interaktion Y.X1,. . . Xt-1. Ist man an einer dif-
ferentiellen Prädiktion interessiert, so führt man mit der sogenannten diffe-
rentiellen Prädiktions-Konfigurationsfrequenzanalyse eine KFA über die Zel-
len der zu der obigen Interaktion gehörigen Kontingenztafel durch, um Prä-
diktionstypen zu finden. Wenn man etwa Schulerfolg vorhersagen will, so
kann man aufbauend auf biosozialen und Testprädiktoren nach Erfolgs- und
Mißerfolgstypen suchen. Von Lienert & Wolfrum (1979) wird die Prädik-
tions-KFA verwandt, um die Wirkungen verschiedener Psychotherapieformen
in Abhängigkeit von der sozioökonomischen und anamnestischen Zugehörig-
keit der Patienten zu beurteilen. Krüger (1979) vergleicht die Prädiktions-KFA
mit der sogenannten hierarchischen Rangvarianzanalyse von Schulze (1978)
und schlägt für die Auswahl von optimalen Prädiktorensets eine Assoziations-
strukturanalyse vor. Eine Erweiterung des Verfahrens auf zwei Prädikanden
und eine Version für geschichtete Stichproben geben Heilmann, Lienert &
Maly (1979).

Auf die Möglichkeit, mittels KFA Veränderungstypen zu suchen, weist schon
Lienert (1971b) hin. In Lienert & Krauth (1973b) (nachgedruckt in Krauth &
Lienert, 1973b, Kapitel 10) werden Symptomverschiebungstypen gesucht, in-
dem man Variablen definiert, die die Veränderung der Symptome beschreiben,
und diese einer KFA unterzieht. In ähnlicher Weise kann man die Änderung
von Profilen erfassen und sich für Profiländerungstypen interessieren. Falls
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nicht alle Merkmale Verschiebungen ausdrücken, werden die resultierenden
Typen als Kombinationstypen bezeichnet.

Beobachtet man t Merkmale simultan an einem Individuum, so spricht man
von einem Profil. Beobachtet man dasselbe Merkmal sukzessiv t Male an einem
Individuum, so spricht man von einer Konstellation. In Lienert & Krauth
(197%) (nachged ruckt in Krauth & Lienert, 1973b, Kapitel 11) wird die KFA
dazu verwandt, Konstellationstypen aufzudecken. Erhebt man Konstellationen
in zwei aufeinanderfolgenden Zeitabschnitten, z.B. in einem Überkreuzungs-
plan, so kann man die Veränderung der Konstellationen durch Differenzbil-
dung in den einzelnen Komponenten der Konstellationen messen und mittels
KFA Konstellationsänderungstypen identifizieren. Betrachtet man gleichzeitig
die Konstellationen eines Zielmerkmals und die Konfigurationen von Bedin-
gungsmerkmalen, so lassen sich mit Hilfe einer Interaktionsstrukturanalyse
sowohl Konstellationsvorhersagen als auch Bedingungsrückschlüsse durchfüh-
ren. Bei therapeutischen Prozeßerhebungen werden i. a. v Variablen zu t Zeit-
punkten erhoben, so daß man bei geeigneter Betrachtungsweise von Profilkon-
stellationen sprechen kann. Man kann auch Versuchspläne mit Profilkonstella-
tionsänderungen betrachten. Die KFA gestattet es dann, sowohl nach Profil-
konstellationstypen als auch nach Profilkonstellationsänderungstypen zu su-
chen.

Die Auswertung multivariater Versuchspläne mittels der Verfahren der KFA
wird in Lienert & Krauth (1973d) an esg prochen. Insbesondere werden Ver-
suchspläne ohne Meßwiederholung diskutiert. Bei den unifaktoriellen Ver-
suchsplänen werden der univariate, bivariate oder multivariate Mediantest
bzw. die korrespondierende Zwei- oder Mehrstichproben-KFA eingesetzt.
Die bifaktoriellen und multifaktoriellen Versuchspläne werden mit der Inter-
aktionsstrukturanalyse oder auch mit der Assoziationsstrukturanalyse ausge-
wertet.

Eine systematische Darstellung der Auswertung multivariater klinischer Un-
tersuchungspläne unter Verwendung der KFA wird in Lienert & Krauth
(1974b, 1974c) gegeben. Die Pläne werden klassifiziert nach der Anzahl der
Faktoren und ihrer Stufen, nach der Anzahl der Observablen und ihrer Aus-
prägungen und danach, ob es sich um Pläne mit oder ohne Meßwiederholung
handelt. Für afaktorielle Pläne ohne Meßwiederholung wird eine KFA und für
entsprechende faktorielle Pläne eine Interaktionsstrukturanalyse vorgeschla-
gen. Bei Plänen mit einfacher Meßwiederholung werden die Differenzen mit-
tels KFA und Interaktionsstrukturanalyse beurteilt. Bei Plänen mit mehrfa-
cher Meßwiederholung werden Polynome an die Meßwertvektoren angepaßt
und die Vektoren der Polynomkoeffizienten mittels KFA und Interaktions-
strukturanalyse ausgewertet. Eine Kurzdarstellung für die Auswertung von
Meßwiederholungsplänen geben Lienert & Krauth (1975b).
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Bei der Auswertung der Meßwiederholungspläne wird im Modell angenom-
men, daß die Meßwerte durch eine zeitabhängige Regressionsfunktion be-
schrieben werden, wobei eine Korrelation aufeinanderfolgender Meßwerte zu-
gelassen ist. Die Regressionsfunktion wird dann durch ein Polynom approxi-
miert. Statistische Tests für den Gruppenvergleich von Individuen mit solchen
Verlaufskurven werden in Krauth (1973) entwickelt. Ist man weniger an
Gruppenvergleichen als vielmehr an Verlaufstypen interessiert, so kann man
eine KFA über die dichotomisierten Polynomkoeffizienten bzw. über die Vor-
zeichenfolgevektoren durchführen (Krauth & Lienert, 1975). In Krauth &
Lienert (1978) werden an zwei Stichproben von Lernkurven orthogonale Poly-
nome angepaßt und eine Zweistichproben-KFA über die dichotomisierten
Polynomkoeffizienten durchgeführt.

In Bierschenk & Lienert (1977) und Bartoszyk & Lienert (1978) werden an-
hand einer Stichprobe von Probanden Verlaufskurventypen gesucht. Dazu
wird für je zwei zeitlich aufeinanderfolgende Meßwerte das Vorzeichen der
Differenz bestimmt und über die 2t-l Vorzeichenfolgevektoren bei t Zeitpunk-
ten eine KFA durchgeführt. Die angenommene Gleichverteilung der Muster
unter der Hypothese der Verlaufshomogenität und Trendlosigkeit beruht al-
lerdings auf einem Irrtum, da sie z.B. der Annahme einer Gleichverteilung
über alle möglichen Anordnungen der Meßwerte widerspricht. Da auch die
Nullhypothese der Gleichverteilung der Rangmuster zu Interpretations-
schwierigkeiten führen kann, scheint das Problem einer Typisierung von Ver-
laufskurven durch derartige Ansätze noch ungelöst zu sein.

4. Andere typenanalytische Ansätze

4.1 Die Musterähnlichkeitsanalyse von Cattell

In Cattell (1943) wird ein später als approximative Abgrenzungsmethode be-
zeichnetes Verfahren beschrieben, mit Hilfe dessen Variablen im Vorfeld einer
Faktoranalyse zu Clustern gruppiert werden können. Dieses Verfahren wird
in Cattell (1944) mit drei anderen Clustermethoden verglichen, die ebenfalls
von einer Korrelationsmatrix der Ausgangsvariablen ausgehen. Es handelt sich
hierbei um die Verzweigungs-Verbindungs-Methode, die Matrix-Diagonal-
Methode und die Korrelations-Profil-Korrelation von Tryon (1939). Die ap-
proximative Abgrenzungsmethode beginnt ebenso wie die Verzweigungs-Ver-
bindungs-Methode damit, daß für jede Variable diejenigen Variablen festge-
stellt werden, die mit ihr die höchsten Korrelationen, sogenannte Einfach-
verbindungen, haben. Bei der Matrix-Diagonal-Methode werden die Varia-
blen so umgeordnet, daß die Verbindungskorrelationen sich um die Hauptdia-
gonale der Korrelationsmatrix gruppieren, während bei Tryon’s Methode die
Variablen eines Clusters genügend stark positiv miteinander korrelieren
müssen.
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In Cattell (1949) werden verschiedene Koeffizienten definiert, um die Ähn-
lichkeit von Mustern zu messen, die auf intervallskalierten Variablen beruhen.
Es wird ein sogenannter Formkorrelationskoeffizient  rs gebildet, der die Form-
ähnlichkeit von Mustern oder Profilen messen soll. Auch die Q-Technik (Ste-
phenson, 1936a, 1936b; Burt, 1937) zielt auf eine solche Formähnlichkeit von
Profilen ab. rs ist der Produktmomentkorrelationskoeffizient zwischen den
beiden Profilen, wobei jedoch jede der n Profilvariablen zuvor über die Stich-
probe standardisiert worden ist. Diese Standardisierung bewirkt, daß Varia-
blen mit großer Streuung keine nur scheinbar großen Profilunterschiede vor-
täuschen können. Soll nicht nur die Form der Muster ähnlich sein, so wird der
Musterähnlichkeitsindex rp vorgeschlagen, der durch

definiert ist. Dabei ist k der Median einer Chiquadratverteilung mit n Frei-
heitsgraden (bei n Variablen) und di ist die Differenz der Standardscores für die
i-te Variable. Für diskrete Variablen wird

vorgeschlagen, wobei D die Anzahl der nicht übereinstimmenden Variablen
ist. Betrachtet man nur speziell eine Variable, so entfallen die Summenzeichen
in rp und man erhält den Koeffizienten der Muster-Effekt-Ähnlichkeit r-p, der
auf die Ursachen der Ähnlichkeit abzielt. In Cattell (1950) wird rp benutzt, um
Kulturmuster zu clustern. Einen Vergleich mit anderen Ähnlichkeitskoeffi-
zienten unter Bezug auf DuMas (1946), Cronbach & Gleser (1953), Osgood &
Suci (1952), Webster (1952), Zubin (1938) und Gaier & Lee (1953) gibt Cattell
(1957). Die Verteilung von rp unter der Annahme von normalverteilten Varia-
blen untersucht Horn (1961).

In Cattell (1952) wird die Technik der Q-Faktoranalyse, die auf Burt (1937)
und Stephenson (1936a, 1936b) zurückgeht, als ein typenanalytisches Verfah-
ren eingestuft und die Stellung innerhalb der anderen faktoranalytischen Me-
thoden geklärt. Jedoch wird in Cattell (1957, S. 408) die Q-Technik deshalb
kritisiert, weil nach Verständnis des Autors Typen als Cluster und nicht als
Faktoren aufzufassen sind.

Es wird (Cattell, 1957, S. 371) folgende Klassifikation zugrundegelegt: Falls
die Elemente eines Musters geordnet sind, so spricht Cattell von einer Konfi-
guration, sonst von einem Profil. Je nachdem, ob Profile direkt bezüglich ihrer
Ähnlichkeit verglichen werden oder ob über den Profilen definierte Funktio-
nen verglichen werden, spricht Cattell von allgemeinen bzw. spezifischen Ty-
pen. Auf diesem Hintergrund vergleicht Cattell (1957, S. 374-378) den mu-
steranalytischen Ansatz von McQuitty (1953), die latente Strukturanalyse von
Lazarsfeld (1950) und Gibson (1955), die Q’-Technik von Stephenson (1953),
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die kategoriale Klassifikation von Ellson (1955), die Mustervorhersage von
Meehl (1950), die Musteranalyse von Lykken (1956), die manifeste Struktur-
analyse von DuMas (1956) sowie die Verfahren von Horst (1954) und Lubin
(1950).

In Cattell & Coulter (1966) werden Typen als Gipfel in einer multivariaten
Verteilung definiert. Dabei werden zwei Typenkonzepte unterschieden. Unter
einem Homostat-Typ wird eine Personenmenge verstanden, die durch benach-
barte Punkte im Sinne eines Ähnlichkeitsmaßes im Variablenraum charakteri-
siert ist. Unter einem Segregat-Typ wird demgegenüber eine Menge von Per-
sonen verstanden, die untereinander (möglicherweise über ,,Zwischenträger“)
verbunden d.h. ähnlich sind, aber mit Personen außerhalb des Typs nicht
verbunden sind. Es werden zwei Ansätze zum Auffinden von Typen disku-
tiert. Bei der interindividuellen Beziehungs-Methode berechnet man für jedes
Paar von Individuen einen Ähnlichkeitsindex, vorzugsweise rp, und erhält
damit eine sogenannte Q-Matrix. Neben rp wird auch ein Koeffizient rs (nicht
zu verwechseln mit dem ebenfalls rs genannten Formkorrelationskoeffizienten
von Cattell (1949)) der linearen Ähnlichkeit und ein Benachbartheitkoeffizient
rn eingeführt. Auf die Q-Matrix wird dann die Verzweigungs-Verbindungs-
Methode angewandt, um sogenannte Phänomenal-Cluster zu erhalten. Diese
Teilklasse der Homostattypen ist allein durch die Verbindungen zwischen den
Personen definiert, während die sogenannten Nuklear-Cluster noch weitere
Struktureigenschaften besitzen müssen. Das Verfahren liefert eine Liste der
Phänomenal- und der Nuklear-Cluster. Ausgangspunkt für das Auffinden von
Segregattypen ist eine Matrix, die die Überlappungen zwischen den Phänome-
nalclustern beschreibt. Die ganze Analyse wird anwendbar durch die Entwick-
lung eines mit Taxonome bezeichneten Computerprogramms. Eine ausführli-
che Darstellung der Ähnlichkeitsmaße von Cattell und des Taxonome-Pro-
gramms gibt Baumann (1971). Auch in Cattell, Coulter & Tsujioka (1966)
sowie in Cattell (1968) werden diese Themen angesprochen.

Das Ähnlichkeitsmaß rp mißt die Ähnlichkeit zwischen zwei Individuen. Das
Problem, die Ähnlichkeit zweier Gruppen bzw. die Ähnlichkeit eines Indivi-
duums mit einer Gruppe zu bestimmen, wird in Cattell (1969) diskutiert.

4.2 Die Profildistanzanalyse von Sawrey, Keller und Conger

Eine Typenanalyse, die auf dem euklidischen Distanzmaß zwischen je zwei
Profilen beruht, wird in Sawrey, Keller & Conger (1960) beschrieben. Der
Abstand zwischen den Profilen von zwei Personen wird bestimmt, indem man
für jede Variable die Differenz der Meßwerte zwischen den Personen be-
stimmt, diese quadriert und die Summe über die k Variablen des Profils bildet.
Dieses ergibt den Abstand d2 zwischen zwei individuellen Profilen, der auch in
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den Musterähnlichkeitsindex rp von Cattell (1949) eingeht. Voraussetzung für
die Berechnung von d2 ist Intervallskalenniveau der Variablen. Bei einer Stich-
probe von N Personen kann man die Abstände für jedes Personenpaar in eine
(N x N)-Matrix eintragen.

In einem zweiten Schritt werden potentielle Kerngruppen gebildet. Dazu wird
definiert, wie groß d2 maximal sein darf, damit noch ähnliche Profile vorlie-
gen. Man setzt diesen Wert von d2 gleich einem Viertel der Summe über die k
empirischen Varianzen, die man für jede der k Variablen über die Personen
berechnen kann. Für jedes der N Profile wird dann eine Liste aller derjenigen
Profile erstellt, die ihm ähnlich sind. Das Profil mit den meisten zugehörigen
ähnlichen Profilen bildet mit diesen zusammen die erste potentielle Kerngrup-
pe. Diese Profile werden gestrichen und aus dem Rest analog die zweite
potentielle Kerngruppe bestimmt. Dieses Verfahren wird fortgesetzt, bis keine
ähnlichen Profile mehr übrig sind.

In einem dritten Schritt werden einander unähnliche potentielle Kerngruppen
bestimmt. Unähnlichkeit zwischen Profilen wird angenommen, falls d2 größer
als die Summe der k empirischen Varianzen ist. Aus den Profilen, die zu
potentiellen Kerngruppen gehören, wird eine Matrix von d2-Werten aufgestellt
und die Spaltensummen berechnet. Beginnend bei dem Profil mit der größten
Spaltensumme werden alle Profile, die dem jeweils betrachteten Profil nicht
unähnlich sind, ausgeschieden. Die so erhaltenen Kerngruppen sind einander
dann alle unähnlich.

Im vierten Schritt wird für jede Kerngruppe das mittlere Gruppenprofil be-
stimmt. Weiter werden die möglichen Zugänge zu jeder Kerngruppe aufgeli-
stet, d.h. solche Profile, die keinem Profil der jeweiligen Kerngruppe unähn-
lich sind. Nach Berechnung der d2-Werte zwischen diesen Zugängen und den
mittleren Gruppenprofilen werden die Zugänge sukzessiv aufgrund von 5 ge-
gebenen Maximalgrenzen zu den Kerngruppen hinzugefügt, falls dieses ein-
deutig möglich ist. Dabei werden die Maximalgrenzen immer weiter erhöht
und jedesmal für die erweiterten Gruppen neue mittlere Gruppenprofile be-
stimmt.

Nach Abschluß des Verfahrens erhält man Gruppen von Profilen bzw. Typen,
in denen die Profile der Gruppenmitglieder einander ähnlich sind, während sie
gleichzeitig den Profilen von Mitgliedern anderer Gruppen unähnlich sind.

4.3 Die Übereinstimmungsanalyse von Gengerelli

Im Gegensatz zur latenten Strukturanalyse (Lazarsfeld, 1950) versucht Genge-
relli (1961) nicht, theoretische Strukturen, die die Daten verursachen könnten,
zu finden, sondern eher eine beschreibende Klassifikation. Es werden Teil-
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mengen von in gleicher Weise reagierenden Variablen gesucht und eine Mög-
lichkeit, die gefundenen Teilmengen mit Hilfe eines Signifikanztests als tat-
sächlich vorhanden nachzuweisen.

Für jeden von M Patienten seien m binäre (vorhanden-nichtvorhanden bzw.
1-0) Items erhoben worden. Es soll geprüft werden, ob unter den m Items in
der betrachteten Population Untermengen solcher Items existieren, die in der
gleichen Richtung ausgeprägt sind. Solche zusammengehörigen Items bilden
dann sogenannte Syndrome oder Konstellationen. In die Zellen einer (m x m)-
Matrix wird jeweils eingetragen, bei wie vielen von den insgesamt M Patienten
beide zugehörigen Items mit 1 (Merkmal vorhanden) beantwortet werden. Um
festzustellen, ob gegenseitige Übereinstimmungen bzw. Assoziationen zwi-
schen den Items bestehen, stellt Gengerelli (1961) für jeden Tafeleintrag eine
Vierfeldertafel auf. Summiert man alle Einträge in der Matrix, so erhält man
die Anzahl N aller Übereinstimmungen zwischen je zwei Items, indem man
die Summe der Einträge halbiert, da jeder Eintrag doppelt auftritt. Für das
Matrixelement fij im Schnittpunkt der Zeile i mit der Spalte j erhält man die
Spalten- bzw. Zeilensummen fi und fj. Die von Gengerelli (1961) aufgestellte
Vierfeldertafel enthält in der ersten Zeile die Einträge fij und fj-fij und in der
zweiten Zeile die Einträge fi-fij und (N-fi) - (fj-fij). Für diese Vierfeldertafel
wird der übliche Chiquadratwert berechnet und mit dem 1%-Quantilwert
einer Chiquadratverteilung mit einem Freiheitsgrad verglichen. (Vom statisti-
schen Standpunkt aus wäre es möglicherweise sinnvoller, die Anzahlen ni bzw.
nj der Patienten, die das Merkmal i bzw. das Merkmal j aufweisen, zu bestim-
men und eine Vierfeldertafel zu betrachten, die in der ersten Zeile die Eintra-
gungen fij und nj-fij und in der zweiten Zeile die Eintragungen ni-fij und
(M-n i) - (n j-f i j) aufweist.)

Die in dieser Weise ausgezeichneten Zellen der Matrix werden markiert, und
es wird überprüft, ob sich Syndrome oder Konstellationen zeigen, die in der
Sprechweise der Graphentheorie durch sogenannte vollständige Graphen defi-
niert sind. Z.B. bilden die Items i, j, k und l ein Syndrom, falls die Zellen (i,j),
(i,k) (i,l), (j,k), (i,l) und (k,l) alle markiert sind, d.h. Chiquadratwerte ober-
halb des betrachteten Quantilwerts haben. Gengerelli (1961) spricht dann auch
von einem geschlossenen Muster, andernfalls von einem offenen Muster. Um
solche Syndrome zu ermitteln, wird für jede Spalte der oben konstruierten
Matrix die Anzahl der markierten Zellen festgestellt und zu dieser eine 1
addiert. Diese Zahl gibt die maximale Größe des Syndroms an, zu dem das
Item, das die betreffende Spalte kennzeichnet, gehören kann. Man sucht die
beiden Items i und j mit den höchsten Spaltensummen auf und ermittelt, ob die
Zelle (i,j) markiert ist. Falls dieses der Fall ist, sucht man das Item k mit der
nächsthöheren Spaltensumme und überprüft, ob (i,k) und (j,k) markiert sind.
Falls dieses der Fall ist, nimmt man k zu i und j dazu. Andernfalls führt man
die Vergleiche mit dem Item l mit der nächsthöheren Spaltensumme durch,
usw.
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Um die Zufälligkeit so gefundener Syndrome zu testen, geht Gengerelli (1961)
von der Nullhypothese aus, daß alle Verteilungen von h markierten Zellen auf
die K = m(m-1)/2 Zellen der oberen Dreiecksmatrix ohne die Hauptdiagonale
die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen sollen. Es wird dann die bedingte
Wahrscheinlichkeit dafür berechnet, daß sich mindestens ein geschlossenes
Muster aus d Items ergibt unter der Bedingung, daß h markierte Zellen unter
insgesamt K Zellen vorliegen.

Die oben beschriebene Methode verwendet Gengerelli (1963) dazu, um Ty-
pen, d.h. Untergruppen in einer Population zu finden. Dabei wird ein Typ als
eine Teilmenge von Punkten im Testraum, durch die die Personen gekenn-
zeichnet werden, beschrieben derart, daß der Abstand für zwei Punkte des
Typs kleiner ist als der Abstand zwischen einem Punkt des Typs und einem
beliebigen Punkt außerhalb des Typs. Dadurch können Typen nur dann iden-
tifiziert werden, falls sie hinreichend weit getrennt sind. Ausgangspunkt ist
hier eine (M x M)-Matrix, in die geeignet definierte Distanzen zwischen den
Personen als Punkte im Testraum eingetragen werden. Durch Festlegung einer
kritischen Distanz unterscheidet man ,,benachbarte“ von ,,entfernten“ Perso-
nen und kann wieder die Übereinstimmungsanalyse durchführen.

Das von Gengerelli (1961, 1963) vorgeschlagene Verfahren kann als ein Vor-
läufer der auf der Theorie der Zufallsgraphen basierenden Cluster-Theorie von
Ling (1972, 1973, 1975) angesehen werden.

4.4 Die Ähnlichkeitsanalyse nach Lorr und McNair

Von Lorr, Klett & McNair (1963, S. 172) wird eine auf Ähnlichkeitsmaßen
beruhende Typenanalyse vorgeschlagen, die sich von anderen Ansätzen (vgl.
Lorr, Klett & McNair, 1963, S. 128-144; Lorr, 1966a) unterscheidet. Damit
eine Typenanalyse überhaupt sinnvolle Ergebnisse liefert, fordert Lorr
( 1 9 6 6 a ) ,  d a ß  d i e  gefundenen Typen bei Verwendung anderer Meßskalen und
anderer Stichproben replizierbar sind, daß alle Untergruppen einer gegebenen
Population für eine Analyse zur Verfügung stehen und jeder identifizierte Typ
durch relativ wenige Klassifikationsvariablen beschreibbar ist. Im Gegensatz
zu anderen Verfahren verwendet die Lorr-McNair-Prozedur (Lorr, 1966b)
Ähnlichkeitsindizes wie Korrelations- oder Kongruenzkoeffizienten. Dadurch
wird nur die Formähnlichkeit zwischen Profilen berücksichtigt. Falls auch
Niveauunterschiede berücksichtigt werden, so sollen diese nach Auffinden
von Typen zu einer weiteren Aufspaltung der Typen verwendet werden. Die
Verwendung des euklidischen Distanzmaßes (Lorr, Klett & McNair, 1963, S.
135), wie es z.B. von Cattell (1949) in rp und Sawrey, Keller & Conger (1960)
verwendet wird, wird abgelehnt, weil Form- und Niveauunterschiede ver-
mengt sind und ein und derselbe Abstand sehr unterschiedlich interpretiert
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werden kann. Die Methode geht davon aus, daß ein Typ eine Klasse von
Personen ist, bei der jede Person in der Klasse im Mittel jeder anderen Person
in der Klasse ähnlicher ist als irgendeiner Person in irgendeiner anderen Klasse
(Lorr, 1966b, S. 26). Nach Standardisierung der Variablen und Aufstellung der
Korrelationsmatrix umfaßt das Verfahren die folgenden Schritte:

1. Für jedes Profil in der Korrelationsmatrix werden alle Profile mit einem
Koeffizienten oberhalb einer Obergrenze C1 aufgelistet.

2. Es wird das Profil aufgesucht, mit dem die größte Anzahl anderer Profile
assoziiert ist.

3. Man bildet ein Paar bestehend aus dem Profil aus Schritt 1 und dem Profil,
das den höchsten mittleren Korrelationskoeffizienten mit allen Profilen
der Liste aus Schritt 1 hat.

4. Es wird eine Triade gebildet, indem man zu dem Paar das Profil hinzu-
nimmt, das den höchsten mittleren Korrelationskoeffizienten mit den Ele-
menten der beiden zu dem Paar gehörigen Listen aufweist.

5. Aus der ganzen Matrix, mit Ausnahme der Profile aus der Triade, werden
sukzessiv die Profile dem Cluster hinzugefügt, die den höchsten mittleren
Korrelationskoeffizienten mit den sich schon im Cluster befindlichen Pro-
filen haben.

6. Das Verfahren bricht ab, wenn es keine Profile mehr gibt, deren mittlerer
Korrelationskoeffizient mit dem Cluster den Wert C1 übersteigt.

7. Falls sich im Cluster mehr als 5 Profile befinden und dieser Zyklus nicht
der erste ist, eliminiert man alle Profile aus Clustern, die in früheren
Zyklen gebildet wurden, die einen mittleren Korrelationskoeffizienten mit
dem augenblicklichen Cluster haben, der größer als Cu ist.

8. Aus der Restmatrix eliminiert man alle Profile, die einen mittleren Korrela-
tionskoeffizienten von mindestens Cu mit den Elementen jedes der bereits
gebildeten Cluster haben.

9. Falls im letzten Cluster mehr als 4 Elemente sind, führt man Schritt 10
durch. Sonst wiederholt man Schritt 1 bis Schritt 8.

10. Man gibt für jedes Cluster die konstituierenden Profile, die mittleren Kor-
relationskoeffizienten innerhalb und zwischen den Clustern und die mitt-
leren Korrelationskoeffizienten jedes Profils mit jedem Cluster an.

Dieses Verfahren ist mehrfach zur Identifikation von Typen verwendet wor-
den. So von Lorr, Bishop & McNair (1965) bei psychiatrischen Patienten, von
McNair & Lorr (1965) bei ambulanten psychiatrischen Patienten, von Gold-
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stein & Linden (1969) bei Alkoholikern, von Suziedel is  & Lorr  (1973)  zur
Berufsdifferenzierung, von Suziedelis, Lorr & Tonesk (1974) zur Identifika-
tion von Werturteilstypen, von Lorr, Pokorny & Klett (1973) zum Auffinden
von Depressionstypen, von Tonesk, Suziedelis & Lorr (1974) zur Findung von
Berufsinteressentypen bei Männern, von Youniss & Lorr (1972) zur Identifi-
kation von Persönlichkeitstypen und von Berzius, Ross, English & Haley
(1974) bei Drogensüchtigen.

Anhand der Daten einer Stichprobe von Psychotikern vergleichen Lorr &
Radhakrishnan (1967) dieses Verfahren mit einem anderen Verfahren, das zu-
nächst Clusterzentren zu bestimmen sucht durch Berechnung der Varianz der
quadrierten Korrelationen jeder Person mit allen anderen (vgl. Tryon, 1958).
Im weiteren Verlauf wird die Multiple-Gruppen-Faktor-Analyse von Guttman
(1952) verwendet. Beide Verfahren liefern disjunkte Untergruppen, die sich
teilweise im Umfang unterscheiden.

Die Ergebnisse einer Simulationsstudie für das oben beschriebene Verfahren
werden von Suziedelis, Lorr & Tonesk (1976) diskutiert. In dieser Studie
werden verschiedene Versionen des Verfahrens miteinander verglichen. So
wird neben einem Satz von 96 Items auch ein daraus erhaltener Satz von
12 Summenscores betrachtet. Als Ähnlichkeitskoeffizienten werden der Pro-
duktmomentkorrelationskoeffizient und der Cohen-Koeffizient (Cohen,
1969) betrachtet. Außerdem werden verschiedene Kriterien der Typenbildung
berücksichtigt. Es zeigt sich eine gewisse Überlegenheit des Verfahrens, die
sich in einer besseren Replikation der Typen ausdrückt, bei Verwendung der
Summenscores.

4.5 Die Gruppierungsanalyse von Friedman und Rubin

In Friedman & Rubin (1967) wird eine Cluster-Analyse beschrieben, die da-
von ausgeht, daß n Objekte in g Gruppen zu zerlegen sind. Dazu wird im
Prinzip die Menge aller Zerlegungen der n Objekte in g Gruppen betrachtet.
Für jede Zerlegung wird für jede Gruppe die Matrix der Abweichungsquadrate
der Elemente der Gruppe vom Gruppenschwerpunkt bestimmt. Die Summe
dieser Matrizen ergibt eine Matrix W. Man sucht diejenige Zerlegung, für die
W eine minimale Determinante hat.

Dieses Verfahren wird von Paykel (1971) verwendet, um Typen depressiver
Patienten aufzufinden. In Paykel & Henderson (1977) erfolgt ein Vergleich
dieser Methode und der gefundenen Typologie mit den Ergebnissen verschie-
dener anderer Cluster-Methoden.
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4.6 Der informationstheoretische Ansatz von Wallace
und Boulton

Ein Problem bei Typenanalysen, die auf Ähnlichkeitsmaßen beruhen, ist die
Identifikation unterschiedlicher Typologien je nach verwendetem Ähnlich-
keitsmaß. Dabei ist es meist nicht möglich, den Erfolg einer Typenbildung
durch ein Maß zu messen, das unabhängig von dem typenanalytischen Prozeß
ist. Deshalb versuchen Wallace & Boulton (1968) ein solches Gütemaß anzu-
geben, das von dem Prozeß der Typenfindung völlig unabhängig ist.

Falls an N Personen jeweils m Variablen gemessen worden sind, so läßt sich
diese Information in einer (m x N)-Matrix darstellen. Nach einer Klassenbil-
dung kann diese Information durch folgende Angaben wiedergegeben werden:

1. Die Angabe der Klasse, zu der eine Person gehört.

2. Die durchschnittlichen Eigenschaften der Klasse.

3. Die Abweichungen jeder Person von den durchschnittlichen Eigenschaften
der Klasse.

Falls die Klassen bzw. Typen klar ausgeprägt sind, so werden die Abweichun-
gen von den Durchschnittseigenschaften klein sein und die meiste Information
ist in der Angabe der Klasse enthalten, zu der eine Person gehört. In diesem
Falle kann die enthaltene Information weit kürzer mitgeteilt werden, als dieses
der Fall ohne Klassenbildung wäre. Sowohl im Falle diskreter als auch im Falle
stetig verteilter Variablen definieren Wallace & Boulton (1968) ein Informa-
tionsmaß, das die Gesamtkodierungsinformation angibt. Es wird dann diejeni-
ge Klassifikation gesucht, die dieses Informationsmaß minimiert. Eine An-
wendung dieses Verfahrens bei der Suche nach Depressionstypen beschreiben
Pilowsky, Levine & Boulton (1969).

4.7 Die lineare Typenanalyse von Overall und Mett

Die lineare Typenanalyse von Overall & Klett (1972, S. 216-238) ist ein
Verfahren, um bei Vorliegen von Intervallskalendaten die Beziehungen zwi-
schen den beobachteten Personen und den in der Population vorhandenen
reinen Typen aufzudecken. Man geht aus von der Vorstellung, daß einer belie-
bigen Population relativ wenige reine Typen zugrundeliegen. Jede Person kann
eine Mischung verschiedener Typen sein, wobei sie i.a. einem speziellen rei-
nen Typ am ähnlichsten ist. Ohne die Zahl oder das Aussehen der reinen
Typen zu kennen, soll mit Hilfe der linearen Typenanalyse festgestellt werden,
wie viele reine Typen vorliegen und wodurch sie charakterisiert sind. Dazu
definiert man für jeden reinen Typ einen Prototypvektor bzw. ein Profil und
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bestimmt das Ausmaß der Ähnlichkeit jeder Person mit jedem reinen Typ.
Man kann dann jede Person dem Typ zuordnen, dem sie am ähnlichsten ist.

Ausgangspunkt ist eine lineare Modellgleichung

in der x der Profilvektor des Individuums ist, z1 , . . ., zr die Prototypprofile für
r reine Typen, e ein Fehlervektor und b0,b1,. . . ,br skalare Gewichte. Bei p
Dimensionen und n Personen ergibt sich unter Vernachlässigung des Fehler-
terms die Matrizengleichung

wobei X eine (n x p)-Matrix, B eine (n x r)-Matrix und Z’ eine (r x p)-Matrix
ist. In entsprechender Weise gibt es eine Darstellung der reinen Typen durch
die Personenprofile aufgrund von

Z = X’A

wobei A eine (n x r)-Koeffizientenmatrix ist.

Als Ähnlichkeitsmaß für zwei Profile wird das Skalarprodukt verwendet. Die
Ähnlichkeitsmatrix für die Personen wird damit durch die (n x n)-Matrix

Q  =  X X ’

gegeben. Vor der Berechnung von Q lassen sich je nach Problemlage verschie-
dene Transformationen der Matrix X der Ausgangsprofile vornehmen. Man
kann die Zeilenmittelwerte von den Profilscores abziehen, um Niveaugleich-
heit zu erzielen, man kann Zeilen- und Spaltenmittelwerte abziehen und
schließlich kann man auch durch die Standardabweichungen normieren.

Die (n x r)-Matrix

F  =  QAS

enthält die Ähnlichkeiten der ursprünglichen Profile mit den r reinen Typen,
wobei die (r x r)-Diagonalmatrix S für die richtige Normierung sorgt. Die
Matrix der Prototypprofile ergibt sich aus

Z = X’AS.

Für die Bestimmung der gesuchten Transformationen, Prototypprofile und
Gewichtskoeffizienten stehen verschiedene Verfahren zur Verfügung. In
Overall & Klett (1972) werden eine direkte Clusterrotationsanalyse oder eine
Potenzvektorfaktoranalyse vorgeschlagen. Das letztere Verfahren wird in ei-
nem FORTRAN-Programm (Overall & Klett, 1972, S. 231-238) für die
lineare Typenanalyse verwendet.
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4.8 Die parametrische Mischungsanalyse von Wolfe und Fleiss

In Fleiss (1972) werden verschiedene Techniken zum Auffinden von Typen
einander kritisch gegenübergestellt. Insbesondere werden die Nachteile der Q-
Faktor-Analyse wie auch schon in Fleiss & Zubin (1969) und Fleiss, Lawlor,
Platman & Fieve (1971) herausgearbeitet. Eine besondere Schwierigkeit berei-
tet die Angabe eines Verfahrens, das zwar vorhandene Typen aufdeckt, aber
bei nichtvorhandenen Typen, z.B. bei einer homogenen Population, keine
Typen identifiziert. Eine Gruppe heißt dabei nach Fleiss (1972) homogen, falls
die gemeinsame Verteilung der Variablen multivariat normal ist, und inhomo-
gen, falls die gemeinsame Verteilung eine Mischung von multivariaten Nor-
malverteilungen ist. Vor Durchführung einer Typenanalyse kann man dann
versuchen, auf Homogenität zu testen, um nur im Falle der Heterogenität
nach Typen zu suchen. Als Homogenitätskriterien wurden bei diesem Ansatz,
wie Fleiss referiert, entweder der Chiquadratanpassungstest auf Vorliegen ei-
ner einzigen Normalverteilung oder das Vorliegen einer unimodalen Vertei-
lung verwendet. In Fleiss (1972) werden diese Kriterien als zu streng angese-
hen, da der Chiquadrattest für die speziell zu betrachtenden Alternativen nicht
trennscharf genug sei und unter Umständen auf die Schiefe der tatsächlich
zugrundeliegenden Verteilung und nicht auf die Heterogenität anspricht.
Auch das Vorliegen nur eines Modalwertes ist kein unbedingtes Kriterium für
Homogenität, da eine Mischung von zwei Normalverteilungen nur unter ganz
bestimmten Voraussetzungen eine bimodale Verteilung liefert. Von Fleiss
(1972) wird als verbessertes Kriterium ein auf Maximum-Likelihood-Schät-
zungen beruhender Chiquadrat-Test konstruiert, der die Nullhypothese einer
Normalverteilung gegen die Alternativhypothese von zwei Normalverteilun-
gen testet. Dabei ist der Test auf eine einzige Variable beschränkt, d.h. es wird
nur das eindimensionale Problem betrachtet.

Eine Alternative schlägt Jones (1968) vor. Dieser bildet eine Linearkombina-
tion über die Variablen in der Weise, daß die verwendeten Gewichte dazu
führen, daß die Modalwerte für die Verteilung dieser Linearkombination mög-
lichst weit auseinanderliegen. Auf diese Weise können Typen, falls welche
vorhanden sind, leichter aufgedeckt werden. Eine Kombination mit dem Ver-
fahren von Fleiss (1972) ist naheliegend.

Einen allgemeineren Ansatz als den von Fleiss (1972) stellt die allgemeine
Mischungsanalyse von Wolfe (1970) dar, die auch für andere Verteilungen als
die multivariate Normalverteilung verwendet werden kann. Die Grundidee ist
wieder eine Schätzung der Parameter der Mischverteilung mit der Maximum-
Likelihood-Methode und ein darauf basierender Chiquadrattest, mit dem man
die Nullhypothese, daß r Typen vorliegen, gegen die Alternativhypothese
testet, daß r’ Typen vorliegen, mit r’ > r. Die Rechnungen sind durchgeführt
für die  Mischung                    von multivariaten Normalverteilungen und für die Mischung
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von Multinomialverteilungen. Im letzteren Fall erhält man das Modell der
latenten Klassenanalyse. Für das Normalverteilungsmodell stehen zwei
FORTRAN-Programme zur Verfügung, das Programm NORMAP für Mi-
schungen mit gemeinsamer Kovarianzmatrix und das Programm NORMIX
für Mischungen mit verschiedenen Kovarianzmatrizen. Das Verfahren von
Wolfe (1970) wird neben anderen Verfahren von Rosemann (1977) zur Identi-
fikation von Schülertypen und zur Prädiktion von Schulleistungen verwendet.

4.9 Die Ähnlichkeitspartialisierungsmethode von Bolz

Nach Bolz (1977) beruht die von ihm vorgeschlagene Typenanalyse für Daten
auf Intervallskalenniveau auf einem statistischem Clustermodell, bei dem jede
Person als Zufallsziehung aus einer Population von Clustern angesehen wird.
Das Modell geht von der Grundannahme aus, daß die Charakteristika einer
Person eine Kombination der Charakteristika des Typs, zu dem die Person
gehört, der allgemeinen Populationscharakteristika und der spezifischen Per-
sonencharakteristika sind. Der Typ, zu dem eine Person gerechnet wird, wird
als Primärtyp, alle anderen Typen als Sekundärtypen bezeichnet.

Um die obige Aufspaltung der Charakteristika zu operationalisieren, wird der
Begriff der Ähnlichkeit oder Gemeinsamkeit (,,resemblance“, abgekürzt
,,Res“) verwendet. Dabei wird folgende Fundamentalgleichung zugrundege-
legt:

Res(Person) = Res(Primärtyp) + Res(Sekundärtypen) + Res(Personenspezi-
fität).

Das Gesamtmaß an Ähnlichkeit, das eine Person mit einer anderen Person
haben kann wird also in dieser fiktiven Weise in drei Teile aufgespalten. Der
letzte Summand kann auf die Individualität der Person, den Stichprobenfehler,
die Varianz des Primärtyps oder auf Meßfehler zurückgeführt werden. Eine
Typenanalyse, die dieses Modell verwendet, muß versuchen, die totale Ähn-
lichkeit jeder Person so darzustellen, daß Res(Primärtyp) gegen 1 strebt und
die beiden anderen Terme gegen 0.

Als Maß für die Ähnlichkeit zweier Personen X und Y wird

verwendet. Dabei ist

d.h. für jede der m Variablen wird die Differenz zwischen den beiden Perso-
nen gebildet und die Quadrate aufsummiert. Mit K wird der doppelte Median
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einer Chiquadratverteilung mit m Freiheitsgraden bezeichnet. Dieses Maß ist
dem Maß rp von Cattell (1949) ähnlich.

Als nächstes wird eine Formel benötigt, die es gestattet, den Anteil der Ähn-
lichkeit herauszupartialisieren, der auf einen speziellen Typ zurückgeht. Falls
man mit Res(X,Y.Z) die Ähnlichkeit der Personen X und Y nach Extraktion
der Ähnlichkeit beider Personen mit dem Typ Z bezeichnet, so wird als appro-
ximativ brauchbare Formel der Regressionsansatz

Res(X,Y.Z) = Res(X,Y) - Res(X,Z) Res(Y,Z) Res (Z,Z)-1

vorgeschlagen.

Diejenige Person eines Typs, die mit allen anderen Personen des Typs die
höchste Ähnlichkeit hat, heißt Idealperson. Unter Voraussetzung multivariater
Normalverteilungen und bei Festsetzung geeigneter Schranken kann man defi-
nieren, was signifikante Ähnlichkeit heißen soll. Durch Mittelbildung über die
Variablenvektoren einer Idealperson und der zu ihr signifikant ähnlichen Per-
sonen erhält man ein Stichprobentypenzentrum. Unter Verwendung dieses
Zentrums und aller Personen, die zu ihm signifikant ähnlich sind, kann man
ein neues Zentrum berechnen und so iterativ fortfahren, bis der Unterschied
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zentren eine vorgegebene Schranke un-
terschreitet.

Berücksichtigt man nur signifikante Ähnlichkeiten, so bietet sich die Person
mit der höchsten aufsummierten Ähnlichkeit mit allen anderen Personen als
erste Idealperson eines Clusters an. Nach Auspartialisierung der Ähnlichkeit
zu dieser Idealperson bzw. zu dem Typenzentrum aus der Ähnlichkeitsmatrix
kann man eine zweite Idealperson lokalisieren usw. Falls bei diesem Verfahren
die maximale aufsummierte Ähnlichkeit im Laufe des Prozesses an einer Stelle
abrupt abnimmt, so wird dieses darauf zurückgeführt, daß alle Typen identifi-
ziert sind. Nach dieser Festlegung der Typenzahl können dann nach dem oben
beschriebenen Iterationsverfahren auf der Basis der Typenzentren Personen
den Typen zugeordnet werden.

In Bolz (1977) werden Chiquadrattests empfohlen, um zu überprüfen, ob alle
Typen identifiziert wurden. Um zu überprüfen, ob zwei Typen verschieden
sind, wird Hotelling’s T2 Statistik und für den Vergleich mehrerer Typen
Wilk’s Lambda vorgeschlagen.
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