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Abréviations.

Dans les publications de I'académie des sciences de Paris, H. signifie Histoire
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méme article.
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IV 4. FONDEMENTS GEOMETRIQUES DE LA
STATIQUE.

Expost, D'APRES L'ARTICLE ALLEMAND DE H. B. TIMERDING (BRUNSWICK),
rar LUCIEN LEVY (panis).

Introduction?).

1. Objet de cet artiele. ,La Mécanique et la Physique fournissent
des exemples de quantités dont la détermination exige la connaissance
de tout ou partie des éléments suivants: un point, une droite indéfinie
passant par ce point, un sens choisi sur Ia droite et un nombre ab-
solu suquel on donne, suivant les cas, le nom de longueur, d'inten-
sité, ou d’amplitude de la quantité envisagée. Telles sont, pour ne
citer que quelques exemples, les forces, les vitesses, les accélérations.

On appelle ces quantités des quantités vectorielles; on les représente
géométriquement par des portions de droites orientées ou vecteurs [n° 8]

Dans cet article on ne s’occupera pas des points masses, c’est-a-dire
des points géométriques affectés d’un nombre positif ou négatif: leur
étude est réservée pour Varticle 1V 5. Par contre, on envisagera,
outre les quantités vectorielles indiquées plus haut, d’antres quantités
auxquelles on peut encore conserver la dénomination de vectorielles et
qui impliquent la connaissance d'un plan, ou, au moins, d’une direc-
tion de plans, et d'un sens de rotation autour d'une normale & ce plan,
comme les moments de forces données, les vitesses angulaires de rotation,
les moments magnétiques.

Ces nouveaux éléments peuvent &tre représentés par des aires
planes affectées d’un sens de parcours ou, comme on dit plus bridve-
ment, par des aires orientées. Il y aura lieu d'examiner le lien qui

1) ,La rédaction de l'édition fr ige de I'Encyclopédie a eru devoir faire
précéder I'exposé de l'article sur les fondements géométriques de la Statique
d’une Introduction conforme su mode d’exposition des Eléments de la Mécanique
rationnelle généralement adopté en France. Les astérisques indiquent ce qui,
dans cette introduction, est entidrement di & Lucien Lévy et & Paul Appell*




2 H. E. Timerding. 1V 4. Introduction. L. Lévy.

existe entre ces aires planes orientées et les droites limitées orientées.
Enfin on exposera les autres ressources, combinaisons de points, de
droites ou de plans, qu'offre la géométrie pour représenter certains
groupes de phénoménes mécaniques ou physiques.

Voici d'abord quelques théorémes et définitions de géométrie glé-
mentaire dont on fait constamment usage.”

2. Segments sur un axe orienté. ,On appelle axe orienté ou
simplement aze une droite indéfinie sur laquelle on a fixé un sens
positif, X' X par exemple; le sens opposé XX’ est appelé sens négatif
de l'axe?).

On appelle segment la portion d’'axe orienté (fig. 1) comprise entre
deux points a et b de l'axe, pris dans un ordre déterminé g, b; le

S N premier point ¢ estﬂl’on’gine
x a ¢ O b d e x du segment, le deuxidme b en
Fig. 1. est lextrémité.

La valeur algébrigue du
segment défini par les points a (origine) et b (extrémité) est le nombre
algébrique®) @b formé en premant la valeur absolue de la longueunr
du segment mesurée avec une certaine unité et en la faisant précéder
du signe + ou du signe — suivant qu'un mobile déerivant l'axe de a
en b marche dans le sens positif ou dans le sens négatif de Vaxe.

La notation ab désigne done ici un nombre positif ou négatif;
si b coincide avec @ le nombre est nul.

D’aprés ces définitions, on a

@b=—%a on h+ba—0.
8i lon prend plusieurs points g, b, ¢, d, ¢ sur un axe, on a
ab+bc+¢d+ de 4+ ea = 0.
Soit O wne origine choisie sur I'axe; le nombre
Oa=u
est Vabscisse du point a.

2) ,Toute droite indéfinic peut ainsi atre considérée comme la superposition
de deux axes X'X et XX’ de sens opposés. E. N. Laguerre [Nouv. Ann. math.
(8) 1 (1882), p. 542; Euvres 2, Paris 1905, p. 608) s'est servi de la dénomination
de semi-droites pour les axes orientés.®

38) ,Nous désignons ici un nombre par deux lettres surmontées d'un trait.
M. Chasles [Traité de géométrie supérieure, (17 éd.) Paris 1852; (2° éd.) Paris
1880) désigne par ab?, abd®, ... les pui de la valeur algébrique du
ab. Pour uniformiser cette notation, plusi auteurs porains ont désigné
par ab la valeur algébrique du segment ab lui-méme [ef. E. Carvallo, Traité
de mécanique, Paris 1893; P. Appell, Lecons de mécanique élémentaire, Paris
1909].*

3. Le vecteur. 3

Soient z et #’ les abscisses de deux points @ et b, la relation
ab+30+ 0a=0
donne la valeur algébrique .
ab=a'—z

du segment ab en fonction des abscisses des deux points e et b.*

3. Le vecteur. ,On appelle vecteur) l'ensemble de deux points
de T'espace A et B pris dans un ordre déterminé et de la portion de
droite comprise entre eux®). Le premier point A sappelle l'origine
ou le point d'application du vecteur, le second Yextrémitd, Dans les
figures, on indigue quelquefois Pextrémité d’un vecteur par une fleche.

Un vecteur est donc défini par deux points 4 et B pris dans
un certain ordre. On peut aussi le définir par les éléments suivants:
1°) origine, 2°) direction, 3°) sens, 4°) longueur.

Llorigine a déja été définie; c'est le premier point 4;

La direction du vecteur est la direction de la droite indéfinie
qui porte le vecteur et qu'on appelle le support du vecteur

Le sens du vecteur est le sens dans lequel un mobile allant de
A en B parcourt le support considéré comme un axe orients.

La longueur®) R du vecteur est la distance de son origine et de
son extrémité mesurée avec une certaine unité.

4) Le mot vectewr, du latin vehere ,transporter, d’ou radius vector et
plus brievement vector a ét¢ proposé par W. R. Hamilton, Cambr. Dublin math.
J. 1 (1846), p. 54.

5) J. R. Argand [Essai sur une itre de rep ter les imagi-
naires dans les constructions géomsétriques, Paris 1806 (sans nom d’auteur); (2°éd.)
publ. par G. J. Hodel, Paris 1874, p. 11] dit ,ligne dirigée*.

Avant lui, C. Wessel, ,,Om di analytiske Bet et Forsag, an-
vendt fornemmelig til plane og sphaeriske Polygoners Oplgsning" [Nye Samling
af det kongelige Danske Videnskabernes Selskabs Skrifter (2) 5 (1799), p. 469/518
[1798]; traduit en frangais et publié sous le titre: Essai sur la représentation
analytique de la direction, par H. Valentiner, T. N. Thiele et H. G. Zeuthen,
Copenhague 1897, sous les auspices de I’Académie royale de Danemark] avait dit
»ligne droite', ou simplement ,ligne“.

H. Grassmann [Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, p. 18 (n° 14);
(2° éd.) Leipzig 1878, p. 18; Werke 1!, publ. par I Engel, Leipzig 1894, p. 49}
employait le mot ,,segment" (,Strecke"). Cf. Die Ausdebnungslebre, Berlin 1862,
p. 142; Werke 1%, publ. par F. Engel, Leipzig 1896, p. 148. Voir aussi H. Grass-
mann junior, Projektive Geometrie der Ebene 1, Leipzig 1909, p. 5.

8) ,W.R. Hamilton écrit TR (ce qui s’énonce tenseur de R), poux la longuenr
d'un vecteur R; H. Grassmann, écrit YR

G. Bellavitis™) désigne par 4B le vecteur et aussi sa longueur, la distinc-
tion se trouvant faite par le signe d’égalité??).
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Les éléments 2°) et 3°), direction et sens, peuvent étre réunis en
un seul élément auquel on domne le nom d'orientation du vecleur.
L’orientation d’'un vecteur est, par définition, Porientation de I'axe fixé
sur le support du vecteur de fagon que le vecteur y détermine un
segment positif.

Quand le vecteur est situé sur un axe orienté (dont lorientation
peut dailleurs coincider ou ne pas coincider avec celle du vecteur),
les deux derniers éléments, sens et grandeur, sont caractérisés par la
valeur algébrique AD du segment AB de laxe support.

On représentera souvent un vecteur par la notation”)

AB,

en éerivant d’abord lorigine, puis Vextrémité.

Souvent aussi, on représentera un vecteur par une seule lettre
surmontée d'une fleche. Ainsi R étant la longueur d'un vecteur, on
représentera souvent ce vecteur par l'un ou l'autre des symboles

— —> —> —
R, » r ou R

Deux vecteurs 4, B, et Ay B, sont dits dguipollents’) quand ils ont
méme longueur, qu'ils sont paralléles et de méme sens.

Au lieu de dire que deux vecteurs sont équipollents on dit assez
souvent qu'ils sont égaux; mais nous éviterons de le faire, cette fagon
de parler pouvant dans certains cas préter & confusion.

La projection orthogonale dun vecteur AB sur un plan est le
vecteur qui a pour origine la projection de A4 et pour extrémité
celle de B sur le plan. La longueur de cette projection est égale a

R. Gans [Binfihrung in die Vectoranalysis, Leipzig 1905, p. 5] emploie [a
notation |R| de K. Weierstrass.

A. L. Couchy [C. R. Acad. sc. Paris 29 (1849), p. 250; (Buvres (1) 11, Paris
1899, p. 152] éerit mod R ce qui s'énonce module de R.*

7y ,Nous adoptons ici, pour désigner un vecteur, la notation la plus simple
a énoncer, la plus commode pour Vimpression et aussi la plus répandue aussi
bien en France [P. Appell, Traité de mécanique rationnelle (3° €d.) 1, Paris 1909,
p. 3; E. Rouché et Ch. de Comberousse, Traité de géométrie, (7¢ éd.) 1, Paris 1900,
p. 216; J. Tannery, Deux lecons de cinématique, Ann. Ee. Norm. (3) 3 (1886),
. 43/80] qu'en Italie [&. Bellavitis, Sposizione del metodo delle equipollenze™®),
Annali delle science del regno Lombardo-Veneto (Padoue) 7 (1837), p. 243/61] ou
en Allemagne [A. F. Mobius, Der barycentrische Caleul, Leipzig 1827; Werke 1,
Leiprig 1885).

J. R. Argand [Essai®), Paris 1806; (2¢ éd.) Paris 1874] a employé la no-
tation 4B, qui est encore d'un usage courant [Voir par ex. G- Koenigs, Legons
de cinématique, Paris 1897, p. 1].

D'autres notations ont été aussi employées, telles que [AB] par W. Schell
[Theorie der Bewegung und der Krifte, (2°éd.) 1, Leipzig 1879], ou encore 4B)*

4. Diverses catégories de vecteurs. 5

celle du vecteur 4B multipliée par le cosinus de langle aigu que
fait son support avec le plan.

La projection orthogonale dun vecteur AJB sur un aze X'X
est la valeur algébrique b du segment défini par les projections a
et b des points A4 et B sur Iaxe.

Quand on a orienté le support d'un vecteur 4B, la projection
orthogonale de AB sur Taxe X'X s'obtient en multipliant la valeur
algébrique AB du segment AB de l'axe support, par le cosinus de
Tangle de Daxe support avec I'axe X' X.*

4. Diverses catégories de vecteurs. Suivant la nature des
grandeurs physiques ou mécaniques représentées par des vecteurs,
ceux-ci peuvent étre divisés en trois catégories:

19) Il peut se faire d'abord que deux vecteurs équipollents re-
présentent 'un et Yautre la méme grandeur physique ou mécanique.
C'est ce qui a liew, par exemple, pour les vecteurs représentant des
axes de couples ou des vitesses de translation (dans I'espace), comme
on le verra plus loin. Quand il en est ainsi, on dit que les vecteurs
ne sont pas localisés ou epeore qu'ils sont libres®).

2°) 11 peut arriver, ensuite, que la méme grandeur physique soit
représentée par deww vecteurs équipollents A, B, et A, B, & condition
quils soient portés par la méme droite, tandis que deux vecteurs
équipollents portés par deux droites différentes représentent des gran-
deurs physiques différentes. Cest ce qui a liem, par exemple, pour
les veeteurs qui représentent des forces appliquées a un corps solide.

8) ,4. E. H. Love | Theoretical mechanics, an introductory treatise on the prin-
ciples of dynamics, Cambridge 1897, p. 16; {2° éd.) Cambridge 1906, p. 18] emploie
les exprossi vector unlocalised, vector localised in a line, vector localised at a

poimt qu'on peut traduire par vectewr libre, vecteur localisé sur une droite, vecteur

lié a wn point.

H. Gras [Die Ausdel lehre, Berlin 1862, p. 163; Werke®) 1%
p. 165] emploie Vexpression ,Linienteile* et la notation [AB] qui se rattache
% sa conception des produits combinatoircs de points. Il disait auparavant [Die
lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, voir surtout p. 197/205; Werke) 11,
p. 188/201] , Liniengrosse®.

Récemment on a proposé les expressions linienflicktiger Vektor traduite
ici par vectewr glissant et Stab traduite ici par bdton [E. Budde, Allgemeine
Mechanik der Pankte und starren Systeme 2, Berlin 1890, p.537; H. Grassmann
Jjunior, Schraubenrechnung und Nullsystem, Halle 1899]. La derniére dénomi-
nation est aunssi employée par K. Study [Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903];
O. Mohr [Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen Mechanik, Berlin 1905,
p. 1/459] dit simplement Strecke, c'est-ii-dire segment.

Les dénominations employées ici ont été adoptées par P. Appell dans la
troisitme édition de son Traité de mécanique rationnelle 1, Paris 1909 et par
P. Appell et S. Dautheville, Précis de ique, Paris 1910.*
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On dit alors que chacun des vecteurs considérés est localisé sur une
droite ou qu'il est glissant sur une droite.

3°) Enfin, il peut arriver que la grandeur physique représentée
soit telle que deux vecteurs distincts représentent deux grandeurs
physiques distinctes, c'est-a-dire qu'un vecteur ne puisse étre séparé de
son point dapplication. On dit alors que chaque vecteur est localisé
en un pownt ou i€ @ un point. Clest ce qui a lien par exemple pour
le vecteur qui figure, & un instant donné, la vitesse d'un point mo-
bile: on verra, en effet, que ce vecteur est li¢ am point.

Chacune de ces trois espéces de vecteurs est caractérisée par des
nombres qui sont, en quelque sorte, leurs coordonnées®).

Un vecteur peut dépendre de nombreuses variables: du temps,
des coordonnées de son origine, de la vitesse de son origine, des
eoordonnées ou des vitesses d'autres points de l'espace et de bien
d'autres quantités. Dans ce qui suit, nous considérerons les vecteurs
en eux-mémes, abstraction faite des variables dont ils dépendent.

Nous ne tiendrons pas compte des changements qu’ils peuvent
subir et nous les regarderons comme des grandeurs constantes. Des
quon considére les vecteurs comme des grandeurs variables, générale-
ment en fonetion des coordonnées du point d’application, on entre dans
une autre théorie & laquelle on a donné le nom d’Analyse vectorielle.
[Cf. IV 9]~

5. Coordonnées des vecteurs. Soient z, y, # les coordonnées de
Torigine A d'un vecteur AB; 2/, 9, ¢ les coordonnées de son extrémité
B; X, Y, Z les projections du vecteur AB sur les axes de coordon-
nées 0X, 0Y, 0Z.

En projetant le contour OA4B successivement sur les axes on
a immédiatement %)

X=2-z
Y=y —y,
Z=4—a

9) 11 ne semble pas nécessaire de créer des symboles spéciaux pour distinguer
les trois espices de vecteurs, on du moins le besoin s'en fera si rarement sentir
que dans chaque cas quelques mots suffiront pour éviter toute confusion. Clest
ainsi qu'en général il suffira d’établir pour les vecteurs libres les propositions
qui 8"appliq t ensuite d’ell anx vecteurs gli ou aux vecteurs liés.*
10) A. L. Cauchy [C. R. Acad. sc. Paris 36 (1853), p. 76; (Buvres (1) 11, Paris
1899, p. 443] envisage simultanément un rayon vecteur T ot ses projections &, 7,
sur les axes; il écrit que le rayon vecteur est la somme de ses projections:
F=%+F+3.
t par les

1, yJ, ¢k envisagées

%, ¥, % sont ici les
au n° 7.

B. Coordonnées des vecteurs. 7

L'expression de la longueur R du vecteur A B en résulte. Si le triddre
OXYZ est trivectangle, ce qui est presque toujours le cas dans les

applications, on &
R=yXi4+ Y*4+ 22

Toujours dans le cas d'un triédre trirectangle 0XY Z, on a, en
désignant par o, 8, y les trois cosinus directeurs de I'axe orienté AB
et par B la longueur du vecteur,

X =R, Y=8R, Z=1yR,

Le seul invariant géometrique d'un vecteur AB dans toute trans-
formation de coordonnées est évidemment sa longueur; le seul invariant
analytique de ce vecteur pour les transformations orthogonales est
X*+ Y*4 Z% il en résulte que toute fonction de X, ¥, Z qui est
indépendante du choix des axes rectangulaires doit s’exprimer en
fonction de

X4 YO+ 22

Un vecteur libre est défini analytiquement par les trois nombres

indépendants
X, Y, Z;
on les nomme les coordonnées ou les 1D du vecteur libre.

Un vecteur glissant est défini par ses trois projections X, ¥, Z,
qu'on nomme encore ses composantes, et par un point de la droite &
laguelle appartient le vecteur glissant; si a,, ¥,, #, sont les coordonnées
de ce point, la droite est donnée par ses équations

=% _Y—Y%h _*"%

Y z "’
qu'on peut écrire
yZ—2Y =1L,
e X —xZ=M,
Y —yX =N,
en posant
L=y, Z—¢7%,
M=z X — 2,2,
N=2z,Y—y,X.

On voit qu'un vecteur glissant est déterminé par six nombres

X, Y,Z,L,M,N
dont les trois premiers ne sont pas tous nuls et qui satisfont & I'identité
@ LX+ MY+ NZ=0.
Comme on peut choisir arbitrairement cing de ces nombres, un
vecteur glissant a cing coordonnées indépendantes. Au lieu de fixer
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ces cing coordonnées on préfere, pour des raisons de symétrie, con-
server dans les calculs les six coordonnées X, ¥, Z, L, M, N liés par
la relation (1).
Un vecteur 1ié AB est défini analytiquement par les six nombres
indépendants
%4, % X, Y, Z

ou, si I'on veut, par les six nombres
poe
x! y! 2’ z b y 2 Z.

6. Vecteurs libres. Leur addition et soustraction. Lorsque
deux vecteurs libres, A4, B,, 4,B,, de longueurs P, et P,, sont équi-
pollents®), nous éerirons

4,B, — 4,5,
ou
P, =7,

Si les axes de coordonnées sont transportés parallslement 3 eux-
mémes, les valeurs des projections d’'un vecteur sur ces trois axes me
varient pas. Dane une rotation des axes sans changement d’origine,
les projections d’'un vecteur subissent les mémes transformations que
les coordonnées d'un point. Dans un renversement des axes (voir
n°9), les projections d’un vecteur sur les trois axes changent de signe
comme les coordonnées d'un point*®),

Denx vecteurs libres A, B, et 4, B, ou_P: et?: sont dgaux et

opposés quand ils sont égaux, paralltles et de sens contraires; on ex-
prime ce fait en écrivant:
»

A B,—— A4,B, ou D,=—F,"

Inversement, trois quantités quelconques X, Y, Z jouissant des

11) ,Le signe = pour 1'égalité géométrique est presque universelloment adopté.
G. Bellavitis™) [Annali delle scienzo del regno Lombardo-Veneto (Padoue) 7 (1887),
p. 248/61; trad. frangaise par C. 4. Ladsant, Nouv. Ann. math. (2) 12 (1878),
p. 101 eb sniv.; (2) 13 (1874), p. 58 et suiv.; C. A. Laisant, Exposé de la méthode
des équipollences, Paris 1874] employait le signe « ; pour désigner I'équipollence
ou égalité géomsétrique, il éerivait

AB 2~ CD,

ce qu'il faut énoncer: AB équipollent & CD; il se servait de la caractéristique
»8r-* pour désigner la longueur d'un vecteur (qu'il appelait ,droite"). 4. F.
Mibius [Der baryc. Caleul”), § 17; Werke 1, p. 39] se servait du signe = pour
désigner une équipollence; il a 6t peu suivi*

12) Sur cette manidre de caractériser les i Striques par la fagon
dont elles so portent dans les ch ts de coord
Z. Math, Phys. 47 (1902), p. 237; Math. Ann. 62 (1906), p. 419.

, voir ¥\ Klein,

6. Vecteurs libres. Leur addition et soustraction. 9

trois propriétés que nous vemons de citer peuvent étre envisagées
comme les trois projections d’un vecteur librel?).
Somme géométrique d'un nombre quelcongue de vecteurs libres. Soient
A,B,, 4,B,, ..., 4,B,
ou .
— —>
) Py, Py ooy P
les vecteurs donnés.
Prenons un point quelconque 4 et,
bout & bout des veeteurs équipollents au:

Hoe

partir de ce point, portons
vecteurs donnés: AC, équi-

|

5, puis C,Cy équipollent &

]

e . N
pollent & P, puis C,C, équipollent &
—_—r . . N—<d
Py, ..., enfin C,_, C, équipollent & P,.

Le vecteur AC,, fermant le contour ainsi obtenu, est la somme
géometrique ® des vecteurs proposés; ces vecteurs sont les composants.
JLa figare AC G, ... C, sappelle le polygone des vecteurs ou

polygone de Varignon (il est représenté fig. 2 pour n — 4).

B

B,
| "
4

Fig. 2.

La somme géométrique d’un nombre quelconque de vecteurs libres
est indépendante de l'ordre dans lequel on prend les vecteurs com-
posants. Nous éerirons

- —r  — —r
Re=P, +Py-+.--+P,
—_—
pour exprimer que le vecteur R est la somme géométrique des vec-
tears donnés.

L'addition géométrique est, comme laddition arithmétique ou

Yaddition algébrique, commutative (C'est-d-dire qu'on peut intervertir

18) Les régles concernant 'addition et la soustraction géométriques des vecteurs
ont 6té données en premier lieu par G. Bellavitis”), Annali delle scienze del regoo
Lombardo-Veneto (Padoue) 5 (1836), p. 244; trad. frangaise par C. 4. Lassant ™.
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Tordre des termes) et associative, ce qu'exprime P'égalité géométrique

B+ @ +P) =P +H+ P

(cf. fig. 3). L'analogie de I'addition géométrique avec les autres opé-
rations déja appe-
lées ,additions“est
donc absolue et
ainsi se justifie
Temploi des déno-
minations et des

signes usités').
De V'addition,
Fig. 5. on passe & la mul-
tiplication par le

[

nombre entier # en supposant que les # vecteurs additionnés sont
— —

équipollents & I'un quelconque P d’entre eux. Le résultat R de cette

> )

addition s'appelle le produit du vecteur P par le nombre =, et I'on éerit

—  —
R=unP.
On en déduit
— =
CIES

ce qui donne la division d'un vecteur par un nombre entier n. II
n'y a ensuite aucune difficulté pour s’élever & la notion du produit
d'un vecteur par un nombre positif quelconque, entier, fractionnaire
ou incommensurable.

On démontre aisément que la projection sur un axe quelconque
de la somme géométrique d'un nombre quelconque de vecteurs est
égale & la somme algébrique des projections de ces vecteurs sur le
méme axe. Soient alors

X,, X,, Z, les projections du vecteur 4, B, ou —f’T,
Xi, Y,, Zy les pr0]ect1ons du vecteur A,B ou P,,

sur les axes; les prDJeCt.lDILS de 13. gomme geometnque R auront pour
expressions
X=X +X++X,
Y=X%L+ %+ +Y,
Z=2+2Zy+ -+ Z,.
14) ,Dans le cas ou les vecteurs représentent des forces, A. L. Cauchy [Exer-

cices math. 1, Paris 1826, p. 121; (Buvres (2) 6, Paris 1887, p. 1563] emplole lex-
pression de ,force principale* pour ce que nous appel pSOmme g ue

7. Digression sur la notation de G et sur les quaterni 11
. 3 Chanr, - e
On appelle différence géométrigue de deux vecteurs P et P, le
vecteur Py qui ajouté géométriquement & P, donne un vecteur équi-
pollent & P. On désigne cette opération par le signe — en sorte que
Végalité géométrique
— > —>
Pp=P—P
revient & I'égalité géométrique
— = =
P=P + P,
Il résulte des dernidres formules que la différence géomsétrique
de deux vecteurs, dont les projections sont respectivement X, ¥, Z
et X, ¥,, Z,, a pour projections sur les axes

X-X, Y-Y, Z-Z,.
On construit aisément la différence géométrique 71”—?: en construisant
—
la somme de P et d’un vecteur égal et opposé a P,.

7. Digression sur la notation de Grassmann et sur les quater-
nions. ,Soit O un point quelconque; un vecteur 4.B pourra toujours
étre considéré comme la différence géométrique de deux vecteurs
OB — 0A et I'on pourra écrire

AB=0B— 0A.

Le point O, pouvant &tre choisi arbitrairement, ne joue aucun rile
essentiel. Il est donc indiqué de supprimer la lettre O et d'éerire
simplement
B—4
pour désigner le vecteur AB. Cette notation, qui coincide avec celle
dont H. Grassmann a fait usage, rend intuitives les égalités géométri-
ques précédemment exposées. Ainsi, on voit immédiatement que 1'éga-
lité géométrique
AB+ BA=0

(B—A)+(4—B)=

s'éerit
et devient une identité si on la traite comme une égalité algébrique
ordinaire. De méme D'égalité géométrique entre trois points
AB+ BC+C4=0
(B—4)+(C—B)+(4—0)=

qui est encore une identité algébrique. La notation de H. Grass-
mann fait donc rentrer le caleul des grandeurs géométriques dans le

s'éerira
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calcul algébrique. Par exemple l'équipollence
AB=CD
géerit dans la notation de H. Grassmann
B—A—=D-—C;
on en déduira immédiatement (fig. 4)
D—B=C—A4A

ou
BD = AC,
ce que les notations employées jusqu’ici ne permettaient pas de con-
clure immédiatement.

On est encore conduit i la notation de H. Grassmann de la fagon
suivante: appelons addition d’'un point M et d’'un vecteur % une trans-
lation imprimée au point, de direction et de grandeur égale a % et
qui transforme le point M en un autre point M’. Ce point M~
représente le résultat de l'addition et nous éerirons

M= M s
d’ott N

w=M — M,
et nous retombons sur la notation de H. Grassmann qui apparait ainsi
comme indiquant une opération effectuce sur les points.

On comprend alors comment, & l'aide de toutes les conventions
précédentes, un point P qui a pour coordonnées z, y, s est défini
par 'égalité géométrique suivante, dans laquelle ¢, ¢, e, désignent des
unités de longueurs portées sur les axes de coordonnées 0X, 0Y, 02:

P=0+ex+ ey + ez
Soit @ un second point ayant «, , 2/ pour coordonnédes; le vecteur
PQ sera représenté par égalité géométrique
Q—P=co (@ —2)+ ol —1) +al—2)

W. B. Hamilton™) utilise la méme expression symbolique pour

représenter un vecLeurTf; il éerit seulement ¢, j, k au lieu de ¢, €, ¢
7: i+ jy + ka.

16) ,Bien avant H. Gr
avait représenté un vecteur par

et W. R. Hameli C. Wessel [Essai®), p. 26]

«~+ny+ ez, avec les conditions n*=—1, =1
et avait traité de la multiplication de ces vecteurs; mais les résultats quil &
obtenus sont illusoires. Il lui 2 manqué de porter une unité imaginaire sur Ox
pour avoir inventé le calenl des quaternions. On peut donc dire seulement qu'il
reste, avant J. R. Argand, W. R. Hamilton et I. Grassmann, Iinventeur de la
représentation des grandenrs géométriques impliquant une direction.

7. Di

sur la notation de G et sur les g ions. 13

g

Pour arriver 4 la notion de multiplication des vecteurs, il définit
d'abord la multiplication des vecteurs wnités ¢, j, k& par les relations

(1) ij=k jk=1, ki=j,
@) PPk =,
@) ji=—1j, kj——jk ik=—ki

Considérons alors deux vecteurs OA ou—vt 04 u ¥V ayant

pour origine commune l'origine O des coordonnées:
YV iz + 3y + ke,
—
Vi=id +jy + k.

Formons le produit des polynomes complexes situés dans les
geconds membres en lear appliquant les régles de la multiplication
algébrique ordinaire sous les réserves suivantes: lordre dans lequel
les facteurs i, j, k se présentent ne devra jamais étre interverti, mais
les autres facteurs pourront étre déplacés et de plus on appliquera
les formules (1), (2) et (3). Désignons Ex»ﬁn par une simple juxta-
position cette opération sur les vecteurs V et V'; on démontre que
Ton a

—>—r
V Ve=—ud —yy — 2 +i(y2 —ay) + jlaa’— ) + k{xy —ya).
Cette expression est de la forme
K+4iL+jM+ kN,
dans laquelle X, L, M, N désignent des nombres réels.

Une telle expression sappelle, d’aprés W. R. Hamilton'®), un qua-
ternion; K est la partie scalaire du quaternion; ¢f. + jM 4 kN est la
partie vectorielle du qualernion.

Un quaternion dont la partie scalaire est nulle se réduit 3 un
vecteur; un quaternion dont la partie vectorielle est nulle est un simple
nombre réel.

Le produit de deux vecteurs se compose donc d'une partie scalaire

—xo —yy —zd
et d'une partie vectorielle
i(yd — 2y’ + j(z0 — 22") + k(zy — y2)
. . —> . . .
Lorsquon intervertit Vordre des facteurs V et V' la partie scalaire

ne change pas; au contraire, la partie vectorielle change de signe
en conservant sa valeur absolue.

16) ,Proc. Irish Acad. (1) 2 (1840/4), p. 425; London Edinb. Dublin philos.
mag. 25 (1844), p. 10.*
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On vérifie sans peine que la partie vectorielle représente un vec-
teur dont la longueur est égale & Yaire du parallélogramme construit
sur les deux vecteurs, dont la direction est celle de la perpendiculaire
au plan du parallélogramme, et dont le sens est tel que pour un
observateur dirigé dans ce sens le triangle 044’ ait une aire positive
[n° 97.

Ce qui précéde suffit pour faire comprendre la raigon des dé-
finitions qui vont &tre données dans les deux numéros suivants'?).*

8. Produit intérieur ou scalaire de deux vecteurs. On appelle
produit scalaire ou produit intériewr du veeteur? par le vecteur-f;'
le nombre réel défini par produit de la longueur P T par la lon-
gueur P’ de Pt par le cosinus de l'angle « des dmzb vecteurs. Si
Ton emploie, pour indiquer ce produit’®) la notation P 5?, on aura

17) ,Pour plus de détails voir W. R. Hamilton, Lectures on guaternions,
Dublin 1853; P. G. Tait, An elementary treatise on quaternions, Oxford 1867;
(3*éd.) Cambridge 1890; trad. par G. Plarr 1, Paris 1882; 2, Paris 1884; H. Hankel,
Theorie der complexen Zahlensysteme, Leipzig 1867; G. J. Hoiiel [Mém. Soc. sc.
phys. nat. Bordeaux (2) 1 (1876), p. 40/144 [1874]; Eléments de la théorie des
quaternions [Théorie élémentaire des quantités complexes, quatridme partie],
Paris 1874.*

18) La notation du produit intérieur est loin d'dtre fixée.

H. Grassmann [Geometrische Analyse, mémoire couronnd par la Société
Jablonowski en 1846, éd. Leipzig 1847; Werke 1!, Leipzig 1894, p.345] écrit
a><b. Plus tard [Die Ausdehnungslebre, Berlin 1862, p. 107; Werke ) 12, p. 112]
il éerit [u|v].

G. Peano [Caleolo g trico secondo I'Ausdeh lehre di H. G
Turin 1888, p. 114] écrit «|v; c'est la notation adoptée dans le texte. Plus tard
G. Peano [Formulaire de mathématiques 2, Turin 1899, p. 156] ainsi que C. Burali-
Forti et R. Marcolongo [Elementi di caleolo vettoriale, Bologne 1909, p. 31; trad.
S. Lattés, Elements du calcul vectoriel, Paris 1910] ont employé simplement le
signe ><; c'est la notation de H. Résal [Traité de cinématique pure, Paris 1862].
J. Somov, O. Heaviside, A. Foppl, G. Ferraris écrivent simplement wa.

J. W. Gibbs [Vector Analysis, New York et Londres 1902, p. 53] éerit % - v
qu'il énouce ,w dot v*; il qualifie I'opération de ,direct produit*. Le nom de
produit scalaire avait ét6 proposé par 0. Heaviside [Electromagnetic theory 1,
Londres 1894, p. 149; London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 19 (1885), p. 401].

E. Carvallo a proposé le mot de produit algébrique plus heureux que celui
de produit géométrique qu'emploie & tort B. de Sasnt Venant [C. R. Acad. sc. Paris
21 (1845), p. 620). E. Carvallo appelle , produit superficiel ou ,flux** le parallélo-
gramme orienté ou le parallélépipede orienté qui & pour cbtés les deux ou les
trois vecteurs donnés [Nouv, Ann, math, (4) 2 (1902), p. 433/42]; mais il n'a pas
ét6 suivi.

On trouve encore (u-v) [H. 4. Lorents, dans plusieurs articles du tome V
de I'Encyclopédie], et aussi (1, v) [0. Henrici et G. C. Turner, Vectors and rotors,
with applications, Londres 1903].

8. Produit intérieur ou scalsire de deux vecteurs. 15

par définition

— —
(D P|P'= PP cos o
ce produit est un nombre.

,On voit que ce produit conserve la méme valeur lorsqu’on inter-
vertit l'ordre des deux facteurs

BIF-F[F,
les égalités suivantes, dans lesquelles m désigne un facteur numérique
et + le signe de I'addition géométrique, s’établissent sans peine:
— —> — —> > —
n(® ) = B} B = F| (P,
F+P)T-FiQ+ 7T

Les produits scalaires jouissent done des principales propriétés
des produits ordinaires; il y a cependant une différence importante:
Pégalité

— >

PIP’=0
n'indique pas nécessairement que I'un des deux vecteurs soit nul; elle
indique ou que I'un des vecteurs est nul ou que les deux vecteurs
forment un angle droit.

Enfin la multiplication scalaire ne s'étend pas au deld de deux
facteurs.

Soit 3 un vecteur unilaire (dont la mesure est égale & +1)
porté par un axe quelconque; ?[: sera la composante de—f'»suivant
cet axe ou la projection du vecteur sur I'axe.

L égalité (1) montre que le produit scalaire de deux vecteurs peut
étre considéré comme le produit ordinaire de la longueur d'un des
vecteurs par la projection de lautre sur le premier. Il en résulte
immédiatement la formule suivante:

Soient § Ia somme géométrique d'un certain nombre de vecteurs
% 6 soit?ceﬂed t ?‘?

, Q.. es vecteurs P, Q... en nombre égal ou non
au nombre des vecteurs qui composent la premidre somme; le produit
scalaire des deux sommes sera égal & la somme algébrique des produits
scalaires de tous les termes de la premitre somme par les termes de

L'usage des parenthéses a le grand inconvénient de compliquer 1'emploi
ultérieur des parenth2ses prises avec leur signification ordinaire.

K. Heun représente le produit intérieur de u et de o par le symbole %%
quil énonce ,u in ¢* [Lehrbuch der Mechanik 1, Leipzig 1906, p. 14]; il désigne
[id. 1, p. 18] ce produit intérieur sous le mom de wArbeitsprodukt®, afin de
mettre en évidence le rble fondamental qu'il joue dans I'évaluation dn travail
des forces.
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la seconde

BE-F+Qq+ ) F+T+- ) =P P+PQ+- -,
la multiplication scalaire s'effectuant comme la multiplication algébrique.

En particulier, soient X, ¥, Z les composantes paraliéles aux
axes du vecteur V: X, Y, Z' celles de V. On aura, si les axes de
coordonnées sont rectangulaires,

ViV=XX'+YY + 227"
Cette derniére égalité est dun emploi continuel en mécanique.

11 en résulte que, toujours dans U'hypothese d’axzes de coordon-
nées rectangulaires, si Fon pose

V6, X +6Y+62,

VeoX +6Y+e7,
leg rdgles de la multiplication intérieure ou scalaire sont données par
les formules suivantes:

qlo=gle==e6lo—=1,

Gley =l —ele="0,

egley =10 6, =e ¢ =0.

On voit que le produit intérieur ou sealaire de deux vecteurs
mest pas autre chose, au signe prés, que la partie scalaire du produit
des deux vecteurs défini au numére 7. (est ainsi que lenvisage
W. R. Hamalton.*

9, Sens des rotations. ,Dans ce qui suivra on pourra supposer,
lorsque besoin sera, les angles comptés de O & 2z dans le sens
direct, cest-d-dire dans le sems des arcs croissants en trigonométrie
fix6 dans chaque plan. Un plan dans lequel un certain sems de
rotation est indiqué comme sens positif sera dit un plan orienté. Tel
est par exemple un plan dans lequel sont donnés deux axes de coor-
données pris dans un ordre déterminé.

Soient Ox, Oy deux azes de coordomnées rectangulaires situés
dans le plan I7; élevons au point O une demi-droite Oz (fig. D)
perpendiculaire sur le plan II, située par rapport a ce plan d'un cobé
tel qu'un observateur placé le long de Oz, la téte en z et les pieds

en O, verrait quil faut faire tourner Oz de droite & gauche), pour

19) A. L. Cauchy [Exercices math. 1, Paris 1828, p. T4; (Euvres (2) 6, Paris
1887, p. 99] dit qu'on appelle sens direct celui qui va de Ox vers Gy par un
angle droit eb il ajoute: le sens direct est cn général de droite & gauche, suivant
1a définition qu'il avait donnée auparavant [Exercices math. 1, p. 67; (Euvres (2) 6,
p. 91] ,,8¢ mouvoir en passant devant lui, de sa droite & sa ganche®

9. Sens des rotations. 17

lamener sur Oy par une rotation d'un angle droit. Nous obtenons
ainsi un triddre trirectangle parfaitement déterminé parmi les huit
tritdres que font entre elles les

trois droites qui portent les axes ¥

Oz, Oy, 0z. Tout ensemble de
points, borné ou non, rapporté i
de pareils axes est dit orients.

Si Ton remplace deux des
demi-droites Oz, Oy, Oz par leurs
prolongements Oz, Oy’ ou 02, on
obtient trois nouveaux triddres qui
ont la méme orientation que le
premier.

Au contraire, si, conservant Fig. 5.
deux des axes, on prend le symé-
trique du troisitme par rapport & Porigine O, ou si 'on prend les
symétriques des trois axes par rapport au meéme point, on obtient
quatre triédres dont l'orientation est inverse de la premidre, c’est-a-
dire que pour le trizgdre Oy’ #, par exemple la rotation d’'un angle droit
qui amenerait Oz’ sur Oy se ferait, pour un observateur piacé les
pieds en O et la téte en ¢, de la gauche vers la droite (par devant),
Cegt-d-dire dans le sens des aiguilles d’ume montre posée i terre, le
cadran er l'air, aux pieds d’un observateur.

Le sens de la rotation pour ce nouveau trizgdre est dit réfrograde
ou inverse. Pour abréger, on appelle souvent les triddres orientés
comme le premier tritdre Ozye des triddres directs, et les triddres
orientés comme Oz'y'2" des triddres imverses; le remplacement dun
triedre direct par un triédre inverse, ou vice versa, s'appellera un
renversement des axes. Ce renversement des axes sert souvent &
distinguer des grandeurs qui restent invariantes pour toutes les autres
transformations orthogonales®).

II convient d'ajouter que de mombreux auteurs?!), en particulier

20)  F. Klein, Z. Math. Phys. 47 (1902), p. 237/65; réimpr. Math. Ann. 62

(1906), p. 419/48. Dans cet article, F. Klein appelle Inversion des coordonnées
ce qu'on appelle ici ,renversement des axes‘.*
21) .Cf. G. Koenigs [Cinématique?), p. 95] et les cours autographiss de
ique profe & I'Ecole polytechnique par ¥. Sarrau et L. Lecornu. Voir
aussi P. Appell, Traité de mécanique rationnelle 1, Paris 1898, p. 55; (3¢ éd.) 1,
Paris 1909, p. 9; Cours de mécanique & l'usage des éléves de la classe de mathé-
matiques spéciales, Paris 1905, p. 337, P. Appell emploie d'ailleurs l'expression
sens positif au lien de sens direct. Dans le texte les mots ,sens positif ont une
acception un pen différente de celle de sens direct.*
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la plupart des auteurs francais qui ont écrit des traités de géométrie
analytique, appellent direct le sens que nous appelons ici rétrograde
et inversement. Nous emploierons de préférence Pexpression sens
positif pour le sens dans lequel l'observateur placé suivant axe Oz
voit s'effectuer la rotation d'un angle droit qui améne Oz sur Oy, sens
négatif le sens contraire. Chacun sera libre de choisir le triedre
Ozyz de fagon & faire coincider le sens positif, soit avec le sens direct
défini plus haut qui est celui des astronomes, de la trigonométrie et
de la géométrie analytique & deux dimensions, soit avec le sens direct
de la géométrie analytique & trois dimensions.

Nous conviendrons toutefois que, quand le contraire n'est pas
spéeifié explicitement, le sens positif sera celui de Vastromomie.

Llorientation est alors telle quen étendant la main droite, le
triddre orientant L'espace peut étre représenté par lindex Oz, le
médium Oy et le pouce Oz (quelle que soit la position que l'on
donne & la paume de la main); c'est ce quion appelle souvent la régle
du pouce.

Il est évident que, si le sens est positif pour Iobservateur Oz,
la rotation d'un angle droit qui améne Oy sur Oz pour un obser-
vateur placé les pieds en O et la téte en z et la rotation d'un
angle droit qui améne Oz sur Oz pour un observateur placé les
pieds en O et la téte en y sont aussi positives.

Si Pon donne un systéme de .coordonnées rectangulaires, on donne
done en méme temps la maniére dont on fait correspondre le sens
positif d'une rotation au sens positif d'une translation. Cette corres-
pondance sera la méme que celle qui existe entre le sens positif de
T'axe Oz et celni de la rotation qui améne l'axe Oz sur l'aze Oy par
un quart de tour.

Nous pouvons maintenant définir facilement le sens dwn vecteur
AB par rapport & un vecteur CD, ou le sens dun aze x'z par
rapport & un azve y'y qui me le rencomtre pas; ce second cas se ra-
méne d'aillears au premier en portant dans le sens positif sur les
deux axes des vecteurs AR et CD. Cela posé, concevons un triedre
de coordonnées ainsi placé: 'z’ aura la direction et le sens de CD,
O coincidant avec C; 0’2’ est dirigé de C vers A et Oy de C vers B.
Si le triedre 0'2'y’z" ainsi constitué a la méme orientation®®) que le
triddre de référence Oxys, AB sera dans le sens positif par rapport
a CDj si Vorientation du tridre 0'z'y'z’ est inverse, 4B sera dans

22) ,Le mot ,orientation* & ici une signification un peu plus étendue que
dans le texte précédent, mais qui se comprend d’elle-méme.*

10. Formules de fe ion de d 19

le sens négatif par rapport & CD. Dans le premier cas, AB est
direct par rapport & CD; dans le second, il est inverse. Il est
essentiel de remarquer que si AB est direct par rapport & CD, réci-
proquement CD est direct par rapport & 4B*

10, Formules de £ tion de nnées. ,Soient Oxys
et O'x'y’s’ deux tritdres trirectangles ayant la méme origine O.
Supposons que les cosinus directeurs du deuxiéme triddre par

rapport au premier, soient donnés par le tableau suivant

}‘ Oz Oyl 0z
ol [ B
Oyl @ | B Y|
07| & { 7| ¢

Les formules de transformation seront

2 =az' + o'y + o2,

y=p2'+ 'y + 77,

z=yp2'+ ¥y + 9",

et 'on a les relations connues
o B4+t =1, ad' + B +py =0,
BB L el =0,
R e N R R

ou encore

&4 o4 a"= 1, afp +By +re =0,
B+ B2+ %=1, o + By 4y =0,
PR =1, "B+ Y+ e = 0.
8i, de plus, les deux triddres ont la méme orientation, le déter-
minant A, défini par I'égalité

est égal & + 1; si les triddres de coordonnées ont des orientations
contraires, A est égal & — 1.
Dans tous les cas, on a
ab =y — ",
BA —ya’— a'y,
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11. Triangles orientés. Cycles. ,Pour donner un signe & laire
d'un triangle situé dans un plan orienté on commence par faire cor-
regpondre & ce plan orienté un axe orienté que l'on choisit générale-
ment perpendieulaire au plan orienté. Ceci posé, on suppose qu’un
observateur ayant les pieds sur le plan du triangle, & Vintérieur du
triangle, et dirigé suivant F'axe orienté correspondant au plan orienté,
voit un mobile passer successivement par les trois sommets du triangle
dans Y'ordre ou on les nomme. Si ce mobile tourne autour de obser-
vateur dans le sens positif, Vaire du triangle sera envisagée comme
positive; si le sens est négatif, l'aire du triangle sera négative. On
peut remarquer que si I'observateur a les pieds en O sur l'un des
plans eoordonnés il est traversé des pieds & la téte par I'axe orienté
qui est perpendiculaire & ce plan.

Avec ces conventions Vaire d'un triangle situé dans le plan z Oy
et dont les sommets ont pour coordonnées rectangulaires

@ 9y (s 1)y (%) 95)

a toujours pour expression, en valeur absolue et en signe, le déter-
minant

. |z 9 1
2 ),ﬁz ¥ 1
25 95 1]

qui est invariant dans toute transformation de coordonnées rectangulaires
naltérant pas Yorientation des axes. Ces conventions s'étendent sans
peine aux aires planes®™), limitées par des courbes queleonques®): pour
une courbe plane dans le plan # Oy l'aire a pour expression l'intégrale

3 flody — yaa)

prise sur le contour dans le sens choisi.
Si I'on considére maintenant un triangle dans Pespace domt les
sommets Py, P,, P; ont pour coordonnées

@0 915 21)s (%0s %oy ), (%) U5, %),

23) La premidre introduction de la notion d'aire positive ou négative
suivant le sens du parcours sur le contour de laire est due & A, F, Mobius
[Der barye. Caleul?), §17; Werke 1, p. 39. Il a 6té suivi par G. Bellavitis
[Annali delle scienze del regno Lombardo-Veneto (Padoue) 4 (1834), p. 256].
24) ,Voir aussi A. L. F. Meister, Generalia de genesi fignrarmum planarum
et independentibus earum affectionibus [Novi C tarii Gott. 1 (1769/70),
p- 144/80] et une lettre de C. F. Gauss & H. W. M. Olbers datée du 30 octobre
1825 [Werke 8, Giottingue (Leipzig), p. 398 [1900)] (Note de P. Stickel).*

11. Triangles orientés. Cycles. 21

le déterminant précédent représentera Taire de la projection du triangle
P, P, P; sur le plan des zy. Désignons-le par +N. Nous aurons deux
expressions semblables 4L, M pour les projections du triangle sur
les plans y0z et 20z. L'aire du triangle P, P, P; s’exprimera, en
valeur absolue, par le nombre

3G = 3VLEF M + M.

On peut alors faire correspondre au triangle orienté le vecteur libre
ayant pour projections L, M, N: ce vecteur est normel au plan du
triangle du c6té od I'observateur défini au commencement du n° 9
voit le triangle déerit dans le sens positif; sa longueur est la valeur
absolue de l'aire,

En général, imaginons un plan dans lequel se trouve une courbe

‘fermée décrite dans un certain sens. Si on calcule les trois intégrales

® L=f(ydz—zdy), M=f(zda:—zdz), N=ﬂxdy—ydz)

le long de la courbe, dans le sens choisi, ces intégrales représentent
le double des valeurs algébriques des aires des projections de la courbe
sur les trois plans de coordonnées, et Vaire elle-méme a pour valeur
absolue

1G =1V M*+ N*.

Le vecteur libre, de projections 4L, + M, 4N, est normal au plan du
c6té ol devrait se trouver l'observateur pour voir le contour déerit
dans le sens positif; sa longueur est $G.

Avec E. Carvallo®), nous appellerons cycle un tel élément plan.
Les quantités 4L, + M, 1 N sont les composantes du cycle. Cette notion
est due essentiell t & H. Gr ).

Nous distinguerons les cycles en cycles lids & un point, cycles
glissamfs dans un plan et cycles libres ou le cycle peut avoir une
position quelconque dans son plan ou dans un plan paralléle.

25) ,Nouv. Ann. math. (4) 2 (1902), p. 433; E. N. Laguerre désigne sous
le nom de cycle une circonférence parcourne dans un sens déterminé [Nouv.
Ann. math. (3) 1 (1882), p. 543; (Buvres 2, Paris 1905, p. 6081.* J. Clerk Maxwell
[Treatise on electricity and magnetism (17 ¢d.) Londres 1873; (2°6d.) 1, Londres
1881, p. 16; trad. par G. Seligmann-Luz, Traité d'électricité et de magnétisme 1,
Paris 1885, p. 17] emploie le méme mot pour un contour fermé. Ces sens
voising ne sauraient faire confusion avec celui du texte.

26) H. Grassmann [Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, p. 163;
Werke %) 1%, p. 189] emploie le mot ,,Plangrisse* pour les parallélogrammes lids. Pour
les autres, il dit ,Flichenteil* [Die Ausdehnungslehre, Berlin 1862; Werke®) 1%].
Pour les parallél liés, H. Gr Jumior [Punktrechnung und pro-
Jjektive Geometrie, Halle 1894, p. 7 et suiv.] emploie le mot ,feville” (Blatt).
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Plus généralement encore, on peut associer & un contour fermé
—
gauche parcourn dans un sens donné, le vecteur libre G dont les
projections L, M, N sont définies par les équations (1).

12. Produit vectoriel. Soient deux vecteurs P ot ?; menons
par un point O deux vecteurs équipollents O P et O P, et construisons,
sur ces deux vecteurs, le parallélogramme OPQP’'0, ¢ étant le
sommet opposé & 0. On appelle produit vectoriel ou produit extérieur
do P par P le vecteur E»qui , d'aprés le numéro précédent, corres-
pond au cycle OPQP’O parcouru dans le sens des lettres. Ce vee-

teur @ est normal au plan du parallélogramme, du c6té ot un ob-
servateur debout sur le plan voit le cycle déerit dans le sens positif;
il a pour grandeur la valeur absolue de l'aire du parallélogramme.
Nous désignerons?’) ce vecteur par la motation

G=P=<T.

On appelle, d'apres H. Grassmann?), ce veetﬂx’r_()‘rle complément
(Erginzung) du cycle défini par les deux vecteurs P et?’, c'est-a-dire
par le parallélogramme OPQP’O.

Le produit vectoriel P pa.r? ost égal et opposé a celui de
F»par?:

- = = =
P'<P=—PxP.

27) A. L. Cauchy [C. R. Acad. sc. Paris 36 (1853), p. 75; (Buvres (1) 11,
Paris 1899, p. 443] ploie I’ ion produit laire; B. de Saint Venant
[C. R. Acad. sc. Paris 21 (1845), p. 620] désignait la méme quantité sous le nom
de produit géométrique, qui [cf. B. de Saint Venant'®)] & aussi une autre acception.
Pour désigner le produit extérieur, H. Grassmann écrit [wv], W. R. Hamilton
écrit Vv, H. A. Lorents et la plupart des auteurs allemands écrivent f[u - v],
J. W. Gibbs [Vector Analysis %), p. 60 (legons professées en 1899/1900)] écrit u><v
et appelle cette expression ,,produit gauche" (skew product); O. Heaviside [Elec-
trical papers 2, Londres 1892, p. 5: Electromagnetic theory?!®) 1, p. 157] écrit
Vuv et emploie l'expression ,produit vectoriel; C. Burali-Forti et R. Marco-
longo [Rend. Cire. mat. Palermo 24 (1907), p. 78; Calcolo vettoriale %), p. 28; trad.
8. Lattés, p. 28] ont proposé d'écrire w A .

28) Die Ausdehnungslehre, Berlin 1862, p. 210; Werke?®) 1% p. 211, 212,

E. W. Hyde, dans le  Directional calculus®, éd. & Boston en 1890, dit
aussi ,the complement*. C. Burali-Forti [Introduction i la géométrie différen-
tielle suivant la méthode de H. Grassmann, Paris 1897, p. 27] dit ,opération
index*, H, Fehr [Application de la méthode vectorielle de G a la
géométrie infinitésimale, Thése, Paris 1899, p. 11] dit ,index du bivecteurt;
K. Hewn [Machanik ‘_’2 1, p- 15] dit ,Momentprodukt* et écrit % v pour le produit
vectoriel du vecteur w par le vecteur .

12. Produit vectoriel. 23

En particulier le produit vectoriel d’'un vecteur par lui-méme est
done égal & zéro:
—
P><P=0.
Appelons X, Y, Z ot X', Y,
e —_ .
teurs P et P’; menons par Vorigine O deux vecteurs équipollents
OP et OP: les points P et P’ ont pour coordonnées respectives
X,Y,Z et X', Y, Z. Le vecteur
— = =
G=P>=P’

est le double du vecteur représentatif du triangle orienté OPP’: les

Z' les projections des deux vec-

projections de G sur les axes sont donc (d’apres les formules du n° 5)
L=YZ—2Y, M=ZX'—XZ, N=XY-YX"

H. Grassmann®) a déduit cette notion®’) de celle des produits
combinatoires (kombinatorisches Produkt) dont il est le créateur™).
Considérons avec lui deux nombres complexes u et v formés a
Paide de trois unités®®) indépendantes e, e;, e, et de nombres réels
Ty, Ty, By, By By T
U= e + ey + €7,
v =% + &2, + ey
Si l'on fait la multiplication ordinaire des polynomes u et » en
conservant l'ordre des facteurs unitaires e, &, ¢;, on obtient une ex-

pression de la forme
i=8k=3

i

b

,
8 Tp 6

i

1k=1
En convenant de choisir les trois unités indépendantes de fagon que
2 2 —_ . — .
6 =0, 6" =0, 6°=0, ae=—e6, 66, = — 165, €16, = — 646,

29) Die Ausdebnungslehre, Berlin 1862, p. 81/66; Werke®) 1%, p. 38/61.

30) W.R. Hamilton [On quaternions or & new aystem of imaginaries in algebra,
Proc. Irish Acad. (1) 2 (1840/4), p. 424; cf. London Edinb. Dublin philos. mag. 25
(1844), p. 10] a introduit le produit vectoriel comme partie vectorielle du produit
de deux quaternions.

31) Dans le cas de deux vecteurs situés dans un méme plan, il existe une
autre multiplication qui est la lisation la plus te de la multiplication
arithmétique, qui se traduit par une construction géométrique simple et qui
représente exactement la multiplication des imaginaires de la forme z -+ iy.
C'est la plus anciennement connue [Cf I5, 2; I, p. 342]; on peut voir aussi
[I5, n 16 & 20; I, p. 378 et suiv.] un exposé, di & E. Cartan, des idées gui
ont amené H. Grassmann aux notions introduites dans le texte.

82) C'est un cas particulier des clefs algebriques de A. L. Cauchy [C. R.
Acad. sc, Parig 36 (1853), p. 70; (Euvres (1) 11, Paris 1899, p. 439],
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Pexpression obtenue pour ww est le produit combinatoire de u par v;
nous le désignerons®?) par la notation
U<
en sorte que Pon a, par définition,
U0 = ey (T, 2y — #yay) + eye, (2,8, — &, 75) + € 05(x, 15 — z3%;)
d’od résultent évidemment les égalités
UNV=—v><U

et

w><u=0.

Avee H. Grassmann nous représenterons e, ¢, ¢; par trois vecbeurs
unitaires orthogonaux deux & deux et de méme origine O; les produits
€65, €36, €,6; seront représentés par des cycles ayant pour vecteurs
associés respectifs les vecteurs unités e, ¢, ¢;; enfin le produit e 66y
sera représenté par le volume du parallélépipdde construit sur e,e,e,
Avec ces conventions u et v seront représentés par deux vecteurs
OP, OF dorigine O et le produit u>< v par un cycle OPQP O (ot
@ est le quatridme sommet du parallélogramme construit sur O P, O P)
dont le complément est le vecteur représentatif de

e (mymy’ — 232)) + (w3, — x,25) + (2,3 — w2, );

ce dernier vecteur coincide précisément avec ce que nous avons appelé
le produit extéricur de B par iZA

Envisageons maintenant un troisitme nombre complexe

w=en"+ 65"+ e,
représenté par le vecteur OP” et désignons par
U<y X w

Pexpression obtenue par multiplication des polynomes u, v, w en con-
servant Pordre des facteurs ¢, e,, ¢, et en convenant, dune part de
remplacer le produit de trois unités par zéro lorsque ce produit con-
tient deux ou frois fois la méme unité, d’autre part d’égaler entre
eux les six produits

tane, Tage, +eaae, —eaee, —gue, —eee,
On peut appeler u><v><w le produit combinatoire des trois nombres

32% ,En réalité H. Grassmann appelle produit ewtériewr de u par v ce que
nous désignons ici par u><v; il réserve le nom de produit combinatoire au produit
dont les facteurs sont formés exclusivement d’unités; comme pour nous produit
extérieur et produit vectoriel sont synonymes nous avons étendu le sens de la
locution produit combinatoire afin de ne pas donner i celle de produit extérieur
deux sens différents.*

13. Vecteurs polaires et vecteurs axiaux. 25

complexes , v, w. Il a pour expression
T @y Ty
’ ’ .
616,63 | Ly Ty Ty 5
| &y
cest done en grandeur et en signe, le volume du parallélépipéde con-
struit sur les trois vecteurs. Le développement de ce déterminant
suivant I'une de ses lignes donne immédiatement la proposition suivante:
Le produit intérieur
Bip D
PI(P'=<P")

du vecteur P par le produit vectoriel P>< P” do deux autres vecteurs
est égal aux produits intérieurs
PI@"<P), ot P |(P=P),

la valewr commune de ces trois expressions étant égale 3 celle du
produit combinatoire u >< v >< w des trois nombres complexes U, ¥, W
représentés par les vecteurs O.P, 0P, 0 P” équipollents respectivement
2 B P, P

13. Vecteurs polaires et vectours axiaux. Il y a souvent lieu
de distinguer nettement les uns des autres les vecteurs que nous avons
introduits jusqu'ici. Tandis que certains vecteurs sont analogues & des
rayons vecteurs issus d'un point, et que leurs composantes se com-
portent dens les transformations ou renversements des axes de coor-
données comme les coordonnées d’un point, notamment en changeant
de signe si les axes sont renversés, d’autres vecteurs sont des invariants
absolus dans tout le groupe de substitutions dont nous venons de
parler; ils se comportent chacun comme I'axe d'une rotation de sens
déterminé. Les projections de chacun de ces derniers vecteurs conser-
vent leur signe et leur valeur absolue dans le renversement des axes.

On appelle vecteurs polaires®) les premiers, cest-i-dire cenx dont

33) Les expressions de vecteurs ,polaires* et de vecteurs ,,axiaux* sont dues
a W. Voigt, Compendium dor theoretischen Physik 2, Leipzig 1896, p. 418/801.

J. C. Mazwell [Treatise on electricity and maguetism ), (17 6d.) n° 15;
(2° éd.) 1, p. 13; Proc. London math. Soc. 8 (1869/71), p. 224; Papers 2, Cam-
bridge 1890, p. 267] emploie les termes de ,Jlongitudinal® et ,rotationel*.

E. Wiechert [Schriften phys.-kon. Ges. Kdnigsb. 37 (1896), Sitagsb. p. 6;
Ann. Phys. und Chemie, Dritte Folge 59 (1896), p. 286] dit ,,Vectoren® et , Rotorent.

+P. Langevin [ef. IV 16, 4] propose*pour distinguer les deux espices de
vecteurs de noter les vecteurs polaires a et les vecteurs axiaux a. Voir en
général cet article IV 16 au eujet des différentes propriétés des deux systémes
de vecteurs.*
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les projections ont leurs signes altérés par un renversement de coor-
données; les autres sont dits vecfewrs awiaus. Nous interprétons ces
derniers comme des segments ayant non seulement une direction déter-
minée, mais étant aussi douds d'un sens de rotation. Ils sont intimement
liés aux cycles que l'on peut en déduire en tragant, dans un plan normal
3 la direction du segment, une surface d'aire égale & la longueur du
segment (Punité de surface étant le carré construit sur l'unité de
longueur). Dans toutes les transformations, le vecteur axial se com-
porte comme un cycle; en sorte que, au point de vue analytique, il
est absolument identique au cycle.

11 convient d’examiner en détail Veffet des diverses transformations
sur ces deux especes de vecteurs.

Si I'on effectne un changement de coordonnées rectangulaires sans
changement d’origine, les composantes des vecteurs polaires subissent
les mémes transformations homogenes que les coordonnées d'un point. IL
en est de méme des composantes des cycles ou vecteurs axiaux L, M, N'
i cause des relations données plus haut entre les nouveaux axes eb
les anciens. Une translation des axes parallelement & eux-mémes
n'entraine aucune modification ni dans les composantes du vecteur
polaire, ni dans celles du cyele. Un renversement des axes change les
signes des composantes d’un vecteur polaire, mais ne modifie en rien les
composantes du cyele. C'est 13 un signe distinetif des composantes
d’un cycle; on & ainsi une interprétation géométrique de tout systbme
de trois grandeurs qui subissent les mémes transformations que les
coordonnées d’un point dans tout changement de coordonnées qui
conserve l'orientation des axes, mais qui demeurent invariantes si l'on
se borne & changer cette orientation.

Les transformations de coordonnées qui laissent invariables les
composantes d'un vecteur axial sont les rotations d’angle quelcongue
auntour de la direction du vecteur, les inversions planes®) par rapport
% un plan perpendiculaire & cette direction, et les renversements.

Le produit vectoriel de deux vecteurs axiaux ou de deux vecteurs
polaires est un vecteur awial; le produit vectoriel d'un veeteur axial
et d'un vecteur polaire est un vecteur polaire.

Enfin le produit vectoriel de trois vecteurs polaires est un vecteur
polaire et le produit vectoriel de trois vecteurs axiaux est un vecteur
axial*

34) ,On appelle ainsi les transformations par symétrie relativement & un
plan [voir la note de G. Darboux dans G. Koenigs, Cinématique”), p. 346].%

14. Points-masses. 27

14. Points-masses. ,La considération des points-masses [ef. IV 5]
introduits par A. F. Mibius®) dans la géométrie permet de résumer ce
que nous avons dit jusqu’a présent. Soient ,y, z les coordonnées qui
définissent la position d’un point-masse et u sa masse, nous dirons que
leg coordonnées du point masse sont

g, b=pz, n=uy, {=us
dont on peut remarquer l'analogie avec ce qu'en géométrie analytique
on appelle les coordonnées homogenes d'un point.

Supposons d’abord g = 0, et £ 7, £ non nulles. Les coordonnées
cartésiennes z, y, # sont alors infinies et Yon obtient un point-masse
d’'une masse infiniment petite situé & une distance infiniment grande
dans une direction donnée. Ce point-masse peut &tre d'upe infinité
de manieres considéré comme différence de deux points-masses ordinaires
qui auraient des masses égales:

#, E—ux, m=py, L=upz

g, E=pa, q=py, {'=ps
En effet les coordonnées du point-masse différence seront
0, Xet—t=p(z—2), Y=n—v=ply—y), Z=t—=p(—2).
Ces points-masses sont identiques aux vecteurs.

Soit maintenant g = 1; on aura ce que H. Grassmann appelle

un point simple. Les coordonnées d'un point simple sont done

1, =, y, =
Or on sait que les composantes L, M, N d'un cycle lLibre, qui est le
produit extérieur de deux vecteurs, sont les déterminants de la matrice

|

|
et que le produit extérienr de trois vecteurs a pour mesure la valeur
algébrique du déterminant

lz y =2

"x y =z

‘, z
1y &
K

Par analogie les points simples conduiront aux résultats suivants: les

déterminants de la matrice a deux lignes

1 z y =
‘lw'yz

36) ,On pourrait faire remonter cette introduction & G. Ceva, De lineis rectis
se invicem secantibus, statica constructio, Milan 1678 [voir M. Chasles, Aper¢n
historique, (2° éd.) Paris 1875, p. 294/6] (Note de P. Stdckel).*
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seront les coordonnées X, Y, Z, L, M, N Q'un vecteur glissant; ceux

de la matrice & trois lignes

H 1 =z y =
h 1 oy #
i1y S

nous donneront les coordonnées d'un cycle glissant. Enfin le déterminant
1 2z y =z |

Loy o
ey
1 xm ylrr 5'”1

représente le sextuple du volume, pris avec son signe, du tétraddre
qui a pour sommets les quatre points simples.

A chacune des six grandeurs (vecteurs ou cycles) que nous avons
introduites correspond un type de sous-groupes du groupe des trans-
formations orthogonales ou mouvements de I'espace qui ne les altérent
pas; on dit encore que ces grandeurs sont des invarianis de ces sous-
groupes, Ces sous-groupes sont les suivants:

«) vecteurs polaires:

1°) pour les vecteurs libres (polaires), le groupe des mouvements
hélicoidaux dont I'axe a la direction du vecteur, ces mouvements com-
prenant, comme cas particuliers, les translations paralldles 2 la direction
du vecteur et les rotations autour d’un axe ayant la méme direction;

2°) pour les vecteurs glissants, les mouvements hélicoidaux dont
I'axe est le support du vecteur;

3°) pour les vectewrs lids b un point, les rotations autour de
Paxe qui porte le vecteur;

B) vectewrs amiauz ou cycles:

4°) pour les cycles libres (veeteurs axiaux), le groupe des trans-
formations qui se composent d'une translation, d'une rotation autour
d’un axe perpendiculaire au plan du cycle et d'un retournement par
symétrie relativement & un point quelconque de l'espace;

5°) pour les cycles glissants, toutes les translations parallbles au
plan du cyele combinées avec les rotations dont I'axe est perpendiculaire
au plan du cycle et avec les retournements par symétrie relatifs a
un point de ee plan;

6°) pour les cycles liés & un point, on ne conserve que les rotations
autour de la nmormale au plan menée par ce point et les symétrics
par rapport & ce point®®).*

36) Voir F. Klein, Progr. Erlangen 1872; Math. Ann. 43 (1893), p. 63;

15. Grandeurs scalaires. 16. Les moments. 29

15. Grandeurs scalaires de premidre espéce et grandeurs scs-
laires de deuxiéme espdce. On appelle scalaire, en généralisant une
expression déja rencontrée et empruntée i la théorie des quaternions "),
toute grandeur dont la détermination est fixée par un nombre, et par
un nombre seulement, comme par exemple la densité, ou encore la
température. Mais deux cas peuvent se présenter:

a) le nombre en question est indépendant du sens des axzes de
coordonnées; on dit alors qu'il est scalaire de premiére espéce®).

b) Le nombre qui définit la quantité considérée change de signe
lorsque Yon renverse les axes de coordomnées: on dit alors quil est
scalaire de deuxiéme espice®).

Ainsi, la projection sur un axe du produit extérieur de trois
vecteurs polaires est un scalaire de deuxibme espece.

Au contraire, la projection sur un axe du produit de trois vecteurs
axiaux est un scalaire de premitre espéce.

16. Les moments. ,On désigne par le mot moments des grandeurs
obtenues en rattachant les vecteurs, par une figure ou un systéme
géométrique, aux différents éléments: points, droites ou plans de I'espace.

Il convient de distinguer deux types différents de moments:

1°) les moments scalaires qui sont des nombres positifs, négatifs
on nuls.

2°) les moments vectoricls qui sont des grandeurs géométriques.

Ces derniers peuvent é&tre soit des veeteurs polaires, soit des
vecteurs axiaux ou des cycles.

Nous ne nous occuperons pas, dans cet article, de la notion de
moment par rapport & un plan. Cette notion est usitée dans la théorie
des vecteurs localisés en des points, ou vecteurs }iés. Ces moments
sont des vecteurs polaires (dont les longueurs sont des grandeurs
scalaires) qui interviennent notamment dans la composition des forces

trad. par H. Padé, Ann. Ec. Norm. (3) 8 (1891), p. 87, 173 et par G. Fano, Ann.
mat. pura appl. (2) 17 (1889/90), p. 307. Voir aussi F. Klein, Z. Math, Phys. 47
(1902), p. 287/65; réimpr. Math. Ann. 62 (1906), p. 419/48.

37) Cette locution est due & W. R. Hamilton, Proc. Irish Acad. (1) 3 (1845/7),
p. 9 [1844]; Lectures on quaternions'?), p. 58; Elements of quaternions, Londres
1866, p. 10 (euvre posthume); (2* 6d.) publ. par Ch.J. Joly 1, Londres 1899, p, 11;
trad. allemande par P. Glan 1, Leipzig 1882, p. 14.

88) Cf. F. Klein, Z. Math, Phys. 47 (1902), p. 247.

39) ,Au lieu des expressions du texte, P. Langevin [cf. IV 16, 2] emploie
les suivantes: ,scalaire et ,jpseudo-scalaire. Il propose de distinguer typo-
grapbiquement ces deux espces de grandeurs en désignant les premidres pa
une seule lettre a, les deuxidmes par une lettre @ pointée en dessous.*
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parallsles appliquées & un solide et dans la théorie des centres de
gravité. Leur théorie sera exposée dans larticle II 5.

17. Moment linéaire ou vectoriel d'un vecteur glissant par
repport & un point. ,Considérons l'ensemble formé par un vecteur
glissant 4 B et un point P; quand le vecteur glisse sur un support,
certains éléments de cet ensemble géométrique restent invariables: on
Yes caractérise par un vecteur axial défini comme il suit. Le moment*’)
d’un vecteur glissant 4B par rapport & un point P*') est un vecteur
P@ lié au point P, sa longneur P @ est égale au produit de la lon-
gueur du vecteur AB par la distance de ce vecteur au point P, sa
direction celle de la perpendiculaire au plan PADB; enfin son sens
est choisi de manidre que le triddre P4 BQ ait la disposition directe
dans l'espace orienté®), clest-a-dire la méme disposition que le triddre
qui oriente Pespace.”

Pratiquement il est souvent commode de déterminer le sens de
P@Q en assimilant AB & une force appliquée au point 4 dun solide
pouvant tourner autour de la perpendiculaire menée par P’ au plan
PAB. Le sens du moment PQ est celui de I'observateur placé les
pieds en P, la téte en @, qui voit le corps tourner dans le sens direct
sous Paction de la force 4 B. Nous dirons souvent, pour abréger, que
le sens de P @) est le sens de la rotation produite par ADB.

,Nous dirons aussi que le vecteur 41 est direct par rapport &
PQ; par la-méme, PQ est direct par rapport @ AB.

Le vecteur P@Q n'est pas autre chose que le vecteur que nous
avons appelé plus haut produit vectoriel de PA par PB.

40) ,L'habitude de considérer le moment comme une grandeur vectorielle,
introduite par 4. L. Cauchy qui emploie I'expression moment linéaire {Exercices
math. 1, Paris 1826, p. 66; (Buvres (2) 6, Paris 1887, p. 89; voir aussi C. R. Acad.
sc. Paris 36 (1853), p. 75; (Buvres (1) 11, Paris 1899, p.444], adoptée dans tous
les cours de mathématiques spéciales, est aujourd’hui générale en France [voir
par ex. P. Appell, Traité de mécanique rationnelle (17 éd.) 1, Paris 1893, p. 5;
(3 6d.) 1, Paris 1909, p. 8; G. Koenigs, Cinématique”), p. 17; J. Tannery”), Ann.
Ec. Norm. (3) 3 (1886), p. 43/80). Il n'en a pas toujours été aimsi: c’est ainsi
qu'en 1858 encore, 0. Bonmet [Legons de mécanique élémentaire, Paris 1858,
p. 205) considérait les moments, soit par rapport & un point, soit par rapport
% un axe, comme des nombres réels positifs ou négatifs, Au fond, il y a des

ti laires et des ts vectoriels; le plus souvent on ne considére
actuellement que les seconds.*

41) Le moment défini par ses composantes joue déji un grand role dans G. C.
F. M. Riche de Prony [Legons de mécanique 1, Pariz 1810, p. 67], qui indique
{id. p. 82] P.S. Laplace comme le véritable créateur de la théorie des momenta.

492) ,On peut encore dire quun observateur dirigé suivant P@ voit le
vecteur AB parconru de A vers B dans le sens positif.*

18. Moment par rapport & un axe. 31

Le moment vectoriel, par rapport & un point, d'un vecteur polaire
est un vecteur axial. Le moment vectoriel, par rapport a un point,
d’un vecteur axial est un vecteur polaire.

La longueur du moment s'exprime encore par le double de I'aire
du triangle PADB, prise en valeur absolue’’). Le moment est nul si
le vecteur AB est nul ou si sa distance au point P est nulle. On
peut déplacer l'origine du vecteur 4B sur sa direction ou le point P
sur une paralléle & A B sans changer le moment.

Le moment de la somme géométrique de plusieurs vecteurs
concourants, par rapport a4 un point P, est égal 4 la somme géo-
métrique des moments des vecteurs composants par rapport au méme
point P.

Si le point P et les vecteurs envisagés sont dans un méme plan,
les vectenrs moments sont tous dirigés suivant la méme droite et, si
Ton a fixé un sens positif sur cette droite, ces moments devront étre
considérés comme positifs ou négatifs suivant qu'ils seromt dirigés
dans le sens positif ou en sens contraire; le théoréme de la com-
position des vecteurs concourants prend alors la forme suivante dont
Ténoneé équivaut & celui de P. Varignonit): le moment de la résul-
tante de plusieurs vecteurs concourants situés dans un méme plan par
rapport & un point I’ do leur plan est égal & la somme algébrique des
moments de ces vecteurs par rapport au point P*). D'ailleurs, dans
ce cas particulier, les moments par rapport & un point se confondent
avec les moments par rapport & une droite normale au plan des
vecteurs, moments qui vont &tre définis an paragraphe suivant.

Dans le cas o les supports des vecteurs glissants ne concourent
pas en un point, il n'y a plus de théoréme analogue. Mais on est
souvent amené i considérer la somme géométrique des moments de
ces vecteurs par rapport & un point O: cJest ce quon appelle le
moment résultant du systéme de vecteurs par rapports au point O.%

18. Moment par rapport & un axe’®).  [Le moment d'un vec-
teur par rapport & un axe est la projection orthogonale, sur cet axe,

43) ,Cette considération rattache le moment vectoriel 4 la théorie des cycles.*

44) ,P. Varignon, Nouvelle mécanique ou statique 1, Paris 1725, p. 386
(édition posthume dont le projet a ¢té donné en 1687).

P. Varignon (p. 304) s’excuse d'employer le mot pour
momentum qui est consacré, dit-il, par I'usage. Il préférerait dire force relative, on
force d’impression, ou encore action.*

45) Il est & remarquer ici que les moments considérés par P. Varignon ne
sont plus de véritables vectenrs, mais des nombres réels, positifs ou mégatifs,
ou encore des moments scalaires de deunxidme espéce. Un seul observateur
normal au plan sert & fixer le signe des moments.*

" radui
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du moment du vecteur pris par rapport & un point P quelconque
de cet axe. Ce moment est indépendant du choix que Von fait du
point P sur Yaxe. C’est aussi le moment de la projection ortho-
gonale du vecteur sur un plan quelconque perpendiculaire 3 laxe,
par rapport a lintersection de I'axe et du plan, ce dernier moment
devant étre considéré comme positif &'l est porté sur Vaxe dans le
sens positif et comme négatif dans le cas contraire.

Le moment par rapport & un axe est, comme on le voit, un
moment scalaive.

I1 est parfois commode de représenter ce moment scalaire par
un segment situé sur I'axe (ou un vecteur glissant sur I'axe) par
rapport auquel on prend le moment. Ce segment (vecteur), qui est
mesuré sur laxe envisagé par le moment scalaire, a un sens bien
défini: en assimilant & une force le vecteur dont on prend lo moment
par rapport & l'axe, ce sens est donné par celui de la rotation autour
de l'axe produite par la projection, sur un plan perpendiculaire
T'axe, de la force envisagée.

Soient @, y, # les coordonnées de lorigine d'un vecteur AB,
X, Y, Z les composantes de ce vecteur suivant les axes coordonnés,
L, M, N ses moments par rapport aux axes. Les expressions analy-
tiques de ces moments seront

] L—=yZ—2Y,
(1) M=—:X—2zZ,
‘ N=2zY—yX.

Le moment linéaire G du méme vecteur par rapport & lorigine
des coordonnées a pour composantes snivant les axes les nombres
L, M, N.
Par rapport & un autre point (' de Iespace, de coordonnées 7’
4, &, le moment du vecteur 4B aura pour composantes
L=L—-(yZ—7Y),
M=M—(X—22),
N=N-@Y—yX),

On peut traduire ces formules par le théordme suivant qui fait image:

Le moment d'un veeteur AB par rapport & un point quelconque
O est la somme géométrigue du moment de AR par rapport & un

46) ,P. 8. Laplace [Mécanique céleste 1, Paris an VII, p. 13; (Buvres 1, Paxis
1878, p. 15] définit la valeur absolue du moment d'wne force par rapport & un
axe. Il avait d'ailleurs ét6 précédé par L. Huler, Nova Acta Acad. Petrop. 7 (1789),
6d. 1793, p. 191/204 [1780]*

19, Moment relatif de deux vecteurs. 33

autre point O et du moment par rapport & 0" d'un vecteur équi-
pollent 3 AB appliqué en O

Expressions diverses du moment d'un vectewr par rapport & un aze.
JSoient [ la longueur d'un vecteur 4B, 6 l'angle de sa direction avec
e sens positif de 'axe QU par rapport auquel on prend le moment,
d la plus courte distance du vecteur & cet axe. Le moment du vecteur
ABD aura pour expression

=+ 19 sin 6,
ol le signe - correspond aun cas od un mobile parcourant le vecteur
AB de son origine 4 & son extrémité B tourne sutour d'un obser-
vateur OU dans le sens positif. On dit alors que AR est direct par
rapport & OU. Le signe — correspond au cas contraire od Ion dit que
ADB est inverse par rapport & OU.

Le moment est nul si le vecteur est nul ou #'il est dans un
méme plan avec l'axe.

Portons sur laxe OU dans le sens positif un vecteur 4, B, et
considérons le tétratdre qui a pour arétes opposées AB et A4,B,:
désignons par

[4B, 4,B]
le volume de ce tétraddre affecté du signe + ou du signe — suivant
que AR sera direct ou inverse par rapport & 4, B,.

Le moment de AB par rapport & I'axe OU est alors égal en

grandeur et en signe 3

748, 4,B),

si I est la longueur du vecteur 4, B,. 1l est clair que ce moment
pourrait étre représenté par la valeur algébrique du volume du parallé-
1épipéde qui aurait pour arétes AB, A4, et AD,.*

19. Moment relatif de deux vecteurs. On appelle moment re-
latif de deux vecteurs A,B,, A,B, le nombre

6[A,B,, 4,B,]—6[4,B,;, 4,B]

qui vient d’stre défini.

Soient 2;,9,,#, les coordonnées de 4,; X,, ¥, Z, les composantes
de 4, B,; ay, 4, # les coordonnées de A,; X,, Y,, Z, les compo-
santes de 4, B,. Le moment relatif des deux vecteurs 4, B;, 4, B,

a pour expression

1 1 oy % %
M=;1 ntX o wt+Y, s+Z
1 Ty Yo %
11 Lt Xy, ptY, 5t
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ou encore, en désignant par L,, M, N, les moments de 4, B,, et
par L,, M,, N, les moments de A,B, par rapport aux axes co-
ordonnés,

M=I X+ MY, + N2y + L X, + MY, + N2,
ou enfin
M= (L, + L) (X, + X+ (M, + M) (Y, + ¥+ (N, + N) (4 + 7).

Il est clair que le moment d'un vecteur par rapport & un axe
n'est pas autre chose que le moment relatif de ce vecteur et dun
vecteur unitaire porté par Yaxe (on appelle vecteur unitaire un vecteur
égal a lunité de longueur et dirigé sur Vaxe dans le sens positif de
cet axe). Il est évident que le moment relatif de deux vecteurs reste
invariable si les vecteurs glissent sur leurs supports.

On a quelquefois & considérer le moment relafif de deux axes:
ce n'est autre chose que le moment relatif des deux vecteurs unitaires
portés par ces axes. Si «, §, y sont les cosinus directeurs du premier
axe, 4, g, v les moments par rapport aux axes coordonnés du vecteur
unitaire porté par cet axe, «, §, 9, 4, &, v/, les quantités analogues
relatives au second axe, le moment relatif des deux axzes aura pour
expression

A+ + vy + Vet pB+ vy
Nous terminerons ce qui concerne les moments par une remarque
essentielle: les n** 16 a 19 concernent des vecteurs glissants aussi bien
que des vecteurs liés a leur point d’application,

20. Coordonnées d’un vecteur glissant. Coordonnées de la
droite. ,Tandis qu'un vecteur libre est déterminé par trois nombres
qui sont les projections du vecteur sur les trois axes, un vecteur glissant
A, A, est, comme on P'a déja vu (n® 6), défini par les six nombres

X=zy—a, L=y5— 5y,

Y—y—y, M=zn—252,

Z=t,—2, N=o9 -4,
ol z,, ¥,, #, sont les coordonnées cartésiennes rectangulaires de l'ori-
gine A, et z,, y;, 2, celles de l'extrémité 4, du vecteur. On appelle
ces six nombres les coordonnies du veeteur glissant; il existe entre
elles la relation identique

LX+ MY+ NZ=0,

qui montre qu'un vecteur glissant n’a que cing coordonnées indépendantes.
Ces six coordonnées*”) d'un vecteur glissant sont formées d'une part par

47) Voir J. Pliicker, Fundamental views regarding mechanics [Philos. Trans.
London 156 (1866), p. 361; Wiss. Abh. 1, Leipzig 1895, p. 546].
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les trois composantes X, Y, Z d’un vecteur polaire libre et d'autre
part par les frois composantes L, M, N d'un vecteur axial lié & l'origine
des coordonnées. Les trois premiéres ne sont pas altérées par une
tranelation des axes; quant aux trois dernidres, si l'on désigne leurs
nouvelles valeurs par L', M’, N’ et par @,, ¥, &, les coordonnées de
la nouvelle origine, on aura les relations

L=L—-yZ+2Y,

M=M —zX +ua,7,

N=N—uY+yX"
Une rotation des axes autour de I'origine des coordonnées fait subir
aux six coordonnées les mémes transformations qu'anx coordonnées
d'un point. Le renversement des axes change le signe de X, Y, Z,
mais ne modifie pas L, M, N. Le seul invariant est

X+ Y24+ 2%

Tinvariant XL + YM + ZN est ici nul. Ces propriétés sont carac-
téristiques des vecteurs glissants.

Les rapports des six coordonnées dun vecteur glissant déter-
minent la droite qui porte le vecteur; & ce point de vue ces six
nombres, ou des nombres proportionnels, ont été désignés depuis
oJ. Plicker*®) et A. Cayley*) sous le nom de coordonnées de la droite.

Six nombres X, Y, Z, L, M, N tels que

XL+ YM+ZN=0
peuvent toujours étre considérés comme les coordonnées d'une droite;
les trois premiers sont proportionnelg anx cosinus directeurs de la
droite, les trois derniers aux cosinus directeurs du moment d’un vecteur
quelconque porté par la droite par rapport & l'origine des coordonnées.

21. Addition des vecteurs glissants, concourants oun paralldles.
Couples de Poinsot. Si les droites ! et I’ qui portent deux vecteurs
glissants se coupent & distance finie ou infinie, les coordonnées
X, Y,Z,L,M,Net X', Y, Z’, L’ M’, N’ de ces deux vecteurs satisfont
a la relation suivante, qui exprime que le moment relatif des deux
vecteurs est nul,

XL+ YM+ ZN'+ XL+ Y M+ ZN=0.

48) Proc. R. Soc. London 14 (1865), p. 53; Philos. Trans. Londor 165 (1865),
p. 725; Wiss. Abh. 1, Leipzig 1895, en partic. p. 526/41. Voir surtout J. Plticker,
Neue Geometrie des Raumes, Leipzig 1869, p. 1 [1868]. L'idée des coordonnées
de la droite se trouve, des 1846, dans son System der Geomefrie des Raumes,
Diiggeldorf 1846.

49) Quart. J. pure appl. math. 3 (1860), p. 225; b (1862), p. 81; Papers 4,
Cambridge 1891, p. 446, 490.
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On peut alors considérer les des coord correspondantes
X+ X,Y+Y,... comme les six coordonnées d'un vecteur glissant

et ce segment peut &tre considéré comme la somme gométrique des
deux premiers. La droite qui porte ce nouveau segment passe par
le point de concours P des droites ! et ' et est située dans leur
plan. Comme on peut donner aux deux segments la méme origine
P, on pourra les désigner par la notation PQ, P¢'; leur somme sera
désignée par PQ"; P, @, @7, @ seront les sommets d'un parallélo-
gramme. Le vecteur glissant ainsi construit s'appelle la résultante des
deux vecteurs donnés. On remarque immédiatement I'analogie avec la
composition des vecteurs libres. Des vecteurs glissants concourants
en nombre quelconque se composent en un vecteur glissant unique
appelé résultante de ces vecteurs.

Lorsque les droites I, et I, qui portent deux vecteurs glissants
P, Q, et PyQ, sont parallédles, on peut assimiler ces vecteurs a des
segments affectés de signes: leur somme est un vecteur glissant PQ
porté par une droite parallele & I, et I, située dans leur plan et qui
partage leur distance en raison inverse des segments P, Q, et P, ¢,
pris avec leurs signes. Le sens du vecteur P @ est celui du plus
long des vecteurs domnés. Il y a un cas d’exception: c'est celui od
les vecteurs glissants donnés sont égaux en longueur et de sens con-
traires. Le vecteur résultant est alors rejeté a Iinfini tandis que sa
longueur est nulle. Il cesse donc d’¢tre ptible d’'une représentation
visible et Yon doit conserver la figure composée des deux veeteurs.

Nous appellerons l'ensemble de ces deux vecteurs, en considé-
ration de son role en statique, un couple de Poinsot®) ou simplement
un couple. Nous Pétudierons plus loin [n° 22 et 23].

En résumé, la somme d’'an nombre quelconque de vecteurs glissants
concourant en un point O est toujours un vecteur glissant qui con-
court au méme point O; la longueur de ce vecteur peut d'ailleurs
étre nulle.

La somme d'un nombre quelcongue de vecteurs paralléles est un
vecteur paralltle sux premiers & moins gqu'on me se trouve dans le
cas du couple: dans ce cas, soient X, Y, Z les sommes des projections
gur les axes coordonnés des vecteurs dirigés dans un certain sens,
X', Y, Z" celles qui correspondent aux vecteurs dirigés en sens con-
traire; on aura les conditions

X =—X, Y=-% Z=—2.

50) L. Poinsot, Eléments de statique, (1% éd.) Paris an XII, p. 48.

E. Study [Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903, p. 26] dit Stdbepaar pour
couple de Poinsot.

22, Systdmes de vecteurs. 37

22, Systdmes de vecteurs®). Résultante de translation et

moment résultant. Considérons maintenant un nombre quelconque de

—r = — . R
vecteurs F,, Fy, .. , I, appliqués aux points 4,, 4, ..., 4,, et soit
O un point quelconque de l'espace.

On appelle rdsultante générale du systéme de vecteurs envisagés,
ou résultante de translation de ce systéme de vecteurs, la somme géo-
métrique des vecteurs 0 4,, 04,, ..., 0.4, équipollents 2 f;, i;, ceny f:,
menés par 0. La résultante de translation est donc un vecteur libre.

On appelle moment résultant du systeme, par rapport au point O,
la somme géoméirique des moments des divers vecteurs ?:Pa.r rapport
au point O.

Soient X,, Y,, Z, les projections de—Ft sur les axes coordonnés,
dont nous supposerons Iorigine au point O, et soient L., M,, N, les
nmoments de F, par rapport & ces trois axes.

Les projections de la résultante de translation R auront pour
expressions

X=2Xu Y=2Y7n Z=2Zk§
celles du moment résultant relatif au point O seront
L=2Lk7 M=2Mk7 N=2Nk'
On appelle
X,Y 2, L M N
les coordomnées du systeme de vecteurs.
La longueur R de la résultante générale est donnée par la formule

R~V T 25

51) Dans son article allemand sur les fondements de la géométrie [Ency-
klopédie der math. Wiss.1V 2, p.135] H. E. Timerding emploie le mot Liniensummen
(somme de droites). Dans I'article francais il & semblé préférable de ne pas
donner au mot ,somme* cettc extension et de s'en tenir au langage courant en
France [Voir par ex. P. Appell, Traité de mécanique rationnelle, (3°éd.) 1, Paris
1909, p. 17].

D’ailleurs, méme en Allemagne, I'sccord est loin d'étre fait sur la nécessité
de cette extension. Conformément au point de vue du texte frangais, W. Schell
[Theorie der Bewegung und der Krifte, Leipzig 1879/80] et Otto Mohr, dang
de nombrenx mémoires [parus pour la plupart dans le ,,Civilingenieur* et réunis
ensuite dans un volume intitulé: Abk. techn. Mechanik ®)] disent Sireckensystem;
E. Budde [Mechanik 2, Berlin 1891, p. 611] dit Vektorensystem, et ces deux mots
se traduisent b it par ,syst de vecteurs“. Au contraire, et dans 'ordre
d'idées adopté dans le texte allemand par H. E. Timerding, le méme auteur E. Budde
[Mechanik 2, p. 568] dit aunssi heteraptische Summe (somme hétérogéne), ot E. Study
[Geometrie der Dynamen 1, Leipzig 1903, p. 25] dit Stébesumme (somme de bdtons).
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celle du moment résultant G par
L% 4+ M?* + N2,

Par rapport 4 un autre point 0’ Ee, V'espace, dont les coordonnées

sont ', ¥/, 2, le moment du vecteur ¥, a pour composantes
L=L—-(y%4—7Y), M/ =M (X, —22),
N =N, - (@Y, —yX,),

et le moment résultant du systéme
=L—(y2—¢Y), M=M— (/X —2'%), N=N— (Y — y'X).

Ces formules montrent que le 1 Itant @ du teme, par

rapport 4 un point O, est éguipollent & la somme géométrique du

-
moment résultant &, par rapport ¢ O, et du moment, par rapport ¢ O,
-
de la résultante de translation R du systtme appliquée au point O.
Elles montrent encore que I'expression

LX + MY + NZ = RG cos (R, &)

est indépendante du point O: c’est un invariant orthogonal du systeme
de vecteurs.

Appliquons enfin ces formules 3 un couple. La résultante de
translation d’un tel systdme .étant nulle, un couple a méme moment
résultant par rapport & tout point O de I'espace. Ce moment résultant
est, par suite, un vecteur libre: on Yappelle aussi lo moment vectoriel
ou plus simplement, le moment du couple. Pour le construire, on
peut supposer que le point O appartient & Yun des vecteurs du couple;
on voit alors immédiatement que le moment d'un couple est un vecteur
dont la longueur est égale & la valeur absolue de l'aire du parallélo-
gramme ABA'B’ formé par les deux vecteurs AB, A'B’ du couple
et qui est dirigé perpendiculairement au plan du couple dans un sens
tel que le moment pris pour un point intérieur &4 A BA’'B’ soit direct
par rapport & chacun des vecteurs du couple. Plus bridvement, le
moment d’un couple est le vecteur qui correspond par la construction
du n° 11 au couple envisagé comme cycle (le sens de parcours du
parallélogramme 4 BA' B’ étant celui des vecteurs du couple).

On appelle composantes d'un couple les composantes L, M, N de son
moment. D’aprés ce qui précede elles se comportent dans les trans-
formations de coordonnées comme les composantes d'un vecteur axial

On appelle bras de levier dun couple la distance de ses deux
vecteurs. Le moment d’'un couple a done pour valeur absolue le
produit d’un des vecteurs du couple par son bras de levier.

28. Systémes équivalents. 39

On appelle quelquefois aze d'un couple ce gue nous avons désigné
sous le nom de moment de ce couple. Il semble préférable de réserver
ce nom au véritable aze formé par une demi-droite quelconque normale
au plan du couple dans le sens du moment du couple.

Revenant au cas général d'un systdme quelconque de vecteurs,
on appelle t résullant®®) d’un systéme de vecteurs par rapport
3 un axe la projection sur cet axe du moment résultant du systtme
par rapport & un point quelconque P pris sur cet axe. Ce moment
est indépendant du choix du point P sur la droite envisagée. Clest
aussi la somme algébrique des moments des vecteurs du systéme par
rapport & cet axe.

C'est ce quexpriment, pour les trois axes coordonnés, les égalités

L=2ZL, M=2M, N=ZXN,
citées plus haut.

Les points pour lesquels le moment résultant a la méme direction
que la résultante de translation sont sur une ligne droite qu'on appelle
aze central®) du systtme. Le moment résultant @ est minimé pour
les points de cet axe.

Si Yon prend les moments d'un systéme par rapport & tous les
axes qui concourent en un point M, ceux de ces axes qui domnent
un méme moment forment un cone de révolution autour de 'axe MU
sur lequel est situé le moment relatif au point M. Par rapport a
Taxe MU le moment est maximé.

Les axes de lespace pour lesquels le moment a la méme valeur
forment un complexe du second ordre.

23. Systémes équivalents. Réduction d’un systédme & une force
et & un couple. ,On dit que deux systdmes de vecteurs (S) et
(8") sont équivalents s'ils ont par rapport & un point O dommé de
I'espace méme résultante de translation et méme t résultant. Il
résulte des formules relatives au ch t d'origine données au
n° 19 que les moments résultants des deux systémes équivalents
sont alors les mémes par rapport & un point O guelcongue de l'espace.
I suffit donc d’exprimer les conditions d’équivalemce par rapport &
Torigine des coordonnées.

Soient X, Y, Z, L, M, N les coordonnées du systéme (8) et X',
Y, Z, L, M, N celles du second systeme (S"); I'équivalence des deux

53) C'est ce que A. L. Cauchy [Exercices math. 1, Paris 1826, p. 121;
Euvres (2) 6, Paris 1887, p. 153] appelle le moment linéaire principal.
64) L. Poinsot, J. Ec. polyt. (1) cah. 13 (18086), p. 182.
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systtmes se traduira par les six conditions nécessaires et suffisantes
X=X, Y=Y, Z=2,
L=L, M=M, N=N"

Par exemple, deux couples de méme moment sont équivalents.
En d’autres termes, tous les couples situés dans des plans paralléles,
tels que le produit d'un vecteur par le bras de levier ait la méme
valeur et pour lesquels le sens de parcours du parallélogramme cons-
truit sur les deux vecteurs est le méme sont équivalents.

On voit donc que, au point de vue de 'équivalence, on peut rem-
placer un couple quelconque A par un autre A’ ayant un bras de
levier donné dans un plan I7 parallele au plan du premier couple.
Le support de I'un des vecteurs de A’ peut 8tre pris arbitrairement
dans le plan IT; les vecteurs glissants qui forment A’ sont alors
complétement déterminés.

La théorie de l'équivalence et de la composition des couples a
été établie directement et pour la premiere fois par L. Poinsot & Yaide
d'une méthode purement géométrique; il en a déduit la réduction d’un
systéme quelconque & un vecteur et & un couple. Cette réduction
est unme conséquence immédiate de la notion d’équivalence telle que
nous lavons donnée plus haut.

Considérons, en effet, un couple A dont le moment G ait pour
projections sur les axes les coordonnées L, M, N du systéme (S),
le systeme formé par ce couple et par la résultante de translation R
du systéme (S) appliquée en O est évidemment équivalent au systéme (S).
Le couple 4 a pour moment le moment résultant du systeme (S) par
rapport & Vorigine; on Vappelle pour cette raison le couple résultant
du systéme relatif au point O

Lorsqu'un systéme (S) est remplacé par un systéme équivalent
formé d’'un vecteur et d’un couple, on dit que le systéme est réduit &
ce vecteur et a ce couple.

En ce qui concerne le couple, la réduction dépend du point O
par rapport auquel on fait la réduction; si en effet ee point O
change, le couple change, tandis que le vecteur unique, c’est-a-dire
la résultante générale, n'est pas changée. Toutefois la projection du
moment du couple sur la direction de la résultante générale reste inva-
riante, C'est cc que mous avoms dit en d’autres termes & la fin du
n° 22. On peut aussi dire que le produit scalaire du moment résul-
tant en un point et de la résultante générale est constant.

Trois cas particuliers intéressants sont & signaler:

1°) La résultante générale est mulle. Dans ce cas le systeme (S)

24, Composition des couples. 26. Systdmes de deux vecteurs. 41

est équivalent 4 un couple; le couple résultant a le méme moment
pour tous les points de l'espace. Conditions:
X=0,Y=0,Z=0 avee L*+ M*+ N*>0.

2°) Le moment résultant minimé est nul sans que la résultante
générale le soif, ou, ce qui revient an méme, le moment du couple
en un point est perpendiculaire & la résultante générale. Dans ce
cas, le systtme de vecteurs (S) est équivalent & un vecteur unique.
Conditions:

LX+ MY+ NZ=0 avee X*4+Y*4+2°>0.

3°) La résultante générale et le moment résultant par rapport
4 Porigine des coordonnées sont nuls 'un et P'autre. Le systeme (S)
est équivalent & zéro, le zéro exprimant P'absence de tout vecteur.
Conditions: X =0, Y=0, Z=0, L=0, M=0, N=20, ou, en
remplagant ces coordonnées par leurs valeurs [n° 22],

ZXE=O} EYI:ZO’ ZZk=0:
2L,=0, 3M~—=0, ISN,=0.

24, Composxt.lon des couples. Soient A et A" deux couples
donnés, G et ?Ieurs moments; on commence par leur donner un
méme bras de levier [n° 20] situé sur l'intersection de leurs plans. I
est alors facile de voir que leur ensemble est équivalent & un couple
unique dont Vaxe G est la diagomale du parallélogramme qui a pour
cotés G eb 5’5“) La composition des couples est ainsi ramende &
celle des vecteurs libres: un systéme de couples en nombre quelconque
est toujours équivalent & un couple unique dont le moment est la
somme géométrique des moments des couples donnés.

2b. Systéme de deux vecteurs équivalent & un systéme de
vecteurs donné. Soit A le couple résultant relatif au point 0 d’un
systeme de vecteurs donnés (S); envisageons deux vecteurs Vet V
dont le premler V soit appliqué en O, et qui forment ce couple A.

Soit enfin R la résultante de translation de (S) dont nous supposerons
Torigine au point O.

Les deux vecteurs B et OV se composent en un vecteur
OU, et lo systéme des deux vecteurs OU et O,¥, ou plus briéve-
ment le systeme (TJ’ V), est équivalent au systéme donné (S). Le
couple n'étant défini que par son moment peut &tre représenté

55) L. Poinsot, Eléments de statique, Paris an XII, p. 80.
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par une infinité de systémes de vecteurs tels que V’, V. De plus
Yorigine O des moments dans I'espace est arbitraire. Il y a done
une grande indétermination dans le nombre des systtmes de deux
vecteurs U, V équivalents & un systéme (S) donné: comme il faut,
pour déterminer un veeteur U, six coordonnées X, Y, Z, L, M, N
liées par une relation LX + MY + NZ =0, nous aurons, entre
les douze coordonnées des deux vecteurs U etvr outre la relation
précédente et celle, analogue, qui concerne le second vec’ceur_V': les
six équations qui expriment que le systéme m est équivalent au
systéme (S), soit en tout huit équations entre douze inconnues: il reste
quatre arbitraires.

Cest ainsi [cf. n° 24] que T'on peut fixer arbitrairement Paxe de
Pun des deux vecteurs; le sens et la longueur de ce vecteur ainsi
que l'autre vecteur seront alors entirement déterminés.

Ces systémes de deux vecteurs jouissent de nombreuses propriétés
sur lesquelles nous reviendrons plus loin.

Bornons-nous ici i observer que le systeme de deux vecteurs est
équivalent & un vecteur unique si le moment relatif des deux vecteurs
qui le composent est nul sans que leur résultante de translation le
soit, et qu'il est équivalent 3 un couple si la résultante de tranms-
lation de ces deux veeteurs est nulle, c'est-a-dire si ces deux vecteurs
sont égaux, paralleles et de sens contraires.

26. Visseurs. On a vu, par ce qui précdde, que tous les systimes
de deux vecteurs glissants qui ont par rapport & un point de l'espace
méme moment résultant et méme résultante générale sont équivalents.
Si l'on porte son attention spécialement sur le moment résultant G
et sur la résultante générale E: on apergoit une autre maniere de
caractériser tous les systémes de vecteurs équivalents & un systdme
donné. Bornons-nous ici aun cas od les vecteurs du systéme sont
polaires. On peut alors caractériser ce systtme en se donnant un
vecteur polaire libre —Equi sera la résultante générale et un vecteur
axial & 1ié & un point O, qui sera le moment résultant par rapport
a ce point O. On désignera I'ensemble de ces deux données sous le
nom de bivecteur et on le représentera par le symbole [cf n° 36]

B+

que Lon énonce le bivecteur R, G.
Les six coordonnées d'un bivecteur sont celles X, Y, Z de la
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résultante générale et celles L, M, N du moment résultant par rapport
& trois axes coordonnés ayant pour origine le point 0.

Parmi tous ces bivecteurs équivalents & un systeme de vecteurs
donné, il en est un et un seul dont les deux éléments, qui sont des
vecteurs glissants, sont portés par la méme droite; ce bivecteur est
appelé visseur. Son support est Tawe central®) [n® 22].

On est ainsi arrivé & un procédé bien simple pour représenter
un ensemble de systémes de vecteurs polaires glissants équivalents. Le
visseur en est l'expression la plus réduite.

Lorsque le systéme de vecteurs envisagé est un systeme de vecteurs
axiaux on voit de méme que ce systéme est équivalent & un bivectear
LA _—

R+ G
Ce cas sera étudié de plus prés au n° H0 dans la théorie des vis
de Ball.

Pour un systéme de vecteurs polaires, soit G, la valewr algébrique
du moment résultant par rapport & un point de I'axe central estimée

—
positivement dans le sens du vecteur R; posons &= % 1l est évident

que, si X, ¥, Z sont les projections de R sur les axes de coordonnées,
celles de (T: seront kX, kY, kZ. En remplagant R et G, par leurs
valeurs, on a l'égalité
L b DX+ MY NZ
) il <Es Gy

Les équations de l'axe central par rapport & des axes de coor-
données quelconques se trouvent sans peine; il suffit d’écrire que le

—

moment résultant G en un point (z, y, z) a la méme direction que
la résultante générale, ce qui donne

L—yZ+2Y M—zX+2Z N—aY+yX
@ R Mmepref Nmede

La valeur commune de ces rapports est k. Les équations (1) et (2)
déterminent le visseur correspondant au systeme donné de vecteurs.
Géométriquement, on obtient aisément la construction de I'axe central
lorsqu'on connait la résultante génémlegﬁ> et le moment résultant G
par rapport & un point O dommé. Soient OR et OG les vecteurs
représentatifs de ces deux grandeurs: abaissons (fig. 6) du point G
la perpendiculaire GH sur OR. Sur la perpendiculaire au plan OGH
menée par le point O, prenons un point O tel que le moment de
la régultante R par rapport & ce point O soit représenté en gran-

56) Cf. L. Poinsot, J. Ec. polyt. (1) cah. 13 (1806), p. 182.
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deur, direction et sens par GH. Le point O sera un point de Yaxe
central O'U.

La composition des visseurs n'est pas autre chose que la com-
position des systeémes de vecteurs; nous n'in-
sisterons pas, pour le moment, sur ce sujet.

Lorsque le systdme de vecteurs donné est
équivalent & un vecteur unique, la droite qui
porte ce vecteur unique jouit de toutes les pro-
priétés de l'axe central et on lui donne encore

14
R
H v
0' ce nom. On a alors k=0.
Lorsque le systéme de vecteurs se réduit &
un couple, ou & zéro, il n'y a plus d’axe central

déterminé; & est alors infini ou indéterminé. Quand
le systtme se réduit & un couple, on peut dire
que la direction de I'axe central est encore déter-
minée par celle de I'axe du couple, tandis que si
Fig. 6. le systeme se réduit & zéro, Y'axe central est com-
pletement indéterminé.

27. Distribution dans D’espace des systémes de deux vecteurs
équivalents & un systéme donné. Droites de moment nul. Nous
supposons esgentiellement que le systéme (S) de vecteurs donnés n'est
réductible ni & une force unique, ni i un couple unique. Nous

—
désignerons paArTI'et V deux quelconques des vecteurs glissants dont
le systéme peut remplacer le systéme (S).

Cela posé, il est facile de démontrer quune droite quelconque (D)
de Tespace peut toujours &tre prise pour support d’un des deux vec-
teursT]: pourvu que le moment résultant du systtme (S) par rapport
a (D) ne soit pas nul. Le problome est déterminé et admet toujours
une solution et une seule, c'est-d-dire qu'étant donné le support U

—
on peut trouver la longueur et le sens de U ainsi que la position et
—
la longueur de V. On appelle droites de moment nud les droites par
rapport auxquelles le moment résultant de (S) est nul: toutes les
—
droites qui rencontrent les deux vecteurs T et V sont évidemment

des droites de moment nul. Réciproquement toutes les droites (1)
de moment nul rencontrent une infinité de systémes de deux droites
TetV: en effet, une telle droite (D) est, en chacun de ses points 0,
perpendiculaire au moment résultant du systeme (S) relatif & ce
point O, cest-d-dire que (D) se trouve dans le plan du couple résul-
tant relatif au point 0. Soient T un des vecteurs de ce couple
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ayant son origine en O, V Tautre vecteur du couple; en composant
T avee la résultante de translation R qui a son origine en O, on
obtient un vecteurﬁ’qui, avec-vt forme un systéme de deux vecteurs
équivalent & (§), et les supports de ces deux vecteurs sont rencontrés
par (D).

Toutes les droites de moment nul qui passent en un point O
sont dans un méme plan, celui du couple résultant relatif au point O.
Le complexe des droites de moment nul est done un complexe lindaire
[cf. n° 26]; on appelle souvent ce complexe le complexe de Chasles. 1
a cependant ét6 signalé avant M. Chasles par G. Giorgini®)*; 4. F.
Mobius V'appelle Nullsysterm.

Soient X, ¥, Z, L, M, N les coordonnées du systtme donné;
z, 4y, 2, I, m, n celles d'une droite (D). La condition pour que (D)
soit de moment nul s'écrit

IX+mY+uZ+ Le+ My+ Ne=0,

Revenons aux systemes (ﬁ: ‘4_')> M. Chasles a démontré & leur sujet
deux théorémes:

Théoréme 1. Le volume du tétraddre comstruit sur les deux
vecteurs est constant quels que soient les deux vecteurs dont le systeme
est équivalent au systeme donné ).

Théoréme 2. Boit (d) la perpendiculaire commune aux supports
(U) et (V) de deux vecteurs correspondants T ot V: cette perpen-
diculaire commune rencontre I'axe central et le rencontre & angle droit.
Fixons l'axe des & sur cette perpendiculaire commune et fixons l'axe

des 7z sur l'axe central compté positivement dans le sens de T
T'axe Oy sera perpendiculaire aux deux premiers de manitre & former
un triddre direct. Soient A et B les pieds de (d) sur (U) et sur (V).
Appelons 8, et 8, les abscisses des points 4 et B, ¢, et ¢, les
angles que font avec Vaxe central Oz les demi-droites paralltles aux

— >
vecteurs U et V dans le plan orienté Oyz.
-
En exprimant que la résultante générale du systeme (U, V) est
parallele & Oz, clest-d-dire que la somme des projections des deux

57) ,Sopra alcune proprietd de' piani de' momenti principali e delle
coppie di forze equivalenti [Mem. mat. fis. Soc. ital. delle scienze (1) 20 (1828),
math. p. 243/54 (décembre 18271) (Texte et note de G. Loria)*.

58) Ce théoréme a été publié par J. D. Gergonne, Ann. math, pures appl. 18
(1827/8), p. 872,

Voir aussi & ce sujet 4. F. Mobius [J. reine angew. Math. 4 (1829), p. 179;
Werke 8, Leipzig 1886, p. 499].
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vecteurs sur Oy est nul, on a une premidre relation

(1) Using, + Vsing, = 0.

Le moment résultant par rapport & O doit étre dirigé suivant Os; or
il est la somme géométrique des moments de T et de ?qui font res-
pectivement avec Oz les angles ;5 — @, et —; — @g; d'ou la deuxidme

relation *®)
@) Ud; cosp, + Vi, cospy = 0.

En éliminant U et V entre ces deux équations, on obtient un
théoréme da & M. Chasles et qui s'exprime par la relation

® 0, tang g, = Stang g, —— k.

La valeur commune de ces deux expressions est égale au parametre k
changé de signe, comme on le verrait aisément en exprimant que la
résultante générale et le moment résultant par rapport a l'origine,
dirigés P'un et I'antre suivant Oz et estimés positivement suivant Oe,
ont pour valeurs respectives les quantités données R et G,. Les
équations (1), (2) et (3) jointes & U cos g, = R permettent, lorsqu’on
—

connait le support de U, c'est-d-dire d, et ¢,, de trouver d,, @5, U
et V. Clest la solution du probldme énoncé au commencement du
numéro.

28. Moment relatif de deux systdmes de vecteurs. Soient
(8) et (8") deux systémes de vecteurs glissants et

X, Y,%LMN; X,Y,2,L, M, N
leurs coordonnées. L’expression
XL+ YM+ZN'+X'L+Y M+ Z'N

est un invariant simultané des deux systémes. On l'appelle le moment
relatif des deux systémes. Si (P, Q,, P;Q;) est un quelconque des
systémes de deux vecteurs équivalents an systeme (S) et (P, Q,, Py’ Qy")
un quelconque des systemes de deux vecteurs équivalents au systéme
(8), le moment relatif des denx systémes (S) et (87 est égal®™) au
sextuple de la somme des volumes des quatre tétraddres (chague volume
étant pris avec son signe)

[P.@, PO T+ [P @, By QT+ PG B/QT+ [P, B @]

59) 1! est bien clair qu'il faudrait augmenter ces angles de x si 8, ot 9,
étaient négatifs.
80) Cf. G. Battaglini, Rendic. Accad. Napoli (1) 8 (1869), p. 87/97.
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Le théordme d'aprés lequel la valeur de cette somme est toujours la
méme, quels que soient le systtme (P,Q,, P;@;) de deux vecteurs
équivalent au systéme (S), et le systeme (P, @', Py ¢;") de deux vec-
teurs équivalent au systdme (S') que l'on choisisse, résulte de ce que
Yinvariant en question peut g'écrire
X+ X)L+ L)+ Y+ Y)Y M+MY+(Z+Z) N+ N)
—(XL+YM+ZN)— (X'L'+ Y M + Z'N);

or la premiére ligne de cette expression est un invariant du systeme
de vecteurs formés par I'ensemble des deux systemes donnés (S) et (S7)
tandis que le premier terme de Ia seconde ligne est un invariant de
(S) et le second, un invariant de (S").

On peut encore donner une sutre expression du moment relatif
des deux systémes, qui mettra mieux en lumidre son caractére d'inva-
riante. Soient R et K les résultantes générales des deux systdmes,
d et « la plus courte distance et I'angle des axes centraux, enfin
k ot &' les parametres; le moment relatif a pour expression

RER'[(k + ¥') cos e + & sin «];
on prendra le signe + ou le signe —, suivant que le tétraédre coms-
truit sur R et R sers positif ou négatif.

Soient enfin 4;B; un vecteur quelconque du systéme (S) et 4,/B;
un vecteur quelconque du systéme (S7); le moment relatif des deux
systémes est encore le sextuple de la somme des volumes, pris avec
leurs signes, des tétraddres qui ont pour arétes opposées un quelcongue
des vecteurs 4,B; et un quelconque des vecteurs 4B/

Si le moment relatif des deux systémes est nul, on dit®!) que ces
systémes sont en snvolution®); la condition pour qu'il en soit ainsi est

(1) (k + &) coser + dsing = 0.
On peut encore supposer les deux systémes confondus; le moment

relatif du systéme par rapport & lui-méme, ce quon peut appeler
Vautomoment du systdme, a pour expression

2LX+ MY+ NZ).

Si Tun des systémes de vecteurs glissants est équivalent & un
vecteur unique P, Q,, les quatre tétraddres du caa général se réduisent

61) D'aprés F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), p. 201.
_ 62) Voir aussi R. 8. Ball, The theory of screws, (1™ éd.) Dublin 1876; (2¢ éd.)
A treatise on the theory of screws, Cambridge 1900, p. 26; R.S. Ball appelie reci-
procal (récsprogues) deux visseurs entre lesquels existe la relation (1).
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4 deux. Si la longueur de ce vecteur unique P, @, est égale & 1,
Yinvariant envisagé, représenté par la somme

[PQ:, P/ QT+ 1P, Q:; DY Q]
deg volumes des deux tétraddres ayant pour arétes opposées I'un P; @,
et PQ/, Tautre P, Q, et Py’ Qy, se réduit au moment du systéme de

vecteurs glissants (S’) par rapport & laxe (d) qui porte le vecteur-
unitaire P, Q,. Ce moment a aussi pour expression

%‘ R, sin @,

od R, est la longueur d’un quelconque des vecteurs du systéme (),
@; Yangle que fait sa direction avec (d) et d; sa plus courte distance
i (d); la somme est étendue & tous les vecteurs du systéme (S°).

29, Des complexes linéaires. ,Soient o, 8, y, , §, 9 les coor-
données pluckériennes d'une droite AB (w, 8, y étant proportionelles
aux cosinug directeurs de la droite). Nous avons vu qu'il existe
entre ces coordonnées l'identité

o wo’ + BF + 97 =0.
Sl existe en outre entre ces coordonnées une relation linéaire et ho-
mogene telle que

@ ad +b8 +ey +aa+¥p+cy=0,

on dit que la droite fait partie d'un compleve lindaire. Les équations
d'une droite du complexe

(3) ﬁﬂ - yy i lx"
yx— oz =,
d’od résulte immédiatement
ay —fz =7,

ne contiennent que trois paramedtres. On peut, en effet, & l'aide des
relations (1) et (2) exprimer §' par exemple au moyen de o, o, §, y;
les équations de la droite ne dépendent alors que de

LI

u«’ ul’ o

Si l'on assujettit la droite 4B & passer par un point P (x4, ¥, 2o),

elle déerira un come quon appelle en général le cone du complexe
et qui, dans le cas du plexe linéaire, dégénére en wn plan quw'on
appelle le plan du complexze. Son équation, qu'on obtient aisément,
g'éerit

(@ + ey — bay)(@ — o) + (' + a2y — o) (y — 9y)
+ (¢ + bz, — ay,) (e — 7,) = 0.
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Si ce plan passe par une droite fixe quel que soit le point P, le
complexe est dit spécial; la condition pour qu'il en soit ainsi est

4) ad’ + Y + e’ =0

le complexe est alors formé par l'ensemble des droites qui rencontrent
la droite fixe.

Les considérations développées dans les numéros précédents
fournissent une interprétation trés simple de ces résultats ainsi que
de ceux qui suivront.

Considérons ¢, 8, 3, o, f, 7 comme les coordonnées d'un vecteur
glissant, que nous désignerons encore par AB, et a, b, ¢, a, b, ¢
comme les coordonnées d'un systéme quelconque (S) de vecteurs
glissants. L'équation (2) exprime que la droite 4B est de moment
nul par rapport au systéme (S). La relation (4) est la condition
nécessaire et suffisante pour que le systéme (S) se réduise a un vee-
teur unique; dans ce cas, I'équation (2) exprime que le support de ce
vecteur unique rencontre AB.

Le fait que lo plan du complexe peut &tre considéré comme un
lieu de droites de moment nul a amené 4. F. Mobius a Vappeler
le plan nul du point P. Réciproquement, 4. F. Miobius dit que P est
le point nul du plan: ce point jouit de la propriété d'stre situé sur
toutes les droites de moment nul qui sont contenues dans le plan.
Ainsi, & tout point P correspond un plan nul; & tout plan II corres-
pond un point nul.

Au lieu de ,plan nul“ et de ,point nul*, M. Chasles et, aprés
lui, 4. Mannheim ainsi que la plupart des auteurs francais ont
adopté les locutions de plan focal du point P et de foyer P du
plan II. On emploie aussi quelquefois les expressions pdle et plan
polairess).

Si un point P parcourt une droite (d), son plan focal tourns
autour d'une autre droite (d'); si P parcourt la droite (d'), son plan

63) Dans la réduction d’un systéme de forces & deux forces dont les direc-
tions soient perpendiculaires entre elles, G. Monge [Traité élémentaire de statique,
(17 éd.) Paris 1786; (8° éd.) Paris 1846, p. 48] donne pour la construction du
foyer d'un plan le procédé suivant: qu'on prenne les points d'application de
toutes les forces dans un méme plan IT et quon décompose ces forces en deux,
l'une normale au plan, l'autre située dans le plan; les composantes normales
au plan ont une résultante dont le pied P est parfaitement déterminé quand
le plan IT I'est. Ce point P est le foyer du plan. E. Carvallo [Nouv. Ann. math.
(8) 12 (1893), p. 454] a retrouvé cette construction: son énoncé ne differe pas
au fond du précédent.
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focal tourne autour de (d); c’est pourquoi on dit que (d) et () sont
deux droites conjugudes dans le complexe de Chasles. Sur deux droites
conjuguées on peut towjours déterminer deux vecteurs formant un
systtme équivalent au systéme donné, et inversement si le systéme
(PQ, P'Q) est équivalent & un systtme de vecteurs donnés, les
supports de PQ et de P'QY sont deux droites conjuguées du com-
plexe de Chasles du systéme de vecteurs donnés.

De méme, si un plan tourne autour d'une de ses droites (d), son
foyer décrit la droite conjuguée (d').

En particulier, si la droite (d) est rejetée & l'infini c'est-a-dire
si le plan IT se déplace paralltlement & lui-méme, le lieu des foyers
de ce plan est une droite (d") dont la direction reste la méme, quelle
que soit la direction du plan II. Corrélativement, la droite conjuguée
de toute droite paralltle & (d) est & Pinfini

Parmi toutes ces paralléles, il en est une remarquable: clest le
lien des foyers des plans qui leur sont perpendiculaires: on Tappelle
Vaze central du compleze. C'est aussi 'axze central du systéme de vecteurs
auquel correspond le complexe envisagé; les droites paralleles dont il
vient d'étre question sont les droites qui portent les vecteurs qu'on a
appelés ,résultantes générales”. Ainsi la conjuguée (d) d'une ré-
sultante générale est a l'infini; elle supporte un vecteur infiniment
petit. On comprend ainsi & nouvean comment un couple a pu quel-
quefois &tre considéré comme un vecteur infiniment petit rejeté a
Vinfini®).*

30. Distribution hélicoidale des plans du complexe et des
moments résultants. A chaque plan du complexe correspond un
moment résultant qui lui est perpendiculaire et dont lorigine est
au foyer du plan. Etudier la distribution des plans focaux revient
done & étudier celle des moments résultants. Or le torseur est ab-
solument symétrique par rapport & l'axe central, et le systéme de
plans focaux n'est aucunement modifié lorsqu'on le déplace soit
autour de Y'axe central, soit paralltlement & l'axe central. Ces deux
mouvements de rotation et de translation fournissent le groupe de
mouvements pour lequel le complexe linéaire est invariant. On voit
done qu'il suffit d’étudier la distribution des moments résultants sur
une demi-droite perpendiculaire & l'axe central et limitée & cet axe
central,

Choisissons le tritdre Ozyz qui oriente l'espace de fagon que

64) Cette fagon de parler a été employé notamment par XK. (Ch.) Cubmann.
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+ Oz coincide avec cette perpendiculaire & I'axe central et que + Os
coincide avec la direction de la résultante générale appliquée au point
O de Vaxe central; soient alors z Vabscisse d’'un point quelconque P
de + Oz et @ la mesure, dans le plan orienté Oyz, de P'angle [cf.
1117, n° 3]

{ (AMp OMo)r

ot AM, est le moment résultant relatif au point 4 et OM, le
moment résultant relatif au point O; les nombres x et ¢ sont liés
par la relation, due & A. F. Mobius ),

z =k tang @,

dans laquelle % représente le paramétre du systéme de vecteurs. Cette
relation se déduit immédiatement de la construction de Yaxe central
donnée au n° 26.

Supposons maintenant qu'un point P quelconque de laxe Oz
déerive sur un cylindre de révolution ayant pour axe Oz une hélice
dont le pas réduit soit égal & k. A chaque point P de Oz corres-
pondra une hélice dont le pas sera k. Toutes ces hélices sont tan-
gentes aux moments résultants relatifs & tous les points de Oz; ou
encore, si I'on préfere, on concevra l'espace rempli de toutes les hélices
de pas réduit k¥ qui ont pour axe l'axze central: chaque plan du
complexe de Chasles sera normal a l'hélice qui passe en son foyer.
Soient F le foyer du plan II, F” le point infiniment voisin de F sur
I'hélice qui passe en F, de l'angle des normales menées par F et F”
au cylindre de révolution qui contient I'hélice; on sait que

FF?= (2® 4 k)dd?,
z étant la distance de F & l'axe central. D’autre part le moment
—
résultant G relatif au point F' a pour longueur

G=RYF TR,

R étant la résuliante générale. Du rapprochement des deux dernidres
égalités, il résulte que G est proportionnel & I'arc d’hélice infiniment
petit FF’. Cet arc pourrait donc &tre pris aussi comme représenta-
tion du moment résultant en F.

Nous n'insisterons pas ici davantage sur l'analogie qui existe entre

65) Lehrbuch der Statik, Leipzig 1837 (n° 84); Werke 3, Leipzig 1886, p. 118.
Cette formule se trouve aussi dans L. Poinsot [J. Ee. polyt. (1) ceh. 13 (1806),
p. 194] sur la composition des moments et des aires reproduit dans la 8¢ édition
de ses Eléments de Statique, Paris 1842, p. 362.
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les moments résultants d'un systéme de vecteurs relatifs aux différents
points de l'espace et les déplacements infiniment petits des points d'un
solide invariable. Ce sera Vobjet d'un autre chapitre.

31. Des droites de moment donné. Au lieu de chercher les
droites de moment nul, on peut chercher les droites par rapport
auxquelles le moment d'un systéme (S) de vecteurs donnés a une
valeur constante g. On obtient ainsi un nouveau complexe déja signalé
aun n° 22.

Considérons un point P quelconque de Pespace et soit Pz une
droite quelconque passant par P. Le moment du systeme (S) par
rapport & Pz sera la projection sur Pz du moment résultant G
relatif au point P, c'est-d-dire qu'en désignant par « I'angle du vecteur
@ avec Pz on aura la relation

Geosa=g.

L’angle « est donc constant et les droites de moment g qui passent
en P décrivent un edne de révolution dont 'axe est le support de G.
Le complexe de ces droites est donc un complexe quadratique dont
le cone est de révolution. La conique du complexe située dans un
plan donné est une circonférence.

Le maximé de g est G au point P; ainsi c’est par rapport
au support du moment résultant relatif au point P que le systéme
de vecteurs (S) a son moment maximé. Les droites qui portent les
moments maximés par rapport aux différents points de l'espace for-
ment un complexe quadratique.

Autres figures géométriques utiles en mécanique.

32. Objet de ce chapitre®®). Il est clair que le mode de représen-
tation des grandeurs vectorielles auquel nous nous sommes exclusive-
ment tenu jusqu'd présent n'est pas le seul mode possible; il peut
aussi y avoir intérét a faire correspondre d’nutres éléments géométri-
ques & d'autres grandeurs mécaniques. C’est ainsi par exemple qu'a
tous les systémes équivalents de forces appliquées & un corps solide
donné on fait correspondre les visseurs de R. S. Ball”

Le vecteur glissant envisagé comme un ensemble de deux points
pris dans un ordre déterminé peut &re congu comme le premier
chainon d’une suite de grandeurs formées par juxtaposition, dans un
ordre déterminé, non seulement des points, mais de tous les éléments
primitifs de L'espace.

66) ,Ce chapitre a été rédigé par L. Lévy et revu par F. Study.*

32. Objet de ce chapitre. 53

JE. Study®") a procédé a une recherche méthodique de ces gran-
deurs géométriques: le résultat de ses études est résumé dans le présent
chapitre.*

,Présentées a priori comme elles vont I'étre, les nouvelles figures
paraissent peut-étre d’abord un peu étranges et les opérations que
Yon est amené & définir semblent trés artificielles. Mais & celui qui
commence la Mécanique la géométrie des vecteurs parait tout aussi
dénuée de caractere pratique et c’est seulement en avancant dans
Tétude de cette science qu’il en voit tout l'intérét dans les applica-
tions aux forces, aux vitesses, aux accélérations, aux rotations. Il en
est de méme ici o les figures envisagées dérivent immédiatement de
Vexamen des diverses substitutions qui équivalent & un déplacement
hélicoidal. Ce point de vue sera précisé dams le n° 49."

Les deux principes suivants permettent de rapprocher quelque
peu des grandeurs géométriques classiques les nouvelles grandeurs
que nous allons introduire:

1°) En méme temps que chaque figure on envisage toujours la
figure corrélative. Ainsi en méme temps que le vecteur glissant, c’est-
a-dire le ,bipoint”, on envisage aussi le ,biplan“

2°) On peut essayer de former loutes les combinaisons possibles
des éléments de Vespace dont certaines combinaisons ont formé des
figures utiles: on est ainsi amené, par exemple, & considérer le moulinet,
comme ensemble d'un point et d'un plan.

11 convient d’observer qu'une des plus grandes sources de difficultés
dans la construction dune théorie qui s’appuie sur ces deux principes,
ou sur des principes équivalents, provient de ce que le principe de
dualité n'est pas applicable sans restriction dans V'espace euclidien. Il
en résulte que certaines distinctions ¢'imposent qui entrainent une
étude minutieuse des divers cas d’exception possibles. On est, par
exemple, amené & distinguer les biplans en ,biplans effectifs” et en
ypseudo biplans®.

C'est dans Vespace elliptique [ef. III 1] que le principe de dualité
g'applique dune fagon parfaite. Aussi arrive-t-on trés naturellement
4 envisager des grandeurs telles que le vecteur glissant sphérique, par
exemple.

Quoique E. Study®) insiste lui-méme sur le caractdre essentielle-
ment géométrique de ses généralisations, on est frappé de la grande

67)  Geometrie der Dynamen, Leipzig 1905 (le premier fascicule a paru
en 1901).%
68) ,Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903, p. 2.*



54  H E. Timerding. IV 4. Figures géométriques de Study. L. Leévy.

simplicité qu'introduisent plusieurs de ses constructions dans l'exposé
des propositions de la mécanique. Ainsi il semble difficile de qualifier
d'artificielle méme en méeanique I'addition géométrique des moteurs,
construction bien plus simple que toutes celles qui l'ont précédde
en vue de la composition de rotations infinitésimales [ef. n° 39].

33. Définitions préliminaires. ,On appelle croiz®) effective, ou
plus simplement croix, 'ensemble de deux droites 'une situde & distance
finie, U'autre rejetée & l'infini et qui est I'intersection des plans per-
pendiculaires & la premiére. Cette premiére droite est Paxe principal
de la croix; la droite rejetée & l'infini en est Uaze secondasre. Si
Ton se donne I'axe principal, la croix est entiérement déterminée. Il
n'en est pas de méme si Fon se donne seulement l'axe secondaire;
dans ce cas on peut prendre I'axe principal arbitrairement parmi les
perpendiculaires aux plans qui contiennent la droite donnée & I'infini.
Nous dirons alors qu'on a une pseudo-croiz. Le mot croiz désignera
par la suite tantét une quelconque des deux espices de croix (pseudo
ou effective) tantot une croix effective. Le lecteur ne s’y trompera
pas. D’ailleurs nous ajouterons le mot effective toutes les fois que
ce sera nécessaire.

On appelle fransversale d'une croix toute droite qui rencontre
ses deux axes; il est clair que si l'on envisage une pseudo-croix
les transversales sont toutes les droites des plans qui contiennent Paxe
donné A l'infini. Une croix effective a oof transversales, une pseudo-
croix en a oo’ Deux croix quelconques (au sens large du mot)
ont toujours au moins une transversale commune: si ce sont des
croix effectives, cette transversale est perpendiculaire a leurs axes
principaux.

Deux droites distinctes déterminent toujours ume croix dont elles
sont des transversales.

La droite qui porte un vecteur glissant donné pourra toujours
&tre considérée comme l'axe principal d'une croix effective. Cette
croix sera dite le support du vecteur.

Le support d’un couple, an sens étroit du mot, sera la pseudo-
croix dont l'axe secondaire est & linfini dans le plan du couple; an
sens large, ce sera toute croix effective dont I'axe prineipal porte le
moment du couple.

Le support d'un systéme de vecteurs sera la croix dont I’axe prin-

69) Voir n° 49 la pond du vocabulaire de E. Study avec le
vocabulaire adopté ici.*

34. Biplan. Régle du trapése. 55

ticuliers, soit avee la droite qui porte la résultante unique si elle existe,
soit avec l'axe de tout couple équivalent au systtme de vecteurs
donné.

Considérons deux visseurs [n° 26] b, b'; toute transversale commune
& leurs supports sera aussi transversale du support de tout bivecteur
de la forme

mb + m'b'}

34, Biplan. Régle du trapéze. Le premier des nouveaux éléments
que E. Study introduit pour représenter une quantité vectorielle est le
biplan™), systtme de deux plans pris dans un ordre déterminé et assu-
jettis a ne pas étre perpendiculaires I'un & l'autre. Le premier nommé,
@, s'appelle le plan initial, le second, ¢, le plan final du biplan; ils cons-
tituent les deux faces du biplan. Nous emploierons la notation Bf.
L’intersection des deux plans s'appellera laréfe du biplan; si elle est
a distance finie (infinie) elle sera l'axe principal (secondaire) d'une
croix qui sera, par définition, le support du biplan. Par extension,
dans le cas de deux plans paralléles, toute croix effective dont l'axe
principal est perpendiculaire & ces plans pourra encore étre con-
sidérée comme support de ce biplan.

Légalité de deux biplans

By =By
est caractérisée par ce fait qu'ils ont méme support et que Pun deux
peut se déduire de l'autre par une rotation autour de Yaréte du biplan.
Cette rotation devient naturellement une translation perpendiculaire
aux faces du biplan si l'aréte est & linfini.

On appelle ouverture du biplan 1a tangente trigonométrique tg (p, 1)
de Vangle des deux plans; cette ouverture n'est jamais infinie. Si
elle est différente de zéro, nous aurons un biplan effectif; si elle est
nulle, un pseudo-biplan.

Occupons-nous des biplans effectifs. A tout biplan on peut
asgocier un vecteur glissant ayant le méme support et déterminé en
outre par la condition que sa longueur soit égale a l'ouverture du
biplan. L’addition des biplans est don¢ immédiatement rattachée a
l'addition des vecteurs glissants. Mais elle peut aussi s'effectuer par
la construction suivante:

Soient BY et BY deux biplans effectifs dont les arétes se coupent
et qui par conséquent peuvent dtre amenés & avoir une face @ commune;
cipal coincide avec le torseur correspondant, ou, dans les cas par-

70) ,Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903, p. 30.*
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soient of, oy leurs arédtes (fig. 7). Menons par of et oy deux plans ¢’
et 1’ respectivement perpendiculaires au plan initial @. Le plan ¢’
coupe ¥ suivant une droite 0, le plan ¥’ coupe ¢ suivant o7,; le
plan £ o7, ou y, forme avec ® le biplan cherché, ce que nous
indiquerons ainsi

Bf= B+ B..

Fig. 7.

Le biplan B est la somme géométrique des deux biplans donnés
On démontre en effet que les ouvertures de ces trois biplans sont
proportionnelles aux longueurs de 0§, o, 07, si l'on désigne par of, oy
les vecteurs correspondants aux biplans donnés et par of la diagonale
du parallélogramme construit sur ces deux vecteurs.

Remarque. Si on limite la figure par un plan perpendiculaire &
of les trois biplans sont limités & un trapéze et & ses diagonales, d’olt
le nom de frapéze des biplans donné & cette figure.

Cas particuliers. 1. On a évidemment, B, désignant un biplan
véritable ou un pseudo-biplan,

BY+ Bl =B,
ce qui nous conduit & poser
B, =0.

Si les arétes des deux biplans sont paralléles, la somme est un
biplan dont l'ouverture est égale & la somme des ouvertures des
biplans composants. Ce théoréme s'étend, par définition, au cas in-

85. Les vecteurs glissants sphériques. 57
déterminé ot les arétes des biplans coincident. On en conclut
Bl + By=0,
Bl=mB) si tg(w v) =mtg(e, 9),

m étant un nombre positif ou négatif”

35. Les s gli hériques. ,Considérons une sphere
de rayon un. On appelle vecteur glissant sphérigue un arc de grand
cerele, s¥, qui a une origine £ et une extrémité %, cet arc pouvant
étre arbitrajirement déplacé sur son grand cercle. Deux arcs dun
méme grand cercle qui ont méme origine § et méme extrémité 5 sont
envisagés comme égaux; il en est de méme de deux arcs qui ont
méme origine £ et dont les extrémités 4 et % sont diamétralement
opposées sur la sphére. La lomgueur d'un pareil vecteur est donc
seulement déterminée 3 un multiple de x prés: nous supposerons qu’elle
n'est jamais un multiple impair de %- Dans ces conditions, Vouzerture
du vecteur, tg (£, ) n'est jamais infinie.

L'addition des vecteurs sphériques se rattache a celle des vecteurs
rectilignes d’'une manidre trés simple.

Considérons (fig. 8) un parallélogramme de vecteurs o'f; 7, & tan-
gent & la sphere en o' et projetons le obliquement sur la sphére &
partir du centre 0. Nous obtenons ainsi un quadrilatére sphérique
0'Eymy 8, dont la diagonale o'f, est la somme glomdirigue des vecteurs
sphériques o'&;, 0'7,. Le lecteur verra sans peine que cette addition
sphérique peut seffectuer sans sortir de la sphere; il lui suffira de
remarquer que le plan du grand cercle o7, & passe par les extrémités
du diametre £’%,” qui est perpendiculaire 2 oo’ dans le plan 00',.

Il est facile, d’autre part, de rattacher I'addition des vecteurs
sphériques & celle des biplans. Prenons, & cet effet, la figure polaire
de la précédente™). Aux points o, &, &), %, %5, & correspondent les
grands cercles, ou mieux les plans des grands cercles, o, , ¢, ¥, ¥, 1.
Liaréte du biplan B, par exemple, sera la perpendiculaire au plan
00’k et son ouverture sera égale 4 o'f,; de méme pour les biplans
BY et BZ. SiYon porte sur ces arétes & partir de o, et dans des
sens convenablement choisis, des longueurs of, o, of, respectivement
égales & o'E;, o'n;, o't;, on aura construit, dans le plan perpendicu-
laire & 00, un parallélogramme de vecteurs qui est égal au parallélo-
gramme 0’87, & clest, au fond, le méme parallélogramme tourné

71) ,Pour la définition des figures polaires, voir, par exemple, E. Rouché
et Ch. de Comberousse, Traité de Géométrie, (7° éd.) 2, Paris 1900, p. 176.*
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d’'un angle droit dans son plan et transporté ensuite parallélement
lui-méme d'une quantité 00’

On apergoit maintenant d’'une manidre nette le lien entre la
théorie des vecteurs sphériques et celle des biplans. Elles sont corré-

Fig. 8.

latives I'une de l'autre: au vecteur, systtme de deux points, correspond
le biplan, systtme de deux plans.*

36. Biplans & faces paralldles. Systdmes de biplans. [L'addition
de deux pseudo-biplans exige de nouvelles définitions. Nous associerons
a un pareil biplan Bg le vecteur libre ng qui a méme support et
dont la longueur est la distance des deux faces du pseudo-biplan.
Cette longueur s'appellera I'écartement du pseudo-biplan. Pour additionner
géométriquement deux pseudo-biplans Bg, BY, on ajoutera, par dé-
finition, les vecteurs V$', Vf correspondants, ce qui donnera un
veeteur V¥ auquel correspondra le pseudo-biplan B cherch.

Le vecteur attaché & un pseudo-biplan peut &tre considéré aussi
comme le moment dun couple situé dans une des faces du biplan,
et si lon considére un couple comme un vecteur infiniment petit
rejeté a linfini le pseudo-biplan se présente bien comme cas limite
du biplan effectif.

87. Les

moteurs. 59

. 1ot 1 yattaché

L’addition des bipl est
celle des vecteurs ou des couples,
Les systtmes de biplans se

t comp ¥ a
et réciproquement.
composeront et se réduiront alors

comme les systémes de vecteurs. Voici les théorémes rapprockés l'un

de Pautre.

Tout vecteur glissant est dqui-
valent au systéme formé par un
vecteur glissant dont Lorigine est
un point arbitrairement donné et
par un couple. Les supports du
vecteur et du couple ont leurs
axes principaux perpendiculaires.

Un systéme de vecteurs glis-
sants peut étre réduit, et d'une
seule maniére, & un vecteur et a
un couple dont les supports ont
leurs axes principaux coincidants
[Voir n° 26].

11 pourra arriver, dans des ca
le systtme de vecteurs soit équi-
valent & un vecteur glissant unique,
ou a un couple, ou & zéro.

Revenant au cas général, ol

Tout biplan est équivalent au
systéme formé par un biplan dont
I'aréte contient un point donné et
par un pseudo-biplan. Les supports
du biplan et du pseudo-biplan ont
leurs axes prineipaux perpendicu-
laires.

Un systtme de hiplans peut
étre réduit, et d'une seule maniére,
3 un biplan et 3 un pseudo-biplan
dont les supports, au sens large
du mot, ont leurs axes principaux
coincidants.

s particuliers, que

le systtme de biplans soit équi-
valent & un biplan unique, ou &
un pseudo-biplan, ou & zéro.

le systeme donné est réductible a

un systeme de deux biplans B’ et B” dont I'un seulement est effectif
tandis que l'autre est un pseudo-biplan, nous appellerons support du
systéme de biplans donné le support commun de B’ et de B”, et nous
dirons que le systéme est réduit & sa forme normale, que nous éerirons
symboliquement

B+ B"=B.

Nous énoncerons encore un théoreme analogue & celui qui termine
le n° 33: Si A est une transversale du support de deux systémes de
biplans B et B,, elle est encore transversale du support de tout biplan
compris dans la formule

mB+ m B,
ot m et m, sont des nombres donnés, positifs ou négatifs.”

37. Les Moteurs™), ,FE. Study™) appelle ainsi un systéme de

deux droites D et A, prises dans un ordre déterminé et assujetties &

72) La décomposition d'un m en deux 7 et le mode
de composition des mouvements que l'on obtient en utilisant cette décomposition
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la seule condition que leur angle ne soit pas droit. Le moteur s'indique
par le symbole Mj. Liangle que fait la droite dnitiale D avec la
droite finale A sera désigné par ang (D, A); il est déterminé en
grandeur et en signe 4 un multiple de = pris. Nous appellerons
ouverture du moteur la tangente de cet angle, tgang (D, A); la longuenr
du moteur, dist(D, A) est la plus courte distance des deux droites,
comptée positivement de D vers A. Ce dernier sens entraine, suivant
nos conventions, le sens positif de rotation autour de la perpendicu-
laire commune et par suite le sens dans lequel doit &tre compté
positivement ang (D, A).

On appelle rotateurs les moteurs de longueur nulle, translateurs
les moteurs d’'ouverture nulle, c’est-d-dire ceux dont les deux droites
sont paralleles. Le translateur peut eneore dtre considéré comme cas
limite d'un rotateur lorsque le point de concours des deux droites du
rotateur s'éloigne & linfini; seulement, dans le passage & la limite,
la longueur qui était nulle devient brusquement finie.

L’égalité de deux moteurs

My =My

est défini par ce fait que deux remversements successifs d'un corps
solide autour des droites D, et A; l'amdnent & la méme position
que deux renversements successifs autour de D, et A,. En particulier

en renversements exposés par . H. Halphen [Nouv. Ann. math. (3) 1 (1882),
p. 296/9] est souvent utile; la théorie en sera développée au n° 45.

Le signe { } adopté dans le texte est di a H. Wiener [Ber. Ges. Lpz 42
(18903, math. p. 13/23, 71/87].

La composition de rotations autour d'un point fixe, & I'aide de renversements
convenablement choisis, se trouve déja quant au fond dans W. R. Hamalton, comme
on le verra dans l'article ou sera exposée la théorie des quaternions.

Le caractére presque immédiat de ces conmstructions explique qu'elles ont
ét€ données, indépendamment de G. H. Halphen, par plusieurs géomdtres, parmi
lesquels on peut citer W. Burnside, H. Wiener et G. Darboux [Théorie des sur-
faces 4, Paris 1896, note V, p. 438/41]. G. Darbouxr [dans G. Koenigs, Ciné-
matique, Paris 1897, p. 346 et sulv. (note II)] indique que la méme méthode
était déja suivie, & son insu, par P. Morin [dans son Cours (non publié) professé
4 la Taculté des sciences de Rennes vers 1880]. A signaler aussi W. Burnside
[Messenger math. (2) 19 (1889/90), p. 104/8; (2) 23 (1893/4), p. 19/22] et F. Study
[Math. Ann. 39 (1891), p. 441/556] qui a généralisé cette théorie.

Sur I'usage des mots ,moteur* et ,rotateur”, E. Study fait observer qu'il
s'en sert quoiqu'ils aient déjd un autre sems, d'ailleurs mal défini, mais qu'il ne
fait que suivre I'exemple de W. K. Clifford lui-méme, le premier inventeur de
ces mots,

78) Geometrie der Dynamen, Leipzig 1908, p. 51.

39. Addition géométrique des moteurs. 61

on doit considérer comme égaux tous les moteurs dout les deux droites
initiale et finale sont identiques; il est naturel de considérer ces
moteurs comme égaux i zéro et de poser

MZ=0.

Le support d’un moteur est la croix qui a pour axe prineipal la
perpendiculaire commune aux deux droites du moteur; dans le cas
du translateur, c'est la pseudo-croix qui a pour axe principal une
queleonque des perpendiculaires communes aux deux droites; ou, par
extension, le support d’un translateur est une quelconque des croix
effectives qui ont leur axe principal paralltle aux perpendiculaires
communes précédentes. Un moteur nul a pour support une croix
quelconque. Pour abréger, nous appellerons les azes de ces supports
Vaxe principal et Vaxe secondaire du moteur correspondant.

Tous les moteurs qui ont la méme ouverture, différente de zéro,
et qui peuvent &tre déduits les uns des autres par un déplacement
hélicoidal queleonque autour de leur axe principal, sont égaux
entre eux.

38, Correspondance entre les moteurs et les biplans ou les vec-
tours glissents. A tout systeme de biplans (ou de vecteurs glissants),

ramené & la forme normale
— —>

B=PB+B", R+6G,
on peut associer un moteur parfaitement déterminé. Ce moteur associd
aw systéme de biplans aura le méme support que B, pour ouverture
celle du biplan effectif B’ (la longueur de R) et pour longueur
I'écartement du pseudo-biplan B” (le moment du couple G). La droite
initiale D du moteur M3 est située dans les plans initiaux des biplans
B, B”. La droite terminale A du méme moteur est située dans les
plans terminaux de ces mémes biplans B’, B”. On voit sans peine
comment il faut modifier ces énoncés dans le cas du rotateur ou du
translateur.”

39. Addition géométrique des moteurs. ,Considérons deux
systtmes B et B, de biplans et les moteurs associés que nous pour-
rons amener & avoir la méme droite initiale D, perpendiculaire com-
mune des axes principaux des biplans donnés; soient M5, M7 ces
deux moteurs. Composons les deux systémes B et B, en un seul B,
et soit M3 le moteur associé & B,. Ce moteur sera appelé la somme
géométrique des moteurs B3 , M 3 et Yon écrira

My =M+ My,
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Voici deux constructions corrélatives pour obtenir A,: soient (fig. 9)
trois droites D, A, A, dont la premiére ne soit perpendlclilaue 3
aucune des deux autres, c’est & dire soient deux moteurs My, M3

/ N

Fig. 9.

Coupons ces trois droites par Menons par ces trois droites
un plan P perpendiculaire & D, et|des plans o, p, @, paralléles & une
soient d, 8, &, les points d'inter-|méme perpendiculaire D'a D. Con-
section de P avec les trois droites |struisons le plan g, qui forme avec
D, A, A,. Le quatritme sommet|® un biplan égal & la somme des
0, du parallélogramme construit | biplans Bf, BE. Ce plan g, pivote
sur les vecteurs dd, dd, déerit une|autour d’'une droite fixe A,.
droite A; lorsque P se déplace
parallelement & lui-méme.

Le moteur M5 est la somme géométrique cherchée.
On appelle produit dun moteur par un nombre ¢ le moteur qui

? o % %

89. Addition géométrique des moteurs. 63

a pour longueur et pour ouverture la longueur et I'ouverture du
premier moteur multipliées par ce nombre c.

Considérons tous les moteurs compris dans la formule ¢ - M > qui
ont méme support et méme droite initiale; le lieu de leurs droites
finales lorsque ¢ varie est un paraboloide hyperbolique équilatere.

Nous pouvons évidemment énoncer le théordme suivant qui ex-
prime en d’autres termes celui que nous avons énoncé plus haut:

L'addition géoméirique des biplans s'effectue en aj géometrique-
ment les molewrs associes, et vice versa. Il en est de méme de la
multiplication d'un biplan par c.

La méthode d’addition donnée ci-dessus s'applique dans tous les
cas. On en déduit, par exemple, toutes les décompositions d'un
moteur M} en deux rotateurs.

Supposons maintenant que les moteurs M3 et M5! soient dénignés
plus simplement par les lettres M, et My; supposons de plus que ce
ne soient pas des translateurs et que leurs axes principaux ne soient
pas dans un méme plan: le lien géométrique des axes principaux du
faiscean des moteurs compris dans la formule

oM, + M,
ot ¢ et ¢ sont deux parametres variables, est la surface & laquelle

A. Cayley a donné le nom de cylindroide™) parce que les pieds des
normales abaissées d'un point quelconque sur les génératrices se trou-

74) G. Battaglini [Rendic. Accad. Napoli (1) 8 (1869), p. 182] 2 trouvé le méme
résultat en cherchant le lien des axes centraux de tous les dynames qui se com-
posent de deux forces agissant suivant deux droites donndes. Cette génération du
cylindroide est évidemment un cas particulier de celle donnée dans le texte. Du
reste le dernier procédé se rencontre, dans son essence, avec les considérations
que J. Plicker [Neue Geometrie des Raumes, Leipzig 1869, p. 97 [1868]] a déve-
loppées sur le cylindroide, bien avant G. Battaglini. Seulement J. Plicker rem-
place les dynames par les pl linéaires correspond 1 il caractérise le
cylindroide comme conoide, et en s construit un modéle; cette surface est
souvent désignée sous le nom de comoide de Phicker [ef. A. Mannheim, Prin-
cipes et développements de géométrie cinématique, Paris 1894, p. 260 et suiv,].

+Dans une étude sur cetto surface, P. Appell [Bull. Boc. math. France 28
(1900), p. 261] a démontré que le cylindroide est la seule surface réglée réelle,
en dehors du cylindre, pour laquelle le lieu des projections d'un point queleonque
de l'espace sur les génératrices est une courbe plane, Voir aussi R. Bricard
[Bull. Soc. math. France 29 (1901), p. 18] et 4. Demoulin [id. p. 39].*

E. Study [Geometrie der Dynamen, Leipzig 1908, p. 320] désigne sous le
nom de chaine (Kette) o la fois le cylindroide et lo faisceau de plans et montre
qu'une chaine ainsi définie peut btre envisagée comme une des figures fonda-
mentales de la géométrie réglée (Liniengeometrie).
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vent sur une courbe plane comme dans les cylindres; cette courbe
plane est d'ailleurs une conique.

Pour écrive I'équation du cylindroide, nous prendrons comme
axe des z la droite D qui est transversale commune aux supports des
moteurs M, et IM;; en choisissant ensuite convenablement l'orientation
des axes oz et oy ainsi que l'origine des coordonnées™), on pourra
mettre cette équation sous la forme™)

Tous les cylindroides sont semblables. Considérons une des
génératrices du cylindroide; c’est 'axe principal d'une famille de moteurs
de Ya forme 4-1M, M étant un des moteurs du faiseeau considéré.
Les droites finales de ces moteurs sont tangentes 3 des hélices de méme
pas tracées sur des cylindres de révolution qui ont o0z pour axe.
Comme on peut imprimer & un moteur une rotation autour de son
axe principal sans qu'il cesse d'dtre égal a lui-méme, le pas de
ces hélices est indéterminé; il est seulement le méme pour tous les
moteurs correspondants & un méme axe principal. Nous allons re-
trouver les mémes résultats par d’autres considérations. Décomposons
le moteur M, en un rotateur et en un translateur qui aient méme
support M, = M, + M/; soit M;” un translateur de méme support
et qui ait pour écartement l'ouverture du rotateur M, il est évident
que, quelle que soit la valeur de 4, le moteur

(M + AM") + (M + 4357

aura méme axe principal que le moteur
oM + e M,

et nous avons maintenant une indéterminée mouvelle i dans la géné-
ration du cylindroide.

Nous reviendrons plus tard sur cette intéressante surface. Bornons-
nous & en indiquer encore une propriété et un mode de génération
particuliérement simple. La propriété dont nous voulons parler con-
siste en ce que le cylindroide est aussi le lieu des supports des
visseurs équivalents aux systemes de deux vecteurs glissants dont I'un
est donné tandis que l'autre a seulement un support donné.

Voici maintenant comment la surface peut étre engendrée: posons

Mp = Mb+ ¢, MB;

75) ,Cf. D. Padelletti, Rendic. Accad. Napoli (1) 21 (1882), p. 39.*
76) Voir aussi E. Study, Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903, p. 455, 456.

40. Les moulinets 65

sl ¢ et ¢ varient, les droites A; forment une congruence linéaire,
c'est-d-dire qu'elles rencontrent deux droites fixes A et B, réelles ou
imaginaires. Ces deux droites appartiennent au cylindroide et leur
perpendiculaire commune est Iaxe de la surface. On peut se donner
ces deux droites A et B, ce qui détermine leur normale commune Dj;
le cylindroide sera le lieu des perpendiculaires communes & D et &
Tune quelconque des droites de la congruence linéaire déterminée
par A et B. Pour ce mode de génération, on peunt partir d'une géné-
ratrice quelconque A’ du cylindroide et lui associer une autre généra-
trice B'; les droites A’, B’ vont ainsi par paires, elles sont deux &
deux conjuguées. On peut encore simplifier en considérant toutes les
droites d'un faisceau plan, dont le sommet est au point de contact
d'un plan tangent; les perpendiculaires communes 4 ces droites et a
l'axe décrivent le cylindroide; leurs pieds sur les droites du faisceau
décrivent une ellipse qui, avec la génératrice rectiligne contenue dans
le plan tangent, constitue la section de la surface par ce plan™).*

40. Les moulinets. ,A coté du vecteur glissant (bipoint) et
du biplan, il y a lieu de considérer une nouvelle figure qui contient
le méme nombre de constantes arbitraires, celle qui se compose d'un
point et d'un plan. Concevons la perpendiculaire abaissée du point
sur le plan et imaginons le plan comme engendré par la rotation
d’'une perpendiculaire & cette droite menée par son pied, la figure
nous apparaitra comme une espice de moulinet et c'est le nom que
nous donnerons & l'ensemble d’un plan et d'un point, en ajoutant la
condition que le plan ne contienne pas le point. Le moulinet sera effectif
si le point et le plan sont & distance finie; ce sera un pseudo-moulinet
dans le cas contraire.

Il s'agit maintenant d’établir un lien entre les moulinets et les
vecteurs. L’idée la plus naturelle serait d’associer au moulinet un
vecteur qui soit dirigé suivant la perpendiculaire au plan et qui ait
pour longueur I’ la longueur ! de cette perpendiculaire comptée &
partir du point. Mais cela ne servirait & rien. Nous établirons entre
ces deux longueurs la relation

qui définira la longueur du vecteur associé au moulinet.

77) ,Voir pour le cylindroide et son utilité pour la composition des dynames
R. 8. Ball, Theory of screws, Dublin 1876; A treatise on the theory of screws,
Cambridge 1900, p.19; F. Study, Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903, p. 320,
345, 348, 366.*
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Soit £ ou 7 le point, @ ou 9 le plan; nous désignerons le moulinet
par la notation @ ou @ suivant que I'slément initial est le point
ou le plan. Deux moulinets sont égaux lorsque les symétries par
rapport & leurs éléments initiaux combindes avec les syméiries par
rapport & leurs éléments finaux équivalent au méme demi-tour de vis,
ce que, avec H. Wiener™), nous indiquerons ainsi:

;-':‘ = Qﬁ' si (&, o) = (&, 9,1,
Qh=Q%h si {¢,m}= {¥, ms),
X =Q si (& o)=(n0)

Par suite un moulinet n'est pas altéré par unme translation le
long de sa droite qui est Iaxe du déplacement hélicoidal équivalent.
Mais il n’est pas non plus altéré si I'on remplace 'un de ses §léments
par son symétrique pris par rapport i I'autre élément et si en méme
temps on renverse l'ordre des deux élé-
ments. Désignons par exemple (fig. 10)
par £ le point symétrique de £ par rap-
' £ I3 port au plan ¢ et par ¢ le plan symé-

, trique de ¢ par rapport an point £: on
Fig. 10. aura

¥ ,g

Q=0=q,

On appelle support du moulinet la croix effective dont I'axe prin-
cipal coincide avec la droite du moulinet, longueur du moulinet la
distance du point au plan ou du plan au point. Ainsi deux moulinets
sont égaux lorsqu'ils ont méme support et méme longueur. Le
moulinet nul est celui dont la longueur devient infinie, soit paree
que, le plan restant fixe, le point sest éloigné & I'infini dans une
direction normale au plan, soit parce que le point restant fixe, le
plan s'est éloigné a linfini*

41, Addition des moulinets. ,Prenons la figure transformée par
polsires réeiproques du parallélogramme des vecteurs relativement 3 une
sphére de rayon un ayant pour centre l'origine commune O des vecteurs
glissants & additionner. A chacun de ces deux vecteurs correspondra
un moulinet (@ et Q) ayant O pour point initial, et au vecteur
résultant un moulinet Q¥ qui par définition sera la somme des deux
moulinets composants, ce que nous indiquerons par Uégalité symbolique

A+ Q= Q)n('
La construction directe se lit sur la figare 11.

Cette figure concerne deux moulinets qui ont un point initial O
commun. On peut ramener 3 ce cas celui de deux moulinets dout les
droites se remcontrent.

41, Addition des moulinets. 67

Dans le cas de deux moulinets a droites paralléles, on peut
imprimer & l'un d’eux une translation qui améne les plans initisux &
coincider. Soit @ le
plan commun § et 5
les points finaux; la
figure 12 montre com-
ment s'effectue V'ad-
dition; €., est la
somme géométrique
cherchée, ce qu'on
exprime par 1'égalité
symbolique

e+ =0
Soient I, 7, I” les lon-
gueurs de ces mou-
linets, on vérifie sans

peine que
1 1 1
T Fig. 11,

La construction
précédente tombe en défaut si les deux moulinets ont le méme support,
ou si, ayant des supports différents, leurs longueurs sont égales et de

3

7

]
1
i

up

e

£ 7’
Fig. 12.

sens contraire; dans ce dernier cas, la somme géométrique est une
quantité d’espece nouvelle sur laquelle nous allons revenir. Dans le
premier cas, la somme géométrique est un moulinet qui a le méme
support que les moulinets composants et dont la longueur a pour in-
verse la somme des inverses des longueurs des moulinets composants;
c’est un cas limite du précédent.

Comme cas particulier, on a

@+ -0
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enfin Vaddition d’'un moulinet nul & un autre moulinet n'altére pas
ce moulinet.*

42. Les psendo-moulinets. ,Supposons maintenant que lo point
£ du moulinet s'éloigne & l'infini dans une direction obliquo au
plan, le moulinet Q;; = Qi, dégénérera en un pseudo-moulinet qu'on
peut représenter par la notation q?=q£.'; seulement cette fois le
point ¢ est supposé & Dinfini dans une direction donnée §, et §
représente la direction syméirique par rapport au plan @. Si ces
directions sont normales au plan, on retombe sur le moulinet nul
déja considéré.

Si Yon exclut le cas du moulinet nul, les droites paralléles aux
directions ¢ et ¢ peuvent &tre groupées dans les plans qui les pro-
jettent sur le plan w; ces plans projetants s'appelleront les plans du
pseudo-moulinet. Une rotation ou une translation qui conserve ces
plans n’altére pas, par définition, le pseudo-moulinet. Il en résulte
la définition de 1'égalité des pseudo-moulinets. Les normales aux
plane du pseudo-moulinet sont les axes principaux d'une psendo-croix
que nous appellerons le support du pseudo-moulinet; dans un sens plus
large, on pourra encore dommer cc nom & toute croix effective dont
Taxe principal sera un des axes précédents.

On appelle owverture d'un pseudo-moulinet la tangente trigono-
métrique de Uangle 2 dont il faut faire tourner le plan initial @ pour
que, les ,plans du pseudo-moulinet® restant fixes, il vienne passer par
le point final & linfini § Le sens positif de la rotation sera déter-
miné lorsquon sura orienté les normales au ,plan du psendo-moulinet.
Portons sur cette normale orientée et dans le sens positif un vecteur
dont la longueur soit égale & cotg 1, ce vecteur sera dit appartenir
au pseudo-moulinet. L’égalité de deux pseudo-moulinets est alors
définie par ce fait que le méme vecteur libre leur appartient.

Le pseudo-moulinet se présente comme cas limite du moulinet
véritable; le vecteur attaché & ce dernier devient infini, son inverse
tend vers zéro et on peut le considérer comme correspondant & un
couple dont le plan est le ,plan du moulinet’. L'axe du couple situé
dans le plan initial du moulinet a pour longueur Vinverse de l'ouver-
ture du pseudo-moulinet. Un pseudo-moulinet et un couple associés
ont méme support et le méme vecteur leur appartient.

Un pseudo-moulinet peut d’une infinité de maniéres &tre considéré
comme somme géométrique de deux moulinets effectifs. Il suffit, pour
#'en rendre compte, de supposer que dans la figure (12) les longueurs
n1, EE sont égales et poriées de part et d'autre du plan @. On

43. Systémes de moulinets. 69

obtient ainsi la figure 13 et on peut écrire
d—e+ e
L'addition d'un pseudo-moulinet et d'un moulinet effectif ou de
deux moulinets de sens contraires ayant des longueurs égales avec
plan initial commun, n’offre plas de difficultés.

) m—
e

Fig. 18.

1l reste & examiner Paddition de deux pscudo-moulinets; E. Study
¥ parvient en considérant un pseudo-moulinet comme défini par une
droite et un point situés 'un et l'autre dans le plan de Vinfini, ce
quon peut appeler un moulinet dans le plan de Uinfini. On raméne
alors les deux moulinets & avoir soit la droite initiale commune, soit
le point initial commun, et Pon n’a plus qu'a opérer dans le plan de
linfini comme §'il était & distance finie.

La maultiplication géométrique par un nombre ¢ d'un moulinet
quelconque de support donné g'effectue en dévisant sa longueur ou son
ouverture par ce nombre.*

43. Systémes de moulinets, ,La réduction de ces systdémes
g'opere en effectuant celle des systdmes de vecteurs glissants ou de
biplans associés et réciproquement. En particulier tout systtme de
moulinets est réductible d’'une seule maniére & un systéme de moulinets
Q¢ + @7, de méme support; l'un @ est un moulinet effectif, l'autre
Q" est un pseudo-moulinet. Le support commun & @ et @ s’appelle
le support du systéme de moulinets*

44, Les impulseurs. ,Nous avons agsocié & tout biplan un systeéme
de deux droites (moteur); les liens intimes qui existent entre les
diverses figures étudides jusqu'd présent montrent quon peut associer
aussi bien i tout moulinet un systtme de deux droites. Seulement
la définition des moteurs ne permet pas de passer & tous les cas
limites. Pour ne pas exclure ces cas, F. Study définit un autre systdtme
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de deux droites qu'il nomme un #mpulseur: ce sont emcore deux
droites quelconques prises dans un ordre déterminé et soumises & la
seule condition de n'étre jamais situées dans un méme plan. L’impulseur
se confond done en général avec un moteur; mais il demeure défini
lorsque I'angle des deux droites est droit (émpulseur rectangle) ou lorsque
I'une des droites est rejetée a Vinfini (pseudo-impulseur)™). Nous grou-
perons ces deux cas particuliers sous le vocable impulseurs spéciauz.
L'impulseur ne peut jamais étre un rotateur, ni un translateur.

Si D est la droite initiale, A la droite finale, nous désignerons
Pimpulseur par la notation 73.

Nous conserverons naturellement pour les impulseurs les expres-
sions de support, de longueur, d'ouverture déja employées pour les
moteurs; I'égalité se définira comme pour les moteurs. La longueur et
Youverture d'un impulseur ne sont jamais nulles, tandis que la longueur
et Vouverture d'un moteur ne sont jamais infinies.

Pour passer aux cas limites, on associe & l'impulseur un systéme
de moulinets qui a le méme support; si le systéme des moulinets
(ou des vecteurs glissants associés) est mis sous la forme normale

¢+¢, B+G,
la longueur de limpulseur associé est celle du moulinet effectif @
(inverse de celle du vecteur R); son ouverture est celle du pseudo-
moulinet @” (inverse de la valeur du moment du couple ).

Si dans les systtmes réduits ci-dessus le premier terme est nul,
limpulseur associé est un pseudo-impulseur. Si c'est le second terme
qui g'annule, Iimpulseur associé est un impulseur rectangle Si les
deux termes sont nuls, l'impulseur associé est nul par définition: on
verrait aisément que dans ce cas les deux droites de Vimpulseur ou
mieux du pseudo-impulseur forment une croix proprement dite.*

45. Addition des impulseurs. ,Soient deux impulseurs I3 et I3
ayant une droite commune (fig. 14) D), c'est-a-dire soient trois droites D,
A, A, dont la premidre ne coupe les deux autres ni & distance finie,
ni & linfini. Menons par D un plan variable @ qui coupe A en £,
A, en 7 ef soit @ le plan mené par D perpendiculairement & @; nous
obtenons ainsi deux moulinets Qf,, Qb Soit @, leur somme

% —¢ + ol

18) E. Study [Geometrie der Dynsmen, Leipzig 1903, p. 80] emploie les
dénominations de torsor pour impulseur rectangle et de ejector pour pseudo-im-
pulseur. Dans la i des corps défc bles on emploie souvent le mot
yorseur* dans un autre sens b p plus rapproché de sa signification vulgaire;
quant an mot ,pseudo-impulseur*, il s'impose par l'analogie avec les définitiona
antérieures.

45. Addition des impulseurs. 11

Le point final ¢ ainsi construit décrit une droite A; lorsque le plan @
pivote autour de . Cette droite A, n'est pas dans un méme plan
avec D; les deux droites D et A, forment donc un impulseur qui est
par définition la somme des impulseurs
donnés, ce qu'on éerit
Ip =I5 + I3

11 en résulte, parce que deux impul-
seurs ont toujours au moins une trans-
versale commune, addition d'un nombre
quelconque d’impulseurs. Fig. 14.

Définition: On multiplie un impulseur
par un nombre m en divisant sa longueur et son ouverture par le
nombre m. Il en résulte qu'en général l'impulseur m - I} est identique

au moteur —;;Mﬁ.’

46, Addition stéréométrique des moteurs. Pour achever l'énu-
mération des nouveaux éléments géométriques introduit par E. Study
et des opérations qu'on peut effectuer sur ces éléments il faut encore
définir une nouvelle opération que E. Study appelle addition stéréo-
mélrique des moteurs et qu'il indique par le signe plus surmonté d'un
point {; la soustraction stéréométrique sera indiquée par le signe .

Pour éviter toute confusion, E. Study désigne ici les moteurs par
le symbole N5 au lieu de M.

On appelle écarfement d'un moteur N3 le produit de sa longueur
par le carré de son ouverture augmenté de l'unité, c'est-d-dire la
quantité dist (D, 8)

cos? ang (D, B)
L’écartement differe de la longueur toutes les fois que le moteur n'est
ni un rotateur, ni un translateur.

Désignons encore par ~
DA
1a perpendiculaire commune aux deux droites D et A. Elle est uni-
quement déterminée si D et A ne sont pas paralléles (ou si N n'est
pas un translateur). Nous pouvons définir simplement V'addition stéréo-
métrique de deux moteurs N3, N3, ramenés & avoir la méme droite
initiale D. La somme stéréométrique sers un nouveau moteur ayant
la méme droite initiale et que nous désignerons par le symbole N3
de sorte qu'on aura N . ooa
Np=Np+ Np.

a) Nous supposerons d’abord que les moteurs ne sont pas des
translateurs et n'ont pas leurs supports paralldles. Le schema suivant
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explique en quoi consiste T'addition stéréométrique: soit posé
& =DA, A/ =Da,
s-BN,  ar-Ba

A" 8B, D= BB
on aura

o
A =K&7n,

L’addition stéréométrique est évidemment comme Faddition ordi-
najre commutative, c’est-a-dire qu'on a
Np 4 Np'=Np* 4- N3
b) Si les deux moteurs sont des rotateurs, la droite est encore
déterminée par la méme comstruction, & condition d’ajouter que la
> somme doit &tre aussi un
rotateur ou un transla-
teur quand les rotateurs
ont leurs supports pa-
ralléles. Les construc-
tions se font alors dans
un méme plan et 'on
voit aisément que l'ad-
dition stéréométrique se
réduit alors & 1'addition
géométrique.
Fig. 15. ¢) Si un et un seul
des moteurs donnés, Nj*
par exemple, est un translateur, la construction semble indéterminée;
la droite &, est cependant bien déterminde.
d) Le résultat de la construction ne devient indéterminé que si
A" est paralléle & A,”. Dans ce eas, on peut déduire la détermination
de A, d'une construction assez générale relative au cas od un et un
seul des moteurs Np' est un translateur et ou les supports ne sont
pas paralleles. 11 suffit en effet d’'imprimer & la droite D une trans-
lation égale au vecteur du translateur, Cette construction subsiste si
le vecteur du translateur est perpendiculaire an support du moteur Nj.
) Cas de deuw translateurs dont les supports ne sont pas paralléles.
La construction du cas a) subsiste et se réduit & ceci: I'addition
téréométrique de deux translateurs s'effectue par 'addition géométrique
de leurs vecteurs; elle se confond avec I'addition géométrique de ces
translateurs.

46, Addition stéréométrique des moteurs. 13

f) Revenons au cas exclu dans le paragraphe d), celui od les
supports du translateur et du moteur somt paralléles. Il faut alors
entrer dans des explications un peu plus détaillées, avant de passer
a la limite: nous mous bornerons a énomcer la conclusion i laquelle
aboutit E. Study: si le moteur N, >* est un translateur dont le vecteur
V% est porté par I'axe principal du moteur M7, la somme stéréo-
métrique des deux moteurs s'obtient en imprimant & la droite D une
translation représentée par le vecteur Vi cos®ang (D, A).

g) La somme stéréométrique de denx moteurs qui ont le méme
support s'obtient en ajoutant leurs ouvertures et leurs écartements.
Le support de la somme est le méme que le support commun des
deux moteurs composants.

La multiplication stéréométrique d’un moteur par un nombre m
consiste & multiplier son ouverture et son écartement par m. Nous
indiquerons cette multiplication par le signe ><; le résultat sera done

m>< Nj.

11 résulte des explications précédentes que I'addition stéréométrique
de deux moteurs pourra toujours seffectuer sans décomposer ces
moteurs, excepté si ces moteurs ont leurs supports paralltles. Dans
ce cas, on les mettra sous la forme normale

N | N,
oit N’ est un rotateur et N” un translateur dont le support (au sens

large du mot) coincide avec celui de N'. Cette décomposition est
toujours possible et d’une seule maniére®

47, Nouveaux liens entre les moteurs et les systdmes de vec-
teurs ou de biplans. ,Pour distinguer ces nouveaux liens de ceux
établis au n° 35, nous emploierons le mot affilier au lieu d’associer
et nous énoncerons deuz propositions:

a) A tout systtme de vecteurs, ou de biplans, ou de moulinets
on peut affilier un moteur de méme support parfaitement déterminé
que nous appellerons le moteur affilié au systéme. Si le systeme est
mig sous la forme normale

- —>
B + B”, R+G,
Vouverture du moteur affili¢ est égale & celle du biplan véritable B’
ou & la longueur de la répultante générale R; DI'écartement de ce
moteur est égal & celui du pseudo-biplan B” ou au moment du
couple G.

L’addition géométrique des systemes de vecteurs glissants, ou

de biplans, ou de moulinets, s'effectue par P'addition stéréométrique
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des moteurs affiliés; le méme lien entre la multiplication géométrique
de ces systémes par un nombre m et la multiplication stéréométrique
des moteurs affilis par ece méme nombre.

La démonstration dans quelques-uns des cas particuliers qui peuvent
se présenter est aisée. Il suffit pour y parvenir de décomposer stéréo-
métriquement les moteurs donnés chacun en un rotateur et en un
translateur de méme support, et l'addition stéréométrique se réduit
alors & l'addition géométrique.

Quant au cas général, la démonstration, se trouve dans I'ouvrage
de E. Study™).*

48, Apergu sur quelques applications du présent article. Rappel
de quelgques notions relatives au déplacement d'un corps solide. La
géométrie des vecteurs trouve son application la plus adéquate dans
la Statique: les théorémes relatifs aux vecteurs glissants, par exemple,
s'appliquent textuellement aux forces extérieures que s'exercent sur un
solide invariable, Ces applications trouveront leur développement dans
T'article consacré a la Statique.

Mais les nouvelles figures dont nous vemons de parler peuvent
trouver leur emploi en Cinématique.

On 8ait®) que tout déplacement d’une figure invariable est tangent
a un déplacement hélicoidal. L'étude des déplacements hélicoidaux
est donc la base de toutes les études relatives aux mouvements des
solides invariables®).

Le déplacement hélicoidal d'un solide invariable est celui dans
lequel tous les points du solide décrivent des hélices tracées sur des
cylindres de révolution concentriques. Nous appellerons un pareil
déplacement un wvissage [cf. n® 50]; il peut &tre obtenu par une trans-

79) ,Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903, p. 94/8.*

80) Ce théoréme a ét6 donné en premier lieu par G. Mozzi dans un petit
éerit, cité par M. Chasles, Discorso matematico sopra il rot: Y’ dei
corpi, Naples 1763. Mais la démonstration de G. Mozzs n'est pas exacte. A. L.
Cauchy [Exercices math, 2, Paris 1827, p. 87; (Buvres (2) 7, Paris 1889, p. 94]
publia le méme th avec une d ion correcte, sans connaitre le
travail de . Mozzi. La démonstration la plus simple de ce théoréme que l'on
connaisse est celle qui a été donnée par H. Wiener [Ber. Ges. Lpz 42 (1890), math.
p- 22].

LVoir & ce sujet, R. Marcolongo, Bolletino bibl. storia mat. 8 (1905), p. 1/8
(Note de &. Lorsa).*

81) Afin d’éviter la monotonie, on emploiera ici le mot ., mouvement* dans
le sens de ,déplacement*; mais il est bien entendu gque l'on ne fait pas inter-
venir le temps comme variable

48. Aper¢u sur quelques applications du présent article. 5

lation paralldle & l'axe précédée ou suivie d'ume rotation. Le sens
positif sur l'axe est arbitraire; mais celui des rotations en résulte,
comme on l'a expliqué.

On appelle glissement ou amplitude de la translation la longueur,
prise avee son signe, du chemin parcouru par un point du solide
pendant la translation: nous la désignerons par la notation 2%; l'angle
de rotation sera représenté par 26, il n'est défini qu'a un multiple de
2x pres; 6 est done défini & un multiple de = prés.

Il faut six paramétres pour déterminer un vissage, savoir 7, @
et les quatre paramétres qui définissent la position de l'axe.

Il est utile de distinguer plusieurs cas particuliers:

1°) Les rotations, déterminées par cinq paramétres (quatre pour
laxe, un pour laungle de rotation): elles sont caractérisées par la
condition

n=0.

Une rotation équivaut et d'une co! de manidres & la succession
de deux dnversions planes®®); les plans de symétrie font entre eux
T'angle 6.

Soient @ un plan, @  la position qu'il occupe aprés la rotation,
@ un des deux plans bissecteurs de @ et @': on pourra représenter la
aubstitution S produite par la rotation de la manitre suivante:

§={p}{o} =g, o)
ou encore
§={o} (¢} =9},
le symbole {@} indiquant une inversion plane relativement au plan @.
2°) Les demi-tours de vis (en nombre oof). Iei

k3
=5 mod. .

Elles transforment involutivement les points & linfini; les plans pas-
sant par I'axe ne changent pas de position, mais les figures qui y
sont contenues sont déplacées.

Un demi-tour de vis équivaut d'une infinité de manitres a la
succession d'une inversion plane {w) et d'une symétrie centrale (£},
ou dune symétrie centrale {£} et d’une inversion plane {@}. Les
deux centres de symétrie £ et £ sont situés sur l'axe et symétriques
par rapport au plan @; le segment EE est égal au glissement 27.
Nous représenterons cette substitution par la notation

§=[&w) = (0, ).
82) On appelle ainsi les transformations par symétrie relatives & des plans

[G. Darbouz, Théorie des surfaces 4, Paris 1896, p. 438]. En allemand ,,Spiegelungen
an Ebenen‘.



76  H.E. Timerding. 1V 4. Figures géométriques de Study. L. Lévy.
3°) Les remversements (en mombre oo):
7=0, 05—725 mod. z.

Iis équivalent & deux inversione planes successives par rapport i deux
plans rectangulaires, ou & la succession d’une inversion plane et d'une
symétrie par rapport & un centre situé dans le plan de symétrie.

Un renversement peut &tre aussi considéré comme ume trans-
formation par symétrie relati t & l'axe du retour t. Ii est
déterminé par cet axe.

4°) Les translations (0o%):

0 =0 mod =.

Elles laissent immobiles tous les points de linfini; elles équivalent &
une succession de deux symétries centrales: Ia distance des centres de
symétrie est la moitié de l'amplitude 2% de la translation.

Les translations peuvent &tre considérées comme des rotations
autour d’'un axe situé & linfini dans un plan perpendiculaire & Yaxe.

Une translation définie peut étre considérée comme une torsion
autour d'une quelconque des droites paralltles & la direction de la
translation,

5°) La transformation identique qui laisse les figures géométriques
en repos.

8i le déplacement est quelconque, et s'il n’est pas une translation,
il est hélicoidal antour d'un aze déterminé. Il peut toujours é&tre
remplacé par deux (oo?) retournements autour de deux droites perpen-
diculaires & l'axe. Ces deux droites font entre elles un angle égal a
la moitié de T'angle de rotation du premier mouvement et leur plus
courte distance est égale a la moitié du glissement,

Dans le cas ot le déplacement résultant est un demi-tour de vis,
l'angle des axes des deux renversements composants est droit.

Si le déplacement est une tramslation, on peut le remplacer par
deux renversements autour d’axes paralléles entre eux et perpendicu-
laires & la direction de la translation.

Le grand intérét des remarques précédentes consiste, ainsi que
Ia observé (. H. Halphen®), en ce qu'on peut utiliser les renverse-
ments pour composer (superposer) deux déplacements quelconques.
Soient D, D’ les axes des vissages équivalents aux déplacements
domnés, A leur perpendiculaire commune. On prendra A comme un
des axes des renversements composants pour chacun des vissages donnés;
soient alors A; I'axe associé & A dans le premier vissage, A, celui qui

83) Voir n° 87, Cf G. Darboux, Théorie des surfaces®®) 4, p. 441.

49, Lien entre les déplacements ot les figures de Study. ik

est associé & A dans le second. La superposition de tous ces dé-
placements se réduit & deux renversements autour de A, et A; et

par suite & une torsion autour de la perpendiculaire commune & A,
et A,

49, Lien entre les déplacements et les figures de Study. Voicl
maintenant les théorémes que démontre FE. Study.

A tout systtme de biplans est associé un vissage S qui n'est pas
un demi-tour de vis. L’'axe du vissage coincide avee le support du
systéme de biplans: si 'on décompose ce vissage en une rotation S
ot une translation S” paralltles a l'axe, et si on met en méme temps
le systtme de biplans sous la forme normale B + B”, le biplan véri-
table B' a pour ouverture la tangente trigonométrique du demi-angle
de rotation de S ou de S’, le pseudo-biplan B’ a pour écartement la
moitié du glissement 5 de S ou de S”. En particulier & tout biplan
véritable correspond une rotation, & tout pseudo-biplan une translation,
au biplan nul la transformation identigue.

Si maintenant on doit additionner des systemes de biplans, &
leur somme sera associée un vissage résultant des vissages associés
aux systeémes de biplans composants. Nous désignerons cette opération
sous le nom de superposition linéaire de dépl ts. Voici comment
on effectuera cette superposition dans le cas de deux mouvements.

Soit o le milieu de deux cordes | Soit @ le plan bissecteur com-
EE, mn" par rapport & deux dé-)mun de deux biplans Bﬁ{, B$ cor-
placements qui ne sont pas des demi- | respondants a deux dépl t
tours de vis. Composons les vecteurs ‘ qui ne sont pas des demi-tours de vis.
of, o’ par la régle du paralle’lo-i Composons les biplans By, BY par
gramme et soit of le vecteur résul- |la r2gle du trapéze des biplans,
tant; o est le milien d’une corde|nmous obtenoms un biplan BZ et o
¢t dans un mouvement parfaite-|est le plan bissecteur d'un biplan
ment déterminé®). B{' associé & un mouvement par-
faitement déterminé®).

Ce mouvement déterminé n’est pas un demi-tour de vis; il est le
résultat de la superposition linéaire des deux premiers mouvements.

Décomposons™) chacun de ces trois mouvements en deux ren-
versements. On obtient ainsi trois moteurs

MY, MY et MY

84) Geometrie der Dynamen, Leipzig 1893, p. 43 et suiv,

85) ,On verra plus loin pourquoi il convient de choisir pour effectuer les
constructions indiquées plutdt &, #', ¢, ¢', ', ¥’ que & 7, ¢, ¢, ¥, 1.*

86) ,Le texte et les notes de cette dernidre partie du n°49 sont entidrement
dus & E. Study, sauf le vocabulaire final qui a été établi par L. Lépy.*
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les deux axes de renversement ne sont en aucun cas perpendiculaires
Pun & lautre (pour chacun des trois mouvements). Ces trois moteurs

sont liés par la relation

A,
A

&+ M

= M
= M.

en sorte que les mouvements qui ne sont pas des demi-tours de vis
se superposent d'une fagon linéaire, c'est-a-dire telle que les moteurs
qui leur correspondent s’ajoutent®").

On peut appliquer les résultats obtenus & la composition des
mouvements infiniment petits des solides rigides. On obtient ainsi les

propositions suivantes:

Dans tout mouvement infini-
ment petit d’'un solide rigide, cha-
cun des points O du solide qui ne
reste pas immobile se déplace dans
une direction déterminée par ume
droite passant par O.

8i I'on meéne dans cette direc-
tion un vecteur Of de lomgueur
égale & celle de la vitesse actuelle
du point O, et si lon construit
Pimage £ relativement 3 O de Pex-
trémité £ de ce vecteur, les points
& et £ se correspondent dans un
certain mouvement fini déterminé
du solide rigide envisagé, qui n'est
pas un demi-tour de vis.

Pour composer des mouve-
ments infiniment petits d’'un solide
rigide il suffit de composer les
mouvements finis correspondants
comme on 1'a vu plus haut suivant
la régle du parallclogramme ou en-
core d’ajouter géométriquement les
moteurs correspondants,

Dans tout mouvement infini-
ment petit d'un solide rigide, cha-
cun des plans o du solide qui ne
reste pas immobile se déplace dans
une rotation déterminée autour d’une
droite située dans w.

Si I'on meéne par cette droite
un second plan ¢’ tel que tg (», ¢")
soit, en grandeur et signe, égale
i la vitesse angulaire de rotation
actuelle des plan w®), et si Yon
construit I'image ¢ de ¢’ relative-
ment & o, les plans @ et ¢ se
correspondent dans un certain mou-
vement fini déterminé du solide
rigide envisagé, qui n’est pas un
demi-tour de vis.

Pour composer des mouve-
ments infiniment petits d’un solide
rigide il suffit de composer les
mouvements finis correspondants
comme on I'a vu plus haut sui-
vant la régle du trapéze ou encore
d’ajouter géométriquement les mo-
teurs correspondants®?),

87) ,Geometrie der Dynamen, Leipzig 1908, p. 48 et suiv. Au sujet des
vecteurs O et des biplans w g’ voir Math, Ann. 89 (1891), p. 464 o Yon trouvera
*

des i, ts bibli hi

88) ,Dans le cas particulier ot le plan g’ est paralléle au plan o, cette

xégle doit étre quelque peu modifide.*

89) ,Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903, p. 116 et suiv.*

49. Lien entre les déplacements ot les figures de Study. 79

Le systéme de constructions dont on vient d’exposer le principe
n'est pas un systtme complet. A l'addition géométrique des impul-
seurs il faut encore faire correspondre une supery correlative
des ts, et & l'addition stéréométrique des moteurs il faut de
méme faire correspondre une superposition stéréométrique des mowvements.

Cette superposition stéréométrique S' des mouvements, mais non
la superposition corrélative des mouvements, peut, elle aussi, étre appli-
quée i la composition®) des mouvements infiniment petits®') d’un
solide rigide®®).*

Nous terminons ce chapitre en proposant pour les locutions
allemandes introduites par E. Study les locutions frangaises corres-
pondantes que voici:

Vocabulaire de E. Study.

Stab Vecteur glissant

Vector Vecteur libre

Keil (coin) Biplan

Quirl Moulinet

Umwendung Renversement

Umschraubung Demi-tour de vis

Schraubung Déplacement hélicoidal, torsion
Drehung Rotation

Schiebung Translation

Sperrung Ecartement

Speer Droite orientée, axe, semi-droite

Speere syntaktisch
Speere antitaktisch

Semi-droites de méme sens
Semi-droites de sens contraires

Motor Moteur

Rotor Rotateur

Translator Translatear

Torsor Impulseur rectangle

Ejector Pseudo-impulseur

90) ,Geometrie der Dynamen, Leipzig 1908, p. 85, 116 et suiv.*

91) ,La connexion entre les systdmes de forces distribuées sur un solide
rigide et les mouvements infiniment petits de ces solides, connexion sur laquelle
repose une partic des recherches de X. Study dont on vient d’exposer le contenu’
eet particulidre & 'espace & ¢rois dimensions [cf. Geometrie der Dynamen, Leipzig
1908, p. 119]. Elle n'est d'ailleurs pas spéciale & P'espace ordinai lidi
Dans un espace lidien & trois di on peut développer une théorie
toute semblable qui, pour une courbure de I'espace positive (espace riemanien)
est méme plas simple que dans l'espace euclidien [Geometrie der Dynamen, p. 113
ot suiv.]. On consultera aussi & ce sujet S. Edwin Davis, Die geometrische Ad-
dition der Stabe in der hyperbolischen Geometrie, Diss. Greifswald 1904.*

92) ,Un exposé aralytique des résultats obtenus par E. Study est contenu
dans la seconde partie de son Traité [Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903,
p.122/226] dont 1a premidre partie (p.1/121) & un caractére purement géométrique *
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Vis, vissages et visseurs de Ball.

50. Définitions. Notations®). Le point de départ de la théorie
de R. S. Ball®*) est dans les deux faits suivants:

1°) Un systtme de forces appliquées & un corps solide (pour
lequel la somme géométrique des forces n'est pas nulle) peut étre
réduit d'une seule fagon & une force et & un couple dont l'axe est
parallele & la direction de la force®). Cet ensemble est appelé par
R. 8. Ball un visseur®) [n° 26]. Un systéme de visseurs, appliqué a
un solide, peut &tre réduit d'une seule fagon & un visseur unique puisque
ce systtme de visseurs est, en derniere analyse, un systéme de forces.

2°) On peut toujours, d’'une seule fagon, amener un corps solide
d'une position & une autre (n’ayant pas la méme orientation dans
Yespace) par une rotation autour d'un axe déterming et par une trans-
lation (ou un glissement) paralltle & cet axe. Cet ensemble est appelé
par R. S. Ball®) un wvissage®®).

En particulier, dans le mouvement continu d'un solide 1'état des
vitesses & l'instant ¢ est le méme que &i, pendant le temps infiniment
petit d¢, le corps tournait d’un angle d6 autour d'une droite et

98) ,Les numéros 6O & 64 ont té rédigés par P. Appell*

94) Les premidres communications se trouvent: Quart. J. pure appl. math.
10 (1870), p. 220; Trans. Irish Acad. (Dublin) 26 (1875), p. 137 [1871]; Philos.
Trans. London 164 (1874), p. 16, Pour tout ce qui a suivi voir R. §. Ball, A
treatise on the theory of screws, (2¢ éd.) Cambridge 1900, od l'on trouvera de
nombreux r ts bibliographiques,

95) L. Poinsot, Klements de statique, (8° 6d.) Paria 1842, p- 79.

96) En anglais wrench (clef anglaise). COf. Theory of screws®®), (17 éd.) p.4
(§ 4); (2* éd), p. 10 (§ 7). En allemand Winder [cf. W. Fiedler, Viertelj. Naturf,
Ges, Zurich 21 (1876), p. 199]. P. Appell dit torseur au lieu de visseur [Traité
de mécanique rationnelle (3° 6d.) 1, Paris 1909, p. 32); H. E. Timerding®®) pro-
pose de dire ,grandeur hélicoidale de seconde espice” (Schraubengrosse zweiter
Art). Au sujet de emploi du mot dyname par J. Plicker dans le sens de visseur
voir plus loin n° 55.

97) B. 8. Ball, Theory of screws®?), (2°éd.) p. 7 (§ 3).

98) R. 8. Ball dit twist pour vissage. En Allemagne, W. Fiedler [Viertelj.
Natarf. Ges. Zurich 21 (1876), p. 199] dit Windung, mais F. Klein [Z. Math,
Phys. 47 (1902), p. 243; Math. Ann. 62 (1006), p.425] dit Schraubung. Cf. H. E.
Timerding, Geometrie der Krifte, Leipzig 1909, p. 81, 187. H. E. Timerding
[Encyklopiidie der math. Wiss. IV 2, 18] propose de dire ,grandeur hélicoidale
de premidre esptce* (Schraubengrisse erster Art).

L'expression twist était déji en usage avant que R. S. Ball ne l'ait employée
[cf. par ex. W. Thomson et P. G. Tait, Treatise on natural philosophy, (17 éd.) 1,
Oxford 1867; P. Appell [Traité de mécanique rationnelle (1~ éd.) 1, Paris 1893,
p. 27] traduit twist par torsion et emploie le mot fléche au lieu du mot paramdtre.

b1, Vis. 81

glissait d'une longueur dl le long de cette droite, ¢’est-a-dire subissait
un vissage €lémentaire®).

JLia vitesse instantande de m’ssaye_,) ou_bvissage instantand, est en-
semble formé par les deux vecteurs ¢ et g représentant l'un la vitesse
angulaire instantanée de rotation Z%: l'autre la vitesse instantanée de

. dl
glissement e

Un systtme de vissages finis ou de vissages instantanés peut
&tre remplacé, d'une seule fagon, par un vissage fini ou instantané.

Le tableau suivant montre l'analogie et la différence entre le
visseur et le vissage.

Visseur. | Vissage.
Vecteur polaire glissant associé Vecteur awial glissant associd
& un vecteur axial libre qui lui estid un vecteur polaire libre qui lui
parallale. | est paralltle

51. Vis. De méme qu'un vecteur glissant a pour support une
droite déterminde, un visseur ou un vissage ont, d'aprés R. S. Ball,
comme support commun une droite déferminée affectée dun coefficient
linéaive positif ow ndgatif que R.S. Ball nomme une vis'®).

JJPour comprendre la définition abstraite de la vis de Ball, imagi-
nons une vis matérielle qui se meut dans wn éerou'®l) fixe dans
T'espace; tous les points de la vis décrivent des hélices circulaires dont
Vaxe commun est appelé aze de la vis.

Le pas absolu™®) de la vis est la longueur dont glisse un point
de la vis situé sur 'axe quand celle-ci tourne d'un angle égal & I'unité
dangle (radiant).*

99) Ces théordmes sont dus en grande partie & M. Chasles [C. R. Acad. sc.
Paris 16 (1843), p. 1420]. Sur les propriétés relatives au mouvement infiniment
petit d'un corps solide libre cf. A. Mannheim, Géom. cinématique ™#); A. Schoen-
fWies, Geometrie der Bewegung in synthetischer Darstellung, Leipzig 1886; trad.
par Ch. Speckel, Géométrie du mouvement, Paris 1893; G. Koenigs, Cinématique?);
E. Study, Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903. Cf. IV 6.

100) En anglais screw. En allemand Schraube.

101) En anglais nut. En allemand Schraubenmutter.

102) En italien passo, en anglais pitch, en allemand Parameter d'aprés
F. Klein [Z. Math. Phys. 47 (1902), p. 244; Math. Ann. 62 (1906), p. 426] on Pfeil
d’aprés W. Fiedler [Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 21 (1876), p. 199] et W. Schell
[Theorie der Bewegung und der Krifte (2° éd.) 2, Leipzig 1880, p.212]; W. Schell
dit Axenparameter pour vis; H. E. Timerding que que ., P: xe* gerait
plutdt indiqué qu’A: ameter. P. Appell [Me rationnelle (3¢ éd.) 1, Paris
1909, p. 32] dit fléche au lieu de parameétre
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J1 peut exister, comme on sait, deux espéces de vis matérielles
suivant le sens d'enroulement des spires. Pour les distinguer imaginons
qu'on oriente l'axe de la vis et appelons « l'axe ainsi orienté: la vis
sera dite positive ou mcgative suivant qu'en la faisant tourner autour
de l'axe o dans le sens direct du n° 9 elle glisse dans le sens positif
ou le sens ndgatif de 'axe «. Ce signe attribué A une vis est indé-
pendant du sens choisi comme positif sur V'axe de la vis, car si la
vis tourne dans des sens contraires dans l’écrou, elle glisse aussi dans
des sens contraires1°%).

Les vis positives sont aussi appelées dexztrorsum et les négatives
sinistrorsum'™).

Les vis usuelles sont positives ou dextrorsum; en faisant tourner
une vis usuelle dans le sens direct du n° 9 elle glisse dans le sens
positif de l'axe.

Une vis peut é&tre représentée par les deux éléments abstraits
suivants qui constituent la vis de Ball:

1°) une droite indéfinie D, non orientée, qui coincide avec I'axe
de la vis;

2°) un coefficient ¥ (dont la dimension est celle d’'une longueur)
égal au pas absolu de la vis préeédé du signe + ou du signe —
suivant que la vis est positive ou négative. Ce coefficient s'appelle
le pas'™) ou le paramétre de la vis.

Si 'on oriente la droite D en la transformant en un axe orienté o
quand la vis tourne d’un angle (positif ou négatif) A8, son glissement
le long de cet axe est mesuré par un segment g, (positif ou négatif)
donné par

o=k DO

52. Forme canonigue d'un visseur. Soit un visseur constitué
par une force B (vecteur polaire glissant sur une droite D) et par un
couple dont le moment G (vecteur axial libre) est paralléle & la force
et peut &tre placé sur la méme droite 1. Orientons cette droite de

103) Le mot rotation a deux sens suivant qu'on se borne & considérer les
positions initiale et finale ou qu'on envisage le temps que le corps a mis a
passer de la premidre 4 la seconde. Le mot vissage comporte la méme ambi-
guité. Mais les coordonnées du vissage doivent, lorsqu'elles se rencontrent dans
le texte, étre considérées une fois pour toutes comme des composantes de vitesse;
et si le vissage signifie i 11 t infiniment petit, il con-
vient par suite de diviser encore ses composantes par un temps dt trés petit,
qui d’ailleurs peut étre pris pour unité.

104) ,Les conventions faites & ce sujet varient avec les auteurs. Voir
ce sujet R. Alezais, Nouv. Ann. math. (4) 10 (1910), p. 289/302.%

t un dépl

b2. Forme canonique d'un visseur. 83

fagon & la transformer en un axe orienté «; appelons F, et G, les valeurs
algébriques des deux segments déterminés sur cet axe par les vee-
teurs F et G et considérons le rapport
Ga
k= 7

qui est une longueur précédée du signe + ou du signe —. La vis
d'axe D et de pas & est la vis qui porte le visseur; cette vis est
positive ou négative suivant que—F et G sont de méme sens ou de
sens contraires.

JLe visseur est alors défini par les éléments suivants:

1°) le vecteur polaire glissant?dont la direction et le sens sont
appelés direction et sens du visseur et dont la longueur F est appelée
amplitude du visseur;

2°) le pas ou parametre % de la vis ayant pour axe la droite
portant le vecteur Fr

On peut dire aussi que le visseur est défini par un vecteur polaire
glissant auquel on adjoint un nombre % positif ou négatif, appelé pas
ou paraméfre du visseur; la valeur absolue de ce nombre dépend du
choix de l'unité de longueur. Ces deux éléments étant donnés, le
moment G du couple est défini en grandeur, direction et sens par la
relation écrite plus haut

G,=*kF,.

8i I'on imagine un systéme de vecteurs polaires glissants (forces)
équivalent 3 la force ?jointe au couple de moment parallele ac'est-
a-dire équivalent au visseur, le moment résultant de ce systtme par
rapport & un point quelconque P de lespace est la somme d'un
vecteur équipollent & @ et du moment de _Fpar rapport & P. La
somme des moments des vecteurs par rapport i un axe est la pro-
jection sur cet axe du moment résultant par rapport & un point quel-
conque P de Vaxe. Les droites de moment nul forment un complexe
linéaire dont 'équation contient uniquement le paramétre % du visseur:
ce complexe est dit le complexe linduire attache o la vis qui porte le
visseur19%).

53. Forme eanonique d'un vissage. ,Bornons-mous i un vissage
instantané comme celui qui représente & un instant ¢ les léments du

106) Cette dépendance fait le principal objet d'un ouvrage de J. Zandevskij,
Teoria vinta i priménenie ego v mechaniké (Théorie des vis et son emploi en
mécanique), Odessa 1889. Voir aussi une petite note de K. Kupper, Monatsh.
Math. Phys. 1 (1890), p. 95,
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mouvement hélicoidal tangent au mouvement d’un solide. Ce vissage
instantané est formé™®) par lensemble d'une vitesse angulaire re-
présentée par un vecteur axial glissant g porté par Uaxe instantané D
et d'une vitesse de glissement parallele g, vecteur polaire libre, qu'on
peut toujours supposer porté par la méme droite. Si Yon choisit
sur D un sens positif de facon & obtenir un axe orienté e, les deux
vecteurs 3 ¢t § déterminent sur cet axe des segments o, et g,. Le
rapport

i)

[

est un nombre positif ou négatif dont la valeur absolue dépend de
Punité de longueur choisie.

La vis d'axe D et de pas k est la vis qui porte le vissage; le
pas k est positif ou négatif suivant que g et § sont de méme sens
ou de sens opposés.

Le vissage lui-méme est défini par les éléments suivants:

1°) le vecteur axial glissant ¢, donnant la direction, le sens et
l'amplitude du vissage;

2°) le pas ou paramétre k de la vis, ayant pour axe la droite
indéfinie qui porte ce vecteur axial.

On dit aussi parfois que k est le pas ou le paramétre du vissage.

Ces deux éléments, vecteur axial glissant et pas k, étant donnés,
le glissement g est défini par la relation

fo=Foq

Soit un systeme de vecteurs axiaux glissants (rotations) équivalent
au vecteur g joint au couple de rotations de moment g parallsle
(translation); le moment résultant de ce systdme par rapport & un
point P est la somme géométrique dun vecteur équipollent 3 ¢ et
du moment linéaire de g par rapport 3 P. Ce moment résultant est
la vitesse®) que posséderait le point P gil était lié invariablement
au corps solide animé du vissage instantané considéré. La somme
des moments des vecteurs par rapport & un axe A est la projection
sur cet axe de la vitesse d'un point queleconque de laxe A. Les

106) Cf. E. Study, Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903, p. 118 et F. Klein
[Z. Math. Phys. 47 (1902), p. 244; Math. Ann, 62 (1906), p. 426] qui emploie
les mots Drehgeschwindigkeit eb Tr i hwindigheit.

107) C'est A. F. Mdobius [J. reine angew. Math. 18 (1838), p. 189; Werke
1, Leipzig 1886, p. 645] qui a donné le premier exposé méthodique de I'analogie
que présentent les compositions des systémes de vecteurs et celles des mouve-
ments infiniment petits.

54. Expressions analytiques. 85

droites de moment nul forment un complexe linéaire dépendant uni-
quement de la vis de pas & et identique & celui que nous avons trouvé
pour la méme vis considérée comme support d’un visseur.

Nous pouvons comparer encore une fois le visseur et le vissage
dans le tableau suivant:

Visseur. | Vissage.
Vecteur polaire glissant?’»porté; Vecteur axial glissant g porté

par une vis de pas k. {par une vis de pas k.

Cest en raison de ce role commun de la vis qu'on a introduit
les locutions de wvisseur et de vissage.*

54. JExpressions analytiques du visseur et du vissage.
1°) Vissewr. Soient un systéme d’axes rectangulaires et un systéme
de vecteurs polaires glissants (forces)
A
Dési F, ¥y ..n Ik, ..., F,.
ésignons par
X, Y Z
les sommes des projections de ces vecteurs sur chacun des trois axes
et par
L, M, N
les sommes de leurs moments par rapport & chacun des axes. Ces
six quantités définissent un visseur porté par l'axe central du systéme
de vecteurs, ayant pour sens et pour amplitude le sens et la longueur
-_—
du vecteur F de projections X, Y, Z et pour pas ou paramétre la
quantité
LX4+MY Nz

T Y L

2°) Vissage. Soit un déplacement hélicoidal instantané d'un solide,
défini par les coefficients
p,ar
de la rotation instantanée 3 et les projections
%, v, W
0 - . . . Y s
de la vitesse ¥V du point du solide situé & lorigine 0. L'axe du
vissage instantané se confond avec I'axe central du systéme de vecteurs
glissants qui aurait pour somme géométrique 3 et pour moment ré-
—
sultant par rapport & O le vecteur V. Son sens et son amplitude
sont le sens et la longueur de 3; son paramétre k' est
rputqotrw,
et
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3°) Invariant simultané dun visseur ef d'un vissage. Imaginons
que le corps solide soumis aux forces
—_— = — =3
Iy, Fy.e, F, .., F,
considérées ci-dessus, soit animé du vissage considérs. La somme
B,

e
des travaux élémentaires des forces F:pendant lintervalle de temps dt
a pour expression

C,=uX+oY+wsl+pL+qgM+rN)di.

La quantité entre parenthises est un invariant simultané du visseur
et du vissage.

55. Différences analytiques du visseur et du vissage. Les
expressions analytiques précédentes font ressortir au point de vue
analytique les analogies et la différence signalées antérienrement
[0 50 et 53] entre le visseur et le vissage.

F. Klein propose de faire ressortir les analogies en convenant
d’appeler les visseurs aussi bien que les vissages des grandeurs heli-
coidales et de faire ressortir les différences en distingant les grandeurs
hélicoidales en deux espdces: les déplacements ou vissages seront des
grandeurs hélicoidales de premiére espéce, les systtmes de forces ou
visseurs des grandeurs helicoidales de deuxiéme espice.

Au point de vue analytique, I'analogie aussi bien que la différence
proviennent de Ieffet que produit sur ces grandeurs un changement
de coordonnées. D'une part

P, 9,5 % v, w
X, Y,Z; L, M, N,
dans les rotations du triédre des coordonnées les mémes changements
que des coordonnées ordinaires z, g, 2.

Dautre part, dans une translation des axes paralltlement & eux-

mémes, les quantités

subissent, ainsi que

P, et X, Y, Z

ne changent pas; au contraire, si a, b, ¢ désignent les coordonnées de
la nouvelle origine,

", v, W
se changent en

u—cq+br, v—ar+ep, w—>bp+ag,

et les quantités

L MN
se changent en

L—¢Y+3Z, M—aZ+c¢X, N—3X+a¥Y.

56. Comparaison des théories de Ball et de Study. 87

L’analogie g'est maintenue jusqu'ici; mais si nous changeons le
sens des axes, les quantités
P} q? 7‘) ul 'U, w
se changent en
»er, —% —9, —w
tandis que les quantités
X, Y Z,L, M, N
se changent en!®)
—X, —-Y, —-Z, L, M, N.
L'invariant simultané

uX +2Y + wZ + pL + ¢M + N

est done une grandeur scalaire de premiére espéce.

Les grandeurs hélicoidales de premidre espice ont leur applica-
tion immédiate en cinématique®); celles de deuxidme espice ne
jouent pas un réle moins important en statique dans la théorie des
systémes de forces agissant sur un corps solide. C'est ce qui a fait
donner & ces derniéres par oJ. Plicker®) le nom de dynames: une
dyname est donc représentée par le visseur résultant d’'un systéme de
forces données agissant sur un corps solide. Le systéme de forces peut
étre remplacé, sans changer la dyname, par un systéme équivalent.
En particulier un couple est une dyname dont le parametre est infini,
une force est une dyname dont le parambdtre est nul.

56. Comparaison des théories de Ball et de Study. ,Si l'on
compare la théorie de R. S. Ball a celle de E. Study on observe tout
d’abord que R. S. Ball laisse toujours systématiquement de coté tous
les cas particuliers qui peuvent se présenter, tandis que E. Study sy
attache tout spécialement. Comme ce sont précisement ces cas parti-
culiers dont l'étude présente les plus grandes difficultés, la théorie de
R. S. Ball se présente sous une forme bien plus abordable pour le
plus grand nombre des lecteurs. R.S. Ball est essentiellement préoccupé
du désir de faire ressortir les idées générales qui se trouvent au fond

108) F. Klein [Z. Math. Phys. 47 (1902), p. 243; Math. Ann. 62 (1906), p. 4253
voir aussi plus loin n° 74] fait de plus observer qu'un changement dans l'unité
de temps produit un changement inversement proportionnel sur p, g, r, u, v, w
sens altérer X, ¥, Z, L, M, N, et que si, comme c'est le cas le plus fréquent,
le systéme de vecteurs donné est un systéme de forces, un changement dans
Punité de force produit un changement proportionnel sur X, Y, Z, L, M, N,
sans altérer p, g, 7, u, v, w.

109) Voir ce qui & été dit a ce sujet au n°50. Voir surtout D'article IV 6.

110) Fundamental views regarding mechanics, Philos. Trans. London 156
(1866), p. 861; Wiss. Abh, 1, Leipzig 1895, p. 548.
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de la mécanique ordinaire; il est purvemu i projeter une nouvelle
lumiére sur une théorie, celle de la mécanique ordinaire, déja développée
par le travail de plusieurs siecles. La théorie de K. S. Ball pourrait
étre exposée sous une forme purement géométrique; les énoncés qu'on
obtiendrait ainsi seraient susceptibles d'une double interprétation, I'une
cinématique, l'autre statique. Dans la suite de cet article nous em-
ploierons de préférence le langage de la cinématique. E. Study fonde
une théorie nouvelle qui, malgré les faits communs qu'elle présente
avec celle de R. S Bull, a un tout autre but et un caractere spécial.
Les éléments géométriques que E. Study envisage sont des eréations
de son esprit; il en développe la théorie avec toutes ses conséquences
en envisageant tous les cas spéciaux. Les éléments envisagés par
E. 8. Ball sont tous réels; E. Study tient compte des éléments ima-
ginaires.

Enfin an point de vue cinématique, R.S. Ball n'envisage que
des mouvements infiniment petits; au contraire E. Study développe la
théorie des deplacements finis.

Au fond la théorie de R.S. Ball est une théorie abstraite de la
mécanique physique, celle de E. Study est un nouveau chapitre de la
mécanique rationnelle ou méme plutot de la geometrie*

57. Les vis réciproques. Soient k et &' les pas ou paramétres
de deux vis, ¢ langle de leurs deux axes supposés orientés comme
au n° 51, d leur plus courte distance; soient enfin ¢ et o' les ampli-
tudes de deux vissages instantanés appartenant  ces vis, c'est-d-dire
les nombres qui mesurent g et @ sur les axes fixés sur lours supports.
Les deux vissages sont définis par leurs coordonnées u, v, ..., ', o, .. .;
linvariant simultané de ces deux vissages satisfait & la relation

PU A qv' 4w’ + up’ + vg' + wr' = go'[th + Kycos ¢ — dsing].
R. 8. Ball appelle coefficient virtuel des deux vis le facteur entre crochets,
qui est indépendant des amplitudes!). Cest le moment relatif de
deux vecteurs d'intensités 1 portés par les deux vis.

Lorsque ce coefficient s'annule, les deux vis sont dites réeiprogues;
une vis est déterminée lorsquelle est réciprogue de ¢ing vis données.

111) F. Kiein [Math. Ann. 2 (1870}, p. 201, 368] a présenté d'abord la for-
mule du texte comme moment relatif de deux complexes lindaires de droites.
8i ce moment s'évanouit, F. Kiein dit que les complexes sont en involution.
Ainsi des complexes linéaires en involution correspondent 4 des vis réciproques.
En particulier F. Klein étudie les systémes de six complexes deux & deux en
involution: ceci pond au systéme ue de six vis introdnit plus
tard par R. S. Ball.

58. Coord is et leurs fi tions li les plus générales. 89

Quand les deux vis coincident le coefficient virtuel se trouve étre
le double du parametre de la vis unique.

b8. Coordonnées-vis et leurs transformstions linéaires les
plus générales. Une vis est déterminée par les rapports de cing des
quantités p, q, 7, 4, v, w & la sixidme. Au lieu de se donner ces
rapports, on peut se donner cinq relations linéaires et homogenes
entre les mémes quantités.

I. Klein''%) avait développé ce sujet en se plagant au point de
vue de la théorie des complexes.

R. S. Ball''®) de son coté était arrivé aux mémes résultats de la
maniére suivante qui est plus directe.

Un déplacement hélicoidal ou wissage') arbitraire & peut étre
d'une fagon unique remplacé par six vissages qui appartiennent i six
vis données

@1y Oy, @3, O, gy Dg.
R. S. Bull appelle les amplitudes de ces vissages,

El? E}!’ gﬂ} E‘il 557 §67
les composantes du vissage & par rapport aux six vis donndes. Intro-
duisons en outre les six vis

N> o> M3y M Wy Yiss
définies comme réciproques des six groupes obtenus en associant les
six vis données cing & cing, ot %, désigne la réciproque commune
des eing vis aubres que @, et représentons par
[o:7]
le coefficient virtuel des vis o, et 7. Soit enfin ¢ I'amplitude du
vissage & qui a pour vis @; on trouve pour expression de ses six
composantes
E—olem  i-1,2,3,4, 5,6

Les rapports de ces composantes doivent étre considérés comme les
coordonnées générales de la vis w qui appartient au vissage ; les
valeurs absolues des £ déterminent le vissage lui-méme!'™®). On désigne

112) Math. Ann, 2 (1870), p. 198.

118) 11 faut remarquer que R. S. Ball pour se donner une vis ne se
sert pas des rapports des coord ées mais la idere comme un vissage
d'intensité — 1 (le signe restant, bien entendu, & déterminer).

114) 11 en est évidemment de méme du visseur.

115) R. S. Ball, Trans. Irish Acad. Dublin 25 (1874), p.259; Theory of
screws, (17 éd,) 1876, p. 84; (2* éd.) 1900, p. 36 (chap. IV).
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ce vissage par le symbole
0w,
considérant par la-méme la vis @ comme un vissage d’amplitude 1.
Considérons un second vissage o'’ d’amplitude o’; nous enten-
drons par
oo+ ¢'w’
le vissage (instantané) déterminé d’une fagon unique qui remplace
[n° 0] l'ensemble des vissages pw et o'm’; ses coordonnées sont les
sommes
£, +E/;
Le carré de l'amplitude ¢ ecst une forme quadratique des six
coordonnées

£, & & B & &

Le coefficient virtuel de deux vis @ et @ se présente sous la

forme

1 .

[wa] = rYs 2 [‘*’,‘ o,]E.8"

o
Le parameétre & de la vis o sera
1 -
k=gt D [0,0,]5.5.

)

Un cas particulitrement intéressant est celui ou les six vis o,
coincident avec les six vis 7,. Dans ce cas la vis @, sera réeiproque
4 chacune des cing vis

@y; @gy Oy - -t
distinetes de w,, et T'on aura done
) [o,0,] =0
pour g différent de ».

Un pareil systéme de six vis est appelé par R. S. Ball un systéme
coréciproque.

Le coefficient virtuel [w,7,] a alors pour valeur le double du
parametre &, de la vis @, et I'on trouve pour coordonnées de la vis @

Lol w-123450
Désignons par
gl,’ ER') gﬁ’l El” gﬁ'l gGI
les coordonnées d'un second vissage ¢, w'; le coefficient virtuel des
deux vie @ et @ sera

=6
2 ,
[o0] = g 2 bt

59. Systémes linéaires de vissages et leur interprétation. 91

et le paramétre &, d'une vis o

1
b= s 2 hE

Une vis se réduit & une ligne droite (axe de la rotation i laquelle
se réduit le vissage correspondant) lorsque la forme gquadratique

u=
2k
H=1
de ses coordonnées s'évanouit; elle est dextrorsum ou sinistrorsum
suivant le signe de cette forme!'S).

59, Systdmes linéaires de vissages et leur interprétation dans
le cas des corps génés. Dans la théorie de R.S. Ball, la considération
des systemes linéaires de vissages joue un role important. Voici la
définition de ces systémes:

Soient

Wiy Wy -0y W, (n<6),
» vissages d’amplitude 1; par définition les vissages compris dans la
formule

W=t eyt 00,
forment un systéme linéaire du ni*™e degré, ou de dimension n — 1;
%y, Wy, ..., w, constituent une base du systéme, et les mémes locutions
s'appliquent aux vis servant de support aux vissages précédents.

Ce systéme peut aussi dtre déberming par 6 — » équations linéaires
entre les coordonnées des vissages; on peut d'ailleurs substituer & w,, w,,

.., w, toute autre base formée par n vissages du systéme assujettis
2 la seule condition d’étre lincairement indépendants, c'est-a-dire non
contenus dans un méme systeme lindaire de degré » — 1. Si n vis
appartiennent au méme systéme linéaire de degré » — 1, elles peuvent
&tre prises comme supports de » vissages instantanés dont la suec-
cession rameéne le corps & sa position initiale.

A tout systeme linéaire de vissages R. S. Ball associe le systéme
de droites (de dimension n— 1) formé par les axes des vis du systéme.

Considérons maintenant un solide assujetti & des liaisons bilatérales
et soit ¥, ume vis quelconque.

Deux cas peuvent se présenter suivant gu'en Uinstant ¢ les liaisons
imposées au solide permettent, ou non, un vissage instantané w, ayant
V, comme support; d'ailleurs il est clair que si w, est compatible
avec les liaisons il en sera de méme de g ;.

Il existe an moins une vis ¥, jouissant de cette propriété; s'il

116) Cf. F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), p. 198.
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rv'en existe quune on dit que le solide posséde un degré de liberté ou
est @ liaisons complétes. Si non, soit ¥, une autre vis servant de
support & un vissage permis par les liaisons; on pourra ecommuniquer
an solide tout vissage de la forme ¢ %, 4 gyw,. En procédant ainsi
de proche en proche on voit qu'a tout systéme de liaisons imposées
a un solide correspond & chaque instant un systéme linéaire S de
vissages instantanés
0wy + QW+ - -+ 0w,

de degré 5 <C 6 et tel qu'en cet instant tout vissage de ce systéme
soit compatible avec les liaisons, & l'exclusion de tout autre vissage.
On dit alors que le systeme posséde n degrés de liberté, ou que le
déplacement du corps est & n paramétres.

Les vissages réciproques de l'ensemble des vissages de S forment
un systeme linéaire de degré 6 —n qu'on appelle systéme réciproque
du premier. La considération de ce systéme permet & R. S. Ball
d’énoncer d'une fagon trés simple les conditions d’équilibre d’un solide
assujetti & des liaisons quelconques et soumis & laction dun visseur
[ef. n° 78]

Pour terminer ce chapitre, nous étudierons les systemes de vis
de différents degrés. Rappelons encore une fois quavec R. S. Ball
nous considérons seulement des déplacements infiniment petits.

60, Systémes de vis du deuxiéme degré. Le eylindroidel!”).
Si un corps a deux degrés de liberté, chacun de ses points peut se
déplacer dans un plan. Dans le cas général ot les axes des vis du
systéme n’appartiennent pas tous & un méme plan, il y a exception
pour les points de deux droites réelles et distinetes D et A. Les points
de chacune de ces droites ne peuvent que tourner autour de lautre.
Tout déplacement possible du corps peut é&tre envisagé comme réduit
a deux rotations effectuées successivement autour des axes de rotation
D et A

Le plan dans lequel un point peut se mouvoir est normal a la
droite qui, menée par le point, rencontre les deux droites D et A™M®),

Si Pon se donne la direction du mouvement pour un seul des
points du corps non situé sur les axes de rotation, le mouvement est
entidrement déterminé.

Les droites invariablement liées au solide et qui peuvent &tre

117) H. E. Timerding, Geometrie der Kriifte, Leipzig 1908, p. 164/208,

118) J. Steiner, Ber. Akad. Berlin 1855, p. 256; C. F. Geiser, J. reine angew,
Math. 80 (1880), p. 43. Voir aussi A. Mannhesm, Buil. Soc. philomatique Paris
(6) fasc. 3 (1866), p. 80.

60. Systtmes de vis du deuxidme degré. Le cylindroide. 93

associées & une droite g du solide pour former avec g un systeme
d’axes instantanés de rotation dans un des mouvements possibles sont
les génératrices d’'un hyperboloide réglé faisant partie du méme systéme
de génératrices que g. Cet hyperboloide contient les droites D et A
dans le méme systéme de génératrices. La droite g est done sa propre
conjuguée dans un des mouvements''?).

Si nous considérons le systéme linéaire de vis du second degré
correspondant, systtme que nous appellerons un faisceaw de vis
(Schraubenreihe), les axes de ces vis sont les génératrices d’'une surface
réglée du troisitme degré que nous avons étudiée au n° 39 sous le
nom de cylindroide.

Voici comment, au point de vue actuel, s'obtiendra 'équation
réduite de cette surface:

Prenons comme axe des z la normale commune aux axes de deux
des vis qui définissent le faisceau. Sauf dans certains cas particuliers,
il est possible et d'une seule manidre de choisir 'origine des coordonnées
et les directions des axes Oz et Oy de manitre que les coordonnées
de tous les vissages appartenant au faisceau satisfassent aux équations

u=ap, v=0q, w=0, r=0.

o les constantes @ et § ont les dimensions d'une longueur. Clest
la la forme canonique des équations du faisceau.

Les coordonnées p, ¢ du vissage peuvent étre choisies arbitraire-
ment; les quatre autres coordonnées en résultent d’aprés les équations
ci-dessus, Les coordonnées p, ¢ peuvent done étre regardées comme
les paramdtres qui définissent le mouvement instantané du corps en
tenant compte des liaisons. L’énergie cinétique est une fonetion homo-
geéne et quadratique de ces parametres.

Les axes de toutes les vis du faisceau coupent I'axe Oz & angle
droit; leur position est donnée par les équations

2_P, . tmed
v g r»+a
en posant m — — ";ﬁ, et le parametre de la vis correspondante, par
PO e L
o P+ 4
Si l'on pose
% =cotw,
on a aussi
x
v = cotm,

119) A. Thévenet, Thése, Paris 1886, p. 86. Voir l'article IV 6.
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en sorte que @ mesure 'angle que fait 'axe de la vis avec le plan Oxz.
On & alors, pour I'élévation z de I'axe de la vis au dessus du plan Ozy,
z2=msin 20
et pour paramdtre correspondant
k=Fk—mcos2a,
en écrivant, pour abréger,
ky=4(e + B).
Enfin, I'équation du cylindroide sera
(x4 y¥) = 2mazy.
On voit que la surface est du troisitme ordre et que tous les cylin-
droides sont semblables. Les dimensions du cylindroide ne dépendent
que de la longueur m.

Si « et § sont de signes contraires, il existe deux valeurs de w
pour lesquelles ¥ s’annule. Chacun des axes correspondants tourne
sans glissement autour de lautre dans tous les vissages faisant
partie du faisceau; on trouve donc ainsi les axes fixes des deux couples
de rotations auxquelles les vissages du faisceau peuvent se réduire
dans ce cas-la. On peut d'ailleurs le caractériser en disant que le
faisceau contient alors des vissages de deux espdces (positifs et néga-
tifs), tandis que dans tout autre cas il me contient que des vissages
d’une seule espéce.

Le maximé et le minimé de % correspondent &

o=0 e o= ;i;
ces valeurs donnent des vis dont les axes sont Oz et Oy. Nous
appellerons ces axes les awes principaur du cylindroide.

A chaque vis du faisceau en correspond unme seconde qui a le
méme paramedtre k. Nous appellerons génératrices conjuguces les axzes
de ces deux vis. Elles font avee les axes principaux des angles
égaux et de sens contraires et leurs pieds sur I'axe des # sont symétri-
ques par rapport & l'origine des coordonnées.

Comme %, reste arbitraire pour un cylindroide donné, on voit
qu'a chaque cylindroide appartient une infinité simple de faisceaux
de vis. Les paramétres des vis de I'un guelconque de ces faisceaux
se déduisent de ceux des vis de tout autre d’entre eux par l'addition
d'une méme constante.

La configuration du cylindroide (fig. 16) se déduit clairement des
équations données, Tout le cylindroide est compris entre les deux plans
paralitles & Oxy dont la distance & O est égale & m. L'axe des 2 est
une ligne double; par chaque point de cette ligne double contenu entre
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les deux plans limites passent deux autres génératrices de la surface.
Le plan de ces deux génératrices est paralléle aux axes principaux.

Les deux plans limites contiennent deux
génératrices confondues. Tout plan /I mend
par la ligne double et qui fait avec le plan
Ozz l'angle @ contient une génératrice rec-
tiligne qui est paralléle au plan Oxy et dont
la cote par rapport & ce plan est

z

2 = m sin 2.

On peut facilement se rendre compte de
la distribution des paramétres sur les diverses Fig. 16.
génératrices. Rapportons le plan 17 a deux
axes rectangulaires Ok, Oz et considérons le point P de ce plan dont
les coordonnées sont:

k="Fky—mcos 2w
et
z=msin20.

Ce point P est situé sur la génératrice du cylindroide contenue dans
II, & une distance de l'axe égale au paramétre de la génératrice.
D'autre part il appartient & la circonférence

(ke — ko) 4 22 = m?2.
Concevons maintenant que le point P décrive la circonférence avee
une vitesse angulaire w tandis que le plan IT tourne autour de la
droite double avec une vitesse angulaire i;-: de manidre que le point P
arrive sur les axes principsux au moment ou le plan contient ces
axes, la perpendiculaire P} abaissée de P sur la droite double
déerira le cylindroide, Cette &légante construction est due & C. 7.
Lewis'®),

La longueur PM représente le paramétre de la vis qui a pour
axe la génératrice PM, d'od le nom d'axe des paramétres donné
& la droite double du cylindroide. Toute génératrice du cylindroide
a pour image un point du cercle appelé pour cette raison cercle-
image'™). Soient P et P, les images de deux génératrices p et V1

120) Messenger math. 9 (1879), p. 7.

H. E. Timerding [Geometrie der Kriifte, Leipzig 1908, p. 170] emploie les
mots Parameterachse et Bildkreis. Voir au sujet de cette représentation du
cylindroide, R. §. Ball, Theory of screws, (2° éd.) Cambridge 1900, p. 46/61.

121) R. S. Ball, Proc. Irish Acad. Dublin (2) 4 (1888), p. 29; Royal Irish
Academy, Cunningham Memoirs n° 4 (1887), p. 1/44; Theory of screws, (2° 6d.)
1900, p. 46 (chapitre V).
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La plus courte distance de y et y, est mesurée par la longueur de
la projection de PP, sur Vaxe des paramétres tandis que l'angle de
y et y, est égal & langle inserit dans I'un des arcs PP,. La distance
des deux perpendiculaires abaissées de deux points P et P, sur l'axe
des paramdtres mesure la plus courte distance des deux génératrices
correspondantes du cylindroide, tandis que V'angle de ces deux derniéres
est égal a langle que lon obtient en joignant un point de la eir-
conférence du cercle-image aux deux extrémités de Parc PP,.

Fig. 17. Le cylindroide.

La succession dans un ordre quelconque de trois vissages w,,w;, wy
appartenant au faisceau de vis défini plus haut rameéne le corps &
sa premitre position quand I'amplitude de chacun de ces vissages est
proportionnelle au sinus de l'angle des axes des deux autres vissages,
ou, ce qui revient au méme, si ces amplitudes sont proportionnelles

81. Systémes de vis du troisiéme degré. 97

aux cObés du triangle qui a pour sommets, sur le cercle-image, les
points représentatifs des axes des vissages.

Soit g, l’amplitude_}du vissage w; (¢ =1, 2, 3), c’est-d-dire [n° 57)
le nombre qui mesure ¢, sur le support de w; (considéré comme un
axe dirigé); on a p,— @, cos @,, g,— 0, SIn ®;, ®; étant toujours 'angle de
la direction positive du support de w; avec Oz; on a de plus [n° 60]
8,=m sin 2m,. Posons

di=o—2, d=25—2, d=25—75
de sorte que d,| mesure la distance des axes des vis autres que w,;
POSONS AVSSL @y = @y — 03, Py= 0y — @), P3= @ — O, et désignons
par k; le paramdtre de la vis qui supporte le vissage w, et par 2k,
le coefficient virtuel des vis qui supportent u, et w,.*

On aura
sing, _ sing, sing, . ket 2haeet e’
= = s kg = 3 ]
o o [ e

et

—d, = %;ds + g:;:gf’ [ds cos @ + (kyy — kyp) 8in @]

p
—dy = Z_:ids + Pf;’:z’ [dy cos @ -+ (hyg — y,) sin ]
équations compatibles avec la relation d, + d, + d; —= 0. ,On peut
d’ailleurs remplacer les deux dernieres formules par d’autres plus simples

[ .
dy = '(,:‘ [y cos @y — (hyy — ksp) sin ,],

dy = %: [dy cos @, — (kyg — Fyy) sin @]

Ces théorbmes sont la généralisation due & R. S. Ball des propositions
clagsiques de la théorie des vecteurs liés. Ils permettent, comme on
voit, de décomposer un vissage arbitraire d’amplitude o appartenant
4 un faisceau de vissages en deux vissages quelconques du faisceau,
par exemple en deux vissages d’amplitudes ¢ cos @ et @sin @ supportés
par deux vis dont les axes respectifs sont les nxes principaux et qui
ont été désignées par R.S. Ball sous le nom de vis principales'?®). ,Cette
décomposition n’est d’ailleurs qu'un cas particulier de eelle du n° 581%).*

61. Syste de vis du t degré'®). Si un corps posside
trois degrés de liberté, les coordonnées de ses points dépendent de

122) En anglais principal screws [R.S. Ball, Theory of screws %), (2° éd.) p. 21},

128) E. Wolffing et E. Lampe [Axchiv Math. Phys. (3) 2 (1902), p. 228/9]
ont réuni wn grand nombre de i ts bibli hi t le
cylindroide.

124) R.S. Ball, Trans, Irish Acad. (Dublin) 26 (1875), p. 191 [1871]; 29 (1887/92),
P- 247 [1888]; Theory of screws®Y), (17 éd.) p. 116/46; (2¢ 6d) p. 170/217.
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trois parametres et un point quelconque du solide peut occuper une
position arbitraire; en particulier ce point peut passer de sa position
actuelle & une position quelconque infiniment voisine. Mais ce passage
a la position voisine ne peut &tre obtenu que par un seul des déplace-
ments possibles: si Yon fixe la direction dans laquelle un seul point
se meut, le mouvement du corps est entierement déterminé.

Les axes de coordonnées rectangulaires auxquels nous rapporterons
le systéme peuvent &tre choisis, dans le cag général (clest-d-dire ex-
ception faite de quelques dispositions particulieres), de maniére & étre
les axes de trois des vissages du systéme. Soient a, §, » les parametres
des vis correspondantes; les coordonnées d’un vissage quelconque du
systéme satisferont aux équations

u=uap, v=_Lfq, w=7pr.

Les coordonnées d'un vissage du systeme réciproque de vis, qui est
également du troisieme degré, vérifient les trois équations

w=—ap, v=—7Pg, w=-—yr.

Les axes de toutes les vis du premier systeme auxquelles appartient
un parametre déterminé k sont sur une surface réglée du second ordre
et constituent le premier systtme de génératrices de cette surface, tandis
que les axes des vis du systeme réciproque ayant pour paramétre — k
constituent le second systéme de génératrices.

Cette surface réglée a pour équation

(k=) + &k =B+ k) + E—a)(E—p)(k—y) =0

Faisons varier k; I'équation précédente représentera un faisceau
de surfaces coaxiales, concentriques et admettant les mémes plans de
sections eirculaires. Il résulte immédiatement des équations ponctuelle
et tangentielle de chacune de ces surfaces que, par un point arbitraire,
passent trois axes de vis du systeme et qu'un plan arbitraire contient
deux axes de vis."

R. S. Ball distingue en particulier celle de ces surfaces qui corres-
pond au paramdtre k=0 et qu'il appelle pitch quadric’®) [surface-
paramétre]; nous dirons plutét: swrface fondamentale. Cette surface
détermine complétement le systéme de vis; elle a pour équation:

az® 4 py* 4 yo’ + «fy = 0.

126) Theory of screws®?), (17 éd.) p. 119; (2° éd.) p. 172. La surface n'est
pas autre chose que le lieu des droites communes aux complexes linéaires qui
correspondent aux vis du systéme. L’étude de ce lieu avait été faite antérieure-
ment par J. Plicker, Nene Geometrie des Raumes, Leipzig 1869, p. 130 [1868].
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Chaque point de cette surface ne peut se déplacer que dams
un plan.

On en déduit une représentation géométrique des liaisons imposées
au solide en cet instant: soient en effet 4, B, C' trois points quel-
conques de la surface fondamentale ¢ n’appartenant pas tous trois a un
méme plan tangent de @ et soient (a), (b), (c) les trois génératrices
de @ passant respectivement par 4, B, C et appartenant au systéme
réciproque de vis. Pour définir les liaisons du solide il suffira d’assu-
jettir 4, B, C & ne pas quitter trois plans normaux respectivement &
(a), (b), (¢). Réciproquement, si trois points d’un solide sont assujettis
& rester dans trois plans, on connait par cela méme trois génératrices
de la surface fondamentale @ et par suite la surface ¢ et le systeme
de vis'*),

D’apres les équations données précédemment pour les ecoordonnées
des vis du systéme, le parametre de 'une quelconque de ces vis a pour
expresgion

PR b 1 il
P+t

Le paramétre £ d’'une vis du systéme dont I'axe a une direction donnée
est donc lié au demi-diamétre d parallele de la surface fondamentale
par la relation

r=—
tandis que, pour le systéme réciproque, le parametre L’ appartensnt &
l'axe paraliéle sera

¥k,
cest-i-dire égal et de signe contraire au premier, comme on devait s’y
attendre [n° 87].

Les axes de deux vis réciproques du systéme sont paralleles a
deux diamétres conjugués de la surface fondamentale.

Les axes de trois vis du systtme deux A deux réciproques seront
paralltles & trois diametres conjugués de la surface fondamentale; d'ot
cette conséquence: la somme des inverses des parametres de trois vis
du systeme deux & deux réciproques est constante. En particulier les
axes principaux de la surface sont les axes de trois vis du systéme
deux & deux réciproques, et de paramétres «, g, y: R.S. Ball les nomme
les vis principales du systéme,

,On désigne le centre de la surface fondamentale sous le nom de

126) 4. Mannheim, J. Eec. polyt. (1) cah, 43 (1870), p. 93.
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centre du systeme de vis et Von dit aussi que le systeme est centré. On
peut déterminer le centre d'un systeme centré, sans connaltre la sur-
face fondamentale par le procédé suivant: Soient V, et ¥, deux vis
quelconques du systdme; leur perpendiculaire commune (p) appartient
comme axe de vis au systéme réeiproque et coupe & angle droit une
infinité d’axes de vis du premier systeme. Ces axes sont les géné-
ratrices d'un cylindroide dont (p) est la droite double. Parmi ces
génératrices il y en a deux qui forment avec (p) un triedre trirectangle;
le plan de ces deux génératrices passe par un point indépendant de
¥, et Vy; ee point est préeisément le centre du systéme.

Réeiproquement les dewx axes de vis du systéme de vis contenus
dans un plan P mend par lo centre du systtme sont rectangulaires.

Lorsque P tourne autour du centre, le point d’intersection des
deux axes déerit une surface de Steiner. On sait que cette surface
est du quatrigme ordre et posséde trois droites doubles concourantes;
ici les trois droites doubles sont les trois axes prineipaux du systéme.
Quant & la surface précédente elle a recu le nom de surfuce nodale
du systéme de vis.

De méme, les pieds des perpendiculaires abaissées du centre du
systéme de vis sur les axes des vis du systeme sont sur une surface
de Steiner admettant les mémes droites doubles que la précédente.
On Pappelle la surface podaire du systeme.

L’équation de la surface nodale est

(B=2) "+ (y—a)* P+ (w—B)'2y — (B— ) (y — ) (e — B)ays = 0;
I'équation de la surface podairc est
(B—7Py*s+(y — ) 2a’+ («— Y’y + (B —p)(y — ) (e — B)ayz =0

On voit que la surface podaire du systéme réeiproque d’un systeme (S)
est la surface nodale de ce systtme (S); et qu'inversement la surface
nodale d'un systeme réciproque d'un systtme (S) est la surface podaire
du systeme (S)!27).

Les axes de vis du systéme (S) forment une congruence du
troisitme ordre et de la seconde classe: Chacun des axes touche la

127) Dans une lettre & R. 8. Ball, Ch.J. Joly a généralisé ainsi ces pro-
positions: le lieu des pieds des perpendiculai bai; d'un point quel
M sur les axes des vis d’un syst®me est une swurface de Steiner admettant pour
droites doubles les axes des vis du systdme passant par M cette surface est
également le lieu des intersections des axes du systdme réciproque contenu dans
un plan variable passant par M [ef. R.S. Ball, Theory of screws®*), (2¢éd.) p. 182,
en note].
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surface focale de la congruence en deux points et la coupe encore
en deux points.

La surface focale est donc du sixiéme ordre; son équation est
@+ v 2+ )”“, +afyY— 241(0"332“}‘ Byt + v+ d ) =0,
ot l'on a posé

aﬁw'=ﬁ_p‘=y_y'=‘£i.§_!“/.

La surface est de la quatribme classe et posséde six points-
coniques distribués deux & deux sur les axes principaux, mais dont
deux seulement sont réels et ont pour coordonnées (dans Phypothese

a>f>y>0)

V=0 a@ -7

- o=
Sy o

z

Elle posstde, en outre, pour courbe triple Yombilicale et pour ligne
double la conique sphérique (X)

| B P+ A+ Y LY =0

{ ot By YR e By =0
de plus les deux plans tangents en un point quelconque M de (X)
aux deux nappes de la surface passant par (X) sont confondus et les
trois axes de vis qui passent par M sont confondus.

La surface focale du systéme réciproque de (S) est la méme que
celle de (S). Les droites des deux congruences précédentes peuvent
&tre représentées trés simplement & 'aide des points d’un plan. R. S,
Buil**®) g'est servi de cette méthode pour étudier les systemes de vis
du troisitme degré.*

62. Systémes de vis du quatriéme degré. Un systime linéaire
de vis du quatrieme degré!®) est toujours réciproque d'un faisceau
de vis. La droite double du eylindroide qui appartient & ce dernier
faisceau jouit de la propriété que le corps, en vertu de ses quatre
degrés de liberté, peut tourner autour de cette droite et se déplacer
parallélement & elle d'une maniere quelconque; cest la seule droite
jouissant de cette propriété. On peut Vappeler U'axe fondamental du
systéme du quatricme degre.

128) Au sujel de la congruence des axes, voir E. Welsch [Sitzgsb. Akad.
Wien 95 II (1887), p. 781], Ch. J. Joly [Trans. Irish Acad. (Dublin) 80 (1892/6),
p. 597/9 [1894]], E. Study [Geometrie der Dynamen, Leipzig 1908, p. 460/612],
H. E. Timerding [Geometrie der Krifte, Leipzig 1908, p. 203 et suiv.].

129) R. 5. Ball, Theory of screws®?), (1% éd) p. 146; (2* &d.) p. 219.
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Les saxes de tous les vissages qu'on peut imprimer au corps
forment un complexe quadratique spécial de droites, qui a été étudié
par R.dEmilio™). On trouve le méme complexe en considérant toutes
les droites qui rencontrent deux génératrices conjuguées [n° 60] du
cylindroide correspondant au faisceau de vis réciproque. Ce complexe
quadratique se compose donc d’une infinité de congruences linéaires.
Les vis qui appartiennent i l'une de ces congruences ont toutes le
méme paramdtre et ce parametre est égal et de signe contraire a
celui des deux vis du faisceau réciproque qui ont pour axes les deux
directrices de la congruence!®'). L’axe fondamental du systéme est
rencontré par une double infinité de droites du complexe quadratique;
par chacun de ses points passent des droites, en nombre simplement
infini, situées dans deux plans menés par l'axe.

Choisissons comme axes des z et des y les axes des vis principales
du faiscean réciproque, et soient «, § les paramétres de ces vis. Le systeme
linéaire de vis du quatrieme degré sera représenté par les deux équations

=—ap, v=—fg
I'équation du complexe quadratique sera
(«—B)XY+LY—-MX=0,
on X, Y,Z, L, M, N désignent les coordonnées pluckériennes de la
droite. La conique du complexe située dans un plan est une parabole;
en d'autres termes, les droites infiniment éloignées font partie da
complexe.

Pour étudier de plus preés le systéme de vis, on peut représenter

les différentes vis du systéme par les points de lespace. Cest ce

qu'on fait de la maniére la plus simple en posant
x=5, y=121, =L.
Alors les points (z, y, #) qui correspondent aux vis du systéme pour
lesquelles le parametre a la valeur % seront situés sur le paraboloide
h+eaya’+ k4 By + k=2,
En particulier les points qui correspondent aux vis de parametre nul

130) Atti Ist. Veneto (6) 3 (1884/5), p. 1135,

131) Tandis qu'en général les droites du complexe quadratique qui passent
en un point P se trouvent sur un véritable cone du second degré, ce cone se
décompose en deux plans pour les points P d’une certaine sorface du quatriéme
ordre que F. Kiein appelle la surface des singularstés du complexe. Pour lo com-
plexe spécial étudié par B.d’ Emilio, cette surface se décompose dans le cylindroide
et dans le plan de l'infini.

68. Systdmes de vis du cinquiéme degré. 103

se trouveront sur la surface
adl+ Byt=1s
que nous appellerons encore surfuce fondamentale.

Pour les points (z, y, 2) et (¥, ¥, #) qui correspondent & deux

vis réciproques du systeme on a la relation simple que voiei:

ez’ + Byy =4z + 2,
qui met en évidence que ces points sont conjugués par rapport & la
surface fondamentale?)*

63. Systdmes de vis du cinquidme degré. Les vis d'un systeme
linéaire quelconque du cinguiéme degré!®) sont toutes réciproques d’une
vis déterminée . Chaque droite de 'espace peut &tre prise comme
axe d'une vis 8 du systéme.

Soient %, le paramdtre de la vis 4, d la plus courte distance des
axzes de 0 et u, @ leur angle, & le paramétre de la vis 6: on a, en
annulant le coefficient virtuel des deux vig!3),

k=dtangp — k.

A un parameétre & correspond un complexe linéaire de vis du
systéme; le plan du complexe qui a pour foyer un point donné P
contient la perpendiculaire abaissée du point P sur l'axe de la vis 7.
Boit @ son angle avec l'axe, d la distance de P & cet axe; on a

tang ¢ = # .

W. Thomson et P. G. Tait'®®) ont imaginé un mécanisme & Iaide

182) Cf. H. E. Timerding, Geometrie der Kriifte, Leipzig 1908, p. 226 et suiv.

133) R. 8. Ball, Theory of screws®®), (17 éd.) p. 161; (2° éd.) p. 246.

134) Si l'on considére toutes les droites qui passent par mn point fixe P
pitué & une distance k de 7 et si l'on porte sur ces droites & partir de P un
segment égal & k, + %, le lieu de 'extrémité de ce segment est une surface du
quatritme ordre. L’équation de cette surface s’obtient de la manitre la plus
gimple si 'on prend comme origine des coordonnées le point P, pour axe des
z une parallele & l'axe de la vis 7, et pour axe des y la perpendiculaire
abaissée de P sur 4. On a alors

dtang @ = ;% .

et 'équation de la surface est
@4yt 2h 2t =h2t
R. 8. Ball [Trans. Irish Acad. (Dublin) 25 (1875), p. 157 {1871]] appelle cette sur-
face pecténoide [id. p. 168] & cause de sa ressemblance avec les coquilles appelée
nbeigne®. L'axe des y est une ligne double de la surface, et les deux coquilles
ge coupent suivant cette droite.
135) Treatise on natural philosophy, (2* éd.) 17, Cambridge 1879, p. 155.
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duquel on peut, de la manidre la plus générale, communiquer & un
corps cing degrés de liberté, Ce mécanisme se compose simplement
de deux joints de Cardan (dés de Hooke) reliés a une vis autour de
laquelle le corps peut prendre un mouvement hélicoidal.

64. Homographie dans les systémes de vis. Les besoins de la
mécanique des corps solides ont amené R.S. Ball**®) a étudier encore
d’une maniére plus approfondie la géométrie des vis, considérées comme
éléments d’un espace supérieur et, en particulier, & envisager la géo-
métrie projective de cet espace. On peut s’en rendre compte de la
manibre suivante:

Considérons deux vis @, @'; soient % et &’ leurs paramatres, [0, o]
leur coefficient virtuel, (w, @) un angle défini par la formule!sT)

[, 0]

Appelons rapport anharmonique de quatre vis 1, 2, 3, 4 d'un

faisceau prises dans cet ordre l'expression
sin (1, 2) - sin (3, 4)
sin (1, 8) - sin (2, 4)

cos (me) =

Nous dirons que deux faisceaux de vis sont projectifs lorsque le
rapport anharmonique de quatre vis de I'un sera égal au rapport
anharmonique des quatre vis correspondantes del'autre. Deux systémes
quelconques de vis, d'égales dimensions, sont relids homographiquement
si les vis des deux systémes se correspondent univoquement de maniére
que chaque faisceau de vis d’un systéme soit relié projectivement & un
faisceau du second systéme. 1l s'ensuit que les coordonnées des vis
d'un systéme sont des fonctions linéaires et homogenes des coor-
données des vis de l'autre systéme: on en déduit l'expression ana-
lytique de la correspondance homographique.

Si I'on transforme homographiquement en lui-méme l'ensemble de
toutes les vis, il existe en général six vis que cette transformation
n'altere pas et la transformation est completement définie lorsque a
sept vis non liées linéairement on fait correspondre sept vis données.

Considérons maintenant un systéme quadratique de vis du cinquicme
degr¢ défini par une équation homogene du second degré

=0

entre les six coordonnées-vis §,. R. S. Ball appelle vis polaires par

136) Proc. Trish Acad. [Dublin] (2) 8 [science] (1877/88), p. 436 [1881]; Theory
of serews®®), (2¢ éd.) p. 262.
187) Cf. F. Klein, Math. Ann. 5 (1572), p. 271.
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rapport & ce systtme quadratique deux vis dont les coordonnées 6,
et §, sont reliées par I'équation bilinéaire

a=6 7

Sk -0

=1
A toutes les vis { ainsi définies correspond une seule vis réciproque 1.
Si les vis fondamentales qui servent de support aux coordonnées ¢
et 8 forment un systéme coréeiproque et si %, %, ... sont leurs para-
metres, les coordonnées 7, de la vis % sont donndes par l'équation

=g, (=123 456

ot H désigne un facteur commun réel. Ce facteur est choisi de telle
sorte que la vis % puisse étre considérée comme un vissage d'ampli-
tude égale & 1 [n° 58]

On obtient de cette maniere une correspondance homographique
particulitre que R.S.Ball appelle homographie chiastique. Son caractére
distinetif consiste en ce que, si deux vis % et %" correspondent & deux
vis 6 et 8 et si et @ sont réciproques, 4’ et 0 le sont aussi. Soit
%", 6 un troisitme couple de vis correspondantes, on démontre aisé-
ment la formule

[n6100"6") (0" 61 = [ 6”1 (' 01" 0],
les crochets désignant toujours des coefficients virtuels'®). D’aprés
cette équation, le crochet [v'6] s’annule quand le crochet [48'] = 0.

On peut, en général, sans que les vis fondamentales cessent d’dtre
réciproques deux & deux, mettre l'expression fondamentale 7 sous la
forme

=6

7=

M

2
a,mni.

Py
138) C'est ce gu'on démontre par exemple de la fagon suivante: partons

de la forme canonique des équations données dans le texte pour cette homo-

graphie, et écrivons la méme formule pour une nouvelle paire de vis correspon-

dantes " et 6

.0

5

Jon tire de ces deux formules I'identité [cf. n° 58)

p=6 =6
2H , _2H ’ -~
S binti= Y Sio = wiio)s
e ee’

Adjoig y deux équati 1 fournies par Uintroduction d’une troisitme

paire de vis o', 67, et multiplions membre 4 membre les trois équations; nous
obtenons alors la formule du texte.

Hne=

H{n0]=
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On a alors
@ Bu . n
Hn, =35 ©@=1,234560
et Von voit ainsi que les vis qui se correspondent & elles-mémes
forment, dans le cas de I'homographie chiastique, un systeme coréci-
proque. Si la forme quadratique 7' est une forme définie, les vis
qui se correspondent 3 olles-mémes sont réelles'®?).

Caracteres fondamentanx de la statique élémentaire.

65. L'idée de force en statique. L'origine de l'idée de force
est étudiée dans l'article IV 1; nous rappellerons ici comment elle
s'introduit en statique.

Lorsqu'on cherche & transporter un fardeau, 4 tendre un ressort,
& maintenir un poids & la méme hauteur ou un arc tendu, on constate
que chaque fois il faut dépenser un certain effort musculaire. L'ex-
périence nous apprend a distinguer ces efforts par leurs intensités,
les directions dans lesquelles ils s'exercent et les points matériels sur
lesquels ils sont appliqués. On va voir comment de cette notion d’effort,
trop vague pour &tre utilisée dans les raisonnements, dérive la notion
précise de force.

.Considérons un corps solide (C) qui, sous l'influence d'une cause
quelconque tend & quitter sa position d’équilibre: tel est le cas d’un
pendule électrique dans le voisinage duquel on approche un con-
ducteur chargé. En un point A4 du solide (€) fixons une des extré-
mités d'un fil inextensible AD et tirons sur l'autre extrémité D du
fil de fagon & maintenir le solide (C) en équilibre; ce résultat exige
la dépense d'un certain effort dont nous allons préciser la direction,
le point d’application et I'intensité.

Tout d’abord, I'habitude nous apprend & localiser notre effort
dans une direction plus ou moins bien définie mais en tous cas tres
voisine de celle du fil; il est done naturel de prendre la direction
AD du fil tendu, susceptible d’dtre répérée avec préecision, comme
direction de notre effort. Pour une raison analogue nous prendrons
le point 4 comme point d’application de V'effort exercé sur le corps
par Pintermédiaire du fil. Quant & Vintensité de cet effort il sera
commode de I'évaluer de la fagon suivante:

Plagons en un point B du fil AD [fig. 18] une poulie trés petite
sur laquelle pourra passer le fil; elle le divisera en deux brins AB,
BD dont le second pourra tourner autour de la poulie. Or, autant

139) Cette théorio trouve son emploi dans la cinématique des solides [IV 6].
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quon peut en juger approximativement, I'expérience montre que, quelle
que soit la position du brin BD, il faut toujours dépenser un effort
de la méme intensité pour maintenir le corps (C) en oL
équilibre: il est donc loisible de supposer le second
brin BD dirigé suivant le nadir, et alors on peut
maintenir le corps (C) en équilibre sans aucun effort,
4 condition de fixer a l'extrémité D du fil un corps
pesant de poids P convenablement choisi. L'expé-
rience montre d'ailleurs que le poids P est d’autant D
plus grand que leffort exercé précédemment est plus
considérable: il est donc naturel de prendre le poids
P comme mesure précise de lintensité de l'effort.

On peut encore maintenir I'équilibre du solide (C) en faisant agir
d’autres causes qu'un effort musculaire: par exemple la tension d’'un
ressort ou d’un fil élastique, la compression d’un gaz, ete. Pour chacune
de ces causes nous pourrions effectuer des mesures analogues a celles
qui ont été faites pour l'effort musculaire.

Il se pourrait d'ailleurs que ces expériences soient quelquefois
difficiles & réaliser; pourtant il nous suffit d'un concevoeir la possibilité
pour avoir le droit d’associer & tout effort musculaire, ou plus géné-
ralement, & toute cause susceptible du méme effet, un point de I'espace,
une direction et un nombre positif, autrement dit un vecteur lic.

Par définition, nous appellerons force le vecteur lic’—Fj d'origine A4,
dirigé suivant AB et de longeur P, et nous dirons qu'on a appliqué
la force ?au point A.

D'aprés cette définition une force est une grandeur de mime
dimension quun poids (en particulier T'unité de force est l'unité de
poids). Nous allons préciser les conséquences qui en résultent pour

Fig. 18.

—
les coordonnées du vecteur F.

66, Coordonnées de la force. ,Soient z, y, # les coordonnées
du point 4; ', y, & celles du point B et ! la longueur du vecteur
AB; les coordonnées de la force seront

r, ., P, P,
X=I(Z—Z), Y=7(y—y), Z=T(z_2)’

L= Il) (ye' —2y), M— —1; (¢a’ — d), N= il) (g’ — y2').
Si lon remplace les unités de longueur et de poids par des unités
respectivement A fois et u fois plus petites, les coordonnées X, Y, Z

seront multiplies par u et les coordonnées L, M, N par Ay tandis
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que les coordonnées correspondantes du vecteur 4B seront multipliées
par 4 et A%*

67. Le principe fondamental de la statique. Le parallélo-

gramme des forces. ,On vient de voir gue la force F fournit une
représentation claire et précise de leffort. Montrons maintenant le
réle que joue en statique la théorie des vecteurs appliquée aux forces.
Tout d'abord le principe fondamental de la statique s'énonce tres
simplement dans le langage de la géométrie des vecteurs.
Considérons un ensemble quelconque de points matériels sollicités
a quitter leurs positions d'équilibre et supposons qu'il soit possible
de maintenir 'équilibre de I'un de ces points 4 en appliquant en A4
deux forces T": et F; On peut se demander (ee qui nest pas évident
a priori) s'il existe une force I unique appliquée en A qui soit équi-
— —

valente & l'ensemble des deux forces I et F,, c'est-i-dire telle qu'on
- —
puisse supprimer F, et ¥, en adjoignant F, sans détruire Péquilibre.

La réponse & cette question est donnée par le principe fonda-
mental de la statique qui permet en outre de construire le vecteur ¥,

Nous énoncerons ce principe, appelé aussi regle du parallelogramme
des forces, de la fagon suivante:

Pour quune force soit équivalente & un systéme forme par deux forces

e N N L. . .
F,, F, appliquces en un miéme point dun systme matdricl, i faut et i
suffit quelle coincide avec la somme géomdtrique de ces deux forces.”

Plusieurs auteurs ont considéré ce principe comme une vérité
expérimentale dont la vérification est aisée'®). C'est en se plagant &
ce point de vue que P. Varignon'') mettait la régle du parallélogramme
4 la hase de la statique. Avant lui, 8 Stevin't?) avait déja remarqué

140) Ch. N. Peaucellier a construit pour cela un appareil qui se trouve au
Conservatoire national des Arts et Métiers, a Paxis.

141) Nouvelle mécanique ) 1, Paris 1725. A la méme époque plusieurs
géometres so sont occupés de cotte méme question. Ainsi 7. Newton [Philos.
naturalis principia math., Londres 1687, Axiomes, Corollaire 1, p. 13; (2° éd.)
Cambridge 1718, p. 13: éd. 8. Horsley 2, Londres 1779, p. 15; éd. avec com-
mentaires par 7. Le Seur et F. Jacquier 1, Geneve 1739, p. 24; trad. par G. E.
de Breteuil, marquise du Chdatelet 1, Paris 1759, p. 19] a donné l'origine cinétique
de la loi du parallélogramme déduit du paraliélogramme des mouvements et
B. Lamy fit paraitre un mémoire [Nouvelle manitre de démontrer les principaux
théortmes des élémens des mécaniques, Paris 1687] ol 1o méme loi ctaib établie.
Voir J. I.. Lagrange, Méchanique analytique (1% ¢d.) 1, Paris 1788 (introduction);
(2°6d.) 1, Paris 1811; (8°éd.) 1, Paris 1853, p. 10/7; (Euvres 11, Paris 1888, p. 11/9.

142) De Beghinselen der Weeghconst, Leyde 1586; (Buvres math., éd. 4. Girard,
Leyde 1634, p. 448/9.
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qu'un point soumis & Vaction de trois forces reste en équilibre, si ces
trois forces sont dans un méme plan et si, de plus, avec trois vecteurs
équipollents & ces forces on peut former un triangle.

Mais ce fait expérimental est au fond trés complexe et les efforts
des géometres modernes ont eu pour objet de V'analyser et de réduire
autant que possible Vemprunt fait & lexpcrience. Les uns ont admis
en sappuyant sur des raisons de symétrie, que la résultante de deux
forces d'intensités égales appliquées en un méme point est situde
dans le plan de leurs supports et dirigée suivant la bissectrice de
leur angle; ils ont ensuite essayé de démontrer sans nouvel appel
a l'expérience la regle du parallélogramme*),

D’autres ont postulé que deux forces appliquées en un méme
point peuvent étre remplacées d'une seule maniére par une seule force
et ont alors établi, par des considérations de symétrie et en s’appuyant,
a lexemple de Daviet de Foncenex*t), sur les propriétés des équations
fonctionnelles, la régle du parallélogramme.

Des démonstrations de ce genre ont ét¢ données par A. F. Mobius'%),
L. Poinsot'%) ef, aprés eux, par de nombreux géometres.

G. Darbouz™7) a, en quelque sorte, mis fin & ces recherches en
analysant d'une maniere précise et complete le ecaractere logique et
mécanique que doit avoir chaque démonstration et les hypothéses sur
lesquelles elle repose nécessairement. Il est également impossible de
démontrer le principe par le raisonnement et par lexpérience. Comme
les autres principes de la Mécanique et de la Physique, on ladmet
parce que toutes les conséquences vérifiables quon peut en déduire
ont été confirmées par I'expérience.*

68. Lo corps solide. Il résulte du principe fondamental que
toute proposition obtenue dans la théorie des vecteurs posséde une
signification statique. Ainsi, pour qu'un systéme de forces appliquées
en un point A dun corps (C) soit en équilibre, il faut et il suffit
que la somme géométrique des forces soit nulle.

Par définition, le corps solide de la statique élémentaire est un

143) La régle du parallélogramme des forces a été donnée au moyen-dge
par Léonard de Vinci, comme I'a rappelé P. Dukem [Les origines de la statique,
Paris 1905, p. 170/81; cf. Bibl. math. (3) 4 (1908}, p. 338/43]*

144) Misc. Taurinensia (Mélanges de philos. et de math. Soc. Turin) 2
(1760/1), éd. 1762, math. p. 299/322 %

145) ,Lehrbuch der Siatik 1, Leipzig 1837; Werke 3, Leipzig 1886, p. 43.*

146) Eléments de statique, (17¢ éd.) Paris an XIT; (2* éd.) Paris 1811, p. 81;
(9° éd.) Paris 1848, p. 356.*

147) ,Ball. sc. math. (1) 9 (1875), p. 281.*
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) o

systéme de points matériels dont les dist sont
d rester tnvariables. Bien entendu, un tel corps est une abstraction,
tout corps se déformant plus ou moins sous l'action des forces qui
lui sont appliquées, et Yétude de ces déformations constitue I'objet de
la théorie de 1'élasticité. Mais, pour les corps appelés solides dans le
langage courant, ces déformations sont trés petites et peuvent étre
négligées dans une premiére étude, & condition que les forces agissantes
données ne soient pas trop grandes. On peut done les assimiler sans
erreur sensible au solide idéal défini plus haut. Ce solide idéal peut
a volonté &tre envisagé comme fini ou indéfini.”

On admet comme évident le principe suivant: Deux forces d'in-
tensités égales, appliquées en deux points queleonques du solide, mais
assujetties & étre directement opposées, se font équilibre. Il en résulte
quune force appliquée en un point d'un solide est dguivalente & toute
aulre force équipollente de méme support, ce qui légitime Yexpression:
appliquer une force ¢ un solide. On peut dire qu'une force appliquée
a un solide de Lespace Ozyz est un vectewr glissant de Uespace Ozye.

.Ce principe est pris quelquefois pour définition du corps solide;
joint au principe fondamental il suffit & constituer la statique du
solide, dont toutes les propositions sont les traductions en langage
mécanique des propositions de la théorie des vecteurs glissants.”

69, La loi du levier. Historiquement, ¢est d’abord sous forme
statique qu'ont été énoncées les propositions de la théorie des vecteurs,
propositions dont les plus simples sont connues depuis trés longtemps.

Ainsi la loi du levier, qui exprime la composition de deux forces
paralitles, remonte & Archiméde. On peut Pénoncer de la facon
suivante:

—_— —>

JJDeux forces paralleles I, Fy e formant pas un_}coup]e sont
statiquement équivalentes au vecteur F' somme de I, et Fy ayant pour
support la droite définie au n° 21. De la construction méme de ce
vecteur il résulte que les moments d'un point de la résultante par rapport
aux deux composantes sont égaux et de signes contraires; nous trouvons
ainsi un cas particulier du théoréme de Varignon énoncé au n° 18.
Ce cas particulier était déja comnu au moyen-ige [cf. IV 11*

Il y a un cas d'exception, c'est celui ol les deux forces paralleles
ont des intensités égales et des sens contraires; leur ensemble con-
stitue alors un couple de Poinsot, ou simplement un couple [voir
™ 21 et 24

La loi du levier permet de traiter aisément le probléeme plus
général de Déquilibre d’un solide soumis & l'sction d’un nombre quel-
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conque de forces paralleles. La solution de cette question trouve une
application immédiate dans la détermination des centres de masses des
solides homogeénes [cf. IV 5, 2], qui est un des probltmes les plus im-
portants de la statique et I'un des plus anciennement étudiés [cf. IV 1]

70. Bystémes de foreces gquelconques. Leur réduction & deux
forces rectangulaires. Ce n'est que beaucoup plus tard et dans un
passé relativement récent que le probleme de V'équilibre d’un corps
solide a été résolu dans le cas od les forces sont quelconques et c'est
G. MongeS) qui en a donné la premiére solution.

Dans le langage de la théorie des vecteurs, la solution du probleme
précédent s'énonce trés-simplement:

Pour qu'un solide soumis & l'action d'un systéme de forces quel-
conques soit en équilibre il faut et il suffit que les forces forment
un systéme de vecteurs glissants équivalent i zéro. Autrement dit,
pour que deux syst®mes de forces, ou d'aprés une locution employée
antérieurement, deux visseurs appliqués au solide, soient équivalents
au point de vue statique [n® 67], il faut et il suffit que les visseurs
soient équivalents au point de vue vectoriel.

.En particulier, tout systéme de vecteurs peut étre réduit et d’'une
infinité de fagons, a un systtme équivalent formé de deux vecteurs
[n® 25], par exemple & un systéme de deux vecteurs rectangulaires.
Cest précisément sous cette forme que G. Monge a effectué la réduction
d'un systéme de forces. Il y est parvenu directement de la fagon
suivante:*

Soit I un plan choisi arbitrairement sous la seule restriction
qwaucune des forces données ne lui soit parallele. Il est loisible,
daprés I'axiome du n® 68, de prendre le point d’application de chaque
force dans le plan I, ce qui permet de la décomposer en deux autres
dont l'une est normale au plan IT et la seconde située dans ce plan;
cette décomposition est toujours possible d’aprés le principe fonda-
mental de la Statique [n° 67). Or les forces normales au plan ont
une résultante dont le pied P est parfaitement déterminé quand le
plan IT Vest; de méme les forces situées dans le plan IT ont en
général une résultante unique ; (qui, exceptionnellement, peut étre
rejetée & linfini). Ainsi le systéme de forces données est remplacé
par deux forces l'une normale au plan, l'sutre située dans le plan.
A un plan donné IT, correspondent un point P et une droite (p'),
support de la résultante ; Le point P n'est pas autre chose que
Je foyer du plan dans le complexe linéaire attaché an systéme de forces

148) Traité élémentaire de statique, (1™ éd.) Paris 1786; (8¢ éd.) Paris 1846.
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donné [n° 27]. La droite (p') est souvent désignée sous le nom de
caractéristigue du plan; c’est la conjuguée par rapport au complexe
{n° 29] de la normale au plan menée par le pole du plan. On voit
combien (. Monge a été prés de la déeouverte des propriétés des com-
plexes linéaires, sans cependant y avoir complétement abouti.

71. Réduction d'un systéme de forces & une résultante unigue
et & un couple. Le probléme, ainsi résolu par G. Monge, était repris
bientdt aprés par L. Poinsot™®) qui obtenait des théorémes trés élégants
en introduisant la célebre motion de couple. Indiquons bridvement
sa méthode:

En un point O choisi arbitrairement une fois pour toutes, appli-
quons une foree f’—r équipollente & T'une quelconque f‘: des forces
données et soit F;’ la force égale et directement opposée a ? Le
systéme donné est équivalent & l’ensemble des forces F appliquées en
O et des couples (? F') les forces F.' se composent en une force
umque K qu'on appelle la résultante de h‘analanmz et les couples

E, F/ ) en un couple nnique de moment G qui est le couple résultant

relatéf au point 0. Enfin, L. Poinsot montre quon peut choisir le
point O de telle sorte que le plan du couple soit porpendicula.ire P!
la re%ultaute de translation, autrement dit, de telle sorte que @ soit
parallle & B Le support de % prend dans ce cas le nom daze central
du systéme et jouit de propriétés indiquées précédemment [n* 22, 27,
28, 29]. N

Analytiquement: Soient X, ¥, Z les projections de R sur trois
axes de coordonnées rectangulaires, et L, M, N celles de 5; les six
quantités X, ¥, Z, L, M, N sont les six coordomndes du visseur.
Pour quun corps solide soumis & I'action d’un visseur soit en équi-
libre, il faut et il suffit que les six coordonnées du visseur soient
identiquement nulles.

72. Généralisations des expressions analytiques des conditions
Qéquilibre. Plus généralement, on peut éerire les conditions d’équi-
libre d’'un solide en employant un systeme de coordonnées tétraédriques
quelconque. L'origine de cette extension remonte & un théoréme de
A. F. Mibius*™) d’aprés lequel tout visseur peut atre remplacé d’une
fagon unique par un systéme de six forces agissant suivant les ardtes
dun tétraddre. Ce systéme de coordonnées a été employé fréquemment

149) Elémenﬁs de statique, (1 éd.) Paris an XIT; (11¢€d.) publ. par J. Bertrand,
Paris 1873; (12 ¢d.) Paris 1877.

160) Lehrbuch der Statik 1, Leipzig 1887; Werke 3, Leipuig 1886, p. 138/43.
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par G. Battaglini®®Y); _H. G. Zeuthen') s'en est servi également.
D’ailleurs le systéme des coordonnées tétraédriques n’est lui-méme
qu'un cas particulier du systéme des coordonnées-vis générales.”

Nous avons déja parlé de ce dernier systeme de coordonndes
[n° 58]; son origine remonte au fond aux recherches de J.J. Sylvester %)
qui g'était proposé de trouver les conditions auxquelles doivent satis-
faire n lignes droites [pour » = 3, 4, 5, 6] pour qu'elles puissent tre
prises comme supports de forces s’équilibrant sur un solide™®

,Ces conditions peuvent &tre énoncées trés simplement de la fagon
suivante: il faut et il suffit que les droites soient concourantes pour
n = 3, quelles appartiennent & un méme systéme de génératrices d'une
quadrigque pour » = 4, qu'elles appartiennent & une congruence linéaire
pour # =5 ou & un complexe linéaire pour n = 6."

Lorsque ces conditions sont satisfaites, oJ. J. Sylvester dit que les
lignes droites sont en involution et, dans ce cas, les coordonnées de
P'une quelconque des forces s’expriment linéairement en fonction des
coordonnées correspondantes des » — 1 autres forces; en d’autres termes,
son support appartient au systtme lindaire déterminé par les » — 1
autres supports.

Les résultats de oJ. J. Sylvester ont été généralisés par G. Battu-
glini®) qui a appliqué la notion d'involution aux systémes de visseurs,
et par W. Spottiswoode®™) de la fagon suivante: proposons-nous de
dlrlger 1espect1vement suivant » droites données (n>6) n forces
F T .. F formant un systéme équivalent & zéro. Pour »n > 6
les drontes donnees ne sont assujetties & aucune condition; tout revient
& calculer les rapports mutuels des intensités Fy, F;, ..., F, des
forces.* Soit alors (ji) le Esduit de la plus courte distance des
droites qui supportent f': et F; par le sinus de leur angle ou, si l'on
veut, le moment relatif de ces deux droites, suivant Pexzpression de
A. Cayley®™®). On aura, pour i=1,2, ..., 7,

WP+ @) Pyt oot (L) Py b L) Py oo+ () Py = 05

151) ,Rendic. Accad. Napoli (1) 8 (1869), p. 87/94; (1) 9 (1870), p. 89; Giorn.
mat. (1) 10 (1872), p. 133, 207.%

152) ,Math. Ann. 1 (1869), p. 432; O. Mohr [Der Civilingenicur 34 (1888),
p. 691/736] a supposé en particulier que les trois arétes partant du méme sommet
d'un tétraddre sont deux 4 deux rectangulaires et qu'elles ont la méme longueur.”

168) C R. Acad. sc. Paris 62 (1861), p. 741, 815.

154) Atti Acead. sc. fis. mat. (Naples) (1) 4 (1869), mém. n° 14; Rendic. Accad.
Napoli (1) 8 (1869), p. 166,

153) C. R. Acad. sc. Paris 66 (1868), p. 97.

166) C. R. Acad. sc. Paris 61 (1865), p. 829; Papers 5, Cambridge 1892, p. 540/1.
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W. Spottiswoode en déduit qu'en appelant encore D le déterminant
[0 (12) ... (In)
’(21) 0 ...(@n)

D=131) 32) ... (3n)
|(l) ®#2) ... 0
et D,,, Dys, ..., D,, les mineurs principaux de D, les rapports des
intensités F,, F,, ..., F, des forces sont donnés par les égalités

F:Fy:--:Fo=VD,:VDyy:--:VD,,,
od D,,, Dy, ..., D,, désignent les mineurs principaux de D. Bien
entendu une des intensités F, demeure arbitraire.

.Le déterminant D est toujours nul pour # > 6.* 1l doit &tre nul
Jponr n < 6" afin que les » droites puissent &tre les supports de »
forces en équilibre, ce qui coincide avec un résultat antérieur de
J. J. Sylvester®?).

Dans le cas de quatre forces, on retrouve le résultat de A. F.
Mobiust®)

Fy:F,: Fy: F,
—~VE3)(3H(2): YV (3L)E1)(13): YV (4 D)(12)(24): V (12)(23) (31)

avec

V(23)(14) +V(31) (24) + Y (12)(34) = O;
on peut alors démontrer facilement le célebre théoréme de M. Chasles'):
si l'on répartit d'une manitre quelconque les quatre forces en deux
groupes de deux forces, les deux tétraddres qui ont chacun pour arétes
opposées les deux forces d'un groupe ont le méme volume!®).

73, Principe du travail virtuel. ,Dans les problemes de statique
qui se présentent en pratique, il s'agit de rechercher les conditions
d’équilibre d'un ou de plusieurs solides assujettis & des liaisons”

Les propositions précédentes permettent toujours d’exprimer les
conditions d'équilibre (dans Thypothése bien entendu ol les liaisons
sont sans frottement), mais elles présenteni I'inconvénient de faire

167) C. R. Acad. sc. Paris 52 (1861), p. 8t5; M. Chasles, id. 52 (1861), p. 745,
1042, 1094.

168) Lehrbuch der Statik 1, Leipzig 1887, § 108; Werke 3, Leipzig 1886,

. 149,

’ 159) C'est le méme théoréme quau n° 27, & savoir que les deux systdmes
formés l'un par deux quelconques des forces domnées et l'autre par deux forces
égales et directement opposées aux deux autres sont équivalents.

160) Pour le contenu de ce paragraphe, cf. R.Sturm, Ann. mat. pura appl.
(2) 7 (1875/8), p. 217; F. Zucchetti, Atti Accad. Torino 12 (1876/7), p. 44.
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intervenir les réactions dans les équations d’équilibre; il en résulte
que pour obtenir les conditions d'équilibre, il est nécessaire d’effectuer
T'élimination de ces réactions entre les équations.*

.On peut obtenir immédiatement les conditions d’équilibre cherchées,
sans avoir & effectuer les éliminations précédentes, en appliquant le
principe du travail virtuel que nous allons exposer.

,Soit (§) un corps solide libre ou assujetti & des liaisons sans
frottement. Ces liaisons sont supposées bilatérales (cest-i-dire expri-
mables uniquement par des égalités) et indépendantes du temps ¢
Donnons au corps solide (S) un déplacement virtuel, c'est-a-dire un
déplacement infiniment petit compatible avec les liaisons et soit ot
lintervalle de temps infiniment court pendant lequel il g'effectue. Ce
déplacement peut étre assimilé & un vissage infiniment petit de
coordonnées

udt, vdt, wdl, pdt, qdt, rdt

par rapport & trois axes rectangulaires fixes 0X, 0Y, OZ. Soit alors
A; un point quelconque du solide () auquel est appliquée la fnrca_F:;
ce point subit un déplacement infiniment petit qui peut étre assimilé
& un vecteur d—sz de longueur ds,. On appelle fravail virtuel de la
force }'T dans le déplacement 5_€: le produit intérieur des deux vee-
teurs _FT et ;i_s: Ce travail, que Yon représente par 6 W,, a done pour
expresgion

F,0s; cos ¢
en désignant par F; l’intemaiie’> de la force f‘: et par o, l'angle des
directions des deux vecteurs F, et a':.‘

Désignons encore par
X, Y, Z

les projections de f':sur les axes rectangulaires 0X, OY, 0Z, par

‘l‘ii y:'l zi
les coordonnées de 4, et par
dz;, dy,, de,
. . -
les projections correspondantes de ds; on aura
W, = Xb8a, + Y0y, + Z,00,"
Cela étant, faisons la somme

aW=g’aW,.

des travaux effectués par toutes les forces F’:agisant sur le solide (),
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et remarquons qu'on a
0z, = (w —ry, + q2£)d¢,
0y, = (v — pz, + ra,) 08,
8z, = (w— qx, + py,)dt;
il viendra!®!)

SW = DN (Xdz,+ Y0y, + Z,02)
[C]

=[Xu+ Yv+ Zw + Lp + Mg + Nr]dt,
en appelant X, Y, Z, L, M, N les coordonnées du visseur agissant
sur le solide ().

Enongons alors le principe du travail virtwel: pour que le so-
lide (S) soit en équilibre dans la position (s) il faut et il suffit que
Lon ait §W = 0 pour tout déplacement virtuel de (S) effectué & partir
de la position (s).

L1 est quelquefois utile d'avoir une expression géométrique de & W.
Prenons I'axe du vissage virtuel pour axe des #; soient

dp = rot

la rotation autour de Oz et

koo
la translation parallele & Oz en lesquelles peut dtre décomposé le

—
vissage; soit enfin G le moment vectoriel résultant par rapport & O¢
—
du systéme de forces données et F le vecteur obtenu en projetant
sur Oz la résultante générale du systéme. On aura, en désignant par
—
G et F les nombres qui mesurent & ot & sur Oz,
SW = (G + kF)dg*

Revenons maintenant i 'expression analytique du travail virtuel 3 W,
Nous observerons tout d'abord qu'elle permet de retrouver immédiate-
ment la régle de la composition des visseurs. En effet, si Fon fait
agir simultanément sur un solide (S) deux visseurs de coordonnées
respectives

X, Y,Z L, M, N
X,Y,Z,L, M, N,
le travail virtuel effectué par l'ensemble de ces deux visseurs est
[(X+X)u+(Y+Y)o + (Z+ 2w + (L+L)p + (M + M")q
+ (N+Nr]ot.

et

161) Cf. 4. F. Mcbius, Lebrbuch der Statik 1, Leipzig 1837, § 181; Werke 3,
Leipzig 1886, p. 260; F. Kiein, Math. Ann. 4 (1871), p. 403.
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L’ensemble de ces deux visseurs est done équivalent an visseur unique
de coordonnées

X+X,Y+Y,Z+2,L+L, M+ M, N+ N

De plus on voit que l'expression analytique de 6 W est symétrique
par rapport aux coordonnées du visseur agissant sur (S) et du vissage
initial imprimé & (S). Au facteur d¢ prés clest linvariant simultané
[n° 54] des systémes
X,Y, Z L, M, N
et
P, 4, 7 %, U, W.

oW =0

L’équation

établit ainsi une correspondance remarquable entre un déplacement
infiniment petit et un systeme de forces. Il faut observer d'ailleurs
que les coordonnées associées dans cette correspondance sont, d’une part
X, Y,Z e p,qn1
d’autre part
L, M, N et wu, v, w;

autrement dit: & la résultante générale du systéme de forces correspond
la rotation p, g, r et au couple résultant L, M, N correspond la
translation %, v, 2. Tout cela est bien conforme aux conclusions des
1° 50 et 53; nous reviendrons d’ailleurs sur ce point.

La relation établie par 'équation

oW =0

entre les déplacements infiniment petits et les systémes de forces
parait avoir été signalée pour la premitre fois par O. Rodriguess).

Suivant une expression empruntée par F. Klein a la théorie des
formes algébriques, c'est une relation de grandeurs comtragrédientes.
Cette relation prend une signification remarquable dans le langage
de la théorie de R.S. Ball'®%).

Soit (S) un solide libre ou soumis & des liaisons bilatérales qui
Jui laissent précisément » degrés de liberté (odt = < 6) et soit (o)
le systéme linéaire (d'ordre ) de vissages infiniment petits qui peuvent
étre imprimés au solide (S) & partir d'une position quelconque (s) [n° 59].

162) J. math. pures appl. (1) 5 (1840), p. 436.

168) Theory of screws®?), (17 éd.) p. 41, (2° éd.) p. 64. Cf. I Somow, Radio-
nalinaja Mechanika 1, S* Pétersbourg 1871; 27, St Pétersbonrg 1872; 21 (posth.),
8¢ Pétersbourg 1877; trad. par A. Ziwet, Theoretische Mechanik 1, Leipzig 1878,
P- 371, 8905 I.(J)) Somov, Bull. Acad. Pétersb. (8) 18 (1878), col. 162.
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Pour que (S) soit en équilibre dans la position (s) sous l'action d'un
visseur &, il faut e i suffit que &' appartienne au systéme (o) réei-
proque de (6). Il en résulte donc qu'inversement, si le systeme de
vissages compatibles avec les liaisons dans la position (s5) est (&), le
systeme de tous les visseurs en équilibre sur (8) est préeisément (¢).
Cette proposition trés générale embrasse tous les cas particuliers
traités par la statique élémentaire du solide ot fournit une belle
représentation mécanique des systémes réciproques.

74. Le viriel. La somme des travaux virtuels effectués par
toutes les forces d’un visseur ou, plus briévement, le travail virtuel
d’un visseur est la variation infiniment petite de I'expression’®t)

i=n
\f) =2 X+ Yy + Z.2),
i=1

—
dans laquelle la force F, est supposée constante en grandeur et direc-
tion, et invariablement liée a son point d’application (z;, ¥, £). On
peut aussi écrire

i=n

Vo= For,con (F, 7),
i=1

ol r; désigne la distance & lorigine du point (z;, y;, #,).

Llexpression V, gappelle le viriel de forces d'aprés R. Clausius'®)
qui g'est servi de cette notion pour déduire de la théorie cinétique
des gaz le second principe de la Thermodynamique.

Avant lni F. Schweins'®®) avait développé les propriétés essentielles
du viriel qu'il étudia sous le nom de moment de déplacement (Flich-
moment).

Nous allons simplifier I'expression analytique du viriel

D’abord pour calculer 0V, il est loisible de substituer & V, toute
autre expression n'en différant que par une constante par rapport
anx coordonnées z;, y,, #, en particulier I'expression

V-Z (X~ &) + Vit~ 1) + Z(es— 9] = Vo— [XE + ¥y + 28},

164) Cf. J. L. Lagrange, Mécanique analytique, (2¢ éd.) 1, Paris 1311,
p. 66/73; (Buvres 11, Paris 1888, p. 69/76. Dans l'article IV 1 cette expression se
rencontre avec le facteur — 1.

166) C. R. Acad. sc. Paris 70 (1870), p. 1315. Cf. l'article IV 1.

166) J. reine angew. Math. 38 (1849), p. 77.
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X, Y, Z désignant, comme précédemment, les composantes de la résul-
tante générale K que nous supposons d’abord différente de zéro. Nous
appellerons cette quantité V le viriel au point £, 4, & V, est alors le
viriel & 'origine.

Cela étant, considérons &, 7, { comme des coordonnées courantes;
on voit que le viriel prend la méme valeur pour tous les points d'un
plan normal & la résultante générale ou, ce qui revient au méme, a
Y'axe central. Il existe, en particulier, un plan pour lequel le viriel est
nul; la trace de I'axe central sur ce plan a été appelée par R. W.
Hamilton®") le centre du systtme de forces. Les coordonnées de ce
point sont données par les équations

Rz, =V, X+ MZ—NY,

Ryy=V, Y+ NX - L2Z,

Rz, =V, Z+ LY - MX,
ob Vy a la valeur donnée plus hant correspondant & § =0, n =20,
¢ =0 cest-d-dire & origine des coordonnées.

Dans le cas ol toutes les forces sont paralléles, ce centre coin-
cide avec le centre des distances proportionnelles.

Le viriel V étant nul au point z,, %, &, on a

Vo= Xy + Yy, + Za,
et le viriel V peut s'écrire sous la forme remarquablement simple
V=X(m—8+ Y(o— )+ Z(%—8);
autrement dit, le viriel V en tout point de l'espace est égal au viriel
de la résultante de translation appliquée au centre de W. R. Hamslton.
Pour tout point d'un plan normal & cette résultante et qui la coupe
a une distance p du centre, le viriel a pour valeur
p-R

Supposons maintenant que la résultante générale soit nulle en sorte

que le systéme soit statiquement équivalent 2 un couple; on a alors
X=0,Y=0,Z=0, R=0, L'+ M*4 N*>0;

le viriel est constant pour tous les points de l'espace, et le centre de

W. R. Hamilton est indéterminé; il est alors facile de trouver un couple

dont les forces soient appliquées en des points 4, B donnés arbitraire-

ment (assujettis toutefois & la condition que 4B soit normal su mo-

167) Elements of quaternions?), p. 708/¢; (2° éd.) 2, Londres 1901, p. 285/6:
trad. P. Glan 2, Leipzig 1884, p. 346/7.
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ment résultant du systéme) et tel en outre que son viriel soit égal
& celui du systéme de forces donné. Il suffira pour cela de s'appuyer
sur Vexpression géométrique que prend alors V.

Soient_ﬁ? deux forces d’intensité commune ' formant un couple
équivalent (au point de vue vectoriel) au systeme donné et appliquées
respectivement aux points A et B; appelons bras de levier du couple.
Pun des vecteurs 4B ou B4, le premier par exemple; soient _ef\ﬁu ”
la longueur du bras de levier et o son angle avee la force F'. Le
viriel du couple est alors égal & F'r cosw, et par suite le viriel V du
systéme est donné par la formule

V = Rrcosw,
équation qui donne ¢ cos w.

En particulier si 'on a V=0 et L*++ M*4 N? différent de
zéro, le couple sera orthogonal, autrement dit le bras de levier sera
normal aux forces du couple.

Retowr au cas géndral. Revenons au cas général on X®4 Y2 2
et L?+ M2+ N? sont positifs (non nuls). Ou peut toujours substituer
au systdme de forces ou au visseur correspondant un systéme formé
par une force unique appliquée au centre de W.R. Hamilion et par
un couple orthogonal situé dans un plan normal & cette force, et cela
de telle sorte que le nouveau systéme ait méme viriel que le systéme
initial en un point quelconque de I'espace et lui soit équivalent au
point de vue vectoriel. En effet 'ensemble constitué par la résultante
de translation appliquée au centre de W. R. Hamilton et par un couple
de moments 7, M, N et de viriel nul (couple orthogonal) répond &
la question.

Nous signalerons encore les rapports de la théorie précédente
avec la théorie des quaternions de W. R. Hamilfon. Soieut

"
le vecteur mené de l'origine des coordonnées au point d’application
(25 90y 2)

de la force
—
Fs
la partie scalaire
Sq

du quaternion
> > > S>>
g=nF+nF+rF+rF,
sera le viriel changé de signe du systtme donné, et la partie

vectorielle
Ve
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du méme quaternion sera le moment résultant du systdme par rapport
a lorigine.

Considérons, en particulier, le cas du couple. A tout couple

correspond un quaternion

—V + Li+ Mj + Nk,
L, M, N étant les composantes suivant les axes du moment du couple
et V étant le viriel du couple.

Inversement, & tout quaternion

—V+Li+ Mj+ Nk
correspondent une infinité de couples assujettis & la condition d’avoir
pour viriel V et pour moment le vecteur libre de projections L, M, N.

En particulier, soit 4D un vectenr normal & ce moment. 11
exigte un et un seul couple admettant le moment précédent, ayant V
pour viriel et aB pour bras de levier. On obtient alors une représen-
tation géométrique remarquable de I'addition de deux quaternions quel-
conques

K+ Li + Mj + Nk,

K +Li+ Mj+ Nk
construisons les couples correspondant & ces quaternions et admettant
le méme bras de levier Iﬁ, nécessairement orthogonal aux directions

(L, M, N) et (L, M', N'),
et composons les forces appliquées respectivement en 4 et en B. Le
systéme résultant est encore un couple ayant le méme bras de levier
que les deux précédents et admettant pour quaternion correspondant
la somme
K+ K+ L+ LYyi+ (M4 M)j+(N+ Nk

des deux premiers?®®).

75. Interprétations erronées de l'analogie entre les forces et
les mouvements infiniment petits. Le rapprochement signalé précé-
demment [n° 73] entre les systémes de forces et les déplacements in-
finiment petits n'a pas toujours été établi correctement. La source
des erreurs d'interprétation commises réside dans I'hypothése implicite
d'une relation de cause & effet. Voici comment:

Soient

X, Y Z L, M, N

les coordonnées d'un systéme de percussions rapportées aux axes prin-

168) Cf. K. Heun, Z. Math. Phys. 47 (1902), p. 104/25.
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cipaux d'inertie d'un solide libre partant du repos a Iinstant #; soient
T v, w

les coordonnées du vissage développé & cet instant £ par ces percussions;
on a les relations

X—pu, Y=pv, Z=pw, L=pa’p, M—pbq, N=ypc'r
dans lesquelles y est la masse totale du solide, a, b, ¢ les demi-axes
de lellipsoide d'inertie. Il est visible qu'une percussion unique appli-
quée au centre de gravité du solide (origine du systdme de référence)
imprime au corps libre une vitesse de translation dans la direction
de la percussion et qu'un couple de percussions tend seulement & le
faire tourner autour de ce centre de gravité. Faisons donc correspondre
les percussions ou forces instantanées aux mouvements comme une
cause & un effet, si tant est qu'une telle relation soit possible; la force
correspondra & upe translation, le couple & une rotation, ce qui est
en contradietion avec les résultats des n™ 50, 53, 73. L’analogie
étudiée n’a domc rien & voir avec cet enchainement de cause & effet
qui doit &tre laissé a la cinétique [voir IV 8].

J. Pliicker'%®) commet précisément une faute de méme ordre lors-
qu'il interprdte géométriquement l'analogie entre les forces et les
rotations, en se bornant & remarquer que chaque force est déterminée
par deux points de la droite qui la porte, dont la distance est pro-
portionnelle & lintensité de la force, de méme qu'une rotation est
déterminée par la connaissance de deux plans dont l'un doit &tre
amené & coincider avec l'autre. - Il fait alors correspondre l'intersection
des deux plans, comme axe du mouvement, & la droite qui joint les
deux points, considérée comme ligne d’action de la force, Mais il eat
au moins fallu ajouter que l'angle de rotation était infiniment petit;
cest ce que J. Pliicker a omis de faire. On sait que le défaut métrigue
de cette dualité dans le domaine des grandeurs finies ne peut disparaitre
que si Uon fait intervenir la métrique générale projective, qui substitue
4 Yombilicale une surface quelconque de seconde classe ou, en d'autres
termes, remplace l'espace euclidien par un espace & courbure constante,
positive ou négative [ef. III 1, n° 30].

La cinématique et la statique des corps solides, qui s'établissent
sur ces bases, ont 6té indiquées par F. Klein'™) et développées par
F. Lindemann'™). De trés nombreux travauz') sont venus plus tard

169) Philos. Trans. London 1566 (1866), p. 361.

170) Math. Ann. 4 (1871), p. 403.

171) Math. Ann. 7 (1874), p. 56.

172) On en trouve l'indication dans R. S. Ball, Theorie of screws®?), (1™ éd.)
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compléter ce premier résultat et ainsi l'erreur de J. Plicker est de-
venue la source de nombreuses et belles recherches parmi lesquelles
il faut citer tout d’abord celles de E. Study'™).

IV. Astatique.
Introduction géométrique: Surfaces homofocales.

Les trois numéros smvants renferment des théorémes de géométrie
bien connus qui trouveront leur application dans la fin de cet article
ainsi que dans l'article suivant IV 5 sur la géométrie des masses. Pour
de plus amples détails et pour les indications bibliographiques on se
reportera aux articles III 7 et LI 22,

76, Equati ielles. Systé tipolaires. Soit

uz vy +ws+h=0
I'équation d'un plan (II); ,si I'on astreint les coordonnées , v, w, b du
plan (IT) & vérifier une relation
o(u, v, w, h) =0,
homogene et du second degré en u, v, w, k, le plan (IT) sera assujetti
4 envelopper une quadrique (5) qui peut dégénérer en une conique ou
en un systéme de deux points distincts ou confondus; par définition
1'équation

@ (w v, 0,h) =0
est ’dquation tangentielle de la quadrique () (dégénérée ou non)*
Si Yon a, par exemple,
@ = Au+ Bl Cw?— A3,
1a surface-enveloppe (§) est une quadrique & centre rapportée & ses axes
2 PR
® at yB +te=L
dont 1'équation tangentielle est
Au*+ Bv*+ Cu®=h*.
@ — Au+ Bo®— bt
le plan de coordonnées tangentielles (u, v, w, k) sera tangent a la conique

r g
4% —1-0, s=0r

Soit encore

appendice 1, p.177/92; (2 éd) p. 510/39 (notes bibliographiques). ,On trouve
aussi un index bibliographique sur ce sujet dans A. P Kotelinikov, Proektivnaja
teorija vektorov [Izvéstija K: k fiz.-mat.-Obs¢estva (Bull. Soc. phys.-math.
Kazan) (2) 8 (1898), appendice des n°* 2, 3, 4 (avec pagination spéciale); (2) 9
(1899), appendice des n 1, 2 (avec suite de la pagination spéciale); (2) 9 (1899),
° 8, p. 1/36.*

173) Voir, par exemple, F. Study, Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903.
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Soit enfin
@ — w ot
le plan de coordonndes tangentielles (u, v, w, h) sera tangent 3 l'om-
bilicale ().

Toute relation
o9 09 ik 209 _
7,42M+v,d1y +w?170+h 5;,'0

entre les coordonnées tangentielles (u, v, w, h) et (u, v, &/, ¥) de
deux plans (I7) et (II') signifie que les deux plans sont conjuguds par
rapport & (S). Par exemple, si (8) se réduit & (p), les deux plans
sont rectangulaires.

Supposons que les coefficients de ¢ soient réels, mais que ()
soit imaginaire. ,On peut encore interpréter & V'aide d’éléments géo-
métriques réels la relation entre les coordonnées de (II) et celles
de (II'). En effet, soit O le centre de (S), et soit (8') la quadrique
réelle (dégénérée ou non) de centre 0, homothétique & (S), le rapport
d’homothétie étant ¢ =)' —1; le plan (1) [ou (II')] est symétrique par
rapport & O d'un plan (71,') [ou (I4;)] conjugué de (11°) [ou (JI)] par
rapport & (S'). Soit encore P le pole de (II) par rapport & (S);
P est le symétrique, par rapport & O, du pole de (II) par rapport
& (8)

On dit quelquefois que le point P et le plan (IT) sont antipolaires
par rapport & (S'). De méme un triangle réel conjugué par rapport
& (8) est dit antipolaire par rapport a (S7), ete.

a
a

77. Quadriques homofocales'™). Considérons Déquation
@(u, v, w, k) + A(uP+ 0P + w?) =0,

od @ est une forme quadratique en u, v, %, h et o A désigne un para-
métre variable. ,Nous supposerons d’abord que ¢ dépende effectivement
de h; par suite I'équation précédente représente un faisceau linéaire
(tengentiel) de quadriques (Z) qui comprend au moins une quadrique
dégénérée, lombilicale ()" Ces surfaces ont été appelées homofocales.

,La substitution de 4 -+ 4, & 1 permet de remplacer @ par

@ (u, v, w, b) + Ay (u + o* + w?);

nous pouvens donc supposer que le discriminant de g est nul; I'équation

@(uy v, w, ) =0

174) Ch. Dupin, Développements de géométrie, Paris 1813, p. 269; J. P. M.
Binet, J. Ee. polyt. (1) cah. 16 (1813), p. 58 et suiv,
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représente alors une conique que nous supposerons d’abord non dé-
générée. Il y aura emcore deux cas & distinguer suivant que cette
conique posséde ou non un centre i distance finie.*

a. 8i la conique g — O posséde un centre unique & distance finie,
on peut la rapporter & ses axes de symétrie; l'expression u® + »? + w?
restant invariante (A un facteur prés) dans tout déplacement des axes
de coordonnées, on voit sans peine que I’équation tangentielle des
surfaces (X) peut s'éerire

au® 4+ bo'+ cw — h* 4 A(uP P+ w?) = 0,
Péquation ponctuelle des mémes surfaces homofocales est done, pour 4
différent de —a, — b, —e¢,
2 S
a’ﬁ.*’bi—f" ¢+x:1'

Toutes ces surfaces ont méme centre et mémes axes.

Pour A=—a, —b, —c¢ les surfaces (2) dégéndrent respectivement
en trois coniques

situées dans les plans de coordonnées. Si l'on suppose, comme il est
permis, @ > b > ¢, la premiére de ces coniques est imaginaire, la se-
conde est une hyperbole et la troisitme une ellipse. On les appelle
les courbes focales du faiscean; chacune d'elles passe par deux foyers
(réels ou imaginaires) de chacune des deux autres.

b. Supposons maintenant que la conique @ = 0 soit une parabole.
En procédant comme dans le cas (a), on raménera I'équation tangentielle
des surfaces (X) a la forme

(2 +2D)u+ b+ 2P+ (¢ + W) w'— 2uh = 0;
I’équation ponctuelle correspondante est, pour 1 différent de — b et
de —e¢, . .
z .
;%—l+c+l——2x—a—x—70.

Toutes ces surfaces sont des paraboloides admettant les mémes
plans principaux.

Pour 2 = — b et pour 1= —¢, les surfaces (X) dégénérent en
deux paraboles réelles situées dams les plans y — O et z = 0: leur aze
commun est Oz et chacune d’elles passe par le foyer de l'autre; on
les appelle encore les focales du faisceau.
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€. Passons au cas ol I'équation g = O represente deux points 4
et B distinets (dont l'un au moins est nécessairement & distance finie).
Les surfaces homofocales (X) se composent de quadriques de révolution
autour de la droite 4B; leurs méridiennes admettront 4 et B pour
foyers. Comme cas limite, si 4 et B viennent a se confondre, les
surfaces (X)) deviennent des sphéres de centre A4.*

d. Il nous reste & traiter le cas od ¢ ne dépend pas de . Il est
alors loisible de supposer que ¢ = O représente deux points, distincts
ou confondus, du plan de Uinfini. Si ces points sont distinets, P'équation

@, v, w) + L{u*+ v* 4 w') =0
peut étre réduite & la forme
(@ + 0w+ b+ D)o+ (c+ D=0 (a>b>c¢),

qui représente, pour 1 différent de — @, — b et — ¢, des coniques (o)
infiniment éloignées, et pour 2 égal & —a, — b ou — ¢ trois couples
de points («,, B,), (a3, By), (&, Bs) infiniment éloignés; un seul de ces
couples est réel: c'est le couple (e, f;) quon obtient en prenant
A=—0b

Soit O un point quelconque de I'espace. Les cones (C) de sommet O
passant par les coniques (¢) admettent les droites Oc, et OB, comme
focales™). Considérons en particulier les focales réelles Ow;, OB, et soit
Om une génératrice quelconque d’'un des cones (C). La somme des
angles de Om avec Oc et Op est constante pour toutes les généra-
trices de (C) et, par suite, les plans m O« et m Of font des angles
égaux avec le plan tangent au cone le long de Om.

JEnfin dans le cas od ¢ =0 représente un point double & du
plan de linfini, les cones (C) sont de révolution autour de Oe.*

Revenons au cas (a) et soit P, un point arbitraire de coordonnées
2y, Yo, %, L’équation . . ,

z, Yo® 2
atatgateayr=1
admettant toujours pour 2 trois racines réelles, on en déduit immédiate-
ment que par P, passent trois quadriques du faisceau homofocal (a)
et 'on reconnait aisément que ces trois surfaces sont un ellipsoide, un
hyperboloide & une nappe et un hyperboloide a deux nappes.

Ces trois quadriques se coupent deux i deux orthogonalement au
point Pg; Vintersection (D) des plans tangents en P, i deux de ces
surfaces (de parambtres 4, et 1,) est normale & la troisieme; les cosinus

176) Cf. L. I. Magnus, Ann. math. pures appl. 16 (1825/6), p. 33; M. Chasles,

Sur les propriétés générales des cones du second degré [Mém. Acad. Bruzelles 6
(1830) mém. n° 11 (d'aprés la table: n° 10), p. 1/68].
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directeurs de (D) sont par conséquent proportionnels aux trois quantités

2, P 2
X=t Y-y 2oty
dans lesquelles 2, est le parametre de la troisidme surface.

Les focales du faisceau servent de frontidre aux trois types de
quadriques contenues dans ce faiscean: ellipsoide, hyperboloide & une
nappe, hyperboloide & denx nappes. Faisous en effet varier 4 de + oo
i — oo dans l'équation

au® 4 bo® + cw’— B3+ A(ud+ o® 4 w®) = 0.

La surface représentée par cette équation commence alors par étre un
ellipsoide dont les axes, d’asbord infiniment grands, décroissent jusqu'a
ce que la quadrique s'aplatisse et recouvre 'intérieur de 'ellipse focale
qui correspond & A =c¢ Si i devient inférieur & ¢, la surface est un
hyperboloide & une nappe qui est d'abord (pour i peu inférieur & c)
extrémement aplati, de fagon a recouvrir la portion de plan extérieure
a Vellipse focale. Puis, 4 continuant & décroitre, I'hyperboloide se
déforme & son tour de maniére & couvrir la portion de plan extérieure
a hyperbole focale A = b. Pour 1 inférieur & b, on a un hyperboloide
4 deux nappes qui, pour 1 trés voisin de b, réduit & la portion de
plan intérieurs & Phyperbole focale, s'ouvre peu & peu de maniere &
recouvrir deux fois tout le plan z = 0. Enfin, pour —oco <1 <a,
la quadrique est imaginaire.

Les équations tangentielles du cone (C), de sommet P, circons-
crit & la surface de parametre 1 sont

uzy+ vyy+ wo+ h =0,
(a4 a4 (b + D+ (¢ + L wd= (wzy+ vy + wa)*.

Tous les cones (C) obtenus en faisant varier 2 sont homofoeaux; leurs
plans principaux coincident avec les plans tangents en P, aux trois
quadriques du faisceau de paramétres i,, iy, 1, et les focales de ces
cones coincident avec celles des génératrices de ces surfaces qui passent
par P,. En particulier les focales réelles de (C) appartiennent & Ihyper-
boloide & une nappe qui passe par Py. Ces deux droites appelées aussi
axes focaux jouissent de cette propriété que, si l'on fait passer par
Tune d’elles deux plans rectangulaires quelconques, ces plans sont con-
jugués par rapport & toutes les quadriques du faisceau homofocal
Lorsque P, est situé sur I'une des courbes focales du faisceau
de surfaces (X), les cones (C) sont de révolution autour de la tangente
en P, & la focale considérée. L'un de ces conmes étant celui qui passe
par l'une des deux autres courbes focales, il en résulte que tout point
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d'une des deux focales réelles est le sommet d'un cdme de révolution
passant par la seconde courbe focale réelle.

78. Le complexe des axes de Reye. On vérifie aisément que
les coordonnées pluckériennes de la droite (D), normale menée par le
point P, & la surface du systéme triple orthogonal qui correspond au
parambtre 1y, satisfont aux relations

LX MY N2

a a=-b

En d'autres termes, l'équation du complexe (C) des normales anx
surfaces homofocales (X) s'éerit

aLX + MY+ c¢NZ=0.

On pourrait donner une autre définition du complexe (C) en re-
marquant que la droite (D) est le lien des pdles, par rapport aux-
surfaces (X), d'un plan (JI) normal & (D) en P,. On peut encore
considérer le complexe (€) comme formé par les normales abaissées de
tous les points de l'espace P, sur leurs plans polaires par rapport a
V'une quelconque (X,) des quadrigues homofocales (X). Enfin le com-
plexe (C) coincide avec le complexe des axes des sections planes de
(Zy), 6tudié sous cette forme par Th. Reye''); aussi, 'appelle-t-on
souvent le complere de Reye.

Astatique proprement dite.

79. Origines et but de 1'astatique. ,Soit Ozyz un triddre tri-
rectangle mobile par rapport au triedre trirectangle O'x’y’s" que nous
regarderons comme fixe. Dans certaines théories de la Physique, comme
celles de la pesanteur et du magnétisme, on considere un corps so-
lide (C) comme constitué par un trées grand nombre de points ma-
tériels m,, invariablement liés & Oxyz et auxquels sont appliquées

176) Die Geometrie der Lage (1™ éd.) 2, Hanovre 1868; (4° éd.) 2, Stuttgard
(Leipzig) 1907, p. 214/22; trad. par O. Chemin, Géométrie de position, Paris 1882,
p. 181/96; Ann. mat. pura appl. (2) 2 (1869), p. 1. Ce complexe a été entreve par
J. P. M. Binet [J. Ke. polyt. (1) cah. 16 (1813), p. 1/67] et par M. Chasles [Aper¢u
historique sur l'origine et le développement des méthodes en géométrie, (1™ éd.):
Mém. couronnés Acad. Bruxelles in 4° 11 (1837), p. 384/99; (2° éd.) Paris 1875,
p. 384/99; (3° éd.) Paris 1889, p. 384/99] qui a montré notamment que les nor-
males 3 un faiscean de quadriques homofocales issues d'un point M ou situées
dans un plan (II) engendrent un cone dn second ordre de sommet. M ou en-
veloppent une conique située dans (II). Au fond on doit attribuer la découverte
du complexe (C) & A. M. Ampére [Mém. Acad. sc. Institut France (2) b (1821/2),
éd. Paris 1826, p. 86] qui en a trouvé les propriétés fondamentales [cf. Th. Reye,
Geometrie der Lage (4° éd.) 2, Stuttgard (Leipzig) 1907, p. 223/4].

80. Cas de l'espace & deux dimensions. 129

des forces ?: de directions invariablement liées & O'a'y'z’ et d'in-
tensités constantes, quelle que soit la position de Oxyz par rapport
Oy

Nous dirons pour abréger que les forces 7,’ forment un systéme
¢ (S).

,Pour chaque position du triddre Ozyz la théorie des vecteurs glis-
sants apprend & remplacer le systéme des forces F; par un systéme
réduit statiquement équivalent, mais elle se montre impuissante & faire
connaitre la loi de variation de ce systéme réduit suivant les positions
de Ozyz*

La solution de ce dernier probleme a donné naissance & une
branche importante de la statique qui a regu le nom d'astatique, et
dont Vorigine remonte & E. F. A. Minding™™). Ses résultats ont ét6
étendus par A. F. Mobius'™) et M. Steichen™™), puis par O.J. Broch*™)
et N. M. F. Moigno™) qui ont donné, en outre, des applications &
la théorie du magnétisme.

I faut réserver une place spéeiale & un mémoire de G Darbouz'®)
qui, tout en rectifiant des résultats antérieurs de A. F. Mobius, obtient
par une voie simple, d'importantes propositions complétement nouvelles.”

Enfin on pourra consulter les Traités de I (J.) Somov'®®), de E. J.
Routh*®) et de H. E. Timerding'®)*

80. Cas de l'espace a deux dimensions. ,Supposons les forces
dirigées parallélement au plan O'z’y, leurs points d’application étant
dans le plan Ozy, et supposons que, dans le déplacement relatif des

177) J. reine angew. Math. 14 (1835), p. 289; 15 (1836), p. 27; Handbuch
der Differential- und Integralrechnung 2 (Mechanik), Berlin 1838, p. 78 et suiv.

178) Lehrbuch der Statik 1, Leipzig 1837, chap. 8 et 9; Werke 3, Leipzig
1886, p. 185/247.

179) J. reine angew. Math. 38 (1849), p. 277.

180) Lehrbuch der Mechanik, Berlin 1854, p. 82, 134 et suiv.

181) Legons de mécanique analytique, Statique, Paris 1868, p. 206/45.

182) Mém. Soe. sc. phys. nat. Bordeaux (2) 2 (1878), p. 1/65; G. Darbouc,
Sur I'équilibre astatique Paris 1877; cf. Th. Despeyrous, Cours de mécanique (édition
revue et annotée par G. Darboux) 1, Paris 1884, p. 391,

Voir encore les citations se rapportant au mémoire précédent de G. Dar-
boux dans W. Schell, Theorie der Bewegung und der Krifte, (2¢ €d.) 1, Leipzig
1879; 2, Leipzig 1880.

183) Radionalinaja Mechanika 1, 8t Pétersbourg 1871; 2%, 8¢ Pétersbourg 1872;
2° (posth.) St Pétersbourg 1877; trad. par A. Ziwet, Theoretische Mecbanik 2,
Leipsig 1879, p. 355/407.

184) Analytical staties (2° éd) 2, Cambridge 1902,

185) Geometrie der Krifte, Leipzig 1908, p. 266/86 (chap. 18).
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triddres Ozyz et O'z’y’s les axes Oz et 0’7 restent constamment
paralléles; la solution du probleme précédent [n° 79], ainsi restreint
4 un espace a deux dimensions, résultera immédiatement d’une cons-
truction de A. F. Mobius'®t).

Soieut M;, My, ..., M, les points dappllcatlon des forces .Fl, F,,

. ?:; soient My, lmtersectwn des forces F F soit enfin F 1
resultaute des deux forces F et F,7 respechvement equlpollentes a F
et F et appliquées en .Mﬁ Le support de Fj, rencontxj}le cercle
passant par M, . .M et M, en un second point M,,; soit F, la_{o_rce’
équipollente 2 F 2 appliquée en M,,. Remplagons les forces F,, F,
par la force Fy,; répétons la construction précédente sur le systeme
Fl, Iy, ..., F, et ainsi de suite. A la fin nous aurons remplacé le
systeme donné par une force unique ?appliquée en un point M, et
il est clair que, lorsque toutes les forces tournent dans un sens bien
déterminé d'un méme angle @ autour de leurs points d’application, le
systéme reste statiquement équivalent & une force passant par M et
que T'on déduit de Fen faisant tourner F de l'angle @ autour de M.

81. Systémes de forces paralléles. Avant d’exposer la théorie
générale de I'astatique, nous traiterons un cas particulier trés simple
dont la solution nous sera bientdt utile.

Supposons que les furces? soient toutes paralltles & une droite D
sur laquelle nous choisirons un sens positif, et appelons F, la valeur
algébrique de la projection de I‘ sur la droite orientée D [n° 3].
11 résulte bien aisément!®") de la 101 du levier [n° 69] que, pour > S'F
différent de zéro, le systéme des forces I est stahquenggnt eqmvalent

quelle que soit la position de Oxyz, & une force unique F, parallele i D),
dont la projection sur la droite orientée D a pour valeur algébrique

r=DF
U]
et appliquée au point m de coordonndes, par rapport i Ozyz,
1 , 1 J
z‘_ZFxn "’R': Eyy, ""‘RZ,-F(Z;:
@ (@)
;, ¥;, #; étant les coordonnées du point m, par rapport aux axes Oxyz.
Le point m est appellé le centre du systéme de forces paralleles
186) Lehrbuch der Staiik 1, Leipzig 1887, § 115; Werke 3, Leipzig 1886,

Pp. 171,
187) P. Varignon, Hist. Acad. sc. Paris 1714, éd. 1717, M. p. 79.

82, Equilibre astatique et équivalence astatique. 131

donné. Sa position dans le triddre Ozyz ne dépend pas de la direction
de D.

L’application aux systemes pesants est immédiate. Le centre des
forces paralleles prend alors le nom de centre de gravite du corps.

82, Bquilibre astatique et équivalence aatatique. Conservons
les hypothéses et les notations du n°79. I’équilibre du corps (C)
sera dit astatique #'il est réalisé pour toutes les positions du triedre
Oxyz par rapport au triddre 0'z'y'7.

bmt 17—"7 la force ayant méme mtenslte, méme point d’application
que F et une direction opposée & celle de F Appelons (S”) le systeme
des forces F Nous dirons que deux systémes liés (S) et (S’) sont
astatiquement équivalents si le systéme formé par l'ensemble des forces
de (8") et de (S”) maintient le solide (C) en équilibre astatique.

Si le corps est en équilibre statique pour une position déterminée
du triedre Ozyez, il le sera encore aprés toute translation du triddre
Ozyz par rapport au triedre ('z'y’s’; il est donc loisible de supposer
que les origines O et O de ces deux triddres coincident.

Pour simplifier le langage nous conviendrons de regarder in-
versement le triedre Oxyz comme fixe et le tritdre Oz'y's’ comme
mobile. En d’autres termes, au lieu de faire tourner le corps nous
ferons tourner les forces autour de leurs points d’application en con-
servant leurs intensités et leurs angles mutuels.

Soient alors X, Y;, Z; les composantes de la force F, du systeme
(S) par rapport aux axes Ozye; et soient z,, y,, z, les coordonnées
du point d’application m; de F, par rapport & ces axes. Formons les
douze quantités

X=D'X; X=Xz, X~ Xy, X,:%’X,;,,

) ) [0}

1 Y=2Y,.; Yz=2Yixﬂ Yy=%1Ylyi’ Y,Z%;Y;Zn

© @)
=§&-; 2=225, 2,-zy, z,=2)z,-z.‘

) ) @ [©
Deux systémes liés sont astatiquement équivalents si ces douze quan-
tités ont les mémes valeurs pour les deux systemes; ainsi le systeme
de forces paralleles F [n° 80] est astatiquement équivalent & la force T

Pour qu'un systéme soit en équilibre astatique, il faut et il suffit

que ces douze quantités soient nulles: nous les appellerons les coor-
donndes astatigues du systeme des forces ).

188) ,E.J. Routh les appelle ,the twelve elements (les douze éléments)
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,Observons que les différents termes des sommes qui définissent
les coordonnées astatiques du systeme de forces sont les coordonnées
astatiques des forces elles-mémes. On obtiendra done les coordonnées
astatiques d'un systtme de forces en faisant les sommes algébriques
des coordonnées astatiques de méme nom des différentes forces du
systeme®

Les coordonnées statiques, considérées jusqu’ & présent, sont relides
aux précédentes de la fagon suivante:

Les ecoordonnées statiques X, ¥, Z, sont les mémes que les co-
ordonnées astatiques X, ¥, Z; on a ensuite les formules

L=2-Y, M=X—-Z7, N=Y,—X,

83. Couples 1iés™®). Par définition un couple ¥ est un systeme
de deux forces paralleles, égales et de sens contraires, lides & des points
d’application bien déterminés m,, m. ,L'un quelconque des vecteurs
mm, et m,Tmi, le premier par exemple pour préciser, est dit le bras
de levier astatique du couple ou le bras astatique du couple [of. n° 74]*
Soient a, b, ¢ les projections du bras M sur les axes de coordonnées,
#» sa longueur, X, ¥, Z les composantes de la force appliquée en m,,
R son intensité; les coordonnées astatiques du couple seronmt

0; aX, bX, X

0; aY, Y, ¢Y

0; aZ, bZ, ¢Z.
Elles ne changent pas si R et r varient de telle sorte que leur produit
Rr reste constant; ce produit s'appelle le moment astatique du couple.
On peut ainsi concevoir un couple lié comme un force infiniment petite
dont le point d’application s’est éloigné indéfiniment dans une direction
bien définie, celle du bras de levier astatique.

Supposons que, moyennant une rotation du tritdre Ox'y?, les
supports des forces du couple vienment i coincider avec le support
du bras de levier astatique que nous prendrons pour axe des #; toutes
les coordonnées astatiques du couple s'évanouissent, i l'exception de
X,= Rr. Suivant que l'on a X,>0 ou X,< 0 le couple est dit
stable ou instable

Tout systeme de forces liées paralléles dont la résultante générale
est nulle est astatiquement équivalent a un couple lié.

[Analytical statics, (1 éd.) 2, Cambridge 1892, p. 171; (2°éd.) 2, Cambridge 1902,
p. 818.%

189) E.J. Routh, Anslytical statics, (1 6d) 2, p. 165/7; (2° 6d) 2, Cam-
bridge 1902, p. 308/11.

84, Moment scalaire d'un systéme de forces liées par rapport 4 un plan. 133

1 est important d’observer qu’en général on ne peut trouver un
couple lié astatiquement équivalent & l'ensemble de deux couples liés.
Pour qu'un tel couple lié existe, il faut et il suffit que les forces ou
les bras de levier astatiques des deux couples donnés soient paralldles
4 une méme direction*

S84, Moment scalaire d'un systéme de forces liées par rap-
port & un plan. Soit toujours m; le point d’application de la force
liée 77'7 et I, son intensité. Par définition, nous appellerons moment
vectoriel de la force liéef':pur rapport @ un plan (II) (invariablement
lié aux axes Ozyz) le vecteur lLié E:, d’origine m;, de méme direction
et de méme sens que f’: et d'intensité

»nk,
p; étant le nombre positif qui mesure la distance de m; & (JI).

Nous appellerons Yintensité

G = p,F;
du vecteur (1? le moment scalaire deTf par rapport @ (IT). Cette
notion a été introduite pour la premiere fois par G. Monge'®).

Enfin étant donné un systéme formé dun nombre quelconque de
forces lides E nous appellerons moment scalaire, ou simplement moment
du systéme de forces par rapport au plan (JT), Vintensité R de Ja ré-
sultante générale B des vecteurs 5: définis précédemment.

Soit

uz + vy +wz +h=0
I'équation du plan II; les composantes =, H, Z de la résultante géné-
rale R sont données par les égalités
I VWt wi= X+ X + X,w + Xh,
2) HY W+ o'+ w'= Yu+ Yo+ Yo+ Yh,
l ZViE+ R wi= Zu+ Zy + Zw+ Zh
et le moment scalaire M du systéme par rapport au plan (II) résultera
de la formule
M+ '+ ) = (X,u+ X o+ X0+ Xh)?
(3) + (Yu+ Yo+ Yw+ Yi?
+(Zu+ 2,0+ Zwt Zh):

L’importance de la notion de moment scalaire d'un systéme de

*

190) Traité ¢lémentaire de statique, (1 éd.) Paris 1786; (2¢ éd.) Paris an I1I,
p. 39; (4° éd.) Paris an IX, p. 41; (8° éd.) Paris 1546, p. 51.
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forces par rapport & un plan apparaitra plus complétement dans l'ar-
ticle IV 5. Il est aisé de prévoir dés maintenant qu'elle jouera en
astatique un role considérable. En effet le moment scalaire par rapport
& un plan est un invariant du systtme dans tous les déplacements
du tritdre Ozys par rapport au triedre Oxy's’; on le voit immédiate-
ment d’aprés la définition méme du moment; on peut aussi le vérifier
4 Vaide des formules de changement des coordonnées.

On peut dire encore: le moment scalaire par rapport & un plan
conserve la méme valeur si 'on suppose ce plan invariablement lié
au corps et si I'on déplace d’'une manitre quelconque le corps tandis
que les forces appliquées aux divers points du corps conservent chacune
la méme grandeur, la méme direction et le méme sens.

85, Réduction astatique d’un systéme de foreces lides. Plan
central. Point central. Pour effectuer la réduction astatique d’un
systeme de forces liées, c'est-d-dire pour remplacer ce systéme par un
nouveau systéme plus simple et astatiquement équivalent au premier,
nous emploierons une méthode dont l'origine remonte a G. C. F. M.
Riche de Prony'®). _

Nous décomposerons la force F; appliquée an point m, en trois
forces appliquées en m; et paralleles respectivement aux trois arétes
d'un triedre qu'on peut supposer trirectangle. Le systtme donné est
ainsi remplacé par trois systtmes de forces paralleles: chacun d'eux
est, en général, astatiquement équivalent & une force unique, appliquée
en un point bien déterminé, et ¢én définitive le systéme donné est rem-
placé par un systeme astatiquement équivalent formé de trois forces
1_7‘: Er‘jﬁ)dont les directions sont paralléles aux arétes d'un triedre
trirectangle, d’ailleurs arbitraire, et qu'on pourrait appeler les com-
posantes lices du systeme (relatives au triedre choisi). Si ce tricdre
coincide avec le triedre Ozyz, les intensités des composantes lides sont
X, Y, Z et les coordonnées de leurs points d'application Ax, A7, 4, sont

. ¥ 3
4) T,= 5 Y= 4=

y.'v‘
2=y Y= 2
191) On peut trés bien se rendre compte du contenu et de la forme de
ces legons en lisant I'ouvrage de L. B. Franceur, Traité de mécanique élémen-
teire rédigé d’aprés les méthodes de R. de Prony, Paris an X, p. 65/77. Plus
tard G. C. F. M. Riche de Prony & publié lui-méme ses Legons de mécanique
analytique 1, Paris 1810; 2, Paris 1815,
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On a ainsi une interprétation particulierement simple des douze
coordonnées astatiques du systéme.
Soit maintenant OS une direction donnée, de cosinus directeurs

«, , y par rapport aux axes Oz, Oy, Oz, et soit?la composante

de F, paralléle & cette direction OS _e}t dorigine m,. Les coordonnées

z, y, 2 du centre [n° 80] des forces f; ont les valeurs suivantes'’®):
Xpe+ Y B+ 2,7

= Xat YB+Zy |
X+ Y, B+ Z,7

®) i T (LT
X,e+ Y,6+27

T Xat YB+Zy

Pendant la rotation du triedre Owyz autour de O, les cosinus
directeurs «, 8, ¥ varient, etf, ,si I'un au moins des déterminants & neuf
éléments que l'on peut extraire de la matrice des coordonnées asta-
tiques n’est pas nul," le point x, 4, # se meut dans le plan

11 oz oy oz

'X X, X X

‘ Ty =0
® ly v v, 1|

|

i

N
NN N
N
N

invariablement li§ au tritdre Oxyz et contenant évidemment les points
Ax, Ay, Az

Ce plan a été appelé par E. F. A. Minding'®) et A. F. Mobius'®)
le plan central du systéme de forces données. C'est en général le seul
plan pour lequel le moment scalaire du systéme soit nul.

,Observons que les formules (5) établissent une correspondance
homographique réelle (H) entre les points du plan de linfini situés
dans la direction «, 8, y et les points (2, y, 2) du plan central. Par
suite les trois points

(@) 915 21), (@) Yo, )y (%, Uay &)
du plan central qui correspondent aux trois arétes de directions

(s By 71)s (2as By 7a)s (s, By 73)
d'un triedre trirectangle sont les sommets d'un triangle conjugué par
rapport & une conique imaginaire du plan central. Autrement dit,
quelle que soit la réduction du systeme de forces lides a trois com-

192) Cf. G. Darbouz, Mém. Soc. sc. phys. nat. Bordeaux (2) 2 (1878), p. 50.

193) J. reine angew. Math. 14 (1835), p. 289.

194) J. reine angew. Math. 16 (1837), p. 1/10; Werke 3, Leipzig 1886,
p. 525/34; Lehrbuch der Statik 1, Leipzig 1837, § 145; Werke 3, Leipzig 1886, p. 217.
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posantes lides normales entre elles deux a deux, les points dappli-
cation de ces trois composantes forment dans le plan central un triangle
qui est antipolaire dans un systéme antipolaire déterminé®) [n° 76).
Au centre réel (z;, ¥y, 2, de la conigue imaginaire (I'), la trans-
formation (H) fait correspondre le point du plan de linfini, conjugué
de la droite

Xa - YB3+ Zy=0

du plan de Dinfini par rapport & Vombilicale®; ce point a pour co-

ordonnées
Xizy 4 Yiay+ 2z,
RIS G Ry
Xiye+ Yiyy+ 2%,
6 o= "7y 1 4
X2y Yizyp+ 272,
WEoxTrYTRET )

Od @y, Tyy Ly Yys Uys Yg 2y By £, SODE fournies par les formules (4).
Si, dans chaque réduction des forces données & trois composantes
normales deux & deux, on considére les points d’'application de ces
composantes comme des points matériels pesants, de poids proportion-
nels aux intensités respectives de ces composantes, le centre de gravité
de ces trois points matéricls coincide avec le point (z,, ¥, %). Ce
point a ét6 appelé, d’apres E. F. A. Minding™®), point central du systéme
de forces. Il differe du point central de W. R. Humilion dont on a
parlé au n° 74. 11 differe encore du point nommé de la méme maniére
par_A. F. Mobius®") et qil définit de la fagon suivante:

Considérons les projectiops sur le plan central des forces du
systéme proposé et décomposons-les suivant des paralléles & deux
directions données du plan central. Quelles que soient ces directions,
les centres de ces systmes de composantes paralléles sont toujours
situés sur une méme droite appelée droite centrale par A. I'. Mobius.
Si Pune des directions choisies est précisément celle de cette droite,
le centre des composantes paralléles correspondantes est appelée point
central par A. F. Mibius; mais ce point n'est pas invariablement lié
au solide comme le point central de E. F. A. Minding.

Revenons & la réduction astatique d'un systeme de forees lides.
11 résulte de la méthode donnée précédemment que l'on peut remplacer

195) G. Darbouz, Mém. Soc. sc. phys. nat. Bordeaux (2) 2 (1878), p. 54.

196) J. reine angew. Math. 14 (1835), p. 289.

197) J. reine angew. Math. 16 (1837), p. 1/10; Werke 3, Leipuzig 1886,
p. 525/84,
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un systtme de forces liées par trois forces liées dont l'une est per-
pendiculaire au plan central, les deux autres étant dans ce plan et
perpendiculaires entre elles,

On peut encore obtenir un systéme réduit plus simple de la
maniére suivante:

Un systéme quelconque de forces lides peut é&tre remplacé par
un systéme astatiquement équivalent formé d’une force unique appliquée
au point central et de deux couples dont les forces sont rectangulaires,
les directions des bras de levier étant conjuguées par rapport a la
conique (I'). En particulier on peut effectuer la réduction précédente
de telle sorte que les bras de levier soient rectangulaires; mais
alors on peut faire tourner le triedre Ozye autour de O de fagon a
amener les deux forces de chaque couple dans les directions de leurs
bras de levier respectifs, la force unique restant normale & ces deux
bras. On peut donc [ef n° 82] choisir les axes de coordonnées de
telle sorte que toutes les coordonnées astatiques du systéme de forces
solent nulles & Vexception de

X,~P, ¥,-Q, Z-ZR

86, Les faisceaux de quadrigues homofocales enveloppées par
les plans d’égal moment. Tous les plans pour lesquels le moment
scalaire =¥+ H? + Z2? d'un systéme donné a une valeur constante M
enveloppent une surface du second degré (M) dont1'équation tangentielle
est domnée par la formule (3) du n° 84, et lorsque M varie de zéro
4 linfini, on obtient ainsi toutes les surfaces réelles d’un faisceau de
quadriques homofocales'®). Prenons les axes de coordonnées définis
au numéro 85 et pour lesquels foutes les coordonnées astatiques du
systéme sont nulles, sauf X =P Y, =@ et Z= K: l'équation
tangentielle des quadriques précédentes devient

(M? — P - (M — Q%)0* + MPw? = Rh%;
I'équation ponctuelle correspondante est alors
ES ? 2 1
wop t 'Mxy» ¢ T r

Les axes de ce systeme de coordonnées coincident done avec
les axes principaux des guadriques homofocales. Leur centre commun
est le point central de E. F. A. Minding, le plan des xy est le plan

198) Les rapports de l'astatique avec la théorie des moments d’inertie, qui
conduit également & une famille de quadriques homofocales, ont été Studiés
par D. Padelletti, Rendic. Accad. Napoli (1) 22 (1883), p. 29, Cf. aussi E.J. Routh,
Analytical statics (17 éd.) 2, Cambridge 1892, p. 183/4; (2°¢d.) 2, Cambridge 1902,
. 826/7.



138 H. E. Timerding. 1V 4, Astatique. L. Lévy.

central de E. ¥\ A. Minding. La focale imaginaire située dans ce plan
et qui a pour équation dans ce plan

x* y* 1

Pt ot =0
est enveloppée par les plans de moment nul, dont un seul est réel
(si P, @ et R sont différents de zéro), le plan central. Cette focale
coincide précisément avec la conique (I) dont il a été question plus
haut [n° 85].

Les plans de moment M qui passent par un point P, enve-
loppent un cone (C); lorsque M varie, on obtient un faisceau de
cones homofocaux. Si I'on porte sur les normales & ces plans, en P,
(dans un sens arbitraire), linverse du moment correspondant, V'extré-
mité du vecteur ainsi construit décrit une quadrique, qui est en
général un ellipsoide appelé par G. Darbouz Vellipsoide central du
point P,; les axes de cet ellipsoide coincident avec ceux des eones homo-
focaux (C) de sommet P,**"). Les axes des ellipsoides centraux
relatifs & tous les points de l'espace forment le complexe des axes de
Reye () correspondant & la famille de quadriques homofocales [n° 78].

Si Pon prend le point P, comme origine, l'équation de l'ellipsoide
central est
Xz + Xy + X2+ (Yoo + Yy + Vo@ + (Za+ Zy+ Z,ef = 1.

1l en résulte que lorsque le point P, est situé dans le plan central
(et dans ce cap seulement) l'ellipsoide central dégénere en un cylindre
daxe normal au plan central.

Par une droite quelconque g, on peut faire passer deux plans pour
lesquels le moment scalaire a une valeur donnée M; ce sont les deux
plans tangents menés par g & la surface (M) du faisceau homofocal.

Lorsque M varie ces deux plans décrivent deux faisceaux en in-
volution dont les plans doubles correspondent an maximé et au minimé
de M pour les plans passant par la droite g. ,Ces plans doubles sont
rectangulaires et, par suite, sont bissecteurs des angles diedres formés
par un couple quelconque de plans de méme moment.*

Dans un faisceau de plans paralleles, il existe toujours un et un
seul plan par rapport auquel le moment est minimé; ,c’est le plan du
faisceau passant par le point central de E.F. A. Minding.*

87. Les axes statiques de Siacci. Le théoréme de Minding.
Un systéme de forces donné peut toujours étre remplacé par un systéme
astatiquement équivalent formé d’une force uniqucAR> appliquée en un
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point arbitraire O, et de trois couples dont les bras, issus du point O,
sont dirigés suivant les arétes d’un triddre trirectangle arbitraire. Les
composantes de la force sont X, ¥, Z, quel que soit le point O et
le moment scalaire d'un des couples par rapport au plan qui con-
tient les bras des deux autres est évidemment égal an moment du
systeme donné par rapport au méme plan. Supposons que les bras
soient dirigés précisément suivant les axes de coordonnées; les coor-
donnés astatiques de 'un des trois couples seront

0; X, 0, 0;
0; Y, 0, 0;
0; 2,0, 0;

et de méme pour les autres.

Considérons alors l'ellipsoide central relatif au point O et faisons
coincider les bras des couples avec les axes principaux de cet ellip-
soide; dans ce cas, les directions des forces des trois couples sont
deux a deux rectangulaires. Il en résulte que par une rotation con-
venable autour du point O (arbitrairement choisi) on pourra donner au
corps une position telle que le systeme de forces qui agit sur lui soit
statiquement équivalent a une résultante unique appliquée au point O.
Une telle position du corps une fois trouvée, on en obtiendra trois
autres symétriques de la premidre par rapport aux axes de l'ellipsoide
central. Il existe donc quatre axes de rotation permettant d’amener
le solide de sa position primitive & ces quatre positions particulidres; ces
quatre axes ont été appelés par F. Siacci®®) les azes statiques du
point 0. Le plan qui contient deux axes statiques est perpendiculaire
au plan des deux autres.

Les supports (A) des quatre forces auxquelles le systéme donné
devient statiquement équivalent dans les quatre positions définies
précédemment sont les génératrices communes de deux cones appar-
tenant au faisceau de cones homofocaux de sommet O: ce sont les cones
qui ont pour bases les deux focales réelles du faisceau de quadriques
homofocales. Cette propriété constitue le théoréme de Minding™); de
nombreuses démonstrations en ont été données; en voici une parti-
culierement simple.

200) Atti Accad. Torino 17 (1881/2), p. 241. Cf. E. Padova, Atti Ist. Veneto
(6) 1 (1882/3), p. 1243; C. Segre, Mem. mat. fis. Soc. ital. delle scienze (detts
dei XL) (3) 6 (1887), p. 35 [1884].

201) E. F. A, Minding, J. reine angew. Math. 15 (1836), p. 37/8. Cf. aussi
G. Chrystal, Trans. R. Soc. Edinb. 29 (1878/80), p. 519; P. G. Tait, id. p. 675;
G. Plary, Proc. R. Soc. Edinb. 11 (1880/2), p. 528 [1882]; A. Astor, Nouv, Ann.
math. (3) 7 (1888), p. 88.
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Reprenons comme axes de coordonnées Oxyz les axes de symétrie
des quadriques homofocales et soient ey, &, «y les cosinus directeurs
de Oz par rapport & Oz'y'2 dans une position déterminée du triddre
Oxy’#. Pour que, dans cette position, le systéme des forces données
soit (statiquement) équivalent & une force unique ?1’1 faut et il suffit
que l'on ait
U] «P —3,Q=0. R
D’autre part, les coordonnées de la trace du support 7 sur le plan des
y# sont

Yoy — P P
) B I

Or on peut éliminer «,, @5, §,, p, entre les équations (7), (8) et Péquation
@'+ o’ = B* + p®
et I'on voit immédiatement que y et 2 satisfont & P'équation

>

De méme on verrait que la trace de f sur le plan des 2z se
trouve sur lautrc focale réelle
. 24
_“} Qi + Qi = R? .

Supposons done que la position relative des triddres Oxyz et Ox'y’s’

&

soit choisie de telle sorte que le systeme des forces F,} admette une
résultante uniqucﬁ Tellipsoide eentral relatif & chaque point m d’une
des focales réclles est de révolution, son axe coincidant avec la tan-
gente (A) & cette focale au point .

Faisons alors tourner chaque force f: d'un angle ¢ autour de la
parallele & (A) menée par m,; le systéme de forces restera équivalent
4 une force unique qui tournera en méme temps d'un angle ¢ autour
de (A) tandis que son support rencontrera constamment Pautre focale.

88, Généralisation du théoréme de Minding par Darboux.
Dans ce qui précede, on a considéré les positions particulidres du
systeme de forces mobiles pour lesquelles ce systtme est réductible
4 une force unique.

Supposons maintenant que la position relative des triddres Ozyz
et Ox'y’z" soit choisie au hasard; soit alors (H) Vaxe central corres-
pondant. Lorsque O'2'y’2 se déplace par rapport & Oxyz d'une fagon
arbitraire, (H) engendre un complexe quadratique étudié par G. Dar-
bour®?), Ce complexe contient évidemment la congruence des droites

202) Mém. Soc. sc. phys. nat. Bordeaux (2) 2 (1878), p. 40.
\Of. L.F. Painvin, Nouv, Ann. math, (2) 11 (1872), p.49, 97, 202, 289, 481, 529.*
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assujetties & rencontrer les deux focales. Il peut étre défini par la
propriété suivante: par toute droite du complexe passent deux plans
rectangulaires tangents respectivement aux deux focales réelles du
faiscean de quadriques homofocales.

Les droites du complexe qui passent par un point donné quel-
conque de l'espace forment un come du second degré. Si 'on méne
par le sommet S de ce cone les plans normaux i ses génératrices
ces plans enveloppent un autre cone qui est tangent a l'une des qua-
driques homofocales. Si Fon adjoint & ce dernier come les deux ednes
qui projettent du méme point S les deux courbes focales des surfaces
homofocales, les trois cones envisagés seront enveloppés par les plans
d'une infinité de tricdres trirectangles.

89, Axes principaux de la rotation. Tout axe d'une section
plane d’une des quadriques homofocales est une des génératrices d’un
des hyperboloides du faisceau [voir la fin du n®77]; le moment scalaire
du systeme de forces est le méme par rapport & tous les plans passant
par une de ces droites. Sur chacune delles, 4. F. Mibius®) a dé-
couvert qu'il existe deux points A, I3 ot sont appliqués deux forces
statiquement équivalentes au systeme donné, cette équivalence sub-
sistant lorsqu'on fait tourner le systéme autour de la droite 4B; en
raison de cette propriété, A. F. Mobius appelle ces droites les axes
principanz de la rotation.

90. Cas particuliers de coordonnées astatiques. Si un systome
li¢ satisfait & la condition (invariante pur rapport aux changements
d'axes) que ses trois coordonnées astatiques X, Y, Z soient nulles, on
peut le réduire astatiquement a trois couples liés dont les bras ap-
partiennent & un triddre trirectangle arbitraire. La formule (3) du
n° 84 qui donne lexpression du moment M par rapport an plan
uz + vy + w2z + h =0 devient alors
(Xu+ Xo+ Xoao) + (Yu+ Yo+ Yl + (Zu+ Zp+ Zaw)?

= M2(u? + 0® + w?);
le moment conserve donc la ménie valeur pour tous les plans paralléles
4 un plan donné. Pour tout plan réel i distance finic le moment
est, en général, différent de zéro; pour le plan de Vinfini il est indéter
miné. Les surfaces homofocales se réduisent ici & des coniques, situées
a linfini; considérons alors les cones homofocaux (€) ayant pour bases
les coniques et pour sommet un point arbitraire de I'espace [cas d du

203) Lehrbuch der Statik 1, Leipzig 1837, § 137 et suiv.; Werke 8, Berlin
1886, p. 207 et suiv.
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n° 77]. Les axes principaux de ces faisceaux de cdnes homofocaux
portent les bras de trois couples astatiquement équivalents au systéme
donné; les forces de ces couples ont en méme temps des directions
deux & deux rectangulaires®™). On peut donc mettre généralement le
solide en équilibre de quatre manitres différentes, d’od ce théoréme:

»Si un solide est en équilibre pour une position bien déterminée
du triedre Oxyz, il l'est encore (abstraction faite des translations)
pour trois autres positions au moins de ce triedre®.

Cest G. Darbouz™) qui a découvert ce théoréme, en démontrant
par cela méme linexactitude d'une proposition antérieure de A. F.
Mibius®) d'aprés laquelle un solide est en équilibre astatique, g'il
est en équilibre pour quatre positions du triedre Ozyz.

Plus particulitrement, il peut arriver que le corps reste en équi-
libre si on lui imprime une rotation quelconque autour d’une droite
de direction determinée. 4. F. Mobius®") appelle de telles droites
des awes déquilibre. Pour qu'un tel axe existe (et alors toutes les
paralltles & cet axe sont aussi des axes d'équilibre), il faut et il suffit
que le faisceau des cones homofocaux (C) définis plus haut se réduise
pour un point (et par suite pour tout point & distance finie) & un
faiscesu de cones de révolution coaxiaux. La condition analytique
est donnée par l'évanouissement du déterminant

| —(Y,+Z) X, X,
Y, ~@#Z+x) 7
z, Z, —(X+7T)

qui est symétrique, la position initiale étant supposée d’équilibre. Les
cosinus directeurs «, 8, y des axes d’équilibre par rapport & Oxyz
s'obtiennent & l'aide des relations
— (Y, 4+ 2Z)e+ Xp+Xy=0,
Ye—(Z,+X)8+ Yy=0,
Zo+ Zp— (X, +X)y=0.
.On peut formuler ce résultat d’une autre maniére en introduisant
la guadrique dont I'équation est
X+ Yy + 2,2+ 2X 2y + 2Y ys + 22,220 = 1.

204) Cest la réduction déja donnée [n° 48]: mais ici ]a résultante unique
¢'évanouit.

205) Mém. Soc. ec. phys. nat. Bordeaux (2) 2 (1878), p. 2, 20.

206) Lehrbuch der Statik 1, Leipzig 1837, § 134; Werke 3, Leipzig 1886,
p. 198,

207) Lehrbuch der Statik 1, Leipzig 1837, § 131; Werke 3, Leipzig 1886,
p. 193.
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Pour déterminer les axes principaux de cette quadrique on a & résoudre
I'équation du troisieme degré

in—g X, X, |
. A Y,—o Y, =0,
Loz, z, Z;—g‘

dont les trois racines sont toujours réelles. Si I'une de ces racines
est égale a
X+ Y,+ 7,

c'est-d-dire au viriel constant

> (Xt Yyt 4)

@
du systeme, la condition analytique cherchée se réduit & celle trouvée
plus hant. Mais alors la quadrique est bitangente & la sphére

(X, +Y,+2)@+y'+2) = 1.
Si la quadrique considérée se réduit & un cylindre (K), Péquation du
troisiéme degré doit avoir une racine nulle*
L’annulation des coordonnées X, Y, Z et du déterminant

X, X, X,
a=-|ly, v, 7
z, 2, 2z

exprime qu’il y & un faisceau de plans paralleles pour lesquels le mo-
ment M du systtme est nul. Ces plans sont alors normaux & I'un des
axes communs de tous les ¢ones homofocaux (C) correspondant & tous
les points de l'espace et en méme temps & l'axe du cylindre (K) que
nous venons de trouver.

8i ce cylindre se réduit & deux plans paralltles, et si par con-
séquent le déterminant A s'annule ainsi que tous ses premiers mineurs,
le systéme de forces est astatiquement équivalent & un couple lié. Le
moment M est alors nul pour tous les plans normaux i ces deux
plans paralleles. Le moment 2/ du systéme par rapport & un plan
queleconque est égal au produit de Vintensité dune des forces du
couple par le nombre positif qui mesure la projection de son bras
sur la normale au plan et s'annule pour les plans paralléles au bras
lui-méme; ce bras est donc perpendiculaire aux deux plans que nous
venons de considérer. Les cones homofocaux (C) sont des cones de
révolution dont V'axe est paralléle au bras du couple. En faisant tourner
le corps d’un angle convenable autour d’une perpendiculaire quelconque
au plan du couple, on peut mettre en équilibre le corps soumis i
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Paction du couple et cet équilibre persistera si l'on fait tourner en-
suite le corps d’un angle quelconque autour d’une parallele au bras
du couple™s),

JLes deux résultats précédents sont d’ailleurs compris, comme cas
particuliers dans les propositions suivantes, ot X, ¥, Z peuvent prendre
des valeurs quelconques:

Pour que le systéme des forces soit astatiquement équivalent a
deux forces F:,T«": appliquées respectivement en deux points P, P,,
il faut et il suffit que les quatre déterminants

X X, X, X, X X! X, X, X
A=~|Y ¥, Y|, A=|Y, Y Y|, A—-|Y, Y, ¥
" z z, z Z, 7 Z |z, 2z, z

X, X, X,

A——‘!Yz Y, T,

14, Z, Z,

que Ton peut extraire de la matrice des coordonnées astatiques soient
tous les quatre nuls, 'un au moins des premiers mineurs de A,, A, A,
et A n'étant pas nul. Le moment scalaire M du systéme est alors
nul pour tous les plans passant par P, P,

JPour que le systeme des forces soit astatiquewent équivalent &
une foree unique? appliquée en un point P, il faut et il suffit que
tous les premiers mineurs de A,, A, A, et A soient nuls. Le moment
scalaive M du systéme est alors nul pour tous les plans passant par P.*

Dans les deux cas précédents il n’y a plus de plan central [n° 851

208) E. J. Routh, Analytical statics, (2° éd.) 2, Cambridge 1902, p. 352/5.

Cet article a été reva et mis au point par K. Garnder qui a, en particulier,
rédigé & nouveau les n> 12, 28, 59 & 61, 65 2 76 ot 79 1 90.

IV5. GEOMETRIE DES MASSES.

Expos#, D'APRES L'ARTICLE ALLEMAND DE G. JUNG (MILAN),
PAR E. CARVALLO (pARIS).

Introduction.

1. La notion de systéme de La géometrie des masses')
vient de I'idée de considérer les points de l'espace mon pas purement
ef simplement, mais de les affecter de nombres appelés masses, &
volonté positifs ou négatifs?). La signification du mot masse est ici
détournée de sa signification physique; les masses de la théorie

1) Le nom ,géométrie des masses a été introduit pour la premidre fois
par J. N. Haton de la Goupillitre [Sur une théorie nouvelle de la géométrie des
masses, These, Paris 1857; J. He. polyt. (1) cah. 87 (1858), p. 85/98; cof. Revue
gén. sc. 4 (1893), p. 387 eb suiv.]; plus tard il a 66 accepté par quelques
autres aunteurs, par exemple I. (J.) Somov [Rationalinaja mechanika 1, S* Péters-
bourg 1871; 21, St Pétershourg 1872; 2* (posth.), St Pétersbourg 1877; trad. par
A. Ziwet, Theoretische Mechanik 2, Leipzig 1879, p. 1/107 (chapitre d’introduction
a la statique et & la dynamique)] et W. Schell [Theorie der Bewegung und der
Krifte (2° éd.) 1, Leipzig 1879, p. 72/143].

Abstraction faite du nom, on peut trouver la premiére idée d'une géo-
métrie des masses dégagée de la mécanique, aussi bien qu'une cinématique ou
géométrie du mouvement séparée de la mécanique, chez L. N. M. Carnot [Géomé-
trie de position, Paris 1803, p. 336/8, 483; De la corrélation des figures de géo-
métrie, Paris 1801, p. 158/9]. Plus tard M. Chasles [Apergu historique sur I'origine
et le développement des méthodes en géométrie (1 éd.) Mémoires couronnés Acad.
Bruxelles in 4°, 11 (1837); (2° éd.), Paris 1875, p. 105, 220/1, 397 et autres] a
guivi la méme idée.

La cinématique fut levée par 4. M. Ampére, qui fut suivi par la plopart
des géombtres, 3 une discipline propre [cf. IV 6, 1]; la géométrie des masses ne
Test pas encore aujourd'hui, quoique déja un matériel suffisant soit réuni pour cela.

2) L'expression ,,point affecté d'un coefficient” est employée par A. F. Mobius,
Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827, p. 5 (§ 3); Werke 1, Leipzig 1885, p. 28.

H. Grassmann [Geometrische Analyse (mémoire couronné par la Société
Jablonowski & Leipzig en 1846), Leipzig 1847; Werke 1%, publ. par F. Engel,
Leipzig 1894, p. 375] appelle les points masses des ,grandeurs points“; voir
aussi W. Schell [Theorie der Bewegung ), (2¢6d.) 1, p. 73] et L. Cremong [Elementi
di caleolo grafico, Turin 1874, p. 59].
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géométrique signifient en effet des nombres susceptibles d'une inter-
prétation particulidre a chaque application. C'est ainsi que dans I'étude
des corps graves elles représentent des masses ou des poids propre-
ment dits; mais dans la théorie des erreurs, par exemple, le mot
poids est pris dans sa signification figurée. Ainsi les masses peuvent
représenter des quantités d’électricité ou de magnétisme, des intensités
lumineuses ou des quantités de chaleur, etc. Dans la démographie
ce sont des nombres de personnes qui sont compris dans une méme
limite de temps ou d’espace, etc. En géométrie, les masses peuvent
étre représentées par des segments rectilignes de longueurs et de sens
déterminés pris dans une direction arbitraire mais commune, chaque
segment ayant pour origine le point masse correspondant®).
Toutefois la signification principale de la géométrie des masses
est celle de la mécanique. Car elle comprend tous les problemes qui
concernent la théorie des moments statiques et du centre de gravité,
puis la théorie des moments d’inertie et de déviation.
Nous désignons un point masse par le symbole
«d

le facteur numérique o est la masse et le symbole A désigne la
position du point.

Si ¢ =1, on écrit seulement A, et le point est alors appelé
point simple par H. Grassmann?).

L’ensemble de » points masses

o, d; (i=1,2,..,n),

qu'on peut représenter par le symbole
(4,
(“A))

;

ou simplement

g'appelle systéme de masses;

A"'SS’.“S
=1

8) De tels segments, de direction mais arbitraire, représentent des

masses scalaires. Si l'on veut étendre la notation des «; & des grandeurs orien-
tées, on arrive & la notion des masses vectorielles a,.A,.) qui seraient représentées
par des vecteurs o; non paralldles, issus des ;. Si l'on désigne les sommes géo-
métriques (vectorielles) par le symbole Zguom., 18 masse totale du systéme est
donnée par le vecteur p = Xyiom ¢ qui peut d'aillenrs &tre nul. Du reste la re-
préentation des vecteurs qui sont attachés aux points simples de 1’espace est lide
de la fagon la plus étroite a4 la théorie des systemes de forces lies, qui est
traitée dans l'article IV 4, n°* 79 et suiv.; pour ce qui regarde l'idée des masses
vectorielles, voir en particulier ce qui concerne 'équilibre astatique et I’équi-
valence astatique.

2. Moments polaires linéaires. 147

est la masse totale. Les points masses peuvent étre en nombre infini
et former un continuum. Dans ce cas, que nous traiterons au n°® 28,
les sommes discontinues X se changent en intégrales.

Moments linéaires. Le centre de gravité.
2. Moments polaires linéai Diff pé de points

masses. Un systtme de masses étant donné, on peut attacher & cha-
que point de 'espace un vecteur déterminé de la fagon suivante. Soient

T, Y, 2
les coordonnées du point considéré P;

iy Yus %
les coordonnées d’un point 4; du systdme, de masse «,. Les compo-
santes du vecteur attaché au point P sont par convention

1 & =§ui(z¢—x), % =%: a(y,—y), ¢ gui(zi_z)‘

Ce vecteur s'appelle le moment polaire du systtme de masses par
rapport au point P pris comme péle!). Soient
g, ¢
les composantes du moment polaire pour un autre point P’ de co-
ordonnées «, ¥, #; on a
@) E—F=p@E'—a), 1—7=pl—y) (—F=plE—2)
Si p est différent de zéro, il existe un point unique S pour lequel

le moment polaire g'annule. Ses coordonnées z,, y,, #, sont données
par les formules

® ga..@.-—x,)a», D=1 =0, Dlafa—2z)=0,

B 3] [}

ou
(32) !"”s=2°‘4-”.*; BY, = %Y B, Z“a’r
@) [C] )

Ce point s'appelle le centre de gravité du systeme de masses®).

4) Sur la dénomination de ,moment polaire" voir W. Schell, Theorie der
Bewegung?), (2° éd.) 1, p. 74; H. Grassmann [Die lineale Ausdehnungslehre,
Leipzig 1844; (2° 6d.) Leipzig 1878; Geom. Analyse?); Werke 1%, p. 161, 875] ap-
pelle moment polaire®®) d'un point masse ,l'excés du point a4 sur le pdle P*;
p- 378 on trouve aussi le nom de d. ¥ du point multiple carzé
aA4* [cf. n° 10, note 38], de fagon que le moment polaire linéaire d'un systéme
de masses est identique & la ,,grandeur moyenne* de H. Grassmann.

5) Sous cette forme (3a), le centre de gravité a été introduit pour la
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[l demeure inchangé si toutes les masses sont multiplides par un
méme nombre.

Les coordonnées x,, y,, 2, permettent de représenter les compo-
santes du moment polaire pour un point quelconque P ainsi
O] f=u(z,—a), n=ul.—y), t=upl,—2)

Le moment polaire du systtme de masses est dome, pour tout
pole, égal an moment de la masse totale concentrée au centre de
gravité, On en déduit le théordme suivant:

Pour obtenir Je moment polaire d’un systéme de masses pour un
pole quelconque, il suffit de construire le vecteur qui va de ce pole
au centre de gravité et de le multiplier par .

Inversement, si I'on connait le moment polaire pour un pole P°),
il en résulte une construction simple du centre de gravité?).

Si g =0, les équations (3) sont généralement impossibles. Les
équations (2) deviennent alors

=& n=v, {=¥;
le moment polaire I est alors le méme pour tout point de I'espace®).
Désignons par ; ce vecteur. Si Z est différent de zéro, le systéme de
masses est dit systéme magnctique®); le vecteur ;est I'axe du systéme
magnétique’®); on peut dire que le centre de gravité S du systéme
est rejeté & linfini dans lu direction du vectewr ;

premiére fois par P. Varignon, Hist. Acad. sc. Paris 1714, éd. 1717, M. p. 77. [Cf.
IV 4, 21, 69, 81).

6) On trouve ce moment par la construction du vecteur PP égal & la
somme géométrique des segments «, Pd,.

7} I (1) Somov [Racionalinaja mechanika !); trad. 4. Ziwet, Mechanik 2, p. 20]
attribue cette construction du centre de gravité qui est indépendante des mo-
ments linéaires plans [cf. n° 8] & B. de Suint Venant; mais elle se trouve aussi
pour un systdme de points simples dans L. N. M. Carnot [Corrélation des figures
de gdom. '), p. 152/4, 168/9]; pour un systéme générel (défini A la fin du n° 2)
elle & ét¢ donnée par G. Bellavitis, Sposizione del metodo delle equipollenze
[Mem. mat, fis. Soc. ital. delle scienze (1) 25 (1855), math, p. 225 (Modene) [1835];
trad. par C. A. Laisant, Exposition de la méthode des équipollences, Paris 1874],
par A. F. Mobius [Elemente der Mechanik des Himmels, Leipzig 1843; Werke 4,
Leipzig 1887, p. 124], puis par H. Gr [Die lineale Ausdek lehre 4),
§ 24, 101; Werke 1%, p. 72, 168] et enfin par B. de Saint Venant [C. R. Acad.
sc. Paris 21 (1845), p. 623].

8) H. Grassmann, Geom. Analyse®); Werke 1%, p, 875,

9) Le nom de ,systtme magnétique* est justifié par ce fait qu'un systéme
de masses magnétiques représente un pareil systéme [H. Grassmann, Die lineale
Ausdehnungslehre®), §104; Werke 17, p. 170/2]; voir aussi E. Beltrami [Ann. mat.
pura appl. (2) 10 (1880/2), p. 252; Opere 3, Milan 1911, p. 476]; cf. notes 40 et 55.

3. Moments linéaires planaires. 149

Mais il se peut que les équations (3) soient identiquement satis-
faites, en sorte que non seulement g soit nul mais qu'en outre le
vecteur ;s’annule aussi. Alors le moment polaire est nul pour tout
pdle de lespace et tout point peut &tre regardé comme centre de
gravité du systtme!). Le systtme de masses s'appelle dans ce cas
systéme indifférent.

i toutes les masses ont le méme signe, la masse totale a une
valeur finie différente de zéro et l'on trouve toujours un centre de
gravité déterminé & distance finie. Le systtme de masses s'appelle alors
systéme pesant parce que des masses pesantes fournissent un exemple
d'un tel systeme. La théorie des systémes pesants se distingue de la
théorie des systemes généraux, principalement dans Pétude des moments
quadratiques qu’on verra plus loin (ces moments sont nécessairement
tous positifs dans les systémes pesants, parce qu'on y suppose tous
les @, positifs).

Nous appellerons systéme de masses général un systéme dont la
masse totale est différente de zéro, méme si les masses données n'ont
pas toutes le méme signe.

3. Moments linéaires planai M tatiq par rap-
port & un plan. On appelle moment statique d'un systéme de masses
relativement & un plan %) ou moment planaire lindaive Vexpression
scalaire qu'on obtient en multipliant la masse de chaque point du
systtme par la valeur algébrique de sa distance au plan = et en
ajoutant les produits obtenus, la valeur algébrique de la distance d'un
point & un plan étant la valeur absolue de la distance précédée du
signe + ou du signe — suivant que le point est d’un eoté ou de
Yautre du plan. Soit

Uz+ Vy+ We=1

10) H. Gr Die lineale Ausdel lehre ¢), § 102; Werke 1%, p. 168/9;
cf. note 5. H. Grassmann remarque ici (p. 189) que le vecteur ;représente un
point éloigné & I'infini dans la direction du vecteur et qu'il apparait comme la
moyenne ou l'aze moyen des points masses.

Quelques auteurs appellent ce systéme ,abarycentriques (schwerpunktslos),
mais on doit entendre par 1 seulement l'absence de centre de gravité & distance
finie [cf. H. Gr: Die lineale Ausdeh lehre ¥), p. 144; Werke 1%, p. 170].
Le centre de gravité demeure déterminé; seulement, dans ce cas, il est & l'infini.
Voir aussi 4. F. Mibius, Der barye. Calcul?), p. 11 (§ 9); Werke 1, p. 33.

11) A. F. Mbius [Der barye. Calcul?), p. 12 (§ 10); Werke 1, p. 34] dit:
»le systtme n'a pas de centre de gravité“, mais on entend par la qu'il n'a pas
un centre de gravité détermine.

12) La notion de moment statique remonte & Archiméde, émenidwy Loogoomiy
7} xévroe fogdw dmmédoy, prop. 6 et 7; Opers, éd. J. L. Hesberg 2, Leipzig 1881,
p. 152/61.
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Téquation du plan =, le moment statique du systtme de masses
(e, 4;) est

®
ou, d'apres (3a),
(ba) M

w(Uz,+ Vy,+ Wz, — T)

Le moment statique d'un systéme de masses général est done,
pour tout plan de I'espace, le moment statique de la masse totale
concentrée au centre de gravité; il est égal au produit de cette masse
totale par ln distance du centre de gravité au plan de référence’®).

En particulier il est nul pour tous les plans qui passent par le
centre de gravité; autrement dit, le centre de gravité S est I'enveloppe
des plans pour lesquels le moment statique est nul.

Si le systeme est un systéme magnetique, on a g =0 et ¢ diffé-
rent de zéro. Pour un plan quelconque de référence, le moment
g'obtient en projetant Yaxe ¢ sur la mormale au plan'*). Le moment
statique a done son maximé g pour les plans perpendiculaires a la
direction de V'axe ¢; les plans paralldles & I'axe ¢ du systbme donnent
un moment nul [ef. n° 5].

Le t statique d'un systéme indifférent est nul pour tous
les plans de Yespace.

4. Projection d'un systéme de masses sur un plan. Systdme
rectiligne. On appelle projection d'un point masse 4 sur un plan =
le point masse @A, qui a pour masse la masse & du point ¢4 et
pour position A4, la projection du point 4 sur le plan =. En parti-
culier le centre de projection peut &tre i Yinfini. Dans ce cas la
projection d'un systéme général donne lieu aux propositions suivantes:

1°) Le centre de gravité S, de la projection d'un systéme sur
un plan = g'obtient en projetant le centre S du systéme donné eur
le plan x. En particulier si le plan = passe par S, S, coincide
avec S19).

18) A. F. Mebius [Der baryc. Caleul®), p. 5 (§ 3); Werke 1, p. 28] fonde
sur cette propriété la définition du centre de gravité.

14) K. (Ch) Culmann |Die graphische Statik (1 éd.), Zurich 1866, p. 25;
(2* éd.) Zurich 1875, p. 88] emploie pour la projection sur la normale & un
plan l'expression antiprojection sur le plan. Exemples: 1°) la hauteur d'une pyra-
mide est l'antiprojection sur sa base de chacune des arttes passant par son
sommet; 2°) un des cdtés de l'angle droit d'un triangle rectangle est l'anti-
projection de I'hypoténuse sur I'antre coté de I'angle droit. Voir aussi L.Cremona,
Calcolo grafico®), p. 26

B. Théorémes sur le centre de gravité. 151

2°) Le moment polaire du systdme projeté sur # pour un point
P, du plan % est un vecteur de ce plan. On l'obtient en projetant sur
a le vecteur qui représente le moment polaire du systeme de I'espace
pour le méme point P,.

3°) Le moment statique du systéme plan pour une droite d, du
plan z s'obtient en prenant le moment statique du systéme pour le
plan mené par la droite d, perpendiculairement au plan .

La projection orthogonale d’un systéme magnétique sur un plan
quelconque forme encore un systme magnétique dont l'axe est la
projection du vecteur ¢ sur le plan. Mais si le plan est perpen-
diculaire & V'axe du systtme de Pespace, le systéme projeté est un
systéme indifférent.

Des propositions analogues peuvent étre établies pour des systémes
rectilignes obtenus en projetant les points masses sur une droite.

b. Théordmes sur le centre de gravité. Centre des moyennes
distances. Les équations (3) du n° 2, qui définissent le centre de
gravité comme le point pour lequel le moment polaire est nul, com-
portent Vinterprétation géométrique suivante:

On peut avec les segments qui joignent le centre de gravité S
& chacun des points du systéme multipliés respectivement par les masses
«, former les cotés d’un polygone fermé.

Inversement, quon prenme un polygone fermé quelconque par-
couru dans un certain sems de circulation, puis qu'a partir dun
point S on méne les vecteurs S’—;i‘ représentés par les cotés du
polygone, le point S sera le centre de gravité des extrémités A, de
ces vecteurs.

Les équations (3a) du n° 2 peuvent &tre écrites symboliquement

6) Zu‘A,-=yS ou S=52u,4,.

[0 ©

15) Les rayons projetants sont liés par la relation

Do A4S = uSS.

@
En d'autres termes, SS5° peut étre regardé comme le vecteur moyen des vecteurs
a; A, A" Sia; est lo pied de la perpendiculaire abaissée d'un point P quel-
conque de Y'espace sur S4,;, on &

D84, Sa; =0,

[0}
Pour le cas out ;=1 pour chacun des indices i, voir L. N. . Carnot, Corré-
lation des figures de géom.’), p. 161.
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Le centre de gravité apparait ainsi comme le goint micyn’®) ou
bien, si on l'affecte de Ja masse totale du systéme, comme la somime'T)
des divers points du systdme.

Qu'on partage un systéme de masses général en systémes par-
tiels, quon prenne le centre de gravité de chaque systtme partiel
muni de la masse totale du systtme partiel, qu'on premne enfin le
centre de gravité des points masses ainsi obtenus, on aura le centre
de gravité du systtme donné. Si toutes les masses d'un systeme sont
sur une droite ou dans un plan donné, le centre de gravité est sur
cette droite ou dans ce plan.

En conséquence:

Si le systtme peut étre divisé en parties telles que les centres
de gravité partiels soient sur une méme droite ou dams un méme
plan, cette droite ou ce plan passe par le centre de gravité du systime
total. On dit que c'est une droite de gravité ou un plan de gravité.
On peut toujours diviser le systtme en deux ou en trois parties; cela
fera connaitre une droite ou un plan de gravité!®).

De 13 une méthode simple pour trouver dans bien des cas le
centre de gravité d'un systtme donné [voir n° 24].

En particulier si toutes les masses du systtme sont égales & 1
les coordonnées du centre de gravité S sont

R

N o e o
O y =Bttt

La distance du point § & un plan quelconque est donc la moyenne
des distances de tous les points du systtme au méme plan.

Pour cette raison, le centre de gravité est alors appelé centre des
moyennes distances®®). Tout plan de symétrie ou axe du systeme des
points A4, passe par le centre de gravité.

18) H. Giassmann, J. reine angew, Math, 24 (1842), p. 271; Werke 17, publ.
par F. Engel, Leipzig 1894, p. 72, 618; cf. n° b, note 19 et n° 7, notes 26 et 27.

17) A. F. Mcbius, Der baryc. Caleul?®), p. 25 (§ 22); J. reine angew. Math. 28
(1844), p. 7/8; Werke 1, p. 44, 611; H. Grassmann, Geom. Analyse?), § 15; Werke
1%, p. 878; cf. n° B, note 21.

18) Si p, et p, sont les masses des centres de gravité partiels S, et S;, on a

bt ug=p et S8 A, S8=0.

19) L. N. M. Carnat, Corrélation des figures de géom. ), p. 164. J.V. Poncelet
J. reine angew. Math., 8 (1828), p.213/72] envisage le centre des moyennes

3. Théordmes sur le centre de gravitd. 163

Dans un systéme magnetique le centre de gravité est rejeté a
infini dans la direction de Y'axe [n°2]. Clest le point S.. Les pro-
positions établies pour un systéme général se modifient alors ainsi:

L'enveloppe des plans de moment statique nul®) est le point S..
[n° 3] et le vecteur_; peut étre regardé comme la somme des points
masses «; A, au moyen de V'équation?)

>
Z“iAs= q.
@)

Si Yon partage un systéme magnétique en deux parties non magné-
tiques, la droite qui joint les centres de gravité des deux systémes
partiels est paralltle & la direction de I'axe du systéme maguétique.

Les masses des deux systémes partiels sont alors égales et de
signes contraires. Si I'on multiplie leur valeur absolue par la distance
des deux centres de gravité, on obtient la longneur ¢ de V'axe ; En
particulier, la direction de l'axe s'obtient en joignant un point quel-
conque du systtme au centre de gravité des autres; la ligne de jome-
tion est égale a ——al";, @; étant la masse du point choisi. Si un
systtme magnétique est formé de systémes magnétiques partiels, Vaxe
du systéme total ; est la résultante des vecteurs gz qui correspondent
aux systémes partiels, ce que l'on peut représenter par 1'‘équation

> >
2 %=q
@)

Dans un systtme indifférent tout point de I'espace est centre de
gravité [n°2). La somme des n points o, A, est nulle.

Si l'on partage un systtme indifférent en deux systemes partiels
non indifférents, les deux centres de gravité coincident. En particulier,
tout point d'un systéme indifférent coincide avec le centre de gravité
du reste du systéme; réciproquement un systéme général devient un
systeme indifférent si on lui ajoute, au centre de gravité, une masse
égale & la masse totale du systtme changée de signe.
distances comme le centre de !a moyenne barmonique relativement au plan de
Pinfini [ef. n° 11]; voir aussi M. Chasles, Apercu bist.”), (2° éd.), p. 616, 718,
H. Grassmann [J. reine angew. Math. 24 (1842), p. 271; Werke 27, publ. par
E. Study, G.Scheffers et F. Engel, Leipzig 1894, p.12] disait ,moyenne har-
monique par rapport & un plan* au lien de centre de moyenne harmonique et
wmoyenne des points au lieu de centre des moyennes distances.

20) A. F. Mibius, Der baryc. Calenl®), p, 9/12 (§ 8, 9); Werke 1, p. 81/3.

21) H. Grassmann, Geom. Auslyse?), appendice III, § 20; Werke 17, p, 308;
ef. n° B, note 17.
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6. Coordonnées barycemtriques. Si le systéme de masses est
formé seulement de deux points masses «; 4, et @y.4;, nous pouvons
choisir la droite A, 4, pour axe des z. Alors les coordonnés y et z
des points 4,, 4, et du centre de gravité S sont nulles et la coor-
donnée , a pour valeur

w, T, 0y Ty
® SRR T

Le point S partage le segment 4, 4; en parties inversement pro-
portionnelles aux masses o, et «,; il est & l'intérieur du segment ou
& l'extérieur suivant que e, et «, sont de méme signe ou de signes
contraires®®), Si l'on a

= —ay,
S est & Vinfini sur la droite 4,4, [n° 2]

Pour abréger, nous passons le cas de trois points masses. Soit

un systéme composé de quatre masses

o dy, oy dy; aydy, e A,
Le centre de gravité S est sur chacune des trois droites qui vont du
centre de gravité des deux masses placées aux extrémités d’une aréte
au point analogue de l'aréte opposée; il partage chacune d’clles dans
le rapport inverse des masses placdes aux extrémités de cette droite.
La distance du point S & Vune des faces du tétraedre est & la hauteur
correspondante, comme la masse o, du sommet correspondant 4, est &
la masse totale
s=atat ot

Qu’on laisse maintenant fixes les quatre sommets 4,, 4,, 45, 4, et
qu'on change seulement leurs masses e, &,, o3, &,, en laissant cons-
tante leur somme p; chaque quadruplet (e ¢3e56,) définit un point S
unique et inversement chaque point S définit un quadruplet unique
(o gty @y)-

Ces quatre valeurs o, @, o5, &, sont les coordonndes barycen-
triques du point S relativement au tétraédre fondamental A, 4; 4, 4,*).
Elles ont été introduites par A. F. Mibius et employées dans son
Caleul barycentrique?) en 1827. Ce sont les coordonnées homogenes
introduites pour la premitre fois dans la géométrie analytique®). Les

22) Cette loi du levier remonte & Archiméde. Cf. note 12 et l'article IV 1.

23) Elles sont proportionnelles aux tétratdres qui ont pour sommet com-
mun § et pour bases les quatre faces A; qui sont opposées aux sommets A, dans
le tétrakdre fondamental.

24) Voir H. R. Baitzer dans A. F. Mibius, Werke 1, Leipzig 1885, préface
p. IX, et ce que H. Grassmann [Die lineale Ausdehnungslehre*), § 117; Werke 17,
p. 193] appelle ,barycentrisches Richtsystem" de A.F. Mobius.

7. Le systéme de masses envisagé comme un systtme de forces paralldles. 155

coordonnées tétraédriques de J. Plicker®) dérivent des coordonnées
barycentriques en multipliant celles-ci par un facteur constant arbitraire.

7. Le sy de envisagé un systéme de forces
paralldles. Les propositions données dans les numéros précédents
prennent une interprétation caractéristique quand on représente chaque
masse «, par un segment 4, B; mené & partir du point 4; paraliéle-
ment 3 une direction u et dans un sens correspondant an signe de ¢,
On arrive ainsi aux théortmes connus de la statique des corps solides
[voir IV 4, 81].

Dans le cas d'un systéme de masses général, c'est-a-dire tel que g
soit différent de zéro, on peut trouver un segment résultant SR*)
appliqué au centre de gravité S. Comme la direction % est arbitraire,
si l'on fait tourner les segments A, B, d'un angle ¥ autour des points
A; en les laissant paralleles, la résultante SR tourne du méme angle
autour de S.

Les segments A B; peuvent &tre regardés comme des forces ap-
pliquées aux points A,;; S est le centre des forces paralleles 4, B,).

Si Yon prend toutes les masses égales & 1, les segments §.4,
peuvent représenter un systéme de forces appliquées au point S ef
se faisant équilibre. $i, au point S, on applique » forces ne se fai-
sant pas équilibre, leur résultante est le segment nSB obtenu en
multipliant par » le segment qui a pour origine le point S et pour
extrémité le centre des moyennes distances M des extrémités des seg-
ments qui représentent les forces.

Si T'on remplace un systéme magneétique par un systéme de forces
paralléles, appliquées aux points masses et ayant pour intensités ces
masses ®), ces forces se font équilibre quand leur direction w coincide
avec la direction de P'axe du systtme magnétique; mais si la direction
u fait avec celle de I'axe magnétique un angle @, les forces forment
un couple de moment g sin @*). On peut prendre le bras de levier

25) J. reine angew. Math. 5 (1880), p. 1; Wiss. Abh. 1, Leipzig 1895, p. 124.
Voir aussi G. Bellavitis, Mem. mat. fis. Soc. ital. delle scienze (1) 25 (1855), math.
p. 225/309 [1835]; trad. C. A. Laisant, p. 90/1.

26) A canse de cette propriété du centre de gravité, D. Chelini [Mem. Ist.
Bologna (2) 10 (1869/70), p. 348] le nomme point résuliant du systéme des
points «; 4.

27) Voir A. F. Mébius, Lehrbuch der Statik 1, Leipzig 1887, § 105/6; Werke 3,
Leipzig 1886, p. 151/5.

28) A. F. Mobius, Statik?’) 1, § 107; Werke 8, p. 155/6; et anssi I'article
IV 4, n° 83,

29) Le couple peut dtre envisagé comme une force infiniment petite ou de
longueur nulle rejetée & V'infini. Voir l'article IV 4, n° 21. Sur la composition
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du couple dans la direction de l'axe du systéme magnétique et lui
donner une longueur arbitraire a; des lors les forces du couple ont
pour intensité Z et tournent autour de leurs points d’application en
méme temps que les forces du systéme donné.

En particulier, on peut rédnire le systéme de forces paralléles &
un couple en réduisant i une force un certain nombre des forces
du systéme, qui ne se réduisent pas & un couple, et en composant de
méme les autres forces du systdme. Les deux résultantes partielles
forment alors le couple.

Si l'on remplace les masses dun systéme indifférent par des forces
paralleles, celles-ci sont en équilibre quelle que soit la direction
choisie pour ces forces®).

8. Systémes congruents et systémes semblables. D'un systéme
de masses on déduit un systéme de masses comgruenf par un simple
déplacement dans l'espace. Par rapport au systéme, la position du
centre de gravité demeure la méme. Qu'on change le signe de la
masse «; du point «,4; du second systéme, il formera avec le point
masse «,A; du systéme primitif un systéme magnétique; tous les syste-
mes magnétiques (¢ =1, 2, ..., ») réunis forment encore un systéme
magnétique qui comprend les deux systémes congruents considérés.
De la résulte [voir n° 4] Péquation remarquable®)

Z“iAiAi, = .“‘SS’:

@
ol § et S’ représentent, les centres de gravité des systémes congruents
donnés, et ot X désigne la somme géométrique des vecteurs.

D'un systeme de masses on peut déduire un autre systeme par
une transformation homographique d’affinité (ou, en particulier, de
similitude) de l'espace. La méme transformation faite sur le centre de
gravité du premier systtme I'améne sur le centre de gravité du second
systeme®) [cf n° 24]

Moments quadratigues. Le systéme antipolaire.

9. Les différentes espdces de moments quadratiques et leurs
significations respectives. Le moment quadratique d’un systéme de
de telles forces dans le plan de I'infini voir K. (Ch.,) Culmann, Graph. Statik 4),
(1 éd.) p.106/18; (2°6d.) p.160/74, 187/91, 219, 253; trad. par G. Glasser, J. Jucquier
et A. Valat, Traité de statique graphique, Paris 1880, p. 150/68, 177/81, 209, 243.

30) 4. F. Mibius, Mechanik des Himmels?), § 76; Werke 4, p. 134. 1l en
déduit le théordme de la comservation du centre de gravité.

31) Pour les figures semblables, le théore te & Archiméde. Cf. IV 1.
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masses par rapport & un point, & une droite ou & un plan est une ex-
pression scalaire; pour l'obtenir, on multiplie chague masse par le
carré de sa distance au point, & la droite ou au plan et on ajoute les
produits. Les distances & la droite ou au plan peuvent &tre évaludes,
soit suivant la perpendiculaire, soit suivant une direction oblique
donnée. Les moments quadratiques sont aussi appelés moments d'inertie
polaires oJ,, axiaux J, ou planaires J, suivant qu'ils se rapportent &
un point, une droite, ou un plan. On appelle rayon de giration un
segment dont le carré multiplié par la masse totale du systéme re-
produit le moment d'inertie. Le rayon de giration est, comme le
moment d'inertie correspondant, polaire k,, axial k; ou planaire k,*?).

Choisissons dans l'espace un systéme de trois plans perpendieu-
laires quelconques £, %, { pour définir un systéme de coordonnées. Les
moments d’inertie correspondants pour un systeme de masses (¢ A4)
sont donnés par les expressions

2”12i2~

© J; 2”‘;’”-’27 g, = 2"‘;' AR

@ ) @

Ties moments d’inertie pour les axes z, ¥, 2 sont alors®)

32) I. (J.) Somov [Rationalinaja mechanika?); trad. A. Ziwet, Mechanik 2,
p. 581] adopte pour le moment d’inertie J, I'expression employée par L. Euler
de ,,moment d'inertie; mais, contrairement & X. (Ch.) Culmann [Graph. Statik 14),
(17 éd.), p. 160/80; Statique graphique*’), Paris 1880, p.367], W.Schell [Theorie
der Bewegung?), (2° éd.) 1, p. 100/5] et E.J. Routh [A treatise on the dyna-
mics of a system of rigid bodies, (6° 6d.) 1, Londres 1897; trad, A.Schepp, Die
Dynamik der starren Kérper 1, Leipzig 1898, p. 2], il remplace la dénomination
de J. P. M. Binet [J. Ec. polyt. (1) cab. 16 (1813), p. 42] ,moment d'inerfie par
rapport 4 un plan‘ par l'expression de ,moment quadratique par rapport 3 un
plan*. J. N. Haton de la Goupillitre [J. Ec. polyt. (1) cab. 37 (1858), p. 73/6],
appelle les moments d'inertie J,,, J, Jp respectivement ,,moment d’inertie, somme
d’inertie, moment central d'inertie*; mais plus tard [Revue gén. sc. 4 (1893), p.340]
il emploie la dénomination que nous employons ici.

Déja L. Euler [Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum, Rostock et
Greifswald 1765, p. 166 avait (pour les masses pesantes) employé la quantité J,
sous la forme pk,*. L. Poinsot [J. math. pures appl (1) 16 (1851), p. 73] se rat-
tachant & L. Ewler introduisit pour la premitre fois la notion de rayon d'inertie
k; qu'il appelait ,bras dinertie autour de 'axe @“. J.N. Haton de la Goupillisre
(comme aussi J. Mac Cullagh) donne aux rayons d'inertie &,, &, et %, respective-
ment les noms de ,rayon de giration, module de giration, et rayon central
de giration. . Schell [Theorie der Bewegung ), (2° éd.) 1, p. 78, 100], dit au
contraire respectivement ,rayon d'inertie, bras d'inertie et rayon polaire du
moment quadratique®. I (J.) Somov [Rationalinaja mechanika?); trad. 4. Ziwet,
Mechanik 2, p. 74] n’emploie aucun nom particulier pour k.

88) L. Euler, Theoria motus %) p, 176/7.
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J,= ;’a.(m £ =+ iy

(10) Jy= Dt =Tt 7,
J= %’u‘(wiu 9 =T+ J,.

Ainsi, pour obtenir le moment d’inertie J, pour un axe quel-
conque d, il suffit d’ajouter les moments d’inertie par rapport a deux
plans rectangulaires passant par l'axe.

Inversement, on a

A Te= 3, + I — D), I, =3+ I, — &), Jy=3(J, +J,~ J).
Le moment polaire J;, pour Yorigine 0 des coordonnées est

a2 5= (Z)‘(z— YAt ) = dpt Iy o= R T ).

Le moment d'inertie J pour un point quelconque P est donc égal
4 la somme des moments d’inertie pour trois plans perpendiculaires
passant par ce point; il est aussi égal & la demi-somme des moments
d’inertie pour trois axes rectangulaires passant par ce point.

On peut aussi écrire
(13) Ty= Tt Ty= Ty Ty T+,
ou

Fo=dy= Ty Ty=dy—d,, Fo=Jy— 1,
Ainsi pour trouver le moment d'inertie J, pour un plan =, il suffit
de prendre le moment d'inertie pour un point quelconque de ce plan
et d’en retrancher le moment d'inertie par rapport & un axe mené par
le point choisi perpendiculairement au plan donné.

Les moments d’inertie ne sont pas nécessairement positifs si les
masses «; peuvent &tre i volonté positives ou négatives, mais si I'on
suppose le systéme pesant (ou plus généralement tous les e > 0), les
moments d'inertie sont essentiellement positifs. Par suite, le cas parti-
culier des systtmes pesints conduit aux théorémes suivants:

8i Yon prend trois axes rectangulaires passant par un point P,
chaque moment d'inertie est plus petit que la somme des deux autres
(6quation 11); chacun d’eux est plus petit que le moment polaire par
rapport au point P (équation 12). Le moment d'inertie par rapport
4 un plan est plus petit que le moment d'inertie par rapport i toute
droite de ce plan (équation 10), plus petit aussi que le moment d'inertie
pour tout point du plan (équation 13).
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Aux moments quadratiques se rattachent aussi ce qu'on appelle
les moments de déviation™), on produsts d'inertic, ou moments centri-
fuges®). On choisit deux plans quelconques £ et #, on prend les
distances 2; et y, d’un point («,4;) du systéme & ces deux plans paral-
lelement & des directions choisies, on multiplie leur produit zy, par
la masse «; correspondante et on fait la somme des produits obtenus.
Lexpression scalaire obtenne est le moment de déviation

(14) DE.,; =2“lxty{-
)

Si les deux plans coincident, le moment de déviation coincide
visiblement avec le moment d'inertie planaire J,, du plan correspondant.

Si le moment de déviation est nul pour un couple de plans on dit
avec J. P. M. Binet™) que les deux plans sont conjugués par rapport au
systtme de masses. Un plan pour lequel le moment d'inertie J, est
nul est dit autocomjugué. 8i trois plans sont conjugués deux & deux,
ils forment un triédre conjugué de Binet™); 'ils sont rectangulaires
ils déterminent pour leur point commun P les plans principauz et les
azes principaux d'inertie®), autrement dit le triédre principal d'inertie
correspondant. En général [voir n° 11, 2'; et n® 17, 18], & chaque
point P correspond un seul tritdre principal d'inertie. Pour chacun
des trois plans principaux ou des trois axes principaux, le point P
gappelle le point principal.

Nous appellerons 4, B, C les trois moments planaires et 4', B, C"
les trois moments axiaux relatifs au triddre principal d'inertie corres-

34) Pour la dénomination de moment de déviation et pour celle de produit
d'inertie voir E.J. Routh, Dynamica®?), (6° éd.) 1, p. 2; trad. 4. Schepp 1, p. 2;
W. Schell, Theorie der Bewegung'’), (2° éd.) 1, p. 104. Ces deux auteurs ren-
voient d'aillenrs & W.J. M. Rankine, A manual of applied mechanics, Londres
1858; (5° éd.), Londres 1876; trad. par A. Vialay, Manuel de mécanique appli-
quée, Paris 1376.

35) Voir surtout K. (Ch.) Culmann, Graph, Statik '), (2° éd.), p. 423 qui
dit ,,Centrifugalmomente"; Statique graphique??), p. 392. Voir aussi F. Miiller-
Breslau, Statik der Baukonstruktionen, Leipzig 1887, p. 27; O. Mohr, Der Civil-
ingenieur 33 (1887), p.43. D. Chelini, Memorie Ist. Bolngna (2) 10 (l8ﬁ9/70), p.207]
appelle le moment de déviation ,;moment pl

36) J. P. Mf. Binet [I. Ec. polyt. (1) cah. 16 (1818), p. 47] pour le systeme pean.nt

37) D'aprés L. Euler, Theoria motus’?), p. 175 ,axes principales cujusque
corporis sunt tres illi axes per ejus centrum inertise transeuntes, quorum respectu
momenta inertine sunt vel mazima vel minéma* [cf. n° 21]. Pour la définition d'un
exe principal d'inertie pris isolément, cf. n° 18. Pour un systéme pesant, la
définition d'un tel axe isolé est donnée par W. Thomson [Cambr. Dublin math,
J. 1 (1846), p. 127, qui la basait sur des considérations dynamiques.
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pondant au centre de gravité; a, b, ¢; @, b, ¢’ les rayons de giration
correspondants. En outre, pour les systémes pesants, nous admettrons
que ces quantités sont rangées par ordre de grandeur a <b< ¢ ef
par suite (équation 13) a’'> b > ¢

10. Moments polaires quadratiques. Le moment polaire qua-
dratique d'un systéme de masses pour un point P de coordonnées
Z, ¢, #%) est représenté par l'expression suivante:

(15) o= Ze{ (1, — 2 + (g — y)* + (5= 2)*).

Si lon suppose que le systéme est un systéme de masses général, on
peut introduire les eoordonnées z,, y,, 2, du centre de gravité S, la
formule (15) devient (form.3a)

Jp= Za (2l + vl + 27 — 2u(zz + yy + 2,0 + w(@+ P+ ).
En introduisant dans cette formule le moment pour le centre de
gravité
(16) S = Dol + oyl +of) — (it yl+ 27,
nous obtenons *)
(1) Jy= J 04 ul(e = 1)+ (4 = )+ (e — 2)}) = S0+ uPS"
Ainsi done, suivant que la masse u est positive ou négative, le
moment polaire J, atteint son minimé ou son maximé quand le pole
P est au centre de gravité S et il est le méme pour tous les points
P d'une méme sphére quelconque de centre S.
Soit &, le rayon de giration du point §; déerivons autour du point
S comme centre une sphere K, de diamdtre &, et soit MN un dia-
métre de cette sphire; on a pour un point P quelconque de l'espace
& (pt A i s
- [J,— @0 + PN si wd>0,
Jy=uPM-PN-cos(MPN) si w0 <0

38) H. Grassmann [Geom. Aunalyse?), § 16; Werke 1%, p. 375] appelle 2 mo-
ment quadratique polaire4) d'un systéme de masses (« 4) ,’excés da point multiple
carré e A sur le pole P,

39) Les deux formules (17) et (19) sont dues, pour les systémes pesants, i
J. L. Lagrange (Nouv. Mém. Acad. Berlin 14 (1788), éd. 1785, p. 290/1; (Euavres 5,
Paris 1870, p. 539/40). L.N. M. Carnot [Corrélation des figures de gdom.1),
p-155] en a douné diverses applications géométriques. Pour un systéme de
masses queleonque, voir les travaus de C. 4. Laisant [Bull. Soc, math, France 6
(1877/3), p. 193/4], de G. Darbouw [id. 7 (1878/9), p. 7/12] et de G.Jung [id. 7
(1878/9), p. 132/8). J. N. Haton de la Goupillitre [Revue gén. sc. 4 (1893), p. 339]
appelait le premier membre de la relation (19) ,le moment absolu du systdme.
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Cette sphere K, peut, d'apres H. Grassmann*®), étre employée pour
représenter le systéme de masses au point de vue de ses moments
polaires quadratiques. Si le signe de u est celui de J®, on peut
imaginer la masse totale u partagée également entre les deux extré-
mités M et N d'un diametre quelconque ou bien uniformément ré-
partie sur toute la sphére. Ce systéme réduit coincide aussi avec le
systtme donné pour tous les moments linéaires. Si g et J ont des
signes contraires, la sphére K, fournit par un diamdtre quelconque
MN le moment polaire quadratique pour un point P quelconque en
multipliant par la masse w le produit intérieur (ou scalaive) des seg-
ments PM et PN.

Formons le moment polaire relatif au point 4;, c'est Zw;Ai—Aji;

(€]

multiplions-le par ¢; et ajoutons les résultats ainsi obtenus pour tous

les points du systeme, nous aurons 2 E EuiujA‘.A]x. D'aprés

@ 3
Véquation (17), la moitié de cette expression a pour valeur*)
(19) D Voo, A A —p > «,S AL
[CINE)] (@)

Dans la double somme de cette formule, on doit prendre pour
les indices ¢ et j les $n(n — 1) combinaisons binaires des nombres
naturels 1,2,..., % Si tous les points du systéme sont simples,
Péquation (19) s'écrit
e S Saaren S5

@ 0 @)
Considérons un systéme magnetique et désignons par A,, A,, A,
>
les composantes de son axe g, savoir

4, "‘;“ﬂn 4, 3;’“‘%: Ay 22“;5.'-

G

Posons en outre |

A= %2"‘:(%2 +u7+ 47
[}

Le moment polaire quadratique pour le pole P(z, y, #) sura pour
valeur

@ Jy=— 24,5 + Ay + dys — 4)).

D’aprés cette formule, les points dont le moment est nul sont ceux
du plan §*) défini par V'équation

Ao + Ay + Ags — 4y = 0.

40) Bi les coefficients repré des masses

tiques, le plan £, coin-
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Ce plan est normal & 'axe ;(Al, 4,, 4;) du systéme magnétique
et tous les points d'un méme plan quelconque paralléle & §, ont le
méme moment polaire. La valeur de ce moment s'obtient d’apres
(21) en multipliant la distance du plan considéré au plan § par la

grandeur
G= 2ﬂ12+Ani+Ax’

ol Fon reconnait le double du vecteur ; H. Grassmann*®) a remarqué
qu'on peut représenter le systéme magnétique au point de vue de sas
moments polaires quadratiques par le plan § muni du poids G. L’axe
; du systéme magnétique s'obtient alors en premant le vecteur }a
normal au plan §. Enfin on at!)

(22) C= AT A7 A2 =D Doa A4S
Pour un systéme indifférent, on a g = (;,) a'{:st—&-dire
A=Ay = A4y=0;
le moment polaire a donc pour valeur
@3) 7, = 24,5
il est le méme pour tous les points de l'espace’*). Enfin on a*)

(24) Z;a‘. ajrAJ*z 0.

cide avec le plnn que E. Beltrami [Ann. mat. pura appl. (2) 10 (1880/2), p.252;
Opere 8, Milan 1911, p. 476] appelle plan central, tandis que la grandeur du
vecteur ; donne alors le moment principal du systéme; voir aussi F. P. Ruffini,
Rendic. Accad. Bologna (2) 3 (1898/9), p. 17 et suiv. D’aprés les dénominations de
H. Grassmann, le plan §, avec son complément qui est wn vecteur normal & ce
plan, constitue une grandeur planaire intériewre (inmere Plangrisse). Cf. IV 4,
n> 7, 12, 16.

41) G. Darboux [Bull. Soc. math. France 7 (1878/9), p. 7/12]; G. Jung [id. T
(1878/9), p. 132/8).

42) A. F. Mcbius [J. reine angew. Math. 26 (1843), . 26/31; Werke 1, Le;pz:g
1885, p. 583/8] & donné diverses applxc&hons géométriques de cette prop:

43) Les ts polaires incident avec les ex ions que
. Grassmann appelle ,.grandeurs intérieures”, Ce qui est dit dans le texte éelair-
cit la classification que fait . Grassinann des grandeurs intérieures en trois espéces
[Geom, Analyse?), § 16 & 22; Werke 1!, p. 376/94; voir aussi 4. F. Mobius, dane
H. Grassmann, Geom. Analyse?), appendice (Anhang); 4. F. Mobms, Werke 1,
Lexpzxg 1885, p. 620/33] nt rend éhensibles les dénomil doptées par
H Gr de héri b deurs planes intérieures" et
wproduit de segments“. De cette fagon cette classlﬁcahon des moments polaires
quadratiques du systéme de masses est mise d’accord avec celle qui a 6té donnée
aun°2 [Voir G.Jung, Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 16 (1883), p. 616].
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11. Moments planaires guadratiques et de déviation et leur
relation avec le systéme antipolaire lié au systéme de masses.
L’exposition qu'on va faire de la théorie des moments planaires qua-
dratiques découle d’'une construction géométrique simple qui fait cor-

respondre & tout plan un point déterminé de l'espace.
Transformons le systtme de masses
(«4)
en donnant & chaque point 4; une nouvelle masse ¢, égale au momeént
statique de e, 4; par rapport & un plan donné . Cherchons alors le
centre de gravité du systdme transformé

(e’ 4,)5
ce point est appelé par K. (Ch.) Culmann*t) le centre du second degré*®)

44) Graph. Statik ), (2° éd.), p. 413; Statique graphique®), p. 386.

45) La relation polaire entre un plan = et son centre du second degré a
€té établie d’abord par des id: i de statiq: que et pour le cas
d’un systéme pesant par L. Cremona [Corso litogr. di atnhcn. grafica, Milan 1867/8,
§ 12, n° 92 et suiv.] puis par . Moks [Der Civilingenieur 33 (1887), p. 60] et W. Ritter
[Revue polytechnique, Schweizer. Bauzeitung 11 (1888), p. 121]; pour un systéme
de masses quelconque c'est G. Jung [Reale Ist. Lombardo, Rendic. (2) 8 (1875),
p. 698/701; (2) 12 (1879), p. 169/79, 218/28, 535/6, en partic. § 10; Collectanea mathe-
matica in memoriam Dominici Chelini, publ. par L. Cremona et K. Beltrami,
Milan 1881, p. 11] qui a démontré la proposition et cela par des considérations
de statique géométrique. K. (Ch.) Culmann [Graph. Statik '), (17 éd.), p. 170/2;
Statique graphique **), p. 387] a déduit la méme relation, pour un systéme pesant,
par des considérations analytiques, en s'appuyant sur les propriétés de Vellipsoide
central auxquelles il était parvenu analytiquement.

En méme temps que K. (Ch). Culmann, M. Bresse [Cours de méeanique ap-
pliquée, (2° éd.) 1, Paris 1866, p. 80] étudiait cette polarité dans le plan et intro-
duisait pour la premiere fois les dénominations ,antipdle d’une droite, ,droite
antipolaire®, ete. adoptées ensuite par K. (Ch.) Culmann [Graph. Statik !¢, (2¢éd.)
Zurich 1876] et étendues & l'espace (ces dénominations se justifient au n° 12).

Dans Th. Reye [Z. Math. Phys. 10 (1865), p. 440] on trouve déja les dénomina~
tions ,.contrepole et ,droite contrepolaire; comme K, (Ch) Culmann, Th. Reye
procéda analytiqguement dans le cas d'un systéme pesant; mais (p. 446) il démontra
expressément que les points et leurs plans contrepolaires forment un systéme po-
laire par rapport i une surface imaginaire.

La m@me proposition se trouve aussi implicitement contenve dans L. O.
Hesse [Vorlesungen iiber analytische Geometrie des Raumes, (2°éd.) Leipzig 1869,
P. 352/68; (3° éd.) revne et complétée par S. Gundelfinger, Leipzig 1876, p. 365/67)
qui n'envisage que le cas d'un systéme pesant et suit une voie analytique.

Pour un syst®me de masses qudcanque, Th. Reye [J. reine angew. Math. 72
{1870), p. 298] a établi la prop en question par des considérations de statiq:
analytique; on voit bien en effet que le sysiéme antipolaire ne differe pas du systéme
polaire correspondant & la ,figure imaginaire® (imaginires Bild) de L. O. Hesse
et i la ,seconde swrface-nulle“ (zweite Nullfliche) [n° 26] de Th. Reye.




164 G Jung. IV 5. Géométrie des masses, E. Carvallo.

du systeme donné por rapport aw plan donné m. Il joue pour les
moments quadratiques un rdle entierement analogue & celui du centre
de gravité pour les moments linéaires; il coincide avee lui quand le
plan & s'éloigne indéfiniment; car, dans ce cas, les distances de tous les
points A, au plan de l'infini peuvent &tre regardées comme égales.
Commengons par quelques formules analytiques. Soient
Ux+Vy+We—-T=0
et
Ua+Vy+We—T =0
les équations de deux plans x et a'; le moment de déviation corres-
pondant pour le systéme de masses est donné par la formule
DU+ Vot Wa— IY(U'm, - Vg Wz, — T7
(%) D, =2

VO L VLWL v LW
Si = et 2’ sont deux plans conjugués de Binet on a [voir n° 9]
D, =0

ou
@6) Dle(Ua,t Vgt Waym T)(Ua Vi W= 17) = 0.
[6]

i les plans x et «° coincident, on déduit de (25) pour le moment
d’inertie planaire o,
Ze (Us,+ Vy, + We,— TY:

@y T, =2
ou, en désignant le numérateur par @,

@
(27) Se=

Si w est un plan awtoconjugué dans le sens de Binet 'équation
(26) fournit celle-ci

(28) @ = Do (Us, + Vy,+ Wz,— Ty —0.
@
Cetto équation ¥éerit sous la forme
(28) @ = A U+ Ay VP4 Ay Wi+ 24, VWA 24, WU +2 A, UV
—2A,UT — 2A4,VT — 2A,WT + pT?= 0,

P T E 2
2"‘;% =4, 2“;9; = 4y, 05 = Ay,
) (5} @

l Z“iyi"’i:Azs:Auzv 2“‘;51-”;=A51=A13; waxiyi=AAi =4y
@ @

@)
oy, = 4, Z“iz; = 4.

en posant

(29)

(30) Z“i“’i =4,,

@ ) @
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Les équations (28), (28") et (26) sont susceptibles de diverses
interprétations. D'abord la géométrie de Vespace donne les proposi
tions connues que voiei:

1°) I/équation (28)

@ =0

représente la surface directrice d'un systéme polaire X, systéme des
poles et plans polaires par rapport & @; ce systéme est réel, méme
quand la surface @ est imaginaire. On lappelle systéme antipolaire
du systéme de masses donné.

2°) L'équation (26) donne en coordonnées tangentielles le pdle du
plan « relativement &4 @ — 0, autrement dit l'antipole P de = dans
le systéme donné.

3%) x et o sont des plans conjugués du systeme antipolaire [voir
1V 4, 76]%).

D'un autre cbté, pour déduire du systeme primitif (e, 4,) le
systéme transformé (a,/A,) correspondant au plan

a=Uz+Vy+ Wza—T=0,

il faut, conformément & notre idée fondamentale, remplacer la masse ¢,
du point 4; du systtme donné par la nouvelle masse
s e (Uz;+Vy, -+ Wz, — T)

« 2 it

YU+ Vi W
De cette transformation résultent les théorémes suivants:

1) La méme équation (%6) représente aussi, d’aprés notre défini-
tion du début, le centre du second degré (U'V'W'T’) du plan x; en
outre, d'aprés les formules (28) et (30), le centre de gravité du systeme
de masses est aussi le centre du systéme antipolaire X, comme cela
résulte de la remarque faite au début du n° 11.

2') Tous les plans conjugués d'un plan = au sens de J. P. M. Binet (26)
passent par son centre du second degré; donc tout tritdre conjugué
de J. P. M. Binet est un triedre polaire du systéme antipolaire X et
réciproquement; comme & chaque point correspond en général un seul
triddre polaire rectangulaire, on trouve aussi pour chaque point un seul
triédre principal dinertie. [Voir n* 9, 17 et 18].

3) Le moment de déviation D, ., de deux plans peut étre
regardé comme le moment statique du systéme transformé au moyen
de Pun des deux plans w par rapport & lautre plan n'; de méme, le
moment d'inertie planaire oJ,, est aussi le moment statique du systeme
transformé an moyen du plan x relativement au plan x lui méme*).

Enfin il résulte de ce qui précéde que:
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17} La surface @ =0 est l'enveloppe des plans qui sont conju-
gués d’eux-mémes au sens de Binet.

2”) Chacun de ces plans contient le centre correspondant du
second degré.

3") Pour chacun d’eux, le moment d'inertie correspondant J, est
nul4%).

La nature de la surface @ — 0 dépend de la nature du systéme
de masses choisi. Son centre, qu'il soit d'aillenrs & distance finie ou
dans le plan de Pinfini, coincide toujours avec le centre de gravité S
ou S, du systtme de masses. Pour tout systeme pesant, la -surface
@ =0 est imaginaire. Sur ce point voir plus loin n° 12 et 13.

Désignons maintenant par S, la distance du centre de gravité S
4 un plan x ne passant pas par S; par p,, la distance de l'antipédle
au méme plan. Ces distances doivent 2tre mesurées suivant la méme
direction u, d'ailleurs arbitraire, que les distances des points masses
o, A, Supposons le systdme donné général (o p est différent de zéro)
et observons que, dans ce cas, le systeme transformé a pour masse totale

S Zo;(Uz;+ Vy,+ Wz, — I')
S RS

Ds lors les formules (3a) et les théortmes ci-dessus conduisent
pour un systéme général aux relationst’)

31 Jo=uS,p, et D, . =uSp..

Done le moment d'inertie planaire pour un plan % ne passant
pas par le centre de gravité s'obtient en multipliant la masse totale
u par la distance S, de son centre de gravité et par la distance p,
de son antipdle au plan 7. Puis, le moment de déviation pour un
couple de plans (dont 'un au moins ne passe pas par le centre de
gravité) s'obtient en multipliant la masse totale par la distance S, du
centre de gravité au plan # et par la distance p, de lantipéle du
plan z au plan =’

Pour un systéme magnetique, si I'on choisit la direction u paralldle
a l'axe; du systéme, on a les équations
(81) Ju=apx ot Dy n=qps,

ol p,, désigne la distance au plan quelconque ' de V'antipéle du plan
7 eb od ¢ est la valeur scalaire de 'axe magnétique.

46) L. O. Hesse [Analyt. Geom. des Raumes*?), (2° éd.) p. 352/63; (3° éd.),
p. 355/67] pour les systémes pesants.

47) Voir K. (Ch.) Culmann, Graph. Statik ), (2¢ éd) Zurich 1875, p. 409;
Statique graphique?®?), p. 382.
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Soit maintenant un systéme de masses genéral, J,, et J, les mo-
ments d'inertie planaires de deux plans paralltles x et ¢ de distance
, le dernier ¢ passant par le centre de gravité S, nous aurons [voir
1a relation (9) et le n° 3] la relation analogue & (17)

(32 T, J,+ ut
Comme p = S, les formules (31) et (32) donnent par soustraction
@3) Jo=88.(0:— 8 = £S.p,

en désignant par p, la distance de l'antipdle P du plan x au plan
paralltle o mené par le centre de gravité.

Si le plan nm touche la surface ® — 0, on a J,=0 et alors on a
{voir P'équation (38)]
) F A—

od k& est la distance du plan central ¢ au plan paralléle tangent &
1a surface @ — 0.

Soient & et x’ deux plans quelconques et ) et a'®) les plans
paralleles menés par le centre de gravité; on a pour les moments de
déviation correspondants D, ., et D m o la relation analogue & (32)
(35) D,,, o= g ity + ILS,,S,,‘ ‘8);

8, et S, y représentent les distances du centre de gravité § aux
plang « et "

Si 'un de ces plans, =’ par exemple, passe par S on a

Sp=0,
et par suite®®)

(85" Dy iy = D,,’ U

Ainsi le moment de déviation relatif & deux plans passant par
le centre de gravité ne change pas quand l'un d’eux (2) subit une
translation parallele

(s — ),

Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer d’'ume fagon analogue
les théorémes compris dans les formules (32) & (35).

12. Les surfaces centrales pour les moments quadratiques
planaires et les moments de déviation. Soit

=0
1a surface directrice du systéme antipolaire pour un systdme de masses

48) J. N. Haton de la Goupillitzre [J. Ec. polyt. (1) cah. 37 (1858), p. 44] &
démontré ce théoréme pour des plans = et =’ rectangulaires et dans le cas d'un
systeme pesant.
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donné. Nous appelons surface centrale de Culmann la surface
B =
conjuguée de la surface @ = 0*9),
Prenons un systéme de masses général et choisissons pour axes
les axes centraux [n° 9]; nous aurons

Ay = Ay = Ay =0, Ay = Ay =4y, ~ 0,
Ay =4, Ay=DB Ay;=0C
L’équation (28) prend la forme canonique
D=AU+ BV 4+ CW? 4 uT:=0
(36) ou en coordonnées ponctuelles
o=C 4+t +Z o0
ATET e T,

L’équation de la surface centrale de Culmamn est donc

[, T—AUHBT 0w — =0
(39 o g
ST A T
T=Z3+p T M*Q

Soient « et #° les plans polaires d'un point P(x,y,#) par rapport
aux surfaces @ et @°. La forme de leurs équations montre que ces
plans sont symétriques par rapport au centre de gravité S; et de méme
les poles d’un plan quelconque par rapport aux deux surfaces sont
symétriques par rapport & S. En particulier:

Si P est un point de la surface de Culmann elle-méme, il est
Pantipdle du plan qui touche la surface au point P, symétrique de P.

@° est un hyperboloide ou un ellipsoide réel si @ est un hyper-
boloide ou un ellipsoide imaginaire. Si @ est un ellipsoide réel, ®°
est imaginaire.

Tout systéme pesant a wn ellipsiide central de Culmann®) qui a
pour formule ) \
(37) 2=+g§+€3=17

ol a, b, ¢ sont les rayons principaux d’inertie planaires (n° 9), de

49) Bi T'on rapporte la surface du second ordre & centre & ses trois plans de
symétrie (ou la surface paraboloide 4 ses deux plans de symétrie et au plan tangent
au sommet), 'équation prend la forme canonique. Deux surfaces sont alors dites
conjuguées si leurs équations canoniques rapportées aux mémes axes ne différent
que par le signe du terme constant (lequel est nul dans le paraboloide).

50) Graph. Statik¥), (1 éd.) p. 164/6; (2° éd.) p. 408/13; Statique gra-
phique®), p. 381/6. Voir aussi P. Ruffini, Memorie Ist. Bologna (4) 3 (1881/2),
p. 9, 283
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fagon que
A =ypa®, B=pub? C=npc
Dans un sysiéme magnétigue au contraire (ot uw — 0) Péquation (28)
est satisfaite par le plan de Dinfini
U=V=W=0

et la surface @ est tangente & ce plan; cest donc un paraboloide®);
d’aprés la définition donnée dans la note 49, @ coincide alors avec
la surface centrale de Culmann @°

Revenons & un systéme de masses géndral. Soit = un plan tangent
de la surface centrale de Culmann @°; son antipole est le point P de
la surface qui est diamétralement opposé au point de contact. Soit
k la perpendiculaire abaissée de S sur =, on a

8,—P,—+Fk, P,.=+2k
et par conséquent [voir les formules 33 et 31)
(38) Jy=pkt J,=2J,.

Si done ¢ est un plan central parelléle i un plan tangent x & la
surface centrale de Culmann, le rayon d’inertie &, est égal & la distance
du plan 7 au centre de gravité §%%). En outre la valeur du moment
d’inertie planaire pour le plan tangent & la surface centrale de Cul-
mann est deux fois aussi grande que pour le centre de gravité.

Le signe des deux moments d’inertie est celui de la masse totale g.

Soit maintenant M l'une des extrémités du diamétre comjugué
de 6 dans la surface centrale de Culmann. On démontre la proposition
suivante:

Le moment d'inertie du systéme de masses pour le plan central ¢
est égal au moment dinertie par rapport au méme plan de la masse
totale concentrée au point M.

Si Ton prend un second plan central ¢’, on montre aussi que
le moment de déviation du systéme pour ¢ et ¢ est égal au moment
de déviation de la masse totale u concentrée au point M5%).

Cette dernizre partie du théortme résulte de la formule (31), en
remplagant d’abord [au moyen de I'équation (35)] le plan central 6
par le plan parallele tangent a @°.

51) T'h. Reye, J. reine angew, Math, 72 (1870), p. 298,

52) K. (Ch.) Culmann, Graph. Statik ™), (17 éd.) p. 166/7; (2° éd.) p. 40813,
pour les systémes dans Despace; [(1 éd.) p. 176/7; (2° éd.) p. 403/8] pour les
systémes plans; Statique graphique®®), p. 381/5 pour l'espace et p. 377/81 pour
les systémes plans.

53) K.(Ch.) Culmann, Graph. Statik), (2° éd.) p. 401, 409; Statique gra-
phique®?), p, 874, 382.
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La surface centrale de Culmann a pour réeiproque
(39) Az* + By + C22— p = 0.

Avec W. Schell nous la désignerons par surface centrale de Binet.

Soit M le demi-diamétre perpendiculaire au plan central ¢; on
montre que la valeur réciproque du rayon d'inertie %, correspondant
4 ce plan est égal & SM.

Si le systéme donné est un sysiéme pesanf, la surface est un
ellipsoide réel
(39) oz + by Lt — 1 =0,

Dans ce cas 'ellipsoide central de Binet est défini par le dernier
théoreme énoncé, lequel permet de construire la surface de la fagon
la plus simple.

Pour terminer, ajoutons encore ceci aux n® 11 et 12:

La totalité des plans de l'espace et de leurs centres correspondants
du second degré relativement & un systéme de masses forme, comme
nous l'avons vu, une correspondance polaire. C'est le systéme X que
nous avons appelé antipolaire 4 cause des propriétés signalées au
début de ce numéro. Ainsi centre du second degré et antipile désignent
un méme objet. La polarité X peut étre définie et construite aussi
bien, soit par la surface @ directrice de 3, soit par la surface centrale
de Culmann ¢¢, L'antipole d'un plan = coincide avec son pole P
par rapport & @ et ce pole P est symétrique (par rapport au centre
de gravité S) du pole P¢ du plan x par rapport a &

Cette relation d’'un plan avec son antipole parait en général plus
simple et plus directe par la considération du systéme antipolaire X,
toujours réel, que par la surface centrale de Culmann. Toutefois cette
surface, comme aussi la surface directrice @, présente un grand avan-
tage pour la représentation des rayons d'inertie planaires.

13. Les surfaces homofocales de moment planaire constant.
D'aprés les équations (27) et (27°), tous les plans pour lesquels le
moment d'inertie J, a la méme valeur K satisfont & I'équation
277 D= KU+ Vi W3

Les plans de moment d'inertie planaire constant enveloppent done
T'une des quadriques homofocales®) a la surface @ = 0, directrice du
systéme antipolaire X [IV 4, 77],

Ces surfaces homofocales g'appellent surfuces de moment constant
du systéme de masses [voir n° 19].

54) Le théortme est dt a J. P. M. Binet [J. Ee. polyt. (1) cab. 16 (1813),
p. 41/67 (1811]] pour les systdmes pesants.
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Supposons maintenant que le systéme soit géneral, c'est-d-dire que
u soit différent de zéro. Les surfaces ont alors méme centre et mémes
axes; leurs axes sont les axes centraux d'inertie. Prenons ces axes
pour axes de coordonnées, les surfaces homofocales ont alors pour
équation

AU+ BV + CW3 4 u T2 = K(U* + V2 4+ W?)
(40) ou en coordonnées ponctuelles
xt yi Pt 1
F—ATE-F T xZ¢~ W’

ou la notation est celle du n° 12.

Soit %, le rayon de gyration correspondant a .J,, I'équation (40)
s'éerit encore R . .

2 X z

(40) S e S S

Si maintenant le systeme est magnetique, on a u = 0, tandis que ¢
n'est pas nul; alors le centre de gravité s'éloigne a l'infini ainsi quun
des trois plans principaux. La surface directrice @ = 0 n'ayant que
deux plans de symétrie devient un paraboloide®) dont l'équation
rapportée 3 ces deux plans et au plan central®®) comme plans de
coordonnées®) prend la forme

D=AU+ BV + CW? —2¢qWT=0

41 ou en coordonnées ponctuelles
o zt |y C—2qz
=", + B‘_"§r'=0

Dans cette équation, ¢ désigne le moment linéaire principal du systéme,
cest-a-dire la valeur scalaire du vecteur ;

Les surfaces de moment constant sont les paraboloides homo-
focaux & la surface @ =0.

Pour un systéme de masses indifférent, on a encore u = 0 et en
outre 4, — 4, — A;=0; la surface @ =0 peut étre mise sous la forme
(42) AU+ BV 4 CW? =0,

ol 4, B, C sont les moments d'inertie principaux planaires d’origine
dailleurs quelconque. La surface directrice @ — 0 se réduit alors & une

55) Ces trois plans forment ce que K. Beltrami [Ann. mat. pura appl. (2) 10
(1880/2), p. 248; Opere 3, Milan 1911, p. 472] appelle le ériédre central; le sommet
du triddre est d'aprds E. Belirami le ,centre magnétique" du systéme. Avec
W. Thomson et E. Belirami au lieu de vecteur libxe ¢ [ef. note 10] nous em-
ploi de préfé , pour d Tuxe du paraboloide @, la dénomination

d',,axe magnétique*,

1
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conique rejetée & Pinfini; le systéme antipolaire se réduit & un systeme
antipolaire plan rejeté a Vinfini et toutes les surfaces homofocales a
@ = 0 sont des coniques rejetées & Vinfini.

Le moment d’inertie planaire est done le méme pour des plans
paralleles 5¢).

Nous renvoyons & larticle IV 4, n° ¥7 pour toutes ces propo-
sitions, que nous completerons ici en précisant la signification méca-
nique du systeme des surfaces homofocales; toutefois nous nous borne-
rons au systéme de masses géndral, particulierement au systéme pesant;
nous prendrons done pour base l'équation (40) ou, dams le cas du
systeme pesant, I'équation (40).

Par tout point P passent, dans ce cas, trois surfaces homofocales
réelles du systtme, un ellipsoide, un hyperboloide 4 une nappe et
un hyperboloide & deux nappes; ces trois surfaces se coupent ortho-
gonalement en P. Les cdnes circonscrits qu'on peut mener du point P
aux surfaces homofocales forment eux mémes une famille homofocale;
leurs lignes focales communes (azes focaux) sont les deux génératrices
igsues du point P sur Yhyperboloide & une nappe qui passe par ce
point. Les plans de symétrie eommuns des cones sont les plans tan-
gents aux trois surfaces homofocales passant par P; ils forment le
tritdre polaire trirectangle correspondant aun point P dans le systéme
antipolaire. Réciproquement, tout plan est en général tangent & une
et une seule des surfaces du systéme et il appartient donc a un et un
seul triedre polaire trirectangle.

La signification mécanique de ces relations est celle-ci: les cones
homofocaux de sommet P sont les enveloppes d'un plan de moment
quadratique constant (40) passant par P [voir la fin du n° 16]; les
plans tangents aux surfaces homofocales du point I’ forment le fricdre
principal d'inertie pour ce point [voir n° 9]°7). Inversement, étant donné
un plan x, construisons le point P ou le plan = touche la surface
correspondante du systtme homofocal, c’est le point principal de ce
plan [voir n° 9].

Le méme point P s'obtient comme pied de la perpendiculaire
abaissée sur le plan x de Yantipole de ce plan. En effet, d'aprés I'équa-
tion (36) les coordonnées de l'antipdle du plan U, V, W, T sont

AU BV CW
PRSI ™

tandis que les coordonnées du point de contact du plan avee la sur-

36) Th. Reye, J. reine angew. Math. 72 (1870), p. 302, 509/13.
57) La signification mécanique des axes focaux sera donnée au n° 15.
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face (40) sont (en écrivant J, au lieu de K)

A—T)U  (B—J)V (C—d)W
w7 [ [

14. Moments quadratigues axiaux et surfaces centrales cor-
respondantes, pour un systéme général. Pour trouver le moment
Qinertie par rapport & un axe quelconque d, on peut employer le
théortme qui le donne comme la somme des moments d'inertie par
rapport & deux plans rectangulaires quelconques passant par d. En
particulier, si Ton choisit pour I'un des plans celui qui passe par le
centre de gravité S, on déduit facilement de la régle précédente et
des équations (10) et (32) une relation analogue & (17) et (32)%):
(43) Jy=dJ + up’,
olt p est la distance du centre de gravité i d, et J, et J,¥ sont les
moments d'inertie axiaux, par rapport 4 d d'abord, puis a la parallele
4 d menée par le centre de gravité.

Pour représenter les rayons d'inertie pour des axes passant par
le centre de gravité, on peut utiliser I'une des surfaces homofoeales (40),
savoir celle dont le paramdtre K (c'est-d-dire ici J,) a la valeur parti-
culiere 4 + B+ C ou

E=J®.
T’équation (40) devient alors en effet
22 y? z 1
sretoratara o0

c'est-d-dire, & cause du n° 9, formule (10),

@y, 1

atEte =0
(44)

ou en coordonnées tangentielles
=AU+ BV CW2—ul?=0.

¥lle représente conséquemment une surface ¥ = O homofocale du sys-
téme antipolaire; c'est la surface pour laguelle les plans tangents ont
pour moment d'inertie correspondant J, la valeur 4 + B 4 C, cest-
a-dire que ces plans ont pour moment d’inertie le moment quadratique
polaire correspondant au centre de gravité J,). Cette surface % =0
est la surface centrale de Mac Cullagh. Elle est coaxiale & la surface
centrale de Culmann; mais les demi-axes principaux de la surface de
Culmann sont égaux aux rayons centraux principaux planaires; ce
sont au contraire les rayons amiauz pour la surface de Mac Cullagh.

58) L. Fuler, Theoria motus®*), p. 168.
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Pour un systéme pesant la surface de Mac Cullagh est naturelle-
ment aussi un ellipsoide ¥ coaxial i l'ellipsoide de Culmann:

(44) sttt

les axes principaux des deux ellipsoides sont donc (n® 9) liés par
les relations
a?=b"4 ¢ BP=ctal P=a'4 0

(45): dod T'on déduit inversement

=304 ?—a?), BP=3(*+a?—b7), F=1(a*+ b2 — )
Les formules (44) expriment que d'une fagon tout & fait générale la
distance du centre de gravité & un plan tangent de la surface ¥ est
égale au rayon d'inertie pour la perpendiculaire au plan menée par le
centre de gravité. Dun autre coté, la formule (43) enseigne que la
distance SM du centre de gravité S & un point M de la surface ¥ est
égale & I'un des rayons principaux d'inertie pour ce point M: la nor-
male en M & ¥ est l'axe principal d'inertie correspondant.

Pour un systéme pesunt, ces théorémes se généralisent en ce sens
que, pour avoir le rayon k; dinertie correspondant & un axze d quel-
conque de l'espace, il suffit alors de mener & ¥ un plan tangent per-
pendiculaire & d et de prendre I'intersection R de ce plan avec d; la
distance RS représente le rayon k,. Dans ce cas ¥ est un ellipsoide
et la construction est toujours réelle; on peut en outre renverser les
propositions précédentes et les utiliser & la définition et & la coms-
truction de D'ellipsoide central de Mac Cullagh.

Si l'on rapporte le systtme homofocal (40) & la surface ¥, ce
systéme (40), pour un systéme général de masses, est représenté par
I’équation ” \ - 3§

PESTRS SSTRE S T Il
o A est lié au paramétre K (qui est ici égal & J,) employé plus
haut par la relation®)
K- A=A+ ip (4=B+C)
ou
(46) A KB _ = n
w w
La surface réciproque de la surface de Mac Cullagh est

(47 AL L By 4 O =

59) Voir I. (J.) Somov, Rationalinaja mechanike); trad. 4. Ziwet, Mechanik
2, p. 85.
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Nous I'appellerons surface centrale de Poinsot. Pour un systéme pesant,
od la surface est un ellipsoide réel

477 a’e? + Yy 4 A =1,

elle a été introduite par 4. L. Cauchy et L. Poinsot.

Chaque demi-diamdtre de la surface centrale de Poinsot est égal &
linverse du rayon d'inertie correspondant %,%. Pour un systéme
pesant, la réciproque est vraie, et elle peut servir & la définition et
4 la construction de Pellipsoide central de Poinsot.

15. Moments de déviation des systdmes pesants, dans le ces
particulier des plans rectangulaires. Dans la formule (14) du n° 9
posons

pd® =+ D
d est ce qu'on appelle le rayon de déviation du diedre donné. Mais
dans le présent numéro on s'occupera seulement des diddres rectan-
gulaires et de la valeur absolue du moment de déviation, le systéme
sera supposé pesant ef, en outre, u positif.

Par une droite d faisons passer d'une part les couples de plans
rectangulaires et d’autre part les couples conjugués par rapport au
systeme de masses (dans le sens de J.P. M. Binet); on obtient ainsi
deux involutions qui en général ont un seul couple commun (v, +).
Ce couple est rectangulaire et a un moment de déviation D, , nul;
il forme ce qu'on appelle le diédre nul de Vaxze d%).

Soit &, #' un autre couple de plans rectangulaires passant par d,

8 Yangle zv, et posons
uli =

gy’

nous aurons

(48) K, o — Usin 20,
avec

(49) F=3%' -7

Ainsi, le moment de déviation du couple de plans rectangulaires
mobile autour de 4 atteint son maximé
W, - J,)
quand ces plans bissectent le diedre nul; le rayon de déviation cor-
respondant ! a été nommé paramétre de Uaxe d par J. N. Haton de
la Goupilliére.

60) J. N. Haton de la Goupilliére [J. Ke. polyt. (1) cah. 37 (1858), p. 8], &
qui 'on doit 1'étude des moments de déviation, appelle les plans e, ¢ les plans-

nuls de d. Voir aussi L. N. F. Moigno, Legons de g lytique, que,
Paris 1868, p. 444/52.
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Tout azxe de déviation d est donc caractérisé par la position de
son diddre nul (¢, ¢) et par la valeur de son paramétre I%). S
Yon connait ces éléments, la formule (48) permet de calculer le
moment de déviation pour tout couple rectangulaire d’axe d, indépen-
damment des formules (31), (35), (35"). Pour déterminer le diddre
nul & Vaide du systéme homofocal (40) du n° 13, on cherche d’'abord
les deux surfaces du systéme qui sont tangentes & d et 'on mene les
plans tangents aux points de contact. Si K et K sont les paramétres
des deux surfaces tangentes i &, le paramétre correspondant & @ est

8i =0, le moment de déviation s'annule pour tout couple de
plans rectangulaires passant par d; ces couples de plans sont done tous
conjugués par rapport au systtme de masses. L’axe d est done une
génératrice d’un hyperboloide & une nappe de la famille homofocale;
cest un axe focal du systeme de surfaces (ou du systtme antipolaire)
[ef. n° 18]%). Réeiproquement tout axe focal est un axe de déviation
de parametre nul, c'est un aze nul®?).

Soit P un point de d et 7 Y'angle que forme l'un des plans nuls
de d avec chacun des plans df et df’ déterminés par d et les axes
focaux f et f” issus de P; le parametre ! est proportionnel & sin z
pour toutes les droites issues de P°?) qui touchent la méme surface
de la famille homofocale.

En particulier, soit un point P et prenons sur une droite d issue
de P un point G tel que PG soit égal & la valeur L du paraméire
pour l'axe principal moyen d’inertie correspondant 3 P. On montre
alors que les plans bissecteurs du couple df, df' forment le diddre
nul de l'axe d; le parametre correspondant est

1=Vpr,
en appellant p et p les distances du point G aux axes focaux f et £
Le théortme s'applique encore & un point P_ situé a linfini, G
étant alors un point quelconque de l'axe de déviation d®°).

16, Les surfaces d’inertie d’un point quelcongue. Choisissons
le point donné pour origine O des coordonnées rectangulaires. Soient

61) Pour I'étude des axes de déviation et des moments de déviation mor-
maux correspondants, la congruence des axes muls joue le mdme rodle que le
complexe d’inertie [voir n° 18] du systéme de masses pour l'étude des axes
principaux d’inertie et les ts d'inertie pondants.

62) J. N. Haton de la Goupilliére [J. Ee. polyt. (1) cah. 37 (1858), p. 63]
distingue les axes nuls pagsant par un point en axes focaux et axes singuliers
suivant que le point P est & distance finie ou infinie.
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@, /8, © les moments d'inertie planaires, @, &, & les moments de
déviation correspondants aux plans coordonnés. Ces six constantes
suffisent pour calculer les moments d'inertie pour tous les plans et
tous les rayons issus de 0. Soit
Ur+Vy+Wz=0
Téquation d'un plan passant par O et J, son moment d'inertie; on a
(60)  Du(Us + Vg + Wa) = T (U + V2 4 WY
®

ou, sous une autre forme,
(Bl) @U 4 BV + CW* + 2DVW + 2EWU + 2F UV = u T,
ol 7' a lexpression tirée de I'équation®)
(52) wT? = J (U4 V7 + W2
Soit maintenant la normale d menée par O au plan =z, on a

Jy=dJo—J, et J =2"‘s(x(g +92+ 27

[C]

et en portant ces expressions dans I'équation (50)
(60) (B +O)U* + (C+ @)V + (@ + B)W?

—2DVW —28WU—2F UV =J,(U + V2 + W?)
ou encore d'aprés (10)
BU) U+ B VO W — 20V W—28WU—2F UV =T,
&', /8, &' désignant les moments d'inertie axiaux correspondants aux
axes de coordonnées et 7' étant donné ici par I'équation®!)
(52 w It =J (U + V2 + W),

En coordonnées tangentielles, les dquations (51) et (51) repré-
sentent deux surfaces de deuxidme classe. La premivre est la surface
d'inertie de K. (Ch.) Oulmann, la deuxitme est celle de J. Mac Cullagh
pour le point 0. Les surfaces réciproques sont respectivement celle de
J. P. M. Binet et celle de L. Poinsot,

A chaque point correspondent ainsi quatre surfaces d'inertie.
Elles ont pour axes communs les axes principaux d’inertie de ce point

(€ =6=&=0). Elles coincident respectivement avec les surfaces
centrales de méme nom, quand le point O vient au centre de gravité

68) i dans (51) on porte la valeur de u T* tirée de (52°), et qu'on divise
par U+ Vi4 W3 on obtient la formule classique de Lagrange qui donne la
valeur de J; en fonction des six comstantes (@', o8, @, @, &, &) et des
cosinus directeurs de I'axe d. De méme, les formules (51) et (52) conduisent 4 la
formule de Binet pour J,.
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8 du systeme. Elles admettent les mémes propriétés, pour les mo-
ments quadratiques relatifs aux plans et aux rayons menés par O,
que les surfaces centrales relativement anx plans centraux et aux droites
centrales [voir n® 12 et 14].

Si l'on choisit pour axes coordonnés les axes principaux d’inertie
(D=8E=F=0), @ eb,Cet @, k', © deviennent les moments
prineipaux d'inertie, planaires puis aziauz A, B, € et A, B, €', rela-
tifs au point O.

La représentation par les quatre surfaces d’inertie devient particu-
litrement importante quand le systéme est pesant. Dans ce cas, toutes
les surfaces d'inertie sont des ellipsoides réels, en sorte qu'a tout point
0 sont assoeiés quatre ellipsoides d’inertie coaxiaux: ce sont d’abord
les ellipsoides de Culmann et de Mac Cullagh; leurs équations sont re-
présentées par rapport aux axes principaux d'inertie du point O par

2 2
(53) St E=1
z? y? 2
(54) “—r,‘+ﬁ+p~1,

oi a, b, ¢ et o, b, ¢’ sont les rayons principaux d'inertie planaires et
aziauz relatifs aux point O; ce sont en second lieu les ellipsoides de
Binet et de Poinsot qui sont les réciproques des précédents; ils ont
pour équations

(65) a2 + BTyt 4 PR 1

(56) 0%z + b3 4 ¢ = 1

D'ailleurs les mémes théoremes qui nous ont servi [n° 12 et 14]
pour définir les surfaces centrales d’inertie peuvent servir & la définition
et & la construction des ellipsoides d'inertie relatifs au point O.

On peut encore obtenir dune autre fagon Vellipsoide de Culmann
@, relatif au point 0. Cette surface peut étre définie géométrique-
ment par les deux conditions suivantes:

1°) ses axes principaux coincident avec les azes principaux d'inertie
du point O;

2°) dans cette surface, le centre de gravité S du systéme est le
pole du plan o, antipolaire de O™).

Cette définition est en défaut dans le seul cas ol le point O est
en S; dans ce eas on définit @, comme Pellipsoide central de Culmann

64) Cette définition se trouve dans L. Cremona [Statica grafica*?), p. 101/3
(n° 102)). K. (Ch.) Culmann*®) détermine analytiquement la surface d'inertie dans
sa statique graphique. Pour =1 et dans le cas d'un systdme pesant, 1a surface
d'inertie est identique avec 'ellipsoide donné pour la premidre fois par J, P. M. Binet.
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@°. En dehors de ce cas spécial, voici comment la nouvelle définition
permet de construire un point M quelconque de la surface @,

Soit # un plan mené par O et OM le diametre conjugué de =
dans la surface @, Pantipdle P de = est sur cette droite OM; soit
maintenant P l'intersection de OM avec le plan central ¢ paralléle
am ona

OM'=0P.OP.
Dans cette relation O M, OP et OP sont proportionnels & %, p, et s,.
Jointe aux formules générales du n® 11, elle permet de démontrer que
les théoremes établis au n° 12 pour la surface centrale de Culmann
s'appliquent & Vellipsoide @, du point O.

Jusqu'ici le point O était entitrement quelcongue. Supposons
maintenant que O soit sur les courbes focales du systéme antipolaire
et que mous syons affaire & un systéme pesant. Désignons les plans
de symétrie du systéme par «, 8, p; les moments d’inertie planaires
correspondants sont A, B, C et nous supposons 4 < B < C [voir
° 9]; lellipse focale est dans p, l'hyperbole focale dans . Pour
chacun des plans tangents & l'une ou & I'mutre de ces surfaces homo-
focales dégénérées le moment d'inertie a la méme valeur, en outre le
plan de la courbe doit &tre regardé comme tangent en tous les points
de cette courbe; on voit done que pour tout plan tangent & l'ellipse
focale () le moment d'inertie est C et pour tout plan tangent & I'hyper-
bole (8) le moment dinertie est B. Les quatre ellipsoides d’inertie
d’un point O d'une courbe focale sont donc de révolution; ils ont pour
axe de révolution la tangente a la courbe focale au point O%).

Si lellipsoide - central de Culmann &, est de révolution ayant
pour axe de révolution le petit axe 2a, il existe sur cet axe & la
distance /¥ — a* du centre de gravité deux foyers®®) pour lesquels
les trois moments principaux d'inertie sont égaux et les ellipsoides
d’inertie deviennent des spheres ®).

Dans le faisceau mené par le point O, il existe en général oo?

65) Aux points de l'ellipse focale, le moment d’inertie planaire principal
minimé est donc variable et a pour valeur 4'— A - pr?, aux points de I'hyper-
bole focale le moment maximé est variable et a pour valenr B'— B 4 ur? r dé-
signant la distance du centre de gravité [J. P. M. Binet, J. Ec. polyt. (1) cah. 16
(1813), p. 61, 62]; J. N. Haton de la Goupilliére [J. Ec. polyt. (1) cab. 37 (1868),
p- 90/1] appelle les lignes focales lignes de symétrie et leurs points, points de
symétrie.

66) J. N. Haton de la Goupilliére appelle ces points ,points de compléte
symétriet.

67) J. P. M. Binet, J. He. polyt. (1) cah. 16 (1813), p. 63; S.D. Poisson,
Traité de mécanique, (1™ éd.) 2, Paris 1811, p. 496/600.
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plans @ et co! droites d ayant un moment donné comstant; les plans
= enveloppent une des surfaces homofocales do la famille (40); je dis
que les droites d déerivent le cone supplémentaire du cone enveloppé
par les plans. En effet, la génératrice d étant perpendiculaire au plan
x correspondant, on aura Jy + J, = J;, par suite Ja est bien constant
quand J, est constant®),

17, Le triddre principal d’inertie d*un point queleongque. Nous
avons déja donné au n° 13 la position du triddre principal d'inertie
Qun point O quelconque dans le systeme des surfaces homofocales
de moment planaire constant. La détermination directe de ce triedre
et celle des moments principaux correspondants revient & la déter-
mination des axes d’une surface du second degré en grandeur et po-
sition [ef. n° 16]. Nous donnons ici les formules complétes pour un
systéme pesant, en les rattachant aux numéros précédents.

Les moments dinertie planaires principaux ¥, B, € de O sont
les trois racines K, K,, K; de U'équation
(GO K — g, K? 4 g K — g, =0,
ou I'on a posé

6 =@+ B+G
(58) g — @SB+ BC+ CT— D — & — &2,
g = @BCH2DEF — @D — HE— CTF

les cosinus directeurs e, f;, 7, du plan principal eorrespondant & K;
sont donnés par les équations linéaires

Qo+ F B, + Sy, = K4,
(59) Fu,+ B+ Dy, =Kp, (=1223)

é‘“ﬁ + @ﬁ; + @?’i = K;y;,
De méme, les moments awiguz principaux U, B, €’ de O sont les
trois racines If;, Hy, H, de I'équation®)

67) HY g/ H 4 ¢ H— gy =0,

68) Les cones focaux O(f) et Ofy) sont particulierement remarquables. On
peut y rattacher la comstruction suivante de J. Mac Cullagh gque R. Townsend
[Cawmbr. Dublin math. J. 2 (1847), p. 41] reproduit comme il suit:

Les génératrices communes aux deux cones focaux forment les quatre arétes
bifocales d'un angle polyddre ayant pour base un quadrangle. Celui-ci admet
trois diagonales formant un triangle qui, avec le point (, définit un triddre; c'est
le triédre principal du point O.

Voir aussi F.J. Routh, Dynamics 3%; Dynamik 1, p. 46.

89) A. L. Cauchy [Exercices math. 2, Parig 1827, p. 98; (Buvres (2) 7, Paris
1889, p. 130] r que que l'équation du troisiz degré (57) a été trouvée par
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ol
06 =@+ B+ @,
68) | g — @B 4 B+ C@— D — & — T,
= @HBC—2DEF — D — O — CF
Les cosinus directeurs e, ff;,7; des axes principaux d’inertie corres-
pondants & H, sont donnés par les équations linéaires
l Qo — &F B, — &'y, = Hye,
(59) — & o+ I — Dy, =Hp (i=1,23)
l" 5/ o, — DB+ @’Vg = Hy;
En outre les racines H et K sont lides par les relations
H =K, + K, H-K;+K, Hy =K, + K,,
de facon que l'on a
(60) H+EK=J,=@+B+C=A+B+E (t=1,2,3).
Par ces formules on peut non seulement déduire I'une de l'autre les
équations (57) et (57'), mais encore obtenir la relation™)
(61) H=pr—2) (i=1,23),

J. L. Lagrange dans ses recherches sur la rotation d’un corpe solide sous la forme
(H— @) (H— /Y H— @)— D' H— @) — $*(H— )
—FHH - )+ 29DEF =0,

G =B+ O, H=C+ @ C—=a+b.
J. L. Lagrange avait aussi montré qu'elle a ses trois racines réelles ,,mais M. Binet
a prouvé le premier que ces racines étaient précisément les moments d'inertie prinei~
paux®. J. P. M. Binet [J. Ec. polyt. (1) cah. 16 (1813), p. 51 [1811]] a découvert pour
la premiére fois au moyen de I'équation (37) les axes principaux et les moments
princi d'inertie planai En formant 'équation dont les racines sont les
sommes des racines deux % deux de Péquation (57) il a d iné les t
principaux d'inertie axinux; enfin il a montré comment on peut donner 4 I'équation
la forme ci-dessus qui avait ét¢ obtenue par J. L. Lagrange [Méchanique analitique,
(1™ 6d) Paris 1788, p. 397; (2¢ d.) 1, Paris 1811; (3° éd.) publ. par J. Bertrand 2,
Paris 1855, p. 218; Buvres 12, Paris 1889, p. 237/8]. W. Thomson (lord Kelvin)
a donné aux équations (57) et (57°) une autre forme en introduisant les grandeurs

g FD G

%1 z‘§2, ‘?_.é- [Cambr. Dublin math. J. 1 (1846), p. 199/200].

Soient «, P, y les cosinus directeurs d’'un axe d normal au plan z menés
tous deux par O, relati t aux axes princi de ce point, les moments
d'inertie pour d et = sont

J,=Wat L B4 Cy?, J, =W+ B+ Cy™
La premitre de ces formules est due & L. Euler [Theoria motus®?), p. 176/7],
1a seconde & J. P. M. Binet [J. Ec. polyt. (1) cah. 16 (1818), p. 58/4 (1811)]; on
les déduit mussi des formules (51) et (1) en y faisant D—=E=F —=0.

70) Voir B.J. Routh, Dynamics *%); Dynamik 1, p. 43; W. Schell, Theorie der
Bewegung?) 1, p. 122.

ol l'on a
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od 7 = S0, et 4, 4y, Ay sont les parametres correspondants au point 0,
rapportés a l'ellipsoide central ¥ de Mac Cullagh [voir n° 14].

Remarquons encore que les coefficients q,, g5, g5 et 4., 5, g5
tnvariants du point O sont liés par les formules suivantes:

(62) o'=2¢ H=0't0 &=0n6—¢
8i I'on donne, non plus les six constantes D, &, & et @, /B, @
(ou @', ', ), mais le triddre central d'inertie et les moment centraux,
on trouve les mémes éléments pour le point O de la fagon suivante:
Soient #, y, # les coordonnées du point O par rapport aux axes
centraux principaux d’inertie; les moments principaux d'inertie planaires
A=pa®, B=pb?, €—=pc
du point O sont, d’apras le n° 13, les racines K, K,, K, de I'équation
du troisitme degré (équation 40)

2 2 2
63) TaPR S e R

de fagon que l'on a™)
(64) A=K, B=K, C=K,.

Les cosinus directeurs a;, b,, ¢, des plans principaux d'inertie corres-
pondants, qui coincident avec les plans tangents au point O aux trois
surfaces homofocales (40) passant par ce point, sont donnés par la
proportion
b — Y F

(65) GibiG= gty pix ¢
Le moment polaire d'inertie J, du point O est égal au coefficient de
— K* dans D'équation (63); Dapplication de (10) donne aussitot les
moments principaux d'inertie axiaux

We=pa? B=pb? ©=pc?

(i=1,23)

du point 0™).
71) Pour obtenir les coordonnées z,y,z dont les moments principaux d'inertie
planaires aient des valeurs donndes 91, B, €, il suffit d’employer les formules qui

d t les d tési d'un point en fonction de ses coordonnées
elliptiques. On obtient huit points symétriques par rapport aux axes de coor-

—BHR=HE—H)
ZBUE—Be '

]/ A-0B €0
A—-OB—0p
Voir I.(J.) Somov, Radionalinaja mechanika'); trad. A. Ziwet, Mechanik 2, p. 89.
72) Les considérations de ce numéro et du précédent subsistent encore quand
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Remarquons encore qu'ayant supposé 4 < B < C, on en conclut
A'> B> (" [n° 9] Donc pour un point quelconque les moments
principaux d'inertie planaires %A, B, € tombent entre les limites
4, B, C, o, et les moments axiaux U, B', € entre les limites
o0, 4, B, C'%).

18. Le complexe d’inertie d'un systdme de masses. A chaque
plan = correspond en général un point principal P [n° 9] pour le-
quel = est un plan principal d'inertie. A chaque point P corres-
pondent en général #rois axes principaux d'inertie qui forment un
triddre polaire rectangulaire du systdme antipolaire. Ce triddre a trois
ardtes et trois faces. Pour chacun de ces six éléments, P est le
point principal [voir n° 9].

On démontre au contraire qu'une droite d n'est axe principal
d'inertie pour l'un de ses points que si elle contient I'antipole d'un des
plans normaux & cette droite®’); elle est l'aréte de l'angle droit d'un
triddre polaire rectangulaire ou, ce qui revient au méme, d’un triddre
principal conjugué de J. P. M. Binet [voir n> 11 et 9].

Le point principal correspondant est I'interseetion de ce plan avee d,
et d est normale en ce point 4 I'une des surfaces homofocales qui
passent par ce point.

On montre en outre que toute normale & une des surfaces homo-
focales est axe principal pour le pied de cette normale; ce pied est
le point principal de la normale.

On peut encore dire®) que la droite d n'est axe principal d'inertie
que si elle coupe orthogonalement la droite antipolaire d’.

Mais cela équivaut i la définition que Th. Reye a établie pour les
azes (géomdtriques) du systeme antipolaire. Les axes de Reye sont
done d'une part, aw point de vue géométrique™), identiques aux normales
aux surfaces homofocales, dautre part, au point de vue mécanigue, ils
sont identiques aux axes principouz dinertie du systéme de masses.
Ainsi le complexe des axes de Reye (lié au systdme antipolaire) fournit
la totalité des axes principaux d’inertie du systéme de masses [voir
IV 4, 78]

Les nombreuses propriétés des rayons d'un tel complexe®) sont

le point O coincide avec le centre de gravité §, de fagon qu'on obtient ainsi,
indépendamment de la surface ¢ =0, une autre détermination analytique de la
surface centrale de Culmann et des trois mutres surfaces centrales attachées am
syatéme de masses.

73) J. P. M. Binet, J. Ec. polyt. (1) cah. 16 (1813), p. 58/9.

74) Th. Beye, Geometrie der Lage (3° éd.) 2, Leipzig 1892, p. 141, 152, 156.
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donc autant de propriétés des axes principaux d'inertie. Ce complexe
prend de 14 (comme le systéme antipolaire lui-méme) dans l'stude des
moments d'inertie une importance considérable. Nous lappellerons
compleze d'inertie du systtme de masses [voir n° 21]7).

19. Surfaces de moments principsux planaires et axiaux.
Ls famille des complexes de moments axiaux constants. Toute
surface F'(K) de la famille des surfaces homofocales (40) peut étre
définie comme le lieu des points pour lesquels un des moments prin-
cipaux planaires J, a la valeur constante K (car les points de contact
sont principaux pour les plans tangents correspondants).

Considérons alors les lignes dintersection de deux des surfaces
homofocales (X)) et F(K') qui passent par le point O; la tangente
& cette ligne au point O est un axe principal d'inertie pour ce point
O et en méme temps le moment d’inertie correspondant

J, =K+ K
est le méme pour toutes les tangentes de ladite courbe d'intersection ).
En outre K — K’ est aussi le méme, si bien que ces tangentes d
peuvent étre regardées aussi comme des axes de déviation de paramdtre
constant { [cf. n° 15].

Soient maintenant les normales & la surface homofocale F(K)
le long de la conique sphérique déterminée par lintersection de F(K)
avec une sphere concentrique. Les points P de cette courbe étant
également distants du centre S, les moments d'inertie polaires J,
sont égaux (équation 17); d’autre part les moments d'inertie planaires .7,
pour les plans tangents & F(K) sont aussi égaux. Donc les moments
d’inertie axiaux

Tyo=d,—J,

sont aussi éganx pour toutes les normales & F(K) le long de la
conique sphérique donnée et leur valeur est précisément)
Jo— A"+ SPP - K.

5) Le complexe d'inertic est aussi identique au complexe des axes de
Reye déterming par les axes de la surface centrale de Culmann; ses rayons sont
donc anssi aux surfs homofocales de la surface de Culmann, Seulement
le point principal 2 de cetto le ne coincide plus avec le pied f de cette nor-
male; mais le segment /7 est partagé en son milieu par le plan central perpen-
diculaire & fh.

76) J. P. M. Binet, J. Ec. polyt. (1) cah. 16 (1813), p. 62.

77) Ce théoréme est dd & W. Thomson; of. R. Townsend {Cambr. Dublin math.
J. 2 (1847), p. 19/42, 140/71, 241/51]. R. T d r que que le thé st
applicable & la théorie des axes isochrones, c’est-i-dire des axes pour lesquels lai
masse du systéme soumise & la pesanteur donnerait des oscillations pendulaires
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Dans le cas général, le lieu des points P pour lesquels un des
moments principaux d'inertie aziaux J; a une valeur constante H est
une surface ,biaxiale® du quatridme ordre A(H)™); on obtient facile-
ment son équation par la considération que 'axe d’inertie principal cor-
respondant & P est normal & I'une des troig surfaces homofocales passant
par le point P. Pour le plan tangent correspondant, on a

J,=J,— H;
d'un autre ¢oté, d’apres I'équation (17), on a
=T+ u(@ + v + )
JN=A4+ B+ C.
Pour cette valeur J,, du paramdtre K, il résulte de (40) et de (63)
T’équation

66 A~y

+

et

qui représente la surface considérée™).

Si P(x, y, #) est un point quelconque de la surface et P, la
projection orthogonale du centre de gravité S sur le plan tangent a
la surface A(H) en P, PP, est I'axe principal d'inertie correspondant
a P avec le moment dinertie H®).

Si Yon fait varier H de C’ & + oo, I'équation (66) représente
une famille de surfaces®*) qui se groupent en trois classes de surfaces
en quelque sorte homofocales, suivant que H est entre (" et B, entre
B et A" ou entre A" et 4 co. Chaque surface de la famille A(H),
comme chaque surface de la famille F(K), admet comme plans de
symétrie les trois plans de symétrie du systéme antipolaire. Les
points doubles de toutes les surfaces A(H) engendrent deux co-

de méme durée. Les axes d'égal moment qui sont également distants du centre
de gravité, sont manifestement isochrones.

78) W. Thomson [Cambr. Dublin math. J. 1 (1846), p. 203] appelle cette sur-
face surface d’égal moment (equimomental surface).

79) Cette équation permet aussi de trouver les moments d'inertie principaux
axiaux d'un point quelconque (z, y, 2). L’éguation est du troisidme degré en H
et ses racines H,, H,, H, donnent les valeurs cherchées [voir n° 17].

80) W. Thomson [Cambr. Dublin math. J. 1 (1846), p. 208]. Voir aussi E.J.
Routh, Dynamics **); Dynamik 1, p. 50.

81) W. Thomson [Cambr. Dublin math. J. 1 (1846), p. 208] appelle ces sur-
faces surfaces conjuguées d’égal moment.
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niques®); ce sont les coniques focales () et (y) du systéme antipo-
laire [voir n° 16].

On considére en optique des surfaces de méme caractdre que
A(H), ce sont les surfaces donde de Fresnel; seulement dans ces sur-
faces particulieres, le lieu des points doubles est formé seulement de
Ihyperbole focale. La surface d’onde de Fresmel pour les milieux
biréfringents®®) est une surface A(H) de la troisieme classe (H > 4").
La totalité des droites d (axes principaux d'inertie ou non) pour les-
quelles le moment d'inertie J, a une valeur constante i forme un
compleze quadratique de Painvin®) que nous désignerons par (Ju);.
Comme 4 peut prendre co' valeurs, on pourra associer & tout systeme
pesant, outre le complexe unique d’inertie, toute la famille des com-
plexes (J;),, 8i le parametre A prend la valeur particulitre H, le
complexe (Jy), et le complexe d'inertie du systéme ont en commun
une congruence dont les rayons sont tous les axes prinecipaux d’inertie
ayant pour moment d'inertie H. Les points principaux correspondants
décrivent d'une part la surface focale de cette congruence et d'autre
part la surface A(H). Les deux surfaces sont donc identiques et
cela fournit une nouvelle génération de la surface A(H).

82) A. Clebsch, J. reine angew. Math. 57 (1860), p. 73.

83) On le sait, en optique, on construit cette surface du quatriéme ordre
ainsi: on fait les sections centrales d'un certain ellipsoide et sur le diamétre
normal & chaque section on porte les longueurs des deux demi-axes de la section.
On connait l'usage de cette surface d’onde pour des problémes autres que ceux
de l'optique. J. Mac Cullagh [Trans. Irish Acad. (Dublin) 17 (1837), p. 243] lui
donne le nom général de surface biaxtale, d'une part a caunse du mode de
génération de la surface, et d'autre part ,the name perhaps may appear the
more appropriate, at is reminds us of the place which the surface holds in the
optical theorie of biaxial crystals®.

Voir aussi R. Townsend [Cambr. Dublin math. J. 2 (1847), p. 24] qui con-
sidére de méme cette surface et, partant du théoréme de W. Thomson, établit,
entre autres, la proposition suivante:

Tous les axes principaux d’inertie qui, pour les points auxquels ils corres-
pondent, sont, en méme temps, des axes de durée minimée d'oscillation décrivent
une surface qui est justement la surface biaxiale de V'ellipsoide de Mac Cullagh.

84) A. Demoulin [Bull. Soc. math. France 20 (1892), p. 180]. L'auteur (p. 131
en note) attribue toutefois le théoréme & G. Fouret qui I'avait communiqué ver-
balement quelques années auparavant i la Société. Le complexe de L. ¥. Painvin
[Nouv. Ann. math, (2) 11 (1872), p. 49, 97, 202, 481, 529] est un cas spécial du
complexe de G. Battaglini [Rendic. Accad. Napoli (1) 5 (1866), p. 305]. Le premier
est formé des droites d'intersection des couples de plans rectangulaires tangents
4 une surface du second ordre; le second est formé des droites telles que les
plans tangents mends par cette droite & deux surfaces du second ordre forment
un faisceau harmonique. Voir aussi ¥. Aschieri [Giorn. mat. (1) 8 (1870), p. 85, 37].
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La famille des surfaces A(H) peut étre définie comme la famille
des surfaces focales de toutes les congruences qui sont communes au
complexe d'inertie et & la famille des complexes (Jy),.

20. Moments quadratiques pour les systdémes plans et recti-
lignes (généraux). Si tous les points masses sont dans un plan @,
le centre de gravité S du systéme est dans @ [voir n* 4 et 5], ainsi
que l'antipdle (centre du second degré) de tout autre plan de l'espace.
Naturellement, le moment d'inertie Jz par rapport au plan @ est nul.
Par 1a la surface directrice @ du systéme antipolaire devient, en por-
tant dans (36) la valeur ¢ = Jy =0, la conique représentée par

D =AU+ BV 4+ uT%=0

(86a) ou e w1
=S +E =0

le systtme antipolaire se réduit & un systéme plan situ¢ dans le plan
@(2=0). Tous les plans passant par la méme droite p de @ ont
done le méme centre du second degré P et par suite le point P peut
dans ce cas &tre appelé centre du second degré ou antipile de la
droite p elle-méme.

De cette fagon, & chaque droite p du systéme plan est associé
un centre du second degré (antipdle) qui est I'antipéle de tous les
plans passant par cette droite et qui coincide avec le pole P de p par
rapport & la conique directrice @.

La surface centrale de Culmann se réduit i la condque centrale de
Culmann

(37a) »=54+%—2-0

1

n

et la surface centrale de Binet, 4 la courbe réciproque
Az*+ By —pu =0.

Si @ est une hyperbole, @° est 'hyperbole conjuguée; si @ est
une ellipse réelle, la courbe centrale de Culmann est imaginaire et
réciproquement.

Ainsi, par exemple toute surface plane limitée (ou toute courbe
plane) définit dans son plan @ un systéme antipolaire n'admettant
pas de courbe directrice réelle, mais admettant une ellipse centrale de
Culmann . .

(37'a) -1,

ol a et b sont les rayons centraux d'inertie définis par la figure
plane et g est l'stendue de la surface plane (ou la longueur de la
courbe).
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Comme les moments linéaires et quadratiques pour les droites
(et points) du plan @ sont égaux aux moments linéaires et quadratiques
par rapport aux plans menés par ces droites normalement & @ (et
aux droites normales & @ menées par ces points), la courbe centrale
de Culmann donne aussi une représentation des moments quadratiques
correspondants ¢ ses diamétres.

Par exemple, la distance du centre de gravité a une tangente 2
la conique est égale au rayon d'inertie pour le diamétre paralléle &
oette tangente [n° 12, équation 38]%); le moment d’inertie pour um
diametre ¢ de la conique de Culmann est égal au moment d'inertie,
par rapport & ce diametre, de la masse totale g concentrée & V'extrémité
M du diamdtre conjugué de 6.

En outre, le moment de déviation pour les deux diametres o et
& est égal an moment de déviation de la masse totale concentrée au
point M%) [n° 11, éq. 357).

D’une fagon générale, toutes les formules des n° 11 et 12 s’appli-
quent au systtme plan, et il doit &tre entendu qu'elles s'appliquent
aussi bien & tous les plans de Vespace qu'i leurs intersections avec
@. Par exemple, dans la formule [n° 11]

(31 T = BSans

on peut aussi bien admettre gue m représente un plan quelconque de
Tespace ou bien la droite d'intersection de ce plan avec le plan @
du systeme; s,, p, sont alors les distances correspondantes des points
8 et P soit au plan =, soit 3 la droite = [n® 11].

Les axes du plan @ qui ont un méme moment d'inertie, ainsi
que les plans de moments constants perpendiculaires & @, enveloppent
Yune des courbes de la famille homofocale du systéme antipolaire,
qui ont pour équation

& =K'+ %)

ou

x® 1
(#02) F—atxZE~ w

Les foyers communs de la famille sont les foyers g et ¢’ du systéme
antipolaire et forment avec les foyers f et f de la courbe centrale
de Culmann les quatre sommets d’un carré.

Dans le plan @ du systéme, tout point O est le centre d'une
conique d'inertie de Culmann qui lui est associée, et dont I'équation,
rapportée aux axes principaux d'inertie du point O, est I'équation (87a)
od l'on remplace 4 et B par ¥ et B, moments d'inertic principaux
par rapport au point O. Ces axes sont les tangentes en O aux deux
coniques du faisceau homofocal (40a) qui pagsent par ce point; ce
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sont donc les deux bissectrices de l'angle des rayons vecteurs ¢ Og’
et de son supplémentaire. Cette conique de centre O a les mémes
propriétés pour les moments d'inertie par rapport & ses diamétres que
la conique centrale de Culmann par rapport & ses diamdtres.

Si l'on considére un systéme pesamt plan, qui en particulier peut
étre une surface homogeéne ou une ligne homogene, la courbe d'inertie
correspondant & un point quelconque O du plan @ est une ellipse.
En particulier, les ellipses d’inertie pour les foyers @ et ¢" du systéme
sont des cercles dont le demi-diamdtre est @, en supposant a > dans
Téquation (37'a).

La surface centrale de Mac Cullagh (pour la représentation des
rayons awiougz d'inertie correspondant au centre de gravité) est d'aprés
le n° 14 X ) ,
(449) oy tatube
et le faiscean des surfaces homofocales de moment constant est d'aprés
le n° 13

2

. e
(40%) FedTECE TR

=0

cette équation conduit aussi directement a (44a) en remplagant K
par 4 + B+ C [n° 14], soit ici par 4 + B.

On voit en outre que la conique @, donnée par I'équation (40b)
pour K= C =0, est une des courbes focales de la famille: en effet, pour
tous les plans qui passent par ses tangentes, le J, correspondant est
nul. La surface centrale de Poinsot est réciproque de celle (44a) de
Mac Cullagh [n® 14]; ¢'est done

Ba'+ Ay + (A + B)# —p

Pour tout point O du plan @ on obtient les équations des quatre
surfaces d'inertie qui lui sont assocides, rapportées i leurs axes prin-
cipaux, en ajoutant aux équations (37a) et (44a) leurs équations réci-
proques et remplacant 4 et B par les moments d'inertie ¥ et B qui
correspondent au point 0. Mais si O est un point extérieur au plan
@, les surfaces d’inertie correspondantes sont données par les équations
(37), (39), (44) et (47), dans lesquelles A, B et C doivent &tre rem-
placés par %A, B, € [n> 16 et 17].

Si le systéme de masses est rectiligne, disposé sur une ligne I,
le systéme antipolaire se réduit & une involution ponctuelle X X' S oo
sur [, dont les points doubles (ou éventuellement les points conjugués
et symétriques par rapport au centre de gravité S) forment deux sur-
faces @ (ou @°) dégénérées en deux fai x; en tous cas chaque
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point X de 1 est Vantipdle de tous les plans pagsant par le point
conjugué X’ et réeiproquement.

Par exemple, le centre de gravité S d’'un segment homogene 4 B
est en son milieu; et si I'on prend sur lui le point A4’ de fagon que
AA'=2A4'B, 8 est le centre et A et A’ deux éléments conjugués
de Tinvolution ponctuelle déterminée sur la droite 4B.

A VYaide de cette involution et des formules générales des n>* 11
et 12 valables ici, on peut calculer tous les moments quadratiques duw
segment AB,

21. Le développement historique de la théorie des moments et
des surfaces d'inertie. L'existence des axes principaux d’inertie pour
des systemes pesants fut découverte par J. A. de Segner®). Celui-ci
démontra que par tout point P passent trois axes am moins pour les-
quels le point P est point principal. La-dessus, L. Euler®) a donné
les formules qui permettent de calculer le moment d’inertie d’une droite
queleconque issue de P en fonetion des moments d'inertie par rapport
aux axes principaux du point P.

Ni J. A. de Segner, ni L. Euler ne considérérent pourtant les autres
axes principsux, qui passent par le point P, sans admettre ce point
pour point principal; surtout ils ne s’occupérent pas d'une fagon gé-
nérale de la distribution de ces axes dans l'espace.

Une extension essentielle de la théorie fut apportée par J. P. M.
Binet®) qui introduisit Ia notion plus générale de triédre d’axes con-
Jjugués et étudia pour la premidre fois les moments d’inertie planaires.
Il trouva la famille des surfaces homofocales et les propriétés de leurs
lignes de courbure. Il montra que ces surfaces sont enveloppées par
les plans pour lesquels le moment d’inertie est le méme, et qu’elles
sont décrites par les points pour lesquels un des moments principaux
d’iertie correspondants a une valeur domnée. Il remarqua en outre
que les coniques focales sont les lieux des points pour lesquels deux
des moments principaux d’inertie sont égaux et il étudia, en méme
temps que S. D. Poisson®), le cas particulier oi les surfaces homo-
focales sont de révolution.

A. M. Ampére®™) réservait le nom d'axes principaux d’inertie
85) Specimen theoriae turbinum, Halle 1755, ,Quelques années plus tot,
L. Euler {Scientia navalis 1, S* Pétersbourg 1749, p. 76/7] avait indiqué comme
hypothése qu'un corps flottant quelconque a trois axes principaux d'inertie (Note
de G. Enestrom).*

86) Theoria motus?%), p. 177.

87) J. Be. polyt. (1) cah. 16 (1818), p. 47 [1811).

88) Mécanique®?), (1™ éd.) 2, p. 496/500.

89) Mém. Acad. sc. Institut France (2) 5 (1821/2), éd. 1826, p. 86.
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i ceux du centre de gravité et nommait les autres axes permanents. 11
trouva que les axes permanents passant par un méme point P sont
sur un c¢dne du second degré équilatére et que les points auxquels
ils correspondent décrivent une courbe du cinquidme ordre avec un
point triple en P; que si le point principal donné P correspond &
un plan de symétrie, le cone se décompose en deux plans: le plan de
symétrie lni-méme et un plan normal; la courbe se décompose en un
cercle®) et une courbe du troisieme ordre située dans le plan de
symétrie. Chacun de ces plans normaux est en méme temps un plan
normal en P 4 une conique d'une certaine famille de coniques homo-
thétiques situées dans le plan de symétrie. Dans l'un des plans de
symétrie sont situées deux familles homothétiques de cette espdee, dont
la premiére renferme I'hyperbole focale du systdme antipolaire et la
deuxziéme renferme l'hyperbole focale de la surface centrale de Cul-
mann, Dans chaeun des deux autres plans de symétrie au contraire
se trouve une seule famille de courbes homothétiques, qui renferme
respectivement 'ellipse focale du systéme antipolaire et V'ellipse focale
de la surface centrale de Culmann®).

La théorie des surfaces homofocales et de leurs courbes focales
fut reprise par M. Chasles®™) qui étudia surtout la distribution des
normales i ces surfaces dans l'espace. Il donna entre autres ce théo-
réme que les normales situées dans un méme plan enveloppent en
général une conique (antipolaire au cone d’Ampere), qui est méme une
parabole, comme 1'a trouvé R. Townsend®®); en outre M. Chasles apporta
dans cette théorie un ordre systématique. Ses recherches, conduites
au seul point de vue géométrique, trouvent une application immédiate
4 la théorie des axes principaux d’inertie; elles furent complétées
par les travaux de J. Mac Cullagh®), W. Thomson®), A. Cayley®),
R. Townsend®) et J. N. Haton de la Goupilliére®).

Un autre pas d’une importance décisive fut fait par d'autres

90) Pour les points P de I'hyperbole focale et de l'ellipse focale dn systéme
antipolaire ce cercle se réduit & un point qui n'est autre que le point P lui-méme.
A. M. Ampére désigne ces deux coniques sous le nom d'hyperbole principale et
d'ellipse principale [Mém. Acad. sc. Institut France (2) 5 (1821/2), éd. 1826, p. 139].

91) Apergu hist.?), (2° éd.) p. 384 (Note XXXI).

92) R. Townsend, Cambr. Dublin math. J. 1 (1846), p. 209/27; 2 (1847),
p. 19/42, 140/71, 241/61.

98) J. Mac Cullagh, Trans. Irish Acad. (Dublin) 22 (1849), p. 139 [1844].

94) W. Thomson, Cambr, Dublin math. J. 1 (1846), p. 127/38, 195/206.

95) A. Cayley, 1d. 1 (1846), p. 207/8; Papers 1, Cambridge 1889, p. 253/4.

96) Cambr. Dublin math. J. 1 (1846), p. 209/27; 2 (1847), p. 19/42, 140/71, 241/51.

97) J. Ec. polyt. (1) cab. 37 (1858), p. 73/96.
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recherches purement géométriques. Th. Reye®) g'assimila les idées de
oJ. Plicker sur la géoméirie des droites et utilisa les matériaux déja
réunis. Matériaux riches, mais amassés sans idée systématique et d’'un
caractére moitié mécanique, moitié géométrique. Il étudia en 1868 pour
la premiére fois le complexe des axes d'une surface du second degré
et du systtme polaire correspondant et en donna une théorie com-
plete. Plus tard, il définit le complexe des axes indépendamment de
la sarface du second degré, prise d’abord pour base, et montra que les
surfaces homofocales et en outre toutes les surfaces qui leur sont
concentriques et homothétiques fournissent le méme complexe, ete.
Mais comme le complexe de Reye, formé des axes du systeme anti-
polaire attaché 4 un systeme de masses, est, en méme temps, le
complexe d'inertie du systtme de masses, il permet de trouver tous
les résultats connus antérieurement sur les axes principaux d’inertie
comme de simples corollaires, et en outre une série de complé-
ments importants et de nouveaux théorémes; et cela non pas seule-
ment pour les systémes pesants, qui seuls avaient été étudiés par tous
les auteurs cités antérieurement, mais anssi pour les systémes de
masses généraux.

Notons enfin la simplicité de la définition que nous avons donnée
pour le systéme antipolaive attaché & un systeme de masses quel-
conque, en associant & tout plan x le centre de gravité du second degré
correspondant & ce plan « [n° 11]; systéme qui, & son tour, détermine
facilement les surfaces homofvcales du second degré et le complewe
dinertie.

On peut donc désormais regarder comme rempli le souhait de
M. Chasles®) et de A. Cayley™), de baser sur une idée fondamentale
unique et simple toutes les propriétés des moments statiques et quadra-
tiques et d’en déduire, par un développement logique et systématique,
tous les théorémes qui s’y rapportent.

Pour se guider au milieu des dénominations diverses employées
dans les différentes publications concernant les surfaces d’inertie, on
peut encore utiliser les données suivantes:

J. P. M. Binet'®™) avait pour la premidre fois représenté les
moments d'inertie planaires correspondant i un point & l'aide d'un
ellipsoide, mais Dellipsoide employé par J. P. M. Binet n'est pas celui
que nous avons désigné plus haut (d'apres W. Schell) comme ellipsoide

98) Geom. der Lage ™), (3¢ ¢d.) 2, p. 13§77,

99) Apergu hist.!), (2° éd.) p. 897 et les notes des pages 220, 221.
100) Report Brit. Assoc. 32, Cambridge 1862, éd. Londres 1863, p. 227.
101) J. Ec. polyt. (1) cab. 16 (1813), p. 64 [1811].
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de Binet; c'est un ellipsoide semblable a Yellipsoide de Culmann, le
rapport de similitude étant Vu:1. J. N. Haton de la Goupilliére™®?)
était arrivé aussi au méme ellipsoide de Culmann.

L’ellipsoide considéré par J. P. M. Binet a pour réciproque la sur-
face appelée par W. Thomson'®) ,the ordinary ellipsoid of construction®,
par A. Cayley™) ,the comomental ellipsoid® et par I (J.) Somov'%)
Lellipsoide fondamental'®),

Comme lavait fait J. P. M. Binet pour les moments planaires,
A. L. Cauchy") représenta aussi les moments axiaux d'inertie d'un
point par un ellipsoide. L'ellipsoide de Cauchy était désigné par
J. Mac Cullagh™®), W. Thomson'®), R. Townsend®) et autres sous le
nom de the momental ellipsoid; il est homothétique de celui que nous
avons appelé (47') ellipsoide de Poinsot'"). L. Poinsot Yappela ellip-
soide central“ et le mit en valeur dans ses belles recherches sur la
rotation des eorps. L’ellipsoide central %" de Mac Cullagh (44') a été
introduit par J. Mac Cullagh'?) des 1844 sous le nom de ,the ellipsoid
of gyration® et employé par lui & I'étude de la rotation d'un corps;
W. Thomson™®) T'a retrouvé de son cité en 1846 sous le nom de ,the
central ellipsoid® et A. Clebsch sous le nom de ,das zweite Central-
ellipsoid”. La surface analogue, pour un point quelconque, que nous
avons appelée ellipsoide d'inertie de Mac Cullagh, a été étudiée par
R. Townsend™) et plus tard par A. Clebsch'®).

22, Sy de quadrati t équivalents. Deux
systémes de masses sont dits dguivalents au point de vue de leurs

102) J. Ee. polyt. (1) cah. 37 (1858), p. 85.

108) Cambr. Dublin math. J. 1 (1848), p. 201, 202.

104) Report Brit. Assoc. 32, Cambridge 1862, éd. Londres 1863, p. 143.

105) Radionalinaja mechanika?); trad. A. Ziwet, Mechanik 2, p. 79.

106) Voir aussi D. Chelini, Mem. Ist. Bologna (2) 5 (1865), p. 144 et suiv.;
F. P. Ruffini, Mem. Ist. Bologna (4) 3 (1881/2), p. 25.

107) Exercices math. 2, Paris 1827, p. 93; (Buvres (2) 7, Paris 1889, p. 127.

108) Trans. Irish Acad. (Dublin) 22 (1855), p. 189.

109) Cambr. Dublin math. J. 1 (1846), p. 127/33, 195/206.

110) 1d. 1 (1846), p. 209/27; 2 (1847), p. 19/42, 140/71, 241/51,

111) J. math. pures appl. (1) 16 (1851), p. 74.

112) Cf. 8, Haughton, Account of prof. Mac Cullagh's lectures on the rotation
of a solid body round a fixed point {Trans. Irish. Acad. (Dublin) 22 (1855), p. 149).

118) Cambr. Dublin math. J. 1 (1846), p. 127/38, 195/206.

114) Cazsbr, Dubl. math. J. 1 (1846), p. 209/27; 2 (1847), p. 19/42, 140/71,
241/61,

115) J. reine angew. Math. 57 (1860), p. 73 [1859]. A. Clebsch parait, comme
R. Townsend, n'avoir pas eu connaissance des recherches de J. Mac Cullagh.
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moments d’inertie’'®) si pour tous les plans de l'espace leurs moments
d’inertie ont des valeurs égales’”). Dans ce cas, les deux moments
d'inertie ont aussi la méme valeur pour tout point et pour tout axe et
il en est de méme des moments de déviation pour tout couple de plans.

D'aprés les formules (31) & (35), les conditions d’équivalence
pour les systtmes généraux sont I'égalité des masses totales et la coin-
cidence des systtmes antipolaives. Si ces conditions sont remplies, il
est facile de voir que les systémes sont équivalents aussi au point de
vue des moments statiques et qu'ils admettent le méme centre de
gravité, les mémes surfaces homofocales et le méme complexe d’inertie.

Tout systéme non indifférent équivaut & une sextuple infinité de
quadruplets de points masses. Les points d’un tel quadruplet forment
les sommets de 1'un quelconque des tétraddres antipolaires du systéme
donné™"). Soient hy, kg, kg, h, les hauteurs du tétraddre, s, s,, S5, 8,
les distances du centre de gravité & ses faces; les masses g, gy, Hg, ¥y
des quatre sommets sont données par les équations
67 by = us, pohy— w8y, pihy—usy, wghy=ps,.

Pour un systéme magnétique (on p = 0, tandis que ¢ est différent
de zéro) il faut substituer & ces formules celles-ci
(67) by = kg = pshy — w =g, N
ol les hauteurs sont mesurées dans la direction de 'axe magnétique g
et od ¢ est la valeur scalaire de cet axe comme dans (31).

Le systtme de masses indifférent équivaut au contraire & une
infinité de quintuplets de points-masses, avec une masse totale nulle.

Pour un systéme pesant, il y a toujours une infinité de gquadru-
plets équivalents dont les quatre points ont pour masse i . Les
tétraedres qui torment ces quadruplets sont circonscrits a un ellipsoide
@, et inserits a un autre ellipsoide @,. Ces deux ellipsoides sont

116) Th. Reye, J. reine angew. Math. 72 (1870), p. 800/1; E..J. Routh, Dy-
namics®?); Dynamik 1, p. 24. Abstraction faite de la dénomin&tioy, Tidée de
I'équivalence des corps se trouve d'abord dans .J. P. M. Binet, J. Ec. polyt. (1)
cah. 16 (1813), p. 65/7 [1811], et plus tard chez A. M. Legendre, Traité des
fonctions elliptiques et des intégrales culériennes 1, Paris 1825, p. 410 [1817].
Mais les premitres réductions d'un corps a des groupes équivalents de points-
masses ont ét¢ pour la premidre fois donndes par J. J. Sylvester [Quart. J. pure
appl. math. 6 (1864), p. 131; Papers 2, Cambridge 1908, p. 339], E.J. Routh
[Quart. J. pure appl. math. 6 (1864), p. 267/9] et Th. Reye [Z. Math. Phys. 10
(1865), p. 433).

117) Th. Reye, J. reine angew. Math. 72 (1870), p. 295/6; et déja auparavant,
pour les systémes pesants [Z. Math. Phys. 10 (1865), p. 433]. La réduction dp tri-
angle 4 un systdme équivalent de trois points d’égale masse a été donnée pour
la premiére fois par E..J. Routh, Quart. J. pure appl. math. 6 (1864), p. 267/9.
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concentriques et homothétiques & lellipsoide central de Culmann @-.
11 suffit de diviser et de multiplier les axes de @ par ¥/3 pour avoir
respectivement les axes de @, et ®,.

Tous ces tétraddres ont un méme volume qui est le volume ma-
ximé des tétraddres que l'on peut inscrire dans l'ellipsoide @,18).

Tout systéme pesant peut en outre étre réduit & un sextuplet
équivalent de masses égales & }u, placées aux extrémités d'un triplet
quelconque de diamétres conjugués de l'ellipsoide @,.

Ces théoremes peuvent étre déduits, par une transformation homo-
graphique-affine de Vespace, des théorémes analogues pour un systéme
de masses dont la surface centrale est une sphére; par cette transfor-
mation, Iéquivalence de deux systemes n'est pas troublée ).

Remarquons qu’un systéme dont la surface centrale est une sphere
de rayon a est équivalent & une masse sphérique homogine de rayon
aV5; il en résulte que tout systbme de masses purement positives
est équivalent 4 un ellipsoide homogene. Cet ellipsoide est concen-
trique et homothétique & l'ellipsoide central de Culmann et s’en déduit
en multipliant ses dimensions linéaires par /5. C'est lellipsoide de
Legendre '®).

L'ellipsoide de Legendre pour un tétraédre homogéne de masse g

coincide avec l'ellipsoide de Culmann pour quatre masses égales & 'Z
concentrées aux sommets du tétraédre.

Tout systéme pesant est aussi équivalent & un tétraddre homogene.

Considérons en effet un tel systtme et un quadruplet équivalent
formé de quatre masses égales. Joignons le centre de gravité S & ces
quatre points 4,, 4,, 4;, A, et multiplions les segments obtenus par /5.
Les quatre extrémités nouvelles A, 4,, 4y, A, forment les sommets
d'un tétraddre homogene équivalent au systtme donné. Cela montre
en méme temps comment on peut remplacer un tétraddre homogene

< N : 5 0
donné, de masse u, par un systéme de quatre masses dgales i ; 1),

118) Sur ces tétraddres de volume maximé voir J. Lioueille, J. math, pures
appl. (1) 7 (1842), p. 190; J. Steiner, J. reine angew. Math. 30 (1846), p. 273/6;
Werke 2, Berlin 1882, p. 345/8; C. F\. Geiser, Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 1
(1868), p. 778/9.

119) E.J. Routh, Dynamics *%); Dynamik 1, p. 30.

120) A. M. Legendre, Fonet. ellipt.®) 1, p. 410. Voir aussi E. J. Routh, Dy-
namies *%); Dynamik 1, p. 28.

121) Par la on voit encore comment un polytdre homogine (ou un polygone
et aussi une ligne polygonale I g peut é&tre pl par un syste
équivalent de points isolés. Il suffit de partager d’abord le polyddre en tétra-
&dres (ou le polygone en triangles, la ligne polygonale en ses cdtés). De la (voir
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Le tétraddre est en outre équivalentl®) i cing masses; quatre de
ces masses coincident avee les sommets du tétrabdre et ont pour valeur

. " 2z s 4
%, et la cinquibme, placée au centre de gravité, a pour valeur —5"’ 159),

Appendice 3 la théorie des moments lin6aires
et quadratiques.

28, Moments linéaires et quadratiques d’'un systéme continu.
Le noyau d'une figure continue. Pour lusage pratique, une impor-
tance particulivre appartient au centre de gravité, aux moments liné-
aires et aux moments d'inerbie des corps continus (ou des surfaces);
ces Gléments méritent pour cette raison une mention spéciale.

Les coefficients introduits plus haut [voir n° 11] sont définis par
les intégrales suivantes étendues & tout le corps:

4, :flﬁdt, Ay =.fyid1, Agy = ﬂgd%
(68) {Ags— 45 ":‘{;/Zd‘ﬂ, Ay = A= j"‘exdf! Ap =4y = tﬁyd”
A1=fxd1’ Ai=‘/;(lr, A3=J1zdt, M=fd‘n

ol dv est la masse de I'élément du corps supposé homogene et u la
masse totale. Du reste les autres développements demeurent inchangés.
Seulement une nouvelle notion s'ajoute qu'on ne rencontre pas dans un
systeme de masses isolées, C'est Ja notion de noyau™),

aussi note 122) une méthode pour calculer les moments d’inertie de certaina
corps, de certaines surfaces ou lignes brisées.

122) Cette réduction du tétraddre & un groupe équivalent de cing masses
a 6t6 donné pour la premidre fois par J. J. Sylvester, Quart. J. pure appl. math.
6 (1864), p. 180/8; Papers 2, p. 388/AL.

128) D'autres exemples de tolles réductions se trouvent dans E.J. Routh, Dy-
namics *¥); Dynamik, p. 24/82; Th. Reye, Z. des Vereins deatscher Ingenieure 19
(1875), p. 401/4; R. Mehmke, Z. Math. Phys. 29 (1884), p. 61.

124) K. (Ch.) Culmann, Graph. Statik 1, (1™ éd.) p. 174/7, 180/206; (2° éd.),
p. 415; Statique graphique*?), p. 387 et, pour les figures planes, M. Bresse, Mé-
canique appliquée ), (2° éd.) 1, p. 83. Contrairement & ce quavait fait K. (Ch.)
Culinann, M. Bresse détermine directement le noyau de diverses figures simples,
ot & cet effet il g'appuie sur le théordme suivant découvert par lui:

Soit a la ligne d'intersection des bases non paralléles d'un corps cylindrigue;
la projection 4 du centre de gravité de ce corps, prise parallelement aux généra-
trices, sur une base, coincide avec Tantipdle de la ligne o relativement & cette
base, pourvu qu'on regarde cette base comme un systbme plan homogéne et continu.

La méthode de M. Bresse fub systématiquement utilisée par G.Jung dans
ses cours sur la statique graphique professés a l'école polytechnique de Milan
[cours qui ont été autographiés & plusieurs reprises & partir de 1886/7] pour
effectuer la détermination du moyau et du systéme antipolaire relatifs & une série
de figures planes.
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On entend par noyau la surface fermée dont le contour est le lieu
des antipbles de tous les plans qui touchent le corps, mais sans le
traverser. Le noyau entoure le centre de gravité S, comme tout autre
point dont le plan antipolaire ne traverse pas le corps. Soient ¥ le vo-
lume du corps, P un point quelconque du noyau, z le plan antipolaire
de P, # la distance du point P et » la distance du plan = au plan ¢
parallele au plan « mené par le centre de gravité S. D’aprés la formule
(38) du n° 11, le moment d’inertie du volume ¥ par rapport au plan
central ¢ sera

(69) T=ro¥, don T =V

On définit de méme le noyau pour une surface plane, sauf que
le volume est ici remplacé par Vaire F de la surface. Considérons
la surface plane donnée comme la section droite d’'une poutre recti-
ligne; soient alors f axe neutre de cette section droite, /, le moment
Q’inertie correspondant et /7 le diametre conjugué a f dans le systéme
antipolaire attaché & F; la formule (69) devient'™)

J
(69a) wavl=F~r.

Dans cette formule, v est la distance (mesurée parallélement & ")
du centre de gravité & la plus éloignée p des deux tangentes 2 la
section paralidles & f, et v = SP est le plus petit des deux segments
interceptés sur f” par le noyau, P étant lantipole de p. Cette
grandeur v, & cause de son emploi dans la résistance des matériaux,
est appelée par F. Reuleaus le module de résistance de la section pour
Vaxe neutre f.

Le noyau fournit un moyen commode pour résoudre graphique-
ment les problémes qui concernent les moments d'inertie et de déviation
et les moments résistants?®).

Dans des figures homographiques par affinité, les systémes anti-
polaires sont homographiques par affinité et les noyaux aussi. Done
du noyau d'un carré, d'un cercle et d'une sphére on déduit le noyau
d'un parallélogramme, d'une ellipse, d'un ellipsoide, ete. En particulier
si les figures sont semblables, on a les formules.

J =i, =1-v, done ' =Ai""t.u,

125) W. Ritter, Der Civilingenieur 22 (1876), p. 309; G. Jung, Reale Ist. Lom-
bardo Rendic. (2) 9 (1876), p. 647; A. Sayno, id. (2) ® (1876), p. 733,

126) G- Jung, Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 9 (1876), p. 600, 647; Report
Brit. Assoc. 46, Glasgow 1876, éd. Londres 1877, p. 28/6; Amtlicher Bericht der
50. Versammlung deutscher Naturforscher und Arate in Miinchen vom 17 bis 22 Sep-
tember 1877, éd. Munich 1877, p. 98/100. Pour plus de détails, voir l'article IV 7.
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ou les lettres sans accent s'appliquent 2 la premiére figure et les
lettres accentudes & la deuxiéme; enfin i représente le rapport d'agran-
dissement linéaire et il faut faire n = 5 pour un corps, » =4 pour
une surface, et #» = 3 pour une courbe.

Soit un systtme de masses composé de plusieurs corps 1,2, ... n
ayant pour densités uniformes g,, g,, . . ., ¢, et pour volumes V,,
Vs, - -+ Vi on trouve le centre de gravité S du systtme en concen-
trant au centre de gravité .S, de chacun des corps la masse totale de
ce corps et en premant le centre de gravité des » points obtenus.
Soit en outre x un plan qui ne passe par aucun des centres de gra-
vité S; et S, et solent P, les antipoles du plan z par rapport aux
divers corps, joignons ces antipoles P; aux centres de gravité corres-
pondants S; et désignons par s@ et pi? les distances de ces points S;
et P, au plan x.

Si Von donne alors au point P, la masse 0,;V;s9, le centre de
gravité des points masses obtenus est l'antipole du plan = pour le
systéme total [voir n 11 et §].

En outre [n° 11] le moment d’inertie pour le plan = est

(10) T = D0V sp) = us.0a3
u=0,V, est la masse totale du systeme, s, et p_ sont les distances

normales des points S et P au plan n. Pour le plan ¢ mené par S
parallele & =, le moment d’inertie est

(19) Jo= 884(Pr— 55) = w5, p,.

Enfin, pour un plan z ne passant pas par le centre de gravité
et un second plan z” entierement quelconque, le moment de déviation
D, . est [n°11]

m Do, v = oVs0p2 = us,p,.
@

Les corps 1, 2, .., n peuvent naturellement étre des parties d'un
méme corps; de la une méthode (procéds de décomposition) qui permet
de réduire le calcul des moments d'inertie d’un corps & celui de corps
plus simples composant le corps donné. La méthode s'applique aux
surfaces et aux courbes [voir n° 24a].

24. Calcul effectif des moments linéaires ot quadratiques pour
les systémes pesants. Nous allons donner quelques méthodes pour
la détermination du centre de gravité, des moments quadratiques et
du systéme antipolaire d'un systtme donné.

a) Mcthodes de substitution: Un systeme pesant peut étre rem-
placé par des systbmes plus simples soit par le procédé de décompo-
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sition [voir la fin du n° 23 et lo n° 5] soit par la réduction & un
systeme quadratiquement équivalent [voir n” 22], ou enfin par les deux
procédés simultanément’). Dans I'un et l'autre cas, on peut pour-
suivre le calcul analytiquement ou graphiquement.

b) Methodes analytiques, savoir:

@ Si Pon connait le trivdre central principal d'inertie, la déter-
mination de Tellipsoide central de Culmann [formules (37) et (37)]
exige la détermination des trois constantes 4, B, C. En désignant par
o la densité en P(z, y, 2), et par 2,, R,, 2, les aires des sections
du systeme par trois plans menés par P parallelement rux plans prin-
cipaux d'inertie, on obtient les trois constantes cherchées au moyen
des formules

A =‘/’.gz’.52.,dx, B=ﬁy’ﬂydy, C=_/92*.52,dz.
Les rayons de giration planaires correspondants s’en déduisent par les

3 127
relations *7) Su— A, Pu—B, fu=o

Liellipsoide central de Culmann détermine alors d'une fagon simple
le systéme antipolaire qui, & son tour, donne les moments quadrati-
ques J,, J,, J, par rapport i tous les points, plans et droites de
Pespace.

B. On procéde de méme quand on connait, non plus le tritdre
principal, mais un autre triddre conjugué de Binet pour le centre de
gravité, car les formules de l'ellipsoide central de Culmann demeurent
les mémes. Les axes principaux centraux sont alors déterminés par
les axes de Dellipsoide.

7- Dans bien des cas on peut trouver un trisdre conjugué de Binet
et le centre de gravité du systéme en se basant sur le théoreme suivant:

Si une droite d contient les centres de gravité de toutes les
sections paralltles & un plan central ¢ faites dans une figure homo-
gene, la droite d contient le centre de gravité § de cette figure [n° 5]
ot d est le diamétre conjugué de o dans le systeme antipolaire déter-
miné par le systéme'®). Réciproquement, si 6 est un plan diamétral
pour toutes les cordes paralltles & la droite centrale g, ¢ est le plan
diamétral conjugué de d dans le systéme antipolaire. En particulier,
dans un systéme homogene, tout plan ou axe de symétrie est plan
ou axe principal d’inertie.

Cela s'applique encore & un systtme non homogene, si les points
symétriques ont la méme densité.

127) Voir W. Scheil, Theorie der Bewegung?), (2° éd.) 1, p. 129/30.
128) Cf. J. P. M. Binet, J. Ec. polyt. (1) cah. 16 (1813), p. 65.
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0. Dans le cas général, application des formules (51') ou (51)
exige la détermination de six constantes (@, e, G D, &, &), mais
il est rare qu'on puisse les trouver analytiquement. En particulier, si
Ton désire le systéme antipolaire, on fera coineider le point O avee
le centre de gravité et I'on imaginera faite la substitution indiquée
dans la note 63.

& Les moments d’inertie pour les couches minces et les surfaces
peuvent se déduire par différentiation des moments d'inertie des vo-
lumes; de méme les moments d'inertie des fines bandes de surfaces
et des lignes se déduisent des moments d’inertie des surfaces!®).

La détermination analytique du centre de gravité s'obtient par
Papplication directe des formules (3a).

¢) Methodes géométriques: Outre les transformations semblable et
homographique par affinité®™) [n** 8 et 23], il est souvent avantageux
pour faciliter la détermination des moments d'inertie d’employer la
transformation par rayons vecleurs réciprogues. On peut appliquer les
théoremes suivants:

Soient r et +’ les rayons vecteurs de deux points correspondants
des figures inverses relativement & un centre quelconque O (de fagon
que 77" = x*= const.). Entre les densités ¢ et " aux points corres-
pondants, établissons la relation

. *\"

¢=e (7) ’
o Pon fera =10, n =8 ou »—6 suivant que la figure est un volume,
une surface ou une ligne. Les deux figures ont alors les mémes axes
principaux d'inertie .relatifs & O et les mémes moments d'inertie par
rapport & toutes les droites passant par O.

Soient maintenant J, et J,, les moments d'inertie polaires des denx
systémes inverses relativement aux deux points homologues P et P’
On prendra encore , wn

e=eo()

mais avec =8, 6 ou 4 suivant que le systéme est un volume, une

129) Voir W. Schell, Theorie der Bewegung?), (2° éd.) 1, p. 142; L.(J.) Somow,
Radionalinaja mechanika '); trad. 4. Ziwet, Mechanik 2, p. 92.

130) Pour le probléme direct (détermination du moment d’inertie d'nne figure
donnée) voir des exemples dans W. Sekell [Theorie der Bewegung 1), (2°6d.) 1, p. 184
et suiv.]; pour le problme indirect (étant donné le moment d’inertie ou le mo-
dule de résistance [n° 23], construction de la figure sous d’autres conditions don-
nées) voir G. Jung, Reale Ist, Lombardo Rendic. (2) 9 (1876), p. 388/90, 514/8,
597/609; 11 Politecnico 24 (1876), p. 421/34, 529/34; Report. Brit. Assoc. 46, Glas-
gow 1876, éd. Londres 1877, p. 21/3; Assoc. fr. avanc. sc. 6 (Clermont-Ferrand)
1876, p. 127/9 [E. Collignon avait propesé & G.Jung de traiter ce probléme].
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surface ou une ligne; c'est ce que faisait W. Thomson'). Avec
cette nouvelle convention, on a

R .
7= (o7) =G5 T
et le calcul du moment polaire pour un systtme résulte simplement
de celui du systdéme inverse.

d) Méthodes graphiques: Ce sont des méthodes d'approximation
et leur principal avantage est leur grande généralité, FElles sont, pour
les systémes plans surtout, applicables 2 tous les problemes ou la
présence de coefficients empiriques justifie 'approximation. La tech-
nique pose trées souvent de tels problemes. Voir & ce sujet Iarticle IV 7.

e) Methodes expérimentales: Si le corps est irrégulier dans sa
forme comme dans la distribution de sa densité, les méthodes précé-
dentes sont en défaut. On est réduit alors & l'expérience:

On suspend le corps & un axe horizontal quelconque d et on
caleule le moment d’inertie J; par rapport & la paralléle d & d menée
par le centre de gravité au moyen de la formule

s
Ja= p::: — ud
Dans le second membre de cette formule, toutes les grandeurs peuvent
étre connues par I'expérience, ce sont la masse y, le poids p, la
distance & du centre de gravité S i l'axe d’, la demi-durée d’oscillation
¢1%), (z est le rapport de la longueur de la circonférence i son diametre).

Mais on peut aussi attacher le corps & un pendule de masse
connue et dont on a préalablement déterminé par observation le mo-
ment d'inertie par rapport & un axe horizontal.

Par une nouvelle expérience on détermine la durée d'oscillation
du systéme total; on en conclut le moment d'inertie de ce systéme
puis du systéme donné seulement, pourva quon connaisse la masse
de ce systéme donné?s),

En répétant l'expérience un nombre de fois suffisant, on déter-

mine T'ellipsoide central de Mac Cullagh au moyen des valeurs trouvées
J,
de T'Z; les trois autres ellipsoides centraux en résultent.
.Citons également une méthode expérimentale donnée par G.D.J.
Haffner'™) pour déterminer les balourds des roues des wagons.*

181) Voir E. J. Routh, Dynamics*?); Dynamik 1, p. 34.

132) Voir R. Townsend, Cambr. Dublin math, J. 2 (1847), p. 26; voir aussi
E. J. Routh, Dynamics **); Dynamik 1, p. 81.

138) Voir E.J. Routk, Dynamics33); Dynamik 1, p. 81/2.

134) Cf. P. Appell, J. Ee. polyt. (2) cah. 9 (1904), p. 151/62.*
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f) Méthodes mécaniques: On peut aussi se servir de divers appareils
et instruments. Nous citerons seulement les trois exemples suivants:

oJ. Amsler') construisit un planimeétre, Marcel Deprez'®) un
intégrometre et Br. Abdank-Abakanowics™) un intégraphe; ces instru-
ments déterminent par voie méeanique non seulement les moments
d'inertie de figures planes homogenes relativement & des droites quel-
conques de leur plan, mais aussi les moments linéaires, les aires et les
centres de gravitéi%),

Moments supérieurs.

2b. Définition générale des moments supérieurs. On appelle
moment du m!*™° degré d'un systéme de masses'®) pour un groupe de
m plans, dont quelques-uns peuvent étre confondus, I'expression

(712) m 22“‘17(1?{; s Dimy
]

ol p,, est la distance du ®m° point au k¥me plan et m > 1'9). Ce
moment n’est quun cas particulier du moment du systéme de masses
pour une surface générale du mi*me ordre!). Celui-ci a pour expression

(13) 0 =2°‘iF(zu Y %),
®
ot F(z, y, 2) = 0 est I'équation de la surface donnée.

Dans une direction déterminée, menons une transversale par cha-
que point A, du systeme et soient ¢, 0,5, - -+ @;,, les distances du
point A, aux m points d'intersection de la transversale avec la sur-
face du m*®™® ordre; le moment préeédent I sera proportionnel a l'ex-
Ppression
(14 2“{9:‘19:‘2-”9;1»-

[Q]
Soit alors ¢, l'angle formé par une direction arbitraivement

185) Viertelj. Naturf, Ges. Ziirich 1 (1856), p. 41/70, 101/40; K. (Ch.) Culmann
[Graph. Statik™), (1™ éd.), p. 50/2; (2° éd.) p. 467/76; Statique graphique?*?),
p. 485/48] en donne une description détaillée.

136) ,L'intégrometre de Marcel Deprez est décrit C. R. Acad. sc. Paris 73
(1871), p. 785/7; E.Collignon [Ann, Ponts et Chaussées (5) 3 (1872) premier semestre,
p. 228/37] a publié une note descriptive sur cet inté; stre avec figures.”

137) Les intégraphes, la courbe intégrale et ses applications, Paris 1886.

138) N. Zukovskij (Jouk i) [Izvéstija Obitestva llubitelej j t ija
(C. R. de la Soc. des amateurs des sciences naturelles Moscou) 67 (1891), p. 415]
a construit un appareil pour trouver les moments d'inertie d'un corps queleonque.
139) Nous omettons, dans cet article, les modifications que subit la théorie

1 i et de 1'équival dans le eas des systémes plana.
140) Th. Reye, J. reine angew. Math. 72 (1870), p. 306.

141) Th. Reye, id. 78 (1874), p. 98.

des

26. Les surfaces nulles d'un systdme de masses. 203

choisie avec la normale & 'un des m plans 4,, soit g, la distance du
point A, au plan 7, évaluée suivant la direction choisie;

Pex = @iz €08 @,
est la distance normale du point 4; au plan 7,. Le moment du
systeme de masses par rapport au groupe de ces plans est

.
(15) M = cos p, cos g, ... cos %.2 @01 0ss - - O -
[G]

Les distances p,, sont données analytiquement par la formule
_UEm Ny W — T,
= urveewe
ou U, V,, W,, T, sont les coordonnées homogenes du plan 7,. Si
les m plans coincident, le moment du m#™* degré du systéme par rapport
au plan 7 est
(16) M= e (Tt T T)'-"
YU vy we

Le moment peut étre caleulé pour tout plan de I'espace dés qu'on
connait le moment par rapport & un mombre de plans indépendants
égal a

ik

(m+1)(m+2) (m+ 3)
T = Nm)+ L

26. Les surfaces nulles d'un systéme de masses. Les plans
pour lesquels le moment du m*m° degré a une valeur constante MM
enveloppent une surface algébrique dont Péquation en coordonnées
homogenes est
D Dla(Us+ Vot We,— T — MU+ P4 WY

@)

pour m pair,

@ty | Sla(Ua,+ Vo, + Wo— Ty }* = a0 + V24 Wy
[G)

pour m impair.
Pour m pair elle est de classe m, pour m impair de classe 2m.
Pour MM =0, on a toujours une surface de mi*= classe!4%)

(18) &= D' (Us,+ Vy,+ We,— T)"— 0.
[O)

Cette surface est la mi*=° surface nulle du systéme.
Toutes les surfaces nulles sont indépendantes du choix des axes.
Si T'on différentie Iéquation de l'une d'elles par rapport & 7, on voit

142) Th. Reye, J. reine angew, Math. 72 (1870). p. 296.
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que la premitre polaire du plan de Iinfini pour la mi*me gurface de
moments est la (m — 1)®=° surface nulle du systéme.

Ces diverses surfaces nulles peuvent recevoir un poids égal & la
masse totale du systéme; pourvue de ce poids, la mi®® surfacenulle
détermine le systéme au point de vyue des moments jusqu'au m**™® ordre
inclusivement.

Pour les moments statiques, la surface nulle se réduit & un point
qui est le centre de gravité et ce point muni de la masse totale rem-
place en effet le systéme pour les moments statiques. Pour les mo-
ments quadratiques, la surface nulle est la surface directrice du systéme
antipolaire et Ja surface conjuguée’®) est la surface centrale de Cul-
mann, ete.

De cette fagon la surface de m®™ classe munie d’un certain poids
apparait comme une simple généralisation du point masse. Nous pou-
vons I'appeler une surface masse. Une surface masse de mit™e classe est
alors I'équivalent complet d'une forme algébrique quaternaire du mi*me
degré. Cest ainsi qu'on peut rattacher toute la théorie des formes
quaternaires algébriques & la géométrie des masses, comme la fait en
particulier 7%. Reye™s).

27. Equivelence de degré supérieur. Indifférence de degré
supérieur. Deux systdmes de masses sont dits équivalents au mime
degré™®) si pour tout plan de l'espace leurs moments sont égaux
jusqu'an mi=e inclusivement. Des lors les deux systémes ont des mo-
ments égaux par rapport 4 toute surface de degré m au plus et en
particulier pour tout systéme de plans en nombre au plus égal & m.

De tels systemes ont les mémes surfaces nulles jusquau mitme
degré et les plans de moment constant ont la méme enveloppe jusqu'ar
mitme moment,

Réciproquement, si deux systémes ont la méme m*™® gurface nulle
et la méme masse totale, ils sont équivalents au m**me degré.

Un systéme de masses est appelé indifférent au m* degré si pour
tout plan de I'espace ses moments s'annulent jusqu'au mi™e inclusive-
ment. Alors toutes les surfaces nulles sont indéterminées jusqu'a la
m®me et 'équation (78) est une identité pour m=1,2,...,m. En
outre, le moment du systéme est nul par rapport & toute surface

143) J. reine angew. Math. 72 (1870), p. 313, 519, 321; 78 (1874), p. 99/100,
114/22, 128/9,

144) Th. Reye, J. roine angew. Math. 72 (1870), p. 293; 78 (1874), p. 97. Quel-
ques cas particuliers furent traités par E.J. Routh, Quart. J. pure appl. math. 21
(1886), p. 281/7. S. Kantor [Sitzgsb. Akad. Minchen 26 (1896), p. 531] & étendu la
théorie a I'byperespace.
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d'ordre au plus égal & m ou a tout groupe de plans en nombre au
plus égal & m.

Si deux systdmes sont équivalents au m'“=® degré, I'un d'eux s'ob-
tient en ajoutant & I'auntre un systéme indifférent de m®=e degré et I'on
peut regarder un tel systéme indifférent comme la différence entre
deux systémes équivalents au mi¥m¢ degré.

Soit un systéme de masses indifférent au (m — 1)®me degré et
V'équation de la surface nulle correspondante de m®=® degré

o= 0,
développons cette équation suivant les puissances de 7, tous les termes
s'annulent sauf le terme indépendant de 7. La m¥™e gurface nulle se
réduit done & une courbe rejetée & linfini et les moments du mitme
degré du systéme sont égaux pour deux plans paralldles quelconques.

Deux systémes de masses qui pour tout plan d'une méme gerbe
ont les mémes moments de degré m et de degré inférieur sont équi-
valents au degré m pourvu qu'ils aient aussi méme masse totale. Car
dans le développement de l'équation @™ =0 pour les deux systémes
d’aprés les puissances de 7, tous les termes coincident et les deux
systémes ont par suite méme surface nulle de mime degré.

Soit
N~ 2 «p”
[C]
Yexpression du moment de degré m d’un systéme relativement au plan z;
pour un plan =’ situé & la distance a de x, le moment sera

(19) o =;’a..(p‘ —ar
Les racines de I'équation du mi*=e degré
(80) %a‘(pl—— ay =0
sont les distances a;, @y, ... a, du plan 7 aux plans paralleles tan-
gents 4 la mi*=® surface nulle @, ). Le coefficient de a™~* dans cette

équation est le k*=° moment du systéme pour le plan . Le coefficient
de a™ est la masse totale
b
®

Les moments jusqu'au mi*=e degré inclusivement sont donc déterminés
comme fonctions de a,, a,, . .. @, par les relations entre les coefficients

145) Th. Reye, J. reine angew.. Math. 72 (1870), p. 303.
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et les racines d’une équation de mi*™e degré. Par exemple, pour trouver
le m®*"e moment du systéme par rapport & un plan quelconque, il
suffit de multiplier la masse totale par les distances du plan aux m
plans paralléles tangents & la m®=e surface nulle®) ete.

Soit, dans un faisceau de plans quelconque, % un plan variable et
# un plan fixe qui ne touche pas la mi®=¢ surface nulle; soient 6, 6,,
8y, ..., 0, les angles formés par m avec 7 et avec les m plans du
faisceau, qui sont tangents & la m**™ surface nulle. Soient enfin M,
et M, les m*™* moments du systme pour 7 et =, on a't)
gin (6, — 6) sin (6, in (0, —6) m

8in 6, 8

(81) m, —

e

Cette formule permet de calculer le moment pour tout plan %
du faisceau quand on connait M, et les m plans tangents & la mi*™e
surface nulle. Si la surface nulle est entitrement connue, on peut
trouver le moment pour tout plan de l'espace en déplagant l'axe du
faisceau dans le plan fizxe .

28. Polarité ot apolarité. Nous avons exposé plus haut une
méthode qui permet de transformer un systéme de masses donné en
un nouveau systéme & I'aide d'un plan quelcongue =. On multiplie par
exemple chaque masse &, par une fonction linéaire (ez;+ By, + 72— p)
représentant la distance du point considéré au plan x [n° 11].

D'une fagon snalogue et plus générale on peut d'un systéme
donné en déduire un autre (le systéme fransformé) en remplagant la
masse o, par la masse o, F,(7,9,2,), od F, est une fonction déterminée
de degré k par rapport aux coordonnées z,y, z. La s¥™° surface nulle
du nouveau systéme est représentée par 'équation

(82) Zav'Fk(in Y, &) (Uz; + Yy, + We, — Ty = 0.
)

Si Fon développe cette équation, le coefficient de U*V*W*Te est
Zaika(xﬁ AL
g

et ce coefficient se compose linéairement de termes de la forme

Zu,.x_.‘“ gt l+m+n=Fk A+u+v<s).
()
146) Si Yon & 2 e, =0, T'une des racines o; est infinie; @™ est tangente
5
au plan de l'infini, et }'éqnu.tion (80) se réduit & une équation du (m — 1)tme degré.
Ce cas comporte donc une modification trés évidente au théordme énoncé,
147) Th. Reye, J. reine angew. Math. 72 (1870), p. 304.
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Ces expressions sont elles-mémes coefficients dans I'équation de Ia
(k + s)*= surface nulle du systéme donné, et elles apparaissent ici

multipliées par les coefficients de 1'équation
F(z,9,2) =0
La s®me gurface nulle du nouveau systéme est donc déterminée sans
ambiguité par Péquation F, =0 et la (k+ 5)®= surface nulle du
systéme primitif. 7Th. Reye l'appelle la s®™ polaire de la surface du
tme ordre F,'4%) relativement a la surface nulle de (% 4 s)* classe.
Clest elle-méme une surface de s**m° classe.
Pour s = 1, elle se réduit & un point dont les coordonnées sont
données par les relations
Mxk=2aiziFk(ziJ Yis 2
@
My, =Z“iyiFk(xi! Y ),
0]

(83)
Mz, =2"‘i5iFk(xn Yir 20
)

M =Z“iFk(zi7 Yy 2D-
@)

On peut appeler ce point le pile de la surface Fy — O pour le systéme
donné.

11 peut maintenant arriver que I'équation (82) soit identiquement
satisfaite, quand le systéme transformé est indifférent du si®me degré™*).
Alors Th. Reye donne & la surface du At*™ ordre

F,=0
le nom d'apolaire de la surface de (k + s)*™ classe™®)
@, ,=0.
29, Rempl t d'un systd de par des points

148) La surface I, peut d'ailleurs se décomposer en un groupe de k plans
qui 3 leur tour peuvent étre distincts ou confondus.

149) Pour que le syst®me transformé ne soit pas indifférent au degré s, il
suffit que le moment du systdme donné ne s'annule pas pour la surface Fj.
Mais inversement I'hypothése contraire ne suffit pas pour établir 'indifférence du
systme transformé. Mais celui-ci est & coup sir indifférent au degré s si Fj
passe par tous les points du systdme primitif ou par tous ceux d’un syst®me qui
lui est équivalent au degré k 3-s.

150) Sur les surfaces apolaires, voir Th. Reye, J. reine angew. Math. 78
(1874), p. 104/8; 79 (1875), p. 1569/75.
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de masses peut, au point de vue de ses moments du mi*=e degré, étre
remplacé par un groupe de points masses a; en nombre

(m+ 1)(;”‘;‘23("‘ +3 _ N(m) + 1.

Ces points d'ailleurs arbitraires doivent seulement ne pas se trouver
sur une méme surface du m®™® ordre.

Le point a; doit étre affecté d'une masse u; telle que son moment
par rapport & la surface de m**™° ordre F,), qui passe par les autres
points en nombre N(m), soit égal au moment du systéme donné pour
la méme surface. Cette masse u; est déterminée par l'équation’®)

(84) w F, O (), y,, 5) SE“iFm(j)(xn ¥ 7)-
)

Un systtme de masses peut aussi étre remplacé par des-points
en nombre inférieur & N{(m)+ 1 pourvu que la position de ces
points soit convenablement choisie’®®). Le nombre minimé de points
n’a pas encore été découvert pour m quelconque.

Pour m = 1, c’est-a-dire au point de vue des moments statiques,
le systéme est équivalent en général & un point unique et déterminé;
pour m — 2 on peut prendre en général, comme nous l'avons vu, un
nombre minimé de quatre points'®).

Au point de vue des moments du troisiéme degré’®®), le systéme
peut généralement étre remplacé par six masses avec quatre para-
mbtres arbitraires, la droite de jonction de deux de ces points pou-
vant &re choisie - arbitrairement; mais il y a wune seule manitre de
remplacer le systéme par cing points massesst).

Au point de vue des moments du quatriéme degré™®) un systdme
général peut &tre remplacé par dix points comportaut cing parametres

151) Th. Reye, J. reine angew. Math. 78 (1874), p. 110. On voit mani-
festement de quelle fagon on peut utiliser une pareille réduction pour le caleul
des intégrales ﬁ”dS, F, (z,y,2)dS, oi dS est 1'élément d'un domaine donné.
E. J. Routh [Quan. J. pure appl. math. 21 (1886), p. 281/7] applique ce procédé
d'intégration & quelques cas particuliers qui se rapportent au centre de pression
d’une surface plane et au centre de gravité d'un tétraddre, quand la pression ou
la densité de 1'élément dS est représentée par la fonction entiere F', de la po-
sition du point {voir aussi E.J. Routh, Dynamics®?); Dynamik 1, p. 82/3].

152) Th. Reye, J. reine angew. Math. 72 (1870), p. 321/6.

153) Th. Reye, J. reine angew. Math. 72 (1870), p. 816/20; 78 (1874), p. 114/22.

154) Dans tous ces cas, en méme temps que les points, les masses sont
aussi déterminées.

155) Th. Reye, J. reine angew. Math, 78 (1874), p. 123/9.
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qui demeurent arbitraires; T'un des points est complétement arbitraire;
un autre point peut étre pris arbitrairement sur une quadrique déter-
minée qui dépend du premier point; enfin les huit points restants
occupent sur cette surface des positions déterminées.

Dans un cas particulier seulement, le systbme de masses peut, au
point de vue des moments du quatritme ordre, &tre remplacé par un
nombre de points inférieur & dix, savoir par neuf points dont l'un
détermine les autres. Cela arrive quand la quatrieme surface nulle du
systeme forme une surface apolaire du deuxi®me degré.

Pour parler le langage algébrique, ces théoremes ont pour objet
de représenter une forme quaternaire par une somme de puissances
de formes linéaires. A ce point de vue, se reporter & larticle I 11.

30. Le probléme des valeurs limites de Cebyssv!ss). P.L.
C’ebys'é'vm) a donné pour la premitre fois une application des moments
supérieurs au cas particulier d'une seule variable.

Pour une densité inconnue f(x), on se donne les intégrales

B B B B
St@ydz, [zf@ s, [#f@)da, .., (&),
A A A4 4
od I'on a 4 <a, et B>>b, et Ton demande entre quelles limites on

b
peut alors prendre ﬁ‘\z) dr.

Ces limites sont toujours fournies par des distributions de masses
telles que l'axe des @ ne contienne seulement que des points isolés
affectés de masses.

La premidre communication de P. L. Cebysév'®®) consiste dans le
probléme suivant: étant donné la longueur, le poids, le centre de gravit§
et le moment principal d'inertie central d’une droite matérielle dont la
densité est inconnue et peut changer d'un point & un autre, on veut

156) ,Les noms russes sont transcrits conformément a la décision prise par
la Commission internationale de bibliographie. On écrivait autrefois Tchebychef
ou T'schebycheff ou encore Tchebycheff.*

157) J. math. pures appl. (2) 3 (1858), p. 289/323; (2) 12 (1867), p. 177/84; (2)
19 (1874), p. 157/60; (uvres 1, S* Pétersbourg 1899, p, 687/94; 2, S* Pétersbourg
1907, p. 183/5.

Voir aussi P. L. Cebysév [Mém. Acad. Pétersb, (7) 1 (1859), mém. n°5, p. 1/81;
Acta math. 9 (1886/7), p. 35/66; (Euvres 1, p. 387/469; 2, p. 421/40], comme aussi
les travaux de ses éléves G. Zolotarev [J. math. pures appl. (2) 19 (1874), p. 161/88]
et 4. A. Markov [Math. Ann, 24 (1884), p. 172/80; Acta math. 9 (1886/7), p. 57/70],

158) J. math. pures appl. (2) 19 (1874), p. 159.
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trouver les limites entre lesquelles peut se trouver le poids d'une
partie de cette droite.

La solution de ce probleme a été donnée par P. L. Cebysév sans
démonstration; la démonstration a été fournie ensuite par 4. A. Mar-
kov'®). Un exposé détaillé de ce sujet a été donné par C. A. Posse'™).

P. L. Cebysév a donné une généralisation analytique de la question;
4 la place des puissances de z, il introduit des fonctions

2(2), &(2), .-, La(@)

soumises & des restrictions particulidres®t).

159) Math. Ann. 24 (1884), p. 179.

160) Math. Ann. 26 (1886), p. 593/6; Sur quelques applications des fractions
continues algébriques, St Pétersbourg 1886, préface p. IV & VI et p. 90/175
(chap. 5).

161) Ces questions posées et en partie résolues par P. L. Oebyiév trouvent
leur application particulitre dans les recherches sur la distribution des masses
dans l'intérieur de la terre. Pour plus de détails voir & ce sujet l'article du
tome VI (géophysique) qui lui est consacré.

IV 6. CINEMATIQUE.

ExPosk, D’APRES L’ARTICLE ALLEMAND DE A. SCHOENFLIES (FRANCFORT /),
PAR G. KOENIGS (PARIS).

A. Mouvements finis,

1. Les types les plus simples de mou ; les dépl
ments et les antidéplacements. La cinématique considere les lois du
mouvement, indépendamment de la notion de forces et de toute con-
ception dynamique. La séparation méthodique d'avec le reste de la
mécanique remonte & 4. M. Ampére')?).

Les mouvements continus les plus simples d'un corps sont la
translation, la rotation et la torsion?®), c’est-a-dire le mouvement dans
lequel un corps tourne autour d’un axe en glissant le long de cet
axe simultanément et proportionellement & la rotation®).

1) Essai sur la philosophie des sciences, Paris 1814, p. 48. Voir aussi
A. Transon, L'Institut (1) 38 (1870), p. 117. A. M. Ampére désirait que V'étude des
mouvements et des vitesses précédat la théorie des machines. J. V. Poncelet dans
un cours professé A la faculté des sciences de Paris en 1838 a commencé 3 exposer
dans ce sens la théorie des machines.

2) La partie de la mécanique qui fait abstraction du cours du mouvement
dans le temps et n'a égard qu’ & la position occupée sous les yeux, en consi-
dérant ensuite la succession des figures mobiles, a regu le nom de géométrie du
mouvement. Elle a été créée par M. Chasles, et sa constitution ultérieure est
principalement attachée su nom de A. Mannheim. Pour A. Mannheim du reste, le
but prineipal des propositions et des résultats réside dans la théorie des courbes
et des surfaces. . Darboux [Legons sur la théorie des surfaces 1, Paris 1887;
2, Paris 1889; 3, Paris 1894; 4, Paris 1896] et ses éléves ont aussi utilisé avec
beancoup de succés la cinématique dams cette partie de la géométrie. C'est dans
le méme sens que procéde K. Cesiro [Lezioni di geometria intrinseca, Naples
1896; trad. par G. Kowalewski, Vorlesungen iber natiirliche Geometrie, Leipzig
1901].

3) Une rotation de I'angle « autour de l'axe @ sera désignée par & (a);
une torsion d'angle « et de glissement r selon I'axe a sera représentée par (e, 7).

4) Ce sont en méme temps les ts dont les trajectoires glissent
sur elles-mémes.
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1 est nécessaire d'établir ici une distinetion qui fera mieux com-
prendre certains travaux modernes. La coexistence dans I'espace de
deux positions d’'un méme corps constitue ce que l'on appelle un
deéplacement.®

(’est un fait trées remarquable que la réalisation de tout déplace-
ment, c'est-d-dire tout passage d'un corps d’unc position & une autre,
puisse &tre obtenue par le moyen de l'un des trois mouvements con-
tinus simples signalés plus hant.

Que tout déplacement d'un corps dont un point O est fixe puisse
étre réalisé par une rotation autour d’un aze ¢ passant par O, fut une
découverte de L. Fuler®).

Un plan © se meut-il sur lui-méme, chaque déplacement peut
étre obtenu par une rotation autour d’'un point (centre de rotation 0).
La rotation devient une translation du moment o le point O se trouve
rejeté & l'infini. Ce théoréme fut donné pour la premidre fois par
M. Chasles®), auquel on doit aussi le théordme plus général dapras
lequel le changement de position le plus général d’un corps peut
atre toujours réalisé par le moyen d’une certaine torsion & (e, 7) antour
d’un axe déterminé. La torsion devient une rotation ou bien une
translation chaque fois que la composante v de la translation ou bien
Vangle « de la rotation sont nuls. Le cas de « = 180° a, par suite des
recherches de H. Wiener [n° 2], atteint une importance théorique; il
lui correspond un renversement si v = 0, et un renversement-torsion si
7 n'est pas nul.

11 est convenable de lier la théorie des déplacements & la théorie
de ces transformations de l'espace qui transforment des figures X en
d'autres X qui leur sont égales par réflexion et que nous désigne-
rons sous le nom de antiddplacements?).

«On peut ajouter que ces mouvements sont anssi les seuls an cours desquels
il existe des surfaces (surf: prismati , surfs rotoides ou de révolution,
surfaces hélicoides selon les cas) qui glissent sur elles-mémes. Cette remarque a
une haute importance au point de vue de la réalisation pratique de ces mouve-
ments, car elle permet d’en pratiquer le guidage dans des conditions spéciales
de précision et de stabilité.*

5) Novi Comm. Acad. Petrop. 20 (1775), éd. 1776, p. 202. An lieu du mouve-
ment autour d'un point O on peut aunssi considérer le mouvement d'une sphare sur
elle-aéme; pour celle-ci, la trace de 'aze a sur elle est le centre correspondant
de rotation.

6) Bull. sc. math. astr. phys. chim. 14 (1830), p. 821, 324.

7) Voir E. Study, Math. Ann, 39 (181), p. 441,

,Ce n’est pas sans quelques hésitations que mous introduisons ici ce néolo-
gisme de antidéplacement pour traduire le mot Umlegung du texte allemand. I1
correspond bien & l'usage de la préfixe anti introduite dans des ci 17

1. Les types les plus simples de mouvements. 213

M. Chasles®) s'etait déja occupé delles. A la rigueur, il 0’y a lien
de considérer Jes antidéplacements que dang le cas de figures & trois
dimensions; on peut toutefois les considérer aussi dans un plan 7, si
Ton s'impose que le plan ne sorte pas de lui-méme.

Pour le passage correspondant de ¢ & @, dans le plan, il existe
deux types simples d’antidéplacements. On peut transformer & en &
par une réflexion sur une droite g ou bien par une réflexion sur la droite
g, accompagnée d’une translation rectiligne suivant la droite g.

Pour le passage de X & X, dans lespace, il existe quatre types
simples distinets. En premier lieu, la symétrie par rapport & un point
0 (inversion); la symétrie par réflexion sur un plan &; la réflexion
gur un plan & accompagnée d’'une rotation autour d'un axe normal?)
(rotation réflexion); enfin une réflexion sur un plan, accompagnée d'une
translation rectiligne suivant ce plan. Les trois premiers types sont
précisément ceux qui interviennent lorsqu'un point de X reste fixe
ainsi que E. Hessel') I'a remarqué.

Les propositions élémentaires qui précédent ont une source plus
profonde dans la théorie générale des plans ou des espaces projectifs
{IIL 8). Sur les trois points doubles des plans collinéaires, dans le cas
particulier d'un déplacement d’un plan sur lui-mdme il y en a deux
qui sont les points circulaires & Vinfini et le troisiéme est le centre de
rotation. Dans tous les déplacements d'un plan ¢ sur lui-méme les
points circulaires demeurent donc fizes.

De méme deux espaces congruents ont en commun le cercle de
Yinfini et sur celui-ci deux points communs. Les plans passant par
Tun ou T'autre de ces points et par 'axe du mouvement hélicoidal con-
stituent deux faces du tétraédre commun, tandis que les deux autres
faces coicident avec le plan de Vinfini compté deux fois.

Ces faits montrent immédiatement Yimportance que présentent les
points circulaires imaginaires et le cercle imaginaire & l'infini pour les
courbes et ies surfaces qui interviennent dans la cinématique, et qui
recoivent de ce fait un caractére particulier!?).

analogues: antiparallzle, antibomologme. Le simple mot de symetrie me suffi-
rait pus puisque, dans le cas actuel, la symétrie se trouve compliquée d'un
déplacement.*

8) C. R. Acad, sc. Paris 51 (1860}, p. 405.

9) Lorsque I'angle de rotation est de 180° on obtient une inversion. Tout
axe issu de O pent alors étre pris comme axe de rotation.

10) Voir J. S. T. Gehler, Physikal, Worterbuch (nouv. éd.) 5% Leipzig 1830
(article ,Krystallographie®); cf. V 9.

11) A. Mannheim (J. math. pures appl. (3) 1 (1875), p. 59] a découvert le
premier ces caractires spéciaux aux surfaces {rajectoires.
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2. Comp des dépl ot des antiddpl t;
Quend une figure de espace subit un dépl t ou un antidépl

cement @ et ensuite un second B, on peut toujours effectuer le passage
de la position initiale & la position finale par le moyen de l'une des
opérations simples définies au n° 1. Cette opération résultante @ est
toujours un déplacement et seulement alors, si €L aussi bien que B
sont tous deux des déplacements ou bien tous deux des antidéplacements.
Si Yon effectue d'abord B, puis €L, I'opération résultante @, est en
général différente de €. 8i C—@,, A et B sont dchangeables®).
Cette désignation est lide & ce fait que l'on peut appliquer aux dé-
pl ts et aux antidépl ts les notations formelles de la mul-
tiplication. On éerit QLB = € et Yon appelle @ le produit de €L et
de ®; pour cette notion de produit lassociativité existe, mais non,
en général la commulativite's).

Les translations sont des vectenrs; leur composition s'effectue par
I'addition géométrique de ces derniers {IV 4, 6],

Pour deux rotations @ () et B(B), dont les axes a et b se cou-
pent en O, la rotation résultante ©(y) se détermine ainsi: construire
'axe ¢ passant par O de fagon que Ccab—}e et Ccba=4p, en ce
cas <Cach=3(180°—yp). Ce fait a trouvé son expression la plus simple
dans cet énoncé de W. R. Hamilton't): les rotations autour des axes
a, b, ¢ égales respectivement aux doubles des angles compris entre les
plans du triedre qu’ ils forment raménent Pespace & sa position pri-
mitive.

Les axes a, b sont-ils paralléles, alors ¢ est aussi parallele a g et & b
et Yon a p =« 4 B; les positions relatives de a, b, ¢ sont données
par la régle d’Hamilton.

SiI'on a en outre ¢+ g =0, A et B forment un couple de rotations.
Le mouvement résultant est une translation @ dont la direction est
rectangulaire avec @ et ). On peut donc remplacer toute rotation
par une rotation d'égale amplitude angulaire autour d'un axe parallele
et par une translation rectiligne perpendiculaire a cet axe. De la
résulte encore que tout déplacement hélicoidal peut stre remplacé

12) Dans les cas des opérations simples du n° 1, les composantes sont
toujours échangeables.

18) Pour une exposition plus complete voir H. Wiener, Ber. Ges. Lpz. 42
(1890), math. p. 13/23, 71/87; voir aussi A. Schoenflies, Krystallsysteme und Krystall-
struktur, Leipzig 1891, p. 31 et suiv.

14) Lectures on quaternions, Dublin 1853, §§ 217 et 344; voir aussi 4. F.
Mbbius, Ber. Ges. Lpz. 11 (18569), math. p. 138.

15) 8i AB est 1a distance de @ ot de b on 8 t=2A4R sin—;.
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par une translation et par une rotation d’angle égal autour d'un axe
paralldle a celui du mouvement hélicoidal, en sorte que se placent ici des
propositions et des formules analogues & celles déja rencontrées a propos
des mouvements infiniment petits [IV 4, 49]; seulement ici la suc-
cession des mouvements n'est pas en général échangeable?®),

La composition de deux mouvements hélicoidaux trouve son
expression la plus simple dans un théoréme analogue & celui d’Ha-
milton. Soient a, b, ¢ trois droites formant un systdme gauche, soient
%, v, w leurs perpendiculaires communes; u coupe les droites b et ¢
en U, et U, etc, on a alors ce résultat: Si autour des droites a, b, ¢
s'effectuent les torsions €, B, @, telles que

a=2(w), f=2wu), y=2uv)

T, =2V, W,, 1;,=2W, U, 7,= 20UV,
la figure X, par ces torsions successives, reprend sa position primitive.
Ce théorzme, sous cet énoncé, a été établi par G. H. Halphen). Mais
pour remonter & sa source la plus simple, ainsi qu'a celle du théoréme
d'Hamilton, il est nécessaire de faire mention d'une plus récente di-
rection de recherches, dont l'utilisation méthodique en la présente
matiére a ét¢ inaugurée par H. Wiener'®). L'idée premidre consiste
prendre comme opérations élémentaires les opérations de période 2,
Cest-a-dire celles qui, appliquées deux fois de suite, raménent I'espace
4 sa position premiére.

Il n'existe qu’ wn seul deplacement de cette espice, a savoir le
renversement. Parmi les antidéplacements il y en a deu, la réflexion
(ou symétrie) relative & un point et celle relative & un plen. Cha-
cune de ces opérations se trouve définie I'une par une droite, unme
autre par un point, la dernitre par un plan®?).

16) Ces théorémes et les formules qui leur sont liées devraient leur orgine
a 0. Rodrigues [J. math. pures appl. (1) 6 (1840), p. 392 et suiv..

17) Nouv. Ann. math, (3) 1 (1882), p. 296. Voir aussi W, Burnside [Messenger
of math. (2) 19 (1889/90), p.104] qui & donné une démonstration susceptible de
s'étendre aux mouvements non-euclidiens, et qui en a dédnit la construction de
la torsion régultante. Voir aussi pour cette construction H. Wiener [Ber. Ges. Lpz.
42 (1890), math. p. 76].

18) Ber. Ges. Lpz. 42 (1890), math. p. 245; 43 (1891), math. p. 424, 644.

+De son coté, G. Darboux avait utilisé les renversements dans son enseigne-
ment & la Faculté des sciences de Paris [cf. Théorie des surfaces?) 4, p. 433/41
(note V) et G. Darbouz, dans G. Koenigs, Legons de cinématique, Paris 18917,
p. 346/61 (note I].*

19) H. Wiener signale aussi le renversement comme étant une réflexion
(symétrie) par rapport & une droite.
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Un déplacement arbitraire ou un antidéplacement, peut étre repré-
senté par le produit de deux de ces opérations; en particulier, une
torsion peut étre regardée comme le produit de deux renversements
[n° 5]. Sur ette circonstance repose V'ingénieuse méthode de H. Wiener.
Les dépl ts et les antidépl its se rattachent done & la
classe de ces transformations qui peuvent étre définies comme le
produit de deux transformations involutives et donnent ainsi lieu &
une interprétation des notions et des propositions qui se rapportent
4 ces transformations®),

La composition des réflexions et des renversements donne lien aux
théortmes suivants: 8i J, J; sont des réflexions sur les points M et
M,, Topération JJ, est une translation z et lon a 7 =2MM,.

Si f et o) sont des réflexions sur les plans & et ¢, l'opération
o} est une rotation @ (x) autour de la droite @ = (s¢,) et @ =2(s2,);

Si QL et © sont des renversements autour des droites u, v, 'opé-
ration U'Q est une torsion @ (e, 7) autour de la perpendiculaire com-
mune & u eb & v et Ton a @ =2(uv), v — 20UV, ot U, V sont les
pieds de la perpendiculaire commune. De 13 résulte aussitét le théoréme
de G. H. Haolphen, par l'identité évidente

VW - WA - AUV =1
de méme que le théordme @ Hamilton résulte de la formule

G- -, = 1.
od of), ofy, oy sont des réflexions sur les plans du triedre dont a,b,¢
sont les arétes®).

On peut se demander de combien de manitres un déplacement
ou un antidéplacement peut étre représenté par d'autres opérations et
en particulier par des opérations involutives. Dans un eas parti-
culier, C. Moshammer et H. Wiener ont d’abord posé et résolu cette
question™). E. Study®) a ensuite traité le probleme d’une fagon

20) Voir H. Wiener, Ber. Ges. Lpz. 48 (1891), math. p. 658,

21) 8i I'on applique cette formule & des axes paralltles on est conduit an
théoréme de C. Stephanos, que trois positions quelconques données 6, g, o, sur
un plan ¢ peuvent &tre obtenues par réflexion sur trois droites ¢, g, g” [Bull.
Soc. philom. Paris (7) 6 (1881/2), p. 18]. Ce théordme fut le point de départ des

herches de G. H. Halphen; son propre thé est 'extension de celui-ci au
cas de Vespace.

22) Sitzgsh. Akad. Wien 7311 (1876), p. 143; Ber. Ges, Lpz 42 (1890), math.
p. 85. Le cas particulier concerne le passage d’une droite g i la position g,.
1l y a oo* vissages qui la permettent; leurs axes forment une congruence linéaire
rectangulaire avec une droite . TUn point P se trouve-t-il astreint & prendre
une position P,, il y a o0’ vissages appropriés, dont les axes forment un cylin-
drotde ete. Voir IV 4, 60.
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plus générale. Par exemple, un antidéplacement peut étre représenté
@’une co® de fagons par trois réflexions, un mouvement en général d’'une
oo? de fagons par deux renversements et d’une oo* de fagons par deux
rotations, d'une oc® de fagons par quatre réflexions sur des plans, ete. ete.

Les théoremes concernant la composition des antidéplacements se
déduisent de ce qui précéde par la réduction des antidéplacements &
leurs éléments™).

3. Le Dualisme dans le Mouvement. Le caractére de relativité
de la notion de mouvement fait que Pon peut tout aussi bien considerer
le mouvement de X par rapport & X’ ou le mouvement de X' par
rapport & X; cela dépend uniquement de la pensée que l'on a de se
placer soi-méme au cours du mouvement soit dans le systéme X soit
dans le systtme X’. L'un des mouvements est dit inverse de l'autre.

Clest M. Chasles™) qui, le premier, remarqua gue si un point 4
de la figure plane ¢ déerit dans ¢’ une courbe a’, par contre, dans le
mouvement inverse, la courbe @’ passe constamment par le point 4.
M. Chasles lui-méme a tiré un certain parti de ce dualisme et a fait
ressortir sa signification technique. Le coté théorique a été développé
particulierement par S. H. Aronhold®®) et plus tard par A. Schoenflies?).

En vertu de ce méme principe, si un point 4 de ¢ tombe # fois
sur une courbe ¢/, dans le mouvement inverse, ¢’ passe » fois par A.
De 1a résulte que: 1°) Si les trajectoires d'un mouvement plan sont
de Yordre n, les enveloppes des droites de Vautre mouvement sont de
la n*me classe; 2°) Si dans l'un des mouvements la trajectoire de 4
posséde un point d’inflexion, dans le mouvement inverse 4 est un point
de rebroussement de l'enveloppe de la tangente inflexionelle.

Des relations analogues existent pour le mouvement dans l'espace.
8i A tombe n fois dans le plan «, dans le mouvement inverse, le plan
o passe % fois par le point A4; de 1a résulte que: 1°) Si les figures en-
gendrées par les points, droites ou plans dans le premier mouvement
sont algébriques, il en est de méme pour le mouvement inverse; 2°) Le
degré des surfaces emgeudrées par les droites est le méme dans les

28) Math. Ann. 39 (1891), p. 487 et suiv. Pour des mouvements particuliers,
les thé dents pubissent quelg dificati

24) E. Study, Math, Ann. 89 (1891), p. 487; H. Wiener, Ber. Ges. Lpz. 43
(18901), math. p. 434; A. Schoenflies, Krystallsysteme '?) p. 49, 341,

25) Apergu historique sur l'origine et le développement des méthodes en
géométrie, (2* éd.) Paris 1875, p. 408.

26) 8. H. Aronhold, Grundzige der kinematischen Geometrie [Verhandlungen
des Vereins zur B d g des Gewerbflei 51 (1872), p. 184]; A. Schoenglies,
C. R. Acad. sc. Paris 101 (1885), p. 150/3.
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deux mouvements; 3°) Le degré des trajectoires de l'un des mouve-
ments est égal & la classe des surfaces développables engendrées par
les plans dans Yautre. Si les trajectoires sont planes, les dévelop-
pables deviennent des cones®7).

Les courbes trajectoires et les développables trajectoires dans les
deux mouvements sont généralement de nature différente?). Cependant
pour tout mouvement d'un plan ¢ sur un autre ¢ le théoréme suivant
est valable, & savoir que si un point A de ¢ décrit un cercle dans
¢ de centre A', A’ de son coté déerit dans ¢ un cercle de centre 4.
De méme, si un point 4 d'un corps X demeure sur une sphére
solidaire d’un corps X', le centre 4’ de cette sphere est sur une
sphere de X de centre 4. Cette réciprocité subsiste, si A dans n
positions vient sur un cercle ou une sphere de centre A’, car alors
A’ vient aussi en » positions sur un cercle ou une sphére de centre 4.
Ce fait a une importance essentielle®) [n% 4 et 5].

4. Plusieurs positions données du méme plan ou du méme
faisceaun. Deux positions d'une méme figure plane dans som propre
plan ¢, et 6, entrainent I'existence d’un centre de rotation O [n°® 1]; de
plus, & tout couple de points A, 4, il correspond leur corde 4, 4,,
leur milieu 4,,, et la perpendiculaire a* en ce milieu; & deux posi-
tions d’une droite g,, g, appartiennent les deux bissectrices g, et g,
de leur angle. Les points 4, forment en général un systeme 6,
semblable au systdme o; les perpendiculaires a” passent toutes par le
point O et des droites g, et g,, les unes passent toutes par le point O,
tandis que les autres forment un systéme semblable & ¢ *). L’'ensemble

27) @. Darbouz, C. R. Acad. sc. Paris 92 (1881), p. 119. Voir aussi G. Darbouz
dans @. Koenigs, Cinématique'®), p. 352 [note i[I]. Des théorémes analogues ont
lieu dans le cas d'un degré de liberté égal a 2.

28) Il peut y avoir identité compldte; comme pour la translation rectiligne,
la rotation, la torsion.

LCette question des mouvements identiques & leurs inverses a été posée par
G- Koenigs [Interméd. math. 2 (1895), p. 22 (Question 478)]. La réponse dounée par
R. Bricard [id. 3 (1896), p. 44] vige un cas particulier. Le probléme se trouve
traité avec sa généralité dans un mémoire de G. Koenigs, ayant pour titre: Les
mouvements identiques & leurs inverses, qui paraitra prochainement dans le
Journal de I'Ecole polytechnique.*

29) Si dans le mouvement sutour d'un point fixe un point A décrit un
grand cercle sur une sphére, alors, dams ce méme mouvement, un cercle de la
sphére passe par un point fixe.

30) M. Chasles, C. R. Acad. sc. Paris 51 (1860), p. 855. Les bissectrices ont’

été idérées pour la p fois par E. Study, Math. Anm, 39 (1891),
p. 448. Si %,, &, sont les similitudes qui transforment respectivement 4,, 4,
en 4, alor® 9, et g, se transforment respectivement par T, %, en g, 5
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des cordes A4, A, est & I'égard de 6.4 1'état de correspondance du second
ordre. Silon passe de o, & 6, par glissement ou par renversement, alors
#'introduisent des ptions®). Les correspondances que nous men-
tionnons ici sont une source aboudante de théorémes particuliers qui
le plus souvent ont été formulés par M. Chasles™).

Trois positions 6, 6;, 6; dune méme figure plane ¢ dans son
plan entrainent 3 centres de rotation O, O, Oy et en outre, un
systtme ¢ formé des points de rencontre A’ des perpendiculaires a*
et a," & A, Ay et AyA,.

Le systtme o' des points A’ est & l'état de correspondance
quadratique ©,® avec chaque systéme 6,%). Les points principaux sont
dans ¢ les points O,; par surcroit, les points circulaires & Pinfini,
se correspondent i eux mémes, en sorte que la correspondance 9
présente un caractére spécial. Comme A’ est le centre du cercle passant
par A, A,, 4, lo point 4 [n° 3] se trouve &tre le centre du cercle
passant par A, A,, Ay, Par suite les systdmes ¢, ¢ liés par la
correspondance O ont des roles cinématiques interchangeables™).
En conséquence, les théordmes énoncés pour l'un s’appliquent & l'autre.

De la nature méme de ©® il résulte qu'a la droite de linfini
9, de & il correspond dans ¢ un cercle w, passant par les points
principaux; ce cercle passe aussi par le point de concours des hau-
teurs du triangle principal de o %) et il est en méme temps le lieu
des points W tels quel W,, W,, W, soient en ligne droite; toutes ces
droites W, W; W, passant par un méme point V.

Si I'on considére, outre les positions 6,, 6,, 6;, une quatritme g,
on peut rechercher les points K tels que K, K;, K;, K, soient
sur un méme cercle. Ils forment®) une courbe focale %; passant aux
points circulaires et par les points principaux. Conformément i la
nature de la correspondance ©'3), il lui correspond dans ¢’ une courbe
%y qui & dane ¢" la méme signification cinématique. Il y a sur &, un

31) Voir E. Study, Math. Ann. 39 (1891), p. 447.

32) C. R. Acad. sc. Paris 51 (1860) et 52 (1861), notes déja citées; Buil. Soc.
math. France 6 (1877/8), p. 208 [1829]. Voir une rectification concernant I'un
deux dans V. Retali, Memorie Ist. Bologna (5) 2 (1890/1) , p. 585/9.

33) Voir L. Burmester, Der Civilingenieur 22 (1876), p. 598.

34) A. Schoenflies, Geometrie der Bewegung in synthetischer Darstellung,
Leipzig 1886, p. 12; trad. par Ch. Speckel, Géométrie du mouvement, Paris 1893, p. 13.

35) L. Geisenheimer, 7. Math. Phys. 24 (1879), p. 137.

36) L. Burmester, Der Civilingenieur 22 (1876), p. 598; 23 (1877), p. 227, $19.
Les quatre positions définisent six pdles O;;, dont la configuration a été étudiée
par L. Burmester, Lehrbuch der Kinemaitik, Leipzig 1888, p. 616. %, est la courbe
focale du quadrilatére formé par les O,,.
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point U tel que U,, U, U;, U, soient en ligne droite. C'est le point
différent des O,;, ot se coupent la cubique %, et le cercle w,. C. Roden-
berg a généralisé®) ce théordme pour le cas d'un nombre quelconque
de positions. Il considére une courbe quelconque ¢ définie par m
points et il détermine un point L de ¢ qui dans (m + 1) positions ou
davantage soit situé sur cette courbe.

Pour deux, trois ou un plus grand nombre de positions d'un
faisceau, en entendant par 1a une figure ayant un point fixe, [n° 2] ou
encore une surface sphérique qui se meut sur elle-méme, il existe des
théordmes analogues. La nature par elle-méme dualistique d'un fais-
ceau, qui résulte de la polarité entre les rayons et les plans perpen-
diculaires, fait qu'il y a pour deux rayons donnés I, et l, deux lignes
bissectrices et par suite dewx plans normaux & celles-ci, ces plans sont
liés avec les plans et les rayons, qui appartiennent 3 deux plans &
et & du faisceau, par une dualité dépourvue de singularités®). Le
cercle w, du plan est remplacé cependant dans le faisceau par deux
cones distinets. I1 y a un ¢one K, qui correspond au plan normal a a
dans la transformation quadrique O, transformation qui se présente
encore dans le cas du faisceau.

Ce cone n'est plus le lien des rayons ! pour lesquels I, I, Iy
tombent dans un plan; de tels rayons engendrent en effet un cone K
du 3%me degré et par suite les plans m dont les positions =, my, my
passent par une méme droite enveloppent un cone de la 3= clagse®).

b. Plusieurs positions d’un méme systéme dans Pespace. Aux
propriétés géométriques de deux espaces congruents X et X, M. Chas-
les®) a consacré des recherches pénétrantes et fécondes et obtenu a
leur sujet une abondance vraiment étonnante de théorémes particuliers.

Si 4, et 4, sont deux points correspondants de X, et de X,
soient encore 4, 4, leur corde, 4, son milieu, o le plan normal en
A, & 4, 4,. Dans la position la plus générale de X, et X, le systéme
Z,, est en affinitd avec X, et X, tandis que Z* leur est réciproque.
Le théoréme fondamental qui domine la théorie consiste en ce que .,
et X forment un Nullsystem dont I'axe principal coincide avec l'axe

37) Nachr. Ges. Gott. 1888, p. 176.

38) Explicitement par E. Study, Math. Ann. 39 (1891), p. 501.

39) A. Schoenflies, Geometrie der Bewegung?®®), p. 47 et suiv.

40) C. R. Acad. sc, Paris 51 (1860), p. 855, 905; 52 (1861), p. 77, 189, 487,
Un développ t explicite de ces théord & été donné par Ch. Brisse, J. math.
pures appl. (2) 19 (1874), p. 221; (3) 1 (1875), p. 141; leur exposition analytique par
@. Battaglini, Rendie. Accad. Napoli (1) 9 (1870), p. 142. Une exposition par la
méthode vectorielle a ét¢ donnée par J. Liiroth, Z. Math. Phys. 43 (1898), p. 243.
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de torsion*'). E. Study a considéré encore ici les plans bissecteurs de
deux plans &, et & et montré que l'un deux engendre un systéme X,
réciproque au systdme X42),

Les systémes X et X, conduisent au complexe tetraédral C; form¢
des lignes de jonction des points correspondants®®). Comme deux
points doubles de X, et X, coincident avec deux points cycliques, et
deux plans doubles avec le plan de linfini £, les coniques du com-
plexe sont des paraboles, le cone du complexe est orthogonal’), les
courbes d’ordre sont des cercles cubiques; d'une manitre analogue se
spécialisent les congruenmces définies par 2 plans & et & ainsi que
les surfaces développables®).

Trois positions X,, X,, X entrainent pour chaque point 4 une
droite @', intersection des plans normausz «* et ,” et par suite un
complexe tétraédral ©,” dont les points fondamentanx sont en général
tous imaginaires. Il faut signaler dans X la courbe iy, lieu des
points J pour lesquels Ji, J;, J; sont en ligne droite.

Enfin quatre positions de X entrainent un systeme X', formé des
points de rencontre des plans o’, % . Entre X' et chaque X,
existe une correspondance cubique O, Comme A’ est le centre de
la sphere passant par A,, 4y, 4y, 4,, le point 4 est aussi le centre de
la sphere correspondante pour le mouvement inverse [n° 3], En ce
qui coneerne la correspondance 9®), il y a dans X une courbe remar-
quable &, la couwrbe fondamentale, dont les points X sont tels que les
4 positions K, K;, K;, K, sont sur un méme cercle; il existe aussi
une surface Fy qui correspond au plan de linfini &, de X’ et dont
les points dans leurs 4 positions sont dans un méme plan.

Epfin il convient de signaler la surface F, lieu des points H
pour lesquels H,, H,, H;, H, et H;, dans le cas de cinq positions,

41) X, peut aussi le t infinitésimal déterminé par le
aystéme focal (Nullsystem) [n° 18] de fagon que la tangente a la trajectoire en A,
soit la corde 4, 4,.

42) Math. Ann, 39 (1891), p. 463. Il introduit encore les transformations
B, T, W9, qui changent A en 4,,, 4 en o¥ et 4, en o et il examine leurs relations
avec €. En outre il traite & fond les cas d'exception. Il est remarquable que
dans le cas du t et du t-torsion il y a toujours exception.

43) Sur le complexe tétraédral, voir Th. Reye, Geometrie der Lage (4 éd.)
3, Leipzig 1910, p. 1 (§ 1).

44) Un cdne est orthogonal si les sections circulaires sont normales i une
génératrice.

45) A. Schoenflies, Geometrie der Bewegung®¥), p. 109. Sur la congruence
définie par s, 2, voir . H. Halphen, Bull. Soc. math. France 1 (1872/3),
p. 114/7,
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sont sur une méme sphére; les centres des sphéres ainsi obtenues for-
ment une surface ¥, de T'4%). C. Rodenberg a généralisé ces considé-
rations pour le cas d'un nombre queleconque de positions et pour des
surfaces quelconques.

En ce qui concerne deux positions X, et X, et la torsion cor-
respondante (e, r) il existe des relations métriques trouvées par
M. Chasles depuis longtemps. Les plus simples sont les suivantes?).

La projection de la corde A, 4, sur 2 a la valeur constante z;
de méme pour tout point de g,, la projection de sa corde sur g, est
constante. La perpendiculaire commune & g, et & g* coupe a i angle
droit et entre les distances 7, 7, * des droites g, g,,, 9* & la droite a
existent les relations:

rir, v = tang (ga) : tang (g,,0) : tang (¢"a).
De plus si B (8),C(y) sont deux rotations telles que BC = A (e, 7)
et 81 d est la plus courte distance entre b et ¢ on a

T .« 1 1 .
?51n—2-=dsm?ﬁsm?ysm(bc)

cos % = cos f§ cos ¢ — sin f sin y sin (bc) *8).

Si B et © sont des renversements on a
% —d, sin —Z— = gin (be)

et a coincide avee d.

11 convient de s'arrdter & la construction de Y'axe de torsion quand
Z,, 2, sont donnés par A, B,C, et 4,B,C;. M. Chasles®®) a donné
d'abord deux constructions. On mene par O les vecteurs 04’, 0B, 0C”
équipollents & A, 4,, B, By, C, Cy, alors 'axe de torsion ¢ est perpendi-
culaire au plan 4'B’C’. On projette sur ce plan 4, B, C, et 4,B,C,,
alors 'axe de torsion ¢ passe par le centre de rotation de ces deux pro-
jections. Telle est la premitre construction de M. Chasles. Une seconde

46) Ce théoréme et d’autres analogues furent donnés par .4.Schoenflies, [J.
reine angew. Math. 98 (1886), p. 2656]; dans ce il se trouve dant
quelques erreurs qui ont &t6 corrigées un peu plus tard [Geometrie der Be-
wegung *'), p. 138 et suiv.; cf. Bull. sc. math. (2) 12 (1888), p. 18]

47) Pour un grand nombre de ces formules voir encore O. Rodrigues [J.
math. pures appl. (1) b (1840), p. 380 (§§ 14 et suiv.)] et D. Cheliné [Memorie Ist.
Bologna (2) 1 (1861/2), p. 361 (§§ 4 et 6)].

48) Cette formule s'applique aussi & des axes qui se coupent [n® 2].

49) C. R. Acad. sc. Paris 52 (1861), p. 487. Une simplification de la seconde:
partie a 6té dounée par G. R. Daklander, Ofversigt Vetensk.-Akad. férhandl. (Stock-
holm) 24 (1867), p. 601/4.
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utilise les cotés a, b, ¢ du triangle 4, B, C, on construit a,,, b, ¢,
et a*, b, ¢* et leurs perpendiculaires communes respectives u, v, w,
Taxe de la torsion est la perpendiculaire commune & u, v, w™). Les
constructions se simplifient dans certaines positions particulieres ou
par un choix particulier de A4,, B;, () et 4,, B,, C;*). Une nouvelle
construction digne de mention a été donnée par R. Mehmke®?); elle
s'appuie sur ce que les systtmes X et X, sont des systdmes en affinité.

6. Représentation analytique des mouvements finis, La re-
présentation des mouvements finis an moyen de paramétres remonte
L. Euler®™). 11 partit de ce fait que si un corps X tourne autour
d'un point O, sa position peut &tre déterminée au moyen des
formules ordinaires de la transformation de coordonnées, c'est-i-dire,
au moyen des angles «, f§, , quun triddre trirectangle 7'(z,y, <)
fixe dans le corps X forme avec un triedre trirectangle 7"(z’, o/, £)
fixe dans U'espace. Mais comme d'autre part ces angles ou plutdt leurs
neuf cosinus sont équivalents seulement & trois paramétres indépen-
dants, alors se pose le probléme de représenter uniformément les neuf
cosinus au moyen de trois paramétres®).

Soit € () la rotation qui change 7" en T'; L. Euler décompose €L
en trois rotations d'angles ¢, v, #, dont la premitre s'effectue autour
de I'axe des z, la seconde autour de la droite ! d'intersection des
plans (zy) et («'y) et la troisitme autour de I'axe des 7. La premiére
rotation superpose l'axe x sur I, la deuxitme l'axe 7z sur 7, la troi-
sitme ! sur /. Les expressions des neuf cosinus & Vaide de ces trois
angles sont assez peu symétriques.

L. Euler obtint des expressions symétriques en introduisant comme
paramétres l'angle @ de la rotation et les angles de direction «, 8,
de l'axe a®). On simplific la représentation par lintroduction de

50) Les droites %, v, w peuvent encore étre définies antrement, en remarquant
que les ts A, ©, W, @, b, ¢ en ay, by, ¢, avec change-
ment de sens. C'est sous cette forme que se présente la construction dans
H. Wiener, Ber. Ges. Lpz. 42 (1890), math. p. 77.

51) C. Moshammer [Sitzgsb, Akad. Wien 73 II (1876), p. 167] choisit 4, B, C
sur la ligne d’intersection de ¢, et s,.

52) Der Civilingenieur 29 (1883), p. 207.

53) Novi Comm. Acad. Petrop. 20 (1775), éd. 1776, p. 198. Voir aussi A.J.
Lexell, id. 20 (1776), éd. 1776, p. 239; A. Schoenflies [Rend. Circ. mat. Palermo 29
(1910), p. 331] a donné un exposé trds simple des formules de L. Euler; cf.
W. Grunert, Diss. Konigsberg 1911,

54) Une représentation de toutes les rotations autour d'un point par les
points de l'espace a été donnée par C. Stephanos, Math. Ann. 22 (1888), p. 831.

66) Novi Comm. Acad. Petrop. 20 (1775), éd. 1776, p. 212 et suiv.
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parametres homogeénes
A=sin—'; cos ¢, B=sin%cosﬂ, C=sin%cosy, D=cos%
en sorte que A* + B*4 C% 4 D?= 1; alors les neuf cosinus direeteurs
a,, b, ¢, forment le tableau:
D 42— B? — (7, 2(4B — CD), 2(4C + BD),
2(AB + CD), D — 4%+ B — (3, 2(BC— AD),
2(AC— BD), 2(BC+ AD), D*— 4*— B+ (2
Ces formules, aprés L, Euler, ont été plusieurs fois reproduites®). Un
pas essentiel fut fait par O. Rodrigues®), qui détermina les para-
metres A”, B”, C”, D" de la rotation ©” qui résulte de deux rota-
tions & et @. On a%)
A" =+ AD — BC' + OB + DA,
B"=+ AC' 4+ BD —CA + DB,
C"=—A4AB' + BA + CD' + DC,
D' =4 DD — A4 — BB — CC".

On doit aussi & 0. Rodrigues une représentation paramétrique du
changement de position le plus général. 1l remplace la torsion par
les composants <, 7, 7, de la tranmslation de lorigine et par la
rotation € correspondante et il choisit pour paramétres les quantités
Ty Ty T, avec les rapports des quantités 4, B, C, D afférentes & cette
rotation. Les équations qui servent de base & ses formules sont des
relations entre les coordonnées des points 4,, 4,, 4,. Si l'on pose

encore A:B:C:D=1l:m:n:1,
ces relations ont la forme:
zy — & = X + ny, —maz,,
vo—o =Y + 12, —nzx,,
2 — 8 =Z +mzx, —1y,,

56) On les attribua longtemps & &. Monge; le premier C. G.J. Jacob: indiquia
L. Euler comme leur auteur; J. F. Encke et M. Reiss [Correspondance math. phys.
de I'Observatoire de Bruxelles 1 (1832), p. 273; 5 (1839), p. 119] donnérent quel-
ques développements 4 leur égard. Des expositions simples se trouvent par ex.
dans . Koenigs [Cinématique *%), p. 198, 340| et aussi dans ¥. Klein et 4. Sommer-
feld [Uber die Theorie des Kreisels, Leipzig 1910, cah. 1 (1897), p. 15 et suiv.] od,
en particulier, les formules de composition se trouvent déduites avec facilité.

57) J. math. pures appl. (1) 5 (1840), p. 380.

58) Ces formules conti t le théoréme de multiplication des quaternions.
Sur les relations de ceux-ci avec les rotations, voir I'article IV 15,

G. Koenigs [Cinématique **), p. 464 (note X)) a traité également du rapport
existant entre la théorie des quaternions et celle des rotations.*
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en faisant
X =1, — nr, + mz,,

Y=r,— 11, +nr,
Z =1, —mz +lr,.

De ces formules on tire
ny —mz—22x 4+ lu

@y — iy =7, + I ™ )
lz —nx—2iy + mu
Yo=Y =% +t—— ;)

mz —1y — 24z - nu

g —n =1, + 1< ’
ot Yon a posé®®)
41 =1+ m? + #?, 2u =12+ my + nz.

Dans ses recherches E. Study®) a traité d'une fagon plus large
la représentation analytique des mouvements de I'espace.

Il part de ce fait que, conformément aux formules précédentes,
les parametres homogenes de la rotation ©L” sont composés bilindaire-
ment au moyen des parametres des rotations €L et &. Plus géné-
ralement, en conséquence, E. Study se propose le probléme de représenter
les mouvements de l'espace par un nombre s de paramétres homo-
genes le plus réduit possible, de fagon que la composition s'exprime
par des formules bilinéaires. La plus petite valeur de s au fond
seralt s = 7; mais cela n'est pas avantageux. Au contraire, on peut
représenter les déplacements au moyen de 8 paramétres homogines
entre lesquels existe une relation de la forme simple

tofy + eufy + ayfy +egfy = 0.
Parmi Vinfinité de manitres dont on peut choisir les paramatres
conformément & cette relation, la plus simple est celle qui coincide
au fond avec celle de O. Rodrigues, en sorte que les «; sont propor-
tionnels & 4, B, C, D et
(2 @ X A Y
hofgg, B3, L3 &

SIS

o
59) Ces formules ont été transformées par Q. Rodrigues, de fagon i pouvoir
se donner dans X, et X, trois couples de points correspondants. Les équations
de Y'axe de torsion
X+py—mnz Y4 mz—pr Z4ny—my
m =T T T R
deviennent illusoires si & =180°% Ce cas a ét6 traité par 1.J. Stielijes, Archives
néerlandaises sc. Harlem (1) 19 (1884), p. 372.

60) Math. Ann. 39 (1891), p. 614 et suiv. Les relations entre les questions
connexes des systémes de nombres supérieurs et des groupes de transforma-
tions y sont aussi examinées a fond. Voir aussi E. Study, Geometrie der
Dynamen, Leipzig 1903, p. 174 et suiv. ainsi que l'article I5 de I’Encyclopédie.
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Les formules de composition des o, ¢, «,, «; sont alors pré-
cisément celles des 4, B, C, D tandis que celles des g, sont plus
compliquées®). Ces paramétres conviennent du reste aussi pour la
représentation des antidéplacements. K. Study a aussi représenté au
moyen des parametres «,, §, le complexe et les correspondances
[n° 5] qui caractérisent un changement de position. Un exemple
simple cst fourni par les formules précédentes d’Olinde Rodrigues qui
expriment les unes par les autres les coordonnées des points 4, 4,
et A, %),

Dans une série de publications assez récentes, R.de Saussure®®)
a retrouvé les huit coordonnées d'Olinde Rodrigues auxquelles ont égale-
ment abouti les recherches de E. Study. Mais, en outre de ces con-
sidérations dogmatiques, R. de Saussure a fait un pas important en
développant la remarque que la relation quadratique existant entre
les huit coordonnées homogenes et surabondantes établit un rapproche-
ment entre la géométrie des dépl ts et la géométrie de la ligne
droite. Clest ainsi que deux positions dont les coordonnées annulent
1a forme polaire de la forme guadratique fondamentale se transforment
Tune dans l'autre par une simple rotation.

Sur cette remarque si judicieuse, E. de Saussure a fondé toute une
théorie des déplacements, d’aprés le nombre de parametres qu'y laissent
arbitraires les équations établies entre les huit coordonnées. Clest
ainsi gu'une seule équation laissant arbitraires cinq paramétres, définit

61) Les f¢ les correspondant présentent le thé de multiplication
des biquaternions, de W. K. Clifford [Papers, Londres 1882, p. 181/200, 385/96] de
la méme fagon que les formules précédentes représentaient celle des quaternions.

La théorie des biquaternions a été exposée plus récemment par 4. Mac Aulay,
sous le titre Octonions, a develop t of Clifford’s big jons, Cambridge 1898.

62) R. Marcolongo [Ann. mat. pura appl. (2) 26 (1897), p. 101] définit le
visseur IV 4, 50] par les six coordonnées de son axe et par les grandeurs du
glissement et de la rotation correspondante et, pour ce qui est des visseurs re-
gardés comme composés d'un nombre arbitraire d'autres [IV 4, 59 4 64], il a
déterminé par le calcul leurs coordonnées et autres ¢léments. Voir aussi une
exposition de G. Plarr [Proc. R. Soc. Edinb. 12 (1882/4), p. 151] au moyen du
calcnl des quaternions. Cf. IV 4, n** 59 4 64.

63) Cinématique des fluides [Archives sc. phys. naturelles Gendve (5) 5 (1898),
p. 497]; Sur le mouvement le plus général d'mn corps solide qui posséde deux
degrés de liberté autour d'un point fixe [C. R. Acad. sc. Paris 133 (1901), p. 1193/9,
1283/5]; Théorie géométrique du mouvement des corps [Archives sc. phys. naturelles
Genave (5) 13 (1902), p. 425/61; (5) 14 (1902), p. 1a/41; (5) 18 (1904), p. 25,635
(5) 21 (1906), p. 36/55, 129/55; (5) 28 (1909), p. 423/38; (5) 29 (1910), p. 310/20,
484/93; La geometrio de folieto] ou geometrio folietara [Internacia scienca revuo
(Gendve) 1908 et 1909); Exposé résumé de la géométrie des feuillets [Mém. Soc.
phys. et hist. naturelle Gendve 36 (1910), fase 2].
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une oo® positions constituant une pentasérie; deux équations laissant
subsister quatre parametres et définissant une oot positions constituent
une fétrasérie; trois équations définissent de méme une irisérie; quatre
équations une bisérie; cing une monosérie ou ensemble simplement in-
fini de positions. R.de Saussure et R.Bricard®) ont entrepris Uétude
des monoséries linéaires, définies par une ou plusieurs équations liné-
aires entre les paramedtres. Par exemple, une monosérie lincaire est
Tensemble des positions qui se déduisent d’'une position donnée par
des torsions @ («, v) dans lesquelles « et 7 vérifient la relation
Ty =1k

ot % est une constante. A signaler le cas od %k =0, auquel cas
la monosérie est l'ensemble des positions conjuguées d'une position
donnée, c¢est-d-dire qui s'en déduisent par une simple rotation. C'est
Panalogue du complexe linéaire spécial. Si k = oo, alors « = 180°
la monosérie se compose de toutes les positions obtenues en donnant
& une position donnée tous les renversements-torsions possibles [n° 1.

Dans le méme ordre d’idées, R.de Saussure a interprété la relation
d'involution entre deux monoséries, par analogie avec la motion de
complexes linéaires en involution. On ne peut dire encore si cette
nouvelle doctrine g'adaptera aisément aux questions de géométrie du
déplacement actuellement pendantes, mais elle ouvre déja lacces 3
des problemes tout & fait nouveaux et du plus grand intérét.*

B. Mouvements continus,

7. ,Principes et méthodes propres i la cinématique générale.
Dans les paragraphes précédents la considération de deux ou de
plusieurs positions simultanées d'un méme corps ou d'une méme figure
soit sur le plan, soit sur la sphere, soit dans I'espace, a été I'occasion
d'une série de développements purement géométriques d'un haut intérat.
On verra méme plus loin qu'en supposant infiniment voisines ces
positions, on peut arriver & traiter par une méthode intuitive cer-
taines propriétés des mormales aux trajectoires ou aux enveloppes,
ainsi qu'une catégorie de problemes concernant la courbure. Le
caractére intuitif de ces méthodes, dont M. Chasles fut Dinitiateur
puissant et imité, donne aux questions qu'elles peuvent atteindre une
luminosité singuliere et une élégance pleine d’harmonie.

64) R, Bricard, Sur la géométrie des feuillets [Nouv. Ann. math. (4) 10
(1910), p. 1]. Sur ces questions générales, voir E. Study, Grundlagen und Ziele
der analytischen Kinematik [Sitzgsb. Berliner math. Ges. 12 (1913), p. 36].*
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Mais, en revanche, on aurajt bien tort de s'en tenir & elles,
4 Pexclusion de toute autre et, par la croyance & l'universalité de
de leur puissance, de s'interdire I'accts des problemes auxquels leur
role ne s'étend pas. Il suffit pour s'en convaincre de penser & l'im-
mense étendue des questions concernant le mouvement qui se tradui-
sent par des équations différentielles et méme & certains problemes de
courbure tels que ceux que G. Koenigs a traités récemment, dont la
complexité exige évidemment d’autres méthodes. I est donc certain
qu'a coté de la méthode géométrique et synthétique, il y a place
pour une méthode analytique.

Mais il y a plus. En dehors de toute discussion sur le proeédé
géométrique ou analytique, au-dessus de la question de forme, il y a
le fond qui est Ja Cinématique elle-méme; or cette science a sa méthode
@ elle, ses principes, ses inflexions dans la marche. Tour & tour les
analystes et les géometres ont voulu ne voir dans chaque branche
de la science les uns qu'une analyse, les antres qu'une géométrie. Il a
fallu les lecons de Pexpérience pour en arriver & comprendre qu'il
n'y a aucun profit & ce qu'une branche de la science se trouve déformée
par le pli de la méthode qu'on lui applique. Cette remarque si vraie
pour la mécanique en général, se justifie tout autant pour la ciné-
matique en particulier. On peut méme observer que depuis que cette
science aux débuts modestes, est parvenue & dégager ses principes et
ges méthodes, on I'a vue, par un retour singulier, s'emparer de la
géométrie et lui apporter le concours le plus efficace.

La méthode cinématique proprement dite repose essentiellement
sur le théoréme de la composition des vitesses, dont l'application peut
stre opérée dans les circonstances les plus variées. Apergue déja par
Roberval et quelques anciens géomatres, cette méthode a atteint au-
jourd'hui un haut degré de puissance et de perfection. Elle peut du
reste revétir la forme géométrique par I'usage des constructions vec-
torielles, et aussi la forme analytique lorsque, par l'emploi d'un
tritdre de référence mobile, elle fournit aux calculs les éléments les
plus directs et les moins artificiels. C'est pourquoi, au moment dex-
poser la théorie des mouvements continus, il semble nécessaire d’évoquer
ici cette grande méthode cinématique, qui a hérité des efforts de tous
les mécaniciens passés et qui aujourd’hui a si nettement fait ses
preuves, soit par les découvertes qu’elle a produites, soit par les co-
ordinations dogmatiques, rationnelles, aussi élégantes que solides qu’elle
a permis de réaliser”

8, Mouvement d'un point isolé. Le plus simple de tous les
mouvements est celui d’un point. Mais il faut avant tout rappeler le
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caractére essentiellement relatif qui est le propre de toute notion de
mouvement, caractdre que les anciens ne semblent pas avoir toujours
bien compris.

Deux points sont mobiles 1'un par rapport a Pautre si leur dis-
tance varie avec le temps. Dans le eas o cette distance demeure
constante ils forment un systéme invariable. La notion de systéme
invariable g'étend aun cas d'un nombre quelconque de points. La possi-
bilité de concevoir des points formant un systéme invariable et ré-
partis continuement soit sur une ligne, soit sur une surface, soit dans
un volume, ameéne la notion de courbes, de surfaces, de solides in-
variables. Un procédé commode, mais non indispensable, consiste &
imaginer un triddre trirectangle solidaire du systéme invariable.
Tout point fait ou non partie du systeme, selon que ses coordonnées
par rapport & ce triddre sont constantes ou variables. S'il ne fait
pas partie du systéme invariable, il est mobile par rapport a ce sys-
teme ou dans ce systéme, qui est alors appelé le systéme de référence
du mouvement.

A chaque instant du mouvement le point mobile M coincide
avec un point P du systtme invariable; ce point P est appelé le
point de coincidence.

Le lieu des points de coincidence dans le systéme invariable est
une courbe appelée trajectoire.

Ta notion de trajectoire est relative comme le mouvement lui-
méme, Si sur la trajectoire on fait choix d'une origine et d'un sens
direct pour les ares, larc s de la trajectoire parcouru dans le temps
t, est une fonction du temps

s=f(t),

cette relation est Udquation du mouvement.
La dérivée de s par rapport au temps ¢ est la vitesse®); cest
une quantité algébrique que Yon désigne par o,

=P ).

La vitesse est constante dans le mouvement uniforme. Le signe de la
vitesse donne Je sens du mouvement; si v > 0 celui-ci a lien dans le
sens des ares directs et si v < O, dans le sens des arcs rétrogrades.

Cette notion purement algébrique de la vitesse serait insuffisante;
aussi représente-t-on la vitesse par un vecteur MV, porté par la
tangente et mesuré par le nombre v sur celui des axes portés par la

65) Le cas des courbes et des mouvements non différentiables est laissé
de cbté [I112]; voir & ce sujet IV 1 et surtout IV 2.
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tangente qui a le sens des arcs directs (tangente directe). Le vecteur
ainei construit a toujours méme sens que le mouvement.

On est conduit & construire ce vecteur MV par la remarque
suivante. Si M, M sont deux positions infiniment voisines du mobile
sur la trajectoire, aux époques ¢ et ¢+ d¢, le vecteur MM  repré-
sente l'excés géométrique du vecteur OM’ sur le vecteur O ou O
représente un point fixe, c'est-d-dire solidaire du systéme de référence.

Le vecteur Md];[
Ton peut appeler la dérivée géométrique du vecteur OM, dérivée prise
par rapport au temps.

La substitution & O d’un autre point fixe n'aurait pas plus d'im-
portance que I'addition d’une constante & une fonction; la dérivée
reste la méme.

Cette conception du vecteur-vitesse comme dérivée géométrique
est de la plus haute importance pour les développements ultérieurs.

En premier lieu, une simple application du théoréme des pro-
jections montre que si I'on projette le mobile M en B, sur un plan
fixe ou sur une droite fixe, la vitesse de J, est la projection de la
vitesse du point M. De la la possibilité de considérer la vitesse de
tout point comme la somme géométrique des vitesses de ses projec-
tions, soit sur trois axes fixes, soit sur un axze fixe et sur un plan
fixe normal & cet axe.

On en conclut aussitdt que si z, y, # sont les coordonnées du
point mobile M, et si e, §, y sont les cosinus directeurs de la tangente
directe & la trajectoire ¢, les projections de la vitesse M ¥ du mobile
sur les axes du triddre de référence ont ces doubles expressions

qui n'est autre que MV représente done ce que

dx dy dz
Frimiid) d—,—ﬁvy Pl

Ep tant que vecteur la vitesse MV possede siz coordonndes, qui sont,
outre ses trois projections ci-dessus, ses moments pris par rapport
aux axes, i Savoir:

dz dy dz dz dy

Yar —%atr Far ™ %a0 Fus

Y

La considération de ces moments est liée & celle des aires. Si l'on
appelle N la projection du point M sur le plan des 2, y par exemple,
le vecteur ON balaie dans ce plan une aire A,, que l'on convient de
compter positivement ou négativement selon que OXN tourne dans le
sens direct ou dans le sens rétrograde. La dérivée de A, par rapport
au temps est précisément le demi-moment du vecteur-vitesse par
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rapport & Oz, et de méme sur les deux autres plans en sorte que

Yon a
a4, 1/ dz dy
w = v =)
d4, 1/ dx dz

i =?<571?_th)

a4, 1.4 d
L'interprétation précédente, riche en applications dynamiques, offre aussi
Vavantage de donner un exemple de l'extension de la notion de vitesse.
2 v s
di’ Tde 0 Tt
L'usage des projections permet de soumettre au calcul les ques-
tions concernant les vitesses; mais, pour cet objet, il n'est pas foreé
que les axes sur lesquels on projette soient fixes®). C'est ainsi que
T'on projette souvent la vitesse sur I'axe qui a précisément la direction
méme de OM: si r est la longueur de OM on trouve ;: pour mesure
de cette projection. C’est 1 ce que l'on appelle la witesse d'clon-
gation.
Lorsque I'on fait usage de coordonnées curvilignes, en supposant
, y, # exprimés en fonction de trois parametres u,, u,, Uy, les projections
de MV sur les tangentes M\, MT,, MT, aux courbes de coordon-
nées, menées dans le sens des paramdtres w,, uy, 1, croissants, ont
pour valeurs

Les quantités ont regu le nom de vifesses aréolaires.

oo 1AW 1
1Ty ow T Yo

ol l'on représente par 2W la forme quadratique en w,, wy, u,’

' = B, B A
('1 S T T dz)’

68) Les projections de la vitesse:sur denx rayons vecteurs ont 6té utilisSes
par Giles Personier (dit Roberval) dans la construction de la tangente & Iellipse
(quoique donnant des résultats exacts pour les sections conigues, sa méthode est
cependant fautive).

Des procédés anslogues interviennent dans le méme but pour d'autres cour-
bes définies mécaniquement (courbes focales, ovales de Descartes, cassiniennes);
voir L. Burmester, Kinematik **), p. 67 et suiv. Rappelons que L. Poinsot [J. Ec.
polyt. (1) cah. 13 (1806), p. 182] a aussi considéré la projection de la vitesse d’un
point M sur la normale abaissée de M sur une surface (ou sur une courbe, dans
le cas du mouvement plan). Ii est ainsi parvenu i une construction de la noxmale
4 une surface définie par une relation entre les longueurs des normales issues
d’un de ses points & des surfaces données; méme construction dans le plan pour
une courbe définie par une relation entre les longueurs des normales issues d'un
de ses points & des courbes données.
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qui exprime le carré de la vitesse 2%,

2W = A,u"® + Ayw* + Agus® + 2B w'wy + 2 Byug'w,” + 2 Byu u.
Ajoutons que diverses extensions de la notion de vitesse ont été
données en considérant une droite ou un plan comme mobiles®”), ou
en prenant des systémes de vecteurs®®).

Clest principalement et d'abord & propos de la définition des
accélérations du premier ordre et d'ordre supérieur que se manifeste
la puissance de la notion de dérivée géométrique. Cette définition est
en effet, il est essentiel de le dire, dordre vectoriel et ce n'est que
dans le cas d’un mouvement rectiligne qu’il serait permis de déduire
une notion algébrique des accélérations par voie de différentiation
algébrique de la vitesse.

Si par un point O fixe, on méne le vecteur O}, équipollent &
la vitesse MV, un mobile coincidant constamment avec M, déerit une
courbe trajectoire appellée hodographe. C'est W. R. Hamilion®) qui a
introduit cette courbe. La vitesse avec laquelle M, déerit I'hodographe
s'appelle laccélération totale de M, ou simplement accéldration, ou
accélération du premier ordre.

Si par le point M on meéne M.J; équipollent & la vitesse de B4,
ce vecteur MJ, est l'accélération en place. Ce vecteur MJ; est dans
le plan osculateur de la trajectoire. La mesure de sa projection sur
la tangente directe (accélération tangentielle) étant représenté par j, ,
et la mesure de sa projection sur la normale principale (normale prin-
cipale directe ou menée vers le centre de courbure) étant représentée
par jy, on a ) PR N

=35’ hp= 2
ol ¢ représente le rayon de courbure de la trajectoire.

Les théoremes relatifs aux projections sur des axes fizes ou sur
des plans fizes déja énoncés pour la vitesse, s'étendent exactement &
l'accélération du premier ordre. On en conclura que les mesures
des projections de l'accélération sur les axes de référence fixes ont
pour valeur
. d*z dry . d*z
Na== g7 Iy = G’ s T g

67) J. F. Wittenbauer, Kinematik des Strahles, Graz 1883; Z. Math. Phys.
30 (1885), p. 216,

68) E. Delassus, Bull. Soc. math. France 39 (1911), p. 159,

69) Elements of quaternions, Londres 1866, p. 100, 178; (2° éd.) publ. par
Ch. J. Joly 1, Londres 1899; 2, Londres 1901. Une exiension de I'hodographe au
cag de deux points a ét¢ donnée par A. Laisant, Jornal sciencias math. astron, 10

(1890/1), p. 97. Voir aussi O. Gerlach, Atti R. Accad. Lincei Transunti (3) 4
(1879/80), p. 106,
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D’autre part les coordonnées du vecteur-accélération MJ, outre ces
trois projections, sont constituées par les trois moments de ce vecteur
par rapport aux axes, savoir:
dtz d*y diz d*z dly d*z

Yae —Fap’ faw T’ Tap —Yap
On remarquera que les coordonnées du vecteur-aceélération par
rapport & trois axes fixes, sont les dérivées par rapport au temps des
coordonnées du vecteur-vitesse.

Cette propriété cesse d’avoir liem pour les aceélérations d’ordre
supérieur; elle ne persiste que pour les projections.

Les projections™) de M.J, sur les tangentes M Ty, M T,, M T, aux
courbes de coordonnées, dans I'hypothése d'un systéme de coordonnées
curvilignes peuvent &tre utiles. BEn conservant les mnotations préeé-
dentes concernant les vitesses, et désignant par j, ;, j; 5, Ji,s les mesures
de ‘ces projections, on trouve

. 1 rd (W W
1,1 =V-‘I; [ﬁ (W T ou
. 1 d (oW oW
i3 =1/j[d7 (M) - E:I
. 1 rd (@w aw
T8 = Vi, I:«Tt (éﬁ?) - 3?] ’

Pour définir Vaccélération du second ordre, on considere le vec-
teur OM, équipollent & McJ,. La vitesse de M, est laccélération du
second ordre de M; on peut aussi la tramsporter en M, soit MJ,.
Et ainsi de suite pour l'accélération du second ordre, du troisiéme
orde. D’une fagon générale™), si M.J, _, est 'accélération du (n— 1)ime
ordre, en prenant le veeteur OM, équipollent & MJ,_,, la vitesse
de M, ou la dérivée géométrique de 0D, sera l'accélération d'ordre
#n du point M.

Pour ces accélérations, sont valables les théorémes déja démontrés

pour les projections de la vitesse sur des axes fixes ou des plans
fixes. De la sorte, les mesures des projections de l'accélération d’ordre

70) Les projections de la vitesse et de P'accélération sur les tangentes aux
courbes coordonnées, dans le cas d'un systéme triple orthogonal, ont été cal-
culées par 4. P. E. Guiraudet, These, Paris 1856, puis par . Lamé, Legons sur
les coordonnées curvilignes et leurs diverses applications, Paris 1859, p. 149, 165.
Ultérieurement, I.(J.) Somov ™) a établi des formules de méme nature pour le cas
de coordonnées quelconques et pour des lérations d’ordre quel

71) H. Resal [Traité de cinématique pure, Paris 1862, p. 269 et suiv., ainsi
que p. 811] a méthodiquement introduit les accélérations d'ordre supérieur. Voir
aussi 4. Transon, J. math. pures appl. (1) 10 (1845), p. 320.
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n sur les axes du triddre de référence seront
atly artly artig
Jue = g Iy T it Ine = gaii’?
Les trois autres coordonnées (moments) du veeteur M.J, seront évi-
demment
iy antl m+1 m 1 +1 +1

Yot —# ;I'tn;zf" glj”TaxE - x%’ ”%.Tz - y%ﬁ%‘

Ce ne sont pas les dérivées des moments de l'accélération précédente.

I.(J.) Somov a donné V'expression des projections des accélérations
d'ordre quelconque sur les tangentes aux courbes coordonnées, dans
T'hypothése d'un systéme de coordonnées curvilignes quelconques.

On a aussi opéré la décomposition de l'accélération d'ordre quel-
conque suivant la tangente directe, la normale directe et la binormale
4 la trajectoire, axes formant un triédre trirectangle de disposition
directe. En ce qui concerne l'accélération du second ordre, H. Resal®)
a donné les formules

d*v M
Joe=gpE T
. _qudv  v'de
he =37 at T as
. v?
Jep =0

ol 7 est le rayon de torsion™).

Dans le cas d'une aceélération quelconque d'ordre , il existe des
formules de récurrence permettant de passer de (n—1) & n qui ont
été démontrées par I. (J.) Somov™) et par J. C. Bouguet.

Dans le développement de ces questions, le calcul vectoriel a jous
le plus grand rdle. C'est & Barré de Saint Venant™) et & H. Resal™)
que I'on doit son introduction méthodique en ces matitres. Clest au

72) Cinématique ™), p. 271. Sous une forme plus rigoureunse, on trouvera ces
formuoles daus I.(J.) Somov, Mém. Acad. Pétersb. (7) 8 (1865), mém. n° 5, p. 11
[1864]; voir aussi D. Padelletti, Giorn. mat. 13 (1875), p. 115, 129; G. Bardolli,
Reale Ist. Lombarde Rendic. (2) 11 (1878), p. 219; G. Gautero, Atti R. Accad.
Lincei Transunti (3) 4 (1879/80), p. 106.

73) Les 1 les 1 du premier et du second ordre
out été utilisées par H. Resal [Cinématique ’*), p. 53] et, plus récemment par E. Weyr
[Sitzgsb, bohm. Ges. Prag 24 (1895), mém. n° 28] pour la construction de ¢ et
de 7. H. Resal [Cinématique’®), p. 275] a aussi donné le rayon de courbure de la
développée. Les formules précédentes sont les vraies.

74) Mém. Acad. Péterb. (7) 8 (1885), mém. n° b, p. 11, 60. J.C. Bouquet
donne une démonstration analytique [Ann. Ee. Norm. (2) 8 (1879), p. 147).

75) C. R. Acad. sc. Paris 21 (1845), p. 620.

76) Cinématique??), p. 25, 64.
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premier que revient I'idée de dérivée géométrique et au second, celle
du produit intérieur de deux vecteurs.

Les regles de la différentiation géométrique pour les sommes et
les produits géométriques sont celles du domaine algébrique.

Parmi les théorémes qui en découlent signalons le suivant™) a
cause de son importance ultérieure.

»Si lon considere deux points M, N, mobiles par rapport & un
méme systéme invariable et O un point fire, OS un vecteur équi-
pollent & MN, la vitesse de S est la différence géométrique de celles
de M et de N, ey —

Vs=Vy— Vu“
Si, en particulier M et N sont 3 une distance constante l'un de I'autre

la vitesse de S est normale & OS et les vitesses T’;, ﬁ ont des pro-
jections égales sur B N.

Le cas particulier ot la valeur commune de ces projections est
nulle a servi de base aux recherches de A. Mannheim™); sur le méme
théoreme, G. Koenigs™) a fondé l'exposition de la cinématique du
solide invariable.

La méthode vectorielle ne s'applique pas d’ailleurs aux seules
vitesses. La repré on des ts par des vecteurs ouvre le
champ & un autre ordre d’applications.

Par exemple, si OG représente le moment du vecteur-vitesse®)
par rapport & un point fixe O, la vitesse de G, ou dérivée géomé-
trique de OG par rapport au temps, est le moment de V'accélération
du premier ordre MJ, moment pris par rapport an méme point O.

Ce théoreme équivaut & la remarque déja faite que les coordonnées
de Paceélération du premier ordre sont los dérivées par rapport au
temps des coordomnées de la vitesse. Mais sous sa forme mnouvelle,
plus cinématique, le théoréme se préte beaucoup mieux aux appli-
cations qu'on peut en faire.

Rappelons enfin que A. F. Mobius®!), grace & lintroduction du
calcul vectoriel, a pu parvenir i donner une signification vectorielle
a la formule de Taylor.

tat:

77) Ce théoreme a 6té utilisé par I (J.) Somov dans ses recherches sur les
accélérations 72).

78) A. Mannheim, Etude sur le dépl t d'une figare de forme invariable
[Mém. présentés Acad. sc. Paris (2) 20 (1872), p. 6 [1869]].

79) G. Koenigs, Sur l'ensei t de la cinémati [Bull. Soc. math.
Trance 40 (1912), p. 180].

80) Ce vecteur OG a regu le nom de moment cinétique.

81) A. F. Mibsus, Ber. Ges. Lpz. 1 (1846), p. 79/82; J. reine angew. Math.
36 (1848), p. 91/4; Werke 4, Leipzig 1887, p. 625/30.
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Si ¢ représente la corde de l'arc de trajectoire parcouru dans le
temps ¢ on a la relation géomdirique

> o> > 8 T e 3 "

e=v bt gty T T
> > > > X .,

O0 ¥, Jy, Jay - -y Ju_y Sont la vitesse et les accélérations d'ordres

suceessifs en tant que vecteurs. Lorsque ¢ est infiniment petit, la

quantité € — 7 - ¢ a regu le nom de déviation; cette quantité vectorielle

a pour partie principale le vecteur
>

E .

La considération de cette quantité joue un role essentiel dans I'éta-
blissement de la formule fondamentale de la dynamique du point*

9. Le principe de la composition des vitesses. ,Nous avons dit
que la notion de mouvement est essentiellement relative et subordon-
née au choix dun certain systtme X de référence. Si T'on a un
second systdme de référence 3, différent du premier, nous aurons la
notion d'un autre mouvement du méme point, et ce mouvement co-
existe avec le premier. Nous comprenons ainsi qu'un méme point
puisse avoir en méme temps deux mouvements.

Quand nous disons que les systbmes X, X’ différent nous enten-
dons par 13 qu'il ne forment pas un méme systéme invariable et que
les points de l'un sont mobiles dans l'autre. Nous avons ainsi la
notion d'un mouvement d'entrainement IE, Z'I de X dans X’ et au
cours duquel tout point P de X déerit dans X une trajectoire dite
d’entrainement, avec une certaine vitesse Vi On pourrait tout i
bien considérer le mouvement d’'enbrainement de X’ dans X,
lequel est dit inverse du premier. Tout point P’ de X’ déerit dans
X une certaine trajectoire avec une vitesse Vp.

La composition des mouvements consiste & déduire le mouve-
ment du point mobile M par rapport & X de la connaissance de son
mouvement dans X et de celle du mouvement .

Il est hien digre de remarque que, en ce qui concerne la déter-
mination de la vitesse, on puisse arriver & formuler une régle géné-
rale sans avoir & analyser le mouvement d’entrainement et sans avoir
besoin d’étudier d’avance ses lois.

Ici intervient seulement le point de coincidence, c'est-d-dire le
point P du systtme X avec lequel le point M coincide & l'instant
considéré, on Ion veut construire la “'tffe de M. .

Soit Vi la vitesse de M dans 3, Vy sa vitesse dans I et Vap
la vitesse d’entrainement du point P dans le mouvement

=
Vie=Vu+ V7.
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C'est par suite d'un abus de langage que I'on appelle quelquefois 1_7;
vitesse relative et ﬁ vitesse absolue. Nous savons bien que toute
vitesse est relative. Les mots absolu, relatif employés n'ont qu’une
valeur conventionnelle et il faudrait les échanger entre eux si l'on
voulait passer du mouvement de M par rapport & =’ au mouvement
de M par rapport a Z.

En prenant pour M un point P’ fixe dans X', on arrive & rendre
intuitif ce fait, qu'un méme point regardé tantdt comme solidaire de
X, tantdot comme solidaire de X', a deux vitesses égales et opposées;
théoréme essentiel.

La composition des mouvements, et en particulier celle des vitesses
est susceptible d'une facile extension.

On consideére une suite de systémes invariables X, X, %, . .
dans lesquels on suppose connus les mouvements

% %, IEU Eﬂl) 2y Z“JI) v '1|2n’17 an'

Il ¢agit alors, M étant un point mobile dans X, d'en conclure son
mouvement dans X, et en particulier sa vitesse.

On appelle & cet effet P, P, Py, ..., P,_, les points de X, X,
Xy, ...y 5,_, avec lesquels coincide le point M a I'époque considérée et
Vau, Vi’ ses vitesses dans X et X, ainsi que V¥, Vi, ... V& les
vitesses d’entrainement successives de P dans X, de P, dans %, ..
de P,_, dans Z,. On a la relation géométrique

n—1
7O _ T 8L e 7o
w = Vut Ve +VP,+“' - Py’

P

© Sy

B

On peut démontrer le théoréme général qui précéde par une appli-
cation répétée du premier. Il est fort remarquable que ce théortme, &
lui tout seul, puisse suffire & édifier toute la cinématique, qui acquiert
de ce fait une grande unité de méthode.
Tl est ici un point sur lequel il convient d’attirer I'attention.

L’importance méme de la formule fondamentale

— = —

Vie=Vu+ Vr
exige qu'elle soit établie avec la plus grande rectitude. On la dé-
montre souvent en considérant la trajectoire du mobile dans X et deux
positions ¢, ¢’ de cette trajectoire aux époques £, ¢ + A¢ dans 2", On
prend alors les positions M, M, du point mobile aux époques #, ¢+ At
sur ¢, positions qui sont en M’, M," sur ¢. MM, est la corde de la
trajectoire absolue (ou dans '), et MM, la corde de la trajectoire
relative (ou dans X), N’ est la corde de la trajectoire d’entrainement.
Or MM, ne coincide qu'au second ordre prés avec la diagonale M N
du parallélogramme construit sur les deux autres cordes et méme
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le vecteur NM, qui est du second ordre, a précisément un réle
cinématique effectif & propos des accélérations. Le raisonnement strict
exige donc que I'on tienne compte de cet infiniment petit en prouvant,
ce qui est facile, qu'il est bien du second ordre.

Un des premiers bénéfices de la rdgle de la composition des
vitesses, comme 'a remarqué J. Pefersen®®), c'est de domner un sens
concret et cinématique & certaing cas de décomposition de la vitesse
qui sans cela ne présentent que la valeur formelle de projections. Tel
est le cas de la vitesse d’élongation, que l'on peut regarder comme la
vitesse du mobile sur le rayon vecteur, tandis que celui-ci tourne
autour de l'origine.

11 serait naturel de poursuivre ici I'étude de la composition des
mouvements en présentant celle de la composition des accélérations.
Mais il se trouve que pour &tre & méme d’en formuler I'énoncé, I'ana-
lyse du mouvement d’entrainement devient alors nécessaire et c'est
delle qu'il faut d'abord nous occuper.

10. Lois de distribution des vitesses dans un solide en mouve-
ment. La vitesse 72 d’un point P de X dans le mouvement

de X par rapport a un autre systéme invariable ', dépend de la
position de P. La loi de cette dépendance constitue la loi de distri-
bution des vitesses dans le solide .

Le cas le plus simple est celui o X est animé par rapport
8 X" d'un mouvement de rotation autour d'un axe A, auquel cas X,
X’ sont dits articulés. Si Von représente la vitesse angulaire de la
rotation par un vecteur 2 m’té par l'axe A, le moment de ece vec-
teur en M représente alors V7. Par 13 la considération des moments
g'introduit en cinématique.

Si, au cours du mouvement, toute droite de X reste parallele &
une droite de =’ le mouvement est une translation. Les vitesses de
tous les points sont alors équipollentes. C'est le cas limite d’une
vitesse de rotation infiniment petite £ autour d'un axe A rejeté a
Pinfini. On sait qu'un vecteur qui présente cette singularité si spéciale
équivaut & un couple; cela concorde avee le fait que tous les points
du corps ont des vitesses équipollentes.

Considérons une chaine de corps X, X%, %, ..., X, _,, X, arti-
culés, ce qui signifie que X tourne par rapport & X, antour d’'un axe A,

82) Kinematik, Forelaesninger holdte ved den polytekniske Laevennstalt,
Copenhague 1884; trad. allemande par R.von Fischer- Benzon, Kinematik, Copen-
hague 1884, p. 9.
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Z, autour d'un axe A, par rapport & X;, X, autour d’un axe A, par
rapport _fx E,,;.A, 23"_1) autour d'un axe A, , par rapport & X,.
Soient £, &, &, ..., ,_, les vecteurs représentatifs des vitesses
angulaires portés par les axes A, A, ..., A,_; respectivement. Si
P, P, ..., P,_, sont les points de %, Z,, ..., X, _, qui coincident
. == =T =
actuellement avec le point P de X, en appelant ¥}, Vi, V3, ..., Vi, _,
les vitesses des points P dans X, P, dans 3, ..., P, , dans 3,
le théoreme de la composition des vitesses donnera pour 7’:‘, vitesse
de P dans le systéme ultime X, la valeur géométrique
VT;V‘_:}—V“_>+---+ Vi
P P P

Pp—r’

17

Mais ?}: est le moment de & en P, 75. le moment de .?2,1 en P,
c'est-d-dire en P, puisque P, coincide avec P, et de méme 7}:, ey
>

— >
Vr,_, sont les moments en P des vecteurs £, .., 2, 4

En consé-
quence, la vitesse ﬁ est le moment résultant en P du systdme des
vecteurs .S—i, 531, e EZn_l.

Par ce théortme les systémes de vecteurs s'introduisent en ciné-
matique.

Il est vrai que leur réle semble limité & un cas bien particulier
de mouvement, celui de la chaine articulée. Mais la considération
suivante va donmer & leur rdle une toute autre portée.

Soient ., X’ X” trois systtmes invariables mobiles les uns par
rapport aux autres. Supposons qua un instant donné, dans les deux
mouvements , tout point de Z ait la méme vitesse.
Nous dirons alors que ces denx mouvements sont fangenfs i Vinstant
considéré.

Or c'est un théoréme facile & établir soit par un raisonnement
géométrique dans le genre de ceux de M. Chasles, soit par le calcul,
soit enfin par un procédé cinématique, direct, que tout mouvement
est & tout instant tangent au mouvement obtenu en

reliant X, X par une chaine articulée™).

Clest ce que l'on exprime en disant qu'a tout instant il existe
pour tout mouvement un systtme tangent de rofations. Le mot rota-
tions g'appliquant ici aux vecteurs ZZ, .S-)Zl, A Z!.n_l.

Maintenant, puisque le systéme tangent des rotations n’inter-
vient que par son moment résultant en tout point du corps X, on
pourra concevoir une infinité de formes du systéme de rotations tan-
gent, pourva que le systtme de vecteurs qu'elles forment reste égui-
valent & lui-méme [voir IV 4, 23]
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On peut ainsi interpréter en cinématique toutes les représentations
particulitres qu'il est possible de donner d'un systéme de vecteurs,
sans qu'il cesse d’étre équivalent & lui-méme.

Réduction & deux vecteurs, réduction i un vecteur et & un
couple et en particulier & un vecteur et & un couple dont le plan est
normal au vecteur (réduction canonique) trouvent ici un réle nouveau.

Et comme, dans le mouvement hélicoidal continu, la réduction
canonique s'offre d’elle-méme, l'existence du mouvement hélicoidal
tangent devient intuitive.

Du reste tous ces résultats peuvent s'obtenir aussi par des con-
sidérations géométriques dans le genre de celles que nous offrent les
puméros précédents. Nous ferons toutefois observer que cette con-
ception des mouvements tangents correspond strictement & la réalité des
faits, laquelle se limite aux propriétés infinitésimales du premier ordre.

C’est lexistence du mouvement hélicoidal tangent qui a amené
R.S. Bull & la conception de la vis (systéme de vecteurs dont la somme
géométrique vaut 1) et dont on trouvera ailleurs le développement
{IV 4, 50].

Le systeme des rotations n'a pas seulement pour role de définir
par son moment en tout point la vitesse de ce point. Son moment
résultant par rapport a4 un axe représente la projection sur cet axe
de la vitesse d'un de ses points, projection qui est indépendante, on
le sait, du choix de celui-ci.

Le cas particulier o ce moment est nul donne lieu au systéme
des normales dont 'étude fut inaugurée par M. Chasles dans une note
de son ,Apercu historique®. Ultérieurement cet ensemble s'est trouvé
identique au complexe linéaire dont la notion fut introduit par Pliicker.
La réduction des rotations & deux ou a une rotation et & un couple de
rotations (translation) correspond & lexistence des droites conjuguées
par rapport au complexe; la seconde réduction correspond spécialement
an cas ol Vune des deux droites conjuguées est rejetée & l'infini.
Nous n'insisterons pas ici sur les relations géométriques qui ont été
développées dans l'article IV 4 de I'Encyclopédie.

Nous retiendrons toutefois spécialement de cet ensemble de faits
que la vitesse de tout point P d'un corps résulte de la vitesse dun
point A du méme corps et de la vitesse qu'il acquerrait par suite
d'une rotation autour d'un axe issu de 4. La vitesse angulaire, re-
présentée par un vecteur 8 issu de A, donne lieu & ce_t)te remarque
que si 'on passe d'un point A & un autre, le vecteur & reste équi-
pollent & lui-méme. On l'appelle la rofation (tout court).*
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11. Composition des rotations. ,Nous ne pouvons faire moins
que de dire ici un mot de la composition des rotations, car c'est le
complément obligé de ce qui précéde.

Si %, X', Z” sont trois solides & I'état de mouvement relatif, il
existe pour chacun des mouvements relatifs de deux de ces corps un
systéme tangent de rotations. Seit R(XZ, ') celui qui concerne le
mouvement |E, 2’|, R(Z',X") celui qui concerne le mouvement
X', X"|. Comme le mouvement | % Z.‘”l résulte de ces deux premiers,
d’apres le théoréme sur la composition des vitesses, la vitesse de
tout point P de X' par rapport & X" sera la somme géométrique
des moments en P des systtmes de rotations

R(z, %), RZ,Z").

Ce sera donc le moment résultant en P du systtme de vecteurs
obtenu en réunissant dans un méme ensemble les systomes de vee-
teurs R(Z, X') et R(X, Z"). Ce systéme résultant de rotations sera
done précisément le systtme R(Z, X”), en sorte que l'on peut poser
R(Z,27) = R(z,2)+ R(Z, X,
le signe + indiquant ieci que l'on réunit en un méme ensemble, que
Ton compose comme on dit, les deux systemes de vecteurs R(X, X')
et R(Z, =)

Telle est la base de la composition des rotations qui rentre ainsi
dans la composition géométrique des systémes de vecteurs.

Lorsque les deux systémes de rotations R(Z, 2"), R(Z’, Z”) sont
donnés par leurs éléments eanoniques (axe central, moment principal,
pas), le probleme de la composition s'opere sur le cylindroide [voir
IV 4, 60].

Du reste le probleme de la composition des rotations ne se borne
pas au cas od le mouvement résulterait seulement de la composition
de deux autres, mais s'étend au cas de la composition d'un nombre
quelconque de mouvements. La rdgle est toujours la méme et se
raméne & la composition ou réunion en un seul systéme de plusieurs
systtmes de vecteurs représentant les rotations pour chacun des mouve-
ments intermédiaires.

L'importance ét la simplicité de quelques cas de composition
obligent de les signaler ici sous leur forme cinématique.

S'il s'agit de deux rotations autour d’axes concourants, elles sont
équivalentes & une rotation unique représentée par leur somme géo-
métrique (parallélogramme des rotations). Théoreme analogue il s'agit
de plusieurs rotations autour d’axes concourants: on est alors conduit
4 un polygone de rotations analogue au polygone des forces.
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Des rotations paralleles se composent en une rotation unique
paralitle, comme les forces paralléles.

Cependant, ici encore, se présente le cas du couple de rotations
équivalent & une translation tangente. La composition des couples de
rotations revient ainsi & celle des translations*

12. Représentations analytiques. ,Tous les résultats qui préce-
dent donment lieu & une représentation analytique simple et qui se
préte élégamment & l'étude des questions les plus variées, méme &
celles qui conduisent & des relations différentielles et ol il semble que
le role de lanalyse ne puisse étre éludé.

Si lon fait choix d'un triédre trirectangle T, O zyz, si 'on appelle
£, 4, £ les projections sur les axes de ce tritdre de la vitesse du
point P du corps X qui coincide actuellement avec O, et p, g, 7 les
projections du vecteur qui représente la rofation, le mouvement de X
ayant lieu par rapport & un autre corps X', les quantités p, g, 7, & 7, &
sont les coordonnées du systéme tangent R(X, Z') des rotations. Un
point de X dont x, y, z sont les coordonnées actuelles par rapport au
triedre 7 a pour projections de sa vitesse d’entrainement

E+age—ry, n+rz—ps (+py—q2z

Parmi toutes les hypotheses que 'on peut faire sur le choix du trie-
dre 7, une des plus habituelles concerne le cas ou ce triddre se trou-
verait 1ié invariablement au corps X lui-méme, auquel cas £, 7, ¢ sont
les projections de la vitesse méme de l'origine O et z, ¥, # les co-
ordonnées fixes du point considéré du corps X. Mais si ce point
était lui-méme mobile dans X, ses coordonnées devenant variables
avec le temps, les projections de sa vitesse dans X', projections faites
sur les axes de 7', auraient pour valeurs, d’aprés le théoréme de la
composition des vitesses,

’ d.
v, ——§-|—qz—ry+di::
’ d
Yy _—ﬂ+7x_pz+?¥1
’ d
v, =§+P.’/—g’?+d7:7

formules qui sont d'un emploi tout & fait classique aujourd’hui. Ce-
pendant, dans certains cas, il est plus profitable, dans Fétude du
mouvement relatif de deux corps X, X', de faire choix d’un triddre
T mobile & la fois dans les deux corps et de considérer le mouve-
comme résultant de la composition de ces deux autres

comme linverse du mouvement
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Z|. Alors si

pGr 6t et p,g, 080,
sont les coordonnées des deux systémes de rotations R(T, X) et
R(T, X'), celles du systéme de rotations R(Z, Z’) seront??)

r—p ¢—¢ v—r, ¥—§ 7—n, (L
11 est & noter que l'usage des quantités p, g, 7, &, 7, £ (coordonndes des
rotations), dans l'étude du mouvement d’un triddre 7' par rapport &
un corps X ou X', offre le trés grand avantage de n'introduire dans
les calculs que des éléments possédant par eux-mémes une signi-
fication cinématique.

La question générale®) de passer de la connaissance de ces élé-
ments & la représentation du mouvement en termes finis se trouve en
fait comprendre et synthétiser un grand nombre de problemes con-
cernant la mécanique et la géométrie. La solution générale et métho-
dique de cette question a ét6 donnée par G. Darboux qui, en la rame-
nant & l'intégration d'une équation de Riccati, a mis en pleine lumitre
ses racines analytiques et expliqué le succés de certaines solutions
particulieres, tout en donnant la voie a suivre pour en trouver d’autres.
Ainsi les problemes concernant le mouvement se sont trouvés étendus
du champ du calcul purement différentiel an champ plus ardu du
caleul intégral.

A cause de son importance, nous indiquerons ici le principe de
cette méthode. Si Yon cherche, le triddre 7 étant solidaire du corps
Z, & repérer un point M du corps X, ses coordonnées z, y, # par
rapport au triddre 7' doivent vérifier les équations

dx
E+gs—vy+ 5 =0,
(a) g4re—pz+ 30,

a
t+py—az+ 5 =0,

qui expriment que la vitesse du point M dans le corps X’ est nulle.
8i &, y, 2 sont les coordonnées du point M par rapport & un triedre
T’ solidaire de X', @, b, ¢ les coordonnées de Porigine de 7’ par

83) G. Koenigs, Cinématique?), p. 128, 208; Sur la formule d’Euler-Savary
et sa construction géométrique [Bull. sc. math. (2) 31 (1907), p. 29]; Mémoire sur
les courbes conjuguées [Mém. présentés Acad. sc. Paris (2) 36, mém. o°1 publi§
en 1910]. La loi de courbure des profils superficiels conjugués [J. math. pures
appl. (6) 8 (1912), p. 103,

84) Voir G. Darboux, Théorie des surfaces?) 1, chap. 1, 2, 3 et 4; G. Koenigs,
Cinématique %), p. 119 et suiv.
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rapport & T et o, B, p; ¢, 8,75 o, B, ¥ les cosinus directeurs des
axes de T’ par rapport aa tritdre 7, les formules de transformation
de coordonnées donnent

g=atax +dy + a7,
® y=b+ B+ By + 7,

a=c+yd + 9y + 7
En y considérant ', 3, #° comme des constantes arbitraires, ces ex-
pressions de z, y, z sont précisément les intégrales générales des équa-
tions différentielles (a). En y faisant @, b, ¢ nuls, z, y, 5 deviennent
les intégrales des mémes équations différentielles sans seconds membres,
Cest-d-dire pour lesquelles £ 7, { seraient nuls. C'est & intégration
de ces équations sans seconds membres qu'il faut s'attacher, car, cette
intégration effectude, de simples quadratures donment les solutions des
équations completes, avec seconds membres.

Cest précisément Vintégration des équations sans seconds membres
que G. Darbouz®) a ramenée & une équation de Riccati, en y faisant
le changement de variables
1-—uv 14 uw utv

=iy g

"y —_ =
u—v Y U—0 U—v

Alors u et v vérifient une méme équation de Riccati
%:_¢76+L‘é2+%@62_
T est vrai que 2 + y® + #* est alors égal & 1, mais comme
2% 4 y® + 2* = const,,

il suffit de diviser #, y, # par la racine carrée de cette constante pour
arriver au cas en apparence plus particulier ot #® 4 ¢ + 22 =1

Le résultat est que le mouvement est pleinement défini par les
coordonnées (p, ¢, 7, & 1, £) du systéme des rotations. Ce qui peut &tre
préva a priori®), car si le corps X dans deux mouvemeuts

par rapport & deux corps X', Z” a constamment méme distribution de
vitesse, les corps X, " ont un mouvement relatif tel que le systeme
tangent des rotations est constamment nul et, par suite, ces corps sont 2
T’état de repos relatif, ils ne forment qu'un seul et méme solide invariable.

Cette méthode trouve une nouvelle confirmation dans la facilité
avec laquelle elle s'étend, ainsi qu'on le verra plus loin, aux mouve-
ments & plusieurs paramétres.™

85) Théorie des smfaces®) 1, p. 22.
86) 7. Koenigs, Cinématique'®), p. 120.
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13. Composition des accélérations. Théordme de Coriolis, ,On a
vu plus haut comment on arrive & eonstruire la vitesse du mouvement
qui résulte de la composition de deux ou de plusieurs mouvements.
La méme question se pose au sujet des accélérations.

Soient JT;, T,’:les aceélérations du point mobile M dans ses mouve-
ments par rapport & deux systémes invariables de référence X et X'
Soit P le point de coincidence de M dans X et :I;} Paccélération de
ce point P dans son mouvement d’entrainement dans le mouvement

d’ensemble Désignons enfin par Jﬁ une aceélération complé-

mentaire égale géométriquement au double du moment par rapport &
Yextrémité V de la vitesse relative MV, du vecteur & obtenu en
transportant en M la rofation; on a, d'aprés le théortme de Coriolis,
Yégalité géométrique’T)

LT

Ty=dy,+Jp+Jy.

—
Si ce n'était le vecteur complémentaire J on aurait le méme énoncé
que pour les vitesses et c’est ce qui a lieu de fait quand le mouve-

ment ra|
lation tangente, la rotation £ est nulle.

La démonstration de ce théoreme peut se faire directement, en
considérant dans le systdme X’ deux positions comsécutives de la
trajectoire de M dans X et sur celles-ci les places occupées aux deux
époques consécutives par le mobile. On peut aussi se servir du cal-
cul en différenciant deux fois les formules d'une transformation de co-
ordonnées orthogonales. Enfin une méthode plus cinématique repose
sur la définition de Paccélération comme dérivée géométrique de la
vitesse.

8i Pon suit cette méthode en faisant usage du triedre mobile T,
solidaire du systeme X, on tombe sur les formules de FE. Bour®®)

étant wne translation ou méme admettant une trans-

doy,
-, , , o,
e = %5 = T+ 30"

dvy,
- e’ o Sy
JM,yfrbM,zfva,fi’ dat
L ., v,
e =PV T WV Ty

87) G. Coriolis, Mémoire sur le principe des forces vives dans le mouvement
relatif des machines [J. Ee. polyt. (1) cah. 21 (1832), p. 268]; Mémoire sur les
équations du mouvement relatif des systémes de corps [id. (1) cah. 24 (1835), p. 142].

88) J. math. pures appl. (2) 8 (1863), p. 1. Ces formules sont établies dans
. Koenigs, Cinématique '*), p. 129.
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ol ”;(,,: Yy s Uy, Sont les projections sur les axes de 7' de la vitesse
0, de M dans X" et j;,,z, ju,',,y, j;“ les projections de l'accélération
du méme mouvement. Les quantités vy , Uy 'v;,‘l ont été données
au numéro précédent.

En développant ces formules, on trouve que

.y ¢H d d a
I = E1+915—"1?/+57+2(Q,T:—’d_3;) +‘T;’

- cH a d ar
Iy =Mt NI —pet 5o+ 2(rgi—pq) + 4
., 9H | d d a
JM,,=§1+p1y—q1z+5;f2(pd—f—qd—f)+ o

ou l'on pose
dp dq dr
=G =G "= g

d a d
§1=,Tf+q§—fm =33 +rk—pt, §1=d—f+pn—q§,
2H = (pz +qy + 72" — (P + ¢* + r) (@ + ¢* + &°).
d*z  d'y d'z

g’ det o dit
que celles de J}, sont

Dans ces formules, sont les projections de 7;, tandis

i =2(q dz rd—y):

'Y @ T
A dx de
Ty = 2(r}li - Elt)’

£ ay dz
i =2 (05 — 0%
les autres termes sont les projections j,_, Jpys Jp, de laccélération
d’entrainement, en sorte que
” dH
Jp=b tar—ny+ 5,
. o H
Jpy = +rz—p2 +W’
o oH
Jp=btny—ar+ 5

Ces formules fournissent la distribution de Vaccélération d’entraine-
ment, question sur laquelle on reviendra plus loin [n° 22].

Il convient ici de remarquer que les formules de Bour ont une
portée beaucoup plus générale que la question des accélérations.
8i X, Y, Z sont les projections d'un vecteur sur les axes du triddre
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T, si X,, Y,, Z, sont les projections de la dérivée géométrique de
ce vecteur considéré comme mobile on a

X,=qZ —r¥+ %%
Y1=7X—pZ+dT§'

iz
Z,=pY—qX + dt

Appliquées & l'accélération du premier ordre, ces formules donnent la
loi de composition des accélérations du second ordre, puis du troisidme
et ainsi de suite; en méme temps elles fournissent, en supposant le
point mobile solidaire du systéme X, la loi de distribution des accélé-
rations d’ordre queleconque dans un solide en mouvement.

Les résultats généraux qu'on peut tirer de cette méthode offrent
des spécialisations remarquables qui, en raison de leur simplicité et de
leur importance pratique, ont particulidrement occupé les savants et
qui tiennent la premitre place dans l'ordre historique. Nous expose-
rons en détail ces cas particuliers.*

14. Mouvement continu d*an plan sur lui-méme. ,Parmi les cas
particuliers dont nous voulons parler, deux, en raison de la diversité
de leurs applications, ont spécialement occupé les géometres. Le pre-
mier est celui d'un corps X dont une face plane ¢ glisse sur une face
plane ¢" d'un autre corps X', auquel cas tout plan ¢, paralizle & o
dans X glisse sur un plan 6, paralltle & ¢ dans 2. De I3 est née
la considération du mouvement d'un plan ¢ sur un plan ¢’. Le second
cas est celui od une sphére de X, de centre O, glisse sur une sphére
égale et concentrique de X', auquel cas X et X’ ont en commun le
méme point O. Toute sphére de centre O dans X glisse alors sur
une spheére égale et concentrique dans X’. De I est née la consi-
dération du mouvement d'une sphére sur une sphére superposée on
emboitée sur elle. Nous commencerons d'abord par le cas du mouve-
ment d’'un plan ¢ sur lui-méme ou plus justement sur un plan ¢
superposé.

Tout point de ¢ a sa trajectoire dans ¢’ et inversement. Plus
généralement, toute courbe ¢ de ¢ posséde dans ¢" une enveloppe ¢’;
les courbes ¢, ¢’ forment un couple de courbes conjuguces. L'importance
de la considération de ces couples de courbes tient au role qu'elles
jouent dans le tracé des profils des engrenages et des cames cylindriques.”

Les théorémes pour le mouvement continu peuvent se déduire des
résultats du n° 4 par passage & la limite; dans Yordre historique ils
sont en partie les premiers.
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,C'est en effet par analyse, et principalement par la considération
des accélérations, qu'on est parvenu & la plupart d’entre eux.*

L'existence du centre instantané (pole de rotation), auquel tend
le point O dans le mouvement continu, a été découverte par
Jean Dernoulli®®); tout mouvement [infiniment petit] d'un plan ¢ sur
lui-méme est done une rotation instantanée®). Il en résulte les
théorbmes suivants trouvés par M. Chasles™) sous cette forme:

1°) Les normales instantanées de toutes les trajectoires passent
au point O.

2°) Hgalement les nmormales aux couples de courbes conjuguées
en leur point de contact instantané.

3°) Tout mouvement de ¢ sur o' consiste dans le roulement sans
glissement d’'une courbe p sur une courbe p”. Ces courbes s’appellent
courbes polaires:

La correspondance®) des points A et A" [n° 5] devient une corre-
spondance ©? entre les points de o et ceux de &, de sorte que chacun
des deux points est le centre de courbure de la trajectoire de lantre®).
Les trois points principaux coincident avec le pdle O; les trois droites
principales coincident avec la fangente t auz courbes polaires en O.

En ce qui concerne les couples de courbes conjuguées, leur cor-
respondance constitue une transformation de comtact, en sorte que
deux courbes ayant entre elles un contact d’ordre # ont pour conjuguées
des courbes ayant entre elles un contact du méme ordre. On peut re-
marquer que deux courbes paralléles ont pour conjuguées deux courbes
paralléles et que, par exemple, I'enveloppe d'un cercle de rayon cons-
tant a méme développée que la trajectoire de son centre. Ces di-
verses remarques conduisent aisément & cette conclusion que les centres
de courbure A4, 4’ de deux courbes conjuguées ¢, ¢’ sont des points
correspondants dans ©%,

h

89) De centro spont: tationis [P iti variae
micae n* 14/24; Opera 4, Lausanne 1742, p. 265/78].

90) 8i O va & linfini, le mouvement consiste en une translation instan-
tande. Si tel est continfiment le cas, toutes les trajectoires sont égales. Le mou-
vement est alors déterminé par une trajectoire; on exclut ici ce cas qui est celui
d'une translation continue.

91) R. Descartes [Lettre de Descartes a4 Mersenne du 23 aoGt 1638; (Euvres,
éd. Ch. Adam et P. Tannery 2, Paris 1898, p. 307/43] savait déja que dans le
roulement de deux courbes toutes les mormales passent au point de contact.

92) G. Koendgs [C. R. Acad. sc. Paris 131 (1900), p. 1179] a fait connaitre
un mode de réalisation mécanique anz moyen de tiges articulées de la trans-
formation quadratique 'Q2.

98) Les trajectoires elles-mémes sont en général différentes.

dyna-
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Toutes les coniques ¢,” qui dans ¢/, correspondent aux droites
de 6, sont osculatrices entre elles et avec la courbe polaire en 0%). Le
cercle w, (cercle des inflexions) qui correspond & g, est le lieu des points
qui sont actuellement des points d'inflexion sur leurs trajectoires.
Toutes les tangentes d'inflexion passent par un point fixe V, pile
d’inflexion, second point de rencontre de w, avec la normale » aux
courbes polaires®). Le cercle des inflexions du mouvement inverse
est aussi appelé cercle des rebroussements r, de ¢. Il est le lieu des
points de rebroussements actuels des enveloppes des droites de 6%) qui
présentent cette singularité.

Le cercle des inflexions est aussi le lien des centres de cour-
bure des courbes ¢ dont l'enveloppe ¢ offre un poiat d'inflexion au
point oit elle touche c¢; en particulier, par conséquent il est le lieu
des centres de courbure des courbes qui enveloppent une droite.

La courbe focale &, devient le lieu des points qui possedent des
cercles de courbure stationnaires®). Elle possede en O un point
double et touche en O la tangente et la normale a la courbe polaire.
Cette courbe a été remarquée d’abord par L. Burmester®), plus tard
par H. Léaut¢®) et comme elle a une grande importance pour la
théorie générale, particulitrement pour la théorie des mécanismes bielle
et manivelle [n° 19], elle a été Iobjet de plusieurs recherches®).

94) @, Rivals [I. Ec. polyt. (1) cah. 35 (1853), p. 112] montra que les centres de
courbure des points d’une droite sont sur une ¢,’: 4. Mannheim [J. Ec. polyt. (1)
cah. 87 (1858), p. 179] et Ph. Gilbert [Mém. couronnés et savants étrangers Acad.
sc. Belgique in 4° 80 (1858/61), mém. n° 1] trouvdrent que ¢, touche ¢; le premier
E. Dewulf [C. R. Acad. sc. Paris 92 (1881), p. 1091; Ann. Ec. Norm. (3) 3 (1886),
p. 405] trouva l'osculation des ¢, et l'introduction de Q™ que déja, dans le cas
des déplacements finis, L. Burmester avait antérieurement trouvée (cf. note 33).
En particulier des propriétés des ¢,” furent données par 4. Mannheim [J. math.
pures appl. (3) 1 (1875), p. 57] et par Ch. Speckel, Nouv.Ann. math. (3) 11 (1892),
p. 268.

95) Le cercle des inflexions apparait pour la premiére fois chez Ph.de La
Hire, Traité des roulettes [Hist. Acad, sc. Paxis 1706, M. p. 348]. Voir aussi 4. Transon
[J. math. pures appl. (1) 10 (1845), p. 154] et encore S. H. Aronhold, Kinematische
Geom.*) [Verh. Beford. Gewerbfleisses 51 (1872), p. 153].

96) A. Grouard, Bull, Soc. philom. Paris (6) fasc. 6 (1869), p. 561/6; L'Institut
38 (1870), p. 84/6. Ces derniéres droites passent toutes au pole des inflexions
du mouvement inverse.

97) Comme £, et %, se correspondent dans '©®, k,” est le lieu des centres
de ces cercles.

98) C. R. Acad. sc. Paris 87 (1878), p. 161; J. Ec. polyt. (1) cah. 46 (1879),
p. 167.

99) C. Rodenberg, Z. Math. Phys. 36 (1891), p. 271; L. Allievi, Cinematica
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Sur elle il y a quatre points B; (points de Burmester), dont les trajec-
toires admettent un cercle qui les coupe en cing points confondus (con-
tact du quatritme ordre)®); son intersection U avec w, est un point
de o & la trajectoire duquel la tangente a un contact du troisiéme ordre
(quatre points confondus) en sorte que ce point est un point d'ondulation
de la trajectoire.

Ce point est aussi lintersection de la courbe avec l'axe focal de
1a courbe %, du mouvement inversei®), et il est appellé point de Ball
parce que R. Ball ') l'a indiqué le premier.

Les points de Ball qui correspondent i l'ensemble du mouvement
engendrent la courbe de Ball b, qui, avec la courbe polaire p, constitue
Tenveloppe des cercles d'inflexion). Si I'un des points B; tombe
en U, alors la trajectoire de U a un contact du quatridme ordre (cing
points confondus) avec la tangente. De tels points tombent en un
point de rebroussement de la courbe de Bali'®).

R. Miiller ™) a considéré les courbures des premidres développées et
des développées d'ordre supérieur des enveloppes. Pour chaque sorte
de développée existent deux cercles analogues aux cercles w, et 7,.
Si ¢ est une courbe de ¢ dont I'enveloppe est une droite, les nor-
males actuelles de la ni®@° développée passent toutes par un point
V,, (le ni*™ pile d’inflexion) et les centres de courbure des (n — 1)imes
développées forment un cercle 0, déerit sur ¥, _, ¥, comme diamdtre;
il g'appelle le ni®=e cercle des inflexions.

Si au contraire, g est une droite de @, la normale & la ni™e dé-
veloppée de son enveloppe passe par un point ¥, le n'*™ pile des
rebroussements, et les centres de courbure de la (n — 1)ime développée
engendrent le (n— 1)#me cercle des rebroussements dont ¥, %,_; est
un diamétre. Des positions particulidres de ces points ameénent des
points dont les trajectoires ont avec leur tangente un contact supérieur.
della biella piana, Naples 1896, p. 87 suiv.; R. Muiller, Z. Math. Phys. 37 (1892),
p. 129, 412; M. Griibler, id. 37 (1892), p. 35; L. Burmester, Kinematik *%), p. 616.

100) C. Rodenberg, Z. Math. Phys. 36 (1891), p. 270. Voir la note 114,

101) Proe. Irish Acad. (Dublin) (2) 1 (1870/1), p. 243.

102) La tangente & la trajectoire de U coincide avec la tangente de l'en-
veloppe de w,; L. Allievi, Biella piana®®), p. 44.

103) R. Miller, Z. Math. Phys. 43 (1898), p. 37. Quand des quatre points B
trois sont en ligne droite, le quatridme point est en T

104) Beitrige zur Theorie des ebenen Gelenkvierecks (Festachrift), Brunswick
1897, p. 43 et suiv.; Z. Math. Phys. 42 (1897), p. 247; pour la premitre déve-
loppée of. id. 36 (1891), p. 193, 257; dans ce mémoire on recherche aussi la
correspondance entre ¢ et les centres de courbure de la développée. Voir égale-
ments A. Pellet, C. R. Acad. sc. Paris 120 (1895), p. 1204.
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En général le pole O considéré comme point du systéme est un
point de rebroussement sur sa propre trajectoire, tandis que les autres
trajectoires n'ont aucune singularité1®®). A. Schoenflies'®®) a signalé une
exception. Si ¢ = g, auquel cas les courbes polaires ont alors un con-
tact plus intime, la trajectoire de fout point de la figure posséde un
rebroussement.

Les points de la tangente aux courbes polaires sont sur leurs tra-
Jjectoires des points de rebroussement d'espéce supérieure. Ur examen
plus général de la question est dd & R. Mehmke et & L. Allievi.
L. Allievi'™) a en particulier discuté les singularités des courbes trajec-
toires dans les cas ou les courbes w, etk se décomposent. R. Mehmke'*®)
te les coord des trajectoires par des séries qui procédent
suivant les puissances de l'angle de rotation; il trouve, en particulier,
que méme lorsque les courbes polaires et les trajectoires offrent des
singularités, il existe encore une correspondance W& pour définir les
relations de courbure ainsi qu'un cercle analogue au cercle des in-
flexions pour les trajectoires des points duquel se présentent des sin-
gularités encore plus élevées.

R. Mehmke a étendu ses considérations au cas ou le pole est rejeté
a linfini*®). R. Mchmke et R. Miller ont enfin aussi étudié les singu-
larités des courbes polaires elles-mémes'').

15. Questions métriques et comstructives. Le mouvement plan
de ¢ est pleinement défini (au point de vue géométrique) si on connait
deux courbes trajectoires ou, plus généralement, deux couples de courbes
conjuguées’'t), Par loe moyen de deux couples de courbes conjuguées

103) La tangente au point de rebr t coupe les courbes polaires a
angle droit. Une exception survient, si par exemple, une spirale logarithmique
roule sur un cercle; la trajectoire du point asymptotique n'a pas de rebrousse-
ment et on peut faire en sorte que I'angle sous lequel elle coupe le cercle ait
telle valeur qu'on voudra, grice & un choix convenable du rayon.

108) Geometrie der Bewegung®), p. 46; Géom. du mouvement *), p. 51.

107) Biella piana®?), p. 3 et suiv.

108) Z. Math. Phys. 356 (1890), p. 1 et 65. La O peut dégénérer, alors il
1'y & de courbure finie que pour les points de la ligne exceptionnelle. G. Koenigs
[Cinématique '), p. 164] a donné des séries de puissances dont les coefficients
sont formés avee vy, vy, J1g: J1ys - - - [0° 16]

109) Z. Math. Phys. 35 (1890), p. 23. Tous les points passent par des singu-
larités de méme nature, sauf une droite dont les trajectoires des points présentent
des singularités plus élevées.

110) Z. Math. Phys. 35 (1890), p. 21; Gelenkviereck '°%), p. 59.

111) Les trajectoires et les courbes enveloppes sont un exemple simple des
transformations de contact de S. Lie. Si en effet & tout point de ¢ on fait
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ou de leurs centres de courbure A, A" et B, B’ le pole O se trouve
défini ainsi que la correspondance quadratique O,

Pour les dépendances méfriques et constructives il existe une for-
mule déja connue de L. Euder''®) retrouvée par F. Savary™®) et généra-
lisée plus récemment, ainsi qu'une construction qui remonte & E. Bo-
billier''$). La premitre exposition systématique de l'ensemble de ces
matidres parait due & S. H. Aronhold'®); ce géometre apprit i déduire
les propositions qui 8’ y rapportent des faits plus généraux d’ordre pro-
jectif. Il remarque d’abord que sur toute droite issue de O (rayon
normal) /, les points correspondants de ©® engendrent deux séries
projectives de points dont les points de fuite sont situés sur w, et
sur 7, Il en résulte, si s est 'arc de la courbe polaire, que I'équation
d’Euler-Savary prend la forme™'®)

1 1 1 1 1 de @

(0a + o) eos(m) = ¢ + 5 =gyp=g, = ="
correspondre dans ¢” sa trajectoire, cette correspondance définit une transformation
de contact. Il correspond & une courbe ¢ de ¢ l'enveloppe ¢ des trajectoires de
tous ses points qui est en méme temps l'enveloppe de la courbe ¢. Voir S. Lie
et G. Scheffers, G trie der Beriihrungst b 1, Leipzig 1896, p. 66

112) Novi Comm. Acad. Petrop. 11 (1765), éd. 1767, p. 207.

113) Voir une remarque de M. Chasles [J. math. pures appl. (1) 10 (1845),
p. 204] comme aussi J. N. Haton de la Goupilliére, Traité des mécanismes, Paris
1864, p. 107,

114) Cours de géométrie (12¢ éd.) Paris 1870, p. 232; G. Koenigs [Bull. sc.
math. (2) 31 (1907), p. 29] a donné une démonstration cinématique directe de
cette construction fondée sur la composition des vitesses.

115) Kinematische Geom.*®) [Verh. Beford. GewerbfleiBes 51 (1872), p. 142].

116) A. Mannheim, J. Ke. polyt. (1) cah. 37 (1858), p. 179; % est la vitesse

du centre instantané sur chague courbe polaire en sorte que u = 4

§ ),
a0 @ est 'angle

de rotation et o= i la vitesse angulaire.

117) Dans son Mémoire sur les courbes conjuguées, (. Koenigs [Mém.
présentés Acad. sc. Paris (2) 35, mém. n° 1 publié en 1910, p. 149] a remarqué
qu'en écrivant la relation d’Euler-Savary sous cette forme on compte dans deux
sens positifs différents les distances des points 4, A’ au point O. Silon adopte
un méme sens positif pour OA et O4’, il faut, dans la formule, changer le
signe a la fois de OA et de g, en sorte que l'on a alors

('()lf — O{A)Vcos @ n) = —QI, — :; .
Cette forme de la relation projective entre 4 et A’ met en évidence ce fasit
caractéristique que les points doubles sont confondus et confondus avec le
point 0. Dans ce mémoire et dans d'autres ultérieurs, G. Koenigs [C. R. Acad.
sc. Paris 152 (1911), p. 1463] a montré la persistance de ce caractére d’avoir leurs
éléments doubles coincidants dans toutes les relations projectives qui se rencon-
trent dans ces questions varides de courbures.
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La construction de Bobillier de la tangente ¢ aux courbes polaires
en partant de couples de points 4, A" et B, B’ s'appuie sur ce théo-
reme (fig. 1) que AB et A'B’ se coupent sur
un axe fixe ¢ (axe de collindation) du moment
ol les points 4, 4" et B, B’ demeurent sur
deux normales fixes I,, [,; en outre, on a'®)

ESUALE ()

d'ott résultent encore une suite de résultats cons-
truetifs %),

Pour la construction des rayons de cour- Fig. 1.
bure des trajectoires polaires on peut utiliser
les développées des courbes enveloppes [n° 14] ou la courbe k; ces
constructions sont équivalentes. M. Griibler'®) a établi une formule
correspondante. R. Miiller'®") a, au moyen des poles d'inflexion et des
cercles d’inflexion supérieurs [n° 14], établi des formules et des cons-
tructions pour déterminer les courbures de la premidre développée et
des développées supérieures des courbes enveloppes.

Une représentation de la génération de %, fondée sur les pro-
priétés cinématiques, a été donnée par R. Miiller'™). Le centre focal
est construetible du moment que sur deux rayons normaux on se donne
un point K de k'*%). Si Yon connait, pour un couple de courbes
conjuguées, la courbure propre & chacune, ainsi que celle de leurs
développées, alors le couple correspondant K, K’ est constructible.
M. Griibler a donné les formules correspondantes®).

L’équation de la courbe peut étre mise du reste sous une forme
simple. Pour le cas de la biclle et manivelle elle a b6 donnée par
C. Rodenberg®) et pour le cas général par M. Gribler®). Les para-

118) Voir aussi K. Habick, Nouv, Aon. math. (3) 1 (1882), p. 460.

119) Comme ©* et le cercle des inflexions sont définis I'un et l'auntre, du
moment o2 w, est connu, on peut construire 4" au moyen de 4 et inverse-
ment aussi. De 1i résultent plusienrs constructions; la plus simple a ét¢ donnée
par M. Grudler, 7. Math. Phys. 29 (1884), p. 810. Voir auesi Ph. Gilbert, Ann.
Soc. scient. Bruxelles 2* (1877/8), p. 81/8.

120) Z. Math. Phys. 34 (1889), p. 309.

121) Id. 36 (1891), p. 193, 257; Gelenkviereck 1), p. 48 ef suiv.

122) Z. Math. Phys. 40 (1895), p. 351. La courbe %, est engendrée par un
faisceau de cercles tangents et un faisceau de rayons passant chacun au centre
du cercle. Le sommet du faiscean s'appelle centre foecal, la droite lieu du
centre du cercle s'appelle axe focal.

128) Voir M. Gribler [Z. Math. Phys. 34 (1889), p. 309] et aussi L. Allievs
[Biella piana’®, p. 35].
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mbtres figurant dans l'équation e’expriment de la fagon la plus simple
au moyen des rayons de courburs g, ¢" des trajectoires polaires et du
diametre & du cercle des inflexions'®). Posons

3 1 1 3 1 3 _1dd,
¥ T §ds)

_1
g

R ¢ ¥ F
les équations de k&, et de k" sont
1 1 1 1 1
7=B§iﬁ+3cos¢’ 7=R'sin¢+Scoszp'
Les trois maniéres différentes possibles de décomposition de %, se
présentent quand un ou plusieurs des parametres R, R', S deviennent
infinis?®), En particulier elle dégéndre en g, et une hyperbole équi-
latdre si O est rejeté & linfini: alors les parametres sont infinis, de

fagon cependant que 1;— — & reste fini %),

Enfin il convient de mentionner aussi 1'éguation biquadratique
dont dépendent les quatre points B,. Ces points donnent lien aux
relations

R ®
tgp + g+ tg oy +tgp, = 5 + g = cobp +cotg,,
R R
tgp, tgpstgpstgp, =5 - g =cot @, - cob g,
oll @, et ¢, sont les angles des droites allant de O aux centres focaux
de %y et ky avec la tangente aux courbes polaires'®).

16. Vitesse et accélérations du mouvement plan. Si un plan
¢ se meut sur lui-méme autour d'un point fixe et si @ est Pangle de
rotation, les dérivées

do do d'o "o
= M= —— @ = = _——
o=z, MW=G =T, ., 0=
représentent la vifesse angulaire et la premitre, la seconde, la nit=e
accelération angulaire.

124) C. Rodenberg, Z. Math. Phys. 36 (1891), p. 267; 37 (1892), p. 145.

125) %, peut dégénérer sans que k,” le fasse; quand %, se décompose en
t.n et g, k' se décompose en ¢ et w,". Tout point de w,” décrit une ondu-
lation. Voir en particulier C. Rodenberg 1) et L. Allievi, Biella piana®?), p. 85.

126) L. Allievs, Biella piana®%), p. 100 et suiv. Le rayon de courbure. ¢ d'un
point 4 est défini par

ey="~k —4&

ol y est la perpendiculaire abaissée de A sur ¢

127) R. Muiller, Z. Math. Phys. 37 (1892), p. 214; L. Allievs, Biella piana®?),
p. 42, 56, 60. On trouve la encore d'sutres formules ou entrent R, R’, S aiusi
que g;, gp ot g
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Ces notions ont de l'importance pour la définition de la vitesse
ot des accélérations de chaque point de la figure.

Les théorémes du n° 14 donnent, & propos de la distribution des
vitesses dans le mouvement plan, ce résultat'®) que le pole O est le point
pour lequel v=0; si « et B sont les coordonnées de O, alors on a, par
rapport & des axes x, y fixes dans ¢ et pour fout point A(z, y),

v,=—w(y—§),
v=+w@—a.

Si P est un point de contact dune droite g avec son enveloppe,
sa vitesse v, est sur la droite g; pour tout autre point 4 de g la
projection de v sur la droite g a la valeur constante v,.

Des considérations analogues sur la distribution des accélérations
dans 6 ont été présentées pour la premitre fois par J. A. Ch. Bresse'™).
En appelant j, et j, Iaccélération tangentielle et I'accélération normale,
il a trouvé que les points j,—0 et j,— 0 sont les uns et les
autres respectivement sur un cercle et ces deux cercles passent par
le point O (fig. 2), le premier de ces cercles est le
cercle des inflexions, le second le coupe orthogonale-

ment et admet comme diametre 1:;"”). Leur point ¢

de rencontre @, pour lequel j— 0, s'appelle le /

centre des accélérations™). Sa signification plus & 4
large consiste en ce que sur tout cercle de centre Fig. 2.

G Vaccélération j est constante et proportionnelle
a la distance G4 =1 et que, en tous les points d'une droite issue
de G, l’accélémtion—;' fait avec cette droite un angle constant.

W. Schell™®®) a aussi attiré l'attention sur certaines propriétés
du point H, intersection de la tangente ¢ aux courbes polaires avee
le cercle j, = 0. .

D'ailleurs V'accélération j se décompose en deux composantes rec-

128) Tout théoréme du n° 14 sur les tangentes aux trajectoires est aussi un
théortme sur la direction des vitesses,

129) J. Ec. polyt. (1) cah. 35 (18563), p.89: Voir aussi G. R. Dahlander, Ofversigh
Vetensk.-Akad. forhandl. (Stockholm) 256 (1868), p. 79; 7. Ritterhaus, Der Civil-
Ingenieur 24 (1878), p. 1. >

180) Pour chaque cercle du faisceau correspondant, 'angle (v, 7) est cons-
tant [L. Burmester, Der Civilingenieur 24 (1878), p. 157]. Au sujet de ces cercles
voir aussi J. de Vries, Monatsh. Math. Phys. 8 (1897), p. 188.

181) L. Lecornu [Nouv. Ann. math. (3) 10 (1891), p. 5] a étudié les courbes
décrites par le point &. Bi o est constant, G coincide avec V.

132) Z. Math. Phys. 19 (1874), p. 1856. On & OH - A = ww (cf. note 1186).
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tangulaires ©®r et Ar; d'ou résultent pour @ d’'autres décompositions
susceptibles de définitions géométriques simples's).

Les théorémes précédents peuvent étre généralisés, en sorte qu'il
existe pour chaque accélération j® un point j™ ~ 0, tel que sur tout
cercle ayant ce point pour centre j™ soit constant et que de plus,
pour tous les points situés sur une droite!®™) issue de ce point, 77’") ait
une direction constante; ce point est le pile de Paccélération d'ordre n.
II en résulte que pour F les mémes modes de décomposition en com-
posantes simples se retrouvent qui ont été déja rencontrés pour j
lui-méme. Les formules qui permettent de mettre tous ces faits en
évidence ont été données par Ph. Gilbert'™); en appelant jT,&‘ Yaccélé-
ration d'ordre # de O on a

1P =p.(e— @) — ,(y — B) + it

i =@ — )+ p,(y— )+
et si a,, §, sont les coordonnées de G, centre de I'accélération d’ordre
#n, on trouve

3 = p(e — ) — ¢, (y — B

3, = gu(& — ) + paly — B,);
et 4, a,, B, comme p,, ¢,, dépendent de ¢, §, @ et de leurs dérivées au
moyen de formules de récurrence simples. Elles se simplifient bean-
coup quand @ a une valeur constante, ce qui suffit pour Vétude des
relations purement géométriques.

La source géomeirigue des théordmes concernant les )“‘) est la

suivante, qui a 6t pour la premidre fois utilisée méthodiquement
par L. Bmmesterm) Si Yon mene par A des vecteurs équipollents

aux vecteurs v, J, .oy les extrémités forment chacune un systeme o,,

un systeme ﬂjl,..., se’mblable au systtme o. Il existe donc pour
6 et 6,, pour @ et o,,... un point double, & savoir le point v =0,
le pomt j® =0, ... De la s'ensuivent les théortmes généranx. Cette

133) Voir par ex. W. Schell, Theorie der Bewegung und der Kriifte, (2° éd,)
1, Leipzig 1879, p. 441 et suiv. On y considre aussi les points j*' = const. et
J‘”E(}Ol’\ﬂ(r, of. I.. Burmester, Der Civilingenieur 24 (1878), p. 147.

134) Ce théoréme a été donné par A. Grouard, Bull. Soc. philom. Paris (6)
fase. 7 (1870), p. 116/8; IInstitut 88 (1870), p. 172.

135) Ann. Soc. scient, Bruxelles 13% (1888/9), p. 214 et suiv.; cf. Memorie
Accad. pontif. Nuovi Lincei 3 (1888), p. 213/29. Ph. Gilbert définit aussi le lieu
des points G® et donne des applications géométriques.

136) Der Civilingenieur 24 (1878), p. 147. Voir aussi R. Mehmke, Der Civil-
ingenieur 29 (1883), p. 487. Dans R. Mehmke se trouve le méme théoréme, pour
le cas o les vecteurs ;: sont portés 4 partir d’'un méme point.
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méthode sert aussi & déduire les v et les ; d’un point quelcongue
quand on connait ceux d'un point déterming.

On peut rattacher & cette méthode un procédé dont I'application
méthodique remonte & J. Sckadwill®). 8i l'on construit sur 04 un
vecteur AL = v (vitesse perpendiculaire & la droite), les points L for-
ment un systéme ¢, homothétique & 6. Ce procédé facilite grandement
la construction de v.

D'une autre maniere H. Mohr'®) fait usage des relations entre g,
et 6,. Il porte, pour chaque point 4, & partir d'un point arbitraire 3,
un vecteur M4, égal et parallele a la vitesse. Il obtient ainsi un systéme
4, sembable a ao et tel que 4, B, est rectangulaire avee AB; ensuite
Taccélération 7 du point A4 peut &tre considérée comme la vitesse de A,
par rapport au systéme variable avec similitude ¢,; on peut donc la

vy

construire d'une fagon analogue sous forme d'un vecteur issu d'un

point N; on obtient ainsi un systéme encore semblable & ¢, et &
Cette construction est dans certains cas de quelque intérat.

17, Propriétés générales des courbes conjuguées. Au n° 14 on
a appelé conjuguées deux courbes des plans o, 6" qui restent tangentes
au cours du mouvement. Les équations générales qui expriment la
dépendance existant entre les courbes polaires p, p’ (qui roulent sans
glisser), les trajectoires des points et les couples de courbes conjuguées
ont ét6 donnés depuis longtemps par J. L. Lagrange'®). Beaucoup
plus récemment S. H. Aronhold™®) et A. Cayley™) leur ont donné des
formes plus cinématiques et moins implicites.

JDepuis, cette question a donné lien & des formes d'exposition
extrémement variées. Sophus Lie, en rattachant aux transformations
de contact la correspondance qui unit deux courbes conjuguées a placé
le probléme sur son véritable terrain et rendu ainsi intuitifs les plus
essentiels résultats.

Si l'on appelle p, p les courbes polaires, & tout point M de p
correspond gur p’ le point M’ qui, aw cours du roulement, doit venir

137) Das Gliedervierseit als Grundlage der Kinematik [Verhandl. des Vereins
zur Beftrderung des Gewerbfleisses 85 (1876), p. 407].

138) Der Civilingenieur 38 (1887), p. 631.

139) Nouv. Mém. Acad. Berlin 10 (1779), éd. 1781, p. 133; (Euvres 4, Paris
1869, p. 601. Voir aussi N. Nicolaidés [Théorie du mouvement d'une figure plane
dans son plan, Paris 1863) et E. Cesaro [Lezioni di geometria intrinseca?), p. 65).

140) Communiqué par R. Sellentin, Z. Math. Phys. 28 (1883), p. 116.

141) Quart. J. pure appl. math. 16 (1879), p. 1. Voir aussi J. N. Haton de
la Goupilliére, C. R. Acad. sc. Paris 85 (1877), p. 895; 86 (1878), p. 5217.
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coincider avec M; les arcs décrits sur p, p” par M, M’ respectivement
sont égaux, en vertu du non-glissement. Si l'on se trouve & l'époque
ot p et p’ se touchent par les points M et M’ et sic, ¢ sont deux
courbes conjuguées se touchant par un point qui s’appelle P sur ¢ et P*
sur ¢, la normale en ce point aux deux courbes ¢ et ¢ passe au point
M, M’, centre instantané actuel. Si I'on meéne la tangente en I ot
M’ aux courbes p, p', le rayon M P fait avec cette tangente un angle
@ tandis que sa longueur peut étre désignée par ». Imaginons alors
que l'on sépare les plans 6, 6'; nous aurons dans ¢ la courbe p et Ja
courbe ¢, sur celle-ci un point P, de plus la normale & ¢ en P
passe par le point M de p. Pour construire alors dans ¢ le point
P’ de ¢ et réaliser ainsi la transformation qui fait passer de ¢ & ¢,
il faudra prendre sur p’ le point M’ qui correspond au point M de
p, mener la droite M'P’ qui fait avec la tangente en M’ & p’ le
méme angle 0 que fait MP avec la tangente & p en M (en ayant
soin d’observer la disposition des angles) et enfin, sur la droite M'P’
ainsi construite, prendre M'P' = MP =r. Le point M’ est le point
cherché de la courbe ¢’ ef, qui plug est, P’ M’ est la normale en ce
point & cette courbe.

Si Yon réfléchit & cette construction, on voit que:

1°) elle ne fait pas seulement intervenir la position du point P
de la courbe ¢, mais aussi la mormale PM & cette courbe, ou, ce
qui revient au méme, la tangente;

2°) si 'on substitue 3 ¢ une courbe ¢, qui la touche au point P,
on aura le méme point P’ et la méme normale P'M’ en sorte que
la courbe normale ¢,” touche ¢’ au point P’

En résumé, la transformation entre ¢, ¢ n'est pas une simple
transformation ponctuelle et elle transforme deux courbes tangentes en
deux autres courbes tangentes; c’est done une transformation de contact.

8i T'on considére le cercle'®) y de centre M qui passe en P, ce
cercle touche en ce point la courbe c¢; il est égal au cercle p’ ana-
logue, de centre M’, qui passe en P’ et y touche ¢. La succession
de ces cercles y, tangents & ¢ et dont p est le lieu des centres, cons-
titue une file de cercles p. Le plan ¢’ donne lieu & une file de cercles
»" analogues tangents & ¢’ et dont p" est le lieu des centres.

Supposons que la courbe ¢ soit réalisée sous la forme d'un fil

142) ,La considération de ces cercles et cette construction sont dues & J. V.
Poncelet [Cours de mécanique appliqué aux machines, Metz 1826; (nouv. éd.)
publ. par F. X. Kretz 1, Paris 1874, p. 208). 8. Lie [dans S. Lie et G. Scheffers,
Bertibrungstransf.1%) 1, p. 66] a ensuite rattaché la question aux b ¢ i
de contact.*
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souple et inextensible, portant en chacun de ses points, attaché par
son centre M, le cercle y correspondant, et déformons la courbe,
chaque point M emportant le cercle y dont il est le centre. Si l'on
fait prendre i la courbe ¢ la forme de la courbe ¢, le point M vient
en M, le cercle y vient sur le cercle #, la file des cercles y devient
celle des cercles »’ et ¢ devient 'une des branches do enveloppe de
ces cercles, de méme que ¢ était l'une des branches de l'enveloppe
de la file de cercles y. La considération de la disposition des angles
permet de lever Pambiguité tenant au choix & faire entre les deux
branches de Y'enveloppe.

Cette théorie rend intuitif le théoréme que si p, ', p” sont trois
courbes dont les points M, M’', M" se correspondent de telle manidre
que les arcs correspondants sur p, p/, p” soient égaux, si L'on fait
rouler I'une sur I'autre p et p', p et p” et si ¢ et ¢” sont dans ces
deux mouvements les profils conjugués d'un méme profil ¢ solidaire
de p, ¢ et ¢’ sont aussi deux profils conjugués quand on fait rouler
P sur p”, sous la condition que, dans ce roulement, les points cor-
respondants M, M" soient ceux qui sont venus en contact avec un
méme point M de p dans les deux roulements précédents.

Ce théoreme devient évident si on le traite au point de vue de
la transformation des files de cercles par le passage de la ligne des
centres de la forme p & la forme p, puis a la forme p”.

8i Yon prend pour ¢ un point, ou cerele infiniment petit, ¢ de-
vient la trajectoire de ce point, en sorte que les questions de trajec-
toires sont des eas particuliers des questions de courbes conjuguées.

Le théoréme précédent, ol ¢ est un point ot ¢', ¢” ses trajectoires
dans les roulements de p sur p’ ou sur p”, montre que ces trajec-
toires sont conjuguées dans un roulement convenable de p’ sur p”, ce
qui est un théoreme da & Ch. E. L. Camus'%). Ce théordme fournit
un procédé de construction des courbes conjugudes. Il est particulitre-
ment utile dans le tracé des engrenages i roues circulaires droites,
comme on le verra dans larticle IV 62.*

E. Delassus'**) s'est posé ce probléme: étant donnés trois plans
6, 6, 6" mobiles I'un sur l'autre de la fagon la plus géndrale, trouver
il y & un point 4 de 6 qui déerive dans ¢, 6" deux courbes qui
soient conjuguées dans le mouvement . Il trouve que le point
doit #tre pris sur la ligne de jonction des centres instantanés. Si les

143) ,Ch. E. L. Camus, Sur la figure des dents des roues et des aisles des
pignons, pour rendre les horloges plus parfaites [Hist. Acad. se. Paris 1733, éd.
1735, M. p. 117].*

144) ,E. Delassus, Bull. sc. math. (2) 22 (1898), p. 261.%
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centres instantanés coincidaient, on serait dans le cas du théortme de
Camus. Ce cas exclu, si tous les points de la droite de jonction des
poles doivent vérifier la condition, cette droite est elleméme une
courbe polaire pour les mouvements [El, en sorte que le

mouvement |&’ est celui de deux plans solidaires de deux courbes
qui roulent sans glisser sur une méme droite. Il peut se faire aussi
quun seul point de la ligne droite qui joint les poles posséde la
propriété demandée. On reviendra sur ces questions [cf. IV 6] & propos
de la construction effective des profils des roues dentées.

18. Mouvements spéciaux dans le plan. ,Les applications parti-
culitres, traitées au point de vue géométrique, des principes et des
résultats généraux qui précédent, sont extrémement nombreuses. Cer-
taines d'entre elles touchent de prés aux nécessités techniques et ont
été inspirées par elles”

Parmi les mouvements spéciaux, les plus simples et les plus
intéressants sont ceux aux cours desquels des points demeurent sur
des droites ou sur des cercles ou dans lesquels des droites passent
par des points fixes; tels sont en particulier le mouvement de I'ellipso-
graphe et le mouvement conchoidal.

Le mouvement de Vellipsographe est défini par la condition que
deux points A et B de la figure mobile décrivent des lignes droites. Les
courbes polaires sont alors deux cercles dont Iun roule intériearement
sur Pautre maintenu fixe et dont le rayon est double du sien. Le cercle
mobile lui-méme constitue le cercle des inflexions, ce qui explique que
chacun des points de sa circonférence décrive un diameétre du cercle
fixe. Tout autre point du plan mobile ¢ décrit dans le plan fixe ¢
une ellipse*®). De la le nom d'ellipsographe.

Sur ce mouvement est fondé le compas elliptique qui a été réalisé
sous diverses formes. Sur son prineipe repose également le tour ellip-
tique dont la conception remonte & Léonard de Vinci. Dans ce mouve-
ment toute droite de ¢ enveloppe soit une hypocycloide & quatre re-
broussements (application du théoréme de Camus) lorsquelle est un
dismetre du cercle roulant, soit une courbe parallele & une telle
hypocycloide.

Le mouvement inverse du précédent n'est pas sans intérét;* les
trajectoires des points sont des limagons de Pascal et en particulier

145) Cette génération de l'ellipse était connue des anciens. Voir M. Chasles,
Apergu historique sur 'origine et le développement des méthodes en géométrie,
(2° 6d.) Paris 1876, p. 89. Moddles par W.von Dyck, Katalog math. und math.-
phys. Modelle, Apparate und Instrumente, Munich 1892, p. 341 et suiv.
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des cardioides tandis que les enveloppes des droites sont des points
ou des cercles.

Un autre type important de mouvement est le mouvement con-
choidal, type auquel appartient du reste le dernier mouvement con-
sidéré. Dans le mouvement conchoidal une droite g du plan 6 passe
par un point fixe G’ du plan ¢ tandis que un point 4 de la droite g
déerit une courbe directrice @/, Les deux cas les plus simples sont
ceux ol & est soit une droite®) soit une circonférence de cercle.
Lorsque @’ est une droite les courbes polaires sont une parabole p,
et une quartique unicursale ¢,'").

11 est clair que lorsqu’une courbe est susceptible d’une définition
cinématique, la construetion de son centre de courbure et de ceux de
ses développées peut &tre donnée par la théorie générale. A cet égard,
il convient de signaler en particulier les nombreux travaux de A. Mann-
heim™®).

A cet ordre d’idées peuvent &tre rattachées les définitions ciné-
matiques des developpantes, des podaires et des courbes focales, en
entendant par ce dernier nom les enveloppes de rayons qui issus d’un
point se sont réfléchis sur une eourbe donnée.

En ce qui concerne les développantes, la courbe fondamentale et
sa tangente sont précisément les courbes polaires.

Par contre le rattachement i ces théories des courbes podaires
et des courbes focales repose sur le théortme suivant?): si T'on fait
rouler une courbe p sur une eourbe égale p’ de maniére que ces deux
courbes restent symétriques par rapport & leur tangente commune, tout
point M solidaire de p reste symétrique d’un point M’ solidaire de p’
par rapport & la tangente commune. Il en résulte que sa trajectoire
est I'homothétique [pole d’homothétie M’, rapport de similitude égal
4 2} de la podaire de M’ par rapport a la courbe p’. De plus la
développée de la trajectoire du point M est la focale du point M’
par réflexion sur la courbe p.

Les mouvements épicycloidaux sont ceux oil les courbes polaires
sont deux eercles; le mouvement de Dellipsographe est I'in d’eux. Ces

146) Dans le premier cas on a des conchoides ordinaires et dans le second
des conchoides de cercle.

147) Voir 8. Roberts, Proc. London math. Soc. (1) 7 (1875/6), p. 216.

148) On trouvera ces questions dans A. Mannheim, Principes et développe-
ments de géométrie cinématique, Paris 1894, p. 2/75.

149) Ces théoremes sont de 4. Quetelet, Nouv. Mém. Acad. Bruxelles 3 (1826),
p. 895 5 (1829), p. 6. Pour Vexposition cinématique voir A. Mannheim, Géomé-
trie cinématique %), p. 86, 66; O. Kessler, Z. Math. Phys. 23 (1878), p. 1.
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mouvements tiennent une place prépondérante en Cinématique pour
plusicurs raisons. D'abord parce qu'ils interviennent directement dans
la plupart des dispositifs appelés engrenages. En second lien & cause
de Tancienneté de leur découverte et des études multiples et varides
auxquelles ils ont depuis longtemps donné lieu. Enfin une troisivme
raigon c'est que, de méme quau point de vue des vitesses et des
propriétés infinitésimales du premier ordre, on peut substituer au
mouvement de ¢ par rapport & ¢ un mouvement de rotation tangent,
de méme au point de vue du second ordre, on peut substituer aux
courbes polaires p, p° deux courhes ayant avec elles un contact du
second ordre et en particulier leurs cercles osculateurs. De la sorte,
les propriétés du second ordre dans le cas général sont les mémes
que celles d'un certain mouvement épicycloidal, en sorte qu'un résultat
acquis en ce domaine particulier peut profiter an cas général?),

Le cas limite, ot lo cerele fixe est une ligne droite, donne lieu
au mouvement cyeloidal, au cours duquel tout point de la circon-
férence du cercle roulant déerit une cycloide, tandis que tout autre
point déerit une cycloide allongée ou accourcie selon qu'il est extérieur
ou intérieur au cercle.

Lorsque les deux courbes polaires sont vraiment des cercles, le
contact peut étre soit extérieur, soit intérieur.

Dans un mouvement épicycloidal, le dismétre & du cercle w; est
constant [n° 16]; il en résulte que le point de Ball T tombe au pole
d'inflexion et que l'enveloppe du cercle des inflexions se décompose en
le cercle polaire et en un cercle concentrique i ce dernier. La zone
comprise entre ces deux cercles constitue la région lien des points
dont la trajectoire présente des points d’inflexions.

,Les points de la circonférence du cercle mobile décrivent des
épicycloides extérieures ou épicycloides proprement dites si le contact
est extérieur, et des épicycloides intérieures ou hypocycloides lorsque

150) A. Transon, J. math. pures appl. (1) 10 (1846), p. 154; R. Henning,
J. reine angew. Math. 65 (1866), p. 68. A. Mannheim part également du méme
principe. Voir encore H. Resal, Cinématique ™), p. 178.

s ¥ a lieu de mentionner que la loi des courbures ne dépendant que

de la fonction % — 1% des rayons de courbure R, R des courbes p, p’, il

suffit que cette fonction reste la méme pour que la correspondance entre les
centres de courbure des profils conjugués reste aussi la méme. Voir & ce sujet,
G. Koenigs, Cinématique '), p, 150. Du reste le rai t p t ei i
que qui permet d'établir la construction de Savary n'est pas plus compliqué dans
le cas général que dans le cas de deux cercles. Voir G. Koenigs, Sur la formule

d’Euler-Savary [Bull. sc. math. (2) 31 (1907), p. 29].*
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le contact est intérieur. Ces courbes sont algébriques lorsque le rap-
port des rayons des cercles est commensurable. Tout autre point de
la figure décrit une épicycloide ou hypocycloide allongée ou accourcie
selon le cas'®™).

Par application de la méthode exposée & la fin du n° 17, on
constate que les diameétres du cercle roulant -enveloppent, suivant le
cas, des épicycloides ou des hypocycloides et que toute autre droite
enveloppe naturellement une courbe paralléle & une de celles-ci*

Toute courbe épicycloide ou hypocyeloide est susceptible, comme
on le verra dans l'article IV 6%, d’un double mode de génération. Les
propriétés purement géométriques ou purement dynamiques de ces
courbes, qui concernent l'évaluation de leurs arcs au moyen des fone-
tions elliptiques, ainsi que le calcal de leurs aires, et leur intervention
dans la théorie des tautochrones ou des brachystochrones, ont fait
Tobjet d’études qui échappent au présent article et ne sont mentionnées
ici que pour mémoire.

Le mouvement d'un plan ¢ sur un plan 6" est défini par les tra-
Jjectoires de deux points 4, B ou plus généralement par la connais-
sance de deux courbes conjugudes.

S. Roberts™®) a d'une facon générale déterminé l'ordre, la classe,
les singularités des trajectoires, courbes polaires et enveloppes, du
moment que ces nombres sont donnés pour les trajectoires de deux
points A4 et B¥); il a méme déterminé le degré de multiplicité des
ombilies du plan sur les trajectoires, lorsque ces points appartiennent
déja aux trajectoires données des points 4 et B. Si m, n, g, v sont
les ordres et les classes des trajectoires de ces deux points, en
général lordre et la classe d'une trajectoire quelconque seront 2mn
ot 2(mn + mv + ny).

La méthode repose sur le principe de correspondance de Chasles.

M. Chasles™) lni-méme a plus tard déterminé l'ordre et la classe

151) F. Reuleaux [Lehrbuch der Kinematik 2, Brunswick 1900, p. 3 et suiv.]
donne une discussion détaillée et une nomenclature spéciale de ces courbes.

152) Proc. London math. Soc. (1) 3 (1869/71), p. 268; (1) 7 (1875/6), p. 216.
Plusieurs cas particuliers ont été traités par ¥ Dingeldey, Diss. Leipzig 1885,
JVoir aussi F. Ebner, Leitfaden der technisch wichtigen Kurven, Leipzig 1906;
L. Crelier, Systémes cinématiques, Paris 1910.*

153) A. Cayley [Trans. Cambr. philos. Soc. 15 (1889/98), éd. 1894, p. 391/402;
Papers 13, Cambridge 1897, p. 505/16] recherche quand il existe pour 4 et B
des points de rebroussement ou des points isolés et en fait l'application au
mécanisme de bielle et manivelle [cf. IV 6]

154) C. R. Acad. sc. Paris 80 (1875), p. 346; 82 (1876), p. 431. Il détermine
en particulier la multiplicité de g. comme tangente.
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dans les cas ot le mouvement se trouve défini soit par lenveloppe
de deux droites soit par l'enveloppe d’une droite et la trajectoire d'un
point. 8. Roberts®?) de son cOté traita peu aprés ce probléme.

19. Systéme & biello et manivelle. Le mouvement de la bielle
est défini par la condition que deux points 4 et B déerivent deux
cercles de centres 4" et B’; la droite AB s'appelle la biclle. Le
mouvement est de méme nature que son inverse [n° 3]. Plus générale-
ment chacun des quatre ¢otés du quadrilatére 4 A4'B’B peut étre pris
comme membre fixe®) sans que la nature du mouvement de la
bielle soit changée.

Au point du vue technique une question intéressante est celle
qui consiste & savoir si les points 4 et B parcourent le cercle entier
ou non. Le mécanisme est alors soit & mouvement confinu, soit a
mouvement alfernatif. A cet égard a lieu le théordme suivant: Si un
sommet est & révolution compléte il en existe un second de méme
nature; ces deux sommets sont les extrémités du plus petit coté. La
condition nécessaire et suffisante & cet effet comsiste en ce que la
somme du plus petit et du plus grand coté soit au plus égale & la
somme des deux autres cotés’®®). Si les deux sommes sont égales, il
peut exister des quadrilateres avec trois et quatre sommets a révo-
lution compléte. Dans le premier cas il existe deux paires de cotés
égaux adjacents et le quadrilatire est un rhomboide; dans le second
cas les cotés égaux ne sont pas adjacents et le quadrilatére est, soit
un parallélogramme, soit un contre parallélogramme.

Le mécanisme bielle et manivelles a une importance théorique
pour la méme raison que les mouvements épicycloidaux. La correspon-
dance momentanée ¥, d'un mouvement arbitraire ne change pas si les
trajectoires des points 4, B sont momentanément remplacées par les
cercles de centres 4’ et B’. Tout mouvement plan peut ainsi étre
remplacé, avec une approximation du second ordre, par un mouvement
de bielle et manivelles®™). Mais on peut aller plus loin. On peut

166) Le quadrilatére s'appelle articulation & quatre membres ou quadrilatére
articulé; pour les modiles voir W. von Dyck, Katalog'*%), p. 548,

156) F.Grashof, Theoretische Maschinenlehre 2, Berlin 1883, p.117; @. Koenigs
[Cinématique'®), p. 246] a plét t discuté la q ion. La di i
donnée par F. Reuleaux [Theoretische Kinematik 1, Brunswick 1875, p. 282; Ciné-
matique, Paris 1877, p. 302] est inexacte.

157) Chez S. I. Aronhold, Kinematische Geometrie 2% 2, p. 138] et chez J. Schad-
will [Gliedervierseite 137), p. 878] le systéme de bielle et manivelles, sous le nom
de quadrilatére de poles est le fondement de la théorie. On peut le définir de
telle manitre que, autour des quatre sommets (poles), on peut effectuer des ro-
tations dont la somme est nulle. Voir aussi L. Burmester, Kinematik *%), p. 49.

19. Systéme & bielle et manivelle. 265

atteindre une approximation du troisitme ou du quatriéme ordre au
moyen du méme procédé; il n’y a qu'a prendre, soit des points 4, B
de la. courbe y; soit deux des quatre points de Burmester.

A. Cayley™) a démontré que la trajectoire d'un point solidaire
de la bielle (courbe de bielle, courbe du trois-barre) est une courbe al-
gébrique plane ¢; dordre six, qui admet comme points triples les
ombilics du plan et en général encore trois points doubles. Dans le
cag olt la somme de deux cotés égale celle des deux autres, il survient
encore un autre point double auguel cas la courbe ¢; est unicursale [n° 23].
S. Roberts'®®) prouva qu'il existe trois
foyers®) dont deux tombent en A4’ et I’
tandis que le troisitme P’ est tel que
A'P’B’ forme un triangle semblable au
triangle APB (fig. 3). Le cercle circons-
crit au triangle 4’B’ P’ contient en méme
temps les trois points doubles qui existent
en général. S. Roberts a aussi déterminé
les courbes polaires. Le résultat le plus
remarquable qu'il ait mis en évidence, c'est
la triple génération de la courbe de bielle.
La trajectoire du point P peut en effet étre engendrée de trois
maniéres au moyen d'un quadrilatére articulé et méme de telle sorte
gn'un ebté queleonque du triangle A'B'P’ an lien du coté 4'B’
puisse dtre pris comme le coté fixe d'un quadrilatere 44, B P ou
B' B, 4, %),

Ce théortme a ét6 l'objet d'un grand nombre de démonstrations.
Les plus simples en ont été données par 4. Cayley'®®) et W.Clifford*ss).
Elles reposent sur la proposition suivante: Par un point O du plan
d'un triangle A BC menons B, C, parallele & BC, qui coupe AB en
B;, AC en Cy; C,4; parallele & CA4, qui coupe BCU en C, et BA
en Ay; A, B, parallele AB, qui coupe CA en 4, et CB en B, puis

158) Proc. Lond. math. Soc. (1) 4 (1871/3), p. 105 [1872]; voir avssi W. John-
son, Messenger math. (2) 5 (1876), p. 50.

159) Proc. Lond. math. Soc. (1) 7 (1875/6), p. 14.

160) C'est-a-dire l'intersection des tangentes aux ombilics du plan.

161) On a, dans la figure, tracé en traits différents les trois quadrilatires
articulés et leurs lignes de jonction avec le point P.

162) Proc. London math. Soc. (1) 7 (1875/6), p. 142, 166; (1) 9 (1R77/8), p. 2.
D'autres démonstrations ont ét6 données par H. Hart [Messenger math. (2) 12
(1882/8), p. 32] et G. Pastore [Atti Accad. Torino 26 (1890/1), p. 84].

163) Voir aussi J. Kieiber, Z. Math. Phys. 36 (1891), p. 296.
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réalisant sous forme de tiges de longueurs invariables dune part les
droites B,0C,, C,04;, 4;,0B,, ainsi que les eotés des trois parallé-
logrammes 44,04, BB,0B,, CC,0C; nous articulons ces parallé-
logrammes en leurs sommets; ce systdme articulé est susceptible de
se déformer et les trois points 4, B, C ne cessent, au cours de cette
déformation, de figurer un triangle semblable & celui qu'ils formaient
au début. Il en résulte que si l'on fixe deux des points 4, B, C le
troisieme se trouve aussi fixé tandis que le point O déerit une courbe
qui apparait de trois fagons comme solidaire d'une bielle!®).

Dans le cas du systeme de bielle et manivelles les points B,
[n° 14] peuvent dtre construits par la régle et le compas. Comme en
effet 4 et B sont deux d'entre eux, Péquation biquadratique [n° 15]
se réduit & une équation quadratique'®). On connait aussi les singu-
larités des trajectoires décrites par des points de la courbe polaire et
les singularités qui correspondent & une position de ramification (23)
du quadrilatere articulé. R. Miiller*®) s démontré que le lieu de tous
les points doubles pour toute position de ¢ est une courbe focale c;.

La discussion systématique de la déformation d'un quadrilatére
articulé conduit naturellement & envisager le cas ol les cotés seraient
égaux deux & deux. Si les cotés égaux sont consécutifs on obtient
lIe rhomboide appelé cerf-volant ou fer de lance par les anglais selon
qu'il est convexe ou comcave. Si les cotés égaux sont opposés on
obtient au contraire, soit le parall§logramme soit le contreparallélo-
gramme. Dans ce dernier cas, le mouvement relatif des deux plus
petits cotés réalise le roulement avec symétrie par raupport & la tan-
gente commune de deux ellipses égales et au contraire de deux hyper-
boles égales il s'agit des deux plus grands cotés. Les trajectoires
sont alors des podaires de coniques.

Au contraire, dans le cas du rhomboide, un grand cété se trouve
opposé & chaque petit coté; les courbes polaires dans le mouvement
relatif sont deux limagoms de Pascal'®®), avec cette circonstance que
le limagon solidaire du petit coté posstde une boucle rentrante, tandis
que celui qui est solidaire du grand c6té opposé n'en posséde pas.
,Si Ton fixe un petit ¢oté et qu'on fasse faire un tour complet au

164) R. Miiller, Z. Math. Phys. 37 (1892), p. 218; L. Allievi, Biclla piana®®),

. 4, 61
? 165) Z. Math, Phys. 36 (1891), p. 11, 65; il existe en général douze points
de rebroussement.

166) Le théoréme est dd 2 J. J. Syl qui l'avait iqué directe-
ment & A. Mannheim. Ce dernier [Proc. London math. Soe. (1) 6 (1874/5), p. 35]
en donna alors une démonstration.
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grand coté qui serticule & lui, le petit c6té qui Iui est articulé &
l'autre bout fait deux tours, en sorte que ce mécanisme peut fone-
tionner comme duplicateur de tours.* Tout point lié & la bielle déerit,
comme A. Cayley') I'a démontré, une podaire de conique, conique
qui est une ellipse ou une hyperbole selon que c'est un petit coté
ou un grand coté qui joue le role de membre fixe.

.Ce théorbme est une conséquence de ce que le contreparallélo-
gramme donne lui-méme, ainsi qu'on I'a vu, de telles courbes selon que
Ton fixe le petit ou le grand coté. En effet si I'on échange la bielle
et une manivelle du contreparallélogramme on obtient le rhomboide.
Or il y a un théoréme général, dit theoréme de l'échange de bielle et
manivelle, d'aprds lequel & tout point solidaire de la bielle primitive
on peut faire correspondre un point solidaire de la nouvelle bielle et
réciproquement, de maniére que les deux points décrivent des courbes
semblables. Ce théoreme & son tour résulte de la propriété du panto-
graphe de Chr. Scheiner®®)*

Parmi les cas curieux de quadrilatéres articulés, il convient de
signaler celui dans lequel la somme des carrés de deux cdtés opposés
égale celle des carrés des deux autres cotés. Les diagonales des ces
quadrilatéres restent rectangulaires au cours de la déformation.

F. Reuleauz') a montré Uintérét qu'il y a & rattacher au cas
général les cas limites dans lesquels quelques centres des articulations
qui relient deux ou plusieurs des membres du systdme articulé a
quatre membres sont rejetés i I'infini.

Le systéme de bielle avec glissiere rectiligne se rattache au cas
ot un seul centre d’articulation est rejeté & linfini. Le mouvement
inverse est un mouvement conchoidal i directrice circulaire!™).

Le mouvement de l'ellipsographe est une forme particulitre du
cas ol deux centres d’articulation sont rejetés & l'infini.

Le systeme de bielle avec glissivre rectiligne joue un role im-
portant dans les applications. Si I'on appelle C le point od la mani-
velle s'articule & la glissitre rectiligne fixe, 4 le point o elle s'articule
4 la bielle, B celui ot celle-ci g'articule & la glissiere mobile, on

167) A. Cayley, Proc. London math. Soc. (1) 3 (1869/71), p. 100; Papers 7,
Cambridge 1894, p. 182.

168) ,Pantographice, seu ars delineandi res quaslibet per parallelogrammum
lineare seu cavum, mechanicum mobile, Rome 1631.*

169) ,Cinématique '%%), p. 314.*

170) Une exposition d'ensemble des trajectoires auxquelles donne lieu le
dispositif de bielle-manivelles a été donnée par I. Burmester, Kinematik %), p. 300
et suiv. Voir auesi E. M. Blake, Trane. Amer. math. Soc. 1 1900), p. 421,
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suppose que la ligne droite que déerit le point B passe au point C
(dans I'hypothése contraire, rarement réalisée, la coulisse est dite
oblique). Le centre instantané dans la premitre hypothise est au
point de rencontre de la manivelle CA avec la normale en B & la
direction de la glissitre. On en conclut aisément que si H est le
point ou la bielle coupe la normale en C & la glissitre, en appelant @
la vitesse angulaire de la manivelle, la vitesse de la glissitre mobile
(coulissean, piston) a pour valeur!™)
v=CH- o

La construction de la vitesse 2 pour un point quelconque de la
bielle résulte aisément de la. En ce qui concerne la construction de
P'accélération qui importe & certaines questions de la dynamique des
machines, comme les calouls de résistance, on a publié diverses
recherches '),

Au moyen des théordmes sur g, 6, 6, [n° 16] cette construction
a été donnée par H. Mohr'™). La construction de H. Mohr tombe en
défaut si les points G et O [n° 16] ne peuvent pas &ire dessinés.
T. Ritterhaus a donné une construction indépendante de cet accident™).
La premidre construction graphique pour le cas de la manivelle &
coulisse rectiligne a été donnée par J. Schadwill ™).

Dans un autre ordre d'idées, le quadrilatére articulé a donné lieu
a d’intéressantes recherches dont lorigine est dans un mémoire de
G. Darbouz'™) on il est établi qu'on peut faire correspondre bi-uni-
voquement les différentes formes d’un quadrilatére articulé et les points
d’une cubique plane du genre un, c'est-d-dire dénuée de point double.
Dés lors une telle courbe ayant des coordonnées exprimables par des
fonctions elliptiques d’'un parameétre, il en est de méme des lignes
trigonométriques des angles réciproques des c¢otés du quadrilatére.

1 est curieux de voir que Vexces de la somme du plus grand et
du plus petit coté du quadrilatére sur la somme des ¢dtés moyens,

171) ,H Resal, Traité de mécanique générale 3, Paris 1875, p. 97.%

172) ,Des observations critiques ont été présentées & ce sujet par 4. Ciappi,
Annali della societd degli ingegneri a degli architetti italiani 15 (1900), p. 25.*

173) Der Civilingenieur 25 (1879), p. 613. Voir aussi W. Enrd [Technische
Blitter 22 (1890), p. 83] et F.J. Vaés [Ann, Ee. polyt. Delft 8 (1897), p. 116].

174) Der Civilingenieur 26 (1879), p. 461.

175) Gliedervierseit1*?), p. 446. Voir aussi J. Taubeles, Der Civilingenieur 32
(1886), p. 635; Kirsch, Z. des Vereins deutscher Ingenieure 34 (1890), p. 1320.

176) G. Darboux [Bull. sc. math. (2) 38 (1879), p. 100). La cubique plane
introduite par G. Darboux fournit une représentation au moyen des guantités
imaginaires. G. Koenigs [Cinématique '*), p. 253] utilise une courbe du quatritme
ordre & deux points doubles qui ne met en jeu que les quantités réelles.
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dont le signe est déja un critere pour Fexistence des points & révolution
compléte, est aussi un critére au point de vue de la représentation
par les fonctions elliptiques. Si cet excds est nul, la cubique acquiert
un point double et la représentation s'opdre au moyen des fonctions
rationnelles. Dans le cas général, les trajectoires des points, les enve-
loppes des droites sont des courbes elliptiques, ou du genre un; dans
le cas particulier de la rationalité, toutes ces courbes sont unicursales.

Si la cubique se décompose en une conique et une droite, un
phénomene mécanique se produit qui mérite V'attention. Dans ce cas
les cotés du quadrilatére sont égaux par couples en sorte que celui-ci
est soit un parallélogramme, soit un contreparallélogramme si les
cotés égaux ne sont pas adjacents, soit un rhomboide, soit un systeme
de doubles tiges articulées'’) si les cotés égaux sont adjacents. Dans
le premier cas, lorsque toutes les tiges sont alignées suivant une méme
droite, ce qui a lieu de deux manidres, le point représentatif est un
des points de rencontre de la conique et de la droite. Or de méme
qu'a partir de I'un de ces points on peub cheminer sur 'une ou Vautre
de ces lignes, de méme & partir de cette position de ramification le
systéme peut opter soit suivant la forme du parallélogramme (chemi-
nement sur la droite) soit suivant la forme du contreparallélogramme
(cheminement sur la conique).

Si au contraire les c¢otés égaux sont adjacents, le cheminement
sur la conique correspond & la déformation suivant un rhomboide, et
le cheminement sur la droite correspond & la déformation du systéme
des doubles tiges articulées.

L’échange de bielle & manivelle fait du reste passer, comme on l'a déja
vu, du cas de la contiguité des edtés égaux au cas de la non-contiguité.

Le travail de G. Darbouz a été l'origine de travaux ultérieurs.
M. Krause'™), en partant des équations immédiates que fournit le
théoreme des projections, a traité le probleme par une voie purement
analytique et exprimé au moyen des fonetions & de troisitme espice
les lignes trigonométriques des angles du quadrilatére articuls. Sa
méthode s'étend du reste & des systémes articulés plus compliqués. Il
retrouve ainsi les formules de G. Darbouz.

boid "

177) ,On peut ir que, un rk étant on améne les
tiges égales & se superposer, et que l'on déforme de la sorte le systéme sans
séparer les tiges dgales; cest ce systéme que l'on appelle ici un systéme de
doubles tiges articulées.*

178) M. Krause, Ber. Ges. Lpz. 59 (1907), math. p. 313; 60 (1908), math.
p. 132; 83 (1911), math. p. 271, 516; Archiv Math. Phys. (3) 16 (1910), p. 2/10;
Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 19 (1910), p. 327.
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Des travaux congus dans le méme esprit ont été ultérieurement
publiés par E. Weisse, puis par O. Bolduan et K. Bleicher qui ont
appliqué, en particulier, la méthode & I'étude de certains systémes a
liaisons surabondantes. M. Blauert, plus récemment, s'est servi de la
représentation elliptique pour étudier les courbes trajectoires et autres
éléments géométriques de la déformation du quadrilatére articulé!™).

20. Description approchée des courbes au moyen du dispositif
de bielle et manivelles. Un probleme important de la technique
consiste dans la recherche de la courbe déerite dans un mouvement
de bielle et manivelles qui se rapproche dans la plus grande étendue
possible d’une courbe donnée. Dans la pratique, se présente en premier
lieu le guidage rectiligne approché. Une solution a été depuis longtemps
donnée par James Watt'™). Soit le parallélogramme 4 BCD et con-
sidérons le quadrilatére articulé & tiges eroisées ACBD, dans V'ordre
des sommets conséeutifs; fixons AC, le milieu M de BD déerit la
courbe appropriée. Une autre réalisation approchée du mouvement
rectiligne an moyen du dispositif de bielle et manivelle a ét6 donné
par O. Evans'®).

Le probleme général a été traité d’abord par P. L. Cebysév. 11
prit comme point de départ le probleme d’analyse qui conmsiste &

179) E Weisse, Anwendung der elliptischen Funktionen auf ein Problem
aus der Theorie der Gelenkmechanismen, Diss. Dresde 1907; 0. Boldwan, Zur
Theorie der iibergeschl. Gelenk h Diss. Halle 1908; K. Bleicher,
Zur Theorie der iibergeschl Gelenksysteme, Diss. Rostock 1910; M. Blauert,
Uber einige Anwendungen der elliptischen Funktionen auf die Theorie des ebenen
Gelenkvierecks, Diss. Rostock 1911,

180) Spécification n° 1432 du 28 avril 1784 [cf. J. P. Muirhead, Origin of
mechanical inventions of James Watt 8, Londres 1855, p. 68].

181) Abh. der kgl. (p ischen) techniack Deputation fiir Gewerbe 1
(1826), p. 226. Le guidage rectiligne repose sur ce que le mouvement de bielle
approxime le mouvement de l'ellipsographe.

LDans le t de lellip he, tandis que deux points 4, B
décrivent deux droites rectangulaires, le milien ¢ de AB déerit un cercle dont
le centre est lo point de rencontre O de ces deux droites, ce qu'on peut réaliser
au moyen d’une bride articulée en O et en C dont la longuenr égele la moitié
de AB. Bi, en conservant cette bride, on fait décrire &4 A un arc de cercle an
moyen d'une seconde bride articulée en A et en un point fixe 0, le point A
déerit approximativement une droite comme corde de l'arc de cercle effective-
ment décrit, mais, et ¢est la le point important, le point B décrit avec une
approximation beancoup plus grande la droite perpendiculaire qu'il déerirait

i t dans Dellip he. Un échange de bielle et ivelle fait passer
de ce dispositit & celui de Watt [@. Koenigs, Cinématique®), p. 274]* Voir
aussi . Pastore, Atti Accad. Torino 27 (1891/2), p. 47.
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déterminer, dans une fonction ou un développement en série, des
paramétres, de maniére que dans un certain intervalle son écart vis-
a-vis d'une fonction donnée soit le plus petit possible’®®). P. L.
Cebysév a appliqué cette méthode d’abord au parallélogramme de Watt
et ensuite & un dispositif quelconque & bielle et manivelles. Tout
d’abord denx voles différentes se présentent. On peut poser les con-
ditions pour qu'une trajectoire posséde une tangente offrant un contact
de l'ordre le plus élevé possible. On trouve comme résultat que ce
contact est au plus sextiponctuel (contact du H%me ordre). Mais on
atteint aussi une approximation profitable si la courbe posséde plu-
sieurs points d’inflexion simples voisins les uns des autres. A ce cas
appartient la courbe de Watt qui posseéde trois points d'inflexion voisins.
P. L. Cebysév reconnut que cette approximation est essentiellement préfé-
rable & celle que I'on obtient au moyen d'une tangente sextiponctuelle5%).

R. Miiller'®) et L. Allievi**®®) ont traité la théorie du mouvement
rectiligne approché en partant de la courbe %, ou des points U et B,
[0°14]: On peut s’attacher & I'équation quadratique des points B; et
essayer de déterminer le parametre qu’elle contient par la condition que
I'un de ces points tombe en U.

On obtient ainsi les conditions pour un guidage rectiligne du
quatriéme ordre ou quintiponctuel. On arrive au contact du cinquitme
ordre ou sextiponctuel, en faisant prendre & la courbe une forme
symétrique par rapport & la normale. Si, en particulier, le point dé-
crivant U doit 8tre situé sur AB, alors dans la position spéeiale ou
U est au point inflexionnel (fig. 4), les trois cotés mobiles 4’4, AB,
B'B du quadrilatére forment un triangle équilatéral 1¥%). Entre les

182) Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélogrammes
(Mémoires présentés Acad. sc. Pétersbourg 7 (1854), p. 537 (1868]1; Euvres 1, Saint
Pétersbourg 1899, p. 109/43]; Sur une identification du parallélog de Watt
[Bull. Acad. Pétersb. (3) 4 (1861), col. 433; (Euvres 1, p. 531/8). Une exposition
simple & été donnée par A. de Saint Germain, J. math. pures appl. (3) 6 (1880), p.19.

183) Un second mécanisme de ce genre dans lequel pourtant le point dé-
crivant J{ n'est pas situé sur AB a ¢t6 donné par P. L. Cebydév [Zapiski akad.
nauk 60 (1889), priloZenie (supplément), mém. n° 1]; trad. par P. O. Somov, Sur
le systéme articulé le Plus simple donnant des mouvements symétriques par
rapport & un axe [P. L. Cebysév, Buvres 2, St. Pétersbourg 1907, p. 495/540]. Voir
anssi A. Vasiliev et N. Delaunay, P. L. Cebysév, Leipzig 1900, p. 60. Ce guidage
rectiligne est techniquement préférabie aunx autres.

184) Z. Math. Phys. 37 (1892), p. 213; 38 (1893), p. 180; Gelenkviereck 1%%)
p- 60; Z. Math. Phys. 46 (1901), p. 330. Dans ce travail les rapports de forme des
courbes de bielle sont étudiés de prés.

185) Biella piana®®), p. 133 et suiv.

186) Voir aussi Nachr. Ges. Gott. 1897, math.-phys. p. 3.
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longueurs a, b, ¢ de ces cotés et le ooté fixe A'B = d il existe deux
équations symétriques'®”) en a, b, ¢, en sorte qu'il existe une oo? de
quadrilatéres de cette sorte. Et quand A B, en outre
de U, est donné, il existe encore deux quadrilatéres
qui réalisent un mouvement rectiligne approché
sextiponctuel ). Par contre, aucune particularité
dans la constitution du quadrilattre ne se présente,
si Je point de Ball U posséde une tangente quinti-
ponctuelle.

Pour passer du cas des points avec guidage
rectiligne quadri-, quinti- ou sextiponctuel, a celui
des trajectoires qui possédent plusieurs points d'inflexion conséeutifs, on
doit se reporter & la courbe » dont les points donnent lieu & une
tangente quadriponctuelle. Elle divise le plan en deux régions, de
sorte que dans l'une d'elles les points dans le voisinage de b posse-
dent des trajectoires avec deuz points d'inflexion voisins'®). 8i b a
un rebroussement, il y a dans son voisinage des points avec trois
points d'inflexion voisins sur leurs trajectoires, et si un point existe
possédant une trajectoire sextiponctuelle, il existe dans son voisinage
des points avec des trajectoires possédant guatre points d'inflexion
voisins. De 13 résultent des problemes temant & la maniére dont la
courbe b divise le plan &; quelles singularités des trajectoires appar-
tiennent aux régions ainsi définies et comment Ia courbe b et les autres
courbes remarquables dépendent des constantes du quadrilatére, c’est ce
qu'ont cherché L. Allievi'®) et R. Miiller'®'). L. Allievi a particuliérement
considéré le cas oi la courbe ky se décompose eb construit les quadri-
jatéres correspondants d'une fagon méthodique en ce sens qu'il a de
toutes les fagons possibles distribué les points 4 et B sur les diverses
parties de la courbe %, et, pour chaque quadrilatére, recherché les
singularités des courbes trajectoires. Il a de cette maniére déterminé

Fig. 4.

187) La propriété du mouvement rectiligne sextiponctuel persiste ainsi si
Ton échange arbitrairement a, b, ¢, en concordance avec la triple génération de
toute courbe de bielle. Pour les relations correspondantes voir aussi P. L. Cebyién,
Bull. sc. math. (2) 3 (1881), p. 216; Bull. Soc. math. de France 12 (1883/4), p. 179.

188) Le mouvement & ligne droite de Cebyiév déja mentionné correspond
an cas on U est le miliew de AB, A4'=44B et A'B' =348

189) Dans le mouvement cycloidal déja mentionné, cette xégion est I'annean
cireulaire déja considéré,

190) Biella piana®®), p. 6 et suiv.

191) Z. Math. Phys, 43 (1898), p. 86. Pour les relations se rapportant aux
mouvements rectilignes quinti- et sextiponctuels, voir L. 4lldevi, Biella piana %),
p. 73, 138.
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aussi les points dont la trajectoire représente un cercle avec la plus
grande approximation, probléme que P. L. Cebysév™®) avait aussi entre-
pris dans ses vecherches antérieures. H. Léauté'®) a de son coté déter-
miné de tels points sur la droite AB. H. Léauté'™*) a étendu la méthode
de Cebysév au probleme plus général qui consiste 2 approximer une
courbe arbitraire an moyen de la trajectoire d'un point de la hielle!®).

Dans l'article V 6a, consacré aux mécanismes, on s'occupera des
dispositifs plus compliqués qui ont permis de résoudre par d’autres
moyens le guidage rectiligne d'un point.

21. Mouvement continu autour d'un point fixe. Les propriétés
géométriques du mouvement continu d'une figure invariable autour
d’un point fixe O peuvent s'obtenir soit au moyen du calcul, en ayant
recours aux formules de transformation de coordonnées et ¢'est méme
ainsi qu'on y est parvenu tout d'abord, soit au moyen de la méthode
cinématique indiquée an début, soit enfin au moyen de la méthode
géométrique analogue & celle exposée au n° 4, en effectuant un passage
a la limite.

L’existence d'un axe o autour duquel a lieu la rotation instantanée
(plus tard la rotation tangente) a été découverte par J. d’Alembert1*),
2b ans avant que ne fut trouvé par L. Euler le théoréme coneernant
le déplacement fini. Mais il fallut attendre encore un siécle pour que
vint & maturité la connaissance que tout mouvement continu autour
d’un point fixe est caractérisé par le roulement de deux cdnes™), de
méme que le mouvement plan P'est par le roulement de deux courbes.
L. Poinsot**®} eut I'honneur de cette découverte.

L’application générale des propositions et des formules qui reposent
sur Vexistence de la correspondante V% est due & S. H. Aronhold'®).

Si au point de remcontre O° de l'axe o avec une sphere de
centre O on méne le plan tangent ¢ et si 'on considere le mouve-
ment instantané de ce plan dans lequel les courbes polaires seraient

192) Bull. Soc. math. de France 12 (1883/4), p. 179; Euvres 2, 3¢ Pétershourg
1907, p. 726/32.

193) J. Ee. polyt. (1) cah. 53 (1883), p. 59.

194) Id. (1) cah. 46 (1879), p. 205; C. R. Acad. sc. Paris 96 (1883), p. 639, 1356,

195) I traite aussi le probldme qui consiste & approximer une courbe au
moyen d'un cercle ou d’une ellipse.

196) Recherches sur la précession des équinoxes, Paris 1749, p. 3.

197) Comme au n° 8, on laisse de coté les mouvements non différentiels.

198) Théorie nouvelle de la rotation des corps, Paris 1834, p. 558.

199) Voir les dissertations citées notes 185, 186, 187; A. Schoenflies [Geometrie
der Bewegung®?), (2° éd.) p. 47; Géométrie du mouvement?®!), p. 52] a expossé
cette théorie.
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les traces des cones polaires sur ce plan tangent, la correspondance ©,
qui lie les points 4, 4’ dans le plan 6 associe aussi I'un & Pautre les
rayons «, @' du faisceau et leurs points de rencontre 4,, 4, avec la
sphere de telle manidre que &’ est 'axe de courbure de la trajectoire
sphérique du point 4, comme aussi a l'axe de courbure de la tra-
jectoire de A, dans le mouvement inverse™™).

Dés lors, pour passer des relations métriques du mouvement plan
aux relations analogues du mouvement sphérique, il suffit de rem-
placer les vecteurs issus du pole O dans le plan ¢ par la tangente
trigonométrique de l'arc correspondant sur la sphére®?!).

Le cercle des inflexions de ¢ fournit par le passage au faiscean
un cone orthogonal K,*%), sur lequel toutefois ne se traduisent pas
completement les propriétés inhérentes au cercle des inflexions [n° 4]%%).
En particulier, les rayons de S qui sont momentanément des rayons
dinflexion de leur cone trajectoire, forment une surface conique Hj et
les plans perpendiculaires aux génératrices de Hy sont momentanément
des plans de rebroussement des surfaces qu'ils enveloppent. Enfin,
par anslogie avec les courbes %, et &y, il existe des cones K, K,
formés de rayons dont les comes trajectoires présentent un axe de
courbure stationnaire: ils coupent la sphére suivant une courbe sphé-
rique, offrant la méme propriété. Les relations entre les courbes Z,
et ky' se retrouvent completement dans ces deux comes®),

Le mouvement autour d’'un point fixe intervient dans un grand
nombre de questions de géométrie et de mécanique. Au n° 23 nous
résumerons en particulier les recherches concernant les mouvements
étudiés pour la premiére fois par L. Poinsot.

Mais si 'on se place au seul point de vue cinématique, les mouve-
ments sphériques spéciaux qui ont été étudiés concernent presqu’ex-
clusivement les systémes de bielle et manivelle sphériques®®). Un tel
mouvement se définit par la condition que deux points d’un grand
cercle se meuvent sur des cercles. D'une fagon un peu détaillée ont

200) Ceci s’applique encore i chaque couple de courbes conjuguées dans
le mouvement sphérique [of. n° 17].

201) L'équation analogue a celle d’Euler-Savary fut d’abord domnée par
L. Poinsot, Rotation des corps %), p. 559.

202) Les axes de courbure de ses points tombent dans un plan normal &
I'axe o.

208) Pour ce qui est des rayons qui correspondent [n°14] au point de Ball
et aux points de-B ter, voir A. Schoenflies, G trie der Bewegung *%), p. 67;
Géométrie du mouvement, p. 77,

204) F. Masi, Memorie Tst. Bologna (4) 1 (1879/80), p. 349; F. Buka, Diss.
Gottingue 1876.

s
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été traités seulement les cas du contreparallélogramme sphérique®)
et de Vellipsographe sphérique®®). Pour ces mouvements les cones
polaires, le céne inflexionnel ete., ont été déterminés par le caleul.
L'ellipsographe sphérique n'est autre que cette sorte de mouvement réalisé
par le joint de Cardan [n® 27}, savoir un quadrant tracé sur la spheére
glisse par ses deux extrémités sur deux grands cercles. V. Nobile®")
a traité le roulement sur une droite d'une surface de révolution @
libre de tourner autour d’'un point de son axe. Si @ est une quadrique,
le cone des axes instantanés dans le corps mobile S est un cone du
second ordre.

22. Vitesse ot accélération dans le mouvement autour d'un
point fixe. Les quelques indications générales données au n° 13 au
sujet de l'accélération des divers points d’un corps solide en mouve-
ment, peuvent &tre complétées ici & l'occasion du mouvement autour
d'un point fixe, attendu qu'on y raméne aisément le cas général du
mouvement d'un corps solide.

Si, par le point fixe O, on méne un vecteur 0L représentant la
vitesse angulaire instantanée [fin du n°10], la vitesse de l'extrémité 2
de ce vecteur est la méme dans le corps mobile et dans le corps fixe
attendu que la différence géométrique des deux vitesses serait la vi-
tesse d’entrainement, laquelle est nulle puisque £ est sur l'axe ins-
tantané. Cette vitesse propre au point L2 est l'accélération angulaire.
On doit ici observer que si l'axe instantané est fixe dans I'un des
corps, la vitesse de r) y est portée par la droite OR elle-méme et
réciproquement, ce qui conduit & ce théoréme fondamental: Si l'axe
instantané est fize dans V'un des corps (corps mobile ou corps fixe) il
est fixe également dans Pautre.

Soient p, g, 7 les composantes, suivant des axes Oz, Oy, Oz soli-
daires du corps mobile S, de la vitesse angulaire d'intensité o, repré-
sentée par le vecteur OR; les projections de la vitesse de Q seront

P:“%’I;’ gx=tdL,q’ nh= ::7
ce sont les projections du vecteur 7 qui représente laccéleration angulaire.
En prenant ainsi les dérivées géométriques successives de © on arrive
a définir les accélérations angulaires successives
@) % —Ds, ®-Di 7 — I,

ot D représente le symbole de la dérivée géométrigue.

205) R. Sellentin, Diss. 1éna 1881.
206) 0. Marbach, Diss. Iéna 1880.
207) Nouv. Ann. math. (3) 18 (1899), p. 218.
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> —> —
Les droites 7, I®, ..., I™ qui portent les vecteurs 4, 28, ... A®
) 6% ’ qu p PR s

sont les axes des accélérations angulaires correspondantes. ,On re-
marquera qu'ici, lorsqu'on prend les dérivées géométriques des accélé-
rations, il y a lien de distinguer selon que cette opération se fait
dans Vintérieur du corps mobile ou dans Dlintérieur du corps fixe,
attendu que la circonstance qui se présentait pour l'accélération 7 ne
se présente plus pour les suivantes; c'est 13 une raison de compli
cation quand on passe aux accélérations angulaires d’ordres supérieurs.*
Il est clair que si pour définir la position du corps mobile S par
rapport au corps fixe S” on fait usage des trois angles d’Euler 8, ¢, ¥
les p, g, v, ainsi que les projections des accélérations angulaires des
divers ordres sont des fonctions de ces angles et de leurs dérivées®8).
Si Yon considére en particulier les relations entre p, g, r et 8, @, v,
ainsi que les dérivées de ces angles par rapport au temps ¢, inté-
gration de ces équations, od p, g, » sont regardées comme connues,
constitue un probleme général dont il a déja été question au n° 12
et qui a été ramené par G. Darbouz®’) 3 une équation différentielle
de Riceati.

L’accélération angulaire i peut étre décomposée de la manibre
la plus simple en deux composantes, l'une Zm suivant l'axe ¢ de la
rotation instantanée, 'antre _l:‘ suivant la normale % 4 o dans le plan
mené par ¢ et I; on a
3) }.m=%$; XN=m%=cou,
od y représente I'angle conique que déerit l'axe instantané sur son
cone; y est ainsi l'arc que déerit, sur la sphére de centre O et de
rayon 1, l'extrémité U du vecteur-unité dirigé suivant l'axe; il en
résulte que % est la vitesse du point U sur cette courbe sphérique;
c'est ce que l'on peut appeler la wvitesse de changement de laxe ins-
tantané.

L'accélération d'un point quelconque A du corps est la somme
géométrique®?®) de deux vecteurs [n° 13]; I'un qui a pour projections
¢eH 9H 0H PP . . s
2’ By’ D% est dirigé suivant la perpendiculaire abaissée de 4 sur

T'axe o et est égal au produit par w? de la distance du point 4 a

208) Voir par ex. H. Resal, Cinématique ™), p. 118, 115.

209) Théorie des surfaces?®) 1, p, 19; ,(2° éd.) 1, Paris 1913, p. 27.*

210) La décomposition en w? et Ar, a ét6 donnée par G. Rivals, J. Ke. polyt.
(1) osh. 85 (1858), p. 118.
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I'axe 0, le second est le momept pris en 4 du vecteur 7. Hest clair
qu'a ce vecteur 7 on peut substituer les deux vecteurs —}.: et I; et
remplacer le moment de 7 par les sommes géométriques des moments
de Z: et de }.-—;dont 7 est la somme géométrique.

Ces faits se traduisent analytiquement®*) par les formules [n° 13]

s o
Juz=hr— Ny + 50

., ¢H
@ Jay =t —mEt+ G
.y oH
Jag =Py~ 0T+ 5

Ces formules résultent immédiatement des formules de Bour [n° 13]
qui ne different pas au fond de celles que Ph. Gilbert™®) a données
plus tard

Je = @e—ny +qv, — v,
®) J=mnz—ps+ro,—py,

il =py — ax +pv, — qv,.

Ainsi qu'on 'a fait remarquer & la fin n° 13, les formules de
Bour s'étendent & un veeteur queleconque et en particulier aux accélé-
rations d'ordres successifs, en sorte que des formules analogues sub-
sistent pour les accélérations de tous les ordres.

Les équations explicites qui précedent peuvent recevoir une forme
plus condensée; en appelant 7, r, 7, les distances du point mobile 4
aux droites o, I, # on peut éerire abréviativement, j, représentant
Vaceélération du point A4, solidaire du corps S, dans le mouvement
d’entrainement de S par rapport au corps S,

> — = — =  —
(6) Ja= 0L 4+ dr,=@*r 4+ 4,7 + A1, .

Dans cette formule @ est le vecteur dirigé suivant la perpen-
diculaire abaissée de 4 sur o, tandis que A7, est le moment du vec-
teur 3 par rapport au pﬁ)‘nt i; par C(mtre“lwr, I;;: sont les moments
en A des composantes 1,, iy du vecteur A.

211) Voir H. Resal, Cinématique ™), p. 193.

212) C. R. Acad, sc. Paris 104 (1887), p. 162; Ann. Soc. scient. Bruxelles 13
(1889/90), p. 268. La relation de H. Resal parait dans Ph. Gilbert sous la
forme plus simple

Jo=2ly— Yk - wlep — o'z,

ce qui conduit immédiatement & une autre décomposition; on a p = 0A.
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Notons que, comme axes commodes pour l'étude des accélérations,
on peut utiliser les axes 0, % et un axe y rectangulaire avec eux. Les
formules analytiques se condensent encore plus si I'on introduit direc-
tement comme éléments Ia vitesse v d'un point, son accélération 7
et les vecteurs (:;, 7 TLe premier théoréme construit avec ces éléments
est do & H. Resal®®); son expression est contenue dans I'équation
symbolique™)

(O] o j +iv=0
ol o)f et A’ repre'senter}yt les+p13duiti intérieurs ou scalaires [voir
IV 4, 8] de deux vecteurs m et j', 1 et v’

Ph. Gilbert qui a donné cette forme au théortme a aussi remarqué
qu'il se déduit immédiatement par voie de différentiation [n° 10] de
Véquation o|v'=0. Cela permet d'en donner aussitot la généralisation,

contenue dans la formule®#)

(8)  wlj 4+ nd jo= +’i’1”;2,131,1m3jr‘n—21 e O]y = 0.

Les questions de géométrie pure qui se posent & propos de la
distribution de l'aceélération dans un solide en mouvement ont toutes
leur point de départ dans ce fait que j,j,,j, sont des fonctions
linéaires entidres des coordonnées du point (z, y, 2), en sorte que l'ex-
trémité du vecteur accélération correspond au point lui-méme suivant
une correspondance homographique conservant le plan de Vinfini.
oJ. L. Gruey™) a entrepris le premier une étude dans ce sens. Il y
a 6té suivi par W. Schell®%) et Ph. Gilbert®'®). Le fait saillant c'est
que dans une famille d’ellipsoides homothétiques de centre O, chacun
est le lien des points dont l'accélération a une valeur donnée. Les

218) Cinématique ™), p. 220.

214) Ph. Gilbert, Ann. Soc. scient. Bruxelles 18% (1893/4), p. 232. D'autres
produits vectoriels peuvent étre traités de méme. Une erreur dans les formules
de Z qui se trouve dans W. Schell a été corrigée par E. Novarese, Atti Accad.
Torino 26 (1890/1), p. 302.

215) Sur les accélérations des points d'un solide en mouvement, Clermont
Ferrand 1878; C. R. Acad. sc. Paris 86 (1878), p. 1241.

216) Theorie der Bewegung %), (2° éd.) 1, p. 482; C. R. Acad. sc. Paris 107
(1888), p. 776, 830. Ann. Soc. scient. Bruxelles 13? (1888/9), p. 274]. Voir aussi
R. Marcolongo, Giorn. mat. (1) 27 (1889), p. 90; G. Castelnuovo, Rivista di mat. 2
(1892), p. 13; 3 (1893), p. 25. Voir aussi W. Schell, Theorio der Bewegung!®?),
@ éd.) 1, p. 474; Ph. Gilbert, Ann, Soc. scientif. Bruxelles 13* (1888/9), p. 277; C.
R. Acad. sc. Paris 107 (1888), p. 776, 946; 108 (1889), p. 92. Voir aussi R. Dah-
lander, Ofversigt Vetensk.-Akad. forhandl. (Stockholm) 27 (1870), p. 49/56.
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diametres conjugués de cet ellipsoide donnent lieu & des propriétés
susceptibles d’interprétation cinématique.

Si l'on appelle g la droite lieu des points G' [n° 16] qui sont
des centres des accélérations pour les plans normanx & o, en sen
tenant aux composantes de I'accélération situées dans ces plans, les
droites o, I, g forment un #riple de diametres conjugués de ces ellipsoides;
les droites o, I, g sont respectivement les lieux des points dont P'accé-
lération est parallele aux droites déja considérées n, y, 0. Réciproque-
ment %, ¥, o sont les lieux des points dont l'accélération est respec-
tivement normale aux plans (og), (Ig), (oD)*7).

En prenant o, 7, g comme axes z, y, & et désignant par a’, ¥, ¢
les demi diametres correspondants, Ph. Gilbert a trouvé les formules

(9) j:r':—::') jy’:_z’" jz’=_—:?’

23. Polhodie et herpolhodie. Le cas particulier le plus remar-
quable de mouvement autour d'un point fixe O consiste dans le roule-
ment d’un ellipsoide F, *®) sur un plan fixe IT', dans lequel la vitesse
angulaire instantanée est proportionnelle au rayon vecteur 04 qui
va du point O au point de contact. Ce mouvement d’aprés L. Poinsot®'?)
caractérise la rotation autour d'un point fixe®) dans le cas ol aucune
force ne s'exerce sur le corps. La conception de ce mouvement, qui d'abord
prit naissance sur le terrain dynamique, a été l'occasion d'une foule
de considérations cinématiques. Des deux comes lieux des axes, ainsi
que les équations de la dynamique le montrent, celui qui appartient
au corps S est un cone du second degré K, tandis que le cone des
axes dans le second corps S est en général transcendant. Les deux
courbes qui sont les traces des cones des axes sur Dellipsoide E,,
et sur le plan IT” et dont la premiére roule sur la seconde au cours du
mouvement, ont regu de L. Poinsot les noms de polhodie et d'herpolhodie.

Dans les figures que L. Poinsot a jointes & son travail, I'herpolhodie
contient des points d'inflexion; cest la une erreur comme W. Hess®t)
Ya montré le premier. Ce sujet a donné lieu a des recherches étendues

217) Un théordme plus général a été donné par J. L. Gruey, C.R. Acad.
sc. Paris 86 (1878), p. 1241.

218) Dans ce qui suit, un ellipsoide sera représenté par E,, un hyper-
boloide par H,, un paraboloide par P,.

219) Rotation des corps!®®), chap. 2.

220) Pour la discussion plus compléte de ce’ probleme lui-méme voir IV 15,

221) Diss. Munich 1880; Math. Ann. 27 (1886), p. 465, 668. Le méme résultat
fut trouvé par M. de Sparre, C. R. Acad. sc. Paris 99 (1884), p 906. Voir aussi
A. Mannheim {id. 100 (1885), p. 963], A. de Saint Germain [id. 100 (1885), p. 1126],
J.N. Franke [id. 100 (1885), p.1573], G. Darbouz {id. 100 (1885), p.1576], M. de Sparre
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et importantes concernant la nature et la maniére d’étre de la polhodie
et de T'herpolhodie®?). W. Hess trouva déja que si les points d'in-
flexion sont exclus dans le cas de lellipsoide de Poinsot, ils peuvent
cependant exister si on le remplace par ume autre surface & centre
du second degré ¥,. S'il sagit d'un ellipsoide E,, les points d'inflexion
se présentent chaque fois que la distance ON du point O au plan 1T’
est supérieure au demi grand axe moyen. Des théorémes analogues
existent pour un hyperboloide H, & une ou & deux nappes®*). IL’her-
polhodie n’a pas de point de rebroussement dans le cas de E,, mais
en posséde au contraire dans le cas d'un H, réglé, ainsi que G. Dar-
bouz I'a montré. La tangente & I'herpolhodie et le rayon vecteur issu
de N, pied de la perpendiculaire O N, sont des tangentes conjuguées de
Ty; elles ne peuvent done coincider que dans une quadrique F, réglée;
et, au cas ol une certaine relation est vérifiée, cela arrive réellement.

On peut se demander si d’autres surfaces encore existent qui,
dans un mouvement de ece genre, roulent les unes sur les antres.
F. Siacci®™) trouva d’abord un M, qui roule sur un cylindre de réve-
lution, tandis que N. Gebbia™®) trouva que tout F, qui contient la
méme ombilicale que lellipsoide J, de Poinsot, roule sur une surface
de tévolution du second degré. Connait-on un couple de surfaces
roulantes, on peut, au moyen de certaines transformations de contact,
en obtenir une infinité d’autres couples®®).

[id. 101 (1885), p. 370]. Une solution purement cinématique du probleme a ét6
donnée par F. W. Bachr, Ann. Ec. polyt. Delft 6 (1890), p.27. Voirsurtout J, N. Franke,
O krgceniu sig ciata statego okoto punktu (sur la rotation d’un solide autour
d'un point) [Pamigtnik Akad. Umiejetnoéei w Krokowie, classe math. nat. 12
(1886), p. 94/103].

222) Une exposition d’ensemble & été donnée par G. Darbouz en supplé-
ment & Th. Despeyrous, Cours de mécanique 2, Paris 1886, p. 488. Voir aussi
E. J. Routh, A treatise on the dynamics of a system of rigid bodies, (6° éd.) 2,
Londres 1897; (7¢ éd.) 2, Londres 1905; trad. par A. Schepp, Die Dynamik der
Systeme starror Kérper 2, Leipzig 1898, p. 105.

228) Les carrés des demi-axes a? b% ¢* de ¥, vérifient I'équation

#*— Pa*4 Qo — R =0
et alors d'aprés (7. Darbouzr, lexistence des points d'inflexion est subordonuée
sux conditions
c’>?—é§>b’>l—,:>a2 ou c'>%>b’>?§z>a’
ot h:Yi= ON:

224) Dans L. Cremona et E. Beltrami, Collectanea mathematica in memoriam
Dominici Chelini, Milan 1881, p. 6.

225) Atti R. Accad. Lincei, Memorie mat. (4) 1 (1885), p. 826.

226) F. Siacei, Atti Accad. Torino 21 (1886/6); p. 261. Voir aussi D. Padelletti,
Rendic. Accad. Napoli (1) 25 (1886), p. 242.
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Au sujet de la polhodie, J. J. Sylvester™) douna le théoréme
suivant: Si I'on porte & partir des points de Ja polhodie sur la nor-
male & F; une longueur constante, les extrémités des vecteurs ainsi
construits forment une autre polhodie pour un autre E, et les nor-
males du premier E, sont aussi normales au second®®), Un autre
théoreme du & J. Madllard de la Gournerie?™) énonce que toute courbe
Qintersection ¢ de deux F, coaxiaux peut étre regardée comme la pol-
hodie pour deux certains E, et en méme temps comme la courbe d'inter-
section de deux F, homofocales.

G. Darbouz®®) ajouts la remarque que ces F, sont réelles seule-
ment si la troisitme série de surfaces se compose de H, & une nappe.
En chaque point de la polhodie, les deux génératrices rectilignes de
cet H, qui y passent sont les normales aux deux E, pour lesquels ¢
est unme polhodie. Ces propositions mettent la polhodie dans une
certaine dépendance avec les H, articulés [cf. VIa]. D’un théortme de
H. Durrande il résulte effectivement que dans le changement de forme
du H,, chacun de ses points déerit une polhodie. De la la possi-
bilité d’engendrer une polhodie au moyen d'un quadrilatére gauche
articulé dans V'espace; d'une fagon analogue, I'herpolhodie aussi peut
étre décrite au moyen d’'un mécanisme dans D'espace®),

+Lie mouvement de Poinsot a ét€ Yobjet de diverses généralisations.
L'une d'elles a été domnée par G. Darbouz®). Les équations diffé-

rentielles da
G =Br—rq,
d

(1) G yp—ar,
d
7 —ea—Bp

qui déterminent les cosinus directeurs des axes du triedre mobile sont
vérifiées si I'on substitue & o, §, y les dérivées partielles

of  of  of

% ’ ;}74 b 'ar H
ot f est la force vive du corps, forme quadratique en p, g, 7. G. Darbouz

227) Philos. Trans. London 156 (1866), p. 757.

228) Les plans invariables sont ainsi paralléles.

229) Recherches sur les surfaces réglées tétraddres symétriques, Paris 1867,
p. 163.

280) C. R. Acad. sc. Paris 101 (1885), p.200; 4. Mannheim, id. 102 (1886),
p. 501. La courbe ¢ ne peut &tre sphérique.

231) Voir aussi Ph. Gilbert, Ann. Soc. scient. Bruxelles 14? (1889/90), p. 25;
on trouvers l& aussi une exposition historique des nouveaux résultats.

232) Théorie des surfaces®) 1, p. 38; ,(2¢ éd.) 1, Paris 1913, p. 56.%



282 A. Schoenflies. IV 6. Cinématique. @. Koenigs.

suppose qu'au lieu de la force vive, / soit une forme queleonque en
», ¢, r. 11 montre que le mouvement se détermine par une quadra-
ture. G- Floquet*®) a également généralisé le mouvement de Poingot
en faisant tourner une surface algébrique d'ordre m autour d’un point
fixe O et en supposant la vitesse angulaire portée par un axe joignant
le point O & P'un des poles P de la surface pris par rapport & un
plan fixe I7’, la vitesse de rotation étant en outre proportionnelle &
la distance OP. Il généralise ainsi une propriété signalée par G. H.
Halphen*™). G. Floguet a envisagé plus spécialement le cas ot la sur-
face est la cubique zy# = I*; la question dépend des fonctions ellipti-
ques et a des rapports étroits avec le roulement d'un hyperboloide.*

24, Les surfaces des axes dans le mouvement le plus général.
Le théortme d’aprés lequel le mouvement instantané d'un corps X,
dans le cas le plus général, est hélicoidal fut énoncé pour la pre-
miére fois par G. Mozzi®). On l'énonce aujourdhui en disant qu'il
existe & chaque instant un mouvement hélicoidal tangent ou un vissage
tangent. L'axe a de ce mouvement déerit dans chacun des corps
X et X' une surface réglée; ces deux surfaces réglées @ et @’ ont
recu le nom daxoides. Elles ont & chaque instant en commun la
génératrice rectiligne a et qui plus est, ainsi qu'on le démontre im-
médiatement par une simple application du théordme de la composi-
tion des vitesses®, elles se raccordent le long de @. Leur mouvement
relatif élémentaire consiste done en une rotation infiniment petite autour
de @ et en un glissement infiniment petit le long de a; le rapport A
du glissement 2 la rotation n'est pas autre chose que le pas du
mouvement hélicoidal tangent. Ce mouvement relatif de @, @ a regu
le nom de virafion®*); on dit des deux surfaces qu'elles wirenf I'une
sur lautre. ,Puisque les deus surfaces @, & se raccordent instantané-
ment suivant a¥ elles sont toutes deux®¥") gauches, toutes deux déve-
loppables ou toutes deux cylindriques. ,Cette dernidre remarque revient
a dire que si I'axe a une direction fixe dans 'un des corps, il a aussi
une direction fixe dans l'autre, propriété déji mentionnée dans le cas
du mouvement autour d'un point fixe."

233) C. R. Acad. sc. Paris 105 (1887), p. 746, 854.

234) Id. p. 536.

235) Discorso matematico sopra il rotamento dei corpi, Naples 1763. Voir
IV 4, 48 note 80. R. Marcolongo, Boll. bibl. storia sc. mat. 8 (1805), p. 1/8; cf.
A. L. Cauchy [Exercices math. 2, Paris 1827, p. 27; (Buvres (2) 7, Paris 1889, p. 94]
a aussi remarqué d’abord ces surfaces d'axes.

286) Une viration plus générale consisterait dans le cas od le glissement
formerait un angle avec la génératrice; ,elie offre beaucoup moins d'intérét.”

237) Voir E. Bour, J. Ec. polyt. (1) cah. 89 (1862), p. 36.
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Les surfaces axoides supposées connues définissent la valeur %
du pas, mais elles ne sauraient &tre prises arbitrairement toutes les
deux; il existe entre elles certaines dépendances. Au moment de leur
raccordement instantané suivant 'axe a, elles ont le méme point cen-
tral, le méme plan central et le méme paramétre de distribution .
Leurs lignes de striction qui se croisent au point central n’y sont
pas en général tangentes®™). De la ne résulterait pas encore une
dépendance entre les deux surfaces, car on peut toujours faire se cor-
respondre deux surfaces réglées, de fagon que les génératrices cor-
respondantes aient méme valeur de leur parametre de distribution.
Mais il existe des circonstances plus restrictives. Si » et o sont les
vitesses du point central sur les lignes de striction de @ et de @'
respectivement, ¥ et ¢’ leurs angles avec la génératrice o, et 6 et ¢°
les arcs des courbes indicatrices sphériques que tracent sur la sphere
de rayon unité les comes directeurs de @ et @', on a les équations®)
(11) veing=1siny, =1 cosy —veosy, do =do,
odt 7 représente la vitesse de glissement suivant ¢. ,On remarque que
la derniére de ces équations exprime que si l'on imagine deux corps
%, %, ayant un méme point fixe O et respectivement en translation
par rapport aux corps X, X, les comes directeurs de @, &, ayant
le sommet commun O, supposés solidaires des corps X, Z,, sont
précisément les cones roulants dans le mouvement relatif de X, et
de X"

En considérant les rayons de courbure ¢, ¢° des sections de
@, @ par des plans normaux i la génératrice @, on obtient la for-
mule donnée d’abord par H. Resal et rectifiée ensuite par G. Gau-
tero®?), facile d’ailleurs & établir par la méthode du triedre mobile
[n° 5]

(12) L (eot " — cot ) =11
’ h ¢ e

,Le role de ces diverses relations est facile a départager. D’abord
les premieres définissent exactement les conditions de viration de deux
axoides. Tl faut qu'en faisant se correspondre les surfaces, génératrice
par génératrice, les arcs correspondants des indicatrices sphériyues

238) Voir parti t H. Resal [Cinématique ™), p. 142 et suiv.] ou se
trouvent d’autres relations du méme genre. Il convient de dire que les questions
de signes n'y sont pas toujours p comme il conviendrai

239) Giorn. mat. (1) 20 (1882), p. 168. ,Les conditions de viration de deux
axoides sont traitées par G. Kanigs, Courbes conjuguées'!?), p. 25. Voir aussi
J. Haag, J. math. pures appl. (6) 6 (1910), p. 343.*
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traces de cones directeurs, soient égaux, ce qui régle la loi de cor-
respondance: cela étant, la correspondance ainsi établie, les parametres
de distribution pour deux génératrices homologues doivent étre égaux.

Quand ces conditions sont remplies, les deux axoides peuvent
effectivement virer I'un sur l'autre et la dernitre formule ci-dessus
donne alors Pexpression 4 du pas du mouvement hélicoidal tangent.*

Dans le cas ol les deux axoides sont deux surfaces développables,
leurs arétes de rebroussement touchent I'axe @ au méme point et y
ont méme plan osculateur; cependant ces arétes roulent en glissant
Tune sur T'autre, et si v, v sont les vitesses du point de contact sur
chacune d'elles, la vitesse de glissement

(13) T=0 —u

est aussi la vitesse de glissement suivant l'axe dans le mouvement
hélicoidal; en outre, si R, R sont les rayons de courbure de ces
courbes, l'équation 6'— ¢ du cas général devient ici évidemment®?)
v’ v

(19 = E

Du reste I'une des surfaces développables peut devenir un cone
dont le sommet déerit alors I'aréte de l'autre développable.

Une catégorie importante est celle des mouvements qui admettent
4 chaque instant une rotation fangente en sorte que le pas % du
mouvement hélicoidal tangent est toujours nul. Dans ce cas les deux
axoides @ et @ rowlent I'un sur I'autre sans glisser; toute courbe de
Tun roule sur une courbe de autre, en particulier toute géodésique
sar une géodésique. ,De plus, si I'on observe que tout point M de @
vient & un certain instant en coincidence avec un point M’ de @',
il gensuit que, du fait méme du mouvement, une correspondance
existe entre les points de @ et ceux de @'. Or cette correspondance
présente cette particularité, rendue intuitive par une simple application
de la composition des vitesses, quelle entraine Pégalité d'un arc et
de son fransformé en sorte que @ et @ sont applicables™!) l'une sur
Tautre avec correspondance des génératrices rectilignes. On reconnait
ainsi que chercher une surface réglée @ applicable sur une autre @
revient & imprimer & @ un mouvement & rotation tangente dans le-
quel @ serait I'axoide mobile. Ce probleme dépend des quadratures®?)

240) Voir G. Koenigs, Cinématique®), p. 209; H. Duport, Nouv. Ann. math.
(3) 18 (1899), p. 5.

241) Voir H. Resal, Cinématique ™)), p. 185; C. R. Acad. sc. Paris 100 (1885),
p. 261,

242) E. Bour, Mémoire sur les surfaces applicables sur une surface donnée
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ainsi que E. Bour I'a montré et comme d'autves savants I'oné diverse-

ment démontré & nouveay depuis®#)*

Un cas particulier remarquable de mouvement & rotation tangente
est celui od les deux axoides sont développables. Tei I'un ne peut
devenir un céne sans l'autre. Le glissement des deux ardtes est nul
et clles ont méme rayon de courbure, en sorte que, par développe-
ment, elles se transforment en deux courbes égales. Ces arétes rou-
lent l'une sur U'autre, si Von peut encore le dire, puisque Iaxe de la
rotation instantanée est justement leur tangente commune; la vitesse
angulaire de rotation est égale au quotient par df de la différence
des angles de contingence des plans osculatenrs de deux courbes®®).

Pour ce qui concerne I'étude analytique du roulement des surfaces
réglées, une exposition de ce genre a été donnée par N. Nicolaidés™).

Dans son mémoire déja cité, E. Bour*?) a indiqué comme éléments
analytiques de l'étude des surfaces réglées le paramétre de distri-
bution %, la courbure géodésique de Vindicatrice sphérique du cone
directeur de la surface et enfin un parametire qui se rattache aux
trajectoires orthogonales des génératrices et qu'on peut définir comme
la projection de la vitesse du point central sur la génératrice.*

X. Antomari ™) a utilisé ces parametres dans D'étude des sur-
faces virantes et a montré comment leur connaissance pouvait servir
4 définir les surfaces virantes et leur mouvement, ainsi que les trajec-
toires, les enveloppes et les lieux de droites, ete.

Dans une série de travaux exposés au n° 25, G. Koenigs a traité
le mouvement relatif de deux corps par une méthode einématique
tout & fait générale®) fondée sur I'emploi d’un triedre de référence
mobile.

[J. Be. polyt. (1) cah. 39 (1862), p. 31]; G. Darbouz, Théorie des surfaces?) 3,
p. 293; voir aussi pour la questi inémadti pro t dite G. Koenigs,
Cinématique %), p. 204; E. Cesiro, Nouv. Ann. math. (3) 3 (1884), p. 434.

243) G. Koendgs [Cinématique '®), p. 210] a étudié ce mouvement particulier.
Un probldme voisin de celui-ld a &t§ traité par Eduard Weyr, Sitzgsb. Akad.
Wien 104 II* (1895), p. 292.

244) Thege, Paris 1864, p. 47 et suiv.

245) These, Paris 1894, p. 2, 67 et suiv.; dans ¢e travail X. Antomari traite
aussi quelq tégories de probl péei

246) En ce qui concerne les questions générales du roulement des surfaces
les unes sur les autres, voir . Resal, Cinématique ™), p. 165; E. Beltrami, Giorn.
mat. (1) 10 (1872), p. 103; H. Zémmermann, Z. Math. Phys. 19 (1874), p. 242;
W. T'homson et P. (. Tait, Treatise on natural philosophy (2° éd.) 1, Cambridge
1890, p. 90. Les courbes de contact ont méme courbure géodésique.
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25. Propriétés infinitésimales du premier ordre du mouvement
le plus général d'un corps solide. ,Les propriétés infinitésimales du
mouvement le plus général d’'un corps solide, bien qu'elles forment
aujourd’hui un emsemble important, ont été beaucoup moins appro-
fondies, surtout en ce qui concerne le second ordre, que les propriétés
analogues des mouvements plans ou sphériques. Cela tient & la com-
plication plus grande due & Dexistence d’une troisieme dimension et
au role que joue dans la question la théorie des surfaces qui est moins
simple que celle des lignes. On ne saurait arguer en la circonstance
des convenances et des nécessités des applications car de nos jours la
technique a souvent recours & des dispositifs dont les profils ne sont
ni cylindriques ni coniques.*

11 est clair que le passage & la limite, dans la considération simul-
tanée de deux ou de plusieurs positions d'un méme corps solide
dans Pespace, permet de transformer les théorémes du n° 5 en des
théorémes sur les tangentes, les plans normaux, les plans osculateurs
des trajectoires ete. Si l'on considére deux positions voisines, en em-
ployant la terminologie du n°® 5, le systtme X” devient le systéme o”
des plans normaux aux trajectoires; le systtme X devient identique
4%, tandis que le complexe des cordes devient le complexe qua-
dratique §,* des tangentes aux trajectoires.

.Cependant des considérations mettant en jeu la vitesse et I'ac-
célération permettent aussi d’arriver 4 ces résultats et méme sous
une forme plus compléte en raison de la précision des signes dans
les formules ou des sens des vecteurs dans les conmstructions. On
peut, en suivant cette méthode, soit se servir d'un calcul banal, soit
recourir & la méthode cinématique évoquée au n°® 7.

En ce qui concerne les propriétés du premier ordre des trajec-
toires, concernant les tangentes et les plans normaux, la considération de
deux positions voisines a conduit tout d'abord M. Chasles & la réci-
procité remarquable®”) qui relie tout point M du plan au plan normal
4 sa trajectoire. Cette réciprocité a été rencontrée plus tard par
A. F. Mobius dans son ,Nullsystem“ et par J. Pliicker dans le com-
plexe linéaire. En effet, si l'on considére le systéme tangent des

247) Apergu hist.14%), (2* éd) p. 679; C. R. Acad. sc. Paris 51 (1860), p. 853,
905; 52 (1861), p. 77, 189, 487; Ces théordmes furent d’abord établis par M. Chas-
les ainsi que ceux du n° b (déplacement fini). J. Ph. E. de Faugue de Jonguiéres
[Mélanges de géométrie pure, Paris 1856, p. 1 et suiv.] a donné le premier une
d tion de ces théorémes. Une exposition analytique fut domnde par
. Baitaglini [Rendic. Accad. Napoli (1) 9 (1870), p. 79), Ch. Brisse [J. math. pures
appl. (2) 16 (1870), p. 281/814] et J. Tannery [Ann. Ec. Norm. (3) 3 (1886), p. 48],
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rotations, J'ensemble des droites de moment nul par rapport au systeme
de vecteurs quelles forment est Pensemble des normales aux trajec-
toires et constitue un complexe linéaire €. Les coordonnées de ce
complexe sont celles du systeme des rotations; son axe et son pas
sont eeux du mouvement helicoidal tangent, lequel n’est que la repré-
sentation canonique du systéme vectoriel des rotations.

Le plan normal de la trajectoire d’'un point est le plan polaire
de ce point dans le complexe £ et réeiproquement tout plan est
normal i la trajectoire d'un de ses points, son pole dans £.

Toutes les propriétés des normales et des plans normaux ne sont
daprés cela qu'une interprétation spéciale de la polarité dans le
complexe ¢35).

Le complexe £ devient spécial [ensemble des sécantes d'une
droite «] i le mouvement hélicoidal tangent devient unme simple
rotation autour d’une droite @. Dans le cas d'une translation tangente,
la droite @ est rejetée & Vinfini dans un plan @, la rotation portée
par a devient un couple de rotations dont le plan est paralltle au
plan @.

Signalons les propositions suivantes:

19) ,Si un point P est dans le plan normal de la trajectoire d'in
point M, le point M & son tour est dans le plan normal de la tra-
jectoire du point P. Cela tient & ce que MP est alors une droite
du complexe &7

2°) Les plans normaux des trajectoires des points d’une droite g
passent tous par la droite g conjuguée de g dans le complexe 2. Sig
ne coincide pas avec une droite du complexe €, le mouvement instan-
tané de g peut dtre regardé comme étant une rotation autour de g* ™)

3°) Les droites conjuguées g, g” servent de support & deux
rotations équivalentes, & elles deux, au systéme tangent des rotations,
en sorte que la théorie des droites comjugudes est confondue avec
celle de la réduction 3 deux du systéme tangent des rotations par
voie d’équivalence.

Si, en particulier, g est la droite & linfini d'un plan @, la
rotation qu'elle porte devient un couple de rotationms (translation
normale 3 @) tendis que sa conjuguée g* devient un diaméire (droite
paralléle & P'axe du mouvement hélicoidal tangent); la rotation portée
por ¢ est alors identique & la rotation tout court [fin du n° 10]. On

248) Pour plus de détails voir l'exposition détaillée de Yarticle IV 4, n* 29
et suiv.

249) Une surface réglée est ainsi susceptible d'etre engendrée par le roule-
ment de certaines surfaces.
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réalise donc ainsi la réduction du systtme des rotations & une trans-
lation et 4 une rotation,

Le cas particulier oft le plan @ est normal & l'axe du mouve-
ment hélicoidal tangent donne pour g cet axe lui-méme et lon obtient
dans ce cas la réduction canonique elle-méme*

4°) En comparant ensemble deux représentations différentes du
systéme des rotations au moyen de deux rotations, on trouve aisément
que deux couples de droites conjuguées g et g%, g, et g} sont quatre
génératrices d'un méme systéme d’une quadrique. Les génératrices de
l'autre systéme sont des normales.*

5°) En particulier, en prenant g; & Vinfini dans le plan normal
a g, ces normales sont celles menées en tous les points de g a la
surface réglée engendrée par la droite g; on voit ainsi que ces nor-
males forment un paraboloide hyperbolique®?); ,elles coupent toutes
le diametre g7 qui est la droite conjuguée de la droite g; rejetée a l'in-
fini. Cette droite g a été introduite par A. Mannheim**) sous le nom
d’adjointe a la droite g.*

6° Plus particulidrement encore, si I'on compare le systéme des
deux rotations ;, o portées par les droites conjuguées g, ¢* & la
réduetion canonique; en appelant £ la rotation (tout court), 4 le pas
du mouvement hélicoidal, I, !’ les plus courtes distances de g, g* avec
Yaxe @ du mouvement hélicoidal, 8, 6" les angles avec cet axe des
rotations ;, ;’, on trouve d’abord que les droites @, g, g* ont méme
perpendiculaire commune et que de plus, les quantités précédentes véri-
fient les relations

_ U=—heott,
s {Z = —heot &,
{m 8in 0 + o'sin@ =0,

ae) @cos B + wcosf = K.

7°) ,Comme généralisation de la propriété 5° si 'on prend l'in-
tersection du plan normal 4 une courbe solidaire du corps en un
point M, avec le plan polaire du point M, on obtient la mnormale
en M a la surface engendrée par la courbe*

8°) ,Pareillement, si I'on considere une surface F, solidaire du
corps, elle posséde une enveloppe F, qu'elle touche tout du long d'une
courbe ¢ dans chaque position. Cette courbe de contact ¢ est définie

2560) Toute génératrice du second systtme du paraboloide est I'axe d'une
rotation dans laquelle g déerit un élément de la surface (g).
261) Mémoires présentés Acad. sc. Institut France (2) 20 (1872), p. 14.
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sur la surface F comme le lieu actuel des points de F dont la nor-
male appartient au complexe 2.

Plus généralement si, au cours du mouvement, une surface F reste
tangente & une surface F' par un seul point, la normale commune
appartient au complexe 2.

9°) 9l s'agit de l'enveloppe d'un plan II, la droite de contact
gy7 ost la eonjuguée de la droite g;, normale au plan IT en son pdle P;
en sorte que g3, est la tangente 2 la trajectoire du point P. Du
reste les roles de g, g%, peuvent &tre intervertis en ce sems que gy,
est la droite de contact avec son enveloppe du plan IT" mené par g},
normalement & la droite g, tandis que g,; est la tangente & la tra-
jectoire du pole P’ du plan IT"

1l y a ainsi identité entre les droites de contact des plans et les
tangentes aux trajectoires* Ces droites forment le complexe quadra-
tique € des droites qui sont rectangulaires avec leur conjuguée dans
le complexe linéaire L@, Ce complexe quadratique est un complexe
tétraédral spéeial %),

La position d’un corps dépendant de six paramétres, cing con-
ditions imposées au corps laissent un paramdtre arbitraire, et un
mouvement possible du corps apparait. Si ces cinq conditions sont
le contact de cinq surfaces avec cing autres, les normales aux points
de contact dans une position donnée sont cing droites du complexe
€ qui par la est déterminé et avec lui tous les moyens de construc-
tion des éléments du premier ordre, tangente, plan normal, normale,
courbe de contact d’une surface et de son enveloppe, etc.”?)

Si parmi ces conditions figure la trajectoire donnée d'un point I,
le plan polaire de M dans £ est par 1a connu, ce qui équivaut &
deux droites du complexe &, ete.

La théorie des profils conjugués dans le cas le plus général
donne lien & deux catégories bien distinctes de recherches. Fn premier
lieu toute surface F' solidaire du corps posséde une enveloppe F” qui
est sa comjuguée et quelle touche & chaque instant le long d'une
courbe ¢, ainsi quon I'a vu plus haut. La correspondance entre F'
et F” résulte encore d’une transformation de contact®™). Mais dans

252) Le caractére spéeial de ce complexe [voir n° 5] a été analysé par
A. Schoenflies, Z. Math. Phys. 28 (1883), p. 229; Geometrie der Bewegung *¢), p. 109;
Géom. du mouvement®), p. 112; D. Padelletti, a aussi considéré un complexe
du quatridme ordre €, plus général [Rendic. Accad. Napoli 19 (1880), p. 41].

258) 11 se peut que les cinq normales appartiennent 2 une méme congruence
linéaire; . H. Halpher [Bull. Soc. math. France 8 (1879/80), p. 18] a étudié ce cas.

264) ,Une transformation de contact entre deux espaces K, I’ 4 trois
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des travaux récents, et déja dans sa Cinématique, G. Koenigs®*) a
montré Vexistence de profils conjugués curvilignes.

Il y a des courbes e solidaires du corps solide X possédant
chacune une enveloppe ¢ dans le corps X auquel on rapporte le
mouvement. Ces courbes ¢ sont définies par la propriété que la tan-
gente en chacun de leurs points I/ appartient & un certain cone Iy
ayant pour sommet ce point. Ce cone, appelé cine des witesses, est
le lieu, dans le corps X lui-méme, des droites qui, au cours du mou-
vement, portent successivement la vitesse d'entrainement dun point M
regardé comme fixe dans le corps X

Maintenant G. Koenigs a fait aussi la remarque que les courbes e
ne sont pas les seules qui aient leur tangente sur le come I',. Si
une courbe a chacune de ses tangentes sur le cone I', qui a pour
sommet le point de contact M, cela veut dire que, & un certain ins-
tant ¢, la vitesse d’entral t de M est tangente & la courbe.

Or cela peut arriver de deux manidres; ou bien le temps ¢ change
quand on passe d'un point M de la courbe e & un autre: alors le lieu
de M dans le corps X' est une courbe ¢ & laquelle e est constam-
ment tangente; ou bien @ la méme cpogque ¢ déterminée, chaque point
M de la courbe a sa vitesse d’entrainement tangente a4 la courbe:
dans ce cas cette courbe est une hélice f ayant méme axe ¢ et méme
pas 2 que le mouvement hélicoidal actuellement tangent. Pour un
instant donné il y a une double infinité de ces hélices dans le
corps X et une triple infinité si 'on envisage l'ensemble du mouve-
ment. Ces hélices constituent ainsi une classe exceptionnelle de
courbes qui, sans étre des courbes ¢ douées d'enveloppe, ont cepen-
dant chacune de leurs tangentes sur le cone I',. Elles remplacent
dans ce cas général les cercles de Poncelet qui interviennent dans le
mouvement plan et ont leur centre au centre instantané. Chague
courbe ¢ est enveloppe d'une file d’hélices f qui donnent lien 3 la
méme propriété que les files de cercles considérées a 'oceasion du
mouvement plan®).

dimensions dérive soit d'une seule équation entre les coordonnées z, %, z dun
point de E et celles ', y', z° d'un point de E’, soit de deux relations de ce genre
fe y, s, @, 9, 2) =0, g, y,z 2,y,2)=0

C’est & cette seconde catégorie qu’appartient la transformation actuelle.®

255) ,G. Koenigs, Courbes conjuguées''”), p. 29 et suiv.; Cinématique®),
p. 199*

256) ,G. Koenigs [Courbes conjuguées'?), p. 172] a remarqué que si & cha-
que instant du mouvement on construit une hélice 7 correspondant % cet ins-
tant, le lieu de f dans X et dans X’ se compose de deux surfaces conjugudes.*
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Si Pon appelle T le tribdre ayant pour origine le point central de
@ sur a, pour Oz I'axe @ lui-méme, pour plan # Oz le plan central, et
si Yon déforme alors V'axoide @ de fagon & lui faire prendre la forme @,
chaque aréte a entrainant son triddre T de maniére qu'il ait dans @
méme signification que dans @, et enfin chaque triddre 7' entrainant
avec lui son hélice f, la file des hélices f tangentes & ¢ se trans-
formera dans la file des hélices f tangentes & l'enveloppe ¢’ des e
Cette transformation de ¢ dans ¢ constitue une transformation de
contact des courbes dans 'espace.

Clest cotte méme transformation de contact, appliquée aux sur-
faces, qui change une surface F' en sa conjuguée F'. En effet, toute
surface F' contient une famille de courbes ¢ dont le lieu des enve-
loppes ¢ est précisément la surface F.

En prenant pour @' différents axoides @', @", &, ..... sus-
ceptibles de virer avec @ et, par suite, de virer entre eux, on ob-
tiendra des courbes ¢, ¢”, ¢”,... comme enveloppes d’une courbe e
daus les virations respectives de @ sur @', @, @7, ..... Ces courbes
sont telles que ¢ et ¢’ par exemple sont conjuguées dans la viration
de @ sur @"

La détermination de ces divers axoides dépend d’une fonction
arbitraire. Aussi peut-on trouver un axoide " pour lequel la courbe
¢ se réduit 2 un point P, en sorte que ¢, ¢ sont les trajectoires
de ce point lorsqu’on fait virer Paxoide @ sur les surfaces & et &'
On trouve, comme on voit, la généralisation des résultats déja acquis
4 propos des mouvements plans ou sphériques.

Un probleme corrélatif de celui des courbes conjugudes consiste
a rechercher les développables solidaires de 2 qui ont dans X’ une
enveloppe développable qu'elles touchent & chaque instant suivant
une droite. Des considérations analogues aux précédentes interviennent
3 leur sujet.

La méthode employée par G. Koenigs consiste & prendre un triedre
T de référence mobile & la fois dans les deux corps, savoir celui qui
a été mentionné plus haut, et & faire mouvoir un point par rapport
& ce tricdre T de fagon qu'il déerive dans 3, X’ deux courbes e, ¢'.
Le lien de ce point par rapport au triddre T est ume courbe & ap-
pelée courbe d'engrémement. Si alors, fixant le triedre 7, on considére
les mouvements simultanés de @, @ par rapport i T, le lien du
point de contact de deux profils conjuguée e, ¢ par rapport & T,
est une courbe d’engrémement, ce qui est entidrement conforme & la
locution habituellement employée dans la théorie des engrenages.*
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26, Propriétés infinitésimales d’ordre supérieur du mouvement
le plus général d'un corps solide. Les propriétés du second ordre
concernent principalement les plans osculateurs, axes de courbure,
rayons et centres de courbure de trajectoire et méme les courbures
des surfaces enveloppes.*

,On peut rattacher & cet ordre d'idées les recherches de A. Mann-
heim®7) sur les courbes des trajectoires des points d'une droite en
mouvement, quoiqu’en fait ces recherches visent la géométrie sur une
surface réglée plutot que celle du mouvement d’un corps solide.

Les tangentes aux trajectoires des divers points de la droite for-
ment mn paraboloide, les axes de courbure un hyperboloide®s), les
plans osculateurs enveloppent une développable F,, les centres des
spheres osculatrices déerivent une cubique gauche ¢;, les normales
principales une surface réglée R, les centres de courbure une courbe
du cinquitme ordre ¢; etc.??).

Dans le cas d’un corps solide, non réduit & une simple droite,
si l'on applique le passage & la limite en comsidérant trois (ou
méme quatre) positions infiniment voisines d'un méme corps®?),
on constate que le complexe quadratique C,* [n° 5] défini par trois
positions devient dans le mouvement continu, le complexe quadra-
tique G des axes de courbure des trajectoires. Dans ce com-
plexe, les points principaux et les plans principaux sont normale-
ment imaginaires, en sorte qu'il n'existe pas en général de points
& plan normal stationnaire. La correspondance cubique B, devient la
correspondance entre le point A de X et lo centre A" de la sphere
osculatrice de sa trajectoire dans X'; ,comme cela équivaut a dire
que la variation de la longueur A4 est seulement du troisitme ordre,*
A est aussi le centre de courbure de la sphere osculatrice de la tra-
jectoire de A" dans le mouvement inverse [n°3]. La courbe fonda-
mentale k; de B, contient les points dont les trajectoires ont un
axe de courbure stationnaire; la courbe iy est le lieu des points & tan-

257) Bull. Soc. math. France 1 (187%/3}, p. 112.

258) P. E. Haag, Bull. Soc. philom. Paris (8) fasc. 7 (1870), p. 150.

259) A. Mannheim [C. R. Acad. sc. Paris 70 (1870), p. 1215, 1259; 110 (1890),
p. 391] & donné la construction du centre de courbure de la trajectoire d’un point
d’une droite mobile.

260) En ce qui concerne les propriétés géométriques des trajectoires pour
trois, ou plus de trois positions infiniment voisines, voir 4. Mannheim, Bull. Soc.
math. France 1 (1872/8), p. 112; A. Schoenflies, Geometrie der Bewegung??),
p. 136; Géométrie du mouvement®?), p. 140; A. Thévenet, These, Paris 1886,
P- 28 et suiv. (e dernier travail contient quelques erreurs.
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gente stationnaire®!). La surface F; contient les points & plan os-
culateur stationnaire, la surface F, enfin les points & sphére oscu-
latrice stationnaire. Les centres de ces sphéres formant la surface F
du mouvement inverse. Sur la surface Fy il y a une courbe lien des
points dont le plan osculateur a un contact du quatridme ordre; sur
F, il y a une courbe lien des points dont la sphere osculatrice a un
contact du cinquitme ordre et ainsi de suite ®2).

Lorsque les surfaces des axes sont des cylindres, les propositions
précédentes dégéntrent en partie. Les lois générales de ee mouvement
ont été données par A. Schoenflies®™). On peut signaler que la courbe
¢, dégéndre en une droite paralltle 3 I'axe du mouvement hélicoidal
tangent.

,On a vu & propos des mouvements plans que les questions de
courbure des trajectoires se placaient dans leur vrai jour lorsque les
courbes sont envisagées comme des cas particuliers de courbes en-
veloppes. La considération des courbes conjuguées introduite par
G. Koenigs®®) dans V'étude du mouvement le plus général d'un corps
solide présente ici un intérét tout pareil. Appuyée sur la méthode
cinématique elle conduit & uume construction effective des centres de
courbure ainsi qu'a des formules qui rappellent entidrement la formule
d&’Euler-Savary.

Si Ton considere toutes les courbes ¢ douées d’enveloppes qui
passent au point P du corps Z et y admettent comme tangente la
droite #» qui porte la vitesse d’entrainement de P, leurs conjuguées e’
passent aussi en P et y ont la méme tangente. Ces courbes ont le
méme plan normal IIp, polaire de P dans le complexe £. Ce quil y
a de saillant c'est que les axes de courbure d, d" des courbes conju-
guées ¢, ¢ font partie d'un méme faisceau dans le plan normal IIp et
se correspondent homographiquement, avec cette circonstance que les
deux rayons doubles de cette homographie coincident entre eux; la
droite de coincidence est la droite dp caractéristique du plan I7p et
conjuguée de tp dans le complexe 2.

Le sommet du faisceau des axes de courbure 8, ¢’ est un point
P, appelé associ¢ du point P. L’associé d'un point P se trouve sur

261y Cotte courbe dont la détermination a été I'occasion d’erreurs semble
avoir 6té exact t obt: pour la premi fois par J. D. Everett, Quart.
J. pure appl. math. 13 (1875), p. 39.

262) Voir A. Schoenflies, Bull. sc. math. (2) 12 (1888), p. 18

263) Math. Ann. 40 (1892), p. 317.

264) Courbes conjuguées!”), p. 29.




294 A. Schoenflie IV 6. Cinémati G. Koenigs.

1a normale stationnaire *°) issue de P; de plus les plans polaires de
deux points associés sont rectangulaires, ce qui équivaut 4 dire que
P et P, sont conjugués par rapport au cylindre de révolution ima-
ginaire d'axe a et de rayon de base A)/— 1 qui est polaire réel-
proque de l'ombilicale par rapport au complexe 8. Il en résulte que
la relation entre un point et son associé est réciprogue, c¢’est-a-dire que
P est l'associé de P, de.méme que P, est I'associé de P. La trams-
formation birationnelle et symétrique qui fait passer de P a P, ou
de P; & P est cubique; elle admet comme ligne de singularité les
deux directrices de la congruence linéaire des normales stationnaires
ot une courbe gauche du quatridme ordre, imaginaire.

Maintenant de ce que d, 8" se correspondent homographiquement,
le rayon double unmique étant la droite dp, on peut conclure que, si
T'on appelle 8, 8" les angles de d, 0" avec dp, on a

an cot 6 — cot 8 = fp,

ol fp est une fonetion qui ne dépend que des coordonnées du point
P et quil est aisé de calculer. On peut remarquer encore que sur
une paralitle d; & dp menée par P, les droites d, &' découpent un
vecteur AA’ de longueur constante dont la construction une fois faite
permet par voie de glissement suivant dr de déterminer les couples
d’axes 8, 0" correspondants. Signalons en particulier cette conséquence:
les axes de courbure des trajectoires du point P dans le mouvement
direct et dans le mouvement inverse coupent ds en deux points équi-
distants du point P. Il résulte de ce qui précede que le cercle décrit,
dans le plan normal, sur PP, comme diamétre, est lo lieu des centres
de courbure tant des courbes e que de leurs conjuguées ¢/, assujetties,
bien entendu, & étre tangentes & f» au point P.

Les constructions se simplifient dans le cas d'une rotation tan-
gente, ainsi que dans le cas od les axoides sont des cylindres.

On peut traiter de méme la question des développables & enve-
loppes développables et considérer emcore celles qui touchent un plan
IT suivant la caractéristique dy de ce plan. Les points de contact des
arétes d'une développable et de sa conjuguée avec dy se correspon-
dent encore homographiquement et les points doubles de cette homo-
graphie sont coincidents.

G. Koenigs®®) a considéré le cone des vitesses non seulement

265) ,A. Thévenet, dans sa These *%), avait déja considéré ces normales
stationnaires mais sans leur faire jouer aucun role.*
266) ,G. Monge a considéré les courbes ¢ qui vérifient une équation de
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au point de vue des courbes qui ont sur lui leur tangente (courbes e
ou hélices f) mais aussi au point de vue des surfaces G dont le plan
tangent en chaque point M est tangent au cone I, qui a pour
sommet ce point. Toute normale & une de ces surfaces est & un cer-
tain instant normale stationnaire, en sorte que ces surfaces sont dé-
finies par la propriété que leurs normales font partie d'un complexe
donné, lieu des normales stationnaires. Ces surfaces vérifient une équa-
tion aux dérivées partielles du premier ordre, de la classe de celles
qui admettent comme intégrales des familles de surfaces paralléles.
Ces surfaces possedent une propriété remarquable: elles ont, & chaque
instant #, avec leur enveloppe un contact du second ordre tout le long de
la courbe de contact. G. Koenigs®T) a démontré plus tard que seules ces
surfaces offraient cette propriété.

Ainsi qu'on Va dit au n° 25, toute surface F solidaire du corps
X possede dans X’ une enveloppe F' & laquelle elle est circonserite
le long d'une courbe ¢: F et F constituent un couple de profils
superficiels conjugués et le probleme général de la courbure, dans le
mouvement le plus général d'un corps solide, consiste évidemment &
chercher & construire les éléments de courbure de la surface F” en
un point de la courbe ¢ quand on connait ceux de F et certains des
éléments du mouvement. . Koenigs™®) a résolu ce probleme.

I consiste, connaissant les plans principaux II,, II; de F' en un
point P de la courbe ¢, ainsi que les centres de courbure principaux

1a forme f(z. " g:‘ Zgy) —0

et remarqué quelles sont définies par la condition qu'en chacun de leurs
points P la tangente est située sur un cone I'p ayant pour sommet ce point.
On peut coneidérer alors les surfaces qui en chacun de leurs points P sonb tan-
gentes & ce méme cone. Elles vérifient une équation aux dérivées partielles du
premier ordre dont lintégration compléte fournit aisément, au moyen d’une
fonction arbitraire, la totalité des courbes ¢ ci-dessus considérées.

Voir G. Monge [Hist. Acad. sc. Paris 1784, éd. 1787, M. p. 502] et G. Dar-
boux [Sur les solutions singuliéres, Mém. présentés Acad. sc. Institut France (2)
27 (1883), mém. n° 2, p. 39].

G. Koenigs [Courbes conjuguées *'%), p. 112] a montré que la notion de point
associé pouvait étre appliquée & toutes ces courbes c et que les axes de courbure
de toutes les courbes ¢ tangentes en P & une génératrice de I'p passent tous
par un point fixe P,. L ecercle décrit sur PP, comme diamdtre dans le plan
normal est le lieu de leurs centres de courbure. C'est une généralisation du
théortme de Meusnier.

267) ,Courbes conjuguées'!?, p. 206; C. R. Acad. sc. Paris 158 (1911),
p. 998; J. math. pures appl. (6) 8 (1912), p. 137.*

268) ,J. math. pures appl. (6) 8 (1912), p. 103 et suiv.*
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correspondants C,, Oy, & trouver le diddre droit des plans principaux
IT/, Ity de F" et les centres de courbure principaux correspondants
C/, C); en sorte que le probléme comporte trois inconnues. Mais
G. Koenigs a remarqué que (Cy, IT,), (G,, IT,) sont deux eouples d'élé-
ments correspondants dans une corrélation homographique G que l'on
sait construire quand on connait ces deux couples d’éléments ainsi que
le complexe €. De plus, les couples inconnus (G, I1,'), (Cy, ITy) ap-
partiennent aussi & cette corrélation. Des lors le problome se réduit
& la détermination du diedre II, II,' des plans principaux de F".

Or si l'on considére toutes les surfaces F,, F, qui admettent la
méme corrélation G eb qui de plus font leur contact au point central
O de la corrélation G (car on peut substituer & F, F’ deux surfaces
paralltles) on trouve que ces surfaces F,, F, ont une tangente asymp-
totique commune en O, tandis que les secondes tangentes asympto-
tiques forment dans le plan tangent deux faisceaux homographiques
a rayons doubles coincidents.

Cette homographie donne la solution du probléme, puisque les
couples de plans principaux bissectent I'angle des tangentes asympto-
tiques.

Il est & noter que dans la formule, analogue encore & celle
d'Euler-Savary, qui traduit cette correspondance, les propriétés du
second ordre du mouvement n'interviennent que par ume seule quan-
tité qui est, en prenant le temps comme variable, la demi-projection
sur la normale de la différence géométrique des aceélérations du point
P dans le mouvement direct et dans son inverse*

Plus récemment G. Koenigs®) a étudié le cas particulier od un
plan @ de X glisse sur un plan @' de X’ et il est parvenu & une
formule simplifiée qui met en jeu uniquement la méme différence des

courbures
1 1
R’ F3

qui intervient déja dans la formule classique d'Euler-Savary*

27. Vitesse ot accélération dans le mouvement le plus géné-
Tel d'un solide dans I’espace. ,Aux n° 12 et 13 on a donné des indi-
cations générales sur la vitesse et I'accélération d’un point d'un solide en
mouvement et méme indiqué dans les formules de E. Bour un moyen
général d’étendre les recherches au eas d’une accélération quelconque.*

Un fait facile & établir et qui domine, clest que l'accélération
d’ordre # de tout point M d'un solide en mouvement est la somme

269) ,C. R. Acad. sc. Paris 156 (1918), p. 54.*

27. Vitesse et 2ccélération dans le mouvement le plus général. 207

géométrique de Paceélération d’ordre # d'un point particulier quelconque
A et de 'accélération qu’aurait ce point I si le corps tournait autour
de A maintenu fixe, en suivant la méme loi d’orientation dans I'espace.
Ceci est vrai pour la vitesse aussi hien que pour les accélérations.
Mais ce qui n'a lieu en général que pour les accélérations, c'est I'exis-
tence pour chaque ordre » d'un centre O, d’aceélération, dont l'accé-
lération d'ordre # est nulle. En prenant pour 4 le point 0, 6n voit
que la distribution de l'aceélération d’ordre « est la méme que si le
corps tournait autour de 0, supposé fixe®™). Le cas général se trouve
ainsi ramené & celui d'un point fixe qui a 6té traité au n° 22,

Du reste, un caloul direct, par voie de simples différentiations
appliquées aux formules de transformation de coordonnées qui repré-
sentent le mouvement

f=o+ar-+dy+a’z
(18) h=b+pz+py+ps
n=ctoez+yy+ys
permet de déduire amalytiquement les propriétés des accélérations.
Cest la marche qui a mis les géometres sur la trace des premiers
résultats.
On peut de l1a sorte parvenir 3 définir les lieux géométriques corres-
pondant & certaines propriétés spéciales de la vitesse v, ou des ac-
célérations jO, j®, ..., jos13),
On arrive également & mettre d'emblée en évidence affinité (eor-
respondance projective conservant le plan de Dinfini) qui relie?™) le

270) En ce qui les probl de d position des 1érati
rappelons encore ici H. Resal [Cinématique™), p. 199; J. Ec. polyt. (1) cah. 37
(1858), p. 227]; W. Schell [Theorie der Bewegung '3%), (2°éd.) 1, p. 500]; Ph. Gilbert
[Ann. Soc. scient. Bruxelles 13% (1888/9), p. 299). Voir ausei G. R. Dahlander,
Ofversigt Vetensk.-Akad. forhandl. (Stockholm) 27 (1870), p. 49.

271) Par un choix convenable d'axes, Ph. Gilbert [Ann. Soc. scient. Bruxelles
13% (1889), p. 308, 302] est parvenu & des formules trés simples. On trouve
aussi Ja des formules et des constructions pour la courbure des trajectoires dé-
crites par les points de I'axe. Voir aussi C. R. Acad. sc. Paris 107 {1888), p. 830.

272) Voir C. Jordan, Bull. Soc. math. France 1 (1872/3), p. 144; J. L. Gruey,
C. R. Acad. sc. Paris 86 (1878), p. 1141; G. Schouten, Verhand. Akad. Wetensch.
Amsterdam, Afd. Natuurk. eerste Sectie (2) 2 (1893/4), mém. n° &, p. 3.

En ce qui concerne ces lieux voir aussi W. Schell [Theorie der Bewegung 13%),
(2° éd.) 1, p. 508] et H. Resal [Cinématique’?), p. 206 et suiv.] dont les résul-
tate contiennent quelques erreurs. Une exposition en coordonnées tétragdriques
a été donnée par (. Formenti, Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 17 (1884), p. 787;
(2) 18 (1885), p. 195, 238, 418,

2738) J. Petersen [Kinematik ¢%), Copenhague 1884, p. 46] et R. BMehmke [Fest-
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corps X avec lespace X, lieu de lextrémité II, de l'accélération
d'ordre n. On peut de cette fagon envisager les complexes définis par
Zet X, Zet I, ... et autres éléments géométriques qui sont inter-
venus au n°5%9%). C'est la marche suivie par L. Burmester®™), qui,
avec J. L. Gruey, attira un des premiers l'attention sur ce caractere
daffinité.

Les courbes et surfaces ¢, k; sont ainsi appelées & jouer un
role dans la distribution de l'accélération.

A ce point de vue le point 0,%) est un point double de V'affinité
qui lie X et X,.

Il se peut du reste qu'il existe une droite de points doubles®").

JI ne faut pas oublier de mentionner qu'il peut se faire aussi
que le centre des accélérations dun ordre domné se trouve rejeté a
Vinfini. C’est ce qui a lieu par exemple pour I'accélération du premier
ordre si Paxe a une direction stationnaire; cela se produit pendant
toute la durée du mouvement si les deux axoides sont des cylindres
dont la vitesse de glissement longitudinale ne soit pas uniforme.”

L'introduction des paramétres de E. Bour a conduit X. Antomari®™®)
4 une méthode simple d'exposition.

JEn différentiant (n 4 1) fois les équations (18), on se rend
compte que 8i, d un instant donné, pour deux mouvements différents,
les douze fonctions a, b, ¢, o, 8,7, o, 5,7, «,8",%" ont mémes valeurs
ainsi que leurs dérivées jusqua l'ordre » + 1, ces mouvements donnent
lieu & la méme distribution des vitesses et des accélérations jusqu'a
Vordre 7. On peut dire quils sont osculateurs et ont un contact de
Yordre (n+ 1), par extension de la notion de mouvement tangent.
Mais cela ne peut se produire qua un instant donné. Si seulement

schrift zur Feier des 50jihrigen Bestehens der Technischen Hochschule Darm-
stadb 1886, p. 77] ont résolu le probléme: étant donnée l'accélération de trois
points, trouver celle d’'un quatriéme.

274) C'est ainsi quo le complexe 8 fournit la direction de la vitesse de
chaque point.

276) Z. Math. Phys. 23 (1878), p. 110. Le compleze qui résulte de la con-
sidération simultanée de = et de I, a été étudié par F. Castellano [Atti Accad.
Torino 29 (1893/4), p. 300] et par J. L. Gruey™®).

276) Les points dont l'accélération d'ordre n a la méme grandeur forment
un ellipsoide ayant O, pour centre. Le point O, a été introduit par H. Resal
[Cinématique, p. 205; J. Ec. polyt. (1) cab. 37 (1858), p. 2217].

277) Chague fois que les axoides @, @' sont des cylindres, les surfaces lieu
des points d'égale accélération d’ordre » sont des cylindres de révolution. Voir
V. N. Ligin (Liguine), Bull. Soc. math. France 1 (1872/3), p. 152,

278) Thése, Paria 1894, p. 67.
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la distribution des vitesses était la mdme pendant tout le cours des
deux mouvements, ceux-ci coincideraient, ainsi qu'on l'a vu au n° 12*
p. 244,

Si l'on se borne au cas d’une tige mobile de forme invariable,
la projection de la vitesse d'un point sur la tige est constante. Ce théo-
reme est fondamental [cf. n° 8, p. 235]. Les propriétés des accélérations
d’ordre quelconque des points d'une droite ont été 'objet de quelques
travaux?®); c’est ainsi qu'il y a généralement un point dont l'accéléra-
tion d'ordre n est normale i la tige®®). (. Koenigs®™') a considéré le
cas ol la projection de l'accélération d'un point A sur une droite
issue de ce point est la dérivée par rapport au temps de la projection
de la vitesse, tout comme si a était fixe: cest la condition nécessaire
et suffisante pour que A4 déerive la ligne de striction de la surface
réglée engendrée par a.

28. Mouvements dans le cas d’une liberté de degré 2 ou de
degré supérieur. ,Dans le mouvement d'un corps solide, le temps
n'est gu'une variable indépendante & laquelle on rapporte les positions
successives du corps; tous les résultats cinématiques sont indépendants
de I'horloge & laquelle on confie la mesure du temps. On peut dés
lors tout aussi bien concevoir un corps dont les positions dans Pes-
pace dépendraient de deux ou d'un plus grand nombre de paramdtres.
Ce nombre de parametres indépendants ne peut cependant excéder
six, car six est le nombre de paramdtres qui fixent la position d’un
corps dans l'espace [n° 6). Si & ces six parametres de position on
impose (6 — %) conditions, il reste k parametres arbitraires, le mouve-
ment est dit posséder le degré % de libertd”

Un premier cas qu'on a déja mentionné & propos d’un seul degré
de liberté, c'est celui d'une simple droite ou tige dont les points
constituent un systdme invariable. La position d'une tige dépend de
cing paramétres seulement dans l'espace; mais on a principalement
étudié le cas ou le degré de liberté est réduit & 2, hypothese dans
laguelle tout point de la tige déerit une surface trajectoire. 4. Mann-
heim®?) a établi que les normales & chacune de ces surfaces aux diffé-
rents points de la tige, forment les génératrices d'un systéme d'une
quadrique @), tandis que les génératrices de l'autre systéme sont

279) Voir E. Novarese, Atti Accad. Torino 24 (1888/9), p. 400.

280) Voir R. Mehinke, Der Civilingenieur 29 (1883), p. 487/608.

281) ,Courbes conjuguées '), p. 21.¥

282) Géométrie cinématique®¥), p. 129; (. Koenigs, Cinématique '%), p. 220.
Voir aussi . H. Halphen, Bull. Soc. math. France 8 (1879/80), p. 18.

283) On peut conclure de la qu'une droite doude du degré 2 de liberté
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les axes des rotations qui réalisent chaque déplacement de la tige
autour d'une de ses positions. Les diverses positions de la tige for-
ment une congruence de droites. Pour que cette congruence soit une
congruence de normales, il faut et il suffit que le cone asymptote de
la quadrique @ soit capable d'un triddre trirectangle insecrit®*). Sur
ces considérations, 4. Mannheim a fondé Vexposition des propriétés
des congruences et, en particulier, des congruences de normales.

,Si l'on assujettit un point D de la tige & déerire une surface
supplémentaire, le mouvement ne dépend plus que d'un paramdtre car
D ne peut plus décrire que lintersection de la mouvelle surface avec
celle quil était déja assujetti 4 décrire. Cependant si ces deux sur-
faces se touchent en D sans se traverser, la tige se trouvera en réalité
immobilisée; G. H. Halphen®?) a développé cette remarque.*

Le mouvement & deux parametres d'un corps solide a été I'objet
des recherches de Th. Schinemann®®) qui a étudié le premier ce
mouvement; abstraction faite des cas spéciaux. Dang ce cas tout point
solidaire du corps déerit une surface, sauf peut-étre quelques points,
et le résultat saillant, c’est que les normales & toutes ces surfaces
trajectoires coupent & chaque instant deux droites fixes u et v, ou
appartiennent & une congruence lindaire, laquelle varie d’une position
du corps & lautre. Les points ou une surface F solidaire du corps
touche son enveloppe F” sont ceux dont les mormales appartiennent
a cette congruence®®). Cette congruence est définie par quatre de
ses droites, car ses directrices sont les sécantes communes aux quatre
normales aux guatre surfaces données®7). Tout déplacement du corps
résulte de deux rotations infiniment petites effectudes chacune autour
d'une des directrices de la congruence, en sorte que tout point M pris
sur une de ces directrices décrit non pas un élément de surface, mais
un élément de courbe®®). Il en résulte que si un point du corps
teste tangente & deux surfaces fixes, surfuces focales de la conmgruence formée
par ces droites.

284) ,G. Koenigs, Cinématique *%), p. 221. Cette propriété rend intuitifs cer-
tains résultats, comme par exemple qu'ane droite dont trois points déerivent
trois plans rectangulaires est normale & une famille de surfaces paralldles.*

285) Ber. Akad. Berlin 1855, p. 255; J. reine angew. Math. 90 (1881), p. 44;
id. p. 39 se trouve aussi une démonstration de C. I Geiser. Voir anssi 4. Mann-
heim, J. math. pures appl. (3) 1 (1875), p. 57; Géométrie cinématique!43), p. 127.

286) Voir 4. Ribaucour, C. R. Acad. sc. Paris 76 (1873), p. 1347,

287) Les cas ou les quaire normales appartiennent & un hyperboloide H,
a été traité par 4. Mannheim [Bull. Soc. math. France 1 (1872/3), p. 114] et G.
H. Huolphen [id. 8 (1879/80), p. 18].

288) Pour plus de détails sur ce sujet et sur le cylindroide attaché a ce
mouvement dans chague position, voir IV 6=
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déerit une courbe, il se trouve & chaque instant sur Vune de ces
directrices.

Les lieux géométriques liés & ces mouvements ont été spéeiale-
ment étudiés par 4. Mannheim®™®) et 4. Thevenet™). Les normales aux
surfaces ‘trajectoires de tous les points d'une droite g forment un
H,; les normales aux plans d'un faiscean forment un Py; les plans
tangents de tous les points d’une droite g enveloppent une dévelop-
pable F,, les points de contact des plans d'un faisceau une courbe ¢, etc.
Une droite g solidaire du corps engendre une congruence; on peut
chercher quelles sont, dans une position donnée du corps, les droites
qui engendrent une congruence de normales, c’est-a-dire dont les plans
focaux sont rectangulaives. D’aprés A. Ribaucour®S) ces droites for-
ment un complexe linéaire dont I'axe est la perpendiculaire commune
aux directrices de la congruence des normales.

Un cas important de mouvement & deux parameétres étudié par
A. Ribaucour®®) et G. Darbouw®*) est celui o la congruence des
normales se décompose en une gerbe (droites issues d'un point ) et
un systéme plan (droites tracées dans un plan @). Le point O est
un point du plan @; il décrit dans chacun des deux corps une surface,
& dans le corps T et & dans le corps X'; ces deux surfaces sont
tangentes entre elles en O, et @ est leur plan tangent commun en
ce point. De plus il existe du fait du mouvement une correspon-
dance ponctuelle entre les surfaces L2, £ en vertu de laquelle ces deux
surfaces sont applicables I'une sur l'autre®°).

Le mouvement peut se représenter par le roulement sans glisse-
ment de & sur L. Les normales aux surfaces trajectoires passent
par le point O et le point odt une surface F solidaire de X touche
son enveloppe F" solidaire de X’ est celui (ou ceux &'il y en a plu-
sieurs) dont la normale passe au point 0. G. Koenigs*®) a donné
pour ce mouvement un théoréme qui est Panalogue de celui de
Bobillier.

8i l'on songe que la théorie des surfaces revient & l'étude des
positions, dépendant de deux paramedtres, occupées par le triedre
formé par la normale 3 la surface et deux tangentes rectangulaires

289) Thase, Paris 1886, p. 81 et suiv. Voir aussi A. Schoenflies, Geometrie
der Bewegung®¥), p. 150 et suiv.; Géométrie du mouvement ), p. 154,

290) C. R. Acad. sc. Paris 70 (1870), p. 330.

201) Cf. A. T hévenet, These?), Paris 1886, p. 132/4; G. Darboux, Théorie
des surfaces®) 1, p, 69; id. 4, p. 111; ,(2° éd.) 1, Paris 1913, p, 106.

292) ,C. R. Acad. sc. Paris 136 (1903), p. 354."
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sur celle-ci, on concoit que les mouvements a4 deux paramtres jouent
un grand role en géométrie et c'est ce qu'ont justifié pleinement les
travaux de A. Ribaucour, de G. Darbouz et des géomedtres de leur
école. Mais ces questions se rattachent plutdt & la géométrie infini-
tésimale et sortent du cadre de cet article.”

Th. Schimemann®') s'est aussi oceupé du mouvement & trois para-
metres ou de liberté trois. Il y a autour de chaque position du corps
une infinité de maniéres de faire varier infiniment peu les parametres
de fagon que le mouvement infiniment petit correspondant soit une
rotation. Les axes de ces rotations forment les génératrices d’'un sys-
téme d'un hyperboloide H,. Silon considére un point quelconque du
corps duns une position particulitre M, en général, en vertu de la
variation des trois paramdtres, ce point décrit un petit volume élémen-
taire autour de M. Mais si le point est pris sur H, ses déplace-
ments élémentaires ont lien sur une surface**).

Dans I'étude des mouvements & plusieurs paramétres, G. Koenigs )
a introduit la notion de mowvements décomposables. Le mouvement a
» parametres entre deux corps X, X' est décomposable il existe un
troisigme corps X" dont le mouvement par rapport & X soit 4 n — &
perametres, tandis que par rapport & X’ il est & & paramdtres, ces
derniers étant indépendants des premiers. Du reste les mouvements
entre X et X" ou entre X' et X" peuvent aussi étre décomposables.
C'est ainsi que le mouvement & trois paramétres autour d’un point
fixe est décomposable en trois mouvements de rotation autour de trois
axes; le mouvement de glissement sur un plan, qui est & trois para-
métres est aussi décomposable soit en trois rotations autour d’axes
paralltles, soit en deux mouvements de translation continus et un
mouvement de rotation continu. De méme le mouvement d’un cylindre
de révolution sur lui-méme (mouvement de verrow), qui est a deux
parametres, est décomposable en deux mouvements hélicoidaux ou en
un mouvement de translation continu, et un mouvement de rotation
continu,

G. Koenigs®™) a étudié le cas des mouvements de Ribaucour
décomposables; on les obtient en faisant rouler sur une méme qua-
drique @ deux surfaces @, @’ réglées et applicables sur @ avec con-
servation des génératrices rectilignes, mais de telle sorte que les géné-
ratrices de @ correspondent aux génératrices d'un systéme de @ et
celles de @ aux génératrices de Vautre systdme.

293) On trouvera plus de détails sur ce sujet dans l'article IV 4, 61.
294) Introduction & une théorie nouvelle des mécanismes, Paris 1905,
p. 39; J. math. pures appl. (6) 7 (1911), p. 349.*

28. Mouvement dans le cas d'une liberté de degré 2 ou de degré supérieur. 3(03

L’étude des mouvements & plusieurs parametres fournit une belle
application de l'emploi d'un triedre 7' de référence mobile solidaire
du corps®). Si Yon représente par wy,u,, ..., u, les n paramdtres
(n < 6) qui fixent la position du corps, lorsque u; varie seul, avec une

. du, ‘
vitesse —dTi =1, le corps effectue un mouvement dont les coordonnées

du systéme tangent des rotations sont
Doy %r T B 0 &

quantités qui sont des fonctions bien définies des paramdtres w.

Avec ces notations, les projections Az, Ay, Az sur les axes du
triedre 7' du déplacement d’un point M du corps dont w, y, ¢ sont les
coordonnées, ont ces expressions:

Ar = 2 (& + @:2 — ry)du,,
=1

(19) By = ) (0, +ro—pedu,
i=1

i=n
Az= 2 &+ vy — g2)dy,.
i=1

Si, au contraire, M est lui-méme mobile par rapport au corps, ses
coordonnées z, y, & sont variables et Az, Ay, As s'augmentent de
dz, dy, dz.

On peut observer que, si #, ¥, # sont les coordonnés d'un point
fixe, non pas dans le corps, mais dans l'espace, Ax, Ay, Ag doivent
étre nuls, en sorte que le systéme d’équations aux différentielles totales

0=dx +2<€¢ + gz — ry)du,
i=1

(20) 0=dy +Z (; + 7w — p;) du;,
=1

(0= ds + 2 (& + p2 — a.0)du,
i=1

doit admettre pour z,y, z un systeme de solutions dépendant de
295) G. Darbouxr [Théorie des surfaces®, 1, Paris 1887, p. 47; ,(2°éd) 1,

Paris 1913, p. 65]*, 6. Koenigs [Cinématique ¥®), p. 232] et A. Thevenet [These.

Paris 1886, p. 82, 142], od le cas de liberté de degré 3 est aussi envisagé.
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trois constantes arbitraires, savoir les trois coordonnées du point fixe
par rapport aux axes fizxes. Ces équations sont, comme on dit, com-
plétement intégrables, en sorte que les conditions d'intégrabilité éta-
blissent certaines dépendances entre les &, 7, £ et les p, ¢, ». Ces con-
ditions sont les suivantes

9k o,
Ty u + 4,5 — @b+ —rm=0,
6!1]-
(21) Bu, +"j§i_r-'§j +.pi;j7pj§x‘= 0,
o .
ou, TP P+ 0k — 0,6 =05
op;  0p;
a,,;i 7w, + @7, —r4;,=0,
y 9g; _ 04
(22) éu: ~ 7 + oy, —pr;=0,
or; o, N
f] - ;}T: + 29— 4P, = 05,

avee 4, j=1,2, ..., n(n<6).
Réciproquement si Uon possede 6n fonctions
Po T 7o By o &
vérifiant les conditions précédentes, le systéme (20) admet un systeme
de solutions de la forme
r=0+ az,+ 'y, + "2,
y="b+p2+fy+ %,
g=ctyrt+yy+9e,
oi les @, b, ¢, &, B, p, &, §, ¢, &, ", p” sont fonctions des u; ces
équations constituent une transformation orthogonale, représentant un
mouvement dans lequel z, y, # sont les coordonnées d'un point par
rapport au triddre mobile T’ et x,, y;, 2, ses coordonnées par rapport
a un triedre fixe 7. Ce mouvement est parfaitement déterminé, sauf
la possibilité de substituer au triddre 7, tout autre triddre trirectangle
fixe comme lui®*).

297) Voir E. Combeseure, Ann. Ec. Norm. (1) 4 (1867), p. 108; M. Fouché
[C.R. Acad. sc. Paris 121 (1895), p. 763] a fondé la démonstration de ces dernidres
équations sur la considération d’ube rotation spéciale d'un triedre.

298) G. Darbouw, Théorie des surfaces®) 1, p. 665 ,(2°6d.) 1, Paris 1913, p. 88;
voir aussi (. Koenigs, Cinématique %), p, 227.%
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