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PREFACE

Le monde scientifique est de plus en plus imprégné de mathématiques, ou de
mathématique — le singulier, rare dans le langage courant, semblant néanmoins
préférable. C’est pourquoi cette discipline a pris une place de choix dans Pensei-
gnement : tout éléve, au cours de ses études, y est nécessairement confronté.
Mais, a la fois valorisée et redoutée, elle garde, au-deld des rudiments dispensés
au collége et au lycée, une aura de mystére : seuls quelques initiés ont le privile-
ge de faire des recherches en mathématiques, ou méme simplement d’avoir une
claire vision de ce qu’elles sont.

Deés sa premiére édition (1968-1974), I’Encyclopedia Universalis a voulu offrir au
public une vue d’ensemble des mathématiques contemporaines et de leur déve-
loppement historique. L’ambition de ce projet — les exigences propres a la
présentation de cette discipline s’ajoutant a celles qui sont inhérentes a toute entre-
prise encyclopédique — en rehausse la réussite.

Le présent ouvrage, qui rassemble Pessentiel des questions d’algébre, analyse, arith-
métique et théorie des nombres, géométrie, topologie, algébre topologique et géo-
métrie algébrique, offre un vaste panorama qui permet de saisir la démarche, les
acquis, les avancées des inventeurs de cette architecture abstraite qu’est la mathé-
matique. Un second volume réunira les interrogations sur les fondements, les
articles spécifiques historiques, ainsi que tout ce qui touche aux probabilités, aux
statistiques et & la plupart des applications.

« Architecture abstraite », disions-nous. En effet, a partir de quelques notions
premiéres, telles qu’« ensemble », « élément », « appartenance », et de quelques
axiomes, les structures mathématiques — dans le cadre desquelles tous calculs et
démonstrations se font — ne se déploientelles pas progressivement les unes a
partir des autres, des plus « simples » (ensemble ordonné, groupe, espace topo-
logique...) aux plus « subtiles » (espace disqué, espace localement annelé...)?
La, semble-t-il, réside la beauté mathématique, ou plutét la partie la plus abstraite
de cette beauté car, s’il est de belles théories, il est aussi de jolies formules
(eix = — 1) et la formule de Stirling, par exemple), de beaux calculs, de splendides
démonstrations et, bien slir, de maniére plus visible, des courbes dont ’harmonie
n’échappe a personne.

Bien entendu, la contemplation de cette beauté exige un minimum de compré-
hension, jusqu’ou il convient de hisser son esprit : songeons qu’en musique ou
dans le domaine sportif de sérieux entrainements sont nécessaires si I'on veut
trouver vraiment du plaisir 4 jouer d’un instrument ou a pratiquer un sport, a
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fortiori si 'on veut accéder aux concerts ou aux compétitions. Mais, au moins a
partir d’un certain niveau, cette activité, sérieuse certes, acquiert une dimension
ludique : les mathématiques, pour qui les aime, ouvrent aussi sur tout un espace
de jeux. De sorte que la résolution d’un joli probleme peut se révéler aussi dis-
trayante que, par exemple, une partie d’échecs ou de shogi (un jeu japonais proche
des échecs). Joie de chercher, joie de trouver, joie de la communion enfin avec
une beauté qui, pour abstraite qu’elle soit, n’en suscite pas moins de trés réels
plaisirs : qui est capable de faire ainsi des mathématiques est dans une situation
trés voisine de celle de Palpiniste.

Au lecteur, a la lectrice, qu’il ou qu’elle soit ou non mathématicien ou mathé-
maticienne, a tout lecteur tel que le définissait Paul Valéry — c’est-a-dire « de
bonne foi » autant que « de mauvaise volonté » — de relever le défi...

Mais la mathématique est aussi et d’abord un langage et, de ce point de vue,
intéresse linguistes et lexicographes. Chaque mot ou locution regoit une définition
précise et, & coté de termes spécifiquement mathématiques (morphisme, simplexe...),
d’adjectifs honorant un mathématicien (euclidien, culérien, népérien...) ou une
mathématicienne (noethérien...), figurent un assez grand nombre de substantifs
(anneau, clan, corps, distribution, fibre, groupe, lacet, spectre, tribu...) ou d’ad-
Jectifs (complet, conforme, séparé¢, simple...) empruntés a la langue courante mais
avec un sens mathématique précis, ou "aspect métaphorique est d’ailleurs parfois
présent (filtre, noyau, treillis...). De sorte que, au-dela de son aspect faussement
ésotérique, il y a parfois une certaine poésie, voire une poésic certaine — osons
aller jusque-la ! —, dans le langage mathématique. Avec une pointe d’humour, un
grand bol d’enthousiasme et une réserve inépuisable de persévérance, chevauchons
donc (sur un paraboloide hyperbolique, évidemment) a travers les univers mathé-
matiques pour y découvrir les corps algébriquement clos, les endomorphismes dia-
gonalisables, les espaces bornologiques, les fonctions holomorphes ou les produits
de convolution.

L’aventure mathématique, commencée sans doute depuis qu’Adam et Eve ont
pensé qu’ils étaient deux, n’a certes pas fini de nous passionner. Le présent volume
de Ia collection « Encyclopedia Universalis » nous rappelle — alors que le grand
théoréme de Fermat vient enfin, apres plus de trois siécles de travaux, d’étre
démontré — qu’il reste bien des questions simples non résolues, par exemple celle-
ci : existe-t-il une infinité de nombres premiers « jumeaux », ¢’est-a-dire de nombres
premiers consécutifs dont la différence est deux ?

L’Editeur
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Présenter les mathématiques contemporaines dans le contexte d’une encyclopédie
destinée au grand public cultivé pouvait paraitre une gageure. Le sujet, dont la
réputation d’inaccessibilité n’est plus & faire, paraissait devoir étre esquivé.
Néanmoins I'Encyclopedia Universalis n’a pas hésité, dans ce domaine comme
dans tous les autres, a garder le modéle qu’elle s’était donné : 'encyclopédie que
Diderot et d’Alembert ont élaborée pour I’époque des Lumiéres. Considérant
qu’il était du devoir des scientifiques de partager leur savoir avec ’ensemble du
monde cultivé, Diderot et d’Alembert ont découpé le savoir mathématique qui
leur était contemporain en autant de disciplines et de sous-disciplines, et ont alors
demandé a ses scientifiques de premier ordre de rédiger ces présentations a
caractére introductif.

C’est le méme pari qui a été a l'origine de la premiere conception du traitement
des mathématiques dés 1’édition de 1968 de I'Encyclopedia Universalis : traiter
des mathématiques dans leur forme contemporaine de maniére a en rendre acces-
sibles les concepts fondamentaux, les principaux courants, les résultats décisifs a
des lecteurs possédant une formation scientifique minimale. A ce défi, Pon doit
ce qui constitue la présentation la plus compléte, la plus approfondie de
Pétat actuel des mathématiques dans une entreprise encyclopédique de langue
frangaise. Une telle tentative n’aurait pu étre congue sans l'intervention décisive
de Jean Dieudonné. C’est a lui que nous devons I'élaboration en quelques mois
d'un découpage initial des mathématiques qui allait constituer la trame de 'en-
treprise pour la premicre édition. Il a par ailleurs participé activement, comme
auteur, a de nombreux articles clés avec le style exceptionnel qui le caractérisait
et qui a donné le ton a 'ensemble de I'ceuvre.

Les mathématiques sont en effet introduites ici de maniére historique, dans la
mesure ol la genése des concepts contemporains nous a paru constituer le meilleur
accés qui puisse y conduire. La présentation de la partie historique des mathé-
matiques se prolonge par 'exposé de ces théories sous leur forme moderne. Le
XIxe siecle constitue un moment charniére dans I’évolution des mathématiques,
et leur présentation s’articule autour de ce constat. Ainsi, Ialgébre se réduit
d’abord & la théorie des équations, et c’est au Xixe siécle que vont naitre toutes
les nouvelles structures. L’article de synthése sur 1’algebre renvoie aux différentes
entrées du dictionnaire. L’évolution des conceptions de la géométrie est évoquée
dans la grande fresque du pére Russo. Elle débouche, de maniére naturelle, d’une
part, sur la géométrie différentielle, d’autre part, sur 1’étude des courbes algé-
briques, point de départ de la géométrie algébrique, qui a son tour rencontre la
théorie des nombres.
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Fidele a son impératif d’actualité, U Encyclopedia Universalis a voulu par la suite
refléter la transformation qu’avaient subie les mathématiques, tout comme ’en-
semble des domaines de la pensée scientifique. La période de 1968 représentait
I'apogée du structuralisme et du formalisme, qui s’exprimaient en mathématiques
par la prédominance absolue du bourbakisme, lequel marginalisait certaines branches
de la discipline. Les décennies ultérieures devaient voir cet impérialisme s’effri-
ter, et d’autres domaines des mathématiques, comme les mathématiques appli-
quées jusqu’alors absentes, retrouver leur droit de cité. L’édition de 1984 tient
compte de cette mutation, grace a une modification portant sur prés de 30 p. 100
des textes.

Des quelque deux cent cinquante articles ou notices publiés dans le Corpus de
IEncyclopedia Universalis ainsi que dans les différents volumes annuels ou thé-
matiques, ce Dictionnaire reprend uniquement les articles qui présentent les grands
problémes dégagés au xixe siécle et suivent leurs transformations jusqu’a I’époque
contemporaine. Le lecteur pourra s’y familiariser avec les nouveaux objets mathé-
matiques dont 'apparition devait constituer les mathématiques modernes. Il y
trouvera une présentation contemporaine des théories classiques. Un autre ensemble
d’articles, traitant des questions épistémologiques historiques ou d’aspects plus
contemporains fera I'objet d'un recueil ultérieur.

Bien que d’origine ancienne, certaines applications des mathématiques, comme
I'analyse numérique, figureront dans ce second volume. Quant au calcul des
probabilités, dont la naissance date du xvie siécle, sa présentation axiomatique
contemporaine, due 4 Kolmogorov, date de 1933. C’est la raison pour laquelle
nous en avons réservé, ainsi qu’a la logique mathématique, I'exposé dans ce
volume ultérieur.

Ce Dictionnaire des mathématiques se veut ainsi le reflet du foisonnement et de
I'enchevétrement des diverses disciplines mathématiques. Comme le soulignait
souvent Jean Dieudonné, c’est cette « interdisciplinarité » interne qui fait la force
et 'originalité des mathématiques contemporaines. Les articles de ’Encyclopedia
Universalis ont tenté de rendre compte du caractére constamment ouvert de cette
démarche.

Jean-Luc VERLEY



COMMENT UTILISER L'INDEX

Placé en fin de volume, c’est I'Index qui donne sa valeur proprement encyclopédique
a ce dictionnaire. C’est par lui que toute recherche ou, plus généralement, toute
consultation devraient commencer. Nous avons adopté pour sa constitution un
certain nombre de conventions qui nous sont propres. Le lecteur les trouvera
définies ci-aprés, exemples a I'appui, sous la forme d’un tableau.

¢ BARYCENTRE 63

¢ HILBERT xspace pE 5%
ALGEBRE 22
ERGODIQUE (THEORIE) 332
GROUPES - Représentation linéaire
des groupes 559
HARMONIQUE (ANALYSE) 587, 592
NORMEES (ALGEBRES) 726

GAUSS CcARL FRIEDRICH (1777-1855) B

ALGEBRE 14, 17

COMPLEXES (NOMBRES) [/6
DIOPHANTIENNES (APPROXIMATIONS) 255
DIOPHANTIENNES (EQUATIONS) 263, 267
DIVISIBILITE 290

e SUITES )
CALCUL INFINITESIMAL - Calcul & une
variable 7/ )
CONVEXITE - Fonctions convexes /46
DISTRIBUTIONS 276
FONCTIONS {REPRESENTATION ET
APPROXIMATION DES) 364, 373 385

ENTREE précédée d’une puce et suivie d’un numéro
de page : signifie que cette entrée est le titre d'un
article du dictionnaire, commencant a la page
indiquée

ce méme type d’entrée peut étre suivi de références

|

ENTREE simple suivie de références

LIMITE {NOTION DE)

NAPIER jouN » NEPER JoHN

CALCUL SYMBOLIQUE
= SYMBOLIQUE caLcuL

ALEMBERT THEOREME DE D’
» ALGEBRE THEOREME
FONDAMENTAL DE L’

REFERENCE 4 un article long : titre d’article
et numéro de page localisant la partie de texte
pertinente au sein de 'article

REFERENCE 3 un article court : titre de Iarticle

RENVOIS d’un terme a un autre

pour des raisons relevant de l'orthographe ou du
systéme de transcription

pour des raisons de choix alphabétique

pour des ratsons d'ordre sémantique






AFFINE AppLicATION

S oit E et F deux espaces vectoriels sur
un corps commutatif K et A et B des
espaces affines attachés a E et F. On dit
qu'une application « de A dans B est une
application linéaire affine (ou application
affine) si, quelle que soit la famille finie
d’éléments (M;, A;), pour 1 < i < k, ot k
est quelconque, de A X K, possédant un
barycentre G, u(G) est le barycentre des
éléments (u(M,), A,) de B X K.

On démontre les résultats suivants :

1. Tl existe une application linéaire f et
une seule de E dans F telle que, pour tout
M et tout N dans A et pour M’ = u(M) et
N =u(N) :

FOMN) = u(Myu(N) ;

f s’appelle 'application linéaire associée
au

2. La composée v O u de deux appli-
cations affines « et v est une application
affine et I’application linéaire associée a
v Ouestg Of(oufetg désignent les
applications linéaires associées a u et v).

3. Les applications linéaires affines
bijectives d’un espace affine A dans lui-

AFFINES EspACE & RePERE

méme forment un groupe, appelé groupe
affine de A et noté GA(A). Une applica-
tion affine ¥ de A dans A est bijective si et
seulement si son application linéaire asso-
ciée f'est aussi bijective. Ainsi I’application
qui a u fait correspondre f est un mor-
phisme du groupe affine GA(A) dans le
groupe linéaire GL(E).

4. Soit A et B deux espaces affines de
dimensions finies (dim A = ¢). Pour défi-
nir une application affine de A dans B, il
suffit de se donner (g + 1) points affine-
ment indépendants dans A et leurs images
dans B.

JACQUES MEYER

AFFINES ESPACE & REPERE

ans la conception intuitive de

I’espace usuel, il n’y a pas d’origine
privilégiée ; c’est une fois qu’une origine
est choisie que cet espace devient un
espace vectoriel. La structure d’espace
affine formalise cette situation a partir de
la notion de translation associée a un
vecteur d’extrémités données, défini
comme bipoint. Plus précisément, la struc-
ture affine se définit comme suit.

Espace affine. Soit E un espace vectoriel
sur un corps commutatif K. Un ensemble
A est dit espace attaché a I’espace E s’il est
muni d’une application de A X E dans A,
notée (M, x )— M —+ x, telle que le groupe
additif de E opére simplement transitive-
ment sur A, Le. telleque a (M, x) EA X E
correspond un point N de A et un seul, tel
que N = M + x: et a un couple quelcon-
que de points (M, N) de A X A, que I'’on
désigne sous le nom de bipoint, corres-
pond dans E un vecteur x (appelé opéra-

11
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teur de translation de A) et un seul, tel que
N = M 4 x. Ce vecteur x se note MN.
Deux bipoints AB et CD sont dits équi-
pollents si AB = CD.

Soit O un point quelconque de A. Le
couple (A, O) s’appelle espace affine muni
de l'origine O. L’application de A dans E,
définie par M — x = W—: est une
bijection qui permet d’identifier 'espace A
muni de Porigine O a I’espace vectoriel E.

Réciproquement, par Papplication qui
a tout couple de vecteurs (x, y) de E associe
le vecteur x + y, 'ensemble E devient un
espace affine attaché a ’espace vectoriel E.
Le vecteur nul de E s’appelle origine
canonique de ’espace affine E.

Si I’espace E est de dimension finie, on
pose dim (A) = dim (E).

Variété linéaire affine. Un sous-
ensemble A’ C A est appelé variété linéaire
affine (ou variété linéaire) de I'espace
affine A si, pour toute famille finie de
points de A’, tout barycentre de ces points
appartient a A’. Une condition nécessaire
et suffisante pour qu’une partie non vide A’
de A soit une variété linéaire affine est que,
en prenant un point O quelconque dans A,
P’ensemble des vecteurs m ouME A,
soit un sous-espace vectoriel E” de I'espace
vectoriel E auquel est attaché A. Le
sous-espace E’ ne dépend d’ailleurs pas du
choix de O dans A’. D’autre part, on peut
montrer que la variété linéaire A’ est un
espace affine attaché a E’ (qui est appelé
direction de A’). Si E’ est de dimension
finie, on pose : dim (A") = dim (E’). Etant
donné un sous-ensemble B de A, on
appelle variété linéaire affine engendrée
par B la plus petite variété linéaire conte-
nant B ; on montre que c’est I'intersection
de toutes les variétés contenant B. D’autre
part, la variété linéaire affine engendrée
par (k 4 1) points de A notés (a;), pour
1 € 1 € kK + 1, est 'ensemble des
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barycentres des «. Par définition, les
(k + 1) points a; sont dits affinement
indépendant (ou forment une famille affi-
nement libre) si la dimension de la variété
linéaire qu’ils engendrent est égale a k ; si
cette dimension est inférieure a k&, ils sont
dits affinement liés.

Repére affine. On appelle repére affine
d’un espace affine A attaché a un espace
vectoriel E de dimension # la donnée d’un
point O de A et d’une base B de E. Le
point O est Porigine du repeére et les
coordonnées d’un point M sont les com-
posantes de OM sur la base %. Ainsi, si :

B = (e),
pour 1 i netsi:

—

OM = X:€;,

i=1
les coordonnées de M sont les x;.
Géométrie affine. La géométrie affine
est ’é¢tude des espaces affines et des
variétés linéaires affines ainsi que des
invariants par le groupe affine.

JACQUES MEYER

ALGEBRE

2 algeébre au sens moderne, a savoir
I’étude des structures algébriques
indépendamment de leurs réalisations
concretes, ne s'est dégagée que trés pro-
gressivement au cours du Xxix¢ siécle, en
liaison avec le mouvement général d’axio-
matisation de ensemble des mathémati-
ques et la préoccupation croissante des
mathématiciens de « substituer les idées au
calcul » ; jusqu’alors, le propos essentiel de
Palgébre avait été la résolution, par des



formules explicites, des équations algébri-
ques. Les tentatives infructueuses pour
résoudre les équations générales de degré
supérieur ou égal a cing, ainsi que les
probléemes de la théorie des nombres,
conduisirent alors les mathématiciens a
introduire des étres mathématiques de
nature nouvelle qui présentaient entre eux
des analogies étroites dans leur maniement
et par suite a ressentir le besoin de dégager
ce qui pouvait &tre commun a toutes ces
situations. Ils furent ainsi amenés a penser
que la « nature » des objets mathématiques
étudiés est au fond secondaire, et le
mathématicien anglais George Boole pou-
vait déclarer en 1847 : « La mathématique
traite les opérations considérées en elles-
mémes, indépendamment des matieres
diverses auxquelles clles peuvent étre appli-
quées. »

Tout au long du x1x¢ siecle va se
développer ce processus d’axiomatisation
de ["algébre qui aboutit aux structures
actuelles. Si, dés 1850, les mathématiciens
anglais ont dégagé avec une parfaite net-
teté la notion de loi de composition et
I’appliquent a des situations variées (vec-
teurs, matrices, algébre de la logique), il
faudra attendre 1910 pour trouver dans la
vaste synthése de Steinitz I’exposé abstrait
qui marque le début de P'algébre moderne
proprement dite.

L’étude des groupes domine tout
d’abord les préoccupations de cette épo-
que ; introduite par Cauchy et surtout mise
en évidence par Galois qui en a montré
Pimportance dans la théorie des équations,
cette notion va jouer un role essentiel dans
presque tous les domaines des mathéma-
tiques, en physique et en mécanique quan-
tique. Les travaux des mathématiciens
allemands sur les nombres algébriques
seront a lorigine de I’étude des corps
et des anneaux commutatifs et ces

ALGEBRE

notions apparaitront comme les outils
essentiels pour étudier les courbes et sur-
faces algébriques, conduisant a la géomé-
trie algébrique abstraite ; ainsi s’introduit
le langage géométrique en algébre com-
mutative. L’algebre linéaire prend une
grande importance lorsqu’aprés une axio-
matisation convenable les mathématiciens
s’aper¢oivent du caractére linéaire de nom-
breuses situations et de I'importance du
processus de linéarisation. Et comme « la
mathématique est un organisme dont la
force vitale a pour condition I'indissoluble
union de ses parties » (Hilbert, Conclusion
de la conférence de 1900), l'algébre a
rejoint avec succes I’analyse par la consi-
dération simultanée, sur un méme ensem-
ble, de structures algébriques et topologi-
ques (constituant ainsi la branche des
mathématiques appelée algebre topo-
logique).

s

1. La théorie des groupes

La structure de groupe

La structure de groupe est une des struc-
tures algébriques les plus simples et, sans
conteste, la plus importante des mathéma-
tiques modernes. Son universalité ne
s’arréte pas la : le psychologue Piaget a mis
en ¢évidence le rdle essentiel joué par cette
notion dans les mécanismes mémes de la
pensée, et H. Poincaré a pu dire que la
notion de groupe préexiste dans notre
esprit car la géométrie ne se concevrait pas
sans elle. Cependant, il a fallu presque un
si¢cle pour que se dégage sous forme
abstraite cette notion.

Axiomatiquement, un groupe est un
ensemble muni d’une loi de composition

13
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interne (x, y)+— xx) associative [C’est-a-
dire (xxy)xz = xx(y«2)] telle qu’il existe un
élément privilégié e, appelé élément neu-
tre, tel que xxe = exx = x et telle que tout
¢lément ait un inverse (c’est-a-dire pour
tout x il existe un élément y tel que
xxy = yxx = ¢). Un tel groupe est dit
abélien, ou commutatif, si xx) = yxx.

Les ensembles usuels de nombres
(entiers relatifs, nombres rationnels, nom-
bres complexes) sont des groupes abéliens
pour l'addition ; les ensembles des nom-
bres rationnels non nuls, ou réels non nuls,
sont des groupes abéliens pour la multi-
plication. Un important exemple de
groupe non commutatif est celui des trans-
formations de notre espace usuel a trois
dimensions qui conservent la distance de
deux points (ce sont les déplacements).
Elles constituent un groupe non abélien si
on convient que le produit S « T de deux
transformations S et T est la transforma-
tion obtenue en effectuant successivement
la transformation T puis la transforma-
tion S.

Les groupes finis

Le premier exemple de groupe formé
d’éléments de nature assez différente de
celle des nombres est fourni par les travaux
de Gauss sur les formes quadratiques
ax? 4 bxy + cy?, o a, b, ¢ sont des entiers
relatifs premiers entre eux. Deux telles
formes étant dites équivalentes si I'on
passe de I'une a I’autre par un changement
de variable X’ = px 4+ gy et ¥’ = rx - sp,
oup, g, r, s sont des entiers relatifs tels que
ps — qr = 1, Gauss définit sur 'ensemble
des classes de formes, de discriminant
D == b’ — 4 ac donné, une loi de compo-
sition qui en fait un groupe abélien fini.
Dans ses Disquisitiones arithmeticae de
1801, Gauss rencontre également d’autres
groupes finis tels que le groupe additif des
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entiers modulo un entier m ou le groupe
multiplicatif des racines m-iémes de 'unité
dans le corps des nombres complexes, mais
la notion de groupe n’apparait pas formu-
lée avec netteté avant Cauchy. En 1830,
dans ses travaux sur la résolubilité des
équations algébriques, Galois raméne
I'étude d’une telle équation a celle du
groupe (fini) de permutations de ses raci-
nes; a ce propos, l'auteur introduit les
notions fondamentales de sous-groupe dis-
tingué et de suite normale. Les groupes
finis, et plus précisément les groupes de
permutations, vont étre 1’objet presque
exclusif de la théorie des groupes pendant
de nombreuses années ; les résultats les
plus profonds obtenus dans ce domaine au
XIx® siecle sont ceux de Jordan (Traité des
substitutions et des équations algébriques,
Paris, 1870) et de Sylow sur la structure des
groupes finis. Beaucoup plus récemment,
en liaison avec des préoccupations d’arith-
métique et de géométrie algébrique, la
théorie des groupes finis a connu un
nouvel essor; les découvertes les plus
spectaculaires de ces dernieres années sont
surtout relatives aux caractéres et aux
représentations linéaires de ces groupes :
travaux de Brauer, Chevalley, Feit-
Thomson, Novikov (cf. GROUPES FINIS et
représentation linéaire des GROUPES).

Groupes et géométrie

C’est & Jordan que remonte la premiére
étude de groupes contenant une infinité
d’éléments, notion qui allait prendre une
importance considérable durant la deu-
xiéme moitié du xix® siecle. En liaison avec
le renouveau des études géométriques et
les préoccupations axiomatiques de cette
époque, la notion de groupe de transfor-
mation va prendre un essor considérable
avec I'étude systématique des invariants
d’un tel groupe, i.e. I’étude des propriétés



qui ne sont pas modifiées par les transfor-
mations du groupe. Ainsi, dans notre
espace usuel a trois dimensions, les angles
et les distances ne sont pas changés par un
déplacement, les angles et les rapports de
longueurs restent invariants par une simi-
litude, la notion de parallélisme ou la
nature d’une conique sont invariantes par
une transformation linéaire réguliére des
coordonnées. C’est F. Klein, dans son
célebre « programme d’Erlangen », de
1872, qui dégagera un principe général,
que nous énoncerons sous une forme
volontairement vague et intuitive : la
donnée d’un espace et d’un groupe de
transformations opérant sur cet espace
définit une « géométrie », qui est I'étude
des propriétés qui restent invariantes
lorsqu’on applique les transformations du
groupe. Ainsi, la géométrie métrique (resp.
affine, resp. projective) est I'étude des
propriétés invariantes par le groupe ortho-
gonal (resp. affine, resp. projectif) et cette
theéorie constitue un langage commun qui
englobe a la fois les géométries euclidien-
nes et non euclidiennes construites a cette
époque (cf. GROUPES CLASSIQUES, GEOME-
TRIE) ; la théorie de la relativité allait attirer
Pattention sur la géométrie construite a
partir du groupe de Lorentz, qui joue un
role essentiel dans les théories quantiques.

Les travaux de Klein allaient également
mettre en évidence la notion des groupes
isomorphes : en 1877, Klein découvre que
le groupe de permutation des racines de
I’équation du cinquieme degré est substan-
tiellement identique au groupe des trans-
formations du polyedre régulier appelé
icosaédre ; bien que techniquement cette
notion de groupes isomorphes ait été
utilisée par Galois et méme Gauss dans des
cas particuliers, elle n’apparait sous forme
générale qu’a cette époque. En fait, ce n’est
que beaucoup plus récemment que la

ALGEBRE

notion d’isomorphisme a pris toute sa
valeur, avec les développements de P'axio-
matique mettant en évidence le fait que
toute structure porte en elle une notion
d’isomorphisme. Cette « identification »
des groupes isomorphes allait conduire ala
théorie de la représentation linéaire des
groupes, qui est la recherche et I'étude de
groupes de matrices isomorphes (ou, a
défaut, homomorphes) a un groupe donné.

Les travaux précédents sur la géométrie
avaient mis en évidence 'importance des
« groupes continus » ; sous l’action de
S. Lie et de ses éléves, puis de E. Cartan,
cette notion allait étre le germe d’une des
théories les plus centrales des mathémati-
ques contemporaines : la théorie des grou-
pes de Lie (cf. GROUPES - Groupes de Lie),
tandis que 'exemple des groupes classi-
ques conduisait a la théorie des groupes
algébriques qui admet d’importantes appli-
cations en géométrie algébrique et en
théorie moderne des nombres.

2. les origines
de I'algébre commutative

Corps et anneaux
L’étude des corps et des anneaux trouve
son origine dans les travaux de I’école
allemande du XIx® siecle, principalement
ceux de Kummer, Kronecker, Dedekind et
Hilbert. Au départ, les motivations sont ici
essentiellement la théorie des équations
puis la théorie arithmétique des nombres
algébriques, qui découle de recherches
relatives au théoreme de Fermat; plus
tardivement, et jusqu’a ’époque contem-
poraine, la géométrie algébrique a été
également une source d’idées essentielles.
La notion d’anneau dégage sous forme
abstraite les analogies constatées par exem-
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ple dans le maniement des nombres entiers
relatifs et des polynomes : un anneau est un
ensemble muni de deux lois de composi-
tion internes :

xy)—x +y et (xy)—xp,

appelées addition et multiplication respec-
tivement, telles que la premiére soit une loi
de groupe abélien et que la seconde soit
associative (i.e. (xy)z = x(yz)) ; on impose
de plus les conditions suivantes de distri-
butivité entre les deux lois :

x(+z)y=xy+xzet(y+zkx=yx+zx,

pour X, y, = quelconques dans I’anneau. 11
est commode de supposer I'existence d'un
¢élément unité pour la multiplication. Lors-
que, comme dans le cas des nombres
rationnels par exemple, I'ensemble des
¢éléments distincts de I’élément neutre pour
la premiere loi (noté 0) est un groupe pour
ta seconde loi, on dit que 'anneau est un
corps. Ici on considérera seulement le cas
ou la multiplication est commutative, en
renvoyant a la fin du chapitre 3 le cas non
commutatif.

La théorie des corps

Les premiers exemples de corps non tri-
viaux ont été introduits par la théorie des
équations. Les travaux de Gauss avaient
familiaris¢ les mathématiciens avec le
maniement des nombres complexes et
Abel, puis Galois, dégagent I’idée
d’adjonction : ils considérent les corps
engendrés par les racines ou les coefficients
(indéterminés) d’une équation mais, en
fait, si ces auteurs définissent avec préci-
sion I'appartenance d'une quantité a un tel
corps, ils ne considerent pas explicitement
I’ensemble ainsi constitué. Il faut attendre
Dedekind (qui introduit le mot corps) pour
une étude systématique de certains corps
d'un type assez général, les corps de
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nombres algébriques ; ce sont des corps
Q(0) obtenus de la fagon suivante : si 0 est
un nombre complexe racine d’une équa-
tion f(x) =0 de degré n, a coeflicients
entiers, irréductible sur le corps Q des
nombres rationnels, on appelle Q(0)
I’ensemble, qui est un corps, des nombres
complexes @y + a0 + ... + ¢, 0" ! ou
les @; sont des nombres rationnels quel-
conques.

Tous les corps de nombres algébriques
sont des sous-corps du corps des nombres
complexes ; reprenant une idée de Cauchy
qui définissait les nombres complexes
comme classes résiduelles de polyndémes a
coefficients réels modulo le polynome
x? 4-1, Kronecker donne, en 1882, les
premiers exemples de corps (non triviaux)
définis abstraitement en montrant que,
avec les notations ci-dessus, le corps Q(6)
est isomorphe au corps des classes rési-
duelles de polynomes a coefficients ration-
nels modulo le polynome f(x). Vers la
méme époque, Dedekind et Weber font
rentrer dans la théorie des corps le calcul
des congruences modulo un nombre pre-
mier (mettant ainsi en évidence les pre-
miers corps finis, déja étudiés par Galois)
et donnent une premiére esquisse d’une
théorie axiomatique des corps.

A la fin du x1x° siécle, les exemples de
corps définis abstraitement vont se multi-
plier. Il faut citer surtout les corps de
nombres p-adiques, introduits par Hensel
et dont I'importance dans de nombreuses
branches des mathématiques est considé-
rable, et les corps de séries formelles,
introduits par Véronese en liaison avec des
préoccupations de géométrie algébrique.
Tous ces exemples allaient conduire Stei-
nitz, en 1910, a développer systématique-
ment la théorie des corps et de leurs
extensions sous la forme qu’elle possede
actuellement.



La théorie des idéaux

A Porigine de la théorie des anneaux, on
trouve essentiellement des recherches de
théorie des nombres. En 1831, Gauss avait
été amené, a propos de ses célebres recher-
ches sur les résidus biquadratiques, a
étudier des propriétés de divisibilité dans
I'anneau Z[/] des « entiers de Gauss » de la
forme a 4+ bi, a et b entiers relatifs et
2= —1; il avait constaté une parfaite
analogie avec les propriétés correspondan-
tes de I'anneau Z des entiers rationnels, ce
qui s’explique, dans le langage moderne,
par le fait que ces deux anneaux sont
principaux. Les travaux de Kummer sur le
grand théoréeme de Fermat allaient faire
apparaitre des anneaux pour lesquels la
situation est souvent trés différente; il
s’agit des anneaux cyclotomiques ainsi
définis : p étant un nombre premier et
étant une racine primitive p-iéme de
I'unité, on appelle Z[(] I'ensemble, qui
forme un anneau, des combinaisons linéai-
res a coefficients entiers de puissances de
¢. Comme on le sait, le théoréme de
Fermat affirme que la relation :

xP+yP=zP

est impossible pour x, y, - entiers non nuls
et p entier supérieur ou égal a trois ; en fait,
on voit facilement qu’on peut se borner a
établir cette impossibilité pour p premier
> 3. 11 est probable que la « démonstra-
tion » de Fermat utilisait implicitement le
fait, erroné dans le cas général, que,
comme dans I'anneau Z, tout élément de
I’anneau Z [C] s’écrit de maniére unique (a
un élément inversible dans 'anneau pres)
comme produit d’éléments premiers. En
1845, apres huit ans d’efforts, Kummer
en introduisant ses « nombres idéaux »
(qu’on appelle maintenant des diviseurs)
élucide compictement le probléme de la
division dans les anneaux cyclotomiques et
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démontre le théoréme de Fermat dans de
trés nombreux cas.

L’idée de Kummer est en gros la
suivante : soit x un ¢élément de I'anneau
Z [£] qui admet deux décompositions dif-
férentes, soit, pour simplifier :

X =X1X; €t X =X3Xx,

ou les éléments x|, X, X3, X4 sont tous
premiers ; on suppose de plus que ces deux
décompositions ne différent pas seulement
par un élément inversible. Kummer
démontre qu’on peut représenter les élé-
ments non nuls de l'anneau considéré
comme objets d’un nouvel ensemble muni
d’'une multiplication et dans lequel la
décomposition en facteurs premiers est
cette fois définie de maniére unique. Ainsi,
pour tout élément x £ 0 de Z ][], son
image (x), sera décomposable de maniére
unique en facteurs premiers « idéaux »,
mais ces facteurs premiers ne sont pas
nécessairement les images de certains élé-
ments de l'anneau Z [{]; de méme, un
¢lément premier de 'anneau Z [{] n’a pas
nécessairement pour image un « nombre
idéal » premier. L’existence de deux
décompositions  distinctes
ci-dessus pour x s’explique ainsi : il existe
des « nombres idéaux » p|, py, p3, pa tels
que :

rencontrées

x2) =psps
(x3) = pip3,

x1) =pipa
*x4) =pabs

et les deux décompositions de x s’écrivent :
() =Ppip2-P3Ps =P1P3-P2Ps

qui différent seulement par I'ordre des
facteurs.

La notion d’idéal d’un anneau, sous
groupe additif qui est stable par multipli-
cation par un élément quelconque de
I'anneau, a été introduite, en liaison avec
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les travaux de Kummer, par Dedekind
dans le cas des anneaux d’entiers algébri-
ques (cf. infra). Dedekind montra que les
« nombres idéaux » peuvent étre représen-
tés par les idéaux de ’anneau, donnant
ainsi un exemple de loi de composition
entre ensembles d’¢léments. En général,
un idéal n’est pas inversible pour la loi de
composition ainsi définie ; par symétrisa-
tion de cette loi, on introduit les idéaux
fractionnaires qui sont importants en théo-
rie des nombres et en géométrie algébri-
que.

Les anneaux auxquels on peut généra-
liser la théorie de Kummer ont été étudiés
systématiquement a I’époque contempo-
raine, conduisant a la notion générale
d’anneau de Dedekind. Un outil essentiel
est ici la notion de valuation d’un corps
introduite sous forme générale par Krull
en 1931 mais déja utilisée antérieurement
dans des cas particuliers, par Ostrowski
notamment ; les idéaux premiers d’un
anneau de Dedekind sont en correspon-
dance biunivoque avec les classes de valua-
tions ¢équivalentes du corps des fractions
de cet anneau.

Eléments entiers

L’étude arithmétique systématique des
corps de nombres algébriques n’était pos-
sible qu’en introduisant une notion d’élé-
ment entier jouant, pour un tel corps, le
meéme role que les entiers usuels pour le
corps des nombres rationnels. Les progrés
dans ce domaine furent réalisés a peu pres
simultanément et indépendamment par
Kronecker et Dedekind pendant la
seconde moiti¢ du xix® siecle. La notion
d’entier algébrique est due a Dedekind : un
nombre complexe est un entier algébrique
s’il est racine d’un polyndéme a coefficients
entiers rationnels dont le coefficient du
terme dominant est égal a 1 ; les entiers
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algébriques d’un corps K de nombres
algébriques forment un anneau, que Dede-
kind appelle un ordre (le mot anneau est
de Hilbert). Dans un théoréme célébre et
profond, Dirichlet décrit complétement le
groupe multiplicatif des éléments inversi-
bles de ’anneau des entiers d’un corps de
nombres algébriques et ce résultat a
d’importantes applications arithmétiques,
notamment dans 1’étude des représenta-
tions des nombres entiers par des formes
quadratiques.

Plus généralement, si A est un anneau
contenu dans un corps K, on peut définir
les éléments du corps qui sont entiers sur
A ;un tel anneau A est dit « intégralement
clos » s’il est égal a’ensemble des éléments
de son corps des fractions qui sont entiers
sur lui. Ces anneaux ont pris une grande
importance en géométrie algébrique
contemporaine depuis que Zariski et ses
éleves ont mis en évidence Iintérét des
variétés algébriques dites normales, qui
posseédent la propriété qu’en chacun de
leurs points I’anneau des fonctions ration-
nelles définies en ce point est intégralement
clos.

Géométrie algébrique

et algébre commutative

Il n'est pas question méme d’esquisser ici
Ihistoire de la géométrie algébrique, qui
était au départ I’étude des courbes algé-
briques, et qui, sous sa forme actuelle, la
théorie des schémas, due au mathémati-
cien frangais A. Grothendieck, est devenue
une des branches les plus abstraites et les
plus vivantes des mathématiques contem-
poraines ; nous essayerons seulement de
montrer, de maniére d’ailleurs bien incom-
pléte, comment les premiers besoins de
cette science ont conduit a 'introduction et
a I’étude axiomatique de nouveaux types
d’anneaux.



A lorigine, le propos de la géométrie
algébrique était essentiellement I’étude des
courbes dans le plan projectif complexe et
la théorie des « fonctions algébriques »,
développée par Weierstrass et Riemann a
partir des travaux d’Abel et Jacobi, utilisait
presque uniquement des méthodes trans-
cendantes. Avec Riemann et Dedekind, le
centre d’intérét se porte sur ’anneau des
fonctions rationnelles partout définies
(sauf a I'infini) ; les mathématiciens décou-
vrent alors que les propriétés géométriques
de la courbe se reflétent dans cet anneau et
que I'é¢tude de ces anneaux et I’étude
géométrique vont de pair.

Hilbert, dans ses travaux sur les anneaux
de polyndmes a plusieurs variables, dégage
le fait important que tous les idéaux de ces
anneaux sont engendrés par un nombre fini
d’¢léments. Ces conditions de finitude
allaient prendre un grande importance
avec les travaux de la mathématicienne
allemande E. Noether qui, vers 1920, étu-
die systématiquement ces anneaux (appelés
actuellement anneaux noethériens). La
géométrie algébrique s’étant progressive-
ment débarrassée, pendant la premiére
moitié du xx° siécle, de toute hypothése sur
le corps de base et la nature des singulari-
tés, on peut dire, depuis 1940 environ, que
tout résultat relatif aux anneaux noethé-
riens a une interprétation « géométrique »
dans ce cadre. Dans cet ordre d’idée,
signalons par exemple un résultat impor-
tant : bien que la théorie de Kummer ne soit
pas valable pour I'anneau des polynémes a
n variables sur un corps K, on peut cepen-
dant associer a tout idéal de cet anneau un
ensemble bien déterminé d’idéaux pre-
miers et ceux de ces idéaux premiers qui
sont minimaux correspondent aux compo-
santes irréductibles de Vensemble défini
dans K’ par I'annulation des polynémes de
I'idéal. Par ailleurs, on peut ici encore
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donner des théorémes de « décomposi-
tion» des idéaux en introduisant des
notions nouvelles qui dépasseraient le
cadre de cet article (« décomposition pri-
maire » ; cf. ANNEAUX COMMUTATIFS).
Signalons pour terminer que la notion de
dimension, directement issue de la géomé-
trie algébrique, a été convenablement axio-
matisée pour des anneaux commutatifs trés
généraux et est étudiée de maniére abstraite
dans ces anneaux.

Anneaux locaux et localisation

L’anneau Z,,, des nombres rationnels dont
le dénominateur n’est pas divisible par un
nombre premier p, ou 'anneau des germes
de fonctions holomorphes dans un voisi-
nage de l'origine du plan complexe, pos-
sedent une propriété commune : il existe
un idéal de cet anneau qui est distinct de
Panneau et qui contient tous les autres
idéaux distincts de I'anneau (dans le pre-
mier cas, c’est I'ensemble des nombres
rationnels dont le numérateur est divisible
par p sans que le dénominateur le soit et,
dans le second cas, I’ensemble des germes
des fonctions considérées qui s’annulent a
Porigine). De maniére générale, on appelle
anneau local tout anneau possédant cette
propriété, et on étudie ces anneaux sous
forme abstraite ; I'intérét de cette notion
est qu'elle inclut en particulier tous les
anneaux de germes de fonctions (ration-
nelles, différentiables ou analytiques) que
I’on rencontre dans la théorie des variétés
algébriques, différentiables ou analytiques.
En liaison avec la notion de valuation dont
une des applications a déja été signalée
ci-dessus, un autre exemple important
d’anneau local est constitué par les
anneaux de valuation : un sous-anneau A
d’un corps K, qui est distinct de K, est
appelé un anneau de valuation de K si,
pour tout x == 0 qui n’appartient pas a A,

19



ALGEBRE

son inverse x appartient a A ; ces anneaux
correspondent a 'ensemble des éléments
de K ou une valuation de K prend des
valeurs supérieures a 1.

Reprenons I'exemple de I'anneau Z,,
ci-dessus pour expliquer dans un cas parti-
culier la méthode générale de localisation.
Considérons une équation diophantienne :

P&y, . x,) =0,

ou P est un polynome a coefficients entiers
rationnels. Pour trouver les solutions entie-
res de cette équation, on peut d’abord cher-
cher les solutions qui appartiennent au
corps des quotients Q de ’anneau Z, puis,
dans une seconde étape, les solutions
rationnelles dont le dénominateur n’est pas
divisible par un nombre premier p, i. e. les
solutions qui appartiennent a 'anneau Z,,
appelé I'anneau local de Z qui correspond
au nombre premier p. Bien entendu, si
I’équation considérée a une solution dans
Z, cette solution appartiendra a tous les
anneaux locaux Z,. Dans le cas d’un
anneau général A, on peut de méme résou-
dre le probléme posé dans les anneaux
locaux correspondant aux idéaux premiers
de I'anneau. La résolubilité de I’équation
dans chacun des anneaux locaux (localisa-
tion) est une condition nécessaire d’exis-
tence d’une solution dans l'anneau A.
[’¢étude de la suffisance de ces conditions
(en nombre infini dans le cas général)
s’appelle la globalisation ; signalons tout de
suite qu’en général la globalisation n’est pas
possible sous la forme indiquée ci-dessus.

3. L'algebre linéaire et les origines
de l'algébre non commutative

Structures linéaires

L’étude des équations et systémes d’équa-
tions du premier degré était reléguée au
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début du x1x° siécle dans I’enseignement
élémentaire et négligée des mathémati-
ciens, lorsqu’une axiomatisation convena-
ble montra la puissance des notions nou-
velles ainsi mises en évidence. Sous sa
forme actuelle, I'algébre linéaire est une
remarquable synthése conduisant & un
vocabulaire et a des résultats qui s’appli-
quent presque universellement dans tous
les domaines des mathématiques et de la
physique contemporaine, tandis que le
processus de « linéarisation » apparait
comme essentiel dans de nombreuses bran-
ches des mathématiques pures et appli-
quées. La notion fondamentale est ici celle
d’espace vectoriel ; elle généralise les pro-
priétés de I’ensemble des vecteurs de notre
espace a trois dimensions. Un espace
vectoriel E sur un corps K est un ensemble
d’éléments, appelés « vecteurs », muni
d’une loi de groupe abélien notée additi-
vement et d’une loi externe qui a tout
couple (a, x) d’un élément @ du corps K et
d’un vecteur x de E fait correspondre un
vecteur a.x de E de telle sorte que I’on ait :
a.(b.x) = (ab).x, pour a, b dans K et x dans E;

1x = x, pour tout x de E (1 est 'élément neutre
de K pour la multiplication) ;

@+ b).x=ax + bx, pour a,b dans K et x
dans E;

E.(x +y) =ax + by, pour a dans K et x, y dans

Les applications d’un tel espace vecto-
riel E dans un autre qui respectent la
structure d’espace vectoriel, i.e. telles que :

fE+y)=f&) +f0)f@.x)=afkx),

pour a dans K et x, y dans E, sont dites
linéaires.

Une algébre E sur un corps K est un
K-espace vectoriel E muni d’'un «pro-
duit » qui est une loi E X E — E linéaire
par rapport a chaque facteur (on dit
bilinéaire). Si cette loi est associative,



et admet un élément unité, on a une
structure d’anneau.

Par exemple, les nombres complexes
forment une algébre sur le corps des
nombres réels.

Espaces de dimension finie

La représentation géométrique des nom-
bres complexes introduite par Argand
I’avait amené implicitement a définir
I’addition des vecteurs du plan ; plus géné-
ralement, la nécessité d’un calcul de nature
« géométrique », ou « intrinséque » (i.e.
indépendant du choix du systéme d’axes de
coordonnées), allait conduire Grassmann,
Mobius et Hamilton a dégager durant la
premiére moitité du xix® siécle, les régles
du calcul vectoriel et, presque simultané-
ment, a généraliser les propriétés de
I’espace «usuel » a deux ou trois dimen-
sions en introduisant des espaces de
dimension supérieure. Ces derniers appa-
raissent tout d’abord comme un langage
géométrique commode pour interpréter
des résultats algébriques valables sans
modification pour un nombre quelconque
de variables et susceptibles d’une interpré-
tation géométrique dans le cas de deux ou
trois variables. Grassmann définit, de
maniére déja presque axiomatique, les
espaces 4 n dimensions, 'addition des
vecteurs, I'indépendance d’un systeme de
vecteurs, ¢tudie la dimension des sous-
espaces vectoriels, sans recours aux coor-
données, et construit 1’algébre extérieure
d’un espace vectoriel. Dans ce cadre allait
s’insérer tout naturellement 1’étude géné-
rale des systémes d’équations linéaires : la
notion de rang d’un tel systéme est dégagée
par Frobenius et les résultats généraux
sont obtenus par Kronecker ; en liaison
avec ces préoccupations, Kronecker et
Weierstrass donneront une définition axio-
matique des déterminants, déja connus
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depuis le xvin© siecle et que Grassmann
avait rattachés a son calcul extérieur. Les
concepts généraux d’algebre linéaire et
multilinéaire relatifs aux espaces vectoriels
de dimension finie sont précisés rapide-
ment et on assiste successivement a I’éla-
boration du calcul matriciel par Cayley et
a lintroduction du produit tensoriel par
Kronecker ; cependant tous les travaux des
mathématiciens de cette époque restent
truffés d’hallucinants calculs ou les déter-
minants jouent un roOle essentiel et le
caractére intrinséque des éléments qui
interviennent est souvent peu visible.

En liaison avec le renouveau de la
géométrie, la notion de dualité se dégage
peu a peu pour les espaces vectoriels,
mettant en évidence la notion de variables
« cogrédientes » ou « contragrédientes »,
c’est-a-dire variant dans un espace vecto-
riel ou dans I’espace vectoriel dual. L’étude
des coniques et des quadriques, ainsi que
de nombreuses recherches arithmétiques
avaient mis en vedette les formes quadra-
tiques a 2, 3 puis # variables et les formes
bilinéaires qui leur sont associées; la
théorie des invariants, créée par Cayley,
Hermite et Sylvester, introduit systémati-
quement des formes multilinéaires a plu-
sieurs séries de variables cogrédientes et
contragrédientes, ce qui, aux notations
prés, revient a définir des tenseurs. En
liaison avec la géométrie différentielle, ces
travaux allaient conduire, au début du
xx¢ siecle, Ricci et Levi-Civita a construire
le calcul tensoriel et Poincaré et E. Cartan
le calcul différentiel extérieur, issu direc-
tement de la multiplication extérieure de
Grassmann.

Axiomatisation

de l'algébre linéaire

Dés 1888, Peano avait donné une défini-
tion axiomatique des espaces vectoriels
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généraux (sur le corps des nombres réels)
et des applications linéaires dans ces espa-
ces, mais c’est I"analyse qui fournit les plus
importants exemples d’espaces vectoriels
de dimension infinie et conduisit a saisir
toute la portée de l'algeébre linéaire. A
propos de recherches sur les équations
différentielles et surtout les équations aux
dérivées partielles, Hilbert introduit, a
I'aube du xx° siecle, le célebre espace de
Schmidt et utilise systématiquement des
techniques linéaires pour ¢tudier les opé-
rateurs dans cet espace (cf. espace de
HILBERT) et ¢’est Toeplitz, éleve de Hilbert,
qui donne fa définition d’un espace vecto-
riel sur un corps quelconque et étend a ces
espaces de nombreux résultats d’algebre
linéaire en constatant qu’ils sont indépen-
dants de la théorie des déterminants et
subsistent sans supposer que I’espace est
de dimension finie. Quelques années plus
tard, Banach allait étudier systématique-
ment les opérateurs linéaires et la dualité
dans les espaces vectoriels de fonctions
(cf. §4), tandis qu’Artin, E. Noether et
Krull allaient mettre en évidence le carac-
tere presque entiérement linéaire de Palge-
bre moderne.

A T'époque contemporaine, on s’est
apercu de I'intérét qu'il y avait a généra-
liser la notion d’espace vectoriel en rem-
plagant le corps de base par un anneau (pas
nécessairement commutatif), définissant
ainsi la notion de module (dans le cas non
commutatif, il faut distinguer des modules
a droite et a gauche). L’étude des modules
sous forme abstraite s’est épanouie sous
I'influence de S. MacLane, H. Cartan et
S. Eilenberg pour aboutir a une branche
nouvelle de I'algébre, I'algebre homologi-
que, issue directement des problémes
posés par la topologie algébrique, et dont
le but principal est I’étude des questions ou
interviennent des relations de dépendance
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linéaire entre éléments d’un module.
L’algebre homologique est non seulement
devenue l'outil essentiel de la topologie
algébrique mais est venue féconder de
nombreux autres secteurs des mathémati-
ques contemporaines ; sous la forme axio-
matique que lui ont donnée H. Cartan et
Eilenberg, cette science est également a
l’origine de la théorie des catégories abé-
liennes.

Algébres non commutatives

Les débuts de I'algebre non commutative
apparaissent étroitement liés a I'¢labora-
tion de 'algebre linéaire. Lorsque Hamil-
ton considéra un nombre complexe ¢ + bi
comme un couple ordonné (¢, b) de nom-
bres réels, les opérations d’addition et de
multiplication entre de tels couples étant
celles qui sont déduites du calcul usuel sur
les nombres complexes, il chercha en
définissant une multiplication convenable,
a etendre les propriétés du corps des
nombres complexes a des «ternes» ou
« quaternes », c’est-a-dire a des systemes
de trois ou quatre nombres réels. pour
construire une algebre jouant pour les
rotations de l'espace a trois dimensions le
méme rdle que les nombres complexes
pour les rotations planes de centre O. C’est
ainsi qu'il construisit, vers 1845, les qua-
ternions, premier exemple de corps dont Ia
multiplication n'est pas commutative.
C’est en essayant de généraliser sa décou-
verte, en introduisant par exemple les
biquaternions, que Hamilton fut amené a
dégager le fait quon peut définir une
structure d’algeébre sur un espace vectoriel
de dimension finie en donnant la « table de
multiplication » des éléments d'une base.
Les matrices allaient donner de nombreux
autres exemples d’algébres non commuta-
tives, mais ce n’est quen 1870 que
B. Pierce donne une définition axiomati-



que et introduit les notions fondamentales
relatives aux algebres de dimension finie ;
d’autre part, les travaux de Lie (et de son
école) a propos des algebres qui portent
son nom allaient dégager la notion fonda-
mentale de radical et E. Cartan allait
mettre en évidence le role essentiel joué
par les algebres semi-simples. Une autre
application trés importante de l’algébre
non commutative est la représentation
linéaire des groupes et algebres, dévelop-
pée de 1896 a 1910 par Frobenius, Burn-
side et Schur.

4. Algébre topologique

La continuité des opérations algébriques
est d’usage courant dans I'analyse classi-
que ; depuis le debut du xix°® siecle, en
liaison avec 'introduction des nouveaux
étres mathématiques considérés plus haut,
les mathématiciens allaient rencontrer
dans de nombreux problémes de nature
variée des ensembles munis d’une notion
de convergence et de lois de composition
« continues pour cette notion de conver-
gence ». Ce mariage fréquent de 1’algébre
et de la topologie a conduit a étudier
axiomatiquement ces situations, introdui-
sant ainsi de nouvelles structures trés utiles
et tres riches, qui jouent un role essentiel
dans de nombreuses théories mathémati-
ques contemporaines ; a titre d’exemple,
on peut signaler les espaces vectoriels
topologiques et les groupes topologiques.

Espaces vectoriels normés

et espaces vectoriels topologiques

Un espace vectoriel normé sur le corps K
des nombres réels ou des nombres com-
plexes est un espace vectoriel E sur lequel
est définie une fonction x — || x|}, & valeurs
réelles positives, possédant les propriétés
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suivantes, qui généralisent celle de la
longueur d’un vecteur dans les espaces de
dimension finie :

a) | x| =0 si et seulement si x =0

b) |x <+ y|<| x|+ ||y ] pour x, y quel-
conques dans E ;

¢) [a.x|=|al|x], pour a dans K et x
dans E. (|«| est ici la valeur absolue ou le
module du nombre réel ou complexe a).

La considération d’espaces « fonction-
nels » (c’est-a-dire d’espaces vectoriels
dont les éléments sont des fonctions)
munis d'une norme convenable est deve-
nue un des outils essentiel de I'analyse
contemporaine.

La théorie des espaces vectoriels nor-
més s’est constituée de 1900 a 1930
approximativement et ici encore 'espace
de Hilbert a joué un réle historique consi-
dérable. Hilbert, au début du xx¢ siécle, fut
amené a introduire deux notions de
convergence différentes sur P'espace des
suites (x,) de nombres réels tels que la

;o kd . ’ .
SCrie E X; soit convergente et étudie
n

la continuité de nombreuses applications
linéaires. Quelques années plus tard, vers
1907-1908, Schmidt, Fréchet et Riesz
généralisent le langage de la géométrie des
espaces de dimension finie a I’espace de
Hilbert et introduisent la norme dans ce
cas particulier ; la notion d’espace vecto-
riel normé général apparait alors vers 1920
dans les travaux de Hahn et de Banach.

Un des aspects essentiels des problemes
sur les espaces vectoriels normés est la
théorie de la dualité topologique qui
occupe déja une place centrale dans les
travaux de F. Riesz sur les espaces de
fonctions intégrables. A partir de 1927,
Hahn et Banach abordent de maniére
générale le probléme de la dualité en
montrant qu'on peut munir le dual d’un
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espace normé d'une structure d’espace
normé (complet) ; itérant cette construc-
tion, Hahn pourra poser de maniere géné-
rale le probléme des espaces réflexifs, 7. e.
qui sont isomorphes a leur bidual topolo-
gique. Vers 1932, la théorie des espaces
normés est a peu pres achevée avec le livre
de Banach, Théorie des opérations linéaires.
Une notion telle que la convergence
simple d’une suite de fonctions dans un
espace fonctionnel n’est pas associée a une
norme, et il était nécessaire de considérer
sur des espaces vectoriels des notions de
convergence plus générales que celles défi-
nies par des normes, situation étudiée pour
la premiére fois par Fréchet. Mais, sans
hypothése restrictive, la théorie générale
était trop pauvre ; la notion essentielle qui
allait permettre a la théorie de s’épanouir
est la convexité, étudiée par Banach et ses
¢éléves, conduisant von Neumann en 1935 a
définir les espaces localement convexes.
Des branches essentielles des mathémati-
ques contemporaines, la théorie des distri-
butions par exemple, utilisent de maniére
constante la théorie de ces espaces.

Groupes topologiques

La nécessité d’étudier des groupes « conti-
nus » plus généraux que les groupes de
Lie conduisit Schreier en 1927 a définir
des groupes dits topologiques, tels que la
multiplication et le passage a I'inverse
soient des opérations continues. Ceux de
ces groupes qui, comme les groupes de Lie,
sont localement compacts possédent des
propriétés remarquables dont I'étude cons-
titue une branche nouvelle de I'analyse,
I'analyse harmonique généralisée. En
1933, Haar démontra le théoréme suivant,
qui est le point de départ de toute la
théorie : il existe sur un tel groupe une
mesure qui est invariante par multiplica-
tion a gauche par les éléments du groupe.
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A partir de ce résultat, le mathématicien
soviétique Pontriaguine construisit sa
théorie des caractéres pour les groupes
commutatifs localement compacts, dont
un des aspects les plus spectaculaires est
sans doute le théoreme de dualité.
Essayons d’expliquer ce résultat en quel-
ques mots @ un caractere d’un groupe
topologique G est un homomorphisme
continu de G dans le groupe multiplicatif
des nombres complexes de module 1 ; il est
clair que I'ensemble des caractéres forme
un groupe commutatif X et on montre que
si G est commutatif localement compact,
le groupe X peut étre muni de maniére
naturelle d’une structure de groupe topo-
logique localement compact. Le théoréme
de dualité s’exprime alors par le fait que le
groupe G est isomorphe, algébriquement
et topologiquement, au groupe des carac-
téres du groupe X.

Issue directement de la théorie des
espaces de Banach, la belle théorie des
algébres normées (algebres de Banach),
développée a partir de 1940 par le mathé-
maticien soviétique Gelfand et ses éleves,
allait éclairer d’un jour nouveau la dualité
de Pontriaguine et permettre d’obtenir
d’importants résultats sur la représenta-
tion linéaire des groupes localement com-
pacts généraux (et en particulier des grou-
pes de Lie).

JEAN-LUC VERLEY
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ANNEAUX COMMUTATIFS

D ans tout ce qui suit, on se bornera a
considérer des anneaux commutatifs
unitaires, ¢’est-a-dire possédant un élément
unité pour la multiplication, noté 1. Les
définitions sont celles de I'article suivant,
ANNEAUX ET ALGEBRES.

De nombreux cas  particuliers
d’anneaux commutatifs unitaires ont été
étudiés au xix¢ siecle, principalement
a propos de recherches de théorie des
nombres et de géométrie algébrique. Intro-
duits a I'origine pour étudier la divisibilité
dans de tels anneaux, les idéaux, cas
particuliers de modules, se sont révélés
essentiels dans de nombreuses questions.
En fait, la classification des différents

| anneau intégralement clos}
t

AN

anneau anneau
factoriel de Dedekind

x_A
anneau principal

anneau }

Lo
noetherien |
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types d’anneaux s’effectue suivant la struc-
ture de leurs idéaux.
L’arithmétique  des
principaux est analogue a 'arithmétique
des nombres entiers ou des polynémes ;
plus généralement, on peut étudier de

anneaux  dits

maniere satisfaisante 'arithmétique des
anneaux de Dedekind : ici, les propriétés
de divisibilité, déroutantes a priori, s’expri-
ment harmonieusement dans le cadre de
la théorie des idéaux. Une autre généra-
lisation possible des anneaux principaux,
qui englobe d’ailleurs la précédente, est
liée a des conditions de finitude : tout idéal
d’un anneau principal est formé des
multiples d’un élément; plus générale-
ment, on peut considérer les anneaux dans
lesquels tout idéal est formé des combi-
naisons linéaires (a coefficients dans
I’anneau) d’un nombre fini d’éléments, et
ces anneaux, appelés noethériens, possé-
dent une remarquable propriété de stabi-
lité, découverte par Hilbert, a savoir que
I’anneau des polyndmes sur un anneau
noethérien est lui-méme noethérien. Pour
terminer, mentionnons ici la classe impor-
tante des anneaux locaux, qui possédent
un unique idéal maximal : cela signifie qu’il
existe un idéal propre contenant tous les
autres idéaux propres de I'anneau; ces
anneaux jouent un grand réle dans la
théorie des variétés algébriques, différen-
tiables ou analytiques, car les anneaux de
germes de fonctions sont de ce type.
L’étude des anneaux locaux est trés liée a
des considérations topologiques; nous
renvoyons a ce propos aux articles algebre
TOPOLOGIQUE et théorie des NOMBRES
- Nombres p-adiques.

Le tableau ci-dessus précise les rapports
entre ces différents anneaux, chaque fléche
exprimant qu’une propriété en entraine
une autre.
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1. Notions fondamentales

Divisibilité

La présence dans un anneau de diviseurs
de zéro, c’est-a-dire d’éléments « et b, tous
deux non nuls, dont le produit est nul, rend
illusoire toute théorie satisfaisante de la
divisibilité. Les anneaux commutatifs sans
diviseurs de zéro sont appelés des anneaux
intégres ou anneaux dintégrité. Nous
allons, dans ce qui suit, préciser quelques
propriétés de la divisibilité dans un tel
anneau d’intégrité A. Dans toutes ces
questions de divisibilité, seul intervient le
fait que 'ensemble A* des éléments non
nuls de 'anneau A est muni d’une loi de
composition interne (x, y) +— xy (la mul-
tiplication) associative, commutative, avec
un élément unité ; un ensemble muni d’une
loi possédant ces propriétés est appelé un
monoide. Nous énoncerons les définitions
générales relatives a la divisibilité dans le
cadre d’un monoide A* quelconque, ce qui
sera utile dans la troisiéme partie.

On dit qu’un élément b de A* divise un
¢lément a de A*, ou encore que @ est
divisible par b s’il existe un élément ¢ tel que
a==bc. 1l est clair que cette notion de
divisibilité généralise la notion usuelle de
divisibilit¢ dans le monoide Z* des entiers
relatifs non nuls et posséde des propriétés
analogues : par exemple, si ¢ divise b et si
b divise a, alors ¢ divise a.

Dans toutes les questions de divisibilité,
un role essentiel est joué par les unités, qui
sont les éléments inversibles (ou encore,
avec la terminologie ci-dessus, les éléments
qui divisent I’élément unité 1) ; si A* estle
monoide des éléments non nuls d’un
anneau d’intégrité A, ces éléments sont
aussi appelés les unités de ’anneau : par



exemple, dans l'anneau Z des entiers
relatifs, les seules unités sont les nombres
+ 1 et —1 et, dans 'anneau des polynd-
mes a coefficients dans un corps K, ce sont
les polynémes constants non nuls. Dans
tous les cas, on vérifie facilement que les
unités forment un groupe multiplicatif ;
pour un anneau A, la structure de ce
groupe est une importante caractéristique
arithmétique de A. Deux éléments « et b,
qui different seulement par un élément
inversible, c’est-a-dire tels que ¢ = ub, u
inversible, possédent des propriétés de
divisibilité trés analogues et sont dits
associés. Pour terminer ces définitions,
indiquons qu’un élément ¢ de A* est dit
premier, ou irréductible, s'il n’est pas inver-
sible et si pour toute décomposition
a = bc; b, ¢ éléments de A*, I'un des deux
facteurs b ou ¢ est inversible. Un des
problemes fondamentaux de la divisibilité
dans A* est I'étude de la décomposition
éventuelle de tout élément comme produit
d’éléments premiers.

Corps des fractions

d’un anneau d'intégrité

La construction du corps Q des nombres
rationnels a partir de Panneau Z des
entiers relatifs se généralise sans difficulté
a un anneau d’intégrité quelconque. Plus
précisément, on a le résultat suivant : « Si
A est un anneau d’intégrité, il existe un
corps K contenant A comme sous-anneau
et dont tous les éléments sont de la forme
xy 1, x, y éléments de A. De plus, un tel
corps K est unique a un isomorphisme
laissant A fixe pres. »

Pour faire comprendre la démonstra-
tion, analysons ce qu’est un nombre ration-
nel. Un nombre rationnel v est « défini »
par une fraction p/q, o p et ¢ sont des
entiers relatifs, mais deux fractions p/q et
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p'lq’, distinctes, possédant des numéra-
teurs et des dénominateurs distincts, peu-
vent définir le méme nombre rationnel si
pq = p'q. De plus, si p/q et p’/q’ sont des
fractions définissant des nombres ration-
nels u et v, les fractions (pg’'+p’q)/qq et
pr'{qq définissent les nombres rationnels
u—+v et uv. La démonstration générale est
calquée sur la construction ci-dessus ;
donnons-en I'esquisse.

Nous allons d’abord définir la notion de
« fraction ». Pour cela, désignons par A*
I'ensemble des éléments non nuls de A et
considérons ’ensemble A X A* des cou-
ples (x, y), y = 0; un tel élément (x, y)
s’appelle une « fraction » de numérateur x
et de dénominateur y. Nous allons main-
tenant identifier des fractions (x, ) et
(x’, ») telles que xy" = X'y, c’est-a-dire

considérer sur lensemble A X A* la
relation  d’équivalence ainsi  définie.
L’ensemble des classes d’équivalence

forme un ensemble que nous désignerons
par K. On vérifie alors facilement que, st
on définit la somme et le produit de deux
« fractions » par les formules :

®»)+ & y)=0y" +xy,)
(xxy)(x,:y,) = (xx’!yyl)’

on obtient sur K, par passage au quotient,
deux opérations qui en font un corps ; cela
signifie que, si v et &’ sont des éléments de
K représentés par des « fractions » (x, y)
et (x, ¥"), alors par définition, u—+u" et uu’
sont les éléments de K représentés
par les «fractions» (x,y)+ (¥, ) et
(x,¥) (X',)) et que u 4 u' et uu' ainsi
définis dont indépendants du choix des
« fractions » représentant u et v.

Le plongement de A dans K s’effectue
maintenant en identifiant tout élément de
Aalélément de K défini par la « fraction »
(a, 1), dont le numérateur est égal a ¢ et le
dénominateur a 1. Remarquons que, si on
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identifie deux €léments « et b de A a leur
image dans K, I’élément de K représenté
par la « fraction » (a, b) est bien le quotient
(dans K) de a par b.

Le corps K que nous venons de cons-
truire s’appelle le corps des fractions de
I'anneau A.

Idéaux

Rappelons qu’un idéal d’un anneau A est
un sous-groupe additif qui est stable par
multiplication par un élément quelconque
de A, qu’il possede certaines propriétés.
Nous nous contenterons de montrer com-
ment on peut étendre aux idéaux le langage
arithmétique usuel relatif aux nombres
entiers.

Les idéaux du type le plus simple sont
obtenus ainsi : si @ est un ¢élément d'un
anneau A, I'ensemble des multiples de a,
c’est-a-dire ’ensemble des éléments de la
forme xa pour x parcourant A, est un idéal
de A, noté (a), et appelé l'idéal principal
engendré par a. Un tel idéal est propre
¢’est-a-dire non réduit a 0 et différent de A
tout entier si, et seulement si, @ est non nul
et non inversible. On verra, dans la deu-
xieéme partie, que tout idéal de I'anneau Z
des entiers relatifs est de ce type. Remar-
quons au passage que, dans un anneau
d’intégrité, deux éléments ¢ et b non nuls
engendrent le méme idéal principal si et
seulement s’ils sont associ€s, ¢’est-a-dire si
b = ua, u inversible dans l'anneau : en
effet, si (a) = (b), il existe des éléments u
et v tels que b=uwa, a=vh, dou
vua =a; st a %0, on a donc vu =1
puisqu’il n'y a pas de diviseurs de zéro
dans I’anneau et ainsi u est inversible. Plus
généralement, si «,, ..., a, sont des élé-
ments de A, ensemble, noté (a,, ..., a,) des
¢léments de la forme xa, + ... 4+ x4,
pour x, ..., x, parcourant A indépendam-
ment I'un et Pautre est un idéal; la
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quatriéme partie est consacrée a I’étude
des anneaux dans lesquels tout idéal est de
ce type.

Etant donné deux idéaux a et b, leur
intersection aMb est encore un ideéal.
Généralisons aux idéaux la notion de
produit : a et b étant deux idéaux, I’ensem-
ble des sommes finies a,b, + ... + a,b,,
ou les ¢, et les b, sont des éléments de a et
b respectivement, est encore un idéal,
appelé produit des idéaux a et b et noté ab.
Le produit ainsi défini est commutatif,
associatif et admet un €lément unité qui est
lanneau tout entier A = (1) (parfois
appelé, pour cette raison, idéal unité). Si A
est un anneau d’intégrité, le produit de
deux idéaux non nuls (c’est-a-dire diffé-
rents de {0}) est non nul et par suite
I’ensemble M(A) des idéaux non nuls est
un monoide pour cette loi de composition ;
le monoide M(A) jouera un rdle trés
important dans fa troisieme partie. Remar-
quons que si a= (a) et b= (b) sont
principaux, alors on a ab = (ab) et par
suite I'application a+— (@) est un homo-
morphisme du monoide A* dans le
monoide M(A) ('image d’un produit est le
produit des images, et I’élément unité a
pour image I'élément unité).

Deux éléments « et b de A sont dits
congrus modulo un idéal a, et on note :

a=>5b (mod. a)

si la différence @ — b appartient a a ; dans
le cas ou a = (c¢) est principal, on retrouve
la notion usuelle de congruence modulo c.
Considérons 1’ensemble quotient, noté
A/a, de A par cette relation (c’est mani-
festement une relation d’équivalence). Si
a et b sont les classes de a et b respecti-
vement, on vérifie que a-+bH et
ab sont indépendants des représentants
a et b choisis et que les deux lois de
composition ainsi définies font de A/a



un anneau commutatif unitaire appelé
anneau quotient de A par 'idéal a. Dans
le cas ou A est I'anneau Z des entiers
relatifs et a I'ensemble (#) des multiples
d’un entier n, cet anneau n’est autre que
I’anneau des classes résiduelles d’entiers
modulo #.

Un idéal p = A est dit premier sl ne
contient le produit ¢b de deux éléments de
A que lorsqu’il contient au moins 'un
d’entre eux ; dans ’anneau Z des entiers,
cette condition caractérise les idéaux prin-
cipaux (p) engendrés par un nombre pre-
mier p. On voit facilement qu'un idéal est
premier si, et seulement si, ’anneau quo-
tient est sans diviseurs de zéro ; ainsi, un
exemple important d’idéaux premiers est
constitué¢ par les idéaux maximaux p
(idéaux qui ne sont contenus dans aucun
autre idéal propre) caractérisés par le fait
que A/p est un corps. Généralisons main-
tenant aux idéaux quelconques les proprié-
tés des idéaux principaux de Z engendres
par les puissances des nombres premiers :
un idéal q est dit primaire siab € getu & q
entrainent qu’une puissance de b appar-
tient a q, il résulte des définitions que si q
est primaire, son radical, qui est I'ensemble
des éléments dont une puissance appar-
tient a q, est premier. Nous verrons, dans
la quatrieme partie, I'importance des
idéaux primaires.

Eléments entiers

Soit A un anneau d’intégrité contenu
dans un corps K. On dit qu'un élément de
K est entier sur A s’il est racine d’un
polyndéme ;

xt4+ax" V4 . +a,

a coefficients dans A et dont le coefficient
dominant est égal a 1. Il est clair que tout

élément de A est entier sur A puisqu’il est
racine du polyndme x — a ; on peut mon-
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trer que 'ensemble des éléments de K qui
sont entiers sur A forme un anneau (qui
contient donc A) appelé la fermeture
intégrale de A dans K. Un cas particulié-
rement important est celui oun K est le
corps des fractions de A (cf. supra) ; si les
seuls éléments du corps des fractions de A
qui sont entiers sur A sont les éléments de
A, on dit que I'anneau A est intégralement
clos. Ces anneaux jouent un role essentiel
dans de nombreuses questions, en théorie
des nombres et en géométrie algébrique
notamment.

2. l'arithmétique élémentaire
et les anneaux principaux

Un anneau principal est un anneau d’inté-
grité dans lequel tout idéal est principal,
c’est-a-dire formé des multiples d’'un méme
¢lément, appelé générateur de Tidéal.
L’¢étude de la divisibilité dans un tel anneau
est analogue a la théorie arithmétique
¢lémentaire des nombres entiers, qui en
constitue d’ailleurs un cas particulier.
L’¢tude de la divisibilité dans Panneau
K[X] des polyndmes a une variable sur un
corps K rentre aussi dans ce cadre.

Exemples

a) Montrons que Vanneau Z des entiers
relatifs est principal. La démonstration
repose sur la propriété suivante de divisi-
bilité dans cet anneau : étant donné deux
entiers rationnels a et b, b > 0, il existe un
couple et un seul d’entiers rationnels ¢ et
r tels que :

a=bg+r, 0gr<h;

les nombres g et r s’appellent respective-
ment le quotient et le reste de la division
de a par b. Soit donc maintenant a un idéal
de Z. Sia= {0}, on a a =(0); sinon a
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contient des éléments strictement positifs
puisque avec tout élément « il contient son
opposé —a = (— 1) a. Soit b le plus petit
élément strictement positif de a ; montrons
que tout élément a de a est un multiple de
b. En effet, I’existence de la division dans Z
permet d’écrire a =bg + 1,0 < r < b;
or le multiple bg de b appartient a a, donc
aussi r=a—bg : la définition de &
entraine r = 0.

b) Un autre exemple important
d’anneau principal est ’anneau K[X] des
polyndmes a coefficients dans un corps
commutatif K. La démonstration repose
ici encore sur l'existence dans cet anneau
d’une division « euclidienne » : si A et B
sont des polynémes, il existe un couple et
un seul de polyndmes Q et R tels que
A = BQ + R, le degré de R étant stric-
tement inférieur au degré de B. On montre
alors, par une démonstration analogue a ce
qui précéde, qu’un idéal a 7= (0) de K[X]
est formé des multiples de tout polynéome
B non nul de a dont le degré est le plus petit
possible (cf. POLYNOMES).

o A propos de recherches sur les
formes quadratiques, Gauss a utilisé le fait
que I'anneau des nombres complexes de la
forme a + bi, a, b € Z (appelés entiers de
Gauss), possede une arithmétique compa-
rable a celle des entiers ordinaires. Ce fait
s’explique, avec la terminologie ci-dessus,
par le fait que cet anneau est principal.

Plus grand commun diviseur
et plus petit commun multiple
Dans ce qui suit, nous nous limiterons,
pour simplifier les notations, au cas de
deux éléments, mais il est clair que tous les
résultats s’étendent sans difficulté au cas
d’un nombre fini d’éléments.

Soient x, y deux éléments d’'un anneau
principal A et counsidérons Uidéal (x, ¥)
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constitué par les éléments de la forme
ax + by, a, b € A. Puisque A est princi-
pal, cet idéal est engendré par un ¢lément
d, déterminé a cela prés qu’on peut le
remplacer par ud, ou u est un élément
inversible quelconque de l'anneau. On
appelle plus grand commun diviseur (en
abrégé P.G.C.D.) de x et y tout élément d
tel que (x, y) = (d).

Puisque d € (d), on voit en particulier
qu’il existe a, b € A tels que :

(*) d =ax + by

(ce résultat constitue le théoréme de
Bezout). Justifions la terminologie adoptée
en montrant qu'un élément z de A divise
simultanément x et y si et seulement §’il
divise d : puisque (d) contient x et y, ces
nombres sont des multiples de d et, par
suite, tout diviseur de d divise x et 3 ;
réciproquement, si z divise x et y, écrivons
X = zx', y == zy/, et portons dans (*); on
obtient d = z(ax’ + by’), ce qui prouve
que z divise d. Dans le cas de I'anneau Z
des entiers rationnels, d est déterminé au
signe prés puisque les seuls éléments inver-
sibles sont ici + 1 et — 1 ; on peut donc
prendre d > 0 et on retrouve la notion
élémentaire de P.G.C.D. enseignée dans
les classes primaires.

Deux éléments x et y de A sont dits
premiiers entre eux s'ils admettent 1 pour
P.G.C.D., c’est-a-dire si leurs seuls divi-
seurs communs sont les unités de I’anneau.
D’aprés le théoréme de Bezout indiqué
ci-dessus, x et y sont premiers entre eux si
et seulement s’il existe des éléments a,
b € A tels que ax + by = 1 (la condition
suffisante résulte du fait que, si cette
relation est satisfaite, tout diviseur com-
mun a x et y divise 1). Ce résultat entraine
facilement le théoréme de Gauss (ou lemme
d’Euclide), qui s’énonce : « Soit x et y des



¢léments non nuls d’un anneau principal A
et d un diviseur du produit xy ; si d et x sont
premiers entre eux, alors d divise y. » En
effet, puisque d et x sont premiers entre
eux, il existe u, v € A tels que :

ud +vx =1
d’ou aprés multiplication par y,
y = yud + vxy

puisque d divise xy et yud, il divise aussi y.

Soit encore x et y des éléments d’un
anneau principal A. Les multiples de x
et de y sont les éléments de (x) et ()
respectivement et par suite les multiples
communs & x et y sont les ¢léments de
I'idéal (x) N (y). Puisque 'anneau A est
principal, cet idéal est formé des multi-
ples d'un élément défini a un facteur
inversible prés : on appelle plus petit
commun multiple (en abrégé P.P.C.M.)
de x et y tout élément m de A tel
que (x) N (y) = (m); avec cette défini-
tion, tout multiple de x et y est un multiple
de m.

Décomposition en facteurs premiers

Pour tout anneau d’intégrité, on a défini
sous le titre 1 les éléments premiers. On
peut montrer que les anneaux principaux
possédent les deux propriétés fondamen-
tales (F,) et (F,) suivantes.

(F,) Décomposition en facteurs pre-
miers. Tout élément x non nul et non
inversible est produit d'un nombre fini
d’¢léments premiers (pas nécessairement
distincts).

(F,) « Unicité » de la décomposition. Si

X =P\Py-Pn=D1P2Pm

sont deux décompositions d'un €lément x
comme produit d’éléments premiers, alors
m = n, et, quitte a modifier éventuelle-
ment I'ordre des facteurs, les éléments p, et
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p’; sont associés (c’est-a-dire p';, = up,, u;
inversible), pour i = 1,2,...n.

Remarquons que, puisque deux élé-
ments de A engendrent le méme idéal
si et seulement s’ils sont associés, les
conditions (F)) et (F,) expriment que tout
idéal de A non nul et différent de A (de
la forme (x) puisque A est principal)
s’écrit, de maniére unique a 'ordre prés
des facteurs, comme un produits d’idéaux
premiers :

&) = @)@ - ©n);

ainsi la situation est plus simple dans le
monoide M(A) que dans le monoide A*
puisqu’il n’y a plus cette fois d’ambiguité
quant au sens a donner a l'expression
unicité de lu décomposition. Dans la prati-
que, on élimine cette ambiguité en choi-
sissant une fois pour toutes un ensemble P
d’éléments premiers de A tels que pour
tout élément premier p’ de A il existe un
¢lément premier p de P et un seul qui soit
associ¢ a p’. Les propriétés (F)) et (F,)
s’expriment alors ainsi : tout élément x de
A s’écrit, de maniere unique a ’ordre prés
des facteurs, sous la forme :

X =up\py - pPn

ou  est une unité de A et ou les p; sont des
éléments de P (pas nécessairement dis-
tincts). Ainsi, dans le cas de I'anneau Z des
entiers relatifs, on peut prendre pour P
I’ensemble des nombres premiers positifs,
et tout entier relatif x s’écrit de maniere
unique sous la forme :

X = EP\Py D> e=+1

Anneaux factoriels

De maniére générale, on appelle anneau
Jactoriel tout anneau d’intégrité possédant
les propriétés (F,) et (F,); remarquons
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d’ailleurs que I'on peut remplacer la condi-
tion (F,) par la condition suivante :

(F5) Siun élément premier de A divise
un produit, il divise au moins un des
facteurs de ce produit.

Les anneaux factoriels constituent une
classe plus vaste que celle des anneaux
principaux ; cette classe posséde la remar-
quable propriété de stabilité suivante : si A
est un anneau factoriel, alors 'anneau A[X]
des polynomes a coefficient dans A est lui
aussi factoriel. On obtient ainsi, par récur-
rence, que P’anneau K[X,,...,.X,] des poly-
nomes a n variables sur un corps K est
factoriel, alors qu’il n’est pas principal pour
n > 2 (en effet, dans 'anneau K[X,Y] des
polynOmes a deux variables, I'idéal (X,Y),
formé des polynomes de la forme
XP(X,Y) + YQ(X.Y),n’est pas principal).
L’anneau K[[X]] des séries formelles a coef-
ficients dans un corps K est factoriel ; mais,
par contre, I'anneau A[[X]] peut ne pas étre
factoriel méme si A est un anneau factoriel
(contre-exemple di a Samuel).

Pour terminer, signalons, en liaison
avec la définition donnée plus haut, que
tout anneau fuctoriel est intégralement clos.
En effet, soit xp~ ', x, y éléments de A, un
élément du corps des fractions de A ; on
peut supposer que x et y n'ont pas de
facteurs premiers communs. Si xp~! est
entier sur A, il est racine d’un polyndéme a
coefficients dans A dont le coefficient
dominant est égal a 1, soit :

xnyvn + a]xn—ly—n+l + o+ a,= 0’
a; € A; on en déduit que :
x"=—pl@x"— 4+ .. + a1,

c’est-a-dire que x” est un multiple de y.
Mais si y n’est pas un élément inversible de
A, on obtient une contradiction puisque,
d’aprés (F;), tout diviseur premier de y
doit alors diviser x.

32

3. Les anneaux de Dedekind
et la théorie multiplicative
des idéaux

L’extension de Il'arithmétique classique
aux anneaux d’entiers algébriques s’est
longtemps heurtée au fait que ces anneaux
ne sont pas factoriels. Par exemple, dans
I'anneau Z[V— 3] des nombres complexes
delaforme a + ib V'3, a, b entiers relatifs,
le nombre 4 admet les deux décomposi-
tions :

4=2x2=01+iVIH1—iV3)

en facteurs premiers non associés deux a
deux et par suite cet anneau n’est pas fac-
toriel. Dedekind, a partir des travaux de
Kummer, mit en évidence que, pour un tel
anneau A, la notion importante était celle
d’idéal premier et non pas d’élément pre-
mier, comme pouvait le faire croire I’étude
élémentaire des entiers relatifs. En somme,
tout revient ici a remplacer I’étude du
monoide A* des éléments non nuls de A par
celle du monoide M(A) des idéaux non nuls
de A ; on trouve I'unicité de la décomposi-
tion en facteurs premiers « idéaux ». Cha-
que ¢lément ¢ non inversible de A* étant
identifié a I’idéal principal () qu'il engen-
dre peut ainsi s’écrire, de maniére unique,
comme un produit d’idéaux premiers.

La définition abstraite des anneaux de
Dedekind que nous formulons ici a été
donnée pour la premiére fois, en 1927, par
la mathématicienne allemande Emmy
Noether.

Anneaux de Dedekind

Par définition, on appelle anneau de Dede-
kind tout anneau intégralement clos et
noethérien (c’est-a-dire dans lequel tout
idéal est engendré par un nombre fini
d’éléments, cf. infra) dans lequel tout idéal
premier non nul est maximal. Cela signifie



que le quotient de A par un idéal premier
non nul quelconque est non seulement un
anneau d’intégrité mais méme un corps.
L’exemple le plus simple d’un tel anneau
est Panneau Z [V'd] des nombres de la
forme a 4+ bVd, a, b entiers relatifs, d
entier tel que d = 2 ou 3 (mod. 4). Plus
généralement, Dedekind a démontré que,
si K est une extension finie du corps Q des
nombres rationnels (K est appelé un corps
de nombres algébriques), alorsla fermeture
intégrale A de I'anneau Z dans K est un
anneau de Dedekind (A est appelé I'anneau
des entiers du corps K ; cf. théorie des
NOMBRES - Nombres algébriques). En fait,
Pexemple précédent, qui est trés important
en théorie des nombres, est lui-méme un cas
particulier du résultat algébrique suivant :
soit A un anneau de Dedekind, de corps des
quotients K, et soit L une extension finie de
K (cf. corps) ; alors la fermeture intégrale
de A dans L est un anneau de Dedekind.
L’intérét essentiel des anneaux de
Dedekind réside dans la structure particu-
lierement simple, pour un tel anneau, du
monoide M(A) des idéaux non nuls. On a
le résultat suivant : un anneau d’intégrité
A est un anneau de Dedekind si, et
seulement si, tout idéal non nul de A s’écrit
de maniere unique (a l'ordre pres des
facteurs) comme produit d’idéaux pre-
miers non nuls. Soit a un tel idéal non nul ;
écrivant p“ si 'idéal premier p figure a fois
dans la décomposition de a, on peut donc
écrire a de maniére unique sous la forme :

a=pypy.. e,

les p; étant des idéaux premiers distincts.
Désignant par P 'ensemble des idéaux
premiers non nuls de A, on écrit souvent
cette décomposition sous la forme :

6] a=[] v

pEP

ANNEAUX COMMUTATIFS

en convenant que v,(3) = 0 quand I'idéal
premier p ne figure pas dans la décompo-
sition de a; par définition le produit
ci-dessus est alors égal au produit fini
correspondant aux idéaux tels que
va) > 0. L’intérét de cette convention
réside dans des formules du type suivant :
si a et b sont deux idéaux, alors on a :

ab = H PO + 0,0,

pEP

c’est-a-dire, avec les notations ci-dessus,
v,(ab) = v(a) 4 v, (b).

Remarquons que I’existence et 'unicité
de la décomposition de tout idéal de M(A)
comme produit d’idéaux premiers permet
d’appliquer a M(A) tous les résultats
¢lémentaires relatifs a la divisibilité des
entiers ; par exemple si a et b sont deux
idéaux non nuls, leurs diviseurs communs,
ou leurs multiples communs, sont les
diviseurs, ou les multiples, d’¢léments
appelés respectivement le P.G.C.D. et le
P.P.C.M. de a et b et qui s’écrivent :

I I iRty 756 H P ORRON

PEP pEP

respectivement.

idéaux fractionnaires

Soit A un anneau d’intégrité ; la structure
du monoide M(A) des idéaux non nuls
donne des indications sur la structure du
monoide multiplicatif A*. De la méme
maniére, pour étudier la structure du
groupe multiplicatif K* du corps des
quotients K de A, on est amené a étendre
la notion d’ideéal.

Un sous-ensemble a, non réduit a {0},
de K est appelé un idéal fractionnaire si
c’est un sous-anneau de K stable par
multiplication par les éléments de A et
pour lequel il existe un élément d == 0 de
A tel que dx appartienne & A pour tout X
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de a; cette définition revient a dire qu’un
idéal fractionnaire est I'ensemble des pro-
duits d—'y, d non nul fixé, lorsque y
parcourt un idéal (au sens usuel) de A. I
est clair qu'un idéal non nul est un idéal
fractionnaire ; dans la théorie des idéaux
fractionnaires, on appelle souvent idéaux
entiers les idéaux usuels pour éviter toute
confusion.

I est facile de généraliser aux idéaux
fractionnaires les opérations usuelles sur
les idéaux : en particulier, si a et b sont des
idéaux fractionnaires, on vérifie que
I'ensemble des sommes finies d’éléments
du type xy, x dans a et y dans b, est un
nouvel idéal fractionnaire appelé le pro-
duit de a et b noté ab ; 'ensemble I(A) des
idéaux fractionnaires non nuls est ainsi un
monoide pour cette multiplication. Un
idéal fractionnaire a est dit inversible s’il
existe un idéal fractionnaire b tel que
ab = A. Avec cette terminologie, on peut
maintenant donner une nouvelle définition
des anneaux de Dedekind : « Un anneau
de Dedekind est un anneau d’intégrité tel
que tout idéal fractionnaire non nul est
inversible. » Le monoide I(A) des idéaux
fractionnaires non nuls est alors un groupe
multiplicatif et tout élément de ce groupe
peut s’écrire, de maniére unique a ’ordre
des facteurs pres, sous la forme :

@ a=[[ o

pEP

ou les vy(a) sont des entiers relatifs, nuls
sauf pour un nombre fini d’idéaux pre-
miers. Dans cette décomposition, les
idéaux entiers sont caractérisés par le fait
que v,(a) > 0 pour tout idéal premier non
nul.

Valuations et idéaux premiers

Soit A un anneau de Dedekind. Pour tout
élément a 5= 0 de A, I'idéal principal (a) a
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une décomposition du type (1) : posons,
par définition, v(a) = v,((a)) et étendons
cette fonction au corps K des fractions de
A en posant :

Vo T} = vp(x) — (),
vy(0) = + .

On vérifie que, pour z =xy ! dans K, la
valeur ainsi définie est indépendante de la
décomposition xy~! choisie ; le nombre
v,(2) ainsi défini n’est autre que I'exposant
de p dans la décomposition (2) de 'idéal
fractionnaire (z) (formé des éléments az
pour ¢ parcourant A). On obtient ainsi une
valuation (discrete normée) sur K, c’est-
a-dire une fonction v définie sur K et a
valeurs dans Z U {4+ o} telle que :

(a) pour z parcourant K*, v(z) parcourt

I'ensemble Z des entiers relatifs et
H0) = + o0
®) vz =v@E)v(zy);

© vz, +2z3) 2 min (V2 1), v(22).

Ainsi, & tout idéal premier p non nul, on a
fait correspondre une valuation, dite essen-
tielle ; par définition, une telle valuation
prend des valeurs positives ou nulle sur
tout élément de A. Réciproquement, on
peut montrer que toute valuation (au sens
ci-dessus) positive sur A est obtenue a
partir d’un idéal premier ; il existe ainsi
une correspondance biunivoque entre les
valuations (discrétes normées) positives
sur A et les idéaux premiers non nuls de
I’anneau A. Un exemple est donné par
I’'anneau Z des entiers relatifs et "anneau
Z, des nombres p-adiques (cf. théorie des
NOMBRES - Nombres p-adiques).

4. Anneaux noethériens

Avant  Hilbert, les mathématiciens
connaissaient fort peu de résultats sur les



anneaux de polynémes a plusieurs varia-
bles. A propos de recherches sur la théorie
des invariants, Hilbert mit en évidence le
fait que tout idéal d'un tel anneau est
engendré par un nombre fini d’éléments et
montra tout le parti que I'on pouvait tirer
de cette propriété; par la méme, il
dégageait I'importance des anneaux avec
conditions de finitude qui allaient étre
étudiés systématiquement sous forme
générale par E. Noether. Signalons que les
conditions de finitude en un sens plus large
jouent un role absolument essentiel dans
toutes les recherches « géométriques »
contemporaines en geométrie algébrique
ou analytique (au sens moderne, & savoir
I’é¢tude des espaces analytiques) et dans de
nombreuses questions d’algebre homolo-

gique.

Définitions équivalentes
Un anneau noethérien est un anneau com-
mutatif unitaire A qui vérifie une des trois
conditions de finitude équivalentes suivan-
tes :

Condition (a), dite de chaine ascen-
dante : « Toute suite strictement croissante
d’idéaux est finie », ou encore : « Si :

3,Ca8C..Ca,C...

est une suite infinie d’idéaux de A
encastrés, il existe un entier n tel que
A, =a, ;= .0

Condition (b) : « Toute famille non vide
d’idéaux a un élément maximal », ce qui
signifie que si (8;); < 1, I non vide fini ou non,
est une famille d’idéaux de A, il existe un
indice #, pour lequel I'idéal a; nlest
contenu strictement dans aucun autre idéal
de la famille.

Condition (¢) : « Tout idéal est engen-
dré par un nombre fini d’éléments »,
c’est-a-dire que si a est un idéal de A, il
existe des éléments x, ..., x,, en nombre
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finy, tels que a soit I'ensemble des éléments
de la forme a,x; 4 ... + a,x, lorsque «,,
..., @, parcourent A indépendamment I'un
de l'autre.

Esquissons la démonstration de 1'équi-
valence de ces trois conditions car elle est
instructive. Pour montrer que (a) entraine
(b), on raisonne par ’absurde. Si la famille
(a;);  ”’admettait pas d’élément maximal,
alors pour tout i €1 on pourrait trouver
J € Ltel que I'ideal a; contienne strictement
I'idéal a; et on pourrait construire ainsi, par
récurrence a partir d’un idéal a,, une suite
infinie strictement croissante d’idéaux.

Montrons que (b) entraine (¢). Soit a un
idéal et considérons la famille des idéaux
de type fini (c’est-a-dire engendré par un
nombre fini d’éléments) contenus dans a ;
cette famille est non vide car elle contient
{0} et par suite elle admet un élément
maximal b engendré par des éléments
X1, ... X, Pour tout x de b, 'idéal engendré
par les éléments x|, ..., x,, x contient b,
appartient a la famille d’idéaux considérée
et par suite est égal a b puisque b est
maximal. Ainsi a = (x,, ..., x,,).

Pour terminer, montrons que (c)
entraine (a). Soit a, une suite croissante
d’idéaux encastrés. On vérifie que, dans ce
cas, la réunion des idéaux a,, est encore un
idéal ; d’apres (c), cet idéal est engendré
par un nombre fini d’éléments x,, ..., x,
et, par définition d’une réunion, il
existe des entiers p;, .., p, tels que
X €a,, ... X, €1, . Il est maintenant clair
que, si p est le plus grand des entiers p,, ....
PpOnaa, =apourk > p.

Exemples d’anneaux noethériens

Par définition, les anneaux de Dedekind, et
en particulier, bien entendu, les anneaux
principaux, sont des anneaux noethériens.
Une source importante d’exemples ne
rentrant pas dans les précédents est la
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remarquable propriété de stabilité sui-
vante, découverte par Hilbert : si A est un
anneau noethérien, I'anneau A[X] des
polynémes a coefficients dans A est lui
aussi noethérien ; par récurrence, ce résul-
tat s’é¢tend a Panneau A[X|, ..., X,] des
polynoémes & n variables sur un anneau
noethérien A. On obtient ainsi que
I’'anneau des polynomes a » variables a
coeflicients dans un corps K est noethé-
rien, alors que cet anneau n’est ni princi-
pal, ni méme de Dedekind, pour n > 2.
Signalons que le théoreme de Hilbert
s'étend & Panneau A[X,, ..., X,] des séries
formelles a coefficients dans un anneau
noethérien A ; dans le méme ordre d'idées,
st K est le corps des nombres réels ou
des nombres complexes, [’anneau
K {Xi, ..., X,,} des séries convergentes est
noethérien (cf. ANNEAUX ET ALGEBRES).

Décomposition primaire

Remarquons que, pour un anneau com-
mutatif avec unité, les opérations d’inter-
section et de produit de deux idéaux jouent
des réles assez semblables. Dans le cas des
anneaux principaux par exemple, si p et ¢
sont deux ¢léments premiers, alors
() (@) = (p) N (g) et par suite la décom-
position d’un idéal en idéaux premiers peut
s'écrire indifféremment :

®)=0) @) @)
=@E)NEIN..NE,);

cette situation est d’ailleurs la méme pour
un anneau de Dedekind quelconque. Dans
le cas d’un anneau noethérien, le monoide
multiplicatif M(A) n’est guére utilisable,
mais on peut donner un théoréme de
décomposition de tout idéal comme inter-
section d’1déaux d’un type plus général que
les idéaux premiers, les idéaux primaires
(cf. supra).
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Le théoréme de décomposition de
Lasker-Noether affirme que tout idéal d'un
anneau ncethérien s’écrit sous la forme :

a=gNgN..Nay,

ou les g, sont des idéaux primaires auxquels
on peut imposer les deux conditions sui-
vantes ; aucun des idéaux g; ne contient
I'intersection des autres et les radicaux p,
des idéaux g, sont des idéaux premiers
distincts (cf. supra, chap. 1). Il n’y a pas
unicité pour une telle décomposition, mais
les idéaux premiers p; définis ci-dessus sont
déterminés de maniere unique et appelés
les idéaux premiers de lidéal a. Parmi ces
idéaux premiers, ceux qui sont minimausx,
c’est-a-dire qui ne contiennent aucun des
autres sont dits isolés et ont une grande
importance en géométrie algébrique. Cette
terminologie est justifiée par le fait que,
dans le cas ou a est un idéal de ’anneau
K[Xi, ..., X,] des polynomes a n variables
sur un corps K. ces idéaux isolés corres-
pondent aux composantes irréductibles de
Pensemble des points K7 ou s’annulent
simultanément tous les polynomes de
I'idéal.

JEAN-LUC VERLEY
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ANNEAUX & ALGEBRES

¢finis par des axiomes qui déga-
Dgem les propriétés usuelles des
opérations d’addition et de multiplica-
tion dans les ensembles de nombres ou
les polyndmes, les anneaux constituent
le cadre général dans lequel on peut
appliquer les regles du calcul algébrique
¢élémentaire. Nous donnerons dans cet
article les définitions générales et des
exemples. Pour une étude plus détaillée des
anneaux qui interviennent en théorie des
nombres ou en géométrie algébrique, nous
renvoyons a lintérieur de ce texte a
d’autres articles.

%

1. Définitions

Anneaux

Un anneau A est un ensemble muni

de deux lois de composition internes

(v, )—x+4y et (x,¥)—xy, appelées

addition et multiplication respective-

ment, qui possedent les propriétés suivan-

tes :

@ X+ +)=E+y) +z
(associativité de ’addition) ;

(®) x+y=y+x
(commutativité de I'addition) ;
(¢) existence d’un élément, noté 0, tel que,

pour tout élément x de A on ait :

x+0=x
(élément neutre pour laddition) ;
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(d) existence, pour tout x de A, d'un
¢lément, noté — x, tel que :

X+ (—x)=0
(—x est appelé I'opposé de x) ;

(e) x(yz) = (y)z
(associativité de la multiplication) ;
® x(p+z)=xy+3xz
(y+2z)x =yx +2x
(double distributivité de la multiplication

par rapport a I'addition) ;
(g) bien que cela ne soit pas toujours ainsi
dans la littérature, nous supposerons I’exis-
tence dun élément unité pour la multipli-
cation, souvent noté 1, tel que :

1x=x1=x.

Les propriétés (a) a (d) expriment que
A est un groupe commutatif pour I'addi-
tion.

Dans de nombreux exemples, la mul-
tiplication est de plus commutative, c’est-
a-dire xy = px; un tel anneau est alors dit
commutatif. Cependant on ne peut pas se
limiter a ce cas, car des anneaux impor-
tants dans la pratique, les anneaux de
matrices par exemple, ne possédent pas
cette propriété ; comme on le verra au
début du chapitre, le calcul algébrique
dans de tels anneaux réclame quelques
précautions. Pour terminer, indiquons
qu'un cas particulier trés important est
constitué par les anneaux dans lesquels
tout élément non nul est inversible, c’est-
a-dire a un inverse pour la multiplication ;
un tel anneau s’appelle un corps (cf.
CORPS).

Un sous-ensemble B non vide d’un
anneau A est appelé un sous-anneau, s’il
contient 'unité multiplicative et x — ) et
Xy pour tout couple d’éléments x et ) de
B; B est alors un anneau pour les
restrictions 4 B de I’addition et de la
multiplication.
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Algébres

Nous introduirons maintenant ici une
autre structure qui se rencontre dans de
nombreuses questions.

Soit K un corps commutatif. On dira
qu’un ensemble E est une K-algébre, ou
une algébre sur K, si c’est un espace
vectoriel sur le corps K muni d’une appli-
cation, noté ici multiplicativement :

ExXE—E

qui est bilinéaire, c’est-a-dire linéaire par
rapport a chaque facteur pris séparément :

@ Mx+w).z=rx.p)+u@.2)
B x.0y+w)=rx.y)+upx.z)

quels que soient les éléments x, y, z de E
et les « scalaires » A et 1 appartenant a K.
On peut aussi définir une telle structure
lorsque K n’est plus un corps, mais seu-
lement un anneau commutatif.

Si la multiplication est associative, on
parle d’algebre associative ; cependant cer-
tains auteurs oublient de le préciser et
incluent I'associativité dans la définition
d’une algébre, mais précisent quand il n’y
a pas associativite.

Homomorphismes d’annecux et algébres
Soient A et B deux anneaux (ou deux
algebres) et f'une application de A dans B.
Conformément aux définitions générales
des morphismes, on dira que f est un
homomorphisme d’anneau (ou d’algébre) si
S respecte la structure d’anneau (ou d’alge-
bre) :

FE+») =f&)+50)
fop) =fE) /)

(et éventuellement, si A et B sont des
algebres, f(AX) = Af(x) pour tout scalaire
A) pour des éléments x et y quelconques de
A ; on impose de plus que 'image par fde
I’élément unité de A soit I’élément unité de
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B. Un cas particulier trés important est
obtenu lorsque f est une application bijec-
tive ; 'application inverse est alors aussi un
homomorphisme ; on dit que f est un
isomorphisme et que A et B sont des
anneaux ou des algébres isomorphes. Du
point de vue de la théorie des anneaux, il
n’y a pas lieu de distinguer entre eux des
anneaux isomorphes.

2. Exemples d’anneaux et algébres

On rencontrera des anneaux et des alge-
bres dans de nombreux articles du présent
ouvrage ; nous nous contenterons donc ici
de choisir quelques exemples, de maniere
un peu artificielle, dans des domaines
variés des mathématiques pour montrer la
richesse de ces structures.

Les ensembles de nombres sont des
exemples trés simples d’anneaux pour les
opérations usuelles d’addition et de mul-
tiplication : I’ensemble Z des entiers rela-
tifs est un anneau commutatif unitaire et
les ensembles Q, R, C, des nombres
rationnels, réels et complexes respective-
ment, sont des corps. Si A est un anneau
commutatif, I’ensemble A [X|, ..., X,] des
polyndémes a n variables a coefficients dans
A est un anneau commutatif ; si A = K est
un corps, alors I'anneau des polynomes a
coefficient dans K est une algébre sur K.

Un exemple fondamental d’algébre non
commutative est constitué par l’algebre
(E) des endomorphismes d’un espace
vectoriel E ; si E est de dimension finie #,
alors cette algebre est isomorphe a ’alge-
bre des matrices carrées d’ordre n, & n
lignes et n colonnes (cf. algébre LINEAIRE ET
MULTILINEAIRE).

Comme exemple d’algébre non associa-
tive, citons les algébres de Lie (cf.
GROUPES - Groupes de Lie).



Anneaux de Boole

L’exemple suivant montre le caractére un
peu insolite que peuvent présenter certains
anneaux. L’ensemble .77 (E) des parties
d’un ensemble donné E est un anneau pour
les opérations d’« addition » et de « mul-
tiplication » qui a deux sous-ensembles X
et Y de E font correspondre les sous-
ensembles :

XNY)UXNY) et XNY

respectivement, en désignant par X' et
Y’ les complémentaires de X et Y dans
E ; I’élément nul est ici I'ensemble vide
et I’élément unité est I’ensemble E tout
entier. Remarquons que le « produit » de
X par lui-méme est égal a X car on a
XNX=X.

Revenons aux notations usuelles en
désignant les éléments d’un anneau par des
lettres minuscules. Généralisant la situa-
tion précédente, on considére des anneaux,
appelés anneaux de Boole, qui possedent la
propriété que le carré de tout élément est
égal 4 cet élément : X>’=xx=2x Il en
résulte que, pour tout élément x, on a
x + x =0} en effet, écrivant que le pro-
duit de x 4 x par lui-méme est égal a
X +4- x, on obtient :

xX+x=x+x)x+x)
=XX+ XX+ XX +xx=x4+X+x+x,

d’ou la conclusion. Ces anneaux sont
importants en logique symbolique (algébre
des propositions) et dans la théorie des
circuits électroniques (algébre des cir-
cuits).

Anneaux et algébres de fonctions

Les fonctions réelles d’une variable réelle
définies dans un intervalle [a, 5] de la
droite réelle constituent une algébre en
convenant que la somme et le produit de
deux fonctions ou le produit d’une fonc-
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tion par un nombre réel A sont les fonc-
tions dont les valeurs en chaque point sont
respectivement la somme et le produit des
valeurs en ce point ou le produit par A de
la valeur de la fonction en ce point. Si on
analyse les propriétés qui ont permis de
munir 'ensemble précédent d’une struc-
ture d’algébre, on constate que, de maniére
générale, on peut munir d’une structure
d’anneau ou d’algebre I’ensemble des
applications d’un ensemble quelconque E
dans un anneau ou une algebre respecti-
vement, les valeurs en un point x de E des
fonctions somme, produit et éventuelle-
ment produit par un scalaire étant données
par :

F+o@ =) +g&), B)E)=rxg&)
(X =2 fx)

Le procédé précédent permet, bien
entendu, de définir des structures
d’anneaux ou d’algeébres sur de nombreux
ensembles de fonctions contenus dans
I’ensemble, considéré ci-dessus, de routes
les fonctions définies dans un ensemble et
a valeurs dans un anneau ou une algébre.
Ainsi, les fonctions continues ou différen-
tiables a valeurs réelles définies dans un
ouvert du plan constituent des algebres sur
le corps des nombres réels. Il est clair qu'il
est possible de multiplier a volonté les
exemples de ce type.

Lorsqu’on s’intéresse a I'étude locale
des fonctions au voisinage d'un point, on
est conduit a introduire des anneaux et
algébres d'un type différent du précédent.
Nous prendrons pour exemple Palgebre des
germes de fonctions analytiques a l'origine O
du plan complexe. Considérons les couples
(U, /) d'un voisinage ouvert de O dans le
plan complexe et d'une fonction f'définie et
analytique dans U. Nous dirons que deux
tels couples (U, f) et (V, g) définissent lc
méme germe a l'origine si f'et g coincident
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sur un voisinage ouvert W de O contenu
dans U MV ; il est clair que cette relation
est une relation d’équivalence ; par défini-
tion, le germe d’une fonction analytique
definie dans un voisinage de O est sa classe
d’équivalence pour cette relation. Mon-
trons que cet ensemble des germes peut étre
muni d’une structure d’algebre sur le corps
des nombres réels ou des nombres comple-
xes. Soient A et B deux germes et A un
nombre réel ou complexe. Si (U, f) et (V, g)
définissent les germes A et B respective-
ment, nous appellerons germe somme,
germe produit et germe produit par le sca-
laire A, noté A 4 B, AB et AA respective-
ment, les germes a l'origine des couples
(UNV.fi+g) (UNV,fig), et
(UNV, M), ou f; et g; désignent les res-
trictions au voisinage U MV des fonctions
fet g; on vérifie alors facilement que les
germes A + B, AB et AA sont indépen-
dants des représentants (U, f) et (V,g)
choisis et que ’ensemble des germes est
ainsi muni d’une structure d’algébre. De
maniere générale, les anneaux de germes de
fonctions différentiables ou analytiques
jouent un réle absolument essentiel dans la
théorie des variétés différentiables ou ana-
Iytiques.

Anneaux de séries

A étant un anneau commutatif, on
peut définir de maniére purement formelle
et algébrique des séries a coefficients dans
A; dans le cas ou A est le corps des
nombres complexes ou des nombres réels,
nous ferons jouer un réle particulier a
celles de ces séries, dites convergentes, qui
possedent un rayon de convergence non
nul.

On appelle série formelle (a une varia-
ble) a coeflicients dans un anneau com-
mutatif A une suite infinie d’éléments de
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A : (ay, ay, ..., a,,...); une telle série for-
melle est souvent notée :

3o

P20

notation qu’il faut considérer pour I'ins-
tant comme un pur symbole. Définissons la
somme et le produit de deux telles séries
formelles ; on pose, par définition,

zapw + ZbPXP = Z(a,,+b,,)x:’,

p20 20 pz20

(Z apx::) (,,Zo prP) = z €, X,

P20 20
ou ¢, est la somme finie :
agb, +ab,_+ .. +ab, i+ .. +a,b,

11 est facile maintenant de vérifier, en
utilisant les régles du calcul algébrique
dans les anneaux (cf. chap. 3), que 'ensem-
ble A [[X]] de ces séries formelles est muni
d’une structure d’anneau ;si A = K estun
corps, cet anneau est une algebre quand on
définit la multiplication scalaire par la
formule :

A (z apXP) = Z Oa,) X.

Par récurrence, on peut définir ’anneau
des séries formelles & n variables a coetfi-
cients dans A ; par définition, cet anneau,
noté A [[X, ..., X,]], est égal a 'anneau des
séries formelles (a une variable) a coeffi-
cients dans "anneau A [[X,, ..., X,,_;]] des
séries formelles a (n — 1) variables. Toute
série formelle a n variables est définie par
la donnée, pour tout systéme de » entiers
Dis - P, positifs ou nuls, d’un élément
a,, .., de 'anneau A et s’écrit symboli-
quement sous la forme :

(%) Zahmm Xpr... XpPn,

P30 P30



Limitons-nous maintenant au cas ou A
est le corps des nombres réels ou des
nombres complexes. La série () est dite
convergente si elle a un rayon de conver-
gence non nul, c’est-d-dire s'il existe un
nombre réel strictement positif R tel que la
famille de nombres positifs :

|80, | RO Pn

soit sommable (cela signifie qu’il existe un
nombre M qui majore toute somme finie de
tels nombres). On montre que si deux séries
sont convergentes, alors les séries formelles
somme et produit sont aussi des séries
convergentes ; ainsi les séries convergentes
a coefficients dans le corps des réels ou des
nombres complexes forment des anneaux,
qui sont d’ailleurs aussi des algebres sur R
ou C, notés RI{X,..X,} et
C {X,, ..., X,} respectivement. L.’étude de
ces anneaux constitue la partie locale de la
théorie des fonctions analytiques de plu-
sieurs variables ; ainsi, montrons, pour
n =1 par exemple, que 'anneau C {X}
des séries convergentes a coefficients com-
plexes estisomorphe a ’anneau des germes
de fonctions analytiques a 1’origine intro-
duit ci-dessus. En effet, toute fonction ana-
lytique dans un voisinage de 'origine est
développable en série entiere convergente
et deux telles fonctions définissent le méme
germe si, et seulement si, elles sont somme
d’une méme série entiére dans un voisinage
de l'origine ; par ailleurs, la valeur, pour z
complexe assez voisin de 0, de lasomme des
séries « somme » et « produit » est égale
respectivement a la somme et au produit
des sommes des séries considérées (cf.
FONCTIONS ANALYTIQUES).

Algebres de dimension finie

Soit A une algébre sur un corps K dont
Vespace vectoriel sous-jacent soit de
dimension finie » et choisissons une base
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e, ..., ¢, de cet espace. On appelle table de
multiplication de A la donnée des produits :
ee; = ek
k=1
(les n* éléments a;;, de K ainsi définis sont
appelés les constantes de structure de 1’alge-
bre A) ; connaissant la table, on peut calcu-
lerle produit de deux éléments quelconques
par bilinéarité. On représente souvent la
table par un schéma a double entrée. Par
exemple, la table de multiplication du corps
des nombres complexes considéré comme
une algébre de dimension 2 sur le corps des
nombres réels est la suivante :
1 i
11 i
ili -1
Réciproquement, soit E un espace vec-
toriel muni d’une base e, ..., e,. Si on se
donne, pour tout couple i, j d’entiers
compris entre 1 et », des éléments de
'espace E, notés ¢, ¢;, on peut prolonger
cette loi par bilinéarité a I'espace E tout
entier. L’espace E est alors une algébre
associative admettant cette loi pour mul-
tiplication si, et seulement si, on a
(e;¢) ex = ¢;(¢;e;); remarquons  que
’algébre ainsi construite est commutative
si, et seulement si, ¢;¢;=¢;e. Ce qui
précéde montre l'utilité des tables pour
définir des algébres. Nous allons donner
un exemple célébre de cette situation.
Soit K un corps commutatif ; désignons
par e, i j, k la base canonique de ['espace
vectoriel K* et choisissons deux élé-
ments p et ¢ de K. On appelle algébre de
quaternions sur K lalgébre obtenue en
considérant sur K* la table de multiplica-
tion notée H :
=g ei=ie=1ie =je=jek=ke=k
2 =pe, j* = qe, k* = —pge,
ij=—ji =k jk=—kj=—g,
ki=—ik = —pj.
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Un cas particulier trés important
s’obtient en prenant pour K le corps
des nombres réels et en choisissant
p = ¢ = — 1 on obtient ainsi les quater-
nions proprement dits, introduits par
Hamilton. Pour ces quaternions, on peut
développer une théorie analogue a
celle des nombres complexes : i
X = ae + bi 4+ ¢ + dk est un tel quater-
nion, on appelle conjugué de x le quater-
nion X = ae — bi —¢j — dk ; les regles de
calcul montrent alors que :

X=a+ b+ 24+ 4%

et par suite tout quaternion non nul x a un
inverse :

x—l=(a®+ b + 2 +d)Ix,

tel que xx~! = x~'x = ¢. On traduit cette

propriété en disant que les quaternions
forment un corps non commutatif’; cet
exemple des quaternions constitue une
situation tres privilégiée, car on peut mon-
trer que ¢’est le seul corps non commutatif
de dimension finie sur le corps des nom-
bres réels.

Pour terminer, remarquons que les
matrices de la forme :

( a+ib c+id)
—c+id a-—ib
ou a, b, ¢, d sont des nombres réels

quelconques forment une algebre et que
I'application qui, au quaternion ae + bi
-+ ¢j + dk, fait correspondre la matrice
ci-dessus est un isomorphisme car les
opérations usuelles sur les matrices cor-
respondent ici aux opérations correspon-
dantes sur les quaternions ; ainsi "algébre
des quaternions est isomorphe a une alge-
bre de matrices. La recherche d’algébres
de matrices isomorphes a une algébre
donnée est le probleme fondamental de la
représentation linéaire des algébres; la

42

situation précédente constitue historique-
ment le premier exemple dune telle repré-
sentation.

3. Propriétés
des anneaux et algébres

Calcul algébrique dans les anneaux
Les regles du calcul algébrique usuel
s’appliquent dans les anneaux moyen-
nant quelques précautions dans le cas
non commutatif ; par exemple, si
Xy ern Xy V1 on ¥,y sONt des €léments d’un
anneau A, le produit

4+ Fx) 00+ )
est égal a la somme des min produits x;;.
Mentionnons une importante notation qui
montre qu’on peut faire «opérer»
I'anneau Z des entiers relatifs sur un
anneau A quelconque. Si # est un entier
relatif et x un élément de A, on désigne par
nx la somme d’une suite de # termes ¢gaux
a x si n>0, I'dlément 0 si n =0 et
I'opposé de la somme de n° = — n termes
égaux a —x sin <0 il est clair que cette
notation possede les propriétés habituel-
les :

n(mx) = (nm)x, (n + m)x = nx + mx,
n{x +y) = nx + ny, (nx) (my) = (nm) (%),

pour m, n dans Z et v, y dans A.
L’exemple des anneaux de Boole mon-
tre qu'il peut exister dans certains anneaux
des entiers n > 0 tels que #nl =0 on
appelle caractéristique d’un tel anneau le
plus petit entier » > 0 pour lequel nl = 0
et on dit qu’un anneau est de caractéris-
tique nulle si #l 3£ 0 pour tout n > 0.
Ainsi tout anneau de Boole est de carac-
téristique 2, alors que I'anneau des entiers
relatifs est de caractéristique nulle; de
maniére générale, tout anneau de caracté-
ristique nulle contient une infinité d’élé-



ments (si n et m sont deux entiers relatifs
distincts les éléments nl et m1 sont dis-
tincts car (n —m) 1 £ 0) et par suite tout
anneau ne contenant qu'un nombre fini
d’éléments est de caractéristique non nulle.
Pour terminer avec les notations, indi-
quons qu’on désigne par x”, n entier > 0,
le produit d’une suite de # termes égaux a
x; il est clair que deux telles puissances de
x vérifient :

XXM = xmxt = xn-+tm,

Remarquons que, si x et y sont deux
éléments quelconques d’un anneau A, on
a:

x+)x—y)=x2—p> + xy—yx;

sl x et y commutent : Xy = yx, alors on
retrouve la formule classique :

@ +y)x—y)=x>—y=

Cette situation se généralise aux identités
remarquables, qui sont valables si les élé-
ments qui y figurent commutent. Par
exemple, on a :

xn_yn — (.X _y)(xn———l + anZy +
+ xyn72 +yn71)’
x4+py)=x"+Clxr—ly 4 ..
+ Coxn—ryr 4 ... +y"

(formule du bindéme) si x et y commutent.

Puisque pour # premier tous les coef-
ficients C), C2, C'~' sont des entiers
divisibles par #, il résulte de la formule du
bindme que si x et y sont deux éléments qui
commutent dans un anneau de caractéris-
tique # premier, on a (x + y)" = x" 4+ 3"
d’autre part, sous les mémes hypothéses,
on a (xy)'= x"y". Ainsi dans un anneau
commutatif de caractéristique n premier
I’application x+ x" est un homomor-
phisme d’anneau.

Dans un anneau quelconque, il n’est pas
toujours possible de « simplifier par a»
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une égalité du type ax = ay. Ainsi, dans
un anneau de Boole unitaire, on a toujours
X—x=x(x—1)=0 et, par suite, le
produit de deux éléments non nuls peut
étre nul; de méme, dans l'anneau (de
caractéristique nulle) des fonctions a
valeurs réelles définies sur I'ensemble réu-
nion de deux ensembles X et Y sans point
commun, le produit de deux fonctions
I'une nulle sur X et non nulle sur Y et
Pautre nulle sur Y et non nulle sur X est
nul (cf. chap. 2). De maniére générale, on
dit qu’un élément x 5= 0 d'un anneau A est
un diviseur de zéro (& gauche) s’il existe un
¢lément y 5= 0 tel que xy = 0. Un cas
particulier de cette situation est constitué
par les éléments non nuls dont une puis-
sance est nulle (ainsi, dans I'anneau des
entiers modulo 4, cf. infra, le carré de la
classe du nombre 2 est la classe nulle) ; un
tel élément non nul dont une puissance est
nulle est appelé un élément nilpotent. Les
anneaux commutatifs sans diviseurs de
zéro sont dits intégres (on dit aussi qu’un
tel anneau est un anneau d'intégrité) ; on
peut alors « simplifier » par un élément a
non nul puisque ax — ay est équivalent a
a{x—y)y=20, qui entraine x — y = 0.

Idéaux

Soient A et B deux anneaux (ou deux
algébres) et f un homomorphisme
d’anneau (ou d’algebre) de A dans B.
L’ensemble N des éléments de A dont
Pimage par f est I’élément nul de B est
appelé le noyau de f'; c’est un sous-groupe
additif (ou une sous-algébre) de A qui
possede la propriété supplémentaire sui-
vante : « Pour tout élément x de A et tout
élément y de N, les éléments xy et px
appartiennent encore a N.» De maniére
plus générale, on appelle idéal & gauche
d’'un anneau (ou d’une algébre) A tout
sous-groupe additif (ou sous-algébre) W tel
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que si x et y sont des éléments quelconques
de A et W respectivement, xy soit un
élément de W. On définirait de méme les
idéaux a droite caractérisés par le fait que
yx appartient a ‘W pour y dans ‘W et x dans
A. Un ensemble qui, comme le noyau d’un
homomorphisme, est a la fois un idéal a
droite et un idéal a gauche est appelé un
idéal bilatére ; bien entendu, si 'anneau A
est commutatif, tous ces types d’idéaux
coincident. Tout anneau contient au moins
deux idéaux bilatéres particulierement
simples, Uidéal nul contenant seulement
I’élément 0 et Uidéal unité constitué par
I’anneau tout entier ; un idéal distinct de
ces deux idéaux est dit propre. On vérifie
facilement que si un anneau est un corps,
il n’a pas d’idéaux propres. Donnons deux
exemples simples d’idéaux propres : dans
Panneau des entiers relatifs, les multiples
d’un nombre xu forment un idéal, noté (n)
et appelé I'idéal principal engendré par n
(cet idéal n'est pas nul si n = 0 et est
différent de Z si n £ 1) et on peut
montrer que tout idéal est de ce type (cf.
ANNEAUX COMMUTATIFS) ; de méme, dans
un anneau de fonctions, ’ensemble des
fonctions qui s’annulent en un point est un
idéal.

Indiquons maintenant un procédé sou-
vent utilisé pour construire des idéaux ;
idéal signifiera ici indifféremment idéal
a gauche, a droite ou bilatére, sauf préci-
sion complémentaire. On voit facilement
que lintersection d’une famille quelcon-
que d’idéaux, finie ou non, est encore un
idéal. On en déduit que si M est une partie
quelconque de A, I'intersection des idéaux
de A qui contiennent M (il existe au moins
un tel idéal, a savoir A tout entier) est un
idéal W, qui est le plus petit idéal conte-
nant M ; on dit alors que M est un systéme
de générateurs de W, ou encore que W est
engendré par M. Par exemple, l'idéal a
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gauche engendré par I'ensemble contenant
un seul élément ¢ est 'ensemble des
éléments de la forme xa lorsque x parcourt
A, C’est-a-dire 'ensemble des « multiples a
gauche » de ¢ ; de maniere générale, 'idéal
a gauche engendré par une partie M de A,
finie ou non, est identique a ’ensemble des
sommes finies x;a, + ... + x,a, ou (a,) est
une famille finie quelconque d’¢léments de
M et les x; des éléments quelconques de A.
Un idéal W = A d’un anneau A est dit
maximal s’il n’est contenu dans aucun
autre idéal propre de A. Déterminons a
titre d’exemple les idéaux maximaux de
I’anneau Z des entiers relatifs. Admettons
ici (cf. ANNEAUX COMMUTATIFS) que tout
idéal de Z est égal a 1’'ensemble (n) des
multiples d’un élément n; on voit que
I'idéal (n) contient I'idéal (m) si et seule-
ment si m lui-méme est un multiple de 7 ;
ainsi I’idéal (p) est maximal si et seulement
s'il n’existe pas d’entier n % p divisant p
et tel que (n) = A, c'est-a-dire n == £ 1
ainsi, dans Panneau Z, les idéaux maxi-
maux sont formés des multiples des nom-
bres premiers. L’intérét de la notion
d’idéal maximal résulte surtout du théo-
reme suivant, dd a Krull, et dont la
démonstration utilise ’axiome du choix :
« Dans un anneau, tout idéal a gauche
différent de Panneau tout entier est
contenu dans au moins un idéal a gauche
maximal. » Nous renvoyons a larticle
algeébres NORMEES pour voir un bel exemple
de P'utilité de la notion d’idéal maximal.
L’exemple des germes de fonctions, ou
des anneaux de séries, nous montre
Pimportance des anneaux possédant un
unique idéal maximal, qui est alors maxi-
mum, c’est-a-dire qui contient tous les
idéaux de I'anneau distincts de ’anneau
lui-méme. Dans le cas de I'anneau des
germes de fonctions analytiques a l'ori-
gine, les germes dont un représentant



(U, f) s’annule pour z = 0 (il en est alors
de méme de rous les représentants d’un tel
germe) forment manifestement un idéal.
Cet idéal contient tout idéal propre : en
effet si g est une fonction analytique dans
un voisinage de l'origine qui ne s’annule
pas pour z = 0, il existe un voisinage U de
O dans lequel g(z) 5= 0 et, par suite, dans
lequel 4 (z) = 1/g(z) est analytique ; ainsi
le germe A, défini par g, a un inverse B
dans I’anneau (c’est le germe défini par /) ;
tout germe C est alors un multiple de A car
C = (CB)A et le seul idéal contenant A est
donc l'anneau des germes tout entier. On
démontre également que tout anneau de
séries posséde un unique idéal maximal.
Les anneaux de ce type, qui peuvent aussi
étre caractérisés par le fait que I'ensemble
des éléments non inversibles est un idéal,
sont appelés des anneaux locaux.

Anneau quotient

Les idéaux bilatéres d’'un anneau (ou d’une
algebre) A jouent un réle fondamental
dans I'étude des relations d’équivalence
sur A compatibles avec sa structure
d’anneau (ou d’algebre). De maniere pré-
cise, toute relation d’équivalence telle
qu’on puisse munir ensemble quotient
d’une structure d’anneau (ou d’algébre)
pour laquelle 'application canonique (qui
a un élément fait correspondre sa classe)
soit un homomorphisme s’obtient de la
fagon suivante : il existe un idéal bilatére W
tel que deux éléments x et y soient équi-
valents si et seulement si leur différence
X — y appartient a I'idéal W. Si X et Y sont
deux classes, on définit leur somme, leur
produit, et éventuellement leur produit par
un scalaire A, en choisissant des représen-
tants x et y de X et Y ; on vérifie alors (ct
ici intervient le fait que W est un idéal) que
les classes X + Y, XY et AX des éléments
X -+ y, xp, et, éventuellement Ax sont indé-
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pendantes des représentants x et y choisis
et que 'ensemble quotient est un anneau
(ou une algebre) noté A/W pour les
opérations ainsi définies. A s’appelle
lanneau quotient de A par l'idéal W.. 11 est
clair que si A est commutatif, alors
I'anneau quotient par un idéal est encore
commutatif. Avec ces notions, un idéal W
d’un anneau commutatif est maximal si et
seulement si I'anneau quotient A/<W est un
corps.

Anneau des entiers relatifs
modulo n

Nous allons maintenant indiquer un exem-
ple fondamental d’anncau quotient qui
montrera que le calcul des congruences
dans I'anneau Z des entiers relatifs rentre
dans la théorie des anneaux.

Soit 7 un entier positif et considérons la
relation d’équivalence définie par I'idéal
(n) = nZ des multiples de n ; deux entiers
X et y sont équivalents pour cette relation
d’équivalence si, et seulement si, leur
différence est un multiple de n, c’est-a-
dire avec la terminologie classique en
arithmétique, si x et y sont congrus modulo
n (cette relation est notée x = y, mod. n) ;
la classe d'un entier x s’appelle la classe
résiduelle de x modulo n. D’aprés les
propriétés du quotient d’un anneau com-
mutatif unitaire par un idéal, I'ensemble
Z/nZ des classes résiduelles modulo # est
un anneau commutatif unitaire; il en
résulte en particulier qu’on peut appliquer
aux congruences les régles usuelles du
calcul algébrique.

Dans 'anneau Z/nZ, les classes des
nombres 0, I, ..., #n — 1 sont distinctes car
la différence de deux tels nombres est
inférieurc a n en valeur absolue et par suite
ne peut étre un multiple de » ; réciproque-
ment, tout nombre entier est égal a un de
ces nombres a un multiple de n prés. Cela
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montre que Z/nZ est un anneau fini
contenant exactement # éléments qui sont
les classes 0,1,...n—1 des nombres
0,1,..,n—1. Le tableau cijoint donne

+ i nep X011
i 0 0

11116 i(61i
+g1gn:3>ff>1z
0(ofif2 0606
ilif2]0 ijolil2
212101 216 (21i
+10]|1]2]3 x|[0]1]2]3
o|o6f1]2]3 olo(ofo|o
i1i]2]13]0 ijojil2(3
202|301 2101262
3(3(01]2 3lol3(21]i

les tables d’addition et de multiplication
dans les anncaux Z/2Z, Z/3Z et Z/4Z. On
y remarque que Z/2Z est un anneau de
Boole, car (0)2=0 et (1)>=1; récipro-
quement, on peut montrer que tout anneau
de Boole sans diviseur de zéro est isomor-
phe al’anneau Z/2Z. Dans ’anneau Z/4Z,
I’élément 2 est nilpotent car son carré est
nul. L’anneau Z/3Z est un corps, car tout
élément non nul a un inverse dans
I"anneau. Montrons plus généralement que
I’anneau Z/pZ. est un corps si, et seulement
si, p est un nombre premier. En effet, si p
est un nombre entier positif non premier,
p est le produit de deux nombres entiers g,
et g, positifs et strictement inférieurs a p ;
onadonc 0 = p = q,¢, et Z/pZ n'est pas
un corps car il contient des diviseurs de
zéro. Réciproquement, si p est premier,
tout nombre g > 0 plus petit que p est
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premier avec p et par suite il existe des
entiers relatifs u et v tels que up 4+ vg =1
(théoreme de Bezout) ; passant aux classes
d’équivalence, on a up 4 vg = v§ = 1 et
par suite ¢ est inversible, d’inverse v ; ainsi
tout élément non nul de Z/(p) est inversible
et cet anneau est un corps souvent noté Fp
(cf. corps).

JEAN-LUC VERLEY
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ASYMPTOTIQUES carcus

1 est difficile de définir avec précision ce

que l'on appelle méthodes asymproti-
ques en analyse mathématique. Ainsi, lors
de I'¢tude d’une suite ou d’une fonction
dont la nature est compliquée, certaines
questions ne nécessitent que des rensei-
gnements d’ordre qualitatif tels que
f(x) — 0 ou f(x) — 4 o pour x — + .
D’autres exigent un controle quantitatif
trés précis, défini par des inégalités expli-
cites. Les comportements asymptotiques
relevent d’une préoccupation intermé-
diaire : dans de nombreux problemes, on
remplace la quantité étudiée par une autre
plus simple sans que, «a la limite », le
résultat soit modifié. Par exemple, la rela-
tion

k
OR

suffit a établir la convergence a l'infini de
I'intégrale de f. Les exemples qui suivent
montreront la nature de ces préoccupa-
tions.

Du point de vue strictement technique,
les méthodes asymptotiques sont extréme-
ment variées et, en dehors de quelques
résultats relativement généraux, chaque
cas particulier exerce 'ingéniosité de celui
qui I’étudie. Nous nous limiterons, dans les
chapitres 2 et 3, a Pexposé de quelques-
unes de ces méthodes.
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%

1. Comparaison de la croissance
des fonctions

L’étude de la maniére dont des quantités
tendent vers 'infini ou tendent vers zéro
a constitué, a la naissance du calcul
infinitésimal, au xvi® siécle, la théorie
des «infiniment grands» et de leurs
inverses, les «infiniment petits», et a
fait I'objet de polémiques passionnées,
souvent paramathématiques. En effet,
I’absence d’une conception précise de la
notion de limite (probléme qui ne fut
pas abordé sous forme rigoureuse) ren-
dait mystérieuse la nature de ces quan-
tités qui, tout en étant comparables entre
elles, n’étaient pas comparables aux nom-
bres ou aux fonctions. De plus, cela
représentait l'intrusion de linfini dans
les calculs et, bien que cet infini fGt
potentiel et non actuel (en ce sens que
I'infini n’était pas considéré en lui-méme
comme un étre mathématique soumis a
des regles opératoires précises), cela sus-
citait des problémes philosophiques aux
mathématiciens, échaudés par les nom-
breux « paradoxes de VPinfini» qui
n’étaient pas encore clairement analysés.
La recherche des « vraies valeurs » des
formes indéterminées, rencontrées dans le
calcul des dérivées par exemple, allait
cependant montrer I'importance de ces
notions et les justifier, tout au moins
empiriquement, aux yeux des mathémati-
ciens. Ces questions ont été systématique-
ment élucidées par Paul Du Bois-
Reymond, qui, dans une série d’articles de
1870-1871, a posé les fondements du
calcul des infiniment grands (Infinitdir-
calcul) en mettant en évidence I'impor-
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tance de la notion d’échelle de comparai-
son; i1l a étudié également en détail
I'intégration et la dérivation des relations
de comparaison. Tous ces résultats ont
trouvé leur forme rigoureuse et définitive
dans les travaux de Hardy.

Relations de comparaison

Dans de nombreuses questions d’analyse,
on est conduit a étudier l'«ordre de
grandeur » d’une fonction f(n) d'une
variable entiére positive pour »n grand, ou
d’une fonction f(x) d'une variable conti-
nue x lorsque x est grand, ou voisin d’une
valeur a. Formulons le probleme de
maniere précise, en nous limitant au cas
d’une variable continue pour fixer les
idées.

Soit fune fonction, a valeurs réelles ou
complexes, définie poura — /4 < x < aou
a < x <a-+h (on dira alors que f est
définie dans un voisinage a gauche ou a
droite de @) ou pour x assez grand (on dira
que f est définie au voisinage de I'infini).
Par exemple, 'application :

X »

x—da

transforme les voisinages a droite de a en
les voisinages de l'infini et, par suite, on
peut, en considérant la fonction :

qe=

ramener ’é¢tude de f au voisinage de «
(a droite) a ’étude d’une autre fonction
au voisinage de I’infini ; nous nous limi-
terons a ce cas dans ce chapitre. Il est
clair, d’autre part, que les notions
ci-dessous s’étendent de manicre évidente
au cas ou la variable ne prend que des
valeurs entiéres. Nous nous proposons
ici de montrer qu’il est possible de « com-
parer » les fonctions définies au voisinage
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de Pinfini lorsque la variable tend vers
I'infini.

Si f et g sont deux fonctions définies
pour x assez grand et a valeurs non nulles,
on dit que f et g sont asymptotiquement
équivalentes pour x tendant vers l'infini, et
on note :

f&x) ~gx),

au voisinage de I'infini si le rapport
f(x)/g(x) tend vers 1 pour x tendant vers
I'infini. Remarquons que cela n’entraine
méme pas que la différence f (x) — g(x) soit
bornée, comme le montre I'exemple des
fonctions asymptotiquement équivalentes
x? 4 x et x* au voisinage de linfini. La
recherche de fonctions équivalentes a des
fonctions données et plus simples ou plus
maniables est un probleme essentiel
(cf. Partie principale, in chap. 2) et qui peut
étre fort difficile ; ainsi, si w(x) désigne le
nombre de nombres premiers < x, la « loi
de répartition des nombres premiers »,
conjecturée par (Gauss, qui exprime que :

x
1r(x)~m: X — 0,

est un résultat profond de la théorie des
nombres, qui n’a été¢ démontré qu’en 1896
par Hadamard et de La Vallée-Poussin.

Nous allons maintenant préciser com-
ment on peut comparer les croissances des
fonctions pour x —co. On dit que f est
asymptotiquement négligeable devant g,
ou que g croit plus vite que f pour x tendant
vers l'infini, si pour tout € > 0, on a
|/ (x)| < €]g(x)| pour x assez grand ; on
écrit alors :

fGx)=o0@x) x—

(notation de Landau).

1l est clair que la définition ci-dessus
signifie que le rapport f(x)/g(x), s’il est



défini pour x assez grand, tend vers 0.
Remarquons que le symbole de Landau
doit étre considéré seulement comme une
écriture commode mais ne représente pas
une fonction déterminée croissant moins
vite que g et ne doit donc pas étre manipulé
comme les nombres ou les fonctions ; ainsi
écrire que o(g) + o(g) = o(g) exprime
que la somme de deux fonctions négligea-
bles devant g est négligeable devant g, mais
cela n’aurait aucun sens d’en conclure que
o(g) = 0! Pour une formulation mathé-
matique satisfaisante, on pourrait convenir
que o(g) désigne I'ensemble des fonctions
négligeables devant g, qui est un espace
vectoriel ; la notation f = o(g) est alors un
abus de langage pour /€ o(g).

La notation précédente permet de tra-
duire maintenant facilement les résultats
sur la « croissance comparée » des fonc-
tions puissance, logarithme et exponen-
tielle ; ainsi, pour a < b,

x4 =o(x?b), x—;

pour a quelconque et » > 0, on a :
(Inx)? =o0(x?%, x—>x,

c’est-a-dire les fonctions puissance crois-
sent plus vite que les fonctions logarithme.
Enfin, pour a quelconque, ¢ > Oetd > 0,

xa = o(e=!)

au voisinage de I'infini, c’est-a-dire les
fonctions exponentielles croissent plus vite
que les fonctions puissance.

Indiquons, pour terminer, une derniére
notation fort utile. Dans de nombreux cas,
on a besoin d’une relation de comparaison
plus faible que la précédente, qui puisse
s’appliquer a des fonctions dont la crois-
sance n’est pas tres réguliere. S'il existe une
constante M telle que |f(x)]| < M|g(x)|
pour x assez grand, on dit que f est
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dominée par g pour x tendant vers I'infini,
et on écrit :

f(x) = O(g(x)),x — (notation de Landau);

bien entendu, si fest négligeable devant g,
elle est aussi dominée par g. Si g est la
fonction constante 1, I'égalité f (x) = O(1)
exprime simplement que f est bornée pout
x assez grand ; par exemple :

. 1
sinx + = o), x—o

Le symbole O permet de préciser cer-
tains ordres de croissance ; ainsi écrire
que :

1
fx)=0{=) x—ox

x2

est plus précis que :
e =of !
@=o(,) x-—w.

Les Anglo-Saxons utilisent les notations
dc Hardy :

F<goufx)<gx)

pour f est négligeable devant g, ou :
S<goufx)<g(x)

pour f est dominée par g.

Fonctions de comparaison

et échelles de comparaison

Les fonctions les plus simples auxquelles
on est tent¢ de comparer (au sens du
chapitre 1) une fonction donnée, pour x
tendant vers I'infini, sont les fonctions :

x4 (a réel), (Inx ) (b réel = 0),
ex! (cF0etd > 0)
et les produits d’'un nombre fini de telles
fonctions. Remarquons au passage que, &
I’exception de la fonction 1 (obtenue pour
a = 0), chacune de ces fonctions tend vers
0 ou vers l'infini lorsque x tend vers
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I'infini ; de plus, d’aprés les propriétés de
croissance comparée de ces fonctions, si f
et g sont de ce type, on a une et une seule
des trois relations :

M {f(X) =o0@W), f&x)=g),
gx) = o(f(x))

x— o0

cette propriété signifie que deux fonctions
distinctes f'et g du type considéré ont des
croissances que 1'on peut comparer et ne
font pas « double emploi », en ce sens qu’il
n’existe pas de constante ¢ telle que
f(x) ~ cg(x), x — . De maniére géné-
rale, une famille E de fonctions définies et
positives pour x assez grand peut étre
utilisée de maniére profitable pour étudier
la croissance d’une fonction quelconque si,
quelles que soient f et g dans E, on a une
et une seule des relations (1) ; on dit alors
que la famille E constitue une échelle de
comparaison pour x tendant vers l'infini.
Bien entendu, toute partie d’une échelle de
comparaison en est aussi une; dans la
pratique, on se limite a des échelles
logarithmico-exponentielles constituées de
fonctions du type considéré ci-dessus ou de
composées (au sens de la composition des
fonctions) de telles fonctions, par exem-

ple :

Lyx =Inlnx, e,(x) = exp(expx).

On utilise souvent des échelles de compa-
raison dénombrables ; Pexemple le plus
simple est :

@ xmxrmhx Lxh L xe

X — o,

qui est décroissante, en ce sens que chaque
terme est négligeable, pour x tendant vers
I'infini, devant tous les termes précédents.
Indiquons, pour terminer, que le choix
d’une échelle de comparaison dépend
essentiellement du type de fonction que
’on veut étudier et il serait illusoire d’espé-
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rer trouver une échelle dénombrable telle
que toute fonction s’« intercale » exacte-
ment dans 1’échelle; en effet, on peut
montrer que, pour toute échelle dénom-
brable, il existe une fonction qui croit plus
vite que toute fonction de I'échelle (Du
Bois-Reymond) et une fonction qui croit
moins vite que toute fonction de ’échelle
(Hadamard).

Tout ce qui précede sur les relations de
comparaison au voisinage de linfini se
définit de méme pour les fonctions définies
dans un voisinage (a droite par exemple)
d’un point ¢ : ainsi ’échelle de comparai-
son qui correspond a (2) est dans ce cas :

3) o X —a) o (x—a)— 1 1,

X—a, ., x—a)y, ..

2. Développements asymptotiques

Dans ce chapitre, on supposera choisie une
échelle de comparaison E (au voisinage
d’un point a ou au voisinage de I'infini).

Partie principale

L’idée la plus simple pour étudier le
comportement d’une fonction donnée f
(au voisinage de a ou de I'infini) est de
chercher si, a une constante pres, elle est
équivalente a une fonction de 1’échelle E
choisie. S’il existe une telle fonction g de
E et une constante ¢ == 0 telles que f ~ cg,
c et g sont déterminées de mani¢re unique
et on dit que cg est la partie principale de

/ (par rapport a I’échelle E) ; remarquons

que cela équivaut a dire que :
f&) =cglx) + ogx)),

ou encore que f(x)/g(x) tend vers une
limite finie ¢ = 0. Dans le cas ou I’échelle
choisie est (2) ou (3), on retrouve la notion
usuelle de partie principale ; ainsi, 1/sinx a



pour partie principale 1/x pour x—0,
¥ —e* a pour partie principale e“(x — a)
pour x —a,

2x2 41
x—1

a pour partie principale 2x pour x — .
Remarquons que la partie principale
n’existe pas nécessairement; en effet,
toutes les fonctions d'une échelle
logarithmico-exponentielle sont positives
pour x assez grand et par suite une
fonction « oscillante » (comme x sinx, qui
s’annule dans tout voisinage de Pinfini)
n’est comparable & aucune fonction de
ce type, pour x—oo. Il se peut aussi
que I’échelle choisic ne soit pas assez
« riche » et que f croisse plus vite ou moins
vite que toute fonction de I’échelle, ou
encore tombe dans un «trou» de
I’échelle : ainsi la fonction x In x n’a pas de
partie principale par rapport a I’échelle (2),
car elle croit plus vite que x et moins vite

que x*.

Développements asymptotiques

au sens de Poincaré

Si f a une partie principale ¢,g, par
rapport & une échelle E, on peut chercher
a préciser un peu plus le comportement de
f en étudiant la différence f— ¢,g, ; si cette
fonction a une partie principale ¢,g>, on a
alors :

F&x) = c18:1(x) + c28:(x) + 0(g2(x)),
82(x) = 0(g;(x)).
De maniére générale, on appelle déve-
loppement asymptotique (au sens de Henri
Poincaré) d'ordre k d'une fonction f par
rapport a une échelle de comparaison E une
somme finie (nécessairement déterminée
de maniére unique st elle existe) :

g(x) =181 () + 8 (X )+ F e (X)) o g (x),
g;€Eetg,,;(x) =0@,(x))
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telle que la différence f— g soit négligea-
ble, les g, formant une suite « décrois-
sante » de fonctions de E, en ce sens que,
pour chaque /, la fonction g; | est négli-
geable devant g;.

L’exemple le plus simple de cette situa-
tion est la théorie classique des développe-
ments limités au voisinage d'un point a : ce
n’est autre que la recherche du dévelop-
pement asymptotique d’une fonction par
rapport a I'échelle (3). Le résultat classique
le plus important est ici la formule de
Taylor, qui affirme que toute fonction k
fois continiment dérivable au voisinage de
a admet le développement limité d’ordre
k:

f&)y=f@)+r@)x—a)+ .

+j$(x—a)" + o((x—a)), x—a.
On obtient ainsi, pour les fonctions usuel-
les de I'analyse, des développements limi-
tés d’ordre arbitrairement grand; par
exemple, au voisinage de 0 :

(QI4+x)y=1+sx+..
+s(s—1) ...k(s’—k + l)x" +o(),
Xk

A + o(x%).

e*=1+x4+ ..+

On trouvera de nombreux autres exemples
dans l'article SERIES & PRODUITS INFINIS.

Les résultats précédents permettent
déja d’étudier un grand nombre de formes
indéterminées.

3. Cas des intégrales
Il s’agit d’étudier le comportement asymp-

totique des restes des intégrales conver-
gentes :

X J\:’f(t)dt
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ou d’évaluer des intégrales divergentes :
X j f@)adr.

Cette étude s’effectue en deux étapes.
On se raméne au cas ou f appartient a une
échelle classique de comparaison, grace au
théoréme d’intégration des relations de
comparaison :

Théoréme. Si f et g sont positives et
équivalentes au voisinage de + oo, alors :
- dans le cas convergent :

[rroa-["soa,

- dans le cas divergent :
f‘f(z)dr ~ f‘g(z)dt.
0 0

Les énoncés sont analogues pour les
relations /' = o (g) etf = O (g). Enrevan-
che, on ne peut pas toujours dériver les
relations de comparaison ; par exemple :

1
x(l +xsin—)~x,
x

mais :

14 2x sin)lc—cos)lc
n’est pas ¢quivalent a 1.

Pour f appartenant a une échelle clas-
sique, si on ne dispose pas d’une primitive
explicite, on effectue des intégrations par
parties successives. Par exemple, le com-
portement asymptotique du logarithme
intégral :

lix) = f’ dr

2 Int’
étudié par Euler et Gauss, est donné par :

xdt  x 1!x
Lln—t —E;+(1—n;§5+
k—1)Ix
(Inx )

+o ((h:; )k)'
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De méme, la fonction d’erreur, intro-
duite par Gauss en calcul des probabilités,

Erfx) = %J‘:e—”dt

tend vers 1 si x — + o et son développe-
ment asymptotique se déduit de larelation :

e el 1 1
t=e—* | ———;
.L e € (2x 4x3+

13..Qk—1) 1
+ (_ l)k 2K+ 1x2% +1 + o(x2k+l))'

Il est important de ne pas confondre les
développements asymptotiques avec les
séries ; dans de nombreux cas, on n’est
capable de déterminer explicitement qu'un
petit nombre de termes et d’obtenir cepen-
dant ainsi de trés précieux renseignements
sur les fonctions considérées. De toute
fagon, un développement asymptotique est
essentiellement une somme finie et, méme
si on peut obtenir un nombre arbitraire-
ment grand de termes, cela n’entraine
nullement que la série correspondante
converge, comme le montre 'exemple
suivant, étudié par Laplace. Considérons
la fonction :

£ = L’ i:dx

(2 une constante prés, c’est la fonction
« exponentielle-intégrale ») ; par intégra-
tion successive par parties, on obtient
facilement, pour tout &,

1 1 k—1)! 1
O =g g+ E +°( rk)’

{00

on constate facilement que, pour tout 7, la
série de terme général (k—1)!/FF est
divergente.

Dans 'exemple du logarithme intégral
li(x) donné ci-dessus, on remarquera
méme que fous les termes du développe-
ment tendent vers + o avec x!



A travers les exemples précédents, on
voit que le role de I'intégration par parties
est de transformer 'intégrale a étudier en
une intégrale négligeable devant la précé-
dente. On peut expliquer le schéma de cal-
cul de la maniére suivante. Soit I'intégrale :

[rosoa,

ou f'varie lentement devant g (par exemple
S =1t ou f()=Int et g(ny=¢,
g() =exp (— ), ou g (r) = €"). En pre-
miére approximation, on assimile f'a une
constante, ce qui conduit a I’estimation :

[ros®ar #7606,
ou :
Gx) = fl‘g(z)dt.

La non-constance de f se traduit par
I'apparition d’un terme correctif portant
sur la dérivée de f, ce qui constitue la
formule d’intégration par parties :

[froewa=[roco]—[rosoa

La faible variation de /" se traduit par le fait
que l'intégrale du second membre est négli-
geable devant 'intégrale initiale. Dans les
applications, on rencontre trés souvent le
cas de 'amortissement constant g (1) = e~
k ou de la phase tournante uniforme
g (1) = ¢ Ce double aspect amortisse-
ment et phase tournante se retrouve dansla
méthode de Laplace et dans la méthode de
la phase stationnaire (cf. chap. 5).

4. Cas des séries

Généralités
Le cas du développement asymptotique
des sommes partielles des séries est ana-
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logue a celui des intégrales. Il s’agit d’étu-
dier le comportement asymptotique des
restes de séries convergentes :

o

Zf(p)

p=ntl

et des sommes partielles de séries diver-

gentes :
Zf(p)-

7=0

Ici encore, on se rameéne au cas ou f
appartient a une échelle classique, griace au
théoreme de sommation des relations de
comparaison :

Théoréme. Si f et g sont positives
et équivalentes au voisinage de - oo,
alors :

- dans le cas convergent :

«

if(m ~ Zg@),

p=n+1 p=n+1

- dans le cas divergent :

z":f(p)~ ig(p),
p=0 p=0

Enfin, lorsque f appartient a une
échelle classique, on compare les som-
mes précédentes a des intégrales. Cette
comparaison est facile lorsque f varie
«lentement » ; plus précisément, on
a:

Théoréme de Hardy. Soit f une fonction
a valeurs complexes de classe €!, pour
x 2 0, telle que sa dérivée f’ soit inté-
grable au voisinage de -+ . Alors, la
suite :

pizof(p) —[rom

est convergente.
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Par exemple, la suite :

n

zl—lnn
p

p=1

admet une limite, traditionnellement notée
v et appelée constante d’Euler. Ce nombre
est de nature encore tres mystérieuse et on
ne sait méme pas s’il est rationnel ou
irrationnel. Une valeur approchée a
20 décimales est :

0,57721 56649 01532 86060.

Formule sommatoire
d’Euler-Maclaurin
Si 'on désire un développement asympto-
tique a une précision plus grande, on fait
appel a4 une technique beaucoup plus
élaborée, la formule sommatoire d’Euler-
Maclaurin. On suppose ici que f est
suffisamment dérivable et que, pour tout
entier k, la dérivée k-ieme /X est négli-
geable devant f %1,

On se propose d’évaluer des sommes du

type :

if(n)

n=p+1

par comparaison avec l'intégrale :
f “E(t)dt.
P

Plus précisément écrivons :

if(n)—f:f(t)dt
n=p+1
= z [ e —renal;

n=p+1

on se ramene d’abord a l'intervalle [0, 1]
pour chacune des intégrales de la somme
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de droite par les changements de variable
u + n—1 =1 0n a, pour chacune de ces
intégrales :

[ re—roer

- J'O‘ F(n)—fu + n—1)] du
=[f(n —1) —f(n)}P:(0)

n J"f'(u +n— DPy@)du
0

apreés intégration par parties, en prenant
une primitive P, du polyndme constant
P; = 1. De méme, en prenant une primi-
tive P, de Py, on a, par intégration par
parties :

J:f’(u +n—1P,u)du
= +n—vpw)]

_ J:f " + n— 1)P,(u) du.

On poursuit ce processus jusqu’au rang
r, C’est-a-dire jusqu’a un reste portant sur
Y+, et on choisit les primitives succes-
sives P, de Py=1 de telle sorte que les
termes tout intégrés disparaissent deux a
deux dans la sommation lorsque » varie de
p + 1 agq. Il suffit pour cela d’imposer au
polynéme P, de vérifier les relations :
P, =P, pourk > letP,(l)=P,(0)
pour k > 2, ou, ce qui revient au méme,
pour tout & > 1.

Py=P_, e I‘ P, (u)du = 0.
0

On démontre qu’il existe une suite (P,)
et une seule satisfaisant a ces conditions.
Plus précisément, pour tout entier naturel
k,



ou B, est le k-ieme polyndme de Bernoulli,
considéré par Jacques Bernoulli comme
solution de I’équation aux différences :
P(x + 1) — P(x) = kx*~'. Ces polyndomes
peuvent étre introduits par la série géné-
ratrice formelle :

tex

er—1
n=0

t’l
B,(x)

En fait, dans ce qui précéde,
seuls interviennent les nombres de Ber-
noulli B, = B.(0). En particulier, B, = 1,

Pr=—1/2,Bypy = Osip > 1,B, = 1/6,
Ba=—1/30, Bg=1/42, PBg=—1/30,
Big = 5/66.

Pour expliciter les calculs précédents, il
convient de distinguer deux cas, suivant
que :

f est intégrable au voisinage de + o ;
il s’agit alors d’évaluer le reste :

f n’est pas intégrable ; il s’agit alors
d’évaluer la somme partielle :

s
fn).

n=0

Il convient de noter que la formule
sommatoire d’Euler-Maclaurin est de type
asymptotique, c'est-a-dire que les restes ne
tendent pas nécessairement vers 0. Mais,
lorsque ce reste tend vers 0, la formule
sommatoire fournit des développements
en série. Ainsi, appliquant cette formule a
la fonction ¢+ %, on montre que, pour
[z ] < 2m,

-
z _N'b
er—1 n!
n=0

P4
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On en déduit les développements en
séries entieres des fonctions trigonométri-
ques :

cotgz = - = (— 1y2 2" z7"‘1
tgz Z(—un—lzzn(zz" 1)(7?22"—1,
n=1
11N gty B o
E—;*‘Z(—l)” 1202 —1—1 )(2 )122’l !

n=1

La formule d’Euler-Maclaurin s’appli-
que a I’évaluation de sommes portant sur
une fonction f dont les dérivées décroissent
de plus en plus. Les cas les plus fréquents
en mathématiques appliquées sont ceux ou
JSprésente un amortissement constant, une
phase tournante constante, et la situation
mixte. Par exemple, supposons que I’on
veuille évaluer :

3

e—rzz
z na

n=p+1

avec z=x-4+1y, x >0 (z5 2ikm) et
> 0. On peut penser a comparer ¢ "=/n
z‘t I'intégrale :
JI R dt.
n—1 %

Or, en premi¢re approximation, 1/r varie
peu sur [# — 1, n] tandis que ¢~ présente
de maniére mixte un amortissement et une
phase tournante, ce qui conduit a esti-
mation :

e—nz

n e —H er—1
1 e

() J‘n~l re a # z x n
Autrement dit, le terme ¢7"“/n® est multi-
plié par un facteur constant di a I'amor-
tissement et & la phase. L’estimation pré-
cédente permet de conjecturer :

- —’ll « e——lz

P

n=p+1
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pour établir rigoureusement cette relation,
il faut évidemment remplacer I'estimation
(1) par une intégration par parties comme
indiqué supra.

5. Cas des fonctions définies
par des intégrales

Nous dégagerons ici trois méthodes impor-
tantes pour étudier le comportement
asymptotique d’intégrales dépendant d’un
parametre lorsque ce paramétre tend vers
Pinfini.

La méthode de Laplace
Considérons une fonction :

10) = [ gy emrdx,

définie par une intégrale ; (¢, b) est ici un
intervalle quelconque, borné ou pas. Pour
simplifier, nous supposerons que la fonc-
tion 4 admet un seul maximum. L’idée
essentielle ici est que, sous cette hypothese,
c’est la partie de lintégrale située au
voisinage de ce maximum qui est prédo-
minante pour ¢ grand; par suite, si on
remplace la fonction g (x)e”™ par sa
partie principale au voisinage de ce point,
il est plausible que I'on obtienne, par
intégration, la partie principale de I(¢) pour
t tendant vers I'infini. Nous nous limite-
rons a4 un cas particulier simple ou le
raisonnement ci-dessus est applicable. Plus
précisément :

Théoréme [. Soit g et h deux fonctions
continiment dérivables dans un intervalle
[, b borné ou pas (on suppose cependant
a fini) tetles que g (x) €™V soit intégrable
sur [a, b pour t assez grand. Supposons de
plus que la fonction # admet un maximum
pour x = a tel que h'(a) = 0, h"(a) < 0,
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et g(a) = 0 et que le maximum de A(x)
dans tout sous-intervalle [a',b[, avec
a’ > a, est inférieur a A(a) ; on a alors :

— T
—_ wo\ % s
s@en\s o T

Par exemple, si :

fb g(x) e dx

1 pr
I,,(t)=~f e1% cos nx dx,
T Jo

on obtient :

el
>

Vamt

— 0

L@~

Donnons également une application a
la fontion gamma d’Euler :

Ie) = f"“e—uur—ldu,
o

qui extrapole la factorielle, a savoir, pour
n entier naturel, I'(n -+ 1) = n!. Apres
changement de variable wu = xt, on
obtient :

T+ 1) =41 J'”er(_xﬂnx)dx,
0

ou l'intégrale est la forme ci-dessus avec
h(x) = Inx — x. La fonction 4 admet un
unique maximum pour x = | dans I'in-
tervalle (0, 4 o) et A"(1)= 1, appli-
quant le théoréme 2 a chacun des inter-
valles (0, 1) et (I, 4 =), ce qui revient
4 multiplier par 2 la formule du théo-
réme 1, on obtient la célébre formule de
Stirling :

¢+ 1)~ V2ute—'t,

t—-—)OO’

qui précise le comportement asymptotique
de la fonction gamma lorsque ¢ tend vers
I'infini. Le développement asymptotique
de InT peut étre obtenu par la formule
d’Euler-Maclaurin.



La méthode de la phase

stationnaire

La méthode de la phase stationnaire a été
utilisée par lord Kelvin en 1887, a propos
de probléemes d’hydrodynamique, pour
étudier des intégrales du type :

I¢) = ‘rbg(x)e“"(x)dx,

ou g et i sont des fonctions tres réguliéres
dans (a, b); dans les applications physi-
ques, g (x) apparait comme 'amplitude et
th(x) comme la phase du phénoméne
considéré. L’idée essentielle de Stokes et
Kelvin est que la partie prédominante de
I'intégrale pour ¢ tendant vers 'infini est
obtenue au voisinage des extrémités de
I'intervalle d’intégration et surtout au voi-
sinage des points ¢ ou la phase est « sta-
tionnaire », c’est-a-dire tels que 4’ (¢) = 0.
Intuitivemem lorsque 7 est grand, le point
g (x) ™) tourne « trés vite » autour de 0
dans le plan complexe au voisinage de tout
point ¢ de [lintervalle (a,b) tel que
h(c)== 0, et cela a pour conséquence de
rendre « petite » la partie correspondante
de lintégrale ; si maintenant A'(¢) = 0, la
phase est stationnaire au voisinage de ¢,
c’est-a-dire que cette rotation est tres
ralentie et la contribution de 'intégrale au
voisinage d’un tel point est prédominante
sur le reste. Ce principe peut présenter de
nombreux aspects ; nous nous limiterons,
a titre indicatif, & deux énoncés mettant en
évidence le role joué par les extrémités de
I'intervalle d’intégration, d’une part, et par
la présence de points ou la phase est
stationnaire, d’autre part. En fait, c’est la
contribution de ces derniers qui est pré-
pondérante sur la contribution des extré-
mités.

Théoréme 2 (rdle des extrémités de l'inter-
valle d’intégration). Soit g et A deux
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fonctions indéfiniment dérivables dans
'intervalle compact [a, b]. Si la fonction /1
n’a pas de point stationnaire dans I'inter-
valle, on a :

glx) e dx
a

=i7gr({7(l)1_)e”h(b) P (‘1())6,,;h(a)+o( ) {0,
Théoréme 3 (role des points ot la phase est
stationnaire). Supposant encore que g
et h sont indéfiniment dérivables dans
'intervalle compact [a, 5], nous suppose-
rons, de plus, que A’ s’annule en un seul
point ¢ de cet intervalle avec g (¢) # 0 et
it 7(¢) = 0. Alors on a, pour ¢ tendant vers

I'infini :
_.Tr—g(c)eirh(c)einM + 0 (1 )
V2th” () t
I¢) = sih”(c) >0,
V !
ithic)p—in/4 =
2th”()g(c)e ¢ +O(z
sih” () <0,

Nous renvoyons aux ouvrages spécialisés
pour I’étude détaillée des cas obtenus
par superposition des phénomeénes
ci-dessus et pour le cas des intervalles non
compacts.

La méthode du col

Cette méthode a ¢t¢ utilisée par Riemann
en 1863 pour étudier le comportement
asymptotique de la fonction hypergéo-
métrique et Debye I'a systématiquement
développée dans deux mémoires de 1909
et 1910. T! sagit d’étudier, pour ¢ réel
tendant vers l'infini, des intégrales du
type :

10) = [ g@)erodz,

ou L est un chemin, fini ou pas (pouvant
dépendre de 1), contenu dans un ouvert D
du plan complexe dans lequel g et /s sont
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des fonction analytiques. Le théoréme de
Cauchy montre qu’on peut, dans de nom-
breux cas, modifier le chemin L sans
changer la valeur de [lintégrale; la
méthode du col consiste a profiter de cette
possibilité en choisissant un chemin L sur
lequel la fonction w(z) = | €7} | = Reid
n’atteigne son maximum qu’en un seul
point, dans des conditions qui permettent
d’appliquer la méthode de Laplace (un peu
modifiée pour tenir compte du fait que A
prend des valeurs complexes). Intuitive-
ment, on choisira le chemin L’ passant par
un point z; de telle sorte que, sur L” au
voisinage de ce point, la phase Im A(z)
varie peu, alors que l'amplitude w(z)
décroit assez vite. Indiquons I’aspect
géométrique de cette question, ce qui
justifiera la terminologie utilisée. Consi-
dérons dans I’espace a trois dimensions
la surface d’équation z= w(x + iy)
= R appelé le relief de ¢, Cette
surface ne présente pas de «sommet »
relatif, d’aprés le principe du maximum
pour les fonctions analytiques, et, par
suite, les seuls points ou le plan tangent
est horizontal (ce sont les points ou la
dérivée A'(z) s’annule), sont des cols ; on
dira donc qu’un point z, du plan complexe
tel que #’(zy) = 0 est un col ; I'ordre du col
est, par définition, le nombre m tel que :

h'(zg) = ... = h)zg) = 0,
A+ D(zg) # 0.

Revenons a l'interprétation géométri-
que ; les lignes de niveaux du relief (c’est-
a-dire les courbes w = (™) ont pour pro-
jection sur le plan des z= x4 iy, les
courbes sur lesquelles Re#/i(z) reste cons-
tant ; les lignes de plus grande pente du
relief, qui sont orthogonales aux lignes de
niveau, ont pour projection les courbes du
plan complexe sur lesquelles la partie
imaginaire de rh(z) reste constant. Le long
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d’une telle courbe, e’ a une phase
constante, alors que son module varie « le
plus vite possible », car les lignes de plus
grande pente sont les lignes de gradient du
relief. Limitons-nous, pour simplifier, au
cas d’un col d’ordre 2. Par un tel point
passent deux lignes de niveau et deux lignes
de plus grande pente, la ligne de faite, qui
suit la créte, et la ligne de thalweg, qui
descend dans la vallée. L’idee, ici, est
essentiellement de chercher une ligne L’
qui passe par un seul col et qui soit aussi
proche que possible (au voisinage de ce
col) de la projection de la ligne de thalweg ;
en effet, sur cette derniére, la phase de ¢
reste constante et le module de e
présente un maximum au col. Si on sait
trouver une telle ligne, la méthode du col
consiste a remplacer P'intégrale étudiée par
Pintégrale prise le long d’un petit segment
de la tangente a la ligne de thalweg du col,
et de remplacer g et & par leurs dévelop-
pements aymptotiques dans cette inté-
grale.

Donnons un exemple significatif de
cette méthode. Dans ce qui suit, nous
considérerons seulement des chemins infi-
nis L :

s—r(s)eiew,

définis pour — o < 5 < + oo, et satisfai-
sant aux conditions (A) :

lm r(s) = +
S+
et :
2—Tr< (s)<2—1r+z
3 S@ S T3 6’

au voisinage de +
lim r(s) = +

2T_T ey 2T
3 ¢ P¥IsT3m

au voisinage de — o (cf. figure).
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Développements asymptotiques

On voit facilement, en appliquant le
théoréme de Cauchy et en passant a la
limite, que I'intégrale d’Airy, introduite en
1838 par Airy dans ses recherches sur
loptique :

Ai(t?) = ﬁ IL exp(tzw—§w3)dw

ne dépend pas du chemin L, pourvu
qu’il satisfasse aux conditions (A). Effec-
tuant le changement de variable : w = ¢z,
on a:

Ai(t?) = ﬁ J‘L exp(t3(z — %23)) dz,

ou le chemin L, = 'L satisfait encore
(A) ; appliquons la méthode du col 4 cette
intégrale. La fonction A(z) =z—23/3 a
pour dérivée h'(z) = 1 — 22, d’olt deux cols
Zp =+ letzy =~ 1. Ici, la ligne de faite
passant par 7, est l'axe réel, et la ligne de
thalweg est la branche L de I'hyperbole
l —x?4+3%3=0 telle que x<0
(cf. figure). Ce chemin satisfait aux condi-
tions (A) et on peut ici prendre exactement
la ligne de thalweg comme nouveau che-
min d’intégration sans changer la valeur de
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Iintégrale. Remplagant alors L” au voisi-
nage du col zy=—1 par le segment
tangent v — — 1 4 i, —r < u < +r, et
h(— 1 + iu) par les deux premiers termes
de son développement de Taylor — 2/3 —
u*, on obtient I'intégrale :

—213/3
e J‘Me*”"’a’u,
2T —r

La formule de Laplace, appliquée a
chacun des deux intervalles [ — r, 0] et [0, r]
donne :

r 5 ™
J‘:’ e~ dy ~2 \147: t—>o0,

d’ou finalement :

e—us3

MO =y v

t— <,

6. Cas des solutions d'équations
différentielles

On se bornera aux systémes d’équations
différentielles linéaires, en distinguant deux
cas, le champ réel et le champ complexe.

Systémes dans le champ réel

Plagons-nous d’abord dans le cas d’un
systéme linéaire a coefficients constants :

()] x’ = Ax,

ou A est une matrice carrée d’ordre n a
coefficients complexes et x : 7+ x (r) une
fonction de classe €' sur [0, +o[ &
valeurs dans C". Pour toute condition
initiale ¢ € C”, 'unique solution du pro-
bléme de Cauchy v(0) = a est donnée par :

x(t) =(exptd)a
(cf. équations DIFFERENTIELLES). Lorsque

A est diagonalisable, de valeurs propres
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A| ..., A, le comportement asymptotique
de x(7) est gouverné par la valeur propre
de plus grande partie réelle. En parti-
culier, les solutions tendent vers 0 a I'infini
si et seulement si, pour tout j, on a
Re?; < 0. Lorsque 4 n'est pas diago-
nalisable et que A, est d’indice n,, il existe
des solutions se comportant comme £ ¢/,
ol 0 < &k < n;— L. Les solutions tendent
encore vers 0 a I'infini si et seulement si
Re A; < 0.

Examinons maintenant l'effet d’une
perturbation 1— R () de 4 sur le com-
portement asymptotique d’une solution du
systéme linéaire (1). On peut conjecturer
que, si la perturbation est assez petite a
I'infini, ce comportement n’est pas nota-
blement modifié. Plus précisément, suppo-
sons A diagonalisable et soit A une valeur
propre de A. Si l'intégrale :

fjnzzmndz

est convergente, alors, pour tout vecteur
propre b de 4 associé a la valeur propre A,
il existe une solution x et une seule de
I’équation perturbée :

x'=(@+Rx

telle que x(7) — ¢ au voisinage de -+ .

Par exemple, soit I’équation de Bessel
réduite (cf. fonctions de BESSEL, pour ce qui
suit) :

” v
u” +(1 _t_l)u =0,

qui équivaut au systeme linéaire :

{ X1 =X,
V2
X2 = —(1—‘72))‘1;

=) 4= (81 o) ro=(5 o
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Les fonctions t— ¢“, et t+— e~ cons-
tituent une base de I'espace vectoriel des
solutions de I'équation non perturbée
u” + u=0. Dapres le résultat précé-
dent, il existe donc un couple (i, u,) de
solutions et un seul de I’équation perturbée
tel que :

u,(t) —e, uyt) —e—¥;

cette méthode donne donc le comporte-
ment asymptotique des fonctions de Bes-
sel.

Si, maintenant, 4 n’est pas diagonali-
sable, il convient d’imposer a R des
conditions plus strictes. Lorsque A; est
d’indice #n; , on suppose que :

f” =1 R@e) ldr < + o,
1

ce qui entraine I'existence d’une solution x
telle que :

x(t) ~ =" ekjrh.

Pour le comportement asymptotique
des systémes linéaires a ceefficients pério-
diques (par exemple, le théoréme de
I’équation séculaire des planétes), on se
reportera a Darticle équations DIFFEREN-
TIELLES, La théorie de Floquet.

Le champ complexe
Pour obtenir des développements asymp-
totiques des solutions d’un systeme diffé-
rentiel dans le champ complexe, I'idée
principale consiste & obtenir des représen-
tations intégrales des solutions. On utilise
ensuite des développements tayloriens ou
on applique a ces intégrales les méthodes
esquissées au chapitre 5.

Considérons, par exemple, une équa-
tion différentielle linéaire d’ordre # :

agzu® 4+ a,ue—V+ ... +a,cu=0

ou ay, 4, ..., a, sont des polynomes.



Pour obtenir des représentations inté-
grales des solutions, les méthodes sont trés
variées. Citons, par exemple, la méthode
de Laplace, qui s’applique lorsque les
polynémes a; sont de degré < | : on
cherche les solutions sous la forme :

u@) = J‘Lv(C)eCZdC,

ou L est un contour du plan complexe
convenablement choisi.

Ainsi, dans le cas de I'équation différen-
tielle :

u” —zu =0

on trouve v(z) = exp(— (%/3) et :
w© = [ e — 094t

ou L est le contour décrit dans I'intégrale
d’Airy (cf. La méthode du col, in chap. 5).
Le comportement asymptotique de la solu-
tion s’en déduit.

On utilise aussi la méthode d’Euler,
ou :

we) = [ yOC—2rdt,

pour un choix convenable de o et L. Une
variante est la méthode de Mellin, ou :

() = ‘va(c)u —Gydt.

Nous nous bornerons a deux exemples
significatifs, importants pour les applica-
tions.

L'équation hypergéométrique
Considérons 1’équation de Riemann
(cf. Les équations différentielles de la phy-
sique mathématigue, in chap. 2 de équa-
tions DIFFERENTIELLES), admettant trois
points singuliers deux a deux distincts. Par
une transformation homographique, cette
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équation se raméne a 1’équation hypergéo-
métrique :

z(l——z)—+ {e—@+b+ I)Z}———ﬂbu =0,

ou a, b, ¢ sont des nombres complexes.
Lorsque ¢ n’est pas un entier négatif, pn
obtient une solution holomorphe dans le
disque |z| < 1 par la série entiere, dite
hypergéométrique :
a@+ Db + 1
F(abcz)‘l-i—l +—(1;—c)(c(:‘;'—)—)
af@+ D@+ 20+ DG+ 2)

3
123¢et+Dery &+

+

qui s’écrit aussi :

T@)T®)

T© F(a, b, ¢, 2)

- zl’(a +n)F(b+n)
£ T'(n + NI + n)
ou T désigne la fonction gamma
d’Euler (cf. fonction GAMMA).

On peut prolonger analytiquement
F(a, b, c,z) au plan fendu C—R™* par
la représentation intégrale de Mellin-
Barnes :

T@)Te)
T')
=LJ‘ Fe+9re+9r—o

2iTJp T+ 0)

F(a, b,c,z)

(—2)di,

ou D désigne I'axe imaginaire et (—z)*
= exp (C In (—z)) en prenant la détermi-
nation principale du logarithme, c’est-a-
dire |arg(— )| < .

Cette représentation intégrale permet
alors d’obtenir la relation suivante :

T re)

) F@, b,c,z)
- %’Q(_zw}?(a, l—c+4as1—b+az—")
+%g'-;)i)(—z)—b}=(b, l—c+b;l—a-+bz "),
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qui fournit aussitot le développement
asymptotique de F(a. b, ¢, z) au voisinage
de I'infini sur C —R™,

L'équation hypergéométrique confluente
L’équation hypergéométrique confluente
est le cas ou deux des trois singularités de
I’équation de Riemann confluent en un
méme point. Ici encore, on se raméne au
cas ou ce point est a I'infini et ou l'autre
singularité est au point 0. On obtient alors
I"équation de Whittaker, qui s’écrit :

4 z 42 M=

@\t

du ( 1 k&
ou k et m sont des nombres complexes. La
méthode de Laplace ou celle de Mellin

fournissent une solution de la forme :

o~z 7k

I'%—k+m)

w t k—Y¥% +m
X f pk—rrmi ] 4 ) e—'dt.
0 z

sous condition que Re(k —'2—m) < 0,
qui est holomorphe dans le plan fendu
C —R . Cette fonction est appelée fonc-
tion de Whittaker. En développant :

t\e—% 4+ m
(1)
z

en série de Taylor, on obtient le dévelop-
pement asymptotique de W, au voisi-
nage de l'infini sur C —R".

De nombreuses fonctions classiques
apparaissent comme des cas particuliers
des fonctions de Whittaker. Ainsi, la fonc-
tion d’erreur :

Wim@) =

1 x?
Erfx)=1 Vi exp(— 7)W—u,%(x 2).
Ilen est de méme pour le logarithme inté-

gral. Enfin, I'équation de Bessel réduite :

1—4\)2)

u"+( ! i = 0
—it Tan -
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est satisfaite par W (z) et W (-- ). La
décomposition de la fonction de Bessel J,
dans cette base (cf. fonctions de BESSEL)
s’écrit :

o . 1 1.
Jfz) = m[WOYV(ZIZ) exp(i(v -+ i)m)
4 Wy (—2i)ep— 2w + Dy )|

ce qui fournit un développement de J, a
toute précision.

JEAN-LOUIS OVAERT ¢t JEAN-LUC VERLEY
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BARYCENTRE

S oit A un espace affine attach¢ a un
espace vectoriel E (sur un corps com-
mutatif K). On appelle « point M de A
affecté de la masse A » ’élément (M, A) de
I'ensemble A X K.

Par définition, le barycentre de n points
M|, M, ..., M, de A affectés des masses A,
As, ..., A, de somme non nulle est le point
G tel que :

Zx, GM, = 0.

i=1

De cette définition découlent aisément
plusieurs propriétés :
1. Pour tout point O de A, on 4 la relation
(équivalente a la condition de définition) :

(S )oe- 3 nom,

2,7 2,

2. Le barycentre de la famille (M,, A;) est
le méme que le barycentre de la famille des
(M,, or)), ol o est un élément non nul de
K.

3. Propriété d’associativité :
barycentre de n points M|, M,

soit G le
..y M, de

BESSEL FoNcTiONS DE

A affectés des masses Ay, A,, ..., A, et soit
G’ le barycentre des points M, M,, ..., M,
affectés des masses A}, As, ..., Ay Alors G
est aussi le barycentre des points G’, My |,
..., M,, affectés des masses :

k
}‘i: )‘k+ 1» }‘n'
i=1
Lorsque le corps K est de caractéristi-
que 0 et que les scalaires A; sont égaux, le
barycentre G s’appelle centre de gravité,
ou équibarycentre de la famille des (M, A,).

JACQUES MEYER

BESSEL roNcTIONS DE

Les fonctions de Bessel jouent un role
important en mathématiques appli-
quées et en physique mathématique. Elles
interviennent aussi bien dans des proble-
mes de conduction de la chaleur que dans
des problémes de diffraction, acoustique,
ou électromagnétisme. Elles apparaissent
souvent dans I’étude d’équations différen-
tielles ou d’équations aux dérivées partiel-
les avec des conditions aux limites relatives
a des frontieres sphériques ou cylindri-
ques. Ces fonctions possédent certaines
analogies avec les fonctions trigonométri-
ques : comportement a linfini, zéros,
développement en série.

%

Définitions
Considérons ’équation différentielle :
v2

1
1 ” S _
M y +xy +(1 x2>}’=0,
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dans laquelle v est un paramétre complexe
quelconque. Les fonctions de Bessel, ainsi
que d’autres fonctions voisines, les fonc-
tions de Neumann et de Hankel, sont des
solutions particuliéres de cette équation
différentielle. Supposant que x est une
variable réelle positive, cherchons des solu-
tions de la forme :
y= x“chx".

k=0

Par identification terme a terme, on
obtient :

(@2 —v?) ¢ =0,
[+ &2 —vie =0
[k + 02 —v2]ep + 6, =0, k

A\
[

donc, on doit avoir o0 = * v.
Si on choisit o = v, on trouve :

Co

=V Em e e R

on est alors amené a choisir :

1
Trreo+

Co

d’ou :

1

— (e 1} 5
e e S N T

" désigne ici la fonction eulérienne ; ¢'est
une fonction continue qui a pour pro-
prieté fondamentale I'(n + 1) = n ! pour
n entier (cf. fonction GAMMA).

Par définition, la fonction de Bessel J,,
d’indice v. est donnée par ces coeflicients,
soit :

veo= () X el o (31

La série qui intervient dans la défi-
nition de J,, converge pour tout x réel et on
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vérifie que J, satisfait a I'équation diffé-
rentielle donnée. Si v est entier, J, peut
étre définie pour tout x complexe. Si v
n’est pas entier, on peut étendre le
domaine de définition de J, a I'ensemble
des x complexes non nuls, mais 1’origine
sera un point critique a cause du facteur
(x/2)".

Si v n’est pas entier, la solutionot = — v
fournit la fonction :

C(x) = (— D+ (x)zk

T _(2) Z KIT(k—v+ D\2/) -
k=0

J_, est encore une solution de I’équa-

tion différentielle (1), et on vérifie que J

et J, sont linéairement indépendantes. La
solution générale de (1) est donc :

ody x) + BI_, x),

o et B étant deux constantes arbitraires. Si
v est un entier #, on constate que :

T @) = (—=1yJ, x).

Tous ces faits peuvent étre justifiés
en remarquant que I'équation différen-
tielle (1) est une équation du type de
Fuchs (cf. équations DIFFERENTIELLES),
dont I'équation déterminante est x> 4 v°
= 0. La différence des racines de I’équa-
tion déterminante est 2v. Si 2v n’est pas
entier, on a une base de la forme ¥ A(x)
et x7VB(x), A(x) et B(x) étant deux
fonctions holomorphes au voisinage de
x = 0. Si 2v est entier, on n’obtient
ainsi qu’une seule solution x v A(x). Pour
obtenir une deuxiéme solution dans ce
cas, on est amené a introduire les fonc-
tions de Neumann. On appelle fonction
de Neumann d’indice v, N, la fonc-
tion :

_cosvrl, x)—J_,(x)
- sin v

N, (x)



pour v non entier et :

N, @) = ImN, , @),

pour n entier. On vérifie alors que, pour
tout v, la fonction de Neumann est une
solution de (1) et que N, et J, sont
linéairement indépendantes. Donc, si n est
entier, la solution générale de (1) est :

aol, + BN,.

Enfin, on introduit parfois les fonctions
de Hankel :

Hl =J,+iN,,
H% =J,—iN;

que v soit entier ou non, H! et HZ forment
une base de solutions de (1).

Propriétés principales

Formules asymptotiques. Le comporte-
ment & 'infini des fonctions introduites est
donné par les formules :

1w =\ Zeos(x— 2T} 4 o
N, @) = @sin(x—%—g) + @),
o) =\ Zewpi (s =TT + e
e e R e P

ou les fonctions ¢/{x) tendent vers zéro
lorsque x tend vers [infini
|arg x| m—e, €>0; d’une maniére plus
précise, les quantités x¥2@(x) restent bor-
nées.

Formules de récurrence. A partir des déve-
loppements en séries, on obtient les deux

formules de récurrence :

avec

L) + 30 ) = 21,00,
Bt =Ty 1) = 2050,
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Voici une application de ces for-
mules.
On vérifie directement que :

/2
Jinx)= Esinx,

/2
JI_1p(x)= T COS X,

par suite, si v est de la forme #n + 1/2, avec
n entier, les formules de récurrence mon-
trent que J, est une combinaison linéaire
de fonctions élémentaires.

Représentation intégrale. 11 est souvent
commode de représenter J, sous la forme
d’une intégrale. On a la formule :

x/2¢ "

MO = Vel

(1 _t2)\1—l/2e~—-i£xd,,
qui est valable pour Re v ++ 1/2>0.
Fonction génératrice. Les fonctions de Bes-
sel sont liées a un développement en série
de Laurent. En effet, introduisons la fonc-
tion :

u 1
Fu)= exp(i—ﬂ)x,

pour u complexe et x paramétre complexe
non nul ; son développement en série de
Laurent a l'origine s’écrit :

4

F) =Zu"J,,(x)

—®

(formule de Schiémilch). La fonction F(u)
est appelée fonction génératrice. Chan-
geant i en 1/u et faisant le produit membre
a membre des égalités obtenues, on
obtient :

1= [e)F + ZE[Jn(x)]z;
1
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on en déduit, pour tout x réel, les majo-
rations :
1

o) | <1, V2

[J.(x)] < n> 1l
Voici une autre présentation de la
formule de Schlémilch ; posant # = ¢, on

obtient :

4o

exp (ix sin ©) = z endJ (x);

—

les J,(x) sont donc ainsi les coefficients de
Fourier de la fonction :

0 +— exp (ix sin 0).

Théoréme de Neumann. A partir des fonc-
tions de Bessel on peut obtenir des repré-
sentations analogues au développement en
séries entiéres. Plus précisément, toute
fonction holomorphe dans le disque
|z} <R peut étre développée en série sous
la forme :

3

1@ =Z 2,3,@),

=0

ot la série converge absolument et unifor-
mément dans tout disque compact
|z]< R, <R.

De plus, il faut signaler que I'on peut
faire une théorie analogue a la transfor-
mation de Fourier en employant les fonc-
tions de Bessel : soit f{x) une fonction
définie pour x> 0, a valeurs réelles ou
complexes, continue par morceaux, telle
que :

[ x1re 1 < =
o
pour tout entier »n, positif, posons :

£.(5) = f: FOI, 60 dt;
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alors, on a la formule suivante d’inver-
sion :

fx) = j:uln(xu)g,,(u)du.

Des fonctions voisines des fonctions de
Bessel sont parfois utilisées. Ce sont, par
exemple :

v

I (x) =exp( 3 )Jv(ix),

pu(0) = \[3= X T, 1),

appelées respectivement fonctions de Bes-
sel modifiées, et fonctions de Bessel sphé-
riques.

PIERRE SAPHAR
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BOOLE ALGEBRE & ANNEAU DE

L a notion d’algeébre de Boole, introduite
par G. Boole (1847) et par A. De
Morgan afin d’algébriser les opérations
propositionnelles de la logique, joue un
role trés utile dans plusieurs branches
des mathématiques (algébre, théorie
des ensembles ordonnés, calcul des pro-
babilités) et en logique mathéma-
tique (logique algébrique, modéles boo-
léens).



On appelle algébre de Boole (A, V,
A, T, 0, 1) la donnée d’un ensemble A
(non vide) muni de deux lois de compo-
sition interne V et A, associatives et
commutatives, d’une application unaire 1
et de deux éléments privilégiés 0 et I,
ces données vérifiant les axiomes sui-
vants :

VXEAVYEAX AP Vy=y;
VXEAVYyEAX VYY) Ay=y,;
VxEAVYCAVZEAXA( Vz =x/\y€x/\z ;
VXEAVYCAVZEAXVP AZ)=x Vy)AxVz);
VXSCAx A 1x=0;
VxXEAxV Ix=1;
VxEAQVXx=x;
VxEA 1 Ax=x;

On appelle anneau de Boole la donnée
(A; +, ., 0, 1) dun anneau commutatif
unitaire vérifiant :

VxEA x2=x.

Les structures d’algébre de Boole et
d’anneau de Boole sont équivalentes au
sens suivant :

— On peut associer & toute algébre de
Boole (A, V, A, 71,0, 1) I'anneau de Boole
(A +, ., 0, 1) défini par :

+y=xATY VYA,

VYxXEA VyEA X
CAVYyCAx.y=xAy;

A
VxEA
— On peut associer a tout anneau de Boole
(A: 4+, .. 0, 1) I'algebre de Boole (A, V,
A, 1,0, 1) définie par :

VXEA VyEAXxVy y+x.y
x x.y

VXEA VyeEA
VYx€EA Tx

=l

+e &
*® ||+

Les deux correspondances précédentes
sont inverses 1'une de I’autre, comme on le
vérifie facilement, et permettent de ratta-
cher la théorie des algebres de Boole a la
théorie des anneaux. On peut également
rattacher la théorie des algébres de Boole
a celle des ensembles ordonnés en obser-
vant que ’on peut définir un ordre cano-

BOOLE AiGEBRE & ANNEAU DE

nique sur toute algebre de Boole en
posant :

xgyexVy=y

Exemples d'algébre de Boole
1. Pour tout ensemble X, ’ensemble

4(X) des parties de X devient une algebre
de Boole si on pose :

VYCX VZCXYVZ=YUZ,
VYCX VZCXYAZ=YNZ
VYCX W =X—Y,

Il résulte d’'un théoréme fondamental,
di a M. Stone, que toute algebre de Boole
est isomorphe a une sous-algebre de Boole
d’une algebre du type précédent.

2. Soit F Tl'ensemble des formules
propositionnelles construites a P'aide des
connecteurs V, A, Ta partir d'un ensem-
ble P non vide de variables proposition-
nelles. Posons A ~ B si et seulement si la
formule A < B est une tautologie. La
relation ~ est une relation d’équivalence
sur & compatible avec les connecteurs V,
A, 7, ce qui permet de définir sur F/~ une
structure d’algébre de Boole. Cette algebre
de Boole est appelée algebre de Linden-
baum du calcul propositionnel P et semble
avoir été considérée implicitement par
Boole.

Les algébres de Boole ont servi de
prototype au développement de plusieurs
techniques. Citons la logique algébrique :
on adapte I'exemple 2 au contexte plus
général de la logique du premier ordre, ou
I'on doit tenir compte de l'action des
quantificateurs ; on obtient ainsi les struc-
tures d’algébres polyadique et cylindrique.

La notion de spectre d’anneau

Le théoréme de Stone établit une dualité
entre la catégorie des algebres de Boole et
celle des espaces topologiques compacts
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totalement discontinus. Plus générale-
ment, la notion de spectre d’anneau four-
nit un foncteur trés utile de la catégorie des
anneaux commutatifs dans la catégorie des
anneaux topologiques.

Les algébres de Boole sont d’un emploi
constant et traditionnel en théorie de la
mesure et en calcul des probabilités. On a
introduit récemment avec succes la notion
de modele booléen, qui a permis de donner
des démonstrations relativement simples
de lindépendance de [’hypothése du
continu et de faire faire des progres a la
théorie proprement dite des algebres de
Boole (construction d’algebres de Boole
sophistiquées n’ayant aucun automor-
phisme non trivial, etc.).

GABRIEL SABBAGH

CALCUL DES VARIATIONS
— VARIATIONS catcut pEs
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A. Calcul & une variable

Créée au xvir® siécle par Newton, Leibniz
et leurs prédécesseurs immédiats, transfor-
meée au xvir®, par Euler, en un prodigieux
instrument de calcul, débarrassée, sous la
Restauration, de sa métaphysique par le
baron Cauchy, 'analyse infinitésimale a,
depuis longtemps, atteint un degré de
perfection tel qu’il est devenu possible d’en
exposer ’essentiel en moins d'une dizaine
de pages. C’est ce que nous allons essayer
de faire, en renvoyant le lecteur a Iarticle
qui précéde pour des considérations his-
toriques moins schématiques, et en nous
plagant ici au point de vue le plus « uni-
dimensionnel » possible. Le lecteur qui
désirerait un exposé plus philosophique et
plus historique ne saurait mieux faire que
de  consulter Pouvrage  classique
d’Otto Toeplitz. On n’a voulu, ici, exposer
que les résultats les plus importants et les
plus simples de la théorie classique a une
variable, en s’effor¢ant de tout démontrer,
et en ne demandant du lecteur que les
connaissances les plus élémentaires sur les
inégalités entre nombres décimaux, plus
tout de méme, cela va sans dire, une
certaine habitude des raisonnements
mathématiques.

1. Notion de borne supérieure

Nous désignerons par R I’ensemble des
nombres réels ; il nous suffira de savoir
qu’un nombre réel est un développement
décimal illimité précédé d’un signe (qu’on
omet s'il s’agit du signe ), par exemple
le nombre — 3,141 59. ... ou bien le nom-



bre 1 = 1,0000.. ... =10,99999. ..., et que
l'on peut effectuer sur ces nombres des
opérations algébriques que tout le monde
connait. On peut aussi comparer deux
nombres réels x et y, autrement dit donner
un sens a la relation x < y (qui exclut,
notons-le, Iégalité x =y). On peut, a
partir de 13, définir des intervalles de
plusieurs natures ; par exemple, st a et b
sont deux nombres réels donnés, on définit
quatre intervalles dont a et b sont les
extrémités, et qui ne différent entre eux que
dans la mesure ou ils contiennent, ou non,
leurs extrémités : Uintervalle [a, b] est
lensemble des nombres x tels que
a < x £ b, lintervalle [a, b[ est formé des
x tels que ¢ < x < b, etc. Les intervalles
de la forme [a, b] sont dits compacts, et les
intervalles de la forme Ja, b[ sont dits
ouverts.

Considérons maintenant un ensembile E
de nombres réels. On dit qu’il est borné
supérieurement s’il existe un nombre réel
M tel que I'on ait x < M pour tout vy < E
(rappelons que cette notation signifie que
le nombre x appartient a E, ou est un
¢lément de E), et borné inférieurement s’il
existe un nombre m tel que on ait m < x
pour tout x € E. Si E est borné supérieu-
rement et inférieurement (c’est-a-dire s’il
existe un intervalle qui contient E), on dit
que E est borné tout court. Par exemple,
Iensemble N des entiers naturels (ses
éléments sont 0, 1, 2, ...) est borné infé-
rieurement, mais non supérieurement, tan-
dis que 'ensemble des nombres rationnels
Xtels que x? < 2 est borné supérieurement
(en effet x* < 2 implique x* < 8 = 273,
d’ou x < 2, comme on le voit facilement).

Soit E un ensemble borné supérieure-
ment, et soit M un nombre tel que x < M
pour tout x & E. §’il existe un nombre
M’ < M tel que l'on ait aussi x < M’ pour
tout x € E, on obtient des informations
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plus précises sur les éléments de E en
écrivant qu’ils sont tous inférieurs a M’,
qu’en écrivant qu’ils sont tous inférieurs a
M (exemple concret : savoir que tout
homme vit au plus 500 ans est mieux que
rien, mais il vaut mieux savoir que tout le
monde meurt avant 200 ans). Pour obte-
nir, de ce point de vue, les informations les
plus précises possibles sur E, on est donc
amené a choisir le nombre M aussi petit
que possible, d’ou la définition suivante :
on dit que M est la borne supérieure de E
si x < M pour tout x € E, et si, de plus, il
n’existe aucun nombre M" < M possédant
la premiére propriéte, ou encore si, pour
tout M” < M, il y a au moins un x € E tel
que M’ < x € M. Par exemple, la borne
supérieure de 'intervalle [0, 1] est le nom-
brel:onax < 1désquel < x < 1, et,
pour tout M” < 1,ily a des nombres x tels
quel'onaitalafois0 < x < letM’ < x.
On désigne par sup(E) la borne supérieure
d’un ensemble E de nombres réels, et par
inf(E) sa borne inférieure, définie de fagon
analogue en renversant les inégalités.

Théoréme 1. Tout ensemble non vide
borné supérieurement de nombres réels
possede une borne supérieure.

La démonstration trés simple de ce
théoreme d’existence (il ne suffit pas de
parler d’un objet possédant des propriétés
données pour que l'objet en question
existe) procede comme suit. Supposons,
pour fixer les idées, que I'ensemble E
considéré soit contenu dans lintervalle
[0, I[ ; on notera 0, x,x>x5... le développe-
ment décimal illimité de tout x € E. de
sorte que les chiffres v, sont des entiers
compris entre 0 et 9. Nous allons cons-
truire les décimales successives a,, d,, ... de
la borne supérieure cherchée a. On prend
pour «; la plus grande valeur prise par la
décimale x, de x lorsque x décrit E
(autrement dit : on a x; < a; pour tout
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xEE, et il existe un x€E tel que
x; = a,); soit alors E, I'ensemble des
x € E tels que x;, = a, ; on prend pour a,
la plus grande valeur prise par la décimale
x, lorsque x décrit E; ; soit alors E,
I’ensemble des x € E, tels que x, =a,
(c’est-a-dire des x € E dont les deux pre-
miéres décimales sont a, et a,) ; on prend
pour a; la plus grande valeur prise par x;
lorsque x décrit E,, et ainsi de suite
indéfiniment. Considérons alors le nombre
a =0, a,a-a;... ainsi construit. On a la
relation x < « pour tout x € E, car sil'on
a X;=d,..,Xx,=a, (Cestadire si x
appartient a I'ensemble E, construit plus
haut), on a x,; < a,4, par définition
méme de a,,, ; on aboutit bien ainsi a la
régle classique pour comparer deux déve-
loppements décimaux. De plus, pour tout
entier p, il y a effectivement des x € E tels
que l'on ait x; = a, ..., x, = a,, et donc
a— 107 < x < a ; comme il existe, pour
tout M" < g, un entier ptel que M’ < a —
1077, il existe donc a fortiori un x € E tel
que M’ < x.

Le théoréme 1 et des énoncés analogues
expriment toute la « métaphysique » du
calcul infinitésimal, a savoir 1’existence
d'un nombre réel possédant un dévelop-
pement décimal arbitrairement donné.
Toutes ces constructions s’écrouleraient si
I'on ne connaissait que les nombres ration-
nels, car la borne supérieure d’un ensemble
de nombres rationnels (par exemple de
I’ensemble des x rationnels tels que x? < 2)
peut fort bien étre irrationnelle (dans
I'exemple considéré, c’est le nombre V2).

Pour les applications & la théorie de
I'intégration, nous aurons besoin d’un
autre résultat, plus élémentaire.

Théoréeme 2. Soit A et B deux ensembles
non vides de nombres réels, et supposons
X < ypourtoutx € Aettout y & B. Alors
A est borné supérieurement, B borné
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inférieurement, et I'on a sup(A) < inf(B).
Pour que sup(A) = inf(B), il faut et il suffit
que, pour tout entier p, il existe un x € A
etun y €EBtelsque 'onait y —x < 1077,
Comme B est non vide, il existe des
nombres qui appartiennent a B, et qui par
suite majorent tout x € A : par suite A est
borné supéricurement. A n’étant pas vide,
le méme raisonnement montre que B est
borné inférieurement. Siy € B,onax < »
pour tout x& A, et donc sup(A)< v,
puisque, par définition, sup A est le plus
petit nombre qui dépasse tous les x € A.
Mais, comme sup(A) est inférieur a tous
les y € B, on en conclut, par un argument
analogue, que sup(A) < inf(B). Pour tout
entier pilyaunx € A etun y € B tels que
lon ait :
sup(A) — 107! € x < sup(A) < inf(B)
<y < inf(B) + 107,

d’ou :

y—x < inf(B) —sup(A) + 2.10—»—1!
< inf(B) —sup(A) + 10>,

et par suite  y—x < 1077 si
inf(B) = sup(A). Inversement, si 1'on
peut, pour tout p, trouver un x € A et un
y € B tels que y —x < 1077, alors le fait
quetonax < sup(A) < inf(B) < ymon-
tre que inf(B) — sup(A) < 107 ;cela étant
vrai pour tout p, il s’ensuit que
sup(A) = inf(B).

La notion de borne supérieure d’un
ensemble de nombres réels permet de
définir celle de borne supérieure (ou de
«maximum ») d'une fonction & valeurs
réelles. Soit X un ensemble (par exemple
un intervalle dans I'ensemble des nombres
réels) et fune fonction définie sur X et a
valeurs réelles : f associe donc a chaque
x & X un nombre réel /' (x) qui, en général,
dépend de x. Notons f(X) ’ensemble des
nombres réels y tels qu’il existe un x € X



tel que y = f(x) (« image » de X par f),
autrement dit I’ensemble des « valeurs »
prises par la fonction f(x) lorsque x
«décrit» X. On dit que f est bornée
supérieurement (resp. inférieurement) sur
X si I'ensemble f(X) est borné supérieu-
rement (resp. inférieurement), ¢’est-a-dire
s’il existe un nombre réel @ tel que ’on ait
f(xy < a (resp. f(x) > a) pour tout
x&€X. Le nombre sup(f(X)) [resp.
inf( f(X))] s’appelle alors la borne supé-
rieure (resp. inférieure) ou le maximum
(resp. minimum) de la fonction fsur X, et
on le désigne par I'assemblage de lettres et
de signes que voici :

sup £ (x) (resp. inf £ (x)).

x€X x€X

On peut donc caractériser le nombre

M =sup f(x) par les deux propriétés

vEX
suivantes :

(a) on a f(x) < M pour tout x&€ X ;

(b) pour tout entier p, il existe un x € X tel
que M — 107 < f(x) < M.

On fera attention au fait qu’il n’existe
pas toujours un x € X ol I’on a exactement
f{x) =M, comme le montre le contre-
exemple suivant : on prend pour X l'inter-
valle [0, 1[, ensemble des x réels tels que
0 € x < 1, et pour fla fonction f'(x) = x,
dont le graphe est un segment de droite,
comme chacun le sait; on a ici M =1,
mais f(x) < 1 pour tout x € X.

L’existence d’un nombre réel dont on se
donne d’avance des approximations a 107
pres pour tout p peut encore se traduire
par le résultat suivant (qui nous sera utile
plus loin), habituellement connu sous le
nom de « critére de Cauchy », bien que les
énoncés qu'on en donne classiquement
différent légérement de celui que l'on
trouvera ci-dessous :

Théoréme 3. Soit xi, X,, ..., une suite
illimitée de nombres réels. Supposons que,
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pour tout entier p, il existe un entier ¢ tel
que I'on ait|x,, — x,| < 1077 dés que m et
n dépassent ¢. Alors il existe un nombre
réel a tel que, pour tout p, on ait :

|x,—a| < 10— pour tout n > q.

Nous supposerons (on s’y ramenerait
facilement) que tous les nombres x; sont
compris entre 0 et 1. Ecrivons le dévelop-
pement décimal de x; sous la forme :

iy

x;=0,x;,x,x; ..,

en désignant par x; la k-ieéme décimale de
X;, comprise entre 0 et 9. Comme on a :

[Xp—x,|< 107 pourm >qgetn2gq,

il est clair (tout au moins si I'on néglige les
difficultés accessoires dues aux développe-
ments décimaux impropres) que I'on peut
supposer que les p — | premicres décima-
les de x,, et x, sont les mémes dés que m
et n dépassent ¢, autrement dit qu’a partir
du rang n = ¢ les p — 1 premieres déci-
males de x, restent fixes. Faisant succes-
sivement p = 2, 3, ..., on voit donc qu’a
partir de ’entier ¢, correspondant 4 p = 2
la premiére décimale x,; de x, aura une
valeur fixe a;, puisqu'a partir de I'entier g
correspondant a p = 3 la seconde déci-
male x, aura en outre une valeur fixe a,,
et ainsi de suite indéfiniment. Considérons
alors le nombre réel @ = 0, a,a.as5 ..., dont
on vient de construire les décimales de
proche en proche ; choisissons un entier p
quelconque et considérons I’entier ¢ qui lui
correspond d’apres ’énoncé du théoréme ;
pour tout n > g, les p— 1 décimales de x,
sont égales a celles de «, par construction
méme de a. On a donc :

|x,—a| < 10—#+! pour tout n > g;
il reste a montrer qu’on peut en fait, au

second membre, remplacer 107! par
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107, Pour cela choisissons un entier r
quelconque ; d’apres ce que 'on vient de
voir, on a |x,, —a| < 107" pour tout m
suffisamment grand (remplacer p par
r—+ 1 dans ce qui précéde) ; mais st 'on
suppose 1 et # supérieurs a g on a aussi,
par hypothese, | x,, — x, | < 1077 ; combi-
nant ces deux inégalités, on en conclut que
I'on a:

[x,—a|< 10—7 4+ 10— pour tout n > ¢

et pour tout entier r. Cela étant valable
pour tout r entraine évidemment I'inégalité
cherchée |x,—a| < 1077, d’ou le théo-
réme.

On énonce habituellement le théoréme
3 en termes de suites convergentes et de
limites, mais nous ferons en sorte, ici,
d’éviter I'usage de ces notions - ce qui est
parfaitement possible - afin de faciliter la
tache du lecteur.

2. Intégrale d'une fonction étagée

Considérons, sur un intervalle compact
X = [a, b], une fonction f(x) a valeurs
réelles ; nous la supposerons méme, pour
le moment, a valeurs positives. Si 'on
trace le graphe de f, on obtient dans le plan
une «courbe», l'ensemble des points
(x, v) tels que 'on ait xE X et y = f(x),
qui délimite avec P'axe des abscisses et les
verticales des points ¢ et b une portion de
plan dont on se propose de calculer la
surface (dans I’hypothése ot la portion en
question serait assez simple pour que 1'on
puisse attribuer une signification a ce
calcul).

Les surfaces les plus simples a calculer
sont celles des rectangles. On est ainsi
amené a envisager d’abord un cas parti-
culier, celui ou 'on peut découper linter-
valle donné X en intervalles partiels
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X, ... X, tels que la fonction f (x) prenne,
dans chaque X, une valeur constante a, ;
noter que nous n’excluons aucunement le
cas ou certains X, se réduiraient a un
point, et que nous n’imposons pas aux X
d’étre compacts — certains X; peuvent
contenir leurs extrémités, d’autres ne pas
les contenir. Le graphe de la fonction f se
compose alors de segments de droite
horizontaux, et on dit que f est une
fonction étagée. La portion de plan com-
prise entre le graphe et ’axe des x est alors
(fig. 1) réunion de p rectangles ayant pour

fig. 1

»
»

bases les intervalles X, et pour hauteurs
les valeurs ¢, correspondantes. Supposant,
ce qui est permis, les intervalles X, deux a
deux disjoints (c’est-a-dire sans points com-
muns), nous appellerons alors, par défini-
tion, intégrale de f sur Pintervalle X le
nombre :

M I(f)=adX) + ... +a,I(X),

ou /(X) désigne, d’'une maniere générale, la
longueur d’un intervalle X. Le nombre
I( /') ainsi obtenu dépend naturellement de



la fonction fconsidérée, mais non du décou-
page de l'intervalle X en intervalles partiels
X, sur lesquels f'est constante ; si, en effet,
I’on découpe, d’une autre fagon, X en inter-
valles deux a deux disjoints Yy, ..., Y, sur
lesquels fprendles valeurs by, ... b,, desorte
que nous devons prouver que :

@) alX) + ... +a,l(X)
=bd(Y) + .. +8,1(Y),

il est clair que chaque X, est réunion de ses
intersections X, MY}, avec les divers Y, ;
ces intersections sont des intervalles deux
a deux disjoints ; on a donc :

IX) =1CGNYY + o + 1K N Y,

d’ou il résulte aussitot que le premier
membre de (2) est la somme de tous les
nombres de la forme ¢ /(X,MNY,), le
second étant, de méme, somme de tous les
nombres b,/ (X, M Y,). Il suffit donc de
montrer que Yon a @UX.NY,) =
b (X, NY,) quels que soient k et 4. Or la
fonction f est égale, sur lintersection
XiMNY, alafois a a; et a by ; si 'inter-
section n’est pas vide, on a donc ¢, = b,
et le résultat s’ensuit ; si I'intersection est
vide, on a (X, NY,) =0, et le résultat
cherché s’écrit 0 = 0 ; d’ou la relation (2).

Nous utiliserons encore la relation (1)
pour définir I( f') lorsque la fonction fn’est
plus positive.

Les intégrales des fonctions étagées
possédent des propriétés simples dont
nous aurons besoin plus loin. Tout
d’abord, si f et g sont deux fonctions
étagées sur le méme intervalle compact X,
alors la fonction & = f+ g donnée par
h(x) = f(x) + g(x) pour tout xE X est
encore étagée, et I'on a la relation :

©)] I +8=1()+ 1g).

En effet, si 'on partage X en intervalles

X; deux a deux disjoints, sur lesquels f
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prend des valeurs constantes
a;(1 <1< p) et en intervalles deux a
deux disjoints Y, sur lesquels g prend des
valeurs constantes bj(l <J <€), il est
clair que X est réunion des pg intervalles
X;MNY, que [+ g prend sur X;NY, la
valeur constante a;+ b; (d’ot le fait que
[+ g soit étagée), et enfin que [ (f+ g)
est la somme de toutes les expressions
(@;+b)1(X;NY)), Clest-a-dire  des
expressions «,/(X;MNY)), dont la somme
est égale a1 ( f) comme on I’a vu plus haut,
et des expressions b,/ (X;MNY;), dont la
somme est égale a [ (g) pour des raisons
analogues ; d’ou la relation (3).

On déduit évidemment de cette relation
(3) que I(f—g)=1(f)—1(g); et il est
évident que :

Q)] Ief) =cl(f)

pour toute constante ¢, en convenant de

définir la fonction étagée ¢f = g par la

condition que g (x) = ¢. f(x) pour tout x.
Enfin, si f est une fonction étagée (donc

bornée) sur un intervalle compact X, on a

I'inégalité :

® \I(f)Kl(X)-SZI;(If(X)I,

ou nous utilisons (pour la fonction
¢tagée | f(x)|) la notion de borne supé-
rieure définie a la fin du chapitre précé-
dent. En effet, [linégalit¢ classique
la+b|<|a|+1}b], appliquée a la défi-
nition (1) ci-dessus, montre que l'on a :

TAO < e[ IX) + o + 6, [1(Xp);

mais, si 'on pose M = sup| f(x)], il est
clair que M est le plus grand des p nombres
|ay} s la,}, dou:

IO MIX) + .0+ MI(X))
=MIX) + ... +IX)] = MIX),

puisque les intervalles X, sont deux a deux
disjoints, et remplissent X tout entier.
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3. Intégration des fonctions réglées

Considérons maintenant le cas général ;
nous ne supposons plus que la fonction f
soit étagée, mais nous supposerons, pour
éviter des difficultés secondaires, qu’elle
est bornée, ¢’est-a-dire qu’il existe un nom-
bre M tel que I'on ait — M < f(x) < M
pour tout x € X ; pour le moment, suppo-
sons aussi f(x) > 0 pour tout x. Soit ¢’ et
@” des fonctions étagées telles que I'on ait
0 < ¢ (x) < f(x) < ¢"(x) pour tout x (il
en existe : prendre ¢’(x) = 0 partout, et
@”(x) = M partout, par exemple). L’aire
limitée par I'axe des x et le graphe de f
contient I'aire analogue relative a ¢’, et est
contenue dans ’aire analogue relative a
@” ; si Pon peut attribuer un sens raison-
nable a Vintégrale I( /) de la fonction f, on
doit donc avoir la relation :

© Ie) <IN < 1e")

On est alors conduit, que f soit ou non
positive, a introduire deux ensembles Ex et
E* de nombres réels : le premier sera formé
des x tels qu’il existe une fonction étagée
¢ sur X telle que l'on ait x = I{(¢") et
¢’ < f (cest-a-dire @'(f) < f(t) pour tout
t& X); le second sera [’ensemble des
nombres réels x pour lesquels on peut
trouver sur X une fonction étagée ¢”
vérifiant les relations f < ¢”,etx = I(¢”).
La relation (6) exprime que le nombre I( /)
cherché est supérieur a tout x & Es, et
inférieur a tout x € E*. Or Pensemble E*
est borné inféricurement et Ex I'est supé-
rieurement (les éléments de Ex sont évi-
demment inférieurs a ceux de E*, puisque
la relation ¢’ < ¢”, pour des fonctions
étagées, implique visiblement I'inégalité
I{¢") < lg”) entre leurs intégrales). Si
nous désignons par m la borne supérieure
de P'ensemble Ex, et par M la borne
inférieure de ’ensemble E*, la relation (6)
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exprime que l'intégrale cherchée de f doit
étre comprise entre m et M ; noter que,
comme tout élément de Ex est inférieur a
tout élément de E* comme on vient de le
voir, on a aussi m < M ; pour que la
relation m < I(f) < M suffise a détermi-
ner le nombre I{ /) cherché, il suffit donc
de supposer que 'on a m = M. En vertu
du théoréme 2, les constructions qui pré-
cédent déterminent donc sans ambiguité
I( /) si la‘condition suivante est remplie :
pour tout entier p, il existe sur X des
fonctions étagées ¢ et ¢” telles que 'on ait
d'une part 0 < @' (x) < f(¥) < (%)
pour tout x € X, et d’autre part I(¢”) —
I(¢") < 1077. §’il en est ainsi on dit que
la fonction f est intégrable (au sens
de Riemann) sur l'intervalle X, et 'on
pose :

L"f(x) dx = 1(f).

Ii est sans doute prudent de déconseiller
au lecteur toute tentative d’interprétation
mathématique de I'assemblage de signes et
de lettres figurant au premier membre, et
qu’on ne peut expliquer qu’en faisant appel
a la psychologie de Leibniz, sujet intéres-
sant, mais qui nous entrainerait trop loin,
probablement  jusqu’aux  philosophes
grecs, trop curieux, qui se demandaient
comment une étendue finie pourrait bien
étre obtenue en juxtaposant une infinité
d’étendues infinitésimales. La réponse du
mathématicien a ce genre de questions est
de prier I'interlocuteur de bien vouloir lui
fournir, au préalable, une définition mathé-
matique des termes qu’il emploie, attendu
que c’est la régle de base de toute discus-
sion mathématique sérieuse (on trouve
méme des gens pour prétendre que le
respect de cette convention n’est pas sans
présenter quelque utilité en dehors des
mathématiques) ; et c’est trés exactement



parce que personne, en vingt siécles, n’a
été capable de lui fournir des définitions
précises de ces termes que le mathémati-
cien, en tant que tel, les rejette vers les
ténebres dialectiques de la métaphysique,
de la psychologie et de I’histoire humaines,
sans chercher a « comprendre » au sens
des philosophes. A la limite, la seule chose
qui intéresse le mathématicien, en tant que
tel, est d’étre en mesure de calculer des
intégrales, voire, diraient beaucoup de
gens, d’édifier des procédures mécanisées
qui, introduites a I’entrée d’une calculatrice
¢électronique, fourniront automatiquement
le résultat cherché avec une marge d’erreur
calculable. La définition des intégrales que
nous venons d’exposer est éminemment
adaptée a ce point de vue « opérationnel »
— il suffit de substituer, au calcul de I( /),
celut de lintégrale I(¢) d’une fonction

étagée ¢ «suffisamment voisine » de f

— comme aussi, bien entendu, au point de
vue « absolu » du mathématicien pur, qui
désire poursuivre indéfiniment la construc-
tion du nombre I( /) par approximations
de plus en plus étroites. C’est probable-
ment dans ce désir de précision absolue que
se sont réfugiées les conceptions métaphy-
siques des Anciens et des classiques,
puisqu’on n’imagine pas une machine cal-
culant éternellement...

Indépendamment des probléemes de
calcul pratique, qui n’intéressent pas le
mathématicien, la notion d’intégrale serait
inutilisable si 'on ne connaissait pas
« beaucoup » de fonctions intégrables, et si
I'on ne disposait pas de procédés mathé-
matiques pour calculer (absolument, ¢’est-
a-dire sans marge d’erreur) les intégrales
de beaucoup de fonctions. Nous allons
définir ici une catégorie de fonctions inté-
grables qui, en pratique, permet de couvrir
tous les besoins de I’analyse classique.
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Pour qu'une fonction f définie et
bornée sur un intervalle compact X soit
intégrable sur X, il faut et il suffit, comme
on I'a vu plus haut, que I’on puisse trouver,
pour tout entier p > 0, des fonctions
étagées @ et @” sur X vérifiant les
relations :

N ¢ <f<e’, Ie)—Ie) <107

La seconde de ces relations s’écrit
encore l(¢” —¢) <107 Or on a,
d’aprés la relation (5) appliquée a la
fonction étagée positive @” — @', I'inéga-
lité :

Ie"—o') <IX). ng];[@ ") — ¢ x),
en sorte que, pour réaliser la seconde
condition (7) ci-dessus, il suffit de choisir
les fonctions étagées ¢’ et ¢” de telle sorte
que 'on ait :

1(X). sup [ () — ¢ )] < 1073
*xEX

si I'on choisit un entier ¢ tel que [(X). 10 ¢
< 1077, on est évidemment ramené a
construire des fonctions étagées ¢ et ¢”
vérifiant les conditions suivantes :

B ¢ <P, W) —@'(x) <107

pour tout x € X.

S’il est possible, quel que soit g, de
trouver deux telles fonctions ¢ et ¢”, on
dit que la fonction f est réglée sur l'inter-
valle X. Il est bien clair que ces considé-
rations n’ont d’autre but que d’assurer le
résultat (sic) suivant :

Théoréme 4. Soit X un intervalle com-
pact. Toute fonction réglée sur X est
intégrable sur X.

Il est & peu prés évident que, si f
et g sont deux fonctions réglées sur X,
il en est de méme de leur somme f'+ g,
de leur différence f—g, et de leur
produit fg =h, défini par la relation
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h(x) = f(x)g(x). On a de plus les rela-
tions :

9 If+2)=1IN+1@ If)=cl()

(ou ¢ désigne une constante), qui résultent
immeédiatement des relations analogues (3)
et (4) pour les fonctions étagées. Etablis-
sons par exemple la premiere. Pour chaque
entier p, on peut par hypothése trouver des
fonctions étagées @', ¢”, @', " vérifiant
les conditions suivantes :

¢ <f<e” e — 1) < 1074,

Y <g Sy, ) —I(yw) <10+
d’ou résulte que I(f) est égal a I(¢") a
107! pres, et que I(g) est égal 4 I(y’) a
10" prés aussi. Mais les fonctions éta-
gées 0 = @ + et 0" = ¢” + " véri-
fient évidemment les relations suivantes :

' <f+g<67 I(07)—1() < 210+,
la seconde résultant du fait que 'on a :

I®")—1@®)
=)+ 1w I)— )+ 1]
=) —1@MN + [T )—IW)] <2.10—»-1

Par suite, I( f + g) est égal a 2.10 7!
presal(0’) = I(¢") + I(y"), lurméme égal
a 2107 ! prés a I(f) + I(g), de sorte
que I(f+4g) et I(f) + I(g) sont égaux
4 4.10771 prés, a plus forte raison a 107
pres, et cela pour tout p : d’ou la premiere
relation (9).

A partir de la relation (S) établie pour
les fonctions étagées on démontrerait, par
des raisonnements analogues, que celle-ci
est valable plus généralement pour les
fonctions réglées. On I'exprime encore, en
utilisant la notation de Leibniz. en écrivant
que I'on a :

(10) U:f(x)dx;QM(b—Aa)

si|f(x)]| < M pour tout x € [a, b], résultat
connu sous le nom de « premier théoréme
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de la moyenne ». En pratique, il est encore
plus utile d’utiliser I'inégalité :

an U:f(xwxi < ["rrelas,

qui s’obtient immédiatement sur la for-
mule (1) lorsqu’il s’agit de fonctions éta-
gées, et qu’on étend ensuite facilement aux
fonctions réglées par des arguments
d’approximation analogues a ceux qu’on a
déja exposé plus haut.

4. Caractérisations des fonctions
réglées

Soit fune fonction a valeurs réelles définie
sur un intervalle X, et Y un intervalle (ou
un ensemble) contenu dans X. Nous
dirons que f'est constante a 1077 prés sur Y
s’il existe un nombre ¢ tel que l'on ait
|/ (x)—c| < 107 pour tout x< Y.

Théoréme 5. Soit fune fonction définie
sur un intervalle compact X. Pour que f
soit réglée dans X il faut et il suffit que pour
tout entier p, on puisse partager I'intervalle
X en un nombre fini d’intervalles partiels
X, ..., X, tels que f soit constante a 10 7
pres dans chaque X,.

C’est presque la définition. Si en effet
on peut trouver, pour chaque X, une
constante ¢; telle que |f(x)—¢;| < 107
pour tout v€E€ X, on peut immédiate-
ment construire deux fonctions étagées
@ et @ vériflant ¢ < f < @" et
@ (x)— ¢ (x) < 2.10 7 pour tout x € X,
a savoir les fonctions qui dans chaque X,
sont respectivement égales a ¢, — 1077
et 4 ¢+ 1077, Inversement, si f est
réglée, il est possible de réaliser les
conditions (8) ci-dessus, puis de partager
X en intervalles sur chacun desquels ¢’ et
@” sont constantes, et sur chacun desquels



/ est, par suite, constante a 1079 pres
(fig. 2).

fig. 2
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Dans la pratique, on a besoin de carac-
tériser les fonctions réglées par un critére
exprimant que leur comportement « au
voisinage de chaque valeur de la variable »
est assez simple pour que f (x) n’oscille pas
d’une maniere incontrdlable lorsque x se
rapproche de plus en plus d’une « limite »
donnée. Cela va nous obliger a développer
quelques considérations sur les valeurs
limites d’une fonction.

Soit f'une fonction réglée sur un inter-
valle X, et soit ¢ un point de X ; considé-
rons les valeurs de f aux points v € X tels
que a < x (ce qui suppose « distinct de
I'extrémité droite de X) ; nous allons mon-
trer que lorsque x se « rapproche de plus
en plus» de «a, le nombre f(x)
rapproche de plus en plus » lui aussi d’une
certaine valeur » bien définie, que I'on

« s€

appellera la valeur limite a droite de [ au
point a. Noter que cette propriété est
¢vidente si f est une fonction étagée ; il y
a en effet alors un @’ > « tel que f(x) soit
constant dans I'intervalle a < x < ¢’ (car
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si I'on décompose X en intervalles partiels
sur chacun desquels f est constante, le
point « est soit intérieur a T'un de ces
intervalles, soit I'extrémité gauche de I'un
d’entre eux) ; il est alors clair que si x > «
se rapproche de «, /(x), qui ne bouge pas,
se rapproche de plus en plus d’une valeur
limite (a savoir de sa valeur, constante,
dans I'intervaile a < x < ).

Dans le cas général, nous savons qu’il
existe, pour chaque entier p, une partition
de X en intervalles partiels sur chacun
desquels f(x) est constant a 107 prés.
Pour chaque entier p, il y a donc dans X
un point a, > u tel que f(x) soit constant
410 7 2 pres dans lintervalle ¢ < x < a,,
d’ou un nombre réel b, tel que :

(12) a<x<a,=|fx)—b,| < 10—>r=2;

on peut évidemment supposer, si on le
désire. que a; > > > a; > ..., en rempla-
gant au besoin a, par @, | pour chaque p
tel que @, > «a, |. Cela dit, choisissons un
entier p et Lonsidérons les nombres b,
byiys byyos s siim et nosont deux entiers
supérieurs & p, tels par exemple que
p < m < n, considérons un x tel que
a < x < a,; on aura aussi les inégalités
a < x < a,,dou, ala fois :

If &) — b, | < 10772 <
|f &) —b;] < 102 < 1072,

ce qui montre évidemment que 1'on a :
(13

des que m et n dépassent p. D’apres le
critere de Cauchy (théoréme 3), il existe
donc un nombre réel b tel que 'on ait
|b—b,| <10 ! pour tout # > p, et en

[bp—b,|< 21022 10—+,

particulier pour n =p. Sia < x < a[,. on
a alors a la fois [ f(x) —b,| < 1077 et
|b,—b| < 107t dou  évidemment
|l f(x)—b| < 107
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Cela nous conduit a la notion de
limite & droite : on dit qu'une fonction
f(x) définie sur un intervalle X posséde
en un point ¢ de X une valeur limite a
droite s’1l existe un nombre b possédant
la propriété que, pour tout p, il existe dans
X un nombre a, > a tel que l'on ait
|f(x)—b| < 107 pour tout x tel que
a < x < u, (faire attention au fait que I'on
n’impose aucune condition pour x = a).
Cela signifie encore que, pour tout p, il y
a un intervalle ¢ < x < a, d’origine a
dans lequel f'(x) est égal & b a 1077 prés.
S’il existe un tel nombre b, il est unique
(car si b" satisfait aux mémes conditions,
il existe, pour tout p, des x > a ou
on a a la fois [f(x)—b|< 1071 et
) —=b 1< 1077 dou|d —b| < 107
pour tout p, et finalement b = b). Ce
nombre b s’appelle, par définition, la
valeur limite a droite de fau point «, et se
désigne soit par la notation f,(a), soit par
la notation f(a 4 0), artifice amusant
pour rappeler que I'on considére la limite
de I'expression f(a + #) lorsque /4 tend
vers 0 en restant strictement positif. Bien
entendu, il ne faut pas, dans la notation
précédente, remplacer a4+ 0 par «
(I'assemblage « + 0 ne désigne pas, ici,
la somme de deux nombres ; il ne constitue
qu'un graphisme dépourvu de tout
autre sens que celui que nous lui avons
attribué conventionnellement). En fait, il
peut fort bien arriver que l'on ait
Sla +0)s f(a), comme le montre
I'exemple fort simple de la fonction f(x)
définie quel que soit x réel par les formules
suivantes :

x six > 1,
(14 =140 six =1,
x—4 six <1

On a icl

F() =0« 1.

FA4+0) =1 et
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On définirait, bien entendu, de méme la
notion de valeur limite & gauche de f au
point a, notée f;(a) ou f(a —0) : c’est un
nombre b (forcément unique s’il existe) tel
que, pour tout p, il existe dans X una, < a
tel que la relation a, < x < ¢ implique
|/ (x)—b| < 107 (le nombre que nous
désignons ici par a, n’a, bien entendu,
aucun rapport avec celul que nous avons
noté de la méme fagon plus haut). Au point
ol nous en sommes, nous avons évidem-
ment démontré une moitié de [’énoncé
fondamental que voici :

Théoréme 6. Pour qu’une fonction f
définie sur un intervalle compact X soit
réglée sur X, il faut et il suffit quelle
admette en tout point de X des valeurs
limites a droite et & gauche.

Il nous reste maintenant a montrer
qu’inversement une fonction f qui admet,
en chaque point a de X, des valeurs limites
a droite et a gauche, est nécessairement
réglée sur X. Choisissons pour cela un
entier p ; nous devons prouver I’existence
d’'un nombre fini d’intervalles X, ..,
X, possédant les propriétés suivantes : X
est la réunion de X, ..., X,, et la fonction

f(x) est constante a 10 7 preés sur chacun

des X,.

Mais l'existence de valeurs limites
montre que, pour chaque ¢ € X, il existe
dans X des nombres ¢’ et a” tels que I'on
ait @ < a < a” et tels que la fonction f
soit constante a 10~ prés dans chacun
des deux intervalles o < x <a et
a < x < a” (si a est I'extrémité gauche
de X, on considére seulement a”, et
seulement a’ si a est extrémité droite de
X). Désignons alors par I(a) I'intervalle
a’ < x < a”, dans le cas ou a n’est pas
une extrémité de X, et définissons I(a) de
la fagon suivante, lorsque a est une
extrémité de X : si @ est I’extrémité gauche
de X, on choisit arbitrairement un ¢’ < a



(donc en dehors de X), et on prend pour
I(a) lintervalle ¢’ < x < a”, ou a” &€X
est choisi comme ci-dessus ; et si a est 'ex-
trémité droite de X, on choisit arbitraire-
ment, en dehors de X, un a” > a, et on
prend pour I(a) I'intervalle ¢’ < x < a”,
ou ¢’ € X est choisi de telle sorte qu’on ait
@' < a et que fsoit constante a 1077 pres
dans l'intervalle @ < x < a. Les interval-
les I{a), pour tous les ¢ € X, jouissent alors
des propriétés suivantes (fig. 3) :

fig. 3

(a) chaque I(@) contient a (de sorte que
X est contenu dans la réunion des I(a)) ;

(b) chaque I(a) est ouvert, c’est-a-dire
de la forme la’, «”[, donc défini par
des inégalités strictes de la forme
a<x<a’;

(c) l'intersection de X et de I(a) peut se
décomposer en trois intervalles au plus sur
chacun desquels la fonction fest constante
a 1077 pres ; si par exemple a est distinct
des extrémités de X, ces trois intervalles
sont |a’, af, [a, a] et ]a, a”[; (noter qu’un
intervalle peut fort bien étre réduit a un
seul point).

En raison de la propriété (c) ci-dessus,
il suffirait, pour achever la démonstration
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du théoreme 6, de prouver que 'on peut
trouver des points a4, ..., a,€ X en nom-
bre fini tels que X soit contenu dans la
réunion des intervalles I(a)), ..., I(a,).
puisque, en décomposant chaque intersec-
tion X M X(¢,) en, au plus, trois intervalles
sur chacun desquels fest constante a 107
pres, on obtiendrait alors une décomposi-
tion de X en un nombre fini d’intervalles
possédant chacun cette propriété. Tout
revient donc, finalement, a établir le résul-
tat suivant, qui peut servir a démontrer
beaucoup d'autres théorémes, et qui se
généralise a beaucoup d’autres « espaces
topologiques » que les intervalles com-
pacts :

Théoréme 7 (Borel-Lebesgue chez les
francophones, Heine-Borel a I’étranger).
Soit X un intervalle compact. Pour tout
a € X, soit I{a) un intervalle ouvert conte-
nant a. 1l existe alors des points a, ..., a,
de X en nombre fini tels que tout x&€ X
appartienne a I'un au moins des intervalles
I(a)), ..., la,).

Soit u et v les extrémités gauche et
droite de X, et considérons ’ensemble
ECX des points x&X qui possédent
la propriété suivante : on peut trouver
des points ¢, X en nombre fini tels que
tout point de l'intervalle compact [u, X]
appartienne a l'un au moins des inter-
valles I(a;); tout revient a montrer que
vEE. On a ¢évidemment u€E, par
exemple, parce que intervalle [u, u] est
contenu dans Uintervalle I(x). L’ensemble
E n’étant pas vide, et étant borné supé-
rieurement (on a x < v pour tout x € E)
admet donc (théoréme 1) une borne
supérieure @ < v; nous allons montrer
que ¢ € E, puis quc ¢ = v, ce qui termi-
nera la démonstration.

Considérons en effet I'intervalle ouvert
I(a) =]a',a"[ avec a’ < a < a”. Comme
a=sup (E), il existe un x&€ E tel que
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a < x < a Comme x€E, lintervalle
[u, x] est contenu dans la réunion d’un
nombre fini d’intervalles 1(ay), ..., l(a,);
posant ¢, =a, il est alors clair que
I'intervalle [u, a], réunion de [u, x] et de
[x, ], est contenu dans la réunion de
I{a)), ..., I{@,4.1). Cela montre que ¢ € E.

Montrons enfin que a = v. Supposons
en effet a < v. Posant I(a) =&, a"[,
comme ci-dessus, il existe évidemment des
vEXtelsquea < x < a” ; pour un tel x,
I'intervalle [u, x], réunion de [u, a] et de
[a, x], est contenu dans la réunion de [u, a]
et de I(a) ; comme 'on peut « recouvrir »
[#, a] a’aide d’un nombre fini d’intervalles
I(¢;) comme on vient de le démontrer, il en
est donc de méme de [u, x]. Par suite,
x& E; ce qui est absurde puisque x est
strictement  supérieur au  nombre
a = sup (E). On a donc bien ¢ = v, ce qui
démontre le théoréme 7, ainsi par consé-
quent que le théoréme 6.

Les exemples les plus simples de fonc-
tions réglées sont les fonctions continues.
On dit qu’une fonction f est continue en
un point a si elle admet en ce point des
valeurs limites a droite et a gauche et si de
plusona f(a—0)=f(a)=f(a+ 0). 11
revient évidemment au méme de dire
qu’une fonction f, définie sur un intervalle
X (compact ou non), est continue en a si,
pour tout p, il existe un intervalle ouvert
I(@) contenant a et tel que f soit constante
a 107 prés dans X M I(a). Lorsque f est
continue en tout point de X, on dit que fest
continue sur X. Le théoréme 4 montre alors
que, sur un intervalle compact, toute fonc-
tion continue est intégrable, résultat classi-
que obtenu par Darboux en 1875, et dont
on peut aujourd’hui donner, a partir de rien
(la notion expérimentale de nombre réel
congu comme développement décimal illi-
mité), une démonstration parfaitement
rigoureuse et compléte en quelques pages.
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Parmi les fonctions réglées figurent
aussi les fonctions monotones, ¢’est-a-dire
les fonctions croissantes et les fonctions
décroissantes ; une fonction f, sur un inter-
valle X, est dite croissante dans X si, quels
que soient X', x” € X, la relation x” < x”
implique f'(x") < f(x") —la valeur de f (x)
augmente lorsque x augmente — et décrois-
sante si, au contraire, la relation x" < x”
implique f(x") > f(x”); ne pas se fier,
pour ces notions, aux définitions bizarres et
compliquées, bien que prétendument
« intuitives », que I’on trouve encore dans
de nombreux manuels. Pour montrer
qu’une fonction f croissante, par exemple,
est réglée, on considére un point quelcon-
que @ € X et 'ensemble E des valeurs f'(x)
prises par f aux points x &€ X tels que
x > a ; comme f est croissante, on a tou-
jours f(x) > f(a) pour un tel x, et par suite
E est borné inférieurement, donc admet
une borne inférieure b = inf (E), dont
nous allons montrer que c’est précisément
la limite & droite /(¢ + 0), dont I'existence
sera ainsi établie. Soit, en effet, p un entier
quelconque ;il ya dans E un nombre qui est
égal a b a 107 pres, donc un o' €X
vérifiant les relations a4 >a et
b<f@)<b+107 Poura < x < a,
on a alors d'une part b < f(x) puisque
f(X)EE, et dautre part aussi f(x) <
f (&), puisque f est croissante ; il s’ensuit
que 'on a b < f(x) < b+ 107, des que
a < x < &', ce qui prouve trés exactement
que f admet, au point g, une valeur limite
a droite égale a b. On établirait de méme
I’existence de valeurs limites a gauche.

5. Intégration et dérivation

Soit X un intervalle quelconque, et f une
fonction réglée dans X, c'est-a-dire qui
admet des limites & gauche et a droite en



chaque point de X. Choisissons une fois
pour toutes un point ¢ de X. Pour tout
t€ X, la fonction f est réglée et donc
intégrable dans lintervalle compact
d’extrémités a et ¢. Nous nous proposons
d’étudier la fonction F définie sur X par les
formules suivantes :

(15 F@= f:f(x)dx da<t,

F() = —Iaf(x)dx sit < a.
Notons qu’en convenant de définir :
(16) ‘rbf(x) dx = —faf(x) dx, lorsquea >b

a b
ona:
F@) = J"f(x) dx pour tout t€X;

nous dirons que F est la primitive de f au
point a. On a évidemment F(a) = 0.

Les deux outils essentiels pour I'étude
de F sont d’une part l'inégalité (10)
démontrée plus haut, et d’autre part la
relation :
17 J‘bf(x)dx = J‘cf(x)dx + jbf(x)dx,
valable quels que solent a, b, c € X, et dont

I’analogie avec la célebre «relation de
Chasles » :
AB=AC+CB

de la théorie des segments de droite
orientés est évidente. La démonstration de
(17) consiste d’abord a utiliser la relation
(16) et des calculs triviaux pour ramener la
démonstration de (17) au cas ou l'on a
a < ¢ < b;on vérifie alors (17) immédia-
tement lorsque fest une fonction étagée en
utilisant la définition (1) de I'intégrale, puis
on passe de la au cas général en appliquant
(17) a des fonctions étagées « trés voisi-
nes » de f, et en utilisant des arguments
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d’approximation analogues a ceux qui
nous ont servi pour établir par exemple le
théoréme 4. Intuitivement, la relation (17)
exprime que |'aire comprise entre le gra-
phe de f, 'axe des x, et les verticales a et
b, est somme de I'aire analogue comprise
entre les verticales a et ¢, et de laire
analogue comprise entre les verticales ¢ et
b, ce qui est « évident géométriquement »,
c’est-a-dire aussi longtemps qu’on n’exige
pas de véritable démonstration...

Cela fait, revenons a la fonction F (7).
Pour un 1 € X distinct de ’extrémité droite
de X, on a t + A € X pour tout nombre
h > 0 suffisamment petit. Comme fadmet
en ¢ une limite a droite f (1 + 0),il y a, pour
tout entier p, un nombre 7, > ¢ dans X tel
que la relation ¢ < ¢t -+ / < 1, implique
| f(t 4+ h)—f(t+4+0)| < 1077, Posons
b = f(t + 0) et considérons, pour un tel 4,
I'intégrale :

) [*rre—blar
= fi+hf(x)dx—J':+hb.dx
=F(t+h)—F@)—bh,
puisque :

F(t +h)_F(t)=I’*"f(x)dx—f’f(x)dx
= f[af(x)dx + L’“f(x)dx - Jt”f(x)dx.

Comme | f(x)—b|< 10”7 pour
1 < x < t4+ h, et comme les valeurs de
f{x) — b, aux extrémités, n’ont évidem-
ment aucune influence sur le calcul de
I'intégrale, le premier théoreme de la
moyenne (10) montre que 'on a :

‘J‘tM[f(x)—b]dx < 102k

de 1a et de (18) résulte donc que 1'on a :

(19) |F( + k) —F () —bh| < 10—2.h
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dés que <14 h <1, ou, puisque
h > 0, que:

20) F(t+hz-—F(t) *

—big 107

desquer<i1+h <,

On est ainsi conduit a dire qu'une
fonction F admet en un point 7 une dérivée
a droite égale a b si, pour tout entier p, il
existe un nombre 7, > ¢ tel que I'on ait la
relation (20), ou, si I'on préfere (poser
t,= t+ h,), un nombre £, > 0 tel que la
relation :

(21) 0 < h < h, implique :

< 10—
7 b| < 10—

le rapport [F (¢ + h) — F (1)]/h représente,
géométriquement, la pente de la droite
joignant  les points (1, F (1)) et
(t4+ h F(t+ h)) du graphe de F. On
désigne habituellement la dérivée a droite
au point ¢, si elle existe, par F, (¢).

On définit bien entendu de méme
la notion de dérivée a gauche au point ¢ :
c’est un nombre ¢ possédant la pro-
priété que, pour tout p, il existe un nom-
bre /1, < 0 (aucun rapport avec ce que
nous avons désigne ci-dessus par £,) tel
que :

22) h,<h<0=
‘F(t-',—h)—F(t)_

A cig 10—

i

Le raisonnement qui, pour la primi-
tive F de £, nous a conduit a la relation (19)
avec b = f(+ + 0) conduirait, moyennant
des modifications triviales, a la relation
(22) avec cette fois ¢=f(r—0). En
résume :

Théoréme 8. Soit f une fonction réglée
sur un intervalle X, et

F) = ['feax
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la primitive de fen un point ¢ de X. Alors
la fonction F admet en chaque point 1 € X
des dérivées a droite et & gauche données
par :

(23) Fu(t)=f+0), Fyt) =f(t—0)

Le cas le plus fréquent est celui d'une
fonction f partout continue : alors
2 (0 = F, (1) pour tout t&X, ce qui
exprime que la fonction F admet en
chaque point (EX une dérivée
F'(t) = F, (1) =F,(7), donnée, puisque

S(t—=0)=f(t4+0) = f (1), par :

(24) F'(1) =)

Nous allons maintenant montrer que
cette relation suffit pour caractériser pres-
que entierement la fonction F, de sorte que
le calcul des intégrales portant sur lu fone-
tion f reviendra a la détermination d'une
solution F de l'égquation (24) ; c’est la le
ceeur méme du « calcul infinitésimal » tel
que le concevaient les analystes du
XVII® siecle.

6. Détermination d’une fonction
par sa dérivée

Soit F et G, deux fonctions admettant en
un point ¢ des dérivées F'(£) et G'(¢): on
voit facilement qu’alors les fonctions
F 4+ G, F — G et FG admettent aussi, au
point ¢, des dérivées données par des

formules simples, et égales respe
a:

F'¢)+G'(¢), F@)—G'(¢)
F'()G() + Ft)G' ().

La meilleure fagon d'établir ces résul-
tats est d’utiliser la notation de Landau et
d’écrire, ce qui est clair daprés (19).



qu’une fonction F admet au point ¢ une
dérivée égale a b si et seulement si I'on a
la relation :

25) F@ + k) = F() + bh + o(h)

lorsque A tend vers 0 ; écrivant de méme
que :

Gt+n)=G()+ch+oh)

lorsque % tend vers 0, avec ¢ = G'(¢), on
en déduit par addition que :

Fe+h)+G@e+h)
=F@) +G@)+ (b +)h + o),

d’ou I'existence et le calcul de la dérivée de
F+G..

Cela dit, et en nous bornant aux fonc-
tions dérivables pour éviter des complica-
tions secondaires (mais les résultats que
nous allons établir seraient encore vala-
bles, moyennant des modifications trivia-
les, pour des fonctions admettant partout
des dérivées a droite et 4 gauche), consi-
dérons deux solutions F, et F, de I'équa-
tion (24) ; la fonction F = F, — F, admet
alors dans Pintervalle X considéré une
dérivée :

F'@¢)=F(0)—F,¢)=f@0)—r¢)=0.

On est alors amené a établir le résultat
suivant :

Théoréme 9. Soit F une fonction définie
dans un intervalle X et admettant, en tout
point de X, une dérivée égale a 0. Alors la
fonction F est constante dans X.

Si I'on admet ce théoréme, on voit que
deux solutions quelconques de (24) diffe-
rent entre elles d’une simple constante. Si
donc l'on connait une solution F de (24),
et si 'on choisit un point a de X, on aura
une relation de la forme :

(26) L’f(x) dx = F(t) + ¢,
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ou ¢ est une constante indépendante de 1.
En particulier, pour 7 = ¢, on obtient la
relation :

0=F@)+ec

dob : ¢ =—F@)et J"f(x) dx = F(t) — F(a).

Autrement dit :

Théoréme 10. Soit fune fonction conti-
nue dans un intervalle X et F une fonction
dérivable dans X telle que F'(r) = f(1)
pour tout & X. On a alors :

@ Lbf(x) dx = F(b)— F(),

quels que soient a, b € X.

C’est ce qu'on appelle fréquemment le
théoreme fondamental du calcul infinitési-
mal puisqu’il montre I’équivalence entre
les deux problemes suivants : calculer

f” o) dx

pour toutes les valeurs possibles de a et b ;
trouver une fonction F telle que
F'(¢) = f(¢) quel que soit «. Si, par exem-
ple, on sait que la dérivée de la fonction
x5 est 15x1, de sorte qu’on a F'(1) = f (1)
si f(n)=x" et F(r) =x'%/15, on peut
immeédiatement écrire :

b blS_ali
Mgy = — =
Lx ~ 15

quels que soient a et b, sans autre calcul.

7. Théoréeme des accroissements

finis

I nous faut maintenant démontrer le
théoreme 9, c¢’est-a-dire prouver que l'on a
F(«) = F(b), quels que soient ¢ et b dans
X. L’idée de la démonstration est d’une
extréme simplicité, et fort ingénieuse. Elle
consiste a observer que, si I'on contemple
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le graphe F dans I'intervalle ]a, b[, on peut
trouver un point ¢ de cet intervalle ou la
tangente au graphe de F (fig. 4) est

fig. 4

paralléle a la « corde » joignant les points
(a, F(a)) et (b, F(b)) du graphe; si
F(a) s~ F(b), cette corde n’est pas hori-
zontale, la tangente en ¢ non plus, et I'on
a par suite F'(¢) # 0, contrairement a
I’hypothése !

Mais ce raisonnement purement géo-
métrique doit étre rendu rigoureux grace a
une démonstration effective de I’existence
du point ¢ en question. Noter que la pente
de la corde joignant les points («, F(a)) et
(b, F(b)) est égale a :

F(b)) —F(a)
b—a
Nous sommes donc ramenés, pour
établir le théoréme 9, a établir le résultat
bien plus utile encore que voici :
Théoréme 11 (formule des accroisse-
ments finis). Soit F une fonction dérivable
dans un intervalle compact [a. b]. Tl existe
un point ¢ € Ja, bf ou l'on a :

(28) F()= &lz:w.

a
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(Par une fonction dérivable sur [a, b}
nous entendons une fonction qui admet
une dérivée en tout point x tel que
a < x < b,ainsiqu’une dérivée a droite en
a et une dérivée a gauche en b. On démon-
tre souvent le théoréme 11 sans supposer
I’existence de ces dérivées en a et b.)

Notons d’abord qu’il suffit d'établir le
théoréme 11 pour les fonctions F telles que
F(a) = F(b). Supposons-le en effet établi
moyennant cette hypothése supplémen-
taire, et substituons a la fonction F donnée
la fonction :

60 =k a,
on a ¢évidemment G(a) = F(a), et G(b)
= F(b) — [F(b) — F(a)] = F(a) = G(a).
De plus, il est clair que G admet partout
dans X une dérivée donnée par :

F() —F()

@) CO=FO———

puisque la dérivée d’une fonction linéaire
ct + d est égale 4 ¢ Etabli pour G, le
théoréme 11 exprime I’existence d’un nom-
bre :

G)—G) _
e

c€la,bl ob G'() = ) —

o,
ce qui, d’apres (29), fournit aussitot la
relation (28) pour la fonction F.

Nous pouvons donc bien supposer
Fla)=F®b)=0; le théoréme 11
s’énonce alors comme suit :

Théoréme 11 bis. Soit F une fonction
dérivable dans un intervalle compact [a, 5]
et telle que F(a) = F(b). 1l existe un point
c€la, bl oul'ona F(c)=0.

Ce résultat est connu sous le nom de
« théor¢me de Rolle », académicien fran-
¢ais de la fin du xvir® siécle, et resté célebre
pour avoir eu le premier, du moins le
suppose-t-on, I'idée géométrique d’une



démonstration du théoréme 11 bis. Cette
idée, identique a celle que nous avons
exposée au début de ce chapitre, consiste
a remarquer que le théoréme 11 bis
exprime D'existence d’un point du graphe
de F ou la tangente a celui-ci est horizon-
tale ; et la meilleure fagon de trouver un tel
point (c’est du moins 'impression que I'on
retire d’une réflexion géométrique simple)
consiste a le chercher parmi les points ot
la fonction F est maximum ou minimum

(fig. 5).

Y
-

<

Supposons en effet trouvé un point ¢
vérifiant les conditions suivantes ; on a :

(30) a<c<b et Fx)<F)

pour tout x € [a, b]. Le rapport :

F(c + i) —F()
R

défini pour tout /i == 0 assez petit (parce
qu’on suppose ¢ distinct des extrémités «
et b de Tintervalle considéré) est alors
positif ou nul pour 5 < 0 (quotient de
deux nombres négatifs), et négatif ou nul
pour /1 > 0. Mais si | /1| est suffisamment
petit, ce rapport est égal, a 107 prés, a
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F'(¢) ; on en conclut que F'(¢) doit étre a
la fois positif et négatif, ce qui prouve que
F’(¢) = 0. On parviendrait évidemment a
la méme conclusion en supposant :

(€3] a<c<b et Fx)2 F()

pour tout x € [a, b].

On voit ainsi qu’en définitive les théo-
remes 9, 10 et 11 reposent sur I'existence
d’un point ¢ vérifiant soit les conditions
(30), soit les conditions (31).

8. Théoréme du maximum

Comme nous allons le voir, il suffit pour
cela d’établir le résultat suivant :

Théoréme 12. Soit F une fonction défi-
nie et continue sur un intervalle compact
X. Il existe un ¢'€X tel que l'on ait
F(x) < F(¢)pourtoutx € X, etunc¢"€ X
tel que l'on ait F(¢”) < F(x) pour tout
xeX.

Avant d’établir le théoréme 12, mon-
trons comment il implique le théoréme 11
bis. Tout d’abord la fonction F du théo-
réeme 11 bis, étant dérivable en tout point
de X, est continue. En effet, pour tout
t € X, il existe, d’apres les relations (21) et
(22), que P'on écrira pour p =0, des
nombres #° et h” tels que l'on ait
<0< h” ettels que :

(B2 h<h<h =
1F(t +h)—F(t)—F'(t)h{ < A

(le cas ou /1 = 0 est exclu de (21) et (22),
mais se lratte directement par vérification
triviale). PosantM = | ++| F'(f) | onendé-
duit que 'ona |F(r 4+ A) —F(0) | < M| 11 |
pour i’ < i < h”. Choisissons un entier n
tel que M < 107; alors M|A | < 1077
pourva que| s | < 10777 Les ¢ tels que le
nombre h = ¢ — ¢ vérifie a la fois /' <
h < h”et|h | < 107" forment un inter-
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valle ouvert I() contenant le point ¢, et le
raisonnement précédent montre que, pour
reEXNI, on a |[F(r)—F@®)| < 1072,
autrement dit que F est constante a 1077
prés dans X M 1(2) : d’ou la continuité de F
en f (cf. fin du chap. 5).

Cela dit, le théoréme 12 s’applique a F,
d’ou des points ¢ et ¢” dans X tels que P'on
ait F(¢”) € F(x) € F(¢’) pour tout x € X.
Sil'onaa < ¢ < b, la condition (30) est
réalisée :sil'onaa < ¢” < b, la condition
(31) Dest, et dans chacun de ces deux
cas le théoréme 11 bis est démontre,
comme on I’a vu. Il reste & examiner le
cas oll ¢ et ¢” sont situés aux extrémités
de X. Mais comme F(a) = F(b), on a
alors F(¢') = F(¢”) = F(a) = F(b), donc
F(x) = F(a) = F(b) pour toutx € X, etla
fonction F est constante, d’ou F'(f) = 0,
quel que soit tE€X, de sorte que le
théoréme 11 bis est trivialement vrai dans
ce cas aussi.

Passons maintenant a la démonstration
du théoréme 12. Tout d’abord la fonction,
étant continue sur I'intervalle compact X,
est réglée sur X d’apres le théoréme 6,
comme nous I'avons déja observé au cha-
pitre 5 ; elle est donc bornée sur X : choisir
sur X une fonction étagée ¢ telle que 'on
ait par exemple | F(x) —@(x)| < | pour
tout x€ X, désigner par u et v la
plus petite et la plus grande des valeurs
(en nombre fini) prises par la fonction
¢ sur X, et observer quon a alors
u—1 < F(x) < v+ 1 pour tout x&€X.
L’ensemble F(X) des valeurs prises par la
fonction F sur I'intervalie X est donc borné
et admet par suite une borne supérieure M
et une borne inférieure m (cf. chap. 1);
toute la question est de prouver I’existence
de nombres ¢’ et¢” € Xtels quemn = F(¢")
et M = F(¢’) (ce qui, nous I'avons vu au
chapitre 1, pourrait fort bien se révéler
impossible si I'intervalle X n’était pas sup-

86

posé étre compact), et nous nous bornerons
a prouver 'existence de ¢/, celle de ¢” se
démontrant de la méme facon (ou, mieux
encore, se¢ déduisant de I'existence de ¢’
puisque ¢” joue pour la fonction —F le
méme rdle que ¢ pour la fonction F).

Or nous savons que, pour tout p,
il existe des x&€X ou lon a
M — 107 < F(x) < M. Soit A, I'ensem-
ble de ces x € X ; tout revient a prouver
qu’il existe un point ¢ commun a tous les

A, carsilona:

M—10—r < F(©) < M

quel que soit p, on aura évidemment aussi
F(c) = M. Nous allons maintenant raison-
ner par I'absurde, en supposant que les
ensembles A, n’ont aucun point commun
et en déduisant de la une contradiction.

Si les A, n'ont aucun point commun,
alors, pour tout x € X, il existe un entier p
tel que x & A, c’est-a-dire tel que I'on ait
F(x) < M — 107, Comme F est continue
en tout point de X, il existe alors un
intervalle ouvert I(x) contenant x, et tel que
F soit constante a 107! prés dans
XN Ix); pour tout X €XMNIx) on a
donc alors F(x) < M — 10 7 4 10771 <
M — 107! puisque l'on a :

—1 1
10— —p—1 = -
10— + 10—r—1 = 10p+10p+l
__—10+1_ —9 —1
107+1 T 1Qr+! 102 +1

comme on le voit en observant que
— 9 < — 1. Désignant par g U'entier p + 1
on voit donc que, pour tout x € X, il existe
un intervalle ouvert I(x) contenant x et un
entier ¢ tels que P'on ait :

(33) Fx)<M—10—¢

pour tout x” &€ I(x) N X.
Appliquons alors le théoréme 7; on
trouve des points xy, ..., X, de X, en nom-



bre fini, et des entiers ¢, ..., ¢, tels que les
conditions suivantes soient remplies ; tout
x&X appartient a 'un au moins des
intervalles I(x,), ..., I(x,), et d’autre part on
a, d’apres (33) appliqué & chaque x;,

34 F(x) < M—10—%

pour tout x & I(x;) N X.

Soit ¢ le plus grand des n entiers
q, ---» q, ;onaévidemment 107, < 109, et
donc :

10—% > 10—9, dou M —10—% ¢ M — 10—,

pour tout k tel que | < k < n ; par suite,
(34) montre que F(x) < M — 107¢ pour
tout x € X qui appartient a I'un au moins
des I(x;), c’est-a-dire pour tout x € X sans
exception. Mais on aboutit ici a une
contradiction puisque, par définition de la
borne supérieure M de la fonction F, il
existe certainement des x& X ou l'on a
F(x) > M— 109 Le théoréeme 12 est
donc démontré, et avec lui les théorémes
11, 10 et 9.

9. Formule de Taylor

Nous allons maintenant établir le dernier
« grand » résultat de I'analyse infinitési-
male, & savoir la formule de Taylor, qui
permet, au voisinage d'un point, de rem-
placer une fonction « suffisamment régu-
liere » par un polynome qui lui est « appro-
ximativement » égal.

Soit f une fonction définie dans un
intervalle ouvert X. Nous dirons que fest
de classe C! dans X si elle admet une dérivée
J'(x) en tout point de X, et si celle-ci est
fonction continue de x. Si /" est elle-méme
de classe C!, on dit que fest de classe C?;
on peut alors attribuer a f une dérivée
seconde continue f” = ( f’)". En poursui-
vant ainsi de proche en proche on définit de
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fagon évidente les dérivées successives, etla
notion de fonction de classe CP, c’est-a-dire
admettant dans X des dérivées continues
jusqu’a l'ordre p inclusivement.

Supposons f de classe C! dans X, et
appliquons le théoreme 10 a la fonction
continue f; on trouve que :

G5 fO—r@=['rema
quels que soient a, b € X.

Soit maintenant u et v deux fonctions de
classe C! dans X ; la fonction w = yv I'est
aussi et sa dérivée est donnée par la
formule w = u’v + uv’, que nous avons
déja indiquée apres 1’énoncé du théo-
réme 11. On en déduit que :

w) —w@) = fb W @ vE) +ux)v' ()] dx
= fbu'(x)v(x)dx + Jbu(x)v'(x)dx,
d’ou la formule d’intégration par parties :

36) fbu "x)v(x)dx
= u(b)v(b)-—-u(a)v(a)—‘rbu(x)v'(x)dx,

valable pour u et v de classe C' dans X, trés
commode pour le calcul pratique des
intégrales, mais dont I'intérét est ailleurs
lorsqu’on s’occupe de mathématiques.
Nous allons obtenir la formule de Taylor
en combinant les formules (35) et (36).
Pour cela supposons, dans (35), que f
soit de classe C? et donc f” de classe C'.
Appliquons la formule (36) en choisissant

ux)=x-—b dou ux)=1 et
v(x) = f'(x), douv'(x)=f"(x);il vient
ub) =0, u@=a—>b, vb)=f'(h)

va) = f'(a), d’ou :
F®)—f@) = f:f'(xwx
~r'@e—a—["r"@e—bax
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Supposons maintenant f de classe C3,
donc f” de classe C'; on peut calculer
la  derniére intégrale en faisant
u(x) = f" (x) et v(x) = (x — b)*/2 dans la
formule (36), puisque alors v (x) = x —
a ; il vient donc, puisque wb) =0 :

f(b)—f(a)=f'(ﬂ)(b—a)——{—f"(a)(tl-—b)z/2

_J‘ f/l!( ) b) d }
=f@)b—a)+f" (b—ﬂ)z/2
AV
+ ‘rbf'" (x)@d

Si f est de classe C*, on peut calculer
la derniére intégrale en prenant, dans
la formule d’'intégration par parties,
ulx) =f"(x) et vx)=(x—b)3/2.3;
comme v(b) = 0, il vient alors manifeste-
ment :

f@)—f@)=1f@)b—a)+f"@)b—a)/2
—_— 3
+ @) b—a)/2.3— f” e - 3b) d

Il est clair que le raisonnement se
poursuit aussi longtemps que les dérivées
existent et sont continues. Autrement
dit, si f est de classe C’*!, on a la rela-
tion :

BN f6)—f@) = @)Nb—a) +1"@) b—aR/2 +...
+/0 @)b—aP/p! +R,

ou l'on a posé p !=12..p (produit
des p premiers nombres entiers), et
ou l'expression R, est donnée par la
relation :

(38) R, =(—1)» J‘bf(p +(x) de

If(pu)( )( x)p dx

La formule de Taylor avec reste intégral
est la relation :

(39 F@)=f@) +@)b—a)+/ @Nb—a /2 +...
+fO@Xb—ar/p! + R,
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qui se déduit immédiatement de (37). Si
'on fixe le point a en remplagant b par un
point variable r € X, on obtient la relation :

(40) fO=f@ +f’(a)(t—a) +f @t —a)y/2'+...
+f@ @)t —a ) /p! + R (),

qui exprime f comme somme dun poly-
néme en t et d'un « reste » :

@) R = [reene S

Noter que le polyndéme en question
posseéde, au point a, les mémes dérivées que
la fonction f jusqu'a l'ordre p inclusivement,
ce qui le caractérise entiérement puisqu’il
est de degré p au plus.

La formule de Taylor n’a pas d’intérét si
P’on ne connait pas de méthode simple pour
¢évaluer I'ordre de grandeur du reste R,
dans (39) ou (40) puisque, dans la pratique,
on désire toujours s’en servir pour appro-
cher la fonction f'par le polynome de degré
p considéré ci-dessus. Supposons pour cela
a < b dans (38), l'autre cas se traite de
méme, avec des changements de signe
triviaux dans les raisonnements, de sorte
que 'ona (b—x¥ 2 0 pour a < x < b.
Soit m et M le minimum et le maximum,
dans lintervalle compact [a, b], de la fonc-
tion continue £+ (x); on a alors :

=mJ"’udx
a P'

Y ix _Mf"(b_")pd

“2) f - —(” =¥ 4

< "\IM

de sorte que tout revient a évaluer l'inté-
grale :

43) f” ® ;!x)p dx

Pour cela, appliquons la formule (39) a

la fonction fix) = (x—ay Y+ !,
dont les dérivées successives sont
(x—a)/p !, ..., x—aetl pour la dérivée



d’ordre p + 1 ; les dérivées d'ordre < p
sont nulles pour x = a, de sorte que, pour
cette fonction, la formule (39) se réduit
a son reste, précisément égal a (43) puis-
que l'on a, pour la fonction considérée,
[P+ (x) = 1 pour tout x ; d’ou la valeur
de l'intégrale (43), a savoir :

s(b—xy  (—apt!
“w P

Portant dans (42) on trouve donc, pour
le reste (38) associé a une fonction f de
nouveau quelconque, les inégalités :

b—ay+! o O

“45) m eint SRs

ce qui montre encore que l'on a :

(46) R, = k@——a)pﬂ

On ne connait pas exactement le nom-
bre k, mais on sait qu’il st compris entre
le minimum et le maximum, sur I'intervalle
[a, b], de la fonction continue /1 (x) ; en
appliquant a f 1 le théoréme 14 qui sera
démontré ci-dessous, on en conclut qu'il
existe dans l'intervalle [, b] un point ¢ ou
Iona k =fw*Y (¢) ; portant dans (46) et
(39), on obtient finalement le résultat
suivant :

Théoreme 13. Soit f une fonction de
classe C”*! sur un intervalle X. Quels que
soient les points ¢ et b de X, il existe un
nombre ¢ compris entre a et b et tel que
I'on ait :

@7 f&) =1f@) + @) —a)
T @Nb—a)/2!
+ . +fO@)b—a)y/p!
+ferDe)b—a)? /(@ + DL

Il nous reste a établir le théoréme 14,
auquel nous avons fait allusion plus haut ;
c’est, de toute fagon, I'une des propriétés les
plus importantes des fonctions continues.

CALCUL INFINITESIMAL

Théoréme 14. Soit m et M le minimum
et le maximum d’une fonction continue sur
un intervalle compact [a, b]. Pour tout
nombre k compris entre m et M, il existe
un nombre ¢ compris entre a et b et tel que
k= f(c).

On sait (théoréme 12) qu’il existe dans
[a, b] des points & et & ou fia') =m et

fib'y = M ; remplacant l'intervalle [a, b]

par Tlintervalle [¢', 5], on est encore
ramené a I’énoncé suivant (« théoréme des
valeurs intermédiaires », fig. 6) :

fig. 6

y
-~

fib)

 fla) +——

"

Théoreme 14 bis. Soit f une fonction
continue sur un intervalle X, ¢ et b deux
points de X, et & un nombre compris entre
a et b. Tl existe un nombre ¢ compris entre
a et b tel que flc) = k.

Pour fixer les idées, supposons ¢ < b et

fla) < k < fib). Soit E l'ensemble des

points xE[a,b] ou lon a fix) <k;
I’ensemble E n’est pas vide (on a visible-
ment ¢ &€ E), etil est borné supéricurement
(on a x < b pour tout x € E); il admet
donc (théoréme 1) une borne supérieure ¢.
Comme x < b pour tout x € E on a aussi
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¢ < b;commea€E Eonaaussia < ¢, de
sorte que ¢ € [a, b]. Nous allons montrer
que f{c) = k, ce qui prouvera le théoréme.
11 suffit pour cela de montrer que I'on ne
peut avoir ni f{¢) > k, ni flc) < k.

Supposons que 'on ait fic) > k. On
aurait alors a = ¢ puisque fla) < k, et
doncaussia < ¢. D’autre part, il existerait
un entier p tel que l'on ait encore :

(48) fe) > k + 10—,

puisque l'inégalité flc) > k est stricte.
Mais fest continue au point ¢ ; il y a donc
un intervalle ouvert I(¢) contenant ¢ et tel
que f soit constante a 1077 pres dans
[a, b)) N I(c). Comme a < ¢, cette intersec-
tion contient au moins un ¢ tel que
a < ¢ < ¢, donc contient tout I'intervalle
[c’,c], lequel, puisque ¢ = sup (E),
contient certainement un x € E. On a alors
fix) < k, puisque xEE, et :

|f&x)—fle)| < 10—,
puisque x €1 (¢), d’ou :
Fe) < fx) + 10— < k + 102,

ce qui contredit (48). L’éventualité dans
laquelle on aurait f{c) > k est donc exclue.

Supposons maintenant que Pon ait
fle) < k. Comme k < flb), on a alors
certainement ¢ < ». Comme, d’autre part,
I'inégalité flc) < k est stricte, il existe,
comme plus haut, un entier p tel que I'on
ait :

(49) fe) < k— 10>,

Mais f est continue au point ¢; il y a
donc, comme plus haut, un intervalle
ouvert I(c) contenant ¢ et dans lequel la
fonction [ est égale, a 1077 pres, a flo).
Comme ¢ < b, il y aun ¢ € I(c) N [a, b]
tel que ¢ < ¢”, et, comme on a |f{¢”) —
Jo)] € 1077, il vient :

) <fey+ 102 <k
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d’apres (49). Par suite ¢” € E ; mais c’est
absurde puisque ¢” dépasse strictement la
borne supérieure ¢ de I'’ensemble E. Le
théoréme 14 bis est donc démontré, et,
avec lui, la formule de Taylor.

Les applications principales de Ia
formule de Taylor concernent les dévelop-
pements en série des fonctions « élémen-
taires » fonctions  trigonométriques,
exponentielles, logarithmiques, etc. (cf.
EXPONENTIELLE ET LOGARITHME, FONCTIONS
ANALYTIQUES). On trouvera également,
ci-apres, I'extension de la formule de Tay-
lor aux fonctions de plusieurs variables.
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B. Calcul & plusieurs variables

Le calcul infinitésimal des fonctions de
plusieurs variables a eu un développement



plus tardif que celui des fonctions d’un seul
argument. Inauguré avec un siécle de
retard, il ne parvient a établir solidement
ses fondements qu’au début du xx© siecle.

Ce n’est quaux environs de 1930 que
sont abordés les problémes difficiles de
cette branche de I'analyse, trés utilisée
depuis lors.

1. La préhistoire

Le formalisme
des dérivées portielles

Avant d’¢tudier le comportement d’une
fonction f'(x,y) de deux variables, lorsque
X et y varient simultanément et indépen-
damment, on commence par faire varier x
et y successivement. Fixons la valeur de y :
la dérivée de la fonction x — f(x,p),
lorsqu’elle existe, s’appelle la dérivée par-

tielle g—f (x,y) de f par rapport a x (a y
X

constant). La notation utilisant le ¢ pour
désigner la dérivation partielle, par oppo-
sition au 4 désignant la dérivation ordi-
naire, a été préconisée par Legendre
(1786) et vulgarisée par Jacobi (1841).
Si, maintenant, on fait varier x et y en
fonction d’une méme variable ¢, on trouve
que :

QREAORTS)
~Go-Lrosm+Zo-Trosor
ce qui fait apparaitre les dérivées partielles
de f comme des intermédiaires de calcul
commodes.

Les dérivées partielles apparaissent, en
1755, dans le traité Institutiones calculi
differentialis d’Euler, et, en 1747, chez
A. Clairaut. Ils y ont reconnu l’outil de
base du calcul différentiel a plusieurs
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variables. Malheureusement, cette notion
est essentiellement liée au choix d’un
systeme de coordonnées.

Par exemple, considérons les formules
W = RI? = EI = E?/R, qui traduisent un
cas particulier des lois d’Ohm en électri-
cité. On constate que le symbole dW/o1 est
égala 2 RI, E ou 0 selon I'expression de W
que I'on adopte. L’explication de ce para-
doxe vient de ce que la dérivation par
rapport & 1 n’a pas la méme signification
selon que 'on opére & R constant (et E
variable), ou a E constant (et R variable)
et enfin si l'on fixe E et R.

S’inspirant de ce que Leibniz avait fait
pour la différentielle des fonctions d'une
variable, Euler et Clairaut étudiérent une
expression remarquable, la différentielle
totale
@ wr=ZLena+ Loy,
c’est une fonction de quatre variables
indépendantes x, y, dx, dy (linéaire par
rapport aux deux dernieres). Cette expres-
sion possede un caractére invariant
lorsqu’on la soumet & des changements de
variables du type particulier suivant : si
I’on exprime x et y en fonction de nouvelles
variables X,Y au moyen des formules
¥=x(X)Y), y =r(X)Y), et siI'on effec-
tue, en méme temps, le changement de
variables « covariant », selon les formules :

ox ox
dx = X X.Y)dX + W(X,Y)dY,

oy
Y

A
dy = X XYV)dX + 32 (XY,

on constate que la différentielle totale de f
prend la méme forme (2) que 'on exprime
df al'aide de x, v, dx et dy ou a I'aide de
X, Y, dX et dY.

Les dérivées partielles sont susceptibles
d’etre dérivées partiellement a leur tour.
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On obtient ainsi les dérivées partielles
secondes :

w5 5353 5E)

que Jacobi note respectivement :

R
ox2 oyr Odydx oxdy

Q

Euler et Clairaut avaient déja constaté
que le résultat ne dépend pas de I'ordre
dans lequel on effectue les dérivations
(pour autant que ces auteurs n’opéraient
tacitement que sur de «bonnes fonc-
tions », c’est-a~dire des fonctions que nous
nommons aujourd’hui analytiques), soit :

af _ &f
&) axdy  dpox

A titre de preuve, Euler se borne a
invoquer la symétrie de Pexpression :

S +hy+k)—fey+k)
—f& + hy) + fxp)

et Clairaut opére formellement sur un
développement en série.

Une combinaison linéaire a coefficients
complexes de dérivations partielles
s’appelle un opérateur différentiel linéaire
a coefficients constants (par exemple :

[3} 0?2 03
A tBai—Cag
ot A, B, C sont des nombres complexes).
Ces opérateurs sont susceptibles d’étre
ajoutés et composés entre eux : il en résulte
une structure algébrique sur 'ensemble des
opérateurs différentiels a coefficients cons-
tants qu’en langage moderne on peut
formuler ainsi : « L’ensemble des opéra-
teurs différentiels a coeflicients complexes
opérant sur des fonctions de deux variables
est un anneau (pour 'addition et la com-
position), isomorphe a I’anneau des poly-
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némes C [X,Y] a deux indéterminées X et
Y.» (Par exemple, a lopérateur cité
ci-dessus correspond le polynéme AX +
BY?— CXY?2.) L’isomorphisme précédent
s’explique par Vanalogie complete qui
existe entre les régles de calcul qui régis-
sent l'addition et la multiplication des
polynémes d’une part, Paddition et la
composition des opérateurs différentiels a
coefficients constants d’autre part. Parmi
ces regles, la formule (3) exprime la
commutativité des dérivations partielles.
Mais, au xvire siecle, de telles explications
ne pouvaient étre pleinement comprises :
les calculateurs imaginaient une profusion
de régles de calcul « symboliques », dont
’efficacité restait mystérieuse.

Voici une application des considé-
rations précédentes. En tenant compte
de 'isomorphisme précité, on peut déve-
lopper I'opérateur (4/0x + 8/dy) itéré n
fois, grace a la formule du binéme de
Newton :

k=n
F FR 3k gn—k -
(H*E) =D Gy
k=0
En appliquant les deux membres a la
fonction f'(x)g(y) et en remplagant y par x
dans le résultat, on aboutit a la formule de
Leibniz :

k=n

dn dk dnfk

e =Y adoito
k=0

La théorie des équations aux dérivées
partielles oblige a manipuler de plus en plus
des expressions différentielles : I'impor-
tance du laplacien : 8%/6x> 4 8%/9)° pro-
vient du fait que ¢’est (& un coefficient preés)
le seul opérateur différentiel a coefficients
constants, homogéne du second ordre, qui
soit invariant par rotation des axes. Le
laplacien, a cause de cette signification



intrinséque, apparait dans de nombreux
phénomeénes physiques.

L’étude de certaines équations aux déri-
vées partielles liées a des problémes de
géométrie différentielle a conduit a adop-
ter les notations de Monge :

AR S ) of

=3 q_ay, =357 S=0x0y’
ozf

3y2’

t =

utilisées ala fin du x1x® siécle, mais qui sont
tombées en désuétude, faute de pouvoir se
généraliser aux cas des fonctions de »
variables, et a valeurs vectorielles.

Euler s’est également occupé du calcul
des dérivées d’une fonction implicite
partant d’'une équation f'(x,y ) = 0, il sup-
pose, sans trop de scrupules, que ’on peut
trouver une fonction x — y (x) satisfaisant
afxy (x)] = 0. Il calcule alors la dérivée
¥ (x) a partir de I’équation :

a a
Lren + L L rpen =0

et en déduit Pexpression des dérivées
successives de y.

Etudiant de la méme fagon la résolution
d’un systéme :

f1xyLy2y) =0
[0y 1923 =0
[i&ppyay) =0

Jacobi introduit la notion de déterminant

fonctionnel (appelé aussi déterminant
jacobien) défini par :
of  9h S
ay, 0y, ay,
°fi  9fr  afs
det | Lt 2 %5
¢ oy, 9y, 9y,
oh o, A

‘ 9y oy, 2% ‘

et dégage les reégles du calcul formel qui le
régissent. Il met en évidence la notion
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de dépendance fonctionnelle analogue a
la dépendance linéaire entre formes linéai-
res.

Au x1x® siecle commence 1’étude algé-
brique des opérateurs différentiels linéai-
res a coefficients variables : deux tels
opérateurs ne commutent pas nécessaire-
ment (on s’en convaincra en composant
les opérateurs d/dx et x (d/dx) relatifs a des
fonctions d’une seule variable). On intro-
duit alors diverses expressions différentiel-
les (déterminants hessiens ou wronskiens,
crochets de Lie, parenth¢ses de Poisson,
invariants intégraux, etc.), qui préparent la
voie au calcul différentiel extérieur, a
I’analyse tensorielle et a la géométrie
différentielle moderne (cf. GEOMETRIE
DIFFERENTIELLE CLASSIQUE). L’aboutisse-
ment de cet effort d’algébrisation sera
I’édification d’une science traitant abstrai-
tement des objets mathématiques soumis
aux mémes régles de calcul que les opéra-
teurs différentiels : V'algebre différentielle
ainsi édifiée s’affranchit de toutes considé-
rations de continuité et de limite, et trouve
des applications dans 1’étude des fonctions
définies sur un corps quelconque et
jusqu’en arithmétique.

En ce qui concerne les notations, un
perfectionnement important a été apporté,
en 1934, par H. Whitney, qui a introduit
l'usage des multi-indices. Un multi-indice a
n variables est un systeme ordonné de n
entiers (ay, 0, ..., ), que I'on désigne par
un seul symbole . Dans ces conditions, on
écrit :

o . 001+ 02 + o + 0y
6—Xf“ au lieu de X 9,0 0K »
X« au lieu de X, X,% ... X% ;

on pose, de plus :
fot] =0y + 0 + ... +

et al=oatol.. a,l;
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avec de telles notations, la série de Taylor
s’écrit alors comme une série a une varia-
ble, mais avec une sommation étendue a
I"'ensemble de tous les multi-indices :

X=X

a5 OO

Formulation intrinséque

de la théorie

Les inconvénients des dérivées partielles
posérent, dés 'apparition du caleul vecto-
riel, le probléme de la formulation intrin-
séque de la théorie, en mettant en évidence
des expressions invariantes par change-
ment de coordonnées ; M étant un point de
coordonnées (x,y,z, ...), on ne parlera plus
de fonctions des variables, mais de fonc-
tions du point M.

Une étape historique importante,
aujourd’hui complétement dépassée, a été
I’élaboration, par O. Heaviside et
W. Gibbs, de I'analyse vectorielle, qui met
I’accent sur certaines expressions invarian-
tes par changement de coordonnées rec-
tangulaires dans Iespace a trois dimen-
sions. La structure euclidienne y joue donc
un rdle primordial. A une fonction numé-
rique Mr f(M)=f(x,y.2) (ou x y =
sont les coordonnées de M par rapport a
une base orthonormée), on associe le
vecteur, dont les composantes sont :

lm—mfm

C’est le gradient de la fonction f. I1 est
lié a la différentielle totale de f par la
formule :

— —
df = gradf.d M,

ot le second membre représente un pro-
duit scalaire et dM le vecteur dont les
composantes sont dx, dy, dz. A un champ
de vecteur M + V(M), défini par les trois
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composantes X(M), Y(M), Z(M) du vec-
teur V: on associe une fonction scalaire, la
divergence du champ :

.= 00X 0Y oZ
dlvV—E-}—ﬁ—kg

et une fonction vectorielle, le rorationnel de
V, dont les composantes sont :

(az Y 90X 4z oY ax)
9z 9z @

ox’ ox oy

— —

rot (V) =

Le gradient, la divergence et le rotation-
nel sont des notions invariantes par chan-
gement d’axes orthonormés et sont soumi-
ses a un grand nombre de regles de calcul
« symboliques », dontles plus simples sont :

. — L e
rot(gradf) =0, div(rotV) =0

Ces notions permettent d’écrire, sous
une forme concise et suggestive, un grand
nombre de formules de la physique théo-
rique, de la mécanique et de la géométrie.
Par exemple, les divers cas particuliers de
la formule de Stokes (attribués a Green,
Ampere, Ostrogradsky, etc.) prennent la
forme :

”‘f grad f.dt = ”‘f.r?dc,
” divV.dt = ” &.7)do,
J'J\J‘ﬁv.d‘r = J‘fﬁ'/\{;da,

ou dt (resp. do) désigne I'élément de
volume (resp. d’aire), ou 'intégrale triple
est étendue a un domaine tridimensionnel
orienté, et ou lintégrale de surface est
étendue au bord orienté dans ce domaine,
ﬁreprésente le vecteur normal a la surface
considérée.

Mais cette analyse vectorielle ne couvre
pas ’ensemble de tous les besoins de la
physique mathématique. Elle ne déborde
pas le cadre des fonctions de trois variables



et des changements de bases orthonorma-
les. La véritable solution du probléme de
la formulation intrinséque du calcul diffé-
rentiel n’a été obtenue qu’apres I’édifica-
tion de I'analyse tensorielle (par Ricci et
Levi-Civita) et du calcul différentiel exté-
rieur (par Elie Cartan). Bien que ces
théories n’aient été exposées a l'origine
qu’en termes de coordonnées, il n’a pas été
difficile (apres la construction axiomatique
de Ialgébre linéaire et multilinéaire), de les
traduire en langage intrinséque.

Le calcul différentiel extérieur explique
l'origine (qui paraissait quelque peu mys-
térieuse) des notions de gradient, de rota-
tionnel et de divergence, puisque les déri-
vées extérieures de :

f&xy,2),
Xx,y,2)dx +Y(x,y,2)dy + Z(x,y, 2)dz,
Xx,y,2)dy Ndz + Y(x,y,2)dz A dx
+ Z(x,y,2z)dx N\ dy

sont respectivement :

O ey U

ax 6yd'v + Zdz’
(%—%)dy A dz + (%—g—%)dz A dx
(%—;{—%)dx/\dy,
(%;(+ %%+ %)dx A dy Adz.

La formule de Stokes qui s’exprimait,
nous l’avons vu, sous des formes tres
diverses et d’emploi limité dans le langage
de I'analyse vectorielle s’écrit aujourd’hui :

f f

_
JéOwﬁJQaw!

ou w est une forme différentielle, dw sa
différentielle extérieure, Q une chaine
orientée, et dQ le bord orienté de Q.
Les progres de l'algébre linéaire ont
permis enfin de définir la différentielle sans
aucun recours aux coordonnées sous une
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forme qui s’applique également aux fonc-
tions définies sur des espaces de dimension
infinie (cf. chap. 2).

Apres que R. Gateaux et V. Volterra
eurent dégagé la notion de dérivée direc-
tionnelle d’une fonction définie sur un
espace fonctionnel (établissant ainsi la syn-
thése entre le calcul des variations [cf. calcul
des vARIATIONS] et le calcul différentiel clas-
sique), O. Stoltz et M. Fréchet donnaient la
définition intrinseque de la notion de diffé-
rentielle. Ces travaux ont fait prendre cons-
cience du fait fondamental suivant : pour
traiter le calcul différentiel des fonctions
définies sur un espace vectoriel normé E et
prenant leurs valeurs dans un espace normé
F, il est indispensable de manier simultané-
ment de nombreux espaces auxiliaires obte-
nus a partir de produits tensoriels des espa-
ces E, F et du dual de E. En particulier,
chacune des derivées successives d’une
application différentiable f doit prendre ses
valeurs dans un espace différent.

Cette conception oblige a manipuler
simultanément un grand nombre d’espaces
normés, ayant des dimensions différentes,
ce qui n’est pas fait pour faciliter I'intuition
géométrique. Pour obvier a cet inconvé-
nient, C. Ehresmann a créé, en 1943 et en
1952, deux outils extrémement commo-
des : la notion d’espace fibré et la notion de
variété des jets. Grace a ce langage, on peut
concevoir le support géométrique du
calcul différentiel a n variables comme un
domaine Q de 'espace a n dimensions, et,
« au-dessus » de chaque point M de Q, on
imagine une « fibre », formée par une
collection d’objets mathématiques (vec-
teurs, tenseurs, matrices, covecteurs et
cotenseurs, etc.), dont on aura besoin pour
décrire la théorie. La description a priori
de la variété des jets, exprimée de fagon
intrinséque, permet de s’affranchir de la
manipulation de signes hérissés d’indices
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compliqués et d’utiliser 4 nouveau un
langage géométrique.

Apparition de la rigueur

Le flux de formalisme qui caractérise la
premiére époque du calcul infinitésimal fut
suivi par un reflux critique dans le domaine
de la rigueur.

Sous l'influence de Cauchy, Abel et
Weierstrass, on se préoccupa de reprendre
les principales formules découvertes plus
ou moins empiriquement au siecle préce-
dent, pour en préciser au mieux les limites
de validité. Ainsi, H. A. Schwarz prouva,
en 1873, que la formule :

*f *f

dxdy dydx

est valable, sous réserve de la continuité
d'un des deux membres par rapport a
I’ensemble des variables. Peano donna

I'exemple de la fonction :
2 __y2

fx,p) = nyﬁiz:

prolongée par continuité en posant
£(0,0) = 0, pour laquelle la permutation

des dérivées partielles n’est pas licite.
Peano entreprit systématiquement de
dépister les affirmations non rigoureuses,
largement répandues a I’époque, construi-
sit des contre-exemples, aujourd’hui clas-
siques, et tenta de redémontrer certains
théorémes, sous les hypothéses les plus
faibles possibles. C’est ainsi qu'il améliora
Pexposition du théoréme des accroisse-
ments finis et démontra la formule de
Taylor (cf. chap. 2), pour les fonctions
d’une ou plusieurs variables, en éliminant
toute hypothése superflue ; on lui doit en
outrc la formule classique sur le reste de
Young (trouvée par Peano avant cet
auteur). Il signala une erreur célébre tou-
chant les maxima (ou minima) des fonc-

96

tions : on pensait que l'inspection des
termes de plus bas degré du développe-
ment de Taylor, au voisinage de I’origine
d’une fonction, ainsi que le comportement
de cette fonction sur chaque droite passant
par lorigine permettait de décider de
I'existence d'un extrémum en ce point. Or
la fonction (y—x?)(y—2x%), pour
laquelle Ie terme de plus bas degré est 32,
admet un minimum refatif nul sur chaque
droite passant par l'origine ; cependant,
elle prend des valeurs négatives dans tout
voisinage de I'origine.

Vers la méme époque paraissent, dans
les traités d’analyse, les premiéres démons-
trations correctes du théoréme des fonc-
tions implicites et de quelques-unes de ses
variantes. La préhistoire prend fin, le
véritable développement commencera
trente ans plus tard.

2. Exposé moderne
de la théorie élémentaire

Dérivée premiere

Soit E et F deux espaces normes, et Q un
ensemble ouvert de E : on dit que deux
fonctions continues f et g (définies sur Q
et a valeurs dans F) admettent un contact
d'ordre r (ou r est un nombre entier) au
point A € Q si le rapport :

lrovn—g M|
Tam]-

tend vers 0 lorsque M tend vers A. En
particulier, lorsque r = 1 on dit que fet g
sont tangentes au point A ; cette définition
implique que f(A) = g (A).

Une fonction continue f (définie sur Q
et a valeurs dans F) est dérivable en A € Q,
s’il existe une fonction continue affine :

M— f(A) + L|AM]



(ou L est une application linéaire continue
de E dans F, c’est-a-dire un élément de
Z/(E,F) qui est tangente a f'au point A). L
s’appelle aujourd’hui la dérivée de f au
point A (dans I'ancienne terminologie,
¢’était la « différentielle au sens de Stol--
Fréchet» ou plus brievement la
différentielle de f au point A). On la note
d’ordinaire D'/ (A). Lorsque f est dériva-
ble en tout point de Q, la fonction dérivée
est I'application A — D'f(A) définie dans

Q et a valeurs dans /(E.F). On dit que f

est continument dérivable (ou encore de
classe C') si la fonction dérivée est conti-
nue, lorsqu’on munit /(E,F) de sa norme
usuelle :
1Ll = sup | Lex) |
xl<1
Dans le cas particulier ou E = R” et
F = R, toute fonction de classe C' admet
des dérivées partielles continues et la
dérivée de f au point de coordonnées
(s X, ... X,,) est la forme linéaire qui
associe coordonnées
(dx,, dxs. ..., dx,) le nombre :

au vecteur de

a [7) '
Xfl (X1 Xy ooy X,) dXy + sz &, o X,)dx,

+ ..+ ;—){”(x,, ey X)X,
la dérivée coincide donc avec la « diffé-
rentielle totale » d’Euler (cf. chap. 1).

Lorsque E = R7¢et F = R” lafonction
fest définie par p fonctions numériques f7,
Javes S, La dérivée de f en un point de
coordonnées (x|, x,, ...
existe, 'application linéaire appartenant a
(R", R?) définie par la matrice jaco-
bienne des fonctions f; (j < p) par rapport
aux variables x; (i < n).

Une fonction qui possede des déri-
vées partielles en chaque point de Q
n'est pas nécessairement dérivable,

. ,
. X,) est, lorsqu’elle
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comme le montre I’exemple de la fonction
scalaire :

- X
f(x’y) - \/m

(prolongée par f (0, 0) = 0). Son graphe est
un demi-cone dont le sommet est a ’ori-
gine ; il ne possede donc pas de plan tangent
en ce point. Par contre, on montre que
toute fonction qui admet des dérivées par-
tielles continues par rapport a I’'ensemble
des variables est nécessairement dérivable.

Dérivées successives
Supposons que la fonction dérivée
M — DIf(M) soit elle-méme dérivable :
sa dérivée DYD!Y)M) appartient a
/[E, Z/(E.,F)]. On peut I'identifier a une
application bilinéaire continue de E X E
dans F, et dans ce cas on l'appelle la
dérivée seconde de f au point M et on la
note D?f(M). On peut ainsi définir les
dérivées successives de proche en proche.
On peut également donner une défini-
tion directe des fonctions r fois contind-
ment dérivables (ou de classe C') en
utilisant la notion de polynéme défini sur E
et a valeurs dans F. Désignons par
4 (E,F) I'espace vectoriel des applications
continues k-linéaires, symétriques, définies
sur (E)* et & valeurs dans F. En d’autres
termes L, € 4(E, F) est une application :

(Vy, Vo s V) = L [V, Vo, ., V]

séparément linéaire par rapport a chaque
argument, invariante lorsqu’on permute
arbitrairement les vecleurs V, entre eux, et
telle que || L, [V}, Vs, ... Vi [ reste borné
lorsque les vecteurs V, restent tous dans la
boule unité de E. Un mondme de degré k
défini dans E et a valeurs dans F cst alors
par définition une fonction de point :

M~ L,[OM, OM, ..., OM] ;
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remarquons que lorsque E est de dimen-
sion finie et que I'on exprime OM & I'aide
de ses composantes, on n’obtient pas un
monéme ordinaire, mais un polynome
homogéne de degré k ayant pour coeffi-
cients des vecteurs de F. Un polynéme
sur E et a valeurs dans F est maintenant,
par définition, une somme finie de mond-
mes.

Une formule de Taylor permet de
remplacer les vecteurs uni intervien-
nent dans la définition précédente par des
vecteurs AM ou A € E. On dira qu’une
fonction f, définie sur Q, admet un déve-
loppement limité d'ordre m au point A, s’il
existe des L, € 4 (E,F), k=1.2, ..., n,
tels que le polynome :

Tof(B) = f(A) + Z I, [AB, AB, ..., AB]

k=1
satisfasse a la condition :

I|AB|~

L ox(aBI),

M) [£® —Ta/ B e <

ou la fonction o, tend vers O lorsque
f ﬁ[{ tend vers 0.

Si un tel « polyndome de Taylor » existe
en tout point A € Q, si les « coefficients »
k 1L, (que I'on note plutdt D¥f{A) et que
I'on appelle les dérivées k-iemes de f)
varient contintiment sur Q, et s’il existe en
chaque point A € Q une fonction o4

satisfaisant a la condition (1) on dit que f

est de classe C™ dans Q (ou encore m fois
continiment dérivable). Il est possible
alors de transposer au cas des fonctions
definies sur Q la plupart des formules a une
variable. Par exemple, si f est de classe
C"+1 le reste de son développement
d’ordre m. qui s'écrit, dans le cas d’une
variable :

[P e e v,

. m!
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s’exprime ici par :

) f L 1£(X) (XB, XB, ..., XB, d X)
apm ! .
m fois

ou l'intégrale curviligne est prise le long de
n’importe quelle courbe rectifiable joi-
gnant A a B dans Q.

L’expression (2), appelée reste intégral
de la formule de Taylor, donne la valeur
exacte de fiB) — T,f(B). On utilise aussi
diverses majorations de ce reste. Si la
dérivée A — DY%f est une fonction unifor-
mément continue dans Q, on peut majorer
le reste par une expression de la forme :

IABI" , B,
ol w (x) est une fonction continue qui tend
vers 0, lorsque x tend vers 0 (imajoration de
Young).

Le théoréme des fonctions implicites

et ses variantes

Etant donné deux domaines Q C E (resp.
Q, C E)), rappelons qu’une application f
de Q sur Q) est un homéomorphisme si f est
bijective, continue ainsi que 'application
réciproque f~'. Un homéomorphisme
peut étre de classe C” mais on dit que c’est
un difféomorphisme (de classe C™) si
I’application réciproque ! est également
de classe C” (et 'on montre qu’il suffit
pour cela que f! soit de classe C!).
L’exemple de I'application r— r* de R sur
R montre qu'un homéomorphisme de
classe C' n’est pas nécessairement un
difféomorphisme.

Théoréme d'inversion locale. E et F étant
deux espaces de Banach (c’est-a-dire des
espaces normes complets), soit f une appli-
cation de classe C™ définie dans un voisi-
nage du point A € E et prenant ses valeurs
dans F. Si la dérivée D'f{A) est un
isomorphisme linéaire de E sur F, alors il



existe un voisinage U de A dans E et un
voisinage U; de f{A) dans F, tel que la
restriction de f a U soit un difféomor-
phisme sur U,.

Commentons cet énoncé. Une fonction
différentiable f est « approximativement »
égale au voisinage de A a sa dérivée
D!f(A). Le théoréme précédent exprime
que si I'application linéaire tangente en A
est inversible alors f'est lui-méme inversible
au voisinage de A. Ainsi le comportement
de la dérivée en un point conditionne le
comportement local de f dans tout un
voisinage de A.

Le théoréme précédent s’applique, par
exemple, & 'application de R? dans R?
définie par X =e"cosy, Y =-¢"siny
(inspirée par I’application z — e“ de C dans
C). On notera que cette application n’est
pas globalement bijective.

Théorémes de submersion et d'immer-
sion locale. Sil'un au moins des espaces de
Banach E et F est de dimension finie, soit
Jfune application de classe C™, définie dans
un voisinage de A € E. Sila dérivée D'f{A)
est surjective (resp. injective), alors il existe
un voisinage U de A dans E et un voisinage
U, de f{A) dans F, et enfin un difféomor-
phisme 6 de U sur U (resp. un difféomor-
phisme 0, de U, sur U,) tel que f © 6 (resp.
0, O /) soit la restriction a U d’une appli-
cation linéaire surjective (resp. injective)
de E dans F.

Ces théoremes signifient que, si une
application f est « approximativement »
une application linéaire surjective (resp.
injective), on peut la transmuer en une
application linéaire du méme type. La
restriction sur la dimension finie d’un des
espaces n’est pas indispensable, mais il faut
ajouter une hypothése supplémentaire
pour que les énoncés précédents restent
valables.
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Forme archaique du théoréme de sub-
mersion locale (théoréme des fonctions
implicites). Si p fonctions :

f:j(xls Xy ooy xnfpy Yir Vs weny ,Vp)

(ouj= 1.2, .., p)sont de classe C" et si
le déterminant jacobien des fonctions f; par
rapport aux variables y; ne s’annule pas a
’origine, on peut exprimer localement les
y; comme fonctions de classe C” des
variables X = (x|, xo. ..., x,.,) de fagon a
satisfaire au systeme d’équations « impli-
cites » :

SiIX 310, 72X, 1§, (X)] = 0

(onj=1,2 ... p).

11 existe une autre variante de ces
théorémes, appelée théoreme du rang cons-
tant, relative au cas ou la dérivée de
I’application f garde un rang constant au
voisinage de I'origine.

Les « images » et « noyaux » des appli-
cations différentiables satisfaisant aux
énoncés précédents sont localement des
morceaux de « variétés différentiables »,
qui devront éire convenablement recollés
pour aboutir a une théorie globale.

Un théoréme beaucoup plus fin,
démontré par J. Nash (1956), concerne le
cas ou D.f. sans étre surjective, a une
image partout dense dans lespace de
Banach F, de dimension infinie. Dans ces
conditions, la résolution locale du systeme
d’équations implicites ne peut s’obtenir
qu’au prix d’une certaine perte de dériva-
bilité.

3. La théorie fine contemporaine
L'ceuvre de H. Whitney
Le mathématicien américain Hassler Whit-

ney, dont la contribution a des branches
trés variées des mathématiques a été sou-
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vent décisive (théorie des graphes, topo-
logie algébrique et différentielle, axioma-
tisation de la notion de variété ou de
produit tensoriel, étude des ensembles
analytiques réels, etc.), est le véritable
initiateur du renouveau du calcul différen-
tiel des fonctions de plusieurs variables.
Parmi ses contributions, citons :

Le théoréme du prolongement (1934).
En chaque point d’'un ensemble fermé F
quelconque de R” on se donne un poly-
ndéme a n variables de degré inférieur ou
égal a m. Whitney énonce une condition
nécessaire et suffisante pour qu’un tel
champ de polyndomes soit la restriction a F
du champ des polyndmes de Taylor d’une
fonction f de classe C”. Ce théoreme
permet, en particulier, de construire des
fonctions f de classe C ayant certaines
singularités données a I’avance : on com-
mence par se donner 'ensemble F des
points singuliers puis ’on cherche a pro-
longer un champ de polyndomes défini sur
F. Indiquons que ce théoréme est encore
valable pour m = «. Un cas particulier
trés important est celui ou F se réduit a un
seul point; on obtient le théoréme
d’E. Borel généralisé & n variables : « 1l
existe une fonction f de classe C* dont les
dérivées partielles prennent en un point
donné des valeurs arbitrairement choi-
sies. » En d’autres termes, la série de
Taylor d’une fonction de classe C* peut
étre n’importe quelle série formelle.

Caractérisation des idéaux fermés de
Jfonctions différentiables. L’ensemble des
fonctions numériques de classe C™ définies
sur un pavé compact K constitue une
algébre de Banach (lorsque m est fini) pour
la norme de la convergence uniforme
dordre m (c’est-a-dire de la convergence
uniforme de chacune des dérivées partiel-
les). La structure des idéaux de cette
algebre est d'une grande complexité, mais
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H. Whitney a démontré, en 1944, le
théoréme suivant concernant les idéaux
fermés.

Théoréme. Pourqu’une fonction f de
classe C” sur K appartienne a un idéal
fermé 3, il faut et il suffit qu’a chaque point
de K on puisse associer une fonction
2a € 3 telle que f et g, aient les mémes
polynémes de Taylor en A. Ce théoréme
signifie que 'appartenance ponctuelle a J
implique "appartenance globale.

Classification des singularités

En 1925, le mathématicien américain
Marston Morse a inauguré ’étude des
singularités des fonctions de classe C™ en
montrant que I’on pouvait approcher toute
fonction numérique f de classe C" a n
variables par des fonctions dont les seuls
points singuliers sont des points isolés
critigues  (C’est-a-dire dont la dérivée
s’annule) dont la dérivée seconde est une
forme bilinéaire associée a une forme
quadratique non dégénérée. Il montra en
outre qu’il était possible de transmuer un
tel point singulier, a ’aide d’un difféomor-
phisme local, en une fonction qui est une
somme algébrique des carrés des coordon-
nées.

Ainsi, on abandonne I'étude inextrica-
ble de routes les singularités possibles pour
ne s'intéresser qu’a des singularités géné-
rigues auxquelles on peut toujours se
ramener grace a une approximation et a
une transmutation.

En 1955, H. Whitney résoud la méme
question concernant les applications du
plan R? sur le plan R?. Il met en évidence
deux singularités génériques : le pli qui se
raméne au modéle (x,y) — (x%,y) et la
fronce dont le modéle est (x,y) — (x*—
3 xy, ). Dans ces travaux, un role essen-
tiel est joué par le théoréme d’A. Sard
(1942), dont le cas particulier simple relatif



aux fonctions C* avait déja été démontré
par Morse :

Théoréme. Etant donné une application
de classe C" de R” dans R” la mesure au
sens de Lebesgue de I'image des points
singuliers est nulle lorsque m > n—p + 1
(Whitney a construit un exemple montrant
que cette inégalité est nécessaire).

Utilisant ce résultat, R. Thom a démon-
tré un théoréme de transversalité qui, géné-
ralisant la méthode de Morse, indique dans
quelle condition une application f de R”
dans R’ peut étre approchée par des
fonctions n’ayant que des singularités
dament cataloguées.

Les cas p=2n+1, p=2n et p=2n—1,
entierement ¢lucidés par Whitney, consti-
tuent son célebre théoreme du plongement
selon lequel toute variété différentiable a »
dimensions abstraite, peut étre réalisée
comme sous-ensemble d’un espace R?".
On peut méme se contenter d’un espace
R 1sil’on accepte de laisser subsister des
« self-intersection ». Par exemple, la « bou-
teille de Klein » peut étre réalisée dans R?
a condition de se traverser elle-méme, et
dans R* sans aucun point double.

Etude des idéaux

de fonctions différentiables

A la suite du théoréme de H. Whitney, déja
cité, S. Lojasiewicz a démontré en 1959
que tout idéal engendré dans ’algébre des
fonctions C* par une fonction analytique
réelle est nécessairement fermé.

Ce théoréme signifie qu’une fonction f
de classe C* est divisible par une fonction
analytique g, si la division « ponctuelle »
des séries formelles de Taylor en chaque
point du domaine de f et g est possible.

En 1962, B. Malgrange est parvenu a
démontrer que le théoréme de préparation
de Weierstrass, classique dans le cas des
fonctions analytiques de plusieurs varia-
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bles (cf. FONCTIONS ANALYTIQUES) reste
valable pour les fonctions C*.

1l s’agit d’une division avec reste (ana-
logue a la division euclidienne) : il est
possible de diviser au voisinage de I’origine
une fonction C* de »n -+ 1 variables
0, X)= (v, x;, %5, ..., x,) par un poly-
néme :

yE+ aX)y".
i<k

Ici les 4; sont des fonctions C* qui
s’annulent pour X = 0, avec un reste qui
est un polyndéme de degré inférieur a & en
y, dont les coefficients sont C* en X.

Dans le cas analytique, on sait qu'une
telle division s’effectue de fagon unique. 11
n’en est plus de méme dans le cas C*, ce
qui fait la difficulté du théoreme de Mal-
grange.

GEORGES GLAESER
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COMBINATOIRE anaLyse

CALCUL TENSORIEL
— TENSORIEL catcut

CALCULS ASYMPTOTIQUES
— ASYMPTOTIQUES carcuts

COMBINATOIRE ANALyse

? analyse combinatoire est 1'ensemble
des techniques qui servent, en mathé-
matiques, a compter (ou dénombrer) cer-
taines structures finies, ou a les énumérer
(établir des listes exhaustives de structures
considérécs), enfin a démontrer leur exis-
tence pour certaines valeurs des parame-
tres dont elles dépendent. Ces structures
sont trés variées ; leur seul trait commun
c’est d’étre finies. En revanche, les proble-
mes qu’on se pose sur ces structures sont
tres divers, et les techniques mathémati-
ques qu’on utilise pour résoudre ces pro-
blémes, trés différentes. Par exemple, si on
veut dénombrer les arbres de n sommets,
on établit une correspondance biunivoque
entre ’ensemble de ces arbres et I'ensem-
ble de certaines suites qu’on sait compter.
Mais, si I'on veut démontrer I'existence
d’une famille infinie de codes correcteurs,
on utilise des résultats fins sur les anneaux
de polynomes a coefficients dans un corps
fini. Pourtant, dans les deux cas, on dit
qu’on s’occupe d’analyse combinatoire.
Dans le foisonnement des sujets dits de
nature combinatoire, on a donc di faire un
choix et laisser de c6té des objets impor-
tants.

102

i

1. Dénombrements élémentaires

Dans les opérations ¢élementaires de
dénombrement, on utilise un langage tres
proche du réel. On parle de choisir un objer
de m fagons différentes, on dit qu'il n'y a
qu’un nombre # de possibilités... Considé-
rons ainsi ’exemple suivant. Une urne
contient 10 boules numérotées de 1 a 10 ;
on tire successivement deux boules de
Purne sans remettre la premiére apres
tirage. Combien y a-t-il de tirages crois-
sants, c¢’est-a-dire de fagons de tirer deux
boules dont les numéros vont en crois-
sant ? Pour déterminer ce nombre, on
raisonne de la fagon suivante. Si la pre-
miere boule a été tirée et que son numéro
est i (1 € i < 10), pour obtenir un tirage
croissant, on peut choisir le numéroj de la
seconde de 10— facons différentes.
Enfin, pour obtenir un tirage croissant, on
peut choisir soit un tirage commengant par
le numéro 1, soit un tirage commengant
par 2, etc. Le nombre de tirages croissants
est alors égal a (10— 1) 4+ (10 —2) 4 ...
+ (10 —9)+ (10--10)=45. On a
implicitement utilisé les deux régles sui-
vantes (la seconde avant la premiere) :

- Reégle de la somme : Si on peut choisir
un objet « de m fagons et un objet b de n
fagons, on peut choisir ¢ ou b de m + n
fagons.

- Reégle du produit : Si on peut choisir un
objet « de m fagons, puis un objet b de n
fagons, on peut choisir « puis b, duns cet
ordre, de mn fagons.

Reprenons I'exemple ci-dessus. Pour
caractériser un tirage, il suflit de se donner
un couple (7, j) d’entiers tels que 7 et j soient
compris entre 1 et 10. Désignons par X
I’ensemble des couples (i,)) tels que



1 < i < j < 10. Les tirages croissants cor-
respondent aux ¢léments de X et, pour
trouver le nombre de tirages croissants, il
suffit de dénombrer l'ensemble X, c’est-a-
dire de compter le nombre de ses éléments.
Pour 1 < /i < 10, notons X, I'ensemble
des couples (7, j) de X tels que i = & ; ainsi
X, est le produit cartésien des ensembles
{hYet{h+1,h+2,.. 10}. De plus, les
ensembles X, sont disjoints deux a deux et
leur réunion est X. Désignons par | X, | le
nombre des éléments de X, ; alors en
posant k = 10, le nombre, noté | X| des
éléments de X est donné par :

D X=X+ 3]+ X
De plus, pour 1 < A < 10, 0ona:

Q) Kul=[0)|.[th+1Lk+2,.,10}]
=1.(10—h) = 10—h.

En appliquant les formules (1) et (2), on
retrouve bien 45 pour le nombre des élé-
ments de X. Dans cette derniére démarche,
nous avons résolument adopté le langage
de la théorie des ensembles et utilisé cer-
tains résultats sur les ensembles finis.
D’abord comment caractérise-t-on les
ensembles finis ? En premier lieu, on définit
une numeérotation d’un ensemble X comme
une suite x,, X,, ..., X, d’éléments de X telle
X; 7= X; pour I # j et telle que tout élément
de X soit 'un des x;. Les ensembles finis
sont ceux qui possédent une numérotation.
L’entier »n qui apparait dans une numéro-
tation d'un ensemble fini X s’appelle le
cardinal de X ou le nombre d'éléments de X
et se note | X |. Cet entier ne dépend pas en
effet de la numérotation choisie. On
convient que | @ | = 0. On obtient alors :
— Formule de la somme : Si X et Y sont
deux ensembles finis, disjoints, 'ensemble
X UY est fini et I'on a :

3 [XUY|=[X]|+]Y].
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~ Formule du produit . Si X et Y sont deux
ensembles finis, le produit cartésien
X XY de X par Y est fini et 'on a :

@ X X Y[=}X]|.]Y].

Ces deux formules se démontrent de
la méme fagon. On détermine une
numérotation de XUY et de X XY,
supposant données des numérotations
de X et de Y et on vérifie les formules (3)
et (4).

Ces formules ont été utilisées, de fagon
explicite, dans I'exemple, en (1) et (2). Elles
sont la traduction dans le langage de la
théorie des ensembles des régles de la
somme et du produit. On ne parle plus de
« choisir un objet ¢ de m fagons », mais on
considére 'ensemble X des choix possibles
pour a et 'on suppose que 'on a| X | = m1.
Cette transcription nous permettra dans la
suite d’utiliser indifféremment les deux
langages. Lorsque les ensembles X et Y
sont des ensembles finis quelconques, on
peut exprimer les ensembles X UY et Y
comme des réunions de deux ensembles
disjoints, & savoir :

XUY =XUNCX)
et Y=XNY)UNCX).

En appliquant la formule de la somme
dans les deux cas, on obtient :

() |XUY[=|X|+]Y|—|XNY].

Rappelons enfin un principe fondamen-

tal dans le dénombrement :
(6) Pour que deux ensembles finis X
et Y aient le méme cardinal, il faut et
il suffit qu’il existe une bijection de X sur
Y.

Dans de nombreux cas, la difficulté sera
effectivement de construire une telle bijec-
tion. Examinons maintenant quelques
dénombrements fondamentaux.
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D’abord les trois formules (3), (4) et (5)
s’étendent au cas général de & ensembles
(k > 2). On obtient :

M |1XUX,U... UX,|
=X+ (X + -+ X

si X, NX, =@, pour i .
De méme, on a toujours :

(8) X, X X, X oo X Xy
=X X ] | Xk ]

Quant a la formule (5), sa généralisation
est la suivante :

(9) X, UX,U..UX,]|
= Z|xi\*2|x{,mxi2\+,..
i i €

=) X NX N NX |+

I <ip < <y

(= DX N X N N X

La formule (9) peut s’établir aisément
par récurrence sur k. On l'appelle la for-
mule du principe d'inclusion et d’exclusion.
Elle a recu de nombreuses applications.

Si, dans la formule (8), on prend tous les
ensembles X; égaux au méme ensemble X,
on a alors ;

(19

| Xk =X ]%

Ainsi, I'ensemble X* de tous les k-uples
(15 X5, ..oy Xg), OU les x; sont pris dans X, a
pour cardinal |X|%. Dans la littérature
classique, si |X|=n, un k-uple
(x;, X ..,X;) était appelé arrangement
avec répétition de n objets pris k a k.

Soit maintenant y;, y, ..., J; une numé-
rotation d'un ensemble fini Y. Pour définir
une application f'de Y dans X, il suflit de se
donner arbitrairement des éléments
X1, X3, ..., X (non nécessairement distincts)
de X et de poser f(y)=ux pour
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1 < i < k.Ondéfinit ainsi une bijection de
I’ensemble X* des k-uples (x, X, ..., X;)
pris dans X sur Pensemble, noté XY, de
toutes les applications de Y dans X. La
formule (10) et le principe (6) impliquent
donc :

an |XY| =X,

D’autre part, I’application qui fait cor-
respondre a toute partie A de X sa fonction
caractéristique @4 est une bijection de I'en-
semble, noté §(X), de toutes les parties de
X sur I'ensemble {0, 1}*X des applications
de X dans {0, 1}. La formule précédente
implique alors| #(X) | =| {0, 1} |¥ = 27X,
Soit

(12) 90| = 211,

Dénombrement des injections

Considérons deux ensembles finis X et Y
avec | X|=mn, |Y|=p et n < p. Soit §
I’ensemble des injections de X dans Y, ¢’est-
a-dire des applications f'de X dans Y telles
que les relations x, X" € X, x £ x’ entrai-
nent f(x) 5= f(x'). Il est clair que |3 | ne
dépend que de p et de n; posons
| 3| = A(p. n). Prenons un ensemble X' dis-
joint de X avec | X' | == p —n. L’ensemble
X" =XUX" a ainsi p ¢éléments. Pour
définir une bijection de X” sur Y, il suffit
de se donner une injection f'de X dans Y et
une bijection g de X' sur Y — f(X). On
peut choisir f de A(p,n) fagons, puis
g de A(p—n,p—n) facons. La régle
du produit permet ainsi d’écrire

Ap,.p)=Ap.nyA(p—n, p—n), ou
0<ngp Commeona:A(p,1)=pet
A(p,0) =1 (en convenant qu’il y a une
application d’un ensemble vide dans tout
ensemble), il vient : A(p, p) = pA(p — 1,
p—1). Dou A(p,p)=p!, en posant




Ol=1letp!l=p(p—1)!) pour p > 1.
On a enfin :

(13) A@.n)=pV/(p—n)!
— PGP —1) e p—n + D).

Soit x|, X, ..., X, une numérotation don-
née de X ; pour définir une injection f de
X dans Y, il suffit encore de se donner
arbitrairement une suite de # éléments (y,
Vau -r V) de Y tous distincts et de poser
f(x)=y;pourl < i < n Ontrouve ainsi
que le nombre de n-uples (v, v, ..., ¥,,), ou
les y; sont des éléments tous distincts,
pris dans un ensemble Y de cardinal p, est
égal & pl/(p—n)!. Dans les ouvrages
classiques, un tel #-uple est appelé arran-
gement sans répétition de p objets pris n
an.

Si on prend Y = X, la formule (13)
implique que le nombre de bijections de X
sur lui-méme - on dit aussi permutations de
X - est égal a n!.

Soit C;, le nombre de parties de Y qui
ont »n éléments. Pour définir une injection
de X dans Y, il suffit de se donner une
partic A de Y ayant » éléments, puis une
bijection ' de X sur A. On peut choisir A
de Cj fagons, puis f de n! fagons. On a
donc |3|=Cyn!. Dou Cp=A(p, n)/
nt=plinl(p—n)!). Les nombres Cj
sont les coefficients binomiaux : Cj) est aussi
noté fréquemment : (£). Ce sont eux qui
apparaissent dans la formule dite du
binéme -

2
x +y)y = Z Crxryr—n,

n=0

valable dans tout anneau commutatif.
Notons que I'ona: Ch=Ch=1,C, =p,
C, = C,™". On vérifie également la pro-
priété Cp= Cp_, + Cyl. qui permet de
les déterminer de proche en proche. Le
coefficient C; est aussi le nombre des
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combinaisons de p éléments pris n ¢ n, mais
on tend a abandonner cette terminologie,
une combinaison n’étant qu’un sous-
ensemble A, de cardinal n, d’un ensemble
Y de cardinal p.

Dénombrement des applications
croissantes de X dans Y

Supposons que 1’on prenne les ensembles
X={1,2,.,ntetY={1,2,..p}, ou
les entiers #n et p sont quelconques. Une
application f'de X dans Y est dite croissante
si'on a /(i) < f(j) pour tout couple (i, )
tel que 1 < i < j < n Par un raisonne-
ment déja utilisé plus haut, on vérifie que
Pensemble T’ de toutes les applications
croissantes de X dans Y a méme cardinal
que ’ensemble I' des suites croissantes (v,
V3, ., ¥, de n termes pris dans Y,
c’est-a-dire qui satisfont a y, € », <.
< ¥, Une telle suite est encore appelée
combinaison avec répétition de p objets pris
n @ n. A son tour, I'" a méme cardinal que
I’ensemble I'” des suites (z, z, ...., 2,) de
n termes ou les z; sont pris dans I'ensemble
{,2,..,p+n-—1} et satisfont a
71 < z, < ... < z,. On établit en effet une
bijection de I'” sur I'” en faisant corres-
pondre a la suite (v, 5, ..., »,) de I la
suite (y;, + 0.y, + 1, ...y, +n—1).On
a ainsi f r i = ' rr ’ = ;;-HI——I'

Dénombrement des surjections

Soit X et Y deux ensembles finis, respec-
tivement de cardinal n et p. Désignons par
8 ensemble des surjections de X sur Y,
c’est-a-dire des applications f de X dans Y,
telles que pour tout y €Y, il existe un
x € X satisfaisant a f'(x) = y. L’ensemble
8 est vide si # < p. Supposons désormais
que 'on a n > p. On ne connait pas de
formule explicite donnant le cardinal de 8
en fonction de n et p. Toutefois, il existe
une formule de récurrence, qui permet de
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le calculer de proche en proche. On appelle
d’abord partition de I’ensemble X la don-
née de r sous-ensembles A, A,, ..., A,
(r > 0) de X (dont certains peuvent étre
vides) satisfaisant @ A,NA; = @ si i %
et X=A,UA,U.. UA, Notons que
pour définir une partition, on ne s’'impose
pas un ordre sur les A;. Désignons par S/,
le nombre de partitions de X en p sous-
ensembles non vides. Pour définir ensuite
une surjection f de X sur Y, il suffit de
se donner une partition de X en p
sous-ensembles non vides, puis une bijec-
tion de 'ensemble formé par ces p sous-
ensembles, sur Y. D’apres la régle du
produit, on a | 8|=p!S;. 1l est mainte-
nant facile de vérifier que les nombres S
satisfont aux relations de récurrence sui-
vantes :

pour 1 <p < n.

Ces relations de récurrence permettent
donc de calculer | 8 | de proche en proche.
Les coefficients S/, s’appellent les nombres
de Stirling (de deuxiéme espéce). Donnons
le tableau des premiers coefficients S, :

pP=1234s5
n=1 10000
2 11000
3 13100
4 17610
5 1152510 1

Par exemple, le nombre de surjections
d’'un ensemble de 5 éléments sur un
ensemble de 3 éléments est égal a
3183 =150.

2. Fonctions génératrices
On a vu qu’on ne savait pas trouver de

formule explicite donnant le nombre
de surjections d’un ensemble de n élé-
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ments sur un ensemble de p éléments, mais
on peut faire apparaitre ces nombres
comme coefficients d’une série. La fonc-
tion de deux variables f (¢, #) = exp ({(exp
u—1)) se développe en série sous la

forme :
1+ y_” Sﬁtp;
zl,n! z,

nxl p=1

le nombre de Stirling S¢ apparait, divisé
par n!, comme coefficient du mondéme
", On dit que la fonction f(z, u) est
la fonction génératrice des nombres
Sh/n!; puisqu’on connait I'expression de
cette fonction génératrice, on pourra
résoudre d’autres problémes combinatoi-
res ou trouver des fonctions génératrices
d’autres nombres liés aux nombres de
Stirling.

Supposons donné un anneau A com-
mutatif et ayant un élément unité. On
appelle série formelle a coefficients dans A
et en une indéterminée u, une somme
symbolique infinie :

a,u”,

nz0

ou les a, sont dans A (n > 0). On dit que
a, est le coefficient de u" dans cette série.
La somme et le produit de deux séries
formelles sont définis de maniére a
respecter les regles usuelles de distributi-
vité pour le produit de deux séries infinies
et le calcul sur les puissances "y = u/" "
(cf. ANNEAUX ET ALGEBRES, chap. 2) : si on
a deux séries :

E a,u” et Zb,,u",

nz0 nz0

leur somme est la série :

Z(amt bour,

nz0



et leur produit est donné par :

z c,u”,

nz0
oulona:c,=awh,+ ab,_, +..+ a,b,
pour tout # > 0. Si U est une telle série
sans terme constant, c’est-a-dire telle que le
coefficient de u” soit nul, on appelle
exponentielle de U la série :

expU = ZU"/n!.

nz0

En d’autres termes, exp U est la série
formelle dont le coefficient de «” est le
coeflicient de " dans la somme (finie) :

14+ U/ + U2 4 o+ Un/n !t (n 3 0).

Une suite infinie d’indéterminées
t = (1, 15, ...) étant donnée, nous prenons
pour anneau A I'anneau des polyndmes a
coefficients rationnels dont les indétermi-
nées sont prises dans la suite t. Posons
alors :

U=

nzl

t,ut/nl;

son terme constant est nul, on peut donc
prendre son exponentielle, qu’on peut
écrire :

expU=1+

nz1

a,u"/nl.

Il est facile de voir que @, est un
polyndme de degré » en les n variables ¢,
t, .., t,oun > 1. Plus précisément, ona:

ns
D) a,=a,@,ts..,1,)
= Z nYmIm,..m,h)
X @ /10 (/20 L (8, /0 Y™,

ou la sommation est étendue a toutes les
suites (m;, m,, ..., m,) de n entiers positifs
satisfaisant a lm, + 2m, + ... + nm, = n.
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Le coefficient du monoéme :

TR I

dans « est donc égal a :

Cny,my..,m,)
=nl/(m!myl...m, 1M 21me  plmay,

On peut vérifier que ce nombre est le
nombre de partitions de type (m,, ms, ...,
m,), c’est-a-dire de partitions de I’ensemble
X={L2, ..,n}enm +my+ ..+ m,
sous-ensembles non vides, parmi lesquels
m, sont de cardinal 1, m, de cardinal 2, ...,
m, de cardinal n.

Cette interprétation nous permet de
retrouver le nombre de partitions de
I'ensemble X = {1,2,...,n} en p sous-
ensembles non vides. En effet, le nombre
de sous-ensembles non vides d’une parti-
tion de type (m, m,, .. m,) est
p=m;+ my~+ ...+ m, Si donc l'on
pose t; = t, = ... = t, = t dans P'expres-
sion (1), le coefficient de # dans le second
membre va étre égal au nombre de parti-
tions de X en p sous-ensembles non vides,
soit :

n
a,(t,t,.,t)= E 82 ¢p.

p=1

Par conséquent la fonction génératrice
des nombres de Stirling de seconde espéce
est donnée par :

@ 1+ Z(u"/n D 25{’,1‘!’.
731 p=1

= exp (t(expu — 1)).

Par exemple, pour trouver le nombre de
surjections d’un ensemble de n éléments
sur un ensemble de p éléments (p < n), on
détermine le coefficient ¢ de u# dans le
développement de exp (fexpu— 1)) et le
nombre cherché est égal a n! p!c.
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3. Construction
de correspondances

Dans la premiére partie, nous avons passé¢
en revue tous les ensembiles finis qu’il était
ais¢ de dénombrer en faisant usage des
deux régles de la somme et du produit. Ces
techniques élémentaires s’appliquent plus
difficilement lorsqu’on veut dénombrer
d’autres structures finies plus élaborées
comme celles des arbres ou certains types
de graphes. Le plus souvent on est conduit
a chercher une correspondance biunivo-
que entre ces structures et les ensembles
finis considérés dans la premiére partie.
Jusqu'ici, il n’existe pas de théorie pour
construire ces correspondances, tout est
une question d’ingéniosité et de patience.
A titre d’exemple, on peut décrire
ci-dessous une telle correspondance entre
les arbres de n sommets et les (n — 2)-uples
(X[ X3, -0y X,,_2), OU les x; sont des entiers
compris entre 1 et n.

Un graphe est la donnée d’un ensemble
X - ses éléments sont les sommets du
graphe - et d'une classe U de sous-
ensembles de X a deux éléments, appelés
arétes. Sil'onax,y€Xet {x,y} €U, on
dit que x et y sont adjacents. Une chaine
du graphe {X, U} est une suite {x;, y,},
{x5, ¥a}, ...y {x,, y,} darétes distinctes telle
que, lorsque n > 1, on ait ;

{x,y:310) {xf+1:}’r+1] #Q,

pour i =1,2,..,n— 1. Si de plus, on a
n>1et

xpy )N x,p} # O,

on dit que la chalne est un cycle. Un graphe
est dit connexe si, pour tout couple de
sommets distincts (x,y), il existe une
chaine {x,, y,}, {x5, »»}, ..., {x,, »,]) telle
que x;=x et y,=y. Un arbre de n
sommets est alors défini comme un graphe

108

de # sommets qui est connexe et sans
cycles. On a 'habitude de représenter un
graphe fini de » sommets comme un
ensemble de 7 points du plan numérotés de
1 a nou les sommets i et j sont reliés entre
eux si et seulement si I'on a {i,j} € U.
Considérons par exemple le graphe de la
figure ci-dessous. C’est un arbre de sept
sommets, numérotés de 1 a 7.

Soit A, I'ensemble de tous les arbres
possibles de n sommets numérotés 1, 2, ...,
n. Cayley fut le premier a démontrer que
I'on a|A,|=n""2. Or ce nombre est pré-
cisément le cardinal de I’ensemble H,, de
tous les (n — 2)-uples (x, X3, ..., X,_,) oules
x;sont prisdans X = {1, 2, ..., n} (formule
(11) dela premiére partie). Pour démontrer
la formule |A,|= n""2, il suffit donc de
construire une bijection ¢ de A, sur H,.
Nous donnons ici la construction d’une
telle correspondance due a Priifer. Celle-ci
fait usage des deux propriétés suivantes sur
les arbres, faciles a vérifier. D’abord, un
arbre a toujours (au moins) un sommet
pendant, c’est-a-dire un sommet qui n’est
adjacent qu’a un seul autre sommet.

o
L
~
WO ———

Ensuite, si ’'on « efface » un sommet pen-
dant d’un arbre de n sommets, et 'aréte qui
le contient, on obtient un arbre de (n — 1)
sommets. La construction de Priifer est
alors la suivante : pour un arbre de A,
donné, on efface le plus petit sommet pen-
dant et ’on désigne par x; I'unique sommet
qui était adjacent a ce sommet pendant. On
répete cette opération avec l'arbre restant



de (n — 1) sommets et 'on détermine x, et
ainsi de suite. On s’arréte lorsqu’il ne reste
plus que deux sommets (adjacents). Par
exemple, a I'arbre de la figure ci-dessus on
fait correspondre la suite (1,7,1,7,7).
Les sommets pendants qu’on a successive-
ment effacés sont 2, 3, 4, 1, 5 et il est resté
P’arbre formé par les deux sommets 6 et 7.
On vérifie que I'application ¢ de A, sur H,
ainsi construite est bien bijective. D'otu1’on
déduit |A,|=|H, |= n".

4. Théoremes d’existence

Le théoréme de Ramsey et celui de Hall-
Konig, dont nous donnons les énoncés
maintenant, jouent un role spécial en
combinatoire. Ils assurent l'existence de
certaines configurations dans des condi-
tions tres générales et ont ainsi trouvé de
nombreuses applications.

Supposons que 'on ait un graphe de six
sommets, dans lequel deux sommets dis-
tincts sont joints par une aréte « coloriée »
en bleu ou en rouge. Démontrons la
propriété (P) suivante : Il existe un triangle
dont les trois arétes ont la méme couleur.
Considérons en effet les cing arétes issues
d’un sommet donné S, du graphe. Néces-
sairement trois de ces arétes ont la méme
couleur, disons bleue ; appelons-les S,S,,
S,S; et S;S,. Sil'une des arétes S,Ss, S,S,,
S3S, est bleue, disons S,S;. le triangle
S,S,S; est bleu. Sinon les arétes S-S;, S5S,,
S;S, sont rouges, mais alors le triangle
S,S,S, est rouge. La propriété (P) est ainsi
vérifiée. L’argument essentiel qui a été
utilisé est le principe des tiroirs : si'on met
n objets dans p tiroirs (p < n), alors le
nombre des objets dans au moins un tiroir
est supérieur ou égal a n/p. Le théoréeme de
Ramsey peut étre considéré comme une
généralisation de ce principe.
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Théoréme de Ramsey. Soit X un ensem-
ble de n éléments et supposons donnés
d’abord trois entiers p, g, r satisfaisant a
p=r g >retr> 1, ensuite une parti-
tion de I'ensemble de toutes les parties de
X de cardinal r, en deux classes § et Q.
Alors il existe un entier N(p,g,r) ne
dépendant que des entiers p, g, r et non pas
de I'ensemble X tel que la propriété (P’)
suivante soit vérifiée : Si n > N(p, g, 1), il
existe ou bien une partie A de X de p
¢léments qui a tous ses sous-ensembles de
cardinal r dans &, ou bien une partie B de
¢ éléments qui a tous ses sous-ensembles de
cardinal r dans Q.

Dans l'exemple précédent, on avait
n==6,p=q=3etr=2. Lesensembles
de deux éléments sont alors les arétes, qui
sont divisées en deux classes, les blcues
(classe ) et les rouges (classe @). La
propriété (P) équivaut a dire que 'on a
N(3, 3, 2) > 6. En fait, on a I’égalité.

Le théoreme de Hall-Kénig peut étre
énoncé de deux facgons différentes, soit en
termes de systémes de représentants dis-
tincts, soit en termes de matrices a coef-
ficients 0 ou 1. Nous ne donnerons pas ici
I’énoncé sous cette derni¢re forme. Soit
X ={1,2,3,4,5} l'ensemble des cing
premiers entiers et considérons les sous-
ensembles X, = {1,4}, X, ={1,2,4},
X;=1{1,2,4}etX;={2,4,5} de X. On
peut choisir des entiers x|, x,, x3, x; de
sorte que l'onait x,€ X;pour | € i < 4et
que tous les x; soient distincts. 11 suffit de
prendre en effet les nombres x; =1,
Ny, =2, x3=4, x, = 5. Si on remplace
dans cet exemple X, par X, = {2, 4}, un
tel choix n’est plus possible puisque la
réunion des quatre ensembles
X1, X5, X5, X4 ne contient que trois élé-
ments distincts 1, 2, 4. On est ainsi amené
4 donner la définition suivante : Etant
donné une suite (X, Xs, ..., X,,) de parties
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d’un ensemble non vide X, on dit que cette
suite posséde un systéme de représentants
distincts, s'il existe une suite (x|, x,, ..., X,))
de n éléments distincts de X satisfaisant a
x; € X, pour tout i tel que 1 <7 < n

Théoreme de Hall-Kénig. La condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'une
suite (X, Xs, ..., X,,) de parties d'un
ensemble non vide X posséde un sys-
tétme de représentants distincts est
que, pour tout £ (1 < k < n) et tout
sous-ensemble  {i|, iy, ..., i} de k in-
dices extrait de {1,2,...n} on ait
X, UX,U..UX, [ >k

La condition nécessaire est tout a fait
évidente, mais la condition suffisante est
loin de I’étre.

5. Existence et construction
de modeles

Un certain nombre de modeles ont été tout
particulierement étudiés, c’est le cas des
carrés latins, sans doute parce qu’un
mathématicien célebre comme Euler fit a
leur sujet une conjecture malheureuse et
qu’il fallut attendre 177 ans pour prouver
son inexactitude. En introduisant des
notions comme celle d’orthogonalité, on a
pu établir des liens étroits entre les carrés
latins et certaines géométries finies, ou
encore avec d’autres modéles comme les
blocs incomplets équilibrés, ce qui a permis
souvent d'étudier le méme objet avec des
optiques différentes.

Un carré latin &’ ordre n est une matrice
carrée A = (ay), ¢, ;<. dont les coeffi-
cients a; sont 1,2, ...,n et dans laquelle
chaque entier k apparait une et une seule
fois dans chaque ligne et chaque colonne
(1 < k < n). 1l existe naturellement un
carré latin d’ordre n pour tout n > 1. Par
exemple, la table de multiplication d’un
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groupe fini d’ordre » est un carré latin. En
fait, un carré latin peut étre considéré
comme la table de multiplication d’un
systeme algébrique dont la loi est seule-
ment supposée simplifiable. Soit /, le nom-
bre de carrés latins d’ordre # ; jusqu’a ce
jour, on a pu déterminer les valeurs exactes
de /, pour 1 < n < 8. Pour calculer /g, on
a di recourir a 'usage d’ordinateurs, mais
méme avec ceux-ci, en I'absence de nou-
velles méthodes, on ne peut espérer aller
bien loin dans cette direction. En revanche,
'orthogonalité a permis de trouver des
résultats plus intéressants. Soit A = (a;) et
B = (b;), deux carrés latins d’ordre # ; on
dit qu’ils sont orthogonaux si tous les n?
couples (a;, by), ou i,j=1,2, .., n, sont
distincts. Par exemple, les deux carrés
latins d’ordre 4 indiqués ci-dessous sont
orthogonaux :

1 2 3 4 1 2 3 4
21 4 3 3412
A= 341 2 B= 4 3 2 1
4 3 21 21 43

Soit C la matrice ayant pour coefficients
les couples (ay by) ; dans C tous les n’
couples (1, 1),(1, 2), ..., (n, n) apparaissent
une et une seule fois. Dans Pexemple
ci-dessus, on obtient la matrice :

L1 22 33 44
2,3 14 41 3.2
34 43 12 21
42 31 24 13

On dit parfois que C est un carré
gréco-latin. On s’est alors posé le probleme
de savoir s’il existe une paire de carrés
latins orthogonaux pour tout n. Avec un
peu de patience, il est facile de construire
de telles paires pour n = 3, 4 et 5 et méme
pour des entiers supérieurs a 6. C’est Euler
quien 1782 formula ce probleme en termes



récréatifs. Supposons, en effet, que, dans
six régiments donnés, on reléve, dans
chacun, six officiers, tous de grades diffé-
rents, et qu’on veuille disposer ces trente-
six officiers dans un carré de six cases de
coté, de sorte que dans chaque ligne et
dans chaque colonne il y ait un represen-
tant de chaque régiment et un représentant
de chaque grade. Une telle disposition
est-elle possible ? La réponse est non, et ce
n’est qu’en 1900 que Tarry démontra cette
impossibilité par une analyse trés systéma-
tique de tous les cas possibles. Le probleme
des trente-six officiers était donc impossi-
ble. Si Pon numérote de 1 & 6 les six
régiments et les six grades, chacun des
officiers peut étre repéré par un couple
(i, ), ou 1 < i, j< 6;le premier indice i
désigne son régiment et le second j son
grade. Vouloir un représentant de chaque
régiment (resp. grade) dans chaque ligne et
chaque colonne et vouloir quand méme
disposer les trente-six officiers, c’est cher-
cher a satisfaire aux trois exigences :
- Les premiers indices i forment un carré
latin ;
- Les seconds indices j forment un carré
latin ;
- Les deux carrés latins ainsi formés sont
orthogonaux. ]
L’impossibilité du probléme des trente-
six officiers démontrée par Tarry équivaut
donc a I'impossibilité de construire deux
carrés latins d’ordre 6 orthogonaux. Euler
n’ayant pu réussir a construire de couples
de carrés latins orthogonaux d’ordre n
pour des entiers de la forme n =4 k + 2,
conjectura qu’il n’existait pas de couples
de carrés latins orthogonaux d’ordre n
pour tout n de la forme 4k + 2. A
I’exception du seul cas n = 6, sa conjec-
ture s’est révélée complétement erronée et,
en 1959, Bose, Shrikhande et Parker
démontrérent qu’il existe en effet un cou-

COMBINATOIRE aNALyse

ple de carrés latins orthogonaux d’ordre »
pour tout n différent de 2 et 6. Avant cette
date, cependant, on savait construire un
couple de carrés latins orthogonaux pour
tout # non congru a 2 modulo 4. Une des
méthodes qui s’est révélée des plus fécon-
des a été de considérer pour tout n > 3,
de la forme p’, ou p est un nombre premier
etr > 0, le corps fini F, ayant n éléments.
Désignons par x, =0, xi, ..., x,_; les n
¢1éments de F,, et formons les matrices A,
A, A, ou A=) avec
Wy =X + X0, ) = 0, 1, ., n—1;
k=1,2, .., n—1). Il est facile de vérifier
que A, A,, ..., A, | sont des carrés latins
orthogonaux deux a deux. On a pu étendre
cette construction a tous les entiers n == 2
modulo 4 et démontrer que sip;" p,y'2 ... p*
est la décomposition d’un entier n# en
facteurs premiers (les p, étant tous distincts
et les r; strictement positifs) et si # = min
(p/i— 1) pour 1 < i < k est supérieur ou
égal 42, alors il existe # carrés latins d’ordre
n orthogonaux deux a deux.

Notons que pour n > 3, il est aisé de
démontrer que le cardinal de tout ensem-
ble de carrés latins orthogonaux deux a
deux est au plus égal a (n — 1). Lorsque »
est supérieur ou égal a 3 et de la forme p”
ou p est premier et r > 0, d’aprés ce qui
précede, on peut construire un ensemble
de carrés latins orthogonaux deux a deux
qui soit de cardinal maxima, a savoir
(n—1). Qu'en estil pour les autres
entiers ? La question est loin d’étre réso-
lue. Le théoréme de Bruck-Ryser démon-
tré en 1949 et énoncé ci-dessous apporte
un premier élément de réponse. Il affirme
la non-existence de certaines configura-
tions dites plans projectifs d'ordre n, pour
une famille infinie d’entiers. Sans vouloir
donner de nouvelles définitions, disons que
I’existence d’un plan projectif d’ordre 1 est
équivalente a I’existence d’un ensemble de
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(n — 1) carrés latins d’ordre n orthogonaux
deux a deux.

Théoréme de Bruck-Ryser. Si pour
n=1 ou 2 mod 4, il existe un nombre
premier p de la forme 4 k -+ 3 et un entier
r > Otels que p?—! divise n et p? ne divise
pas n, alors il n’existe pas de plan projectif
d’ordre n.

Il n'y a, par exemple, pas de plan
projectif d’ordre 14 et par conséquent on
ne peut trouver 13 carrés latins d’ordre 14
orthogonaux deux a deux.

Donnons pour terminer un bref apergu
sur les modeles dits en blocs incomplets
équilibrés. Soit X un ensemble de v
éléments x|, x, ..., X, et X, X5, ..., X,
des sous-ensembles, dits blocs, de X qui
soient distincts. On dit que ces sous-
ensembles forment un modéle en blocs
incomplets  équilibrés  de  parametres
(b, v.r. k,}), si les propriétés suivantes
sont verifiées :

(1) |X;|= k pour 1 < i< b:

(II) tout x;&X appartient a exactement r
blocs (1 < i< V)

(111 toute paire d’éléments de X apparait
dans A blocs.

Les paramétres b, v, r, k et A ne sont pas
indépendants. Il est aisé de vérifier les deux
relations :

(1) bsk=vr et r(k—1D)=rxp—1.

Mais a leur tour, si b, v, r, k et A satisfont
aux relations (1), cela n’'implique pas
nécessairement qu’il existe un modéle
en blocs incomplets équilibrés de parame-
tres (b, v, r, k, A). Beaucoup de résultats
partiels sont connus au sujet de la cons-
truction de tels mod¢les. Lorsque b = v
(donc k = r), on dit que le modele est
symétrique ; on 'appelle encore (v, k, A)-
configuration et 'on montre qu’un plan
projectif d’ordre n est équivalent a
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une (v, k, A)-configuration de parametres
v=n"4+n+ 1, k=n+1leth=1
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COMPLEXES NOMBRES

Introduits a Porigine comme symboles
purement formels destinés a rendre
compte des propriétés des équations alge-
briques, les nombres imaginaires sont d’'un
usage courant au XVII® siecle, mais ce n’est
qu’au siécle suivant qu’ils seront définis et
utilisés correctement, avec la rigueur qui
caractérise les préoccupations des mathé-
maticiens du xi1x¢ siecle. Et c’est alors le
prodigieux essor de la théorie des fonctions
d’une variable complexe et I’entrée en
force des imaginaires dans presque tous les
domaines des mathématiques. De nos
jours, les nombres complexes intervien-
nent de maniére essentielle, comme un
cadre naturel, dans maintes théories
mathématiques et physiques.



1. Historique

Les nombres « impossibles »

Alors que de nombreux mathématiciens
(dont Viete) hésitaient encore a utiliser les
nombres négatifs, les algébristes italiens du
xvi¢ siécle, Cardan et ses éléves, s’enhar-
dirent a introduire dans les calculs des
symboles purement formels V—a, a > 0,
représentant le résultat de 1’extraction
« impossible » de la racine carrée du nom-
bre négatif — a ; ils décrivent en détail des
regles de calcul permettant de manipuler
ces nouveaux « nombres », appelés par eux
nombres impossibles.

A Tlorigine, il s’agissait seulement de
donner des racines a routes les équations
du second degré; les résultats obtenus
dans I’étude de I'équation du troisiéme
degré allaient familiariser les mathémati-
ciens avec ces symboles et mettre en
évidence leur rdle comme intermédiaire
commode de calcul dans de nombreux cas.
Au moyen de la formule dite de Cardan,
Bombelli montre, en 1572, que la racine
X =4 de I'équation x> = 15x + 4 peut
s’écrire :

3 3
V2iev—12i+ V2 +v—T2l =4,

mettant par 14 en évidence le fait que
certaines quantités réelles peuvent étre
représentées par des expressions en appa-
rence imaginaires. Ainsi, la formule de
Cardan permet de représenter des racines
réelles par l'intermédiaire d’opérations
effectuées sur des nombres impossibles, ou
« imaginaires ». Les nombres imaginaires
fournissent donc des méthodes de calcul,
de nature certes mystérieuse, mais qui
permettent d’obtenir des résultats « vrais »
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qu’il serait souvent beaucoup plus long ou
beaucoup plus difficile d’obtenir directe-
ment.

Pour ces raisons, somme toute empi-
riques, les mathématiciens utilisérent avec
une confiance croissante les nombres
imaginaires depuis le début du xvue® siécle.
Dés 1629, A. Girard soupg¢onnait que
toute équation de degré m a n racines
réelles ou imaginaires, ce qui revenait a
pressentir que les nombres imaginaires
constituent le cadre «naturel» de la
théorie des équations. A partir de 1675,
Leibniz applique avec succes ses méthodes
(de développements en série par exemple)
aux nombres imaginaires et obtient ainsi
de nombreux résultats, tandis qu’A. de
Moivre, au début du xvir siécle, met en
évidence, par une utilisation systématique
de la trigonométrie, les liens entre la
recherche des racines des nombres ima-
ginaires et la division d’un arc de circon-
férence en parties égales.

La possibilité, admise implicitement,
d’étendre aux nombres complexes la plu-
part des notions relatives aux nombres
réels allait se trouver mise en question par
la controverse des logarithmes des nombres
complexes, dont P'intérét était apparu, par
analogie avec le cas des poles réels, dans
I'intégration des fractions rationnelles. Les
différentes formules contradictoires obte-
nues suscitérent contre les imaginaires un
vent de méfiance, qui fut dissipé par
L. Euler; celui-ci comprit qu’il fallait
abandonner le caractére univoque du loga-
rithme pour obtenir une théorie satisfai-
sante et établit d’innombrables formules
relatives aux fonctions élémentaires d'une
variable complexe.

A la fin du xvire siécle, les imaginaires
sont d’usage courant, mais leur « existence
mathématique » véritable n’est pas éta-
blie ; ¢’est aux mathématiciens du xix° sie-
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cle qu’il appartenait de les construire a
partir des quantités connues, de leur don-
ner une « réalit¢ mathématique ». Avec
Cauchy, c’est le prodigieux essor de la
théorie des fonctions d’une variable com-
plexe et le début de I'analyse contempo-
raine (cf. FONCTIONS ANALYTIQUES).

Théorie géométrique

L’idée, non seulement de représenter les
nombres imaginaires par les points du
plan, exprimée maladroitement par Wallis
dés 1685, mais de les définir & partir de ces
notions, est apparue dans deux mémoires,
passés inapergus a 1’époque, du Danois
Wessel (1798) et du Suisse Argand (1806).
En fait, ¢’est Cauchy qui diffusera ce point
de vue.

Dans le plan muni de deux axes de
coordonnées Ox et Oy, on dira que les
vecteurs d’origine O portés par Ox
définissent les nombres réels, tandis que les
autres vecteurs d’origine O définissent les
nombres imaginaires ; le terme nombres
complexes recouvre a la fois les nombres
réels et les nombres imaginaires.

L’addition des nombres complexes se
définit a partir de 'addition usuelle des
vecteurs. Pour la multiplication, on fait la
construction suivante : soit OU le vecteur
unitaire de 'axe Ox ; le vecteur 0C « pro-
duit » des vecteurs OA et OB s’obtient
alors en construisant sur OA un triangle
OAC directement semblable au triangle
OUB (fig. 1). A partir de 13, on retrouve
géomeétriquement toutes les propriétés des
nombres complexes.

Le nombre complexe / est défini par le
vecteur unitaire de I'axe Oy, et la multi-
plication d'un vecteur O—/’;par i revient
donc a prendre un vecteur OA’ directe-
ment perpendiculaire & ﬁ; répétant cette
opération, on obtient le vecteur OA”
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fig. 1

opposé du vecteur OA, c’est-a-dire que la
multiplication par 2 revient a multiplier
par le nombre réel — 1.

Théorie arithmétique

La théorie géométrique présente I'incon-
vénient de subordonner toutes les proprié-
tés algébriques des nombres complexes a
des considérations géométriques qui peu-
vent sembler étrangéres. La théorie arith-
métique, due & Hamilton (1835), consiste
a considérer les nombres complexes
comme des couples de nombres réels et a
définir la somme et le produit par des
formules explicites ; nous n’insisterons pas
davantage ici sur cette approche, que nous
exposerons ci-dessous. Ce point de vue
conduit a essayer de définir plus généra-
lement des opérations d’addition et de



multiplication pour des systémes de »
nombres réels et a conduit Hamilton a
introduire les quaternions et plus généra-
lement les algebres de dimension finie
(appelées, au x1x° siécle, systémes hyper-
complexes ; ¢f. ANNEAUX ET ALGEBRES).

Les équivalences algébriques

Deés 1847, Cauchy considére que les calculs
sur les nombres complexes reviennent a
calculer sur les polynomes en la variable i,
soumis aux regles usuelles de ’algébre, en
remplagant 2 4 1 par 0; cela revient a
considérer que deux polynémes sont équi-
valents, c’est-a-dire définissent le méme
nombre complexe, si leur différence est
divisible par X?> 4 1. Dans le langage
contemporain, cela revient a définir
I’ensemble des nombres complexes comme
des classes d’équivalence de polynomes a
coeflicients réels modulo le polynéme irré-
ductible X? + 1. C’est cette approche qui
allait conduire Kronecker a la théorie géné-
rale des corps de nombres algébriques
(cf. CORPS).

2. Le corps des nombres complexes

Construction

Par définition, un nombre complexe sera un
couple z = (x, y) de deux nombres réels ;
si z=(x,y) et Z=(x",)") sont deux
nombres complexes, on appelle alors
somme et produit de ces deux nombres

complexes les nombres complexes :
z4+2Z=x+x,y+y)
et 2z = (xx'—ypy', xy" + xy).

Il est alors facile de vérifier que, pour
ces deux opérations, ’ensemble des cou-
ples de nombres réels est un corps, le corps
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C des nombres complexes ; par exemple, si
z=(x, y) 7%~ (0, 0), son inverse est le nom-
bre complexe :

aussi noté 1/z.

11 est aussi souvent commode de repré-
senter géométriquement le nombre com-
plexe z = (x, y) par le point M de coor-
données (x, y) dans le plan muni d’un
systtme d’axes de coordonnées ortho-
normé ; M s’appelle I’'image de z et 1l est
clair que tout point M du plan est 'image
d’un unique nombre complexe appelé
affixe de M.

Les nombres complexes de la forme
(x, 0) forment un sous-corps de C qui est
isomorphe au corps R des nombres réels
par l'application qut a (x, 0) fait corres-
pondre x ; dans la suite, nous identifierons
donc le nombre complexe (x, 0) au nombre
réel x, ce qui fait apparaitre R comme un
sous-corps de C. Parmi les nombres com-
plexes, les nombres réels ont donc pour
images les points de I'axe Ox, appelé pour
cette raison axe réel ; remarquons que si a
est un nombre réel, le produit de a et du
nombre complexe z = (x, ) est simple-
ment az = (ax, ay).

Le nombre complexe i = (0,1) vérifie
2=—1, et tout nombre complexe
z = (x, y) peut s’écrire de maniere unique
z = x —+ iy, pour x et y réels ; nous adop-
tons désormais cette écriture, dite carté-
sienne, pour tout nombre complexe. Les
nombres réels x et y s’appellent respecti-
vement la partie réelle et la partie imagi-

naire de z et on note :
Rez=x, Imz=y.

Les nombres complexes écrits sous
forme cartésienne satisfont aux regles
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usuelles du calcul élémentaire, en tenant
compte du fait que > = —1; par exem-
ple :
G+ +ip)
=xx"+ixy’ +ix'y + 2pp’

=xx'—yy' +ily +x7y),
ce qui redonne la formule ci-dessus du
produit. Les nombres complexes non
nuls de la forme iy, y ER, ont pour
carré le nombre réel négatif —)?;
pour cette raison, ils sont dits imaginaires
purs et I'axe Oy est appelé axe imagi-
naire.

On appelle conjugué du nombre com-
plexe z=x iy le nombre complexe
Z=x-1Iy; lapplication de conjugaison,
qui 4 tout nombre complexe fait corres-
pondre son conjugué, est un automor-
phisme involutif du corps C, c’est-a-dire
que l'on a :

z42' =242, 227 =3, z=1z;

il en résulte par exemple que si z % 0, alors
Z#Oet l/z=1/z

Pour tout nombre complexe z, le pro-
duit N (z) = zZ = x> 4 }* est un nombre
réel positif ; ¢’est le carré de la distance de
I'image de - & lorigine des coordonnées.
On appelle module de z le nombre réel
positif :

2] = VETF 37 = VaZ;

le module des nombres complexes posséde
les mémes propriétés que la valeur absolue
des nombres réels : | z| = 0 si et seulement
siz=0;

4z <zl + |27 |z'| = |z]]2'].

Remarquons que I'inverse d’un nombre
complexe non nul est égal a 1/z =7z} ;
en particulier, les nombres complexes de
module 1, sur lesquels nous reviendrons,
ont pour inverse leur conjugué.
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Le théoréme fondamental de I'algebre

Les nombres complexes sont donc apparus
trés t6t comme le domaine naturel de la
théorie des équations algébriques : toute
équation algébrique peut étre résolue dans
ce corps. Plus précisément, le résultat
fondamental est le suivant. Si P cst un
polynome de degré n a coefficients com-
plexes, il existe » nombres complexes
ay, d,, ..., a,, pas nécessairement distincts,
tels que Pon ait identiquement :

P@)=re—a)z—a)..c—a),

ou A est le coefficient du terme de plus haut
degré. Ainsi, si I'on appelle ordre de
multiplicité d’une racine le nombre de fois
ou elle apparait dans la décomposition
ci-dessus, tout polynome de degré n a
exactement # racines, chacune étant comp-
tée avec son ordre de multiplicité.

Cette propriété était implicite pour de
nombreux mathématiciens, mais c’est a
d’Alembert que l'on doit la premiére
tentative de démonstration, d’oti le nom de
théoréme de d’Alembert que ’'on donne
souvent a cet énoncé. La démonstration de
d’Alembert (1746) repose sur une argu-
mentation analytique habile mais qui uti-
lise des résultats de topologie. On doit a
Euler (Recherches sur les racines imaginai-
res des équations, 1751) la premiére ten-
tative de démonstration algébrique, qui fut
reprise et améliorée tout au cours du
XVII® siecle par Lagrange, Laplace et
d’autres. Mais ces démonstrations présen-
taient toutes des lacunes importantes.
Gauss, dans sa dissertation de 1799, en fait
I'historique critique et donne la premiére
démonstration compléte. 11 reviendra a
plusieurs reprises sur ce sujel et ne donnera
pas moins de quatre démonstrations dif-
férentes du théoreme fondamental de
Ialgébre. Les développements de la théo-



ric des fonctions de variable complexe
au xi1x¢ siecle ont vu naitre d’innom-
brables démonstrations de ce résultat
(cf. FONCTIONS ANALYTIQUES - Fonctions
analytiques d’une variable complexe,
chap. 4).

Un corps sur lequel tout polynéme se
décompose en facteurs du premier degré
est dit algébriquement clos; cette pro-
priété explique par exemple pourquoi la
théorie des courbes algébriques se déve-
loppe plus harmonieusement sur le corps
des nombres complexes que sur le corps
des nombres réels (cf. COURBES ALGEBRI-
QUES).

Limites

Puisque le module des nombres complexes
possede les mémes propriétés que la
valeur absolue des nombres réels, on
peut définir de maniére analogue toutes
les notions relatives aux limites ; remar-
quons d’ailleurs que les définitions qui
suivent, appliquées au cas particulier des
nombres réels, redonnent toutes les
notions correspondantes pour ces nom-
bres.

On appelle suite de nombres complexes
la donnée, pour tout entier naturel #, d’un
nombre complexe z, ; la suite correspon-
dante est alors notée (z,). On dit qu’une
suite (z,) de nombres complexes tend vers
une limite v, ou converge vers u, pour #
tendant vers I'infini, si pour tout nombre €
strictement positif, on a :

|z, —u| <e

pour n assez grand, c’est-a-dire sauf pour
au plus un nombre fini d’entiers #. On écrit
alors :

limz, = u.
B2t

La limite si elle existe est déterminée de
maniere unique, et toutes les propriétés
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usuelles des suites de nombres réels ne
faisant pas intervenir la relation < sont
valables ici; en particulier, le critére de
Cauchy, qui permet d’affirmer qu’une suite
est convergente sans connaitre sa limite,
s’applique.

Les séries de nombres complexes jouent
un role absolument essentiel car elles
interviennent dans la définition des fonc-
tions analytiques d’une ou de plusieurs
variables complexes, qui est une branche
fondamentale de ’analyse. Soit (z,) une
suite de nombres complexes et soit (s,) la
suite des sommes partielles :

Su=Zo+ 2 + o + 2,3

on dit que la série de terme général z,, ou

que la série :
E Zny

n

est convergente de somme S, et on écrit :

pIRER

n

si la suite (s,) converge vers S. Les séries
permettent de définir de nombreuses fonc-
tions ; ainsi, la série de terme général z7/n !
converge pour tout nombre complexe z et
sa somme, la fonction exponentielle com-
plexe :

o

z’l
ez = E -
n!

n=20

est sans conteste une des fonctions les plus
importantes des mathématiques (cf. ExpO-
NENTIELLE ET LOGARITHME). La regle de
multiplication des séries permet d’établir la
propriété fondamentale de la fonction
exponentielle : si z et 2" sont deux nombres
complexes, on a :

(*) ezt — ptpz’,
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3. Forme trigonométrique

Trigonométrie

Les nombres complexes de module 1
peuvent €tre caractérisés comme les nom-
bres complexes = 0 dont le conjugué et
I'inverse sont égaux ; on vérifie facilement
qu’ils forment un groupe multiplicatif que
nous désignerons par U. Les images des
éléments de U sont les points du cercle de
centre O et de rayon 1 (appelé souvent
«cercle trigonométrique ») ; I'application
qui au nombre complexe ¥ € U, d’image
M, fait correspondre I’angle A(x) du demi-
axe réel positif avec la demi-droite OM est
un isomorphisme du groupe multiplicatif
U sur le groupe additif des angles orientés
de demi-droites et pourrait d’ailleurs servir
a donner une définition rigoureuse de ces
angles. L’étude du groupe U constitue ce
qu’on appelle traditionnellement la trigo-
nométrie ; 'outil pour définir de fagon
correcte les fonctions trigonométriques est
la fonction exponentielle complexe.

Pour tout nombre réel ¢, le nombre
complexe ¢ appartient a U. En effet, on
voit facilement sur le développement en
série de ¢* que le conjugué de e est e” pour
tout nombre complexe z; on a donc, en
utilisant aussi (*),

‘eirlz = el it = pit g—it — g0 — 1 ;
la formule (*) montre aussi que P'on a :

(**) eilt+1) = pit e"",
ce qui exprime que l'application qui au
nombre réel 7 associe le nombre complexe
e" € U est un homomorphisme du groupe
additif R sur le groupe multiplicatif U.
Par définition, on appelle cos 7 et sin ¢
respectivement les parties réelle et imagi-
naire de e”, soit :

e = cost + isint;
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puisque | ¢/ |= 1, on a cos’t + sin’t = 1
pour tout nombre réel 1.

L’étude de ¢ (cf. EXPONENTIELLE ET
LOGARITHME) montre alors qu’il existe un
nombre réel ™ > 0 tel que €2 = et tel
que I'application qui a ¢ associe ¢ soit une
bijection de lintervalle [0,2 7] sur U.
Puisque, d’apres (*) :

edm == (eiw/2)4 =j4 = 1’

on en déduit, toujours d’aprés (*), que la
fonction ¢” est périodique de période 2 .
Ainsi, tout nombre complexe 1 de module
1 s’écrit sous la forme :

u =e=cost + isin¢,

ou 7 est un nombre réel déterminé a 2 km
pres, k entier relatif ; cela revient a dire que
si x et y sont deux nombres réels tels que
x2 4?2 =1, il existe un nombre réel 7,
défini a 2 kw pres, tel que x =cost et
v=sint. La propriété (**) montre,
d’autre part, que si ¢ et ¢ sont deux
nombres réels, on a :

(cost + isin?) (cost’ + isint’)
=cos{t +t)+isin(t+1),

ce qui, en égalant les parties réelles
et imaginaires des deux membres, donne
les formules trigonométriques d’addition
des arguments. On déduit facilement
de ce qui précede la formule de De
Moivre, valable pour tout entier rela-
tif »,

(cost + isinf)? = cosnt + i sinnt,

qui permet d’obtenir de nombreuses for-
mules de trigonométrie.

Forme trigonométrique

Nous désignerons par C* le groupe mul-
tiplicatif des nombres complexes non nuls.
Siz 7= 0, le nombre complexe z/| z|est de



module 1 et on voit facilement que Pappli-
cation qui a tout nombre complexe z 3£ 0
associe le couple (|z|, z/|z|) est une bijec-
tion de C* sur P’ensemble R* X U des
couples (r, #) d’'un nombre réel r > 0 et
d'un élément v & U ; la bijection réci-
proque associe a un tel couple (r, ) le
nombre complexe ru, de module r. L’étude
de U faite ci-dessus permet donc d’écrire
tout nombre complexe z~0 sous la
forme :

z=re" =r(cost +isint), ou r = |z|,

appelée forme trigonométrique du nombre
complexe z. On dit qu’une telle valeur de ¢
est un agrgument de z ; quand on connait
une valeur de I’argument, on obtient donc
toutes les autres en lui ajoutant un multiple
entier relatif de 2 et deux nombres com-
plexes sont égaux si et seulement s’ils ont le
méme module et des arguments qui diffe-
rent de 2 km, k entier relatif. Si on impose
a largument d’appartenir a l'intervalle
|—m, + m, il est déterminé de maniére
unique et s’appelle 'argument principal.

Racines n-iémes

La recherche des nombres complexes z tels
que z7 = 1 va montrer I'intérét de la forme
trigonométrique. Ecrivant z sous forme
trigonométrique :

z=r(cost + isint),
on doit avoir :

z" =rr(cost + isint)”
=rr(cosnt +isinnt)=1;

les nombres z" et 1 sont égaux s’ils ont le
méme module, soit " =1, d’oll r = 1, et
s'ils ont des arguments qui différent d’un
multiple entier de 2 1, soit nt = 2 kT, avec
k entier relatif, en prenant 0 pour argu-
ment de 1. On peut donc écrire ¢ = 2 km/
n; si on se limite aux valeurs de ¢ appar-
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tenant a lintervalle [0, 2x], il suffit de
donner a k les n valeurs successives 0, 1,
2, ..., n —1, car toute autre valeur de k
donne des valeurs correspondantes de ¢
égales, a2 un multiple de 2w prés, aux
valeurs de 7 obtenues pour ces nombres.
On obtient ainsi # nombres complexes de
module 1 distincts :

2kw

2kw .

Z; = COS —— 4 I SIn s
n

ouk=20,1,2, ..., n—1; ces nombres
complexes sont les n racines du polynome
" — 1 et leurs images sont les sommets
d’un polygone régulier inscrit dans le
cercle trigonométrique (fig. 2).

fig. 2

[

Racines 6 de 1

Un raisonnement analogue montrerait
que tout nombre complexe non nul a n
racines n-iemes distinctes ; si ¢ est 'une
d’entre elles, ces racines sont :

CZo, €24y ooy €2y,

ou les z; sont les racines n-iemes de 1.

JEAN-LUC VERLEY
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CONIQUES

7 étude des coniques a été pendant
deux millénaires le terrain de prédi-
lection des géomeétres qui ont accumulé sur
ce sujet d’innombrables théoremes. Dés la
fin du e siécle avant J.-C., les mathéma-
ticiens avaient obtenu par des méthodes
purement géométriques des résultats trés
complets : le Traité des sections coniques
d’Apollonius (né vers 245 avant J.-C.) est
un des sommets de la mathématique grec-
que.

Le xvi® siécle allait voir a nouveau se
développer la théorie des coniques dans
deux directions tres différentes. Descartes
met en évidence les équations des coniques
et reconnait qu’elles constituent les cour-
bes du second degré, tandis que Pascal et
Desargues donnent une impulsion consi-
dérable a la géométrie pure en inaugurant
I'étude projective des coniques.

De nos jours, les mathématiciens ne se
préoccupent plus gueére d’enrichir ’herbier
un peu vieillot des théorémes sur les
coniques, qui ont été réduites a un chapitre
de la théorie des formes quadratiques. Une
conique apparait aujourd’hui comme une
courbe non vide du plan projectif, définie
par une équation Q(x, y, f) = 0, ou Q est
une forme quadratique en les coordonnées
homogénes x, y, ¢; cette définition est la
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seule qui contienne tous les cas particuliers
et elle s’é¢tend immédiatement en dimen-
sion supérieure aux quadriques et aux
hyperquadriques.

On se limite dans ce qui suit a des
résultats purement classiques, en ren-
voyant a Darticle formes QUADRATIQUES
pour un exposé plus moderne.

%

1. Les sections coniques

Le cone circulaire

Le cercle est la figure conique la plus simple
et la plus ancienne; il a été considéré
comme une figure bien avant le couple de
droites, pourtant plus simple a priori (de
tels couples existent dans toute géométrie,
alors que le cercle n’apparait que dans
quelques-unes). On peut alors définir le
cbne circulaire, ensemble des droites
s’appuyant sur un point fixe (le sommet O)
et sur un cercle (la base C). Le plus simple
de ces coOnes est le cone de révolution, ou la
droite qui joint O au centre de C est
perpendiculaire au plan du cercle.

Les sections d’un cone circulaire par un
plan sont appelées sections coniques. On
peut ainsi obtenir, outre le cercle, des
ellipses, des paraboles, des hyperboles et
des figures particulieres (droites sécantes si
le plan passe par le sommet, droites
confondues s’il contient de plus une tan-
gente au cercle). Seul échappe a cette
définition (conforme a I’étymologie) le cas
de deux droites paralleles distinctes.
Celui-ci pourra néanmoins venir complé-
ter la famille en application du théoréme :
Toute section plane d'un céne dont une base
est une conique est elle-méme une conique
ou le plan tout entier.



Ce théoréme capital, qui va beaucoup
plus loin que la définition grecque (qui ne
considérait que certains types de cones),
affirme en quelque sorte que la notion de
conique est la notion projective fondamen-
tale, c’est-a-dire la notion invariante dans
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que les coniques ont été reconnues et
étudiées. Dans un plan métrique tel que le
plan euclidien traditionnel, les cas parti-
culiers de coniques décomposées sont
triviaux et on ne les considérera plus
c_bca.dre de cet article. Il suffira de .
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Ftant donné une droite D, appelée
directrice, et un point F (le foyer) non situé
sur elle, la parabole est :

- I’ensemble des points M qui sont centre
d’un cercle passant par F et tangent a la
droite D (définition 1) ;

- I'ensemble des points M tels que la
distance MF soit égale a la distance MH
de M a la droite D (définition 2).

La perpendiculaire a D issue de F est
I'axe de la parabole. Si elle coupe la
directrice en un point K, la distance
FK = p est le parametre de la parabole.
Le sommet S, situé sur la courbe, est le
milieu de KF ; la médiatrice de KF est
d’ailleurs la tangente au sommet. Toute la
courbe est connexe, convexe et symétrique
par rapport a l'axe (fig. 1).

fig. 1 ‘
I
|

1 Parabole

Tangentes

En chaque point M de la parabole, il existe
une tangente. Celle-ci est bissectrice de
I'angle formé par MF et la paralléle a
I'axe ; cette bisscctrice rencontre ’axe en
un point T tel que S soit milieu de la
projection sur I'axe du segment MT : cela
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détermine entierement la tangente en M
(fig. 1). La normale coupe! I axe enun point
N tel que les vecteurs KF el MN aient des
projections de méme valeur sur l'axe :
I'invariance de la projection de MN est une
propriété caractéristique de la parabole.

Tout point d’une parabole pouvant
étre pris comme sommet si 'on modifie
convenablement la condition d'orthogo-
nalité dans le plan, certaines des propriétés
précédentes sont en fait affines et non
réellement métriques. Prenons par exem-
ple une parallclc quelconque (H) a
I'axe. Elle coupe la parabole en un point
unique Z ou la tangente sera notée (V)
on constate alors que la parabole est
invariante dans la symétrie par rapport a
(H) paralléelement a (V), et que Z est le
milieu de la projection de la partic de
tangente a la parabole comprise entre son
point de contact et (H) [fig. 2]. (H) est
appelé diametre de la direction de (V),
c’est-a-dire ensemble des milieux des seg-
ments PQ paralleles a (V) dont les extré-
mités sont sur la parabole ; les tangentes
en P et Q se coupent d’ailleurs sur (H). La
démonstration de ces propositions peut se
ramener a4 une simple projection d'une
parabole sur un autre plan, Z étant
alors I'image du sommet, (H) celle de
I'axe, etc.

Le dénombrement des points d’inter-
section d’une droite avec une parabole, la
partition du plan en « extérieur » et « inté-
rieur » sont naturellement des notions
affines. On se bornera pourtant, pour la
commodité, a considérer une parabole
métrique, la projection signalée ci-dessus
permettant 'extension de ces notions a une
parabole affine.

Intersection avec une droite

Une droite coupe une parabole en un ou
deux points. Si le point d’intersection est



fig. 2

Diamétres de la parabole

unique et la droite non paralléle a I'axe,
la droite est tangente. Pour qu’il en soit
ainsi, il faut et il suffit que la projection
du foyer F sur elle appartienne a la
tangente au sommet, ce qui donne une
définition traditionnelle de la parabole
comme enveloppe de droites (dont Ia
projection sur elles d’un point fixe décrit
une droite fixe). Le point de contact est
alors aisément déterminé par sa projection
sur 'axe, symétrique de T par rapport a S.
Il existe une tangente unique ayant une
direction donnée, sauf si celle-ci est celle
de Paxe. Si une tangente variable coupe
deux tangentes fixes distinctes en U et U,
les abscisses de ces points sont liées par
une relation affine (x' = ax + b), ce qui
est une propriété affine, et le triangle UFU’
reste semblable a lui-méme (ses angles
sont constants), ce qui est une propriété
meétrique ; toutes deux sont caractéristi-
ques de la parabole. Si les tangentes fixes
se coupent en V, F appartient au cercle
(UVU) et l'orthocentre du triangle UVU’
est sur la directrice.
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Donnons-nous une droite quelconque
D. Si la projection de F sur D est sur la
tangente au sommet, on vient de voir que
D est une tangente a la parabole. Si cette
projection est du méme c6té de cette
tangente au sommet que F, D coupe
effectivement la parabole en deux points
distincts (un seul si D est paralléle a I'axe)
que l'on peut construire a la regle et au
compas (suivant les vieilles régles grec-
ques). Si cette projection est située dans
l'autre demi-plan, il n’existe aucun point
d’intersection.

Prenant le probléme d’un point de vue
différent, on peut chercher les tangentes a
la parabole issues d’un point donné M. Il
en existe une seule si M est sur la courbe.
Sinon MF > MH définit I'extérieur de la
parabole, d’ou ’on peut mener deux tan-
gentes a la courbe (perpendiculaires si M
appartient a la directrice) ; de P'intérieur,
caractéris¢é par MF < MH, on ne peut
mener de tangentes. Le foyer est a 'inté-
rieur.

Propriétés différentielles et intégrales

Par un point donné, il peut exister jusqu’a
trois normales a la parabole, coupant
celle-ci en trois points définissant un cer-
cle passant par le sommet, et un triangle
dont le centre de gravité appartient a
laxe.

Le centre de courbure C en M, point ot
la normale en M est tangente a son
enveloppe, se projette en P sur MF de
fagon que FM =FP =FN (N étant
I'intersection de la normale et de I'axe) ;
CM = R est le rayon de courbure, lié a
MF par I'égalité pR* == 8MF". La normale_
CNM coupe la directrice en D tel que CM
— 2 MD.

L’aire comprise entre un arc de para-
bole SM, I’axe et la projetante de M sur
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I'axe est égale aux deux tiers de I'aire du
rectangle de diagonale SM, de cOtés paral-
leles et perpendiculaires a P'axe (une telle
propriété se conserve, mutatis mutandis,
par projection). Cette quadrature, la pre-
miére du genre, était déja connue d’Archi-
meéde qui utilisait 12 sa méthode d’exhaus-
tion (cf. CALCUL INFINITESIMAL). Des
géometres tels que Roberval retrouvérent
ce résultat par des raisonnements inspirés
de 1a mécanique et du fait que fa portion
de tangente comprise entre M et ’axe était
coupée en son milieu par sa tangente au
sommet : ils obtenaient ainsi deux arcs
symétriques de paraboles découpant trois
aires égales dans un rectangle (fig. 3).

} fig. 3

Quadrature de la parabole

La plupart des propriétés de la para-
bole sont évidemment généralisables aux
autres coniques, dites coniques a centre ;
pour certaines d’entre elles, la parabole
apparait en quelque sorte comme un
moyen terme entre I’ellipse et ’hyperbole.
Mais la parabole garde son originalité : par
exemple, ce qui est rare pour une conique
autre qu’un cercle, la parabole est recti-
fiable, ce qui veut dire que P'on peut
donner une formule explicite pour la
longueur d'un arc de parabole SM. Dans
un systeme d’axes orthogonaux d’origine
S dont I'axe des abscisses est 'axe de la
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parabole, si # est un nombre tel qu’abscisse
et ordonnée de M soient égales respecti-
vement a :

x = (p/2)sh?t, y =psht (d’ou y? = 2px),

alors la longueur de 'arc SM est :
s = (p/4) (2 + sh2).

Les longueurs des arcs des autres coni-
ques ne peuvent s’exprimer en général qu’a
’aide de fonctions elliptiques.

3. Les coniques a centre

Foyers

Pour les coniques a centre, les deux
définitions métriques courantes sont les
suivantes :

- I’ensemble des points M qui sont centre
d’un cercle passant par un point donné¢ F
et tangent a un cercle donné C’ de centre
F’ : définition bifocale (fig. 4);

fig. 4

-

Définition bifocale de I'ellipse

- I'ensemble des points M tels que la
distance MF soit proportionnelle a la
distance MH de M a la droite D (directrice
associée 4 F) : définition monofocale.



La premiére met en jeu deux foyers, F
et F’, et le cercle directeur C’ de centre F’
et de rayon (2«). Par hypothése, FF" = 2¢
est distinct de 2« (F n’appartient pas a C’).
Si Pon peut écrire ¢ < g, alors F est
intérieur a C’ et la courbe obtenue, lieu de
M tel que :

MF + MF' = 24,

est une ellipse, convexe, connexe et bornée
(fig. 5). Si ¢ > a, F est extérieur a C :

fig. b

Ellipse

I'’hyperbole obtenue est composée de
deux parties convexes et connexes res-
pectivement définies par MF — MF’" = 2a
et MF ' — MF = 2u. Pour un cercle,

c=0.
Ces coniques admettent deux axes de
symétrie perpendiculaires (dont FF,

appelé axe focal) et un centre de symé-
trie O, milieu de FF'. L’axe focal coupe
Ja courbe aux sommets A et A’, tels
que :

OA = OA' =a.

Une ellipse a deux autres sommets B et B’
sur l'axe secondaire de symétrie, définis
par OB = OB’ = b avec

a—c? = b? (fig. 5).
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Pour une hyperbole, on pose au contraire :
2 — a? = b?, si’'on veut n"utiliser que des
nombres réels.

Tangentes

En chaque point d’une conique a centre il
existe une tangente. Celle-ci est la bissec-
trice de I'angle géométrique FMF’ (exté-
rieure pour Vellipse, fig. 6, intérieure pour

fig. 6

Mt

Tangente a l'ellipse

I'hyperbole). On ne peut mener deux
tangentes MT et MT  distinctes a la
conique que par un point M extérieur a
celle-ci, défini par exemple par la relation
MF > eMH, ou e = c/a est I'excentricité
de la conique (inférieure a 1 pour Pellipse,
égale & 1 pour la parabole par définition,
et supérieure a 1 pour 'hyperbole). Sur la
conique méme (MF = ¢MH), ce qui estla
seconde définition, il y a une tangente
unique (double). D’un point intérieur
(MF < ¢MH) on ne peut pas mener de
tangentes ; ¢’est notamment le cas en F ou
en F’. Si les tangentes existent, MT et MT"
ont mémes bissectrices que MF et MF” : de
plus FM est bissectrice de P'angle TFT’
(cf. fig. 7, pour lellipse). MT est per-
pendiculaire a MT" si M appartient au
cercle de Monge, de centre O et de rayon
V20T — ¢ (pour e € V3I),
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fig. 7 |

1 Tangentes issues d’un point

La projection de F sur une tangente
décrit le cercle de diametre AA’; si la
projection de F sur une droite est dans la
méme région que F par rapport a ce
cercle, la droite donnée coupe la conique
en deux points distincts que l'on peut
construire ; si la projection est dans 1’autre
région, la droite ne coupe pas la conique.
On peut déduire de cela des définitions
de lellipse et de I’hyperbole comme
enveloppes de droites, comme pour la
parabole.

Parmi les tangentes a une hyperbole,
deux sont particuliéres. Issues de O, elles
n’ont aucun point de contact a distance
finie avec la courbe dont elles sont des
asymptotes ; elles déterminent deux angles
contenant chacun une branche connexe de
Phyperbole.

Correspondances linéaires

Si une tangente variable coupe deux tan-
gentes fixes a une conique a centre, les
abscisses x et x* des deux points d’inter-
section sont reliées par une relation homo-
graphique du type :

axx’ +bx +ex’+d =0.
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Il existe une réciproque importante a
cette propriété affine : une droite joignant
deux points de deux droites fixes dont les
abscisses sont reliées par une telle relation
(oua 5= 0) enveloppe une conique a centre
(a = 0 correspond a une parabole). Le
produit des distances des deux foyers a une
tangente variable est égale a b7 ; les foyers
sont de part et d’autre pour une hyperbole,
du méme c6té pour une ellipse. Certaines
des propriétés précédentes s’étendent
naturellement a une parabole, en suppo-
sant par exemple que la direction de F” est
celle de I'axe.

Pour que quatre points d’'une conique
solent sur un méme cercle, il faut et il
suffit que deux des cordes les joignant
soient symétriques par rapport aux
axes de la conique. D’un point du plan,
on peut mener jusqu’a quatre normales a
une conique a centre. Les pieds de trois
d’entre elles et le point diamétralement
opposé au quatriéme sont sur un méme
cercle.

Si I'on se donne deux directions per-
pendiculaires, les points d’ou les tangentes
issues ont des directions symétriques par
rapport a ces directions privilégiées appar-
tiennent a une hyperbole (équilatére) de
méme centre que la conique, passant par
les deux foyers ; il en serait de méme si 'on
remplagait les deux directions choisies par
celles de leurs bissectrices, d’ou la position
des foyers a I'intersection des deux hyper-
boles.

Propriétés différentielles et intégrales

La normale en M coupe 'axe focal en N
tel que NF = eMF. La perpendiculaire en
N a MN coupe MF en P, projection du
centre de courbure C en M sur MF, et
coupe MO en Q, point tel que QC soit
perpendiculaire a 'axe focal (fig. 8) : cela
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fournit deux constructions du centre de
courbure, sauf aux sommets de I’axe focal
ou le rayon de courbure R = MC est égal
a p = b*/a, paramétre de la conique (et
longueur de la demi-corde issue de F et
perpendiculaire a FF’). En un point quel-
conque, on a :

a*b’R? = MFPMF3, pR = MN3.

On retrouve aussi le paramétre comme
longueur de la projection orthogonale de
MN sur MF ou MF'. Si N’ est sur la
médiatrice de FF’ et sur MN, MN’ se
projette suivant une longueur égale a a sur
MF ou MF’, et les trois vecteurs N'N,
N'M et NM sont proportionnels aux
nombres ¢*, @ et > —¢* (b? pour une
ellipse, — 5 pour une hyperbole).

Les centres de courbure en les sommets
A et B d’'une ellipse sont alignés avec le
point d’intersection des tangentes en A et
B ; cette droite est perpendiculaire a AB ;
la construction des cercles de courbure en
A et B permet une construction graphique
trés soignée de 'arc AB.

CONIQUES

Péles et polaires

Si une corde MM’ coupe la directrice D
en P, FP est une bissectrice de I'angle
MEM'. Si MM’ passe par F, les tangentes
en M et en M’ se coupent en T sur
la directrice, et P est conjugé harmoni-
que de F par rapport a M et M’; de
plus I'angle MFT est droit. Cette direc-
trice D est située & une distance «’/c
de O, est perpendiculaire a ’axe focal et
située du méme c6té de O que F. Elle
n’existe pas pour un cercle pour lequel F,
F’ et O sont confondus, d’ouc=e¢=0;
cela fait que la définition monofocale,
qui masque déja le caractere de double
symétrie de la conique, n’est pas aussi
geénérale qu’elle parait. Il existe naturelle-
ment une directrice analogue D’ pour
lautre foyer F'.

Pour une conique propre quelconque, a
centre ou parabole, les conjugués harmo-
niques d’un point fixe M par rapport aux
extrémités P et Q d’une corde passant par
M sont situés sur une droite, appelée
polaire de M (fig. 9). Ainsi une directrice
est la polaire du foyer correspondant. Seul

| fig. 9

M

| Polaire
!
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le centre n’a pas de polaire. Un point de
la conique a sa tangente comme polaire.
Toute droite ne passant pas par le centre
éventuel est la polaire d’un certain point
qui est appelé son pdle.

Sila polaire de M passe par M’, celle de
M’ passe par M. Si M, P, Q sont alignés,
leurs polaires sont concourantes et réci-
proquement. Si MT et MT’ sont des
tangentes issues de M, la corde TT" qui
joint leurs points de contact est la polaire
de M (cf. fig. 9 pour lellipse). Ces pro-
priétés peuvent étre obtenues tres simple-
ment par perspective (conique éventuelle-
ment) a partir des propriétés analogues
pour le cercle, ou elles sont bien connues ;
elles sont projectives en dépit des appa-
rences.

Diamétres

Donnons-nous une direction D les
milieux des cordes paralléles a D sont
situés sur un diametre, c’est-a-dire une
droite passant par le centre (ellipse ou
hyperbole) ou paralléle a I'axe (parabole).
La conique est invariante dans la symétrie
par rapport a ce diameétre parallelement
a la direction D. Fixons un point M ; a
tout diametre de direction D, associons
son point d’intersection avec la perpen-
diculaire issue de M au diamétre conju-
gu¢ de D défini ci-dessus. Ces points
engendrent une hyperbole (équilatere),
coupant la conique aux points ou la
normale passe par M, ce qui permet de les
construire.

Pour une ellipse, a tout diameétre D, on
peut associer le diametre conjugué D’ dont
D est a nouveau le conjugué. D et D’
coupent ellipse en P et Q, par exemple,
tels que la tangente en P soit parallele a D’,
et forme avec D, D’ et la tangente en Q,
un parallélogramme d’aire constante,

1978

égale a ab, comme on le voit en prenant les
axes de 'ellipse pour D et D’ (fig. 10). De

fig. 10

Diameétres conjugués d'une ellipse

plus OP? 4 OQ? = a? + b? est constant.
De tels diamétres conjugués sont simple-
ment les projections orthogonales de deux
diamétres perpendiculaires d’un cercle de
diamétre AA’ placé de fagon que lellipse
soit sa projection : la plupart des propriétés
de la conjugaison (ainsi que la formule
donnant I'aire de Pellipse : S = mab) sont
des conséquences immédiates de cette
projection.

4. Propriétés particulieres

L'ellipse

Une construction trés simple permet
d’obtenir autant de points de I'ellipse que
I'on en désire. Donnons-nous deux droites
perpendiculaires Ox et Oy, et un segment
constant PQ dont les extrémités décrivent
respectivement Ox et Oy (fig. 11). Un
point M situé entre P et Q tel que MQ =«
et MP = b décrit une ellipse de centre O,
d’axe focal Ox. La tangente en M est
perpendiculaire a IM, ou I est le quatriéme
sommet d’un rectangle OPIQ. Deux posi-
tions perpendiculaires de PQ (appelé



fig. 11

\
»
Q |
\\\
S / ’ .
/ i
/ i |
M \
A )
X
0 / P 4

Bande de papier

«bande de papier » dans la littérature)
correspondent a deux extrémités de dia-
metres conjugués. 1 décrit le cercle de
centre O et de rayon (¢ + b) ; le symétri-
que J de I par rapport a M est lui aussi sur
la normale en M ; il décrit le cercle de
centre O et de rayon (a — b), et Ox est
bissectrice intérieure de ’angle ﬁ)?; 1JFF’
sont sur un méme cercle, et forment la
figure connue sous le nom de quadrangle
harmonique, inverse d’une division har-
monique (fig. 11).

La projection considérée, que l'on
peut relier a Paffinité d’axe AA’ et de
rapport b/a, qui transforme le cercle de
diamétre AA’ en Pellipse, est a Porigine
d’une représentation paramétrique parti-
culiérement simple de celle-ci. Le trans-
formé du point du cercle définissant, avec
Ox, un angle ¢ est en effet le point de
Pelipse de coordonnées x=acost,
v == bsin ¢ ; test'anomalie excentrique de
ce point. Deux extrémités de diametres
conjugugs, dont les pentes dans ce systéme
d’axes ont pour produit b*/a?, ont des
anomalies excentriques différentes d’un
angle droit. L’équation de lellipse en
découle ; on pourrait aussi la déduire des
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formules d’Euler, valables également pour
une hyperbole :

MF = |a —ex|, MF =|q + ex|

pourvu que F soit le point de coordonnées
(¢, 0). Cette équation s’écrit :

x%/a* + p2/br = 1.

L’ellipse intervient notamment en
astronomie. Tout point attiré par un autre
point F suivant la loi de Newton décrit une
conique de foyer F. Les planétes, qui ont
un mouvement périodique, décrivent des
ellipses, seules coniques a é&tre bornées.
L’aire comprise entre la courbe et les
droites joignant F a deux positions du
point mobile est proportionnelle a I'inter-
valle de temps séparant les deux positions ;
pour une planéte, la période T du mouve-
ment est telle que T2 soit proportionnel au
cube «* de la longueur :

a=0A=AA/2;

ce sont les fameuses lois de Kepler.

L'hyperbole

L’hyperbole, a cause de ses asymptotes,
posséde des propriétés tres particulieres. 11
n’existe pas nécessairement de tangentes
ayant une direction donnée (il suffit de
considérer des droites passant par le centre
et situées dans les deux angles déterminés
par les asymptotes ol sont situées les deux
branches). L’angle de ces asymptotes est
Pangle 2z défini par cos z = 1/e. Les points
d’intersection avec les tangentes en A et A’
sont les sommets dun rectangle de cotés
2a et 2b.

Cette derniére propriété se généralise
de la fagon suivante. Considérons un
diamétre P'OP de I'hyperbole. La droite
passant par O et paralléle a la tangente en
P est le diamétre conjugué de la direction
OP. Il ne coupe pas I’hyperbole. Mais si
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I’on y construit le point Q tel que OP> —
0Q? = a*> — b?, laire du triangle OPQ est
constante (et vaut ab/2) ; quand P varie, Q
décrit une autre hyperbole, dite conjuguée
de la précédente, ayant méme centre et
mémes asymptotes, échangeant « et b avec
la précédente (fig. 12). De plus, la tangente

T 1
fig. 12 |

i Hyperboles conjuguées

en Qp est parallele a OP, et coupe la
tangente en P sur une asymptote. Enfin la
conjuguée de la conjuguée est 'hyperbole
originale. Les deux diametres « conju-
gués » OP et OQ forment un faisceau
harmonique avec les asymptotes. La symeé-
trie par rapport a OP et parallelement a
OQ laisse invariante chacune des deux
hyperboles conjuguées.

Revenant a une hyperbole simple, la
famille de ses tangentes jouit d'une pro-
priété remarquable (due au fait que les
asymptotes sont des tangentes trés parti-
culieres) ; partant du fait qu’une corde
MM’ coupe les asymptotes en des points P
et P’ tels que 'on ait MP = P'M’, la
tangente en M coupe les asymptotes en Q
et Q' tels que M soit le milieu de QQ'.
QQ’FF’ sont situés sur un méme cercle et
forment un quadrangle harmonique. De
plus, si une droite passant par M coupe les
asymptotes en P et P’ et se déplace
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parallélement a elle-méme, le produit
MP . MP’ reste constant : il est notamment
égal a b* si MPP’ est perpendiculaire &
I’axe focal.

L'hyperbole équilatére
Parmi toutes les hyperboles, 1'hyperbole
équilatére, d’excentricité V2 (a = b), est
particuliérement intéressante. Ses asymp-
totes sont perpendiculaires.

Considérons les sommets A et A', le
cercle de diamétre AA’, un point P décri-
vant ce cercle (fig. 13). Menons par A la

fig. 13

i Hyperbole équilatére

droite symétrique de AP par rapport a la
direction de AA’; cette droite coupe A'P
en M, point de la branche contenant A de
I’hyperbole équilatére de sommets A et A"
Le triangle AMA’ est pseudo-rectangle,
c’est-a-dire que la différence des angles en
A et A’ est égale a un droit. La tangente
en M au cercle (AMA’) est perpendiculaire
a AA’, quelle coupe en H tel que
HM? = HA . HA’ (comme dans un véri-
table triangle rectangle). Si A'PM coupe la
tangente au sommet A en le point T,
conjugué harmonique de A’ par rapport a
M et P, les tangentes en P (au cercle) et en
M (a I’hyperbole) se coupent sur AT au
milieu de ce segment ; elles coupent AA” en
les projections de P et de M ; M se projette



sur AT en un point appartenant a OP, etc.
(fig. 13). Cette figure est la base de la
correspondance entre les trigonométries
circulaire et hyperbolique ; elle inspira a
Abraham de Moivre sa fameuse formule :

(cos x + 7 sinx)" = cos nx + I sin nx.

Si l'aire comprise entre OA, OM et
I’hyperbole est égale a a*/2, les coordon-
nées de M (dans les axes convenables) sont
alors x =a ch t, y = a sh t, d’ou I'équa-
tion x> — y*> = &% Toute hyperbole étant
affine d’une hyperbole équilatére de méme
sommet, I’équation générale d’'une hyper-
bole est donc :

x¥/a?>—y2/b? =1,

et celle des asymptotes est obtenue en y
remplagant I par 0. La fonction « guder-
manien de ¢ », utilisée pour construire les
cartes géographiques selon la projection de
Mercator, cst définic par :

t'=2arctge’' — /2.

a?/2.r estlamoitié de ’aire comprise entre
OA, OP et le cercle.
Dans une hyperbole équilatére :

MO?2 = MF. MF' = MNZ?,

le rayon de courbure R est tel que
a’R = OM?. Si C et C’ sont deux points
de I'hyperbole symétriques par rapport a
O, les bissectrices de CMC sont paralleles
aux asymptotes, et la différence des angles
C et C’ est constante. Tout cercle passant
par CC’ est recoupé suivant un diameétre ;
un cercle de centre C et de rayon CC’
recoupe ’hyperbole équilatere suivant les
sommets d’un triangle équilatéral. Deux
hyperboles équilatéres se coupant en les
sommets et 'orthocentre d’un triangle, on
peut en déduire de nombreuses propriétés.
Si une corde MM’ se déplace en restant
parall¢le a elle-méme, en coupant toujours

CONVEXITE

I’hyperbole, le cercle de diamétre MM’
passe par deux points fixes ou la normale
est parallele 3 MM

ANDRE WARUSFEL
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CONVEXITE

A CONVEXITE, étude des ensembles et

des fonctions convexes, constitue une
branche de la géométrie et de I'analyse qui
unifie des phénomeénes a premiére vue
totalement dissemblables. Elle intervient a
divers niveaux dans des branches trés
variées des mathématiques : théorie des
nombres, problemes combinatoires, ana-
fyse fonctionnelle et applications (théorie
des graphes, théorie des jeux...).

La convexité se retrouve dans des
contextes trés divers ; mais le cas fonda-
mental, le seul qui sera considéré ici, est
celui des espaces vectoriels sur le corps R
des nombres réels.

%

A. Ensembles convexes

Un sous-ensemble C d’un espace vectoriel
réel E est dit convexe si, pour tout couple
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de points quelconques de C, le segment qui
a pour extrémités ces deux points est
entierement contenu dans C. Par exemple,
un cube est convexe, mais sa surface ne
I’est pas, car elle ne contient le segment
d’extrémités x et y que si x et y appartien-
nent a4 la méme face. Les ensembles
convexes interviennent dans de nombreux
domaines des mathématiques et il est
souvent possible, en pareil cas, d’obtenir
d’intéressants résultats en ne faisant appel
qu’a des arguments « géométriques » rela-
tivement élémentaires.

Minkowski (1864-1909) fut le premier a
étudier systématiquement les ensembles
convexes et ses ceuvres contiennent la
plupart des idées importantes utilisées
pour ce sujet. Les premiers développe-
ments se limitaient aux espaces vectoriels
de dimension finie et I'objet principal de
ces études était de résoudre des problemes
de nature quantitative ; depuis 1940, les
aspects combinatoires et qualitatifs ont
bénéficié d’une plus grande attention.
Apreés quelques préliminaires généraux, on
traitera d’abord les aspects quantitatifs et
combinatoires, en se limitant au cas ou
I’espace est de dimension finie ; on abor-
dera ensuite les aspects qualitatifs de la
théorie et ses applications a Fanalyse
fonctionnelle.

Un des aspects les plus fascinants de la
théorie des ensembles convexes est le
grand nombre de problémes trés faciles et
intuitifs a formuler que 'on ne sait pas
toujours résoudre.

1. Propriétés générales

Définitions

Soit x et y, deux points distincts d’un
espace vectoriel réel E (cf. algébre
LINEAIRE ET MULTILINEAIRE). Par analogie

avec le cas de I’espace usuel R? (représen-
tation paramétrique de la droite définie
par deux points), on appelle droite joignant
x et y I'ensemble des points de E de la
forme :

Q—Nx+ Ay,

ol A est un nombre réel quelconque. Les
points tels que A > 0 constituent la demi-
droite xy d'origine x; les points tels que
0 < A < 1 constituent le segment [x, y]
d'extrémités x et y.

Par définition, on appelle sous-variété
linéaire de E tout sous-ensemble de E qui
contient toute droite joignant deux quel-
conques de ses points ; par exemple, dans
I'espace usuel R?, les sous-variétés linéaires
sont : I’ensemble vide, les ensembles
réduits a un point, les droites, les plans et
I’espace R? tout entier. Toute sous-variété
linéaire V de E est la translatée d’un
sous-espace vectoriel de E, c’est-a-dire
I’ensemble des points de la forme a + x,
ol « est un élément fixé de V et ou x
parcourt un sous-espace vectoriel F de E ;
si F est de dimension finie p, on dit que V
est de dimension p.

Par analogie avec le cas des plans dans
RY, on appelle hyperplan de E toute
sous-variété linéaire qui n’est contenue
strictement dans aucune autre variété
linéaire que E lui-méme ; par exemple, les
hyperplans de R” sont les variétés linéaires
de dimension n— 1. Le complémentaire
(ensembliste) d’un hyperplan H est la
réunion (ensembliste) de deux ensembles
convexes disjoints appelés les demi-espaces
ouverts limités par H ; leurs réunions avec
H s’appellent les demi-espaces fermés limi-
tés par H. On dit que deux ensembles X et
Y sont séparés par H si l'un est contenu
dans un de ces deux demi-espaces fermés
et 'autre dans P'autre demi-espace ; on dit
que H est un hyperplan dappui de X au



point x si x appartient a X et si X et x sont
séparés par H. La figure 1 donne un

fig. 1 |
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exemple d’un hyperplan H d’appui de X en
x,séparant X et Y (ici E = R, et Hest une
droite).

Ensembles convexes

Un sous-ensemble C de E est dit convexe si
pour tout couple x, y de points distincts de
C, le segment [x, y] est entierement contenu
dans C (fig. 2). 1l est clair que toute inter-

[ fig. 2

ensemble convexe

ensemble non convexe

section d’ensembles convexes est encore un
ensemble convexe. Par suite, si X est un
sous-ensemble quelconque de E, I'intersec-
tion X de tous les ensembles convexes
contenant X (il y en a toujours au moins un,
E lui-méme) est un ensemble convexe
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contenant X qui posséde la propriété d’étre
contenu dans tout ensemble convexe conte-
nant X ; X s’appelle 'enveloppe convexe de
X (fig. 3). On peut aussi définir X comme

x

X fint
[

I’ensemble de toutes les combinaisons
convexes des points de X, c’est-a-dire
I’ensemble des points de la forme :

k

Z Aix;,

i

ou les x; sont des points de X et ou les A;
sont des nombres réels positifs quelcon-
ques de somme 1. On appelle enveloppe
convexe fermée de X I'adhérence de X .

Les enveloppes convexes des sous-
ensembles finis de R" sont appelées des
polytopes (cf. infra). En particulier, on
appelle simplexe de dimension n 1'enve-
loppe convexe de (n + 1) points distincts
de R” non situés dans un méme hyperplan
(segment pour # = 1, triangle pour n = 2,
tétraédre pour n = 3, etc.) ; cette notion
joue un réle fondamental en topologie
algébrique.
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Un point x d’un ensemble convexe C est
appelé un point extrémal si son complé-
mentaire dans C est convexe, ¢’est-a-dire si
X n'appartient a lintérieur d’aucun seg-
ment contenu dans C. Une face F de C est
un sous-ensemble convexe de C tel
qu'aucun segment contenu dans C ne
traverse F, c’est-a-dire que tout segment
[x, ] dont les extrémités appartiennent a C
et dont un point différent des extrémités
appartient a F est entierement contenu
dans F. Ainsi, le cube a six 2-faces, douze
I-faces (les arétes) et huit O-faces (les
sommets) ; de plus, le cube est ’enveloppe
convexe de ses points extrémaux, qui sont
ici les sommets.

Les termes corps et cones sont utilisés
de maniere assez différente par plusieurs
auteurs. Nous adopterons les définitions
suivantes : Un corps est un sous-ensemble
borné de R” d’intérieur non vide (c’est-a-
dire contenant au moins une boule de
rayon > 0) et un c¢dme est un sous-
ensemble d’un espace affine réel E, qui est
réunion d’une famille de demi-droites de
méme origine.

2. Aspects quantitatifs

Géométrie des nombres

Ce sont des recherches de théorie des
nombres qui furent & I'origine des premiers
travaux de Minkowski. Nous renvoyons,
pour cet aspect, a 'article approximations
DIOPHANTIENNES, en nous contentant de
rappeler ici I’énoncé du célebre théoreme
de Minkowski : Si C est un sous-ensemble
convexe de R”, symétrique par rapport a
'origine, et de volume V(C) > 27, alors C
contient au moins un point dont toutes les
coordonnées sont des nombres entiers.
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Empilements

Un empilement est un arrangement de
corps convexes tel qu'aucune paire de ces
corps n’ait de point intérieur en commun.
Indépendamment de 'intérét que les pro-
blémes d’empilements ont en eux-mémes,
ce genre de problemes se retrouve égale-
ment en théorie des nombres, en théorie de
I'information, en cristallographie, en bota-
nique, en construction des réacteurs
nucléaires, etc. Trés souvent, on cherche a
réaliser un empilement de densité maxi-
mum. Ainsi, 'empilement de densité maxi-
mum de cercles égaux dans le plan est
obtenu en décomposant le plan en hexa-
gones réguliers égaux et en inscrivant dans
chacun de ces hexagones le cercle de
diamétre maximum ; ainsi, chaque cercle
en touche exactement six autres (fig. 4).

fig. 4

Dans le cas de I'espace a trois dimensions,
on a conjecturé que 'empilement de den-
sité maximum de boules égales est obtenu
par une construction due & Kepler : on
commence par diviser R3 en un échiquier
a trois dimensions, ou les cubes sont
coloriés alternativement en blanc et en
noir; on construit ensuite des boules
centrées en chacun des centres des cubes



noirs et tangentes a chacune des douze
arétes du cube ; de cette fagon, chacune
des boules en touche exactement douze
autres. Cette conjecture n’a été démontrée
que pour des empilements assez réguliers.

Inégalités

Il y a toute une série de résultats quanti-
tatifs relatifs au volume, a la surface, au
diametre, etc., d’un corps convexe. Par
exemple, Vinégalité  isopérimétrique
exprime que la surface S et le volume V
d’un corps convexe C de R”" vérifient
I'inégalité :

St > noVe—l,

oll w est le volume de la boule unité de R” ;
de plus, cette inégalité est une égalité si et
seulement si C est une boule, ¢’est-a-dire
que, parmi les corps convexes de volume
donné, les boules constituent ceux dont la
surface est minimum. De plus, tout corps
convexe C de R” est contenu dans une
boule de rayon minimum r, et cette boule
est unique ; I'inégalité de Jung affirme que
si on désigne par d le diametre du corps C
(c’est la borne supérieure des longueurs
des segments dont les extrémités appar-
tiennent a C), on a :

r< (n/Q2n + 2)V2d ;

cette inégalité devient une égalité si et
seulement si C est un simplexe régulier de
n + 1 sommets dans R”. Un théoréme de
Loewner affirme que tout corps de R” est
contenu dans un ellipsoide de volume
minimum ; cet ellipsoide joue un role
important dans la théorie des modéles

expérimentaux.

Volumes mixtes

Soit C|, C,, ..., C; des corps convexes de
R" et Aj, As, ..., A, des nombres réels
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positifs ; 1’ensemble des points de la
forme :

Ay + Agxy + o+ Mg,

ot x; parcourt C; pour tout i, est un
corps convexe C, que nous désignerons
par :

)\1C1 + ...+ )\ka;

lorsque C,, ..., C; sont fixés, le volume
de C s’exprime par un polynéme homo-
géne de degré n en les variables A, ..., A;.
Certains des problémes les plus fonda-
mentaux de la théorie quantitative des
corps convexes sont liés a I’étude des
coefficients de ces polyndmes, appelés
volumes mixtes de C,, ..., C,. L’outil de
base, dans I'étude des volumes mixtes, est
le théoréeme de Brunn-Minkowski, qui
affirme que, pour tout A compris entre 0 et
l,ona:

[V —MC, + A"
2 (1 =NV + AV

c’est-a-dire que la racine n-iéme du volume
est une fonction concave de A. Les inéga-
lités pour les volumes mixtes engendrent
de nombreuses inégalités d’intérét géomé-
trique, en particulier 'inégalité isopérimé-
trique.

Corps de largeur constante

Un corps convexe C de R” est dit de
largeur constante b si la distance entre
n'importe  quelle paire d’hyperplans
d’appui de C paralléles est constante, égale
a b. Contrairement a l'intuition, un tel
corps n’est pas nécessairement circulaire
(dans le plan) ou sphérique. La définition
précédente équivaut a la suivante : C a
pour diamétre b et tout ensemble réunion
de C et d’un point quelconque de R”
n’appartenant pas a C est de diametre
supérieur a b. Par suite, tout ensemble de
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R” de diamétre < b est contenu dans un
corps convexe de largeur constante b.
Cette propriété permet, par exemple, de
ramener le probléme suivant de Borsuk au
cas ou X est de largeur constante : Peut-on
recouvrir tout ensemble X de diametre 1
de R par (n -+ 1) ensembles de diameétres
< 17 La réponse est affirmative sin < 3,
mais inconnuc pour a2 > 3.

Euler (en 1778) et de nombreux mathe-
maticiens aprés lui ont étudié les corps
convexes de largeur constante dans le plan
(n = 2); les propriétés trouvées ont été
utilisées en cinématique et méme pour
construire un foret utilisé pour forer des
trous carrés : un corps possédant ces
propriétés peut étre placé dans un carré de
telle sorte qu'en les tournant il reste
perpétuellement en contact avec les quatre
cotés de la boite.

3. Aspects combinatoires

Intersections

Une partie des problémes combinatoires
est reliée a P'¢tude des intersections
d’ensembles convexes qui sont toujours

convexes, comme on l'a vu ci-dessus
(ensemble vide est, par définition,
convexe).

D’aprés un théoréme démontré par
Helly, l'intersection C d’une famille de
convexes de R”, telle que 'intersection de
toute sous-famille de (n + 1) de ces ensem-
bles soit non vide, est non vide si I'une ou
I'autre des hypothéses suivantes est réali-
sé¢e : la famille est finie ou chacun des
convexes de la famille est fermé et borné
(c’est-a-dire compact). Ce théoréme admet
de nombreuses généralisations et applica-
tions.

L.’étude des propriétés des intersections
d’ensembles convexes est facilitée par la
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notion de graphe d’intersection, qui est
utilisée dans des domaines aussi variés que
la génétique moléculaire, la psychologie et
I’écologie. Pour toute famille d’ensembles,
on appelle graphe d'intersection un graphe
abstrait ou chaque ensemble correspond a
un sommet du graphe et ou chaque inter-
section non vide est représentée par un arc
réunissant les sommets correspondants ; la
figure 5 donne un exemple d’une famille

fig.5

w
S

d’ensembles convexes et de leur graphe
d’intersection. Tout graphe ayant un nom-
bre fini d’éléments est un graphe d’inter-
section d’ensembles convexes de R?, mais
pas nécessairement un graphe d’intersec-
tion d’ensembles convexes de R? ou de R.
Un graphe d'intervalles est un graphe
d’intersection d’une famille finie d’ensem-
bles convexes de R (ce sont des interval-
les); on peut caractériser ces graphes
d’intervalles, mais le probleme correspon-
dant pour le plan n’est pas résolu.

Etude des enveloppes convexes

Une autre série de problémes combinatoi-
res est la recherche de formes algébriques
pour la représentation des enveloppes
convexes. Voici, dans cet ordre d’idées, un



théoréme trés simple et trés utile, di a
Carathéodory : Si X est un sous-ensemble
de R” et u un point de I’enveloppe convexe
de X, alors u appartient a l’enveloppe
convexe d’un sous-ensemble fini Y de X
contenant au plus (n + 1) points. Par
exemple, si X est un sous-ensemble du plan
et si x appartient a I’enveloppe convexe de
X, alors x appartient soit a X, soit 4 un
segment ayant pour extrémités deux points
de X, soit a un triangle ayant pour sommet
trois points de X. Le théoréme de Cara-
théodory a de nombreuses applications ;
on en déduit, par exemple, que I'enveloppe
convexe d’un ensemble fermé borné de R”
est un ensemble fermé borné.

Polyedres
Parmi tous les probléemes combinatoires
que I'on rencontre dans la théorie de la
convexité, celui qui est le plus ancien et qui
a été étudié de la maniére la plus approfon-
die est la structure des faces des polyédres
convexes. Nous appellerons polvédre tout
sous-ensemble de R” intersection d'un
nombre fini de demi-espaces fermés, en
réservant la dénomination de polytope, aux
polyedres bornés ; un lemme, da a Farkas,
montre qu'un ensemble est un polytope siet
seulement s’1l est ’'enveloppe convexe d'un
nombre fini de points. On peut caractériser
de méme les cbnes polyédraux comme
enveloppes convexes d’un nombre fini de
demi-droites de méme origine. De maniére
générale, un sous-ensemble P de R” est un
polyedre si et seulement s'il satisfait a une
des conditions équivalentes suivantes :

a) Pestunensemble convexe fermé qui
a un nombre fini de faces ;

b) P est 'enveloppe d’un nombre fini
de points et de demi-droites ;

¢) P est la somme vectorielle B+ C
d’un polytope B et d’un cone polyédral C,
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c’est-a-dire P est ’ensemble des points de
la forme :

x+y, x€B, yEC.

d) P est'enveloppe convexe fermée de
la réunion d’un potytope B et du translaté
d’un cdne polyédral. (On a représenté, sur
la figure 6, un polyédre P de dimension 2,

fig. 6 |

} w h - -

' A

ainsi que le polytope B et le cone C
mentionnés ci-dessus.)

Le premier résultat, dans 1’étude com-
binatoire des polytopes est le théoreme
d’Euler (1752), qui affirme que si v, ¢, f
sont respectivement le nombre de som-
mets, d’arétes et de faces d’un polytope de
dimension 3, on a :

v—e+f=2

(on appelle ici sommets les points extré-
maux du polyedre). Poincaré et Schlafli ont

A S a1 ‘7 i
ce théoreme aux polytopes de

généralisé

dimension # :sif; (P) est le nombre de faces
de P de dimensions /, on a la relation :

n—1

z —Dfi®) = 1—(— D

i=0

En 1934, Steinitz est parvenu a carac-
tériser les graphes des polytopes de dimen-
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sion 3 (on appelle graphe d’un polytope la
structure combinatoire déterminée par les
sommets et les arétes) : le graphe d’un
polytope de dimension 3 est équivalent a un
graphe planaire (qui peut se dessiner dans
le plan sans qu'il y ait aucune intersection
d’arcs) connexe de degré 3 (c’est-a-dire qui
ne peut étre séparé en deux parties disjoin-
tes en enlevant moins de trois sommets).
Par exemple, le graphe de la figure 7 est le

fig. 7

graphe du polytope obtenu en tronquant
chacun des sommets d’un cube ; les deux
graphes de la figure 8 ne sont pas des
graphes de polytopes de dimension 3, car le
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fig. 8

premier n’est pas connexe de degré 3 et le
second n’est pas semblable a un graphe
planaire (c’est le graphe d’un simplexe de
dimension 4). On a découvert de nombreu-
ses propriétés des graphes des polytopes de
dimension # (par exemple, ils sont conne-
xes de degré i), mais on ne connait a ce jour
aucune caractérisation combinatoire des
graphes des polytopes de dimension > 3.

De nombreux problémes de program-
mation linéaire et d’optimisation revien-
nent a trouver les points d’un polyedre P
ou une fonction linéaire atteint son mini-
mum ; on montre que, si P est borné, le



minimum est alors atteint en un des
sommets de P et certains procédés de
résolution de programmes linéaires repo-
sent sur cette propriété. On est donc
amené a estimer le nombre de sommets
d’un polytope P en fonction de sa dimen-
sion et du nombre de faces de dimension
(n—1). Pour 2 < n < k, désignons par
u(n, k) le nombre maximum de sommets
que posséde un polyédre de dimension n
qui a k faces de dimension (n — 1) et par
@(n, k) la somme des coefficients bino-
miaux :

¢(n, k) = Chk—n 4 Ck—,

pourp =k —[(n+1)/2].g=k—{(n + 2)/
2], en désignant par [r] la partie entiére de
r, c’est-a-dire le plus grand entier < r;
avec ces notations, on a alors :

uim k) 2 o k),

et cette inégalité devient en fait une égaliré
sin <8 ouk<n+30uk > n¥d(on
ne sait s’il y a toujours égalité). L’étude de
la fonction p montre, par exemple, le fait
remarquable que pour toutk > n,ilyaun
polytope de dimension » a k sommets tel
que chaque groupe de {#/2] sommets déter-
mine une face : ainsi, il y a des polytopes de
dimension 4 avec un nombre quelconque
de sommets ou chaque paire de sommets
est reliée par une aréte du polytope.

4. Aspects qualitatifs

Contrairement a ce qui précede, les espa-
ces considérés ici sont quelconques, et non
nécessairement de dimension finie.

La convexité intervient de maniére
essentielle dans les espaces vectoriels de
I'analyse : espaces vectoriels normés, ou
plus généralement espaces vectoriels topo-
logiques localement convexes, c’est-a-dire
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ol tout point a un systeme fondamental de
voisinages convexes ; on se limitera ici a de
rapides indications, en renvoyant pour les
définitions aux articles espaces vectoriels
NORMES et espaces vectoriels TOPOLOGI-
QUES.

Espaces normés
On soulignera seulement le réle de la
convexité. Rappelons qu’une norme sur un
espace vectoriel E (qui sera ici réel) est une
fonction p a valeurs positives définie dans
E telle que :

a) p(x) =0 si et seulement si x =10

by p(hx) =|A|p(x) pour xEE et
AER;

¢) p(x + ) < pl¥) + p(3) (sous-addi-
tivité).

Une norme est souvent notée ||. |.

L’étude des espaces vectoriels normés
est, d’une certaine fagon, I’équivalent de
I’étude d’une classe d’ensembles conve-
xes ; le lien est établi par la fonction de
jauge. Si |.|| est une norme sur E, on
appelle boule unité (resp. sphére unité)
pour cette norme I'ensemble des x € E tels
que | x| < (resp. ||x| = 1). Les propriétés
de la norme entrainent que la boule unité
U est un ensemble convexe dont linter-
section avec toute droite passant par O est
un segment symétrique [— x, x] (non réduit
au point O). Réciproquement, soit U un
ensemble convexe satisfaisant a ces pro-
priétés ; pour tout x == 0, désignons par
p(x) le plus petit entier positif A tel que
x/k € U et posons p(0) = 0 (la fonction p
est appelée la jauge de 'ensemble U). On
vérifie facilement que la jauge de U est une
norme sur E pour laquelle U est la boule
unité (en fait, la jauge d’un ensemble peut
se définir sous des hypotheses beaucoup
plus générales). Ainsi toutes les propriétés
d’un espace normé peuvent étre décrites
uniquement en fonction de sa boule ou
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de sa sphére unité. Par exemple, la
convexité stricte d’un espace vectoriel
normé, caractérisée par I'inégalité stricte
x+y| <{x||+»]| lorsque x et y ne
sont pas sur une méme demi-droite d’ori-
gine O, équivaut au fait que sa sphére unité
ne contient aucun segment.

On appelle espace de Minkowski tout
espace vectoriel normé de dimension finie.
Par exemple, pour tout r > 1:

et = (S ma)”

i=1

oux = (x, ..., x,) € R" estune norme sur
R"; pour r=2, on retrouve la norme
euclidienne usuelle. Une autre norme
importante sur R” est la norme :

lx}s = sup|x;,
<

= sup |x
1<isn

Xx=(x,...x,) €ER", pour laquelle la
boule unité est I'hypercube de R".

Tous les problemes quantitatifs indi-
qués ci-dessus ont fait I'objet d’études
analogues pour les espaces de Minkowski :
inégalité isopérimétrique, inégalité de
Jung, etc.

Théorémes de séparation

En analyse fonctionnelle, en théorie des
jeux, en intégration et méme dans certains
problémes relatifs aux graphes coloriés en
théorie des graphes, on utilise des théore-
mes de séparation et de support.

Les théoremes de séparation établissent
les conditions sous lesquelles on peut
séparer (au sens du chapitre 1) deux
sous-ensembles convexes disjoints X et Y
d’un espace vectoriel topologique E. Pour
que cela soit possible, il suffit, par exemple,
que l'une des conditions suivantes soit
réalisée :

a) E est de dimension finie ;
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b) un des deux ensembles a un intérieur
non vide ;

¢) un des deux ensembles est fermé,
Pautre compact, et E est localement
convexe.

Dans chacun de ces cas, on peut choisir
I'hyperplan de séparation fermé, c’est-a-
dire défini comme lensemble des zéros
d’une fonction affine continue.

Remarquant que Iintérieur d'un
ensemble convexe est convexe, on en
déduit que si A est un ensemble convexe
d’intérieur non vide et A une sous-variété
linéaire de E ne rencontrant pas U'intérieur
de C, alors il existe un hyperplan qui
contient A et qui sépare A de C (forme
« géométrique » du théoreme de Hahn-
Banach). En particulier, st C est un ensem-
ble convexe d’intérieur non vide, C admet
un hyperplan d’appui en chaque point de
sa frontiére (théoreme de Mazur). On ne
peut pas étendre ce théoréme au cas ou C
n'a pas de point intérieur, mais on peut
montrer que, dans certains cas (C fermé
dans un espace de Banach, ou C compact
pour la topologie faible d’un espace loca-
lement convexe), les points de la frontiere
de C, ou C admet un hyperplan d’appui,
forment un sous-ensemble dense de la
frontiére de C.

Soit A une sous-variété linéaire d’un
espace vectoriel E, p une fonction convexe
dans E (cf. CONVEXITE - Fonctions conve-
xes), et f une fonction affine définie dans
A telle que f{x) < p(x) en tout point x de
A ; alors il existe une fonction affine g
définie dans E qui prolonge f (c’est-a-dire
que g(x) = f(x) pour tout x € A) telle que
Pon ait g(x) < p(x) en tout point xE E
(théoréme de Hahn-Banach). Ce résultat,
essentiel en analyse fonctionnelle, équi-
vaut en fait aux théorémes énoncés ci-des-

s : il résulte, par exemple, du théoréme
de séparation en prenant pour ensembles



le graphe de la fonction f'et I’épigraphe de
la fonction p. D’autre part, ce théoréme de
Hahn-Banach entraine que si C est un
ensemble convexe contenant I’origine
comme point intérieur et si ¥ est un point
frontiére de C, alors C admet un hyper-
plan d’appui en u (on retrouve le théoréme
de Mazur ; il faut prendre comme fonction
convexe p la jauge de C).

Points extrémaux

Les fonctions convexes et concaves pré-
sentent des propriétés trés utiles dans les
problémes d’optimisation. Par exemple,
soit fune fonction convexe définie dans un
domaine convexe D d’un espace vectoriel
topologique localement convexe E ; alors
tout minimum Jlocal de f dans D est un
minimum global, c’est-a-dire que si un
point x, de D posséde un voisinage U tel
que f(x) > fixy) pour tout x&UND,
alors cette inégalité est valable pour tout
x € D. Sifest concave et D compact, alors
[ atteint son minimum en un point extré-
mal de D ; cette propriété justifie 1’étude
des points extrémaux en analyse fonction-
nelle.

Le théoreme de Krein-Milman attire
Pattention sur d’autres propriétés impor-
tantes des points extrémaux. Ce théoréme
établit que si C est un sous-ensemble
compact convexe d'un espace localement
convexe et si X est un sous-ensemble de C,
alors C est 'enveloppe convexe fermée de
X si et seulement si I'adhérence de X
contient tous les points extrémaux de C;
ainsi, I'adhérence de I'ensemble des points
extrémaux de C est le plus petit sous-
ensemble X de C tel que chaque point de
C soit adhérent a I’ensemble des combi-
naisons convexes (cf. chap. 1) de points de
X. On peut généraliser ce théoréme au cas
ou C n’est pas compact moyennant des
hypotheses supplémentaires ; par exemple,
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si C est un convexe fermé de R" ne
contenant aucune droite, alors C est I’enve-
loppe convexe de ses points extrémaux et
de ses demi-droites extrémales (il n’est pas
nécessaire de prendre ’enveloppe convexe
fermée ; par définition, une demi-droite
extrémale de C est une demi-droite qui
n'est «traversée » par aucun segment
contenu dans C).

Voici une application du théoréme de
Krein-Milman a l’analyse fonctionnelle.
Soit C un sous-ensemble compact convexe
d’un espace localement convexe E et soit
X T'ensemble de tous les points extrémaux ;
alors, d’aprés le théoréme de Krein-
Milman, pour tout point p de C, il existe
une mesure positive u sur ’adhérence X de
X telle que w(X) =1 et telle que :

F(p) = J;f(x)du(x)

pour toute forme linéaire continue f (p) est
le «barycentre » de la mesure p). Ce
résultat entraine de nombreux théoremes
de représentation intégrale en analyse.

Théorémes de point fixe

Indiquons rapidement, pour conclure,
deux théorémes de point fixe pour les
ensembles convexes.

Le théoréme de Brouwer-Schauder-
Tychonov montre que si C est un compact
convexe d’un espace localement convexe
et f une application continue de C dans
lui-méme, il existe au moins un point p de
C tel que f(p) = p. Ce théoréeme permet
d’obtenir des théoremes d’existence pour
les solutions des équations différentielles et
intégrales, les théorémes du minimax en
théorie des jeux et de nombreuses proprié-
tés des ensembles convexes. Par exemple
un compact C de R” ou d’un espace de
Hilbert H est convexe si pour chaque point
x de Pespace, il y a un point unique de C
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qui minimise la distance entre x et C (pour
R”, il suffit que C soit fermé ; dans le cas
d’un espace de Hilbert quelconque le
probléme n’est pas résolu).

Le théoréme de Markov-Kakutani
affirme que si C est un compact convexe
d’un espace vectoriel topologique et si ¢
est une famille commutative de transfor-
mations affines continues de C dans C,
alors il y a au moins un point p de C tel que
f(p) = p pour toute fonction de ¢. Ce
théoréme sert a établir I'existence de mesu-
res invariantes pour les groupes commu-
tatifs et a construire des mesures qui
généralisent la mesure de Lebesgue pour
les ensembles bornés de R”.

VICTOR KLEE
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B. Fonctions convexes
Létude des fonctions convexes a permis
de fournir un cadre dans lequel peut se

résoudre toute une classe de problemes
d’analyse fonctionnelle non linéaire ; les
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problémes ainsi abordés sont des questions
d’optimisation provenant de divers domai-
nes : la mécanique, I'économie, les équa-
tions aux dérivées partielles, |'analyse
numérique. Compte tenu de la difficulté
d’aborder de maniére un peu générale lcs
problémes non linéaires, c’est la un rdle
trés important qui a motivé le développe-
ment autonome de la théorie.

Les travaux de W. Fenchel, de T. Roc-
kafellar, de J.-J. Moreau ont développé les
outils de base de V'analyse convexe notam-
ment la notion de fonctions convexes
conjuguées et la notion de sous-différentiel
qui sert de produit de remplacement pour
les fonctions convexes non différentiables.

Nous renvoyons a la partie A ci-dessus -
Ensembles convexes, pour tout cc qui
concerne les résultats généraux sur les
convexes.

1. Les fonctions convexes

Soit E un espace vectoriel sur R, C une
partie convexe de E et fune fonction définie
sur E & valeurs dans R (¢’est-d-dire prenant
éventuellement les valeurs + o). L'épigra-
phe de f, noté épi(f), est 'ensemble des
couples (x, @) de C X Rtels que f(x) < «.
La fonction f sera dite convexe si son épi-
graphe est une partie convexe de E X R.

On obtient immédiatement une inter-
prétation analytique de cette définition : La
fonction f est convexe si et seulement si,
pour tout réel A de 'intervalle [0. 1].ona:

1) fOx+ A=) A&+ 0—NF0)

pour tous les couples (x, y) d’éléments de
C ne vérifiant pas f(x) = — f(y) =t =
(auquel cas le second membre de I'inégalité
(1) n’est pas défini). En raisonnant par
récurrence, on prouve que, si A, A, ... A,



sont des réels positifs dont la somme est 1,
on a:

2 f(i Aix) < i M)

i=1 i=1

chaque fois que le second membre de
I'inégalité (2) a un sens.

La possibilité pour la fonction f de
prendre la valeur + oo permet de ne
considérer que des fonctions convexes
définies sur E tout entier ; en effet, si on
prolonge la fonction f définie sur C en la
fonction 7 définie sur £ en posant
J(x) = + o si x& C, les fonctions f et f
ont alors le méme épigraphe et donc fest
convexe si et seulement si f est convexe.
Désormais, nous ne considérerons donc
que des fonctions définies sur E tout entier.
Cela nous conduit a définir le domaine

effectif de f, noté¢ dom (f) :
dom (f) = {x €E;f(x) < + *}.

Le domaine effectif de f est la projection
sur E de I’épigraphe de f; c’est une partie
convexe de E.

La valeur — o« peut se présenter dans
certains cas particuliers ; nous ne 1’élimi-
nons pas a priori ; néammoins, nous intro-
duisons la terminologie suivante : La fonc-
tion convexe f est propre si son domaine
effectif est non vide et si elle ne prend jamais
la valeur — o ; la restriction de f'a dom (f")
est alors une fonction a valeurs dans R (cf.
la partie A ci-dessus - Ensembles conve-
xes). Une fonction deux fois continiiment
différentiabie sur un ouvert convexe C de
R" 4 valeurs réelles est convexe si et seule-
ment si la matrice hessienne :

of
( 0x,0x; (X)>"f
est, en tout point x de C, la matrice d’une
forme quadratique positive.

CONVEXITE

2. Cas de la dimension 1

L’exemple des fonctions convexes définies
sur R est instructif pour 1’étude ultérieure
des fonctions convexes définies sur R”, ou
méme sur des espaces vectoriels topologi-
ques. En outre, ce cas a un intérét propre
pour la définition d’une classe intéressante
d’espaces : les espaces d’Orlicz. Dans tout
ce chapitre 2, f est une fonction convexe
propre définie sur R.

Supposons que X, Xx,, X3 soient dans
dom () et vérifient x; < X, < x3: en
remarquant que :
=P

X,—X
2 1,
X3—Xq

X+

3

et en appliquant I'inégalité (1), on obtient
les inégalités :
3) S (xxz) :J; %)) <f (Xxs) :J; &9

2 1 3 1

@) —rD

X3—X;

¢’est-a-dire que le coefficient directeur de la
droite M M; (cf. fig. 1) est compris entre

ng. 1

M,

My

A 4

x

X
9
X
&

celui de la droite M; M, et celui de la droite
M,M;. En se servant de ces inégalités, on
montre que fest continue sur 'intérieur de
son domaine effectif.
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CONVEXITE

L’utilisation des inégalités (3) permet de
montrer que, en tout point intérieur a
dom f, la fonction f admet une dérivée a
droite f;(x) et une dérivée a gauche f(x)
et qu’on a, en outre, f(x) < f;(x). De
plus, f(x) est croissante et continue a
droite sur 'intérieur de dom /. Si x, est un
point intérieur a dom ftel que f(x,) = 0,
pour tout x intérieur a domf, on peut
écrire :

rey = [*fiwa.

Les N-fonctions

Considérons maintenant les fonctions
convexes définies sur R a valeurs dans R
et qui admettent une représentation de la

forme :
@ re = ["lewar,

ou ¢ est une fonction définie sur [0, - o,
croissante, continue a droite, nulle en 0,
telle que :

lim ¢(x) = + < et ¢(x) > 0 pour x > 0;
x—+®©
ces fonctions présentent un intérét
particulier pour la définition des espa-
ces d’Orlicz; ce sont les N-fonctions.
Il s’agit, en fait, des fonctions convexes
paires définies sur R a valeurs dans R
strictement croissantes sur [0, - oo, telles
que :
limf—@=0 et lim ®= +
x—0 X x—+% X
Les N-fonctions vérifient, en outre, les
inégalités (cf. fig. 2) :

flax) < af(x), sixERet 0L axg 1,
floax) < oaf(x), six#0etO0< a <1,
o) _fe)

X1 X2

» 81 0 <xy <Xy
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fig. 2

Soit f'une N-fonction exprimée sous la
forme (4) ; posons :

5) wx) = sup {u; o) < x}.

Si ¢ est continue strictement crois-

sante, @ est la fonction réciproque
de ¢ (fig. 3).
fig. 3
+
¥
--------- ¢

Remarquons qu’a un intervalle sur
lequel ¢ est constante correspond un saut
de la fonction y et qu’a un saut de la
fonction @ correspond un intervalle sur
lequel w est constante ; si I'on rajoute aux



courbes représentatives de ¢ et de y les
segments verticaux qui correspondent aux
sauts des fonctions @ et y (ce sont les seules
discontinuités possibles puisque ces fonc-
tions sont monotones), on obtient des
courbes symétriques par rapport a la
premiére bissectrice. Une démarche ana-
logue effectuée sur la fonction y redonne
la fonction ¢.
Si, maintenant, on pose :

gx) = [*lvorar,

on obtient une N-fonction appelée fonction
conjuguée de la fonction f.

L’inégalité suivante, appelée inégalité
de Young, dont la signification géométri-
que obtenue en interprétant f(x) et g ()
comme des aires est suggérée sur la
figure 4, a lieu :

fig. 4

v

©6) X <fx) +50)

L’égalité est atteinte lorsque x > 0 et
¥ =@ (x);: si bien que l'on a :

Ix|o(|x) =f&x) +g (@ (|x])
et qu'on a de méme :

plw(y]) =g@) +f @y

CONVEXITE

Comme g()) > xy —f(x) et que ’égalité a
lieu pour au moins une valeur x; de x, on
peut dire que :

Q) 8() = max(xy — f (x)).

Cette inégalit¢ a une interprétation
géométrique simple en introduisant le
point M d’abscisse x sur la droite D
passant par l'origine de coefficient direc-
teur y et le point N d’abscisse x sur la
courbe représentative de g (cf. fig. 5);

fig. 5
>~ f
D
Mo
M
N A No
1
Iy . N
v v
X Xo
gly) = NoMo
alors :

g) = max NM = NoM,.

Remarquons que, si f est dérivable, la
tangente au graphe de f'en N est parallele
aladroite D et I'équation de cette tangente
est #(x) = xy — g(y). La fonction g est la
transformée de Legendre de f.

On peut aussi dire que la fonction
Hx) = xy — g(y) est la plus grande fonc-
tion affine de coefficient directeur p qui
minore f.

Sip > 1, la fonction f(x) :11,
un exemple de N-fonction ; pour x > 0, on
af(x)=x"" e (fryx)=x¢" ou
l/p+ 1/g = 1; par conséquent la fonc-
tion g conjuguée de f est définie par
gx) = 5\.\‘ f.

Xx|? est
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CONVEXITE

Les espaces d'Orlicz
Soit fune N-fonction, notons /,I'ensemble
des suites réelles (x;);5 telles qu’il existe
o > 0 pour lequel :

®) if(%)< +

l; est un sous-espace vectoriel de I'espace
des suites que Pon munit d’une norme en
posant :

e
IGDisoll = inf{a > 0; Zf(%) < 1%

i=0

Muni de cetie norme, /; est un espace de
Banach (cf. espaces vectoriels NORMES),
appelé espace d’Orlicz de suites associé a
la N-fonction f.

On peut montrer que /, est aussi
I'ensemble des suites réelles (x;);- telles
que :

+ + o
Sup[lzx,»yfl;zg(vf) 1} < 4+
i=0 i=0

ou g est la fonction conjuguée de f.
On définit alors une autre norme sur
en posant :

+ o +
16D esolll = supuzxiy,w; Zg@,-) <1},
i=0 i=0

Cette norme est équivalente a la pre-
miére ; plus précisément :

H(x.‘)ig()“ < |H(xi)1>0“| < C“(xi)i>0“-

Lorsque f'vérifie, en outre, la condition :

(9) pour tout A > 1, il existe K > 0 et
x >0 tels que f(x) < Kf (x);

ce qui se produit si et seulement si :

: xox)
hinasolip 760

<+
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'espace /[ est aussi 'espace des suites
(x>0 tel que, pour tout o > 0, I'inéga-
lit¢ (8) ait lieu; /; est alors un espace de
Banach séparable ; son dual est isomorphe
a l,, ou g est la conjuguée de f, grace a
I'isomorphisme :

T:Ig—>1’;,
ou :
.
XM(xDizo) = Z}’ixf:
i=0
avece

0dizo—x*

L’application de ces considérations a la
N-fonction f(x) :pljx}f’, avec p > 1,
donne pour espace d’Orlicz de suites
Iespace /,. Une étude analogue peut étre
conduite dans le cadre de I'intégration, en
définissant Pensemble L, (K) des fonctions
x(1), définies a un ensemble de mesure
nulle prés (cf. INTEGRATION ET MESURE),
d’un compact K de R”, a valeurs dans R
telles qu’il existe a > 0 pour lequel on a :

fK FEEY @yt < + =,

Comme dans le cas des suites, LAK) est
aussi ’ensemble des fonctions x(¢) pour
lesquelles :

sup(| [ xOy@del; [ @@e)ar <1 <+

LAK) muni de I'une des deux normes
équivalentes :

Ix@)| = inf{a; fo(x(t)/a)dt <1}
ou :
IIx )i = sup{tz‘f x(t)y(t)d,];
K

f goEyd < 1)
K



est un espace de Banach appelé espace
d’'Orlicz de fonctions associé a la N-fonc-
tion f.

3. Cas général

Dans ce chapitre, E désigne 1’espace R”
ou, plus généralement, un espace vectoriel
topologique séparé localement convexe
sur R; dans ce dernier cas, le dual
topologique E* de E sera muni de la
topologie faible t(E) donnée par E et E
sera muni de la topologie faible T(E*)
donnée par E*.

I ne faudrait pas croire que 'on peut,

comme dans le cas des fonctions convexes
de R dans R, conclure a la continuité des
fonctions convexes de E dans ﬁ; on
dispose, en fait, du résultat suivant :
Soit f une fonction convexe prenant une
valeur finie en un point x de E ; §’1l existe
un voisinage de x sur lequel f est majorée
par une constante finie, elle est continue au
point x.

Ce résultat permet, dans le cas particu-

lier o E = R”, d’établir que :
Toute fonction convexe propre sur R” est
continue sur l'intérieur de son domaine
effectif ; en particulier, si f est a valeurs
dans R, alors dom (f)=R" et f est
continue sur R”.

Rappelons qu’une fonction f'de E dans
R est dite semi-continue inférieurement si,
pour tout réel ¢, 'ensemble des éléments x
de E tels que f(x) < a est fermé; il est
équivalent de dire que I’épigraphe de fest
fermé, ou encore que f est enveloppe
supérieure d’une famille de fonctions
continues, ¢’est-a-dire que :

f=supfe,
a€a

ou ', est continue pour tout a € a.

CONVEXITE

L’importance des hyperplans d’appui
dans I’étude des ensembles convexes nous
ameéne a introduire pour une fonction
convexe / de E dans R la famille A, des
fonctions affines continues qui minorent f.
Si on note I'(E) 'ensemble des fonctions #
de E dans R qui sont enveloppe supérieure
d’une famille de fonctions affines conti-
nues, le théoréme de séparation (cf. chap. 4
de la partie A ci-dessus - Ensembles
convexes) permet de montrer que :
L’ensemble / est élément de T'(E) si et
seulement si & est une fonction convexe
propre semi-continue inférieurement ou
vaut identiquement — oo,

Pour une fonction f de E dans R, la plus
grande fonction g de I'(E) qui minore fest
aussi I’enveloppe supérieure des fonctions
affines continues qui minorent f'; dans le
cas ol f'est une fonction convexe et ol A,
est non vide, g est aussi la plus grande
fonction semi-continue inférieurement qui
minore f; si bien que, lorsque f'est de plus
semi-continue inférieurement, f = g.

Fonction conjuguée

d’une fonction convexe

L’inégalité de Young du chapitre 2 s’écrit
xy—g(y) € f(x), ce que l'on peut inter-
préter en disant que la fonction affine
l(x) = xy — g(y) est une minorante de /; la
fonction g(y) est choisie de telle sorte que
l(x) soit la plus grande minorante affine de
f de coefficient directeur y.

Si, maintenant, f est une fonction
convexe de E dans R, de la méme fagon,
pour tout x*< E*, introduisons la fonction
affine /(x) = x*(x) —a et cherchons a
déterminer si possible o, de maniére a
obtenir la plus grande minorante affine de
[ de forme linéaire associée x* ; cela nous
conduit a introduire :

1o rrev= sup (6 *(x) —f(x))-
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CONVEXITE

Si f*x*) € R, alors la fonction
I(x) = x*(x) — f¥(x*) est effectivement la
plus grande minorante affine continue de
forme linéaire associée x*.

La formule (10) généralise la transfor-
mation de Legendre (7) du chapitre 2 et
permet de définir sur E* une fonction f*
convexe qui est dans la classe T'(E*); la
fonction f* est, par définition, la fonction
conjuguée de f.

Remarquons que si la fonction f(x) est
finie, de la formule (10) on tire P'inégalité
de Young :

an

qui généralise I'inégalité (6) du chapitre 2.
Recommencons maintenant le procédé
en posant, pour tout x € E,

F&)+7*x%) 2 x*x)

SH¥x) = sup (x¥x) —f*x*);
x*CE*

f** est alors le plus grand élément de T'(E)
qui minore f; donc, si fE€T(E), alors
f=rm.

Sous-différentiel
Soit [ une fonction convexe de E dans
R. Supposons qu’il existe un élément / de
A/ (c’est-a-dire une minorante affine conti-
nue de /) tel que /(xy) = f'(xy) ; ondit alors
que f est sous-différentiable en x; ; I'appli-
cation linéaire continue Y* associée a
P’application affine / est un sous-gradient de
fen x;; ensemble des sous-gradients de f
en x, est appelé le sous-différentiel en x, de
S et est noté 9fix,).

Remarquons que, dans ces conditions,
on a:

o] < +00;1z) =x*c—x0) + fx0);

I'hyperplan H graphe dans E X R de 1 est
un hyperplan d’appui du convexe épi( f)
(fig. 6). Comme on a vu, par ailleurs, que
la plus grande minorante affine continue
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fig. 6

v

de f ayant x* pour application linéaire
associée est donnée par x*(z) — f*(x*), on
en conclut que f*(x*) = x*(xy) —f(xg) ;
en fait, cette égalité est une conditon
nécessaire et suffisante pour que
xX* € 0f (xy).

Si fest dans T'(E) (cas ou f = f*%), les
propositions suivantes sont équivalentes :

M x* €Y x),
@ x € Hx*),
® F@) + %) = x*x),

G F&)Y+ ) —x*x) <0

Le sous-différentiel en x, d’une fonction
convexe f est un sous-ensemble convexe
fermé de E*.

Le résultat suivant donne une condition
intéressante de sous-différentiabilité d'une
fonction convexe :

Si fest finie et continue en un point x;, f est
sous-différentiable en tout point intérieur
de dom( /') et en particulier en x,.

Dans le cas ou fest Gateaux-différentiable
en x,, Cest-a-dire §’il existe un élément
f(xp) de E* tel que, pour tout y de E, on ait :

im £ o + M) —f(x0)

A—0 A
A>0

=f'xo ),



la fonction fest sous-différentiable en x; et
f(x,) est 'unique sous-gradient de f'en X,
Réciproquement si, en x;, f est continue,
sous-différentiable et ne possede qu’un seul
sous-gradient x*, alors f est Gateaux-
différentiable en x, et f'(xy) = x*.
Le sous-différentiel permet de remplacer la
différentielle et d’exprimer notamment des
conditions d’optimalité dans des proble-
mes de controle.

Donnons 'exemple de la fonction F,
définie sur L3(Q), ot Q est un ouvert de R”
suffisamment régulier, par :

+ o, si u & WI(Q)

=3

i=1

2
dx, si u € Wi(Q)

Ju(x)
dx;

whH(Q) représente ici le sous-espace de
I’espace de Sobolev W!2(Q)) constitué des
u dont la restriction au bord de a est nulle.
F est alors une fonction convexe semi-
continue inférieurement, sous-
différentiable en chaque point de
WHHQ) N W2XQ) ; pour chaque point u
de ce sous-espace, le sous-différentiel 6F(u)
est constitué du seul élément :

o
L g— s
u*=—2 E@x,?

i=1

c’est-a-dire que, pour vE L¥Q), on a :

Z 2
w*) =—2f0 E %vdx-
i=1 !

Notons encore que, si f est une fonction
convexe propre de I'(E) pour tous les
Xy, X, X X% vérifiant xFEdf(x) et
x¥€ 0f (x,), on a :

GF —x3) 1 —xp) > 0.

On dit que le sous-différentiel est un
opérateur monotone ; il est méme maximal
monotone en ce sens que, pour tout

CORPS

couple(x, x*) tel que x* € 9f (x), il existe
un couple (3, 3*) tel que :

y*—x¥Hy—x) <O

La théorie des opérateurs maximaux
monotones, qui généralise I’analyse
convexe, est trés utile pour I’étude des
équations d’évolution non linéaires de type
parabolique ou hyperbolique.

ROBERT ROLLAND
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CORPS

L a structure de corps n’est en fait qu'un
cas particulier de la structure plus
générale d’anneau (cf. ANNEAUX ET ALGE-
BRES) ; en plus des axiomes généraux, on
stipule que le groupe multiplicatif des
¢léments inversibles est le complémentaire
de 0. Les corps sont donc les domaines
dans lesquels les opérations habituelles du
calcul sont valables, y compris la division
par un élément non nul. La terminologie
habituelle sous-entend la commutativité de
la multiplication, mais il s’introduit de
maniére naturelle des corps ot la multi-
plication n’est pas commutative (cf. Qua-
ternions, in ANNEAUX ET ALGEBRES, chap. 2
et infra, chap. 3). Du point de vue arith-
métique, I'étude d’un corps commutatif se
caractérise par P'absence d’idéaux non
triviaux.
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CORPS

On se limitera ici a la théorie propre-
ment algébrique des corps, mais on ren-
contre aussi des corps munis de structures
additionnelles compatibles avec la struc-
ture de corps : les corps ordonnés, les corps
topologiques et les corps valués (cf. algébre
TOPOLOGIQUE ; théorie des NOMBRES —
Nombres p-adiques).

Un sous-ensemble K d’un corps L qui
est un corps pour I'addition et la multipli-
cation induites est appelé un sous-corps de
L. Pour ne prendre que des exemples bien
connus, les nombres rationnels forment un
sous-corps Q du corps R des nombres
réels, qui est lui-méme un sous-corps du
corps C des nombres complexes.

Si K apparait comme sous-corps d’un
corps L, on dit aussi que L est une
extension de K. On peut alors considérer
L comme un espace vectoriel a gauche sur
K, lopération externe n’étant autre que la
multiplication a gauche des éléments de L
par les élements de K. Si cet espace
vectoriel L est de dimension finie 7 sur K,
on dit que L est une extension finie de K ;
le nombre n s’appelle le degré de L sur K,
etonle note [L : K]. Si M est une extension
finie de L, c’est une extension finie de K et
ona:

[M:K]=[M:L]L:K].

Un homomorphisme f dun corps K
dans un corps L est un homomorphisme
d’anneau, c’est-a-dire qui respecte les deux
lois additive et multiplicative, avec la
condition importante f(1) = 1. Un tel
homomorphisme est nécessairement injec-
tif car tout x 5= 0 a un inverse x!, d’ou
S =flxy=f(f ) "'=1, dou
f(x) % 0; ainsi f identifie K & un sous-
corps K" = f(K) de L et réalise ainsi L
comme une extension de K. Si cette
injection est une bijection, f est un isomor-
phisme. Les isomorphismes d'un corps K
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sur lui-méme, ou automorphismes du corps
K, jouent un réle particulierement impor-
tant dans I’étude de la structure du corps
(cf. Théorie de Galois).

%

1. Exemples

Suffisamment « rigides » pour étre maniés
et étudiés précisément, les corps consti-
tuent a la fois un modéle et un outil qui
interviennent dans de nombreux domaines
des mathématiques et dans des questions,
méme relativement élémentaires, de géo-
métrie algébrique, analytique ou projective
ou de théorie des nombres. Voici quelques
exemples.

Caractéristique d’un corps

et corps finis

L’intersection d'une famille de sous-corps
d’un corps K est encore un corps. Consi-
dérant en particulier la famille de fous les
sous-corps de K, on obtient le plus petit
sous-corps de K, appelé sous-corps premier
K, de K. Notant n.l1 la somme de n
exemplaires de 1, pour tout entier naturel
n, on définit la caractéristique (cf. ANNEAUX
ET ALGEBRES, chap. 3).

Sin.l 3= 0 pour n %= 0, on dit que K est
de caractéristique nulle. Les 1.1 et — (n.1)
pour n € N forment donc un sous-anneau
de K isomorphe a ’anneau Z des entiers
relatifs et le corps K, est isomorphe au
corps Q des nombres rationnels. Le
corps K est donc une extension du corps
des nombres rationnels.

Dans le cas contraire, la caractéristique
de K est le plus petit entier strictement
positif tel que p.1 = 0. C’est un nombre
premier et le corps K, est alors isomorphe
au corps fini F, = Z/pZ. des entiers relatifs



modulo p (cf. ANNEAUX ET ALGEBRES,
chap. 3). Ainsi, tout corps de caractéristi-
que p est une extension du corps F, et deux
corps de caractéristiques différentes ne
peuvent étre extension {’un de 'autre.

Soit K un corps fini. Un théoréme di a
J.H. M. Wedderburn affirme qu’un tel
corps est nécessairement commutatif. La
caractéristique de K est nécessairement un
nombre premier p et K est une extension
finie du corps premier F,. Sin = [K : F,],
alors K est isomorphe a (F,)" comme
espace vectoriel sur F, et il a donc p"
¢léments. On verra ci-dessous que pour
tout entier de la forme p”, avec n premier,
il existe un corps (unique a un isomor-
phisme pres) possédant p” éléments ; on le
note F .

Corps de nombres

Le corps C des nombres complexes est un
exemple bien classique de corps. Les
sous-corps de C forment une vaste famille
a laquelle appartiennent le corps Q des
nombres rationnels (qui est le plus petit) et
le corps R des nombres réels. Les corps de
nombres algébriques présentent un intérét
tout particulier. Dedekind en donne la
description suivante : Soit x un nombre
complexe algébrique, c’est-a-dire une
racine d’une équation P(X) = 0, ou P(X)
est un polynome a coeflicients entiers, de
degré n irréductible sur le corps Q ; alors
I’ensemble Q(x) des nombres complexes
de la forme :

ag+ a1 x + .. +a,_ x4

ou les a; sont des nombres rationnels
quelconques, est un corps. De la définition,
il résulte que Q(x) est un espace vectoriel
sur Q de dimension finie n. Inversement,
on peut montrer que toute extension finie
de Q est isomorphe a une extension de la
forme précitée Q(x). Si bien que P'on peut
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définir abstraitement les corps de nombres
algébriques comme des extensions finies de
Q. Ainsi, si, dans l'anneau Q[X] des
polynémes a coeflicients rationnels, on
identifie deux polynémes R(X) et R'(X)
dont la différence est un multiple d’un
polynéme P(X), a coefficients entiers, de
degré n, irréductible sur Q, on obtient, sur
I'ensemble quotient Q[X]/P(X) muni de
I’addition et de la multiplication induites
par celles des polyndmes, une structure de
corps qui en fait une extension finie de
degré n de Q. En choisissant une racine x
de I’équation P(X) = 0 dans le corps des
nombres complexes, on peut expliciter un
isomorphisme de Q[X]/(P(X)) sur Q(x)
défini précédemment : & un polynéme
R(X) on associe sa valeur R(x) en x et,
comme deux polyndmes congrus modulo
P(X) ont méme valeur en x, cela définit un
homomorphisme :

T: QIXJ/PX)) — Qx),
qui est I'isomorphisme annoncé. La der-
niere définition des corps de nombres
algébriques, qui est, au langage prés, celle
de Kronecker, est ainsi reliée a celle de
Dedekind.

Corps de restes

Le procédé de Kronecker pour définir les
corps de nombres algébriques peut étre
présenté dans un contexte plus général. Un
idéal m d’un anneau commutatif unitaire A
est appelé idéal maximal 8’1l n’est contenu
strictement dans aucun autre idéal que A
lui-méme. L’anneau quotient A/m ne pos-
sede alors aucun idéal autre que 0 et A/m,
car de tels idéaux sont en correspondance
biunivoque avec les idéaux de A qui
contiennent m. Tout élément non nul x de
A/m engendre donc A/m tout entier ; il en
résulte qu’il existe un élément x~! de A/m
tel que xx ! =1 et que l’anneau unitaire
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A/m est en fait un corps, le corps des restes
de A modulo m.

Nous avons dé¢ja appliqué ce résultat au
plus simple de tous les anneaux unitaires :
I'anneau Z des entiers relatifs. Les idéaux
maximaux de Z sont les idéaux pZ engen-
drés par un nombre premier p et le corps
des restes F, = Z/pZ possede p €léments.
Nous avons ici un premier exemple de
corps & un nombre fini d’éléments, ou
corps finis. Nous reviendrons sur ces corps
(parfois appelés champs de Galois dans la
vieille littérature), dont I'importance est
essentielle en théorie des nombres.

Dans I'anneau K[X] des polyndémes &
une variable sur un corps commutatif K,
un idéal est maximal si, et seulement si, il
est engendré par un polynéme irréductible
non constant P(X). Les classes de polynd-
mes modulo P(X) forment donc un corps
K[X]/(P(X)). C’est ainsi que le corps des
nombres complexes peut étre défini, avec
Cauchy, comme le corps de restes
R[X)/(X? + 1). SiK = Q, on retrouve les
corps de nombres algébriques de Kronec-
ker.

Corps de fractions

Tout corps possede la propriété que le
produit de deux éléments non nuls est
lui-méme non nul ; il en est de méme de
tout sous-anneau (c’est-a-dire de tout sous-
ensemble du corps qui, pour I'addition et
la multiplication induites, est un anneau).
Un anneau possédant une telle propriété
est appelé un anneau intégre. La construc-
tion des nombres rationnels a partir des
entiers relatifs suggere un moyen de consi-
dérer tout anneau commutatif intégre A
comme un sous-anneau d'un corps K. On
considére d’abord, sur A X (A — {0}), les
lois de composition :

@.b) + %1',1;2 = (@b’ + ba’,bb"),
(@,b)a'b’) = (aa’,bb"),
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puis on vérifie que la relation d’équiva-
lence R, définie sur A X (A-{0}) par
(a.B)yR(a’,b"), lorsque ab’ = bd’, est com-
patible avec ces lois de composition et que
le quotient K est un corps : I'unité est la
classe de (a,a), et 'inverse de la classe de
(a,b) existe dés que a n’est pas nul et n’est
autre que la classe de (b,a).

Il est d’usage de noter a/b la classe d’un
couple (a,h). L’anneau A s’identifie alors
au sous-anneau de K formé des classes du
type a/l. Il est a remarquer que cette
construction est « universelle » : chaque
fois que A sera obtenu comme sous-anneau
d’un corps K, le corps K’ pourra étre
considéré comme extension du corps K.
On dit que K est le corps des fractions de A.

Nous allons appliquer ce qui préceéde a
deux importants cas particuliers. Si K est
un corps commutatif, lanneau K[X] des
polyndmes :

P(X) = ag + @ X + ... +a,X",

a coefficients dans K est integre. Il est alors
possible de former le corps des fractions de
K[X], noté K(X), et dont les éléments
P(X)/Q(X), ou P(X) et Q(X) sont deux
polynoémes, sont appelés fractions ration-
nelles sur K. 1l est facile de généraliser cela
au cas de plusieurs variables : on obtient
alors le corps K(Xj, X,, ..., X,,) des frac-
tions rationnelles a » variables indétermi-
nées comme corps des fractions de
I'anneau intéegre K[X,, X, ..., X,] des
polyndmes a n variables.

De méme, ’anneau des séries formelles
entiéres :

SX)=ag+a, X+ .. +a,X" + ..,

a coeflicients dans K (cf. ANNEAUX ET
ALGEBRES), que 1'on note habituellement
K[[X]], est intégre. Il est donc de nouveau
possible de former le corps K((X)) des
fractions de K[[X]]. Si I'on remarque que



les séries formelles entieres dont le terme
constant a, n’est pas nul sont inversibles
dans K[[X]]. on voit que toute série for-
melle entiére non nulle peut se mettre,
d’une fagon unique, sous la forme X" S(X),
ou S(X) est une série formelle entiére
inversible. Pour construire le corps K((X)),
il suffit donc de savoir effectuer la division
par les monomes X”. Il en résulte immé-
diatement que le corps K((X)) peut étre
décrit comme ’ensemble des séries formel-
les :

S(X) = Za,,X"

Ry —%

(ou la notation n » — oo signifie que, pour
n inférieur a un certain entier relatif n(S),
on a a, = 0) muni des lois d’addition et de
multiplication qui prolongent celles des
séries formelles entiéres :

(Za xn) + (ZbX) =@ +b)x,

my»-—ox n»—w

(Zamx'n> X (Zb,,x") - ZC,X’,

my» —e ny—x

olc, = anb,.

m+n=r

Corps de fonctions algébriques
La géométrie algébrique fournit de nom-
breux exemples de corps. Nous nous limi-
terons ici a des indications élémentaires.
Une sous-variété algébrique affine de
I'espace  vectoriel C" des suites
{x1, X5, ..., X,,) de # nombres complexes est
définie comme I'ensemble V des points
(ay, a,, ..., a,) de C" qui vérifient un certain
nombre d’équations :

Pi@,a,..,a,)=0,
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ou les P(X, X,, ..., X,,) sont des polynd-
mes a coefficients complexes. Un poly-
noéme S(X.X,,....X,) a coefficients com-
plexes définit une fonction a valeurs
complexes sur C” et, par restriction, sur V.
On considérera comme équivalents deux
polynomes qui prennent la méme valeur
aux points de V. L’ensemble des classes
d’équivalence, noté C[V], est muni d’une
addition et d’une multiplication, déduites
de celles des polyndmes, qui en font un
anneau, et ses éléments peuvent étre consi-
dérés comme des fonctions sur V a valeurs
complexes.

Si V n’est pas la réunion de deux
sous-variétés V' et V" distinctes d’elle-
méme, on dit qu’elle est irréductible. Dans
ce cas, I'anneau C[V] est intégre, et le corps
des fractions, qui est noté C(V), peut étre
vu comme un corps de fonctions sur V, a
valeurs dans la droite projective complexe
(ensemble obtenu par I'adjonction a C
d’un point « a I'infini »). Les éléments de
C(V) sont appelés des fonctions algébriques
sur V.

2. Théorie élémentaire
des corps commutatifs

Adjonction, extensions simples

Soit L un corps et K un sous-corps de L.
Pour tout sous-ensemble S de L, I'inter-
section des sous-corps de L qui contien-
nent K et S est un sous-corps de L, que 'on
appelle le sous-corps obtenu par adjonction
de S a K, et que 'on note K(S). Si
K(S) =L, on dit que S est un systéme de
générateurs de L sur K. Un cas particulier
important est celui ou S est réduit & un seul
élément x : 'extension obtenue est notée
K(x), et on dit que c’est une extension
simple de K. En effet, toute extension L
d’un corps K peut étre obtenue par adjonc-
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tions « répétées » d’un €lément (lorsque L
possede un systeme S fini ou dénombrable
de générateurs, I'expression « répétées » a
le sens classique ; pour la définir dans le cas
général, il faut faire une récurrence trans-
finie apres avoir muni S d’un bon ordre, ce
qu’autorise 'axiome de Zermelo).

Soit L une extension simple d’un corps
K, et soit x un générateur, c’est-a-dire que
L = K(x). On peut faire un raisonnement
tout a fait paralléle a celui qui a été fait &
propos de la caractéristique. En effet, deux
cas se présentent :
~ Les mondmes x” sont linéairement indé-
pendants sur K, c’est-a-dire qu’une rela-
tion telle que :

ay+ax +ax*+ .. +a,x" =0,

avec les ¢; dans K, n’est possible que si
ag=a =a,=..=a,=0. Le corps
K(x) est alors isomorphe au corps K(X)
des fractions rationnelles sur K. On dit que
x est transcendant et que K(x) est une
extension transcendante simple de K. Evi-
demment, tout élément y de K(x) qui
n’appartient pas a K est transcendant sur
K et on a K(y) = K(x). Les exemples
classiques de nombres transcendants sur Q
sont ceux de e = 2,718 28..., base des
logarithmes népériens, et m = 3,141 59...,
rapport de la circonférence d’un arc a son
diameétre (cf. nombres TRANSCENDANTS).
- Il existe un polynéme non constant, que
Pon peut supposer irréductible, P(X), a
coeflicients dans K tel que P(x) = 0. Le
corps K(x) est alors isomorphe au corps de
restes K[X]/(P(X)). On dit que x est
algébrigue sur K et que K(x) est une
extension algébrique simple de K. Si le
polyndme P(X), que I'on appelle polynéme
minimal de x, est de degré n, alors (1, x,
X2, ..., x"1) est une base de K(x) sur K et
on a donc [K(x) : K] = n.
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Extensions algébriques,

bases de transcendance

On peut généraliser ce qui vient d’étre dit
au précédent paragraphe. Un élément x
d’une extension L d’un corps K est algé-
brique sl vérifie une équation algébrique
a coeflicients dans K :

xt4a, x4+ . ..4a,x+a,=0

ou, en d’autres termes, si 'extension sim-
ple K(x) de K est algébrique. Si tous les
¢léments de L sont algébriques sur K, on
dit que L est une extension algébrique de K.
Ainsi en est-ll d’'une extension algébrique
simple. On peut montrer facilement que
toute extension algébrique engendrée par
un nombre fini d’éléments est finie. La
réciproque étant claire, il n’y a pas lieu de
distinguer les extensions finies de celles que
P’on appelle parfois extensions algébriques

finies.

Revenons maintenant au cas général
d’une extension quelconque L d’un corps
K. Un sous-ensemble S de L est algébrigue-
ment indépendant sur K, par définition, si,
pour tout sous-ensemble fini (s, $5, ..., 5,,)
de S, il n’existe aucun polynome a coefhi-
cients dans K non nul P(X,, X, ..., X,), tel
que P (s 5, .. 0. Le corps
K (s}, $3, ..., §,) engendré sur K par les s; est
alors isomorphe au corps des fractions
rationnelles a # variables sur K,
KX, X5, .... X,)). Une base de transcen-
dance de L sur K est un sous-ensemble T de
L, algébriquement indépendant sur K, et tel
que L soit une extension algébrique de
K(T). On démontre qu’il existe toujours de
telles bases de transcendance et que deux
bases quelconques ont le méme nombre
d’éléments ; on appelle ce nombre le degré
de transcendance de L sur K. Une extension
est algébrique si, et seulement si, son degré
de transcendance est nul.

&l Sn -



Nous avons parlé plus haut du corps
C(V) des fonctions algébriques rationnel-
les sur une sous-variété algébrique V de C".
Le degre de transcendance de C(V) sur C
est égal a la dimension de V considérée
comme variété analytique complexe
(dimension elle-méme égale a la moitié de
la dimension de V considérée comme
variété différentiable, mais cela est une
autre histoire !). En particulier, si V est une
courbe, le degré de transcendance est 1.
On appelle parfois une extension de degré
de transcendance 1 de C, et plus généra-
lement d’un corps K, un corps de fonctions
sur K.

Corps algébriquement clos,

cléture algébrique, corps de rupture

Une équation algébrique a coefficients
dans un corps K n’admet pas nécessaire-
ment de racine dans K. Ainsi, I’équation a
coefficients réels X2 4+ 1 = 0 n’a pas de
racine réelle. De méme, dans Z/2Z, le
polynéme X% + X + 1 prend la valeur 1
sur les deux éléments 0 et 1 et n’a donc
aucun zéro. Si un corps K est tel que tout
polyndme a coeflicients dans K admette
une racine dans K, on dit qu’il est algé-
briquement clos. Un tel corps ne saurait
avoir d’extension algébrique propre;
inversement, un corps qui n’admet pas
d’extension algébrique propre est algébri-
quement clos. Dans un corps algébrique-
ment clos, un polyndéme non constant se
décompose en un produit de facteurs
(irréductibles) du premier degré. Un théo-
reme, démontré par Gauss (cf. nombres
COMPLEXES), montre que le corps C des
nombres complexes est algébriquement
clos. Le mathématicien allemand Steinitz,
qui a exposé vers 1910 une nouvelle théorie
des corps commutatifs, a démontré que
tout corps K admettait au moins une
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extension K qui soit algébrique sur K et
algébriquement close. On appelle une telle
extension une cloture algébrigue de K. Si
Kl et f(_z sont deux clotures algébriques de
K, il existe un isomorphisme de K, sur
Ez qui laisse fixe chaque élément du
sous-corps K, si bien que, dans la pratique,
on ne les distingue pas. Le corps C est
algébrique sur R et est donc une cloture
algébrique de R ; mais ce n’est pas une
cloture algébrique de Q, car des éléments
tels que 7 et e sont transcendants sur Q. Le
SOUS-Corps 6 de C, formé par I’ensemble
des nombres complexes algébriques sur Q,
est algébriquement clos, et, comme, par
définition, il est algébrique sur Q, il en est
une cloture algébrique.
Pour le corps fini F,, on a :

F, = UF,,
ol : F,. = {x€F,|x/"—x =0}

(cf. Théorie de Galois).

On connait aussi la structure de la
cloture algébrique du corps K((X)) des
séries formelles a coefficients dans un
corps K algébriquement clos de caracté-
ristique nulle. Elle s’obtient par une
méthode analogue a Fp. On a:

K(X)) = Y KX,

ou K((X'/m)) est '’extension de degré n de
K((X)) obtenue en adjoignant les racines
de I’équation algébrique T" — X = 0. Ces
corps sont appelés corps de Puiseux.
Etant donné un corps K, K une cloture
algébrique de K, les racines dans K d’un
polynéome P(X) a coefficients dans K
engendrent sur K un corps Kp. Tout corps
dans lequel P(X) se décompose en facteurs
du premier degré peut étre considéré
comme une extension de Kp : on dit que
Ky est un corps de rupture pour le poly-
néme P(X). Comme le corps Kp est
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engendré par un nombre fini d’éléments
algébriques sur K, c’est une extension finie
de K.

extensions

Automorphismes, normales,

groupes de Galois

Un K-automorphisme dune extension L
d’un corps K est un automorphisme ¢ du
corps L tel que, pour tout x dans K, on ait
x% = x (nous utilisons la notation expo-
nentielle, et le composé ot de deux auto-
morphismes ¢ et T est défini par
Vo= (¥")7). Ainsi, tout automorphisme
d’un corps K est un K,-automorphisme,
K, étant le sous-corps premier de K. On
notera  G(L/K) le groupe des
K-automorphismes d’une extension L d’un
corps K. Pour tout sous-groupe H de
G(L/K), on peut considérer I'’ensemble LY
des éléments de L laissés fixes par tout
automorphisme appartenant a H. Il est
immeédiat que LY est un corps qui contient
K. Onlappelle le corps des invariants de H.
Voici deux exemples de cette situation :
- La conjugaison complexe ¢ qui, & tout
nombre x = a + ib de C, associe le nom-
bre X = a — ib, est un automorphisme du
corps C. Le groupe H d’automorphismes
de C formé par o et I'identité admet R
pour corps des invariants.

— Dans un corps K de caractéristique p
non nulle, I'application ¢ de K dans K qui,
a tout élément x, associe sa puissance
p-ieme ¥” est un endomorphisme du corps,
que l'on appelle endomorphisme de Fro-
benius. Le seul point non trivial a vérifier
est que :

(x—y)r =xr—yr;

mais cela résulte du fait que dans la
formule du bindme, les coefficients non
extrémes sont divisibles par p puisque p est
premier. Lorsque cet endomorphisme est
un automorphisme, ce qui est le cas pour
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les corps finis, on dit que le corps K est
parfait. On peut alors chercher quels sont
les invariants dans K pour le groupe
d’automorphismes H engendré par ¢ : ce
sont les racines de 1équation

X7 —X =0; il y en a donc au plus p, et
KH n’est autre que le sous-corps premier
Ky, qui est isomorphe au corps a p
éléments Z/pZ.

Il est clair que les K-automorphismes
d’un corps L respectent le caractere de
transcendance ou d’algébricité sur K des
éléments de L. Le dernier point peut étre
précisé : si x est racine d'une équation
algébrique :

a,x"+a, x* '+ . ..+ax+a;=0

irréductible sur K, on a, en posant y = x°,
o€ G(L/K) :

A y" +au " 4+ b ay +ag
=@x"+a,_x" "4+ +ax+ay)’ =0=0,

si bien que x et son transformé x° ont
méme polynéme minimal (deux éléments
algébriques de L qui sont dans ce cas sont
dits conjugués sur K).

Une extension algébrique normale L
d’'un corps K est, par définition, une
extension algébrique dans laquelle le poly-
néme minimal de tout élément x se décom-
pose en facteurs du premier degré (en
d’autres termes, L contient tous les conju-
gués de x dans une cloture algébrique L de
L). It est évident qu'un corps de rupture
sur un corps K d’un polynéme P(X) a
coefficients dans K est une extension
algébrique normale de K. Le groupe
G(L/K) d’une extension algébrique nor-
male L d’un corps K, que ’on appelle alors
le groupe de Galois de I'extension, opére
transitivement dans toute classe d’élé-
ments conjugués, c’est-a-dire que, si x et y
sont deux éléments conjugués, il existe
o € G(L/K) tel que y = x°. Lorsque L est



le corps de rupture sur K d’un polynéme
P(X) a coefficients dans K, le groupe
G(L/K) est parfois nommé groupe de
l'équation P(X) = 0.

A titre d’exemple, remarquons que le
corps Q(V2) n’est pas une extension
normale de Q : en effet, a = V7 a deux
conjugés oy et aj’, ouj et j* sont les racines
cubiques non réelles de 'unité. Le corps
Q(a, j) obtenu par adjonction de j a Q(a)
est un corps de rupture de P(X) = X? — 2,
le polyndme minimal de a, et c’est aussi
la plus petite extension de Q(w) normale

sur Q.

Théorie de Galois

Jusqu’a Abel et Galois, le probléme cen-
tral posé par les équations algébriques
était celui de leur solution par radicaux,
c’est-a-dire l'expression des racines au
moyen d’opérations rationnelles et
d’extractions de racines (cf. EQUATIONS
ALGEBRIQUES). Les Grecs connaissaient
déja des cas particuliers de la formule
x = (— b+ Vb — 4ac)/(2a) pour la solu-
tion de Iéquation du second degré
ax®> 4+ bx 4+ ¢ = 0, et de semblables for-
mules avaient €té trouvées pour les équa-
tions du troisieme et quatrieme degré par
J. Cardano, N. Tartaglia et L. Ferrari. Les
échecs répétés pour parvenir a une solu-
tion dans le cas de I’équation du cinquiéme
degré amenérent Lagrange (1770) a exa-
miner avec plus de profondeur ce qui
permettait d’arriver au but jusqu’au degré
4. C’est ainsi qu’il fut conduit a mettre en
évidence certaines fonctions rationnelles
des racines qui restaient invariantes par
certaines substitutions effectuées sur celles-
ci : les résolvantes qui portent son nom.
Mais ce ne sera qu’avec Abel, et surtout
Galois (1832), que l'on considérera les
fonctions rationnelles des racines d’une
équation polynomiale P(X) =0 et les
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opérations d’addition et de multiplication
sur celles-ci. De plus, Galois sut dégager un
sous-groupe significatif du groupe de tou-
tes les permutations des racines de ’équa-
tion, le groupe de I’équation, et lire sur ce
groupe, entre autres choses, la possibilité
ou I'impossibilité de résoudre 1’équation
par radicaux. Son résultat avait pour
corollaire le théoréme pressenti par Ruffini
puis démontré par Abel : ’équation géné-
rale du cinquiéme degré n’est pas résoluble
par radicaux. C’est Dedekind, qui a,
comme nous I'avons déja dit, introduit le
terme de corps (pour les corps de nombres
algébriques), et c’est lui encore qui a
présenté le groupe d’une équation comme
un groupe d’automorphismes de corps.

Exposés en un langage moderne, les
résultats de Galois concernent une exten-
sion finie, normale et séparable (une exten-
ston algébrique est dite séparable si le
polynéme minimal d’un élément quelcon-
que n’a pas de racines multiples : toutes les
extensions algébriques d'un corps de
caractéristique 0 ou d’un corps parfait sont
séparables). Dans la suite, nous dirons
qu’une telle extension est galoisienne.

Le premier théoreme précise la défini-
tion des extensions galoisiennes; une
extension finie L. d’un corps K, de degré n,
est galoisienne si, et seulement si, le corps
LS des invariants du groupe de Galois
G= G(L/K) est réduit a K ; dans ce cas,
le groupe de Galois G est d’ordre n.

Le deuxieéme théoreme a trait a ce qu’on
appelle la correspondance de Galois. Une
extension galoisienne L d’un corps K étant
donnée, T'application de P'ensemble des
sous-groupes du groupe de Galois G(L/K)
dans 1'ensemble des sous-corps de L qui
contiennent K, qui, & un sous-groupe H de
G(L/K), associe le corps des invariants LH,
est bijective. L’application inverse peut
étre décrite ainsi : si M est un sous-corps
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de L qui contient K, ’extension L du corps
M est encore normale et séparable, donc
galoisienne ; son groupe de Galois
G(L/M) est un sous-groupe du groupe
G(L/K), et application M — G(L/M) est
inverse de I'application H— LY. De plus,
un sous-corps M de L qui contient K est
une extension galoisienne de K si, et
seulement si, le groupe de Galois G(L/M)
est un sous-groupe normal de G(L/K) et,
dans ce cas, le groupe de Galois G(M/K)
s’identifie au groupe quotient G(L/K)/
G(L/M).

Il est maintenant possible de donner un
sens précis a la «résolubilité par radi-
caux». Une  équation  algébrique
P(X) = 0 a coefficients dans un corps K
de caractéristique 0 est résoluble par
radicaux, par définition, si le corps de
rupture K, de P(X) sur K peut étre
«plongé » comme sous-corps dans un
corps L tel qu’il existe une suite de
sous-corps de L, Ly=K, L, ..., L,_,,
L,=L, avec L, =L/(x), Xx; étant
racine d’une équation x"—q; = 0 avec
a& L, En traduisant cette définition au
moyen du dictionnaire que fournit la
correspondance de Galois, on obtient
assez facilement le critére : la résolubilité
par radicaux de I'équation P(X) = 0 équi-
vaut a la résolubilité du groupe de I’équa-
tion G = G(K,/K). Rappelons qu’un
groupe G est un groupe résoluble s’il
posséde une suite de composition :

{1} =Gy CGCG,C..CG,_,CG, =G,

telle que les quotients G;/G,_; soient des
groupes commutatifs.

L’équation générale du n-iéme degré :
Xt XV 4+ X+1,=0, a
coefficients algébriquement indépendants
dans le corps Q(f.1,....4,_1), a pour
groupe le groupe symétrique S, des per-
mutations de » éléments. Comme on sait
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que ce groupe n’est pas résoluble lorsque
n > 5, il est inutile d’espérer une formule
de résolution par radicaux des équations
de degré supérieur ou égal a 5. La théorie
de Galois a permis de ramener le théoréme
de Ruffini-Abel a un théoréme de théorie
des groupes.

Signalons pour terminer qu’une exten-
sion L d’un corps K est dite ¢ycligue (resp.
abélienne, résoluble) si elle est galoisienne
et si son groupe de Galois est cyclique
(resp. commutatif, résoluble). L’étude
des extensions abéliennes des corps
de nombres algébriques constitue 1'objet
de la théorie du corps de classes, dont
I'initiateur fut D. Hilbert (1900) et dont les
principaux résultats furent démontrés par
T. Takagi et E. Artin, 1920-1930 (cf.
théorie des NOMBRES — Nombres algébri-
ques).

Exemple de détermination
d’un groupe de Galois
Nous avons déja considéré le corps de
rupture L de P(X) = X* — 2 sur le corps
Q des nombres rationnels. Comme d’habi-
tude, L sera vu comme un sous-corps de C.
Soit o la racine réelle de P(X) = 0. Les
conjugués de a sont ¢ et oy, ou

j=—1 +iV3 etﬂ:j:—-—l——i\ﬁ

2 2

sont les racines cubiques non réelles de
l'unité. Nous avons donc L = Q(a. ).
Comme [L : Q] = 6, I'ordre du groupe de
Galois G(L/Q) est 6. Il reste donc, pour
déterminer complétement ce groupe, a
trouver six automorphismes distincts de L.
Un automorphisme de L est connu dés que
Pon connailt son action sur o et j. La
conjugaison complexe ¢ échange j et j el
laisse fixe o ; 'automorphisme 7 échange
jetjd’une part et a et of de 'autre. Nous
pouvons dresser un tableau donnant les



images de a et j par différents automor-
phismes :

€ g T oT T0 [ex4e)

o o a oj oj o oj

J J J J J J J

Dans cet exemple, le groupe de Galois
est le groupe de toutes les permutations des
racines, mais, en général, ¢’est seulement
un sous-groupe de ce corps, car toute
permutation des racines ne se prolonge pas
nécessairement en un automorphisme des
corps.

Corps finis

Une application intéressante de la théorie
de Galois est I’étude et la classification des
corps finis. Soit donc F un groupe fini
possédant ¢ = p” éléments (cf. chap. 1).
Le groupe multiplicatif des éléments non
nuls de F est d’ordre g — 1, donc tout
élément de ce groupe vérifie ¢! — 1 =0
et, par suite, tout élément de F vérifie :

P(x) =xr"—x =0.

Comme il est clair que les racines
de P,(X) dans une cloture algébrique
?p de F, forment un corps, le corps a
g = p" éléments F est un corps de rupture
sur F, pour le polynéme P,(X). Ce qui
démontre l'existence et I'unicité, a un
isomorphisme prés, de corps finis a p”
¢léments.

Nous pouvons interpréter ce qui pré-
cede en termes de théorie de Galois. Soit
E, une cloture algébrique du corps premier
F, = Z/pZ, et soit @ I'automorphisme de
Frobenius qui associe & tout élément x de
F, sa puissance p-ieme ¥. Si G, désigne le
sous-groupe de G(F,/F,) engendre par ¢,
le corps des invariants de G, n’est autre
qu’un corps de rupture pour P(X) que
nous noterons ﬁpn, et qui a p" éléments.
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L’automorphisme de Frobenius ¢, consi-
déré comme un automorphisme de Fp” sur
F,, est d’ordre n et il engendre donc le
groupe de Galois G(FIJ,,/F,,). Soit plus
généralement m et n deux entiers > 1, le
corps Fp,,, est extension du corps Fﬂ,, si, et
seulement si, # divise m ; cette extension
est alors cyclique de degré mi/m et son

groupe de Galois est engendré par ¢".

3. Corps non commutatifs

On a examiné jusqu’a présent des corps qui
étaient commutatifs, mais Pétude des
corps non commutatifs n’est pas d'un
moindre intérét.

Si K est un corps non commutatif,
Pensemble Z des éléments de K qui
permutent avec tout élément x, c’est-a-dire
tels que xz = zx, est visiblement un corps
commutatif que I'on appelle le centre de K.
Nous avons déja signalé I'exemple des
quaternions H dont le centre n’est autre
que le corps R des nombres réels. Voici un
autre exemple di a Hilbert :

Soit F,, un corps fini & ¢ = p” €léments
(r > 2), si on munit I’ensemble des séries
formelles Z a,T" sur F, de I'addition
habituelle et d une multlpllcatlon déduite
par distributivité et associativité de la régle
élémentaire Ta = a’T, on obtient un corps
non commutatif F,((T)). I est facile de voir
que le centre de ce corps est formé des
séries formelles constantes a, ol ¢y & F, et
qu'il est done isomorphe a F,. Les séries
formelles a coeflicients dans F, forment un
sous-corps commutatif de F ((T)).

On peut développer au sujet des corps
non commutatifs des considérations tout a
fait analogues a celles qui ont été faites
dans le cas des corps commutatifs. En
particulier, on sait définir la caractéristique
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d’un corps non commutatif, et cette carac-
téristique n’est autre que celle du centre.
De méme, si L est un corps non commu-
tatif et K un sous-corps de L, la notion
d’adjonction & K d’un sous-ensemble S de
L garde tout son sens. Il est & remarquer
que si K est commutatif et x un élément de
L qui permute avec tout ¢iément de K, le
sous-corps K(x) de L obtenu par adjonc-
tion de x & K est encore commutatif, ce qui
permet de démontrer Pexistence de sous-
corps commutatifs maximaux dans L (C’est-
a-dire de sous-corps commutatifs qui ne
sont contenus strictement dans aucun
autre sous-corps commutatif). L’étude des
automorphismes des extensions commuta-
tives finies d’un corps commutatif conduit
a ce qu'on appelle la théorie de Galois.
Mais il existe une théorie de Galois
non commutative due a E. Noether et
T. Skolem (1928), dont on donne
ci-dessous quelques résultats. Si K est un
corps non commutatif de centre Z, il est
facile de mettre en évidence des automor-
phismes de K qui laissent Z fixe : pour tout
élément non nul x de K, D'application
y+—xyx ! de K dans K est un automor-
phisme ¢¥ de K. Les automorphismes de la
forme oF sont appelés les automorphismes
intérieurs de K. Un théoréme de Skolem-
Noether assure que, si K est un corps non
commutatif de degré fini sur son centre Z,
il n’existe pas d’autres automorphismes de
K laissant Z fixe que les automorphismes
intérieurs. Un autre théoréme permet de
préciser la structure des corps non com-
mutatifs K de degré fini sur son centre Z.
Si L est un sous-corps de K qui contient Z,
I’ensemble L’ des ¢léments y de K tels que
xy =yx pour tout x dans L est un
sous-corps de K qui contient Z et que I’'on
appelle le commutant de L. On voit faci-
lement que, si on répéte I’opération, on a
(LY =L. De plus, on a Iégalité
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[K:Z]=[L:Z][L :Z] I résulte immé-
diatement des définitions qu’un sous-corps
L est commutatif si, et seulement si, L C L’
et que les sous-corps commutatifs maxi-
maux sont ceux pour lesquels L =1L". Si
bien que, si n est le degré sur Z d’un
sous-corps commutatif maximal de K, on
a [K : Z} = »? : le degré d'un corps non
commutatif sur son centre est toujours un
carré. C’est bien ce qu’on vérifie dans le
cas du corps H des quaternions ou C est
un sous-corps commutatif —maximal
[H:R]=4=2=][C R}

Signalons enfin que R. Brauer a pu
munir 'ensemble Br(Z) des classes d’iso-
morphisme de corps de centre Z et de
degré fini sur Z d’une structure de groupe.
Ce groupe, appelé le groupe de Brauer de
Z, reflete un grand nombre de propriétés
arithmétiques du corps Z, ainsi que 1’ont
montré H. Hasse et R. Brauer lui-méme.

ROBERT GERGONDEY et E.U.
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COURBES ALGEBRIQUES

n fondant la géométrie analytique,

Descartes avait substitué au plan de la
géométrie d’Euclide 'ensemble R? des
couples de nombres réels et, de ce fait, &
la notion de courbe, celle d’équation. La
construction d’un point, puis la détermi-
nation d’un lieu géomeétrique se trouvaient
ainsi remplacées par une représentation
paramétrique, et une élimination. L’exis-
tence de méthodes canoniques d’élimina-
tion en théorie des polyndmes est sans
doute a l'origine de l'intérét porté aux
courbes algébriques, c’est-a-dire, grosso
modo, & 'ensemble des points d’un plan ou
s’annule un polyndome.

Le role important de I’homogénéité
dans la théorie des polyndmes, apergu au
moment ou s’élaborait la géométrie pro-
jective, a conduit a concevoir les modéles
de courbes algébriques comme apparte-
nant au plan projectif, qui a ’avantage
d’étre compact. D’autre part, si la concep-
tion initiale de la géométrie analytique était
essentiellement une question de variables
réelles, les géométres algébristes ont été
amenés a prendre comme corps de base le
corps complexe a cause de la propriété
fondamentale suivante : Tout polyndéme de
degré n a coefficients complexes a exacte-
ment # racines complexes, en tenant
compte de leur ordre de multiplicité (pro-
priété de cloture algébrique du corps C des
nombres complexes) ; les courbes algébri-
ques ont été les premiers exemples de
variétés analytiques complexes.

Cela n’empéche pas, au moins dans le
cas des polynomes a coefficients réels,
pour aider I'imagination, de s’intéresser a
la courbe réelle, lieu des points a coordon-
nées réelles, dans un plan affine ou méme
métrique déduit du plan projectif en spé-

COURBES ALGEBRIQUES

cialisant une droite a I'infini et en munis-
sant le repeére des propriétés adéquates
(orthogonalité, normes) : c’est la raison
pour laquelle les mathématiques ont connu
toute une abondante « flore » de courbes
algébriques remarquables.

%

1. Courbes irréductibles

Considérons donc un plan projectif com-
plexe, dans lequel les coordonnées homo-
génes sont x,y,z, et un polyndome (a
coefficients réels ou complexes) homo-
gene F de degré n;

Fx,y,z) =0

est ’équation d’une courbe algébrique. Le
point A (a, b, ¢) appartient a la courbe si :

F(a,b,c) =0.

SiPPon représente le méme point par les
coordonnées Aa, Ab, Ac, ou A =0, on a :

F(a, Mo, Ae) = MF(a, b,c) = 0;

on voit que ce fait est bien indépendant du
choix des coordonnées homogénes et que
des polyndémes proportionnels définissent
la méme courbe.

Si F(x, y, z) n’est pas décomposable sur
le corps complexe en un produit de fac-
teurs non constants, tout polynéme qui
s’annule partout ou s’annule F est de la
forme :

F&x,»,2)Gx,p.2);

par suite, si on appelle courbe irréductible
I’ensemble des points ou s’annule un poly-
noéme indécomposable, la connaissance de
la courbe entraine celle de son équation (a
un facteur constant non nul prés).
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La décomposition d’un polynéome quel-
conque en produit de facteurs irréductibles
montre alors qu’'une courbe algébrique
générale doit étre considérée comme cons-
tituée de composantes irréductibles, affec-
tées chacune d’un exposant qui est un
entier naturel, sa multiplicité. C’est ainsi
que la courbe :

(24 y2—2z)z2=0

est formée de la droite double z = 0 et de
la conique simple x> + y*> — 2 = 0.

Bien entendu, la notion de composante
irréductible (et la multiplicité correspon-
dante) sont des notions projectives, indé-
pendantes du choix du repere, mais qui
sont essenticllement lices au fait que le
corps de base est algébriquement clos.

2. Tangentes

Intersection avec une droite

Considérons une droite projective joignant
les point A(xy, v, ;) et B(x,, ¥, 25) et son
intersection avec la courbe F(x, y, z) = 0.
On obtient :

FO\A + uB)
= AF(A) + M—1uPy(A, B) + M—212P)(A, B)
+ .. + wF®B) = 0.

Si tous les coefficients sont nuls, cette
équation est une identité : tout point de
la droite appartient a la courbe qui
admet la droite comme composante irré-
ductible.

Toute droite qui n’est pas composante
de la courbe la coupe en n points (n étant
le degré de F) compte tenu de leur ordre
de multiplicité, et cet énoncé a exactement
la méme signification que Iaffirmation :
une équation algébrique de degré n admet
1 racines.
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Supposons maintenant que A est un
point de la courbe F(A) =0, et faisons
varier B arbitrairement ; si le polynome :

PAM) =X/ + 3 + 20

n’est pas nul quel que soit M, toute droite
passant par A coupe la courbe en ce point
avec la multiplicité 1, a I"'exception de la
droite :

X+ a+za=0,

qui coupe la courbe en A avec une
multiplicité au moins égale a 2. Le point A
est alors appelé un point simple de la
courbe, et la sécante exceptionnelle est
appelée la tangente en A (en accord avec
les formules différentielles de la géométrie
analytique).

Lorsque :

PAM)=.. =P, (AM=0

sont nuls quel que soit M, sans qu’il en soit
ainsi de P,, toute droite passant par A
coupe la courbe en cc point avec la
multiplicité &, a 'exception des droites qui
vérifient P.(A, M) =0, qui coupent la
courbe en A avec une multiplicité au moins
¢gale a k + 1. Le point A est alors appelé
un point multiple k-uple de la courbe, et les
sécantes exceptionnelles sont appelées les
tangentes en A.

Le point A est multiple A-uple de la
courbe si toutes les dérivées d'ordre k& - 1
de F sont nulles en ce point (et pas toutes
les dérivées d’ordre k). Bien entendu. un
changement de wvariables projectif sur
(A, u) ou sur (x,y,z) montre que les
résultats précédents sont indépendants des
reperes.

Equation tangentielle

La question se pose alors de caracte-
riser une courbe algébrique non plus
comme l'ensemble de ses points, mais



comme I'ensemble de ses tangentes.
L’équation tangentielle est une condition
nécessaire et suffisante entre les nombres
u, v, w pour que la droite d’équation pro-
jective :

ux +vw+wz=0

soit tangente a la courbe. L’élimination de
x, y, = entre les relations ;

F(x,y,z)=0
et F,/u=F,/v=F,/w

conduit a une équation tangentielle algé-
brique :

G@u,v,w)=0.

Lorsque la courbe est irréductible (et
n’est pas une droite), 'un des facteurs
irréductibles de G représente I'enveloppe
proprement dite, c’est-d-dire l’ensemble
des tangentes ; les autres facteurs irréduc-
tibles sont linéaires : chacun exprime le
passage d’unc droitc par 'un des points
singuliers de la courbe.

3. Quelques exemples

La courbe dont I'équation affine est :
X34 x2—p2=0,

c’est-a-dire dont I’équation projective, en
coordonnées homogénes, est :

x3 4+ x2z—y2z =0,

est appelée cubique nodale (fig. 1).

Elle admect lorigine (x =0, y =0,
z=1) comme point double (de multipli-
cité 2) ; les deux tangentes en ce point sont
les droites y = xx. Le point (x =0,
y=1, z=10) est un point simple, pour
lequel la tangente z = 0 coupe la courbe
avec la multiplicité 3 : on 'appelle un point
d’inflexion. Les cubiques nodales sont tou-
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fig. 1

)<

X3 +x2—y? =0

Strophoide

tes projectivement identiques. On rencon-
tre le modele métrique :

y=xV(a + x)/(a—x),

qui a quelques propriétés liées a la géo-
métrie du cercle et qu’on appelle la stro-
phoide. On rencontre également le modéle
métrique :

x=3t—13

{ y=1—31

appelé cubique de Tschirnhausen, pour
lequel la longueur de I'arc est fonction
rationnelle des coordonnées.

La courbe dont I’équation affine est :

x3—p2=

est appelée cubique cuspidale (fig. 2). Elle
admet lorigine (x=10, y=0, z=1)
comme point double (de multiplicité 2) ; il
y a en ce point une tangente unique y = 0.
Les cubiques cuspidales sont toutes pro-
jectivement identiques. On rencontre le
modele métrique :

x34+ (x—2Rp2=0
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fig. 2

»
)<

Cissoide

fig. 3

Hypocycloide & trois rebr 1S

li¢ a la géométrie du cercle, et qu'on
appelle la cissoide. La développée de para-
bole est aussi une cubique nodale.

La courbe dont I’équation projective
est :

Y2224 z2ix2 4+ x32—2xpz(x +y +2) =0

est une quartique tricuspidale. Elle admet
les trois sommets du repére (0, 0, 1; 0,
I, 0; 1, 0, 0) comme points doubles,
en chacun desquels il y a une tangente
unique : respectivement les droites x = y,
I=X, concourantes au point
unitaire. Lorsque le repére est choisi sui-
vant un triangle équilatéral dont le point
unitaire est le centre, la courbe métrique
ainsi définie est connue sous le nom
d’hypocycloide  a
(fig. 3).

S —

= =

trois  rebroussements

4. Intersection
de courbes algébriques

L’étude de I'intersection de deux courbes
algébriques F et G de degrés respectifs m
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et #, qui n‘ont aucune composante com-
mune, a été faite par Bezout : il y a un
nombre fini de points communs, et
chacun est affecté d’un entier naturel,
sa multiplicité (d’intersection) ; dénom-
brés avec cet €lément de pondération, il y
a mn points communs (sur le corps com-
plexe). Ce théoréme, tiré d’une étude
attentive du résultant, n’a pas été apprécié
a sa juste valeur par les non-spécialistes :
faute d’avoir une définition explicite de la
multiplicité d’intersection, ils voyaient
dans le théoréme de Bezout une espece
d’affirmation alchimique. On s’est borné a
utiliser le théoreme de Bezout dans cer-
tains cas simples : lorsque tous les points
communs a F et G sont simples sur
chacune d’elles, avec des tangentes distinc-
tes, il y a exactement mn points communs.
C’est ainsi que la courbe formée de m
droites paralléles a Oy et la courbe formée
de n droites paralléles a Ox se coupent aux
mn sommets d'un quadrillage.

Un autre cas assez simple est celui ou
un point commun étant multiple d’ordre »
pour F et d’ordre s pour G, il n’y a aucune



droite commune aux deux faisceaux de
tangentes en ce point : la muitiplicité
d’intersection est alors rs (et elle est
supérieure dans le cas contraire).

La situation n’est devenue claire que
lorsque G. Halphen eut montré comment,
par une étude locale des courbes F et G en
un point commun, on pouvait définir la
multiplicitée d’intersection.

Considérons par exemple les deux cubi-
ques :

F=x3—y2=0,
G=x3+p?—2y2=0.

Elles ont en commun trois points sim-
ples, avec la multiplicité 1, dont les coor-
données satisfont & : X’ =1, y =1, et le
point O qui est pour chacune d’elles un
point double (r = s = 2) avec une seule
tangente Ox. Ce point a la multiplicité
d’intersection 6.

On le vérifie en portant x = £°, y = 1,
représentation paramétrique de F, dans
G:

G213 =19 —16 = (13— )6 = 0.

5. Etude locale
d’un point singulier

Un point d’une courbe algébrique étant
pris comme origine des coordonnées dans
un modele affine, 1’étude du voisinage de
O a été poursuivie par deux méthodes.
Celle de Noether consiste a effectuer des
transformations birationnelles ayant O
pour point d’indétermination : elle reléve
des techniques de la géométrie algébrique.
Celle de Enriques consistc a utiliser les
développements de Puiseux : elle reléve de
Panalyse classique des fonctions d’une
variable complexe.
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La courbe (irréductible) F(x,y) =0,
qui passe en O, définit y comme fonction
algébrique de la variable complexe x,
multiforme, dont certaines déterminations
s’annulent pour x = 0.

On appelle branche algébroide de la
courbe F un ensemble de ces détermina-
tions qui subit une permutation circulaire
lorsque la variable complexe x décrit, dans
le plan complexe, un petit cercle autour de
Porigine. Si k est le nombre de détermi-
nations constituant une branche, en faisant
le changement de variable x = #*, chacune
de ces déterminations devient une fonction
entiere de t 1y = f(1), et on passe de ["'une
a la suivante en changeant ¢ en (z, le
coefficient { étant une racine primitive
k-iéme de Punité.

Les propriétés arithmétiques des expo-
sants qui figurent dans la série entiere f(¢)
ont ¢té interprétées topologiquement
(variété analytique complexe) et dans la
géométrie infinitésimale de la courbe au
voisinage de ['origine.

6. Courbes unicursales

Lorsqu’on a obtenu pour une courbe une
représentation paramétrique uniforme, on
détient un moyen commode pour I'étude
de ses propriétés globales. C’est la raison
de I'intérét porté aux courbes unicursales,
c’est-a-dire aux courbes qui, en coordon-
nées affines, admettent une représentation
paramétrique rationnelle :

x = P@)/R@), y = QU)/R®),

ou P, Q, R sont des polyndomes en .

Les courbes unicursales sont souvent
appelées les courbes rationnelles, car il
résulte d’'un théoreme de Liiroth qu’elles
sont les transformées birationnelles des
droites projectives.
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Les coniques (courbes algébriques irré-
ductibles du second degré) sont rationnel-
les; elles admettent en effet la forme
réduite projective :

xz—y?=0,

qui conduit a la représentation :

x =12 y=10, z=06%

ou ¢, 8 sont des paramétres complexes. De
ce fait, on peut définir sur une conique le
birapport de quatre points, les divisions
homographiques et involutives. Ces
notions peuvent étre étendues a toute
courbe rationnelle.

L’équation de la tangente au point
courant d’une courbe paramétrique et la
théorie des enveloppes montrent qu’il y a
identité entre les courbes qui sont ration-
nelles du point de vue ponctuel et les
courbes qui sont rationnelles du point de
vue tangentiel.

Les cubiques rationnelles sont les cubi-
ques & point double, dont nous avons
donné les deux modeles ; la cubique nodale
citée ci-dessus admet pour représentation :

x=4t/(1—1)2, y=4tl+ /(1 —1)

et la condition nécessaire et suffisante pour
que trois points de la courbe soient alignés
est 1| tht; = 1.

La cubique cuspidale citée ci-dessus
admet la représentation :

x =1t y=13
et la condition d’alignement de trois points
est :
1ty + U/t + 1/t = 0.

Les courbes rationnelles sont, parmi les
courbes irréductibles de leur degré, celles
qui ont les singularités les plus importan-
tes, soit par leur nombre, soit par la
complexité de leur structure : si une courbe
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rationnelle de degré n n’a que des points
doubles de méme nature que ceux des
cubiques, ces points sont au nombre de :

(n— D —2)/2.

C’est ainsi que la quartique tricuspidale
citée plus haut est rationnelle ; elle admet
la représentation :

x =1/t y=1/¢— 1)
Mais la quartique d’équation (affine) :
G +y)r—3xy +yp* =0,

que ’on appelle parfois trifolium (fig. 4),
admet un seul point singulier, 'origine, qui
est un point triple. En coupant cette courbe

fig. 4

»
P <

2
Trifolium b +y1 =35y +y? =0

par les droites issues de O, on obtient sans
difficulté la représentation paramétrique :

3r—1¢3

.= _ 31—t
T+

YEax oy

L’existence de points doubles plus com-
plexes (points infiniment voisins, contact
des branches algébroides) permet de don-
ner des exemples d’une nature différente.



La quartique (fig. 5) d’équation
(affine) :

2x4 4 pt—yBx? 4+ 2y) +y2=0

admet deux points doubles ; le point A

fig. 5

p<

— x

2x* +y*—y{3x2 + 2y} +y* =0

(x =0, y = 1), qui est un point nodal, et
I’origine, qui est un point tacnodal (contact
de deux branches algébroides). Cette quar-
tique admet la représentation paramétri-
que :

x=t(t2—1)V3/D, y=1t¥D,

ou : D=3t*—8t*+ 6.

La quartique (fig. 6) d’équation
(affine) :

l—ypP+y’0—1=0

admet un point double unique, a I'origine ;
¢’est un point oscnodal (osculation de deux
branches algébroides). Cette singularité
suffit 4 assurer la rationalité, et la quartique
proposée admet la représentation parameé-
trique :

x =4:1(@? + 3)/D, y =16¢?/D,
D=+ 3)2(¢t—1)2 + 1612

COURBES ALGEBRIQUES

fig. 6

(x@—y2? +yHy—-1 =0

7. Courbes elliptiques

Définitions

Nous avons dit que les cubiques sont
rationnelles lorsqu’elles ont un point dou-
ble. Les cubiques sans point singulier sont
projectivement réductibles a la forme :

yr=4x3—gx —g;

(dans laquelle I’équation y = 0 doit avoir
trois racines simples). Cette forme réduite,
définie 4 une homothétie prés, dépend du
seul parameétre :

=g}

La définition de la fonction elliptique
p(u) de Weierstrass met en évidence la
représentation paramétrique x = p(u),
y = p'(u) ; C’est la raison pour laquelle les
cubiques sans singularité sont appelées
cubiques elliptiques.

L’argument :

S N
y 4x3—gox—g
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est lintégrale abélienne (de premiere
espéce) attachée a la courbe. Plus généra-
lement, deux fonctions elliptiques de
mémes périodes sont liées par une relation
algébrique : elles constituent la représen-
tation paramétrique d’une courbe algébri-
que dite courbe elliptique.

Si w et © sont deux périodes de base
d’une fonction elliptique, on appelle paral-
lélogramme de période tout parallélo-
gramme admettant pour sommets les ima-
ges des nombres complexes :

ko 4+ &0, k+ o+ k'o,
ko+ k' + Do,k + Do+ &’ + Do,

ou k, k' sont des entiers relatifs. Dans un
parallélogramme de période, une fonction
elliptique prend le méme nombre de fois
toute valeur, et la somme des zéros est
égale a la somme des pbles. Comme la
fonction p(u) a un pdle double a origine,
la fonction :

ap(u) + bp) +c,

fournit la condition nécessaire et suffisante
d’alignement de trois points d’une cubique
elliptique :

Uy + 4, + ;=0 modulo o, ®,

w et o étant deux périodes de base (cf.
FONCTIONS ANALYTIQUES — Fonctions ellip-
tiques et modulaire).

Si, dans 1’étude des cubiques nodales,
nous faisons le changement de représen-
tation, # = log t la condition d’alignement
devient :

Uy + Uy + u3=0 modulo 2im.

Pour les cubiques cuspidales, u est le
parametre 1/t lui-méme. On voit ainsi
comment les cubiques rationnelles sont
obtenues par dégénérescence des cubiques
elliptiques.
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Loi de groupe

Le théoréme des points alignés (théoreme
de Lamé) consiste en ceci (fig. 7) : coupons
la cubique par trois droites A A,A;,
B,B,B;, C,C,C;, telles que les points
A B,C, et A,B,C,, respectivement, soient
alignés. Alors A;B;C; sont aussi alignés,
car la somme totale des affixes est nulle.

fig. 7

Loi de groupe sur une cubique

Lorsque, dans la condition d’aligne-
ment, on fait u, = u, = w3, on voit que la
cubique elliptique a neuf points d’inflexion
(la cubique nodale trois et la cubique
cuspidale un seul) :

u=kw/3+k'0w/3

(ou k, k" sont des entiers relatifs modulo 3).
Ces points sont tels que toute droite qui en
joint deux en contient un troisiéme, et cette
propriété définit complétement la configu-
ration. Un modéle métrique est obtenu en
coupant un triangle équilatéral par la
droite de I'infini et le cercle de rayon nul
qui lui est concentrique.



Sur la figure 7, qui illustre le théoréme
des points alignés, nous avons placé B, en
un point d’inflexion. Cela va nous permet-
tre de montrer la structure de groupe
abélien de la cubique elliptique, qui a B,
pour élément neutre : deux points (tels que
B, et B;) alignés sur B, sont opposés ;
quand trois points sont alignés chacun est
opposé a la somme des deux autres. Ainsi,
la somme A; 4+ A; est C, opposé de A,.
Cette opération est évidemment commu-
tative et le théoréme de Lamé établit son
associativité :

(A +A) +B =(—A) +(—By) =G,

A+ A +B)=(—C)+(—CY=0Cs

La détermination du point (X,Y)
somme des points (x;, y;) et (x,, y,) se fait
rationnellement et cette propriété est en
liaison directe avec le théoréme d’addition
pour la fonction p(u) :

p— 2
S

4\x,—x,

XYy — —
VAL ) AN S Lt AW

X;—X, Xp;—X,

D’un point arbitraire d’une cubique
elliptique, on peut lui mener quatre tan-
gentes, dont les contacts ont des arguments
qui difféerent d’une demi-période. D’apres
un théoréme de Salmon, lorsque le point
parcourt la cubique, le faisceau de ces
quatre tangentes reste projectivement
constant.

L’invariant (birapport symétrisé¢) de ce
faisceau s’exprime au moyen de I, ou du
quotient »’/w des périodes : c’est la signi-
fication géométrique de la fonction modu-
laire :

40 —=r+r} g
27 r2(1—ry g3—27g}

J

Les méthodes utilisées pour étude des
courbes elliptiques ont été généralisées aux

COURBES ALGEBRIQUES

courbes qui admettent une intégrale abé-
lienne hyperelliptique ; pour cette raison
on les appelle courbes hyperelliptiques.
L’extension aux courbes algébriques géné-
rales de la méthode paramétrique nécessite
I’emploi des fonctions fuchsiennes intro-
duites par Henri Poincaré.

8. Le genre

L’étude locale a permis de définir en
chaque point d’une courbe algébrique une
ou plusieurs branches algébroides : on
appelle place 1a donnée d’un point et d’une
branche algébroide issue de ce point.
L’ensemble des places d’une courbe est la
riemannienne de cette courbe et on appelle
cycle (parfois aussi diviseur) de la courbe
une combinaison linéaire formelle a coef-
ficients entiers, positifs, négatifs ou nuls,
des points de la riemannienne, un nombre
fini seulement de points ayant un coeffi-
cient non nul. Les cycles d’une courbe
forment un groupe abélien.

On appelle ordre d'un cycle la somme
de ses coefficients. Un cycle est dit effectif
(ou positif) si tous ses coefficients sont
positifs ou nuls. Un cycle effectif ayant une
signification géométrique simple peut, par
exemple, étre obtenu en envisageant, sur
une courbe C irréductible coupée par une
courbe algébrique v, chaque branche algé-
broide affectée de la multiplicité de Bezout
correspondante.

Plus généralement, étant donné une
fraction rationnelle N(x, y, z)/D(x, y. 2),
ou N et D sont deux polynémes homoge-
nes de méme degré, dont aucun n’est nul
sur toute la courbe C, on peut lui associer
le cycle Zy— Zp, différence des cycles
associés au numérateur et au dénomina-
teur : on vérifie en effet que toutes les
fractions, formellement différentes, qui ont
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la méme valeur le long de C, conduisent au
méme cycle. Les cycles associés aux frac-
tions rationnelles sont d’ordre zéro et
forment un sous-groupe abélien.

Deux cycles sont équivalents si leur
différence est un cycle associé a une
fraction rationnelle. On appelle série
linéaire complete 'ensemble des cycles
effectifs équivalents a un cycle effectif
donné ; cet ensemble a la structure d’un
espace projectif : si n est 'ordre commun
a tous ces cycles et r la dimension de
I’espace projectif qu’ils constituent, on
désigne la série linéaire par g,. La classe
d’équivalence d’un cycle est souvent appe-
lée série linéaire virtuelle.

Deux séries linéaires étant données,
prenons un cycle effectif (respectivement
Z,7’) dans chacune d’elles : le cycle
Z 4+ 77 est effectif et définit une série
linéaire compléte, somme des deux séries
linéaires données. Par exemple, les droites
qui coupent une cubique elliptique en un
point fixe découpent sur la courbe une gi.
Deux gl étant définies par les droites issues
des points A et B de la courbe, la somme
est la g% découpée sur la courbe par les
coniques qui passent par A et B ou par tout
couple de points équivalents.

Le théoréme du reste de Brill-Noether
énonce que tous les cycles effectifs (s’il en
existe) obtenus par différence des cycles de
deux séries linéaires forment une série
linéaire. Il a trouvé de nombreuses appli-
cations a I'étude des intersections compleé-
tes. C’est ainsi, par exemple, que si, parmi
les neuf points communs a deux cubiques,
il y en a six qui sont situés sur une méme
conique, les trois autres sont alignés.

Introduit par Riemann, le genre p d'une
courbe algébrique irréductible est le nom-
bre des intégrales abéliennes de premiére
espece, attachées a la courbe, linéairement
indépendantes. Les différentielles holo-
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morphes sur la courbe définissent des
cycles équivalents qui constituent la classe
canonique K : les cycles canoniques effec-
tifs constituent la série canonique qui a
I'ordre 2 p — 2 et la dimension p — 1. Sur
une courbe rationnelle, K a 'ordre — 2.
Sur une courbe elliptique, K a I'ordre
z¢€ro ; seul le cycle nul appartient a la série
canonique qui a la dimension zéro. Cela
tient a ce que, selon un théoréme de
Liouville, les seules fonctions elliptiques
holomorphes sont les constantes.

Soit G un cycle d’une série linéaire gy, :
si la classe K — G contient des cycles
effectifs, on dit que la série est spéciale, et
le nombre de cycles effectifs de K—G
linéairement indépendants est appelé son
indice de spécialité i. Lorsqu’il n’y en a pas
(ce qui est, par exemple, le cas pour
n > 2p —2), la série g, est dite régulicre.

La signification géométrique du genre
est alors donnée par les deux théorémes
suivants : Si une série linéaire compléte g,
est réguliere, on a r = n — p (Riemann).
Plus généralement, si une série linéaire
complete g, a I'indice de spécialité 7, on a
r = n—p + i (Riemann-Roch).

L’ensemble des séries linéaires comple-
tes g;, d’ordre p peut, par application du
théoréme du reste, étre muni d’une struc-
ture de variété abélienne de dimension p :
c’est la jacobienne de la courbe.

La classe canonique et, par conséquent,
le genre p ont été introduits d’une fagon
purement algébrique par Enriques, au
moyen d’une construction tirée du jaco-
bien. Liée a la théorie des enveloppes, cette
construction élégante perd malheureuse-
ment sa valeur en géométrie algébrique
abstraite sur les corps de caractéristique
non nulle.

Une autre définition du genre a été
présentée par Weierstrass, qui s’intéresse
aux cycles associés aux poles d’une fraction



rationnelle définie sur une courbe irréduc-
tible. Une place P munie de la multiplicité
n peut étre l'unique pole d’une fraction
rationnelle, a condition que n ne fasse pas
partie d’un certain ensemble de p entiers,
les « lacunes », inférieures a 2p —1. Si P
pris sur la riemannienne est pris hors d’un
certain ensemble fini, les lacunes sont
1,2,...,p. En géométrie algébrique abs-
traite, sur un corps de caractéristique non
nulle, la seconde partie du théoréme de
Weierstrass n’est pas vraie : il peut arriver
que pour toute place P les lacunes different
de 1,2, ..,p.

LUC GAUTHIER
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DERIVEES PARTIELLES
EQUATIONS AUX

LES EQUATIONS aux dérivées partielles
sont sans doute le domaine des mathé-
matiques ou le lien avec la physique est le
plus étroit. Il ne s’agit pas seulement du fait
que les recherches les plus actives, et en
général les plus importantes, ont été¢ moti-
vées par des questions de physique. Il s’agit
aussi, et surtout, du fait que les idées
apportées par la physique, et notamment la
mécanique, transposées ensuite dans un
cadre plus général, ont fourni les outils les
plus puissants de leur étude. On en trou-
vera plusieurs exemples dans les articles
qui suivent.

Cette étude a eu, a son tour, une
influence fondamentale sur le développe-
ment général de 'analyse mathématique
au xvII© siecle. Le cas le plus célebre est
la question de savoir si toute fonction est
développable en série trigonométrique,
posée d’abord par les travaux de d’Alem-
bert et Daniel Bernoulli sur 'équation des
cordes vibrantes, puis par ceux de Fourier
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sur 1’équation de la chaleur (cf. SERIES
TRIGONOMETRIQUES). On peut citer aussi la
théorie du potentiel (cf. POTENTIEL ET
FONCTIONS HARMONIQUES), née de I’étude
de la gravitation et du potentiel électrique,
et devenue un domaine a part entiere de
I’analyse mathématique. Les méthodes par
dualité, que George Green appliquait déja
aux équations aux dérivées partielles dans
la décennie des années 1830, ont joué un
role essentiel ; elles ont été reprises par
Henri Poincaré, puis par Jacques Hada-
mard. Ce point de vue des solutions faibles
des équations aux dérivées partielles a
été systématiquement utilisé par 1’école
russe (Izrail Gelfand, Serguei Sobolev)
et a amené Laurent Schwartz a ’élabora-
tion de la théorie des distributions
(cf. théorie des DISTRIBUTIONS) qui consti-
tue de nos jours le cadre naturel de la
théorie des équations aux dérivées partiel-
les linéaires.

La théorie des distributions s’impose
aussi pour les problemes non linéaires,
car les données non linéaires générent,
méme a partir de données réguliéres,
des solutions singuliéres (interprétables
dans le langage des distributions). Ces
idées apparaissent déja chez Riemann
(1860).

L’interaction entre le développement
de la physique et de I'analyse fonctionnelle
s’est effectuée par Pintermédiaire des
équations aux dérivées partielles : I'espace
de Hilbert L? est I'espace naturel des
solutions de I’équation de Schrodinger de
la mécanique quantique; de méme,
I’espace de Sobolev H! (cf. chap. 2 Le type
elliptique, dans la partie A ci-dessous —
Sources et applications, et 6 Opérations sur
les représentations et les approximations, in
représentation et approximation des FONC-
TIONS) est I'espace naturel des solutions
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des probléemes de mécanique des milieux
continus décrits par des équations ellipti-
ques.

La transformation de Fourier est par-
ticulierement bien adaptée a I’étude des
équations a coeflicients constants et elle a
permis de disposer, des le début du siecle,
d’exemples explicites qui ont servi de
modeles. L’étude fine de cette transfor-
mation apparait lorsque I'on veut établir
des relations entre la propagation ondu-
latoire et la propagation corpusculaire
(par lintermédiaire des équations des
ondes ou de Schrodinger). Une difficulté
fondamentale est la suivante : il n’existe
pas de fonction non nulle & support
compact dont la transformée de Fourier
soit aussi a support compact. Cette obser-
vation simple est une version mathémati-
que naive de l'inégalit¢ de Heisenberg.
C’est pour essayer de contourner cette
difficulté que Hormander et ses collabo-
rateurs ont introduit les concepts de
microlocalisation.

CLAUDE BARDOS €t MARTIN ZERNER

%

A. Sources et applications

On se propose de décrire trés sommaire-
ment quelques types classiques d’équa-
tions aux dérivées partielles issues princi-
palement de la physique et de préciser
leurs interventions dans des domaines
variés des mathématiques.

Alors que les solutions des équations
différentielles ordinaires dépendent d’une
ou de plusieurs constantes arbitraires,
celles des équations et systémes d’équa-
tions aux dérivées partielles dépendent de
fonctions arbitraires; il y a donc des



familles beaucoup plus riches de solutions.
Ce fait se voit sur 'exemple particuliére-
ment simple d’une équation linéaire du
premier ordre :

n
Ju .
Zajé};—e—cu—f, j=1.,n;

j=1

on lui associe le systéme différentiel des
caractéristiques

‘x}(s) :aj(x(s))7 j = 11'"» n,

dont les trajectoires sont les courbes carac-
téristigues de 1’équation. L’équation aux
dérivées partielles équivaut alors a une
équation différentielle ordinaire sur cha-
que courbe caractéristique. Posant :

w(s) = ux(s)),
cette équation différentielle s’écrit :
W) + exEPws) =f(x(6);

il faut la compléter par une donnée initiale
sur chaque caractéristique, ce qui introduit
une fonction arbitraire. On remarquera sur
cet exemple qu’une solution d’une équa-
tion sans second membre (f = 0) ne peut
s’annuler en un point sans s’annuler sur
toute la courbe caractéristique qui passe
par ce point.

La fagon la plus courante de détermi-
ner une solution, en particulier dans les
problémes d’origine physique, est de fixer
les valeurs de la fonction et d’une ou
plusieurs de ses dérivées sur des hyper-
surfaces. On dit que le probléme est bien
posé lorsque cela détermine une solution et
une seule. Pour traduire une situation
physique, un probléme doit non seulement
étre bien posé au sens précédent, mais
posséder en plus une propriété de stabi-
lité : la solution doit dépendre contini-
ment des données (en un sens a préciser
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dans chaque probléme particulier). Cette
condition est automatiquement vérifiée
dans les problemes linéaires (c’est une
conséquence du théoréme du graphe
fermé ; cf. espaces vectoricls TOPOLOGI-
QUES).

11 est remarquable, ce qui sera évident
ci-dessous, que les premiers travaux
systématiques ont porté sur des équa-
tions du second ordre, qui se sont pré-
sentées en mécanique, puis dans la théorie
de la chaleur. L’étude des équations du
premier ordre, la plus simple du point de
vue mathématique, n’est venue que plus
tard.

1. L'équation des ondes
et le type hyperbolique
(équation de

L’équation des ondes

d’Alembert) :

d%u 2(02u d%u 62u)
ox}  dx3 ' Ox}

M ﬁ—c

régit le comportement de la densité dans
une onde sonore, ¢’est-a-dire une pertur-
bation de faible amplitude d’un gaz non
visqueux au repos. Dans une série de
phénomenes physiques représentés par des
grandeurs vectorielles, chaque compo-
sante des vecteurs concernés obéit a cette
méme équation : ondes transversale et
longitudinale dans un solide élastique,
ondes électromagnétiques, etc. Il faut y
ajouter les phénomeénes analogues dépen-
dant seulement d’une ou deux variables
d’espace ; parmi eux, les vibrations trans-
versales d’un fil élastique donnent lieu au
cas particulier de I’équation des cordes
vibrantes :

dtu d%u
xR
@ 37 ¢ axe o
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la plus ancienne a avoir été explicite-
ment étudiée (dans la décennie de 1740 par
d’Alembert, Daniel Bernoulli et Euler).

La possibilité d’écrire toutes les solu-
tions de 1’¢quation des cordes vibrantes
sous la forme :

Uu(t,x) = fx—ct) + g +ct)

permet d’en voir facilement certaines pro-
priétés :

a) Le probleme de Cauchy est bien
posé, tant dans le futur (¢ > 1;) que dans
le passé (¢ < 1;). Ce probléme s’énonce ici :
« Trouver u vérifiant 1'équation (2) et de
plus les conditions :

Wy x) =) e it x) = u,),

ou sont des fonctions don-
nées. »

by Les solutions se propagent a la
vitesse ¢. Cette affirmation délibérément
vague peut se préciser de plusieurs

fagons. Par exemple en revenant au

et u,

fig. 1

Propagation des solutions et domaine de dépen-
dance pour 'équation des cordes vibrantes : les
pentes des droites obliques sont = 1/c.
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probléme de Cauchy, avec 7, nul pour
simplifier, si u, et wu, s’annulent en
dehors d’un intervalle [a,b], u(, x)
s’annule lorsque x est en dehors de Vinter-
valle [a—clt|,b+4c|t|] (fig. 1). Sur
cette figure, si les données de Cauchy
u(0, x) et du/dt (0, x) s’annulent en dehors
de [a, b], la solution u s’annule sur toute la
région ombrée.

Cette propriété peut s’exprimer de
fagon équivalente en termes de domaines
de dépendance : u(r, x) ne dépend que des
restrictions de u, et u; a lintervalle
[x—c|t ]|, x+d 1 |](fig. 1). Le domaine
de dépendance du point P est le segment
renforcé sur ’axe des x ; on peut calculer
u(P) a 'aide des données de Cauchy sur ce
segment.

¢) Les singularités de la solution se
propagent, elles aussi, a la vitesse c. Si par
exemple u, présente une discontinuité au
point x,, on retrouvera des discontinuités
des dérivées premiéres de u aux points
(t, x—ct)et(t,x+ct).

La possibilit¢ d’expliciter toutes les
solutions sous une forme simple est tout
a fait spéciale a Iéquation des cordes
vibrantes. Mais les propriétés que nous
en avons tirées se démontrent par
d’autres méthodes pour toute une classe
d’équations et de systémes qu’on appelle
hyperboliques. C’est dans cette classe
qu’on trouve les équations de base aux-
quelles obéissent les phénomeénes physi-
ques réversibles, a commencer par I’équa-
tion des ondes. La formulation du
probléme de Cauchy n’a pas besoin d’étre
changée, du moins tant qu'on se limite a
une équation du second ordre. La géomé-
trie de la propagation devient plus com-
pliquée et, pour la décrire dans le cas
général, méme linéaire, il faut recourir aux
courbes Dbicaractéristiques. Nous allons



décrire ict deux résultats simples sur
P’équation :

0u ou
div.(c? &2
3) i div, (¢ (x)gradxu)-f—bat 0,

équation qui décrit la propagation d’une
onde amortie avec une vitesse dépendant
du point ou on se trouve (comme le son
dans une atmospheére inhomogene). Nous
poserons :

oft, x, T, &) = 12 —c2x) | El|?

(c’est ce qu’on appelle le symbole princi-
pal).

Soit # une solution de (3) qui s’annule
d’un c6té d’une hypersurface ¥ d’équa-
tion : S(z,x) = 0. On peut démontrer
que si # ne s’annule pas sur tout un
voisinage de X, S vérifie I’équation aux
dérivées partielles non linéaire du premier
ordre :

“ o(t,x,‘;—fygradXS)=0;

on dit que c’est une hypersurface caracté-
ristique.

Supposons de plus que u soit deux fois
continiment dérivable en dehors de X
mais discontinue sur Y. Nous noterons [#]
sa discontinuité ; [u] est donc définie sur X
comme limite de u(x) quand x tend vers
un point de ¥ en restant du c6té ou u ne
s’annule pas identiquement. Si on cherche
alors a écrire I’équation (3) au sens des
distributions, on voit apparaitre une dou-
ble couche portée par 2. de densité [u] que
multiplie le premier membre de (4), ce qui
donne la démonstration dans ce cas par-
ticulier. Il apparait également une simple
couche dont la densité est a un coefficient
non nul prés :

98 olu]_

2
37 a1 c2(x)grad, S. grad,[u] + A[u],
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ou A est une fonction qui se calcule a partir
des coeflicients de (3) et de S. On voit donc
que la discontinuité [¢] vérifie une équation
linéaire du premier ordre dont le systéme
caractéristique est :

oS _ 100
ot 201
(5){ X'(s) = —c2(x)grad,S

i
~§— » grad,S)

Ts) = 3

@, x,

1
=5 grad.o(f, x ; » grad, S);

les trajectoires de ce systéme qui ont un
point sur ¥ sont tout entiéres sur cette
hypersurface du fait qu’elle est caractéris-
tique, ce sont des courbes bicaractéristiques
de I’équation (3).

Le point important est que # vérifie une
équation différentielle le long de chacune
de ces bicaractéristiques, d’ou il résulte que
sa valeur en un point la détermine sur toute
la bicaractéristique issue de ce point. C’est
en ce sens que la discontinuité se propage
le long des bicaractéristiques. De méme, si
a instant 1 = 0 la discontinuité présente
un pic au voisinage de Xx; ce pic se
retrouvera en chaque point de la bicarac-
téristique issue de (0, x;). On notera la
nature cinématique des bicaractéristi-
ques : elles représentent des points qui se
déplacent a la vitesse ¢ perpendiculaire-
ment aux surfaces S = C*; on retrouve
ainsi le comportement des rayons lumi-
neux.

Pour achever de se ramener a la défi-
nition générale des bicaractéristiques, on
vérifiera que, si on pose :

as
() = 5, (T6), X6)),
&(s) = grad, S(T(s), X(s)),
on a sur les bicaractéristiques :

() = ——1 a—0=

, 1
55, =0 €6)=—5gmd,0
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Il est remarquable que les conclusions
de I'étude que nous venons de présenter
atent été dégagées par Huygens dans son
Truité de la lumiére (écrit en 1678 et publié
en 1690) sur la base de considérations
physiques et géométriques avant que qui
que ce soit n’ait écrit une équation aux
dérivées partielles (cf. fig. 2).

DE LA LUMIERE. Cuar L 17
du corps lumineux une infinic€ dondes , ?miquc iffués de
points differens de eccorps » s'uniffent en forte que fenfible.
meat elles ne compofent qu'une onde feule, qui par confequent
doit avoir affez de force pour fe faire fentir. Ainfi ce nombre
infini d’ondes qui naiffent en mefine inftant de tous les points
d'une étoﬂzﬁx:,’gmdcgeutcftrccommcl:Snlcﬂ,m font fen-
£ibl qu'une icuth » laquelle peut bien avoir affez de
force pour faire impreffion fur nos yeux, Outre quede chaque
int i i vepir plufi milliers ’ondes dansle
moindre temps imaginable , tga; 1a freq percuflion des
corpufcules , quifrappent PEther en ces gx;ints 3 cequi contrie
buéencore 3 rendre ﬁur aftion plusfenfible.

11y aencore 2 confideser dans]'émanationde ces ondes , que
chaque particule de lainaticre, dans laquelle une onde s’ctend,
e doit pas communiquer fon mouvement feulement 3 la parti-
cule prochaine, qui eft dans Ia figne droitetireé du paincmi.
neux ; mais qu'elle en donne auffi neceffalrement 3 toutes les au-
tres quila touchent y & qui soppofent & fon mouvement.
. De forte qu'il faur qu'au-
tour_ de chaque partcule
il fe faffe une onde dont
cette particule foit lecen
tre. Ainfi incr cft une
onde emaneé du point lu.
mincux A , qui eft fon cen-
tre; la particule 5, une de
celles qui font compuifes
dans la fphere p ¢ »,aura

# fait fon onde ieuli
XL, quitoucheralonde
N - DCF en €,au mefme mo.
Ment que londe principale, emanée du point A , eft parve-
C nué

Une méthode importante est I'approxi-
mation des hautes fréquences qui repose
sur la construction de solutions appro-
chées de la forme exp (ivg) v, oll v possede
un développement limité en v au voisinage
de I'infini. On trouve que ¢ vérifie encore
I'équation des caractéristiques (4) et que
chaque terme du développement limité de
v vérifie une équation linéaire du premier
ordre dont les courbes caractéristiques
sont des bicaractéristiques de I'équation
étudiée. On arrive & donner une base
mathématique rigoureuse aux calculs qui
se faisalent en optique, dans I’étude des
radars, etc.
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Une série de problemes importants
dans les applications concernent la diffu-
sion (« scattering ») c’est I'étude du
rapport entre les comportements asymp-
totiques des solutions pour ¢ tendant vers
moins et plus I'infini.

On appelle systemes d’évolution du
premier ordre symétriques, ceux qui ont la

T R.ALT.E
vent 8'étendre plus amplement vers-en haut , & meins vers
en.bas , mais vers les autres endroits plus ou moins felon quiils

1y P
o F

approchent de ces deux extremes. Ce qui cftant, il Senfuit
neceflairement que toute ligne , qui coupe une de ces ondes 3
angles druits , paffe au deffus du poiat' ; ficen’eft la fnle qui
eft perpendiculaire & Vhorizon, i :

- g;'t = ¢ Fonde qui portcla lumiere au- fpettaceur qui eft
"en 8, & que 8 p foit 1a droite qui coupe cette onde perpen-

diculairement. Or parce que Ye riyonou taligne droite, par
“Taquellc nous jugeons endroit oit Tobjet nous paroit, n'eft

s,

watre chofe que 12 perpendicolaire i Ponde qui arrive d no-
“ftre oeil , ‘comme Fon peut entendré par ce qui 4 <ft¢ dit
cy deflus, il eft manifefte que le point A Sappercevracom-
me éftant daos 1a droite s o 5 &-ainfi plus haur qu'il weft
en effet. - e

* Demefme fila Terreeft 1.5, & Pexteemité de I’ Atmofphere
Ll I <p;

forme :

du ¢ ou
3= Ay B

J
i=1

ou u est la fonction inconnue (vectorielle)
et les A; des matrices autoadjointes. Ce
sont des systémes hyperboliques et, en fait,
la plupart des systémes les plus importants
peuvent se mettre sous cette forme.
L’équation de Dirac, qui décrit I"évo-
lution d’une particule relativiste de spin %,
est un tel systéme, ou la fonction d’onde de
la particule a quatre composantes. L’équa-
tion des ondes peut elle aussi se mettre sous



la forme d'un systéme symétrique. Pour
cela, on prend pour fonctions inconnues :
Ju
= —
ot

u —a—u' =1 n
/_axj, Jj=1.,n

Ug

L équation des ondes devient alors :

due _ " 0y,
ar — ox;’

i=1

et on compléte le systéme en écrivant les
¢quations qui expriment que les dériva-
tions par rapport aux x; et a f commutent :

du; du
=22 j=1.,n
o “ax, T hen

Le syteme obtenu est bien symétrique.

D’autres équations que les hyperboli-
ques ont des solutions qui se propagent, on
en verra des exemples - tous non linéaires
— dans la partie C ci-aprés — Equations non
linéaires. Mais, dans ces autres équations,
la vitesse de propagation dépend toujours
de la solution considérée.

2. le type elliptique

L’équation de Laplace,

ou de Poisson

Si dans I"équation des ondes on s’intéresse
a des solutions stationnaires (c’est-a-dire
indépendantes du temps), on tombe sur
I"équation de Poisson :

“1 92
© =N,

j=1

plus connue sous le nom d’équation de
Laplace lorsque le second membre est nul,
et prototype des équations elliptiques. De
méme, si on s'intéresse aux solutions qui ne
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dépendent du temps que par un facteur ¢
ou cos w(f — 1), on voit qu’elles vérifient
I'équation de Helmholtz :

Au + k2u = 0.

Cette équation a des propriétés tout a
fait analogues a celle de Laplace.

On retrouve I’équation de Laplace (a
deux variables indépendantes) comme
conséquence des conditions de Cauchy-
Riemann. Elle est donc vérifiée par la
partie réelle et la partie imaginaire pure de
toute fonction analytique d’une variable
complexe. Ce fait a été la source de
certains problemes de la théorie des
¢quations aux dérivées partielles (quelles
sont les propriétés des fonctions analy-
tiques qui peuvent étre généralisées ici ?).
Il a aussi ¢été la source de certaines
applications dont la plus célébre est la
méthode de Joukovski (a une certaine
approximation, le calcul d’un écoulement
incompressible autour d’une aile se
raméne a un probleme de représentation
conforme).

Les problemes bien posés pour ’équa-
tion de Laplace concernent en général les
solutions sur un ouvert borné Q de R” dont
nous noterons I" la frontiére. Les deux plus
usuels sont :

- Le probléme de Dirichlet : « Trouver u
vérifiant (6) sur Q et dont la restriction a
I est donnée. »

- Le probléme de Neumann : « Trouver u
vérifiant (6) sur Q et dont la dérivée
normale sur I" est donnée. »

A vrai dire, ce dernier n’est pas tout a
fait bien posé. D’abord il n’y a pas unicité
puisqu’en ajoutant a une solution une
constante, on retrouve une autre solution.
D’autre part, pour qu’il y ait existence, les
données doivent vérifier une condition que
nous allons trouver en utilisant 'outil
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fondamental pour ce genre de questions, la
Sformule de Green :

J' v du dx
Q
=_f grad v . grad u dx +‘r vd,udo,
Q r

ou 0, désigne la dérivée normale sortante
et do la mesure superficielle ; nous notons
g la dérivée normale sortante (donnée) de
u et nous appliquons la formule de Green
avec v =1, ce qui nous donne compte
tenu de (6) :

Cette condition a une interprétation tres
claire dans tous les cas ot — grad uest le flux
d’une grandeur (par exemple si — u est le
potentiel des vitesses d’un liquide animé
d’un mouvement irrotationnel ; ou si on est
dans le cas stationnaire de I'équation de la
chaleur, u est alors la densité d’énergie
interne et — grad u, moyennant un choix
d’unités, son flux). Dans cette situation, le
premier membre de (7) est la quantité de la
grandeur en question créée a I'intérieur de
Q et le second membre la quantité quisort a
travers la frontiere.

On rencontre trés souvent des problé-
mes mélés, c’est-a-dire ou on donne u sur
une partie de la frontiére et sa dérivée
normale sur le reste. Ces problémes sont
bien posés. Une série de problémes géne-
ralisent celui de Neumann (condition de
Newton, dérivées obliques...).

Les solutions des équations de Poisson
et de Laplace et des équations analogues
possédent de multiples propriétés : elles
sont analytiques, ne peuvent pas avoir de
maximum ni de minimum a lintérieur
d’un domaine ot ’équation est vérifiée.
On appelle fonctions harmoniques les fonc-
tions qui vérifient ’équation de Laplace
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(cf. POTENTIEL ET FONCTIONS HARMONI-
QUES).

Applications & la topologie

Considérons une variété compacte V et
munissons-la d’une métrique rieman-
nienne, comme il est possible de le faire.
On sait que cette métrique riemannienne
induit pour tout k£ un produit scalaire sur
I'espace vectoriel A, des champs de for-
mes extérieures de degré k sur V. La
différentiation extérieure d qui opére de
A dans A, posséde donc un adjoint &*.
Posons :

A =dd* + d*d.

Dans le cas des fonctions sur un espace
euclidien, on retrouve bien le laplacien
usuel ; c’est essentiellement la formule :

Ay = div grad u.

Notons en général A, la restriction de
Aa A, Onaalors le théoréme de Hodge-de
Rham : la dimension du noyau de A est le
k-iéme nombre de Betti de V.

Ce théoréme a requ une série de géné-
ralisations dont le célébre théoreme de
'indice d’Atiyah-Singer et, tout récem-
ment, le résultat d’Alain Connes classifiant
les feuilletages en attachant un indice aux
opérateurs elliptiques sur chaque feuillet.

Principe des travaux virtuels et formulations
variationnelles

Les équations vérifiées par le déplacement
d’un solide élastique en équilibre forment
un systéme elliptique. Nous allons en
donner une formulation fondée sur le
principe des travaux virtuels.

Soit Q le volume occupé par le solide au
repos, I' sa frontiére. Supposons que sur
une partie I’y de T le solide soit fixé et que
sur le reste I'; on lui applique une force de
densité superficielle g. Un déplacement



admissible est un champ de vecteurs qui
s’annule sur ['y. Soit u(x) le déplacement
du point du solide qui se trouve en x au
repos. On sait que chaque composante de
la densité des forces élastiques s’écrit :

3
90,
0x
k=1
o est le tenseur des contraintes, qui est
symétrique. Leur travail dans un déplace-
ment virtuel admissible v est :

® W=l 3

ktedS,

—_ v;0,
fl_ Z 7
I

ou I'indice 7 évoque le mot « interne » ; les
n, sont les composantes de la normale
sortante et ¢S la mesure superficielle sur T".
Soit directement par des considérations
physiques qu'il serait trop long de décrire
ici, soit en appliquant a (8) une intégration
par parties et en tenant compte de la
symétrie de o, on arrive a la nouvelle
formule :

0w (G e

Laloi de comportement donne I'expres-
sion de o qui dépend des dérivées de u et (si
le solide étudié estinhomogéne) de x. Usuel-
lement, si la déformation est assez petite
pour que le solide reste élastique, il suffit de
supposer la dépendance en u linéaire. Mais
il est important de comprendre que nous
n’avons pas besoin de cette simplification
ici ; nous ne la faisons donc pas.

Avant d’écrire que le travail virtuel des
forces élastiques est égal a celui de la force
appliquée, il reste a préciser ce qu’est un
déplacement admissible. Il faut qu’il satis-
fasse aux liaisons imposées au systéme,
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c’est-a-dire ici qu'il s’annule sur T, T faut
de plus qu’il vérifie une condition de
régularit¢ qui assure au minimum }’exis-
tence de lintégrale qui figure dans la
formule (9), nous y reviendrons. On abou-
tit a la formulation variationnelle du pro-
bléme de la recherche du déplacement a
I’équilibre Trouver un déplacement
admissible & qui vérifie pour tout dépla-
cement admissible v :

(10) 2f2(

‘3’*) 0;.4(x, grad u ) dx

:f v.gdS.
Iy

En généralisant un peu, on arrive a la
formulation suivante, ol V est un espace
de fonctions sur Q (qui peuvent étre a
valeurs vectorielles) et les F; des fonctions
connues (il est commode et peu restrictif
de supposer qu’elles vérifient F; (x, 0, 0) =
0) : « Trouver u appartenant a V telle que
pour toute fonction v appartenant a V :

(11) J‘Q[ i‘% Fi(x,u, gradu)

i=1

+ v.F(,(x,u,gradu)]dx =f v.gdS.

Iy

Des intégrations par parties montrent
que u vérifie I'équation aux dérivées par-
tielles du second ordre :

(12) z “F;(x, u(x), grad u (x))
iz
= Fy(x,u, gradu)

et des conditions aux limites qui dépendent
du choix de I'espace V.

Le plus grand avantage des formula-
tions variationnelles est justement dc
contenir a la fois I'équation aux dérivées
partielles et les conditions aux limites.
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Voyons cela de plus pres pour les problé-
mes melés. Sous forme classique, nous
cherchons u deux fois différentiable qui
vérifie (6) sur Q, u = gysurTyetd,u = g,
sur ', ou g, et g, sont des fonctions
données. C’est la formule de Green qui va
nous permettre de passer a la forme
variationnelle. Elle assure que pour toute
fonction v suffisamment réguliére et nulle
sur I :

(13) ——‘ro(grad v.gradu + vf)dx = J‘rvglds,
1

I reste a définir Iespace V.
Débarrassons-nous d’abord d’un détail :
une fonction appartenant a V devra
s’annuler sur T alors que la solution u y
vaut g, ; il faudra en tenir compte dans la
formulation du probléme. En dehors de
cela, il nous reste seulement & préciser
quelle condition de régularité doit vérifier
une fonction nulle sur I'y pour appartenir
a V. La condition (13) suggére de deman-
der que son gradient ainsi qu’elle-méme
soient de carré intégrable. Or, c’est exac-
tement la condition que dicte la physique.
Dans les applications les plus usuelles,
Pexpression :

J' | grad u |2dx,
Q

appelée intégrale de Dirichlet, est 4 un
coefficient pres I'énergie du systéme étu-
dié. C’est le cas en élasticité, en électro-
statique, dans P'écoulement irrotationnel
d’un liquide. L’ensemble des fonctions qui
sont de carré intégrable, ainsi que leur
gradient, a recu le nom d’espace de Sobolev
et on lui a attribué la notation H'(Q) (il y
a des espaces de Sobolev plus généraux). V
sera donc l'ensemble des fonctions qui
appartiennent 4 H'(Q) et s’annulent sur I,
(un théoreme assure que cette derniére
condition a bien un sens pour les fonctions
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appartenant a P'espace de Sobolev). On
arrive finalement 4 la formulation sui-
vante : « Trouver v € H!(Q) telle que sa
restriction a Iy soit g, et que, pour tout
v €V, la relation (13) soit vérifiée. »

On notera que les conditions de Diri-
chlet et de Neumann ont des statuts tres
différents dans la formulation variation-
nelle : la premiére doit étre imposée & u et
aussi, par l'intermédiaire de la définition de
V, av, alors que la seconde est intégrée dans
la relation (10), (11) ou (13) selon le cas.

La monotonie

Le fait d’admettre une formulation varia-
tionnelle du type (11) n’implique pas
qu’une équation ou un systéme soit ellipti-
que. Au demeurant, les méthodes d’étude
liées a la formulation variationnelle admet-
tent une extension au cas hyperbolique,
c’est ce qu'on appelle la méthode des iné-
galités d’énergie. Ce qui caractérise ellip-
ticité, c’est une propriété des fonctions F;
que nous allons aborder maintenant.

Les propriétés des solutions d’une équa-
tion aux dérivées partielles sont surtout
déterminées par les termes contenant les
dérivées de lordre le plus élevé (ici 2).
Nous allons donc concentrer notre atten-
tion sur la dépendance en grad u des
fonctions F; de la formule (11). Nous
supposerons que Fy =0, comme c’est
d’ailleurs le cas dans I’équation de Poisson-
Laplace et dans les équations de I’élasticité,
entre autres. Enfin, nous examinons le cas
d’une équation, le passage a4 un systéme
n’implique pas ici d'idée nouvelle, seule-
ment une complication du formalisme.
Nous posons F = (F|, ..., F,).

On dit qu’une fonction F est monotone
si pour tout couple (u, v) € R®* X R":

14 (—v). (F) — (F@) > 0.



Cette terminologie est d’ailleurs assez mal-
heureuse, puisque dans le cas d’une seule
variable réelle elle ameéne a dire qu’une
fonction croissante est monotone mais
qu’une fonction décroissante ne ’est pas !
Il reste qu’elle est adoptée par tous les
spécialistes. On dit que la fonction est
strictement monotone si le seul cas d’éga-
lité dans (14) est celui ot u = v.

Si F est linéaire par rapport a grad u, on
peut écrire :

Fi(gradu) = Za,-j(x, ")%uj'
ji=1

La condition de monotonie signifie alors
que la partie symétrique de la matrice des
a; est positive, et définie positive s’il y a
monotonie stricte. On notera en particulier
que dans le cas de I"équation de Poisson-
Laplace c’est 'opérateur — A qui a la
propriété de monotonie.

Montrons que si F est strictement
monotone, deux solutions du probléme
variationnel ne peuvent différer que par
I’addition d’une constante. Soient u; et
u, ces deux solutions. Ecrivons la rela-
tion variationnelle (11) pour chacune
des deux avec la méme fonction v = u; —
u,, puis retranchons l'une a l'autre les
deux équations obtenues. Nous aboutis-
sons a :

‘J' (grad u, —grad u,)
Q
X [F(grad u,) — F(grad u,)] dx = 0.

Siu; — u, n’était pas constante, la fonction
a intégrer dans le premier membre de cette
équation serait positive et non nulle et, par
suite, I'intégrale strictement positive.

Si F est strictement monotone, il suffit
donc que l'espace V du probléme varia-
tionnel ne contienne pas de constante non
nulle pour qu’il y ait unicité ; ce sera le cas
st on a imposé la valeur de la solution sur
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une partie de la frontiére. Dans d’autres
cas, c’est la présence d’un terme en F,
strictement positif qui élimine la constante.
Dans d’autres cas encore, tel celui du
probléme de Neumann, il existe bel et bien
toute une famille de solutions différant
deux a deux d’une constante.

Avec des conditions d’uniformité de la
monotonie et des conditions de continuité
assez faibles pour pouvoir étre vérifiées
dans la plupart des problemes usuels, on
démontre 'existence d’une solution (théo-
reme de Minty-Browder). La démonstra-
tion, assez technique, se fait en deux
¢étapes. La premiere consiste a démontrer
Iexistence dans le cas de la dimension
finie. Elle s’appuie essentiellement sur un
résultat de topologie algébrique (le « théo-
reme des antipodes» de Borsuk). La
seconde étape consiste a démontrer la
convergence des approximations de Ritz-
Galerkine.

Formulation variationnelle

et calcul des variations

Dans de nombreux problemes, parmi les-
quels les plus fréquents dans les applica-
tions, la formulation variationnelle
exprime que la solution u est point critique
d’une fonctionnelle J sur ’espace V. Ainsi
du probleme melé pour 1’équation de
Poisson-Laplace (et comme cas particu-
liers des problémes de Dirichlet et de
Neumann). La fonctionnelle J est dans ce
cas définie par la formule :

Jw) = fﬂ[%“gradu”z + uf]dx + ‘rrl ug,ds.

Les équations linéaires du second ordre
pour lesquelles une telle fonctionnelle peut
se trouver sont celles qui s’écrivent :

div(Ax).gradu) + cx)u + =0,

ot A est une matrice symétrique.
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Lorsque cette fonctionnelle existe, on
est donc ramené 4 un probléme d’optimi-
sation. La propriété de monotonie équi-
vaut a la convexité de la fonctionnelle, qu’il
s’agit donc de minimiser.

La fonctionnelle J a souvent une inter-
prétation comme énergie potentielle du
systéme. Sa convexité¢ indique donc la
stabilité de la configuration d’équilibre, elle
lui est méme équivalente dans le cas
linéaire. Dans les formulations variation-
nelles, I'absence de fonctionnelle corres-
pond souvent a une non-conservation de
I’énergie, la condition de monotonie indi-
quant qu'il y a dissipation.

3. L'équation de la chaleur
et le type parabolique

Si les équations hyperboliques décrivent
I’évolution des phénomenes physiques
réversibles, les phénomenes irréversibles
relévent du type parabolique dont le pro-
totype est I'équation de la chaleur, dite
aussi de Fourier :

du

(15) E:Axu + f.

Notons tout de suite qu'au contraire de
I’équation des ondes cette équation est
modifiée par le changement de f en — 1.

Elle décrit la diffusion de la chaleur,
mais aussi bien d'autres phénomeénes de
diffusion, en particulier celle d’un corps en
solution.

Les problemes bien posés typiques de
I'équation de la chaleur, et des équations
paraboliques en général, sont des proble-
mes mixtes. On donne un ouvert O de
I'espace et on cherche une solution u sur
[0,00[ X Q qui vérifie une condition
initiale : 4(0, ) = uy(x), u,fonction don-
née et, a chaque instant 7, une condition sur
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la frontiére, condition de Dirichlet. ou de
Neumann ou mélée, d’autres parfois. La
différence avec le cas hyperbolique est a
chercher dans le comportement vis-a-vis dc
la variable temps. D’abord on ne donne ici
que la valeur initiale de u et pas celle de sa
dérivée. Ensuite, et c’est le plus important,
la solution n’existe en général que dans le
futur, ¢’est-a-dire pour les valeurs positives
de ¢ On retrouve 1a [I'opposition
réversibilité-irréversibilité. La coexistence
de données initiales et de données a la
frontiere d’un ouvert d’espace n'est pas
essentielle : on la trouve aussi dans certains
problémes hyperboliques.

Certaines propriétés de I'¢équation de la
chaleur la rapprochent de I'équation de
Laplace. Supposons pour le moment que

=0 (c’est-a-dire qu’il n'y a ni source ni

absorption de chaleur). Les solutions sont
alors indéfiniment différentiables et,
lorsqu’on fixe f#, ce sont des fonctions
analytiques de x. En particulicr, la diffu-
sion est instantanée dans ce sens que si
dans un probléme mixte la donnée initiale
est nulle en dehors d’un voisinage d'un
point, dés que ¢ est strictement positif, il
n'y a plus aucun point au voisinage duquel
la solution reste nulle. Ce résultat peut
aussi se déduire d’une version du principe
du maximum adaptée a 'équation de la
chaleur.

Nous allons établir I'équation de la
chaleur par un raisonnement qui. conve-
nablement modifié, s'étend aux autres
phénomenes de diffusion. Nous prendrons
pour u la densité de I'énergie interne. f est
celle des sources d’énergie thermique.
Nous négligeons les effets dus a la dilata-
tion thermique, autrement nous n'arrive-
rions pas a (15) mais a un systéme ou
figurerait cette équation et celles de I'élas-
ticité, le tout modifié par un couplage de
ces équations entre elles. Nous désigne-



rons par v le flux d’énergie thermique. Le
bilan d’énergie dans un domaine U nous
donne ainsi :

d
Efuudx—- J'dex—fwl.nds,

ou 0U désigne la frontiere de U. Nous
transformons une fois de plus 'intégrale de
surface en intégrale de volume par une
intégration par parties ; faisons passer la
dérivation par rapport au temps sous le
signe d’intégration (v peut-étre supposée
assez réguliére pour que nous en ayons le
droit) et obtenons :

f [a—u+divxzv—f dx = 0.
u

at
Comme cette équation doit étre vraie pour
tout domaine U, on en déduit :

ou .
(16) E—dlvxl’—f.

Clest 'équation de continuité dont la vali-
dité est extrémement générale : elle
exprime simplement une loi de conserva-
tion quelconque.

1I faut maintenant une relation entre u
et v. Cest la loi de diffusion proprement
dite qu'on prend de la forme :

an

ou K est a priori une matrice. Les
physiciens démontrent qu’elle est symétri-
que. Elle est définie positive cette
propriété exprime que ’énergie thermique
diffuse des régions les plus chaudes vers les
plus froides et pas l'inverse. Dans un
milieu isotrope, c’est simplement le pro-
duit par un nombre. Si le milieu est
homogene elle ne dépend pas de x. Pour
aboutir a I'équation (15) on suppose toutes
ces propriétés vérifices et on fait de plus
I'hypothése que K ne dépend pas non
plus de u, ce qui est une approximation

v=—K(x,u).grad, u,
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justifiée dans les situations les plus usuel-
les. Dans tous les cas, (16) et (17) se
combinent en

(18) %:div(K(x,u).gradu)%-f‘

Si K est le produit par un nombre constant,
un choix adéquat des unités donne la
forme (15).

Dans le raisonnement qui précede,
on peut remplacer ’énergie interne par
la concentration d’une solution sans
rien changer d’autre. Des raisonnements
analogues s'appliquent aux fluides cir-
culant dans un milieu poreux. Trés sim-
ples dans le cas d’un liquide saturant
les pores, les équations deviennent
beaucoup plus compliquées dans le
cas d'un gaz ou du mélange de deux
fluides.

On notera que (18) peut s’écrire :

du

i + A(u) =0,

ol A a la propriété de monotonie. C’est
la la clef de propriétés d’existence et
d’unicité pour les équations et systémes
paraboliques, sur lesquelles on revien-
dra dans la partie C ci-dessous - Equations
non linéaires.

L’équation de la chaleur et les équa-
tions analogues ont un lien étroit avec la
théorie des probabilités. On ne s’en éton-
nera pas puisque la relation (17) repose sur
une théorie relevant de la physique statis-
tique.

Pour nous borner a un aspect assez
simple de cette question, considérons des
solutions de I'équation :

du

(19) S — Kaw

vérifiant une condition de décroissance a
I'infini sur R” (par exemple intégrables). On
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passe alors de la solution a I'instant ¢, a la
solution a un instant ultérieur ¢, par la
formule :

(20) u(ty ) = Ut;—rlu ((FANE

ot U, est Popérateur d'évolution, défini
dans ce cas par la formule :

e —lx—yl2/4Ks

@) Ufe)= - Wf

) dy.

Cet opérateur transforme les mesures de
probabilités sur R” en mesures de probabi-
lités sur R” et les gaussiennes en gaussien-
nes. C’est donc 'opérateur de transition
d’un processus de Markov gaussien.

Réciproquement, on vérifie que tout
processus de Markov gaussien a accroisse-
ments indépendants et stationnaires, com-
mutant avec les déplacements de Iespace,
est donné par les formules (20) et (21).

En plus des équations de diffusion, les
systemes paraboliques comprennent les
équations de Navier-Stokes pour un fluide
incompressible :

du du
@ o+ g ) —
J

= —gradp + f,

ou u est la vitesse du liquide, p sa pression,
p sa densité, p son coefficient de viscosité
et fla force extérieure. De plus, on impose
a u d’étre de divergence nulle : c’est
I’¢quation de continuité.

4. Autres équations

Equations qui changent de type
L’équation de Tricomi :

Py u
X oo
ox?

=
ox3

est hyperbolique dans le demi-plan x, < 0,
elliptique dans le demi-plan x, > 0.
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En dehors de cela, le principal intérét de
I’équation de Tricomi est sa simplicité qui
a permis d’en faire une étude assez
détaillée. On rencontre un systéme présen-
tant le méme changement de type dans
I’étude des écoulements stationnaires de
fluides compressibles non visqueux. En
admettant que 1’équation d’état permet
d’écrire la pression comme une fonction p
de la densité, les équations du mouvement
s’écrivent dans ce cas :

u
pzujg +p'(p)gradp =0,

7

pdivu +u.gradp =0.

Les notations ont le méme sens que dans
I’équation (22); p’(p) est le carré de la
vitesse de propagation du son dans le
fluide, on voit qu’'elle dépend de x par
I'intermédiaire de la densité. Dans la
région subsonique, c’est-a-dire celle ou
[u]? < p'(p), le systeme est elliptique, il est
hyperbolique dans la région supersonique,
C’est-d-dire celle ou |u||? > p’(p).Dans les
équations et systémes hyperboliques dont
nous avons parlé jusqu’ici, la variable
temps jouait un role privilégié ; ce role est
tenu dans la région supersonique par le
déplacement dans la direction de ’écou-
lement. On peut d’ailleurs dans ce cas
entendre la propagation des singularités
dans la région hyperbolique : c’est le
« bang » de ’avion passant le mur du son.

Naturellement, c’est dans les régions
comportant a la fois des parties superso-
niques et des parties subsoniques que
I"étude de I"écoulement est la plus délicate
(régions transsoniques, fig. 3). L’étude de
ces régions transsoniques connait un
regain d’intérét car la hausse du prix du
carburant a amené & renoncer, pour les
avions de ligne du futur, aux vitesses
supersoniques.
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subsonique fen haut) et un régime transsonique {en bas).

Photos prises en soufflerie, ol les gradients de pression sont visualisés. On voit la différence entre un régime

fig. 3

L’équation de Schrédinger
L’équation de Schrédinger :

., Ou h?

ih 3= —ﬁAu + Vu

décrit en physique quantique I"évolution de
la fonction d'onde u d’une particule non
relativiste de masse m soumise a un
potentiel V. Elle n’est pas hyperbolique, ce
qui semble mettre en défaut Iassertion
selon laquelle 1a physique des phénomeénes
réversibles est décrite par des systémes
hyperboliques. Mais il ne faut pas oublier
que l'équation de Schrédinger apparait

comme une approximation a faible vitesse
de I’équation de Dirac qui, elle, est un
systéme hyperbolique.

Malgré une certaine ressemblance for-
melle avec 1'équation de la chaleur, elle
n’est pas non plus parabolique ; le facteur
i devant la dérivée par rapport au temps
assure la réversibilité.

L’équation de Schrodinger n’appar-
tient finalement pas & un type particulier
d’équations. Malgré son importance
physique, elle apparait assez comme un
cas particulier - au moins pour le
moment.

185



DERIVEES PARTIELLES EQuATONS AUX

Dans le méme ordre d’idées, I’équation
de Korteweg et de Vries et les autres
équations « a solitons », dont les propri¢-
tés seront exposées dans la partie consa-
crée aux problémes non linéaires, ont des
caracteres analogues : elles ne sont pas
hyperboliques mais liées a des équations
hyperboliques.

Equations générales

Occupons-nous d’abord des équations aux
dérivées partielles linéaires a coefficients
constants du second ordre a trois variables
indépendantes. Par un changement de
variables, on peut toujours se ramener a un
des trois cas suivants :

a) la partie principale (homogene
d’ordre deux) de I’équation est incomplete
(c’est-a-dire qu’il n’y figure pas de dériva-
tion par rapport a une des variables) ;

b) cette partie principale est 'opéra-
teur de Laplace, 1’équation est elliptique ;

¢) la partie principale est I'opérateur
des ondes (a deux dimensions d’espace),
I’équation est hyperbolique.

Si on passe a quatre variables indépen-
dantes, un quatriéme cas se présente, celui
de I"équation :

2w *u  Pu  Ju
ax2 VY ox1axi axz

Cette  équation est appelée ultra-
hyperbolique par allusion au fait qu’il y a
un signe de plus que dans ’équation des
ondes. Mais cette expression ne désigne
pas un type comme |’hyperbolique ou le
parabolique ; c’est au fond une désignation
purement négative. Elle ne correspond ni
a des propriétés de problémes bien posés
ou a des singularités de solutions, ni a une
famille qu’on saurait caractériser sur la
forme de I'équation, y compris pour les
ordres supérieurs a deux.
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Au demeurant, cette équation n’inter-
vient pas dans des problémes physiques.

En principe, la théorie de Sato,
Kashiwara et Kawai doit permettre une
classification des systémes linéaires aux
dérivées partielles. Malheureusement, elle
est d’'un caractére tellement abstrait et
détourné qu’on n’a encore guere vu
d’application a un cas particulier non
classique.

MARTIN ZERNER
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B. Théorie linéaire

1l existe une théorie mathématique assez
bien constituée des équations aux dérivées
partielles linéaires, dont nous allons
essayer de donner une idée. En contraste,
les équations non linéaires présentent un
foisonnement de problemes et de métho-
des dont peu sont générales. Sans que nous
le précisions & chaque fois, certains des
résultats que nous allons donner dans le
cas linéaire se généralisent au non linéaire.
Pourtant, méme ceux-la font partie de la
théorie linéaire, soit que la généralisation
non linéaire soit limitée a des situations
trop restrictives, soit qu’elle ne s’insére pas
dans une théorie cohérente.

Pour pouvoir conserver les notations de
la partie précédente pour les problemes
d’évolution, nous nous placerons sur un
ouvert de R"*! (4 I'occasion C"*!) et nous
noterons en général y = (yg, ¥y,.... V) les



coordonnées. Pour a € N"*! nous pose-
rons :

ol =" a

j=0

yo _:ygoyilﬁmygn

dlai
G0 oy ... Oy &

Un opérateur linéaire aux dérivées
partielles (on dit plus brievement opéra-
teur différentiel) est défini par un poly-
néme a coefficients pouvant dépendre
de y:

P(y,E) = Z bo)ES;

lai<m

il agit selon la formule :

Pu(y) = z boVou ).

fal <m

m s’appelle Pordre de P. L’opérateur P,
obtenu en ne gardant que les termes ou la
dérivation est dordre m exactement
s’appelle la partie princiale de P. On notera

V le gradient :
Z ‘ay’,

(cf. CALCUL INFINITESIMAL - Calcul a plu-
sieurs variables).

A coté de ces notations, il nous arrivera
d’utiliser des notations en (t, x) ou t ER
(ou C) et v & R" (ou C") avec des conven-
tions analogues pour les multi-indices,
puissances et dérivations.

Nous ne nous priverons pas a 'occasion
de noter les distributions comme des
fonctions et les produits scalaires
fonctions-distributions comme des intégra-
les (cf. DISTRIBUTIONS).
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1. Le théoréme
de Cauchy-Kovalevskaia

Supposons I'opérateur P de la forme :

am—ky
(1 Pu_m‘*‘ ZQk(f Ve

k=1

ou les Q. sont des opérateurs différentiels
d’ordre au plus & et ou V. désigne le
gradient relativement a x.

Le probléme de Cauchy s’énonce alors :
« Trouver u vérifiant :

@ | Pu=f
3 Fu _ X
G | 5500 =gk, k=0.,m—1,

ou fet gy &ys & Sont des fonctions
données. »

Le théoréme de Cauchy-Kovalevskaia
suppose que les coefficients de P ainsi que
les données f, g, ..., g, , sont des fonc-
tions analytiques (réelles ou complexes) de
t et de x. Il affirme alors Pexistence d’une
solution analytique et une seule sur un
voisinage de tout point (0, x;). Ce voisi-
nage dépend de P et des domaines d’ana-
Iyticité complexes des données.

Ce théoreme s’applique aussi aux sys-
temes, pourvu qu’ils soient de la forme :

@ ru_ g,

orm

ot & est une fonction analytique de 7, x, v
et ses dérivées d’ordre total m1 au plus mais
strictement plus petit que m en ¢ Il reste
un des rares résultats trés généraux de la
théorie. Il a été publié par Cauchy en 1842
dans les Comptes rendus de I’ Académie des
sciences.

Le travail de Sofia Kovalevskaia est
paru en 1874; apparemment elle ne
connaissait pas celui de Cauchy (et son jury
non plus puisqu’il s’agissait d’une these !).
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La démonstration d’unicité est simple
et instructive. Si u est une solution analy-
tique, elle possede un développement de
Taylor en ¢ :

3

wex) =y EEer

k=0

ol :
oku
gilx) = W(O,X)

pour tout & positif cette fois. Les g, sont
donnés pour k& < m. En faisant t = 0 dans
I’équation aux dérivées particlles, on
trouve :

m—1

gmx) =f— Qu—i (0%, V,)gilx):

En dérivant I’équation (2) par rapport a ¢
et en y faisant =0, on trouve des
formules analogues donnant chaque g, en
fonc-
tion de ceux d’indices strictement plus
petits.

La démonstration d’existence consiste
essentiellement a démontrer la conver-
gence de la série ainsi calculée. Elle repose
sur une technique de majoration établie
par Cauchy a cette occasion (méthode des
séries majorantes).

La méme démonstration s’applique
d’ailleurs au systeme non linéaire (4)
moyennant des complications légeres.

Unicité de la solution distribution

Le théoréme de Cauchy-Kovalevskaia
n’exclut pas I’existence de solutions non
analytiques au probléme de Cauchy. Cette
lacune a été comblée, en 1901 par le
théoréme de Holmgren qui affirme I'unicité
des solutions « classiques » (c’est-a-dire m
fois différentiables). Trés élégante, la
démonstration de Holmgren est remarqua-
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ble pour I’époque par la facon dont elle
met en jeu des idées de I'analyse moderne :
dualité et densité.

Le résultat de Holmgren a été étendu
par Hérmander aux solutions distributions.
11 est nécessaire dans ce nouveau cadre de
reformuler le probleme, puisque la restric-
tion d’une distribution a ’hyperplan r = 0,
qui intervient dans les données de Cauchy,
n’a a priori pas de sens. Notons 0 la fonc-
tion qui vaut 0 pour t < Oet 1 pours > 0,
et & la distribution de Dirac. La fonction u
vérifie les conditions (2) et (3) si et seule-
ment si on a 1’équation entre distributions :

P(Ou) = of
m—km—k
* Z Z G YD) Qu (0, x, V,)gm —F—!(x).

k=0 /=1
avec la convention Q, = 1

En généralisant cette formule, on est
amené a poser le probléme de Cauchy de
la fagon suivante : « Trouver une distribu-
tion u a support contenu dans le demi-
espace f > 0 qui vérifie : Pu=T, T
distribution donnée a support contenu
dans ce méme demi-espace. »

L’unicité de la solution du probléme de
Cauchy devient ainsi une affirmation sur le
support des distributions qui vérifient
I’équation :

) Pu = 0.

Si le support d’une telle distribution est
contenu dans le demi-espace fermé ¢ > 0,
il est aussi contenu dans le demi-espace
ouvert 1 > 0.

Le probléeme de Cauchy

en coordonnées générales :
hypersurfaces caractéristiques

Dans certaines situations, on a besoin
d’étudier un probléme de Cauchy ou les
données, au lieu d’étre portées par ’hyper-
plan ¢ = 0, le sont par une autre hyper-



surface X. Il y a donc lieu de voir si on peut
trouver des coordonnées (¢, x) telles que :

a) lopérateur P prend la forme (1) au
produit pres par une fonction non nulle
(nous pourrons diviser le second membre
par cette fonction) ; celarevient a dire quele
coefficient de (¢""u)/(0¢") ne s’annule pas ;

b) I’équation de Y. devienne t = 0.

Supposons donc que ¥. soit définie par
une équation S(y) = 0, ou S est une
fonction analytique dont le gradient ne
s’annule pas. Nous prenons pour nouvelles
coordonnées ¢ = S(y) et des fonctions x|,
..., X, de fagon que I'ensemble (¢, x) fasse
un systétme de coordonnées. Un calcul
sans histoire montre que le coefficient de
(0"u)/(Or™) est :

® P,@, grad $¢)).

Trois cas peuvent alors se présenter.

Le premier cas est dit non caractéristi-
que : I’expression (6) est non nulle; le
théoreme de Cauchy-Kovalevskaia et celui
de Holmgren s’appliquent au probleme de
Cauchy avec données portées par X.

Le deuxiéme cas est le cas caractéristi-
que, c’est-a-dire que 1’équation :

Py, gradS¢p)) =0

est vérifiée. On dit que X est une hyper-
surface caractéristique. On peut démontrer
dans ce cas que I’équation :

©) P(y,Vu =0

a des solutions dont le support a 3. pour
frontiere, et des solutions dont les singu-
larités sont portées par X.

Il reste des cas intermédiaires ou
I’expression (6) s’annule, mais pas identi-
quement. C’est le plus délicat. Il y a lieu a
ce sujet de signaler les résultats de Leray
sur I'uniformisation du probléme de Cau-
chy : la solution se ramifie autour de Ia
variété ou Iexpression (6) s’annule.
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Un point important a retenir est que
les hypersurfaces qui peuvent faire partie
de la frontiére du support d’une solution
de I’équation (7) sont les caractéristiques.
Un autre est la caractérisation des équa-
tions elliptiques : elles n’ont pas de carac-
téristiques réelles. Dans le cas elliptique,
il n’y a pas d’hypersurfaces pour limiter
le support des solutions de (7), et pour
cause : on démontre qu’elles sont analyti-
ques.

Les limitations du théoréeme de Cauchy-
Kovalevskaiu ont été mises en lumiere de
fagon particuliérement claire par Hada-
mard dans ses Legons sur le probleme de
Cauchy (publiées a Yale en 1923 et a Paris
en 1932). Elles portent sur trois points liés
entre eux qui rendent le résultat inopérant
dans les applications physiques :

- sa nature tres locale ;

- I'’hypothése d’analyticité des données ;
les situations physiques ou I'analyticité est
une propriété naturelle sont rares et en tout
cas ce ne sont pas celles ou se posent des
problémes de Cauchy ;

— conséquence des deux circonstances
précédentes, une instabilité de la solution :
si on modifie les données en leur ajoutant
des fonctions analytiques si petites soient-
elles, on perd tout contrdle de la solution,
et méme de son domaine d’existence, si on
ne connait pas le domaine d’analyticité
complexe de la perturbation.

Ces limitations expliquent I'importance
des équations hyperboliques définies
comme celles ou il y a encore existence
pour le probléme de Cauchy a données
indéfiniment différentiables (ou a données
distributions : si le passage de I’analytique
au différentiable implique dans ce pro-
bléme une différence essentielle, le passage
des fonctions différentiables aux distribu-
tions est au contraire automatique pourvu
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que les coefficients soient cux-mémes indé-
finiment différentiables).

2. Problemes de régularité

On a déja signalé que si P est un opérateur
elliptique a coefficients analytiques et # une
distribution vérifiant ’équation (2), u est
analytique sur tout ouvert ou f I'est. De
plus, cette propriété caractérise les opéra-
teurs elliptiques.

On dit que I'opérateur P est hypoellip-
tiqgue si toute u vérifiant (2) est indéfini-
ment différentiable sur tout ouvert ou le
second membre f est indéfiniment diffé-
rentiable.

Dans sa thése, Hormander a donné
la caractérisation suivante des opéra-
teurs hypoelliptiques a coefficients cons-
tants :

Pour tout o différent de 0 on a :

glim VaP(£)/P(E) = 0.

La dérivée est évidemment prise par rap-
porta & : c’estla seule variable dont dépend
P puisque les coefficients sont constants.
L’intervention de ces dérivées est assez
naturelle du fait qu’on cherche a localiser
les propriétés de u en multipliant cette
distribution par une fonction indéfiniment
différentiable a support borné. On utilise
alors la généralisation de la formule de
Leibniz, valable pour tout opérateur dif-
férentiel linéaire :

B
P(u) = ZV[;;P VPu,

Bsm

ou B! désigne le produit des factorielles de
B

Pour les opérateurs a coefficients varia-
bles (indéfiniment différentiables), on ne
connait que des conditions suffisantes
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d’hypoellipticité. Une de ces conditions
s’exprime sur les opérateurs «a coeffi-
cients gelés », c’est-a-dire les opérateurs a
coeflicients constants obtenus, pour cha-
que point y, en remplagant les coefficients
variables & par leur valeur b(y) désormais
fixée. La condition est que chacun de ces
opérateurs soit hypoelliptique et qu'ils
aient tous le méme domaine dans L. Une
faiblesse de cette condition (obtenue a peu
prés simultanément par Hormander et
Malgrange) est qu’elle n’est pas conservée
par les changements de coordonnées,
comme le montre 'exemple de [ *équation
de la chaleur.

Par la suite, Hormander a étudié les
opérateurs de la forme :

k
P=ZX}+Xo+c,

=1

ol ¢ est une fonction indéfiniment diffe-
rentiable et X, X, ..., X des opérateurs
d’ordre un sans terme d’ordre zéro

chacun de ces opérateurs est donc défini
par un champ de vecteurs (cf. la partie A
ci-dessus - Sources et applications). Dési-
gnons par [X;, X] le commutant X, X, —
XX, ; c'est encore un opérateur de la
méme nature et le champ de vecteurs qui
lui correspond est le crochet des deux
autres champs de vecteurs au sens de la
géométrie différentielle. Nous noterons
désormais de la méme fagon opérateurs du
premier ordre et champs de vecteurs.
Appelons encore = le plus petit espace
vectoriel stable par le crochet auquel
Xo» X, .» X appartiennent et r(y) la
dimension de ’espace vectoriel formé par
les valeurs au point y des champs appar-
tenant a =. Cet entier #(y) prend son
maximum m sur un ouvert non vide. Si m
est strictement plus petit que la dimension
n -+ 1 de I'espace, I'opérateur P n’est pas



hypoelliptique. En effet, d’aprés le théo-
réme de Frobenius, on peut trouver un
systtme de coordonnées locales dans
lequel P ne contient pas de dérivations par
rapport a certaines des variables. Hérman-
der démontre une réciproque partielle : si
on a partout ry)=n -+ 1, alors P est
hypoelliptique.

3. Solutions élémentaires
et paramétrix

On dit qu’une distribution de deux varia-
bles E est un noyau élémentaire de P si elle
veérifie la relation :

P,E(,z) = 8(y —z)

qui entraine, du moins pour f & support
compact, que la distribution :

wo)= [ Eo.0f@ds

vérifie 1'équation (2), d’ou la précision
noyau élémentaire a droite qu’il est pru-
dent d’apporter, sauf, comme nous le
verrons, dans le cas des équations a
coefficients constants.

Nous avons déja rencontré un tel noyau
(cf. chap. 3 L'équation de la chaleur et le
type parabolique, dans la partie A
ci-dessus - Sources et applications, a pro-
pos du mouvement brownien). En effet les
formules (20) et (21) de cette partie
montrent que le noyau :

Bt xy, 13, x,) = (41t —1,))—"/2
exp (—|x; —x,[2/42) 0, —1,),

olt ©(r ) = 1 pour ¢ positif et 0 sinon, est
un noyau élémentaire pour 'opérateur de
la chaleur 9 _ Ay
ot
Le plus ancien exemple de noyau élé-
mentaire connu est sans aucun doute celui
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du potentiel coulombien — 1/4ny —z|,
noyau élémentaire de lopérateur de

Laplace en dimension 3.

Opérateurs & coefficients

constants et convolution

Un opérateur différentiel a coefficients
constants est un opérateur de convolution
puisqu’il commute avec les translations.
Plus précisément :

Pu=Pd*u.

Les noyaux élémentaires les plus com-
modes s’écrivent alors eux aussi comme
noyaux de convolution E(y — z), ou E, qui
ne dépend plus que d’une variable dans
R4, est une solution élémentaire, ¢ est-
a-dire qu’elle vérifie :

PE = 5.

L’utilisation systématique de ce point
de vue est un des traits caractéristiques du
développement qu’a connu [étude des
équations aux dérivées partielles dans les
années 1950 sous I'impulsion de la théorie
des distributions. En particulier, Mal-
grange a démontré en 1953 que tout
opérateur différentiel a coefficients cons-
tants non nul avait une solution élémen-
taire.

Solution élémentaire et hypoellipticité

Si P est un opérateur a coefficients cons-
tants hypoelliptique, ses solutions élémen-
taires doivent évidemment étre indéfini-
ment différentiables en dehors de I'origine.
Mais la réciproque est aussi vraie comme
on va le voir. Il faut savoir que si T est une
distribution indéfiniment différentiable en
dehors de I'origine, alors, pour toute dis-
tribution £, le produit de convolution T * f
est indéfiniment différentiable sur tout
ouvert ou f I’est, pourvu qu’une au moins
de ces deux distributions soit a support
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compact. Supposons donc que P ait une
solution élémentaire E indéfiniment diffé-
rentiable en dehors de l'origine, et soit ¢
une fonction indéfiniment différentiable a
support compact qui vaut | sur un voisi-
nage de l'origine. Posons :

F =¢E.
11 est facile de s’assurer que :
PF =03+ vy,

oll g est indéfiniment différentiable a
support compact. On a donc :

Fxf=FxPdsxu=u+yp»u,

la deuxieme égalité a cause de I’associati-
vité, et la commutativit¢ du produit de
convolution assurées du fait que u est le
seul des trois facteurs a ne pas avoir un
support compact. Comme @ « u est indé-
finiment différentiable, on voit que u est
indéfiniment différentiable sur tout ouvert
ou f est indéfiniment différentiable.

La distribution F utilisée dans cette
démonstration est ce qu'on appelle une
paramétrix. Le terme n’a pas de définition
mathématique précise et universellement
admise. Il signifie que PF est la distribution
de Dirac plus «quelque chose de pas
méchant », cette derniére expression dési-
gnant en général une fonction assez régu-
liere.

Le résultat que nous venons de donner
et sa démonstration s’étendent aux opéra-
teurs a coeflicients variables moyennant
des complications techniques assez sérieu-
ses.

Solution élémentaire et hyperbolicité

On se souvient que la formulation du
probléme de Cauchy en théorie des distri-
butions améne a étudier I'équation aux
dérivées partielles en supposant que
second membre et solution ont leur sup-
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port dans le « futur » (c’est-a-dire le demi-
espace ! > 0). Si P est hyberbolique, il faut
en particulier (puisque le second membre
peut étre la distribution de Dirac) qu’il
existe une solution élémentaire dont le
support est contenu dans ledit futur (dans
le cas des coeflicients variables, un noyau
¢lémentaire dont le support est contenu
dans I’ensemble des couples (y, z) tels que
y soit dans le futur de z).

Inversement, supposons que [’hyper-
plan 7 = 0 soit non caractéristique et qu’il
existe une solution élémentaire E & support
dans le futur. Supposons aussi, mais uni-
quement pour simplifier, que P soit a
coeflicients constants. Le théoreme de
Holmgren assure alors que I’hyperplan
t = 0 n’a que l’origine en commun avec le
support de E. Il y a plus : l'intersection de
ce support avec tout hyperplan 1 = C* est
un compact. Il en résulte que le produit de
convolution E « T est défini pour toute
distribution & support dans le futur. Il
résout le probléme de Cauchy et par
conséquent P est hyperbolique.

C’est la construction de solutions €lé-
mentaires qui a permis la démonstration
d’existence dans le probléme de Cauchy
pour les opérateurs hyperboliques du
second ordre a coefficients variables, quel-
ques dizaines d’années avant que la théorie
des distributions vienne fournir le cadre
général dans lequel cette méthode s’insere
aujourd’hui.

Solution élémentaire et répartition

asymptotique de valeurs propres

Soit A un opérateur elliptique du second
ordre ; pour étudier le probléme de Diri-
chlet, restreignons-le aux fonctions qui
s’annulent sur la frontiere d’'un ouvert
borné Q; on obtient ainsi un opérateur
auto-adjoint dans LX(Q) et cet opérateur
est anticompact, c’est-a-dire que si un



nombre A n’est pas valeur propre de A,
alors (A — AI)~! est un opérateur compact.
Supposons-le inversible pour simplifier.
Un noyau élémentaire, qui résout le pro-
bleme de Dirichlet, est alors donné par la
formule :

Gx,p) = E—A;wk(xm@),

ou on a désigné par —A, les valeurs
propres de A (elles sont négatives, sauf
peut-étre un nombre fini d’entre elles) et
par y, une fonction propre normée asso-
ciée & Ay, Un tel noyau élémentaire qui
résout un probléme aux limites est en
geénéral appelé noyau de Green. Supposant
les A, rangées par ordre croissant, nous
allons nous intéresser a leur répartition
asymptotique.

Pour avoir une idée de la difficulté de ce
probléme, on peut considérer le cas trés
simple ou A est le laplacien et Q un carré
de coté 1. Les A, sont alors les nombres :
7(n3 + n3), n, et n, entiers, ce qui nous
rameéne 4 un probléme célébre en théorie
des nombres, le nombre de points de
coordonnées entieres contenus dans un
cercle de rayon r. Notons N(r) le nombre
de valeurs de & telles que :

Vi<

11 est facile de voir que :
rZ
® N@) = -+ o0

A la suite d’une série de travaux dont
les premiers sont dus & Hermann Weyl,
la partie principale de N(r) est connue
pour des problemes elliptiques tres géné-
raux.

On se rendra compte que ’évaluation
du terme en o(r?) dans la formule (8) est un
probléme tres difficile si on sait que, dans
ce simple cas particulier, de grands efforts
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ont été accomplis par les théoriciens des
nombres pour obtenir son ordre de gran-
deur et que pourtant ’exposant de r n’y est
pas encore exactement connu.

Un premier outil pour aborder ce
probléme s’obtient en évaluant la fonc-

tion :
J‘e"’dN(rz) - Ze*“’ = §(t).

C’est la trace (somme des valeurs propres)
de lopérateur U, associé a |’équation

parabolique :
du
®) i Au,
en posant :
Ug()=u(,.),

ou u vérifie (9) et u(0, x) = g(x). La trace
s’obtient en intégrant le noyau de U, sur la
diagonale. Le noyau de U, que nous
noterons U(1, x, y) s’écrit :

UCx0) = ) e w0 we),
de sorte que :
S@¢) = ‘rU(t,x,x)dx.

Dans un travail paru en 1973, Colin de
Verdiére a mis ces idées en ceuvre dans un
contexte légérement différent : A est 'opé-
rateur de Laplace-Beltrami sur une variété
riemannienne compacte X. Une construc-
tion par approximations successives de U
lui permet de montrer que 'existence de
géodésiques fermeées et leur longueur
influent sur le comportement asymptoti-
que des valeurs propres.

Immédiatement  aprés, Chazarain,
d’une part, et Duistermat et Guillemin,
d’autre part, ont obtenu des résultats
analogues par une méthode légérement
différente dans laquelle la cause de l'inter-
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vention des géodésiques fermées est plus
apparente. Elle s’obtient en complétant N
par antisymétrie (N{(—r) == — N(r)) et en
prenant la transformée de Fourier de sa
dérivée :

\/%r Ie"“ dNQ) = z cos Vgt = T(t),

équation purement symbolique entre
distributions. La distribution T ainsi obte-
nue est associée a I'opérateur hyperboli-
que :

02

A=k

comme la fonction S I'était a un opérateur
parabolique. En effet, si on définit 'opé-
rateur V, en posant :

Vig() =ult,.)

ou u est la solution du probléme de
Cauchy :

Pu=0
u(0,x) =g(x)
du
5(0,)6)—0,

on trouve que T est la « trace-distribution »
de V,. En fait, V, n’est pas un opérateur a
trace, mais, pour ¢ indéfiniment dérivable
a support compact,

f«p(r)v,dt
en est un et sa trace n’est autre que .
J' T( ) @t ) dt.

On remarquera que V, s’obtient & partir
d'une solution élémentaire de P en déri-
vant par rapport a f.

Si on se rappelle ce qui a été expliqué
(cf. chap. | Léquation des ondes et le type
hyperbolique, dans la partie A ci-dessus -
Sources et applications, au sujet des bica-
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ractéristiques), on ne s’étonnera pas des
deux résultats suivants :

- les bicaractéristiques de P s’obtiennent
en parcourant a une vitesse unité les
géodésiques de X ;

- les singularités de V, se propagent selon
ces bicaractéristiques.

En particulier, si X possé¢de une géo-
désique fermée de longueur L, on va voir
revenir une singularité dans V, avec une
période L. Ce type de résultats a été
étendu par la suite, en particulier au
probléme de Dirichlet. Le role des géo-
désiques fermées est alors joué par les
lignes polygonales qui se referment par
réflexion sur la frontiére. On en déduit
(pas directement !) que les singularités de
T sont des points de la forme k L. Ce qui
se traduit enfin sur le comportement
asymptotique de N en vertu d’un des
aspects de la dualité régularité locale-
décroissance a l'infini dans la transforma-
tion de Fourier.

4. La transformation de Fourier
et ses généralisations

Nous emploierons les notations suivantes
pour la transformation de Fourier :

FLO) =F © = jef«-wf(x)dx,

1
Quy”
ou n est la dimension de 'espace (cf. DIs-
TRIBUTIONS, chap. 4, et analyse HARMONI-
QUE, chap. 3).

Il en résulte que :

af .. .
$a—)cj(i)—1§j3"f(i),

en d’autres termes, la transformation de
Fourier transforme la dérivation partielle
en produit par la variable correspondante,
au facteur 7 prés. Si P est un opérateur



différentiel a coefficients constants et u et f

des distributions tempérées, 1’équation aux
dérivées partielles (2) équivaut a :

PEE @) =] (©).
Nous utiliserons le fait que la transfor-

mation de Fourier est inversible et a pour
inverse & définie par :

Fe(x) = G [ g @

et le théoréme de Parseval, étroitement lié
au résultat précédent : & est une isométrie
de LAR").

Une conséquence simple de ces résul-
tats est que la transformation de Fourier et
son inverse ont exactement les mémes
propriétés.

La dualité
régularité locale-décroissance & I'infini
La transformée de Fourier d’une fonction
intégrable est bornée. Si une fonction a des
dérivées intégrables, sa transformée de
Fourier décroit donc comme 1/|E], et si
elle a des dérivées d’ordre k intégrables sa
transformée de Fourier décroit a l'infini en
| €. Inversement, si la transformée de
Fourier 4 de u décroit a 'infini comme
[E*, u a des dérivées jusqu'a Pordre
k —n—1 qui sont continues et bornées.
Le décalage disparait, grice au théo-
réeme de Parseval, si on considére les
fonctions de carré intégrable. Ainsi u
appartient a I'espace de Sobolev H'(R")
(cf. chap. 2 Le type elliptique, dans la partic
A ci-dessus - Sources et applications) si et
seulement si sa transformée de Fourier est
de carré intégrable pour la mesure
(1 4+ |EF) dE. Ce résultat fournit la défi-
nition la plus simple de I'espace de Sobolev
d’indice réel quelconque : une fonction
appartient a ’espace H*(R”") si sa trans-
formée de Fourier est de carré intégrable
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pour la mesure (1 + [[£P)*d€. L’introduc-
tion d’indices non entiers est nécessaire
surtout du fait que, pour s > 1/2, on
sait définir la restriction 4 un hyper-
plan d’une fonction appartenant a H’, et
cette restriction appartient a H*1/?;
de plus, toute fonction appartenant a
H*- 12 de I’hyperplan est restriction d’une
fonction appartenant a H* de Pespace
ambiant.

Un cas extréme de décroissance a
'infini est donné par un support compact.
II lui correspond du coté Fourier une
propriété d’analyticité : une distribution
est a support compact si et seulement si sa
transformée de Fourier se prolonge en une
fonction analytique sur C” tout entier a
croissance exponentielle a l'infini (théo-
reme de Paley Wicner généralisé). 11 est
bon de remarquer ici que la croissance
exponentielle a 'infini de 'extension a C”
apparait en méme temps comme une
propriété locale de la fonction puisqu’on
peut la caractériser sur la suite des dérivées
en un point via le développement de
Taylor.

Propriétés des solutions élémentaires
Tout polyndme non nul posséde un inverse
multiplicatif qui est une distribution tem-
pérée. Par transformation de Fourier, cela
revient a dire que tout opérateur différen-
tiel a coefficients constants posséde une
solution élémentaire tempérée.

Voyons d’abord comment ce résultat
permet de démontrer I'hypoellipticité des
opérateurs elliptiques. Soit P un tel opé-
rateur. L’ellipticité signifie que la partie
principale P, (€) n’a pas de zéro réel non
nul et, par homogénéité, il en est de méme
de P,,(i€). Soit E une solution élémentaire
tempérée. On a pour tout o :

Ve = Q,/Plal+!
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ou Q, est un polynome de degré
|| (m — 1). Par conséquent, V¢E décroit
a I'infini comme 1/ |t En particulier,
AFE décroit comme |[E] “T), ce qui
montre, en revenant « cdté x », que || x|P*E
est m + 2k —n — 1 fois continiment déri-
vable et, par division, que E est m + 2k —
n — 1 fois dérivable en dehors de I'origine.
Mais k peut étre choisi aussi grand qu’on
veut, d’ou l'indéfinie différentiabilité de E
en dehors de l'origine.

Ce raisonnement s’adapte d’ailleurs au
cas général des opérateurs hypoelliptiques
a coefficients constants, a condition de
savoir que, si P(V) est hypoelliptique, P(i€)
croit 4 I'infini comme une puissance stric-
tement positive de ||| Cette propriété se
démontre grice a une combinaison du
développement de Puiseux et du théoréme
de Tarski-Seidenberg (I'image par une
application polynomiale d’un ensemble
défini par des équations et inéquations
polynomiales est un ensemble de méme
nature).

Passons aux opérateurs hyperboliques.
Il s’agit ici de savoir s’il y a une solution
¢lémentaire dont le support est contenu
dans le demi-espace ¢ > 0 et qui coupe
tout hyperplan ¢ = " selon un compact.
Le résultat essentiel est une généralisation
du théoréme de Paley Wiener, le théoréme
de Plancherel. Sous sa forme la plus
simple. il dit qu’une distribution tempérée
d’une variable est a support contenu dans
la demi-droite x > « si et seulement si sa
transformée de Fourier est limite, pour n
tendant vers 0, d’une fonction F analytique
dans le demi-plan complexe n > 0 qui
verifie une inégalité :

FE +in) < Cig|ke—an.
A plusieurs variables, le théoréme exprime

une dualité entre distributions a sup-
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port dans un convexe et fonctions ana-
lytiques sur R"-+iI" vérifiant une condi-
tion de croissance, ou I' est un cone
convexe.

On congoit donc que P sera hyper-
bolique si P(it, i€) est non nul sur un
ensemble R"*! 4 iI". Toutefois, sous cette
forme, la condition n’est pas nécessaire
parce que la solution élémentaire a support
dans le futur peut ne pas étre tempérée.
Une condition nécessaire et suffisante
d’hyperbolicité est que 'hyperplan 1 =0
soit non caractéristique et qu’il existe T, tel
que :

P(tT 4+ it",i)#0 pour T > T

Mais cette condition est équivalente a la
condition apparemment plus forte : il
existe T, et un céne convexe ouvert I" tels
que :

P(U 4+ i1 0 +iE) %0

pour T >1 et n&rl.

Une condition nécessaire plus simple
est que, pour tout ¢ réel, le polynéme en
7P, (1, &) ait toutes ses racines réelles ; une
condition suffisante est que, de plus, ces
racines soient simples pour & == 0. Ces
conditions portant sur la partie principale
se généralisent aux opérateurs a coeffi-
cients variables.

Opérateurs pseudo-différentiels
et opérateurs intégraux de Fourier

On voit qu'on dispose d’outils puissants
pour I'étude des équations aux dérivées
partielles a coefficients constants. Le pas-
sage aux coefficients variables a souvent
consisté a se ramener aux coefficients
constants. L’idée est que, les coefficients
étant continus, localement 1’équation est
assez proche d’une équation a coefficients



constants, ce qui permet soit des majo-
rations, soit des approximations successi-
ves.

A partir des années 1960, on a déve-
loppé des outils permettant de travailler
plus systématiquement sur les équations a
coefficients variables. Grace aux proprié-
tés de la transformation de Fourier, on
peut écrire :

(10) Pu(x) =

(bn—”fImXRnw<%X*Y>P@,&)u@)d€dy

On généralise cette formule en n’y suppo-
sant plus que P soit un polyndme en &. On
dit qu'on a affaire a un opérateur pseudo-
différentiel d’ordre m s’il vérifie les inéga-
lités :

VIVEPR, §)

sup < C](,q,;j Hg‘lmf‘ﬁ ,

xE€K

pour tout compact K et tout & différent
de 0. Le cas effectivement utilisé est celui
ou P est somme d’une fonction positi-
vement homogeéne de degré m en £ ct
deuxiéme  opérateur  pseudo-
différentiel d’ordre strictement plus petit
que m.

d’un

Les opérateurs pseudo-différentiels
permettent de plonger les opérateurs
différentiels dans une algébre ou se trou-
vent aussi leurs paramétrix. IIs jouent ainsi
le réle qui est pour les opérateurs a
coefficients constants, celui de la convo-
lution. Ce cadre est trés bien adapté au
calcul de paramétrix, du moins dans le cas
elliptique. Dans les autres cas, on en tire
parti en passant au point de vue micro-
local.

L’étape suivante est le passage aux
opérateurs intégraux de Fourier. La géné-
ralisation consiste a remplacer dans la
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formule (10) la phase <&, x — y> par une
fonction plus générale.

Un cas particulier de cette méthode
avait été employé par les physiciens en
optique ondulatoire, c’est le développe-
ment en ondes sphériques. Pour une onde
monochromatique :

u(t,x)=-e“ v(x),

I’¢quation des ondes devient I"équation de
Helmholtz :

a1 Av + k2v =0,

ou k = wfc. Cette équation admet la
solution élémentaire :

Al
e lxl,

1
S&) = — 7%

d’ou des solutions de la forme :

— 1 peiklx—yl

ol ) dy

4w [x—yl

(il s’agit soit de I'équation avec second
membre correspondante, soit plus souvent
de fonctions qui vérifient (11) en dehors du
support de /). Une intégration par rapport
a k permet de passer a d’autres solutions
de I’équation des ondes.

MARTIN ZERNER
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C. Equations non linéaires

L’étude des équations aux dérivées par-
tielles non linéaires se trouve a l'interface
de nombreux problemes scientifiques. En
effet, la plupart des phénomenes de la
physique ou des sciences de l'ingénieur
sont non linéaires et une modélisation par
des équations linéaires risque, dans cer-
tains cas, d’effacer des événements que les
équations linéaires ne peuvent pas prendre
en compte. Inversement, on peut dire que
c’est I'existence de ces phénomenes nou-
veaux - apparition de chocs ou de singu-
larités, comportement asymptotique pro-
fondément différent de celui des
problemes linéaires - qui rend la théorie
difficile et qui conduit a faire appel a un
arsenal mathématique trés vaste. L’inte-
raction avec le reste de la mathématique
se fait aussi en sens inverse, car un certain
nombre de problemes abstraits sc traitent
a I"aide d’équations aux dérivées partielles
non linéaires. Les liens avec Panalyse
numeérique sont continuels, et s’effectuent
dans les deux sens. D’une part, on utilise
I’analyse des équations aux dérivées par-
tielles non linéaires pour construire des
algorithmes numériques utilisés de plus en
plus systématiquement. D’autre part, on
se sert de [lordinateur comme outil
d’investigation. On effectue des calculs
approchés concernant des phénoménes
sur lesquels on ne possede que trés peu
d’information et, de ces calculs approchés,
on déduit des conjectures que 'on s’effor-
cera par la suite de démontrer. Cette
démarche, pressentie par John von Neu-
mann, s'est révélée particulierement
féconde.

Bien entendu, un certain nombre de
questions propres aux problémes linéaires
peuvent se généraliser aux problémes non
linéaires si, d’une part, les perturbations
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dues aux non-linéarités sont petites, et si,
d’autre part, la structure des problemes
linéarisés correspondants introduit assez
de régularité. 1l en est ainsi des théoremes
d’existence des solutions de systemes ellip-
tiques ou paraboliques non linéaires et du
comportement asymptotique de solutions
d’équations du type :
%Zt—l;—Au + F(u) =0,

lorsque F(u) est une non-linéarité d’ordre
assez élevé pour introduire un terme négli-
geable pour u petit. Des problemes de ce
type interviennent par exemple en théorie
de la diffusion non linéaire. Plutdot que de
développer un tel point de vue, nous allons
décrire des problemes ou la non-linéarité
joue un réle dominant. Dans ces exemples,
nous dégagerons deux idées. La premiere
idée est que les solutions sont en général
peu régulieres et donc que les solutions ne
pourront avoir un sens qu’en utilisant la
théorie des distributions. Encore plus que
dans le cadre linéaire, cette théorie
s’impose dans le cadre non linéaire. Cette
situation introduit une difficulté supplé-
mentaire pour la construction de solutions
ou le passage a la limite dans les méthodes
approchées. En effet, comme il s’agit d’un
probléme non linéaire, on sera conduit a
étudier la limite d’expressions de la forme
F(u,), ou F est non linéaire. En général, il
sera facile de prouver que (u,) converge
vers une fonction u et F(u,) vers une
fonction G (au sens des distributions),
mais il sera difficile de prouver que
F(u) = G. Par exemple, pour n tendant
vers l'infini, la fonction u,(x) = sin nx
converge vers 0 au sens des distributions,
tandis que la fonction :

Fu,(x)) = @.x)y

= sin?nx = %(1 — cos 2nx)



converge vers 1/2, toujours au sens des
distributions.

Bien entendu, cette pathologie s’expli-
que par le fait que, pour # tendant vers
'infini, la fonction sin nx oscille de plus en
plus vite. On sera donc amené 4 montrer
que, dans un sens convenable, les oscilla-
tions des solutions approchées ne sont pas
trop grandes ; mais, justement, ce point est
en contradiction avec I'existence de solu-
tions singuliéres, et une analyse tres fine est
alors nécessaire.

La seconde idée est de faire appel,
beaucoup plus que dans le cas linéaire, a la
comparaison avec les équations différen-
tielles ordinaires. Par exemple, on peut
montrer qu'une onde de choc se forme en
comparant la dérivée de la vitesse a la
solution de Péquation différentielle ordi-
naire :

y' =y?

donnée par y (¢) =1/(1 — ty,), qui devient
infinie en un temps fini. De tels phénome-
nes apparaissent aussi dans la description
de la focalisation de rayons lasers. On peut
montrer de plus que, pour des temps
grands, les solutions de certaines équations
(Navier-Stokes par exemple) restent pro-
ches de problémes en dimension finie.
Inversement, des problémes non linéaires
a trés peu de degrés de liberté peuvent
exhiber beaucoup de pathologie.

Ainsi, il n’existe pas de théorie générale
du non-linéaire et cet article est une
collection d’exemples significatifs. La
non-linéarité intervient dans beaucoup
d'autres problemes, en particulier dans les
équations elliptiques qui décrivent les
surfaces minimales, dans les équations de
Monge-Ampere et dans les équations de
Yang-Mills de la théorie quantique des
champs.
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1. Les systtmes hyperboliques
non linéaires

On se propose de considérer des systemes
de la forme :

du s g
M WY G E@=0,
i=1

ou u est un vecteur a /m composantes et F;
une fonction réguliére de R” dans R™. Son
gradient (par rapport a u) est donc une
matrice A;(u), et on dira que le systeme (1)
est non linéaire hyperbolique si les A; sont
des fonctions non linéaires de u et si les
valeurs propres de la matrice :

> Ry

i=1
sont toutes réelles pour tout vecteur
i - (‘:17 in E,,,) € R™

De tels systemes se rencontrent dans de
nombreux domaines de la physique (méca-
nique des fluides, magnétohydrodyna-
mique, combustion, etc.). Ils correspon-
dent & des problémes physiques célebres,
comme le calcul de la trainée et de la
portance d’une aile d’avion, ou la propa-
gation d’une onde de choc.

Pour comprendre la difficulté du pro-
bléme, on peut considérer un modéle
« abstrait » qui décrit la distribution des
vitesses d'un fluide monodimensionnel
sans force extérieure. Le mouvement des
particules est donné par 1'équation diffé-
rentielle ordinaire :

€3] X () =ux@),t),

et la relation fondamentale de la mécani-
que conduit a écrire :

. du  du
@ 0=x0 =3+
_0u  du _?,”Jri('ﬁ).
e T ex"T o Tax\2
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L’équation ainsi obtenue est dite équa-
tion de Burger. On déduit de (3) que I'on
a:

d
Eu(x(t), t)=0,

et donc que u est constant le long des
solutions de (2), ce qui implique ensuite
que les courbes définies par (2) sont en fait
des droites. Cela permet de construire la
solution de I’équation de Burger :

ou @ (uz) _ _
) rtax\7)= 0, ux,0)=¢k),
pour une donnée initiale réguliére ¢, et
pendant un temps petit, en inversant

I’équation :
x=1¢E&) + <y

et posant u(x, ) = @(£,). Un tel procédé
n’est possible que tant que I'équation (4)
est résoluble. Or, I’équation (4) cesse d’étre
résoluble dés que deux droites caractéris-
tiques se rencontrent, ce qui correspond a
un choc entre les molécules de fluides et
empéche que la solution reste continue.
On est donc conduit a chercher une
solution discontinue de (3) apres le choc,
c’est-a-dire une fonction w-mesurable et
bornée qui vérifie (4) au sens des distribu-
tions. En particulier, si elle est discontinue
le long d’une courbe x = s(¢), dite courbe
de choc, elle devra vérifier la relation de
saut :

s(@) = %(u *4+u),

ol u™ et u— désignent les vitesses du fluide
avant et apres le choc. Une telle relation,
qui est contenue dans la formulation (4),
au sens des distributions, est dite relation
de Rankine-Hugoniot. En fait, un choc
correspond a une perte d’information et,
sur des exemples simples, on voit que la
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relation (4) ne suffit pas a assurer 'unicité
de la solution. Il convient d’ajouter une
condition supplémentaire qui signifie que
les caractéristiques rentrent dans le choc.
Une telle condition est dite condition
d’entropie et elle est, dans cet exemple,
équivalente a la condition ut < w~ qui
signifie que, dans un choc, la vitesse
diminue. On est donc conduit a résoudre
I’équation (4) dans le cadre des fonctions
qui admettent des discontinuités et qui
vérifient de plus la relation d’entropie. La
vérification de cette relation d’entropie
introduit une difficulté car elle fait inter-
venir les courbes de choc, qui sont elles-
mémes des inconnues du probleme. Pour
simplifier, on introduit une fonction n(u),
strictement convexe, quelconque et on
note g(u) la primitive de la fonction
n'(u) . u; on remarque que la ou u est
une solution réguliere, elle vérifie la rela-
tion :

5) %n(u)-f—%g(u):a

Cela cesse d’étre vrai 1a ou il y a des
discontinuités, car la condition de saut
pour le premier membre de (5) est en
général différente de la relation de
Rankine-Hugoniot. Ainsi :

d d
5@ + 3¢ @)

est une distribution dont le support est
porté par 'ensemble des points singuliers
de u. 1l est ensuite facile de voir que la
relation w~ > u™ est équivalente au fait
que cette distribution est négative. Une
solution faible entropique est donc une
fonction qui vérifie au sens des distribu-
tions les équation et inéquation :

ou 0 (uz) an g
gu (¥ ) _qg 90 28 w) <.
©® 5 +5;\5)=0 ;@ +5@<0



Dans le cas scalaire, on peut généraliser
ces notions a un systéme a u variables
d’espace :

du 9
%) ﬁ+2671_F,(u)=o.
i=1
A toute fonction n(u), on associe alors une
fonction G(u) définie par :

(8) G)=@18% g3
gi@) =n@)Fi@),

et on démontre qu’il existe une unique
fonction u, solution au sens des distribu-
tions dans R} X [0, ] du probléme :

d o 9
© G+ g F@=0

i=1

n

ux, 0) = ¢x),

ou ¢ désigne la donnée initiale, et n une
fonction quelconque strictement convexe.
Un des outils essentiels ici est I'utilisation
des espaces de fonctions a variation bornée
qui, en gros, sont des espaces de fonctions
dont les dérivées, au sens des distributions,
sont des mesures. Ces espaces sont assez
vastes pour contenir des fonctions discon-
tinues mais suffisamment réguliers pour
satisfaire a des théoremes de convergence
adaptés aux problémes non linéaires. Par
exemple, la suite de fonctions déja citée
u,(x) = sin ax n’est pas uniformément a
variation bornée. Une idée de base pour la
construction de la solution est d'introduire
I’équation perturbée :

du, [7} _
(10) W"' ZEFi(us)_sAum

ulx,0) = @)

C’est une équation parabolique non
lindaire dont la résolution est beaucoup
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plus facile car la présence du laplacien
empéche la formation de chocs. Lorsque €
tend vers zéro, u, COnverge vers une
solution de :

du 7
5+ ZRF,-(u)zO.

De plus, si on multiplie par n'(x.), on
obtient :

3 4}
SN+ > g
= eAn(u,) —en"(u.)|Vu |

an

Comme 11" (u,) est positif, on en déduit
la relation :

19 17
SN0+ ) g < eANG).

Il est facile de montrer que i, est borné
et donc que :

eAn(u,) = Alen(@.))

converge vers zéro au sens des distribu-
tions. On obtient ainsi I'inégalité d’entro-
pie.

Dans la plupart des problemes physi-
ques, u n'est pas un scalaire mais un
vecteur, car le systeme est décrit par
plusieurs paramétres ; en particulier, en
mécanique des fluides, par la densité, les
composantes de la vitesse et la tempéra-
ture. On obtient donc des systemes de la
forme :

12) %% + z %F,-(u) —o.
i=1

Comme dans le cas scalaire, ces syste-
mes générent des ondes de choc, donc il est
indispensable de chercher des solutions
faibles. On est amené a généraliser la
relation de saut (cf. supra) et la condition
d’entropie. Pour I'entropie, une condition
supplémentaire apparait car (i) est main-
tenant une fonction de m variables réelles.
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On peut multiplier a gauche I'équation (12)
par le vecteur Vn(u), mais il n’existe pas en
général de fonction g;(u) de m variables qui
vérifie la relation :

(13) Vgiu)=Vn@)VF@)
= K@) K@), ... K, (),

car le vecteur figurant a droite de (13) n’est
en général pas un vecteur gradient ; il faut
(et. dans les exemples que I'on considere en
mécanique des fluides, il suffit) que 'on ait
les relations :
K@) _ 0K, ()
du; du;

Un calcul simple montre que ces rela-
tions sont équivalentes a la relation matri-
cielle :

(14) Vin@).VF@) = (VE@)*. Vn@),

ou, ce qui revient au méme, a la syme-
trie des matrices Vn(u). VA u). 1l se
trouve que la plupart des systémes hyper-
boliques possedent une fonction n(u)
qui vérifie les propriétés de commuta-
tion (14). Cette fonction coincide, a un
éventuel changement de signe prés, avec la
fonction d’entropie introduite en thermo-
dynamique. Ce fait justifie a posteriori
le nom de fonction d’entropie pour n(u) et
de flux d’entropie pour g(u) = (g,(u),
g-(1), ..., g,(u). Cette notion a deux
conséquences importantes. D’une part,
clle conduit a caractériser les solutions des
systemes par les équation et inéquation
suivantes :

du %
as %y ZaTciF"(”):O;

9w g <o
0:"(“ +zafxigi(“)\ 8
satistaites au sens des distributions. D’autre

part, dans la phase de régularité (par
exemple pour un temps petit), avec des
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donnees initiales régulieres, le systeme (12)
est équivalent a :
du , du
2 — 2 U)-- =
(16)  Vin@) 5 + Vi) F( )Bx‘ 0.
Si on utilise ce systéme pour étudier des
perturbations autour d’un état stationnaire
constant @, on est conduit aux équations :

sy OU
V-r](u)F‘(u)axV—O,

i

an  ven@ o+

qui constituent un systéme symétrique
hyperbolique.

Ces considérations justifient I'tmpor-
tance pratique des systémes symétriques,
dont les applications s’étendent bien
au-deld des équations de Maxwell et de
Dirac.

Bien que les systemes hyperboliques
non linéaires aient suscité depuis long-
temps l'intérét des mathématiciens (par
exemple, en 1930, Courant et Friedrichs
étudiaient les problemes hyperboliques
posés par le vol supersonique), on ne
dispose pas de théoremes permettant de
prouver dans un cadre asscz général "exis-
tence et l'unicité de la solution d'un tel
systéme. Pour u vecteur, le seul théoréme
actuellement disponible est relatif & une
seule variable d’espace. Une démonstra-
tion a été donnée par Glimm en 1966 sous
des hypothéses assez générales ; a part un
traitement particulier du probleme de
I’élasticité non linéaire, di a Di Perna, elle
n’a pas été améliorée depuis. Le modele
monodimensionnel est cependant trés étu-
dié car il correspond par exemple a la
propagation d'une onde de choc dans un
piston de moteur a explosion. Il permct
aussi de considérer des problémes posseé-
dant une symétrie sphérique, comme le
probléme de lexplosion de la poudre
autour des masses critiques d'une bombe
atomique.



2. les équations de Navier-Stokes

Le chapitre précédent était consacré aux
systemes hyperboliques non
domaine ou la différence entre le compor-
tement des problémes linéaires et les com-
portements des problémes non linéaires
apparait de maniére trés évidente. Mais
ces systemes présentent les inconvénients
sutvants :

Il n’existe que des résultats partiels et la
plupart des questions restent largement
ouvertes.

Les applications concernent surtout la
mécanique des fluides compressibles. Les
lois de conservation classiques donnent
alorsun systéme d’équations qu’il faut com-
pléter par une loi détat, par exemple
p = RpT (pour les gaz parfaits) ; cette loi
dépend du modele considéré et peut étre
obtenue soit par des arguments physiques,
soit (sans qu’aucune justification mathéma-
tique ne soit actuellement disponible) a par-
tir de I'équation de Boltzmann (calcul des
coeflicients de transport par la méthode de
Chapman-Enskog). On a donc un systéme
qui est toujours compliqué et particulier.

Pour les raisons qui précedent, I'intérét
s’est porté sur les équations d’Euler ou de
Navier-Stokes, qui s’obtiennent en suppo-
sant le fluide incompressible mais en consi-
dérant éventuellement des termes de visco-
sité.

Les équations de Navier-Stokes et
d’Euler présentent les propriétés suivan-
tes. Elles sont (lorsque le probleéme est posé
dans R? ou dans R?) invariantes par le
groupe des déplacements, les transforma-
tions galiléennes :

linéaires,

u(,x)—u(x,x—at) +a,

ol ¢ est une constante, et par les change-
ments d’échelle :

x—Ax, trA=ht  yr—Ny,
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ou 4 est réel arbitraire et A > 0. D’autre
part, on sait, dans certains cas (en parti-
culier avant la formation des chocs), mon-
trer que les solutions des problémes com-
pressibles  convergent, lorsque la
compressibilité disparait, vers les solutions
des équations de Navier-Stokes. Enfin, on
dispose de théorémes d’existence et de
méthodes de calcul différents et plus sys-
tématiques dans le cas des équations de
Navier-Stokes que dans le cas des proble-
mes de fluides compressibles.

Les équations de Navier-Stokes mettent
en jeu # + | inconnues dans un ouvert Q
de R” (avec n =2 ou 3), un champ de
vecteurs U = (uy, iy, ..., 14,), €t une pres-
sion p. Elles s’écrivent sous la forme :

1) 247 Vid == Vp+vAd, V30

1)) V.@=0

?3) Ux,t)|m=0 siv>0,
Ux,1).n;0=0 siv=0

NN L N
ou n désigne la normale extérieure & la
frontiere de "ouvert :

@ 7 (x,0) = 4 o(x) donné.

Le cas v =0 correspond aux équations
d’Euler, qui sont donc antérieures aux
équations de Navier-Stokes, la contribu-
tion de Navier étant d’approcher la vis-
cosité par le terme v A u, v > 0. Ce terme,
qui peut étre tres petit, est de 'ordre de
1/R (ou R est le nombre de Reynolds) : il
permet cependant de simplifier considé-
rablement I’analyse mathématique.

Comme dans le chapitre 1, u(x, f) repré-
sente un champ de vitesse du fluide ; ainsi,
en supposant que u(x, f) est une fonction
réguliére, on est conduit a introduire les
trajectoires des particules du fluide, don-
nées par les. équations :

(3 O =uke)rn x(0) =x,.
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Compte tenu de (3), le champ u(x, ) est
soit tangent au bord dQ de Q si v = 0, soit
nul sur JQ; ainsi, les trajectoires x(f)
restent a U'intérieur de Q et, pour ¢ fixé,
I’application de Q dans Q définie par
I’équation (5) :

© xo—x ()

est une bijection de Q sur Q. La rela-

tion (2) est équivalente, d'aprés un théo-

réme da a Liouville, au fait que 'applica-

tion x,— x(f) conserve les volumes.
L’équation de conservation de la masse

s'écrit sous la forme :

(M o=

+V(p )— +qu

d
= d‘t’ p(x(t)5 t)'

On en déduit que si la densité p(x, ¢) est
homogene et égale a 1 (pour fixer les idées)
a linstant zéro, elle reste constamment
¢gale a 1. L’équation (1) n’est alors que
I equdtlon classique de la mécanique,
f = m v, dans laquelle le premier mem-
bre représente 'accélération et le second
membre I’ensemble des forces qui contri-
buent au mouvement ; f représente les
forces extérieures comme la gravitation,
v A u ’action des forces de viscosité et Vp
les forces de pression. Contrairement a ce
qui se passe dans la théorie des gaz
compressibles, ou la pression est calculée
a partir des autres inconnues (vitesse,
température et densité), par une loi d’état,
ict la pression n’est créée que par I'incom-
pressibilité et on peut considérer Vp
comme un multiplicateur de Lagrange lié
a la relation Vu = 0. On peut d’ailleurs
éliminer ce terme, soit en utilisant Ie
formalisme de I’analyse fonctionnelle, soit
celui des opérateurs pseudodifférentiels.
Dans le cas ou Q = R, on peut faire un
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calcul explicite. En prenant la divergence
des deux membres de (1), on obtient :

® Zt?x( Jax) v

du; Ou;

=D oxox, T

i

La derniére équation donne p par convo-

L On obtient

. 1
fution avec le noyau — —
Yau 4 | x|

donc finalement :

©® —w

Ju; du,

= 41r |x—y]3( 6x 8x; (y)——Vf(y))dy
Bien entendu, comme on Pavait indiqué, le
second membre de (9) fait intervenir une
intégrale singuli¢re qui est un opérateur
pseudodifférentiel d’ordre — 1. Enfin, la
condition aux limites exprime dans le cas
v > 0 que la viscosité empéche tout mou-
vement sur les parois et, dans le cas v =0,
que le fluide est tangent aux parois.

On remarque ensuite que la condition
V-.u =0 permet de donner une forme
faible au terme d’advection. Plus précisé-
ment, pour toute fonction ¢&(D(Q))", a
divergence nulle, on a :

(109 Vo, ) =0

et :

(Z Aax Zuu %—i=—(u,uvcp)

ainsi, on dira qu’une fonction est solution
faible si elle est a divergence nulle et vérifie
au sens des distributions ’équation :

. @)

an — (u @ —@uVe)—v@Ap) =

pour toute fonction ¢ € (D(Q))" a diver-
gence nulle.



Pour construire une solution faible, il
est essentiel d’obtenir des suites u, qui
appartiennent a L0, T X Q), pour T fixé
arbitrairement grand, et qui convergent
presque partout pour pouvoir passer a la
limite dans le terme wix). Multipliant
I’équation (1) par u et intégrant par parties,
on obtient (en supposant que v est une
fonction réguliere) la relation :

dp1
(12) E‘roi|u(x,t)|2dx
+ \)L)|Vu(x,t)\2dx =f0(f,u)dx,

cette relation (12) exprime le bilan d’éner-
gie et, pour v positif, elle assure que
I’expression :

rf [Vu(x, 1) 2dxdt
0 Ja

est uniformément bornée. On introduit
donc les espaces de type Sobolev suivants :

H = (u€QLAQ)|V.u=0,u.n|s=0),
Vo = {4 EHYQ)|V. u = 0},
Vi={uw€HY Q) |V. u=0,u.n|;=0}

Compte tenu de la relation Vu =0, on
peut définir, comme une distribution, la
valeur de u . #| 5o ; on a alors les inclusions
Vo CV,C H: I'espace V, est fermé dans
V, et V; est dense dans H. Appliquant
P'inégalité (12), on peut prouver (ce résul-
tat est, pour l'essentiel, dii a Leray) le
théoréme suivant :

Théoréme 1. Pour tout u,€ H, le pro-
bléme (1)-(4) admet une solution faible au
sens suivant : pour tout T > 0, u appartient
a L=(0, T;H) NL%0,T;Vy et vérifie,
pour toute fonction ¢ de V, la relation :

d
(13) 5 @O — @ u. Vo) + W(Vu, V) = (f, ¢).

Le théoréme 1 est valable pour tout T
et en toute dimension d’espace (en parti-
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culier pour n =2, 3, qui sont les cas
physiques). Il caractérise la solution des
équations de Navier-Stokes par une rela-
tion de type variationnel (comme pour les
problémes paraboliques) ; ainsi, les équa-
tions de Navier-Stokes se prétent bien a
des calculs numériques par éléments finis.
Par contre, il y a une différence fonda-
mentale entre le cas n = 2 et le cas n = 3.
En dimension 2, on peut prouver que si f°
est réguliére, alors u est aussi une fonction
réguliére, ce qui assure l'unicité de la
solution. Par contre, en dimension 3, on ne
sait pas prouver la régularité de la solution
pour tout temps, et donc I'unicité, sauf si
la donnée initiale [uglly, est petite par
rapport a la viscosité et si fest égale a 0.
Dans ce cas, on démontre, par des métho-
des de perturbation, I'existence d’une solu-
tion réguliére pour tout temps.

Dans le cas v = 0, on ne dispose plus de
I’estimation sur le gradient de la solution et
ainsi on ne peut, en dimension 3, envisager
I’étude d’une solution faible définie pour
tout temps. Par contre, pour ¢ petit, on peut
appliquer al’équation d’Euler un théoréme
de type Cauchy-Kovalevskaia (ce résultat
sous sa forme primitive est dii a Lichtens-
tein en 1930 et il a été amélioré par de
nombreux auteurs, sans que sa nature soit
vraiment modifiée). La limitation sur le
temps provient du fait suivant : on établit
des estimations a priori sur la solution (ou
sur une solution approchée) en majorant
une norme convenable par la solution de
Iéquation différentielle ordinaire )’ = Cy”
qui explose en un temps fini. Par contre, en
dimension 2, on utilise le fait que le rota-
tionnel (qui décrit le tourbillon) s’identifie
a un vecteur perpendiculaire au plan du
mouvement, ce qui, dans les équations, se
traduit par la relation :

(4) VAN@.Vu)y=u.VV Au)=u.Vo,
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ol w désigne le rotationnel de u. La
relation (14) implique qu’en dimension 2,
et en 'absence de force extérieure (cette
hypothése n’est introduite que pour sim-
plifier) on a la relation :

(15) % tuvo=o,

qui exprime la conservation du tourbillon
au cours du mouvement. La relation (15)
permet de contrdler la norme de u(x, ¢)
dans 'espace V| dés que i, appartienta V.
On peut ainsi prouver I’existence pour tout
temps d’une solution faible du probleme
(1)-(4) en dimension 2 avec v=0. De
plus, si le tourbillon est trés régulier a
U'instant ¢ = 0, on peut montrer qu’il va
rester régulier et établir ainsi la régularité
et I'unicité de la solution (ce résultat non
trivial utilise la dispersion de paire, c’est-
a-dire ’analyse de I’évolution de la distance
entre deux particules de fluide ; il est da a
Wolibner vers 1930).

En paralléle avec les équations d’évo-
lution, il est naturel de considérer des
équations de Navier-Stokes station-
naires :

(16) —vAu+uVu=f—Vp; Vu=0,

avec les conditions aux limites i ;o =0
(avec v > 0). Il est alors facile de voir que
le probléeme (16) admet toujours des solu-
tions, et n’en admet qu’une seule si v est
grand.

It reste autour des équations de Navier-
Stokes un certain nombre de problémes
que nous allons commenter :

(I) Déterminer si, en dimension 3, les
équations d’Euler présentent, comme les
équations des fluides compressibles, des
singularités au bout d’un temps fini. En
effet, on ne dispose que d’une majoration
d’une norme convenable de la solution et
le fait que cette majorante devienne infinie
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ne donne aucune indication sur le com-
portement de la solution elle-méme. Une
raison fondamentale pour laquelle I’étude
de Vapparition des singularités pour
I’équation d’Euler est plus difficile que
pour les équations des fluides compressi-
bles est que les singularités ne résulteront
pas du choc des molécules (a cause de la
condition Vu = 0) mais de phénoménes
beaucoup plus complexes qui, a priori,
n’ont aucune raison d’étre localisés sur des
surfaces.

(1) Déterminer si, en dimension 3, les
solutions des équations de Navier-Stokes
(avec v > 0) présentent vraiment des sin-
gularités. Leray avait montré que si ces
singularités existaient, elles résidaient sur
un ensemble assez petit. Ce résultat a été
progressivement amélioré et finalement
Cafarelli, Kohn et Nirenberg ont montré
que le support singulier de la solution de
(1)-(4) est, pour tout v > 0, contenu dans
un ensemble de mesure de Hausdorfl au
plus égale a 1 dans l'espace a quatre
dimensions R X R,.

(I11) Déterminer si, en dimensions 2 et
3, les solutions des équations de Navier-
Stokes avec v > 0 convergent vers les
solutions des équations d’Euler lorsque la
viscosité tend vers 0. Ce probléme est
résolu en dimension 2 si Q = R? et en
dimension 3 si QO = R?, sion se limite 4 un
temps assez petit (en relation avec I'exis-
tence locale des solutions). Par contre, si le
domaine présente une fronticre, la condi-
tion aux limites u| ;o = 0 crée, pour v petit,
une couche limite (région de fort tour-
billon). Cette couche limite a une impor-
tance fondamentale dans les problémes
d’aérodynamisme (fig. 1). La non-linéarité
du probléme va entrainer une propagation
de ces couches vers I'intérieur et donc, sur
le plan mathématique, empécher de
contrbler la solution et de prouver sa
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fig. 1 - Cette photo met en évidence les lignes de courant d'un fluide autour d'un obstacle (nombre de Reynolds 2000).
On remarque & la fois I'apparition de la couche limite et la propagation des tourbillons loin derriére J'obstacle (O.N.E.R.A.).

convergence vers une solution de I’équa-
tion d’Euler.

(IV) Etudier la structure asymptotique,
lorsque le temps augmente indéfiniment,
des solutions de I’équation :

a
a—’:-——vAu +u.Vu=f—Vp, Vu =0

amn
en relation avec les solutions de P'équation
stationnaire :

(18) —vAu+u.Vu=f—Vp, Vu=0.

Pour étudier les probléemes (17) et (18)
dans un domaine borné Q, avec la condi-
tion aux limites | 5, = 0, on utilise les
propriétés de I'opérateur — vA, en parti-
culier le fait que sa résolvante est aussi
compacte ; on peut ainsi montrer (Temam)

que I’'ensemble des solutions de (18) appar-
tient en général a une variété analytique de
dimension finie et que les solutions de (17)
résident aussi arbitrairement preés d’une
variété analytique de dimension finie. On
peut en conclure que I’étude asymptotique
des solutions de Navier-Stokes peut se
déduire de I'étude des solutions des syste-
mes différentiels ordinaires ; en particulier,
on peut donner des conditions suffisantes
sur v et f pour que la variation de v
engendre une bifurcation de Hopf.

Les problemes mathématiques concer-
nant les équations de Navier-Stokes sont
reliés a différentes interprétations de la
notion de turbulence. Lorsqu’on augmente
expérimentalement le nombre de Reynolds
d’un fluide (par exemple en augmentant les
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forces extérieures ou la vitesse des parois du
récipient du fluide, ce qui par un change-
ment d’inconnues se ramene a un probleme
de méme nature), on voit le fluide passer
d’un état régulier a un état turbulent.

L’état turbulent se caractérise par les
propriétés suivantes.

Il apparait des structures trés complexes
mais autosimilaires dans lesquelles le tour-
billon prend des valeurs arbitrairement
grandes. A petite échelle, ces structures
sont homogénes, mais plus la taille du tour-
billon augmente, plus les régions ou celui-ci
est grand sont petites. On dit que I'on a un
phénomene d’intermittence (fig.1).

Compte tenu de leur universalité, les
équations de Navier-Stokes devraient
contenir dans leurs solutions tous les
phénomeénes de turbulence, en liaison avec
les pathologies (I) a (IV). Voici des expli-
cations possibles de la turbulence :

a) l'apparition de singularités au bout
d’un temps fini pour les équations d’Euler
en dimension 3 ;

b) comportement « turbulent » lorsque la
viscosité tend vers O ;

¢) une cascade de bifurcations dans les
solutions de (18) qualitativement sembla-
bles aux bifurcations en dimension finie.

Il est conjecturé que ces trois phénome-
nes doivent avoir en commun un certain
nombre de propriétés fondamentales, dont
le fait de se produire sur des ensembles de
dimension fractionnaire qui ressemblent a
des ensembles de Cantor. En particulier, le
probléme (18) devrait exhiber, pour une
valeur de v assez grande, un « attracteur
étrange ». Signalons, d’une part, que des
bornes supérieures pour la mesure de Haus-
dorff de ces éventuels attracteurs ont été
obtenues par plusieurs auteurs (Douady et
Osterlé, en 1980) et que, d’autre part, il est
possible de construire des modéles simples
qui présentent un comportement asympto-
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tique turbulent. Un des meilleurs candidats
pour cette démarche est le systeme de
Lorenz. Il est obtenu a partir du probleme
de Bénard : on considére un fluide incom-
pressible dans un récipient bidimensionnel
chauffé par en dessous ; les équations (17)
et (18) sont alors couplées avec une équa-
tion pour la température et f se réduit aux
forces de gravité. Lorenz développe alors u
et fensérie de Fourier et, ne conservant que
trois des premiers coefficients, obtient le
systéme :

X =—x+4+y
Yy =rx—y—xz.

19

Z = xy—bz

Bien entendu, il n’y a aucune justifica-
tion mathématique dans cette démarche,
mais il est {rappant de constater les simi-
litudes entre les comportements asympto-
tiques des solutions de (19) et ceux, obser-
vés expérimentalement, du probléme de
Bénard (fig. 2).

3. Ll'équation de Korteweg et de
Vries

En 1865, Scott Russell observa sur un
canal rectiligne une onde de surface créée
par le choc de deux péniches, qu’il appela
onde solitaire : il fut frappé par la stabilité
du phénomeéne et raconte qu’il put la suivre
a cheval, a vitesse constante, pendant
plusieurs kilomeétres.

Pour expliquer ce phénoméne, dit de
soliton, on peut utiliser un systéme de deux
équations a une dimension d’espace :

oh %}
¢y ;37+a—x(uh)=0,
du
(03] -&+uux+ghx=0,

dans lesquelles /1 désigne la hauteur de
I’eau et u la vitesse du fluide, dans un canal
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fig. 2 - Expérience de Bénard : fumée de cigarette entre deux cylindres en rotation (ON.ERA.).

supposé indéfiniment long et peu profond ;
g est une constante qui représente la
gravité. Le systéme (1), (2) est un systeme
hyperbolique non linéaire, du type évoqué
dans le chapitre 2, et il s’obtient en écrivant
les équations classiques des fluides incom-
pressibles et en introduisant un parametre
petit lié a la profondeur du canal.

En effectuant un nouveau développe-
ment asymptotique, lié a Pamplitude de
I'onde, Korteweg et de Vries obtinrent en
1895 I’équation :

ou o et § désignent des constantes. Par un
changement de variables et d’inconnues,
on peut écrire I'équation sous la forme :

du du Fu
3) E—Gua+@-—0.

Korteweg et de Vries observérent que
cette équation admet des solutions « ondes
solitaires » de la forme :

4 uE,)= —g(chz\/Tg(x—ct))*l, ¢c>0;
ce sont des ondes qui se propagent avec la

vitesse ¢ sans se déformer. Cette situation
est fondamentalement différente de celle

209



DERIVEES PARTIELLES EQUATIONS AuX

qui peut se produire dans un modele
linéaire. Les équations linéaires dont les
solutions se propagent sont les équations
hyperboliques ; les vitesses de propagation
sont imposées par ’équation, et la forme
de la solution qui se propage est indépen-
dante de la vitesse. Dans cet exemple non
linéaire, on peut avoir des ondes qui se
propagent avec n’importe quelle vitesse
positive, mais leur forme est imposée par
la vitesse selon la formule (4). En particu-
lier, plus la vitesse est grande, plus la
solution est grande.

Intuitivement, on peut expliquer cette
conservation de la forme par la compéti-
tion de deux phénomeénes, en disant que
Péquation (3) est un «mélange » des
équations :

du  Bu

&) E+m=0,
du ou
© a—t—GuE:O

En multipliant (5) par u et en intégrant
de —oo 4 + o, on observe que 'expres-
sion :

J'eruz(x, t)dx

reste constante, autrement dit la solution ne
tend pas vers 0 dans I’espace L*(R) ; mais
on remarque, en utilisant par exemple la
transformation de Fourier, que, pour x fixé
(et pour une donnée initiale assez régu-
liere), u(x, ¢) tend vers 0 comme ¢ ¥2 pour
t tendant vers 'infini. L’équation (5) décrit
une onde qui se disperse, tandis que I'équa-
tion (6) est I’équation de Burger, étudiée au
chapitre 1, qui engendre un choc.

En fait, Péquation de Korteweg-
de Vries posséde des solitons car les
phénomeénes de création de chocs et de
dispersion se compensent pour arriver a un
état d’équilibre. En 1965, Kruskal, Miura
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et Zabusky remarquérent une analogie
entre le systeme (1) et le modele de
Fermi-Pasta-Ulam. Ce modéle avait été
introduit en 1950 pour décrire la réparti-
tion de Pénergie sur un cristal non conduc-
teur ; il était composé de 32 équations
différentielles ordinaires non linéaires
couplées et a été calculé par approxi-
mation numérique sur I’ordinateur Maniac
I de Los Angeles. Les auteurs observérent,
au lieu d’une répartition uniforme de
I’énergie sur tout le cristal, des phéno-
meénes de périodicité ou de presque pério-
dicité. Ces phénomeénes furent expliqués
beaucoup plus tard par Arnold, Moser
et Kolmogorov dans le cadre de la théo-
rie des systemes hamiltoniens. Kruskal
et d’autres entreprirent alors de discré-
tiser I'équation de Korteweg - de Vries et
découvrirent deux types de phénoménes.
a) Dans le cas ou on considére des don-
nées initiales @(x) périodiques en espace, la
solution reste périodique en espace mais
est une fonction presque périodique en
temps.

b) Dans le cas ou la donnée initiale ¢(x)
est une fonction tendant vers 0 pour
|x|— 4o et si elle est « composée »
d’'une somme finie d’ondes solitaires,
ordonnée suivant la taille (les plus petites
d’abord), alors les plus grandes ondes
rattrapent les plus petites et, au bout d’'un
certain laps de temps, on obtient a nouveau
une solution soliton, avec la différence que,
maintenant, ce sont les plus grandes qui
sont en avant : Pordre s’est inversé.

La démonstration de ce type d’obser-
vation a pu étre entreprise d’aprés une idée
de Lax (1968). 1l introduit un opérateur
auxiliaire défini par la relation :

H@)w = —D?yp + ulx, )y.

ou D désigne ici la dérivation par rapport
ax



L’opérateur H(7) dépend du paramétre
t par 'intermédiaire de la fonction u. C’est
I'opérateur autoadjoint (dans I'espace de
Hilbert L*(R)) usuel de la mécanique
quantique. On cherche alors des condi-
tions suffisantes pour que H(s) reste uni-
tairement équivalent a lui-méme, ce qui
signifie qu’il existe une famille U(z) d’opé-
rateurs linéaires unitaires de L*(R) sur
lui-méme tels que l'on ait :

H(t) = UE)HO)U-1(¢) = U@) HO) U*Q).

Cela se produtt, par exemple, si u(x, f) est
déformé par translation :

(@) u(x,t) = (x —1).

On remarque alors que u(x, #) est solu-

tion de I’équation :
du  Ju

8 — 4+ ,—=0.
® ot T x

Plus généralement, soit L(¢) une famille
d’opérateurs antiadjoints dans L*(R),
dépendant assez régulicrement du para-
meétre ¢ (en particulier, leur domaine en
tant qu’opérateur antiadjoint est indépen-
dant de ¢), alors 1’équation :

©) % e,

3 ¢0) = ¢

admet une unique solution donnée par
@) = U(H)gy, o U est un opérateur
unitaire. Dans le cas des équations (7) et
(8), L(#) est l'opérateur — d/dx et U(z) est
le groupe des translations. Avec ce forma-

lisme, on remarque par un calcul trés
simple que la relation :

U*¢)H()U() = H(O)
est équivalente a la relation

10) 0= wwnoUEy
= U*@)(— L@e)HE) + H'¢) + HE)L ) U@).
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L’équation (10) s’écrit aussi sous la
forme particulierement commode :

an ‘Z—It{ = L(¢)H() — H()L@) = [L, H].
Comme H(s) est lopérateur (d?/
dx?) + u(x, 1), (dH)/(d¢) est I'opérateur de
multiplication par (du)/(0t).
Comme exemple d’opérateur moins
trivial que 8/(dx), on peut introduire 'opé-
rateur :

03 a. é
L(t)—@+b5;+$(b~),

L(#) est un opérateur antiadjoint dans
L%(R) ; pour que le second membre de (11)
soit un opérateur de multiplication sca-
laire, il faut et il suffit que b figurant dans
la définition de L(¢) et u figurant dans la
définition de H(s) soient reliés par la

relation b = — (3/4) u. On a alors :
du  Q3u
[L,H]¢ = 6u$—ﬁ @,

et la relation (11) est alors équivalente a
I’équation de Korteweg-de Vries. On a
donc démontré le théoréme suivant, da a
Lax : Pour que l'opérateur :

2

a
—5;4- u(x,t)

soit unitairement équivalent a ’opérateur :

2

—m*— u(x,O)

par I'intermédiaire des opérateurs unitai-
res définis par
a3 3 9

2
+3o—+-u),

L =55+t tam

il faut et il suffit que la fonction u soit
solution de I'équation de Korteweg -de
Vries. Le progres accompli est di en
particulier au fait que, pour | x | — oo, L(#)
est unitairement équivalent a 83/(dx%).
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D’autre part, on peut analyser les fonc-
tions @ solutions de I’équation :

d2@
(12) —dx? tug=ho
ou, ce qui revient au méme, faire ’analyse
spectrale de P'opérateur :

_de

On trouve deux types d’objets. Pour A < 0,
il existe une suite de nombres A} < A, < ...
< A, < 0 pour lesquels (12) admet une
solution ¢ non identiquement nulle et de
carré sommable. Ces nombres correspon-
dent aux valeurs propres ou aux états liés
du systeme. Bien entendu, si H(r) reste
unitairement équivalent & H(0), ces nom-
bres sont constants. Les vecteurs propres
correspondants @, se comportent asymp-
totiquement, pour | x |— so, comme :

Cptexp (—M|x')

On choisit C™ tel que ¢, soit un vecteur
de norme 1 dans L*(R). Cette construction
a engendré une famille de couples
(A C (). Ensuite, on remarque que,
pour A = ¢2 on peut, pour tout 7, cons-
truire une solution oscillante ¢ de (12)
dont le comportement asymptotique est
donné par :

o e—ixt 4 R(E) eixt
= { T(é)e—ixi'

Les lettres R et T référent aux mots
réflexion et transmission en liaison avec
I'interprétation physique de cette construc-
tion.

On procede donc de la maniére sui-
vante : a tout opérateur de la forme
—D? + u(x, 1), on associe les éléments
M GO (TE), RE, 1), EER. Cet
ensemble s’appelle les données de scatte-
ring. On utilise alors un théoréme de
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Gelfand-Levitan-Marchenko qui permet
de déterminer le potentiel u(x, f) a partir
des données de scattering par une équation
intégrale assez explicite. Le progres effec-
tué est le suivant. Comme, pour | x | — oo,
L(¢) se réduit a D3, le calcul du compor-
tement asymptotique des solutions de (12)
peut étre fait explicitement en fonction des
données de scattering a P'instant zéro ; on
détermine les données de scattering a
I'instant ¢ par les relations :

A (1) = 7 (0),

Ci(t) = C(0) exp [4(— A )21],
TE £) = TE 0),

R(E, 1) = R(, 0) exp (8iE%).

13

On obtient ensuite le potentiel u(x, 7) a
I'instant t. L’ensemble de ce programme
s’appelle la méthode inverse, et il fournit les
outils qui permettent de démontrer les
résultats observés numériquement par
Kruskal, Miura et Zabusky dans le cas de
données initiales tendant vers zéro al’infini.

Dans le cas de problemes périodiques,
la situation est beaucoup plus compliquée,
mais, en 1976, McKean et Trublowitz ont
démontré que toutes les solutions u(x, t) de
Péquation de Korteweg - de Vries périodi-
ques en espace étaient des fonctions quasi
périodiques par rapport au temps, ce qui
confirme les expériences numériques de
Kruskal et d’autres. Tout autant que les
résultats, 'esprit de ces démonstrations et
les analogies qu’ils suggérent sont fonda-
mentales.

On remarque que les solutions du
systéme peuvent s’écrire, en prenant les
logarithmes des solutions des équations,
sous la forme :

k0, In C(0) + B?),
(T(E, 0), In |R(E, O} | + v(&)).

Ce sont des fonctions linéaires de 7 ; on
dit que I'on a globalement intégré 'équa-



tion de Korteweg-de Vries. Cette situa-
tion est formellement identique au théo-
reme de Liouville, dont nous rappelons
I"énoncé. On considére dans R?", ensemble
des couples {p, ¢), un systtme hamilto-
nien :

dp _0H 9 0H

(14) =% 3=

et on dit qu’une famile E.(p, g) de fonc-
tions, 1 < k < m, forme un systeme
linéairement indépendant en involution si
les deux conditions suivantes sont satisfai-
tes :

- l'application tangente :

(p’q)H(El!EZI"

de R dans R” est de rang m ;
~ pour tout couple &, / d’indices, on a la
relation suivante :

 (Ee B B
s Y (EE-55)-o

i=1

2 E.n)

On a alors le résultat suivant : tout
systéme hamiltonien admettant » intégra-
les premiéres en involution et linéairement
indépendantes est complétement intégra-
bles.

Comme dans 1"énoncé du théoréeme de
Liouville, on dispose d'une infinité¢ de
fonctionnelles invariantes pour I’équation
de Korteweg-de Vries, dont les premie-
res :

i) = f*”u(x,t)dx,
L) = J‘::%w(x, t)dsx,
L) = j+m(u3(x,t) + %ui(x,t))dx,
L = [T ) + 2l + L @)D dx,

avaient été¢ déterminées par Kruskal et ses
collaborateurs avant Pintroduction de la
méthode inverse.
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D’autre part, ’équation de Korteweg -
de Vries est équivalente a I’équation :

du J { Bl

19 Geals)

ou dl,/du désigne la dérivée au sens de
Gateaux de la fonctionnelle 1,(u), dérivée
qui s’obtient par des méthodes standards
de calcul des variations. On peut ensuite
munir 'espace H'(R) d’une structure
algébrique qui généralise la notion
d’espace symplectique. Pour cette struc-
ture, (16) est une équation hamiltonienne
et les fonctionnelles I, sont en involution.
Ainsi, 1’équation de Korteweg - de Vries
fournit un exemple qui satisfait a la fois
aux hypothéses et aux conclusions du
théoréme de Liouville en dimension
infinie. Un tel théoréme n’est pas encore
démontré (la difficulté essentielle étant
de caractériser le fait que l’ensemble
des fonctionnelles invariantes est assez
gros).

La détermination successive des
invariants de ’équation de Korteweg - de
Vries a conduit a lui associer une structure
algébrique trés complexe qui est reliée a
la géométrie algébrique (algebres de
Kac-Moodie), néanmoins, il est facile de
montrer comment faire intervenir des
variétés algébriques et des fonctions ana-
Iytiques dans la théorie de Korteweg - de
Vries. On remarque pour cela que la
fonction :

weet) = ——L2

chzic(x —ect)

définie pour x réel, se prolonge en une
fonction méromorphe dans le plan com-
plexe. Cette remarque, jointe a la perspec-
tive d’utiliser le théoreme de Liouville en
dimension finie, conduit a chercher des
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solutions rationnelles de 1’équation de
Korteweg - de Vries de la forme :

ri(t)
ubnr) =2 Z(x—x,(z»z

En reportant le second membre de cette
équation dans I’équation de Korteweg - de
Vries écrite sous la forme :

1
a7 u,— 3uu, +fu"“"=0’

on trouve que, pour que u soit solution de
(17), il faut et il suffit que r{1) soit identique
a 1 et que les x(¢) vérifient le systeme
différentiel ordinatre :

(8) #,=6 > (;—x)=% 1<j<N,

kstj

avec la condition :

19 Z(xj—xk)—3=0, 1<j<N

k)

En s’inspirant des résultats de Lax,
Kruskal, Garner et Als, on montre alors
que la solution de (18) coincide avec la
solution du systéeme hamiltonien défini
par :

dx 0H dy _¢H

(20) @y A e
H =1 49 —2
x,y) = 3 y; + yilx,—x;)
JEi

I n’est pas évident que le systéme (18),
(19) ait une solution ; la difficulté réside
dans la relation (19). En effet, il faut
vérifier que si cette relation est vérifiée
pour ¢ = 0, elle est aussi vérifiée lorsque
x(t) varie avec t. On montre que cela
impose aux .x; d’appartenir au plan com-
plexe et a N détre de la forme
N = (n(n + 1))/2, pour n entier. Comme
dans le cas continu, on met alors en

214

évidence N intégrales premiéres en invo-
lution et on conclut que 'on obtient un
systéme hamiltonien totalement intégrable
sur la variété complexe définie par :

z (;—x) =0, 1<j<N.

k#j

Pour vérifier que :

= 1
2 Z(x—x,-(t»z
£

est solution de I'équation de Korteweg - de
Vries (18), on utilise essenticllement la
formule d’addition :

D) Q') + Ox) () = P(x —y)
[Px) + @) — P (x —y) [20) — D)),

valable pour la fonction :
P(x)=x"72

mais aussi pour toute fonction elliptique.

C’est pourquoi on peut reprendre la
théoric en cherchant des solutions de
Péquation de Korteweg - de Vries sous la
forme :

ux,t) = iﬂ(%()‘—xj(t)))!

i=1

ou p est une fonction elliptique quelcon-
que.
Les relations (18) et (19) donnent ici :

21 x; —32 ( (x-—xk)) 1<j<N,

k== j

@ Y o(je—x0)=0 1<

k=j

Le premiére difficulté est I'étude de
I'invariance de la relation (22) sous 'action
du systeme différentiel défini par (21). 1i
n’existe pas de résultats généraux et une
telle variété invariante peut souvent étre



vide. Dans le cas de la fonction elliptique
définie par :

@) =4p’—g,p—g,,

on sait, pour N = 3, analyser compléte-
ment la variété invariante définie par (21)
et (22).

L’étude de cet exemple peut paraitre
tres particuliere en raison de 'intégrabilité
complete de I'équation de Korteweg - de
Vries et de tous les calculs exacts qui ont
pu étre menés a bien. Pourtant, cet exem-
ple est fondamental car une partie, et
parfois la totalité, des méthodes décrites ici
s’appliquant a d’autres équations qui inter-
viennent aussi bien en physique qu’en
mathématiques « pures ». Sans les explici-
ter, on peut citer les suivantes : ’équation
de Korteweg - de Vries modifiée intervient
dans I'dtude des ondes d’Alfvén et des
plasmas froids, I’équation de Schrédinger
non linéaire dans I'étude de la focalisation
des faisceaux laser, I’équation de Sine-
Gordon dans les ondes de spin et 'optique
non linéaire, ’équation de Boussinesq en
hydrodynamique et en théorie des plas-
mas. L’équation de Kandomstev et
Petviaschvili (qui est I'exemple principal
pour lequel la théorie s’étend a plus d’une
variable d’espace) intervient dans la des-
cription des milieux faiblement dispersifs.

4. les équations de
réaction-diffusion

On a vu au chapitre 2 que I'étude du
comportement asymptotique des solutions
de I’équation de Navier-Stokes était encore
tres fragmentaire. En particulier, il n’est
pas possible de démontrer pour les équa-
tions de Navier-Stokes des résultats quali-
tatifs aussi précis que ceux que ’on observe
sur des modeéles a un nombre fini de degrés
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de liberté comme le systéme de Lorenz. Par
contre, pour les équations de type
Korteweg - de Vries, la méthode inverse a
fourni une description complete du com-
portement asymptotique. Ce chapitre est
consacré aux équations de réaction-
diffusion pour lesquelles le comportement
asymptotique est encore le probléme essen-
tiel. Pour ce type d’équation, on ne dispose
pas de méthode inverse. On n’aura, en
général, qu'un nombre fini d’ondes solitai-
res ; mais le rapport de parenté avec les
¢quations différentielles ordinaires est bien
plus importante et on peut obtenir, dans
certains cas, des démonstrations comple-
tes ; on s’appuie en particulier sur la théorie
des systemes dynamiques.

Les équations (ou systemes) de
réaction-diffusion s’écrivent sous la forme :
) ‘;_’: — D(u) Au + F(u),
ou u(x, r) est une fonction vectorielle a
valeurs dans R™ définie pour la variable x
parcourant un ouvert QO de R”. Lorsque Q
est différent de R”, on suppose que u(x, t)
vérifie sur le bord des conditions aux
limites classiques. Dans cette équation, F
est une fonction non linéaire réguliere
définie dans R” et a valeurs dans R"; A
désigne le laplacien usuel et D(u) est une
matrice symétrique positive ou définie
positive. Lorsque D est définie positive, le
probléme est non linéaire et parabolique,
lorsque D n’est pas définie positive, on est
en présence d’un probléme parabolique
dégénéré. Dans tous les cas, des méthodes
de perturbation permettent de prouver
que, pour toute donnée wuy(x) définie a
I'instant t = 0, il existe au moins, pour f
petit et positif, une solution du sytéme (1)
qui vérifie u(x, 0y = uy(x).

Ces équations interviennent dans la
description de phénoménes non linéaires
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dans lesquels la dépendance en espace
introduit une évolution de type mouve-
ment brownien. On les rencontre dans la
modélisation des réactions chimiques, et,
en particulier, dans les phénoménes de
combustion, lorsque la vitesse de propa-
gation de la flamme est assez lente par
rapport a la cinétique chimique, contrai-
rement au régime de détonation qui, lui,
releve des systémes hyperboliques décrits
dans le chapitre 1. On les rencontre aussi
dans l'analyse des facteurs intervenant
dans la propagation de I'influx nerveux et
dans la dynamique des populations.

Les théoremes d’existence globale, et
certains résultats asymptotiques, reposent
sur la notion de région invariante, que I’'on
va décrire sur un exemple simple. Suppo-
sons, pour simplifier, que Q = R ; on
considére des solutions u(x, 7 ) qui tendent
vers des limites finies u+ et u lorsque x
tend vers plus ou moins linfini. On
dira qu’'une région Q de R” (contenant u™
et wu’) est invariante si Dapparte-
nance ug(x) € Q@ pour tout x réel entraine,
pour t > 0 (éventuellement petit), la rela-
tion u(x,7)E€ Q. La notion de région
invariante conduit a étudier, pour / fixé, le
comportement des courbes x+— u(x, 1)
dans R". Cest la généralisation aux
équations aux dérivées partielles de 1’ana-
lyse faite, pour les équations différen-
tielles ordinaires, a I'aide du plan des
phases. On a par exemple le théoréeme
suivant :

Supposons que D(u) est une matrice
diagonale. Alors, tout cube :

m

Q= H ]ll,',b,-[, a; < biv

P=1

de R’ 4 faces paralléles aux hyperplans de
coordonnées, tel que, sur chaque face, le
champ F soit rentrant, est une région
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invariante. En effet, si la courbe u(x, )
venait de sortir de Q il y aurait une valeur
limite (x*, *) pour laquelle u(x, 1) attein-
drait la frontiére de Q, par exemple sur la
face x; = b;. Cela entrainerait que u(x*, r*)
atteindrait son maximum au point (x*, r*).
On écrit alors la i-iéme composante de
I’équation (1) pour obtenir :
@ pw 4 Fw=0
Comme x*, £* est un maximum de u;
pour x&R et < ¢ < t* ona:

Q2u;
SHenm <0

%(x*,y*) >0 et
Comme F rentre dans Q et u(x*, r*) = b,,
on a F(u) < 0; ainsi, le premier terme de
(2) est une somme de termes positifs dont
un au moins strictement, ce qui conduit a
une contradiction. De plus, une analyse
plus précise permet de montrer que :

@ =[]0t
i=1
est une région invariante méme si F, au lieu
d’étre strictement rentrant, est rentrant ou
tangent.

L’existence d’une région invariante
compacte permet d’obtenir pour la solu-
tion de (1) une majoration uniforme dans
L¥(Q). On en déduit que, pour ¢ < T,
(du/dfy — Au est uniformément bornée
dans L*(Q) et donc, d’aprés les propriétés
des probleémes paraboliques, trés réguliére.
Il en résulte ensuite que la solution est
définie et réguliére, non seulement pour ¢
petit, mais pour tout ¢ > 0.

On se propose dans ce qui suit de
décrire trois exemples significatifs.

Le premier est I'équation scalaire :

du 0%u
3 W:ﬁ—u(a—u)(l—u), O<ac<l



L’expression explicite :
f@)=—u@—u)(1—u)

n'est donnée que pour simplifier les
calculs. En fait, comme on peut facilement
le constater, seules interviennent les pro-
priétés géométriques globales de f I
convient de comparer P'équation (3) a
I’équation différentielle ordinaire :
i—l;:f(u) =—u(a—u)(l—u).

On remarque que 0, o et 1 sont des
points stationnaires pour 1'équation (4),
que 0 et | sont des points stables, tandis
que o est un point stationnaire instable.
De plus, I'intervalle [0, 1] est une région
invariante pour I'équation aux dérivées
partielles (3) (dans ce cas, la forme
classique du principe du maximum est
suffisante). Cette équation a été introduite
par Fischer en 1937 et est utilisée pour
décrire des problémes de génétique des
populations ou de propagation de la
flamme (combustion d’une méche), il est
naturel de chercher & décrire I'existence de
fronts et leur stabilité, ce qui conduit a
chercher des solutions de la forme
u(x, t) = u(x — ct). Reportant dans I'équa-
tion (3), on obtient 'équation différentielle
ordinaire :
©)] —cu' =u"—u(a—u)(l —u),
qui s’écrit comme un systéme en introdui-
sant la variable v = u’ :

u =

v = —co4u(@—u)(l—u)
= —cv—F(u).

) [

Un front, ou onde solitaire, est alors
une solution de (5) qui vérifie les relations :

® lm u@=1 lmu@E)=0,
ofim _v(©) = 0.
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On supposera désormais que la fonc-
tion F(u) vérifie la relation :

%) J‘; F(u)du > 0,

et on définit le point M par la relation :

(8) a <M<, JMF(u)du:O.
0

Le point (0, 0) est un point hyperbolique
pour le systeme (5) et il y a donc une solu-
tion de (5) vérifiant im  (u(¢), v(&)) = 0,

tangente a la direction hyperbolique
répulsive. Lorsque ¢ augmente, v aug-
mente jusqu’a ce que (#(&), v(E)) rencontre
la courbe cv = — F(u). Puis v diminue ; on
obtient alors deux possibilités. Soit (u(<),
v(§)) recoupce Vintervalle [a, 1] en un point
M, > M, soit (u(<), v(€)) recoupe la courbe
¢v = — F(u) en un point # > 1 ; ces deux
circonstances dépendent du choix de ¢. La
premiere sc¢ produit pour ¢ petit et la
seconde pour ¢ grand. On montre alors
que le point M, est une fonction crois-
sante de ¢ et qu’il existe donc une unique
valeur ¢* > 0 telle que Mx = 1 ; elle cor-
respond au front, orbite de (5), connectant
les points hyperboliques (0, 0) et (1,0)
(fig. 3).

De plus, il est clair que si #(x — ¢* 1) est
une onde solitaire, il en est de méme de
toute solution transiatée. On peut alors
montrer, en utilisant des théorémes de
comparaison pour les équations paraboli-
ques non linéaires, le résultat de stabilité
suivant, di a Fife et Mac Leod : Supposons
que la donnée initiale uy(x) soit majorée et
minorée par deux ondes solitaires transla-
tées ; plus précisément, il existe A et B
positifs, éventuellement grands, tels que
I'on ait :

ux —A) Cuyx) cux+ B)
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fig. 3
v
VS
»
u M M, 1 u
figure pour ¢ petit, c< c*
4
“»
- >
o 1 u
figure pour cgrand, ¢ > ¢*
v
-~
»
e 1 u
figure pour¢ = ¢*

pour tout x réel. Alors, il existe un nom-
bre D tel que u(x,t), solution de (5),
converge vers u(x — c*t— D) (fig. 4) .
La situation décrite dans ce type de
probléme est donc radicalement différente
de celle qu’on rencontre pour les équations
de Kortweg - de Vries. Il n’y a qu'une onde
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fig. 4

7

X v

Une solution quelconque encadrée par deux ondes
soljtaires.

solitaire (a une translation preés) et sa
vitesse est caractéristique du probléme. On
a pu démontrer son existence et sa stabilité
en utilisant les techniques des équations
différentielles ordinaires et la monotonie.

Le probléme (3) est particulierement
simple, car il est scalaire ; cela correspond
a des situations tres simples dans lesquelles
une seule quantité (ou le rapport de deux
quantités) intervient. Dans le cas des
systémes, la situation est bien plus com-
plexe.

Le deuxiéme exemple que nous nous
proposons d’examiner est le systeme de
Fitzugh et Nagumo. Dans leurs travaux
sur la propagation de I'influx nerveux,
Hodgkin et Huxley observérent les phéno-
menes suivants :

a) il existe un seuil d’excitation :
excitation inférieure & ce seuil ne produit
pas de phénomene visible ;

b) au-dessus du seuil d’excitation, on
obtient un signal qui a une forme constante
et se propage a vitesse constante.

Hodgkin et Huxley ont conjecturé que
ce comportement était di a la diffusion et

toute

a l'interaction non linéaire entre un poten-
tiel électrostatique et les réactions entre
eux de plusieurs ions, et donc que ce



mécanisme était controlé par un systéme
d’é¢quations de réaction-diffusion. Le tra-
vail mathématique a consisté alors a
montrer que les solutions du systéme
d’Hodgkin-Huxley avaient un comporte-
ment conforme a I’expérience (existence
de seuil et apparition d’ondes solitaires
stables). Sans en démonter la validité, cela
rend plausibles les équations de Hodgkin-
Huxley. Ces propriétés ont été démontrées
par C. Conley et plusicurs de ses éléves en
utilisant une généralisation en dimension
infinie des théoremes de perturbation et de
I'indice de Morse utilisés dans la théorie
des ¢quations différentielles ordinaires. Il
n'est bien sOr pas possible de décrire ici ces
travaux, mais on peut donner certaines
idées en remplagant le systéme de
Hodgkin-Huxkley par un systéeme plus
simple, ayant les propriétés asymptotiques
équivalentes, di a Fitzugh et Nagumo :

dv 0%
) EYRRErS) +f@)—u,
7}
(10) a—': = g(ov—u).

Comme dans ’exemple précédent f (v)
a le comportement qualitatif de la cubi-
que :

f@y=—v@w—a)@w—>b), 0<a<bh;

les nombres o, v, et € sont des constantes
positives et la droite v —yu = 0 ren-
contre la courbe # = f(v) uniquement au
point 0.

On observe en premier lieu P’existence
de deux familles de régions invariantes,
celles qui sont limitées par des grands
rectangles R et celles qui sont limitées par
des petits rectangles R. Sur la figure 5
on a représenté un rectangle R et un
rectangle R en indiquant par des fléches
la direction du champ (f (v) — u, ov —yu).
On désigne alors par R le plus petit
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rectangle de la famille R et par R_ le plus
grand rectangle de la famille R. Reprenant
les théorémes de comparaison qui ont
conduit & la notion de région invariante, on
demontre facilement les résultats suivants :
- pour toute donnée initiale (vy(x), uy(x))
définie sur R, continue, et tendant vers 0
pour | x| — oo, le systeme (9), (10) admet
une unique solution (v(x, t ), u(x, t)) défi-
nie pour tout ¢ > 0: pour £ assez grand, la
courbe x+— (v(x, 1), u(x, t)) est contenue
dans le rectangle R ;

- de plus, si la courbe x> (vy(x), uy(x))
est contenue dans R , la solution (v(x, 1),
u(x, t )) converge exponentiellement vers 0
lorsque ¢ tend vers I'infini.

On a ainsi déja mis en évidence deux
notions : d’une part une région globale-
ment attractante (dans le plan des phases)
et d’autre part un bassin d’attraction de
(0,0) qui correspond au phénomene de
seuil si I’excitation est trop petite : pour
(Vo(x),up(x)) ER_ pour tout xER, la
solution tend exponentiellement vers 0.

On remarque ensuite que (0, 0) est un
attracteur global pour I'équation :

dv Ju
5 =f)—u, 7= e(ov—yu);

mais 'apparition du terme de viscosité
d%v/dx* modifie la premiére équation et,
pour v(x, t ) (pour ¢ fixé) introduit, la ou
cette courbe est convexe, un facteur de
répulsion qui permet a la courbe de rester
a 'extérieur du petit rectangle (fig. 5). On
obtient une solution rigoureuse en cher-
chant des solutions de la forme :

(&, t)ux,t)=@x—ct)ux—ct))),

ce qui, en introduisant la variable
w=dv/dt, ou {=x—ct, conduit au
systeme différentiel ordinaire :

(15) v =w,

—ecu = ¢e(ov—ryu),
W = —cw + u—F).
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»
|

tig. 5

onde solitaire

olv) = ylu) =0

+

bassin d'attraction de zéro.

Régions invariantes pour les équations de Fitzugh-Nagumo. R est le grand rectangle attracteur et R fombré) est le

On étudie alors, par des méthodes de
perturbation, le systéme (15) pour € petit.
Le choix de cette situation (g petit) se justifie
en disant que les deux phénoménes, varia-
tion du potentiel v, et variation de u (réac-
tion chimique) se produisent a des échelles
de temps treés grandes I'une par rapport a
I"autre. On peut alors, pour € petit, prouver
I'existence d’une onde stationnaire stable.

Le troisieme exemple que nous allons
décrire tres briévement est la réaction de
Bielouzov-Zabotinski. En 1959, Bielouzov
a découvert, dans 'oxydation de I'acide
malonique par le bromate de potassium, en
présence d’ions cérium, des mécanismes de
structuration spatiotemporels autoentrete-
nus qui se présentent comme une superpo-
sition d’ondes solitaires radiales (fig. 6).
L’analyse des mécanismes de réaction
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conduit a écrire un systéme & trois incon-
nues principales : X = HBrO,, Y = Br et
Z forme oxydée de I'ion cérium.

On a alors le systéme :

X X

—_ = —_— — —_ 2
a1 Dax2+0((Y XY + X—BX?)
Y 1

16) 5 =—@Z—Y—XY)
Z
3 = 0X=2)

ou D, a, B, v, d désignent des constantes
positives. Comme X, Y, Z désignent des
concentrations de produits chimiques, il
est naturel de décider qu’on se limite aux
solutions du systéme (16) positives et
bornées. En fait, on montre facilement que
st a, b, ¢ vérifient les inégalités :

a >max(1,é), c>a, b>nxe,
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fig. 6 - Réaction de Bielousov-Zabotinski (Society for Industrial and Applied Mathematics).

la région :

R={0<X<ga 0<Yh 0<Z<e}
est invariante pour le systéme (16).

Le systeme différentiel ordinaire asso-
cié a (16), obtenu en supprimant la visco-
sit¢, a deux points stationnaires, (0, 0, 0) et
(Xo. vXo/(1 4+ Xy, Xg), ou X, est la
solution positive d’une équation du second
degré. Lorsque B est petit, ce point est
instable, et on peut prouver I’existence de
solutions homogénes en espaces et pério-
diques en temps (ce qui correspond a des
configurations observées expérimentale-

ment) ; par contre, pour 3 grand, le point
stationnaire est stable et il n’y a pas de
solution homogéne périodique en temps.
On écrit alors le systéme différentiel cor-
respondant qui a une solution onde soli-
taire ; introduisant comme dans les exem-
ples précédents la nouvelle variable
N =dX/dt, £ = x—ct, on obtient un
nouveau systeme différentiel qui possede
bien la nouvelle solution stationnaire :

Xo, ¥Xo/ (1 + Xp), Xo, 0)
par contre, ce point est instable et on peut
prouver qu'il existe dans son voisinage une
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solution périodique, donc une onde soli-
taire périodique, qui, elle, sera stable pour
le systéme d’évolution. On a ainsi montré
que, pour P assez grand, on observe un
phénomeéne périodique en espace temps.
Voici, en conclusion, quelques remarques
générales.

1. Les équations de réaction-diffusion
mettent en jeu la compétition entre des
phénomenes non linéaires locaux et des
phénomeénes de diffusion en espace. Leur
étude permet d’analyser I'apparition de
solutions qui se propagent a cause de la
diffusion, en conservant leur forme a cause
de la non-linéarité. Cet aspect de compé-
tition a aussi beaucoup été utilisé¢ dans la
dynamique des populations. On considere
deux familles d’animaux (insectes, bacté-
ries, etc.) vivant dans le méme domaine Q.
On en déduit un systéme d’équations de
réaction-diffusion, avec région invariante,
dans lequel le facteur de diffusion dépend,
a un changement d’échelle pres, de la taille
de Q. Supposons que 0 est un attracteur
stable ; on montre alors, si Q est petit, que
la solution tend toujours vers 0. Les
prédateurs mangent toutes les proies, puis,
n’ayant plus rien a manger, disparaissent.
Par contre, si la diffusion est grande, on
observe un phénomeéne d’oscillations en
espace et en temps, comme dans la réac-
tion de Bielousov-Zabotinski : les proies
réussissent a s’échapper et a se reproduire
avant d’étre a nouveau atteintes par le
prédateur et le phénomene se réitere.

2. La méthodologie a été de partir de
I'analyse des équations différentielles ordi-
naires et d’en généraliser les outils classi-
ques : régions invariantes, principes du
maximum, points stables, etc. Nous en
avons donné les aspects les plus simples.
Le développement systématique des outils
mathématiques dans ce domaine est da a
Conley et Smoller, une étape essentielle
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étant la généralisation de I'indice de Morse
en dimension infinie.

3. Le terme de diffusion a été utilisé a
propos de mouvements de population ou
de densité de type brownien. Comme pour
tous les problemes qui introduisent dcs
expressions de la forme :

= —Au,
g
le rapport avec les probabilités est trés
étroit, et il existe aussi des analyses pro-
babilistes de ce type de phénomeénes.

CLAUDE BARDOS
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DIFFERENTIELLES EquaTions

Les équations différenticlles sont appa-
rues historiquement tout au début du
développement de l'analyse, en général a
I'occasion de probléemes de mécanique ou
de géométrie. Si, dans les premiéres inves-
tigations, Pon s’attachait surtout a en
calculer les solutions au moyen de fone-
tions déja connues, trés vite ce point de vue
g'affirma trop étroit; c’est qu'en effet le
probléme fondamental de la théorie des
équations différentielles est de déduire les
propriétés des solutions d’une équation ou
d’un systéme donné de la forme analytique
de ceux-ci ; or, en général, les équations qui



résultent d’une investigation théorique en
mathématiques ou en physique ne sont pas
explicitement intégrables et constituent,
bien souvent, la principale source pour la
définition de nouvelles fonctions dont les
propriétés peuvent €tre prévues par une
analyse systématique de grandes classes
d’équations ou de systémes.

On développera, dans les quelques
rubriques qui suivent, les méthodes pro-
pres a mettre en évidence 'existence de
solutions sous des conditions appropriées
et a en étudier les propriétés les plus
fondamentales.

g

1. Les sytemes différentiels linéaires
dans le champ réel

On se propose d’étudier I'existence et les
propriétés des solutions du systeme diffé-
rentiel linéaire :

n

(1) dx/di = z ay©) %) + bi(©),

j=1

pouri,j = 1,2, ..., n, oules fonctions as),
b(t) de la variable réelle ¢ sont a valeurs
réelles ou complexes. Introduisant la
matrice n X n, c’est-a-dire a n lignes et a
n colonnes, A(f) = (a;(1)), et les vecteurs
X = (X[, X3, ..., X)), b = (b}, b1, ..., b)), on
peut écrire au lieu de (1) :

(3] dx/dt = A(@t)x + b(@).

On notera que toute équation différen-
tielle linéaire d’ordre # :

B) u® ta,@) ue—+ .. +a, ) u=hb(@),

1\ désignant la dérivée d’ordre j de la fonc-
tionu(r ) peut étre ramenée ala forme (1) ou
(2) au moyen de substitutions x; = u,

DIFFERENTIELLES fquaTions

Xy =1u', ..., x, = u"V, la matrice A et le
vecteur b étant alors définis par :

0 1 0 0

a=] 0o o 1 0

—d, —du . - —a
b=(0,0,.,0,b)

Existence des solutions

Un premier résultat fondamental est
donné par le théoréme suivant : Le systéme

C)) dx/dt = A(t)x,
o) x(0) =¢

ou A(r) est une matrice n X n fonction
continue de ¢ € [0, £y] et ot ¢ est un vecteur
donné, a une solution unique x(¢) définie
pour 1 € [0, #,].

I faut souligner qu’a I’équation (4) on
a adjoint la condition initiale (5); on
obtient ainsi un résultat d’existence et
d’unicite.

On notera qu’au systéme (4), (5) on
peut substituer I'équation intégrale équi-
valente :

6) x@)=c+ JZ A(Dx (1) dT,

qui se préte fort bien au calcul d’approxi-

mations successives inventé par Picard :
X (t) =¢c+ JZ A(T)x, (1) dT,

avec xy=-c¢ (cf. METRIQUES,

chap. 7).

On établit la convergence de la suite
X,,(¢) vers une fonction x(¢); on montre
ensuite que x(7 ) est solution de (4), (5) et
qu’il y a unicité.

Le méme type d’argument permet
d’établir le théoreme suivant : Le systéme

€spaces

@) dX/dt = A@) X,
X©) =D,
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ol A(f) est une matrice n X n fonction
continue de ¢ &€ [0, 1,], et D une matrice
n X n constante donnée, a une solution,
matrice »n X n, X(t), unique pour
t €10, 1)

On réservera, dans la suite, la notation
X(t) a cette solution quand on prend pour
D la matrice identité I, et 'on dira que
X(r) est la matrice résolvante. Le théo-
réeme de Jacobi montre que :

det X(t) = exp [ f; (rA)dt }
2 a;(7);

i=1

ol : tr A =

ainsi la matrice X(# ) est toujours inversible.

Il est clair que la solution du systeme
(4), (5) peut étre représentée par
x(t) = X(t)e.

En prenant pour ¢ les éléments de la
base de I’espace vectoriel R” ou C”, on
obtient n solutions de (4), qui sont les
vecteurs dont les composantes sont inscri-
tes successivement dans les colonnes de
X(t). Puisque det X(t) == 0, les vecteurs
sont indépendants quel que soit 1.
D’ailleurs, si I'on dispose de » solutions
indépendantes a linstant + = 0, elles le
demeurent pour tout 7 : on dira que c’est
un systeme fondamental de solutions.
Enfin, il ne peut exister plus de n solutions
indépendantes.

Dans le cas de 'équation différentielle
(3)., supposée homogene (b(t) = 0), les #
solutions u,, u,, ..., #, sont indépendantes
si, et seulement si, le déterminant de
Wronski :

u, U, . Uy,
det| u} u e U

;
wlf=b uf=h Ly

est = 0 pour tout ¢ Il suffit que cela soit
vrai pour une valeur particuliére de ¢.
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L’équation linéaire non homogéne
L’équation linéaire non homogene est
I’équation :

(®) dx/dt = A@)x +w(t), x(0) =-c.

Toute solution de (8) ou A(z) et w(r) sont
respectivement une matrice n X # ¢t un
vecteur fonction continue donnée de
t € [0, 1] et ¢ un vecteur constant peut étre
recherchée sous la forme : x = X(¢) y, ou
X(r) est la matrice résolvante de (7).

Il est aisé de voir que (8) conduit a :

dy/dt = X—'@) w(t), y(0) =¢,

systéme qui a la solution unique :
YO =c+ f’x—l(r)w(r)dr,
0
d’ot, pour (8), la solution unique :

x(t) = X()e + J(: X() X~ (w (1) d .

Le cas des systémes

a coefficients constants

Si A est une matrice a éléments indépen-
dants de ¢, la matrice résolvante X(¢ ) peut
étre représentée par la série convergente :

9 Xt)=I+4+Ar/11+ ..+ A/t

On pourra introduire sur ’espace vec-
toriel des matrices carrées n X nla norme
définie par :

lAall= |aij|;

Lji=1

avec la topologie correspondante, on peut
s’assurer que la série (9) converge unifor-
mément par rapport a ¢ sur tout intervalle
fini, et satisfait (7). Par le théoréme d’uni-
cité on montre aisément que :

X() X(¢) = X6) X() = X(t + 5),



ce qui, avec (9), suggére la définition :
ed = X().

I est connu que les puissances entieres
successives d’une matrice ne sont pas
indépendantes ; si f(A) est le polyndme
caractéristique f'(A) = det (A —Al), on a
f(A)=10. Cela suggére que l'on peut
donner a X(¢) une structure plus simple.

Pour tout nombre complexe A, il existe
un entier v, le plus petit entier > 0 tel que :

(A—ADP+1x = 0= (A —Al)%x = 0;

v = 0 si, et seulement si, A n’est pas valeur
propre de la matrice A. Si A est valeur
propre, v est au plus égale a Pordre de
multiplicité algébrique de A. Soit Ay, ..., A,
avec k < n, les valeurs propres distinctes
de A, et soit ;

M= {x:(A—rDix =01},

les sous-espaces M; sont sans élément
commun autre que 0 et leur somme directe
est C"; on introduit les opérateurs de
projection E; par la formule Ejx = x;, ou
X=x 4+ X3+ .. + X%, X;€ M; (décom-
position spectrale). On établit que ces
opérateurs permutent avec A et que :

—}\
S S e,

est la matrice résolvante de (7).

Cette formule fondamentale montre
que les ¢léments de la matrice X(z) sont
des sommes de produits d’exponentielle

/' par un polyndme en ¢ dont le degré est
inférieur a Iindice v; de A;, donc a fortiori
a l'ordre de multiplicité algébrique de A,
On voit que les solutions de dX/dt = Ax
convergent toutes vers 0 quand 1 — 4 oo si
et seulement si les valeurs propres de la
matrice A ont toutes leur partie réelle
négative.

(10) X¢) =

DIFFERENTIELLES équations

Le cas des systémes
a coefficients périodiques.
La théorie de Floquet

Si X(r) est la matrice résolvante de :
an

ou P(t) est une matrice n X n continue et
périodique de période T par rapport a 1,
X(t + T) vérifie (11) et en vertu du théo-
réeme d’unicité : X(r + T) = X(¢) X(T).
Comme X(T) est non singuliére, il existe
une matrice constante B telle que
X(T) = BT. La matrice Q(r) = X(t )e ¥
est périodique de période T et on obtient
la représentation : X()= Q(¢)e B Les
valeurs propres de la matrice B sont les
coeficients caractéristiques de la matrice
périodique P(r); il faut et il suffit qu’ils
soient tous a partie réelle négative pour
que toute solution de dx/dt = P(t )x tende
vers 0 quand ¢ — + .

dX/dt = P@t)X,

Stabilité des solutions

Revenons au cas général dx/dr = A(t)x,
ou A(r) est une matrice fonction continue
de t &[0, + o] ; il est souvent utile de
connaitre certaines propriétés asymptoti-
ques de la solution, par exemple, de savoir
si elles demeurent bornées ou tendent vers
0 quand t— + «. Pour conduire cette
étude on utilise en général des méthodes
de comparaison et, a cette fin, on peut
introduire un concept de stabilité
du genre suivant : les solutions de
dx/dt = A(t)x seront dites stables par
rapport a une propriété § et une classe F
de matrices B(z) si les solutions de
dx/dt = (A(t) + B(t))x ont toutes les pro-
priétés § quel que soit B(+ ) € &. On peut
illustrer ce concept en citant le théoréme
suivant : Si les solutions dx/df = Ax, ou A
est une matrice constante, sont bornées ou

225



DIFFERENTIELLES EquAmions

tendent vers 0 quand ¢t — -+ oc, alors il en
est de méme des solutions de :

(12) dx /dt = (A + B(t))x,

pourvu que !

["1B@) lar < + =
Si toutes les solutions de dx/df = Ax
tendent vers 0 quand ¢ — + o, il en sera
de méme des solutions de (12) pourvu que
| B(¢)| < k pour 7 assez grand, k étant un
nombre qui ne dépend que de A.

2. Les systemes différentiels
linéaires dans le champ complexe

On peut reprendre les problemes discutés
précédemment en supposant que les fonc-
tions qui interviennent dans la définition
du systeme (1) ou (2) sont des fonctions
analytiques de la variable z dans un
domaine Q. On suppose d’abord que Q est
un domaine simplement connexe, c’est-a-
dire un ensemble de points du plan com-
plexe ouvert et connexe dont le complé-
ment par rapport au plan complexe muni
du point a linfini est connexe. On se
propose de discuter le probléme aux limi-
tes :

(13) dx /dz = A(z)x,

X (zo) = xo,

avec z,€ Q donné, x, vecteur de C”
donneé, A(z) matrice n X n dont les élé-
ments sont fonction holomorphe de z dans
Q.

On peut établir, en se servant de la
méthode d’approximations successives,
que le systéme (13) a une solution unique
x(z) holomorphe dans Q. On peut aussi
considérer le méme probleme pour le
systéme matriciel :

(14)  dX/dz = A@Z)X, X(zp) = X,

Y%A

X, étant une matrice n X n donnée, et on
parvient a une conclusion analogue, c’est-
a-dire a I’existence d’une solution unique
X(z) qui est une matrice n X n dont les
¢léments sont fonction holomorphe de =
dans Q.

Le théoréme de Jacobi sous la forme :

det X(z) = exp U: ( i a;(z) ) dz] det X,

i=1

et les considérations antérieures sur les
systémes de solutions indépendantes déve-
loppées dans le cas de variable réelle
demeurent valables ici.

La structure des solutions
dans le voisinage d'un point singulier
Une situation nouvelle apparait si I’on sup-
pose que la matrice A(z) posséde des sin-
gularités ; plus précisément nous suppo-
sons que la singularité est en z = 0 et que
A(z) est holomorphe dans le voisinage
0 <|z| < R; on précisera plus loin la
nature de cette singularité : ce peut étre un
pole (ce qui signifie que les €léments a; (2)
de A(z) ont tous au plus une singularité
polaire en z = 0) ou une singularité essen-
tielle (ce qui signifie que, parmi les éléments
a;; (2), il en est un au moins qui posséde, en
z = 0, une singularité de cette nature).
Dr’apres le résultat qui précede, on peut
définir une solution de (14), X(z) matrice
non singuliére (on suppose det Xy 5= 0),
fonction holomorphe de - dans tout
domaine simplement connexe ou A(z) est
holomorphe ; imaginons de choisir pour
tel domaine un anneau de centre z =20
dont la frontiére est constituée des arcs de
cercle|z|=r,|z|=7,0<r<r <Ret
du segment joignant ces deux cercles et
porté par le rayon qui passe par un certain
point z, r < |z| < #. Tournant autour de
la singularité z = 0 de l'angle 2 m, sur un



circuit contenu dans I’anneau, partant de
z et y revenant, on pourra définir la
matrice : XT(z) = X(ze¥™).

On s’assure aisément que X1(z) est
solution locale de 1’équation matricielle
dX/dz = A(2)X, et, de la, qu’il existe une
matrice constante non singuliére U telle
que X (z) = X(z) U.

Si on définit une matrice constante B
telle ™ = U et si 'on pose Q(z) =
X(z)eB:, on voit que Q(ze*™) = Q(z),
c’est-a-dire que Q(z) est une fonction uni-
forme ; ¢’est d’ailleurs, une fonction holo-
morphe de z dans le voisinage de z = 0,
sauf peut-étre en z = 0. On obtient alors la
représentation fondamentale :

X() = Q@)e>,

ou Q(z) est une matrice inversible fonction
holomorphe de z dans 0 < [z| < R. En
outre, si Ay, ..., A, sont les valeurs propres
distinctes de B, S, ..., My, les sous-
espaces de la décomposition spectrale, et
E; les projecteurs associés, on peut écrire
la formule précédente :

(15) X@) = QE)

v—1
B—1Dm "
X z z TAZ'\J(IHZ) E,
i m=90

Pour achever de préciser la structure de
X(z) dans le voisinage de z =0, il faut
savoir quelle est la nature du point z =
pour la matrice Q(z). Or, celle-ci étant une
fonction holomorphe uniforme dans le
voisinage de z =0, deux cas seuls sont
possibles : elle est holomorphe en z = 0,
ou bien elle a une singularité en ce point,
qui ne peut étre qu'un pdle ou une
singularité essentielle.

On dit que le systéme dX/dz = A(z)X
est du type de Fuchs en z = 0 si Ia matrice
Q(z) a au plus un pdle en ce point. Le
critére de régularité de Birkhoff exprime

DIFFERENTIELLES équaTions

une condition nécessaire et suffisante pour
qu’il en soit ainsi : | X(z)| X | z|* doit étre
borné dans 0 < |z| < R pour une certaine
valeur de a. Ces considérations s’appli-
quent pour la description des solutions de
I’¢quation différentielle linéaire d’ordre s :

(16) u™ + a;@)u—b + ... + a,(z)u =0,

ou les «(z) sont fonction holomorphe de =
dans 0 < |z] < R.

Cependant, dans ce dernier cas, on peut
énoncer le théoreme (Fuchs) : L’équation
(16) est du type de Fuchs en z = 0 si et
seulement si afz) a, en z=0, un pole
d’ordre j au plus, avec 1 < j < n.

Le cas des équations différentielles
linéaires du second ordre

D’apreés ce qui précede, I'équation diffé-
rentielle du second ordre la plus générale
qui a en z = 0 une singularité du type de
Fuchs peut s’écrire :

(17) d*u/dz? 4+ pz)du/dz + q@)u =0,
avece

(18) zp@)=po+piz+ . +puz" + ...
22q@) =qgo+ 91z + . + €27 + .y

les séries ¥p,z", Xq,7" étant convergentes
dans le disque | z| < R. On peut chercher
formellement des solutions de (17) en
posant :

(19) u =za(1 + ZC,,Z"),

nx1

o et les ¢, étant des coefficients a déter-
miner.

Par substitution dans (17), compte tenu
de (18), on peut établir que les coefficients
¢, sont déterminés de proche en proche de
maniére unique pourvu que o soit pris égal
a 'une des racines de I’équation :

20) Flo)=a2+ (pp—Da+¢,=0
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et que F(a -+ n) ne soit jamais nul pour #
entier > 0.

Par conséquent, si la différence des raci-
nesa; — o, del’équation déterminante (20)
est non nulle et non égale a un entier, on
pourra ainsi obtenir deux développements
du type (19) satisfaisant I’équation (17) et,
dans tous les cas, on en aura au moins un.

On peut établir la convergence de ces
développements par une méthode de majo-
rante et 'on voit qu’on aura toujours une
solution du type (19) :

uz) = z“l(l + Z c,,z”),

a2l

avec F(oy) = 0, F(a, + n) #£ 0, n entier
> 0, et, éventuellement, une autre solution
indépendante du méme type :

u,(z) =z°‘z(1 + Zd,,z”),

nz1

si o, — o, n’est pas entier. Dans ce cas on
dira que I’équation est du premier type de
Fuchs en z = 0.

Si maintenant o, — o, == s, entier > 0,
on peut faire dans (17) le changement de
fonction inconnue : u = u,(z){(z) et cal-
culer aisément {(s), ce qui conduit aux
résultats suivants :

a) s non nul :

u,(z) = Au, ) + Blgu,z) Inz + ()],

avec : () =z<*z<1 + Eh,,z");
1

b) s nul :
uy(2) = Au,(z)
+ Blu,z)lnz +zx h,z,|,
[ PR

A et B désignant des constantes arbitraires.
On dira alors que l'équation est du
second type de Fuchs en z = 0. Pour des

raisons de commodité, nous avons discuté
de la structure des solutions dans le voisi-
nage du point singulier z = 0 ; mais, par le
moyen d’une translation ou de la transfor-
mation z — 1/z, on pourra toujours rame-
ner a l'origine une singularité quelconque
du plan complexe, qu’elle soit & distance
finie ou infinie.

Les équations différentielles

de la physique mathématique

Les équations différentielles linéaires du
second ordre dont les coefficients sont
fonction analytique de z, ayant pour seuls
points singuliers z, z,, 73, z4, et l'infini,
ceux-ci étant du type de Fuchs, avec, pour
exposants, , B; en z, p;, W, a l'infini
(racines de I’équation déterminante), sont
nécessairement du type :

4
d’u l—o‘f—ﬁf)‘fﬁ
eh dz? +(z z—z; dz

i=1

4
B 2
+< o;B; +Az +2Bz+C)u:0,
@—z;) 4

i=1
@—z;)
=t

ou A est tel que p; et p, sont racines
de :

p? + M(Z(a,-+ ﬁj)~3)
+ ia,-ﬁj+A=0,

i=1
et B et C des constantes arbitraires. On
notera la condition nécessaire :

4

Z(a,-+ﬁ,-)+u.+uz=3-

i=t

I1 a été établi par Klein et Bocher que
de nombreuses équations différentielles
qui apparaissent dans certaines branches



de la physique mathématique sont des
formes confluentes de I’équation spéciale
de type (21) obtenue quand la différence
des exposants a chaque singularité est
égale a 1/2 (équation de Lam¢é générali-
sée). En général, par confluence de deux
singularités, on obtient encore un point
singulier du type de Fuchs, mais cela n’est
plus vrai quand on envisage la confluence
de trois singularités. En bref, on peut, par
des confluences convenables des cinq sin-
gularités qui sont a notre disposition,
obtenir six types d’équations qu’on peut
classer suivant :

a) le nombre de leurs points singuliers
du premier type de Fuchs avec des expo-
sants dont la différence vaut 1/2,

b) le nombre des autres points singu-
liers du type de Fuchs,

¢) le nombre de points singuliers qui ne
sont pas du type de Fuchs :

@) @) )
I

3 1 0 Lamé
II 2 0 1 Mathieu
IIT 1 2 0 Legendre
IV 0 1 1 Bessel
V 1 0 1 Weber-Hermite
VI 0 0 1 Stokes

Donnons un exemple : z;, =z, =0,
o) = oy = o3 = oy = 0, on fait tendre z3
et z, vers linfini. On obtient I'équa-
tion :

z2d%u/dz? + zdu/dz + z—n?u/4 =0,

qui, par le changement de variable z — =2,

devient I’équation de Bessel :

z2d?u/dz* + zdu /dz + (22 —nHu = 0.

De fagon analogue, I’équation différen-
tielle linéaire du second ordre la plus
générale a coefficients qui soient des
fonctions analytiques de z, ayant pour
seuls points singuliers a, b, ¢, ceux-ci
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étant du type de Fuchs, avec, pour
exposants, o, o, 8, B, v, ¥, peut s’écrire

(Riemann) :
du
(22) 7
l—a—a 1—[3—[3 1—Y—Y du
+[ z—a z—b z—c¢ dz
[aa(a—b)(a—c) Bp'(® —a)b—c)
+
z—a z—b
4 e—a)e—b)
zZ—cC

u

M e—ae—bYe—o)

On exprime que « est une solution de
(22) au moyen de la notation :

a b ¢
u=Pya B v zt.
a By

Par exemple, I’¢équation hypergéométri-
que est du type de (22) :

z(1 —z)du /dz?
+ [y — (o + B+ 1e]du/dz — ofu =0,

0 i 1
u="FP { 0 o 0 z } -
l—y B Yy—a—5B
Dans le cas général de I’équation de
Riemann (22), les deux transforma-
tions suivantes qu’on peut vérifier par

un calcul direct sont de grande impor-
tance :

c ay by ¢

v z } =P { a By z }
Y a B
ou (zy, ay, by, ¢)) = (z, a, b, ¢), égalité des
rapports anharmoniques.
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3. Le probléeme de Sturm-liouville

Position du probléme

Considérons  I'équation  différentielle

linéaire d’ordre # :

(23) L) =pot)d u/dt*
+p)dr—tu/dtr =t + L+ p, ) u=r(),

ou pylt ), ..., p,(t), 1t ) sont des fonctions
continues de la variable réelle ¢ dans
lintervalle 1€ [a, b], et py(t) = 0 pour
t < [a, b).

Imaginons un ensemble de m condi-
tions aux limites du type :

@4 Uw)=clu@) + alv'@)
+ ot af T ueN (@) 4 Blud) + Blu'®)
Fo BT DR =y, 1K i< m,

ou les o/, B/, v, sont des nombres donnés,
les formes linéaires (24) étant supposées
linéairement indépendantes par rapport
aux 2 n variables u(a), u'(a), ..., " a),
u(b), ..., u""-1(b), ce qui implique m < 2n.
On se propose de rechercher dans la classe
des fonctions différentiables jusqu’a
Pordre n pour t € [a, b] s’il existe des
solutions du systeme :

(25 Lu =r(t)

Uw)=y, 1<i<m.

I semble commode de commencer
cette étude par la discussion du probleme
homogéne :

(26) Lu=0

Uu)=0 1<gi<m

Pour résoudre (26), il suffit une fois
construit un systéme fondamental de solu-
tions de I'équation L(u) =0, soit u,(r),
uy(t), ..., u,(t), de rechercher la solution
du systeme (26) sous la forme :

U =ciuy + iy + ...+ C U,

X Tal

les n coefficients ¢/, ..., ¢, devant alors étre
calculés par le moyen des m €quations
linéaires a n inconnues :

n

Zc,U,-(uj) —0, 1<i<m.

i=1

@n

Si le rang de la matrice Ugu,) est égal
ap < n, il existe n — p vecteurs { ¢, ¢, ...,
¢,} indépendants vérifiant (27). Si le rang
de cette matrice est égal a n, ce qui
implique m > n, le systéme (27) n’a pas de
solution hormis la solution banale v = 0.

Des considérations analogues peuvent
étre développées pour le systeme (25).

Le systeme adjoint

Supposant que les coefficients p(7 ) ont des
dérivées par rapport a ¢ jusqu'a l'ordre
n — j, introduisons I'opérateur :

(28) L)
= (— Drd (per)/dt 4 (— 1)r—1dn—1(py)/den—1
+ o + (— 1D d @, p)/dt + p,y

grice auquel on obtient lidentité de
Lagrange :

vLu) — uL(») = (d/dt) P, v),

ou P(u, v) est une forme bilinéaire homo-
géne par rapport aux deux ensembles de
variables u, u’, ..., "D et v, v, ..., v
Par intégration on obtient :

29 j” [P L(u) — u Lv)ldt

=P, v)|=p— P, v)| o

Complétons le systeme des m formes
linéaires données U,(u) par 2n—m
formes linéaires des variables wu(a), ...,
@), u(b), ..., u(b), de telle sorte
que le systéme des 2n formes ainsi obtenu
soit encore indépendant. On peut montrer
qu’il existe alors un systéme de 2» formes
linéaires indépendantes des 2n variables



v(a), v'(a), ..., v Va), v(b), v D(b), soit
Vi(v) ... Vo, (v) tel que Pon ait I'identité :

(30) P, v)|,—Pu,v)|,
=UVo + UV 4+ . + U, Vi

Supposant U,, U,, ..., U,, fixées, rem-
plagons les formes U, ., ..., U, des
mémes variables constituant avec U, ...,
U,, un systtme indépendant. Dans la
formule (30), les formes V,, .., V,, ,,
seront alors changées en des formes V', ...,
V’,,_,,, mais ces deux derniers systémes de
2n — m formes sont équivalents. Le sys-
téme V, ... V4, ,, ne dépend donc en tant
que systéme de formes linéaires, que des m
formes données U, ..., U,,, ce qui justifie

la définition suivante : Le systeme :
'€3)) Lp) =0
Vi(p) =0,

aveci=1,2, ..,
systeme (26).

2 n — m, est dit adjoint au

Le cas des systémes différentiels
autoadijoints du second ordre

Un cas trés important pour les applications
est celui ou :

L(u) = po(t) d?u/dt? + p\(t) du/dt + p,(*)u.

Une condition nécessaire et suffisante
pour que L(x) = ~L(u) est que py" = p|,
et dans ce cas on peut écrire :

L(u) = (d/dt Ypo du /dt) + pyu.

Toutefois, si L(«) n’est pas autoadjoint,
on peut le rendre tel par multiplication par
un facteur convenable :

lexp[ f’ﬂdz]L(u)

e[ ] | 220

Puisque, ainsi, toute équation du
second ordre peut étre réduite a sa forme
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autoadjointe, on peut se borner a ’étude
d’équation du type :

d/dtykdu/dt) —gu =r,

connue sous le nom d’équation de Sturm-
Liouville.
Etant donné le probléme aux limites :

L(u)=d/dt)kdu/dt)—gu =0,
k() 70,
Ui)=ou@) + o,u®)
+ ozu’(@) + o,u’(h) =0,
Uy () = Bru(@) + Brud)
+ Byu'@) + Pau'(®d) =0,

t€a,b),

on peut construire le systeme adjoint :

L) =(d/dt)(kdv/dt)—gv =0
Vi) =0
Vi) =0,

et chercher sous quelles conditions il est
autoadjoint, ce qui revient a exprimer que
le systtme des formes U(u), U{u) est
équivalent au systeme V(u), Viy(u). On
montre qu’il en est ainsi si et seulement si :

dayk(a) =d3k(®), avec d; = o,f,— o;B;

Exemple :
Uyu) = u'(@)—hu(@), Uy(u) = u'(b) + Hu(b).

Le probleme de Sturm-Liouville peut
étre posé comme suit : étant donné 1’équa-
tion

(32) L(u) = (d/dt)(k () du/dt) —g(t)u
= a(t)u,

ou k(t), g(t), r(t ) sont fonctions continues
de ¢, k(¢ ) = 0 pour ¢ € [a, b] et les condi-
tions aux limites :

(33) Ui) =0, Uy)=0,

trouver les valeurs du parametre A pour
lesquelles le systéme (32), (33) a des
solutions réguliéres dans 7 € [a, b] et cons-
truire ces solutions.

A1
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La fonction de Green

Revenons au cas général de I’équation
d’ordre n :

(34) L) =po@t)dru/dt +p (t)d " u/dtn—1
+ o+ pa@)dusdt +p,t)u =0,
(35 Uu) =0,
i=1,2.,m, pot) #0, 1E[q,b]

On suppose le systeme (34), (35) incom-
patible, c’est-a-dire qu’il n'existe pas de
solution réguliere autre que la solution
nulle. On peut montrer alors qu’il existe
une fonction G(t,t'), dite fonction de
Green, et une seule, satisfaisant aux pro-
priétés suivantes :

1. Elle est continue et possede des
dérivées continues jusqu’a l'ordre n— 2
inclus par rapport a t € {a, b];

2. Elle est telle que sa dérivée d’ordre
n — 1 par rapport a ¢ existe et est continue
pour ¢ € [a, b] sauf en = ¢’ ; en ce point
il y a discontinuité de cette dérivée, le saut
valant 1/py(t');

3. Elle satisfait au systéme (35) et a
I’équation (34) relativement a la variable ¢
saufent=17.

Si H(z, 1) est la fonction de Green
associée au systéme adjoint de (34), (35),
on peut montrer que G(#, 1’y = H(¢', 1) ; en
particulier, dans le cas d’un systéme auto-
adjoint, G(1, ') = G(/', 1) et la fonction de
Green est symétrique par rapport a ses
deux variables.

Si le systeme (34), (35) est incompati-
ble, le systéme non homogene :

(36) L) =r@)

Uw)=0, 1<ig<n,

a une solution unique, qu'on construit
aisément avec la fonction de Green :

u(t) = fb G, t')r(’)dt'.

Le probléme aux limites de Sturm-
Liouville (32), (33) est dong, sous 'hypo-
thése que le systéme homogene :

G7) L) =0, Uw)=0 Uyu)=0

soit incompatible, équivalent a I’équation
intégrale :

(38) u() = Af” G, 'y () dt.

Exemple de fonction de Green : soit

L=dd?, [a,b]=[01],
Uu) =u©0), Uyu)=u(l),
on trouve :

G Y=Q01—1),
=(l—n)t,

0gt<rl,
ogr<eg .

Les fonctions propres

et la théorie de Hilbert-Schmidt

Si le systtme (37) est autoadjoint, la
fonction de Green G(1, t') est symétrique,
et si I’on fait ’hypothése r(z ) > 0, quel que
soit 1 € [a, b], posant :

y(@) = rO1u),
K@, 1) = G(t, t)r @) ()],

I’équation (38) peut s’écrire :

G »0 = ['Kerear,

a
ou le noyau K(z,¢) est une fonction
symétrique continue des deux variables ¢,
r dans le carré 1 € [a, b, ' € [a, b]. On est
ainsi conduit a une équation intégrale de
Fredholm & noyau symétrique.

Les valeurs A pour lesquelles (39) a des
solutions non nulles sont les valeurs pro-
pres, les solutions correspondantes étant
les fonctions propres. Il est commode,
pour I’énoncé des résultats, d’introduire ici
la notion de produit scalaire de deux



fonctions f(¢), g(t) continues dans

t € [a, b]; on notera ce produit :
vio = [ro a0,

ou £ est la valeur complexe conjuguée de
g fsera dit orthogonal & g si (f]g) = 0.

On établit les résultats suivants (cf.
espace de HILBERT, théorie SPECTRALE) :

1. Toutes les valeurs propres de (39)
sont réelles ; deux fonctions propres qui
correspondent a deux valeurs propres
distinctes sont orthogonales.

2. L’ensemble des valeurs propres est
dénombrable et n’a pas d’autre point limite
que l'infini, éventuellement. La multiplicité
de chaque valeur propre est finie, ce qui
signifie que le nombre des fonctions pro-
pres linéairement indépendantes corres-
pondant a toute valeur propre A est fini.

On peut donc écrire la suite des valeurs
propres :

Ml ol < I2] € o
lim|A;| = =,
oo
et des fonctions propres correspondantes :
@1y Prs oees Py oo

si la suite est infinie, et I'on peut, grice
au procédé d'orthogonalisation de
Schmidt, faire en sorte que le systéme des
fonctions propres ; soit orthonormé,
c’est-a-dire :
(CPil‘Pj) =d;=1 sii=j
=0 sii#j
3. Soit f(r) une fonction continue de
1€ [a, b]. Les nombres (fi @), j= 1,2, ...
sont appelés les coefficients de Fourier de

/-

Avec :

Il = jb \f|2d,
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on a linégalité de Bessel :

£

Il > waw.

i=1

4. Théoreme de Hilbert-Schmidt. Soit
/(¢ )une fonction continue de ¢ € {a, bl et :
“0) k= [Kerredr.

Le développement de Fourier de Kfpar

rapport au systéme orthonormé de toutes
les fonctions propres ¢;, qui s'ecrit :

3

Z (KF | ,)9;0),

i=1

converge absolument vers Kf et uniformé-
ment par rapport a 1 < [a, b].

Exemple : soit y(¢ ) une fonction conti-
nue pourvu de dérivées premicre et
seconde continues pour ¢ € [0, 1] et telle
que ¥(0) = y(1) = 0. Alors y(¢) satisfait a
y"(t)y=r(t), r(t) continue.

Par suite, (¢ ) peut étre développée en
série de Fourier :

®

y@t) = z a,V2sin (nwr),

1

avec |
a, = fly(z) V3 sin (at) dt,
(1]

la convergence étant uniforme sur l'inter-
valle [0, 1]. On aura reconnu que
V2sin(umt), n=1, 2, est le systéme
orthogonal des fonctions propres du sys-
teme y” = Ay, y(0) = y(1) = 0.

La présentation donnée ici, qu'on a
voulu trés élémentaire, a été le point de
départ de généralisations trés importantes
et tres fructueuses qui sont au ceeur des
mathématiques contemporaines (espace de
Hilbert, opérateurs linéaires, théorie spec-
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trale, etc.). D’autre part, nous avons sup-
posé Pintervalle [, b] fini et les fonctions £,
g, rcontinues sur U'intervalle fermé, k(1 ) ne
s’annulant jamais. Si I'une de ces condi-
tions est omise, les conclusions indiquées
ne sont plus valables et de nouveaux pro-
blémes apparaissent dans le détail desquels
il est impossible d’entrer ici. Ces problemes
sont connus sous le nom de problémes aux
limites singuliers et les résultats fondamen-
taux obtenus dans ce domaine sont associés
aux noms de H. Weyl, M. H. Stone,
E. C. Tichmarsh, K. Kodaira, en particu-
lier le théoréme fondamental de dévelop-
pement qui généralise celui de Hilbert-
Schmidt (spectre continu) et qui permet de
donner une présentation unitaire de la
théorie du développement des fonctions en
série de Fourier, série de fonctions d’Her-
mite, fonctions de Bessel, intégrale de Fou-
rier, etc.

11 n’est pas sans intérét, pour conclure,
de donner quelques bréves indications sur
le développement historique de la question
¢’est-a-dire la méthode de Sturm-Liouville
proprement dite.

Associons a I’équation (32) les condi-
tions aux limites :

41) (xlugjg + azu'(a))

0;
Bu + P’ (b 0;

on peut définir une solution de (32) satis-
faisant a la premiére condition (41),
u = u(t,\) pour ?€ [a,b]. Substituant
dans la deuxiéme condition (41), on est
conduit a résoudre 1’équation :

FG) =B, M) + Bou’ (3, 2) = 0.

On congoit que, dans ce but, I'étude des
zéros de u(t, ) dans Pintervalle [a, b] et la
maniere dont ils évoluent quand A varie
puissent étre de quelque utilité. Pour cette
¢tude, on dispose de théorémes de compa-
raison (Sturm), qui, grosso modo, indi-

DA

quent comment varient ces zéros quand on
remplace dans P'équation (32) k(r) et
pt)y="hr(t)+ g(r) par des fonctions
ki(t)etp(r)tellesquek, > k,p; > pquel
que soit 1 € [a, b].

4. Les systemes différentiels
non linéaires

Les systémes différentiels
non linéaires dans le champ réel

On considére le systéme différentiel :

42) dx/dt = f(x,1),

ou x € R”, f(x, t) une fonction a valeurs
dans R”, ¢ une variable réelle. On suppose
f(x, t) définie et continue dans ’ensemble
G X [t o + T], ou G est un ensemble
ouvert et borné dans R”.

Avec x, donné dans G, on se propose
de discuter le probléme aux limites :

43) dx /dt = f(x,t),

x(tg) = xo

On peut imaginer le procédé constructif
suivant:soit 7y < ) < 1, ... < 1, < ..,une
suite finie de valeurs de ¢ et :

X =x0+ (t;—1)f X0 o)
Xy =Xy 4 C—1)f & 11),

Xp=Xp g+ (t,—t, ) Gty 1),

et introduisons la fonction X () a valeurs
dans R” définie par :

E() =X+ (C—1o0)f Xalo) toSIS I
=X+ C—1)fxu0), SIS

La fonction X (¢ ) est évidemment conti-
nue, sa représentation dans R” étant une
ligne polygonale. On peut espérer, si les
intervalles £, —# ne sont pas trop
grands ou mieux tendent vers 0, que x()



tendra d’une certaine fagon vers une fonc-
tion x(t ) solution de (43).

Tel est le principe de la méthode des
différences finies dont les applications
débordent largement le cadre de la théorie
des équations différentielles. On peut éta-
blir ainsi le théoréme : Si f(x, ) est
continue dans

G X [tg, 10+ T),

ou G est un ensemble ouvert et borné de
R?, alors pour tout x, € G, il existe une
fonction vectorielle x(¢) solution de (43)
dans Uintervalle {t, t 4+ 4], ou :
h =inf(T,d/M), M =sup|fl,
xEG
1€ty to+T)

d étant la distance de x; a la frontiére de
G. On pourra prendre pour définition de

la norme de f, ou de x, | f |} | x|, la somme
des modules des composantes ; on a :

d=supd,dtel quellx —x,l < 3=xEG.

On notera que cet énoncé exprime
seulement l’existence d’une solution ; si
I'on fait ’hypothése additionnelle :

@D 1re ) —fe" D1 < kx"—x"|,

quels que soient (x", x") E G, t E [ty, ) +
T], ol k est une constante (condition de
Lipschitz), alors on peut établir qu'il y a
unicité.

D’autre part, les propriétés de la solu-
tion a P'égard des conditions initiales
peuvent é&tre appréciées par le résultat
suivant : si I'on suppose que f(x, t) a des
dérivées partielles premiéres par rapport
aux composantes de x continues dans
[ x — xqll < B, 1€ [1, 1, + TJ, alors la solu-
tion x(¢ ) du systéme (43), qui existe et est
unique dans f € [, t, + 4], a des dérivées
partielles premiéres continues par rapport
aux composantes de x;.
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Une autre méthode d’approche est celle
des approximations successives, que nous
avons déja rencontrée. On fait hypothése
(44) et 'on définit la suite x(7), ..., x,,(1)
par :

dx/dt =f(xo ),

dx i 1/dt =fxn@),1), Xm{te) =X

x4(to) = xg

équivalente a :

X,(0) =%+ f‘f(xo, Ddt

On montre aisément que cette suite
peut étre construite dans ¢ € [¢,, t, -+ h] et
converge uniformément dans cet intervalle
vers une fonction x(7 ) solution de (43) ; le
méme type d’argument permet d’établir
P'unicité (cf. chap. 7 Intégration numérique
des équations différentielles pour ’aspect
numérique).

Les systémes différentiels

non linéaires dans le champ complexe
On peut développer des théorémes d’exis-
tence locale assez voisins de ceux qui sont
décrits dans le cas précédent. Mais I'étude
des solutions d’'un point de vue global est
trés instructive et ameéne a des distinctions
intéressantes lorsqu’on discute de leurs
singularites.

Celles-ci sont, en général, de deux
sortes : les singularités fixes qu'on peut
prévoir a priori d’aprés la nature du
systeme différentiel donné et celles qui sont
mobiles, c¢’est-a-dire dépendent des condi-
tions initiales. Pour simplifier, on se bor-
nera, dans ’exposé qui suit, au seul cas des
équations différentielles non linéatres.

Dans le cas d’une équation du premier
ordre : du/dz = f(z, u), f fonction analy-
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tique de z et rationnelle en u, on démontre
qu’il ne peut pas exister de singularité
essentielle mobile, quoique des singularités
mobiles plus simples puissent apparaitre
(pole ou point de branchement). Exemple :

du/dz +z/u =0, u=Vz}+ul—z?,

u(zg) = u,.

Mais, dans le cas d’équation du second
ordre, ou d’ordre plus élevé, des singula-
rités essentielles mobiles peuvent apparai-
tre comme !'indique 'exemple suivant :

d’u __(du)22u—1

27 \dz) iy’

qui a la solution générale :
u = tan [In (Az —B)];

A et B sont les constantes d’intégration,
z=B/A est la singularit¢ essentielle
mobile.

Le probléme se pose alors de détermi-
ner s’il existe ou non des équations diffe-
rentielles du second ordre :

d?u/dz? = F(z, u,du/dz),

ou F est fonction analytique de z et
rationnelle en u et du/dz telles que les
points de branchement et singularités
essentielles de toutes leurs solutions soient
fixes.

Par une méthode de réductions succes-
sives on est conduit a cinquante types
d’équations admissibles, tous étant inté-
grables au moyen de fonctions connues,
sauf six ; les équations les plus intéressan-
tes sont, bien entendu, celles, irréductibles,
au nombre de six, qui servent a définir les
transcendantes de Painlevé. On se bornera
a écrire les deux plus simples :
du/dz?=6u2+z, du/dz?=2u?+zu +a.

On démontre que les solutions de ces
équations n’ont pas de singularité essen-
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tielle ni de points de branchement mobiles.
Et mémes elles n'ont pas de point de
branchement et définissent ainsi des fonc-
tions uniformes.

5. La théorie de la stabilité

Pour la description mathématique de trés
nombreux systemes physiques oscillatoires
on est conduit a des équations ou systémes
différentiels dont il convient de rechercher
les solutions stationnaires ou périodiques
et d’étudier leurs propriétés de stabilité.

Un modéle relativement simple est
fourni par I'équation :

45) dx/dt = Ax + f(x,1),

ol x&R" A matrice n X n réelle et
constante, f(x,7) application continue
de :

U X [0, ]

dans R”, U étant un voisinage de 1’origine,
telle enfin que f(0, ¢} = 0. [l est clair que
x = 0 est solution de (45) ou, comme I'on
dit, un point critique. Mais que peut-on
dire d’une solution dont la valeur initiale
x(0) est petite ? Sera-t-elle définie pour tout
t >0, et, dans [Paffirmative, va-telle
s’écarter notablement ou non de la solu-
tion d’équilibre x=10. Cela améne a
préciser le concept suivant de stabilité :
une  solution  x(¢+), du  systeme
dx/dt = F(x, t) définie pour tout 1 2 f
sera dite stable si, pour tout ¢ > 0, il
existe & = O(g, #;) > 0 tel que toute autre
solution y(¢) définie pour ¢ 2> # et
vérifiant [ 3(f) — x(#)}| < & satisfait a
Iy(t)— x(t)] < € pour > 1.

Si, de plus, y(t)—x(t)— 0 quand
t — -+ o0, on dira que la solution x(t) est
asymptotiquement stable.




On observera que, pour discuter la
stabilité¢ d’une solution x{¢) d'un systéme
quelconque dy/dt = F(x, 1), on pourra
toujours, par le changement
x =Xx{(1) 4+ y, se ramener a I'étude de la
stabilité d’une solution stationnaire d’un
systeme différentiel, ce qui justifie I'impor-
tance de systeme du type (45).

Revenant a ce cas, on peut énoncer le
théoreme (Poincaré-Liapounoff) : Si les
valeurs propres de la matrice A ont toutes
leur partie réelle négative et si la fonction
S(x.t) continue dans {jx| < p, t > 0 est
telle que :

lim sup | ¢x, )| /x| =0,

x—01320
x =0 est solution asymptotiquement sta-
ble de (45).

Sil’une au moins des valeurs propres de
A est a partie réelle positive, la solution
x = 0 est instable.

Le théoreme de stabilité demeure vrai si
la matice A est une fonction continue
périodique de ¢ dont tous les coefficients
caractéristiques sont a partie réelle néga-
tive.

Le probléme fondamental de la stabilité
de la solution x = 0 du systéeme :

(46) dx/dr = F(x,t), avec F(0,£) =0

peut étre abordé par la méthode directe de
Liapounoftf.

Pour en expliquer le contenu, il faut
donner quelques notations préliminaires :
on dira que la fonction scalaire V(x, 1) a
un signe constant si, dans un domaine
Qa,t):|x] < a. t > 1, convenable, elle
est différentiable, ne prend que des valeurs
d'un méme signe ou nulle et V(0, ) =0
elle sera dite positive ou négative selon la
nature de ce signe.

Si W(x) est une fonction scalaire indé-
pendante du temps, on dira que W(x) est
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definie positive (ou définie négative) si elle
est différentiable, et est positive (ou néga-
tive) dans un (a, T) convenable et ne
s’annule qu’a l'origine. La fonction sca-
laire V(x, 1) sera dite définie positive (ou
définie négative) s’il existe une fonction
définie positive W(x) telle que V— W (ou
— V — W) est positive dans un Q(a, 1) et
V(0,t)=0.

Supposant que F(x, ) est continue
dans un Q(a, 7) convenable, on a les
théorémes suivants :

- Si, pour le systéme (46) et dans un
domaine Q(a, 1), il existe une fonction
définie V(x, t) dont la dérivée :

dVv/dt = aV/or + z Fi(x,1) 0V/éx,

est d'un signe constant opposé, alors
x = 0 est solution stable de (46).
- Si, pour le systéme (46) et dans un
domaine Q(a, 1), V(x,t) et dV/dr sont
définies et de signe contraire et si

lin{) sup | V(x,t){ =0,

x—=0t3T1
alors x == 0 est une solution asymptotique-
ment stable de (46).

Si, pour le systetme (46), on a pu
construire une fonction V(x, 1) telle que :
lim sup |V(x, )] =0,

x—0zr3>t

telle que dV/dr soit définie (positive ou
négative) dans Q(a, 1), et que, pour chaque
valeur 7 > 1 et chaque n > 0 aussi petit
qu’on veut, V et dV/dt puissent avoir, en
certain point de | x| < n, le méme signe,
alors x = 0 est solution instable du sys-
teme (46).

La difficulté d’application de ces théo-
rémes réside, bien entendu, dans la cons-
truction des fonctions de Liapounoff;
aussi de nombreux efforts ont été tentés
visant, d’'une part, a assouplir les condi-
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tions imposées dans I’espoir de rendre plus
facile cette construction, d’autre part, a
reconnaitre parmi ces conditions celles qui
sont nécessaires pour tel type de stabilité.
Voicl, un exemple
d’application. Soit le systéme :

pour conclure,

) dx/dt = A)x + f(x,1),

ol A(z) est une matrice n X n fonction
réelle continue et bornée dans ¢ > 0,
f(x,t) application & valeurs dans R”,
continue dans < a,t 20, et telle que

X

tim sup 176,111 = 03
x—0120

s’il existe une fonction de Liapounoff pour
Papproximation linéaire dx/dt = A(t)x,
c’est-a-dire une fonction V(x, t) satisfai-
sant pour ce systéme linéaire aux exigences
du troisiéme théoréme énoncé plus haut,
alors x = 0 est unc solution asymptotique-
ment stable de (47).

6. Les solutions périodiques
des systémes différentiels

Un probléme trés important pour certai-
nes applications est la recherche de solu-
tion périodique de systtme du type
dxjdt = f(x,t), ou f(x,t), application
continue dans R”, est supposée périodique
par rapport a la variable réelle ¢ de
période T (cas non autonome), ou encore
du type dx/dt = f(x) (cas autonome).
On ne dispose d’aucune méthode
d’investigation assez puissante pour répon-
dre a ces questions de maniére générale.
Les méthodes existantes sont de deux
sortes. Les unes, méthode de perturbation,
méthode de centrage, permettant I'étude
de systémes quasi linéaires, c’est-a-dire de
systémes dans lesquels la partie non
linéaire apparait multipliée par un para-
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métre qu’on suppose petit; le calcul de
représentations asymptotiques des solu-
tions périodiques est généralement possi-
ble, ainsi que 1’étude de la stabilité de ces
solutions. Les autres sont des méthodes
topologiques qui fournissent pour certains
systémes fortement non linéaires des résul-
tats d’existence de solutions périodiques.

La méthode des perturbations
(H. Poincaré}

Considérons I’équation :
48) X" 4 x = pf(x,x,0t, ),

ol x est une fonction scalaire, x" == dx/dl,
X" = d?x/dr, f fonction périodique de ¢ de
période 2 T/w et | un petit parameétre, tous
les éléments ainsi définis étant réels.

Quand p =0 I’équation se réduit a
x” 4+ x =0 qui a pour solution générale
x = a cos(t + ¢), périodique de période
2m a et ¢ désignant des constantes
arbitraires.

Supposons que  est voisin de ['unité ou
mieux que o 2= 1—un, n étant une
fonction donnée de p analytique dans le
voisinage de 0,

) = z IS
k=0

Pour chercher si I'équation (48) a des
solutions périodiques de période 2 T/w,
nous posons ot=6 -+, 0 nouvelle
variable, d paramétre de translation. Il
vient ainsi :

49  x" +x=pgkx,0+3u0),
avec x =dx/d0, x” =d*x/d0?,

et
g =nx + (1 —un) ¢x, x"/(1 —un)'%, 0 + B, ),

et ’on recherche une solution périodique
de (49) de période 2w en 0, telle que



X(0) = a, x¥'(0) = 0 (cette condition ini-
tiale fait comprendre le role du parameétre
de translation 0). La théorie de Poincaré
montre que si a et 9, sont solution réelle
du systéme d’équations :

fznsinT X f(acost,—asint, T4 8,0 dt =0,
0

2T
M@ +f cos T
0
X f(acosT,—asint, T+ d,0dtr =0,

telle que :

2
sin T

0
X (df/d9)(@cos1,—asinT, T+ 8,0 dT =0,

et si g(x,x,0 -+ 8, u,n) continue par
rapport 4 tous ses arguments peut étre
développée en série de puissances de
x—acos©0,X 4 asin®, u,n—rn, 8-
convergente pour tout 6 si tous ces
arguments sont de module moindre
qu'un nombre positif p, alors il existe
une solution périodique de 1’équa-
tion (48) que I'on peut représenter par la
série :

(50) x(@® =acos® + Ya(0) .
2

Celle-ci peut étre dérivée terme a terme
deux fois, et :

(51) x'(0) = —asin® + v, (0) p,
2

x"(0) = —acos9 + z Y (0) .
1

On peut représenter & par une série :
(52) O =28 + ud; + ...

et P'on peut obtenir les développements
(50) et (52) par substitution dans I’équa-
tion (49) et identification dans les deux

DIFFERENTIELLES EquamioNs

membres des coefficients des mémes puis-
sances de (1. On obtient ainsi un systeme
récurrent :

Ty Ve = @Vt s Yaets Bpy e By 1 2 L

On détermine les v,(0) et les coeffi-
cients 9, en imposant aux fonctions v,
la condition de périodicité par rap-
port a © de période 21 et en plus :
1(0) =7 ,(0)=0.

Cette méthode de calcul appliquée a
I’équation de Duffing :

x” 4+ x + ux3 = phcos o,

2

avec w> =1 — un, /& constante, conduit
a:

8 =0, nga +h—3a3/4=0.

On peut donc obtenir trois solutions
périodiques, et en tout cas au moins une ;
on a la représentation :

x =acos®
+ u@3/32) (— cos © + cos 3 0) + O?),
0 =0, 0=t=1—un + O

La théorie qui précéde permet de
donner une description satisfaisante du
phénomeéne de synchronisation des oscil-
lateurs quasi linéaires. Si [l'oscillateur
linéaire est attaqué par une force pério-
digue non linéaire de période voisine de
sa période propre, il y a synchronisa-
tion sur la force excitatrice, 'oscillation
ayant en outre une amplitude bien
définie.

La théorie de Poincaré permet aussi de
rendre compte du phénoméne de démul-
tiplication de fréquence, c’est-a-dire I'exis-
tence de solutions sous-harmoniques.
périodiques de période multiple de celle de
la force excitatrice. Ces résultats d'une
grande importance théorique et pratique
sont spécifiques de la non-linéarité.
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Le cas des systemes autonomes peut
étre traité de fagon similaire ; considérons
par exemple 'équation :

(53) X+ x =X, )

et proposons-nous de chercher s’il existe
une solution périodique de (53) qui, lors-
que u— 0, tend vers une solution bien
déterminée de x” 4+ x = 0, périodique de
période 2 . Cela suggére que la période de
la solution cherchée 2 m/w peut étre repre-
sentée par w2 = 1 — un, ot n(p) est une
fonction de p qui, a la différence du cas
précédent, est une inconnue du probleme.
Avec cette représentation et la nouvelle
variable w ¢t = 6, ’équation devient :

(54) x" +x
= p(x + (I — ) &, =" /(1 — )2, p))
= ug(x, x', 1, M),

dont il convient de rechercher une solu-
tion périodique de période 2m. On peut
alors démontrer suivant la méthode de
Poincaré que si g, et ng sont des nombres
réels satisfaisant aux équations :

o, .
I"smrf(aocosn—aosmr, 0)dT =0,
0

2T
mNed o + cos T
0

X f(agcosT,—agysint,0)d1 =0,

tels que :

2
ay | sinT
0

X [cos T (df /0x )@y cos T, —agsin T, 0)
—sin T(9f /8x’ )@ cos T, —agsin 7, 0)]d T # 0.

Si, en outre, g(x,x’, u,n) peut étre
développé en série de puissances de x — a,
cos 0, x + a, sin 0, y, n — n, convergente
lorsque ces quantités sont de module assez
petit, alors il existe une fonction n(u) pour
laquelle (54) posseéde une solution pério-
dique x(0) de période 21 telle que

240

x(0) = ay, x'(0) = 0, qu’on peut représen-
ter par les séries :

) = no + uny + p2n; + ...
x(©) =agcos 0 + 7,O)p + ...

Le développement de x(0) peut étre
dérivé terme a terme deux fois et 'on peut
obtenir les coefficients de ces séries par
substitution dans (54) et identification
dans les deux membres des termes de
méme puissance en L.

La détermination de 7v,(0) et n, se
fait alors par un procédé récurrent
Yot T =@ s Yooty My s M) €L
les conditions v,(0) = 0, ¥',(0) = 0, avec
v,(0) périodique de période 2 1.

Appliquant ces considérations a I'équa-
tion de Van der Pol :

x" + ux2—1x +x =0,

on trouve ainst :

2
L—-1+”~+0(pi), ot = 9,

0 8
3. 1,
x(6)=200s6+(Zsme—zsmﬂ-))u
1 3 5 ) )
+(—§cos6+ﬁcos39——§gcosse u
+ O(?).

La méthode de centrage
(Kryloff-Bogoliuboff-Haag)

a) Considérons le systéme :
(55)
avec x € R”, f application a valeurs dans
R”, périodique par rapport a ¢ de période
T et pourvue de dérivées partielles premie-
res continues. L’idée fondamentale est de
substituer a (55) I’équation :

(56)

avece ¢

dx/dt = ufx, t, ),

dx/dt = pF(x)
F(x) = (1/T) LT Fx,1,0)dr.



On peut établir que les solutions x(r)
et ¥(t) respectivement de (55) et (56)
qui prennent pour (=0 méme valeur
demeurent assez voisines sur un intervalle
de temps d’autant plus grand que p est
plus petit. De maniére plus précise,
sous certaines hypotheéses, on établit qu’il
existe une fonction croissante A(r) telle
que :

lx(@) —x@) | < phe).

Ce résultat signifie essentiellement que,
choisissant | assez petit, I'écart entre les
solutions sera moindre qu’un nombre
donné € sur un intervalle de temps qui sera
de l'ordre de p !, donc trés grand si p est
petit :

n<ehy=lx@) —2@0) <

pour &< [0,L/u] et a fortiori
t € [0, Lh(L)/e],

b) D’un autre coté, cette méthode per-
met de prévoir aussi I'existence de solu-
tions périodiques et d’étudier leur stabilité.

Plus précisément, on a le théoréme : Si
a&R” est tel que Fla) =0, et si la
matrice :

pour

(3F,/0x )(@) = (1/T) LT (8f 1 /2x )a, 1, 0) dt

est non singuliére, alors le systéme (55)
possede une solution périodique de
période T pour u assez petit, qui, lorsque
u — 0, tend uniformément vers a ; de plus,
si les valeurs propres de cette matrice ont
toutes leurs parties réelles négatives, la
solution périodique mise en évidence est
asymptotiquement stable.

De nombreuses extensions sont possi-
bles et pour conclure nous citerons un
résultat fondamental : soit le systéme quasi
linéaire :

(57)  dx/dt = Ax + f(1) + uF(x, 1, 1),

DIFFERENTIELLES fquations

ol A est une matrice réelle # X n cons-
tante, () et F(x,t, p) des applications
dans R” périodiques en ¢ de période T, F
pourvue de dérivées partielles du premier
ordre continues.

Si aucune valeur propre de la matrice
A n’est égale a + 2 wig/T, g entier, alors
pour u assez petit, le systéme (57) a une
solution périodique unique de période T,
asymptotiquement stable si les valeurs
propres de A sont toutes a partie réelle
négative.

Si certaines valeurs propres de A sont
multiples de +2 wi/T, alors le systéme
dx/dt = Ax posséde un systéme maximal
de solutions périodiques de période T,
@Yt ) de composantes @{t)avecl <j <
m < n Le systeme  adjoint
dx{dt + 'Ax = 0 (‘A matrice transposée
de A) posseéde aussi un systéme maximal de
m solutions périodiques de période T,
p®)(¢ ) de composantes y,(f ), qu’on peut
toujours supposer construit de telle sorte
que :

o0, W) = 0y(0) wa(t) = By

Le systéme linéaire non homogéne
dx/dt = Ax + f(t), sous réserve que I'on
ait :

8 [T Cww).r6)ds

= IOT( 2 ‘ij(s)fj(s))ds =0,

i=1

pour | < k < m, posséde alors une
famille de solutions périodiques de période
T, qu’on peut écrire :

(@) = ) + . 4 0, ¢() + X)),

ou les o; sont des constantes arbitrai-
res.
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Revenant au systeme (57), on écrit les
équations :

(59) B0, s )

- L’(Z ¥, 6) Fx )5, O))ds =0,

j=1

avec 1 < p < m, on suppose qu’il existe
un systeme de valeurs réelles of, ..., of
solution des équations (59) telles que le

jacobien :

oty s )

Ny y very Opy)

ne soit pas nul pour cet ensemble de
valeurs.

Alors le théoréme de Malkin affirme
que, sous réserve des conditions (58), pour
u assez petit, le systeme (57) possede une
solution périodique de période T qui,
lorsque p— 0 tend vers :

(@) = olpM() + ... + oS er(t) + £(@)-

Il est généralement possible de déter-
miner les termes suivants du développe-
ment asymptotique de la solution par
rapport a | et d’en étudier la stabilité.

Ajoutons, pour conclure, que ces
méthodes permettent aussi de discuter du
cas des systemes autonomes, et que
d'importantes généralisations sont possi-
bles, en particulier pour I’étude des syste-
mes presque périodiques.

Les méthodes topologiques
Considérons le systéme différentiel :

dx =f(x,1),

avec / a valeurs dans R”, périodique en ¢
de période T. Sous certaines conditions, on
peut définir la solution x(¢ ; xy) de (59), qui,
pour =20, prend la valeur x;, valable
pour (& [0, T].
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Definissant 'opérateur Jx, = x(T ; x;)
de R” dans R", ’on voit que, pour obtenir
une solution périodique de période T de
(59), le probleme fondamental consiste a
trouver un point fixe de cet opérateur,
c’est-a-dire x, tel que :

On peut présenter cette idée de maniere
différente ; proposons-nous, par exemple,
de rechercher la solution périodique de
période T du systeme :

Xg = Jxy.

(60) dx/dr = A(t)x + g(x, 1),

ol A(f),g(x.t) sont
matrice n X n, applications dans R” pério-
diques en t de période T. On suppose que
le systéme homogene :

(61)

n'a pas de solution périodique de période
T.
On introduit, pour le systeme matri-

respectivement

dx/dt = A(t)x

ciel :
(62) dZ/dt = A()Z
(63) Z(0) = Z(T),

une matrice n X n, G(t, ') (matrice de
Green) satisfaisant aux propriétés suivan-
tes : G(t, ¢') vérifie (62) pour 0 < t < et
¢ <t < T, satisfait a (63) relativement a
¢, enfin est discontinue en ¢ = " avec un
saut :

G +0,t)—G¢t' —0,1")=1L

SiX(r ) est la matrice résolvante de (62)
alors X(T) — I est inversible (car (61) n'a
pas de solution périodique T) et 'on peut
montrer que :

G, 1) =
[XOU—XM]—1X—1¢),  0<r<t<T,
[ XOI— XM~ X(MX—1¢), 0<r <’ < T.

On s’assure facilement que toute solu-
tion périodique de période T de (60) ecst



solution de I’équation intégrale non

linéaire :
64) x() = LT GG, 1) g ('), ') dr,

et inversement.

Si I'on consideére le second membre de
(64) comme un opérateur J agissant sur
I’espace des fonctions continues x(7),
1 € [0, T]. on voit que le probléme consiste
a trouver un point fixe de cet opérateur,
¢'est-a-dire une fonction continue x(f ) telle
que x = Jx.

La théorie des points fixes des opéra-
teurs non linéaires a requ dans les derniéres
décennies un développement considérable
et a rendu possible la recherche de solu-
tions périodiques de systémes différentiels
dans de nombreux cas.

Nous allons, pour conclure, ajouter
quelques développements dans le cas
des systémes autonomes de dimen-
sion 2.

Soit le systéme :

(65) dx/dt = f(x,»)

dy/dt =g(x,y),
X, y, variables scalaires, f. g, fonctions
réelles continues au sens de Lipschitz
dans un ensemble D ouvert et borné du
plan x, y.

Si C* (ou C™) est une semi-orbite de
(65), ¢’est-a-dire I'ensemble des points P(z )
dont les coordonnées sont ¢(f), Ww(r),
solution de (65) définie dans ¢ > t; (ou
t < ty) pour un certain #, un point Q du
plan sera dit point limite de C* (oude C )
sl existe une suite de nombres réels 7,,
t,— 4o (ou telle que
P(1,) — Q, si n — . L’ensemble de tous
les points limites d'une semi-orbite C™ (ou
C) est désigné par (L(CT) L(C)), et
L(C) =L(ICHUL(C) est lensemble
limite de I'orbite.

[”——>—~oo)
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On a les théoremes suivants :
~ S$iC™ est une semi-orbite contenue dans
un ensemble fermé K C D, alors L(C™T) est
non vide, fermé et connexe.

Définition. Les points de D en lesquels
f et g s’annulent sont les points criti-
ques ; tout autre point de D sera dit
régulier.
- Soit C* une semi-orbite positive conte-
nue dans un sous-ensemble fermé K C D
et supposons que L(CT) contienne un
point régulier Q. Alors L’orbite C(, passant
par Q existe en tant qu’orbite compléte
1€]—o, + [ et CoCICT).
- Soit C" une semi-orbite positive conte-
nue dans un sous-ensemble fermé K C D.
Si L(C™) se compose exclusivement de
points réguliers, alors C* (= L(C™)) est
une orbite périodique ou L(C*) est une
orbite périodique ; dans le second cas, on
dit que L(CT) est un cycle limite.
— Corollaire  (théoréeme de  Poincaré-
Bendixson). Si CT est une semi-orbite
contenue dans un sous-ensemble compact
K C D, dans lequel il n’y a pas de point
critique, alors K contient une orbite pério-
dique.

Si T est la période et si :

_[T(ef ‘Lg)
h_J:(aeray dr <0,

cette intégrale étant calculée sur le cycle,
celui-ci est asymptotiquement stable.

Voici, pour conclure, I'exemple suivant
(équation de Liénard) : x” 4+ x = f{(x"),
qu’on écrira :

dx/dt =y
dy/dt = f(y)—x.

On suppose /' (y) pourvue d’une dérivée
continue et telle que £ ()) = g(3) — oy, @
constante avec dg/dy > 0, dg/dy(0) > o,
g—y)=—g(—y). [g»|<c ¢ cons
tant ; le théoréme de Poincaré-Bendixson
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peut étre utilisé dans ce cas pour mettre en
évidence un cycle limite.

Soit E un espace topologique; un
systéme dynamique est une famille d’opé-
rateurs F, (€ R) de E dans E possédant
les propriétés suivantes :

a) F, est I'opérateur identité,

b) pourtousty, iréelsF, o, =F F,,

¢) Pélément Fp de E dépend continii-
ment de (p,t) S E X R.

En particulier si 'on prend pour E
I’espace R” et si f(x, f) est une fonction
continue de R*” X R dans R”, lipschit-
zienne en x, on peut définir x(¢, x;)
la  solution unique du systeme
dx/dr = f(x, 1), x(0,xy) =x, puis la
famille d’opérateurs F, : R"— R définie
par F, (xg) = x(¢, x), laquelle constitue un
systeme dynamique au sens de la définition
donnée plus haut.

L étude des systémes dynamiques cons-
titue donc¢ un prolongement naturel de la
théorie des équations différentielles et a
donné lieu a de nombreux travaux : pro-
blémes de stabilité, problemes ergodiques
(cf. théorie ERGODIQUE), etc.

Une autre généralisation importante
consiste a considérer des équations diffé-
rentielles dans lesquelles la fonction incon-
nue a des valeurs dans un espace métrique,
par exemple un espace de Hilbert ou un
espace de Banach.

On peut ainsi discuter des équations du

type :
dx/dt = Ax, dx/dt = Ax + f(x,t),

ol x est pour toute valeur réelle de ¢
¢lément d'un espace de Banach E, A
désignant un opérateur linéaire de E dans
E, f(x,1) application non linéaire de
E X R dans E.

Dans le cas ou I'opérateur A est indé-
pendant de f, sous certaines conditions
additionnelles, ['étude de 1’équation
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dx/dr = Ax conduit a la théorie bien déve-
loppée des semi-groupes d’opérateurs dans
E. Le cas des équations non linéaires a été
aussi considéré en liaison avec les proble-
mes d’évolution, la question se posant, en
général, de savoir comment se comportent
pour { — —+ coles solutions de tels systémes.

Le développement considérable de
I’analyse fonctionnelle a beaucoup contri-
bué aux progrés de ces théories dont
I’étude se poursuit activement.

MAURICE ROSEAU

7. Intégration numérique
des équations différentielles

Méthode d’Euler

Prenons d’abord le cas d’une équation
différentielle du 1¢ ordre : Trouver y,
fonction d’une variable x, dérivable sur
[xg, Xo + @] = 1, telle que, f désignant une
fonction continue sur I X R,

Y&y =1f&xyx),
pour tout x €1, et :
yxg) =h,

ou A est donné dans R.

L’idée est de remplacer le probleme
théorique précedent, noté P, par le pro-
bléme discrétisé P, suivant (méthode
d’Euler) : Trouver Y, = (Vg Vi» -0 ¥u)s
suite finie de » + 1 nombres réels telle
que :

a .
yi+1:yi+gf(xi7yi)’ 0g<ign—1,
ou :
ia
xx=xo+;’ Yo=21;

ce probléme P, est obtenu en divisant
I = [xy, X, + da] en n parties égales avec un



pas égal @ h = a/n et en cherchant une
approximation y; de y(x;) ou y est la
solution (lorsqu’elle est unique) de P,.

Le raisonnement, fort simple, est le
suivant : Si y est solution unique de P,
V'(x;) est proche de :

y&xi)—yx;)
h
et donc, si j; est « proche » de y(x;), on
peut remplacer P, par P,.

P, cst un probleme discrétisé associé a
P,. On remarque alors immédiatement
qu’une notion importante va devoir étre
précisée : comment dire que la solution de
P, converge vers celle de P, lorsque » tend
vers -+ oo. L’analyse numérique devra
fournir des majorations pour | y(x;) — ;|

Dans la suite, nous supposerons tou-
jours que f satisfait a la condition (L)
suivante appelée condition de Lipschitz
globale : il existe L > 0 tel que :

If(x’u)_f(x7v)[< L‘u_vl’

pourtout x&l,u &R et vER,

Cette condition assure l’existence et
I'unicité du probléme P (cf. chap. 4).

On peut espérer que, si /1 est assez
petit, le nombre y; est proche de y(x;).
C’est pourquoi le nombre e; = y(x;) — y;
sera appelé l'erreur au point x; tandis
que :

E, = max|e,|
0gign
est Derreur
0<ign
Le procédé P, est dit convergent si :

globale aux points x,

lim E, = 0.

n— o
Notons que cette notion de conver-
gence est peu habituelle ; car la solution de
P est une fonction x+— y(x), alors que la
solution Y, de P, est une suite finie de
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n 41 nombres réels. Ainsi, y et Y,
n’appartiennent pas au méme espace et
nous ne pouvons pas mesurer une distance
éventuelle de » a Y,. Néanmoins, cette
notion de convergence satisfait le physi-
cien, qui ne cherche pas explicitement

y mais qui veut surtout des valeurs

approchées de y(x;) pour un certain pas A.
Si E, est petit, lerreur de discrétisation
provoquée par le passage de P a P, est
faible.

Théoréme. Si (L) est satisfaite, le pro-
cédé P, est convergent. Plus précisément,
on peut montrer que :

elxi—xg 1

1‘-’il< L

max|y'(t) —y'(t5)]

el —1 , ,
< L max|y’(t,) —y ()],

ou les maximums sont pris pour f €1,
LEL avec | — 1| < A

Cette majoration prouve la conver-
gence ; car, f étant continue, la solution
unique de P posséde une dérivée continue
sur I, donc uniformément continue, de
sorte que le maximum y'(¢)) — y'(£,), pour
|, —t] < A, tend vers 0 avec /.

Néanmoins, cette majoration ne donne
pas de bornes pour I’erreur commise, car
elle fait intervenir la dérivée de la fonction
inconnue.

Cherchons une majoration de E,. Pre-
nons tout d’abord (L) comme seule hypo-
thése. On peut alors montrer que la
solution unique de P satisfait a :

[y &) —rol < I~<L—1(eL(X—xD)_ 1),
ol :
K, = max|f(x.y)].
Une majoration de K, est en général

assez simple a déterminer, de sorte qu’on
peut définir un ensemble borné D de
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I X R qui contient (x, y(x)) tel que y soit
solution de P. C’est I’ensemble D, défini
par :

K
|y @) —yol < f‘(eux—w— 1), x€1L

Si, sur D, qui est un ensemble borné
fermé, la fonction f posséde des dérivées
partielles continues :

of of

ox dy
on peut alors majorer | e, | par :

o et—1
Iyl < X

L
{4
0x
Remarquons que cette majoration est
utilisable si on peut calculer aisément :

of of

=

ox oy

el —1

it |2

D

et si on peut majorer simplement :

ou le maximum est pris pour (x, y) € D, et
de méme pour :

of

Ix

of
= max | 27 (X))

D

B

of
£l H o

o
Le résultat final est alors :
E, < Kh=KZ.
n

Ainsi, la convergence est en 1/n. On
peut l'accélérer par la méthode d’extrapo-
lation a la limite (méthode de Richardson,
ou encore de Romberg ; cf. représentation
et approximation des FONCTIONS).

La méthode d’extrapolation a la limite
est trés facile a appliquer. On peut,
par exemple, diviser I en »n parties éga-
les, prendre pour x = x;, un des points
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de subdivision, puis diviser en 2n par-
ties égales en Ecrivant x = Xy, puis
en 4n partie égales en posant X, = x,
puis en 2°n parties égales en posant

Xipy = X.
On résout alors les p schemes :

Yayet =Viw + A & Y i)

et on obtient y,, pour 1 < k < p.

Si fest suffisamment différentiable sur
D, les conditions d’application de I'extra-
polation a la limite sont satisfaites et on
peut remplacer y,, par une moyenne
convenable :

»

ff(p) = Zyi(k)lk’

k=1

telle que 7, converge vers y(x) plus vite
que yy,, lorsque p tend vers + co.

Une famille de méthodes numériques

Nous avons jusqu'ici remplacé P par P, :
Yim1=yi+hf&x,p), yo=M

Nous proposons maintenant une géné-
ralisation de ce procédé : cette généralisa-
tion n’a pas pour unique objet de généra-
liser, elle prétend permettre d’aboutir a des
méthodes plus efficaces que la méthode
d’Euler.

Dans P intervient une fonction et f un
nombre A. Dans la méthode d’Euler, P,
faisait intervenir la méme fonction fet le
méme nombre A. Associons ici & f une
fonction f, et a A un nombre A, et
remplacons le probléme P par le probléme
P, Pour le moment, f, est une fonction
donnée, définie sur I X R, et dépendant
du parametre h.

Considérons le probleme P, : Trouver
Y, = (g, ..., v,) tel qu'on ait :

Vi1 =Y +hf&xL¥:) Yo=h,.



Faisons une étude de la convergence et
essayons de choisir A, et f;, pour que '« or-
dre de convergence » (cf. infra) soit bon.

Consistance
Nous dirons que le procédé P, est consis-
tant par rapport a P si:

lim fi(x,9) = f(5,5), ¥YxELVyER.
h—0

Cette condition est relativement simple
a vérifier et assez intuitive : f, doit « res-
sembler & £, pour A suffisamment petit ».
Par exemple, dans la méthode d’Euler, on
avait f;, = f, pour tout A, et cette méthode
était donc trivialement consistante par
rapport a P.

S’il en est ainsi, on peut démontrer que,
pour toute solution y de y' = f(x, y), on a,
avec /1 = a/n,

lim max |1
ne 0gi<n—l|y [V(x,-+1)—.V(xi)]

—fi&xLyE))|=0.

Remarquons que cette notion ne fait
intervenir que les f, et non les A,

Stabilité
Considérons les deux problémes définis
par la méme équation »" = f(x, y) et par
les données initiales y(x,) = A d’une part,
et y(xg) = A d’autre part. Supposons que
(L) soit satisfaite. Les deux problémes
précédents possédent respectivement une
solution y et une solution J. Il peut arriver
que, méme lorsque |A —A| est faible, la
quantité :

max|y () —7 &)

soit grande. C’est un phénomeéne d’insta-
bilité du probléme posé (indépendamment

de toute méthode numérique de résolu-
tion). Ce phénoméne d’instabilité est tres
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génant, car, si A = T par exemple, toute
méthode numérique remplacera m par
A =3,14159... avec un nombre fini de
décimaltes. Nous retrouverons évidem-
ment cet ennui de résolution théorique
dans la résolution numérique. Cela nous
conduit a la définition suivante.

Un procédé P, défini par f), et A, est dit
stable si, pour toute matrice triangulaire
infinie (g,,), 0 < 7 < n—1, telle que :

lim max
n— 4 0gign—1

|€n| =0,

il existe des constantes K, et K, telles que :

max |p;—z;]|
0gign

< Kilyo—zo| + Kz0 max |g,|,

gign—~1
ou y; et z;, 0 < 7 < n, sont solutions de :
Yir1 =yit hfy&xopds
avec ), quelconque, et de :
Zipi=2z; + hlfs&iyi) + €nl

Cette condition de stabilité exprime le
fait qu'une légére variation, sur les données
initiales y, et z, d’'une part, sur f, d’autre
part, n’entraine pas de grosses variations
sur les résultats obtenus en résolvant P,. La
condition de stabilité n’est pas simple. Voici
une condition suffisante : le procédé P, est
stable s’il existe A > 0O tel que :

rfh(xru)_fh(x’v” < A|u_v‘,

pour tous x€&l, u€R, v&ER et
h &[0, hy] ; donc A est indépendant de x,
v, v et i. Nous admettrons ce résultat.

Convergence

Considéronsles problémes P et P, suivants:

Py’ =f(xy),yxo =A
Py =y + Wiy yo=hu

admettant pour solutions respectives les
fonctions vy € CYI) et Y, = (Jp .- Vo)
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Nous dirons que le schéma P, est conver-
gent si

lim E, =0,

n—+=<
ou :

E, = max |[y(x;)—y,|.

0<ign

Théoréme fondamental de convergence.
Si le schéma P, est stable d’une part, et
consistant par rapport a P d’autre part, le
schéma P, est convergent, a condition
que :

llm A=A
-0

En effet, comme P, est consistant par
rapport a P, on peut écrire :

1

n &) —pGIl—Ffalnyx) = &g
ol y est ta solution de P et ou :

max  [g|
ogigsn—1

tend vers zéro lorsque n tend vers + oo,
En posant z; = y(x;), on a :

ziy =2z, + R (x2) + Enl,

de sorte que, par la condition de stabilité,
on obtient :
E, = [max |yi—y&)]
<K JA—M]+ M, max |g,].
0gig<n—1

Si A, tend vers A, on a:

lim E, =0,

n— o

Ordre d'une méthode
Nous venons de voir que, si :

lim £, (x,y) =/ (x,p),
=0

Vo Gew) —f4,9) | < Alu—»],
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alors, le procédé P, défini par f) est stable
et consistant, donc convergent cela
prouve simplement que :

imE, =0,
n—0
Nous dirons qu'une méthode est

d’ordre psionaE, < Ki”lorsque A, = A.
Des conditions pour qu’une méthode soit
d’ordre p ont été données : elles font
intervenir les dérivées par rapport a & de
la fonction &+ f,(x, y) = g(h). Les tech-
niques utilisées sont relativement simples :
il suffit de faire un usage fréquent de la
formule de Taylor. Contentons-nous de
donner certains résultats.

Supposons que f est p fois continiment
différentiable. Posons :

_ _ 3%, , 0%,
Fo=1, yl_a'_'—fz?y
et, de proche en proche,
F
3k+1=$ fak 0<k<p.

11 en résulte que, si y est solution de P,
on a:

dF
pEED(x) = Wf(x’y (£3))
= Fi(x,yx)),

Pour que le procédé P, soit d’ordre p,
il suffit que :

0 k<p.

llmd g !

<k<p—1.
I e =k p1ow 0sksp—l

La méthode du développement de Taylor
consiste & prendre :

h
Frp) =F09) +3 F16503)

ho—?

et Fp1x,p);

on peut alors démontrer que E, < KA
Cette méthode est cependant assez difficile
a utiliser car elle nécessite le calcul effectif
des .



On peut aussi écrire :

fh(xyy)=a1f(x!y)
+a,fx +ah,y +ahf(xy)

et on cherche «,. a», ¢;, a4 pour que la
méthode soit d’ordre aussi élevé que pos-
sible. En écrivant que :

@ _HLrY,

fowp) =S o =5\5% ay

on obtient les conditions ¢, =1—aqa,
a4y =0a, ay=da, = 1/(2 ).

Pour o = 1/2, on a la méthode de
Heun .

FuG09) = AU Goy) + G+ by + A Gyl

Pour a =1, on a la méthode d’Euler
améliorée -

A =flx+d v +hran).

Indiquons enfin la méthode de Runge et
Kurta ; on pose :

1
Fu@y) = glky + 2k, + 255 + k4],

avec :
ky=f@xy),

h h
k2=f(x+E’J’+§kl)»

h h
ky=flx + TR ikZ)’
ki=f(&x+hy+hks);

cette méthode est d’ordre 4.

Méthode

des approximations successives

On sait que le probleme P est équivalent au
probléme Q : Trouver y continu sur I tel
que : :

y@) =+ [“feseya
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Si yestsolutionde Q, etdoncde P,ona:

@) dr

Xp

YEpr) —yx,) =

Supposons connues des valeurs appro-
chées Ypqps ¥ de ¥(x, ), ..., ¥(x,). Nous
connaissons alors des valeurs approchées
de @ flx, » ¥(x, ), 0 <j < g. Posons :

fp—j =f(-xp—j’yp7j)r 0</j<yg,

et considérons le polynome d’interpolation
sur les points x, ,, ..., x, de la fonction
t— f(t, y(f)) dont nous connaissons des
valeurs approchées f, ; aux points x, ;. Le

calcul approché de :
T Fay @) de

peut se faire par une formule d’intégration
de type ouvert, n’utilisant que les points
précédant x, et le point x,,.

On a, par exemple, la formule appro-
chée :

P, ) =y, + j P() dr,

ou P désigne le polynéme d’interpolation
sur les points x, ,, ..., X,.

Considérons donc le schéma ou algo-
rithme défini par la méthode d’intégration

de Newton-Gregory :

q
y,,+l=y,,+h2c,wf,,, g<p<n—1,

j=o

ot les différences régressives sont définies a
partir de :

Vir=f1—fo -

par récurrence :

Ve =fr—Fi—1s

V=V, Vf,=Vi"lf,—Vi-lf, .

Ce schéma nous permet de calculer
Ypr1» POUr p = g, puisque les \YJ , sont
connus ; v, €tant connu, nous calculons
Vy+2 €0 changeant p en p 4 1 et ainsi de
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suite, en utilisant toujours le méme nombre
g + 1 de points qui précédent x, ;. Le
probléme qui se pose est alors de savoir si
les y, ainsi calculés sont proches des
valeurs y(x,) de la solution exacte.

L’algorithme précédent est dit expli-
cite ; car, a chaque étape, il définit une
inconnue y,, explicitement. La méthode
suppose connues les valeurs de départ
Yoy --» ¥, qQui sont des valeurs approchées
de p(xp), ... ¥(x,) et qui ont donc éte
obtenues par une autre méthode, par
exemple une méthode a un pas, alors qu’ici
nous obtenons y,,; par une méthode
utilisant yy, ..., y,, €t c’est pourquoi nous
dirons que la méthode précédente est une
méthode multipas, a ¢ pas exactement.

Remarquons que les ¢; peuvent étre
déterminés par la méthode de la fonction
génératrice introduite a propos de l'inté-
gration numérique par la méthode de
Newton-Gregory.

On peut aussi utiliser la méthode sui-
vante. On calcule :

e ya)d

de fagon approchée par une formule de
type fermé qui utilise donc y,; que I'on
cherche. Le schéma s’écrit :

q
Vo1 =Y, +h Z dVifpa1s
j=0
ou les d; peuvent ausst étre calculés par la
méthode de la série génératrice.
Cette équation s’écrit encore sous la
forme :

Vo1 = hf(xerxyp+l) + Kp’

ou K, ne dépend que des point x,_,. pour
k>0

On obtient donc y,,,; implicite-
ment ; mais, p étant fixé, la détermination
de y,,, peut étre faite par itération : on
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prend la valeur y2+1 obtenue par le
schéma explicite et on itére en écrivant :

P =k YT + K,

La suite des yp‘ﬁﬁ’l, pour m =0, 1, 2,

3, .., converge vers la solution y,,, du
schéma implicite lorsque # est suffisam-
ment petit ; car, si on écrit le schéma impli-
cite sous la forme y,, = ®(y, ), ona:

Q) —PO) =kl xp0) —F &1V

Donc on a la majoration :
|®w)— Pr)| < AL|u—v|

et la convergence est assurée si AL < 1.

La premiére méthode explicite permet
de définir une premiére approximation de
Y4+ : nous dirons que c’est une formule de
prédiction. La deuxiéme méthode permet
de modifier le résultat précédent et de
Paméliorer : ¢’est une formule de correction.

Ne cherchons pas a justifier a priori une
méthode en utilisant un polynéme d’inter-
polation ou un autre et écrivons brutale-
ment un schéma multi-pas sous la forme
générale suivante.

On suppose que Yy, i, .-}y 1 SONt
obtenus par une méthode a un pas conver-
gente ; on écrit :

q q
S) z Oy, i=h z Bifyr 4 <p <N

i=0 i=0

ou les ; et f; sont des constantes données,
indépendantes de A&, de p et de f.

Dans la suite, nous chercherons des
valeurs des o, et des B, pour que la méthode
soit aussi efficace que possible. Nous
supposerons que o 7%= 0.

Pour p = ¢, on obtient :

;) i 4y =h i Bifo—s

i=0 i=0



Si By = 0, le systéme (S,) définit expli-
citement y, par une formule du type :

q q
po= Z R z Bif s

i=1 i=1

puisque yy, ..., ¥, ; sont connus ; de proche
en proche, on obtient y,, y, 4y, -, ¥, €n
calculant a chaque é¢tape y, par une for-
mule du type :

yq=hg—2fq+Kq_1,

ou K, ; est connu. Si 4 est suffisamment
petit, on démontre, comme précédem-
ment, que I'équation précédente (en y,)
posséde une solution unique qui peut
étre obtenue par itération ; il suffit en effet
que :

de proche en proche, on obtient y,, pour
¢ < p < m, en résolvant chaque S,

On peut encore définir les notions de
consistance (par rapport au probléeme
posé) et de stabilité. Contentons-nous de
donner certains résultats de convergence.

Nous dirons que la méthode précédente
est convergente si :

E, = max |y(x,)—y
0gign
tend vers 0 lorsque N augmente indéfini-
ment.

Cela suppose donc que les y,, pour
0 <igqg—1, ont été définis par une
méthode a un pas convergente.

Considérons alors les polynémes :

g

AZ) = ; oz9,
B(z) = i Biza—i.

i=0

DIOPHANTIENNES APPROXIMATIONS

Ces polyndmes A et B définissent la
méthode multi-pas, puisque S, est défini
par les o, et par les 3.

Une condition suffisante de conver-
gence est donnée par le théoréme suivant.

Théoréeme. Si A(1)=0 et si
A’(1) = B(1), si de plus les racines z; de A
satisfont a |z, | < 1, pour I < 7 < g, etsi
les racines de module égal a 1 sont toutes
simples, alors la méthode définie par les
polyndémes A et B est convergente.

On peut obtenir aussi des conditions
pour que la méthode soit d’ordre k.
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DIOPHANTIENNES
APPROXIMATIONS

L a théorie des approximations diophan-
tiennes  concerne  principalement
I'approximation des irrationnels par des
rationnels. Dans le cas d'un seul irration-
nel, un réle essentiel est joué par les
fractions continuées (utilisées des 1650 par
Huygens pour le calcul des engrenages des
horloges astronomiques).

251



DIOPHANTIENNES ApPROXIMATIONS

L’approximation des irrationnels algé-
briques fut étudiée par une méthode
directe en 1844 par Liouvile ; ses résultats
furent améliorés a de nombreuses reprises
jusqu’a 'important et définitif résultat de
Roth en 1955.

Dans le cas de plusieurs irrationnels,
on peut soit chercher & approcher chacun
d’eux par un rationnel, soit chercher &
rendre minimale une forme linéaire a
variables entiéres, a coeflicients irration-
nels (probleme dual du précédent). Dans
les deux cas, la théorie des réseaux de
points (ou Z-modules, comme Z" par
exemple) joue un grand role, avec la
caractérisation de ses bases et le théoréme
fondamental de Minkowski sur les domai-
nes convexes symetriques d’un réseau ;
ce dernier théoréme conduit principale-
ment a la résolution en entiers d’inégalités
a coefficients irrationnels, ce qui est aussi
un probléme d’approximation diophan-
tienne.

L’étude de la répartition modulo 1 a
été également rattachée a cet article,
étant encore, dans une certaine mesure,
une question d’approximation diophan-
tienne.

%

1. Z-modules et réseaux

Un Z-module de R" est un ensemble M de
points M de R”, de coordonnées (x', x°, ...,
X"}, qui est sous-groupe additif de R”
(dong, s’il contient M’ et M”, il contient
uM’ + vM” pour tout u et v de Z). On
appelle base de A un ensemble Ay, A,, ...,
A, d’éléments de 0, tel que tout élément
de M s’écrit, d’une maniére unique, sous
la forme a'A, + @A, + .. + d'A,, ou
«'& Z. On remarquera qu'on peut avoir
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r > n (par exemple dans R avec les
nombres de la forme ¢ + b V2,0t aet b
sont entiers, on a r = 2 pour 1 = 1).

Lorsque chaque point de M est isolé
dans R”, c’est-a-dire est centre d’une boule
ne contenant pas d’autre point de 4G, le
Z-module est dit discret ; cette propriété est
évidemment caractérisée par le fait qu’il
existe une boule de R”, de centre O, qui ne
contient que O comme point de #. On
appelle réseau tout Z-module discret et on
démontre qu’un réseau de R” ne peut avoir
de base comprenant plus de # éléments.
Plus précisément, si un réseau admet une
base de r éléments, I’espace vectoriel qu'il
engendre est de dimension r.

Pour n = 1, tout réseau est donné par
X =mx, ou mEZ et xy=inf|x| pour
XE N — { O};en effet, & étant discret,
X, existe bien, est non nul et appartient a
JG. et tout x de A en est multiple, sans quoi
le reste du quotient de | x| par X, contre-
dirait I’hypothése faite sur x,. Pour n
quelconque, la démonstration de r < n se
fait par récurrence en projetant sur R
parallélement a I'un des vecteurs OA,.

On supposera, sans rien restreindre
dans ce qui suit, que les réseaux envisagés
correspondent a r = n. Un exemple fon-
damental est celui des points & coordon-
nées entiéres de R", auquel on peut tou-
jours se ramener dés qu’on a une base A,
A, ..., A, du réseau : c’est Z".

11 est important de pouvoir caractériser
les bases de Z"; on démontre qu’une
condition nécessaire et suffisante pour que
n points A, A, ..., A, de Z" forment une
base de ce réseau est que le déterminant de
leurs coordonnées soit égal 4 = 1. Dans le
cas de n = 2, si (py, q,) et (p», g5) sont les
coordonnées de A; et A,, on doit donc
avoir, pour une base, p;g, —p,q; = = 1.
¢’est-a-dire que les deux fractions p,/q, et
D-/q, sont adjacentes.



On remarque enfin que OA A, forment

base de Z° si, et seulement si, le parallé-
il S g

logramme construit sur OA;, OA, ne
contient aucun point du réseau en son
intérieur ; il a alors pour surface 1, et cela
se généralise a 2.

Un important théoréeme de Minkowski,
sur les réseaux, sera vu plus loin.

2. Approximations
d’un irrationnel.
Fractions continuées

Dans le plan affine d’axes Ox, Oy, de
vecteurs de base -O_A: ﬁ soit la demi-
droite (OD) d’équation x = Ty, avec
y > 0 et TER. Approcher v par des
rationnels p/¢ (avec ¢ > 0) revient a
approcher
(OD) ) par des points du réseau de base
OA OB. Un point P(p, ¢) de ce réseau est
un point de voisinage a droite pour (OD)
st plg>1 et 0L plgd—T1<plg—1
entraine ¢° > ¢. Méme définition a gauche
avec T > plg et 0 < 1—p'lqg < T—p/q.
Un point P(p,q) est un point réduit,
relativement a (OD), si
< |p—Tgq]|entraine ¢ > q.

Si T est rationnel, soit T = u/v,
demi-droite (OD) porte le point entier
P(u, v) et il n’y a plus, au-dela de P, ni de
point de voisinage, ni de point réduit pour
(OD). Les points antérieurs a P sont
donnés par le théoreme suivant, qui
s’applique sans limitation lorsque 7 est
irrationnel : Si P,, et P, sont deux
points de voisinage consécutifs (pour ¢
croissant), d'un méme coté de (OD), alors :

a) La demi-droite portant le vecteur
P, P4, rencontre (OD) en un point
D, ., (non entier).

b) P, P ry=hP, P4, donne,
pour 2 =1, 2, ..., les points de voisinage
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suivant P, ,, du méme coté de (OD),
jusqu’au dernier avant D, ,, soit P, ..
Ces points sont adjacents deux a deux.

C) OPn-H = P/z.k Pn,k-H et
P2P,i11 =P, Pyyyy donnent deux

points de voisinages consécutifs, P, et
P+, de lautre c6té de (OD), ce qui
permet de poursuivre opération et d’obte-
nir tous les points de voisinage au-dela de
P, . sur deux lignes polygonales appelées
lignes polygonales de Klein relatives a
(OD); ces lignes forment enveloppe
convexe des points entiers situés de part et
d’autre de (OD).

d) Seuls les sommets P, de ces lignes
polygonales sont des points réduits.

Ce théoréme s’établit par des considé-
rations géométriques tres élémentaires. On
pose en général P, ,D,= o, OP, , et
P, ,P, = a, OP, |; donc a4, = [0,], par-
tie entiere de a,. La similitude des triangles
opP,D, et D, P, O donne alors
o, = 1/(a,—a,) et I'on obtient ainsi,
géométriquement, le développement en
fraction continuée (réguliere) de 1 :

1
Oy =ay 4+ —s

1
T=ag+ —>
o a3

O, =4a, +

o
avec ay = [1] et @, = [a,). Les a,, sont les
quotients complets du développement et les
a,, les quotients incomplets.

On écrit alors T = {ay, ay, ..., a,_|, ]
et p./q, = lay, a1, ..., a,4, a,], n-niéme
réduite (qui correspond au point P,),
d’ou :

[ Pr=Pna+8,DPn
9n=qn—2+a,q,1;,

ce qui exprime que P, ,P,=a,OP, |.
C’est grace a ces formules de récurrence
qu’on calcule les p, et les ¢, connaissant les
ay.
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Les résultats essentiels de la théorie de
ces fractions continuées sont les suivants :
(I)On a:

Pa_ (=D
gn qn(qn—l+an+lqn)

ce qui montre que 'approximation de t
par une réduite est d’autant meilleure que
o, est grand.

Par exemple m = [3, 7. 15, 1,292, 1, 1,
1, ...] donne une excellente approximation
classique p;/g; = 355/113.
(2) Une condition nécessaire et suffisante
pour que deux irrationnels T et o présen-
tent, a partir de certains indices, les mémes
développements, est qu’ils soient liés
par une transformation homographique
modulaire, c’est-a-dire o= (a1 + b)/
(ct+d)avecad —bc=x1eta, b, cet
d entiers.
(3) Une condition nécessaire et suffisante
pour que T présente un développement
périodique est que T soit un irrationnel
algébrique du second degré (théoreme dil
a Lagrange).

(4) |T_Pn/qn‘< ]/qnzx

pour tout #.
Sur deux réduites consécutives, 'une au
moins vérifie :

|T_pn/qn| < 1/(2qn2)'

Sur trois réduites consécutives, I'une au
moins vérifie :

|T—Pa./q.| < 1/(V5¢,2).

5) Si |t—u/m|<1/2vY,

ufv est une réduite du développement de 7.
(6) Si on développe le rationnel a/b en
fraction continuée et si a/b=p,/q,. la
réduite précédente (p,_,)/(q,_;) fournit
une solution de I’équation de Bezout :

ax —by =+ 1.
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(7) Silirrationnel Vd (d entier > 2) est
développé en fraction continue, on a :

Vd = [agray,as.a,_1,2ae],

périodique a partir de «,, période de »
termes, avec a; = d,_;, ¢» = d,_», ... (cela
caractérise les développements de V'd).

Si n est pair, les solutions de ’équation
de Pell x> —dy> =1 sont données par
X =Dl ¥ =gy 1 pOUr k =1,2,3. .,
et x2 —dy? = — 1 n’a pas de solution.

Si n est impair les formules précédentes

donnent : pour k=1, 3, 5, 7, .., les
solutions de x*—dy’=—1, et, pour
k=2 4, 6, .. les solutions de

x*—dy* = 1. Par exemple x> — 13 y? = 1
conduit a :

VI3=1[3,111,1,6],

d’ou 649/180 pour k =2, donnant la plus
petite solution x =649, y =180 qu’l
était difficile de trouver par essais succes-
sifs.

Ces résultats s’établissent a partir de la
formule :

=P + %Py ,
qn—1 + ApGp—y

relation modulaire liant T et o, et expri-
mant que D, est sur (OD). On en tire en
effet aussitot la formule de (1) et le résultat
de (2), qui, géométriquement, signifie qu’a
partir d’une autre base du réseau Z" les
points de voisinage et les points réduits
sont, assez loin, les mémes qu’a partir de
la base OA, OB; cela en raison du
caractére géométrique intrinseque des
lignes polygonales de Klein. La condition
nécessaire de (3) est évidente (o = o4,
donne o lié homographiquement - et
méme modulairement - a lui-méme, donc
racine d’une équation du second degré ; il
en est de méme pour 7). Sachant que T est
irrationnel du second degré, on peut



démontrer la condition suffisante. Algé-
briquement, en utilisant les équations
du second degré que vérifient les «,
¢quations a discriminant constant (ce
qui permet, compte tenu de leurs signes,
d’en limiter les coefficients ; d’ou répéti-
tion et période). On peut aussi le démon-
trer géométriquement, a partir de la
rotation hyperbolique. Cette transforma-
tion consiste a associer a (OD) la demi-
droite (OD’) correspondant au conjugué 1’
de T et a remarquer que Paffinité d’axes
(OD) et (OD’), et de multiplicateurs
respectifs v’ et v, ou v est une unité de Q[T}
de la forme u -+ ¢,v T (1 et v entiers, ¢,
coefficient du premier terme de 1’équation
définissant 1), conserve le réseau Z? et, par
conséquent, fait «glisser» sur elles-
mémes, a partir d’'un point suffisamment
¢loigné, les lignes polygonales de Klein
relatives a (OD). 1l y a donc période (et
période dés le début si T>1 et
-1 <1t <0).

Les propriétés de (4) s’établissent en
posant :

GG
qnqn+l-_ " a; + Gpi1

et en montrant que A, ou A, ; est infé-
rieur a 1/V'5, ce qui donne le résultat,
grice a :

1
Indnt1

Pa_,

Gn

_Prin
9n+1

+T

La propriété (5) est évidente géométri-
quement, en considérant les parallélo-
grammes centrés en O, de cotés paralléles
aux axes et dont un sommet est un point
réduit.

La propriété (6) n’est autre que la
récurrence fondamentale :

PatGn—Pngn_1=(—D"

DIOPHANTIENNES ApPrROXIMATIONS

La propriété (7) est plus délicate a
établir par le calcul ; I'étude de

a, = (b, + VD)/c,
conduit en effet a :
w1 = [VD] + VD

et permet de conclure p?—¢g>’D =
(— D)*” pour la réduite d’ordre (km — 1).
Reste a montrer qu'on a la toutes les
solutions.

Signalons d’autre part que la propriété
(2), qui n’est plus vraie lorsque la trans-
formation n’est pas modulaire, est rempla-
cée, lorsque ad —bc=m > 2 par des
formules assez simples de transformation
des quotients incomplets, a condition que
ceux-ci soient périodiques modulo m. C’est
ainsi que le développement de

Z+ i =12,6,10,..,22n 4 1), ..]

se transforme en :
e=102,1211411611.,2n11..1]

Pour obtenir le développement de
(e + 1)/(e — 1), Gauss a utilisé le dévelop-
pement en fraction continuée non régu-
liere des séries hypergéométriques.

3. Approximations
des irrationnels algébriques

On dit qu’un irrationnel T est rationnelle-
ment approchable a 'ordre o s'il existe une
constante dépendant de T, soit K(7), telle
que :

lT—p/gq| < K(1)/g°

ait une infinité de solutions.

On voit sans peine qu’un rationnel /v
est approchable a I'ordre 1 et pas au-dela.
D’autre part, les propriétés des fractions
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continuées montrent que tout irrationnel
est approchable a I'ordre 2 au moins et
qu'un irrationnel quadratique est appro-
chable a 'ordre 2 et pas au-dela (a cause
de la périodicité du développement). Ce
dernier résultat est un cas particulier du
théoréme de Liouville (1844) relatif aux
irrationnels algébriques de degré n : si T est
de degré n, il n’est pas approchable a un
ordre supérieur strictement a »n. En effet,
si f(1) = 0, ou f'est le polynéme de degré
n définissant T, I'étude de :

f(‘;’)—f(n - (‘Z—r)f'@)

donne élémentairement :

21>
q

Agr ’

pour tout rationnel p/q.

Le théoréme de Liouville a une grande
importance historique, puisqu’il a permis
de définir explicitement les premiers nom-
bres transcendants (nombres de Liouville),
grice a des développements (décimaux ou
en fraction continuée) lacunaires tels que :

x =101 4+ 102! 4 .. + 10— 4 ..,
ou: x =[0,101,102'..,10",..];

jusque-la on ne connaissait que I'existence
des nombres transcendants (par complé-
mentarité dans R des nombres algébri-
ques) et ce n'est qu'en 1873 que Hermite
établit la transcendance de e, permettant a
Lindemann d’établir celle de w en 1882.

Le résultat de Liouville a été successi-
vement amélioré par Thue (1908), établis-
sant o < (1/2) + 1, par Siegel (1921)
a € 2V, par Dyson (1947) a < V2 n,
et. en 1955, a 'aide d’une démonstration
trés technique, Roth améliorait définitive-
ment le théoréme : Tout irrationnel algébri-
que T est approchable a 'ordre 2 et pas
au-deta. Cela permet d’affirmer par
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exemple que le développement décimal
lacunaire ¥y = 10~ 4 107 410" 4 ...
-+ 1073 4 ... représente un nombre trans-
cendant.

La recherche, pour un nombre algébri-
que 7. de la plus petite constante k(T), pour
laquelle :

k(1)
?

q

1T—p <

a une infinité de solutions, est alors inté-
ressante. Le nombre d'or -

a=%(\/§—])=[1, 1,1,..]

a pour réduites les fractions de Fibonacci :

et on voit aisément que :
vels.)
| V3\g,/’
ce qui montre que k(o) = 1/V'5 (résultat
de Hurwitz).
Mais, si 'on excepte le nombre o et

ceux qui lui sont équivalents par transfor-
mation modulaire, on peut établir que :

k(M) < 1/2V2).

Cela rejoint d’ailleurs les chaines de
Markoff-Hurwitz, qui, pour les irration-
nels 7, étudient la limite supérieure M(T)
des constantes ¢ telles que |T—{(p/
q)|= 1/(cg®); on obtient M(r)=V75
pour le nombre d’or et ses équivalents, puis
M(1) > 2 V72 pour les autres irrationnels,
avec M(1) =2 V72 pour T équivalent a
1 + V2, puis M(1) » V221/5 pour les
autres irrationnels, et ainsi de suite, les
valeurs successives de M(7) apparaissant
étant données par la formule :

M(1) = VI —4/u3,



ouu=1,2,5 13,29, .. est choisi de telle
sorte que u> 4 v2 + w2 = 3 yvw soit réso-
luble en entiers.

Citons encore deux résultats sur les
approximations asymétriques. Ségré éta-
blit, en 1946, que, pour tout r > 0 et pour
tout irrationnel T, il existe une infinité
d’approximations p/q telles que :

—1 1
Vit ard

P L,
q Vitarg?
le cas r =0 donne la propriété (4) des
fractions continuées et le cas r = | donne
le résultat de Hurwitz. Robinson établit
en 1947 que, pour tout € > 0 et pour
tout irrationnel T, il existe une infinité
d’approximations p/q telles que :
—1 1 p r 1
= S < =T =0 =
g Vi+1)g?

cela montre qu’on peut renforcer une des
inégalités du théoréme d’Hurwitz sans
affaiblir beaucoup lautre.

4. Approximations simultanées

Etant donné k irrationnels 7, Ta, ..., T;, On
peut soit chercher a les approcher par des
fractions p,/r. po/r, ..., p/r de méme
dénominateur (pas obligatoirement toutes
irréductibles), soit chercher a rendre

U Ty + UaTy + e U Te—W

minimum pour des entiers u; et w. Ces deux
problémes duals 'un de l'autre sont éga-
lement délicats. Le premier probléme a été
étudié initialement par Hermite, le second
par Dirichlet. Une variante non homogéne
du deuxiéme probléme consiste a rendre

U T+ UsTy + o F UT— O — W

minimum, ¢ étant donné non entier.
Un algorithme de Jacobi généralise
pour les irrationnels I'algorithme des frac-
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tions continuées. Il correspond. pour
k=2 a:

_ Bri1
Gn=dnt Oy 41
1

=b
B ,.+an“

ouua, = [ua,] et b, = [B,], avec ¢y = [1] et
b, = [o].

Cela, géométriquement, ramene le pre-
mier probleme d’approximation simulta-
née a I'exploration des points de Z* autour
de la demi-droite (OD) portant le vecteur
de composantes (1, 0, 1). On obtient une
sLit’e de points liés par la récurrence
OP, = OP, ;+b,0P, , +4a,OP, |
et beaucoup de formules généralisent ce
qui a été vu pour les fractions continuées.
Malheureusement, si la convergence des
réduites peut s’établir d’'une maniére géné-
rale, [p—71r|et|g—or|ne tendent pas

toujours vers zéro. D’autre part, si on veut
essayer de définir des points de voisinage,
on doit tenir compte simultanément de
|T—p/r|et|o—qg/r| ce qui peut se faire
par leur borne supérieure, leur somme, la
somme de leurs carrés, et bien d'autres
maniéres qui ne sont pas équivalentes
entre elles. C'est pourquoi Hermite a pu
dire que ce probleme n’avait cessé, durant
cinquante ans, de le préoccuper et de le
désespérer.

Lorsqu'un développement de Jacobi
pour k& = 2 est périodique, il est facile de
voir que T et o sont deux éléments, non liés
linéairement, d'un méme corps cubique.
La réciproque n’a pu étre établie jusqu'a
présent. Tout au plus peut-on dire, avec
David (1956), que pour certains algorith-
mes voisins (ou 'on prend par exemple
dy,=a, oub’, = b, + 1)cette récipro-
que est inexacte. Il n’en reste pas moins
que d’intéressants résultats ont été obtenus
par Perron grace a I'algorithme de Jacobi,
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sur 'approximation de » entiers algébri-
ques d’un corps de degré (n + 1).

Indépendamment de tout algorithme et
par une simple application du « principe
des tiroirs » de Dirichlet (Si n + | objets
sont dans » tiroirs, I'un au moins de ces
tiroirs contient plus d’un objet) on démon-
tre quiil y a au moins une solution au
systéme |1, — p,/r| < 1/r' ¢, ol & = 1/k.
Ce résultat de Kronecker est sans grand
intérét dés que & dépasse 3. Par dualité, on
en déduit que :

[T+ usT+ o+ u T —y | < 1/

a des solutions entieres u; et y, non toutes
nulles, avec sup | u;|=t.

Une étude plus précise de Khintchine
lie Iindice o, de w1+ usty 4 ...
+ w7, —y (c'est-a-dire la borne supé-
rieure des  tels que cette forme soit
approchable & 1/# 7 prés) a I'indice w, des
k nombres T, (c’est-a-dire la borne supé-
rieure des o tels que chaque T, soit
approchable a 1/770+0Vk presy.

On a:

Wy

ml;mz?k————z+w1(k—l)'

Le cas non homogéne (étude de
|Tp— g— o), ou, plus généralement, de
| Tty + Topty + . + Tt —w—oal)  a
permis & Tchebycheff, Kintchine, Kronec-
ker, Hermite et Minkowski d’obtenir des
résultats analogues a ceux du cas homo-
geéne.

Signalons enfin d’intéressantes études
surl’approximation d’un nombre complexe
o + B par le quotient P/Q de deux entiers
de Gauss (Hermite, en liaison avec les for-
mes quadratiques, Minkowski, Perron,
Hurwitz en particulier). Un résultat essen-
tiel est qu’il y a une infinité de solutions a

loo+ip—(RAQ| < 1/V3|Q[?).
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Le théoréme de Thue-Siegel-Dyson-
Roth sur I'approximation d’un irrationnel
algébrique a été généralisé au cas de
plusieurs irrationnels algébriques, en 1970,
par W. Schmidt. Ainsi, pour T, ..., T, des
nombres algébriques tels qu’aucune com-
binaison linéaire a7, + ... + a,7,, avec
ay, ..., a, rationnels non tous nuls, ne soit
un nombre rationnel, et pour € réel positif
arbitraire, il n'y a qu'un nombre fini
d’entiers py, ..., p,, ¢ (g > 0) satisfaisant :

|t —pi/q| < 1/gi+imie,

Plus généralement, désignant par|| x||1a dis-
tance d’un réel x au plus proche entier, pour
T, ..., T,et€comme ci-dessus, il n’y aqu’un
nombre fini d’entiers positifs ¢ tels que :

X

g'+lenl.lgr,l <1,

et il i’y a quun nombre fini d’entiers
41, ..., 4, non nuls tels que :

g1 ga i lg it + o+ g1, < L

5. Théoréme de Minkowski
et applications

Dans sa Géométrie des nombres, Min-
kowski établit en 1910 I'important théo-
reme : Soit dans R” un domaine S convexe,
borné, symétrique par rapport a4 O et de
volume supérieur a 2" (ou égal a 2" si ce
domaine est fermé). Ce domaine contient
au moins un point entier distinct de O (il
contient donc aussi son symétrique par
rapport a O).

La démonstration utilise I’homothéti-
que S’ de S dans 'homothétie (0, 1/2).
Pour un entier m assez grand, soit le
réseau (Z/m)" des points de coordonnées
x; = u/m ol u; € Z. Soit N(m) le nombre
d’hypercubes de cotés 1/m de ce réseau
qui sont dans §’. On a N(m) X m* aussi



voisin qu’'on veut de 1/2".V(S) pour m
assez grand et cela permet d’affirmer
I'existence de deux sommets ou les ;" et
u;” sont congrus modulo m, pour i = 1, 2,
..., #. Le vecteur joignant ces deux som-
mets est donc un point entier, car
(u{ —u;”)/m est entier, qui appartient a
S+8=S.

L’application essentielle de ce théoréme
concerne la résolution des systémes d’iné-
quations diophantiennes :

lotxy + a2xy, + o+ arx,| <A,

pour i=1, 2, .., n, ou les of sont
réels donnés, ainsi que les A, et dont on
cherche des solutions entiéres non bana-
les (x; entiers non tous nuls). Ces inéqua-
tions définissent une jauge de Minkowski
(c’est ainsi qu’on appelle les domaines S
définis ci-dessus) dont le volume est
2N Ay A/ A ou A est le déterminant
des ol On peut donc affirmer que, si
MA, .. A, =2 |AL il y a des solutions
entiéres, autres que le point O, au systéme
des n inéquations. En particulier, on
retrouve le résultat de Kronecker : le
systeme de » inéquations

|t—pi/r| < 1/ 149

est résoluble pour € = 1/n ; en effet, cela
s'écrit :

[ lrt;—p:| < (1/r9)
fri<r,

systeme de (n + 1) inéquations résoluble
puisque la condition de Minkowski est ici
réalisée :

(A/royn Xr=1, si &€= 1/n.

On peut d’ailleurs, si les o/ sont entiers,
appliquer ces résultats a des systémes
d’équations linéaires, car :

ulx, + .. 4+ufx,=0
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équivaut a :
ludx 4+ .. +urx, <<,

si les uj sont entiers et si I'on cherche &
résoudre en entiers ;.

Le théoreme de Minkowski s’étend de
plus au cas complexe, a condition que les
inéquations du systéme soient réelles ou
imaginaires conjuguées 2 a 2 (avec alors le
méme A; pour ces deux inéquations). Il
vient encore la condition A\ A, ... A, = |A |
suffisante pour entrainer 1'existence de
solutions entieres autres que le point O.
C’est sous cette forme que le théoreme
permet la démonstration d’un important
théoréme de Dirichlet sur I'existence des
unités dans une extension algébrique de Q.

On peut aussi appliquer le théoreme des
jauges de Minkowski en définissant
celles~ci par :

ILif + | La| + - + [ Lo <A

ou L, = o,'x; 4 ... + o,’x,. On démontre
ainsi que les deux inéquations :

ILof 4+ |Lof + o + [Lo | < (el A
et [LiL,..L,j<n—"nl|A]

ont 'une et l'autre des solutions non
banales, car :

n|LiLy o LV L]+ | Ly| + oo + Ly |-

On peut toutefois noter que, contrai-
rement au cas des inéquations, ou
la condition {A; As...A,| > |A| ne peut
étre améliorée d’une maniére générale,
on peut parfois améliorer les résultats
ci-dessus. Par exemple, pour n =2,
on peut affirmer que [Iinéquation
IL,L,| < |A| V5 admet toujours des solu-
tions non banales.

La réduction des formes quadratiques
utilise aussi le théoréme de Minkowski,
appliqué a L;® + Ly” + ..+ L~
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Blichfeldt (1914) a étendu a d’autres
domaines que des jauges les méthodes
de Minkowski; ces recherches ont été
poursuivies par Mordell, Davenport et
Mabhler.

6. Répartition modulo 1

Quoiqu’il ne s’agisse pas a proprement
parler d’approximation diophantienne, on
peut ranger dans cet article I'étude des
suites de nombres réels, modulo I. Il s’agit,
pour une suite (u,), de la répartition sur
[0, I de {u,} =u,—[u,] ou [u,] est la
partie entiere de u,,.

Ce n’est qu'en 1884 que Kronecker
établit que, si © est irrationnel, ses multi-
ples #6 sont, modulo 1, partout denses sur
[0, 1[. Cela signifie que, quel que soit
x &[0, 1] et quel que soit € > 0, il existe
une infinité de valeurs de » pour lesquelles
[{nB} — x| < €. En effet, {n,0} est diffé-
rent de {n,0} sin 5~ n,; il existe donc au
moins un point d’accumulation des nom-
bres (160), ¢’est-a-dire qu’on peut trouver 7,
et n, avec (n;—n,)0€]0,¢[, d’ou les
multiples m(n; — n,)0 qui fournissent des
points, modulo 1, a moins de € de tout x
de [0, 1.

On remarquera que le probléme de la
répartition sur un cercle des points d’abs-
cisse curviligne #0 conduit au méme résul-
tat si © est incommensurable a 7 (ici on
raisonne modulo 2 w). De méme, par
exemple, I’étude des premiers chiffres du
nombre 2", écrit en base 10, conduit a
étudier la mantisse de n log 2, c’est-a-dire
sa répartition modulo 1. Comme log 2 est
irrationnel, puisque 107922, on en
déduit qu'on peut toujours trouver une
infinité de valeurs de »n telles que 27
commence par k chiffres quelconques
imposés.
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La notion d’équirépartition fut mise au
point par Weyl en 1916. La suite (,) est
dite équirépartie modulo 1 siles {u,} sont
denses sur {0, 1] et si, de plus, pour tout
[a, B] C[0, 1] le nombre @y(a, B) d’indices
n pour lesquels n < N et {u,} €[a, f]
vérifie :

¢n/N— B —a quand N— + «;

une condition suffisante pour que la suite
(f (n)) soit dense sur {0, 1] est que :

FE)—+° et f&x+1D—f&x)—0
quand x — + ©;

c’est ainsi que la suite (0 Log’n) est
dense sur [0, 1] modulo 1, quel que soit le
nombre réel © non nul et le nombre réel
a> 1.

Des 1912, Bohl, Sierpinski et Weyl
établissent I’équirépartition de (10) pour
irrationnel cependant que Fejer donne des
conditions suffisantes d’équirépartition ou
de non-équirépartition : Si f'est strictement
croissante, & dérivée continue monotone,
avec f(x) — + oo, f/(x) — 0, xf" (x) >
quand x — -+ o, il y a équirépartition. Si
au contraire xf'(x) — 0, il n’y a pas équi-
répartition. On en déduit les résultats
concernant (0 Log“ n) (équirépartition si
a > 1, non-équirépartition si a < 1). En
1916, Weyl énonce le critére d’équirépar-
tition : celle-ci est caractérisée, pour une
suite ' (n), par le fait que, pour tout entier
h non nul,

exp 2 imhf (k)

k=1

est un o(n) pour n — .

Plus tard (1933), Koksma établit que la
suite A #, ot A est réel non nul fixé, est
équirépartie modulo 1 pour presque tous
les ¢+ > 1 (mats on ne connait aucun ¢ pour
lequel on ait établi cette équirépartition ;



on pense par exemple que (3/2)" est
équiréparti modulo 1, mais on n’a pas pu
le démontrer jusqu’ici). En revanche, une
catégorie importante de nombres algébri-
ques échappe a cette équirépartition

il s’agit des nombres de Pisot-
Vijayaragavan, qui sont des entiers algé-
briques 0 tels que 6 > 1, les conjugués 6,,
pour i = 2, 3, ..., s(s est le degré de 0),
étant tous en modules inférieurs a 1. 1l
s’ensuit que 0" converge vers zéro modulo
1 (raisonner sur 6" 4+ 6", + ... + 07 qui
est un entier). Salem a démontré en 1944
que 'ensemble S des nombres de Pisot
était fermé.

MARCEL DAVID
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Diophante d’Alexandrie, vers les
années 250 de notre ére, fut le
premier a rechercher systématiquement les
solutions en nombres entiers, ou ration-
nels, d’une équation ou d’un systéme
d’équations polynomiales & coefficients
entiers. Bien que ce ne soit qu’avec Fermat

DIOPHANTIENNES éauarions

(1601-1665) que les méthodes utilisées
pour résoudre ces équations prirent un
aspect vraiment arithmétique, c’est-a-dire
faisant pleinement intervenir la factorisa-
tion des nombres entiers, une longue
tradition appelle équation diophantienne
la donnée d’un systéme d’équations poly-
nomiales & coefficients entiers :

a résoudre en nombre entiers, ou ration-
nels, x|, ..., x,.

Selon que I’on veut résoudre en nombre
entiers ou rationnels, les méthodes et les
résultats différent souvent sensiblement.

Des méthodes générales existent pour
résoudre un systéme d’équations du pre-
mier degré, ou encore une équation du
second degré. On dispose encore de métho-
des pour étudier une équation du troisiéme
degre, mais déja, 1a, les problémes ouverts
abondent. Quant aux équations de degré
supérieur, il est significatif que beaucoup
d’ouvrages consacrés aux équations dio-
phantiennes n’apparaissent que comme
une accumulation de résultats disparates.

De fait, il a maintenant été établi
(J. Robinson, Yu. V. Matijasevic, 1970)
que le dixieme probléme de Hilbert a une
réponse négative : il n'existe pas d’algo-
rithme universel permettant de décider si
une équation diophantienne a une solution
en nombre entiers.

On ne peut donc espérer obtenir des
méthodes générales que pour des types
particuliers de systémes d’équations. Com-
ment classifier ces « types » ? La fagon la
plus évidente est d’utiliser le degré des
équations définissant le systéme. Cette
classification est souvent trop grossi€re,
mais peut étre affinée grace a la géométrie
algébrique. Cette derniére permet d’obte-
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nir des résultats généraux parfois diffi-
ciles a traduire en termes d équations
concrétes. La géométrie algébrique nous
donne aussi la mesure de notre ignorance :
ains aucun changement de variables ne

permet de ramener une équation du type :
ax3i+ by3+ ¢cz3+d =0

(a, b,c, d entiers non nuis). a résoudre en
(x, y, £) nombres rationnels, a un type
d’équations que I'on sait actuellement
traiter.

Par extension. on appelle auss équa
tions diophantiennes des équations dans
lesquelles les exposants figurent parmi les
inconnues ; la plus fameuse équation de ce
type est :

xm _yn = l’

a résoudre cn entiers (x, y, m, 1) au moins
égaux a 1, qui n'admettrait (E. Cataan,
18 14-1 894) que la solution :

3223 =1

De grands progrés ont été rédisés dans
cette direction.

Dans cet article, I'ensemble des entiers
naturels est désigné par N, I'anneau des
entiers relatifs par Z. le corps des nombres
rationnels par Q.

&

1. Le premier et le second degré

Le premier degré
L’ équation
ax + by = ¢,

ou ¢, b, ¢ sont entiers relatifs, se traite
classiquement,
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S ¢ n'est pas divisble par le plus grand
commun diviseur de ¢ et b, il Ny a pas
de solution entiere : on peut donc sup-
poser a et b premiers entre cux et utiliser
la résolution de au + bv = 1 (Bezout),
d'oll x = uye + kb, y= vy ka, avec u,
et v, solution particuliere de I'équation
de Bezout et k entier relatif quel-
conque.

La solution (uy, v,) peut se trouver par
essais successifs, s ¢ et » ne sont pas trop
grands ; sinon, on développe «/b en frac-
tion continuée et. s a/b = p,lq, et la
n-iéme réduite, on prend la (s 1 )-ieme
qui, au signe prés, donne u, = g, ,
e vy=—p,. Pa exemple si
355 x + 113 y = 1. on a 355/113 = [3, 7,
16], d'ou p, /g, =22/7ctu, = 7.
vy = 22. Cela correspond aussi, s I'on
veut, a |'application de [I'algorithme
d Euclide au couple (a4, b).

L’ équation

ax;+ax, 4+ .. +a,x,=c,

que nous écrirons A X = (¢ avec :

A=(@,ay,.,a,) et x(il]

n

se résout, en supposant les «, premiers
entre eux dans leur ensemble, par les
points d'un réseau a (il 1) dimensions
(cf. approximations DIOPHANTIENNES.
chap. 1) :

X =cUy+ 3B, + 4B, + .+ A, By,

ol U, est solution particuliére de 1'équa-
tion de Bezout A X = ] et ou B, B,.
B, engendrent le module des solutions de
A.X=0.

Un systeme non homogene :

AX=yg¢



(i=1,2, .., r)sediscutera dans Z’, ou on
I"écrira :

Z xiVA =C

1

avec V, e C vecteurs colonnes de Z'.
Une condition nécessaire et suffisante
de résolution et que tous les détermi-
nants d’ordre r extraits de la matrice
des coordonnées de (C, V,, V5, ....V,)
soient divisibles par le P.G.C.D. des déter-
minants d'ordre v extraits de la matrice des
coordonnées de (V,, V5, ....V,).

Signalons que le théoréme des restes
chinois (x = a4, mod m;, pour i =1, 2, .. ..
r) correspond & un cas non homogéne,
avec n = r + L li se rameéne, s les m;
sont premiers deux a deux, a une
seule équation : x = a mod m, avec
m = m m,m,

Généralités sur le second degré
La résolution en entiers de :

ax? + bxy + ¢y + dx +ey + k=0,

équation de conique a coefficients entiers,
n'est intéressante que dans les cas parabo-
lique ou hyperbolique. L’étude en a été faite
par Euler et Lagrange. Dans le cas ellipti-
que, en effet, il Ny a quun nombre fini
(éventuellement nul) de solutions, qu'on
peut déterminer par essais successifs. C'est
ainsi que Gauss a étudié |'équation
ax? + by? = m, avec a et b entiers positifs.

Dans e cas paraboligue, on pose 2 ax -+
by =1, dot 4 adx +daey = £ 4qgk
et la résolution, lorsqu'elle est possible,
conduit a des formules du type :

{x=x0+u1)\+v1)\2
y=yot U+

OU Xy, V. U}, vy, Us, ¥, SONt des entiers fixés
et ou A parcourt Z. De telles formules

DIOPHANTIENNES Equations

nécessitent, en général, diverses constantes
pour donner toutes les solutions.

Par exemple : 4 x? — 20 xy + 25 37 +
14 x —41 y + 18 = 0 conduit aux quatre
systemes de solutions :

x= 2—19% + 601
{y = 2—10h 4+ 24N
x=1+11A + 602
y = 14 2h4 24N

[x:16+61A+60)\2
y = 6422k 4240
[x:35+91}\+60)\2
y = 13 + 34A + 242

A linverse, 2 X2+ 2 y 4 1 = 0 na &i-
demment pas de solution.

Dans le cas hyperbolique, on se raméne
au centre de coordonnées rationnelles

oa=plA, p = g/ A e on posc
x= @+ X)/A, y=(¢g+ YYD qui
conduit & :

aX+bXY +cY2=m.

Le cas p2— 4 ac — D carré parfait
fournit :
@ X + i Y) WX + y,Y) =m,

d'ou la résolution par un nombre fini de
systémes linéaires :

[ u X+ v, Y =m,
u, X +v,Y =m,

S b —4 qc = D n'est pas caré par-
fait, on est amené a faire intervenir les
solutions de :

u? 4 buy + acy? = +1

(liges aux unités de Q (Vd), comme on le
voit a propos des équations de Pell). On
obtient alors les solutions de :

aX?+ bXY + cYZ =m,

a patir d'un nombre fini dentre elles.
Il peut dailleurs n'y avoir aucune solu-
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tion, comme, par exemple, pour
.\‘2*3 Vz-——— 1.
L'équation 3 x2 2 xy 2’ =6 dle

conduit a deux séries de solutions, données
par :

3x, =y, = (6—(11 =37y
et 3x,—yy, = (1237 11=3yp,

oly =1+ V7 edtracinede y° 2y 6
— 0 et ou (11 — 3 y)" correspond aux
solutions de ¢ — 2 uv — 612 =1,

Equation de Pell

L’équation de Pell

xt—dyt=m

(appelée également équation de Pell-
Fermat), ot 'on suppose ¢ sans facteur
caré, joue un rdle particulier dans les
équations du second degré ; ele e, en
effet, fondamentalement liée a la recherche
des unités du corps quadratique Q (V'd).
Aprés avoir éabli que x>  dy* = m a une
infinité de solutions entiéres pour au moins
un mtel que |m < 1+ 2 Vd, on classe
ces solutions modulo  m |, d’'ol Iexistence
des solutions de x* — dy” = 1.

Si I'on associe aux solutions de x2 — dy?
= | les nombres £ = x + y V4, on voit
gu'ils forment un groupe multiplicatif et on
établit I'existence d'une solution fonda
mentale (x,, y,) telle que toutes les solu-
tions de x? — d)? = 1 sont données par :

x +yVd =4 & +y, V),

avec n € Z.

Pour m = 1, I'équation peut ne pas
avoir de solution (x> 3 3= -1 44k
par exemple, car x> 3 3° est congru & 0.1
ou 2, modulo 4). Si x* — dy’ = — 1 est
résolue en entiers, ses solutions seront
données a partir d'une solution fondamen-
tale (xo, yp) par :

x+yVd =3 (xg+yoVd)»+),
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ol n € Z et (xy+ yy Vd)P= x4+ v, Vd
défini ci-dessus.

Le cas générd x°  dy? = m, lorsguril
aura des solutions, permettra de ranger
celles-ci en un certain nombre s de classes,
données par :

x+yVd =t (@ + v, Vd)x, +y,Vd),

oun€EZetk=12.,s

Le cas m = * 4 est plus directement lié
aux unités de Q (V/d), qui se recherchent
sous la forme (x + yV/d)/2, solution de
E4pbtl=0avecp’td=ud llya
évidemment toujours des solutions pour
m = + 4, données par :

+2 (M)"’
2

ol p € Z, avec (x'y, V') plus petite solution
positive. Pour m = 4, lorsgqu’il y a
solutions, e€lles Sexprimeront de méme
sous une forme :

” ” 2n+1
iz(%) ,nEZ

L'équation de Pell est auss liée aux
développements en fraction continuée de
Vd. En effet, on éablit que les solutions
de ¥ — dy? = | correspondent a des
réduites p,/q, du développement de V7.
Plus précisément, I'unité fondamentale de
Q (Vd)est (x; = y,Vd), avec les nota
tions précédentes, s le développement de
V/d est de péiode impaire (il y a aors des
solutions ax? — dy? = — 1), alors que c'est
(x; + ¥, Vd), § la période est paire.

Dans les deux cas, le développement
de :

SV + V]

ou [ (Vd) est le plus grand nombre impair
inférieur & V/d, fournit cette solution
fondamentde par sa k-iéme réduite, s la
période est k.



Coniques
L’ équation
ax? 4+ by? 4zt =,

ou I’on peut supposer a, b et ¢ sans facteurs
carrés et premiers entre eux deux a deux,
conduit a un théoreme de Legendre : une
condition nécessaire et suffisante de réso-
lubilité est que ¢, b, c ne soient pas de
méme signe et que  b¢, — cu & — ah
soient  respectivement résidus quadrati-
ques de a, b et ¢ (un résidu quadratique de
o est un entier § premier avec ¢ tel que
x2 = B mod o soit résoluble en x; cf.
DIVISIBILITE, chap. 4), et dors il y a une
solution avec  x < VZ[bel,ly  V2ca,
2 < V2[ab]. On a dalleurs la un cas
particulier du théoréme de Minkowski-
Hasse, suivant lequel : une forme quadra-
tique & coefficients rationnels représente
zéro (c'est-a-dire s'annule pour un systeme
de valeurs non toutes nulles des varigbles
dans le corps considéré) dans le corps
des rationnels &, e seulement s, ele
représente zéro non trividement dans tous
les corps p-adiques et dans le corps des
réels. Cest dire encore qu'une forme
quadratique a coefficients entiers ne
sannulera pour des valeurs entieres des
variables que s, et seulement si, son égdité
a zéro, modulo p'', et résoluble, quels que
soient le nombre premier p et ['entier
naturel m1, en solutions entiéres non toutes
divisibles par p. On dit alors que les
conditions de congruence sont satisfaites,

Ici encore on sait maorer la taille d'une
plus petite solution. Un théoréme de Che-
valley, sur les formes de degré strictement
inférieur au nombre des variables, permet
d affirmer que :

S xg0x,) =0 (modp)

a une solution non nulle, s # > 3, pour
toute forme quadratique. En combinant

DIOPHANTIENNES EQUATIONS
cela avec le lemme de Hensdl, on voit que
les conditions de congruence a vérifier sont
en nombre fini.

Dans le cas de deux variables :

ax? 4 2bxy + cy?> = 0 (mod p),

avec p = 2, a une solution et une seule s,
et seulement s, (ac — b%) est ou bien un
multiple de p, ou bien I’opposé d'un résidu
quadratique de p.
Notons enfin que Dickson a éabli que,
Si:
ax? 4+ by 4+ ez? =0

est résoluble, avec a, b, c premiers entre
eux deux a deux et sans facteurs carrés, il
sensuit que tout entier peut s exprimer
sous la forme ax? + hy? + 2>

Equation de Pythagore
L'équation de Pythagore :
x4 yr=22
est un cas suffissmment classique pour
quon sy aréte. Si I'on suppose (x, J, z2)
solution en entiers premiers entre eux, I'un

des deux nombres x ou y est pair. Suppo-
sons que ce soit x, 11 vient :

G/ -(2)0=2)

qui entraine :

z+y)/2=a® & (@—y)2=0?

d'ou les solutions générales positives don-
nées par :

x =2ab, y =a*—b% z =a’ + b2

avec (8, b)=1. ¢> b>0etaet bde
parité différente. On trouve pour a = 2 et
h = 1 la plus petite solution non bande :
(4, 3, 5).

Il est intéressant de signaler que I'éude
du groupe orthogona de la forme qua-
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dratique (x> 4+ y* 2% conduit & envi-:
sager ici les matrices de ce groupe,
a ééments entiers. On peut établir que,
Si:

7
Il
TN
[SINE
[N

B —
Se—_—

R=R RN oo

c
I
A~
o= ]
|11

toutes les solutions entieres, premieres
entre elles, de I'équation de Pythagore,
peuvent s obtenir a partir de la solu-
tion (3, 4, 5) par application répétée de
S, T, U dans un ordre quelconque (cf.
figure).

Avant d'abandonner
citons I'équation

le second degré,

x2+y2=zz+12,
et, plus généralement, le systéme :

tyi=xityi == x4y

en ligison avec I'é&ude du nombre des
représentations p,(n) d'un nombre #
comme somme de deux carrés ; on démon-
tre que :

Hm py(n ) = + o,
.

2. Le grand théoréme de Fermat

Pierre de Fermat (1601-1665) fut un
mathématicien d'une érudition extraordi-
naire (géométrie andytique, fondements
du cdcul infinittsma, lois de I optique,
fondements du calcul des probabilités et
surtout théorie des nombres). Malheureu-
sement, presgue tous ses théorémes étaient
donnés sans démonstration, car il éait
alors d'usage de proposer ses découvertes
a la sagacité de ses interlocuteurs (avec en
particulier une rivalité trés vive entre
géomeétres anglais et géométres frangais).
Le théoreme élémentaire de Fermat

(1.0.1) S )

(3.4.5) S

(35,12,37).....
/

(15.8.17) S 4 65.72,97}.....
U

\» (33,56,65.....
(77.36.86).....
/‘

}(21,20,29}—3————} (119,120, 169).....
U

(39,80.89}.....

(45.28.53].....
15,12, 13) ————S——} (55 48, 73).....
U

(7.24.25).....

Solutions entjéres premueres entre elfes de ['équation de Pythagore
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(@ ¢ est toujours divisible par ps p est
premier), de méme que toutes ses études
sur les formes quadratiques et sur 1’équa-
tion de Pell (appelée souvent Pell-Fermat)
ont éé vérifiés et éablis des le xvir® siécle,
ans que la plupart des énoncés qu'il a
affirmés, a |'exception de ce que I'on
appelle le grand théoréme de Fermat (on dit
auss le « dernier théoréme de Fermat »).
La recherche d'une démonstration de ce
résultat a congtitu¢, comme on le voit
ci-dessous, une motivation essentielle dans
le développement des mathématiques et a
contribué a I’élaboration de I’algébre
moderne. Une démonstration définitive a
éé donnée par le mathématicien britanni-
que A. Wiles en 1993-1995.

Ce « théoréme » consiste en la propo-
sition suivante : Pour n > 3, I'éguation

X" 4 yn = zn

est impossible en nombres entiers avec
xyz # 0. L'auteur affirme cette proposi-
tion, en 1637, dans une annotation mar-
ginae des cauvres de Diophante ; il y écrit :
« Ja découvert une démonstration assez
remarquable de cette proposition, mais elle
ne tiendrait pas dans cette marge. »

Il suffirait d établir ce théoréme pour
n = 4 et pour tout nombre premier p.
Malheureusement, si la démonstration
pour x4+ p* = z* est assez Smple par la
méthode de descente infinie, s Euler et
Gauss traitent le cas de y = 3 de méme, s
Legendre en 1823 met au point le cas de
p = 5 (par montée infinie), le théoreme a
é&é trés difficile a établir dans sa générdité.

Pour 1 = 4, la démongtration de Fré-
nicle (1676) repose sur la descente infinie
dont le principe éait donné par Fermat :
raisonnant sur |’éguation de Pythagore
(x?)* + (1) = 2, on obtient, & partir de
toute solution eventuelle (x,, ¥y z;), une
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nouvelle solution oli z; < |z L ce qui
permet de conclure a I'impossihilité.

Notons auss I'impossibilité de x* + p*
=2 22, s x? % y* (dod I'impossibilité de
trouver trois entiers dont les puissances
guatriémes soient en progression arithmé-
tigue de raison non nulle).

De méme x* + 3* = 3 z? est impossi-
ble (comme x*> + y* = 3 Z%) e, d'une
maniére plus générde, x* + y* = k2’ est
impossible pour 3 € k < 16, sauf k = 8
(études générdes de Maillet en 1900).

Pour n = 3, la démonstration ébauchée
par Euler en 1774 fut précisée par Gauss.
Comme dans le cas général de n premier
quelconque, la recherche se scinde en deux
étapes : on montre d'abord I'impossibilité
en nombres non divisbles par 3 ; pour

ceda, on déduit de x* + 3P = 2 la
congruence :

x3 + y3=2z3(mod?9),
dou :

x +y=z(mod3), cara=a’(mod3),

d’ ol :
x34yl=+y+3uy
=x3+pi+ 3xy(x + y) (mod9),

donc : xy (x +y) = xyz =0 (mod 3),

ce qui est impossible sans que x, y ou - soit
divisble par 3.

La derniere étape est plus délicate et
repose sur une descente infinie : on sup-
pose une solution de x* + 33 = 3 avec

Xyz minimum et on pose :
xX=u+w yYy=U-W,
dou : 2u(?+3w)=123,
qui conduit a ¥ + 3 w! = s, S (u

3) = 1. S, au contraire, 3 divise ¥, on pose
u=3v dou 18y@BV4wh=-
conduisant & 3 v + w? = s Les solu-
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tions de s — ¢° 4+ 3 b°, mises sous la
forme :

s= a2+ 3B, a=a—9ap?
e b= Jap—3p,

conduisent alors a :

2a=03, a—3B=1 e a+3B=p}

ol p* + 13 = ¢, avec poT < xpz|
Pour 5 — 5, la démonstration faite par
Legendre en 1825 repose sur :

xP=(z-y)ex,p)
ou 4¢x,y)= S +yP—&x—y)
= @x2+ xp+ P —50y);

cela permet d éablir que ¢ (x, y) doit avoir
des diviseurs aussi grands qu'on veut
(méthode de montée infinie).

La mathématicienne Sophie Germain a
établi que, si n est premier ainsi que
(2 n + 1), il faudrait, pour que I'équation
de Fermat soit vérifiée, que x, y ou I soit
divisble par n. Ce résultat a été généraisé
par Legendre.

Lamé en 1837, éablit le cas n = 7
apres que Leeune-Dirichlet ait démontré,
en 1832, I'impossibilité pour n = 14.

L'étude générale, pour n premier
impair, comprend donc deux étapes. Dans
la premiere étape, appelée souvent « pre-
mier cas du théoréme », on démontre qu'il
n'y a pas de solution parmi les entiers non
multiples de n. Dans la deuxieme étape.
appelée « deuxiéme cas du théoréme », on
montre qu'il n'y a pas de solution dont I'un
dcs nombres soit multiple de #. Cette étude
générale fut entreprise par Kummer en
1844 et utilise le corps Q (p) des nombres
agéboriques de degré (n — 1) définis par
I"équation p” | = 0. En cffct, si ¢ est
une racine primitive n-ieme de I'unité
I"éguation de Fermat s écrit :

x"= @E—p)eiy)
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avec .
eEy)=C+ye+yo)..+ya—)

Cest en se plagant dans Q (p) que
Kummer essaya, a partir des entiers com-
plexes my + m0 + + m,_y o~ (m,
entiers), de raisonner par décomposition
en facteurs premiers de ¢ (z. y). Maheu-
reusement, cette décomposition n'est pas
toujours unique, et c'est a cette occasion
que Kummer introduit la notion de nom-
bre Idéal (cf. AnnEaUx commuTaTIFs). Ces
nombres idéaux, n’appartenant pas au
corps envisagé, permettent la décomposi-
tion unique en facteurs idéaux premiers.
Cette notion d'idéal fut précisée, un peu
plus tard, d'un point de vue purement
agébrique, par Dedekind.

Kummer obtint des résultats spectacu-
laires, mais encore incomplets : le théo-
réme de Fermat est vérifié pour tout
premier p pour lesquels le nombre de
classes d'idéaux n'est pas divisble par p
(un tel nombre p est appelé nombre
premier régulier). On ne sait pas, actuel-
lement, Sil existe un nombre infini de
nombres premiers réguliers ; seuls 37,59 et
67 sont non réguliers dans la premiére
centaine. Mirimanoff en 1893 démontre le
cas p = 37 en perfectionnant la méthode
de Kummer. En 1968, on avait éabli le
théoréme de Fermat pour tous les nombres
premiers jusqu'a 125 000, et pour un
certain nombre dautres. La démonstra-
tion de Wiles clot une longue histoire de
tentatives  infructueuses.

3. Méthodes géométriques

Pour classer les types d'équations, on
utilise d'abord la dimension, ou nombre de



variables indépendantes, du systeme pro-
posé. Ainsi, en généra, un systéme :

est de dimension (n = r). En dimension 1,
on parle de courbes ; en dimension 2, de
surfaces (Cf. GEOMETRIE ALGEBRIQUE). L.es
solutions en nombres entiers ou rationnels
du systeme proposé ne sont autres que les
points entiers ou rationnels de la variété
agébrique associée.

Déja pour les courbes planes (une
équation f(x, y) = 0), la classification par
le degré Savere trop grossiere. Ains la
théorie des cubiques planes a point double,
comme :

»2= x(x + a),

avec a rationnel, est tres simple, celle des
cubiques planes sans point double,
comme :

yi=xx+a)x +b)

avec ¢ et b rationnels non nuls et distincts,
est beaucoup plus délicate (cf.
ALGEBRIQUES). On est ainsi amené a utiliser
des « invariants » de nature géométrique.
Pour les courbes, on utilise le genre,
nombre de trous de la surface de Riemann
correspondante. Pour une courbe plane de
degré d, a points multiples ordinaires, le
genre vaut :

COURBES

2 2

d—=1d=2 Z 5i,—1)

ou la sommation s'étend a tous les points
multiples, I’ordre de ceux-ci étant s,

Courbes de genre zéro

On dispose ici d'une analyse compléte, En
ce qui concerne les points rationnels, la
démarche est la suivante. Toute courbe de
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genre zé&ro peut. par un changement de
variables, étre ramenée a une conique
plane (D. Hilbert-A. Hurwitz, 1891), soit
ax’ + by> + ¢ = 0. D’'aprés le théoréme
de Legendre (cf. supra), les conditions de
congruence permettent de décider s cette
conique a un point rationnel. Sil y a un
point rationnel, soit M,, on peut les décrire
tous, au moyen d’une paramétrisation
biunivoque

x=f(@),Y =g@),

avec f et g des quotients de polyndmes a
coefficients rationnels (chaque point
rationnel de la conique correspond a une
unique valeur, rationnelle, du paramétre t).
Une telle paramétrisation sera dite poly-
nomiale. Pour obtenir cette paramétrisa-
tion, on fait simplement tourner une droite
autour de M, ; chaque droite de pente
retionnelle 7, passant par M,, recoupe la
conique, qui est de degré 2, en un unique
point, & coordonnées (x = f'(¢), y = 9(r))
rationnelles, C'est ains qu'a éé résolue
plus haut |'équation de Pythagore.

Pour les points entiers sur une courbe
de genre zéro, on dispose aussi d'une
andyse complete (C. L. Siegel, 1929) :
essentiellement, I'équation de Pell  (cf.
supra) est le seul cas non évident oul il peut
y avoir une infinité de points entiers.

Courbes de genre 1 :

points rationnels

Ici, les conditions de congruence ne suffi-
sent plus & assurer I'existence d'un point
rationnel, comme le montre |I’exemple
3x' 441 +5=0(E.S. Selmer, 1951).
On dispose cependant d’'un procédé
remontant & Fermat (descente infinie)
permettant d'étudier de telles courbes.
Cest un probléme ouvert de savoir si
I’application systématique de ce procédé,
conjointement avec les conditions de
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congruence, suffit toujours a déterminer la
présence ou I'absence d'un point rationnel
sur une courbe de genre 1.

Si I'on connalt un point rationnel sur
une telle courbe, celle-ci peut étre ramenée
(Poincaré, 1901) a une cubique plane non
singuliére
© y* o= P(x),

avec P(x) un polyndme du troisiéme degré
sans facteur multiple. On a la une courbe
eliptique, objet fondamenta tant en géo-
métrie agébrique qu'en théorie des nom-
bres. La géométrie algébrique montre
qu'on ne peut pas ramener une telle courbe
a4 une courbe de genre zéro. |l existe
pourtant une paramétrisation des solutions
complexes de (C), bien classique, mais,
elle, de nature transcendante : la paramé-
trisation par les fonctions elliptiques
(Weierstrass; cf. COURBES ALGEBRIQUES).
On voit sur cette paramétrisation que les
solutions complexes de (C) peuvent étre
munies d'une structure de groupe abélien.
En fait, la composition ains définie induit
une composition des points rationnels de la
cubique. Essentiellement, il Sagit de la
construction suivante. Etant donné deux
points rationnels de la cubique, la droite
qui les joint, qui est a coefficients ration-
nels, recoupe la cubique en un troisieme
point, dont les coordonnées sont par force
rationnelles : c'est le procédé de la corde
pour engendrer de nouvelles solutions (on
peut auss utiliser la rangente en un point
rationnel). On obtient ains une structure
de groupe abélien sur I’ensemble des
points rationnels de (C). L’important théo-
reme de Mordell (1922), générdisé par
Weil (1928), éabli par descente infinie, dit
que ce groupe appelé depuis groupe de
Mordell-Weil, admet un nombre fini de
générateurs. En dautres termes, étant
donné une cubique (C), il existe un nombre

nA

fini de points rationnels situés dessus tels
que tous les autres points rationnels de (C)
puissent étre obtenus a partir de ceux-ci
par itération du procédé de la corde et de
la tangente. Etant donné une courbe (C),
on sait borner le nombre minimal de
générateurs du groupe de Mordell-Weil
associé (rang), mais on n'a pas de méthode
générale pour déterminer le rang, a fortiori
pour construire explicitement un systéme
de générateurs. On dispose seulement d'un
agorithme conditionnel (Yu. 1. Manin,
1973), reposant sur deux conjectures.
L'une, de Well, relie les courbes dlliptiques
aux formes modulaires. L’autre, de
B. Birch e H. P. F. Swinnerton-Dyer
(1965), affirme que le rang d'une courbe
eliptique est donné par I'ordre du zéro au
point complexe z = 1 d'une certaine fonc-
tion méomorphe dont la définition fait
intervenir le nombre de solutions modulo
p, nombre premier, de I'équation (C), cela
pour tous les nombres premiers p (cf.
fonction zErA). L'ordinateur a donné un
grand poids a cette conjecture, et des
progreés théoriques ont été effectués.

Courbes de genre au moins égal a 2 :
points rationnels

Parmi les courbes de genre au moins égal
a 2, on trouve les courbes planes non
singulieres de degré au moins 4. La encore.
on ne peut ramener |'étude de telles
courbes a I'étude de celles de genre infé
rieur ou égad a 1. On ne dispose d aucun
procédé permettant d’'engendrer un
nombre infini de solutions a partir d'un
nombre fini d'entre elles. Mordell a ains
conjecturé (1922) qu'une telle équation
n'admettrait jamais qu'un nombre fini de
solutions rationnelles. Cette conjecture a
éé démontrée par G. Fadings en juin
1983 et a congtitué une étape importante



dans la démonstration du grand théoreme
de Fermat.

Points entiers sur les courbes

de genre au moins 1

On dispose du théoreme général de
C. L. Segd (1929) selon lequel une telle
courbe n'a qu'un nombre fini de points
entiers. La démongtration utilise d'une
part le théoréme de A. Weil (1928),
étendant celui de Mordell, d'autre part la
mauvaise approximation par des ration-
nels des irrationnels algébriques (cf.
approximations pDloPHANTIENNES).  Ce
résultat englobe celui de Thue (1909), lui
aussi fondé sur les approximations dio-
phantiennes I’ équation

& Y)=m,

ou fest un polynbme homogéne irréduc-
tible a coefficients entiers de degré au
moins égal a 3, et m est un entier non nul,
ne possede qu'un nombre fini de solutions
entiéres.

Dans beaucoup de cas, en particulier
pour les équations y*> = P(x) ol le poly-
ndme P a au moins trois zéros distincts, A.
Baker a donné des majorations effectives
(mais grandes) pour la taille possible des
solutions entieres ; ainsi, pour |'équation
de Thue ci-dessus :

max (|x],{y]) < exp {(@H)1"),

ol d est le degré de f, e H un entier
dépendant de la talle de m et des coeffi-
cients de f. Dans certains cas particuliers,
ces méthodes permettent méme de trouver
toutes les solutions entiéres,

Surfaces rationnelles

Les surfaces rationnelles sont les analogues
en dimension 2 des courbes unicursales,
celles qui peuvent étre paramétrées de
facon polynomiale si I’on autorise les
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coefficients des polyndmes définissant le
paramétrage a étre des nombres comple-
xes. Parmi celle-ci, on trouve les surfaces
non singulieres de I'espace ordinaire défi-
nies par une équation de degré 2 (quadri-
ques) ou 3 (surfaces cubiques), mais
auss des éguations de degré supérieur,
comme :

y2+am)z? +b(x) =0,

avec a(x) et b(x) des polynémes non nuls
de degré quelconque.

On est loin de disposer ici de résultats
aussi satisfaisants que pour les courbes de
genre zéro. Dans certains cas : quadriques
(Hasse-Minkowski,  cf. surfaces
cubiques

supra),

ax*+ by*+ cz*+d =0,

avec ab = ¢d 5~ 0 (E. S. Selmer, 1953), les
conditions de congruence (et la condition
réelle) suffisent a assurer |'existence de
points rationnels. Cela ne vaut pas en
générd, comme le montre |'exemple
(J. W. S. Cassels-M. J.T. Guy, 1966) :

5x3+ 9y3 +10z3 + 12 = o

S une quadrique a un point rationnel,
on peut encore donner une paramé-
trisation polynomide essentiellement
biunivoque des points rationnels, en utili-
sant la méme méthode que pour les coni-
ques.

Une telle paramétrisation est encore
possible pour une surface cubique de
I’espace ordinaire, soit X, qui contient deux
droites D et D' définies par des équations
a coefficients rationnels, et ne se coupant
pas. Choisissons un plan w, d équation
ax + by +cz 4 d=0, aveca b, c d
rationnels. Pour M un point rationnel du
plan T, la droite Dy, intersection des deux
plans engendrés I'un par (M, D), I'autre
par (M, D), est définie par des équations
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a coefficients rationnels, Elle coupe la
surface cubique 3. en trois points : celui qui
est situé sur D et celui qui est situé sur D’
sont définis par des équations a coefficients
rationnels, le troisiéme, soitf (M), est donc
a coordonnées rationnelles. On véifie que
la correspondance qui a M associe J(M)
définit une paramérisation poiynomiae
essentiellement biunivoque des points
rationnels de ¥ par ceux de T, C'est aing
guon trouve la solution générale due a
Euler de I'équation : x¥ + 33 + 22 = 1

1—@—3v)@*+ 3vy)
*r= d

@ +3v)@?+3vH—1
y= d

W2 +3v)2—(@+3v)
= d
d=@?+3v»P—@u—3v).

avec

Des méthodes fines de géométrie algé-
brigue montrent qu'une telle paramétrisa
tion polynomiale biunivoque a coefficients
rationnels est souvent impossible, ains
pour :

x34+yi+zi=a,

olu ¢ est un rationnel qui n'est pas un cube
(Yu. 1. Manin, 1970). On peut cependant,
pour une surface cubique non singu-
liere qui possede au moins un point
rationnel, trouver des familles polynomia-
les a deux vrais paramétres (c'est-a-dire
gu’'on ne peut réduire a un seul paramétre),
soit :

X = A, v),y= B, v) z= C,v)

avec A,B,C quotients de polyndmes en i et
v a coefficients rationnels, mais en général
méme un nombre fini de telles familles ne
suffit pas a décrire tous les points ration-
nels de la surface cubique. On obtient
néanmoins beaucoup de solutions ration-
nelles En spécidisant les paramétres, on
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obtient par exemple que tout rationnd est
somme de trois cubes de rationnels :

(a3_36>3 (_a3+35a+36)3
a= 7 + P ,
+ (az + 3“(1)3
—a /)

avec d = 3%2a? 4 34q + 3¢

(Ryley, 1825 ; H. W. Richmond, 1930).

En s'inspirant de la méthode de
Mordell-Weil, F. Chéatelet (1959) a montré
gu'un nombre fini de solutions paramétri-
gues polynomides (a 4 variables) permet
de décrire toutes les solutions rationnelles
de :

yr—az?=x(x—b)x—c)

avec ¢, b, ¢ rationnels non nuls. On ignore
par contre s une solution polynomiale,
méme partielle, & deux vrais paramétres et
a coefficients rationnels est possible pour
I’éguation générale

yi—ax)z? = b(x),

ol a(x) et b(x) sont des polyndmes non
nuls.

Pour les points entiers des surfaces
cubiques, on a des résultats épars. Soit par
exemple |'équation

x34y34zi=n,

avec n entier fixé, a résoudre en (X, J, z)
entiers. On voit facilement (congruences
modulo 9) qu'il Ny a pas de solutions
s 1l est congru & £ 4 modulo 9. Sinon,
on ne sait pas sil y a toujours une solu-
tion, par exemple pour n = 30, et, Sil y
en a une, sil y en a une infinité. L’iden-
tité :
@L+63)+@Q —63)+ (—6153=2

donne une infinité de solutions pour # = 2,
mais, pour p = 3, on ne connait que les
solutions (1, 1, 1) et (4, 4, 5).



Pour :
x2+ p2 422 —qaxyz = b,

avec a et b entiers, on dispose d'un
processus (Markov, Hurwitz) permettant
d’engendrer toutes les solutions entieres a
partir d’un nombre fini, explicitement
calculables, d'entre elles.

On conjecture (P. Erdds, E. G. Straus)
que I'équation :

4/n = 1/x + 1/y + 1/z,

avec n entier fixé, n > 1, & résoudre en
entiers positifs x, y, z, a toujours des
solutions (c'est un cas particulier du pro-
bléme des fractions égyptiennes, ou I’on
cherche a écrire un rationnel comme
somme dun nombre donné d'inverses
d'entiers). Cette conjecture a été établie
pour 1 < 108,

Surfaces analogues aux courbes

de genre 1

L’analogue immédiat, du point de vue de la
géométrie algébrique, consiste en les surfa
ces abéliennes (pour lesquelles il est difficile
de donner des équations !). Le théoreme de
A. Well (1928) nous renseigne sur les points
rationnels, mais on ignore Sil n'y a qu'un
nombre fini de points entiers.

Un autre analogue consiste en les sur-
faces non singuliéres de |'espace ordinaire,
de degré 4. Une conjecture d’Euler affirme
que I'équation :

xttyttzi=1

n'a pas dautres solutions rationnelles que
(£1,0,0), (0, £1,0) et (0, 0, £1), mas
on sait seulement qu'une autre solution
devrait avoir un dénominateur au moins
égal a 220 000. Euler donna une infinité de
solutions rationnelles de :

xt4yi=2z441,
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au moyen d'une solution & un parametre ;
par exemple :

P4 5 —213+ 3 12+ t

d

16 —3¢5—2t* 4141
y= ]

z T +15=213—31241¢
d

d=14+3>—=2t+1*+1
(Géraudin, 1917).

avec

La géométrie algébrique montre qu’au-
cune solution, méme partielle, polynomiae
a deux vrais paramétres n'est possible.
Cependant, en utilisant le fait que la surface
ci-dessus peut étre fibrée en courbes dlipti-
gues, on peut donner une infinité de solu-
tions essentiellement distinctes a un para
metre (H. P. F. Swinnerton-Dyer, 1971 ).

Surfaces analogues aux courbes
de genre au moins 2
Parmi celles-ci, on trouve les surfaces non
singulieres d'équation
fxyz) =0,

avec f de degré au moins 5. Une fois de
plus, €elles ne peuvent étre ramenées aux
surfaces précédentes. Il peut exister des
solutions 4 un paramétre, mais une conjec-
ture anaogue a celle de Mordell pour les
courbes de genre au moins 2 voudrait que,
pour une telle surface, les points rationnels
soient concentrés sur un nombre fini de
courbes agébriques tracées sur la surface.

4. Eguations a beaucoup de varig-
bles

La méthode du cercle de Hardy-
Littlewood-Vinogradov, qui avait déja
révélé sa puissance dans I'étude du pro-
bleme de Waring (cf. théorie des nowmsres
- Théorie analytique des nombres), a aussi
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permis d’obtenir le résultat suivant
(H. Davenport, B. Birch, 1962). Soit f, . . . .
f, des formes homogénes de degré d, en
variables, a coefficients entiers. Supposons
gue le systeme :

filxy, o x0)=d

f,(xl, "'an) =0
n'a pas de solution complexe singuliére
non nulle. Si les conditions de congruence

sont satisfaites, s le systeme a une solution
non nulle en nombres réels et s :

(*) n> r(r +1)d—1) 241

aors le systéme a une solution non nulle en
nombres entiers, On peut appliquer ce
résultat par exemple a une forme cubique
en au moins 17 variables (toute forme telle
a un zé&o non trivid), ou 4 un systéme de
deux formes quadratiques en au moins
13 variables.

Si les conditions de congruence (et la
condition réelle) ne sont pas en général
suffisantes quand le nombre de variables
est trés petit par rapport au degré (ains
r =1, d = 3, n = 4, cf. supra), on peut
se demander s on ne peut pas afaiblir
I'inégdité (x). On ignore ains si, pour une
forme cubique non singuliére en au moins
5 variables, les conditions de congruence
sont suffisantes.

On se demande s une éguation non
singuliere

f&xienx,)=0
de degré ¢ < n a une infinité de solutions
rationnelles dés qu'elle en a une. Considé

rons par exemple |'équation :
x4+ +xi=1

Pour d = n = 4, a part les solutions
évidentes du type (1, O, . . . . 0), on connait :

(240/651, 340/651, 430/651, 599/651),
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mais on ne connait pas de solution & un
paramétre. Pour d = n = 5, on connait
des solutions a deux paramétres. On
connait par ailleurs beaucoup de solutions
de I'équation 26 + vo + wé= 26+ L 1
(A. Bremner, 1980), par une méthode
inspirée de celle qui est mentionnée pour
Iéquation x* + 4= 2 + 1

5. Equations diophantiennes
exponentielles

On appelle ains les équations du type :
f&m,. .

ol f est un polyndme en n varisbles a
coefficients entiers, a résoudre en entiers
positifs (x|, . - - - X,,, 11y, - . 1,).

Comme équations classiques de ce type,
résolubles par des factorisations en nom-
bres entiers, citons :

wXM)=0,

x2+1 =yp”

en (x, y, n), qui n'a pas de solution avec
n>1let y>1(V.A. Lebesgues, 1850),
et:

X2— 1 =yn’

qui n'a pas de solution avec n > 1 et y > 3
(Chao Ko, 1964).
Pour établir une conjecture de Rama-
nujan, I'équation :
x24T7=2

n'a pour solutions que p = 3, 4, 5, 7. 15,
Nagell (1960) eut recours a la théorie
algébrique des nombres (calculs dans le
corps Q (V—=T).

Les résultats d’A. Baker sur les formes
linéaires de logarithmes ont permis de
réaliser d'importants progrés (cf. nombres
Transcenoants) . Il S'agit en fait de métho-
des d approximation.



Ainsi, pour f(x) un polyndme a coef-
ficients entiers avec au moins deux zéros,
on sait (A. Schinzel, R. Tijdeman, 1976)
qgu'il n'y a qu'un nombre fini d'entiers m
pour lesquels |I'équation

ym=fx)

a des solutions avec y > 1.

En 1976, R. Tijdeman, utilisant ces
méthodes, a montré que I'équation de
Catalan

XM —pt =]

(en x,y, m, n entiers naturels) n'a qu'un
nombre fini de solutions, et ce, par une
méthode effective (X < exp exp exp 250,
Langevin, 1976). La conjecture de Catdan
est ains ramenée a un nombre fini (mais
grand !) de calculs.

MARCEL DAVI D
et JEAN-LOUIS COLLIOT-THELENE
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| est arrivé a plusieurs reprises que

certaines exigences de la physique. par
exemple, aient conduit les utilisateurs des
mathématiques a des « calculs » non rigou-
reusement justifiables au moyen des
concepts mathématiques existants, mais
qui treduisaient avec succes la rédité
expérimentale. C'est ains que I'ingénieur
Heaviside introduisit dans |'étude des
réseaux éectriques (en 1894) les regles de
son calcul symbolique, qui ne fut justifié
mathématiquement  que  postérieurement.
L'éude des équations aux dérivées par-
tielles conduisait auss naturellement a des
extensions des matériaux mathématiques
traditionnels ; aing, il est norma de consi-
dérer que les deux équations :

0'u/0xdy = 0 et u/dydx = 0

sont équivalentes, et pourtant la premiére
est satisfaite par toute fonction wu(x) de x
seul, dors que I'expression ¢%/dy dx n'a
de sens que s u(x) est dérivable en Y. Des
considérations de ce type, ains que I'étude
du probleme de Dirichlet (trouver une
fonction harmonique dans un ouvert de R”
connaissant ses valeurs sur la frontiere)
avec les méthodes de I'espace de Hilbert,
ont conduit les mathématiciens a généra
liser les solutions acceptables d'une telle
équation en introduisant la notion de
solution  faible. Le mathématicien soviéti-
gue Sobolev a construit, en 1934, des
classes de fonctions généralisées qui justi-
fialent de maniére rigoureuse ce genre de
considération.

La théorie des transformations de Fou-
rier et de Laplace exigeait auss des géné
rdisations des fonctions. En 1926, Dirac
introduisait en physique mathématique sa
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célébre « fonction » By, nulle en dehors de
I’origine et d'intégrale égale a 1, qui
représentait une impulsion unité a I'instant
t = 0, donc d'effet nul pour ¢ == 0. Puis-
que d, n'est pas une fonction au sens usuel
(car une fonction nulle pour %= 0 est
d'intégrale nulle), sa judtification mathé-
matique correcte conduisait a une exten-
sion de la notion de fonction ; remarquons
gue, dans ce cas précis, la théorie de la
mesure permettait déja de considérer J,
comme une mesure de masse 1 concentrée
a l'origine, c'est-adire comme un étre
mathématique bien  défini.

Cette extension a été présentée sous sa
forme actuelle par le mathématicien fran-
gais L. Schwartz, dans le cadre des espaces
vectoriels topologiques ; parmi ses nom-
breuses applications, citons : les équations
aux dérivées partidles linéaires, la repré-
sentation des groupes de Lie, les processus
stochastiques, les variétés différentiables.
la physique mathématique, la physique
expérimentale (« déconvolution » et iden-
tification de systemes).

La construction des distributions due a
L. Schwartz admet de nombreuses varian-
tes conduisant a des classes de fonctions
généralistes ayant chacune un domaine
privilégié d applications fonctions géné-
rdisées de divers types introduites par les
mathématiciens  soviétiqgues Guelfand et
Silov dans I'éude des équations aux déri-
vées partieles ; hyperfonctions de Sato-
Martineau, trés utiles dans I'éude des
fonctions de plusieurs variables complexes
et les problemes aux limites ; fonctions
généralisées de Beurling-Bjork : etc.

L'exposé qui suit suppose seulement
connue la notion d’'espace vectoriel
(cf. acEere oOu dgébre uLNEaRre ET MUL-
TILINEAIRE) €t la notion de suite conver-
gente de nombres complexes (cf. nombres
COMVPLEXES) .
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1. Espaces avec notion
de suite convergente

Les conditions de continuité qui intervien-
nent dans la définition des distributions
peuvent Sexprimer éémentairement en
utilisant seulement la notion de suite
convergente, sans qu'il soit nécessaire de
préciser complétement la topologie des
espaces considérés. On se propose ici de
montrer comment on peut définir a priori
et de maniere purement formelle une telle
notion sur un espace vectoriel. Les espaces
vectoriels sont sur le corps R des nombres
réels ou le corps C des nombres comple-
XEs.

Définition

Soit E un espace vectoriel. On dit qu'on a
défini dans E une notion de suite convergente
s on Sest donné un sous-ensemble & de
I’ensemble de toutes les suites d'ééments
de E et une gpplication de § dans E qui a
toute suite (x,) de & fait correspondre un
édément x € E, ce qu'on écrira (de maniére
purement formelle) : (x,) — X dans E, et
cequ'onlira: Lasuite (x,) converge vers.Y ;

les éléments de § s appellent suites
convergentes. On impose aux données pré-
cédentes les conditions suivantes :

(¢) Pour tout élément x& E, la suite
constante (., X, .... X, ..) est convergente et

converge vers X ;

(h) Si la suite (x,) est convergente et
converge vers x, alors, pour tout nombre
A du corps de base R ou C, la suite (A x,)
converge vers A x ;

(©) Si (x,) et (y,) sont deux suites conver-
gentes qui convergent respectivement vers
X et y, dors la suite (x, + y,) converge vers

X+



(dy S (x,) converge vers x, toute sous-suite
de (x,) converge aussi vers X,

Les conditions ci-dessus sont les pro-
priétés des suites convergentes (au sens
usuel) de nombres réels ou complexes.
Comme toujours dans |'approche formelle
d’une notion, on retrouve donc, sous
forme daxiomes, des propriétés vérifiées
dans les situations concretes qu'il sagit de
généraliser. Si une suite (x,) converge vers
x, on dit auss que (x,) a pour limite x et
on écrit :

lim x, = x

Remarquons que, pour connaitre &, il
suffit de connditre le sous-ensemble §, de
& formé des suites (x,) qui convergent vers
0 (d'apres les axiomes, c'est d'ailleurs un
espace vectoriel pour les opérations usuel-
les sur les suites). En effet, dire que
(x,) — x équivaut, d'apres les axiomes, a
dire que la suite (x, ) tend vers O, ce qui
met en évidence que la trandation de
vecteur x, qui a x, fait correspondre
X, + x, est une bijection de &, sur I’ensem-
ble § des suites qui convergent vers x. En
abrégé, on dira qu'un espace vectoriel E
est un ¢.v.s. S on a défini dans E une notion
de suite convergente.

Un exemple fondamental

11 est clair que, s E est I'espace euclidien
usuel de la géométrie dans |’espace.
I’ensemble des suites convergentes au sens
usuel satisfait aux conditions précédentes :
plus généralement, s E est un espace
vectoriel normé, muni d'une norme ||. §. on
peut définir directement, a partir de la
norme, les suites (x,) qui convergent vers
Y par la propriété suivante : La suite de
nombres réels positifs | x x| tend vers 0
pour n — oo ; il est clair que les conditions
(@ a (d) sont adors satisfaites. L'exemple
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suivant est essentiedl dans la définition des
digtributions ; on remarquera qu'on définit
ici les suites convergentes sans I'intermé-
diaire d'une topologie.

Soit (O un sous-ensemble ouvert de R”
(cest-a-dire que pour tout point de () il
existe une boule de rayon > 0 contenue
dans Q). Toutes les fonctions considérées
sont supposées & valeurs complexes. Si ¢
est une telle fonction définie et continue
dans Q, on appelle support de ¢ le plus
petit ensemble fermé en dehors duquel ¢
est nulle ; D(Q) désignera lensemble des
fonctions définies dans Q, admetiant des
dérivées partielles de fous ordres, et g
support compact (c'est-a-dire borné et
fermé dans R").

Pour désigner les dérivées partieles
d'ordre quelconque, on utilise la conven-
tion des multi-indices (cf. cacu INFINI-
TESIMAL  Calcul & plusieurs variables). Par
définition. un multi-indice est un systeme
de n nombres entiers positifs ou nuls :

o= (aly Oy eney an);

on écrit aors ¢“/gx* ou (d/0x)* pour
désigner I'opérateur de dérivation partielle

(601 +d o u,)/ax | axzﬂ'.v 5x”a"
= (0/0x )@/ ) .. (0/0% )% 5

cette écriture permet d'avoir, dans le cas de
n variables. une écriture andogue au cas
d'une variable.

11 est clar que B(Q) est un espace
vectoridl ; munissons-le d'une structure
d’e.v.s. en définissant les suites convergen-
tes. Soit (¢,) une suite d'éléments de
D(Q) ; on dra que la suite (¢,) est
convergente et converge vers une fonction
¢ € D(Q) s les deux conditions suivantes
sont réalisées :

(a') Toutes les fonctions ¢,, ans que la
fonction ¢, sont nulles en dehors d'un
méme compact K de Q) ;
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(h") Pour tout multi-indice o, la suite des
dérivées partielles (J0%p,/dx") converge
uniformément sur K vers la dérivée par-
tielle correspondante de ¢ :

g, 0%
ox®  0Ox@

pour p — . Il est clair que les conditions
(@ a (d) sont satisfaites.

Morphismes

On va maintenant définir les morphismes
des e.v.s., C'est-a-dire les applications d'un
tel ev.s. dans un autre qui respectent les
deux notions définissant la structure d'un
€.v.8. : la structure vectorielle et les « suites
convergentes ».

Soit E et F. deux e.v.s. Un morphisme
¥ de E dans F est, par définition, une
application lingsire de E dans F (c’est-a-
dire telle que u(h x + p y) = A u(x) +
uu(y), pour x, y € E et A, p dans le corps
de base R ou C) qui transforme toute suite
convergente de E en une suite convergente
de F s (x,) — Xx dans E, dors
(#(x,)) — u(x) dans F ; on dit auss que u
est une application linéaire séquentielle-
ment continue (ou « continue pour les
suites »). Pour qu'une application linéaire
de E dans F soit un morphisme, il faut et
il suffit quelle transforme toute suite
convergente vers 0 dans E en une suite
convergente vers 0 dans F.

Voici deux exemples de morphismes de
I'e.v.s. 9(Q) dans lui-méme. Si on désigne
par ¢/0x, I'opérateur de dérivation par-
tile par rapport a la iéme coordonnée
dans R, I'application ¢ — J @/dx; est un
morphisme de D(Q2). De méme, sifest une
fonction admettant dans () des dérivées
partielles de tous ordres, |'opération de
multiplication par f, qui s écrit ¢ — /¢, est
un morphisme de D(Q) dans D(Q).
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Si E et F sont deux ev.s., on peut munir
I’espace vectoriel £ (E, F) des morphismes
de E dans F d'une notion de suite conver-
gente en disant qu'une suite u, de mor-
phismes de E dans F converge vers
€ LE, F) s u,(x)) — u(x) dans F pour
tout élément x & E. En particulier,
cette définition permet de munir d'une
structure d’e.v.s. |'espace vectoriel E’
des applications linéaires de E dans son
corps de base qui sont continues pour les
suites.

On retrouve dans le cadre des e.v.s.
I'importante notion de transposée d'une
application linéaire (cf. ageébres
ET muLTILINEAIRE). Soit, en effet, E e F
deux e.v.s., et u un morphisme de E dans
F ;, désignons par E' et F', comme
ci-dessus, les ewv.s. des applications linéai-
res respectivement de E et F dans le corps
de base (formes linéaires sur E et F), qui
sont séquentiellement continues. Pour
toute forme linéaire f& F', la forme
g =fo u est une forme linéaire séquen-
tiellement continue sur E, donc est un
éément de E', e on vérifie facilement que
I'application linddre v : F — E, qui a

LINEAIRE

f&€ F fait correspondre fo u € E', est

séquentiellement continue ; on définit ainsi
le morphisme 'y transposé de u.

2. Définition des distributions

Il est clair que, pour généraliser la notion
de fonction, il faut abandonner certaines
propriétés usuelles des fonctions (par
exemple le fait qu'une fonction prend une
valeur déterminée en chaque point) pour
ne conserver que certaines propriétés.
L. Schwartz utilise comme notion essen-
tielle la propriété d opérer linéairement sur
des classes de fonctions trés réguliéres.



Méthode générale de construction

La méthode générale pour définir un
espace de fonctions généralisées sur un
ouvert ) de R” et la suivante. On prend
tout d’abord un e.v.s. B de fonctions
« suffisamment régulieres » dans () ; par
définition, I'espace des fonctions générali-
sées sur () est alors I'espace B’ des formes
lindaires séquentiellement continues sur @.
Pour justifier la terminologie de « fonc-
tions généralisées », il faut identifier les
fonctions « régulieres » sur Q a des dé
ments de B’ ; pour cela, on identifie une
telle fonctionf’a la forme lingaire sur  :

¢ (f, @) = jof(x)w(x)dx, ¢ET,

its

Nous allons préciser ces indications géné-
rales en construisant en détail les distribu-
tions proprement dites.

oux =(x,...x,) et dx =dx dx, __dx,

Définition des distributions

On prend ici pour espace B 'e.v.s. D(Q),
défini ci-dessus, des fonctions indéfiniment
différentiables et a support compact dans
Q. L’espace D' (Q) des distributions dans
Q est dors par définition I’ensemble des
formes linéaires T séguentiellement conti-
nues sur 9 . on note indifféremment :

T@=(T,¢) = < T,¢ > = jQT(x)cp(x)dx,

la valeur de la distribution T (forme
lindeire  sur D(Q)) sur la fonction
¢ € Q). Remarquons que la derniére
écriture est abusive ; dle est utiliste car dle
rappelle que, s T est une fonction, I’ expres-
sion de T(¢) est donnée par une intégrale.
Précisons ce point.

Sifest une fonction intégrable (au sens
de la théorie de Lebesgue) sur tout com-
pact de () (on dit alors quefest localement
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intégrable), on peut I'identifier a la distri-
bution :

o jf(x)cp(x)dx, GEDQ):

les distributions définies par deux fonc-
tions f et g locaement intégrables dans Q
coincident si et seulement s £ et g « coin-
cident » au sens de la théorie de Lebesgue,
c'est-a-dire sont égales presque partout ;
ains, les distributions ne généralisent pas
a proprement parler les fonctions, mais les
classes de fonctions égales presque par-
tout : si on modifie une fonction en
changeant sa valeur en un point, par
exemple, ele définit toujours la méme
distribution ; on a bien abandonné la
propriété des fonctions d étre définies par
leur valeur en four point.

La notion d’e.v.s. pemet de définir la
notion de suites convergentes de distribu-
tions 1 s T, Ty .., T,, est une suite de
distributions, on dit, en accord avec la
définition de I'e.v.s. D'(Q), que cette suite
tend vers une distribution T s :

T(g) = lim T, (g).

pour toute fonction ¢ € D(Q). On peut
montrer que, si pour toute fonction
¢ € D(Q) la suite de nombres complexes
T, () tend vers une limite, I’application
définie dans D(Q) qui a ¢ € D(Q) fait
correspondre cette limite est une distribu-
tion, limite de la suite des distributions T,,.
Cette propriété est généralement tres facile
a vérifier et permet de définir de nombreu-
ses digtributions nouvelles a partir dc
distributions déa connues.

La notion de suite convergente de
distributions permet en particulier de défi-
nir les séries convergentes de distributions.
Si (T,,) est unc suite de distributions, on dit
que la série de terme général T,, est
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convergente (au sens des distributions) de
somme T s la suite des sommes partielles
est convergente au sens indiqué ci-dessus ;
on écrit dlors ¥ T, = T.

Exemples

@) Soit a un point de R" ; I'application qui
a toute fonction @ € D(R”) fait correspon-
dre la valeur () de la fonction ¢ en a est
une distribution appelée distribution de
Dirac et notée 6,. Ainsi, avec |'abus
d'écriture signaé ci-dessus, on a :

©0®) = [06) 8,00 dx = 9(@);

cette distribution permet de donner une
définition mathématique rigoureuse de la
« fonction » de Dirac mentionnée plus
haut.

b) On vérifie facilement que la fonction
a définie sur R par

) = {exp[—— (l—x2)] sijx <1,

six] 2 1,

est une fonction indéfiniment dérivable,
nulle par définition en dehors de I'inter-
vale [- 1, 1]. Si on pose :

k= ‘[_;_la(x)dx,

la fonction p,(x) = a(x)/k appartient donc
a D(R) et est dintégrale égae a 1. Plus
généralement, la fonction :
pe(x) = (1/8)p(x/5)

appartient auss & D(R) et est dintégrale
égde a 1 ; dautre part, p, est nulle en
dehors de lintervale [— €, €] (fig. 1).
Comme

fm(x)cp(x)dxwp(ox si e—0,

pour toute fonction continue ¢, il en
résulte que, pour toute suite E,, tendant vers
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fig. 1

0, la suite des distributions p,, (ou, pour
ére précis, la suite des distributions T,
définies par ces fonctions) tend vers la
distribution de Dirac au point O.

¢) Dans le plan, identifié & R2, de la
variable complexe z, on montre que la
fonction f(x + iy) = 1/m z est intégrable
sur tout compact ; par suite, cette fonction
définit une distribution, notée 1/ z, qui, a
toute fonction ¢ € D(R?), associe :

P, )
(U/nz, ¢) = ”R S L

d) Soit maintenant R3? I'espace de la
géométrie élémentaire dans I'espace. La
fonction x — 1/(4m|x |) est localement
intégrable dans R? et définit donc une
distribution, notée 1/(4m|x |).

e) On peut montrer que, pour toute
fonction ¢ € 9(R), et pour toute suite E,,
tendant vers 0, la suite des nombres
réels :



tend vers une limite, indépendante de la
suite (g,) choisie, et que I'application qui a
¢ fait correspondre la limite correspon-
dante est une distribution, notée v.p.( 1/x),
valeur principde de Cauchy ; ans :

(p(1/x), ) = lim |

Dans I'étude des équations aux dérivées
partielles, Hadamard a éé conduit a géné
raiser cette notion (distributions « parties
finies »).

3. Propriétés des distributions

A partir d'une application lindaire séquen-
tiellement continue L de D dans 9 (opé-
rateur dans M), on peut définir, par trans-
position, un opérateur lingaire L' dans
I'espace 9’ des distributions :

@M, =TL@®) ¢E€D

Dérivotion des distributions
Les distributions étant une généralisation
de la notion de fonction réguliére, essayons
d'éendre aux distributions la notion de
dérivation. Pour cela, analysons tout
d'abord les propriétés des opérateurs de
dérivation partielle pour les fonctions
contmument dérvables dans un ouvert”™ Q
de R".

Pour toute fonction ¢ € D(Q), on a, si
T désigne a la fois une fonction contind-
ment dérivable dans R” et la distribution
qu' ele définit :

aT ) oT
(b;j,(p = [ @,
X=1X,X2, ...,x,,);

mettant en évidence la variable x;, on peut
écrire (en permutant les variables) x = (X'.
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x;), dou dx = dx’ dx;, ce qui donne, par
intégration par parties,

oT ) LT, ,
(axjycp = |dx Ja(x,x;)w(x,x,-,)dx,

=_de'fT(x)g%(x)dx,=_(T,%“’j).

Or, I'opérateur L = — (9/0x)) est
séquentiellement continu dans D(Q) (cf.
supra, Morphismes) ; |'opérateur trans-
posé, noté d/dx; est donc un opérateur
séquentiellement continu de D'(Q) qui
prolonge la dérivation au sens usuel. Pour
toute fonction ¢ de D(Q), lg-ieme dérivée
partielle de la distribution T donne donc
par déjnition :

(5e)=—(r

Aing, par exemple, la distribution déri-
vée de la distribution de Dirac en ¢ sur la
droite est telle que (¥, @) =  @(@).

o)
Tox; )

support

S ) est un ouvert contenu dans Q, on a
un morphisme naturel

P1DQ)— 9 (Q),

qui a toute fonction ¢ € D(QY') associe la
fonction p(¢) obtenue en prolongeant ¢
par 0 en dehors de ()’. L’opérateur trans-
posé de p est I'opérateur p’ sur les distri-
butions défini par :

@M, ¢) =T p@), TEDQ), ¢ EDQ);

p' (T) est généralement noté Ty, restriction
de la distribution T a I'ouvert QQ’. On dit
que T est nulle sur Q"s T, = 0.

Si T est une distribution dans un ouvert
Q, on appelle support de T le complémen-
taire dans Q de la réunion des ouverts Q)
sur lesquels T est nulle. Par exemple, le
support de la distribution de Dirac au
point a de R" est constitué du seul point a
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Produit direct

Soit 3 un ouvert de I'espace R” de la
variable x, et (3" un ouvert de I'espace R”
de la variable y, respectivement. Si T et U
sont des fonctions continues dans Q et )’
respectivement, la distribution T X U
dans O X Q' définie par la fonction T(x)
U(y) satisfait a :

@xu =[] Te)Up ow)dxdy
) :jo Tx) dx J‘Q,U(y)w(x,y)dy
Q = J'O' U)dy L Tex) plx, y) dx,

pour toute fonction ¢ € D(Q X Q).

On peut montrer que lorsque T et U
sont des distributions, s on considére les
intégrales comme des accouplements
distributions-fonctions  (abus de notation
signaé plus haut), alors les expressions (1)
et (2) ont un sens, sont égales, et on peut
montrer  que  I'application qui &
¢ € D(Q X Q) fait correspondre (1) ou
(2) est une distribution. Cette distribution,
notée T X U, est appelée produit direct de
Ta U

Convolution

Soit T et U deux fonctions continues et
intégrables dans R" ; on appelle produit de
convolution de T et U la fonction définie
par la formule intégrale

THU () L T —p) U@) dy.

La fonction T % U ains définie est telle
que, pour toute fonction ¢ de D(R"),

(B) (T+«U,¢9)= Idx CP(x)‘J‘T(x —»UE)dy
- ”Mm Tx)U@) o= +y)dxdy.

On montre que, dans certains cas, on
peut donner un sens a (3) pour des
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distributions T et U, et définir ains une
distribution, notée T % U. Cela est possi-
ble, par exemple, s I'une des distributions
est a support compact. Sur R, on peut
également définir le produit de convolu-
tion de deux distributions S et T qui
sannulent pour { < O.

L'intérét pratigue de la convolution est
gue de nombreuses opérations usuelles
sont des convolutions. Par exemple, pour
toute distribution T sur R" et pour tout
multi-indice o :

a \ a2\«
(’a’;) T=(a) %o+ T,

ou §, est la digtribution de Dirac a I'origine
des coordonnées. On voit I'intérét de
I’étude des équations de convolution, du
typeA*X:B,ouAetBsontdes
distributions connues ; la résolution d'une
telle équation est parfois appelée « décon-
volution », S A est une didribution a
support compact, on appelle solution élé-
mentaire de A toute distribution E telle que
ExA=A4E=29); une solution dé
mentaire d'un opérateur différentiel

SEDINEI
P(ax - z Ta\gx
[al < m
est dors par définition une solution éé

mentaire de la distribution A = P(9/
ax)0,.

4. Séries et intégrales de Fourier

La plupart des grandes théories de I'ana
lyse classique sétendent aux distributions ;
nous nous limiterons ici a des indications
rapides sur la théorie de Fourier (cf.
analyse HarRMONIQUE) en renvoyant a I'arti-
cle calcul svymeoLiQue pour la transforma-
tion de Laplace.
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de Fourier dans I'espace S

Le domaine naturel de la transformation
de Fourier élémentaire est I'espace S des
fonctions  indéfiniment dérivables a
décroissance rapide ains que toutes leurs
dérivées : c'est |'espace des applications ¢
indéfiniment dérivables de R”" dans le
corps C des nombres complexes telles que :

(52 o0

pour tout entier / et tout multi-indice k. Cet
espace §(R") est une ev.s. pour la notion
suivante de suites convergentes : par défi-
nition, une suite (¢,) de fonctions de S tend
vers 0 si :

< o,

l@nlli; = sup (1 +lx]2)
XCR

”
o
| @nili.s— 0, pourn— e,

quels que soient I'entier /et le multi-indice k.
Pour ¢ & 8(R"), on appelle transfor-
mée de Fourier de §, la fonction :

@), u = Wy, Uy, .. u,)ER"

définie par la formule intégrale :

ORIt
R

ou < x, U> = WX+ UXy + + UX,

désigne le produit scalaire dans R”. Cette

définition de la transformation de Fourier

n'est pas universelle ; certains auteurs pré-

férent prendre par exemple :

§) = [0y er x> d,

ou Q) = f(p(,x)e"<x‘">dx,

On passe d'une définition a |'autre par
un simple changement de variable dans
I'intégrae  définissant (p Nous écrirons
tout ce qui suit avec la convention indi-
quée, adoptée par de nombreux mathéma-
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ticiens qui étudient les équations aux
dérivées partielles. Dans ['article anayse
HARMONIQUE, au contraire, on préférera
adopter la seconde formule.

L’application & qui a ¢ fait correspon-
dre sa transformée de Fourier ¢ posséde
les principales propriétés suivantes :

u) la fonction ¢ est dans S et

F.8—8
est un isomorphisme de I'c.v.s. S sur
lui-méme ;

b) pour tout couple de fonctions ¢ et y
de S, on a les formules :

[ee)i@dx = [ we)ax
(relation de Parseva),
‘f <p(x) w&x)dx = 2m—" f o) W) du

(relation de Plancherel) ;
c) I'isomorphisme réciproque de I'iso-
morphisme & est défini par :

(p(x) = (Zﬁ)_”‘[(pk(u)gi<x,u> du

(formule d'inversion de Fourier).

Transformation
de Fourier dans S’
On appelle distribution tempérée dans R”
toute forme linéaire séquentiellement
continue sur S ; remarquons que, puisque
I’application identique de D(R”) dans
8(R”) est un morphisme et que toute ¢ de
S est limite d’une suite d' éléments de D, la
transposée de cette application identique
est une injection. Cette injection fait appa
raitre I'espace S des distributions tempé-
rées comme un sous-espace vectoriel de
I'espace vectoriel 9’ des distributions.
Par définition, on appelle dors rrans-
formée de Fourier d’'une distribution fem-
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pérée T la distribution tempérée T définie
par :

d9=(T9, ¢E€8

Considérons par exemple la distribu-
tion sur R définie par la fonction x ; sa
transformée de Fourier X est telle que :

& @)=, ‘2’) = fu&i(u)du;

un calcul facile montre que cette derniere
intégrale vaut :

— 2im@’(0) = 2 iw(®'y, ¢),

ou ¥, est la dérivée (au sens de distribu-
tions) de la distribution de Dirac en O.
Ains ¥ =2 i 0’y Par des raisonnements
analogues, on pourrait montrer que la
distribution

T = s B,
yAaw)
Pt
a pour transformée de Fourier :

o

62::1[;
el
ce qui est équivalent a la relation de
Poisson,

> em=2m Y cam.

A=—c

valable pour toute fonction ¢ € S(R).

Coefficients de Fourier

d’une distribution périodique

Comme d'habitude, on identifiera le tore
T = R/2 1Z (quotient de R par la relation
d'équivalence x ~ p six  y est un multiple
entier de 2 m) a la circonférence unité du
plan complexe, tout point de cette circonfé-
rence étant caractérisé par son affixe e, ou,
ce qui revient au méme, par son abscisse
curviligne 6. Cette identification éablit une
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correspondance naturelle entre les fonc-
tions définies sur le tore T et les fonctions
périodiques de période 2w définies sur R.
Par définition, on dit qu'une fonction défi-
nie sur T est indéfiniment dérivable sil en
est ains pour la fonction périodique asso-
ciée ; I'espace D(T) des fonctions indéfini-
ment dérivables sur T est aors muni dune
structure d’e.v.s. en convenant gqu'une suite
(¢,) tend vers O dans 9(T) pour # — <, Si
(dfd 6Y ¢, tend uniformément vers O sur T,
n — oo, pour tout entier k.

Par définition, une distribution sur T est
alors une forme linéaire séquentiellement
continue sur D(T) ; il est facile de voir que
I'espace 9'(T) de ces distribution est en
correspondance bijective avec I'ensemble
des distributions périodiques sur R, c’est-
adire les digtributions T telles que :

(T, q)) = (T, @& —21), ¢ EDR).

En procédant comme ci-dessus, on peut
définir des opérations dans D'(T) : déri-
vation, produit direct, convolution, etc. Si
fest une fonction intégrable définie sur T,
dle définit la distribution :

2w do

S F®e® 5
Par définition, on appele transformée
de Fourier d'une fonction ¢ € ™(T) la
siite doublement infinie ¢ = () wcrc=

définie par :

, kez

b= [ e@enell

Pour développer une théorie similaire a

celle de la transformation de Fourier vue

ci-dessus, on est conduit a introduire

I’espace vectoriel s des suites doublement

infinies a décroissance rapide, c'est-a-dire
les suites a = (aylez telles que :

layl; = sup(1+ [k DHag] <,



pour tout entier /; cet espace est un ev.s.
s on convient quune suite (@) déé
ments de s tend vers O s pour tout entier
! la suite | @ |, tend vers 0 pour # — .
On montre dors que I'application &
définie par F(¢) = ¢ est un isomorphisme
de D(T) sur |'espace s. |'application
inverse faisant correspondre a la suite
a = (a) la somme de la série de Fourier :

¢®) =

a,eks,

k=—

La relation de Plancherel prend ici la
forme :

s
1 4o A A
J; PO w(©) T PrW—s»
k= —o

¢, wEDI);

elle montre que la transposée de ¥~ ! est un
isomorphisme de W(T) surs qui prolonge
F. S on note encore § cette application
transposée T — T, on a :

te

Z Tk(P~k§

k= —w

(T, ¢) =

en paticulier, s on fait ¢(@) = e *0 on
obtient

Tk = (T, e—¥®),

On peut caractériser |I'espaces des trans-
formées de Fourier des distributions tempé-
rées ; c'est I'ensemble des suites T = (T,) &
croissance lente, c'est-&dire pour lesquelles
il existe un entier / (dépendant de T) tel que
T, /k! reste borné pour k | — oo,

Une application

Les distributions peuvent servir a étudier
le comportement des fonctions analyti-
ques ; voici un exemple smple d'une telle
situation.
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A une distribution T sur le tore, asso-
cions le couple & = (BT, B~) des deux
fonctions holomorphes ains  définies :

BHz) = Tzt sijz <1,
k=0
— |
@) =

k=

Tzt sijz > 1.

Soit maintenant P(8) un polynéme
trigonométrique, C'est-a-dire une combi-
naison lingaire finie d exponentidle ¢*°

P@©) = Peee;

Je[< N

on peut écrire aussi, par abus de notation :

P(z) = z B2k,

Soit C*t et C- deux circonférences
de centre O et de rayons < 1 et > 1,
orientées dans le sens rétrograde et dans le
sens  trigonométrique respectivement.
Développant T et P en série, on obtient
(fig. 2) :

fig. 2
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1 2
mfom(z)P(z)dz - ZTkP,k

k=0
-1
2 s-@)Pe)dz= ZT}”)
ZiHIc— B KTk
k= —x
donc :
T,P) = B@) P) dz
(4) (T )‘ﬂfwcf @) P@)dz.

Pour 0 < r < 1, posons maintenant :

x

T+(8) = Bt(re’®) = T, rkee
k=0
—1
eie A .
T 0 = v—(—) - z T rigito
k= —
and,ona: T,V —T, =P, % T,
4
ou : P,(0) = rlkigikd
k= —c

est le noyau de Poisson. On peut voir que
P, tend vers &, dans W(T) pour r—1: il
en résulte que I'on a dans W(T) :

T = lim (T} —T,).
r—1

On interprete le résultat précédent
en disant que la distribution T est la
différence des valeurs gu bord (le long de
la circonférence unité) des fonctions holo-
morphes €+ et ¥~. Par exemple. consi-
dérons :

Blz) = 1—_1—

75 » N entier positif.

Développant T en série entiere (en z ou
en [/z), on voit que & T est associée une
digtribution Ty, dont les coefficients de
Fourier sont :

Fy = { 0, si k n’est pas un multiple de N,
(T = 1, si k est un mutiple de N ;
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la formule (4) ci-dessus montre alors
que pour tout polyndme trigonométrique
P:

7

aet
(Tx, P) = E P( z@), avec z{, = e/,

S & désigne la mesure de Dirac sur T
concentrée au point z,, on a donc :

n—1

Ty, P) = z (6JN, P) :

i=0

comme toute fonction de B(T) est appro-
chable uniformément par une suite de
polyndmes trigonométriques, on en déduit
que Ty est la somme de la série :
n—1
Ty = z 84
j=0
De maniere générale, toute suite dou-
blement infinie (d,);cz. & croissance lente
(cf. supra, Coefficients de Fourier d'une
distribution périodique), est la suite des
coefficients de Fourier d'une distribu-
tion A sur T, ce quon écrit symbolique-
ment :
.
A@®) ~ z

—y

PR
akexke;

de plus, A est la limite dans W(T) des
distributions définies par les polynémes
trigonomeétriques

§ o8, N— o,

ki<

z

Autrement dit. la série de Fourier d’'une
digtribution converge vers cette distribu-
tion dans B’(T) ; mais bien entendu cela
n'entraine pas que les sommes partielles
convergent pour tout ©.

PAUL KREE
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DIVISIBILITE

) éude démentaire de la divisibilité
dans I'anneau Z des entiers reldtifs
résulte de I'existence de la division eucli-
dienne qui entraine que cet anneau est
principal. Les propriétés générales des
anneaux principaux sont exposées dans
Particle ANNEAUX COMMUTATIFS, et nous
nous contenterons ici d énumérer les prin-
cipaux résultats relatifs au cas particulier
qui nous occupe ici.

L'étude plus fine et plus spécifique de
'anneau Z (nombre de diviseurs d'un
nombre donné, somme de ces diviseurs,
etc.) introduit des fonctions arithmétiques
multiplicatives. Les indications qui suivent
sont trés éémentaires, mais il est impor-
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tant de noter qu'un grand nombre des
résultats obtenus ont été généralisés aux
corps de nombres agébriques ; le dernier
chapitre donne un apercu de ces propriétés
dans le cas des corps quadratiques, en
renvoyant a l'article théorie des wowsres -
Nombres agébriques pour I'exposé de la
théorie sous sa forme contemporaine.

i

1. Propriétés élémentaires

L'anneau Z des entiers relatifs possede la
propriété suivante de division euclidienne :
s aet b sont deux entiers relatifs, b # 0,
il existe des entiers q et r déterminés de
maniere unique par les conditions :

a=bg+r, 0<r<b—1;

g Sappelle le quotient de la divison de a
par b et b et le reste de cette division. Si
le reste et nul, cela signifie qu'il existe
un entier g tel que a = bg ; on dit dors
que b divise a, ou que a est un multiple
de h.

Dans ce qui suit, nous nous limiterons,
sauf mention explicite du contraire, aux
entiers positif. On écrit b as b divise a
Cette relation de divishilité est une rda
tion d'ordre dans les entiers naturels ; en
effet, elle est réflexive car ¢ a, transitive
carc beth gentrainent ¢ a. antisyme-
trique car ¢ b et b aentrainent g = b.
Cet ordre n'est pas tota car deux entiers
aet b ne vérifient pas obligatoirement I'une
des relations ¢| b ou A a Un nombre
p % 1 est dit premier Sil n'est divisible que
par 1 et par lui-méme.

Soient ¢ e b deux entiers positifs ; on
montre (Cf . ANNEAUX COMMUTATIFS) qu'il
existe un diviseur commun 4 de a et de b
tel que les diviseurs communs de a et de b
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soient exactement les diviseurs de d; ce
divissur commun privilégié est appelé le
plus grand commun diviseur (en abrégé
P.G.CD.) degetde b et senote d= (a,
h). S (a b) = 1, Cest-adire si le seul
diviseur commun de a et de b est 1, on dit
gue a et b sont premiers entre eux. Une
condition nécessaire et suffisante pour
que ¢ €t b soient premiers entre eux est
quil existe des entiers relatifs x et y tes
que :

ax + by =1 (identité de Bezout).

Ce résultat entraine facilement le
lemme de Gauss : S un entier ¢ divise un
produit ah et est premier avec a, aors il
divise b. On en déduit le théoréme fonda-
menta de la décomposition en facteurs
premiers : tout entier naturd a > 1 est
décomposable, d'une maniére unique, en
un produit :

a=ppkpt

de nombres premierspl,pz, . distincts;
les exposants k, sont des entiers 2 1. On
peut, a partir de la, donner la régle
d'obtention du P.G.C.D. de nombres ainsi
décomposés prendre les facteurs pre-
miers communs avec les exposants les plus
petits. On peut aussi bétir sur ces décom-
positions la théorie du plus petit commun
multiple (en abrégé P.P.CM.) de deux
nombres : prendre les facteurs premiers,
communs ou non, avec leurs exposants les
plus grands. Le P.P.C.M. ains introduit de
a et b est un multiple commun m tel que
les multiples communs de ¢ et de b soient
exactement les multiples de m ; il et reié
au P.G.C.D. d deaet de b par la reation
md = ub.

Indiquons enfin que les notions de
P.G.C.D. et de P.P.C.M. sétendent sans
difficulté au cas de n entiers a;, a,, . . . . a.
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2. Foncti